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Résumé

De nos jours, la conception avant-projet en aéronautique repose majoritairement sur des mo-

dèles numériques faisant interagir de nombreuses disciplines visant à évaluer les performances

de l’avion. Ces disciplines, comme l’aérodynamique, la structure et la propulsion, sont connectées

entre elles afin de prendre en compte leurs interactions. Cela produit un processus d’évaluation

des performances de l’avion coûteux en temps de calcul. En effet, une évaluation peut prendre de

trente secondes pour les modèles de basse fidélité jusqu’à plusieurs semaines pour les modèles

de plus haute fidélité. De plus, à cause de la multi-disciplinarité du processus et de la diversité

des outils de calcul, nous n’avons généralement pas accès aux propriétés ou au gradient de cette

fonction de performance. En outre, chaque discipline utilise ses propres variables de conception

et doit respecter des contraintes d’égalité ou d’inégalité qui sont souvent nombreuses et multi-

modales. On cherche finalement à trouver la meilleur configuration possible dans un espace de

conception donné.

Cette recherche peut se traduire mathématiquement par un problème d’optimisation boite-

noire sous contraintes d’inégalité et d’égalité, aussi connues comme contraintes mixtes, dépen-

dant d’un grand nombre de variables de conception. De plus, les contraintes et la fonction ob-

jective sont coûteuses à évaluer et leur régularité n’est pas connue. C’est pourquoi, on s’intéresse

aux méthodes d’optimisations sans dérivées et particulièrement celles reposant sur les modèles

de substitution. Les méthodes d’optimisation Bayésienne, utilisant des processus gaussiens, sont

notamment étudiées car elles ont montré des convergences rapides sur des problèmes multi-

modaux. En effet, l’utilisation d’algorithmes d’optimisation évolutionnaire ou reposant sur le gra-

dient n’est pas envisageable du fait du coût de calcul que cela implique : trop d’appels pour générer

des populations de points, ou pour approcher le gradient par différences finies.

Cependant la méthode d’optimisation Bayésienne est classiquement utilisée pour des pro-

blèmes d’optimisation sans contrainte et de faible dimension. Des extensions ont été proposées

pour prendre en compte ce verrou de manière partielle. D’une part, des méthodes d’optimisation

ont été introduites pour résoudre des problèmes d’optimisation à contraintes mixtes. Toutefois,

aucune d’entre elles n’est adaptable à la grande dimension, aux problèmes multi-modaux et aux

contraintes mixtes. D’autre part, des méthodes d’optimisation ont été développées pour la grande

dimension pouvant aller jusqu’au million de variables de conception. De même, ces méthodes ne

s’étendent que difficilement aux problèmes contraints à cause du temps de calcul qu’ils néces-

sitent ou de leur caractère aléatoire.

Une première partie de ce travail repose sur le développement d’un algorithme d’optimisation

Bayésienne résolvant les problèmes d’optimisation sans contrainte en grande dimension. Il re-

pose sur une stratégie d’apprentissage adaptatif d’un sous-espace linéaire réalisée conjointement

à l’optimisation. Ce sous-espace linéaire est ensuite utilisé pour réaliser l’optimisation. Cette mé-

vii
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thode a été testée sur des cas tests académiques.

Une deuxième partie de ce travail traite du développement d’un algorithme d’optimisation

Bayésienne pour résoudre les problèmes d’optimisation multi-modaux sous contraintes mixtes. Il

a été comparé aux algorithmes de la littérature de manière intensive sur une grande batterie de

tests académiques.

Finalement, on a confronté le second algorithme à deux cas tests aéronautiques. Le premier

cas test est une configuration classique d’avion moyen-courrier à propulsion hybride électrique

développé par l’ONERA et l’ISAE-Supaero. Le second cas test est une configuration classique

d’avion d’affaire développée par Bombardier Aviation. Ce cas test repose sur une optimisation

à deux niveaux de fidélité. Un niveau de fidélité conceptuel et un niveau de fidélité préliminaire

pour lesquels le problème est respectivement évalué en trente secondes et 25 minutes. Cette der-

nière étude a été réalisée lors d’une mobilité internationale chez Bombardier Aviation à Montréal

(CA). Les résultats ont montré l’intérêt de la méthode mise en place.

Mots Clefs : Optimisation Bayésienne, Modèle de substitution, Optimisation en grande di-

mension, Conception avion.



Abstract

Nowadays, the preliminary design in aeronautics is based mainly on numerical models bring-

ing together many disciplines aimed at evaluating the performance of the aircraft. These discip-

lines, such as aerodynamics, structure and propulsion, are interconnected in order to take into ac-

count their interactions. This produces a computationally expensive aircraft performance evalu-

ation process. Indeed, an evaluation can take from thirty seconds for low fidelity models to several

weeks for higher fidelity models. In addition, because of the multi-disciplinarity of the process

and the diversity of the calculation tools, we do not always have access to the properties or the

gradient of this performance function. In addition, each discipline uses its own design variables

and must respect equality or inequality constraints which are often numerous and multi-modal.

We ultimately seek to find the best possible configuration in a given design space.

This research can be mathematically translated to a black-box optimization problem under in-

equality and equality constraints, also known as mixted constraints, depending on a large number

of design variables. Moreover, the constraints and the objective function are expensive to evaluate

and their regularity is not known. This is why we are interested in derivative-free optimization

methods and more specifically the ones based on surrogate models. Bayesian optimization meth-

ods, using Gaussian processes, are more particularly studied because they have shown rapid con-

vergence on multimodal problems. Indeed, the use of evolutionary optimization algorithms or

other gradient-based methods is not possible because of the computational cost that this implies:

too many calls to generate populations of points, or to approach the gradient by finite difference.

However, the Bayesian optimization method is conventionally used for optimization problems

without constraints and of small dimension. Extensions have been proposed to partially take this

lock into account. On the one hand, optimization methods have been introduced to solve op-

timization problems with mixed constraints. However, none of them is adaptable to the large

dimension, to the multi-modal problems and to mixed constraints. On the other hand, non-linear

optimization methods have been developed for the large dimension up to a million design vari-

ables. In the same way, these methods extend only with difficulty to the constrained problems

because of the computing time which they require or their random character.

A first part of this work is based on the development of a Bayesian optimization algorithm solv-

ing unconstrained optimization problems in large dimensions. It is based on an adaptive learning

strategy of a linear subspace carried out in conjunction with the optimization. This linear sub-

space is then used to perform the optimization. This method has been tested on academic test

cases.

A second part of this work deals with the development of a Bayesian optimization algorithm to

solve multi-modal optimization problems under mixed constraints. It has been extensively com-

pared to algorithms in the literature on a large battery of academic tests.

ix
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Finally, the second algorithm was compared with two aeronautical test cases. The first test

case is a classic medium range aircraft configuration with hybrid electric propulsion developed

by ONERA and ISAE-Supaero. The second test case is a classic business aircraft configuration de-

veloped at Bombardier Aviation. This test case is based on an optimization at two levels of fidelity.

A conceptual fidelity level and a preliminary fidelity level for which the problem is evaluated in

thirty seconds and 25 minutes, respectively. This last study was carried out during an interna-

tional mobility at Bombardier Aviation in Montreal (CA). The results showed the interest of the

implemented method.

Key Words : Bayesian optimization, Surrogate models, Large scale optimization, Aircraft

design.
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Chapitre 1

Introduction

« Réfléchir n’est pas toujours...

rassurant. C’est toujours bien, mais

pas toujours rassurant. »

Robin Hobb
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1.1 Cadre

Ce travail de thèse s’est déroulé au sein de l’école doctorale aéronautique et astronautique

(ED-AA) en partenariat entre l’Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales (ONERA)

et l’Institut Supérieur de l’Aéronautique et de l’Espace - SUPAERO (ISAE-SUPAERO). Il est dirigé

par Nathalie BARTOLI, maître de recherche dans l’unité méthodes multidisciplinaires, concepts

intégrés (M2CI) du département traitement de l’information et systèmes (DTIS) de l’ONERA, et

co-dirigé par Youssef DIOUANE, professeur associé de l’unité mathématiques appliquées (MA)

du département d’ingénierie des systèmes complexes (DISC) de l’ISAE-SUPAERO. Le travail de

recherche s’est effectué dans ces deux unités de recherche de l’ONERA et l’ISAE-SUPAERO. Pour

finir, quatre mois ont été réalisés dans le département Advanced Design de Bombardier Aviation à

Montréal (CA) sous la responsabilité de Hugo GAGNON, ingénieur dans le département Advanced

Design, dans le cadre d’une collaboration internationale.

1.2 Contexte et objectif

La conception avion a pour but de proposer de nouvelles configurations d’avion avec les meilleures

performances possibles ; par exemple, en minimisant la consommation de carburant ou d’éner-

gie. Cette recherche est cependant soumise à de nombreuses contraintes définies par l’utilisateur,

1
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la compagnie aérienne et/ou le fabricant et à des exigences de sécurité et de sûreté. En général,

la performance et les contraintes sont impactées par l’ensemble des disciplines prises en compte

dans le processus de conception; par exemple, l’aérodynamique, la structure ou la propulsion.

L’ingénieur de conception est ensuite capable, grâce à des méthodes de couplage entre ces dis-

ciplines, de produire une configuration avion qui respecte les contraintes tout en fournissant

les meilleures performances possibles. De nombreuses possibilités de couplage entre ces disci-

plines sont envisageables et sont regroupées en grande famille de formulations d’optimisation de

conception multi-disciplinaire, ou multi-disciplinary design optimization (MDO). Une démarche

similaire peut aussi être appliquée à d’autres processus de conception; par exemple, des hélico-

ptères, des drones ou des planeurs [99].

Au cours de la dernière décennie, on a tenté d’améliorer l’efficacité des processus de concep-

tion avion en développant des outils et des techniques dans le domaines de la MDO [26]. En ef-

fet, chaque connexion entre les disciplines représente l’influence d’une discipline sur une autre.

On crée donc un problème fortement interdépendant. Suivant la formulation MDO choisie pour

représenter ces interdépendances, on peut être amené à ajouter des contraintes, dites de consis-

tance, qui assurent la faisabilité de l’avion et la cohérence entre les disciplines considérées. En

résumé, la MDO est un outil performant capable de gérer automatiquement le compromis entre

les différentes disciplines tout en prenant en compte les différentes contraintes de conception et

de consistance.

La structure, la propulsion, l’aérodynamique, l’automatique et la sécurité sont des exemples de

disciplines à prendre en compte. Chacune d’entre elles est accompagnée de ses propres contraintes

et variables de conception qui peuvent être soit liées à d’autres disciplines soit directement gé-

rées par l’utilisateur. C’est pourquoi lorsque le nombre de disciplines augmente, le nombre de

contraintes et de variables de conception peut, quant à lui, fortement augmenter. De plus, à cause

de l’interdépendance des disciplines, les contraintes de conception peuvent définir des zones fai-

sables non-convexes. On les nome contraintes multi-modales. De la même manière, la fonction

objectif représentant les performances à optimiser dépend de l’ensemble des disciplines ce qui

peut la rendre fortement multi-modale. On peut ainsi obtenir des problèmes MDO avec plus d’une

centaine de variables de conception et plus d’une quarantaine de contraintes d’égalité et/ou d’in-

égalité multi-modales.

Les modèles utilisés pour représenter les disciplines considérées dans le processus sont sou-

vent très gourmands en temps de calcul et ne fournissent pas toujours les dérivées de la fonction

objectif et des contraintes [9]. Les algorithmes d’optimisation classiques ne peuvent donc pas être

utilisés efficacement puisqu’ils ont besoin soit des dérivées, que l’on ne peut estimer par diffé-

rences finies au vue du nombre d’appels nécessaires à ce calcul, soit de beaucoup d’évaluations

du problème [76].

Les problèmes MDO font finalement partie d’une grande famille de problèmes d’optimisation

boite noire, ou black box optimization (BBO) [4]. Cela signifie que l’on n’a aucune connaissance

sur les fonctions objectif et les contraintes, leurs propriétés mathématiques (régularité, continuité,

linéarité, etc.), leurs dérivées ou leur Hessienne. De plus, on considère que ces problèmes sont

coûteux à évaluer en temps de calcul ou en ressource.

Pour résoudre ce type de problèmes, les méthodes d’optimisation sans dérivées ou derivative-free

optimization (DFO) [4, 24] peuvent être utilisées dans la majorité des cas. Cependant, ces mé-



1.3. CONTRIBUTION 3

thodes résolvent difficilement les problèmes BBO très couteux en temps de calcul et comportant

des contraintes multi-modales mixtes. En effet, la plupart de ces méthodes cherchent à résoudre

des problèmes comportant uniquement des contraintes d’inégalité et ne prennent pas en consi-

dération le coût d’évaluation des problèmes BBO considérés dans ce manuscrit.

Au contraire, les méthodes d’optimisation Bayésienne, ou Bayesian optimization (BO) [71] ont

été spécialement développées pour résoudre des problèmes BBO [37, 117] couteux à évaluer en

temps ou en ressources. Elles cherchent à utiliser le moins possible d’évaluations grâce à l’em-

ploi de modèles de substitution et plus particulièrement de processus gaussiens, ou Gaussian

processes (GP) [98]. Ces méthodes permettent notamment de limiter fortement le nombre d’ap-

pels aux problèmes et ainsi de réduire le temps nécessaire à l’optimisation des problèmes consi-

dérés.

Au final, l’objectif de cette thèse est de développer et de valider une ou des méthodes BO ca-

pables de prendre en compte jusqu’à un millier de variables de conception et plus d’une qua-

rantaine de contraintes multi-modales, c.-à-d. des contraintes définissant une zone faisable non

convexe et pouvant être à la fois d’égalité et d’inégalité. On souhaite également que les méthodes

proposées soient validées sur de nombreux exemples analytiques et sur des exemples de concep-

tion avion avant-projet traités dans l’équipe ou dans le cadre de collaborations.

1.3 Contribution

Durant ces trois années de thèse, on s’est intéressé à la résolution de problèmes BBO ayant d ≥
100 variables de conception et comportant p contraintes d’égalité et/ou m contraintes d’inégalité

multi-modales et qui peuvent être nombreuses (m +p ≥ 40). La fonction objectif considérée peut

également être fortement multi-modale. Ces problèmes s’écrivent sous la forme mathématique :

min
x∈Ω

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0 et h(x) = 0

}
, (1.1)

où f : Rd 7→ R est la fonction objectif, g : Rd 7→ Rm sont les contraintes d’inégalité et h : Rd 7→
Rp correspondent aux contraintes d’égalité. L’ensemble des contraintes est QRSK (connu, issu de

simulations, relâchable et quantifiable) suivant la taxonomie des contraintes introduite par ? ].

De plus, ces problèmes sont coûteux à évaluer en temps ou en ressource. C’est pourquoi on s’est

particulièrement intéressé aux méthodes BO capables de résoudre ce type de problème.

Cependant ces méthodes souffrent de quatre verrous principaux. Tout d’abord, on dénombre

deux verrous s’appliquant aux méthodes aptes à prendre en compte un grand nombre de variables

de conception.

1. L’optimisation dans l’espace de grande dimension est limitée par une augmentation du

temps de calcul avec le nombre de variables de conception du problème. Ceci est notam-

ment dû à la construction de modèles de substitutions ou à la résolution de sous-problèmes

d’optimisation nécessaires au processus global de recherche d’optimum.

2. Le verrou 1 est levé par certaines méthodes qui réalisent le processus BO dans un sous-

espace de très faible dimension, inférieur à 5 en général. Toutefois, ce sous-espace est généré

aléatoirement ce qui ne garantit pas de trouver le minimum de la fonction objectif.
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En ce qui concerne les méthodes d’optimisation sous-contraintes, deux autres verrous sont éga-

lement identifiés.

3. Certaines méthodes ne permettent pas de considérer les contraintes d’égalité.

4. D’autres méthodes restent bloquées dans la première zone faisable découverte. En effet,

elles ne cherchent pas à explorer le domaine de conception à la recherche des meilleures

zones faisables du domaine, c.-à-d. qui contiennent des valeurs de fonction objectif faibles.

On souligne que les verrous 2 et 4 soulèvent la même problématique d’impossibilité de découvrir

le minimum global de la fonction. Toutefois, on considère deux verrous distincts car ils ne sont

pas provoqués par les mêmes mécanismes.

Pour lever les verrous 1 et 2, on a proposé une méthode d’optimisation Bayésienne en grande

dimension, ou high dimensionnal Bayesian optimization (HDBO) que l’on a validé sur 5 cas tests

analytiques comportant 10 à 1000 variables de conception.

Pour lever les verrous 3 et 4, on a développé un algorithme d’optimisation Bayésienne sous

contraintes, ou constrained Bayesian optimization (CBO), ne souffrant pas du verrou 1, qui permet

de résoudre des problèmes d’optimisation sous-contraintes d’égalité et d’inégalité. Cette dernière

méthode a été testée sur un ensemble de 29 problèmes analytiques de la littérature. Grâce à cette

base de problèmes, on a réalisé un grand nombre de tests afin d’évaluer la méthode proposée.

De plus, on a également testé la méthode sur deux cas tests aéronautiques. Le premier consiste à

concevoir un avion hybride à propulsion distribuée électrique développé à l’ONERA et à l’ISAE-

SUPAERO. Ce travail a été possible grâce à une collaboration avec Alessandro SGUEGLIA, docto-

rant dans l’unité M2CI du DTIS de l’ONERA. Le deuxième consiste à concevoir un avion d’affaires

de chez Bombardier Aviation. Cette dernière étude a été réalisée lors d’une mobilité internationale

de 4 mois à Bombardier Aviation à Montréal (CA) avec la collaboration de Hugo GAGNON et Ian

CHITTICK, ingénieurs à Bombardier Aviation. Deux autres collaborations ont été possibles du-

rant ces trois années de thèse dans le cadre du projet européen Aircraft 3rd Generation MDO for

Innovative Collaboration of Heterogeneous Teams of Experts (AGILE) (2015 - 2018), notamment

avec le département de génie mécanique, industriel et aérospatial de l’université de Concordia à

Montréal (CA) pour la conception d’un avion hybride électrique à énergie solaire ; et avec le TsAGI

(RU) pour la conception d’une nacelle de moteur. Ces deux dernières collaborations ne sont pas

présentées dans cette thèse pour éviter les redondances mais ont donné lieu à des communica-

tions lors de conférences [54, 91].

1.4 Organisation

Le document se divise en 6 chapitres. Dans le Chapitre 2, une étude bibliographique des mé-

thodes HDBO et CBO est réalisée. Cette étude met en évidence les apports et les manques des

méthodes HDBO et CBO actuelles.

Dans le Chapitre 3, on introduit une méthode HDBO reposant sur l’utilisation de sous-espaces

de recherche dans lesquels la fonction objectif varie fortement. De plus, on cherche à limiter le

temps de calcul nécessaire à ce processus d’optimisation. On évalue ensuite les performances

de cette méthode en sélectionnant les paramètres les plus prometteurs et en la comparant aux

méthodes de la littérature sur des cas tests académiques.
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Dans le Chapitre 4, on propose une méthode CBO qui limite le temps de calcul et prend en

compte des contraintes multi-modales qui peuvent être d’égalité et/ou d’inégalité. De la même

manière que pour les méthodes HDBO, on évalue l’impact des paramètres de ce nouvel algorithme

et on le compare avec les algorithmes de la littérature sur des cas tests analytiques.

Dans le Chapitre 5, on évalue les performances de la méthode CBO proposée sur les problèmes

d’optimisation aéronautiques.

Dans le Chapitre 6, on dresse les conclusions et perspectives de ce travail.

1.5 Travaux publiés en lien avec la thèse

Certains des travaux présentés dans cette thèse ont fait l’objet de publications dans des jour-

naux et de communications lors de conférences internationales.

Publications dans des journaux

— PRIEM, R., N. BARTOLI, Y. DIOUANE et A. SGUEGLIA. 2020, «Upper trust bound feasibility

criterion for mixed constrained Bayesian optimization with application to aircraft design»,

Aerospace Science and Technology, vol. 105, p. 105 980 [96].

— BARTOLI, N., T. LEFEBVRE, S. DUBREUIL, R. OLIVANTI, R. PRIEM, N. BONS, J. R. R. A. MAR-

TINS et J. MORLIER. 2019, «Adaptive modeling strategy for constrained global optimization

with application to aerodynamic wing design», Aerospace Science and Technology, vol. 90,

p. 85–102 [9].

Publications dans des actes

— PRIEM, R., H. GAGNON, I. CHITTICK, S. DUFRESNE, Y. DIOUANE et N. BARTOLI. 2020, «An

efficient application of Bayesian optimization to an industrial MDO framework for aircraft

design.», dans Proceedings of the AIAA AVIATION 2020 FORUM, VIRTUAL EVENT [97].

— PRIEM, R., N. BARTOLI et Y. DIOUANE. 2019, «On the Use of Upper Trust Bounds in Constrai-

ned Bayesian Optimization Infill Criteria», dans Proceedings of the AIAA AVIATION 2019

FORUM, p. 2986 [91].

— JEYARAJ, A., F. SANCHEZ, P. EARNEST, E. MURUGESAN, R. PRIEM et S. LISCOUET-HANKE.

2019, «Exploring collaborative and multidisciplinary aircraft optimization through the AGILE

academy challenge – a case study for an aircraft auxiliary solar power system», dans Pro-

ceedings of the 19th Astronautics Conference of the Canadian Aeronautics and Space Insti-

tute [54].

Communications à des conférences sur résumé

— PRIEM, R., N. BARTOLI, Y. DIOUANE et H. GAGNON. 2019, «On a feasibility criterion for air-

craft efficient global multidisciplinary optimization», dans Proceedings of the 1st MDOPhD

Day [93].

— PRIEM, R., N. BARTOLI, Y. DIOUANE et A. SGUEGLIA. 2019, «An upper trust bound feasibi-

lity criterion for constrained bayesian optimization», dans Proceedings of the Optimization

Days 2019 [95].
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— PRIEM, R., N. BARTOLI, Y. DIOUANE, S. DUBREUIL et T. LEFEBVRE. 2018, «An adaptive fea-

sibility approach for constrained bayesian optimization with application in aircraft design»,

dans Proceedings of the 6th International Conference on Engineering Optimization [92].

Communication à des conférences sur poster

— PRIEM, R., N. BARTOLI, Y. DIOUANE, T. LEFEBVRE, S. DUBREUIL, M. SALAÜN et J. MOR-

LIER. 2018, «SEGOMOE : Super efficient global optimization with mixture of experts», dans

Proceedings of the CIMI Optimization and Learning Workshop [94].

Prix

— 1er prix du challenge AGILE Academy, Naples, Octobre 2018 [54].
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Optimisation Bayésienne

sous-contraintes et en grande

dimension : un état de l’art

« Il y a toujours des solutions mais,
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Objectifs du chapitre

— Introduire les processus gaussiens et leur extension pour la grande dimension.

— Introduire l’optimisation Bayésienne et ses extensions pour la grande dimension.

— Introduire les méthodes d’optimisation Bayésienne avec contraintes et leur exten-

sion pour la grande dimension.

Ce chapitre s’efforce de réaliser l’état de l’art et d’introduire les outils nécessaires à la compré-

hension et à l’utilisation des méthodes d’optimisation Bayésienne sous-contraintes en grande di-

mension, ou high dimensionnal constrained Bayesian optimization (HDCBO). Il est divisé en trois

grandes parties. On commence par introduire la théorie de l’interpolation par GP et les instru-

ments requis pour cette construction. Dans cette partie, les méthodes d’interpolation par GP pour

la grande dimension sont présentées. Ensuite, la structure de la méthode de BO sans contrainte

est développée. En outre, on discute des principales méthodes de la littérature ainsi que de leurs

extensions à la grande dimension. Enfin, on s’intéresse aux différentes méthodes BO prenant en

compte des contraintes et on étend cet intérêt aux méthodes de HDCBO.

2.1 Généralité sur l’interpolation par processus gaussiens

L’interpolation par GP à sortie scalaire [36, 61, 98] a d’abord été introduite par KRIGE [61]

dans le cadre de l’exploitation minière. Les GP sont maintenant largement utilisés grâce aux nou-

veaux moyens informatiques notamment dans la communauté de l’apprentissage automatique,

ou machine learning (ML) et de l’intelligence artificielle, ou artificial intelligence (AI) [98] ainsi

qu’en ingénierie pour la MDO [36].

Un GP est entièrement défini par une fonction de moyenne a priori et un noyau de covariance.

La fonction de moyenne a priori décrit le comportement global du GP alors que le noyau de cova-

riance représente la similitude entre deux points d’échantillonnage du domaine de conception.

2.1.1 Formulation des processus Gaussiens

Une description détaillée de la méthode d’interpolation par GP à sortie scalaire est donnée

ci-après. Par abus de langage, on dira GP à la place d’interpolation par GP.

On cherche ici à approcher une fonction scalaire s : Rd 7→ R en utilisant les l points du plan

d’expériences, ou design of experiments (DoE) D(l )
s =

{
x (k), y (k)

s

}
k=1,...,l

où x (k) ∈ Ω, Ω ⊂ Rd et

y (k)
s = s

(
x (k)

) ∈R. De plus, on suppose que la fonction scalaire s est la réalisation d’un GP, noté

GP
(
µ,k

)
, de moyenne a priori µ :Rd 7→R et de noyau de covariance k :Rd×2 7→R. On conditionne

ensuite le GP pour qu’il prenne en compte les données connues de s en utilisantD(l )
s . Ce GP condi-

tionné par les l points d’échantillonnage D(l )
s définit une variable aléatoire y (l )

s,x pour chaque point

x de Ω qui suit une loi gaussienne

y (l )
s,x ∼P

(
ys |D(l )

s , x
)
=GP

(
µ,k|D(l )

s , x
)
=N

(
µ̂(l )

s (x),
[
σ̂(l )

s (x)
]2

)
(2.1)

et dont p
(

ys |D(l )
s , x

)
est la fonction de densité. La moyenne µ̂(l )

s et l’écart type σ̂(l )
s s’expriment
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comme suit :

µ̂(l )
s (x) =µ(x)+k (l )(x)>

[
K(l )

]−1 (
Y(l )

s −µ(l )
)

, (2.2)

σ̂(l )
s (x) =

(
k(x , x)−k (l )(x)>

[
K(l )

]−1
k (l )(x)

) 1
2

, (2.3)

où µ(l ) = [
µ(x (1)), . . . ,µ(x (l ))

]> ∈ Rl est le vecteur de moyenne pour les points d’échantillonnage

de D(l )
s , k (l )(x) = [

k(x (1), x), . . . ,k(x (l ), x)
]> ∈ Rl est le vecteur de covariance entre x et les points

d’échantillonnage de D(l )
s , K(l ) = [

k(x (i ), x ( j ))
]

i , j=1,...,l ∈ Rl×l est la matrice de covariance évaluée

sur tous les points d’échantillonnage de D(l )
s . Enfin, Y(l )

s =
[

y (1)
s , . . . , y (l )

s

]> ∈ Rl est le vecteur des

sorties de s.

Pour finir, la Figure 2.1 représente le GP de la fonction s(x) = x sin(3π(x +0.1)), construit à par-

tir d’un DoE de trois points, pour lequel on a tracé la moyenne et l’écart type sur tout le domaine

de définition Ω = [0,1]. On a aussi tracé la distribution normale définie par le GP au point x = 0.

La Figure 2.1 et l’équation (2.3) montrent que la moyenne du GP interpole les points du DoE. De

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.5

0.0

0.5

y

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.0

0.1(l) s

Fonction
DoE

(l)
s
(l)
s ± 3 (l)

s

( (l)
s , (l)

s )
(l)
s

FIGURE 2.1 – Illustration d’un modèle de GP de la fonction s(x) = x sin(3π(x +0.1)).

plus, la valeur de l’écart type est nulle en ces points. On considère donc que la moyenne µ̂(l )
s (x)

est la prédiction du modèle de régression associé au GP de la fonction s et que l’écart type σ̂(l )
s (x)

représente une estimation de l’erreur locale de la prédiction au point x du modèle de régression.

Remarque 2.1.1 On souligne que dans l’hypothèse où la fonction à modéliser s est la réalisation

d’un GP dont on connaît les hyper-paramètres, le noyau de covariance et la moyenne a priori, alors

il y a 99% de chance que la valeur au point x de la fonction à modéliser soit comprise dans l’inter-

valle
[
µ̂(l )

s (x)−3σ̂(l )
s (x), µ̂(l )

s (x)+3σ̂(l )
s (x)

]
. Dans le cas où on ne peut pas vérifier ces hypothèses, cet

intervalle perd la valeur connue de probabilité d’appartenance. En pratique, on considère que cet

intervalle contient avec une forte probabilité la valeur de la fonction à modéliser même si l’hypo-

thèse initiale n’est pas vérifiable.

2.1.2 Noyaux de Covariance

Les noyaux de covariance permettent de mesurer la similitude entre deux points x et x ′ du

domaine Ω [98]. Ils peuvent être de deux types : soit stationnaires, c.-à-d. qu’ils sont invariants
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par translation, soit non-stationnaires. Pour qu’une application k : Rd×2 7→ R soit un noyau de

covariance, il est nécessaire et suffisant qu’elle soit symétrique semi-définie positive [98]. Ceci se

traduit mathématiquement par :

— Symétrie : ∀x , x ′ ∈Ω,k(x , x ′) = k(x ′, x)

— Positivité : ∀η0 ∈N∗,∀λ1, . . . ,λη0 ,∀x (1), . . . , x (η0) ∈Ω,
η0∑

i=1

η0∑
j=1

λiλ j k(x (i ), x ( j )) ≥ 0

Le choix du noyau de covariance est souvent fait a priori ou par des méthodes de validation croi-

sée [32, 98] parmi un ensemble varié de possibilités [32].

Dans les sections suivantes, on introduit les principaux noyaux de covariance utilisés ainsi que

des méthodes pour en créer de nouveaux à partir de noyaux connus.

2.1.2.1 Exemple de noyaux de covariance

Il existe de nombreux noyaux de covariance [32] qui permettent de représenter une grande

variété de fonctions. Les trois noyaux principalement utilisés sont les noyaux exponentiels, gaus-

siens et Matérn 5
2 . Ils sont caractérisés par Np ∈ N+ hyper-paramètres θ(l )

s ∈ [
R+]Np qui codent la

similitude entre deux points pour chaque dimension du domaine Ω. Leurs expressions ainsi que

leurs nombres d’hyper-paramètres sont donnés dans le Tableau 2.1. La Figure 2.2 représente la co-

TABLEAU 2.1 – Exemple de noyaux de covariance où mi = ∣∣xi −x ′
i

∣∣ représente la ie composante de m =∣∣x −x ′∣∣ et θ(l )
s,i représente la ie composante du vecteur d’hyper-paramètres θ(l )

s

Noyau de
Expression

Nombre d’hyper-
covariance paramètres

Exponentiel
[
θ(l )

s,0

]2 d∏
i=1

exp
(
−θ(l )

s,i mi

)
d +1

Gaussien
[
θ(l )

s,0

]2 d∏
i=1

exp
(
−θ(l )

s,i m2
i

)
d +1

Matérn 5
2

[
θ(l )

s,0

]2 d∏
i=1

(
1+p

5θ(l )
s,i mi + 5

3

[
θ(l )

s,i mi

]2
)

exp
(
−p5θ(l )

s,i mi

)
d +1

variance unidimensionnelle pour ces trois noyaux. On constate que la longueur de corrélation est

plus faible lorsque θ(l )
s est grand. En effet, la longueur de corrélation l (l )

s,i pour chaque dimension
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FIGURE 2.2 – Noyaux de covariance classiques unidimensionnels en fonction de la distance entre deux
points.
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i est directement reliée à l’hyper-paramètre θ(l )
s,i par la relation suivante :

l (l )
s,i =

1√
2θ(l )

s,i

. (2.4)

Ainsi, il existe une longueur de corrélation, c.-à-d. un hyper-paramètre, qui représente au mieux la

similitude entre les points. Cette étape d’estimation des meilleurs hyper-paramètres est présentée

dans la Section 2.1.3.

2.1.2.2 Création de nouveaux noyaux de covariance

A partir des noyaux classiques [32, 98], il est possible de créer de nouveaux noyaux pour com-

biner leurs propriétés. Il existe de nombreuses manières de combiner des noyaux existants. Les

plus élémentaires sont les suivantes :

— la somme de deux noyaux k1 :Rd×2 7→R et k2 :Rd×2 7→R.

k(x , x ′) = k1(x , x ′)+k2(x , x ′). (2.5)

— le produit de deux noyaux k1 :Rd×2 7→R et k2 :Rd×2 7→R

k(x , x ′) = k1(x , x ′)×k2(x , x ′), (2.6)

ou le produit de deux noyaux k1 :Rd×2 7→R et k2 :Rd ′×2 7→R

k(x , x ′,u,u′) = k1(x , x ′)×k2(u,u′). (2.7)

— le produit d’un noyau k1 :Rd×2 7→R par une fonction h :Rd 7→R.

k(x , x ′) = h(x)k1(x , x ′)h(x ′). (2.8)

Ces différentes méthodes de combinaison de noyaux de covariance permettent de coupler leurs

propriétés afin de mieux représenter la fonction à modéliser.

2.1.3 Estimation des hyper-paramètres

Les GP sont paramétrés par les inconnues θ(l )
s qui ont été supposées connues dans les Sec-

tions 2.1.1 et 2.1.2. Les méthodes de l’estimateur du maximum de vraisemblance, de validation

croisée et de maximum a posteriori sont les trois principalement utilisées pour estimer ces hyper-

paramètres [5, 44]. Dans ce travail, on considère uniquement la méthode de l’estimateur du maxi-

mum de vraisemblance.

2.1.3.1 La fonction de log-vraisemblance

Dans cette section, la fonction de log-vraisemblance est introduite dans le cadre des GP. Cette

fonction à maximiser suivant les θ(l )
s s’exprime analytiquement par

L
(
Y(l )

s ,θ(l )
s

)
= 1

(2π)
l
2
∣∣K(l )

∣∣ 1
2

exp

(
−1

2

(
Y(l )

s −µ(l )
)> [

K(l )
]−1 (

Y(l )
s −µ(l )

))
. (2.9)
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De manière équivalente, on peut minimiser l’opposé de la log-vraisemblance fournie ci-dessous :

−2log
(
L

(
Y(l )

s ,θ(l )
s

))
=

(
Y(l )

s −µ(l )
)> [

K(l )
]−1 (

Y(l )
s −µ(l )

)
+ log

∣∣∣K(l )
∣∣∣+ l log(2π). (2.10)

En effet, on préfère utiliser l’opposé de la log-vraisemblance car elle réduit les fortes variations qui

apparaissent souvent dans la fonction de vraisemblance. Ainsi, son optimisation est grandement

facilitée.

2.1.3.2 Optimisation de la fonction de log-vraisemblance

Dans cette section, on introduit l’estimation des hyper-paramètres réalisée grâce à l’optimi-

sation de la fonction de log-vraisemblance (2.10). Les hyper-paramètres θ(l )
s qui maximisent la

fonction de log-vraisemblance ne peuvent pas être calculés analytiquement à cause de l’inverse

de la matrice de covariance K(l ). Pour cela, on peut utiliser différentes méthodes d’optimisation

classiques pour estimer ces hyper-paramètres. BOUHLEL et al. [19] utilisent l’algorithme d’op-

timisation sans dérivées constrained optimization by linear approximation (COBYLA) [90] dans

surrogate modeling toolbox (SMT); ROUSTANT et al. [105] utilisent un algorithme de type limited

memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno method subject to bounds (L-BFGS-B) [141] ou un

algorithme génétique utilisant l’information des dérivées ; TOAL et al. [127] ont développé une

méthode couplant l’optimisation par essaims particulaires avec une recherche locale à base de

gradient. Cependant, le coût de l’optimisation de la fonction de log-vraisemblance augmente avec

la dimension [127, 128]. L’utilisation des dérivées devient donc nécessaire pour accélérer l’optimi-

sation. Celui-ci s’exprime comme suit :

−2
∂ log

(
L

(
Y(l )

s ,θ(l )
s

))
∂θ(l )

s,i

=−∂
[
µ(l )

]>
∂θ(l )

s,i

Γ(l )
s −

[
Γ(l )

s

]> ∂µ(l )

∂θ(l )
s,i

−
[
Γ(l )

s

]> ∂K(l )

∂θ(l )
s,i

Γ(l )
s +Tr

[
K(l )

]−1 ∂K(l )

∂θ(l )
s,i

 , (2.11)

avec ∂ ·
∂θ(l )

s,i

la dérivé partielle par rapport à la ie composante de θ(l )
s , Γ(l )

s = [
K(l )

]−1
(
Y(l )

s −µ(l )
)

et

Tr :Rl×l 7→R l’application trace.

Dans cette section, les principes généraux pour la construction des GP ont été introduits. Ont

notamment été introduites les formules de moyenne (2.2) et d’écart type (2.3) des GP; la fonction

de log-vraisemblance (2.10) ainsi que ses dérivés partielles (2.11). Toutefois, lorsque la dimension

augmente (d ≈ 20), les GP classiques commencent à souffrir de plusieurs maux.

— GARNETT et al. [40] soulignent que l’utilisation des GP classiques en grande dimension ne

permet pas de corréler les informations des points du DoE car la longueur de corrélation

entre les points devient trop importante.

— BOUHLEL et al. [17] remarquent que le nombre d’hyper-paramètres à estimer augmente for-

tement le temps d’optimisation à cause de l’inversion de la matrice de covariance.

Dans la section suivante, on s’intéressera donc aux méthodes mises en place pour étendre les GP

à la grande dimension.

2.1.4 Processus Gaussiens pour la grande dimension

De nombreuses méthodes ont été mises en place pour gérer la grande dimension dans le

contexte des GP [17, 20, 21, 27, 32, 40, 53, 67, 77, 120, 122]. Pour la plupart, elles reposent sur la
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définition de nouveaux types de noyaux de covariance qui permettent de mieux corréler les points

du domaine entre eux. D’autres cherchent à réduire le nombre d’hyper-paramètres pour accélérer

leur estimation.

Dans la suite de cette section, on introduit les deux méthodes de construction de GP en grande

dimension [17, 40] étudiées dans ce manuscrit. Elles reposent sur l’hypothèse que la plupart des

fonctions de grande dimension dépendent uniquement de de < d directions que l’on appelle di-

rections efficaces. Ceci signifie qu’il existe une fonction sA : Rde 7→ R telle que sA(Ax) = s(x) avec

A⊂Rde , A= {u = Ax ,∀x ∈Ω} et A ∈Rde×d . Cette opération permet de transformer l’espaceΩ pour

ne s’intéresser qu’aux directions de variation de la fonction. Par exemple, la fonction de deux va-

riables de conception s(x) = 3(x1+x2+3)+24(x1+x2+3)2, représentée par la Figure 2.3, comporte

un sous-espace linéaire unidimensionnel A qui peut se définir avec la matrice A = [1,1]. Ce sous-

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x1

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x 2

Sous-espace linéaire

24

84

144

204

264

324

384

444

504

564

FIGURE 2.3 – Sous-espace linéaire de la fonction s(x) = 3(x1 +x2 +3)+24(x1 +x2 +3)2.

espace linéaire A est représenté par la ligne noire sur la Figure 2.3.

On peut ensuite définir un GP pour sA avec une moyenne a priori µA :Rde 7→R et un noyau de

covariance kA : Rde×2 7→ R où µA(Ax) = µ(x) et kA(Ax , Ax ′) = k(x , x ′) pour tout (x , x ′) ∈Ω2. Un GP

est donc aussi défini pour la fonction s. On prend, par exemple, un noyau de covariance gaussien

dans le sous-espace linéaire A. Il s’écrit :

kA(u,u′) =
[
θ(l )

s,0

]2
exp

(
−1

2
(u −u′)>(u −u′)

)
, (2.12)

avec (u,u′) ∈A2. Si on considère que u = Ax and u′ = Ax ′, le noyau de covariance précédemment

introduit dans A se traduit par le noyau de covariance suivant dans Ω2 :

k(x , x ′) =
[
θ(l )

s,0

]2
exp

(
−1

2
(x −x ′)>A>A(x −x ′)

)
. (2.13)

Dans les deux prochaines sections, on s’intéresse plus particulièrement à deux types de GP

utilisant une réduction de dimension : les processus gaussien marginal, ou marginal Gaussian
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process (MGP) et les modèles Krigeage combiné aux moindres carrés partiels, ou kriging coupled

with partial least squares (KPLS).

2.1.4.1 Processus Gaussiens marginaux

L’idée des MGP [40] est de considérer la matrice vectorisée vect(A) ∈ Rd ·de comme une réa-

lisation d’une loi gaussienne P(A) =N
(
vect

(
Ap

)
,Σp

)
où vect

(
Ap

)
et Σp sont respectivement la

moyenne et la matrice de covariance a priori. On note p(A) la fonction de densité de P(A). On

cherche ensuite à estimer P
(

A|D(l )
s

)
, la loi de probabilité a posteriori de vect(A) sachant D(l )

s . Pour

cela, l’approximation de Laplace peut être utilisée et donne l’approximation gaussienne suivante :

P
(

A|D(l )
s

)
≈N

(
vect(Â),Σ̂

)
, (2.14)

p
(

A|D(l )
s

)
≈ p(A) ·L

(
Y(l )

s , A
)

, (2.15)

où vect
(
Â
)

est un maximum local de p
(

A|D(l )
s

)
, la fonction de densité de P

(
A|D(l )

s

)
. La matrice de

covariance Σ̂ est, quant à elle, estimée par l’inverse de la Hessienne de la fonction du logarithme

de p
(

A|D(l )
s

)
évaluée en vect

(
Â
)

Σ̂−1 = −∇2 log p
(

A|D(l )
s

)∣∣∣
A=Â

≈− ∇2 logL
(
Y(l )

s , A
)∣∣∣

A=Â
− ∇2 log p (A)

∣∣
A=Â (2.16)

où ∇2 correspond à l’opérateur Hessienne par rapport à vect(A). Pour calculer le log a posteriori, il

est nécessaire de connaître le log a priori ainsi que la log vraisemblance. Bien que les dérivées et la

Hessienne du log a priori soient triviaux, ceux de la log vraisemblance le sont moins. Les dérivées

de la log vraisemblance a déjà été introduit précédemment par (2.11) tandis que la Hessienne est

donnée par :

−2
∂2 log

(
L

(
Y(l )

s ,θ(l )
s

))
∂θ(l )

s, j∂θ
(l )
s,i

= 2
∂
[
µ(l )

]>
∂θ(l )

s,i

[
K(l )

]−1 ∂µ(l )

∂θ(l )
s, j

−2
[
Γ(l )

s

]> ∂2µ(l )

∂θ(l )
s, j∂θ

(l )
s,i

+2
[
Γ(l )

s

]>∂K(l )

∂θ(l )
s,i

[
K(l )

]−1 ∂µ(l )

∂θ(l )
s, j

+ ∂K(l )

∂θ(l )
s, j

[
K(l )

]−1 ∂µ(l )

∂θ(l )
s,i


+

[
Γ(l )

s

]>− ∂2K(l )

∂θ(l )
s, j∂θ

(l )
s,i

+2
∂K(l )

∂θ(l )
s,i

[
K(l )

]−1 ∂K(l )

∂θ(l )
s, j

Γ(l )
s

−Tr

[
K(l )

]−1 ∂K(l )

∂θ(l )
s, j

[
K(l )

]−1 ∂K(l )

∂θ(l )
s,i

+Tr

[
K(l )

]−1 ∂2K(l )

∂θ(l )
s, j∂θ

(l )
s,i

 ,

(2.17)

où on a noté θ(l )
s = vect(A) pour faciliter l’écriture, Γ(l )

s = [
K(l )

]−1
(
Y(l )

s −µ(l )
)

et θ(l )
s,i et la ie compo-

sante de θ(l )
s .

Maintenant, on peut prendre en compte la distribution de θ(l )
s = vect(A) dans la construction

du processus stochastique représentant la fonction s. La fonction de densité du processus sto-

chastique de s sachant D(l )
s et x , p

(
ys |D(l )

s , x
)
, et n’admet pas d’expression analytique. GARNETT

et al. [40] propose donc une marginalisation sur θ(l )
s et une série d’approximations afin d’exprimer

analytiquement la moyenne µ̃(l )
s :Rd 7→R et l’écart type σ̃(l )

s :Rd 7→R de P
(

ys |D(l )
s , x

)
. Notamment,
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on approche la loi de probabilité P
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)

par une loi gaussienne dont la moyenne dé-

pend linéairement des hyper-paramètres θ(l )
s . Les paramètres de cette loi gaussienne sont ensuite

estimés grâce à une expansion locale. Grâce à ces deux étapes succinctement introduites ici, on

obtient :

µ̃(l )
s = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (2.18)[
σ̃(l )

s

]2 = ν̃(l )
s = 4

3
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

[
∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+ 1

3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

[
∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (2.19)

où Σ̂ est donnée par (2.3), ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
= [σ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]2, θ̂(l )
s = vect

(
Â
)
, ∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

:Rd 7→Rde ·d et ∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

:Rd 7→Rde ·d

sont respectivement les dérivées par rapport à θ(l )
s évalués en θ̂(l )

s de la moyenne et de la variance

du GP de s construit avec les hyper-paramètres θ(l )
s . Ces dérivées ont des expressions analytiques

qui dépendent du noyau de covariance et de la moyenne a priori choisis par l’utilisateur. De plus,

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

:Rd 7→R et σ̂(l )

s,θ̂(l )
s

:Rd 7→R sont respectivement la moyenne et l’écart type du GP de s construit

avec les hyper-paramètres θ̂(l )
s (voir (2.2) et (2.3)). Les détails des calculs nécessaires à l’obtention

des expressions de µ̃(l )
s et σ̃(l )

s sont donnés en Annexe A.1.

En pratique, le processus de construction d’un MGP est donné par l’Algorithme 2.1.

Algorithme 2.1 Processus de construction d’un MGP.

entrée : le DoE initial, la moyenne a priori des hyper-paramètres vect
(
Ap

)
, la covariance des

hyper-paramètres Σp

1: Maximiser la vraisemblance de vect(A) en utilisant (2.11) pour trouver vect
(
Â
)
.

2: Calculer Σ̂ avec (2.16) et (2.17) évaluées en vect
(
Â
)
.

3: Construire un GP avec θ̂(l )
s = vect

(
Â
)
. On obtient µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

et ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

.

4: Calculer ∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

et ∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

.

5: Calculer µ̃(l )
s (2.18) et σ̃(l )

s (2.19).
sortie : le MGP

Enfin, GARNETT et al. [40] ont adopté une méthode d’enrichissement adaptatif du DoE utili-

sant le MGP précédemment défini, la méthode Bayesian active learning by disagreement (BALD) [53],

pour découvrir de manière itérative le meilleur sous-espaceA. La stratégie d’enrichissement BALD

repose sur une fonction α(l )
BALD,s : Rd 7→ R représentant l’amélioration du sous-espace linéaire en

ajoutant le point x ∈Ω au DoE. Cette fonction s’écrit

α(l )
BALD,s(x) = ν̃(l )

s (x)

(
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

)−1

. (2.20)

On cherche ensuite à sélectionner le point x (l+1) qui améliore le plus le sous-espace linéaire, c.-à.-

d. qui est solution du problème d’optimisation

x (l+1) ∈ argmax
x∈Ω

α(l )
BALD,s(x). (2.21)

On ajoute ensuite ce point au DoE et on itère ce processus jusqu’à un nombre maximal d’itérations

max_nb_it ∈N+. Ce processus d’enrichissement itératif est finalement donné par l’Algorithme 2.2.
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Algorithme 2.2 Apprentissage adaptatif du sous-espace linéaire.

entrée : fonction à modéliser, DoE initial, un nombre maximal d’itérations max_nb_it, le nombre
de directions efficaces de

1: pour l = 1 à max_nb_it-1 faire
2: Construire le MGP avec de directions et le DoE D(l )

s (voir l’Algorithme 2.1)
3: Trouver x (l+1) la solution du problème d’optimisation (2.21)
4: Évaluer la fonction en x (l+1)

5: Mise à jour du DoE
6: fin pour

sortie : le MGP

Pour conclure, les MGP offrent trois capacités intéressantes :

— la découverte du sous-espace linéaire qui représente le mieux la fonction à modéliser, avec

un nombre de directions efficaces fixé.

— l’apprentissage adaptatif du sous-espace linéaire en ajoutant des points au DoE qui amé-

liorent le plus la qualité du sous-espace.

— la prise en compte de l’incertitude des hyper-paramètres dans la construction du GP.

Cependant, le coût prohibitif de l’estimation des hyper-paramètres en grande dimension limite

l’intérêt des MGP aux fonctions comprenant un nombre modéré de variables de conception. En

effet, on dénombre d ·de hyper-paramètres qui sont fixés par optimisation de la fonction de log

vraisemblance. Par exemple avec une fonction avec d = 1000 variables de conception et de = 2

directions efficaces, on doit réaliser une optimisation pour trouver d ·de = 2000 hyper-paramètres.

2.1.4.2 Processus Gaussiens combinés aux moindres carrés partiels

Avec le modèle KPLS [17], la matrice A est découverte grâce à la méthode des moindres carrés

partiels, ou partial least squares (PLS) [50] qui cherche les de directions orthonormées a(i ) ∈Rd , i ∈
{1, . . . ,de } de Ω les plus importantes au regard de l’influence des entrées

X(l )
(0) =

[[
x (0)

]>
, . . . ,

[
x (l )

]>]> ∈Rd×l sur les sorties Y(l )
s,(0) = Y(l )

s ∈ Rl . Ces directions sont définies ré-

cursivement comme suit :

a ′
(i ) ∈ arg max

a ′∈Rd

{
a ′>

[
X(l )

(i )

]>
Y(l )

s,(i )

[
Y(l )

s,(i )

]>
X(l )

(i )a ′ , a ′>a ′ = 1

}
, (2.22)

t(i ) = X(l )
(i )a ′

(i ), p(i ) =
[

X(l )
(i )

]>
t(i ), c(i ) =

[
Y(l )

s,(i )

]>
t(i ) (2.23)

X(l )
(i+1) = X(l )

(i ) − t(i )p(i ), Y(l )
s,(i+1) = Y(l )

s,(i ) − c(i )t(i ), (2.24)

A′ = [a ′
(1), . . . , a ′

(de )], P = [p ′
(1), . . . , p ′

(de )], A = A′(P>A′)−1, (2.25)

où X(l )
(i+1) ∈Rd×l et Y(l )

s,(i+1) ∈Rd sont les résidus de la projection de X(l )
(i ) et Y(l )

s,(i ) sur la ie composante

principale t(i ) ∈ Rd . Enfin, p(i ) ∈ Rd et c(i ) ∈ R sont respectivement les coefficients de régression

de X(l )
(i ) et Y(l )

s,(i ) sur la ie composante principale t(i ) pour i ∈ {1, . . . ,de }. En réalité, on a maximisé

récursivement le carré de la covariance entre a ′
(i ) et

[
X(l )

(i )

]>
Y(l )

s,(i ).

La matrice A ainsi obtenue est utilisée dans le noyau de covariance kA(Ax , Ax ′) et dans la

moyenne a priori µA(Ax) pour tout (x , x ′) ∈ Ω2. Pour construire le GP de s utilisant la matrice

A découverte par PLS, il suffit d’estimer les hyper-paramètres de kA : Rde 7→ R. Pour les noyaux
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classiques (voir Tableau 2.1), le nombre d’hyper-paramètres est restreint de d +1 à de +1 ce qui

réduit fortement le temps nécessaire à leur estimation comparé à un GP classique.

Le processus complet de construction d’un modèle KPLS est donné dans l’Algorithme 2.3.

Algorithme 2.3 Processus de construction d’un modèle KPLS.

entrée : le DoE initial, le nombre de composantes principales de

1: pour i dans {1, . . . ,de } faire
2: Résoudre (2.22) pour trouver la i e direction de A.
3: fin pour
4: Estimer θ̂(l )

s par maximisation de la fonction de vraisemblance.
5: Calculer µ̂(l )

s (2.2) et σ̂(l )
s (2.3).

sortie : le modèle KPLS

Pour conclure, les modèles KPLS offrent deux capacités intéressantes :

— la découverte du sous-espace linéaire, avec un nombre de directions efficaces fixé, qui re-

présente le mieux la fonction à modéliser.

— la réduction du nombre d’hyper-paramètres ce qui limite le temps nécessaire à leur estima-

tion comparé à un GP classique.

Ces deux avantages sont contrebalancés par l’absence de prise en compte de l’incertitude du sous-

espace linéaire comme les MGP peuvent le faire.

Dans cette section sur les GP pour la grande dimension, on a introduit deux méthodes qui

reposent sur l’hypothèse que la fonction à modéliser ne dépend que de de directions linéairement

dépendantes des directions de l’espace de conception initial. On a d’abord présenté le MGP [40]

qui apprend la distribution du sous-espace linéaire grâce à l’approximation de Laplace. On est

ensuite capable de générer un GP qui prend en compte cette incertitude, c.-à-d. une distribution,

dans la définition de sa moyenne et de son écart type. Toutefois, cette méthode est très coûteuse

en temps de calcul à cause du grand nombre d’hyper-paramètres à estimer. On a aussi rappelé

le modèle KPLS qui apprend le sous-espace linéaire grâce à la méthode des PLS. Ceci permet de

réduire de manière drastique le nombre d’hyper-paramètres tout en trouvant le sous-espace le

plus représentatif de la fonction à modéliser. Toutefois, cette dernière méthode ne considère pas

l’incertitude du sous-espace linéaire découvert.

2.1.5 Le mélange d’experts, ou mixture of experts

Le mélange d’experts, ou mixture of experts (MOE) [12] cherche à modéliser les fonctions for-

tement multi-modales, voir discontinues, ce qui est difficilement réalisable par des modèles de

substitution classiques. Par exemple, la Figure 2.4 montre une de ces fonctions. Elle nous servira

d’exemple pour la mise en œuvre des MOE. L’idée des MOE est de diviser l’espace de conception

en plusieurs sous-espaces, nommés clusters, qui rassemblent les points voisins de même compor-

tement et de construire un modèle de substitution pour chacun de ces clusters. Ces modèles de

substitution peuvent notamment être des GP.

La recherche des clusters est réalisée avec un modèle de mélange gaussien, ou Gaussian mixture

model (GMM) construit grâce à l’algorithme de maximisation des attentes, ou expectation-maximization

(EM). Le GMM trouve la meilleure répartition des clusters sur l’espace de conception en fonction

d’un critère donné, de la valeur de la fonction s, du nombre Ncluster de clusters souhaités et des
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FIGURE 2.4 – Exemple de mise en oeuvre d’un mélange d’experts de GP.

points d’apprentissage fournis par un DoE D(l )
s . Après cette étape d’apprentissage des différents

clusters, le GMM fournit une fonction de probabilité d’appartenance βi : Ω 7→ [0,1] pour chaque

cluster i ∈ {1, . . . ,Nc } telle que
∑Nc

i=1βi = 1. Ainsi, chaque point x du domaine Ω est associé au clus-

ter ayant la plus forte probabilité d’appartenance. La Figure 2.4b montre la fonction à modéliser

en rouge, les points d’apprentissage repartis dans trois clusters en orange, vert et bleu, et les fonc-

tions de probabilité d’appartenance à chaque cluster en pointillé. On constate bien que la somme

des probabilité d’appartenance vaut 1 et que les points d’apprentissage sont bien classés.

Pour construire le MOE résultant de la division fournie par le GMM, on classe chaque point

de D(l )
s en fonction de leur appartenance aux clusters. Ensuite, un modèle de substitution est

construit sur chaque cluster grâce aux points triés. On obtient donc Nc modèles de substitution

indépendants. En particulier, si on utilise des GP comme modèles de substitution, une moyenne

µ̂(l )
s,i et une variance σ̂(l )

s,i sont définies sur chaque cluster. Par la suite, le modèle global est constitué

en faisant une combinaison linéaire de chaque modèle en utilisant la probabilité d’appartenance

de chaque point du domaine à chaque cluster. Par exemple, avec des GP sur chaque cluster, une

distribution gaussienne N
(
µ̂(l )

s (x),
[
σ̂(l )

s (x)
]2

)
est définie en chaque point du domaine. On peut

avoir une combinaison continue, ou smooth, telle que

µ̂(l )
s =

Nc∑
i=1

βi (x)µ̂(l )
s,i (x), (2.26)

[
σ̂(l )

s

]2 =
Nc∑

i=1

[
βi (x)σ̂(l )

s,i

]2
; (2.27)

ou une combinaison discontinue, ou hard, telle que :

µ̂(l )
s =

Nc∑
i=1

δi (x)µ̂(l )
s,i (x), (2.28)

[
σ̂(l )

s

]2 =
Nc∑

i=1

[
δi (x)σ̂(l )

s,i

]2
, (2.29)

avec δi (x) = 0 si βi (x) < β j (x) pour tout j ∈ {1, . . . ,Nc }\{i }, sinon δi (x) = 1. Avec une combinaison
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smooth (2.26), (2.27), un MOE construit avec des GP interpolants n’est pas un modèle de substi-

tution interpolant. Au contraire, avec une combinaison hard (2.28), (2.29), le MOE est interpolant.

Toutefois, une discontinuité sera toujours présente alors qu’elle ne le sera pas avec une combinai-

son smooth. Par exemple, la Figure 2.4c montre la construction d’un MOE utilisant une combinai-

son smooth. On voit les deux phénomènes présentés, c.-à-d. la non-interpolation des points du

DoE par le MOE et la disparition de la discontinuité.

2.1.6 Conclusion

Pour conclure cette section sur les GP, on a introduit leur formulation, les noyaux de cova-

riance classiques ainsi que l’estimation des hyper-paramètres de ces noyaux par maximum de

vraisemblance. Au-delà d’environ une vingtaine de variables, l’estimation de ces hyper-paramètres

peut être coûteuse en temps de calcul. C’est pourquoi, on s’est intéressé aux extensions des GP à la

grande dimension (d > 20) et plus particulièrement à deux méthodes. Ces méthodes font l’hypo-

thèse que les fonctions de grande dimension dépendent uniquement de de < d directions, appe-

lées directions efficaces, qui sont linéairement dépendantes des directions de l’espace de départ.

Le sous-espace qui représente le mieux la fonction en dimension réduite est appelé sous-espace

linéaire. D’une part, le modèle MGP [40] construit le sous-espace linéaire par maximisation de la

vraisemblance et considère une incertitude associée. Ceci permet notamment de définir une mé-

thode d’enrichissement adaptatif pour améliorer la qualité du sous-espace. Le nombre d’hyper-

paramètres nécessaires pour la construction d’un MGP est grand et rend leur estimation coûteuse

en temps de calcul. D’autre part, le modèle KPLS [17] recherche le sous-espace linéaire grâce à la

méthode des PLS. Pour construire un modèle KPLS, il suffit ensuite d’estimer les hyper-paramètres

du noyau de covariance dans le sous-espace linéaire. Ceci réduit fortement le temps nécessaire

à leur estimation puisqu’ils sont beaucoup moins nombreux. Le modèle KPLS obtenu ne prend

pas en compte l’incertitude liée au sous-espace linéaire obtenu par PLS et qui peut être non né-

gligeable avec un DoE comprenant peu de points. Finalement, on a présenté le MOE de GP qui

permet de modéliser des fonctions fortement multi-modales par un unique modèle de substitu-

tion. Cependant, cette méthode de modélisation nécessite certains choix a priori de l’utilisateur

sur certains hyper-paramètres comme le nombre de clusters.

2.2 Généralités sur l’optimisation Bayésienne sans contrainte

Le processus d’optimisation Bayésienne, ou Bayesian optimization (BO) [57, 71] a d’abord été

introduit pour résoudre le problème d’optimisation sans contrainte suivant :

x∗ ∈ argmin
x∈Ω

f (x), (2.30)

oùΩ⊂Rd est l’espace de conception et f :Rd 7→R est une fonction objectif, dite boîte noire, qui est

coûteuse à évaluer et dont l’unique information disponible est la valeur de la fonction aux points

évalués. Par exemple, les dérivées, la régularité et la Hessienne sont inconnus. Dans notre cas, on

s’intéresse plus particulièrement aux problèmes comportant plus d’une centaine de variables de

conception.

Dans cette section, on introduit d’abord le principe de fonctionnement du processus de BO
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sans contrainte. Puis, on définit les différentes fonctions d’acquisition nécessaires à la compré-

hension du document. Enfin, les travaux traitant du processus HDBO sont étudiés.

2.2.1 Principe de fonctionnement

Pour résoudre le problème d’optimisation non-contraint (2.30), la méthode BO [57, 71], dont

l’efficient global optimization (EGO) est la première version, construit un GP [61, 98] de la fonc-

tion objectif f grâce à un DoE de l points d’échantillonnage de l’espace de conception. On peut,

entre autres, utiliser tous les GP introduits dans la section précédente. Par exemple, BARTOLI et al.

[9] utilisent des MOE de GP dans leur algorithme de BO. Ensuite, la solution optimale est obtenue

en enrichissant itérativement le GP. Cet enrichissement est réalisé par le biais d’une stratégie de

recherche qui équilibre l’exploration de l’espace de conception Ω et la minimisation de la prédic-

tion du GP de f . En réalité, la stratégie de recherche nécessite la résolution d’un sous-problème

de maximisation d’une fonction d’acquisition α(l )
f : Rd 7→ R [9, 37, 117, 129, 135] qui code ce com-

promis exploration/exploitation. Ce sous-problème d’optimisation est donné comme suit :

max
x∈Ω

α(l )
f (x). (2.31)

Les fonctions d’acquisition se définissent uniquement à partir du GP. La résolution de (2.31) est

donc peu coûteuse, en terme de temps de calcul, comparé au problème d’optimisation initial

(2.30). Le DoE est ensuite enrichi avec la solution du sous-problème d’optimisation (2.31). Ce pro-

cessus est finalement répété jusqu’à ce qu’un nombre maximal d’itérations max_nb_it soit atteint.

Les principales étapes de la méthode BO sont résumées dans l’Algorithme 2.4.

Algorithme 2.4 La méthode BO.

entrée : une fonction objectif, un DoE initial, un nombre maximal d’itérations max_nb_it
1: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: Construire un GP de la fonction objectif
3: Trouver x (l+1) la solution du sous-problème d’enrichissement (2.31)
4: Évaluer la fonction objectif en x (l+1)

5: Mettre à jour le DoE
6: fin pour

sortie : Le meilleur point du DoE

Par exemple, la Figure 2.5 montre six itérations d’un processus de BO sur la fonction unidi-

mensionnelle f (x) = (6x − 2)2 sin(12x − 4) [36]. Sur cette figure, on remarque d’une part que les

itérations 3 et 4 (voir Figures 2.5c et 2.5d), correspondent à des étapes d’exploitation car la re-

cherche se fait dans un domaine où l’incertitude est faible et la prédiction du GP est plus petite

que la valeur du minimum courant du DoE. D’autre part, les itérations 5 et 6 (voir Figures 2.5e

et 2.5f), montrent clairement deux étapes d’exploration où la moyenne µ̂(l )
f est plus grande que le

minimum courant et l’écart type σ̂(l )
f est grand.

2.2.2 Fonction d’acquisition

Les fonctions d’acquisition α(l )
f , dans le cadre d’un processus de BO, sont des mesures de l’in-

formation apportée par un point x du domaine de conception Ω sur le minimum de la fonc-

tion objectif f . L’idée est ensuite d’ajouter le point apportant le plus d’information, c.-à-d. qui
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FIGURE 2.5 – Six itérations d’un processus de BO sur l’exemple unidimensionnel f (x) = (6x−2)2 sin(12x−4).

maximise la fonction d’acquisition, dans le DoE D(l )
f pour résoudre de manière itérative le pro-

blème d’optimisation (2.30). Il existe de nombreuses fonctions d’acquisition qui sont soit analy-

tiques [9, 57, 62, 124, 137], c.-à-d. qu’elles ne nécessitent pas de méthodes d’estimation pour être

calculées en chaque point du domaine Ω, soit non-analytiques [51, 83, 126, 133, 135]. Le lecteur

peut se reporter à deux revues [37, 117] portant sur la BO pour plus d’informations sur les fonc-

tions d’acquisition. Dans la suite, on introduit uniquement les fonctions d’acquisition utilisées

dans ce manuscrit.

2.2.2.1 L’amélioration espérée ou expected improvement

L’amélioration espérée, ou expected improvement (EI) [71, 139] est une fonction d’acquisi-

tion qui cherche à estimer l’espérance d’amélioration de la valeur du minimum courant dans le

DoE en ajoutant un point. Formellement, l’EI du point x par rapport à la valeur du minimum

f (l )
mi n = minY(l )

f est donné par :

α(l )
EI, f (x) = E [I(x)] = E

[
max

(
0, f (l )

mi n − y (l )
f ,x

)]
. (2.32)
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Dans le cas où y (l )
f ,x suit une loi gaussienne donnée par (2.1), cette dernière expression est analy-

tique. Ainsi, on obtient l’expression suivante :

α(l )
EI, f (x) =


0, si σ̂(l )

f (x) = 0(
f (l )

mi n − µ̂(l )
f (x)

)
Φ

(
f (l )

mi n−µ̂(l )
f (x)

σ̂(l )
f (x)

)
+ σ̂(l )

f (x)φ

(
f (l )

mi n−µ̂(l )
f (x)

σ̂(l )
f (x)

)
, sinon

, (2.33)

où les fonctions Φ : Rd 7→ R et φ : Rd 7→ R sont respectivement les fonctions de répartition et de

densité de la loi normale centrée réduite.

Grâce au second terme de (2.33), cette fonction d’acquisition permet d’explorer le domaine de

conception où le GP n’est pas précis, c.-à-d. où l’écart type σ̂(l )
f est grand. Au contraire, avec le pre-

mier terme de (2.33), les zones de faible valeur estimée sont approfondies et plus particulièrement

les zones où la moyenne µ̂(l )
f est plus faible que le minimum connu f (l )

mi n .

De nombreux travaux ont montré la capacité de cette fonction d’acquisition à résoudre des

problèmes d’ingénierie [57] ou d’estimation d’hyper-paramètres en ML [121]. Elle est toutefois

moins performante lorsque le nombre de points ajoutés dans le DoE devient trop grand. En effet,

cela signifie que la moyenne µ̂(l )
f est plus grande que f (l )

mi n et que l’écart type σ(l )
f est faible pour

un grand nombre de points du domaine de conception. Ceci crée un grand nombre de plateaux

à valeur nulle et rend le sous-problème d’optimisation (2.31) difficile à résoudre. Par exemple, la

Figure 2.6 montre une itération du processus BO pour la fonction introduite dans la Section 2.2.1.

On remarque bien le plateau à valeur nulle pour x ∈ [0.8,1]. Un algorithme d’optimisation clas-
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FIGURE 2.6 – Une itération du processus BO pour la fonction d’acquisition EI sur f (x) = (6x−2)2 sin(12x−4).

sique a beaucoup de difficultés à gérer de telles zones. La sélection du point d’enrichissement est

donc faussée.

2.2.2.2 La fonction d’acquisition de Watson et Barnes 2 normalisée

La fonction d’acquisition Watson Barnes 2 (WB2) [137] cherche à supprimer les zones de pla-

teau à valeur nulle de l’EI. Pour cela, la moyenne µ̂(l )
f est ajoutée à l’EI pour produireα(l )

WB2, f comme

suit :

α(l )
WB2, f (x) = α(l )

EI, f (x)+ µ̂(l )
f (x). (2.34)
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Ce changement permet d’avoir une fonction plus régulière et donc un sous-problème d’enrichis-

sement (2.31) plus simple à résoudre.

Néanmoins, on rappelle que α(l )
EI, f tend vers 0 lorsque le nombre de points augmente dans le

DoE. On remarque donc que α(l )
EI, f et µ̂(l )

f ne sont pas toujours du même ordre de grandeur ce qui

peut réduire le caractère exploratoire de α(l )
WB2, f . Ainsi, il y a plus de chance que le sous-problème

d’optimisation (2.31) utilisé avec WB2 donne des solutions locales malgré la suppression des pla-

teaux à valeur nulle. Par exemple, en comparant les Figures 2.6 et 2.7a, on remarque d’une part que

les plateaux à valeur nulle ne sont plus présents et que d’autre part, le point d’enrichissement sé-

lectionné n’est pas le même entre l’EI et WB2. En effet, les variations de WB2 suivent les variations

de µ̂(l )
f ce qui indique une tendance à favoriser l’exploitation de la moyenne du GP sans prendre

en compte l’écart type.

Une extension de WB2 introduite par BARTOLI et al. [9] cherche le même compromis d’explo-

ration/exploitation que l’EI tout en supprimant les plateaux à valeur nulle. Pour cela, la part de

l’EI est rendue prépondérante dans WB2 par le biais d’un facteur de normalisation s(l ) ∈ R+. La

fonction d’acquisition, nommée Watson Barnes 2 normalisée, ou scaled Watson Barnes (WB2S),

est donnée par :

α(l )
WB2S, f (x) = s(l )α(l )

EI, f (x)+ µ̂(l )
f (x), (2.35)

où s(l ) = 1 si α(l )
EI, f

(
xEImax

)= 0, sinon

s(l ) =
β

∣∣∣µ̂(l )
f

(
xEImax

)∣∣∣
α(l )

EI, f

(
xEImax

) (2.36)

avec β ∈ R+, xEImax ∈ arg max
x∈XEI

α(l )
EI, f (x) et XEI ∈ Rd×100d un ensemble de 100d points de l’espace de

conceptionΩ échantillonnés avec la méthode échantillonnage par hypercube latin, latin hypercube

sampling (LHS) que l’on évalue sur l’EI. Cette fonction d’acquisition normalise WB2 pour que la

valeur de WB2S à xEImax soit environ β fois plus forte que la valeur de la moyenne µ̂(l )
f au même

point. Le but est de faire coïncider la valeur du maximum de l’EI avec le maximum de WB2S. En

pratique, on utilise β= 100.

Les Figures 2.6, 2.7a et 2.7b montrent que WB2S et EI suivent les mêmes variations et per-

mettent donc le même compromis exploration/exploitation. De plus, WB2S n’a pas de plateau à

valeur nulle. La résolution du sous-problème d’optimisation (2.31) est donc facilitée.

2.2.2.3 Échantillonage de Thomson, ou Thomson sampling

La fonction d’acquisition échantillonage de Thomson, ou Thomson sampling (TS) [37, 117]

repose sur le caractère aléatoire du GP. Elle utilise une réalisation du GP, noté y (l )
s : Rd 7→ R, sur

l’ensemble du domaine comme fonction d’acquisition. En effet, une réalisation d’un GP sur l’en-

semble du domaine est une fonction. Cette nouvelle fonction d’acquisition est donnée par :

α(l )
TS(x) = y (l )

s (x). (2.37)

Comme α(l )
TS est une réalisation du GP de la fonction objectif, il est possible de générer q ∈N+

réalisations et donc de créer q fonctions d’acquisition. Ainsi, à chaque itération du processus BO,
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FIGURE 2.7 – Une itération du processus BO pour les fonctions d’acquisition WB2 et WB2S sur f (x) = (6x −
2)2 sin(12x −4).

on peut ajouter q points aux DoE.

Cependant, cette fonction d’acquisition est fortement exploratoire ce qui n’est pas enviable en

grande dimension. En effet, en grande dimension, l’espace de recherche est très grand et une fonc-

tion d’acquisition trop exploratoire risque de se perdre dans l’immensité du domaine de concep-

tion.

2.2.2.4 La réduction progressive de l’incertitude ou stepwise uncertainty reduction

La fonction d’acquisition réduction progressive de l’incertitude, ou stepwise uncertainty reduction

(SUR) [83] calcule le potentiel de chaque point x+ ∈Ω pour réduire le volume espéré du GP sous

f (l )
mi n . Le volume espéré sous f (l )

mi n se traduit par :

EΩ

[
y (l )

s,x ≤ f (l )
mi n

]
=
∫
Ω

Φ

 f (l )
mi n − µ̂(l )

f (x)

σ̂(l )
f (x)

 dx . (2.38)

Le but est maintenant d’estimer ce volume si on ajoute un point x+ au DoE, c.-à-d.

EΩ

[
y (l )+

f ,x ≤ min
(

f (l )
mi n , f (x+)

)]
, (2.39)

où y (l )+
f ,x est la variable aléatoire suivant la loi définie par le GP construit à partir du DoED(l )

f auquel

on a ajouté le point
{

x+, f (x+)
}
. Comme on ne souhaite pas calculer f (x+) dans le sous-problème

d’enrichissement (2.31), on cherche à estimer l’espérance du volume sous f (l ),+
mi n = min

(
f (l )

mi n , y (l )
f ,x+

)
.

La fonction d’acquisition SUR est finalement donnée par l’opposé de l’espérance de la loi du vo-

lume sous f (l ),+
mi n :

α(l )
SUR, f (x+) =−EΩ

[
Y(l )

f ,x ≤ f (l ),+
mi n

]
. (2.40)

Contrairement à EI, à WB2 et à WB2S, la fonction d’acquisition SUR n’est pas analytique à

cause de l’intégration sur le domaine Ω. On peut néanmoins l’estimer en utilisant une méthode
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de Monte-Carlo.

Cette fonction d’acquisition a montré de bons résultats sur des problèmes de faible dimen-

sion [83]. Toutefois, elle ne peut pas être utilisée pour des problèmes en grande dimension à cause

de la phase d’estimation par Monte-Carlo nécessaire à chaque évaluation de la fonction d’acqui-

sition. En effet, seuls des problèmes en dimension d = 2 et d = 4 ont été testés par PICHENY [83].

2.2.2.5 La recherche par prédiction d’entropie ou predictive entropy search

La fonction d’acquisition de recherche entropique prédictive, ou predictive entropy search

(PES) [51] mesure la quantité d’information apportée sur la localisation du minimum x∗ par l’ajout

d’un point x au DoE. De plus, en notant

x (l ),∗ ∈ argmin
x∈Ω

y (l )
f ,x (2.41)

la variable aléatoire de la localisation du minimum, p
(

x∗|D(l )
f

)
sa fonction de densité etP

(
x∗|D(l )

f

)
sa loi de probabilité, cette mesure peut se calculer grâce à l’opposé de l’entropie différentielle de

P
(

x∗|D(l )
f

)
que l’on note H

[
P

(
x∗|D(l )

f

)]
avec

H[P(x)] =−
∫
Ω

p(x) log
(
p(x)

)
dx . (2.42)

On ajoute au DoE le point qui maximise l’espérance de la réduction de cette quantité, c.-à-d. qui

maximise

α(l )
PES, f (x) = H

[
P

(
x∗|D(l )

f

)]
−Ey (l )

f ,x

[
H

[
P

(
x∗|D(l )

f ∪ (x , y (l )
f ,x )

)]]
, (2.43)

où EX[ f (X)] = ∫
Ω f (x)p(x)dx . L’évaluation de la PES dans l’état n’est possible qu’après de nom-

breuses approximations. Pour les éviter, HERNÁNDEZ-LOBATO et al. [51] reformulent (2.43) comme

suit :

α(l )
PES, f (x) = H

[
P

(
y f |D(l )

f , x
)]

−Ex (l ),∗
[

H
[
P

(
y f |D(l )

f , x , x (l ),∗
)]]

, (2.44)

avec P
(

y f |D(l )
f , x , x (l ),∗

)
la loi du GP en x conditionné par D(l )

f et pour lequel on impose que x (l ),∗

soit le minimum global. Pour estimer cette expression, on réalise une étape d’estimation de la

moyenne par échantillonnage de x (l ),∗ suivant la loi P
(

x∗|D(l )
f

)
. Celle-ci est suivie d’une étape de

propagation des attentes, ou expectation propagation [70]. Enfin, une marginalisation des hyper-

paramètres du GP est réalisée. Le lecteur peut se référer aux travaux de HERNÁNDEZ-LOBATO et al.

[51] pour plus d’information sur les trois étapes succinctement introduites ici.

Ces trois étapes d’estimation rendent impossible l’utilisation de la PES en grande dimension.

Toutefois, cette fonction d’acquisition a montré de très bons résultats dans le domaine du ML,

notamment dans son application à l’algorithme d’AI AlphaGO [22, 119].

On a introduit les cinq principales fonctions d’acquisition de la littérature (EI, WB2, WB2S,

SUR et PES). Elles peuvent être de deux types : soit analytiques (EI, WB2, WB2S) ce qui permet leur

utilisation pour des problèmes de grande dimension; soit non-analytiques (SUR, PES), c.-à-d. qui

nécessitent une phase d’estimation, ce qui ne permet pas leur utilisation pour des problèmes de

grande dimension. En effet, les phases d’estimation nécessaires à leur calcul seraient beaucoup

trop coûteuses en temps de calcul. De plus, on a vu que ces fonctions d’acquisition cherchent

toutes à ajouter des points qui apportent le plus d’information sur le minimum de la fonction. Par
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exemple, en ajoutant des points qui maximisent l’amélioration de la valeur du minimum connu ou

en ajoutant des points qui apportent le plus d’information sur la localisation du minimum. Elles

ont toutes montré de très bons résultats sur des problèmes d’optimisation académiques, indus-

triels et de ML. Toutefois, elles ne sont pas utilisables pour l’optimisation en grande dimension à

cause du temps nécessaire à la création du GP. On remarque aussi un manque de corrélation entre

les points du DoE et les autres points du domaineΩ due à l’augmentation exponentielle de la taille

du domaine. De plus, une fonction d’acquisition trop exploratoire n’exploiterait pas suffisamment

la prédiction du GP et nécessiterait beaucoup de points pour converger vers le minimum. Dans la

section suivante, on s’intéresse à cinq méthodes qui tentent de surmonter ces défis.

2.2.3 Optimisation Bayésienne en grande dimension

Les algorithmes de BO classiques peinent à résoudre des problèmes de grande dimension

(plus de 20 variables de conception). Ceci est dû à trois manques majeurs de la BO :

1. Le GP n’apporte pas suffisamment d’information. En effet, en grande dimension, la distance

entre la plupart des points de Ω et les points du DoE D(l )
f est grande et ne permet pas une

corrélation efficace entre ces points. Ainsi, les prédictions réalisées par le GP ne prennent

pas en compte les données du DoE et sont donc inutilisables. Par exemple, avec le noyau

exponentiel, le terme exp
(
−θ(l )

s,i mi

)
est inférieur à 1 pour tout i ∈ {1, . . . ,d} tant que mi 6= 0

(voir Tableau 2.1). Ainsi pour tous les points du domaine Ω qui ne sont pas dans le DoE, la

valeur de la corrélation avec les points du DoE est proche de 0 à cause du produit.

2. La construction du GP est lente à cause du nombre d’hyper-paramètres à estimer. De plus,

en grande dimension, le DoE contient plus de points qu’en petite dimension pour capter

le comportement de la fonction objectif. Or, ceci augmente considérablement la taille de la

matrice de covariance ce qui ralentit davantage l’estimation des hyper-paramètres.

3. L’exploration complète de l’espace de conception n’est pas raisonnable au vue de sa taille.

Ceci rend les méthodes trop exploratoires inefficaces.

Les problématiques 1 et 2 de la BO ont partiellement été résolues en utilisant les GP pour la

grande dimension (voir Section 2.1.4) dans le processus de BO décrit dans l’Algorithme 2.4 [18, 39,

59, 73, 77, 103, 135, 136]. Ceci permet en effet de faciliter la construction du GP mais ne permet

pas de réduire l’espace de recherche. Ainsi, le processus d’optimisation est toujours réalisé dans

un très grand espace.

L’ensemble de ces problématiques est aussi traité en réalisant une réduction de dimension

avec d’autres outils (PCA [138], sous-espace actif [25], variétés [125], etc.). On réduit ainsi l’espace

d’entrée et on construit un GP dans l’espace de petite dimension. Ceci limite le temps d’estima-

tion des hyper-paramètres, permet au GP d’apporter plus d’information et restreint la taille du do-

maine à explorer. De nombreux travaux reposent sur cette hypothèse [14, 15, 20, 60, 66, 74, 134].

Néanmoins, la plupart considèrent l’application de réduction de dimension comme fixe et ap-

prise/choisie uniquement au début du processus d’optimisation. Ceci peut être néfaste au pro-

cessus d’optimisation puisque l’optimum peut ne pas se trouver dans le sous-espace défini par

l’application de réduction.

Enfin, une troisième méthode est utilisée pour résoudre les problématiques 1 et 3. Elle repose

sur la décomposition de l’espace de conception en sous-espaces de conception de plus faible di-
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mension qui sont traités parallèlement [33]. Ainsi, la taille de ces sous-espaces permet de régler

la quantité d’exploration désirée afin de favoriser ou non la convergence vers un minimum local.

Ceci est généralement réalisé de la même manière que pour les algorithmes d’optimisation à ré-

gion de confiance. Néanmoins, les GP sont toujours construits dans l’espace de départ ce qui peut

s’avérer très long lorsque le nombre de dimensions augmente fortement.

Dans la suite, on introduit plus en détails les méthodes qui sont utilisées dans ce manuscrit.

Plus particulièrement, on introduit les méthodes :

— Efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate model (EGO-KPLS) [18] qui uti-

lise un GP de grande dimension,

— Random embedding Bayesian optimization (REMBO) [134] ainsi que ses extensions hashing-enhanced

subspace Bayesian optimization (HeSBO) [74] et R random embedding Bayesian optimization

(RREMBO) [15] qui utilisent une réduction de dimension aléatoire préalable au processus

d’optimisation.

— Trust region Bayesian optimization (TuRBO) [33] qui utilise un découpage de l’espace de

conception en plusieurs sous-espaces de taille réduite associé à une méthode de région de

confiance.

2.2.3.1 Efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate model

L’algorithme EGO-KPLS [18] est le même que l’algorithme BO classique excepté que le modèle

de substitution utilisé est un modèle KPLS, décrit dans la section 2.1.4.2. Néanmoins, on rappelle

la méthode EGO-KPLS dans l’Algorithme 2.5.

Algorithme 2.5 La méthode EGO-KPLS.

entrée : une fonction objectif, un DoE initial, un nombre maximal d’itérations max_nb_it
1: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: Construire un modèle KPLS de la fonction objectif
3: Trouver x (l+1) la solution du sous-problème d’enrichissement (2.31)
4: Évaluer la fonction objectif en x (l+1)

5: Mettre à jour le DoE
6: fin pour

sortie : Le meilleur point du DoE

Cette méthode HDBO a notamment permis de réduire le temps nécessaire à la construction

du GP ce qui permet également de réduire fortement le temps total d’optimisation. De plus, la

réduction de dimension réalisée dans le noyau de covariance permet une corrélation non-nulle

des points du domaineΩ avec les points du DoE. Ainsi la prédiction du GP portera les informations

du DoE ce qui n’est pas le cas d’un GP classique de grande dimension. Par exemple avec le noyau

exponentiel, il reste uniquement de termes du type exp
(
−θ(l )

s,i mi

)
(voir Tableau 2.1). Si on choisi de

suffisamment petit, le produit de ces termes ne sera pas proche de 0 et permettra une corrélation

des points.
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2.2.3.2 Optimisation Bayésienne à sous-espace aléatoire, ou random embedding Bayesian optimization

et ses extensions

On suppose dans [15, 74, 134] que la fonction objectif ne dépend en réalité que de de ¿ d di-

rections, appelées directions efficaces. Comme dans la Section 2.1.4, on a supposé qu’il existe une

fonction fA : Rde 7→ R telle que fA(Ax) = f (x) avec A ∈ Rde×d et A= {u = Ax ; ∀x ∈Ω}. On rappelle

également que Ω= [−1,1]d . L’idée est ensuite de réaliser directement l’optimisation dans le sous-

espace linéaire A afin de réduire le nombre d’hyper-paramètres à estimer lors de la construction

du GP et de réduire l’espace de recherche du minimum grâce au passage de la dimension d à de .

Ceci permet, entre autre, de réduire le temps nécessaire à la construction du GP et de faciliter

l’optimisation de la fonction d’acquisition. De plus, si le nombre de directions efficaces de choisi

est suffisamment faible, l’optimisation peut être réalisée avec n’importe quelle fonction d’acqui-

sition, qu’elle soit analytique ou non. Cependant, pour pouvoir réaliser cette optimisation, il est

nécessaire de définir :

1. la matrice A,

2. les bornes de l’hypercube de recherche B ⊂Rde de dimension reduite,

3. une application γ :A 7→Ω de retour du sous-espace linéaire vers l’espace initial Ω

4. le noyau de covariance du GP.

Ces 4 grandes étapes sont reprises et détaillées ci-dessous.

Matrice de réduction : Dans REMBO [134], on génère aléatoirement la matrice A+ ∈ Rd×de qui

permet d’obtenir un point x ∈ Rd à partir d’un point u ∈ Rde tel que x = A+u. Les colonnes de la

matrice A+ ∈ Rd×de sont échantillonnées en suivant une distribution normale centrée réduite. La

matrice A est donc la pseudo-inverse de A+ donnée par A = [
A+]> (

A+ [
A+]>)−1

. Dans RREMBO [15],

la matrice A+ est générée de la même manière mais on est capable de retrouver facilement la ma-

trice A de passage de Ω à A. En effet, en réalisant une orthogonalisation de Gram-Schmidt de A+,

on a A = [
A+]>. Dans HeSBO [74], la matrice A est composée de 0, 1 et −1. Pour cela, un vecteur

h ∈Rd tel que hi ∈ {1, . . . ,d} et un vecteur η ∈Rd tel que ηi ∈ {−1,1} sont générés aléatoirement. On

oblige toutefois qu’il y ait au moins une occurrence de chaque nombre de {1, . . . ,de } dans h. Ainsi,

on a Ai , j = ηiδ
hi

j avec δhi

j le symbole de Kronecker.

Bornes de l’espace de recherche : Les bornes de l’espace B sont définies de manière différente

dans REMBO, RREMBO et HeSBO. Elles dépendent fortement de la manière dont sont définies A

ou A+. En effet, il est impossible de définir avec certitude les bornes deB pour REMBO et RREMBO

car on travaille avec A+. WANG et al. [134] démontrent qu’il y a de fortes probabilités que le mini-

mum se trouve dans

BW =
[
−
p

d e ,
p

d e

]de
. (2.45)

Néanmoins, cette définition ne permet pas toujours de considérer tous les points de A. En réalité,

on a souvent B ⊂A ou A⊂B. Par exemple, la Figure 2.8 montre que le sous-espace BW ne prend

en compte que les points représentés par la ligne noire de Ω. Dans ce cas précis, on pourrait

prendre BW plus grand pour considérer plus de points de Ω dans le problème d’optimisation. En
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FIGURE 2.8 – Image du segment B par A+ en utilisant les définitions de WANG et al. [134] en noir et BINOIS

et al. [15] en rouge pour le même sous-espace linéaire.

choisissant A = [
A+]>, BINOIS et al. [15] peuvent définir le plus petit hyper-rectangle

BB =
[
−

d∑
i=1

∣∣A1,i
∣∣ ,

d∑
i=1

∣∣A1,i
∣∣]×·· ·×

[
−

d∑
i=1

∣∣Ade ,i
∣∣ ,

d∑
i=1

∣∣Ade ,i
∣∣] (2.46)

qui contient A. Aucun point x ∈Ω qui est solution directe du problème x = A+u pour tout u ∈Rde

n’est oublié dans l’optimisation. On a donc A⊂BB. Néanmoins, cette définition utilise A = [
A+]>

ce qui implique que certains points de u ∈ BB ne permettent pas d’avoir x = A+u avec x ∈Ω. Par

exemple, la Figure 2.8 montre l’image de BB par A+. On remarque que RREMBO définit un espace

dont les images par A+ ne sont pas dansΩ avec des points en dehors de [−1,1]2. Cette propriété est

en réalité utilisée pour prendre en compte les valeurs de la fonction objectif sur les bords les plus

proches de l’image de BB par
[

A+]> du domaine Ω. Ceci est réalisé grâce à l’application de retour

de BB à Ω qui est introduite plus loin. Pour finir, avec la construction particulière de la matrice A,

NAYEBI et al. [74] considèrent qu’ils peuvent directement travailler dans

BN = [−1,1]de . (2.47)

Application de retour : Ensuite, on introduit les différentes applications γ de retour de A vers

Ω. Dans REMBO, on cherche le point de x∗ ∈ Ω qui est le plus proche de A+u en résolvant un

problème d’optimisation quadratique. L’application correspondante est donnée par

x∗ = γW(u) ∈ argmin
x∈Ω

‖x −A+u‖2. (2.48)

Cette définition de l’application est simple mais peut donner le même x∗ pour plusieurs u ∈BW .

Ainsi la fonction objectif dans le sous-espace comprend des zones de valeur constante qui cor-

respondent à des zones donnant le même x∗. De plus, ce phénomène est difficilement pris en
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compte par les GP. Par exemple, la Figure 2.9a montre l’image de BW par A+ en noir et l’image de

BW par γW en rouge. On constate que les points aux extrémités sont projetés sur le même point
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(a) Image de BW par A+ ou γW .

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x1

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x 2

Image de BB par A +  de RREMBO
Image de BB par la projection B

24

84

144

204

264

324

384

444

504

564

(b) Image de BB par A+ ou γB.

FIGURE 2.9 – Comparaison entre les espaces B et la projection γ de REMBO et RREMBO. La flèche noire
représente la projection d’un point donné avec en queue, un point de Rd image de B par A+ ; et en tête, la
projection de ce point par γ sur Ω.

du bord deΩ. De plus, le sous-espace aléatoire choisi ne permet pas d’atteindre le minimum de la

fonction objectif situé en x = [−1,−1]. Dans RREMBO, l’application est choisie pour être bijective

entre A et Ω, c.-à-d. qu’il y a un unique x ∈Ω pour chaque u ∈AB et qu’il y a un unique u ∈AB

pour chaque x ∈Ω. L’application est finalement donnée par

γB(u) ∈ argmin
x∈Ω

{‖x −A+u‖2, s.c. Ax = u
}

, (2.49)

qui nécessite la résolution d’un problème quadratique d’optimisation. Par exemple, la Figure 2.9b

représente les images de l’espace BB par A+ et par la projection γB. On remarque que la projection

de RREMBO définit une injection de BB dans Ω [15] ce qui ne permet pas d’avoir le même point

deΩ pour plusieurs points de BB. De même que pour REMBO, on constate que RREMBO n’atteint

pas la valeur du minimum de la fonction objectif. Cependant comme A ⊂ BB, certains points de

BB n’ont pas d’image dans Ω. Par exemple, la Figure 2.10 montre un domaine Ω⊂R3 projeté dans

un domaine BB ⊂ R2. Le domaine A est représenté en blanc. En réalité, tous les points noirs de

BB n’ont pas d’image dans Ω par γB. Enfin, grâce à la construction spécifique de la matrice A dans

HeSBO, l’application de retour est donnée par

γN(u) = [
ηi uhi

]
i=1,...,d , (2.50)

où ηi et hi sont définis dans la Section 2.2.3.2.
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FIGURE 2.10 – Représentation de BB et de A. En noir, les points de BB qui n’ont pas d’image dans Ω par γB ;
en blanc, les points de BB qui ont une image dans Ω par γB.

Noyaux de covariance : Finalement, BINOIS et al. [15], WANG et al. [134] ont introduit de nou-

veaux noyaux de covariance pour mieux représenter la fonction objectif en prenant en compte le

sous-espace linéaire et l’application retour. Le premier noyau de covariance utilise les distances

entre les points dans le sous-espace linéaire A. Celui-ci est noté kA et est sélectionné parmi les

noyaux de covariance déjà présentés dans le Tableau 2.1. Il est simple à mettre en place mais il

ne prend pas en compte l’application de retour γ (c.-à-d., γW ou γB ou γN suivant l’algorithme

choisi). Un deuxième noyau de covariance considère les distances dans Ω en utilisant l’applica-

tion de retour γ pour être plus représentatif des données dans l’espace initial. Il s’exprime par

kγ(u,u′) = k
(
γ(u),γ(u′)

)
où k est un noyau de covariance du Tableau 2.1. Enfin, un troisième

noyau peut être défini en travaillant avec l’application γ couplée à une projection orthogonale

pA :Rd 7→Rd de Ω sur {x = A+u,∀u ∈Rde }. Afin de contrebalancer l’effet de la projection orthogo-

nale sur les distances en grande dimension, une distorsion est aussi introduite. Le noyau s’exprime

donc comme kΨ(u,u′) = k
(
Ψ(u),Ψ(u′)

)
avec

Ψ(u) =
(
1+ ‖γ(u)−x ′‖

‖x ′‖
)

x ′, x ′ = x
[

max

(
1, max

1≤i≤d
(|xi |)

)]−1

(2.51)

et x = pA
(
γ(u)

)
. On remarque que x = pA

(
γ(u)

)
peut se réécrire x = A+u dans le cas où on prend

γ= γB.

Optimisation de la fonction d’acquisition : Ce paragraphe ne concerne que la fonction γB intro-

duite précédemment puisqu’elle est la seule à ne pas définir de points dansΩ pour tous les points

de BB. Pour pouvoir travailler dans l’hypercube BB, BINOIS et al. [15] n’utilisent que les points du

DoE ayant une image dans Ω pour construire les GP. De plus, ils définissent une fonction d’ac-

quisition αEIext particulière dont le maximum est obligatoirement dans BB. L’idée est d’avoir une

fonction positive sur A et négative sur BB \A. Ainsi, l’algorithme de maximisation ne proposera

que des points de A ayant une fonction d’acquisition positive. Plus particulièrement, BINOIS et al.

[15] utilise une pénalisation de l’EI donnée par α(l )
EIext

(u) = α(l )
EI (u) si u ∈A, c.-à-d. que le problème
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quadratique (2.49) a une solution faisable. Sinon α(l )
EIext

(u) = −‖u‖2. Elle s’écrit également sous la

forme suivante :

α(l )
EIext

(u) =
{

α(l )
EI (u) , si u ∈A

−‖u‖2 , sinon
(2.52)

En effet, α(l )
EIext

est positive si u appartient àA et négative sinon. Par exemple, La Figure 2.11a repré-

sente une fonction objectif projetée dans un sous-espace de dimension de = 2. Les zones grises
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FIGURE 2.11 – Projection d’une fonction objectif dans un sous-espace de dimension de = 2 et la représen-
tation de la fonction d’acquisition correspondante αEIext . La zone grise représente les points de B 6∈A, les
carrés verts sont les points du DoE dans A, les carrés rouges sont les points du DoE n’appartenant pas à A,
l’étoile verte est le maximum de αEIext .

montrent clairement qu’une grande partie du domaine BB n’a pas d’image dans l’espace de dé-

part Ω. Dans la Figure 2.11b, on constate que les zones grises sont remplacées par des zones à

valeurs négatives et croissantes vers l’intérieur du domaine ce qui permet une convergence vers

des points ayant une image dans Ω. Ainsi, la maximisation de cette fonction d’acquisition donne

un point qui a une image dans Ω (l’étoile verte sur la Figure 2.11b) ce qui permet l’évaluation sur

la fonction objectif. Pour finir, on souligne que ce phénomène n’apparaît pas avec l’utilisation de

γN et γW car on force l’appartenance à Ω dans la définition.

Algorithme : Pour finir, ces trois méthodes reposent sur une même forme d’algorithme dont

chaque étape correspond à un des paragraphes précédents. L’algorithme 2.6 rappelle le processus

BO étendu à la grande dimension dans le cadre de REMBO, RREMBO et HeSBO.

Ces trois méthodes ont montré de bons résultats sur des problèmes de grande dimension

pouvant aller jusqu’au million de variables [15, 74, 134]. Parmi ces trois processus d’optimisa-

tion, NAYEBI et al. [74] ont montré que HeSBO était le choix le plus judicieux pour obtenir des

convergences rapides et précises. De plus, BINOIS et al. [15] démontrent que l’utilisation de γB,

kΨ et BB est préférable par rapport à γW , kA, kγ et BW . Cependant, la génération aléatoire de A+

peut conduire à un sous espace qui ne comprend pas le minimum de la fonction. Par exemple, la

Figure 2.9 montre un sous-espace linéaire possible pour un problème d’optimisation en deux di-

mensions. On remarque clairement que ce sous-espace ne contient pas le minimum de la fonction

objectif. Pour cela, WANG et al. [134] proposent de réaliser n processus d’optimisation en parallèle
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Algorithme 2.6 Les méthodes REMBO, RREMBO ou HESBO.

entrée : une fonction objectif, un nombre maximal d’itérations max_nb_it, une dimension effec-
tive de

1: Générer la matrice A+ ∈Rd×de (Paragraphe 2.2.3.2)
2: Calculer le sous-espace de conception B (Paragraphe 2.2.3.2)
3: Générer le DoE D(0)

A, f dans B grâce à γ

4: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
5: Construire un GP avec D(l )

A, f (Paragraphe 2.2.3.2)

6: Trouver u(l+1) la solution du sous-problème d’enrichissement (2.31) (Paragraphe 2.2.3.2)
7: Estimer x (l+1) = γ(u(l+1)) (Paragraphe 2.2.3.2)
8: Évaluer la fonction objectif en x (l+1)

9: Mettre à jour le DoE
10: fin pour
sortie : Le meilleur point du DoE

avec une matrice A+ différente pour chaque instance et un nombre maximal d’évaluations global

de max_nb_it. En outre, ces travaux considèrent également que la dimension efficace est connue

ce qui n’est pas forcément le cas en général.

2.2.3.3 Optimisation Bayésienne reposant sur des régions de confiance, ou Trust region Bayesian

optimization

Lorsque le nombre de variables de conception augmente, le nombre de points nécessaires à

la construction du GP donnant de bonnes prédictions augmente exponentiellement. En réalité, il

est impossible de prendre un compte un tel nombre de points. Avec un nombre de points plus res-

treint, la distance entre eux est plus grande et rend l’écart type du GP important. Ainsi, la plupart

des fonctions d’acquisition vont se concentrer sur l’exploration du domaine ce qui ne permet pas

de converger vers le minimum.

Pour résoudre cela, la méthode trust region implementation in kriging-based optimization

with expected improvement (TRIKE) [101] et plus récemment la méthode TuRBO [33] intègrent

une partie locale dans l’algorithme classique BO. TRIKE considère une unique région de confiance

dont la taille est gérée avec un rapport entre l’EI du point ajouté et la réelle amélioration apportée

par ce point. De plus, un critère d’arrêt de l’algorithme est aussi défini avec l’EI du point ajouté.

Plus récemment, la méthode TuRBO, reposant aussi sur l’idée des régions de confiance, a été dé-

veloppée pour résoudre des problèmes de grande dimension. De plus, elle considère plusieurs ré-

gions de confiance en simultanée. C’est pourquoi, on s’intéressera plus particulièrement à TuRBO

dans ce manuscrit.

Pour résoudre un problème d’optimisation avec TuRBO, on génère un hyper-rectangle, com-

munément appelé région de confiance, de taille de base L(l ) ∈R+ autour du point du DoE ayant la

plus faible valeur de fonction objectif x (l )
mi n à l’itération l . La taille L(l )

i de l’hyper-rectangle pour la

ie variable de conception est liée à la longueur de corrélation du GP l (l )
f ,i et est donnée par

L(l )
i =

l (l )
f ,i L(l )[∏d

j=1 l (l )
f ,i

] 1
d

. (2.53)

Un processus BO classique est ensuite réalisé dans cette région de confiance. On note que la taille
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de la région de confiance est très importante pour la convergence de l’algorithme. C’est pourquoi

elle est mise à jour à chaque itération en fonction du nombre de succès τsuc ou d’échecs τ f ai l

successifs à ajouter un point améliorant le minimum du DoE. Ainsi, après τsuc succès consécutifs,

on double la taille de la région de confiance (c.-à-d., L(l+1) = min(Lmax ,2L(l ))). Sinon après τ f ai l

échecs consécutifs, on divise par deux la taille de la région de confiance (c.-à-d., L(l+1) = L(l )/2). Si

L(l+1) devient plus petite que la taille minimale Lmi n , alors on régénère une région de confiance

avec une taille L(l+1) = L(0). Si aucun des deux cas n’est réalisé, la taille de la région de confiance

reste la même (c.-à-d., L(l+1) = L(l )). Les valeurs de L(0),Lmi n ,Lmax ,τ f ai l et τsuc sont des para-

mètres à choisir par l’utilisateur.

De plus, afin de conserver un caractère exploratoire, TuRBO maintient simultanément m ré-

gions de confiance en parallèle de taille de base Lmi n ≥ Lt ≥ Lmax avec un GP local par région

t ∈ {1, . . . ,m}. Pour chaque région de confiance TRt , on résout le sous-problème d’optimisation.

Parmi les m points proposés, on garde celui proposant la fonction d’acquisition la plus forte, c.-à-

d. le point solution du sous-problème d’optimisation suivant :(
tmax , x(l+1)

)
∈ arg max

(t ,x)∈{1,...,m}×TRt

α(l )
f ,t (x), (2.54)

où α(l )
f ,t : Rd 7→ R est la fonction d’acquisition construite à partir du GP local de la région de

confiance TRt . Plus particulièrement, TuRBO utilise TS (voir (2.37)) comme fonction d’acquisi-

tion. Il est donc possible de générer q ∈N+ points à ajouter au DoE à chaque itération en utilisant

q réalisations du GP de la fonction objectif pour construire q fonctions d’acquisition différentes.

Pour résumer, la méthode itérative TuRBO est donnée par l’Algorithme 2.7. Cette méthode

Algorithme 2.7 La méthode TURBO.

entrée : une fonction objectif, un nombre maximal d’itérations max_nb_it, un nombre de régions
de confiance m, une taille initiale L(0), une taille minimale Lmi n et maximale Lmax , un taux de
succès τsuc et d’échecs τ f ai l

1: Générer les m régions de confiance
2: Générer le DoE pour chaque région de confiance
3: Initialiser nsuc = 0 et n f ai l = 0
4: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
5: Construire le GP pour chaque région de confiance TRt

6: Trouver x (l+1) la solution du sous-problème d’enrichissement (2.54)
7: Évaluer la fonction objectif en x (l+1)

8: Mettre à jour le DoE de chaque région de confiance
9: Mettre à jour nsuc et n f ai l

10: Calculer L(l+1)
t avec nsuc , n f ai l , τsuc , τ f ai l , Lmi n , Lmax et L(0)

t
11: Mettre à jour le centrage des régions de confiance
12: fin pour
sortie : Le meilleur point du DoE global

permet de prendre en compte des problèmes de grande dimension en ne traitant que des régions

de confiance avec un processus BO. Ceci permet de favoriser l’exploitation par rapport à l’explo-

ration qui est privilégiée par les fonctions d’acquisition classiques. Néanmoins, la construction

des GP se fait toujours dans l’espace initial de grande dimension. La méthode TuRBO ne permet

malheureusement pas de prendre en compte des problèmes de très grande dimension, c.-à-d.

plus d’une centaine de variables de conception, à la différence les méthodes RREMBO, REMBO et
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HeSBO.

Pour conclure cette section sur la HDBO, on a introduit les trois grands défis s’opposant à

l’utilisation de la méthode BO pour des problèmes d’optimisation de grande dimension. Premiè-

rement, les GP classiques de grande dimension souffrent du manque de corrélation des points du

DoE avec les points deΩ. Deuxièmement, l’estimation des hyper-paramètres peut s’avérer longue

à cause de leur estimation par maximum de vraisemblance. En effet, leur nombre augmente avec

la dimension ce qui rend cette estimation difficile. Troisièmement, l’exploration complète de l’es-

pace de conception n’est pas possible de par sa taille. Les fonctions d’acquisition classiques favo-

risent trop l’exploration et ne permettent pas toujours de converger vers un optimum.

Ces défis sont en partie résolus grâce à des hypothèses sur la fonction objectif à optimiser

ou en restreignant l’espace de recherche. On a introduit cinq méthodes existantes pour résoudre

des problèmes d’optimisation de grande dimension grâce à la méthode BO. EGO-KPLS utilise

un noyau de covariance spécifique pour réduire le temps nécessaire à l’estimation des hyper-

paramètres mais l’optimisation est réalisée dans l’espace initial. REMBO, RREMBO et HeSBO font

l’hypothèse que la fonction objectif ne dépend que de de ¿ d directions efficaces mais le sous-

espace est aléatoirement choisi ce qui limite les performances de l’optimisation si il est mal choisi.

Enfin, TuRBO considère des régions de confiance autour des meilleurs points du DoE mais réalise

l’optimisation et la construction des GP dans l’espace initial ce qui peut s’avérer coûteux.

2.2.4 Conclusion

Dans cette section sur la BO, on a d’abord introduit le processus itératif d’enrichissement repo-

sant sur les GP. Pour réaliser cet enrichissement adaptatif, on a présenté les principales fonctions

d’acquisition qui permettent de mener le compromis exploration/exploitation. Ce processus ne

peut cependant pas être utilisé tel quel pour des problèmes de grande dimension (c.-à.-d. souvent

plus de 20 dimensions) à cause du temps nécessaire à la construction des GP et le peu d’infor-

mation qu’ils comportent dans ce cas. On a donc introduit cinq méthodes de HDBO qui reposent

soit sur une réduction linéaire de dimension réalisée de manière aléatoire, soit sur des régions de

confiance définies dans l’espace de recherche. Ces méthodes ont montré de bons résultats mais la

construction des GP reste parfois lente. De plus, à cause de la sélection aléatoire du sous-espace

linéaire, certaines méthodes peuvent générer un sous espace ne contenant pas l’optimum. Toute-

fois, aucune des méthodes introduites dans cette section ne prend en compte les problèmes d’op-

timisation sous contraintes. C’est pourquoi, on introduit dans la section suivante les méthodes BO

capables de résoudre des problèmes comprenant des contraintes.

2.3 Généralité sur l’optimisation Bayésienne avec contraintes

Dans cette section, on s’intéresse plus particulièrement aux problèmes d’optimisation sous

contraintes mixtes, c.-à-d. qui comportent des contraintes d’égalité et d’inégalité comme suit :

min
x∈Ω

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0 et h(x) = 0

}
, (2.55)

où f : Rd 7→ R est la fonction objectif, g : Rd 7→ Rm sont les fonctions des contraintes d’inéga-

lité, h : Rd 7→ Rp correspondent aux fonctions des contraintes d’égalité et Ω est un hypercube
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de Rd représentant le domaine de conception considéré. On note c = [g>,h>]> l’ensemble des

contraintes. Les fonctions f , g et h sont coûteuses à évaluer et ne possèdent aucune propriété

utilisable autre que les valeurs f (x), g (x) et h(x) pour tout x ∈Ω. De la même manière que dans la

Section 2.2, on construit m +p +1 GP pour f , g et h qui sont utilisés dans un processus BO d’en-

richissement itératif jusqu’à convergence de l’algorithme. L’algorithme de base de la CBO est le

même que celui de la BO classique (voir Algorithme 2.4) en remplaçant le sous-problème d’opti-

misation (2.31) par un sous-problème d’optimisation prenant en compte les contraintes. Dans la

littérature [2, 9, 37, 43, 51, 63, 83, 84, 108, 112, 117], ce sous-problème d’optimisation peut être de

deux types. D’une part, le sous-problème d’optimisation peut être sans contrainte [51, 83, 84, 112].

Il vise à optimiser une fonction de mérite qui rassemble les contraintes et la fonction objectif en

une unique fonction. D’autre part, le sous-problème peut être contraint [2, 9, 63, 108]. Il aspire

donc à optimiser l’une des fonctions d’acquisition introduites dans la Section 2.2 tout en respec-

tant un critère de faisabilité pour chaque contrainte. La plupart des méthodes sont développées

pour résoudre des problèmes d’optimisation comportant uniquement des contraintes d’inéga-

lité. Pour prendre en compte des contraintes d’égalité, on remplace chaque contrainte d’égalité

h(x) = 0 par deux contraintes d’inégalité h(x) ≥ εc et −h(x) ≤ εc . Toutefois, l’ajout de ces deux

contraintes est problématique pour le processus d’optimisation car le nombre de contraintes est

doublé et des contraintes antagonistes doivent être prises en compte [76].

Dans la suite, on va introduire et discuter des principales méthodes liées aux fonctions de

mérite et aux critères de faisabilité. Ensuite, le couplage de ces méthodes avec les algorithmes

HDBO est mis en avant.

2.3.1 Méthodes liées aux fonctions de mérite

On s’intéresse ici aux méthodes CBO à fonction de mérite, c.-à-d. que le sous-problème d’op-

timisation peut s’écrire comme :

x (l+1) ∈ argmax
x∈Ω

α(l )
m x (2.56)

où α(l )
m : Rd 7→ R est la fonction de mérite qui rassemble les informations du GP de la fonction

objectif et des GP modélisant les contraintes g et h. Cette formulation du sous-problème d’opti-

misation permet d’utiliser des algorithmes d’optimisation sans contrainte. Les quatre méthodes

principales de cette catégorie de méthode CBO [51, 83, 84, 112] sont introduites ci-après. Elles

prennent en compte des problèmes d’optimisation qui sont soit sous contraintes d’inégalité ou

soit sous contraintes mixtes.

2.3.1.1 Amélioration faisable espérée ou expected feasible improvement

On cherche ici à trouver les zones de l’espace de conception qui ont le plus de chance d’être fai-

sables grâce aux informations des GP. Pour les contraintes d’inégalité, l’amélioration faisable es-

pérée, ou expected feasible improvement (EFI) [111] réalise une pénalisation de EI dans les zones

de faible probabilité de faisabilité. Cette probabilité de faisabilité est analytique et est donnée,
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pour chaque composante gi de g , par

α(l )
PF,gi

(x) =


0 , si σ̂(l )

gi
(x) = 0 et µ̂(l )

gi
(x) < 0

1 , si σ̂(l )
gi

(x) = 0 et µ̂(l )
gi

(x) ≥ 0

P
(

y (l )
gi ,x ≥ 0

)
=Φ

(
µ̂(l )

gi
(x)

σ̂(l )
gi

(x)

)
, sinon

(2.57)

où Φ : R 7→ [0,1] est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. En supposant que

les composantes gi de g sont indépendantes, on peut calculer la probabilité de faisabilité globale

du point x comme suit :

α(l )
PF,g (x) =P

(
y (l )

g1,x ≥ 0∩·· ·∩ y (l )
gm ,x ≥ 0

)
=

m∏
i=1

P
(

y (l )
gi ,x ≥ 0

)
=

m∏
i=1

α(l )
PF,gi

(x)

(2.58)

Finalement, la fonction de mérite EFI est une pénalisation de la fonction d’acquisition EI par la

probabilité de faisabilité :

α(l )
EFI, f ,g (x) = α(l )

EI, f (x)α(l )
PF,g (x) (2.59)

De plus, on doit pouvoir définir la meilleure valeur de la fonction objectif dans le DoE pour

pouvoir calculer EI. Pour cela, deux méthodes sont classiquement utilisées :

1. Si il n’y a pas de point faisable dans le DoE, alors f (l )
mi n = +∞, sinon

f (l )
mi n = min

x∈D(l )
f

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0

}
.

2. Si il n’y a pas de point faisable dans le DoE, alors f (l )
mi n = f

(
x (l )

mi n

)
où

x (l )
mi n ∈ arg min

x∈D(l )
f

m∑
i=1

∣∣min
(
0, gi (x)

)∣∣, sinon f (l )
mi n = min

x∈D(l )
f

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0

}
.

La méthode 1 cherche à supprimer la prise en compte de la fonction objectif tant qu’il n’y a pas de

point faisable dans le DoE. Cela peut mener vers des zones faisables à forte valeur de fonction ob-

jectif. De plus, si les contraintes sont multi-modales, il est possible que l’on reste bloqué dans une

zone sous-optimale. Au contraire, la méthode 2 prend en compte la valeur de la fonction objectif

tout en minimisant la violation des contraintes. Ceci permet notamment de guider la recherche

de zone faisable vers les zones à valeur de fonction objectif faible. En pratique, la méthode 1 est

majoritairement utilisée.

La fonction de mérite EFI est analytique ce qui permet de l’utiliser plus simplement dans des

problèmes de grande dimension. Toutefois, le produit dans l’expression de α(l )
PF,g peut être problé-

matique lorsque le nombre de contraintes augmente. En effet, α(l )
PF,g < 1 sur tout le domaine de

conception hormis pour les points faisables du DoE. Ainsi, le produit d’un grand nombre de va-

leurs inférieures à 1 tend vers 0. La fonction de mérite s’annule donc presque partout ce qui rend

l’optimisation de cette fonction impossible à réaliser. Malgré ce problème, cette fonction de mérite

a été testée de nombreuses fois avec succès sur des problèmes d’optimisation industriels [49, 89].

Pour finir, elle est uniquement utilisable sur les problèmes d’optimisation sous contraintes d’in-

égalité.
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2.3.1.2 La réduction progressive de l’incertitude ou stepwise uncertainty reduction

PICHENY [83] a étendu la fonction d’acquisition SUR pour résoudre les problèmes d’optimisa-

tion sous contraintes d’inégalité. Comme pour SUR sans contrainte, on cherche à ajouter le point

faisable qui réduit le plus le volume espéré sous f (l )
mi n . De la même manière que pour EFI, la mé-

thode 1 est utilisée pour définir f (l )
mi n . Avec un domaine faisable Ωg connu, ce volume est donné

par

EΩg

[
y (l )

f ,x ≤ f (l )
mi n

]
. (2.60)

CommeΩg n’est pas connu, on utilise l’information des GP modélisant les contraintes. Le volume

espéré faisable sous f (l )
mi n s’exprime grâce aux probabilités de faisabilité des GP modélisant les

contraintes :

EΩ

[
P

(
y (l )

f ,x ≤ f (l )
mi n ∩ y (l )

g1,x ≥ 0∩·· ·∩ y (l )
gm ,x ≥ 0

)]
. (2.61)

Grâce à l’indépendance des GP entre eux, ce volume peut s’écrire

EΩ

[
P

(
y (l )

f ,x ≤ f (l )
mi n

) m∏
i=1

P
(

y (l )
gi ,x ≥ 0

)]
. (2.62)

Finalement, comme pour SUR sans contrainte (2.40), il faut exprimer l’espérance de la distri-

bution du volume sous

f (l ),+
mi n =

{
min

(
f (l )

mi n , y (l )
f ,x+

)
, si ∀i ∈ {1, . . . ,m}, y (l )

gi ,x+ ≥ 0

f (l )
mi n , sinon

(2.63)

si on ajoute le point x+ ∈ Ω au DoE. Finalement, la fonction de mérite SUR avec contraintes est

donnée par l’opposé de l’espérance de ce volume :

α(l )
SUR, f (x+) =−EΩ

[
P

(
y (l )

f ,x ≤ f (l ),+
mi n

) m∏
i=1

P
(

y (l )
gi ,x ≥ 0

)]
. (2.64)

A l’instar de la fonction d’acquisition SUR sans contrainte (2.40), cette fonction de mérite né-

cessite une intégration sur Ω pour être estimée. Ceci ne permet donc pas son utilisation pour des

problèmes en grande dimension. De plus, le produit des probabilités de faisabilité devient problé-

matique lorsque le nombre de contraintes augmente. En pratique, on utilise SUR avec moins de 4

contraintes d’inégalité [83, 105].

2.3.1.3 La recherche par prédiction d’entropie avec contraintes ou predictive entropy search

with constraints

La fonction d’acquisition PES [51] est aussi étendue aux contraintes d’inégalité. Comme pour

la PES sans contrainte, on tente d’estimer l’information sur la localisation du minimum faisable.

On mesure cette information grâce à l’opposé de l’entropie différentielle de la variable aléatoire

x (l ),∗, H
[
P

(
x∗|D(l )

)]
, où

x (l ),∗ ∈ argmax
x∈Ω

{
y (l )

f ,x s.c. y (l )
gi ,x ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m}

}
, (2.65)

D(l ) =D(l )
f ∪D(l )

g1
∪·· ·∪D(l )

gm
et P

(
x∗|D(l )

)
la loi de probabilité de x (l ),∗.
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Ensuite, on ajoute au DoE le point x qui maximise l’espérance de la réduction de cette quan-

tité, c.-à-d. qui maximise

α(l )
PESC(x) = H

[
P

(
x∗|D(l )

)]
−Ey (l )

x

[
H

[
P

(
x∗|D(l ) ∪ (x , y (l )

x )
)]]

, (2.66)

où y (l )
x =

[
y (l )

f ,x , y (l )
g1,x , · · · , y (l )

gm ,x

]>
. En réalité, il est plus simple de travailler avec l’expression équi-

valente donnée par :

α(l )
PESC(x) = H

[
P

(
y |D(l ), x

)]
−Ex (l ),∗

[
H

[
P

(
y |D(l ), x , x (l ),∗

)]]
, (2.67)

avec P
(

y |D(l ), x , x (l ),∗)
la loi du vecteur des GP de f et g en x conditionnés par D(l ) et pour lequel

on impose que x (l ),∗ soit le minimum global. Pour estimer la fonction de mérite recherche entro-

pique prédictive avec contraintes, ou predictive entropy search with constraints (PESC), on réalise

une étape d’estimation de la moyenne par échantillonnage de x∗ suivant la loi P
(
x∗|D(l )

)
. Celle-ci

est suivie d’une étape de propagation des attentes, ou (expectation propagation) [70]. Enfin, une

marginalisation des hyper-paramètres du GP est réalisée. Le lecteur peut se référer aux travaux de

HERNÁNDEZ-LOBATO et al. [51] pour plus informations sur les trois étapes succinctement intro-

duites ici.

PESC a montré de bons résultats comparés à EFI et SUR mais il n’est pas possible de l’utiliser

en grande dimension à cause des phases d’estimation nécessaires à son calcul. De plus, elle ne

prend en compte que les contraintes d’inégalité ce qui limite son utilisation aux seuls problèmes

d’optimisation sous contraintes d’inégalité.

2.3.1.4 Lagrangien augmenté pour l’optimisation Bayésienne, ou augmented Lagrangian for

Bayesian optimization

Dans la contexte de l’optimisation sous contraintes mixtes, la méthode du Lagrangien aug-

menté, ou augmented Lagrangian (AL) [76] est classique. On introduit d’abord l’expression du AL :

AL(x ,λh ,λg , s,ρ) = f (x)+λ>
h h(x)−λ>

g

(
g (x)+ s

)+ 1

2ρ

[
p∑

j=1
h j (x)2 +

m∑
j=1

(
s j − g j (x)

)2

]
(2.68)

où λh ∈ R+p
et λg ∈ R+m

sont les multiplicateurs de Lagrange, ρ ∈ R+ est un paramètre de péna-

lisation et s ∈ R+m
sont des variables d’écart changeant les contraintes d’inégalité en contraintes

d’égalité. En définissant c = [−g>,h>]>
, λ =

[
λ>

g ,λ>
h

]>
et en augmentant la dimension de s tel

que sm+1 = ·· · = sm+p = 0, on écrit le AL plus simplement :

AL(x ,λ, s,ρ) = f (x)+λ> (c(x)+ s)+ 1

2ρ

m+p∑
j=1

(
c j (x)+ s j

)2 . (2.69)

Finalement, on résout le problème d’optimisation sous contraintes de manière itérative en uti-

lisant le AL et en ajoutant une tolérance ε ∈R+ sur les contraintes d’égalité. Cette méthode itérative

est donnée par l’Algorithme 2.8 pour lequel on estime les variables d’écart à chaque itération.

Dans la méthode du Lagrangien augmenté pour l’optimisation Bayésienne, ou augmented

Lagrangian for Bayesian optimization (ALBO) [84], l’idée est d’étendre la méthode du AL dans le

cadre de la CBO en minimisant le AL grâce à une méthode dérivée de la BO. Pour cela, la distribu-
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Algorithme 2.8 La méthode AL.

entrée : une fonction objectif f , les contraintes c , les multiplicateurs de Lagrange λ(0), le para-
mètre de pénalisation ρ(0), un nombre d’itérations max_nb_it, une tolérance ε

1: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: Définir la fonction des variables d’écart s(l )(x) = max

(
0,−λ(l )ρ(l ) −c(x)

)
3: Soit x (l+1) la solution de argmin

x∈Ω
AL

(
x ,λ(l ), s(l ),ρ(l )

)
4: Mettre à jour les multiplicateurs de Lagrange

λ(l+1)
i = λ(l )

i + 1

ρ(l )

(
ci

(
x (l+1)

)
+ s(l )

i

)
; ∀i ∈ {1, . . . ,m +p}

5: Mettre à jour le paramètre de pénalisation
6: si c1:m(x (l+1)) ≤ 0 et |cm+1:m+p (x (l+1))| ≤ ε alors
7: ρ(l+1) = ρ(l )

8: sinon
9: ρ(l+1) = 1

2ρ
(l )

10: fin si
11: fin pour
sortie : le dernier point trouvé xmax_nb_it

tion du AL en x est définie à partir des GP modélisant la fonction objectif et des contraintes :

AL(l )
x ∼P

(
AL|D(l ), x ,λ, s,ρ

)
=P

(
y f |D(l )

f , x
)
+

m+p∑
i=1

λi

(
P

(
yci |D(l )

ci
, x

)
+ si

)
+ 1

2ρ

m+p∑
i=1

(
P

(
yci |D(l )

ci
, x

)
+ si

)2
.

(2.70)

On souligne que la distribution du AL en x n’est pas gaussienne à cause du carré du GP modélisant

les contraintes présent dans cette expression.

On reprend ensuite l’Algorithme 2.8 en remplaçant, à chaque itération, la minimisation du AL

par la maximisation de l’amélioration espérée de la variable aléatoire AL(l )
x . Cette mesure définit la

fonction de mérite suivante :

α(l )
ALBO(x ,λ, s,ρ) = E [I(x)] = E

[
max

(
0, AL(l )

mi n −AL(l )
x

)]
, (2.71)

où AL(l )
mi n est le minimum du AL dans le DoE. Cette méthode CBO, nommée ALBO, est finalement

donnée par l’Algorithme 2.9 pour lequel l’estimation des variables d’écart est exprimée grâce aux

moyennes des GP modélisant les contraintes. L’utilisation de l’amélioration espérée du AL dans

cet algorithme permet, comme pour l’EI, d’explorer les zones de forte incertitude des GP. Toute-

fois, l’expression de α(l )
ALBO n’est pas analytique et nécessite une phase d’intégration pour être esti-

mée. De plus, PICHENY et al. [84] considère la fonction objective comme connue et non couteuse.

Couplé à la phase d’estimation, cette dernière caractéristique interdit son utilisation en grande di-

mension lorsque la fonction objective est aussi modélisée par un GP, la méthode ALBO a montré

de très bons résultats sur des cas tests d’optimisation à contraintes mixtes comparés aux autres

fonctions de mérite précédemment introduites [84].

On a présenté ici les quatre principales méthodes CBO à fonction de mérite. EFI est la seule

qui soit analytique et donc utilisable en grande dimension. Toutefois, le produit des probabili-
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Algorithme 2.9 La méthode ALBO.

entrée : une fonction objectif f , les contraintes c , les multiplicateurs de Lagrange λ(0), le para-
mètre de pénalisation ρ(0), un nombre d’itérations max_nb_it, une tolérance ε, un DOE initial
des contraintes et de la fonction objectif D(l )

1: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: Construire les GP modélisant les contraintes et la fonction objectif
3: Définir la fonction des variables d’écart s(l )(x) = max

(
0,−λ(l )ρ(l ) − µ̂c (x)

)
4: Soit x (l+1) ∈ argmax

x∈Ω
α(l )

ALBO(x ,λ(l ), s(l ),ρ(l ))

5: Évaluer la fonction objectif et les contraintes en x l+1

6: Ajouter le point x (l+1) au DoE
7: Mettre à jour les multiplicateurs de Lagrange

λ(l+1)
i = λ(l )

i + 1

ρ(l )

(
ci

(
x (l+1)

)
+ s(l )

i

)
; ∀i ∈ {1, . . . ,m +p}

8: Mettre à jour le paramètre de pénalisation
9: si c1:m(x (l+1)) ≤ 0 et |cm+1:m+p (x (l+1))| ≤ ε alors

10: ρ(l+1) = ρ(l )

11: sinon
12: ρ(l+1) = 1

2ρ
(l )

13: fin si
14: fin pour
sortie : le meilleur point du DoE

tés de faisabilité n’autorise pas son utilisation avec un grand nombre de contraintes. De plus, cette

fonction de mérite n’est définie que pour les contraintes d’inégalité. Les autres fonctions de mérite

SUR, PESC et ALBO ne sont pas analytiques et ne peuvent donc pas être utilisées en grande dimen-

sion. En outre, seul ALBO est défini pour des problèmes à contraintes mixtes, c.-à-d. comportant

des contraintes d’égalité et d’inégalité. Pour conclure, on constate qu’aucune des fonctions de

mérite introduites ici ne peut être utilisée sur des problèmes de grande dimension comportant un

grand nombre de contraintes.

2.3.2 Méthodes liées à un critère de faisabilité

On s’intéresse ici aux méthodes CBO à critère de faisabilité, c.-à-d. que le sous-problème d’op-

timisation s’écrit sous la forme :

x (l+1) ∈ argmax
x∈Ω

{
α(l )

f s.c. x ∈Ω(l )
h ∩Ω(l )

g

}
(2.72)

où α(l )
f : Rd 7→ R est l’une des fonctions d’acquisition présentées dans la Section 2.2. De la même

manière que pour EFI et SUR, f (l )
mi n est défini grâce à la méthode 1 ou 2 introduite dans la Sec-

tion 2.3.1.1. Ω(l )
g et Ω(l )

h sont respectivement les domaines faisables définis par les critères de fai-

sabilité α(l )
g : Rd 7→ Rm et α(l )

h : Rd 7→ Rp . On souligne que les critères de faisabilité de α(l )
g et α(l )

h ne

sont pas forcément les mêmes que ceux de g et h. Par exemple, on peut avoirΩ(l )
h =

{
x ,α(l )

h (x) ≤ 0
}

.

En utilisant des fonctions d’acquisition et des critères de faisabilité analytiques, l’utilisation de ces

méthodes pour résoudre des problèmes de grande dimension est plus simple que pour les mé-

thodes CBO à fonction de mérite non-analytique comme PESC, SUR et ALBO.
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Les trois principaux critères de faisabilité [2, 9, 63, 108] sont introduits ci-après. Ils prennent

en compte les problèmes sous contraintes d’inégalité ou mixtes.

2.3.2.1 Super efficient global optimization et Super efficient global optimization with mixture

of experts

Les méthodes super efficient global optimization (SEGO) et super efficient global optimization

coupled with mixture of experts (SEGOMOE) [9, 108] utilisent l’information des moyennes des GP

modélisant les contraintes comme critère de faisabilité α(l )
c (x) = µ̂(l )

c (x) avec Ω(l )
h =

{
x,α(l )

h (x) = 0
}

et Ω(l )
g =

{
x,α(l )

g (x) ≥ 0
}

. En effet, plus on ajoute de points au DoE, plus la moyenne des GP est

proche de la fonction objectif. Ainsi, en ajoutant de manière itérative des points aux GP, on peut

trouver un domaine faisable grâce à ce critère de faisabilité. Par exemple, sur la Figure 2.12, on

montre les domaines faisables (le réel et le prédit) et les courbes de niveau de la fonction ob-

jectif pour le problème problème de Branin modifié, ou modified Branin problem (MB) [79]. Le

(a) Itération 1. (b) Itération 4. (c) Itération Finale.

FIGURE 2.12 – Représentation du domaine faisable de SEGO (pour trois itérations) pour le problème Branin
modifié. La zone hachurée est le domaine non faisable de SEGO, la zone grise montre le domaine non
faisable réel et les courbes en pointillé sont les courbes de niveau de la fonction objectif. Les carrés bleus
représentent le DOE courant tandis que l’étoile verte indique l’optimum global. Le carré rouge est le point
ajouté au DOE.

domaine non faisable réel est représenté par la couleur grise, c.-à-d. que le domaine faisable est

formé des trois boules blanches distinctes, et le domaine non faisable prédit est représenté par

l’aire hachurée. On remarque ici que le domaine faisable prédit existe et permet de détecter la

boule du domaine faisable en haut à droite du domaine de conception. Les trois itérations de la Fi-

gure 2.12 montrent l’évolution du domaine faisable prédit qui permet à terme de trouver un point

faisable dans l’espace de conception. En effet, le dernier point ajouté au DoE (voir Figure 2.12c)

est dans la zone faisable en haut à droite de l’espace de conception. Cette méthode a été testée

avec succès sur de nombreux cas tests aéronautiques [7, 8, 9, 108].

Malgré ces bons résultats, la restriction du critère de faisabilité aux moyennes des GP dans le

sous-problème d’optimisation (2.72) peut tromper le processus d’optimisation. En réalité, pen-

dant les premières phases de l’optimisation, le DoE est encore pauvre en information, c.-à-d. qu’il

ne comporte que peu de points, et ne permet pas de construire des GP dont les moyennes re-

présentent bien les contraintes. A cause de la grande incertitude sur les GP modélisant g et h,

l’utilisation seule des fonctions de moyenne µ̂(l )
g et µ̂(l )

h peut conduire à considérer que la plus

grande partie du domaine de conception est non-faisable. Ainsi, une grande partie du domaine de
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conception peut ne pas être explorée. Dans ce cas, le processus d’enrichissement itératif devient

très local et peut ignorer certaines zones du domaine de conception. Par exemple, en utilisant de

nouveau la Figure 2.12, on remarque que le domaine faisable prédit ne couvre pas deux des trois

zones faisables. A cause de cela, SEGO, ou SEGOMOE, ne va ajouter des points que dans la zone

faisable prédite ce qui ne permet pas d’explorer la zone faisable où se trouve le minimum glo-

bal. Pour résoudre ce problème, LAM et al. [63] ont introduit des critères de faisabilité prenant en

compte l’incertitude du GP.

2.3.2.2 Super efficient global optimization with expected violation

AUDET et al. [2] introduisent un critère de faisabilité pour les contraintes d’inégalité utilisant

l’écart type des GP modélisant les contraintes σ̂(l )
g . Ils prennent ainsi en compte l’incertitude de

construction des GP dans le critère de faisabilité. Ce critère définit une zone faisable lorsque la

valeur de la violation espérée, ou expected violation (EV) est proche de zéro. Le critère EV est

donné par :

α(l )
EV,gi

(x) =


0, si σ̂(l )

gi
(x) = 0 et µ̂(l )

gi
≥ 0

−µ̂(l )
gi

, si σ̂(l )
gi

(x) = 0 et µ̂(l )
gi

≤ 0(
0− µ̂(l )

gi
(x)

)
Φ

(
0−µ̂(l )

gi
(x)

σ̂(l )
gi

(x)

)
+ σ̂(l )

gi
(x)φ

(
0−µ̂(l )

gi
(x)

σ̂(l )
gi

(x)

)
, sinon

, (2.73)

où gi représente la ie composante de g ,Φ :R 7→ [0,1] est la fonction de répartition etφ :R 7→R est la

densité de probabilité de la loi normale centrée réduite. En réalité, on définit un domaine faisable

prédit par Ω(l )
g =

{
x ; α(l )

EV,g (x)−εg ≤ 0
}

où εg ∈ R+d
est choisi par l’utilisateur. Classiquement, on

choisit εg = 10−3. En analysant ce critère, on remarque que les points avec une grande incertitude,

c.-à-d. un grand écart type, sont écartés ainsi que les points avec une moyenne ne respectant pas la

contrainte. Ainsi, ce critère utilise l’incertitude pour ne calculer des points que s’ils ont une grande

probabilité d’être faisable. Comme SEGO, super efficient global optimization using the expected

violation (SEGO-EV) va se concentrer sur une unique zone faisable sans faire d’exploration du

domaine.

Par exemple, la Figure 2.13 montre trois itérations de la méthode SEGO-EV. On constate que la

zone faisable prédite est très restreinte. Ceci est dû au manque de points dans le DOE qui engendre

une grande incertitude dans le domaine. De plus, en ajoutant des points, on remarque que la zone

faisable prédite est incluse dans la zone faisable réelle. Ceci montre bien que cette méthode est

adaptée à l’optimisation prudente, c.-à-d. qui cherche à évaluer le moins possible de points non

faisables. Toutefois, cette méthode n’explore pas le domaine de conception ce qui ne permet pas

de trouver la zone faisable optimale, c.-à-d. qui contient l’optimum global, en bas à droite du

domaine sur cet exemple.

2.3.2.3 Super efficient global optimization with the upper trust bounds

Le critère de faisabilité borne supérieure de confiance, ou upper trust bound (UTB) [63] tente

de favoriser l’exploration du domaine de conception en relâchant les contraintes. LAM et al. [63]

ont définit UTB pour les contraintes d’inégalité comme suit :

α(l )
UTB,gi

(x) = µ̂(l )
gi

(x)+τ(l )
gi
σ̂(l )

gi
(x) (2.74)
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(a) Itération 1.
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(c) Itération Finale.

FIGURE 2.13 – Représentation du domaine faisable de SEGO-EV (pour trois itérations) pour le problème
Branin modifié. La zone hachurée est le domaine non faisable de SEGO-EV, la zone grise montre le domaine
non faisable réel et les courbes en pointillé sont les courbes de niveau de la fonction objectif. Les carrés
bleus représentent le DOE courant tandis que l’étoile verte indique l’optimum global. Le carré rouge est le
nouveau point ajouté au DOE.

où τgi ∈ R+. Le domaine de faisabilité prédit s’exprime donc comme Ω(l )
g =

{
x ,α(l )

UTB,g (x) ≥ 0
}

.

En général, on choisit τgi = 3 ce qui correspond approximativement à intervalle de confiance à

99% pour chaque point x du domaine Ω. On remarque également que UTB est optimiste sur le

domaine de faisabilité, c.-à-d. que la zone de faisabilité est grande comparée à celle définie par

SEGO. Cette propriété permet à la méthode super efficient global optimization using the upper

trust bound (SEGO-UTB) d’être plus exploratoire et donc plus adaptée aux problèmes à zones

de faisabilité disjointes. Toutefois, ce caractère exploratoire ralentit la convergence en diminuant

l’exploitation des données.

De plus, le paramètre τgi s’interprète comme un seuil de doute en la fonction de moyenne

µ̂(l )
gi

. En effet, si τgi est proche de 0 alors on retrouve le critère SEGO qui ne prend pas en compte

l’incertitude des GP. Ainsi on fait totalement confiance aux prédictions fournies pas les GP. Sinon

plus τgi est grand, plus on prend en compte l’incertitude et plus on autorise l’exploration. On

considère donc que la moyenne ne fournit pas une bonne prédiction et il est nécessaire d’explorer

le domaine de conception.

Par exemple, la Figure 2.14 montre trois itérations de l’algorithme SEGO-UTB. On remarque

clairement que la zone faisable prédite est beaucoup plus grande que la zone faisable de SEGO

ou SEGO-EV (voir Figures 2.12 et 2.13) ce qui accorde une plus grande exploration. On voit égale-

ment qu’à la dernière itération, SEGO-UTB converge vers l’optimum global ce qui n’est pas le cas

de SEGO et SEGO-EV. Toutefois, SEGO et SEGO-EV convergent plus rapidement que SEGO-UTB

vers un optimum local comme le montre le nombre de points plus important dans la Figure 2.14c

comparé aux Figures 2.12c et 2.13c.

On a introduit les trois principales méthodes CBO à critère de faisabilité qui ne poursuivent pas

le même but. Premièrement, SEGO et SEGOMOE réalisent une exploitation massive de la moyenne

des GP modélisant les contraintes. Ils ne réalisent pas d’exploration des contraintes et peuvent

donc être bloqués dans une zone sous-optimale, c.-à-d. une zone faisable qui ne contient pas

le minimum global. Deuxièmement, SEGO-EV utilise l’information d’incertitude pour empêcher

l’algorithme d’explorer dans les zones avec une grande incertitude. Cette méthode a une tendance

encore plus locale que SEGO et SEGOMOE et ne fait pas d’exploration du domaine. Toutefois, ce

critère de faisabilité est utile pour réaliser une BO dite prudente, c.-à-d. qui ne doit pas évaluer
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(a) Itération 1. (b) Itération 4. (c) Itération Finale.

FIGURE 2.14 – Représentation du domaine faisable de SEGO-UTB (pour trois itérations) pour le problème
Branin modifié. La zone hachurée est le domaine non faisable de SEGO-UTB, la zone grise montre le do-
maine non faisable réel et les courbes en pointillé sont les courbes de niveau de la fonction objectif. Les
carrés bleus représentent le DOE courant tandis que l’étoile verte indique l’optimum global. Le carré rouge
est le nouveau point ajouté au DOE.

des points trop infaisables, e.g. pour ne pas endommager le matériel. Troisièmement, SEGO-UTB

tire aussi profit de l’information d’incertitude pour aller visiter les zones du domaine qui peuvent

cacher une zone faisable. Cependant, la caractère exploratoire de ce critère peut demander beau-

coup de points pour converger vers un optimum. Pour finir, on rappelle que seul SEGO et SEGO-

MOE peuvent être employés pour résoudre des problèmes d’optimisation à contraintes mixtes.

2.3.3 Optimisation Bayésienne sous contraintes de grande dimension

Dans cette section, on présente les extensions des méthodes HDBO introduites en Section 2.2.3

pour résoudre des problèmes d’optimisation sous contraintes de grande dimension. Tout d’abord,

la méthodes super efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate model (SEGO-

KPLS) [18] est introduite. Ensuite, on expliquera en quoi une extension aux problèmes contraints

de REMBO [134], RREMBO [15] et HeSBO [74] est difficile à mettre en oeuvre. Finalement, on in-

troduira la méthode scalable constrained Bayesian optimization (SCBO) [34] qui étend TuRBO [33]

aux problèmes contraints.

2.3.3.1 Super efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate models

L’idée de BOUHLEL et al. [18] est très simple : les GP modélisant les contraintes et de la fonction

objectif sont remplacés par des modèles KPLS, présentés dans le section 2.1.4.2. Ainsi, le temps

nécessaire à la construction des GP est restreint en réduisant le nombre d’hyper-paramètres à es-

timer. On peut également coupler l’utilisation des modèles KPLS et de SEGOMOE en adoptant des

modèles KPLS pour chaque GP du MOE. Ainsi, on définit une méthode de HDCBO pour des fonc-

tions fortement multi-modales. Enfin, on utilise le critère de faisabilité de SEGO ce qui permet de

résoudre le sous-problème d’optimisation dans l’espace de grande dimension. Cependant, cette

optimisation du sous-problème d’enrichissement dans l’espace de grande dimension peut s’avé-

rer difficile à réaliser au vue de la complexité du problème à résoudre. Ces méthodes ont montré

de très bons résultats notamment sur le problème industriel automobile Mopta08 [18, 56] ou le

cas test aérodynamique ADODG case 6 [9, 16].
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2.3.3.2 Random embedding Bayesian optimization pour les problèmes avec contraintes

Les méthodes reposant sur la procédure REMBO sont difficilement adaptables aux problèmes

avec contraintes. En effet, le sous-espace linéaire définit aléatoirement pourrait manquer le do-

maine faisable. Par exemple, la Figure 2.15 montre un problème d’optimisation sous contraintes

d’inégalité pour lequel on a généré plusieurs sous-espaces linéaires. On remarque que les deux
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FIGURE 2.15 – Sous-espace linéaire de la fonction s(x) = 3(x1 +x2 +3)+24(x1 +x2 +3)2 dont la boule de do-
maine faisable est donnée par

(
(x1 +0.45)2 + (x2 +0.45)2 −0.25

) ≤ 0. La zone grisée est la zone non faisable
du domaine de conception.

sous-espaces linéaires rouge ne contiennent aucun point faisable. En effet, ils ne coupent pas la

boule faisable (en bas à gauche du domaine). Par contre, les deux sous-espaces noirs contiennent

des points faisables. On peut clairement imaginer que ce phénomène devienne prépondérant

lorsque le nombre de contraintes augmente.

2.3.3.3 Scalable constrained Bayesian optimization

La méthode SCBO [34] étend la méthode TuRBO pour les problèmes comportant

des contraintes. Le seul changement par rapport à la méthode initiale est la prise en compte des

contraintes dans le sous-problème d’enrichissement. Ils ont choisi d’utiliser une méthode liée à

un critère de faisabilité analogue à SEGO. Ceci autorise la résolution du sous-problème d’enri-

chissement sous contraintes dans chaque région de confiance. Cette extension a été testée avec

succès sur le problème industriel automobile Mopta08 [56]. Cependant, comme pour SEGO-KPLS

et SEGOMOE, l’optimisation du sous-problème d’enrichissement est opérée dans l’espace initial

ce qui peut être complexe à réaliser.

Dans cette section discutant de la HDCBO, on a introduit les possibles extensions des mé-

thodes HDBO à la CBO. D’une part, deux de ces méthodes (SEGO-KPLS et SCBO) s’étendent

facilement aux problèmes contraints car elles réalisent l’optimisation du sous-problème d’en-

richissement dans l’espace de conception initial. Ces algorithmes ont montré de bons résultats

sur des problèmes industriels automobiles et aéronautiques. Cependant, le travail dans l’espace

de conception initial peut rendre la construction des GP lente ou l’exploration trop importante.

D’autre part, les méthodes reposant sur REMBO sont difficilement applicables aux problèmes avec

contraintes à cause de leur caractère aléatoire. En effet, la zone faisable peut être complètement

absente du sous-espace linéaire utilisé.
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2.3.4 Conclusion

Pour conclure cette partie sur la CBO, on rappelle que la prise en compte des contraintes s’ac-

complit en modifiant le sous-problème d’optimisation (2.31) pour qu’il considère les contraintes.

On a donc introduit les deux méthodes principalement utilisées dans la littérature : la méthode

liée à une fonction de mérite et la méthode liée à un critère de faisabilité.

D’une part, la première méthode repose sur une fonction qui rassemble les informations des

contraintes et de la fonction objectif en une unique fonction. Celle-ci est ensuite maximisée pour

trouver le point suivant à calculer. Cependant, la plupart de ces fonctions de mérite ne sont pas

analytiques (PESC, SUR, ALBO) ce qui ne permet pas de les utiliser facilement en grande dimen-

sion. Quant à la fonction EFI, son problème réside dans le produit des probabilités de faisabilité

de chaque contrainte ce qui la rend inutilisable si le nombre de contraintes augmente fortement.

D’autre part, les méthodes à critère de faisabilité se concentrent sur la définition d’un critère

qui permet de définir les zones du domaine que l’on a le droit d’échantillonner à chaque itération.

Ceci sert notamment à favoriser ou non l’exploration du domaine suivant la prudence requise

pour chaque évaluation du problème d’optimisation. En fait, uniquement la méthode SEGO-UTB

est capable d’explorer le domaine ce qui la rend plus efficace pour des problèmes à contraintes

multi-modales. Cependant, sa force d’exploration peut ralentir sa convergence. Ces méthodes à

critère de faisabilité reposent toutes sur des fonctions analytiques ce qui rend possible leur utili-

sation en grande dimension. Néanmoins, la plupart de ces méthodes sont uniquement définies

pour des problèmes à contraintes d’inégalité. Seulement ALBO, SEGO et SEGOMOE sont capables

de prendre en compte des contraintes d’égalité sans la création de contraintes antagonistes. Pour

finir, deux méthodes HDCBO ont été présentées et elles reposent sur la définition d’un critère de

faisabilité. Toutefois, elles travaillent sur le domaine de conception initial ce qui peut rendre la

construction des GP lente et l’exploration du domaine trop importante.

2.4 Synthèse du chapitre

Pour conclure ce chapitre, on rappelle que la formulation et l’estimation des hyper-paramètres

des GP à partir d’un DoE a été introduit. Néanmoins, ces GP ne sont pas capables de prendre en

compte des fonctions de grande dimension. En effet, la corrélation entre les points du DoE et du

domaine de conception est faible et le nombre d’hyper-paramètres à estimer devient grand. C’est

pourquoi, les principales extensions des GP à la grande dimension ont aussi été présentées (MGP,

KPLS). Elles cherchent à définir un sous-espace linéaire de la fonction initiale qui représente le

mieux la fonction. Ainsi, on peut corréler les points du domaine de conception avec les points du

DoE et estimer les hyper-paramètres des GP plus rapidement. Cependant, aucune information sur

la qualité de ce sous espace n’est disponible dans un temps de calcul raisonnable. De plus, on a

exposé les MOE de GP pour la prise en compte de fonctions fortement multi-modales.

Ensuite, le processus de BO sans contrainte est introduit afin de résoudre des problèmes d’op-

timisation dont la fonction objectif est coûteuse à évaluer et dont l’unique information disponible

est la valeur de la fonction au point évalué. La méthode BO repose sur la construction d’un GP

modélisant la fonction objectif dont le DoE est enrichi itérativement dans le but de trouver l’opti-

mum. Cette stratégie d’enrichissement est gérée par un sous problème d’optimisation qui réalise

un compromis entre l’exploration des zones du domaine où le GP est de mauvaise qualité et l’ex-
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ploitation des zones où le GP est de bonne qualité. Ce sous problème d’optimisation cherche le

maximum d’une fonction d’acquisition qui renseigne sur la quantité d’information qu’un point

apporte sur le minimum. Les principales fonctions d’acquisition ont été introduites (EI, WB2,

WB2S, SUR, TS et PES). Seules les fonctions d’acquisition analytiques sont capables de prendre

en compte des problèmes de grande dimension dans le cadre de BO classique. Toutefois, la mé-

thode BO utilisée en grande dimension souffre de trois grands maux : la construction du GP en

grande dimension peut d’avérer lente ; les fonctions d’acquisition favorisent trop l’exploration du

domaine ; et les GP classiques ne permettent pas de corréler les points du domaine avec les points

du DoE. Les méthodes qui permettent une meilleure prise en compte de la grande dimension

reposent, pour la plupart, sur une réduction de la dimension a priori en sélectionnant aléatoi-

rement quelques directions efficaces (REMBO, RREMBO et HeSBO). Cette sélection aléatoire ne

permet pas toujours d’inclure le minimum dans le sous-espace. D’autres se fondent sur l’utili-

sation de GP pour la grande dimension (EGO-KPLS). Elles travaillent donc dans le domaine de

conception initial ce qui favorise la part d’exploration des fonctions d’acquisition. D’autres en-

core se concentrent sur des zones restreintes du domaine de conception pour contrebalancer la

sur-exploration du domaine (TuRBO). Malgré les bons résultats de ces méthodes, la construction

des GP peut être lente.

Enfin, le processus de CBO est présenté pour résoudre des problèmes d’optimisation dont

la fonction objectif et les contraintes sont coûteuses à évaluer. Les méthodes principales reposent

sur une reformulation du sous-problème d’optimisation soit en un problème d’optimisation d’une

fonction de mérite sans contrainte (EFI, SUR et PESC), soit en un problème d’optimisation d’une

fonction d’acquisition respectant un critère de faisabilité pour chaque contrainte (SEGO, SEGO-

MOE, SEGO-EV, SEGO-UTB). Seules trois de ces méthodes prennent en compte les contraintes

d’égalité et d’inégalité sans transformer les contraintes d’égalité (SEGO, SEGOMOE et ALBO). ALBO

n’est pas utilisable en grande dimension à cause de la phase d’estimation nécessaire à chaque

évaluation. SEGO et SEGOMOE ne prennent pas en compte l’incertitude des GP modélisant les

contraintes, et peuvent donc rester bloqués dans une zone faisable qui ne contient pas le mini-

mum global. Pour finir, on présente des méthodes permettant de prendre en compte les contraintes

en grande dimension mais elles souffrent des mêmes pathologies que les méthodes HDBO sans

contrainte.
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Récapitulatif du chapitre

On a répondu aux objectifs introduit en début de chapitre grâce aux points suivants :

— Introduction de la théorie sur les GP classiques comprenant les noyaux de cova-

riance, la fonction de vraisemblance et son optimisation.

— Présentation de deux grandes familles de GP capables de modéliser des fonctions de

grandes dimensions : les MGP et les modèles KPLS.

— Introduction de la théorie sur la BO à travers le principe de fonctionnement et les

fonctions d’acquisition.

— Présentation des principales méthodes HDBO, comme TuRBO, EGO-KPLS, REMBO

RREMBO et HeSBO, et de leur limites.

— Introduction des méthodes CBO, comme ALBO, PESC, SUR, EFI, SEGO, SEGO-UTB

et SEGO-EV, et de leur limites.

— Présentation des méthodes HDCBO, comme SEGO-KPLS et SCBO, et de leur limites.
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Chapitre 3

Développement et étude d’un algorithme

reposant sur la recherche de

sous-espaces linéaires pour

l’optimisation Bayésienne en grande

dimension

« On a toujours le choix, même si

toutes les options paraissent

mauvaises. »

Robin Hobb
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Objectifs du chapitre

— Proposer une méthode d’optimisation Bayésienne pour les problèmes d’optimisa-

tion comprenant un grand nombre de variables de conception.

— Évaluer l’impact des paramètres de la méthode proposée sur la rapidité et la robus-

tesse de convergence.

— Comparer la méthode proposée aux algorithmes d’optimisation Bayésienne de la lit-

térature.

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution de problèmes d’optimisation coûteux à évaluer

et comprenant un grand nombre de variables de conception et pouvant comprendre quelques

contraintes. Ils s’écrivent de la manière suivante

min
x∈Ω

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0 et h(x) = 0

}
, (3.1)

où f :Rd 7→R est la fonction de performance ou fonction objectif, g :Rd 7→Rm sont les contraintes

d’inégalité, h :Rd 7→Rp sont les contraintes d’égalité, Ω⊂Rd est le domaine de conception et d le

nombre de variables de conception de l’ordre de plusieurs centaines d ≥ 100. Toutefois, on peut

supposer de l’on supprime les contraintes g (x) et h(x) de ce type de problèmes grâce à des mé-

thodes de pénalisation qui modifient la fonction objectif. Au final, on créer un nouveau problème

d’optimisation sans contrainte comprenant un grand nombre de variables de conception d ≥ 100

et qui est de la forme

min
x∈Ω

f (x). (3.2)

De plus, on n’a aucune information sur la régularité ou sur les dérivées de la fonction objectif. On

cherche donc à résoudre un problème d’optimisation de type boîte noire en grande dimension et

sans contrainte.

Comme introduit dans le Chapitre 2, on se place dans le contexte de la HDBO pour résoudre

ce problème. Toutefois, les méthodes HDBO présentées dans le Chapitre 2 luttent pour résoudre

ce type de problèmes soit parce qu’elles ne traitent que les problèmes de taille moyenne (d ≤ 100),

soit parce qu’elles ne travaillent que dans un sous-espace aléatoire de faible dimension qui peut

ne pas contenir le minimum de la fonction objectif.

Pour surmonter ces obstacles, on propose une extension de la méthode RREMBO [15] pré-

sentée dans la Section 2.2.3. On argumente d’abord le choix de la méthode RREMBO. Ensuite, on

présente le nouvel algorithme efficient global optimisation coupled with random and supervised

embeddings (EGORSE) reposant sur un apprentissage adaptatif de sous-espaces linéaires. Puis on

évalue l’impact des différents paramètres sur la rapidité et la robustesse de convergence de cette

méthode sur un ensemble de problèmes de tailles croissantes. Finalement, on compare EGORSE

avec les méthodes HDBO de la littérature sur des cas tests analytiques.
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3.1 Optimisation Bayésienne à base d’apprentissage adaptatif de sous-

espaces linéaires

Dans cette section, on cherche à proposer un algorithme HDBO capable de résoudre effica-

cement les problèmes d’optimisation comportant un grand nombre de variables de conception

(d ≥ 100).

Pour cela, on détermine d’abord la méthode BO de la littérature qui est la plus appropriée

pour résoudre ce type de problèmes. Ensuite, on étend cette méthode pour qu’elle résolve plus

efficacement ces problèmes, c.-à-d. plus rapidement et/ou de manière plus robuste.

3.1.1 Choix de la méthode d’optimisation de travail

On cherche ici la méthode HDBO qui correspond le plus à nos spécifications, c.-à-d. qui est

capable de résoudre des problèmes d’optimisation sans contrainte comportant un grand nombre

de variables de conception (d ≥ 100).

D’après la Section 2.2.3, la méthode TuRBO [33] peut être utilisée à cette fin. Elle réalise l’op-

timisation dans des sous-domaines de Ω qui sont régis par un centre et une taille. Ceci permet de

contrôler le domaine de recherche afin d’éviter une trop forte exploration du domaine de concep-

tion. TuRBO utilise toutefois un GP classique pour modéliser la fonction objectif ce qui devient

très coûteux lorsque le nombre de variables de conception est important.

La méthode EGO-KPLS [18] repose sur une optimisation dans l’espace Ω. La création du GP

modélisant la fonction objective est possible grâce à l’utilisation d’un modèle KPLS. Cependant,

l’optimisation de la fonction d’acquisition est réalisée sur la globalité de l’espace Ω ce qui favorise

l’exploration par rapport à l’exploitation des données et ce qui peut s’avérer coûteux en temps de

calcul lorsque le nombre de variables de conception augmente.

D’autres algorithmes d’optimisation (tels que REMBO [134], RREMBO [15] et HeSBO [74]) re-

posent sur l’hypothèse que la fonction objectif dépend linéairement de quelques directions effi-

caces de ¿ d , c.-à-d. qu’il existe une fonction fA : Rde 7→ R telle que fA(Ax) = f (x), où A ∈ Rd×de

est la matrice de passage de Ω vers A= {u = Ax , x ∈Ω}. En pratique, ces méthodes ne recherchent

pas le meilleur sous-espace linéaire mais travaillent avec un sous-espace généré aléatoirement.

Chacune de ces méthodes est accompagnée d’une application retour γ de A versΩ et de la défini-

tion d’un hypercube de recherche B de dimension de . Seule RREMBO propose une application de

retour bijective entre A et Ω ce qui la rend plus représentative de la fonction objectif. Cependant,

l’hypercube B utilisé inclut des points qui n’ont pas d’image dans Ω par γ. Pour résoudre ce pro-

blème, BINOIS et al. [15] donnent une valeur singulière à la fonction d’acquisition dans ces zones

ce qui permet de n’évaluer que des points de A. Le calcul de la fonction d’acquisition nécessite

donc la résolution d’un problème quadratique à chaque évaluation. En résumé, l’optimisation est

réalisée dans un sous-espace linéaireB de dimension de , ce qui réduit le temps de calcul et la zone

de recherche. Mais le calcul de la fonction d’acquisition peut s’avérer coûteux à cause de la réso-

lution du problème quadratique associé. De plus, l’espace de recherche est choisi aléatoirement

ce qui ne permet pas d’affirmer qu’il est représentatif de l’ensemble des valeurs de la fonction

objectif.

En conclusion, aucune des méthodes de la littérature ne permet une résolution efficace des

problèmes d’optimisation comprenant un grand nombre de variables de conception. On remarque
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que seule la méthode RREMBO permet une optimisation avec un coût raisonnable bien que l’éva-

luation de la fonction d’acquisition nécessite la résolution d’un problème quadratique et que le

sous-espace linéaire de recherche est aléatoirement choisi. On va donc modifier cette méthode

afin de pouvoir choisir et apprendre le sous-espace linéaire de recherche tout en supprimant la

résolution du problème quadratique à chaque évaluation de la fonction d’acquisition.

3.1.2 Extension de RREMBO à l’apprentissage adaptatif de sous-espaces linéaires

Dans cette section, on propose une extension de RREMBO afin de résoudre plus efficacement

les problèmes d’optimisation sans contrainte ayant un grand nombre de variables de conception

(d À 100). Pour cela, on commence par rappeler plus en détails la méthode RREMBO. Ensuite,

on étend cette méthode pour qu’elle recherche itérativement le meilleur sous-espace linéaire de

recherche et ne nécessite plus la résolution d’un problème quadratique dans l’évaluation de la

fonction d’acquisition.

3.1.2.1 Rappels sur la méthode RREMBO

En travaillant avec la méthode RREMBO, on se place dans le cadre des méthodes faisant l’hy-

pothèse que la fonction objectif ne dépend que de quelques directions efficaces de < d . En réa-

lité, cela signifie qu’il existe une fonction fA : Rde 7→ R telle que fA(Ax) = f (x) où A ∈ Rde×d est

la matrice de passage de Ω vers A = {u = Ax , x ∈Ω}. On rappelle également qu’on travaille avec

Ω= [−1,1]d .

BINOIS et al. [15] choisissent de travailler avec une matrice A+ ∈ Rd×de formée de vecteurs

aléatoires gaussiens telle que x = A+u. On souligne qu’avec une sélection aléatoire de A+, on n’est

pas certain que le minimum de la fonction objectif est contenu dans le sous-espace comme le

montre la Figure 2.9. En réalisant une orthogonalisation de la matrice A+, on peut retrouver la

matrice A = [
A+]>. Comme Ω = [−1,1]d , il est possible de calculer facilement la plus petite boîte

BB contenant A. Elle est donnée par

BB =
[
−

d∑
i=1

∣∣A1,i
∣∣ ,

d∑
i=1

∣∣A1,i
∣∣]×·· ·×

[
−

d∑
i=1

∣∣Ade ,i
∣∣ ,

d∑
i=1

∣∣Ade ,i
∣∣] . (3.3)

On a donc que A ⊂ BB ⊂ Rde . Afin de pouvoir associer une valeur à chaque point de A, BINOIS

et al. [15] introduisent une application γB :Rde 7→Rd de A dans Ω qui est donnée par :

γB(u) ∈ argmin
x∈Ω

{‖x −A+u‖2, s.c. Ax = u
}

. (3.4)

Remarque 3.1.1 La faisabilité du problème quadratique (3.4) est capitale pour la suite du raison-

nement. En effet, le problème quadratique (3.4) n’admet pas de solution faisable pour tous les points

u ∈ BB mais il admet toujours une solution faisable pour les points u ∈A. Ainsi, si la solution du

problème quadratique est faisable alors u appartient à A, sinon u appartient à BB \A.

En choisissant γ−1
B (x) = Ax , on obtient une bijection de A dans Ω (voir Figure 2.9b). On peut

donc réécrire le problème d’optimisation dans le sous-espace A

min
u∈A

f
(
γB(u)

)
. (3.5)



56 CHAPITRE 3. OPTIMISATION BAYÉSIENNE EN GRANDE DIMENSION

Toutefois, ce sous-espace A n’est pas trivial est peut être complexe à délimiter. De plus, la défini-

tion de bornes de l’espace de recherche est nécessaire pour l’utilisation d’un algorithme BO. C’est

pourquoi on cherche à résoudre ce problème dans l’hypercube BB qui est le plus petit hypercube

à contenir A.

min
u∈BB

f
(
γB(u)

)
. (3.6)

On note que γB n’est pas une bijection de BB dans Ω et donc que certains points de BB n’ont pas

d’image dans Ω (voir Figure 2.10).

L’optimisation du problème (3.6) est réalisée grâce à un algorithme BO classique qui cherche

à résoudre itérativement un sous-problème d’optimisation du type

u(l+1) ∈ argmax
u∈BB

α(l )
f (u), (3.7)

où α(l )
f : Rde 7→ R est une fonction d’acquisition (voir Section 2.2.1) et l l’indice de l’itération du

processus BO. Cependant, on doit empêcher ce sous-problème d’optimisation de proposer des

points de BB qui n’appartiennent pas à A afin de pouvoir évaluer la fonction objectif dans un

domaine où elle existe (voir Figure 2.11). Pour cela, BINOIS et al. [15] créent un sous-problème

d’optimisation ayant une fonction d’acquisition qui est positive pour les points de A et négative

pour les points de BB qui ne sont pas dans A. Ainsi, un algorithme d’optimisation réalisant la

maximisation de ce sous-problème ne proposera que des points avec une fonction d’acquisition

positive, c.-à-d. des points dans A. En pratique, BINOIS et al. [15] utilisent et pénalisent l’EI (voir

(2.33)) :

α(l )
EIext

(u) =
{

α(l )
EI (u) , si u ∈A

−‖u‖2 , sinon
(3.8)

Ainsi α(l )
EIext

(u) est positive pour tous les points u ∈A et négative pour tous les points u 6∈A (voir

Figure 2.11b). Toutefois, pour savoir si u appartient à A ou non, on doit résoudre le problème

quadratique (3.4). On résout donc un problème quadratique à chaque évaluation de la fonction

d’acquisition ce qui peut s’avérer coûteux en temps de calcul. On rappelle qu’une explication dé-

taillée de la méthode RREMBO est donnée dans la Section 2.2.3.

3.1.2.2 Apprentissage adaptatif d’un sous-espace linéaire

On propose, dans cette section, une extension de RREMBO qui évite la résolution du problème

d’optimisation quadratique nécessaire au calcul de la fonction d’acquisition dans RREMBO. De

plus, on cherche aussi à découvrir et utiliser le sous-espace linéaire de la fonction objectif pour

éviter une recherche aléatoire qui peut ne pas aboutir à une solution satisfaisante du problème.

Principe de la méthode : Pour faciliter la compréhension de la méthode, on en introduit d’abord

les grands principes qui sont détaillés dans les paragraphes suivants.

A chaque itération de notre approche, on réalise simultanément T ∈ N+ optimisations sous

contraintes dans T hypercubes B(t )
B ⊂ Rde où t ∈ {1, . . . ,T}. Ces domaines appartiennent à T sous-

espaces linéaires générés à partir d’une liste R = {
R(1), . . . ,R(T)

}
de T méthodes de réduction

de dimension. Ainsi, la méthode R(t ) produit une matrice A(t ) ∈ Rde×d de passage de Ω à A(t ) ={
u = A(t )x , x ∈Ω}

et un hypercube de recherche B(t )
B .
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Pour chacune de ces T méthodes, on modifie légèrement le problème d’optimisation consi-

déré par RREMBO afin qu’il contienne la contrainte d’appartenance des points de B(t )
B à A(t ) dans

la fonction objectif et/ou la contrainte considérée. On crée donc une fonction objectif f (t ) :Rde 7→
R, qui existe sur l’ensemble de l’hypercube B(t )

B , et une fonction de contrainte g (t ) : Rde 7→ R, qui

représente la contrainte d’appartenance des points de B(t )
B à A(t ). Ensuite, on résout le problème

d’optimisation sous contrainte suivant :

min
u∈B(t )

B

{
f (t )(u) s.c. g (t )(u) ≥ 0

}
. (3.9)

On doit donc résoudre un problème quadratique à chaque évaluation de ce problème pour sa-

voir si le point u de B(t )
B appartient à A(t ). On rappelle que pour RREMBO, on cherche plutôt à

résoudre :

min
u∈B(t )

B

f (u). (3.10)

Ce dernier problème d’optimisation ne considère pas la contrainte d’appartenance des points de

B(t )
B àA(t ). En réalité, BINOIS et al. [15] reportent cette contrainte d’appartenance dans le problème

de maximisation de la fonction d’acquisition (voir (3.8)). Ainsi, la maximisation de la fonction d’ac-

quisition nécessite un grand nombre de résolutions de problèmes quadratiques. Ceci n’est pas le

cas de la méthode qu’on propose.

De plus, RREMBO utilise une méthode à base de sous-espaces aléatoires. On propose d’utiliser

différentes méthodes de réduction de dimension supervisées, comme les PLS [50] ou les MGP [40],

afin d’orienter la recherche vers des sous-espaces de fortes variations de la fonction objectif.

Enfin, on met en place une recherche adaptative de ces sous-espaces de fortes variations en

utilisant l’ensemble des points déjà évalués. On réalise un nombre maximum de fois (max_nb_it)

l’ensemble des T optimisations simultanées avec la liste R des différentes méthodes de réduction

de dimension en utilisant les points déjà évalués par la fonction objectif. Au final, le processus

proposé est résumé par l’Algorithme 3.1.

Dans les paragraphes suivants, on détaille les trois idées principales de la méthode proposée.

Reformulation du critère d’appartenance à A : Soit R un ensemble de T ∈ N+ méthodes de

réduction de dimension. Chaque méthode R(t ) produit une matrice A(t ), avec t ∈ {1, . . . ,T}, telle

que A(t ) ∈Rd×de une matrice de passage de l’espace Ω au sous-espace A(t ) = {
u = A(t )x , x ∈Ω}

. On

peut donc définir l’application γ(t )
B avec (3.4) et l’hypercube B(t )

B avec (3.3).

Pour éviter le problème quadratique au moment de l’évaluation de la fonction d’acquisition,

on reporte le problème d’existence de l’image des points de B(t )
B dans Ω dans le problème d’op-

timisation à résoudre dans le sous-espace. L’idée est de créer un problème d’optimisation ayant

une contrainte qui soit faisable lorsque le point u ∈A(t ), c.-à-d. lorsque le problème quadratique

(3.4) admet une solution faisable, et qui soit non-faisable sinon.

Par exemple, on peut choisir l’opposé de la norme du point u s’il n’appartient pas à A(t ), ce qui

fait tendre la contrainte vers zéro lorsque l’on se rapproche du centre du domaine B(t )
B . La valeur

de la contrainte est négative et se rapproche de zéro lorsque l’on se rapproche de A(t ).

Pour définir la zone faisable, on s’appuie sur (3.3) et sur Ω = [−1,1]d . Cette équation montre

que les points du bord de B(t )
B qui ont une image dans Ω par γ(t )

B sont des angles du domaine Ω.

On entend par angles du domaine, les points dont toutes les composantes sont 1 ou −1. Or les
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Algorithme 3.1 Principe du processus proposé.

entrée : une fonctions objectif f , un DoE initial D(0)
f , un nombre maximum d’itérations

max_nb_it, un nombre maximum d’itérations par sous-espace max_nb_it_sub, un nombre de
composantes de , une liste R= {

R(1), . . . ,R(T)
}

de T ∈N+ méthodes de réduction de dimension

1: pour i = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: pour t = 1 à T faire
3: Construire A(t ) ∈Rde×d avec R(t ) nécessitant ou non D(i )

f

4: Établir B(t )
B

5: Construire f (t ) qui existe sur l’ensemble du domaine B(t )
B

6: Construire une contrainte g (t ) faisable sur A(t ) et non-faisable sur B(t )
B \A(t ).

7: Résoudre le problème d’optimisation

min
u∈B(t )

B

{
f (t )(u) s.c. g (t )(u) ≥ 0

}
avec une méthode CBO utilisant au maximum max_nb_it_sub itérations.

8: fin pour
9: D(i+1)

f =D(i )
f ∪ {Les points déjà évalués par f à l’itération i }

10: fin pour
sortie : Le meilleur point en terme de valeur de f dans D(max_nb_it)

f

angles du domaine Ω sont les points les plus éloignés de son centre xc = 0 ∈ Rd et sont de même

norme. Toutes les images des points de B(t )
B par γ(t )

B ont donc une norme plus faible, ou égale, à

la norme des angles du domaine Ω. Il est simple de choisir comme valeur de contrainte pour la

zone faisable, la différence entre la norme des angles du domaine Ω avec la norme de γ(t )
B (u) si

u ∈A(t ). Ainsi, tous les points de u appartenant à A(t ) ont une valeur de contrainte positive. En

outre, la valeur de la contrainte se rapproche de zéro lorsque l’on se rapproche des zones de B(t )
B

qui n’appartiennent pas à A(t ). A titre d’exemple, la Figure 3.1 montre la fonction à deux variables

de conception déjà utilisée dans la Section 2.2.3. Elle représente l’image de B(t )
B par γ(t )

B en rouge

et indique également l’emplacement de la projection des bords de B(t )
B qui se trouvent aux angles

du domaine Ω. On souligne qu’ici B(t )
B =A(t ). On constate bien ici que tous les points de l’image

de B(t )
B par γ(t )

B ont une norme plus faible que la norme des angles du domaine Ω.

Enfin, on normalise la contrainte pour qu’elle soit comprise entre −1 et 1. Cette symétrie sur

les bornes de la contrainte permet de ne pas rendre prépondérante une zone du domaine de

conception par rapport à une autre. Ceci serait préjudiciable au processus d’optimisation. Cette

contrainte est finalement donnée par g (t )(u) ≥ 0 où g (t ) :B(t )
B 7→R s’écrit :

g (t )(u) =
 1−

∥∥γ(t )
B (u)

∥∥2

2
d , si u ∈A(t )

−
∥∥∥uA(t )

∥∥∥2

2
, sinon

(3.11)

avec uA(t )

i = ui /
d∑

j=1

∣∣∣A(t )
i , j

∣∣∣ où uA(t )

i et ui sont respectivement les i e composantes des vecteurs uA(t )
et

u. Elle est positive pour les points de A(t ) et négative pour les points de B(t )
B \A(t ).

Comme le montre la Figure 2.11a, la fonction f (t )(u) = f
(
γ(t )

B (u)
)

n’est pas définie sur l’en-

semble du domaine B(t )
B . Les valeurs de cette fonction n’existent pas dans les zones grises du do-

maine B(t )
B . C’est pourquoi on cherche à lui donner une valeur dans cette zone afin de la définir
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FIGURE 3.1 – Image du segment B(t )
B par γ(t )

B .

sur l’ensemble de B(t )
B . On choisit donc f (t )(u) = f

(
γ(t )

W (u)
)

si u 6∈A(t ) où

γ(t )
W (u) ∈ argmin

x∈Ω
‖x − [

A(t )]+ u‖2, (3.12)

où
[

A(t )
]+ = [

A(t )
]> (

A(t )
[

A(t )
]>)−1

est le pseudo-inverse de A(t ). En effet, l’applicationγ(t )
W (u) existe

pour l’ensemble des points de B(t )
B bien qu’elle puisse donner le même x ∈Ω pour plusieurs u ∈

B(t )
B . De plus, il est possible d’atteindre ces points x avec des points u appartenant à A(t ) (voir

Figure 2.9a). Ainsi, le minimum de la fonction objectif se trouve obligatoirement dans A(t ). En

outre, tous ces points sont non-faisables ce qui réduit leur chance d’être évalués. Finalement, la

fonction objective dans l’hypercube B(t )
B est donnée par :

f (t )(u) =
 f

(
γ(t )

B (u)
)

, si u ∈A(t )

f
(
γ(t )

W (u)
)

, sinon
(3.13)

En somme, on cherche à résoudre un problème d’optimisation sous contrainte d’inégalité

dans l’hypercube B(t )
B qui s’écrit :

min
u∈B(t )

B

{
f (t )(u) s.c. g (t )(u) ≥ 0

}
. (3.14)

Pour résoudre ce problème, on peut finalement utiliser une méthode CBO classique (voir Sec-

tion 2.3), comme SEGO, sans avoir à modifier la fonction d’acquisition, le critère de faisabilité ou

la fonction de mérite contrairement à RREMBO.

La Figure 3.2a montre le problème d’optimisation (3.14) pour la fonction de 10 variables de

conception utilisée dans la Figure 2.11a et projetée dans un sous-espace linéaire de 2 variables
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de conception. On remarque que les zones grisées non-faisables correspondent aux zones grises

2 1 0 1 2
x1

2

1

0

1

2

x 2

4

20

36

52

68

84

100

116

132

148

Va
le

ur
 d

e 
la

 fo
nc

tio
n

(a) Problème d’optimisation (3.14).
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FIGURE 3.2 – Représentation du problème d’optimisation (3.14) dans un sous-espace de dimension de = 2
et la représentation du sous-problème d’optimisation de SEGO associé. La zone grise représente les zones
non-faisables, les carrés verts sont les points du DoE dans A(t ), les carrés rouges sont les points du DoE
n’appartenant pas à A(t ), l’étoile verte est la solution du sous-problème d’optimisation.

de la Figure 2.11a. La Figure 3.2b montre le sous-problème d’optimisation de la méthode SEGO

utilisant l’EI où les carrés verts et rouges sont les points du DoE initial. On remarque que les deux

zones non-faisables prédites, représentées par les zones grisées (voir Figure 3.2b), contiennent

les deux points non-faisables connus du problème (3.14). On souligne, qu’avec SEGO, seule la

moyenne du GP modélisant la contrainte est utilisée pour définir les zones admissibles. Contrai-

rement à RREMBO, aucune résolution d’un problème quadratique n’est nécessaire à la résolution

de ce sous-problème. Au final, cette modification du problème d’optimisation permet d’éviter la

résolution du problème quadratique de l’évaluation de la fonction d’acquisition et le reporte sur

l’évaluation de la fonction objectif. Ainsi, on ne résout qu’un seul problème quadratique à chaque

itération de SEGO.

Apprentissage du sous-espace linéaire : Dans la Section 2.2.3, on a montré que la sélection

aléatoire d’un sous-espace linéaire peut donner un sous-espace qui ne contient pas le minimum

de la fonction objectif (voir Figure 2.9). En effet, la zone rouge que l’on peut explorer est quasiment

perpendiculaire à la direction de variation de la fonction objectif considérée.

Pour espérer trouver un sous-espace linéaire dans une direction proche de la meilleure di-

rection de variation, on peut s’intéresser aux méthodes de réduction de dimension supervisées,

c.-à-d. qui prennent en entrée un ensemble de points du domaine considéré et les valeurs de la

fonction associée. En retour, ces méthodes donnent une matrice de passage A(t ) ∈ Rd×de de l’es-

paceΩ àA(t ). Par exemple, on peut utiliser la méthode des PLS (voir Section 2.1.4.2) ou la méthode

des MGP (voir Section 2.1.4.1) en considérant les points du DoE initial. La Figure 3.3 montre la

prise en compte de deux DoE initiaux différents pour le calcul d’un sous-espace linéaire par PLS.

On a également ajouté un sous-espace généré par une matrice aléatoire gaussienne. On constate

que la méthode des PLS donne, pour les deux DoE, un sous-espace qui contient le minimum de

la fonction. Bien que la méthode aléatoire produit un sous-espace contenant le minimum sur la
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(a) DoE 1.
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(b) DoE 2.

FIGURE 3.3 – Images de deux sous-espaces BB par γB utilisant A+ générée par PLS ou aléatoirement.

Figure 3.3a, ce n’est plus le cas sur la Figure 3.3b. L’utilisation d’une méthode de réduction de

dimension supervisée est donc justifiée. Pour trouver le minimum de la fonction, on réalise une

CBO dans le sous-espace A(t ) généré par la matrice A(t ) avec un maximum de max_nb_it_sub ité-

rations dans le sous-espace A(t ). Cependant, on imagine que dans un espace de dimension plus

important, l’approximation du sous-espace linéaire peut s’averer plus complexe.

Pour améliorer le sous-espace dans lequel on recherche le minimum de la fonction objectif,

on peut itérer le processus précédent en utilisant l’ensemble des points évalués sur la fonction. On

note qu’on peut également ajouter des points qui ne font pas partie du sous-espace linéaire A(t )

découvert afin d’apporter de l’information non-biaisée par la sélection du sous-espace. Ce type de

méthodes est notamment mises en place par GAUDRIE et al. [42]. Dans ce sens, on peut ajouter les

points issus d’une optimisation de type RREMBO, on fait appel à une CBO dans un sous-espace

linéaire dont la matrice de passage est issue d’une distribution gaussienne aléatoire. Ainsi, on

conserve les propriétés de convergence des méthodes REMBO [134] et RREMBO [15] précédem-

ment introduites. Pour finir, on peut imaginer une généralisation du processus à plusieurs mé-

thodes de réduction de dimension non-supervisées (comme les matrices aléatoires gaussiennes

ou les tables de hachage) ou supervisées (comme les PLS ou les MGP) pour profiter de l’ensemble

de leurs avantages et ainsi améliorer l’apport des méthodes de réduction de dimension supervi-

sées.

Bilan : Pour résumer, on a construit un algorithme d’optimisation Bayésienne en grande dimen-

sion utilisant une combinaison de sous-espaces linéaires supervisés et non-supervisés, qu’on ap-

pelle EGORSE. On a défini un groupe R de T ∈N+ méthodes de réduction de dimension supervi-

sées et/ou non-supervisées pour lesquelles on réalise une CBO à chaque itération

i ∈ {1, . . . ,max_nb_it} de l’algorithme. Ces méthodes de réduction de dimension prennent en compte

l’ensemble des points évalués lors des précédentes itérations ce qui permet d’adapter le sous-
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espace de recherche au cours de l’optimisation. De plus, on a limité le nombre de résolutions de

problèmes quadratiques par rapport à la méthode RREMBO en modifiant le problème d’optimisa-

tion résolu dans chaque sous-espace. En effet, on a ajouté la contrainte d’appartenance des points

de B(t )
B à A(t ) au problème à résoudre dans chaque sous-espace (voir (3.14)). En utilisant une mé-

thode CBO pour résoudre (3.14), on modélise la fonction objectif et la contrainte d’appartenance

par deux GP. Ainsi, avec la méthode EGORSE, l’optimisation du sous-problème d’optimisation

dans le processus BO ne nécessite plus de résolution de problèmes quadratiques contrairement à

RREMBO. Au final, la méthode EGORSE comporte trois apports par rapport à RREMBO :

1. la limitation du nombre de résolutions de problèmes quadratiques grâce à une reformula-

tion du problème d’optimisation dans les sous-espaces considérés.

2. l’utilisation de méthodes de réduction de dimension supervisées qui favorisent la recherche

dans des directions de l’espace Ω pour lesquelles la fonction objectif varie fortement.

3. l’apprentissage adaptatif des sous-espaces linéaires en utilisant l’ensemble des points du

DoE.

Ce processus d’optimisation est donné dans l’Algorithme 3.2 et est représenté dans le schéma

de la Figure 3.4.

Algorithme 3.2 Le processus EGORSE.

entrée : une fonction objectif f , un DoE initialD(0)
f , un nombre maximum d’itérations max_nb_it,

un nombre maximum d’itérations par sous-espace max_nb_it_sub, un nombre de compo-
santes de , une liste R = {

R(1), . . . ,R(T)
}

de T ∈ N+ méthodes de réduction de dimension su-
pervisées et non-supervisées

1: pour i = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: pour t = 1 à T faire
3: Construire A(t ) ∈Rde×d avec R(t ) nécessitant ou non D(i )

f

4: Établir B(t )
B (voir (3.3))

5: Construire f (t ) (voir (3.13))
6: Construire g (t ) (voir (3.11))
7: Résoudre le problème d’optimisation

min
u∈B(t )

B

{
f (t )(u) s.c. g (t )(u) ≥ 0

}
avec une méthode CBO utilisant au maximum max_nb_it_sub itérations.

8: fin pour
9: D(i+1)

f =D(i )
f ∪ {Les points déjà évalués par f à l’itération i }

10: fin pour
sortie : Le meilleur point en terme de valeur de f dans D(max_nb_it)

f

3.1.3 Conclusion

Dans cette section, on a mis en place un algorithme d’optimisation Bayésienne pour les pro-

blèmes de grande dimension d À 100.

Pour cela, on a d’abord évalué les performances des méthodes HDBO de la littérature. On a

constaté que les méthodes TuRBO et EGO-KPLS sont difficilement capables de prendre en compte

des problèmes avec un grand nombre de variables de conception puisqu’elles travaillent dans l’es-

pace initial de grande dimension. Elles doivent donc construire un GP en grande dimension, ce
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FIGURE 3.4 – Représentation par diagramme XDSM (eXtended Design Structure Matrix) [64] de la méthode
EGORSE. Les lignes noires représentent le chemin, correspondant aux nombres, suivis par le processus, les
boîtes blanches sont les entrées/sorties du processus, les boîtes grises sont les données utilisées pendant
le processus, les boîtes vertes sont les actions exécutées, les boîtes violettes représentent les boucles et
optimisations.

qui peut être coûteux, et réaliser l’optimisation de la fonction d’acquisition en grande dimension,

ce qui peut conduire à une forte exploration du domaine de conception. Les méthodes REMBO,

HeSBO et RREMBO sont plus appropriées car elles travaillent dans un sous-espace de faible di-

mension. Ainsi, la construction du GP et la résolution du sous-problème d’optimisation sont réa-

lisées dans l’espace de faible dimension ce qui en réduit fortement le coût de calcul. Cependant,

ces méthodes reposent sur la génération de sous-espaces linéaires aléatoires ce qui ne garantit

pas que le minimum de la fonction objectif soit contenu dans ces sous-espaces. De plus pour

RREMBO, le calcul de la fonction d’acquisition nécessite la résolution d’un problème d’optimisa-

tion quadratique rendant son optimisation coûteuse.

On a choisi de lever les verrous de la méthode RREMBO en :

— reformulant le problème d’optimisation dans le sous-espace en un problème d’optimisation

sous-contrainte. Ceci supprime la résolution du problème quadratique à chaque évaluation

de la fonction d’acquisition.

— utilisant des méthodes de réduction de dimension supervisées ce qui permet de maximiser

les chances que le minimum soit dans le sous-espace considéré.

— introduisant un processus itératif d’apprentissage du sous-espace grâce à une optimisation

dans un sous-espace généré aléatoirement.

Ce nouveau processus HDBO est nommé EGORSE.

Toutefois, on constate que l’algorithme EGORSE proposé comporte deux paramètres majeurs

que l’on doit régler, liés à la taille du DoE initial et aux méthodes de réduction de dimension uti-

lisées. Afin de proposer le meilleur processus d’optimisation possible, on étudie l’impact de ces

paramètres dans la section suivante.
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3.2 Impact des paramètres d’EGORSE

Dans cette section, on étudie l’impact des paramètres d’EGORSE sur la rapidité et la robustesse

de convergence. Pour cela, on introduit d’abord l’implémentation choisie pour EGORSE. Ensuite,

on liste les différents paramètres pris en compte dans l’étude. Dans un premier temps, on évalue

l’impact de ces paramètres sur un ensemble de quatre problèmes de taille moyenne (d ≤ 100) à

l’aide de courbes de convergence. Dans un second temps, on étudie l’influence de ces mêmes

paramètres sur un problème comportant un très grand nombre de variables de conception (d =
1000).

3.2.1 Implémentation de EGORSE

Pour l’implémentation d’EGORSE, on fait le choix de travailler avec le langage Python 3,7. On

fait également les choix suivants. On rappelle que dans le processus EGORSE, une CBO est réa-

lisée à chaque itération. Cette CBO est effectuée avec l’algorithme SEGO [108] de la toolbox SE-

GOMOE [9] développée par l’ONERA et l’ISAE-SUPAERO. Plus spécifiquement, cette toolbox uti-

lise SMT [19] pour construire les GP nécessaires à l’optimisation. SMT repose sur des GP dont la

moyenne est un polynôme de degré choisi par l’utilisateur et dont les coefficients de régression

sont des hyper-paramètres des GP. Pour ces expérimentations numériques, on utilise une régres-

sion constante et un noyau de covariance Gaussien. Tous les hyper-paramètres des GP sont gérés

grâce aux paramètres par défaut de SMT.

On choisi l’EI comme fonction d’acquisition à optimiser. Pour son optimisation, on procède

en deux étapes. D’une part, on trouve un point de départ en résolvant le problème (2.72) avec

improved stochastic ranking evolution strategy (ISRES) [107] de la toolbox Python Nlopt [55].

ISRES est un algorithme d’optimisation évolutionnaire capable de résoudre des problèmes d’opti-

misation multi-modaux comprenant des contraintes d’inégalité et d’égalité. On peut ainsi explorer

le domaine à la recherche de la zone qui maximise la fonction d’acquisition tout en respectant le

critère de faisabilité. Cependant, ce type d’algorithme nécessite un grand nombre d’appels à la

fonction objectif pour converger. C’est pourquoi on limite le nombre d’appels et on raffine la solu-

tion donnée par ISRES avec un algorithme d’optimisation utilisant les dérivées. Ceci est possible

car on dispose des dérivées analytiques de la fonction d’acquisition et du critère de faisabilité en-

trant en jeu dans le problème d’optimisation. On termine donc la résolution du problème (2.72)

avec l’algorithme sparse nonlinear optimizer (SNOPT) [45] de la toolbox Python PyOptSparse [82]

dont le point initial est la solution fournie par ISRES.

Pour la résolution du problème quadratique (3.4) nécessaire à l’évaluation de la fonction ob-

jective, on utilise la toolbox Python CVXOPT [1] avec les paramètres par défaut. Pour l’évaluation

de la fonction objectif, on considère qu’un point u ∈ B(t )
B appartient à A(t ) si le statut du résultat

de l’optimisation par CVXOPT est ’optimal’ signifiant que le problème a bien été résolu.

3.2.2 Choix des paramètres de EGORSE

Les paramètres pris en compte dans cette étude sont les suivants.

— La quantité de points dans le DoE initial peut fortement influencer les méthodes de réduc-

tion de dimension supervisées. On teste donc l’ensemble des versions d’EGORSE pour trois
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tailles de DoE initial : 5 points, d points et 2d points, si d est le nombre de variables de

conception du problème.

— La méthode de réduction de dimension supervisée peut aussi modifier le comportement

de l’algorithme en ne favorisant pas les mêmes directions de recherche. On considère donc

les méthodes des PLS [50] et MGP [40]. La méthode des PLS est issue de la toolbox Python

scikit-learn [80]. Pour la méthode MGP, on se repose sur notre implémentation faite dans

SMT [19].

De plus, la méthode de réduction de dimension non-supervisée choisie est la génération de ma-

trices de passage aléatoires gaussiennes (voir Section 2.2.3). On appelle donc les deux versions

d’EGORSE utilisant des méthodes de réduction de dimension supervisées : EGORSE (PLS + Gaus-

sian) pour la méthode utilisant les PLS et EGORSE (MGP + Gaussian) pour la méthode utilisant les

MGP.

Pour être plus complet, on ajoute deux autres versions pour EGORSE n’utilisant que des mé-

thodes de réduction de dimension non-supervisées. La première utilise des matrices de passage

aléatoires gaussiennes comme dans la méthode RREMBO [15], on la nomme EGORSE (Gaussian).

La seconde construit des matrices de passage aléatoires à partir de tables de hachage comme la

méthode HeSBO [74], on la nomme EGORSE (Hachage).

3.2.3 Étude sur quatre problèmes de taille moyenne

Dans cette section, on évalue l’impact des différents paramètres d’EGORSE que l’on fait varier

sur la rapidité et la robustesse de convergence. Pour cela, on introduit d’abord l’ensemble des

quatre problèmes de taille moyenne sur lesquels on réalise cette étude. Ensuite, on introduit la

méthode de comparaison que l’on utilise. Pour finir, les résultats des tests sont analysés.

3.2.3.1 Les quatre problèmes de taille moyenne

La première classe de problèmes est une modification de MB [79] pour lequel on augmente

artificiellement le nombre de variables de conception. Ce type de problèmes est largement utilisé

dans la littérature [15, 74, 134]. Ce problème se définit comme suit :

min
u∈Ω1

f1(u), (3.15)

où Ω1 = [−5,10]× [0,15] et

f1(u) =
[(

u2 −
5.1u2

1

4π2 + 5u1

π
−6

)2

+
(
10− 10

8π

)
cos(u1)+1

]
+ 5u1 +25

15
. (3.16)

On choisit la version modifiée du problème de Branin [79] car elle comporte 3 minima locaux dont

un global. La valeur de celui-ci est d’environ MB_d mi n = 1.1. De plus, on normalise le problème

pour que u ∈ [−1,1]2. Pour augmenter artificiellement le nombre de variables de conception, on

génère aléatoirement une matrice Ad ∈ Rd×2 telle que pour tout x ∈ [−1,1]d , Ad x = u appartient

au domaine [−1,1]2. On peut donc définir une fonction objective MB_d , où d est le nombre de

variables de conception, telle que MB_d(x) = f1(Ad x). Finalement, on s’intéresse à la résolution
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du problème d’optimisation suivant :

min
x∈[−1,1]d

MB_d(x). (3.17)

On va donc travailler avec trois fonctions de ce type (MB_10, MB_20 et MB_100) afin d’étudier les

dimensions 10, 20 et 100.

Le dernier problème, nommé Rover_60 [136], consiste à router un robot dans une forêt d’un

point de départ xst ar t à un point d’arriver xg oal en évitant les arbres sur sa route. La trajectoire

du robot est une spline définie par 30 points de contrôle. Ces trente points, comprenant les points

de départ et d’arrivée, sont les variables de conception de ce problème d’optimisation. Au final,

on a 60 variables de conception, c.-à-d. deux variables par point de contrôle. La fonction objectif

est minimale lorsque le robot parcourt la trajectoire la plus courte sans rencontrer d’arbres dans

la forêt. Le minimum vaut fmi n = −5. La Figure 3.5 donne un exemple de trajectoire relative à ce

problème.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 Start and Goal
Rover Trajectory
Autorized zones
Forbidden zones

FIGURE 3.5 – Exemple de trajectoire d’un robot dans une forêt.

3.2.3.2 Construction des courbes de convergence

Pour étudier l’impact des paramètres d’EGORSE, on utilise des courbes de convergence sur

chacun des quatre problèmes. Pour cela, on réalise 100 optimisations indépendantes pour cha-

cune des variantes d’EGORSE en utilisant 100 DoE initiaux préalablement générés. De ce fait,

l’ensemble des variantes est initialisé avec les mêmes DoE initiaux, et ainsi permet de réduire le

biais causé par l’utilisation d’un DoE initial. On impose un nombre maximum de 10 itérations, un

nombre maximum d’évaluations par sous-espace de 20∗de et une dimension efficace de = 2. Pour

les versions d’EGORSE utilisant uniquement des méthodes de réduction non-supervisées (de type

RREMBO et HeSBO), on double le nombre d’itérations afin de garder un nombre fixe d’évaluations

de la fonction objectif. Ceci correspond à un budget total de neval s = 800+nst ar t évaluations de la

fonction objectif par optimisation avec nst ar t le nombre de points du DoE initial.

Toutes ces variantes sont ensuite comparées en affichant l’évolution de la moyenne et de

l’écart type sur les 100 optimisations de la valeur évaluée la plus faible de la fonction objectif en
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fonction du nombre d’évaluations. Pour des raisons de lisibilité, on affiche l’écart type réduit d’un

facteur 4.

3.2.3.3 Analyse des résultats

Dans cette section, on analyse les résultats obtenus au cours des tests présentés dans la Sec-

tion 3.2.3.2. Pour chacun des quatre problèmes de taille moyenne (MB_10, MB_20, Rover_60 et

MB_100), on trace quatre figures. Les trois premières représentent l’ensemble des configurations

d’EGORSE testées pour une taille de DoE initial fixe (5, d ou 2d points). Ensuite, on sélectionne la

meilleure version pour chacune des tailles de DoE initial, c.-à-d. la variante qui converge le plus

rapidement vers une valeur faible de la fonction objectif avec un faible écart type. Dans la dernière

figure, on trace ces trois versions pour déterminer la taille de DoE initial la plus adaptée. De plus,

on reporte le temps moyen d’optimisation pour chacune des variantes considérées. Les problèmes

sont étudiés par ordre croissant de dimension afin de mieux appréhender l’impact du nombre de

variables de conception sur les performances. On termine cette étude en essayant de dégager la

meilleure version d’EGORSE à utiliser.

La Figure 3.6 montre les courbes de convergence de quatre variantes d’EGORSE pour trois

tailles de DoE initial pour le problème MB_10. L’ensemble de ces figures montre qu’aucune des

variantes d’EGORSE n’est sensiblement plus performante que les autres. Elles convergent toutes

vers une valeur proche de 5 bien qu’EGORSE (PLS + Gaussian) semble converger plus rapidement

vers une valeur plus faible. De plus, la taille du DoE initial ne semble pas avoir d’influence sur la

rapidité et la robustesse de convergence. Enfin, on remarque qu’aucune de ces méthodes n’est ca-

pable de converger vers le minimum global de la fonction ( fmi n ≈ 1.1) avec le budget alloué. Grâce

à la Figure 3.6d, on valide que la taille du DoE initial n’impacte pas la rapidité et la robustesse de

convergence d’EGORSE (PLS + Gaussian) pour MB_10. En résumé, la modification des paramètres

d’EGORSE n’a pas d’impact sur la résolution du problème MB_10.

Grâce à la Figure 3.7, on constate qu’EGORSE (PLS + Gaussian) et EGORSE (MGP + Gaussian)

trouvent les valeurs les plus faibles de MB_20 quelque soit la taille du DoE initial. Pour une taille

de DoE initial de 5 points, l’utilisation des MGP semble la plus appropriée. Au contraire, pour

les tailles de DoE initial de d et 2d , l’emploi des PLS donne de meilleures performances. Dans

tous les cas, les variantes d’EGORSE utilisant une méthode de réduction de dimension supervisée

convergent vers les valeurs de fonction objectif les plus faibles. On constate également, avec la

Figure 3.7d, que la taille du DoE n’a pas d’influence sur les propriétés de convergence d’EGORSE.

En effet, toutes les versions d’EGORSE convergent en moyenne vers la même valeur de fonction

objectif et avec la même vitesse. Sur cet exemple, l’utilisation d’une méthode de réduction de di-

mension est bénéfique pour la résolution de MB_20 et la taille du DoE initial n’influe pas sur la

résolution du problème.

La Figure 3.8 montre les courbes de convergence des quatre versions d’EGORSE pour trois

tailles de DoE initial pour le problème Rover_60. On constate ici que la variante EGORSE (PLS

+ Gaussian) converge vers des valeurs de fonction objectif plus faibles que les trois autres mé-

thodes. De plus, lorsque la taille du DoE initial augmente, les premières itérations de l’algorithme

montrent une forte amélioration de la moyenne de la meilleure valeur de fonction objectif décou-

verte. Ce phénomène s’explique par la capacité des PLS à détecter un sous-espace de recherche

pertinent grâce aux points du DoE initial. On remarque également que la version EGORSE (MGP +
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Gaussian) ne montre pas de meilleures propriétés de convergence que les variantes n’utilisant pas

de réduction de dimension supervisée. Ceci est certainement dû à un mauvais apprentissage des

hyper-paramètres du MGP qui servent de base à la réduction de dimension. La Figure 3.8d com-

pare la variante EGORSE (PLS + Gaussian) pour plusieurs tailles de DoE initial. On remarque ici

que le DoE initial apportant les performances les plus importantes contient d points. En effet, la

variante utilisant d points commence à exploiter les données du DoE plus tôt, en terme de nombre

d’évaluations, que la variante utilisant 2d points. Au final, la méthode des PLS est la méthode de

réduction la plus efficace pour résoudre le problème Rover_60 avec EGORSE. De plus, une taille de

DoE initial de d points permet une exploitation des données du DoE tout en permettant une re-

cherche précoce dans le domaine de conception et produit une convergence plus rapide qu’avec

un DoE initial de 5 ou 2d points.

En ce qui concerne la résolution du problème MB_100 avec les différentes stratégies EGORSE,

la Figure 3.9 montre clairement que la variante EGORSE (PLS + Gaussian) trouve les valeurs les plus

faibles de la fonction objectif. De plus, on remarque qu’EGORSE (MGP + Gaussian) trouve égale-

ment des valeurs plus faibles qu’EGORSE (Gaussian) et EGORSE (Hachage). L’utilisation d’une

méthode de réduction de dimension supervisée facilite donc la convergence de l’algorithme. En

outre, on remarque que plus le DoE initial est grand, c.-à-d. plus il contient de points, plus le

gain dans les premières itérations de l’algorithme est important. Ainsi, l’utilisation du DoE initial

permet donc de guider le processus d’optimisation vers des zones de l’espace ayant des valeurs

faibles. La Figure 3.9d compare les meilleures versions d’EGORSE pour chaque taille de DoE initial

pour le problème MB_100. Comme pour le problème Rover_60, on constate que le DoE optimal

contient d points. Ceci correspond en réalité à un compromis entre l’exploitation des données du

DoE initial et la recherche du minimum dans une direction favorable.

Dans le Tableau 3.1, on rassemble la moyenne des temps de calcul unité centrale de traitement,

ou central processing unit (CPU) sur les 100 optimisations réalisées par chacune des variantes

d’EGORSE pour chacun des quatre problèmes avec un DoE initial de d points. On constate que

TABLEAU 3.1 – Moyenne du temps CPU (en secondes) pour 100 optimisations pour les 4 variantes d’EGORSE
sur 4 problèmes pour un budget de 800+d évaluations.

Problème
Méthode

(PLS + Gaussian) (MGP + Gaussian) (Gaussian) (Hachage)

MB_10 569,52 1 175,81 597,12 480,63
MB_20 591,02 1 780,74 621,06 476,34

MB_100 594,30 22 370,18 634,94 473,69
Rover_60 553,69 7 312,96 562,52 523,28

les variantes EGORSE (PLS + Gaussian), EGORSE (Gaussian) et EGORSE (Hachage) réalisent les

optimisations en un temps quasiment fixe quelque soit le problème considéré. Au contraire, la va-

riante EGORSE (MGP + Gaussian) prend 19 fois plus de temps à réaliser l’optimisation de MB_100

qu’à résoudre MB_10. Ceci est certainement dû à la phase d’apprentissage du MGP par maximi-

sation de la fonction de vraisemblance. En effet, comme indiqué dans la Section 2.2.3, cette opti-

misation peut s’avérer coûteuse en temps de calcul malgré l’utilisation des dérivées de la fonction

de vraisemblance. Ainsi, la version EGORSE (MGP + Gaussian) n’est pas adaptée à la résolution de

problèmes de grande taille.
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(a) DOE de 5 points.

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Nombre d'évaluations

5
10

15
20

25
30

35
40

M
oy

en
ne

 d
e 

la
 m

ei
lle

ur
e 

va
le

ur
 d

e 
fo

nc
tio

n 
ob

je
ct

if

EGORSE Hachage
EGORSE Gaussian

EGORSE MGP + Gaussian
EGORSE PLS + Gaussian

(b) DOE de d points.
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(c) DOE de 2d points.
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FIGURE 3.6 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB_10 par EGORSE pour quatre mé-
thodes de réduction de dimension et trois tailles de DOE initial.
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(a) DOE de 5 points.
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(b) DOE de d points.
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(c) DOE de 2d points.
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FIGURE 3.7 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB_20 par EGORSE pour quatre mé-
thodes de réduction de dimension et trois tailles de DOE initial.
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(a) DOE de 5 points.

0 200 400 600 800
Nombre d'évaluations

2.
5

5.
0

7.
5

10
.0

12
.5

15
.0

17
.5

20
.0

M
oy

en
ne

 d
e 

la
 m

ei
lle

ur
e 

va
le

ur
 d

e 
fo

nc
tio

n 
ob

je
ct

if

EGORSE Hachage
EGORSE Gaussian

EGORSE MGP + Gaussian
EGORSE PLS + Gaussian

(b) DOE de d points.
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(c) DOE de 2d points.
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FIGURE 3.8 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème Rover_60 par EGORSE pour quatre
méthodes de réduction de dimension et trois tailles de DOE initial.
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(b) DOE de d points.
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(c) DOE de 2d points.
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FIGURE 3.9 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB_100 par EGORSE pour quatre
méthodes de réduction de dimension et trois tailles de DOE initial.
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Pour conclure sur l’étude de l’impact de la taille du DoE initial et l’impact des méthodes de

réduction de dimension, on constate qu’un changement de méthode de réduction de dimension

ne montre pas d’intérêt lorsque le nombre de variables de conception est trop faible (MB_10, MB_-

20). Au contraire, la méthode des PLS montre les meilleures performances en terme de valeurs

obtenues lorsque le nombre de variables de conception augmente (MB_100, MB_60). De plus, on

remarque que la taille du DoE initial influe beaucoup sur les performances de l’algorithme lorsque

le nombre de variables de conception est important (MB_100, MB_60). En effet

— un DoE de 5 points offre une convergence lente vers une valeur forte de la fonction objectif,

— un DoE de 2d points offre une convergence vers une valeur faible de la fonction objectif,

— un DoE de d points offre une convergence rapide vers une valeur faible de la fonction objectif.

En outre, la version EGORSE (MGP + Gaussian) souffre de la malédiction de la dimension ce qui ne

permet pas son utilisation dans un contexte HDBO. Au final, la variante d’EGORSE qui apporte les

meilleurs résultats en terme de rapidité et de valeur d’optimum obtenue est EGORSE (PLS + Gaus-

sian). Toutefois, l’ensemble de ces tests n’est réalisé que sur des problèmes comportant moins de

100 variables de conception. Dans la section suivante, on compare ces différentes versions sur un

problème de dimension d = 1000.

3.2.4 Étude sur un problème de grande taille

On étudie ici l’impact des paramètres d’EGORSE sur un problème de taille d = 1000. Pour cette

étude, on commence par introduire le problème considéré. Ensuite, on présente les détails relatifs

aux tests. Enfin, on analyse les résultats de ces tests.

3.2.4.1 Problème de grande taille et détails relatif aux tests

Le problème de grande taille est du type MB_d , comme introduit dans la Section 3.2.3.1, avec

d = 1000. Ainsi, on crée un problème non-linéaire dépendant linéairement de de = 2 variables

efficaces et considérant d = 1000 variables de conception.

Pour réaliser la comparaison des différents paramètres sur ce problème de grande taille, on

modifie légèrement la planification des tests par rapport à la Section 3.2.3. En réalité, on garde la

même planification sauf que l’on ne réalise plus que 10 optimisations par version d’EGORSE. De

plus, on augmente le nombre d’itérations à 100 pour réussir à explorer suffisamment le domaine

de conception.

Pour cette étude avec le problème de grande taille, on ne considère pas les variantes utilisant

les MGP comme méthode de réduction de dimension supervisée. En effet, le temps nécessaire à

la réalisation d’une optimisation avec EGORSE (MGP + Gaussian) est long pour les problèmes de

taille moyenne (voir Tableau 3.1). On peut donc supposer que ce phénomène est accentué pour

un problème de grande taille à cause de la nécessité de construire un MGP en dimension d = 1000.

3.2.4.2 Analyse des résultats

Dans cette section, on analyse les résultats obtenus sur MB_1000 avec les 3 variantes d’EGORSE

testées. Pour cela, on utilise des courbes de convergence comme introduites dans la Section 3.2.3.2.

La Figure 3.10 montre les résultats de 3 variantes d’EGORSE initialisées avec 3 tailles différentes

de DoE initial. On constate que la version EGORSE (PLS + Gaussian) donne les meilleurs résultats
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en terme de vitesse et de valeurs de fonction objectif découvertes. De plus, on remarque, encore

une fois, un fort gain en début d’optimisation pour les variantes EGORSE (PLS + Gaussian) utilisant

des DoE initiaux de d ou 2d points.

Les versions EGORSE (PLS + Gaussian) utilisant différentes tailles de DoE initial sont compa-

rées sur la Figure 3.10d. La variante utilisant un DoE de 2d points converge vers des valeurs de

fonction objectif plus faibles que les deux autres. De plus, on remarque que la version utilisant un

DoE initial de d points stagne après 2000 évaluations de la fonction.

Pour résumer, les tests réalisés sur le problème MB_1000 permettent de valider les résultats

obtenus dans la Section 3.2.3.3 sur des problèmes de taille plus faible. Ainsi, la variante EGORSE

(PLS + Gaussian) est la plus adaptée pour résoudre des problèmes de grande taille. De plus, un

DoE initial de 2d points permet la découverte de valeurs de fonction objectif plus faibles qu’avec

d ou 5 points. Toutefois, le gain entre un DoE initial de d point et 2d points est minime.

3.2.5 Conclusion

Dans cette section, on a étudié l’impact des paramètres d’EGORSE sur la rapidité et la robus-

tesse de convergence.

Pour cela, on a d’abord présenté l’implémentation choisie pour l’algorithme EGORSE ainsi que

les différents paramètres pris en compte dans cette étude (la taille du DoE initial et la méthode de

réduction de dimension).

Puis on a étudié l’impact de ces paramètres sur un ensemble de quatre problèmes de taille

moyenne (MB_10, MB_20, Rover_60 et MB_100). D’une part, on a constaté que la version EGORSE

(PLS + Gaussian) initialisée avec un DoE de d points converge le plus rapidement vers la solution

la plus faible sur les quatre problèmes de taille moyenne. Cette version utilise notamment un ap-

prentissage supervisé du sous-espace linéaire de recherche. D’autre part, on a remarqué que les

méthodes n’utilisant pas les MGP réalisent l’optimisation de ces problèmes avec un temps quasi-

ment fixe.

Ensuite, on a validé ces conclusions sur un problème de très grande taille (d = 1000). On a

constaté que la version EGORSE (PLS + Gaussian) initialisée avec un DoE de 2d points converge

le mieux. Encore une fois, c’est une version qui tente d’apprendre le sous-espace linéaire qui offre

les meilleures performances. Au contraire, les versions qui ne cherchent pas à apprendre ce sous-

espace ne parviennent pas à trouver de valeurs aussi faibles.

Au final, on conclut que la version EGORSE (PLS + Gaussian) initialisée avec un DoE de d

points est la plus appropriée pour réussir à découvrir des valeurs faibles de fonction objectif de

grande dimension. Toutefois, aucune comparaison d’EGORSE n’a encore été réalisée avec les al-

gorithmes de la littérature. Dans la section suivante, on s’intéresse donc à évaluer les performances

d’EGORSE par rapport aux algorithmes de l’état de l’art.
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(a) DOE de 5 points.
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(b) DOE de d points.
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(c) DOE de 2d points.

0 2000 4000 6000 8000 10000
Nombre d'évaluations

10
.0

12
.5

15
.0

17
.5

20
.0

22
.5

25
.0

27
.5

M
oy

en
ne

 d
e 

la
 m

ei
lle

ur
e 

va
le

ur
 d

e 
fo

nc
tio

n 
ob

je
ct

if

EGORSE PLS + Gaussian (DOE: 2D pts)
EGORSE PLS + Gaussian (DOE: D pts)
EGORSE PLS + Gaussian (DOE: 5 pts)
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FIGURE 3.10 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB_1000 par EGORSE pour trois
méthodes de réduction de dimension et trois tailles de DOE initial.
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3.3 Comparaison d’EGORSE avec les méthodes d’optimisation Bayésienne

de la littérature

Dans cette section, on compare EGORSE avec les algorithmes BO de la littérature présentés

dans la Section 2.2.3. On expose d’abord les méthodes qui sont prises en compte dans cette étude.

Ensuite, on étudie les performances de ces algorithmes sur les quatre problèmes de taille moyenne

de la Section 3.2.3.1. Pour finir, on valide ces résultats sur le problème de grande taille de la Sec-

tion 3.2.4.1.

3.3.1 Algorithmes d’optimisation pris en compte dans la comparaison

Les algorithmes de la littérature pris en compte dans cette comparaison sont les suivants :

— TuRBO [33] : un algorithme HDBO qui utilise des régions de confiance pour favoriser l’ex-

ploitation des données du DoE. On réalise les tests avec la toolbox Python TuRBO 1 [33].

— EGO-KPLS [18] : une méthode HDBO reposant sur la réduction du nombre

d’hyper-paramètres des GP. Ceci permet l’accélération de la construction des GP. On utilise

en particulier la toolbox Python SEGOMOE [9]. Tous les paramètres de cet algorithme sont

ceux par défaut de la toolbox. On considère deux composantes principales dans la construc-

tion des modèles KPLS.

— RREMBO [15] : une méthode HDBO utilisant la génération d’une matrice aléatoire gaus-

sienne pour réduire le nombre de dimensions du problème. L’implémentation de la toolbox

R RREMBO 2 est utilisée pour cette méthode. Les paramètres sont également choisis par dé-

faut.

— HeSBO [74] : un algorithme HDBO qui emploie des tables de hachage pour générer une ma-

trice de réduction. On utilise l’implémentation de la toolbox Python HeSBO. Les paramètres

sont également choisis par défaut.

Pour EGORSE, on choisit la variante qui montre les meilleures performances en terme de rapidité

et de robustesse de convergence dans la Section 3.2, c.-à-d. EGORSE (PLS + Gaussian) avec un DoE

initial de d points.

3.3.2 Comparaison sur les quatre problèmes de taille moyenne

Dans cette section, on compare EGORSE avec les algorithmes BO de l’état de l’art sur les quatre

problèmes de taille moyenne introduits dans la Section 3.2.3.1.

3.3.2.1 Détails relatifs aux tests

On introduit ici les détails nécessaires à la réalisation des tests avec EGORSE, TuRBO, EGO-

KPLS, RREMBO et HeSBO.

En ce qui concerne EGORSE, on garde la même planification des tests que dans la Section 3.2.3.2.

On utilise 5 régions de confiance et un maximum de 800+d évaluations de la fonction objectif

pour TuRBO, avec d le nombre de variables de conception dans le problème considéré. Comme

1. https ://github.com/uber-research/TuRBO
2. https ://github.com/mbinois/RRembo
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on ne peut pas fournir les mêmes DoE initiaux qu’EGORSE à la méthode TuRBO, on impose que le

nombre total de points générés en début d’optimisation soit de d points. La fonction d’acquisition

utilisée est l’EI.

Pour EGO-KPLS, on réalise les optimisations avec un budget maximal de 800+d évaluations,

les DoE initiaux utilisés par EGORSE et l’EI comme fonction d’acquisition.

Enfin et pour être cohérent avec l’implémentation d’EGORSE, on réalise 20 optimisations de

20de évaluations pour chacun des DoE initiaux pour RREMBO et HeSBO. Ces 20 optimisations

sont ensuite mises bout à bout et considérées comme une unique optimisation. De plus, on im-

pose le nombre de directions efficaces à de = 2 et l’utilisation de l’EI comme fonction d’acquisition.

En réalité, on constate que les méthodes RREMBO et HeSBO sont respectivement équivalentes aux

méthodes n’utilisant pas de réduction de dimension supervisée.

En résumé, on réalise 100 optimisations par problème pour chacune des méthodes de la litté-

rature prises en compte.

3.3.2.2 Analyse des résultats

Dans cette section, on étudie la rapidité et la robustesse de convergence des quatre algo-

rithmes BO testés sur l’ensemble de quatre problèmes de taille moyenne (MB_10, MB_20, Rover_-

60 et MB_100) grâce à la méthode des courbes de convergence. La construction de ces courbes est

la même que celle utilisée dans la Section 3.2.3.2.

Les courbes de convergence pour les 5 algorithmes considérés et réalisées sur les quatre pro-

blèmes de taille moyenne sont représentées par la Figure 3.11.

Les Figures 3.11a 3.11b, montrent les courbes de convergence pour les problèmes MB_10 et

MB_20. On constate que TuRBO et EGO-KPLS convergent le plus rapidement et avec un écart

type très faible vers les valeurs de fonction objectif les plus basses. En effet, ces deux algorithmes

réalisent une recherche dans le domaine complet ce qui leur permet de l’explorer et de trouver

rapidement des valeurs de fonction objectif faibles. Toutefois, ils ne sont pas capables de trou-

ver la valeur optimale de la fonction ( fmi n ≈ 1.1). De plus, on remarque qu’EGORSE, RREMBO

et HeSBO trouvent des valeurs de fonction objectif similaires. En effet, ces méthodes restreignent

leur recherche à un sous-espace de dimension plus faible ce qui limite leur capacité d’exploration.

Pour les problèmes Rover_60 et MB_100, les Figures 3.11c 3.11d soulignent le même compor-

tement des algorithmes. On constate que TuRBO et EGO-KPLS découvrent toujours les meilleures

valeurs de fonction objectif avec un écart type faible. En effet, ils réalisent toujours une optimisa-

tion dans le domaine de conception initial ce qui leur permet de découvrir les zones de valeurs

les plus faibles. On remarque également qu’EGORSE semble plus performant que RREMBO et

HeSBO. Ce phénomène est certainement dû à la méthode de réduction de dimension supervisée

utilisée par EGORSE qui lui permet de se concentrer sur le sous-espace de plus forte variation de

la fonction.

Afin d’évaluer la rapidité d’exécution de ces algorithmes en terme de temps de calcul CPU, on

rassemble dans le Tableau 3.2 la moyenne des temps de calcul nécessaires à la réalisation d’une

optimisation. On trace également, sur la Figure 3.12, l’évolution de la moyenne des meilleures va-

leurs de fonction objective découvertes en fonction du temps de calcul CPU. On constate que

les méthodes travaillant dans le domaine de conception initial (TuRBO et EGO-KPLS) utilisent

beaucoup plus de temps de calcul CPU pour réaliser l’optimisation que les méthodes utilisant des
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(b) MB_20.
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(c) Rover_60.
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FIGURE 3.11 – Courbes de convergence de HESBO, RREMBO, TuRBO, EGO-KPLS et EGORSE pour les quatre
problèmes avec un DOE initial de taille d .

TABLEAU 3.2 – Moyenne du temps CPU (en secondes) pour 100 optimisations pour EGORSE, TuRBO, EGO-
KPLS, RREMBO et HeSBO sur 4 problèmes pour un budget d’environ 800+d évaluations.

Problème
Méthode

EGORSE TuRBO EGO-KPLS RREMBO HeSBO

MB_10 569,52 1 102,52 4 938,36 8 156,97 466,97
MB_20 591,02 3 854,34 16 039,25 8 155,35 534,02

MB_100 594,30 33 920,14 27 111,06 15 059,45 472,01
Rover_60 553,69 37 246,25 30 423,94 523,28 532,09
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10 3 10 2 10 1 100 101

Temps en heures

2
0

2
4

6
8

10
M

oy
en

ne
 d

e 
la

 m
ei

lle
ur

e 
va

le
ur

 d
e 

fo
nc

tio
n 

ob
je

ct
if

EGORSE PLS + Gaussian
RREMBO
HESBO

TuRBO
EGO-KPLS

(c) Rover_60.
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FIGURE 3.12 – Courbes de convergence en temps de calcul CPU de HESBO, RREMBO, TuRBO, EGO-KPLS et
EGORSE pour les quatre problèmes avec un DOE initial de taille d .



80 CHAPITRE 3. OPTIMISATION BAYÉSIENNE EN GRANDE DIMENSION

sous-espaces de recherche (EGORSE, RREMBO, HeSBO). Ainsi, ces méthodes sont utilisables pour

résoudre des problèmes de taille moyenne (d ≤ 100) mais sont difficilement utilisables sur des

problèmes de taille plus importante. De plus, RREMBO montre également des temps d’optimisa-

tion important. Ce phénomène se produit à cause de la résolution d’un problème quadratique

à chaque évaluation de la fonction d’acquisition dans le sous-problème d’optimisation. Ainsi,

RREMBO est difficilement utilisable pour résoudre des problèmes de très grande taille (d À 100).

Dans cette section, on a mis en évidence la supériorité de TuRBO et EGO-KPLS pour la ré-

solution de problèmes de taille moyenne (d ≤ 100) par rapport à EGORSE, RREMBO et HeSBO.

Toutefois, les temps de calcul CPU nécessaires à TuRBO et EGO-KPLS pour réaliser l’optimisation

sont prohibitifs et ne permettent pas d’utiliser ces algorithmes sur des problèmes de grande taille

(d À 100). De même, le temps de calcul CPU utilisé par RREMBO rend son utilisation impossible

en plus grande dimension. Enfin, EGORSE donne les meilleurs résultats si on se restreint aux mé-

thodes utilisant des sous-espaces linéaires de recherche. Cependant, on n’a pas encore étudié les

performances de ces algorithmes sur un problème de grande taille. Dans la section suivante, on

évalue la rapidité et la robustesse de convergence des méthodes de la littérature sur le problème

MB_1000.

3.3.3 Comparaison sur le problème de grande taille

On compare EGORSE aux algorithmes de la littérature sur le problème de taille MB_1000. Pour

cela, on présente d’abord les détails nécessaires à la réalisation des tests. Ensuite, on commente

les résultats de ces tests.

3.3.3.1 Détails relatif aux tests et limites

Pour réaliser la comparaison des différents algorithmes sur ce problème de grande taille, on

modifie légèrement la planification des tests par rapport à la Section 3.3.2.1. En réalité, on garde

la même planification sauf que l’on ne réalise plus que 10 optimisations par algorithme. De plus,

on augmente le nombre d’itérations à 100 pour réussir à explorer suffisamment le domaine de

conception.

Pour cette étude avec le problème de grande taille, on ne considère pas les méthodes RREMBO,

TuRBO et EGO-KPLS qui seraient trop gourmandes en temps de calcul CPU. En effet, le temps

nécessaire à la réalisation d’une optimisation avec ces méthodes est long pour les problèmes de

taille moyenne (voir Tableau 3.2). On peut donc supposer que ce phénomène est accentué pour

un problème de dimension d = 1000.

On souligne que RREMBO est une extension de l’algorithme REMBO. REMBO ne nécessite

pas la résolution d’un problème quadratique à chaque évaluation de la fonction d’acquisition et

pourrait être intégré dans cette étude. Cependant les tests préliminaires réalisés avec REMBO sur

MB_1000 n’ont pas permis de découvrir des points de plus faible valeur que ceux contenus dans

le DoE initial. C’est pourquoi, ni RREMBO ni REMBO ne sont inclus dans cette étude.

3.3.3.2 Analyse des résultats

Les courbes de convergence de la Figure 3.13a montrent qu’EGORSE donne les valeurs de

fonction objectif les plus faibles. On remarque une gain important en début d’optimisation et en-
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(b) Courbe de convergence en temps de calcul CPU.

FIGURE 3.13 – Courbes de convergence en temps de calcul CPU et en nombre d’évaluation de HESBO et
EGORSE pour le problème MB_1000 avec un DOE initial de taille d .

suite l’algorithme stagne autour d’une moyenne f = 11 alors que la valeur optimale est fmi n ≈ 1.1.

La méthode EGORSE n’est donc pas capable de résoudre le problème MB_1000 bien qu’elle offre

les meilleures performances. Ceci suggère que la méthode de réduction de dimension n’est pas

capable de découvrir un sous-espace linéaire contenant le minimum de la fonction. On peut ima-

giner que cela est dû soit au nombre de directions efficaces (de = 2) considéré par les méthodes

de réduction de dimension supervisées qui peut être trop faible, soit au nombre de directions ef-

ficaces (de = 2) considéré par les méthodes de réduction de dimension non-supervisées qui peut

également être trop faible. En utilisant un plus grand nombre de directions efficaces, on agrandi-

rait l’espace de recherche ce qui pourrait permettre de trouver de meilleures valeurs.

En terme de temps de calcul CPU, la Figure 3.13b montre qu’EGORSE prend en moyenne

28185,10 secondes et HeSBO prend en moyenne 5901,55 secondes pour réaliser une optimisation

du problème MB_1000 avec un DoE initial de d points. On constate que HeSBO réalise l’optimisa-

tion 7 fois plus vite qu’EGORSE. Ceci est certainement dû à la méthode de retour du sous-espace

B vers Ω à calculer à chaque évaluation. En effet, EGORSE nécessite la résolution d’un problème

quadratique à chaque évaluation de la fonction objectif ce qui n’est pas le cas de HeSBO. Pour ré-

duire le temps de calcul CPU d’EGORSE, on peut penser à utiliser la même méthode de réduction

de dimension non-supervisée que HeSBO. On peut ainsi espérer diviser par 2 le temps de calcul

CPU d’EGORSE puisque la méthode de réduction de dimension non-supervisée est utilisée pour

la moitié des évaluations.

3.3.4 Conclusion

Dans cette section, on a comparé EGORSE (PLS + Gaussian) aux autres méthodes HDBO de la

littérature.

Pour cela, on a d’abord introduit les différentes méthodes HDBO prises en compte qui sont

HeSBO, RREMBO, TuRBO et EGO-KPLS.

Ensuite, on a étudié la convergence de ces algorithmes sur cinq problèmes de la dimension
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10 à 1000 (MB_10, MB_20, Rover_60 et MB_1000). On a testé les différentes méthodes avec un

DoE initial de d points. Ceci a permis de déduire que EGO-KPLS et TuRBO sont les algorithmes

les plus performants pour résoudre des problèmes de taille moyenne. De plus, EGORSE est l’algo-

rithme utilisant une méthode de réduction de dimension qui trouve des valeurs de fonction objec-

tif les plus faibles. En ce qui concerne les temps moyens de calcul CPU, on remarque que TuRBO

et EGO-KPLS sont beaucoup plus coûteux. Ceci ne permet pas leur utilisation sur un problème

comprenant un très grand nombre de variables de conception (d À 100). De la même manière,

RREMBO réalise les optimisations en un temps beaucoup plus long qu’EGORSE et HeSBO notam-

ment sur les problèmes comportant le plus de variables de conception. Ceci est dû à la résolution

d’un problème quadratique à chaque évaluation de la fonction d’acquisition ce qui n’est pas le cas

d’EGORSE et de HeSBO. De plus, HeSBO est aussi plus rapide qu’EGORSE car il ne résout aucun

problème quadratique alors qu’EGORSE en résout un à chaque évaluation de la fonction objectif.

Au final EGORSE apparaît comme la meilleure méthode pour résoudre des problèmes comprenant

un grand nombre de variables de conception. Les courbes de convergence avec des DoE initiaux

de 5 et 2d points sont disponible en Annexe A.2.

On valide les hypothèses précédentes sur un problème de grande taille (MB_1000). Toutefois,

il n’est pas possible de réaliser les tests avec les méthodes EGO-KPLS, TuRBO et RREMBO à cause

de leur temps de calcul CPU prohibitif. On ne compare donc que HeSBO et EGORSE. On remarque

qu’EGORSE trouve des valeurs de fonction objectif bien plus faibles que HeSBO. En effet, EGORSE

détecte les zones de l’espace intéressantes en utilisant des méthodes de réduction supervisées.

C’est pourquoi, on observe un fort gain en début d’optimisation lorsque le DoE initial est suffisam-

ment grand. Les courbes de convergence avec des DoE initiaux de 5 et 2d points sont disponible

en Annexe A.2.

Pour résumer, lorsque le nombre de variables de conception n’est pas trop grand (d ≤ 100),

les méthodes TuRBO et EGO-KPLS doivent être privilégiées puisqu’elles convergent vers les va-

leurs les plus faibles de fonction objectif. Pour les problèmes avec plus de variables de concep-

tion, EGORSE (PLS + Gaussian) est plus performant. De plus, EGORSE offre un fort gain en début

d’optimisation grâce à la recherche dans le sous-espace des directions principales découvertes par

PLS.

3.4 Synthèse du chapitre

Dans ce chapitre, l’objectif était de mettre en place une méthode capable de résoudre des pro-

blèmes sans contrainte comprenant un grand nombre de variables de conception (d À 100) ayant

un temps de calcul CPU raisonnable.

Pour cela, on a d’abord étudié les méthodes de la littérature pour identifier celle qui permet de

résoudre de plus efficacement ce type de problèmes. La méthode RREMBO est apparue comme

la plus appropriée pour prendre en compte des problèmes de grande taille bien qu’elle repose sur

un nombre de résolutions de problèmes quadratiques important (une résolution par évaluation

de fonction d’acquisition) et une sélection aléatoire du sous-espace de recherche. Cette sélection

aléatoire ne garantit donc pas que le minimum de la fonction est inclus dans le sous-espace. On a

tenté de lever ces deux verrous en développant une nouvelle méthode HDBO nommée EGORSE.

Elle réalise une optimisation sous contrainte dans le sous-espace de recherche considéré afin de
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ne résoudre qu’un unique problème quadratique lors des évaluations de la fonction objectif. On

réduit donc drastiquement le nombre de problèmes quadratiques à résoudre lors d’un proces-

sus complet d’optimisation comparé à la méthode RREMBO. De plus, on emploie des méthodes

de réduction de dimension supervisées pour sélectionner les directions efficaces de recherche.

Celles-ci utilisent les données du DoE pour découvrir ces directions efficaces. Ainsi, la recherche

du minimum est effectuée dans les directions de plus fortes variations. Enfin, on ajoute un pro-

cessus d’apprentissage adaptatif de ces sous-espaces de recherche.

EGORSE dépend donc de deux paramètres majeurs : le nombre de points dans le DoE ini-

tial, qui est utilisé pour découvrir les premières directions efficaces, et les méthodes de réduction

de dimension. C’est pourquoi on a étudié l’impact du nombre de points dans le DoE initial, à

travers 3 valeurs, et le type de réduction de dimension, avec les méthodes PLS, MGP, matrices

aléatoires gaussiennes et matrices aléatoires à base de tables de hachage. On a donc testé quatre

versions d’EGORSE (EGORSE (PLS + Gaussian), EGORSE (MGP + Gaussian), EGORSE (Gaussian)

et EGORSE (Hachage)), sur un ensemble de quatre problèmes de taille moyenne (MB_10, MB_-

20, Rover_60 et MB_100) pour trois tailles de DoE initial. On a constaté que l’utilisation d’un DoE

initial de grande taille ne facilite pas la convergence pour les problèmes de petite taille (MB_10,

MB_20) mais devient intéressant lorsque le nombre de variables de conception augmente (MB_-

100, Rover_60). De la même manière, l’emploi de méthodes de réduction de dimension super-

visées est utile lorsque le nombre de variables de conception est important. En réalité, EGORSE

(PLS + Gaussian) initialisé avec un DoE initial de d points découvre les valeurs de fonction objectif

les plus faibles sur l’ensemble des problèmes. Pour valider ces conclusions sur un problème de

grande taille, on a comparé ces versions sur le problème MB_1000 comportant d = 1000 variables

de conception. Les même conclusions peuvent être apportées. On remarque toutefois un fort gain

un début d’optimisation pour EGORSE (PLS + Gaussian). Ce gain est dû à la bonne sélection du

sous-espace de recherche qui permet de se concentrer sur le sous-espace de plus fortes variations

de la fonction objectif.

Ensuite, on a comparé la méthode EGORSE (PLS + Gaussian) avec les algorithmes de la lit-

térature, c.-à-d. TuRBO, EGO-KPLS, HeSBO et RREMBO, sur MB_10, MB_20, Rover_60, MB_100

et MB_1000. En ce qui concerne les résultats sur les problèmes de taille moyenne (d ≤ 100), ils

montrent que EGO-KPLS et TuRBO découvrent des valeurs de fonction objectif plus faible

qu’EGORSE, HeSBO et RREMBO. Ces performances s’expliquent par leur capacité à travailler dans

l’espace Ω initial. Toutefois, le temps de calcul CPU nécessaire est beaucoup plus important que

pour EGORSE et HeSBO. Ils ne sont donc pas utilisables sur des problèmes de grande taille (d À
100). Les bonnes performances d’EGORSE et de HeSBO en temps de calcul s’expliquent par la

réalisation du processus BO dans un sous-espace de dimension de = 2. RREMBO réalise aussi le

processus BO dans un sous-espace de dimension de = 2 mais le nombre important de problèmes

quadratiques à résoudre le rende beaucoup plus lent. En réalité, il n’est pas possible d’utiliser

RREMBO sur des problèmes de grande taille. Au final, seuls EGORSE et HeSBO sont capables de

résoudre ce type de problèmes. On compare donc EGORSE et HeSBO sur le problème MB_1000.

On constate qu’EGORSE fournit des valeurs de fonction objectif bien plus faibles que HeSBO. Tou-

tefois, HeSBO prend 7 fois moins de temps qu’EGORSE pour réaliser l’optimisation complète. On

suspecte que cela est dû à la résolution de problèmes quadratiques à chaque évaluation de la fonc-

tion objectif par EGORSE ce qui n’est pas nécessaire pour HeSBO.
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En résumé, EGORSE (PLS + Gaussian) est la méthode la plus appropriée pour résoudre des

problèmes de très grande taille bien que le temps de calcul CPU nécessaire à la réalisation est

important comparé à la méthode HeSBO. Il est toutefois plus raisonnable d’utiliser les méthodes

TuRBO et EGO-KPLS sur les problèmes de taille plus restreinte (d ≤ 100).

On souligne que lors de la rédaction du manuscrit, un article décrivant une méthode du même

type, nommée sequential-subspace-search bayesian functional optimisation (S3-BFO), a été pu-

bliée par SHILTON et al. [118]. Elle repose sur la construction d’un GP pour détecter les directions

de recherche et centre le sous-espace de recherche au meilleur point du DoE.

Récapitulatif du chapitre

On a répondu aux objectifs introduits en début de chapitre grâce aux points suivants :

— Reformulation du problème d’optimisation pour réduire le nombre de résolutions de

problèmes quadratiques

— Utilisation de méthodes de réduction de dimension supervisées (PLS et MGP)

— Implémentation d’un processus d’apprentissage adaptatif des directions de re-

cherche à favoriser.

— Étude de l’impact de la taille du DoE initial sur 5 problèmes analytiques (10 ≤ d ≤
1000).

— Étude de l’impact des méthodes de réduction (MGP, PLS, matrice aléatoire gaus-

sienne, matrice à base de tables de hachages) sur 5 problèmes analytiques (10 ≤ d ≤
1000).

— Comparaison de la méthode proposée avec les algorithmes BO de la littérature

(TuRBO, HeSBO, EGO-KPLS, RREMBO.)
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Objectifs du chapitre

— Proposer une méthode d’optimisation Bayésienne pour les problèmes d’optimisa-

tion comprenant un grand nombre de contraintes multi-modales mixtes et un grand

nombre de variables de conception.

— Évaluer l’impact des paramètres de la méthode proposée sur la rapidité et la robus-

tesse de convergence.

— Comparer la méthode proposée aux algorithmes d’optimisation de la littérature.

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux problèmes d’optimisation coûteux à évaluer en temps de

calcul et comprenant des contraintes multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité

min
x∈Ω

{
f (x) s.c. g (x) ≥ 0 et h(x) = 0

}
, (4.1)

où f : Rd 7→ R est la fonction objectif, g : Rd 7→ Rm sont les contraintes d’inégalité et h :Rd 7→Rp

correspondent aux contraintes d’égalité. On sous-entend par contraintes multi-modales,

des contraintes qui définissent un domaine de faisabilité qui n’est pas convexe. De plus, ces

contraintes peuvent être nombreuses (m +p ≈ 40) et le nombre de variables peut être grand (d ≈
20). On rappelle que la fonction objectif peut être fortement multi-modale et que les contraintes

sont QRSK (connues, issues de simulations, relâchables et quantifiables) suivant la taxonomie des

contraintes introduite par DIGABEL et WILD [30]. En outre, aucune information sur la régularité

ou sur les dérivées des fonctions n’est disponible. On est donc en présence d’un problème d’opti-

misation sous contraintes dit boîte noire.

Comme on l’a déjà précisé dans le Chapitre 2, on se place dans le contexte de la CBO. Cepen-

dant, les algorithmes CBO introduits dans la Section 2.3 ont des difficultés à résoudre le problème

(4.1) à cause du grand nombre de variables de conception, ou de la présence de contraintes d’éga-

lité, ou du caractère multi-modale des contraintes.

Pour lever ces verrous, on choisit d’étendre l’une des méthodes présentées dans la Section 2.3 :

SEGO-UTB. Tout d’abord, on argumente la préférence de SEGO-UTB par rapport aux autres mé-

thodes CBO. Puis, on introduit un critère de faisabilité spécifique aux contraintes d’égalité. En-

suite, on évalue l’impact des paramètres de SEGO-UTB sur la convergence du processus d’optimi-

sation. Ceci permet notamment de mieux choisir les paramètres pour rendre SEGO-UTB le plus

performant possible. Pour finir, on compare SEGO-UTB avec les algorithmes CBO de la littérature

ainsi qu’avec deux algorithmes classiques d’optimisation sans dérivées (COBYLA et le nonlinear

optimization with the MADS algorithm (NOMAD)).

4.1 Mise en place d’une méthode d’optimisation Bayésienne sous contraintes

multi-modales mixtes

Dans cette section, on développe un algorithme CBO pour résoudre des problèmes d’optimi-

sation comprenant une quarantaine de contraintes d’égalité et/ou d’inégalité et une vingtaine de

variables (≈ 20). On identifie d’abord la méthode de la littérature qui répond le mieux à ces exi-

gences. Ensuite, on étend cette méthode pour qu’elle puisse résoudre le problème (4.1).
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4.1.1 Choix de la méthode d’optimisation

On cherche la méthode CBO de la littérature qui correspond le plus à nos spécifications, c.-

à-d. qui est capable de résoudre un problème d’optimisation comportant un grand nombre de

contraintes multi-modales mixtes et un grand nombre de variables de conception.

En pratique, d’après la Section 2.3.1 la plupart des méthodes reposant sur une fonction de

mérite ne peuvent pas être utilisées avec plus d’une dizaine de variables à cause des phases d’es-

timation nécessaires à leur calcul. Les méthodes PESC, ALBO, SUR [51, 83, 84] sont donc écar-

tées. Au contraire, l’EFI [112] est calculable en grande dimension mais un nombre important de

contraintes rend cette fonction de mérite non-informative (voir Section 2.3.1.1). En effet, EFI est

nulle presque partout lorsque le nombre de contraintes devient grand.

En ce qui concerne les méthodes CBO utilisant des critères de faisabilité (voir Section 2.3.2), la

méthode SEGO-EV [2] semble inadaptée à la résolution de problèmes à contraintes multi-modales.

En effet, on a précisé dans la Section 2.3.2.2 que SEGO-EV restreint l’exploration du domaine aux

zones où les GP modélisant les contraintes ont un faible écart type et une moyenne faisable. De

plus, SEGO-EV n’autorise pas l’utilisation de contraintes d’égalité. Par contre, la méthode SEGO [9,

108] est utilisable avec des contraintes d’égalité. Cependant, si les GP ont un grand écart type et

une moyenne non faisable dans une zone du domaine, alors le processus d’optimisation ne vi-

sitera pas cette zone. Comme expliqué dans la Section 2.3.2.1, ceci restreint l’exploration du do-

maine et peut faire converger SEGO vers un optimum local. Pour finir, la méthode SEGO-UTB [63]

encourage l’exploration du domaine en utilisant l’écart type des GP modélisant les contraintes.

Des zones faisables peuvent ainsi être découvertes dans des domaines où l’écart type des GP

est grand et la moyenne non faisable. Néanmoins, cette méthode ne prend en compte que des

contraintes d’inégalité. On pourrait utiliser directement SEGO-UTB en transformant les contraintes

d’égalité h(x) = 0 en deux contraintes d’inégalité h(x) ≥ εc et h(x) ≤ εc mais cette transformation

n’est pas souhaitable car elle augmente fortement le nombre de contraintes à prendre en compte

et crée des contraintes antagonistes.

En résumé, aucune des méthodes de la littérature ne semble par permettre une résolution ef-

ficace des problèmes d’optimisation comprenant un grand nombre de contraintes multi-modales

d’égalité et d’inégalité et un grand nombre de variables de conception. On souligne que seule la

méthode SEGO-UTB est capable d’explorer le domaine de conception avec un coût raisonnable en

temps de calcul en grande dimension. On va donc étendre cette méthode aux contraintes d’égalité

afin de pouvoir résoudre le problème d’optimisation (4.1) plus efficacement.

4.1.2 Extension de la borne supérieure de confiance aux contraintes d’égalité

Dans la section précédente, on a choisi d’étendre le critère de faisabilité UTB aux contraintes

d’égalité. Pour cela, on va d’abord rappeler le cadre CBO reposant sur le critère de faisabilité UTB.

Ensuite, on introduira l’extension aux contraintes d’égalité.
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4.1.2.1 Rappels sur la borne supérieure de confiance

En choisissant de travailler avec UTB, on se place dans le cadre plus général de la CBO liée à

un critère de faisabilité et qui repose sur le sous-problème d’optimisation suivant :

x (l+1) ∈ argmax
x∈Ω

{
α(l )

f (x) s.c. x ∈Ω(l )
h ∩Ω(l )

g

}
(4.2)

où α(l )
f : Rd 7→ R est l’une des fonctions d’acquisition présentées dans la Section 2.2, les domaines

Ω(l )
g et Ω(l )

h sont respectivement les domaines faisables définis par les critères de faisabilité α(l )
g :

Rd 7→Rm et α(l )
h :Rd 7→Rp . Ici, on a plus spécifiquement

α(l )
UTB,gi

(x) = µ̂(l )
gi

(x)+τ(l )
gi
σ̂(l )

gi
(x), ∀i ∈ {1, . . . ,m}, (4.3)

Ω(l )
g =

{
x ∈Ω, α(l )

UTB,gi
(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . ,m}

}
, (4.4)

où µ̂(l )
gi

:Rd 7→R, σ̂(l )
gi

:Rd 7→R et τ(l )
gi

∈R+ sont respectivement la moyenne, l’écart type et le seuil de

doute du GP modélisant la ie contrainte d’inégalité.

Le critère UTB cherche en réalité à faciliter l’exploration du domaine en favorisant les zones

avec un fort écart type. Ceci autorise la visite de zones inconnues qui peuvent être mal représen-

tées par la moyenne des GP. De plus, la capacité d’exploration du processus est contrôlée grâce

au seuil de doute τ(l ) ∈ R+m
. En effet, plus ce paramètre est grand, plus les zones mal classées par

la moyenne des GP peuvent être explorées. Le lecteur peut se reporter à la Section 2.3.2 pour un

exemple de ce phénomène sur le problème de Branin modifié [79].

4.1.2.2 Prise en compte des contraintes d’égalité

Pour étendre le critère UTB aux contraintes d’égalité, on cherche à visiter les zones où la vio-

lation des contraintes par la moyenne des GP peut être questionnée au regard des valeurs de leur

écart type. Par exemple, si la violation des contraintes par la moyenne des GP est faible et que

l’écart type est fort, alors on autorise la visite de cette zone mal représentée qui offre une forte

probabilité de faisabilité. De plus, comme pour les contraintes d’inégalité, on souhaite relier la

confiance de l’utilisateur dans la qualité de la prédiction des GP au critère de faisabilité. Ainsi, si

on a une grande confiance dans la prédiction des GP, le processus d’optimisation ne doit pas vi-

siter les zones avec une forte violation des contraintes par la moyenne des GP. Au contraire, si la

confiance est faible, on autorise la visite des zones où la violation des contraintes par la moyenne

des GP est forte.

En s’inspirant du critère UTB pour les contraintes d’inégalité, on exprime le critère UTB pour

les contraintes d’égalité comme

α(l )
hi

(x) = τ(l )
hi
σ(l )

hi
(x)−

∣∣∣µ(l )
hi

(x)
∣∣∣ , ∀i ∈ {1, . . . , p}, (4.5)

Ωh =
{

x ∈Ω, α(l )
hi

(x) ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , p}
}

, (4.6)

où µ̂(l )
hi

:Rd 7→R, σ̂(l )
hi

:Rd 7→R et τ(l )
hi

∈R+ sont respectivement la moyenne, l’écart type et le seuil de

doute du GP modélisant la ie contrainte d’égalité.

On peut définir la même zone de recherche grâce à un critère de faisabilité comprenant une
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contrainte d’égalité. Ce critère s’écrit de la manière suivante :

α(l )
hi

(x) = max
{[
µ(l )

hi
(x)+τ(l )

hi
σ(l )

hi
(x)

]−
, µ(l )

hi
(x)−τ(l )

hi
σ(l )

hi
(x)

}
, (4.7)

Ωhi =
{

x ∈Ω, α(l )
hi

(x) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , p}
}

, (4.8)

où [s]− = min(s,0). Ainsi il y a trois cas de figures :

— si µ(l )
hi

(x)+τ(l )
hi
σ(l )

hi
(x) ≤ 0, alors α(l )

hi
(x) =µ(l )

hi
(x)+τ(l )

hi
σ(l )

hi
(x),

— si µ(l )
hi

(x)−τ(l )
hi
σ(l )

hi
(x) ≥ 0, alors α(l )

hi
(x) =µ(l )

hi
(x)−τ(l )

hi
σ(l )

hi
(x),

— sinon α(l )
hi

(x) = 0.

En réalité, on impose α(l )
hi

(x) = 0 lorsque τ(l )
hi
σ(l )

hi
(x)−

∣∣∣µ(l )
hi

(x)
∣∣∣≥ 0, ce qui est équivalent à (4.5). Ce-

pendant, cette définition de α(l )
hi

introduit une zone de recherche avec un plateau à valeurs nulles.

On ajoute également plus de points non différentiables que (4.5) à cause des opérations de mini-

misation et maximisation. C’est pourquoi, on utilise la version (4.5) du critère de faisabilité dans

le reste du manuscrit.

Dans (4.5), on remarque que le seuil de doute τ(l )
h ∈ R+p

représente l’inverse d’un seuil de

confiance. En effet, plus il est grand, plus les zones de forte violation des contraintes par la moyenne

des GP sont explorées. Par exemple, la Figure 4.1 représente la zone de recherche autorisée par le

critère de faisabilité UTB pour deux valeurs de seuil de doute pour le problème de Branin modi-

fié [79] où la contrainte d’inégalité est remplacée par une contrainte d’égalité. On voit clairement
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FIGURE 4.1 – Représentation du domaine faisable de SEGO-UTB pour le problème Branin modifié avec
contrainte d’égalité. La zone hachurée est le domaine non faisable de SEGO-UTB, les lignes noires montrent
le domaine faisable réel et les courbes en pointillé sont les courbes de niveau de la fonction objectif. Les
carrés bleus représentent le DOE courant tandis que l’étoile verte indique l’optimum global. Le carré rouge
est le nouveau point ajouté au DOE.

qu’avec un seuil de doute faible (voir Figure 4.1a), la zone faisable définit par le critère de faisabilité

est beaucoup plus petite que celle définie par un seuil de doute plus fort (voir Figure 4.1b).

Pour finir, on peut utiliser le critère de faisabilité UTB dans un processus CBO complet (nommé

SEGO-UTB) qui est rappelé dans l’Algorithme 4.1. Avec un seuil de doute élevé, SEGO-UTB favo-

rise l’exploration du domaine de conception. Ceci devrait permettre de résoudre plus facilement

les problèmes d’optimisation dont les contraintes sont multi-modales en ne restant pas bloqué
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Algorithme 4.1 Le processus SEGO-UTB.

entrée : fonctions objectif et contraintes, DoE initiaux pour les contraintes et l’objectif, un
nombre maximum d’itérations max_nb_it, un seuil de doute.

1: pour l = 0 à max_nb_it - 1 faire
2: Construire les GP des contraintes et de l’objectif.
3: Trouver le nouveau point à évaluer en résolvant

x (l+1) ∈ argmax
x∈Ω

{
α(l )

f (x) s.c. x ∈Ω(l )
h ∩Ω(l )

g

}
,

où α(l )
f est une fonction d’acquisition, Ω(l )

g et Ω(l )
h sont donnés respectivement par (4.4) et

(4.6).
4: Évaluer l’objectif et les contraintes en x (l+1).
5: Mettre à jour les DoE.
6: fin pour

sortie : Le meilleur point des DoE

dans une zone faisable qui ne contient pas l’optimum global du problème. Toutefois, en favori-

sant l’exploration du domaine de conception, la convergence locale du processus d’optimisation

est fortement ralentie. Par exemple, la Figure 4.2 représente la première itération, une itération

intermédiaire et la dernière itération du processus CBO utilisant le critère de faisabilité UTB sur le

problème de Branin modifié avec contrainte pour deux valeurs du seuil de doute (τ= 0.3 et τ= 3).

On remarque qu’avec un seuil de doute faible, le processus d’optimisation n’explore pas suffi-

samment le domaine de conception et reste bloqué aux alentours d’un sous-domaine faisable du

domaine de conception. Au contraire, si le seuil de doute est trop élevé, le processus d’optimisa-

tion explore beaucoup le domaine et converge vers l’optimum global du problème. Toutefois, le

nombre d’appels au problème d’optimisation est beaucoup plus élevé. C’est pourquoi le choix du

seuil de doute est capital pour que SEGO-UTB converge rapidement vers l’optimum global.

4.1.3 Conclusion

Dans cette section, on a réintroduit les propriétés désirées pour le processus CBO afin qu’il

puisse résoudre des problèmes d’optimisation comprenant un grand nombre de contraintes multi-

modales d’égalité et d’inégalité et un grand nombre de variables. Ces exigences ont permis d’iden-

tifier SEGO-UTB comme la méthode de la littérature la plus prometteuse. Toutefois, le critère de

faisabilité sur lequel repose SEGO-UTB ne prend pas en compte les contraintes d’égalité. C’est

pourquoi on l’a étendu aux contraintes d’égalité par le biais d’un seuil de doute choisi par l’utili-

sateur. Ce seuil de doute permet notamment de contrôler le caractère exploratoire de SEGO-UTB.

Il est donc capital de bien le maîtriser pour offrir à SEGO-UTB les meilleures performances de

convergence. De la même manière, la qualité des GP est primordiale pour le processus CBO. Elle

est majoritairement contrôlée par le type de noyau de covariance choisi. Dans la Section suivante,

on réalise des tests de convergence en faisant varier ces deux paramètres afin de mieux les appré-

hender.
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(a) Itération 1, τh = 0.3.

5.0 2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x1

0
2

4
6

8
10

12
14

x 2

5.0

5.0
10.0

10
.0

10.0

20.0

20
.0

20.0

30.0

30.0

40.0 40.0

60.0
60.0

80.0

80
.0

100.0

100.0

150.0

150.0

200.0

200.0

(b) Itération 3, τh = 0.3.
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(c) Itération Finale, τh = 0.3.
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(d) Itération 1, τh = 3.
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(e) Itération 10, τh = 3.
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(f) Itération Finale, τh = 3.

FIGURE 4.2 – Représentation du domaine faisable de SEGO-UTB avec un seuil de doute de 0.3 ou de 3
(pour trois itérations) pour le problème Branin modifié avec contrainte d’égalité. La zone hachurée est le
domaine non faisable de SEGO-UTB, la zone grise montre le domaine non faisable réel et les courbes en
pointillé sont les courbes de niveau de la fonction objectif. Les carrés bleus représentent le DOE courant
tandis que l’étoile verte indique l’optimum global. Le carré rouge est le nouveau point ajouté au DOE.

4.2 Impact du seuil de doute et du noyau de covariance sur SEGO-UTB

Dans cette section, on évalue l’impact des différents paramètres de SEGO-UTB. Plus particu-

lièrement, on cherche à identifier l’impact du seuil de doute et du noyau de covariance des GP

modélisant les contraintes sur la rapidité et la robustesse de convergence de l’algorithme. Pour

cela, on introduit d’abord les choix d’implémentation réalisés pour SEGO-UTB. Ensuite, on pré-

sente les différents choix de paramètres. Par la suite, on teste les différentes mises à jour du seuil de

doute ainsi que deux noyaux de covariance sur un ensemble de 4 problèmes. Ces 4 problèmes sont

représentatifs des problèmes d’optimisation comportant des contraintes multi-modales d’égalité

et/ou d’inégalité. Cette première étude permet d’évaluer la capacité de SEGO-UTB à résoudre de

tels problèmes. Pour finir, on évalue la robustesse de convergence des différents paramètres sur

un ensemble de 29 problèmes comportant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. Ceci permet

de valider les résultats obtenus précédemment sur les 4 problèmes représentatifs.

4.2.1 Implémentation de SEGO-UTB

Concernant l’implémentation de SEGO-UTB, les choix suivants ont été adoptés. Pour la

construction des GP, on travaille avec la toolbox open-source Python SMT [19]. Elle repose sur

des GP dont la moyenne est un polynôme de degré choisi par l’utilisateur et dont les coefficients

de régression sont des hyper-paramètres des GP. Plus communément, on appelle ces GP, des mo-
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dèles de Krigeage universel [61]. De plus, ces hyper-paramètres additionnels peuvent être calculés

analytiquement [61] à partir du noyau de covariance choisi. En particulier, on choisit une régres-

sion linéaire. Le choix de tous les hyper-paramètres des GP est géré automatiquement à travers les

réglages par défaut de la toolbox. De plus, on utilise la fonction d’acquisition WB2S (2.35), intro-

duite dans la Section 2.2, avec β= 100.

Pour finir, le sous-problème d’optimisation (4.2) est résolu en deux étapes. La première consiste

à trouver un point de départ en résolvant (4.2) avec la méthode ISRES [107] de la toolbox Python

Nlopt [55]. En effet, ISRES est un algorithme d’optimisation évolutionnaire capable de résoudre

des problèmes d’optimisation multi-modaux sous contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. Ceci per-

met l’exploration du domaine de conception sans la restriction à un minimum local comme pour-

rait le faire un algorithme d’optimisation utilisant l’information des dérivées. Cependant, cette

méthode peut nécessiter un grand nombre d’appels à la fonction d’acquisition, et aux critères

de faisabilité, ce qui s’avère prohibitif lorsqu’on travaille avec un grand nombre de variables de

conception. C’est pourquoi on limite ce nombre d’appels et on utilise la solution obtenue avec

ISRES comme point initial d’une optimisation résolue avec un algorithme plus local utilisant l’in-

formation des dérivées. Ainsi, la solution est obtenue en résolvant (4.2) avec SNOPT [45] de la

toolbox Python PyOptSparse [82] où le point initial est fourni par ISRES. Ce choix offre une solu-

tion du problème (4.2) qui a plus de chance d’être global que si on utilisait un algorithme utilisant

les dérivées sans l’initialisation adoptée.

4.2.2 Analyse des paramètres de SEGO-UTB

Tout d’abord, on introduit les différentes méthodes d’évolution du seuil de doute liées aux GP

modélisant les contraintes. Une première évolution triviale consiste à choisir une valeur de τ(l )
ci

constante tout au long de l’optimisation. Cette mise à jour est notée Cst.. En effet, τ(l )
ci

est utilisé

pour contre-balancer µ̂(l )
ci

, la moyenne du GP, avec σ̂(l )
ci

, l’écart type du GP. Ce même écart type

diminue quand la moyenne du GP devient plus précise. Par exemple, lorsque le nombre de points

augmente dans le DoE, la moyenne du GP devient plus représentative de la fonction modélisée.

Dans ce cas, un choix naturel pour τ(l )
ci

est 3 pour tout i = 1, . . . ,m +p à l’indice d’itération l . Ainsi,

on utilise l’hypothèse que l’intervalle de confiance [µ̂(l )
ci

(x)−τ(l )
ci
σ̂(l )

ci
(x), µ̂(l )

ci
(x)+τ(l )

ci
σ̂(l )

ci
(x)] à 99% de

chance de contenir la valeur de la fonction à modéliser. On rappelle toutefois que cette hypothèse

n’est pas vérifiable en pratique (voir Section 2.1.1). En outre, en ne considérant que les contraintes

d’inégalité et un seuil de doute fixe τ(l )
ci

= 3, on retrouve l’algorithme proposé par LAM et al. [63]

(voir Section 2.3.2.3).

Une deuxième stratégie possible considère que la qualité du GP modélisant la contrainte re-

pose fortement sur la taille du DoE. En effet, on s’attend à ce que plus le DoE contienne de points

d’échantillonage, plus l’approximation par GP soit fiable. La confiance en la prédiction donnée par

la moyenne du GP est donc renforcée lorsque le nombre de points dans le DoE augmente. Concrè-

tement, ceci se traduit par une diminution de la valeur du seuil de doute τ(l )
ci

, c.-à-d. une augmen-

tation du seuil de confiance, tant que le nombre de points dans le DoE augmente, c.-à-d. lorsque

l devient plus grand. De plus, on considère que le nombre maximum d’itérations max_nb_it dans

l’Algorithme 4.1 est suffisamment grand, et donc que la moyenne du GP donne une bonne ap-

proximation de la fonction à modéliser. Le seuil de doute peut donc être diminué systématique-

ment à partir d’une valeur initiale (τ(0)
ci

= 3) jusqu’à une valeur nulle à la fin du processus d’optimi-
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sation (τ(max_nb_it)
ci

= 0). Par exemple, la Figure 4.3a montre différentes stratégies décroissantes

et monotones applicables à chaque composante du vecteur du seuil de doute τ(l ) : arc-tangent

(Arc), linéaire (Lin), deux profils logarithmes (Log), and deux profils exponentiels (Exp). Pour cha-

cune de ces stratégies de mise à jour, le seuil de doute est systématiquement réduit quel que soit la

fiabilité de la valeur fournie par la moyenne des GP au cours du processus d’optimisation. Comme
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FIGURE 4.3 – Évolution du seuil de doute avec le nombre d’itérations (avec max_nb_it = 40).

introduit dans la Section 4.1.2.2, ces stratégies d’évolution correspondent également à une forte

exploration du domaine de conception en début d’optimisation lorsque le seuil de doute est élevé

et à une forte exploitation des zones faisables connues en fin d’optimisation lorsque le seuil de

doute est faible.

Dans les travaux de SASENA et al. [108] et BARTOLI et al. [9], SEGO a montré de bons résultats

de convergence. Il s’est notamment avéré à la fois rapide pour atteindre le point optimal et pré-

cis dans la valeur de l’optimum. C’est pourquoi on tente d’imiter SEGO au début du processus

d’optimisation. On choisit donc de favoriser l’exploitation des données du DoE des contraintes au

début de l’optimisation. Comme précisé dans la Section 2.3.1, ceci permet une convergence rapide

et précise vers un optimum local du domaine de conception. On autorise ensuite l’exploration du

domaine de conception par le processus d’optimisation. Pour cela, on incorpore graduellement

l’écart type des GP modélisant les contraintes au cours du processus d’optimisation. Ceci peut se

traduire par une mise à jour du seuil de doute τ(l ) croissante avec le nombre d’itérations, c.-à-d.

croissante avec le nombre de points dans le DoE. Par exemple, à la première itération, le seuil de

doute peut être nul et ensuite systématiquement augmenté pour atteindre une valeur maximale.

Classiquement et comme pour les stratégies décroissantes, la valeur maximale du seuil de doute

au cours de l’optimisation est τ(max_nb_it)
ci

= 3. La Figure 4.3b représente différentes stratégies

croissantes qui peuvent être utilisées et qui sont testées dans la suite de ce manuscrit.

En ce qui concerne le noyau de covariance, on s’attarde sur deux d’entre eux qui sont parti-

culièrement employés en pratique. D’une part, on utilise le noyau de covariance gaussien (voir

Tableau 2.1) qui est le plus classique. D’autre part, on recourt au noyau de covariance Matérn

5/2. Ce dernier est le noyau de covariance par défaut dans la plupart des algorithmes BO et CBO

(comme ALBO, PESC, EFI, etc.).

Pour conclure sur les différents paramètres pris en compte dans cette étude, on considère 3

types de mise à jour du seuil de doute : constant, croissant et décroissant. Plus particulièrement,

6 variantes de mise à jour croissantes et décroissantes sont prises en compte et représentées dans

la Figure 4.3. Pour chacune de ces 13 variantes, on analyse deux noyaux de covariance possibles :

gaussien et Matérn 5/2. On trouve leurs expressions dans le Tableau 2.1. Au final, on confronte 26
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versions de l’algorithme SEGO-UTB sur différents cas tests.

4.2.3 Étude sur quatre problèmes d’optimisation représentatifs

On évalue tout d’abord l’impact des paramètres de SEGO-UTB sur un ensemble de 4 tests re-

présentatifs des problèmes d’optimisation sous contraintes multi-modale mixtes, c.-à-d. qui com-

portent des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. Afin de mener à bien ces tests, on va d’abord

présenter les 4 problèmes considérés et les raisons de leur représentativité. Ensuite, on introduit

les détails d’implémentation relatifs aux tests et à SEGO-UTB. Pour finir, on présente les résultats

de ces tests grâce à des courbes de convergence.

4.2.3.1 Quatre problèmes représentatifs

On cherche d’abord à tester les différentes versions de SEGO-UTB introduites dans la Sec-

tion 4.2.2 sur des problèmes représentatifs. Ces problèmes doivent donc comporter des contraintes

multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité ainsi qu’une fonction objective qui peut être

multi-modale. En effet, SEGO-UTB s’adresse principalement à la résolution de problèmes à

contraintes multi-modales. On a donc sélectionné dans la littérature quatre problèmes qui sont

particulièrement représentatifs. Parmi les quatre problèmes, trois proviennent du travail de PI-

CHENY et al. [84] et le dernier est issu de PARR et al. [79].

— Linear-Hartman-Ackley problem (LAH) : ce problème comporte quatre variables de concep-

tion, une fonction objectif linéaire, une contrainte d’égalité et une contrainte d’inégalité res-

pectivement données par la fonction de Hartmann et la fonction de Ackley. Avec ce problème,

on s’intéresse plus particulièrement à la prise en compte des contraintes mixtes fortement

multi-modales. Mathématiquement, ce problème s’écrit

min
x∈Ω2

f1(x) s.c. c1(x) ≤ 0, c2(x) = 0, (4.9)

où Ω2 = [0,1]4 et

f1(x) =
4∑

i=1
xi , (4.10)

c1(x) = 20exp

−0.2

√√√√1

4

4∑
i=1

(3xi −1)2

+exp

(
1

4

4∑
i=1

cos(2π(3xi −1))

)
, (4.11)

c2(x) = 1

0.8387

[
−1.1+

4∑
i=1

Ci exp

(
−

4∑
j=1

ai j (x j −pi j )2

)]
, (4.12)

avec

a =


10.00 0.05 3.00 17.00

3.00 10.00 3.50 8.00

17.00 17.00 1.70 0.05

3.50 0.10 10.00 10.00

 , p =


0.131 0.232 0.234 0.404

0.169 0.413 0.145 0.882

0.556 0.830 0.352 0.873

0.012 0.373 0.288 0.574

 ,

C =
[

1.0 1.2 3.0 3.2
]

.
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— Goldstein-Price-Sinusoidal-Branin-Parr problem (GSBP) : ce problème comprend deux variables

de conception. La fonction objective est une version modifiée de la fonction de Goldstein-

Price. Le problème comporte une contrainte d’inégalité donnée par une fonction sinusoïdale

et deux contraintes d’égalité qui s’expriment grâce la fonction de Branin et une fonction pro-

venant du travail de PARR et al. [79]. De plus, il se compose d’une fonction objectif fortement

multi-modale. La Figure 4.4b fournit une représentation de ce problème qui dispose de zones

faisables disjointes pour chaque contrainte d’égalité. De plus, seuls deux points du domaine

de conception sont faisables. Pour ces deux raisons, le problème GSBP est particulièrement

difficile à résoudre. Concrètement, le problème GSBP s’écrit comme suit

min
x∈Ω1

f2(x) s.c. c3(x) ≥ 0, c4(x) = 0, c5(x) = 0, (4.13)

où Ω1 = [0,1]2 et

f2(x) = log
[(

1+a(4x1 +4x2 −3)2
)(

30+b(8x1 −12x2 +2)2
)]−8.69

2.43
, (4.14)

c3(x) = 0.5sin
(
2π

(
x2

1 −2x2
))+x1 +2x2 −1.5, (4.15)

c4(x) = −x2
1 −x2

2 +1.5, (4.16)

c5(x) = 15−
(
15x2 − 5

4π2 (15x1 −5)2 + 5

π
(15x1 −5)−6

)2

−10

(
1− 1

8π

)
cos(15x1 −5), (4.17)

avec

a = 75−56(x1 +x2)+3(4x1 −2)2 +6(4x1 −2)(4x2 −2)+3(4x2 −2)2, (4.18)

b = −14−128x1 +12(4x1 −2)2 +192x2 −36(4x1 −2)(4x2 −2)+27(4x2 −2)2. (4.19)
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FIGURE 4.4 – Représentation des problèmes GSBP, LSQ et MB. Les lignes en pointillé sont les courbes de
niveaux de la fonction objectif, la zone grise est le domaine non faisable pour les contraintes d’inégalité, les
lignes pleines de même couleur représentent le domaine faisable d’une contrainte d’égalité, le carré rouge
est l’optimum global du problème d’optimisation.

— Linear-Sinusoidal-Quadratic problem (LSQ) : ce problème mêle deux variables de conception,

une fonction objective linéaire et deux contraintes d’inégalité. La première

contrainte d’inégalité est sinusoïdale et la seconde est quadratique. La Figure 4.4a représen-
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tant le problème LSQ montre que les contraintes sont non-linéaires et produisent un domaine

faisable non-convexe. Il existe ici trois minima locaux dont un global. Ceci rend le problème

pertinent à utiliser dans notre étude. Pour finir, on définit le problème LSQ avec les expressions

suivantes

min
x∈Ω1

f1(x) s.c. c3(x) ≥ 0, c4(x) ≥ 0, (4.20)

où Ω1 = [0,1]2, f1, c3 et c4 sont respectivement donnés par (4.10), (4.15) et (4.16).

— MB : ce problème [79], que l’on ajoute aux trois problèmes précédemment tirés de PICHENY

et al. [84], compte deux variables de conception, une fonction objectif multi-modale et une

contrainte multi-modale. La Figure 4.4c représente ce problème qui comporte trois zones fai-

sables distinctes. Pour finir, on écrit le problème MB grâce aux expressions suivantes

min
x∈Ω3

f3(x) s.c. c7(x) ≤ 0, (4.21)

où Ω3 = [−5,10]× [0,15] et

f3(x) =
[(

x2 −
5.1x2

1

4π2 + 5x1

π
−6

)2

+
(
10− 10

8π

)
cos(x1)+1

]
+ 5x1 +25

15
(4.22)

c7(x) = 6−
(

4−2.1x2
1 +

x4
1

3

)
x2

1 −x1x2 −
(
4x2

2 −4
)

x2
2 −3sin

(
6(1−x1)

)−3sin
(
6(1−x2)

)
(4.23)

avec x1 = (x1−2.5)/7.5 et x2 = (x2−7.5)/7.5.

Pour résumer, on a présenté les quatre problèmes représentatifs qui sont utilisés dans le ma-

nuscrit pour évaluer les performances de SEGO-UTB. Le Tableau 4.1 rappelle les principales carac-

téristiques de ces problèmes. On a également expliqué en quoi ces problèmes sont représentatifs

TABLEAU 4.1 – Propriétés des 4 problèmes représentatifs pris en compte dans cette étude.

Nom du Nb. de Nb. de Nb. de
Valeur de Ref.

Problème Variables Eq. Cst. Ieq. Cst.

LAH 4 1 1 5,176 ·10−2

LSQ 2 0 2 0,600
GSBP 2 2 1 −0,525 2

MB 2 0 1 12,00

des problèmes à contraintes multi-modales mixtes.

4.2.3.2 Construction des courbes de convergence

Dans cette section, on introduit la méthode de comparaison des différentes variantes de SEGO-

UTB. Pour cela, on construit des courbes de convergence pour chacun des quatre problèmes. Elles

sont construites de la manière suivante. Tout d’abord, on réalise 100 optimisations indépendantes

pour chaque variante en utilisant 100 DoE initiaux générés par LHS. Pour chacune des optimisa-

tions, toutes les versions sont initialisées avec les mêmes DoE initiaux. Ceci permet d’avoir une

base commune et de limiter l’influence du choix du DoE initial dans le processus d’optimisation.

De plus, les DoE initiaux sont créés avec nst ar t = max(d +1,5) points d’échantillonage où d est le

nombre de variables de conception du problème concerné. Le nombre maximum d’itérations est
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imposé à max_nb_it = 40d −nst ar t ce qui correspond à un budget total de 40d évaluations. Pour

les contraintes, on autorise une violation absolue de chacune d’entre elles de εc = 10−4.

Toutes les variantes sont ensuite comparées en affichant la moyenne et l’écart type de la

meilleure valeur sur les 100 optimisations pour un nombre d’évaluations croissant. La meilleure

valeur à une itération donnée l du processus d’optimisation se définit comme la meilleure va-

leur faisable dans le DoE, s’il contient au moins un point faisable. Sinon une valeur de pénali-

sation remplace cette valeur permettant d’obtenir des courbes de convergence strictement dé-

croissantes. Ces pénalisations sont données dans le Tableau 4.2. Pour des raisons de lisibilité des

TABLEAU 4.2 – Pénalisations et facteurs de mise à l’échelle de l’écart type pour les problèmes LAH, LSQ, MB
et GSBP.

Problème MB LSQ GSBP LAH

Pénalisation 150 2 3 3
Facteur 4 2 4 4

courbes produites, on affiche l’écart type réduit par un facteur d’échelle différent pour chaque

problème. Ces facteurs sont donnés par le Tableau 4.2.

4.2.3.3 Analyse des résultats

Dans cette section, on analyse les résultats obtenus aux cours des tests présentés dans la Sec-

tion 4.2.3.2. Pour chacun des quatre problèmes représentatifs, on présente cinq figures compre-

nant différentes variantes de SEGO-UTB. On crée d’abord une figure pour chaque noyau de co-

variance pris en compte avec les seuils de doute croissants auxquels on ajoute le seuil de doute

constant. Les mêmes figures sont produites pour les seuils de doute décroissants. Ensuite, on sé-

lectionne la meilleure version de SEGO-UTB sur chacune de ces figures, c.-à-d. qui converge le

plus rapidement possible et vers la valeur de fonction objectif la plus faible. Pour finir, on compare

les quatre versions choisies entre elles pour désigner la plus prometteuse. A la fin de ce processus,

on choisit la meilleure version de SEGO-UTB à utiliser au vu des résultats obtenus sur les quatre

problèmes.

La Figure 4.5 présente les résultats des différentes versions de SEGO-UTB pour les noyaux de

covariance gaussien et Matérn 5/2. On remarque tout d’abord que l’ensemble des versions de

SEGO-UTB converge vers la solution du problème LSQ excepté pour les seuils de doute croissants

avec noyau Matérn 5/2. De plus, on remarque que SEGO-UTB (τ : D-Log-1) à noyau gaussien

converge le plus rapidement vers la solution du problème LSQ parmi les variantes à seuil de doute

décroissant et à noyau gaussien. De la même façon, SEGO-UTB (τ : D-Lin) Matérn 5/2 converge le

plus rapidement vers la solution du problème LSQ parmi les variantes à seuil de doute décroissant

et à noyau Matérn 5/2. En ce qui concerne les seuils de doute croissants, on voit que SEGO-UTB

(τ : Cst) surpasse clairement les autres versions quel que soit le noyau choisi. Pour finir avec le pro-

blème LSQ, la Figure 4.6 compare les quatre versions identifiées précédemment. On remarque que

SEGO-UTB (τ : D-Log-1) à noyau gaussien converge le plus rapidement vers la solution optimale

du problème LSQ avec un écart type nul. On note ici que le noyau gaussien et une mise à jour du

seuil de doute décroissante semblent les plus adaptés à ce problème.

Les résultats du problème MB pour les différentes versions de SEGO-UTB sont présentés par la
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(a) Seuil de doute décroissants et noyau gaussien.
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(b) Seuil de doute décroissants et noyau Matérn
5/2.
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FIGURE 4.5 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LSQ par SEGO-UTB pour deux noyaux
de covariance et différentes évolutions du seuil de doute avec une violation des contraintes de εc = 10−4.
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FIGURE 4.6 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LSQ par SEGO-UTB pour les
meilleures évolutions du seuil de doute et pour deux noyaux de covariance avec une violation des
contraintes de εc = 10−4.

Figure 4.7. Les performances sont ici plus mitigées que pour le problème LSQ. D’une part, on re-

marque que l’ensemble des versions de SEGO-UTB ne converge pas vers l’optimum du problème

MB. Pour les mises à jour du seuil de doute décroissantes, les versions SEGO-UTB (τ : D-Exp-1) et

(τ : D-Log-1) offrent les moins bonnes performances quel que soit le noyau de covariance choisi.

Ces deux versions sont celles qui autorisent le moins l’exploration du domaine de conception. On

suppose donc qu’une exploration forte du domaine de conception est nécessaire à la résolution

du problème MB. Les variantes SEGO-UTB (τ : D-Log-2) à noyau gaussien et (τ : D-Exp-2) à noyau

Matérn 5/2 donnent la convergence la plus rapide vers l’optimum global. D’autre part, la majorité

des versions comportant une mise à jour du seuil de doute croissant ne convergent pas vers l’op-

timum global. Seuls SEGO-UTB (τ : Cst) à noyau gaussien et à noyau Matérn 5/2 semblent offrir

une convergence systématique vers l’optimum global avec un écart type quasi nul après 50 éva-

luations. Ceci conforte la nécessité d’une exploration importante du domaine de conception dès

le début du processus d’optimisation du problème MB pour une bonne convergence. On compare

ensuite les quatre variantes sélectionnées sur la Figure 4.8. D’une part, on remarque que SEGO-

UTB (τ : Cst) Matérn 5/2 est la seule variante à ne pas converger systématiquement vers l’opti-

mum global. En effet, l’écart type est non nul après 80 évaluations du problème MB. D’autre part,

les trois autres méthodes montrent un comportement similaire et convergent toutes vers l’opti-

mum global en moins de 40 évaluations. On remarque néanmoins que SEGO-UTB (τ : D-Log-2)

avec un noyau gaussien converge légèrement plus rapidement que les trois autres variantes. Pour

conclure sur le problème MB, on a remarqué qu’il nécessite une mise à jour du seuil de doute qui

permet une exploration dès le début du processus d’optimisation afin de converger systématique-

ment vers l’optimum global. Néanmoins, SEGO-UTB (τ : Cst) à noyau Matérn 5/2 ne converge

pas systématiquement ce qui indique qu’une phase d’exploitation des données est nécessaire à la

résolution du problème.

Les résultats du problème GSBP sont commentés dans la suite à partir de la Figure 4.9. D’une
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(a) Seuil de doute décroissants et noyau gaussien.
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FIGURE 4.7 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB par SEGO-UTB pour deux noyaux
de covariance et différentes évolutions du seuil de doute avec une violation des contraintes de εc = 10−4.
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FIGURE 4.8 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB par SEGO-UTB pour les meilleures
évolutions du seuil de doute et pour deux noyaux de covariance avec une violation des contraintes de εc =
10−4.

part, on constate qu’aucune des variantes de SEGO-UTB n’est capable de converger systématique-

ment vers l’optimum global car l’écart type n’est jamais nul. Néanmoins, on peut sélectionner les

versions qui convergent vers la valeur de fonction objectif la plus faible. Pour les versions à noyau

gaussien, la mise à jour décroissante qui converge le mieux est SEGO-UTB (τ : Cst) bien que (τ :

D-Exp-2) soit également compétitif. Pour les mises à jour croissantes, SEGO-UTB (τ : I-Lin) dé-

couvre les valeurs du problème GSBP faisables les plus faibles. SEGO-UTB (τ : Cst) converge égale-

ment vers la même valeur de fonction objectif mais nécessite un plus grand nombre d’évaluations

pour trouver des valeurs faisables du problème. En effet, le plateau à la valeur de pénalisation in-

dique qu’aucun point faisable n’a été découvert pour les 100 optimisations réalisées. Les versions

à noyau Matèrn 5/2 convergent, quant à elles, vers des valeurs de fonctions objectif différentes.

On peut notamment remarquer que plus la phase d’exploration est importante, plus la meilleure

valeur obtenue est forte. Ce phénomène se produit lorsque certaines optimisations ne trouvent

pas de point faisable. La meilleure valeur est donc fixée à la valeur de pénalisation, donnée dans

le Tableau 4.2, ce qui augmente la moyenne. On peut toutefois identifier les deux méthodes les

plus prometteuses. Ici, SEGO-UTB (τ : I-Log-1) et (τ : D-Log-1) convergent le plus rapidement

vers la meilleure valeur de fonction objectif. Ensuite, on compare les quatre versions de SEGO-

UTB qui offrent les meilleurs résultats à partir de la Figure 4.10. Les quatre versions de SEGO-

UTB convergent vers la même valeur de fonction objectif avec le même écart type. Toutefois, on

constate que SEGO-UTB (τ : I-lin) converge vers la valeur la plus faible et le plus rapidement. Au

vu des résultats obtenus, on peut favoriser le noyau gaussien ainsi que les mises à jour croissantes

pour résoudre le problème GSBP.

On finit par étudier les résultats des tests réalisés sur le problème LAH et présentés dans la

Figure 4.11. Pour des raisons de lisibilité, on ne montre que les 40 premières évaluations réalisées.

On remarque ici que l’ensemble des versions de SEGO-UTB converge vers le minimum global

du problème LAH. On peut toutefois sélectionner les meilleures versions pour chaque groupe de



102 CHAPITRE 4. OPTIMISATION BAYÉSIENNE SOUS CONTRAINTES MIXTES

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Nombre d'évaluations

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

M
oy

en
ne

 d
e 

la
 m

ei
lle

ur
e 

va
le

ur
 d

e 
fo

nc
tio

n 
ob

je
ct

if 
fa

isa
bl

e

SEGO-UTB ( : D-Arc)
SEGO-UTB ( : D-Exp-1)
SEGO-UTB ( : D-Log-1)
SEGO-UTB ( : D-Lin)

SEGO-UTB ( : D-Exp-2)
SEGO-UTB ( : D-Log-2)
SEGO-UTB ( : Cst)

(a) Seuil de doute décroissants et noyau gaussien.
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(b) Seuil de doute décroissants et noyau Matérn
5/2.
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(c) Seuil de doute croissants et noyau de covariance
gaussien.
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(d) Seuil de doute croissants et noyau Matérn 5/2.

FIGURE 4.9 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème GBSP par SEGO-UTB pour deux
noyaux de covariance et différentes évolutions du seuil de doute avec une violation des contraintes de
εc = 10−4.
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FIGURE 4.10 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème GBSP par SEGO-UTB pour les
meilleures évolutions du seuil de doute et pour deux noyaux de covariance avec une violation des
contraintes de εc = 10−4.

courbes de convergence de la Figure 4.11. Pour les mises à jours décroissantes à noyau gaussien,

la méthode SEGO-UTB (τ : D-Log-1) est la première à converger systématiquement vers l’opti-

mum global, c.-à-d. que l’écart type s’annule le plus rapidement. De la même façon, SEGO-UTB

(τ : D-Exp-1) à noyau Matérn 5/2, (τ : I-Log-1) à noyau gaussien et (τ : I-Lin) à noyau Matérn 5/2

convergent systématiquement le plus rapidement. En comparant ces quatre variantes avec la Fi-

gure 4.12, on constate que SEGO-UTB (τ : D-Log-1) converge légèrement plus rapidement que les

trois autres. Pour conclure sur les tests réalisés sur le problème LAH, on remarque que l’influence

du noyau de covariance et de la mise à jour du seuil de doute est presque nulle. Ainsi la présence

d’une phase d’exploration dans le processus d’optimisation ne semble pas être préjudiciable à la

bonne résolution du problème LAH.

Pour conclure sur l’évaluation de l’impact du seuil de doute et du noyau de covariance sur les

performances de convergence de SEGO-UTB, on remarque que le noyau de covariance gaussien

donne de meilleurs résultats que le noyau Matérn 5/2. Ces versions convergent notamment plus

rapidement et plus systématiquement vers un optimum global. L’impact de la mise à jour du seuil

de doute est, quant à lui, plus difficile à quantifier. En effet, cette mise à jour peut n’avoir aucun

effet comme avec les problèmes GSBP et LAH comme beaucoup d’effets avec les problèmes MB et

LSQ. Plus particulièrement, aucune méthode croissante n’est capable de résoudre le problème MB

systématiquement. Néanmoins, on remarque qu’une mise à jour du type décroissante obtient les

meilleures performances de résolution des problèmes GSBP, LSQ et MB. Afin de valider et étayer

ces conclusions, on évaluera l’impact du seuil de doute et du noyau de covariance sur un ensemble

de 29 problèmes comportant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité dans la section suivante.

4.2.4 Étude sur un ensemble de 29 problèmes

Dans cette section, on cherche à vérifier les résultats obtenus dans la Section 4.2.3 ainsi que

la robustesse de SEGO-UTB. Pour cela, on teste les différentes versions de SEGO-UTB sur un en-
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(a) Seuil de doute décroissants et noyau gaussien.
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(b) Seuil de doute décroissants et noyau Matérn
5/2.
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(c) Seuil de doute croissants et noyau de covariance
gaussien.
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(d) Seuil de doute croissants et noyau Matérn 5/2.

FIGURE 4.11 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LAH par SEGO-UTB pour deux
noyaux de covariance et différentes évolutions du seuil de doute avec une violation des contraintes de
εc = 10−4.
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FIGURE 4.12 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LAH par SEGO-UTB pour les
meilleures évolutions du seuil de doute et pour deux noyaux de covariance avec une violation des
contraintes de εc = 10−4.

semble de 29 problèmes comportant des contraintes d’égalité et d’inégalité. On présente d’abord

les caractéristiques de cet ensemble de problèmes. Ensuite, on introduit la méthode de comparai-

son reposant sur l’utilisation de profils de données, ou data profiles (DP). Enfin, on étudie les DP

produits pour découvrir la version de SEGO-UTB la plus robuste.

4.2.4.1 L’ensemble de problèmes de références

L’ensemble des problèmes de référence sur lequel est évalué l’impact du seuil de doute et du

noyau de convergence se compose de 29 problèmes d’optimisation provenant de [69, 79, 84, 100].

Ce sont des problèmes d’optimisation sous contraintes mixtes (jusqu’à 38 contraintes) dépendant

de 2 à 10 variables de conception. Le nombre de contraintes, leur type, le nombre de variables

de conception ainsi que la valeur de l’optimum considérée dans cette étude sont donnés dans le

Tableau 4.3. Pour le détail des expressions des problèmes, on renvoie le lecteur à l’Annexe A.3.

Afin de prendre en compte le caractère stochastique des méthodes d’optimisation Bayésienne,

on crée plusieurs instances pour chaque problème. En réalité, les résultats obtenus pour un pro-

blème donné dépendent fortement du choix du DoE initial. Ainsi, on lie chaque instance de pro-

blèmes au choix du DoE initial. On génère donc 10 DoE initiaux de nst ar t = max(d +1,5) points

d’échantillonnage avec la méthode LHS pour chaque problème de l’ensemble introduit dans la

Section 4.2.4.1. On obtient donc 290 instances de problèmes pour chaque version de SEGO-UTB

testée.

4.2.4.2 Construction des data profiles

Dans cette section, on introduit l’outil qui permet de comparer les différentes versions de

SEGO-UTB entre elles. En effet, une méthode spécifique est nécessaire pour comparer ces ver-

sions sur un ensemble de problèmes de propriétés variées. Pour cela, on utilise les DP [72] qui

sont originalement introduits dans le contexte de l’optimisation sans contrainte et sans dérivées.
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TABLEAU 4.3 – Propriétés des 29 problèmes pris en compte dans cette étude. Sont spécifiés : le nombre de
variables, le nombre de contraintes d’égalité, le nombre de contraintes d’inégalité et la valeur de référence
utilisée.

Nom du Nb. de Nb. de Nb. de
Valeur de Ref.

Problème Variables Eq. Cst. Ieq. Cst.

G03 10 1 0 −1,000
G04 5 0 6 −3,067 ·104

G05 4 3 2 5126
G06 2 0 2 −6962
G07 10 0 8 24,23
G08 2 0 2 −9,583 ·10−2

G09 7 0 4 680,6
G10 8 0 6 7049
G11 2 1 0 0,750
G12 3 0 1 −1,000
G13 5 3 0 2,201 ·10−3

G14 10 3 0 −47,71
G15 3 2 0 961,7
G16 5 0 38 −1,918
G17 6 4 0 8864
G18 9 0 13 −0,8661
G21 7 5 1 193,8
G23 9 4 2 −400,1
G24 2 0 2 −6,031
WB4 4 0 6 0,4734
GBSP 2 2 1 −0,5252
GTCD 4 0 1 2,965 ·106

Hesse 6 0 6 −310,0
LAH 4 1 1 5,176 ·10−2

LSQ 2 0 2 0,600
SR7 7 0 11 2994
MB 2 0 1 12,00

MBE 2 1 0 12,00
PVD4 4 0 3 5809
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Ils montrent les performances d’un algorithme d’optimisation étant donné un budget d’évalua-

tions et une réduction de valeur de la fonction objectif par rapport au point initial choisi. Ainsi le

test de convergence suivant est défini :

f
(
x (0))− f̃

(
x (l )

)
≥ (1−ε)

(
f
(
x (0))− fopt

)
, (4.24)

où ε ∈ [0,1] est la quantité de réduction demandée, fopt représente la meilleure valeur de la fonc-

tion objectif découverte par l’ensemble des algorithmes d’optimisation testés et f (x (0)) est la va-

leur de la fonction objectif au point initial choisi. f̃
(
x (l )

)
est la meilleure valeur de la fonction

objectif obtenue jusqu’à l’évaluation l . Toutefois, la présence de contraintes dans l’ensemble des

problèmes pris en compte ne permet pas l’utilisation de ce test de convergence. En effet, la valeur

de f
(
x (0)

)
peut ne pas être faisable et être plus faible que la solution du problème fopt . On utilise

donc le test proposée par DIOUANE et al. [31] qui n’utilise pas la valeur de f (x (0)) et qui s’exprime

comme suit :

f̃
(

x (l )
)
− fopt ≤ ε(| fopt |+1), (4.25)

où f̃
(
x (l )

)
est la meilleure valeur faisable de la fonction objectif obtenue jusqu’à l’évaluation l . Si

aucun point faisable n’est découvert parmi les l premières évaluations, alors f̃
(
x (l )

) = +∞. Pour

les problèmes utilisés dans cette étude, les meilleures valeurs faisables sont référencées dans le

Tableau 4.3.

En réalité, on trace le pourcentage d’instances de problèmes résolus par chaque méthode

d’optimisation pour un budget d’évaluations croissant. Ceci permet d’évaluer la rapidité de conver-

gence de chaque méthode d’optimisation en réduisant le biais introduit par le choix des pro-

blèmes considérés. Soit S l’ensemble des méthodes testées et P l’ensemble des instances de pro-

blèmes. Un DP est, pour chaque méthode s ∈ S , le pourcentage d’instances de problèmes résolus

avec un budget de κ évaluations :

1

|P | size

{
p ∈P :

tp,s

dp
≤ κ

}
, (4.26)

où dp est le nombre de variables de l’instance de problèmes p ∈ P , tp,s est le nombre d’évalua-

tions pour lequel la méthode d’optimisation s ∈ S satisfait le test de convergence (4.25) pour une

tolérance ε donnée. Si le test de convergence n’est pas satisfait dans un budget maximum d’éva-

luations, alors tp,s = +∞. Pour finir, l’unité de budget est exprimée avec dp pour permettre la

combinaison d’instances de problèmes de dimension différente dans le même DP.

Dans cette étude, on se limite à un budget maximum de 40dp évaluations puisqu’on s’in-

téresse à des problèmes dont l’évaluation est coûteuse en temps de calcul. De plus, on utilise

ε= 10−3 comme précision dans le test de convergence (4.25) et on autorise une violation de chaque

contrainte εc = 10−4.

4.2.4.3 Analyse des résultats

Dans cette section, on analyse les résultats des tests réalisés sur l’ensemble des 29 problèmes

(voir Section 4.2.4.1). Pour cela, on utilise les DP introduits dans la Section 4.2.4.2. D’une part,

on compare les mises à jour croissantes et décroissantes du seuil de doute pour les noyaux de

covariance gaussien et Matérn 5/2. On sélectionne ensuite la méthode la plus performante sur
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chacun des quatre DP produits. Pour finir, on confronte ces quatre méthodes grâce à un DP final.

La Figure 4.13 représente les quatre DP construits pour les différentes mises à jour du seuil de

doute ainsi que pour les différents noyaux de covariance. Tout d’abord, on constate que l’ensemble

des versions testées donnent des résultats du même type. Il est donc difficile de sélectionner les

quatre meilleures. La Figure 4.13a montre les résultats pour les mises à jour décroissantes à noyau
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(a) Seuil de doute décroissants et noyau gaussien.
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(b) Seuil de doute décroissants et noyau Matérn
5/2.
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(c) Seuil de doute croissants et noyau de covariance
gaussien.
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(d) Seuil de doute croissants et noyau Matérn 5/2.

FIGURE 4.13 – Data profile pour 29 problèmes pour deux noyaux de covariance et différentes évolutions du
seuil de doute avec une violation des contraintes de εc = 10−4.

gaussien. On remarque que SEGO-UTB (τ : D-Exp-1) a les meilleurs performances pour un budget

inférieur à 15. Plus particulièrement pour un budget de 15, SEGO-UTB (τ : D-Exp-1), (τ : D-Lin)

et (τ : D-Log-1) résolvent environ 50% des problèmes, soit 5% de plus que les autres versions. A

la fin de l’optimisation, c.-à-d. lorsque le budget de 40dp évaluations est atteint, SEGO-UTB (τ :

D-Lin) résout le plus de problèmes avec 65% des instances résolues. On considère donc que SEGO-

UTB (τ : D-Lin) apporte le meilleur compromis entre rapidité et robustesse de convergence. Les

résultats des versions à seuil de doute décroissant et noyau Matérn 5/2 sont rassemblés dans la

Figure 4.13b. Comme pour les versions à noyau gaussien, SEGO-UTB (τ : D-Exp-1) résout le plus
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de problèmes pour un budget inférieur à 20. A la fin de l’optimisation, cette version, résolvant plus

de 60% des problèmes, reste compétitive malgré les bonnes performances de SEGO-UTB (τ : D-

Lin) et (τ : D-Log-1). C’est pourquoi, on sélectionne SEGO-UTB (τ : D-Exp-1) comme meilleure

version à seuil de doute décroissant et à noyau Matérn 5/2. Pour le noyau gaussien et les seuils

de doute croissants, la Figure 4.13c montre que les versions SEGO-UTB (τ : I-Exp-2) et (τ : Cst)

résolvent le moins de problèmes pour un budget inférieur à 25. Les autres méthodes sont équi-

valentes avec plus de 60% d’instances résolues à la fin du processus d’optimisation. Toutefois,

SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) résout plus d’instances que toutes les autres versions quel que soit le bud-

get pris en compte. On sélectionne donc SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) sans hésitation. Pour finir, la

Figure 4.13d montre clairement que SEGO-UTB (τ : I-Lin) surpasse en robustesse et en rapidité les

autres versions de SEGO-UTB à noyau Matérn 5/2 et à mise à jour croissante. En effet, elle résout

le plus d’instances jusqu’à un budget de 30 et reste compétitive ensuite.

Pour finir, on compare les quatre versions sélectionnées sur la Figure 4.14. On remarque que
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FIGURE 4.14 – Data profile pour 29 problèmes pour les meilleures évolutions du seuil de doute et pour deux
noyaux de covariance avec une violation des contraintes de εc = 10−4.

les versions à seuil de doute croissant résolvent le plus d’instances de problèmes jusqu’à un bud-

get de 25. Plus particulièrement, pour un budget de 10, 55% des problèmes sont résolus pour ces

versions contre 45% pour les deux autres versions. A la fin de l’optimisation, l’écart se réduit avec

un léger avantage pour SEGO-UTB (τ : D-Lin) à noyau gaussien. On voit aussi que les deux mé-

thodes à noyau Matérn 5/2 résolvent moins d’instances que les méthodes à noyau gaussien. Ainsi

la version offrant le meilleur compromis est SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) à noyau gaussien.

Pour conclure sur l’étude de l’impact du seuil de doute et du noyau de covariance sur un en-

semble de 29 problèmes, on a constaté que les méthodes à seuil de doute croissant sont plus ef-

ficaces en début d’optimisation bien qu’elles soient équivalentes aux méthodes à seuil de doute

décroissant en fin d’optimisation. De plus, lorsque le budget est important, on a remarqué que

les méthodes à noyau Matérn 5/2 montrent de moins bonnes performances que les méthodes à
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noyau gaussien. C’est pourquoi, on préférera choisir SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) à noyau gaussien

lorsque l’on n’a pas d’information sur les propriétés du problème d’optimisation.

4.2.5 Conclusion

Dans cette section, on a évalué l’impact du seuil de doute et du noyau de covariance sur les

performances de convergence de SEGO-UTB. Pour cela, on a d’abord introduit les choix d’implé-

mentation dans la mise en œuvre de l’algorithme. Ensuite, on a présenté les différentes mises à

jour du seuil de doute ainsi que les noyaux de covariance à prendre en compte dans l’étude. Deux

grandes catégories de mises à jour ont été utilisées. D’une part, les mises à jour croissantes per-

mettent l’exploitation des données du DoE au début de l’optimisation et explorent ensuite le do-

maine de conception à la recherche de zones faisables comportant des valeurs de fonction objectif

plus faibles. D’autre part, les mises à jour décroissantes explorent d’abord le domaine de concep-

tion pour trouver la zone faisable optimale puis exploitent les données du DoE pour converger

vers l’optimum. Pour les noyaux de covariance, on a choisi les noyaux gaussien et Matérn 5/2.

On a d’abord testé ces différentes versions sur quatre problèmes comprenant des contraintes

multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité. Sur ces quatre problèmes, le noyau gaussien et les seuils

de doute décroissants ont montré les meilleures performances en terme de rapidité et de préci-

sion de convergence vers l’optimum. Ceci suggère que l’exploration du domaine de conception est

nécessaire en début d’optimisation pour trouver la zone faisable optimale lorsque les contraintes

sont multi-modales. Cependant, on ne parvient pas à identifier un unique seuil de doute décrois-

sant qui convient aux quatre problèmes. Le choix du seuil de doute est donc fortement problème

dépendant.

Afin de valider les résultats obtenus sur les quatre problèmes, on a réalisé des tests sur un en-

semble de 29 problèmes comportant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. De la même façon

que précédemment, les tests ont montré que le noyau gaussien offre une convergence plus rapide

et précise que le noyau Matérn 5/2. De plus, on a également constaté que les seuils de doute crois-

sants permettent de résoudre plus de problèmes avec un faible budget d’évaluations comparé aux

seuils de doute décroissants. En effet, l’exploitation des données du DoE en début d’optimisa-

tion permet une convergence rapide si l’exploration du domaine de conception est inutile (par

exemple lorsque le domaine faisable est convexe). Finalement, SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) à noyau

gaussien surpasse les autres méthodes en rapidité de convergence et en nombre de problèmes

résolus.

4.3 Comparaison de SEGO-UTB avec la littérature

Dans cette section, on évalue les performances de SEGO-UTB comparées aux algorithmes de

la littérature présentés dans la Section 2.3 et aux algorithmes utilisés classiquement en optimisa-

tion sans dérivées. On va d’abord exposer les algorithmes pris en compte dans cette étude. En-

suite, on étudie les performances de ces algorithmes sur les quatre problèmes représentatifs déjà

introduits dans la Section 4.2.3.1. Pour finir, on valide les résultats obtenus sur les quatre pro-

blèmes représentatifs à partir des tests sur l’ensemble de 29 problèmes déjà présentés dans la

Section 4.2.4.1.



4.3. COMPARAISON DE SEGO-UTB AVEC LA LITTÉRATURE 111

4.3.1 Algorithmes d’optimisation pris en compte dans la comparaison

Dans cette étude, SEGO-UTB est comparé à quelques algorithmes CBO qui ont été introduits

dans la Section 2.3 :

— ALBO : un algorithme CBO utilisant le AL [84] (voir Section 2.3.1.4),

— SUR : un algorithme CBO reposant sur la fonction de mérite SUR [83] (voir Section 2.3.1.2),

— PESC : un algorithme CBO ayant recourt à la fonction de mérite PESC [51] (voir Section 2.3.1.3),

— EFI : un algorithme CBO exploitant à la fonction de mérite EFI [112] (voir Section 2.3.1.1),

— SEGO : un algorithme CBO utilisant la moyenne des GP modélisant les contraintes comme

critère de faisabilité [9, 108] (voir Section 2.3.2.1).

Les algorithmes ALBO, EFI et SUR proviennent du package R DiceOption [105] alors que PESC

est fourni par la toolbox Python Spearmint 1. Pour finir, on acquiert SEGO à partir de la toolbox

SEGOMOE [9] (voir Section 2.3.2.1) pour laquelle on impose un unique cluster pour chaque GP.

Pour ALBO, EFI, SUR et PESC, les paramètres par défaut des toolboxes sont utilisés.

On cherche aussi à évaluer les performances de SEGO-UTB comparées aux algorithmes clas-

siques d’optimisation sans dérivées. Pour cela, on inclut :

— Mesh adaptive direct search algorithm (MADS) [3] : un algorithme utilisant des maillages

successifs du domaine de conception. On utilise plus particulièrement le logiciel NOMAD [65]

avec les paramètres par défaut. Pour les contraintes, on choisit l’approche barrière progres-

sive et extrême, ou progressive and extreme barrier (PEB) et on teste la version de NOMAD

sans recherche en voisinage, ou variable neighborhood search (VNS), que l’on note NO-

MAD, et avec VNS, que l’on note NOMAD-VNS (NOMAD-VNS).

— COBYLA : un algorithme à régions de confiance reposant sur des approximations linéaires [90].

La fonction objectif et les contraintes sont approchées sont approchées linéairement et per-

mettent de résoudre itérative ment le problème d’optimisation par programmation linéaire.

On travaille avec l’implémentation de la toolbox Python Scipy [58].

De plus, on souligne que SUR, PESC, EFI, NOMAD et COBYLA ne prennent en compte que

les contraintes d’inégalité. Afin de gérer les contraintes d’égalité, chaque contrainte de la forme

h(x) = est transformée en deux contraintes d’inégalité de la forme h(x) ≥ εc et h(x) ≤ εc .

On remarque également que contrairement aux algorithmes CBO, NOMAD et COBYLA n’ont

besoin que d’un point initial pour commencer le processus d’optimisation. On choisit donc le

meilleur point faisable du DoE initial comme point initial pour NOMAD et COBYLA. S’il n’y a pas

de point faisable dans le DoE, on sélectionne le point avec la violation des contraintes la plus

faible.

Pour finir, on utilise l’implémentation de SEGO-UTB introduite dans la Section 4.2.1.

4.3.2 Comparaison sur les quatre problèmes représentatifs

Dans cette section, les quatre problèmes représentatifs (voir Section 4.2.3.1) servent à compa-

rer les algorithmes d’optimisation introduits dans la Section 4.3.1. Pour SEGO-UTB, on choisit la

meilleure mise à jour du seuil de doute relative à chaque problème (voir Section 4.2.3.3).

1. https ://github.com/HIPS/Spearmint
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4.3.2.1 Détails relatifs aux tests

On étudie, avec la méthode des courbes de convergence introduite dans la Section 4.2.3.2,

l’impact de la violation des contraintes sur les performances de l’ensemble des algorithmes. Les

tests sont réalisés pour deux valeurs de violation : εc = 10−4 et εc = 10−2. On choisit un noyau de

covariance gaussien pour l’ensemble des méthodes puisqu’il a montré de meilleurs résultats dans

la Section 4.2. Toutefois, la plupart des algorithmes CBO pris en compte utilisent le noyau Matérn

5/2 par défaut. Dans un souci d’équité, on teste également l’ensemble des algorithmes avec un

noyau Matérn 5/2 couplé à une violation de εc = 10−4.

4.3.2.2 Analyse des résultats

Dans cette section, on compare les algorithmes d’optimisation de la littérature avec SEGO-

UTB. Pour cela, on construit trois courbes de convergence pour chaque problème. Les deux pre-

mières utilisent un noyau de covariance gaussien et les violations des contraintes εc = 10−4 et

εc = 10−2. Ceci permet d’étudier l’impact de la violation sur les performances de ces algorithmes.

La troisième emploie un noyau Matérn 5/2 et une violation de εc = 10−4. On compare ainsi SEGO-

UTB avec les paramètres par défaut des algorithmes de la littérature.

Avec la Figure 4.15, on voit que COBYLA et NOMAD offrent les moins bonnes performances,

c.-à-d. qu’ils convergent vers une valeur plus forte que les autres algorithmes. L’utilisation de l’op-
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FIGURE 4.15 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LSQ pour 8 optimiseurs bénéficiant
d’un noyau gaussien et pour deux violations des contraintes de εc = 10−2 et de εc = 10−4.

tion VNS ne permet pas une meilleure convergence pour NOMAD. Ceci est certainement dû à leur

caractère plus local que les algorithmes CBO. De plus, on constate que PESC converge vers une va-

leur plus faible lorsque l’on relâche les contraintes. De la même manière que pour SEGO-UTB, les

algorithmes ALBO, SUR et EFI convergent tous vers l’optimum global. Toutefois, seul SEGO-UTB

trouve systématiquement l’optimum global comme le montre l’écart type nul. Pour les résultats

avec le noyau Matérn 5/2 (voir Figure 4.16), on constate que SEGO-UTB et ALBO sont légèrement

plus lents à converger qu’avec un noyau gaussien. Au contraire, la rapidité de convergence de EFI



4.3. COMPARAISON DE SEGO-UTB AVEC LA LITTÉRATURE 113

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Nombre d'évaluations

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

1.
8

M
oy

en
ne

 d
e 

la
 m

ei
lle

ur
e 

va
le

ur
 d

e 
fo

nc
tio

n 
ob

je
ct

if 
fa

isa
bl

e

NOMAD
NOMAD-VNS
ALBO

SUR
PESC
COBYLA

EFI
SEGO-UTB ( : D-Lin)
SEGO

FIGURE 4.16 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LSQ pour 8 optimiseurs avec un
noyau Matérn 5/2 et une violation des contraintes de εc = 10−4.

et SUR est la même. Pour finir, SEGO ne parvient pas à converger aussi bien qu’avec un noyau

gaussien. En effet, la meilleure valeur faisable trouvée est légèrement plus forte.

Pour le problème MB et un noyau gaussien, on remarque clairement sur la Figure 4.17 que

COBYLA, NOMAD et NOMAD-VNS donnent les moins bonnes performances pour une tolérance

des contraintes εc = 10−4. Toutefois, lorsque l’on relâche les contraintes, NOMAD converge vers

des valeurs plus faibles. Par contre, les performances de NOMAD-VNS ne changent pas. En outre,

seul SEGO-UTB tend systématiquement vers la valeur optimale de fonction objective. Aucun des

autres algorithmes, c.-à-d. SEGO, EFI, ALBO et SUR, ne converge vers cette valeur. Au contraire,
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FIGURE 4.17 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB pour 8 optimiseurs bénéficiant
d’un noyau gaussien et pour deux violations des contraintes de εc = 10−2 et de εc = 10−4.

les résultats de la Figure 4.18 pour le noyau Matérn 5/2 montrent que EFI, ALBO et SUR trouvent
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presque toujours la valeur optimale du problème MB. SEGO ne parvient toujours pas à converger
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FIGURE 4.18 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème MB pour 8 optimiseurs avec un
noyau Matérn 5/2 et une violation des contraintes de εc = 10−4.

systématiquement vers cette valeur au vu de l’écart type. La caractéristique d’exploitation exclu-

sive de SEGO restreint la recherche à des zones faisables sous optimales. Pour finir, SEGO-UTB

reste la méthode convergeant le plus vite et systématiquement vers la solution du problème. Ainsi,

SEGO-UTB arrive toujours à trouver la zone faisable optimale avec son caractère exploratoire. On

le repère, sur la Figure 4.18, grâce au plateau se trouvant en début d’optimisation, c.-à-d. pour

moins de 30 évaluations.

Concernant le problème GSBP, la Figure 4.19 montre que SEGO et SEGO-UTB surpassent lar-

gement les autres méthodes pour les deux tolérances prises en compte pour le noyau gaussien.

On remarque que NOMAD, NOMAD-VNS, EFI, SUR et PESC sont incapables de trouver un point

faisable pour la tolérance εc = 10−4. On suppose que ces mauvaises performances sont dues aux

contraintes d’égalité présentes dans ce problème. Au contraire, ALBO trouve des points faisables et

converge vers des valeurs plus faibles lorsque l’on relâche les contraintes. On souligne également

que SEGO-UTB est la seule méthode convergeant systématiquement pour la tolérance εc = 10−2.

Par contre, SEGO converge vers une valeur plus faible pour εc = 10−4. Ceci suggère que SEGO-UTB

nécessite plus d’évaluations pour converger avec une tolérance plus stricte. En utilisant un noyau

Matérn 5/2 (voir Figure 4.20), on ne constate pas de changement significatif par rapport au noyau

gaussien.

Pour le problème LAH, les Figures 4.21 et 4.22 indiquent que SEGO-UTB et SEGO dominent les

autres méthodes pour les deux noyaux considérés bien que EFI montre de bons résultats pour une

violation des contraintes εc = 10−4. Plus particulièrement, on remarque que les performances de

NOMAD, NOMAD-VNS, COBYLA, PESC, SUR, EFI et ALBO s’améliorent lorsque l’on relâche les

contraintes. Ce phénomène est certainement provoqué par la présence de contraintes d’égalité

dans le problème LAH. Pour finir, on voit que SEGO-UTB converge légèrement plus rapidement

que SEGO vers des valeurs plus faibles.

Pour conclure, on a réalisé une comparaison de SEGO-UTB avec les algorithmes d’optimisa-

tion de la littérature. Pour cela, on a commencé par introduire les algorithmes de la littérature
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FIGURE 4.19 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème GSBP pour 8 optimiseurs bénéficiant
d’un noyau gaussien et pour deux violations des contraintes de εc = 10−2 et de εc = 10−4.
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FIGURE 4.20 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème GSBP pour 8 optimiseurs avec un
noyau Matérn 5/2 et une violation des contraintes de εc = 10−4.
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FIGURE 4.21 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LAH pour 8 optimiseurs bénéficiant
d’un noyau gaussien et pour deux violations des contraintes de εc = 10−2 et de εc = 10−4.
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FIGURE 4.22 – Courbes de convergence de l’optimisation du problème LAH pour 8 optimiseurs avec un
noyau Matérn 5/2 et une violation des contraintes de εc = 10−4.
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ainsi que les toolboxes utilisées. Ensuite, on a précisé la méthode employée pour confronter ces

algorithmes. Elle repose sur les courbes de convergence. On a notamment choisi de comparer les

algorithmes pour deux tolérances de contrainte et deux noyaux de covariance. On a constaté que

SEGO-UTB était plus performant sur la plupart des problèmes. Plus particulièrement avec la to-

lérance εc = 10−2, SEGO-UTB est le plus compétitif. Afin de confirmer ces résultats, on compare

SEGO-UTB avec ces mêmes algorithmes sur un ensemble de 29 problèmes d’optimisation ayant

des contraintes mixtes dans la section suivante.

4.3.3 Comparaison sur l’ensemble de 29 problèmes

Comme dans la Section 4.2, on tente de valider les résultats obtenus sur les quatre problèmes

représentatifs à partir d’un ensemble de 29 problèmes (voir Section 4.2.4.1). Ces 29 problèmes

comprennent des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. Pour valider ces résultats, on utilise la

méthode des DP introduite dans la Section 4.2.4.2.

4.3.3.1 Détails relatifs aux tests et limitations

Pour réaliser ces tests, on utilise la méthode des DP présentée dans la Section 4.2.4. On uti-

lisera donc les mêmes instances de problèmes que dans la Section 4.2.4.1. On rappelle toutefois

que ALBO, PESC et SUR ne sont pas adaptés pour résoudre des problèmes de grande dimension

(voir Section 2.3.1). Pour cela, on analyse le temps de calcul CPU pour cinq problèmes (LAH, MB,

LSQ, GSBP et G07). On réalise donc 10 optimisations pour chacun des problèmes et pour cha-

cune des méthodes CBO avec un budget d’évaluations de 40d où d est le nombre de variables de

conception du problème. On souligne que l’implémentation de SUR dans DiceOptim ne permet

pas de prendre en compte plus de 4 contraintes. Le Tableau 4.4 présente la moyenne du temps

CPU pour 10 optimisations pour les 6 méthodes CBO sur 5 problèmes pour un budget de 40d éva-

luations. On voit clairement que EFI, SUR, PESC et ALBO nécessitent beaucoup de temps pour

TABLEAU 4.4 – Moyenne du temps CPU (en secondes) pour 10 optimisations pour les 6 méthodes CBO sur
5 problèmes pour un budget de 40d évaluations.

Problème
Méthode

SEGO SEGO-UTB ALBO SUR EFI PESC

LAH 203,64 2 708,99 5 131,97 2 592,32 1 212,04 2 729,64
GBSP 164,84 266,76 608,33 1 510,61 497,04 777,06
LSQ 157,43 177,04 833,83 417,97 207,82 592,70
MB 79,10 93,52 328,41 1 059,24 535,18 615,98
G07 2 098,86 4 245,55 611 025,72 − 1 195 346,89 55 755,87

le problème G07 en particulier. Pour cette raison, dans la suite on ne teste que EFI et ALBO puis-

qu’ils ont montré de meilleurs résultats sur les 2 problèmes comportant des contraintes d’égalité

et d’inégalité (LAH et GSBP). A cause de cette limitation, on ne prend en compte qu’une violation

absolue εc = 10−4 pour chaque contrainte et deux noyaux de covariance (gaussien et Matérn 5/2) .

4.3.3.2 Analyse des résultats

Dans cette section, on compare les méthodes d’optimisation NOMAD, NOMAD-VNS, CO-

BYLA, EFI, ALBO, SEGO et SEGO-UTB pour deux noyaux de covariance (gaussien et Matérn 5/2)



118 CHAPITRE 4. OPTIMISATION BAYÉSIENNE SOUS CONTRAINTES MIXTES

et pour une tolérance εc = 10−4. On utilise plus particulièrement SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) à noyau

gaussien et SEGO-UTB (τ : I-Lin) à noyau Matérn 5/2. On construit un DP pour chaque noyau

considéré.

La Figure 4.23b montre que SEGO résout le plus d’instances de problèmes quel que soit le bud-

get pris en compte. En effet, il résout plus de 65% des instances avec un budget de 40d évaluations

alors que COBYLA, ALBO, EFI, NOMAD et NOMAD-VNS ne résolvent pas plus de 50% des ins-

tances. De plus, SEGO-UTB montre des capacités semblables bien qu’avec 2 à 4% d’instances de
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FIGURE 4.23 – Data profile pour 29 problèmes pour 7 optimiseurs et pour deux noyaux de covariance avec
une violation des contraintes de εc = 10−4.

problèmes résolus en moins quel que soit le budget. Le grand nombre de problèmes à contraintes

linéaires peut expliquer ces moins bons résultats. En effet, un ensemble de contraintes linéaires

va définir une unique zone faisable convexe ce qui est fortement favorable à SEGO. Par contre,

on voit que COBYLA surpasse ALBO, EFI et NOMAD avec 50% d’instances de problèmes résolus

après un budget de 20d évaluations. NOMAD montre les moins bonnes performances avec 6 à 7%

des instances résolues avec un budget de 40d évaluations. NOMAD-VNS montre des résultats du

même type que NOMAD. Celles-ci sont certainement dues à la présence de contraintes d’égalité

que NOMAD n’est pas capable de prendre en compte sans transformation en contraintes d’inéga-

lité.

En utilisant un noyau gaussien (voir Figure 4.23a), on constate que les performances des al-

gorithmes sont similaires au noyau Matérn 5/2. Toutefois, on remarque que ALBO résout moins

d’instances de problèmes avec ce noyau de covariance.

Pour supprimer le biais introduit en comparant des méthodes d’optimisation ne pouvant pas

gérer les contraintes d’égalité avec des méthodes pouvant les prendre en compte, on choisit de

toutes les comparer sur l’ensemble des problèmes d’optimisation restreint aux problèmes ne com-

portant que des contraintes d’inégalité. On considère donc un ensemble de 17 problèmes d’opti-

misation. Ceci permet de comparer NOMAD, COBYLA, PES et EFI sur des problèmes pour lesquels

ils sont développés. La Figure 4.24 représente les DP pour les 7 algorithmes d’optimisation consi-
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dérés pour deux noyaux de covariances : le noyau Matérn 5/2 et le noyau gaussien. Les mêmes
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FIGURE 4.24 – Data profile pour 17 problèmes comportant uniquement des contraintes d’inégalité pour 7
optimiseurs et pour deux noyaux de covariance avec une violation des contraintes de εc = 10−4.

tendances que précédemment sont observées. On constate toutefois que SEGO-UTB est plus per-

formant que SEGO si on ne considère que les contraintes d’inégalité.

Pour conclure, on a comparé SEGO-UTB aux méthodes de la littérature sur un ensemble de 29

problèmes comportant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. On a remarqué que SEGO est le

plus performant sur cet ensemble de problèmes bien que SEGO-UTB soit aussi très compétitif. Les

moins bons résultats de SEGO-UTB comparés à SEGO sont certainement dus au grand nombre de

contraintes linéaires dans cet ensemble. Ceci est en effet défavorable à SEGO-UTB à cause de son

caractère fortement exploratoire. Les autres méthodes offrent de moins bonnes performances,

notamment NOMAD, EFI et ALBO. Ces performances ne sont pas surprenantes puisque NOMAD

et EFI ne prennent pas en compte les contraintes d’égalité sans transformation et ALBO n’est pas

adapté à la grande dimension, c.-à-d. plus de 4 à 5 variables de conception. Finalement, SEGO

et SEGO-UTB apparaissent comme les seules alternatives viables pour résoudre des problèmes

d’optimisation sous contraintes mixtes et en grande dimension.

4.3.4 Conclusion

Dans cette section on a cherché à comparer SEGO-UTB avec les algorithmes de la littérature.

On a d’abord introduit les huit méthodes prises en compte dans cette étude ainsi que les tool-

boxes utilisées. Six de ces méthodes sont des algorithmes CBO (SEGO-UTB, SEGO, EFI, SUR, ALBO

et PESC) et les deux autres sont des algorithmes classiques de l’optimisation sous contraintes sans

dérivées (NOMAD et COBYLA).

Ensuite, on a étudié la convergence de ces algorithmes vers l’optimum global de quatre pro-

blèmes représentatifs comprenant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité. On a testé deux va-

leurs de tolérance pour les contraintes (εc = 10−2 et εc = 10−4) et deux noyaux de covariance pour

les GP (gaussien et Matérn 5/2). Ceci a permis de déduire que SEGO-UTB est particulièrement
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efficace sur l’ensemble de ces problèmes et est la seule méthode à converger systématiquement

vers l’optimum global avec une tolérance de εc = 10−2. SEGO montre aussi de bons résultats mais

n’est pas capable de converger systématiquement vers l’optimum lorsque les contraintes forment

des zones faisables disjointes (pour les problèmes MB et GSBP par exemple). Les autres méthodes

sont moins compétitives sur les problèmes qui comportent des contraintes d’égalité.

Afin de valider ces résultats, on a testé ces 8 algorithmes sur l’ensemble de 29 problèmes déjà

introduits dans la Section 4.2.4.1. Ceci a permis d’évaluer les performances de SEGO-UTB sur un

ensemble de problèmes plus large et donc d’avoir des propriétés de convergence plus globales.

Au vu des mauvais résultats de PESC sur l’ensemble des problèmes à contraintes d’égalité, on

a choisi de ne pas le prendre en compte dans cette étude. De plus, SUR ne gèrant pas plus de

4 contraintes dans l’implémentation DiceOptim, il n’a pas été pris en compte dans cette étude.

On a également remarqué que EFI et ALBO nécessitent un temps de calcul CPU important. C’est

pourquoi on n’a testé que deux noyaux de covariance pour une unique tolérance εc = 10−4. SEGO

a montré les meilleurs performances de convergence en résolvant le plus de problèmes quel que

soit le budget d’évaluations pris en compte. Ceci est certainement dû aux contraintes linéaires qui

ne nécessitent pas une exploration massive du domaine de conception pour découvrir la zone

faisable optimale. Toutefois, SEGO-UTB reste très compétitif. Les autres algorithmes ont offert de

moins bons résultats à cause de la présence de contraintes d’égalité.

Pour finir, ces résultats soulignent que SEGO-UTB doit être utilisé si on sait que l’optimisation

nécessite une exploration forte du domaine de conception; par exemple, lorsque les contraintes

sont fortement multi-modales et/ou forment des zones faisables disjointes. Dans le cas où aucune

information n’est disponible sur le problème, il semble préférable d’utiliser SEGO.

4.4 Synthèse du chapitre

Dans ce chapitre, l’objectif était de mettre en place et d’étudier une méthode d’optimisa-

tion pour les problèmes coûteux à évaluer en temps de calcul, comportant un grand nombre de

contraintes multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité (≈ 40) et un grand nombre de variables de

conception (≈ 20).

Pour cela, on a d’abord étudié les méthodes d’optimisation CBO existantes afin d’identifier

celle qui correspond le mieux à ces exigences. La méthode SEGO-UTB s’est avérée la plus promet-

teuse bien qu’elle ne prenne pas en compte les contraintes d’égalité. C’est pourquoi on a étendu

SEGO-UTB aux contraintes d’égalité avec un critère de faisabilité spécifique. Celui-ci permet no-

tamment de prendre en compte l’écart type des GP modélisant les contraintes grâce à un seuil de

doute sur la qualité du GP.

Ainsi, SEGO-UTB dépend de deux paramètres principaux : le seuil de doute et le noyau de co-

variance de GP. On a donc examiné l’impact du seuil de doute, à travers l’étude de treize mises

à jour dépendant du nombre de points utilisé pour construire le GP, et du noyau de covariance,

avec les noyaux gaussien et Matérn 5/2, sur les performances de convergence de SEGO-UTB. On

a d’abord analysé les résultats de SEGO-UTB avec ces différents paramètres sur un ensemble

de quatre problèmes comportant des contraintes multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité. On

a montré que le noyau gaussien et qu’un seuil de doute décroissant sont préférables bien que

le choix de la mise à jour du seuil de doute soit fortement problème dépendant. On en a déduit
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qu’une phase d’exploration en début d’optimisation est nécessaire lorsque les contraintes sont

multi-modales. Afin de valider ces résultats, on a évalué les performances de SEGO-UTB pour ces

différents paramètres sur un ensemble de 290 instances de problèmes. Ceci a permis de réduire

le biais introduit par les problèmes considérés. Ces tests ont validé la supériorité du noyau gaus-

sien pour SEGO-UTB. Toutefois, une mise à jour croissante ((τ : I-Exp-1) à noyau gaussien) est

ici préférée certainement à cause du grand nombre de contraintes linéaires utilisées dans cet en-

semble d’instances. En effet, une exploration intensive du domaine n’est plus nécessaire dans ce

cas puisque les contraintes linéaires ne sont pas multi-modales.

Ensuite, on s’est intéressé aux performances de SEGO-UTB comparées aux méthodes d’op-

timisation de la littérature (NOMAD, COBYLA, EFI, SUR, ALBO, PESC). Comme précédemment,

on a confronté ces algorithmes sur l’ensemble de quatre problèmes comportant des contraintes

multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité. On a constaté que SEGO-UTB converge presque systé-

matiquement vers l’optimum global du problème quel que soit le noyau de covariance, la tolé-

rance sur les contraintes ou le budget considéré. SEGO est aussi très compétitif bien qu’il ne par-

vienne pas toujours à résoudre les problèmes à zones faisables disjointes, c.-à-d. les problèmes

MB et GSBP. Par contre, les autres algorithmes luttent pour converger lorsque le problème com-

porte des contraintes d’égalité. Pour finir, on a validé ces résultats sur l’ensemble de 290 instances

de problèmes. Cependant, EFI, SUR, PESC et ALBO sont très gourmands en temps de calcul CPU.

C’est pourquoi seuls ALBO, EFI, NOMAD, COBYLA, SEGO et SEGO-UTB sont pris en compte dans

cette étude et l’ensemble de problèmes test est réduit aux problèmes avec moins de 10 variables

de conception. SEGO a offert ici les meilleures performances en résolvant le plus d’instances quel

que soit le budget considéré. SEGO-UTB a aussi fourni de bons résultats bien que légèrement

moins bons que SEGO. Comme précédemment, ceci est dû aux contraintes linéaires présentes

dans la majorité des problèmes de l’ensemble. En effet, il n’est pas nécessaire, dans ce cas, d’ex-

plorer le domaine de conception pour trouver la zone faisable optimale. Ainsi, SEGO est fortement

avantagé sur cet ensemble de problèmes. Par contre, les autres algorithmes n’ont pas de résultats

convaincants ce qui est certainement lié à la présence de contraintes d’égalité ou au caractère local

de certains algorithmes ou encore au nombre de variables de conception à prendre en compte.

Pour résumer, SEGO-UTB semble adéquat pour résoudre des problèmes d’optimisation sous

contraintes multi-modales d’égalité et/ou d’inégalité qui nécessitent une exploration intensive du

domaine de conception; par exemple lorsque les zones faisables sont disjointes ou non convexes.

En dehors de ces situations, SEGO semble plus adapté. Toutefois, aucun test sur des problèmes de

conception aéronautique n’a encore été mené. Dans le chapitre suivant, on s’intéresse à l’utilisa-

tion de SEGO et SEGO-UTB pour des problèmes de conception aéronautique.

Pour conclure, une grande partie du travail présenté dans ce chapitre à fait l’objet d’une publi-

cation dans un journal [96] et de communication lors de conférences [92, 94].
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Récapitulatif du chapitre

On a répondu aux objectifs introduit en début de chapitre grâce aux points suivants :

— Extension aux contraintes d’égalité d’un critère de faisabilité.

— Étude de l’impact de l’évolution du seuil de doute (13 évolutions possibles) sur 29

problèmes analytiques.

— Utilisation de DP et de courbes de convergence pour l’étude d’impact.

— Étude de l’impact du noyau de covariance des GP (Gaussien et Matérn 5/2) sur 29

problèmes analytiques.

— Comparaison de la méthode avec les algorithmes de la littérature (PESC, EFI, ALBO

SUR, SEGO, NOMAD et COBYLA) sur 29 problèmes analytiques.
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Dans ce chapitre, l’objectif principal est de tester SEGO-UTB sur des problèmes de conception

avion avant-projet. Pour cela, on évalue d’abord les performances de SEGO-UTB sur la concep-

tion d’un avion à propulsion électrique distribuée. Ce problème d’optimisation est un cas test

de recherche développé à l’ONERA et à l’ISAE-SUPAERO dans le cadre de la thèse de Alessandro

SGUEGLIA [115]. Ensuite, on analyse les performances de SEGO-UTB et SEGOMOE sur un pro-

blème d’optimisation multi-disciplinaire et multi-niveaux dans un contexte industriel. Plus spéci-

fiquement, on teste SEGO-UTB et SEGOMOE sur la configuration de recherche mise en place par

Bombardier Aviation sur deux niveaux de fidélité. Ces tests sont réalisés lors d’une mobilité inter-

nationale dans le locaux de Bombardier Aviation à Montréal (CA) de Mai à Août 2019. Ceci nous

permet d’évaluer la portabilité de SEGO-UTB et SEGOMOE dans un contexte industriel. Pour finir,

on souligne que l’ensemble de ces travaux a fait l’objet d’une publication dans un journal [96] et

d’une communication lors de conférence [93, 95, 97].

5.1 Conception d’un avion hybride électrique

Dans cette section, on cherche à évaluer les performances de SEGO-UTB pour la conception

d’un avion hybride à propulsion électrique distribuée [116]. La Figure 5.1 montre le concept de

cette configuration. La principale caractéristique est la chaîne de propulsion placée sur le long

FIGURE 5.1 – Un concept d’avion hybride comportant une propulsion distribuée [116].

du bord de fuite de l’extrados des ailes. Elle se compose de batteries et de turbo-générateurs qui

fournissent l’énergie électrique à un ensemble de moteurs à soufflante carénée. Les deux turbo-

générateurs sont placés à l’arrière de l’avion (voir Figure 5.1) tandis que les batteries se trouvent

dans la soute. L’avion doit être capable de voler jusqu’à 3 000ft en utilisant uniquement le mode

électrique et doit transporter 150 passagers dans un rayon de 1 200nmi. De plus, on souhaite ré-

duire les émissions de cette configuration au maximum.

L’outil de conception pour configuration avion à voilure fixe, ou fixed-wing aircraft sizing tool

(FAST) [110] est utilisé pour évaluer les performances de ce concept et est entièrement codé en

Python. Il repose sur des méthodes d’ingénierie offrant des résultats fiables avec un coût de cal-

cul faible [104]. Certains des modules, développés par ROSKAM [104], sont modifiés pour prendre

en compte les caractéristiques introduites par la chaîne de propulsion hybride [116]. En outre,



5.1. CONCEPTION D’UN AVION HYBRIDE ÉLECTRIQUE 125

l’utilisation de la MDO s’avère primordiale pour réaliser le dimensionnement de ce concept non

conventionnel puisque les disciplines sont fortement interdépendantes (par exemple aérodyna-

mique et structure) [38, 48]. Une version open-source de cet outil est disponible depuis peu, outil

de conception pour configuration avion du futur - conception d’avion complet, ou future aircraft

sizing tool - overall aircraft design (FAST-OAD) 1, bien qu’elle ne soit pas totalement identique au

code FAST utilisé ici.

Ainsi, la recherche d’un avion optimal (par exemple au sens de la consommation de carburant)

définit un problème d’optimisation comportant des contraintes, parfois multi-modales, d’égalité

et d’inégalité. C’est pourquoi, il est intéressant d’utiliser SEGO-UTB pour résoudre ce problème.

Dans cette section, on commence par présenter le problème d’optimisation lié à la configuration

avion introduite. Ensuite, on détaille les tests réalisés suivi de l’analyse des résultats obtenus à tra-

vers des courbes de convergence et des courbes de coordonnées parallèles. Ce travail a été réalisé

en collaboration avec Alessandro Sgueglia 2, en thèse dans l’équipe de recherche [115].

5.1.1 Présentation du problème d’optimisation

Le problème d’optimisation lié à cette configuration consiste à minimiser la quantité totale

d’énergie consommée, ou total energy consumption (TEC) (c.-à-d. la somme de l’énergie consom-

mée en carburant et en électricité) en modifiant la géométrie de l’avion (par exemple les ailes,

l’empennage horizontal et l’empennage vertical).

L’aile se définit plus particulièrement avec la surface Sw , le rapport de forme ARw , la position

sur le fuselage xw et l’angle de flèche à 25% de la corde Λ25,w . L’empennage horizontal et l’em-

pennage vertical sont respectivement paramétrés par la surface SHT et SVT, le rapport de forme

ARHT et ARVT et l’angle de flèche à 25% de la corde Λ25,HT et Λ25,VT. En ce qui concerne la chaîne

de propulsion, on considère le volume des batteries τb . On prend aussi en compte l’altitude de

croisière hcr ui se pour obliger l’avion à voler au maximum de l’efficacité aérodynamique. Grâce à

ces notations, on écrit le vecteur des 12 variables de conception

x = [
xw ,Sw , ARw ,Λ25,w ,SHT, ARHT,Λ25,HT,SVT, ARVT,Λ25,VT,τb ,hcr ui se

]>
qui contient les paramètres géométriques de l’aile, de l’empennage horizontal et de l’empennage

vertical.

Les bornes du domaine de conception Ω⊂R12 sont données par le Tableau 5.1 pour lequel les

valeurs sont choisies de manière classique pour le type de configuration considérée [104].

Pour assurer la faisabilité de l’avion, l’aile doit contenir suffisamment de carburant pour une

mission complète (c.-à-d. MFW ≥ m f avec MFW la masse maximale de carburant pouvant être

contenue dans l’aile et m f la masse nécessaire de carburant pour réaliser la mission définie dans

la Section 5.1) et générer la portance nécessaire pour la phase d’approche (c.-à-d. CLmax ≥ CLapp

où CLmax est le coefficient de portance maximal développé par l’aile et CLapp est le coefficient de

portance nécessaire en phase d’approche). L’empennage horizontal doit assurer un moment de

tangage positif au décollage [99] (Mt akeo f f = 0). L’empennage vertical est contraint de contre-

balancer le lacet du fuselage en vol de croisière [99] (Ncr ui se = 0). Les batteries sont sujettes à

1. https ://github.com/fast-aircraft-design/FAST-OAD
2. ONERA, DTIS, Université de Toulouse, Toulouse, France & ISAE-Supaéro, DCAS, Université de Toulouse, Tou-

louse, France
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TABLEAU 5.1 – Définition du domaine de conception.

Variable Unit Min. Max. Symbol Variable Unit Min. Max. Symbol

hcr ui se [kft] 27 35 DV_11 SHT [m2] 20 80 DV_4
τb [m3] 1.5 3.0 DV_10 ARHT − 3 5 DV_5
xw [m] 15 18 DV_0 Λ25,HT [°] 25 45 DV_6
Sw [m2] 100 130 DV_1 SVT [m2] 20 50 DV_7
ARw − 9 12 DV_2 ARVT − 1 2 DV_8
Λ25,w [°] 20 45 DV_3 Λ25,VT [°] 30 45 DV_9

deux contraintes liées à des exigences de puissance et d’énergie disponible. D’une part, les bat-

teries sont forcées de produire suffisamment de puissance au décollage (Pb ≥ Pt akeo f f ). D’autre

part, on oblige qu’il y ait au moins 20% de l’énergie maximale disponible dans les batteries lors

de l’atterrissage. Le paramètre qui contrôle la quantité d’énergie restante est l’état de charge, ou

state of charge (SoC) défini comme le ratio entre l’énergie consommée et la capacité énergétique

totale. Cette condition permet de définir la deuxième exigence sur les batteries (SoCmi n ≥ 0.20),

où SoCmi n est la limite de sécurité pour ne pas endommager le système [130]. On introduit aussi

deux contraintes de stabilité. La première permet d’assurer la stabilité statique longitudinale de

l’avion. Elle utilise la marge statique SM qui doit être supérieure à SMmi n = 0.05 [99]. La deuxième

assure que l’avion réponde suffisamment rapidement aux commandes. Il est nécessaire de ne

pas avoir une stabilité statique longitudinale trop forte. On a donc une marge statique maxi-

male SMmax = 0.10 à ne pas dépasser [99]. D’autres contraintes proviennent de restrictions clas-

siques des aéroports pour le concept d’avion considéré. La longueur de piste au décollage, ou

takeoff field length (TOFL) et l’envergure de l’aile bw ne doivent pas dépasser respectivement

TOFLmax = 2.2 km et bwmax = 36 m [28]. Pour finir, la dernière contrainte oblige l’avion à voler

à l’altitude maximale d’efficacité, c.-à-d. CLcr ui se = CLopt où CLcr ui se est le coefficient de portance

en croisière et CLopt est le coefficient optimal. Pour résumer, les contraintes d’égalité sont données

par h = [M,N ,CLcr ui se −CLopt ]> et les contraintes d’inégalité par g = [bwmax −bw ,MFW−m f ,CLmax−
CLapp ,SoC−SoCmi n ,Pb −Pt akeo f f ,TOFLmax −TOFL,SM−SMmi n , SMmax −SM]>.

Pour chacune des contraintes prises en compte dans ce problème, il existe une tolérance sur

la violation qui est conduite par les propriétés physiques du problème [104]. Ces tolérances sont

données par εh = [
10−2,10−2,10−2

]>
pour les contraintes d’égalité h et

εg = [
10−2,100,10−2,10−2,1000,100,10−2,10−2

]>
pour les contraintes d’inégalité g .

Finalement, on obtient le problème MDO suivant :

min
x∈Ω

{
TEC(x) s.t. g (x) ≥ 0 et h(x) = 0

}
, (5.1)

qui comprend 12 variables de conception, 11 contraintes dont 3 d’égalité et 8 d’inégalité. Le Ta-

bleau 5.2 résume le problème d’optimisation introduit dans cette section.

5.1.2 Choix des algorithmes et détails des tests réalisés

On ne considère dans cette section que COBYLA [90], NOMAD [3, 65], SEGO [108] et SEGO-

UTB à cause du temps de calcul CPU prohibitif des autres méthodes CBO (voir Tableau 4.4).

Comme, NOMAD-VNS ne s’est pas révélé plus performant que NOMAD sur l’ensemble de 29 pro-
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TABLEAU 5.2 – Définition du problème d’optimisation du concept hybride.

Catégorie Nom Taille Inférieure Supérieure Égalité Unité
Minimiser TEC 1 – – – [GJ]
Variables hcr ui se 1 27 35 – [kft]

τb 1 1.5 3.0 – [m3]
xw 1 15 18 – [m]
Sw 1 100 130 – [m2]

ARw 1 9 12 – –
Λ25,w 1 20 45 – [°]
SHT 1 20 80 – [m2]

ARHT 1 3 5 – –
Λ25,HT 1 25 45 – [°]

SVT 1 20 50 – [m2]
ARVT 1 1 2 – –
Λ25,VT 1 30 45 – [°]

Total variables – 12 – – – –
Contraintes bw 1 – 36 – [m]

MFW−m f 1 0 – – [kg]
CLmax −CLapp 1 0 – – –

SoC 1 0.2 – – –
Pb −Pt akeo f f 1 0 – – [W]

TOFL 1 – 2 200 – [m]
SM 1 0.05 0.10 – –
M 1 – – 0 [N/m]
N 1 – – 0 [N/m]

CLcr ui se −CLopt 1 – – 0 –
Total contraintes 11 – – – – –

blèmes en Section 4.3, on a donc fait le choix de ne pas l’inclure dans les méthodes d’optimisation

à tester. Toutes les implémentations des méthodes restent les mêmes que dans la Section 4.3.1.

Pour SEGO-UTB, on utilise la mise à jour du seuil de doute qui donne les meilleurs résultats sur

l’ensemble des 29 problèmes, c.-à-d. SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) (voir Section 4.2). On utilise éga-

lement le noyau de covariance gaussien pour SEGO et SEGO-UTB car il a montré les meilleurs

performances de convergence (voir Section 4.2). Pour finir et afin de réduire le biais introduit par

le choix du DoE initial, on réalise 10 optimisations par méthode à partir de 10 DoE initiaux préa-

lablement générés et communs aux méthodes qui nécessitent ce type d’initialisation.

5.1.3 Analyse des résultats

Dans cette section, on analyse les résultats des optimisations réalisées avec SEGO-UTB, SEGO,

COBYLA et NOMAD. Pour cela, on trace d’abord les courbes de convergence des différentes mé-

thodes. Ensuite, on affiche la forme en plan obtenue par quelques méthodes d’optimisation. Enfin,

on compare les différentes configurations obtenues grâce à des courbes de coordonnées paral-

lèles.
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5.1.3.1 Courbes de convergence

Dans cette section, on trace les courbes de convergence pour chacune des méthodes prises

en compte en utilisant les données des 10 optimisations réalisées par méthode. Comme dans la

Section 4.2.3.2, on choisit une valeur de pénalisation de 4 ·105 et un facteur d’écart type de 4. Pour

plus d’information sur la création des courbes de convergence, on invite le lecteur à se référer à la

Section 4.2.3.2.

La Figure 5.2 représente les courbes de convergence pour le problème de conception d’avion

hybride. On remarque clairement que SEGO et SEGO-UTB surpassent COBYLA et NOMAD. En
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FIGURE 5.2 – Courbes de convergence du problèmes d’optimisation du concept hybride pour SEGO-UTB,
SEGO, COBYLA et NOMAD. La ligne en pointillé grise verticale indique le nombre de points d’échantillo-
nage dans le DoE initial.

réalité, on voit que NOMAD semble incapable de trouver un point faisable. Ceci est dû à la pré-

sence de contraintes d’égalité que NOMAD est incapable de prendre en compte efficacement. Le

fort écart type pour COBYLA suggère que la méthode ne converge pas toujours vers le même op-

timum pour toutes les optimisations. Pour finir, SEGO-UTB (τ : I-Exp-1) converge systématique-

ment et le plus rapidement vers la meilleure valeur du problème d’optimisation découverte. Les

courbes de convergence de SEGO-UTB pour les autres mises à jour du seuil de doute sont dispo-

nibles dans la Figure A.8.

5.1.3.2 Courbes de coordonnées parallèles et formes en plan

Dans ce qui suit, on utilise les courbes de coordonnées parallèles, ou parallel plots pour illus-

trer le comportement exploratoire des méthodes d’optimisation testées.

Avec les courbes de coordonnées parallèles, on affiche les valeurs de certaines données ci-

blées pendant le processus d’optimisation pour une méthode donnée (par exemple les valeurs
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des variables de conception évaluées). Plus particulièrement, on choisit de représenter sur l’axe

des abscisses le nom des données ciblées (le nombre d’itérations, les douze variables de concep-

tion, la fonction objectif et la violation des contraintes) et sur l’axe des ordonnées, les valeurs de

ces quantités d’intérêt. En plus de cela, on utilise le rouge pour la configuration optimale (c.-à-d. la

meilleure configuration trouvée par l’ensemble des méthodes), le noir pour l’optimum trouvé par

la méthode considérée, le vert pour les configurations faisables évaluées et le bleu pour les confi-

gurations non faisables. A cause de la nature stochastique des tests, on construit les courbes de

coordonnées parallèles avec l’optimisation médiane d’une méthode. Pour construire ces courbes

de coordonnées parallèles, on procède comme suit : pour chaque optimisation réalisée, on stocke

la meilleure valeur faisable (voir Section 4.2.3.3). Si aucune des optimisations ne converge vers

un point faisable, on collecte la violation minimale rencontrée. L’optimisation médiane est finale-

ment sélectionnée en se reposant sur les valeurs collectées sur les 10 optimisations.

Les Figures 5.3 et 5.4 représentent les courbes de coordonnées parallèles obtenues pour SEGO-

UTB, SEGO, COBYLA et NOMAD. On remarque que SEGO-UTB et SEGO exploitent beaucoup

plus l’ensemble des données que COBYLA et NOMAD. Ceci permet à SEGO-UTB et SEGO de trou-

ver un point faisable plus rapidement que COBYLA et NOMAD. En fait, la majorité des configura-

tions testées par SEGO et SEGO-UTB sont faisables, ce qui est montré par la quantité importante

de courbes vertes, contrairement à COBYLA et NOMAD. En particulier, NOMAD ne trouve aucun

point faisable. Le caractère exploratoire de SEGO-UTB se repère entre les évaluations 450 et 480

où la majorité des courbes sont bleues. Mis à part les facteurs de forme de l’empennage hori-

zontal et vertical (DV_5 et DV_8), SEGO et SEGO-UTB convergent vers les valeurs de l’optimum.

On remarque également que COBYLA évalue des points en dehors du domaine de conception.

Par exemple, pour l’angle de flèche de l’aile (DV_3), on voit une courbe sortant du domaine de

conception. Toutefois, la meilleure configuration découverte par COBYLA est proche de la confi-

guration optimale (≈ 5%) même si certaines variables de conception sont différentes de l’optimum

notamment le facteur de forme de l’empennage horizontal. En réalité, ces variables sont de faible

importance [116]. En effet, la variable qui contrôle l’optimisation est le volume de batteries dont

la valeur optimale est trouvée par COBYLA, SEGO et SEGO-UTB.

Pour finir, on commente les formes en plan de l’optimisation médiane de COBYLA et SEGO-

UTB. On choisit de ne pas inclure la forme en plan de SEGO car il donne les mêmes résultats que

SEGO-UTB. De plus, NOMAD n’est pas représenté puisqu’il ne fournit pas de configuration fai-

sable. Enfin, on ajoute la forme en plan de la configuration de référence donnée par les experts.

Les trois formes en plan sont finalement représentées sur la Figure 5.5. La différence entre ces

formes en plan est clairement observable. On note que les solutions de SEGO-UTB et COBYLA ont

un angle de flèche de l’aile plus faible que la configuration de référence. Cette réduction d’angle de

flèche est suggérée par les livres de conception [104] afin de réduire les effets de compressibilité.

Malgré le régime transsonique, avec un nombre de Mach de 0.78, la traînée d’onde ne diverge pas

encore et l’optimum se trouve dans une zone de faible angle de flèche ce qui améliore l’aérodyna-

mique. Le minimum découvert par COBYLA correspond à la meilleure solution aérodynamique

parmi les trois formes en plan représentées. Cependant, un angle de flèche plus grand tend à faire

augmenter la masse de l’aile ce qui est pénalisant pour les performances globales de l’avion. Au

contraire, le minimum choisi par SEGO-UTB est un équilibre entre les performances aérodyna-

miques et la réduction de masse de l’avion. Par conséquent, les empennages sont plus petits afin



130 CHAPITRE 5. APPLICATION À LA CONCEPTION AVION AVANT-PROJET

(a) SEGO-UTB (τ : I-Exp-1). (b) COBYLA.

FIGURE 5.3 – Courbes de coordonnées parallèles utilisant l’optimisation médiane du concept hybride pour
SEGO-UTB et COBYLA. En bleu : les configurations non faisables ; en vert ; les configurations faisables ; en
noir : l’optimum de la méthode considérée; en rouge : l’optimum.
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(a) SEGO. (b) NOMAD.

FIGURE 5.4 – Courbes de coordonnées parallèles utilisant l’optimisation médiane du concept hybride pour
SEGO et NOMAD. En bleu : les configurations non faisables ; en vert ; les configurations faisables ; en noir :
l’optimum de la méthode considérée; en rouge : l’optimum.
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FIGURE 5.5 – Une des formes en plan obtenue par SEGO-UTB (en rouge), COBYLA (en vert) et la configura-
tion de référence (en gris) du concept hybride.

de prendre en compte la réduction de la masse et de la surface de l’aile.

5.1.4 Conclusion

Dans cette section, on a comparé les performances de SEGO et SEGO-UTB avec les méthodes

d’optimisation présentées dans la Section 4.3.1.

Pour cela, on a d’abord introduit la configuration d’avion étudiée. C’est une configuration

hybride comportant des moteurs électriques distribués le long des ailes. L’ensemble des dépen-

dances entre les disciplines nécessaires à la conception est géré par l’outil FAST. L’objectif est en-

suite de concevoir cet avion pour qu’il consomme le moins d’énergie possible. Mathématique-

ment parlant, cet objectif se traduit par un problème MDO comprenant 12 variables de concep-

tion, 8 contraintes d’inégalité et 3 contraintes d’égalité.

Ensuite, on a réalisé l’optimisation de cette configuration avec SEGO, SEGO-UTB, NOMAD et

COBYLA. On n’a pas utilisé les méthodes PESC [51], SUR [83], ALBO [84] et EFI [112] au vu du

temps de calcul CPU prohibitif qu’elles nécessitent pour converger (voir Tableau 4.4).

Par la suite, on a choisi de comparer les résultats grâce à trois outils : les courbes de conver-

gence, les courbes de coordonnées parallèles et les formes en plan.

1. Les courbes de convergence ont montré que SEGO et SEGO-UTB convergent systématique-

ment vers l’optimum global du problème. Au contraire, NOMAD et COBYLA convergent dif-

ficilement à chaque fois. En particulier, NOMAD ne réussit pas à trouver un avion faisable.

Ceci est dû à la présence de contraintes d’égalité que NOMAD est incapable de prendre en

compte efficacement.
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2. Les courbes de coordonnées parallèles ont révélés que certaines variables sont de faible im-

portance vis à vis de l’optimum; par exemple le facteur de forme de l’empennage horizontal.

De plus, on a remarqué que lorsque COBYLA converge, il converge vers l’optimum global du

problème.

3. Les formes en plan ont offert une autre perspective vis à vis des résultats. On a constaté que

SEGO et SEGO-UTB convergent vers un compromis entre l’aérodynamique et la résistance

structurelle de l’avion alors que COBYLA converge vers un optimum aérodynamique.

Dans la section suivante, on s’intéresse à une application industrielle de SEGO et ses autres va-

riantes développées à l’ONERA pour évaluer leur capacité sur un problème industriel.

5.2 Conception d’une configuration avion de recherche à Bombardier

Aviation

A Bombardier Aviation, la conception avion avant-projet repose sur un processus MDO qui n’a

pas cessé d’évoluer au cours de la dernière décennie. Ceci assure que les nouveaux programmes

de conception produisent un avion efficace et compétitif [85]. Pour réussir, Bombardier Aviation

a développé un processus multi-niveaux, multi-fidélité et multi-disciplinaire pour affiner la confi-

guration d’un avion du début de la conception jusqu’à la conception détaillée [88].

Le premier élément de ce processus est l’optimisation de conception multi-disciplinaire concep-

tuelle, ou conceptual multi-disciplinary design optimization (CMDO). Le principal objectif du

processus CMDO est d’explorer l’espace de conception tout en respectant des contraintes défi-

nies grâce aux programmes de développement avion précédents et à des nécessités de commer-

cialisation. Grâce à ce processus d’optimisation, on est capable d’obtenir une configuration avion

qui considère le dimensionnement structurel des principaux composants et systèmes. Cet avion

conceptuel génère ensuite des exigences de conception qui sont validées par des processus de

plus haute-fidélité : les processus d’optimisation de conception multi-disciplinaire préliminaire,

ou preliminary multi-disciplinary design optimization (PMDO) et d’optimisation de conception

multi-disciplinaire détaillée, ou detailed multi-disciplinary design optimization (DMDO).

Le deuxième élément, correspondant au processus PMDO, se concentre sur l’analyse aérodyna-

mique et structurelle de l’aile. L’objectif principal est ici de raffiner le dimensionnement de l’aile

afin de valider certaines entrées du processus CMDO; par exemple les polaires de traînée et le

poids de l’aile. Avec ce processus de plus haute-fidélité, on produit une version détaillée des géo-

métries internes et externes de l’aile, ainsi que sa structure initiale. On souligne qu’on ne traite

pas le processus DMDO qui n’est pas encore automatisé comme le sont les processus PMDO et

CMDO.

Les principales entrées pour initier la conception d’une nouvelle configuration avion sont des

ensembles d’exigences provenant de l’équipe de commercialisation; par exemple le nombre de

Mach en croisière, le rayon d’action de l’avion, les performances et l’opérabilité en aéroports cri-

tiques. Chacune de ces exigences, ou contraintes, nécessite une convergence entre la CMDO et la

PMDO afin de produire une configuration robuste. Toutefois, le nombre d’exigences à analyser est

grand ce qui nécessite un temps de calcul CPU important.

Le processus CMDO se compose d’un ensemble de nombreux modules de basse fidélité re-

présentant les disciplines aéronautiques. Chacun de ces modules utilise ses propres variables
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de conception ce qui augmente fortement la dimension du problème d’optimisation. Par consé-

quent, l’exploration du domaine de conception devient coûteuse en temps de calcul CPU. Ainsi,

un processus d’optimisation peut prendre plusieurs jours à être réalisé. De même, le processus

PMDO est formé d’un grand nombre de variables de conception nécessaires à la définition de la

géométrie de l’aile et du modèle aéro-structure. Le processus complet prend dans ce cas plusieurs

semaines. Ces temps de calcul prohibitifs poussent donc à l’utilisation de méthodes d’optimisa-

tion peu gourmandes en temps de calcul. C’est pourquoi dans cette section, on évalue les per-

formances de la toolbox SEGOMOE [9], comprenant les algorithmes SEGO [108], SEGOMOE [9],

SEGO-UTB et SEGOMOE utilisant UTB (SEGOMOE-UTB), sur ce problème MDO de conception

avion avant-projet.

Pour cela, on détaille d’abord les processus CMDO et PMDO. Ensuite, on introduit la configu-

ration avion de recherche de Bombardier, ou Bombardier research aircraft configuration (BRAC)

utilisée pour évaluer la toolbox SEGOMOE. Puis, on présente les algorithmes d’optimisation, qui

sont classiquement utilisés à Bombardier Aviation pour concevoir les nouvelles configurations,

que l’on compare avec la toolbox SEGOMOE. On souligne que ce travail s’inscrit dans un accord

de collaboration sur la MDO entre l’ONERA, l’ISAE-SUPAERO et Bombardier Aviation. L’évaluation

de la toolbox SEGOMOE sur les processus CMDO et PMDO est réalisée lors d’une mobilité inter-

nationale à Bombardier Aviation à Montréal (CA) de Mai 2019 à Août 2019. De plus, cette étude est

possible grâce à la collaboration active de Hugo Gagnon 3, Stéphane Dufresne 4 et Ian Chittick 5.

5.2.1 Une optimisation industrielle multi-niveaux, multi-fidélité et multi-disciplinaire

Dans cette section, on introduit les deux premiers niveaux du processus d’optimisation multi-

disciplinaire développés à Bombardier Aviation. On présente d’abord le processus CMDO. Ensuite,

le processus PMDO est décrit.

5.2.1.1 Cadre de l’optimisation multi-disciplinaire conceptuelle, ou conceptual multi-disciplinary

design optimisation framework

Le processus CMDO est le premier niveau du déroulement multi-niveaux de la MDO à Bom-

bardier Aviation. Il considère les principales disciplines aéronautiques comme l’aérodynamique,

la structure, les systèmes, le poids et l’équilibrage, les performances, la stabilité et les coûts. A

cause de ce nombre important de disciplines, on considère un niveau de fidélité faible corres-

pondant à des méthodes simples et empiriques ou reposant sur la physique. Par exemple, pour

le module aérodynamique, une méthode interne à Bombardier Aviation est utilisée pour évaluer

le coefficient de portance maximum CLmax tandis qu’une méthode de vortex-lattice [35] couplée

à un code de calcul aérodynamique 2D est adoptée pour calculer la traînée à haute vitesse des

surfaces de contrôle. De la même manière, d’autres disciplines peuvent combiner plusieurs ana-

lyses de fidélité différente afin d’obtenir la précision et la vitesse de calcul désirées. On utilise le

processus CMDO décrit ci-dessus pour explorer l’espace de conception, optimiser des exigences

de commercialisation, valider des études de cas, valider l’insertion de nouvelles technologies, sé-

lectionner des configurations avion prometteuses, et définir des cibles de performance [88].

3. Engineering Professional, Advanced Design, hugo.gagnon@aero.Bombardier.com.
4. Senior Engineering Specialist, Specialized Aircraft, stephane.dufresne@aero.Bombardier.com.
5. Engineering Specialist, Advanced Aerodynamics, ian.chittick@aero.Bombardier.com.



5.2. CONCEPTION D’UNE CONFIGURATION AVION À BOMBARDIER AVIATION 135

Les variables de conception classiquement utilisées dans le processus CMDO sont la surface

de l’aile, la forme en plan de l’aile ainsi qu’un facteur d’échelle moteur dans le cas d’une architec-

ture à motorisation choisie. On peut aussi prendre en compte le ratio entre la corde et l’épaisseur

de l’aile ainsi que la position des longerons le long de la corde pour différentes localisations le

long de l’envergure de l’aile. Les contraintes du processus d’optimisation sont définies à partir des

performances de l’avion comme la longueur de piste équivalente, ou balanced field length (BFL),

la vitesse d’approche (V
ref

), l’altitude initiale de croisière, ou initial cruise altitude (ICA), le rayon

d’action pour différentes missions, et la capacité à atterrir et à décoller sur des aéroports critiques.

Des considérations systèmes et géométriques peuvent aussi être prises en compte comme l’inté-

gration du train d’atterrissage ou la taille de la corde en bout d’aile. Différentes fonctions objectifs

peuvent être utilisées ; par exemple la masse maximale au décollage, ou maximum take-off weight

(MTOW), le coût, l’impact climatique, ou une combinaison des trois. Dans ce qui suit, seulement

la MTOW est employée puisqu’elle combine les effets relatifs au coût et à l’impact climatique.

Le processus CMDO est implémenté dans Isight [132] qui est un logiciel commercial d’inté-

gration de processus de conception. Il est distribué par Dassault Systèmes.

Pour finir, la configuration obtenue avec le processus CMDO est donnée en entrée au proces-

sus PMDO. Le processus PMDO est introduit dans la section suivante.

5.2.1.2 Cadre de l’optimisation multi-disciplinaire préliminaire, ou preliminary multi-disciplinary

design optimisation framework

Le processus PMDO est le deuxième niveau du déroulement multi-niveaux de la MDO à Bom-

bardier Aviation. Comparé à CMDO, on réduit la portée de la conception au couplage entre l’aéro-

dynamique et la structure en considérant des outils de plus haute-fidélité. L’objectif est d’obtenir

une ligne de moule externe, ou outer mold lines (OML) de l’aile qui est aérodynamiquement effi-

cace pour des vols à haute et à basse vitesses tout en assurant de bonnes performances pour des

conditions critiques hors conception. De plus, l’OML doit être faisable structurellement, c.-à-d.

avec un poids faible et respectant des contraintes de volume.

PIPERNI et al. [88] ont décrit le processus PMDO en détail. Bien que de nombreux modules

soient inchangés, le processus PMDO a continué d’évoluer. On explique, dans ce manuscrit, les

grandes lignes de cette procédure de conception qui sont nécessaires à la compréhension global

du travail. Les surfaces de l’avion sont mises à jour à partir d’un modèle paramétrique utilisant

l’outil de conception assistée tridimensionnelle interactive appliquée version 5 (CATIA v5) déve-

loppé par Dassault Systèmes. Le générateur de maillage reposant sur CATIA développé à Bom-

bardier (MBGRID) [87] et le full aircraft Navier-Stokes code (FANSC) sont utilisés pour calculer

l’aérodynamique de l’avion pour différentes hautes vitesses et chargements statiques. Les char-

gements extérieurs sont ensuite transférés au maillage structurel de l’aile généré par l’Automatic

Wing Structural Optimization Module (AWSOM) qui minimise le poids du caisson de voilure prin-

cipale en respectant diverses marges et contraintes de sécurité. Pour les basses vitesses, on utilise

le critère semi-empirique de Valarezo [131] avec VSAERO [68]. Pour finir, la traînée à haute vitesse

et le poids de la structure sont reliés à travers une équation fractionnaire décrite dans le travail de

PIPERNI et al. [86].

L’architecture du processus PMDO a fortement changé avec la maturation de la méthode d’op-

timisation reposant sur l’adjoint développé à Bombardier (BOOST) [102, 114]. La méthode ad-
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jointe est un outil efficace pour calculer les dérivées nécessaires à l’optimisation de la forme aé-

rodynamique. Cette optimisation utilise des simulations très longues en temps CPU et considère

un grand nombre de variables de conception. Pour intégrer l’adjoint aérodynamique dans un en-

vironnement multi-disciplinaire, un processus hybride adjoint-MDO a été développé [29] comme

le montre la Figure 5.6. D’abord, une optimisation aéro-structure est réalisée dans Isight (voir
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FIGURE 5.6 – Schéma simplifié du processus hybride adjoint-MDO

schéma de gauche de la Figure 5.6) en faisant varier la forme en plan de l’aile, le vrillage de l’aile et

la distribution de l’épaisseur. Ensuite, une optimisation de la forme aérodynamique est effectuée

avec BOOST, voir schéma de droite de la Figure 5.6, où la traînée est minimisée en faisant varier

la forme des surfaces portantes et le chargement de l’aile. Ces deux étapes sont répétées jusqu’à

convergence. On s’intéresse ici à la méthode d’optimisation principale utilisée pour contrôler l’op-

timisation aéro-structure (en gras dans le schéma de gauche de la Figure 5.6). Celle-ci est actuel-

lement le verrou du processus PMDO.

Pour conclure cette section sur le processus multi-niveaux MDO développé à Bombardier

Aviation, on a d’abord introduit le processus CMDO qui prend en compte un grand nombre de

disciplines de basse fidélité. Ensuite, le résultat obtenu par le processus CMDO est donné en en-

trée du processus PMDO qui raffine le forme et la structure de l’aile à l’aide de modèles de plus

haute fidélité. Dans la section suivante, on présente la configuration avion sur laquelle ces deux

processus MDO sont appliqués.

5.2.2 Le problème d’optimisation de la configuration de recherche de Bombardier, ou

Bombardier research aircraft configuration

La configuration considérée dans ce travail est représentative d’un petit avion d’affaires que

l’on nomme BRAC. Elle repose sur le Challenger 300 et est développée pour les partenariats entre

Bombardier Aviation et le milieu académique afin de faciliter la publication. Une représentation

de la référence de la BRAC est donnée par la Figure 5.7. Dans la suite de cette section, on introduit

les problèmes CMDO et PMDO liés à cette configuration.
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FIGURE 5.7 – La configuration de référence de la BRAC.

5.2.2.1 Le problème d’optimisation multi-disciplinaire conceptuel, ou conceptual multidisciplinary

design optimisation case

Le problème CMDO de la BRAC repose sur une version modifiée des exigences de commercia-

lisation du Challenger 300. C’est donc une configuration représentative d’un problème de concep-

tion avion industriel. Pour des raisons de confidentialité, les bornes exactes des variables de concep-

tion et des contrainte ne sont pas données ici.

Mathématiquement, on écrit le problème CMDO de la BRAC comme suit :

min
x∈[0,1]12

{
MTOW(x) s.t. g (x) ≤ B

}
, (5.2)

où x ∈ [0,1]12 est le vecteur contenant les variables de conception décrites dans le Tableau 5.3,

g :R12 7→R8 est le vecteur des fonctions de contrainte exposées dans le Tableau 5.4 et B est le vec-

teur des bornes associées à ces contraintes. Pour des raisons de confidentialité, B n’est pas donné

TABLEAU 5.3 – Définition de l’espace de conception CMDO.

Indice Var. Nom Var. Symbole Var.

x[0] Facteur d’échelle du moteur DV_0
x[1] Facteur de forme de l’aile DV_1
x[2] Surface de l’aile DV_2
x[3] Angle de flèche du bord de fuite intérieur de l’aile DV_3
x[4−5] Emplacements le long de la corde du longeron arrière de l’aile DV_4-5
x[6] Angle de flèche de l’aile DV_6
x[7] Coefficient d’effilement de l’aile DV_7
x[8−11] Rapports entre le maximum d’épaisseur de l’aile et la corde DV_8-11

explicitement.

On souligne que le rayon d’action nominal est toujours atteint car satisfait implicitement dans

le processus CMDO présenté dans la Section 5.2.1.1. De plus, la référence de la BRAC (voir Fi-

gure 5.7) n’est pas faisable dans le processus CMDO. Ceci est sans conséquence puisqu’elle n’est

pas utilisée comme point initial de l’optimisation. Pour finir, pour des raisons industrielles, le pro-
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TABLEAU 5.4 – Définition des contraintes CMDO.

Indice Cst. Nom Cst. Indice des bornes

g [0] BFL B[0]
g [1] ICA B[1]
g [2] Vr e f B[2]
g [3] Excédant de carburant B[3]
g [4] Performance de montée B[4]
g [5] Rayon d’action à grande vitesse B[5]
g [6] Espacement du train d’atterrissage B[6]
g [7] Corde en bout d’aile B[7]

cessus CMDO de la BRAC ne doit pas dépasser plus de 8 heures de calcul.

5.2.2.2 Le problème d’optimisation multi-disciplinaire préliminaire, ou preliminary multidisciplinary

design optimisation case

Comme mentionné dans la Section 5.2.1.2, on s’intéresse à l’aspect aéro-structure du proces-

sus PMDO représenté par la moitié gauche de la Figure 5.6. Comme pour le processus CMDO de

la BRAC, l’objectif du problème PMDO de la BRAC est de minimiser la MTOW :

min
x∈[0,1]19

{
MTOW(x) s.t. g (x) ≤ B

}
. (5.3)

Les variables de conception concernent la géométrie des ailes et des ailettes. Elles sont décrites

dans le Tableau 5.5. La surface de l’aile et la taille du moteur sont constantes au niveau du proces-

TABLEAU 5.5 – Définition de l’espace de conception PMDO.

Indice Var. Nom Var. Symbole Var.

x[0] Envergure de l’aile DV_0
x[1] Angle de flèche du bord d’attaque de l’aile DV_1
x[2] Emplacement de cassure de l’aile DV_2
x[3] Corde en bout d’aile DV_3
x[4−7] Distributions du vrillage de l’aile DV_4-7
x[8−13] Rapports maximale entre l’épaisseur et la corde de l’aile DV_8-13
x[14] Angle de flèche du bord de fuite intérieur de l’aile DV_14
x[15] Angle du dièdre de l’ailette DV_15
x[16] Envergure de l’ailette DV_16
x[17−18] Vrillages de l’ailette DV_17-18

sus PMDO et sont données par l’optimum de la CMDO de la BRAC. De même, l’emplacement des

longerons est fixé à la valeur du résultat de la CMDO. Les contraintes imposées pour la PMDO de

la BRAC sont listées dans le Tableau 5.6. La fraction de carburant disponible est le rapport entre la

quantité de carburant disponible dans l’aile comparé à la quantité de carburant nécessaire pour

réaliser la mission. La déformation du vrillage en bout d’aile est une contrainte dynamique qui

empêche l’aile d’être trop flexible. Comme pour la CMDO de la BRAC, les bornes ne sont pas don-

nées pour des raisons de confidentialité. Finalement, la PMDO de la BRAC prend en compte 19

variables de conception et 5 contraintes ce qui est représentatif d’une application industrielle du



5.2. CONCEPTION D’UNE CONFIGURATION AVION À BOMBARDIER AVIATION 139

TABLEAU 5.6 – Définition des contraintes PMDO.

Indice Cst. Nom Cst. Indice des bornes

g [0] Fraction de volume disponible B[0]
g [1] CLmax avec train atterrissage rétracté B[1]
g [2] Angle d’inclinaison en croisière B[2]
g [3] Espacement du train d’atterrissage B[3]
g [4] Déformation du vrillage en bout d’aile B[4]

processus PMDO.

Pour conclure cette section, on a introduit les deux problèmes liés à la CMDO et à la PMDO

de la BRAC. D’une part, la CMDO de la BRAC prend en compte 12 variables de conception et 8

contraintes ce qui est représentatif d’un problème industriel de CMDO. D’autres part, la PMDO

de la BRAC considère 19 variables de conception et 5 contraintes ce qui est également représen-

tatif d’un problème industriel de PMDO. Dans la section suivante, on introduit les différentes mé-

thodes d’optimisation évaluées pour résoudre ces deux problèmes.

5.2.3 Les méthodes d’optimisation

Dans cette section, on s’intéresse aux méthodes d’optimisation qui sont utilisées pour ré-

soudre les problèmes CMDO et PMDO de la BRAC. Ces deux problèmes peuvent être reformulés

de la manière suivante :

min
x∈Ω

{
f (x) s.t. g (x) ≥ 0

}
, (5.4)

où f : Rd 7→ R est la fonction objectif, g : Rd 7→ Rm sont les contraintes d’inégalité et x ∈ Ω ⊂ Rd

est le vecteur des variables de conception. Deux des méthodes d’optimisation sont directement

incluses dans le logiciel Isigth que l’on est obligé d’utiliser à cause des processus CMDO et PMDO.

Pour la toolbox SEGOMOE, on a développé une interface permettant son utilisation dans Isigth.

La Figure 5.8 représente cette interface, résultat d’une partie du travail réalisé lors de la mobilité

internationale.

Dans cette section, on va commencer par introduire les méthodes CBO de la toolbox SEGO-

MOE qui sont utilisées. Ensuite, on introduit les deux méthodes implémentées dans Isight qui

servent de référence.

5.2.3.1 Les méthodes d’optimisation Bayésienne

Les algorithmes SEGO, SEGOMOE, SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB sont les quatre méthodes

CBO utilisées dans cette étude, et disponibles dans la toolbox SEGOMOE. Pour SEGO-UTB et

SEGOMOE-UTB, on utilise une mise à jour du seuil de doute exponentielle décroissante de type 1

(voir Figure 4.3). Pour chacune de ces méthodes CBO, on utilise la fonction d’acquisition WB2S [9]

(voir (2.35)) combinée à des modèles KPLS à noyau gaussien [17] (voir Section 2.1.4.2) puisque le

nombre de variables de conception est plus grand que 10. On fixe le nombre de composantes du

modèle KPLS à 4 correspondant à la valeur par défaut.
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FIGURE 5.8 – Interface de la toolbox SEGOMOE dans Isight.

5.2.3.2 Les méthodes d’optimisation d’Isight

Le logiciel Isigth [132] fournit plusieurs méthodes d’optimisation déjà implémentées. Dans ce

travail, on se concentre sur deux des méthodes d’optimisation sans dérivées les plus populaires :

l’algorithme d’optimisation évolutionnaire, ou evolutionary optimization algorithm (Evol) [113]

et une variante de l’algorithme du "chien de détection", ou variant of the Pointerdog algorithm

(Pointer-2) [132].

Evol est un algorithme évolutionnaire qui fait muter le meilleur point connu en ajoutant une

perturbation normalement distribuée aux variables de conception. L’écart type de la loi normale

est adapté au cours de la procédure d’optimisation afin de résoudre le problème considéré avec

un nombre minimal d’évaluations. Cet algorithme simple est amélioré par différentes options

comme : (1) une vérification que tous les points calculés sont différents, (2) une augmentation

de l’écart type quand le même point est toujours évalué, (3) une recherche dans une direction

canonique choisie aléatoirement, et (4) une exécution parallèle de l’algorithme pour accélérer le

processus d’optimisation.

Pointer-2 est une procédure d’optimisation reposant sur un algorithme propriétaire de Isight.

Il gère plusieurs méthodes d’optimisation comme Evol [113] ; la méthode de recherche directe

Hooke-Jeeves, ou (Hooke-Jeeves direct search method) [52] ; l’algorithme de programmation non-

linéaire par Lagrangien quadratique, ou non-linear programming by quadratic Lagrangian (NLPQL)

[109] ; l’algorithme de descente par simplex, ou downhill simplex algorithm [75] ; l’outil de système

d’optimisation multi-fonctions, ou multi-function optimization system tool (MOST) [132] ; et l’al-

gorithme d’optimisation multi-objectifs par essaims particulaires, ou multi-objective particle swarm

optimization (MOPSO) [23]. Le choix de l’ensemble des méthodes d’optimisation prises en compte

est géré par un système de classification utilisant les informations disponibles sur le problème.

Celles-ci sont souvent données par l’utilisateur. La meilleure méthode d’optimisation est ensuite

mise à jour grâce aux informations collectées tout au long du processus d’optimisation. De plus,

Pointer-2 peut être employé de deux manières. D’une part, les méthodes d’optimisation et leurs

options sont sélectionnées pour obtenir l’amélioration la plus forte et mener vers la solution en un
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temps réduit. D’autre part, on peut chercher une solution robuste aux incertitudes ce qui engendre

un processus d’optimisation plus lent avec plus d’appels au problème. Enfin, Pointer-2 réalise une

optimisation reposant sur des modèles de substitution pour accélérer la convergence. En réalité,

Pointer-2 est capable de résoudre un grand nombre de problèmes d’optimisation sous contraintes

et ainsi permet aux non spécialistes de résoudre des problèmes d’optimisation en ne fournissant

que la fonction objectif, les contraintes, les variables de conception et le temps maximal autorisé

pour le processus d’optimisation.

Dans cette section, on a introduit les six méthodes d’optimisation qui sont évaluées pour la

résolution des processus CMDO et PMDO associés à la BRAC. On a d’abord présenté les quatre

méthodes CBO : SEGO, SEGOMOE , SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB. Ensuite, on a décrit deux mé-

thodes proposées dans la plate-forme commerciale Isight : Evol et Pointer-2. Dans la section sui-

vante, on présente et commente les résultats obtenus par ces méthodes sur les deux problèmes

d’optimisation industriels.

5.2.4 Évaluation des performances de la toolbox SEGOMOE sur la CMDO et la PMDO

de la BRAC

Dans cette section, on cherche à évaluer les performances de la toolbox SEGOMOE sur les pro-

blèmes CMDO et PMDO de la BRAC. Pour cela, on divise le travail en deux grandes parties. D’une

part, on commente les résultats obtenus pour la CMDO de la BRAC. D’autre part, on interprète les

résultats de la PMDO de la BRAC.

5.2.4.1 Évaluations des performances sur la CMDO de la BRAC

On s’intéresse ici à l’évaluation des performances des six méthodes d’optimisation introduites

dans la Section 5.2.3.2. Pour réaliser cette évaluation, on introduit d’abord la méthode de compa-

raison des méthodes d’optimisation. Ensuite, on compare les six algorithmes d’optimisation grâce

à des courbes de convergence et des courbes de coordonnées parallèles. Pour finir, on commente

la forme en plan de la meilleure BRAC obtenue avec le processus CMDO.

Mise en place des tests : Les méthodes d’optimisation introduites dans la Section 5.2.3.2 sont

comparées grâce à la mise en place des tests suivants. On réalise 10 optimisations indépendantes

pour chaque méthode en utilisant 10 DoE initiaux générés par la méthode LHS. Pour chaque op-

timisation, toutes les méthodes utilisent le même DoE initial. Au total, on ne génère que 10 DoE

différents. La taille des DoE est fixée à nst ar t = 13, c.-à-d. d + 1 où d est le nombre de variables

de conception de la CMDO de la BRAC. On souligne qu’Evol et Pointer-2 ne demandent qu’un

unique point initial pour commencer le processus d’optimisation. On fournit donc le point ayant

la meilleure valeur faisable du DoE. Si il n’y a pas de point faisable dans le DoE, on fournit le point

avec la violation minimale des contraintes. Cette méthode de mise en place des tests est compa-

rable à celle déjà introduite en Section 4.2.3.2.

Pour les méthodes tirées de la toolbox SEGOMOE (c.-à-d. SEGOMOE, SEGO, SEGO-UTB et

SEGOMOE-UTB), le nombre maximum d’évaluations est de max_it_nb = 227, c.-à-d. 20d −nst ar t

ce qui donne un total de 20d = 240 évaluations. Pour Evol et Pointer-2, on utilise les options utili-

sées classiquement pour le processus CMDO. Pour chaque optimisation, Evol réalise environ 970

évaluations ce qui prend approximativement 8 heures. Pour Pointer-2, on fixe le temps maximal
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d’optimisation à 8 heures et le type du problème à nonlinear. De plus, on oblige Evol et Pointer-2 à

ne travailler qu’avec un unique processeur. Pour finir, la meilleure solution obtenue parmi les six

algorithmes d’optimisation est donnée en entrée de la PMDO de la BRAC.

Courbes de convergence : Pour évaluer les performances des six méthodes d’optimisation, on

construit deux types de courbes de convergence. La première, que l’on nomme courbe de conver-

gence en nombre d’évaluations, montre la moyenne et l’écart type de la meilleure valeur faisable

de la fonction objectif pour un nombre croissant d’évaluations. La seconde, nommée courbe de

convergence en temps, montre la moyenne et l’écart type de la meilleure valeur faisable de la fonc-

tion objectif pour un temps croissant. La meilleure valeur faisable de la fonction objectif se définit

comme la meilleure valeur faisable de la fonction objectif si il y a au moins un point faisable. Si-

non, on la fixe à une valeur de pénalisation. Ici on impose cette valeur de pénalisation à la plus

haute valeur de fonction objectif faisable obtenue. Pour des raisons de confidentialité, on éche-

lonne les courbes de convergence entre 0 et 1. On diminue d’un facteur 4 l’écart type représenté

sur ces courbes pour les rendre plus lisibles. Pour plus de détails sur la création de ces courbes de

convergence, le lecteur peut se reporter à la Section 4.2.3.2.

La Figure 5.9 montre que les algorithmes de la toolbox SEGOMOE surpassent clairement Evol

et Pointer-2 en terme de valeur pour la fonction objectif découverte. En ce qui concerne le nombre
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FIGURE 5.9 – Courbes de convergence pour la CMDO de la BRAC. Dans les courbes de convergence en
temps, la ligne droite verticale indique le temps maximum autorisé pour un processus d’optimisation in-
dustriel (8 heures ici).

d’évaluations, la Figure 5.9a affiche que SEGO converge le plus rapidement vers l’optimum même

si SEGOMOE est le plus rapide en début d’optimisation. De plus, SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB

ne convergent pas aussi rapidement que SEGO et SEGOMOE à cause de leur caractère plus ex-

ploratoire. En s’intéressant au temps d’optimisation, la Figure 5.9b révèle que les méthodes de

la toolbox SEGOMOE convergent en approximativement 2 heures alors que Evol et Pointer-2 ne

convergent pas en moins de 8 heures. Cependant, le temps nécessaire à la convergence de Evol et

Pointer-2 peut être réduit en utilisant l’option de calculs parallèles. Pour plus d’information sur les
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résultats liés aux différentes mises à jour du seuil de doute pour SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB, le

lecteur est invité à se reporter à la Figure A.9.

Pour conclure, ces courbes de convergence montrent que les algorithmes de la toolbox SEGO-

MOE donnent de meilleurs résultats en un temps de calcul plus court que Pointer-2 et Evol. On

remarque également que l’utilisation du critère de faisabilité UTB semble ne pas apporter d’amé-

lioration à SEGO et SEGOMOE. Ceci suggère que l’exploration du domaine de conception n’est

pas nécessaire pour découvrir la zone faisable contenant l’optimum.

Courbes de coordonnées parallèles : Les courbes de coordonnées parallèles utilisées dans cette

section sont construites de la même manière que dans la Section 5.1.3.2. On y trace les valeurs du

nombre d’évaluations, des variables de conception, de la fonction objectif et de la violation des

contraintes de l’optimisation médiane (définie dans la Section 5.1.3.2). Les couleurs utilisées sont

les mêmes que dans la Figure 5.4. La meilleure configuration faisable obtenue est découverte par

SEGO.

Les Figures 5.10 et 5.11 affichent les courbes de coordonnées parallèles de l’optimisation mé-

diane de SEGO, SEGO-UTB, SEGOMOE, SEGOMOE-UTB, Evol et Pointer-2. Premièrement, on

constate que tous les algorithmes de la toolbox SEGOMOE convergent vers une configuration

donnant une valeur de fonction objectif similaire à la meilleure configuration trouvée par SEGO.

Au contrainte, Evol et Pointer-2 ne convergent pas vers cette valeur comme indiqué par les Fi-

gures 5.10a et 5.10b. De plus, Evol n’est pas capable d’explorer le domaine complet comme le

montrent les lignes vertes regroupées en Figure 5.10a. Deuxièmement, on remarque que les al-

gorithmes de la toolbox SEGOMOE ne convergent pas tous vers la même configuration bien que

la valeur de la fonction objectif soit la même. En effet, DV_8 et DV_9, c.-à-d. les rapports entre le

maximum d’épaisseur de l’aile et la corde, sont différents de l’optimum. Ceci peut être dû à la pré-

sence soit d’un minimum local ou soit d’une variable de conception inactive, c.-à-d. que la fonc-

tion objective ne change peu ou pas si on modifie cette variable de conception. Du point de vue

des experts de Bombardier Aviation, ce phénomène est provoqué par des variables de conception

inactives. Pour finir, on constate que SEGOMOE-UTB et SEGO-UTB explorent plus le domaine non

faisable que SEGO et SEGOMOE (voir Figures 5.10 et 5.11). En effet, le nombre de courbes bleues

est beaucoup plus présent pour SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB. Ceci justifie la lenteur de conver-

gence de SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB observée en début d’optimisation sur la Figure 5.9b.

Pour conclure sur les courbes de coordonnées parallèles, on remarque que certaines variables

de conception sont inactives comme DV_8 et DV_9. De plus, on constate que SEGO-UTB et

SEGOMOE-UTB explorent plus le domaine de conception que SEGO et SEGOMOE

Forme en plan de la configuration optimale : La Figure 5.12 montre les formes en plan de la

configuration de référence déjà présentée par la Figure 5.7 et de la configuration optimale décou-

verte par SEGO. En réalité, cette image ne compare que la forme en plan des ailes bien qu’on ait

également réalisé l’optimisation du moteur. On constate que l’envergure des ailes est légèrement

plus grande pour apporter de meilleures performances aérodynamiques. De plus, l’angle de flèche

de l’aile est aussi augmenté afin d’apporter une meilleure performance à haute vitesse. En effet, la

BRAC s’inspire du Challenger 300 qui est un avion d’affaires.

Pour conclure sur l’évaluation de la toolbox SEGOMOE sur le processus CMDO, on a constaté

que l’ensemble des algorithmes de la toolbox est capable de converger vers une configuration
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(a) Evol.

(b) Pointer-2.

(c) SEGO.

FIGURE 5.10 – Courbes de coordonnées parallèles de l’optimisation médiane de la CMDO de la BRAC pour
Evol, Pointer-2 et SEGO. En bleu, les configurations non faisables ; en vert, les configurations faisables ; en
noir, l’optimum de la méthode considérée ; en rouge, la solution optimale du problème.
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(a) SEGO-UTB.

(b) SEGOMOE-UTB.

(c) SEGOMOE.

FIGURE 5.11 – Courbes de coordonnées parallèles de l’optimisation médiane de la CMDO de la BRAC pour
SEGOMOE, SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB. En bleu, les configurations non faisables ; en vert, les configura-
tions faisables ; en noir, l’optimum de la méthode considérée ; en rouge, la solution optimale du problème.
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FIGURE 5.12 – Configuration optimale découverte par SEGO (en vert) et la configuration de référence (en
gris) de la BRAC.

donnant une MTOW la plus faible. Au contraire, Evol et Pointer-2 convergent difficilement dans

les 8 heures imparties. De plus, on a constaté que certaines variables de conception ne sont pas

actives, c.-à-d. qu’une modification de leur valeur ne modifie pas la valeur de la fonction objectif.

Ces variables sont les rapports entre le maximum d’épaisseur de l’aile et la corde (DV_8 et DV_9).

Pour finir, on a représenté la forme en plan des ailes de la configuration optimale découverte par

SEGO.

5.2.4.2 Évaluations des performances sur la PMDO de la BRAC

On cherche ici à évaluer les performances de la toolbox SEGOMOE sur le problème de CMDO

de la BRAC. Pour cela, on va d’abord introduire la méthode de comparaison des différentes mé-

thodes d’optimisation. Ensuite, on compare les six algorithmes d’optimisation avec des courbes

de convergence et des courbes de coordonnées parallèles. Pour finir, on commente la forme en

plan de la meilleure BRAC obtenue avec le processus PMDO.

Plan de test : Les six méthodes d’optimisation sont comparées cette fois sur le problème PMDO

de la BRAC. A cause du temps nécessaire pour évaluer le problème (environ 25 min sur 256 proces-

seurs), on ne réalise qu’une seule optimisation. Chacune des méthodes d’optimisation est lancée

avec le même DoE initial de nst ar t = 20 points d’échantillonnage générés par la méthode LHS. A

ce DoE, on ajoute également le point correspondant à la configuration optimale découverte par

SEGO en Section 5.2.4.1. Comme dans la Section 5.2.4.1, Evol et Pointer-2 ne nécessitent qu’un

seul point pour commencer le processus d’optimisation. C’est pourquoi, on leur fournit le point

correspondant à la configuration optimale de la CMDO de la BRAC.

Pour les quatre algorithmes de la toolbox SEGOMOE, le nombre d’évaluations maximum est de

max_it_nb = 170, c.-à-d. 10d−nst ar t−1 soit au total 10d = 190 évaluations. On utilise 4 processeurs
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en parallèle pour accélérer la construction des GP dans la toolbox SEGOMOE. Toutefois, la toolbox

SEGOMOE ne comprend que des algorithmes séquentiels qui n’évaluent qu’un point à chaque

itération. Le nombre maximum d’évaluations pour Evol et Pointer-2 est imposé à 510 à l’instar

des valeurs historiquement utilisées dans le processus CMDO. De plus, on peut évaluer 4 points

à la fois grâce aux options de parallélisation de Evol et Pointer-2. De plus, on choisit un type de

problème smooth pour Pointer-2.

Courbes de convergence Les courbes de convergence utilisées dans cette section sont légère-

ment différentes de celles utilisées dans la Section 5.2.4.1. En effet, on ne réalise ici qu’une seule

optimisation pour chacune des six méthodes. Ainsi, la Figure 5.13 montre la meilleure valeur fai-

sable de la fonction objectif pour chaque algorithme d’optimisation pour un temps et un nombre

d’évaluations croissants.
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(a) courbes de convergence en nombre d’évalua-
tions.
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(b) Courbes de convergence en temps.

FIGURE 5.13 – Courbes de convergence pour la PMDO de la BRAC. La ligne rouge horizontale indique la
valeur de l’optimum de la CMDO de la BRAC dans le processus PMDO.

Premièrement, la Figure 5.13a montre qu’aucune des méthodes d’optimisation ne converge

vers le même optimum dont la meilleure valeur est obtenue par SEGO. Des valeurs similaires sont

aussi obtenues par SEGOMOE et Evol. On remarque que SEGO et SEGOMOE trouvent une solution

similaire à Evol en 30 évaluations de moins. De plus, Pointer-2 donne les moins bonnes valeurs de

fonction objectif avec un optimum à 0.1. Pour SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB, on constate que

la valeur de la fonction objectif optimale n’est pas aussi bonne que celle découverte par SEGO

mais est meilleure que celle obtenue par Pointer-2. Pour plus d’information sur les résultats avec

d’autres mise à jour du seuil de doute pour SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB, le lecteur est invité à

se reporter à la Figure A.9.

Deuxièmement, en ce qui concerne les courbes de convergence en temps, Evol et Pointer-2

bénéficient fortement des appels groupés au problème. En effet, les 220 évaluations nécessaires à

Evol pour converger sont réalisées en moins de 40 heures, tandis que les algorithmes de la toolbox

SEGOMOE ont besoin de 80 heures pour 190 évaluations malgré la parallèlisation de la construc-
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tion des GP.

Pour conclure, la Figure 5.13 montre que le critère de faisabilité UTB n’est pas utile pour ré-

soudre la PMDO de la BRAC tandis que SEGO et SEGOMOE montrent de bonnes performances de

convergence. Cependant, la capacité de Evol à évaluer le problème en parallèle accélère fortement,

en temps de calcul, sa convergence comparé aux autres algorithmes.

Courbes de coordonnées parallèles : Ici, on compare les six méthodes d’optimisation à l’aide de

courbes de coordonnées parallèles. Elles sont précédemment présentées dans la Section 5.2.4.1

bien qu’une légère modification soit à noter. En effet, il n’est pas nécessaire de sélectionner une

optimisation spécifique à afficher puisque l’on ne réalise qu’une seule optimisation pour chacun

des algorithmes d’optimisation. Les Figures 5.14 et 5.15 représentent les courbes de coordonnées

parallèles pour les quatre algorithmes de la toolbox SEGOMOE ainsi que pour Evol et Pointer-2.

Comme déjà mentionné dans le paragraphe précédent, SEGO trouve l’optimum de la CMDO

de la BRAC qui offre la MTOW la plus faible. Evol et SEGOMOE trouvent également une configura-

tion donnant une masse du même ordre. Il y a des similitudes dans ces configurations notamment

pour l’envergure (DV_0) et l’angle de flèche (DV_1) de l’aile. Toutefois, il y a quelques différences

sur la distribution du vrillage de l’aile (DV_4-7) et le rapport entre l’épaisseur maximale de l’aile et

la corde (DV_8-13) comme le montrent les Figures 5.14a, 5.14c et 5.15c. Les ailettes ont un impact

secondaire sur la MTOW et donc de plus grandes variations sont observées sur les paramètres

la représentant (DV_15-18). La meilleure solution des trois autres algorithmes, c.-à-d. Pointer-2,

SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB, sont complètement différentes de l’optimum obtenu par SEGO.

En effet, le nombre d’évaluations restreint imposé à ces algorithmes ne permet pas leur conver-

gence au vu de leur caractère plus exploratoire que SEGO et SEGOMOE.

Forme en plan de la configuration optimale : La Figure 5.16 montre les formes en plan de la

référence de la BRAC déjà représentée par la Figure 5.7 (en gris), de l’optimum de la CMDO de

la BRAC (en vert) et de l’optimum de la PMDO de la BRAC (en bleu). De la même manière que

dans la Section 5.2.4.1, on ne montre que la forme en plan des ailes même si la taille du moteur est

optimisée par le processus CMDO de la BRAC.

On constate que l’envergure de l’aile de la BRAC après PMDO est plus grande que celle après

CMDO. On a donc une correction de l’aile pour que les performances aérodynamiques soient

accrues. De plus, on voit que l’angle de flèche est réduit par rapport à la configuration CMDO ;

cette correction de l’angle de flèche s’est avérée nécessaire en prenant en compte des modèles

aéro-structure de plus haute fidélité.

Pour conclure cette section sur la PMDO de la BRAC, on a d’abord introduit la méthode de

comparaison entre la toolbox SEGOMOE et les algorithmes natifs de Isight. Cette comparaison est

réalisée grâce à des courbes de convergence en nombre d’évaluations et en temps de calcul qui

révèlent que la toolbox SEGOMOE est efficace en nombre d’évaluations et trouve une valeur plus

faible que les algorithmes de Isigth. Cependant, la capacité de Evol à travailler en parallèle en uti-

lisant plusieurs processeurs lui permet d’être plus attractif en temps de calcul. On a également

comparé les optima grâce à des courbes de coordonnées parallèles qui montrent que certaines

variables ne sont pas actives notamment les variables relatives aux ailettes, à la distribution du

vrillage ou encore aux rapports entre l’épaisseur et la corde de l’aile. Pour finir, on a remarqué que
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(a) Evol.

(b) Pointer-2.

(c) SEGO.

FIGURE 5.14 – Courbes de coordonnées parallèles de l’optimisation médiane de la PMDO de la BRAC pour
Evol, Pointer-2 et SEGO. En bleu, les configurations non faisables ; en vert, les configurations faisables ; en
noir, l’optimum de la méthode considérée ; en rouge, la solution optimale du problème.
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(a) SEGO-UTB.

(b) SEGOMOE-UTB.

(c) SEGOMOE.

FIGURE 5.15 – Courbes de coordonnées parallèles de l’optimisation médiane de la PMDO de la BRAC pour
SEGOMOE, SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB. En bleu, les configurations non faisables ; en vert, les configura-
tions faisables ; en noir, l’optimum de la méthode considérée ; en rouge, la solution optimale du problème.
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FIGURE 5.16 – Une des formes en plan obtenue par SEGO-UTB (en bleu), la configuration optimale de
CMDO (en vert) et la configuration de référence (en gris) de BRAC.

la configuration obtenue par PMDO corrige l’envergure et l’angle de flèche de l’aile de la configu-

ration obtenue par PMDO pour améliorer son aérodynamique.

5.2.5 Conclusion

Dans cette section, on a cherché à évaluer la toolbox SEGOMOE développée à l’ONERA et à

l’ISAE-SUPAERO sur des problèmes MDO industriels.

Pour cela, on a d’abord introduit le processus MDO multi-niveaux, multi-fidélité de Bombar-

dier Aviation. On s’est concentré plus spécifiquement sur les deux premiers niveaux : la CMDO et

la PMDO. On a ensuite détaillé ces deux processus MDO qui sont notamment implémentés dans

le logiciel commercial Isight.

Pour évaluer les algorithmes de la toolbox SEGOMOE, on a introduit la BRAC développée à

Bombardier Aviation pour faciliter les collaborations avec le monde académique et qui s’inspire

du Challenger 300. Enfin, on a présenté les problèmes CMDO et PMDO de la BRAC.

Par la suite, on a comparé quatre algorithmes de la toolbox SEGOMOE (SEGO, SEGOMOE,

SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB) avec deux algorithmes d’Isigth (Evol et Pointer-2) classiquement

utilisés à Bombardier Aviation. Pour la CMDO de la BRAC, on a constaté que les méthodes de la

toolbox SEGOMOE convergent plus vite et vers une MTOW plus faible que les méthodes d’Isight.

En effet, Evol et Pointer-2 ne sont pas capables de trouver une valeur de MTOW comparable à

SEGO en quatre fois plus de temps. Pour la PMDO de la BRAC, on a remarqué que SEGO converge

vers la MTOW la plus faible bien que Evol et SEGOMOE trouvent des valeurs comparables. De

plus, SEGO converge le plus rapidement en nombre d’évaluations mais il est deux fois plus lent

que Evol en temps de calcul. Ceci est dû au potentiel d’Evol à exploiter l’appel à plusieurs points

du domaine de conception en effectuant des calculs en parallèle.

Pour finir, on a noté que certaines variables de conception sont inactives dans la CMDO comme
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dans la PMDO de la BRAC.

5.3 Synthèse du chapitre

Dans ce chapitre, on a évalué les performances de SEGO-UTB et de la toolbox SEGOMOE dé-

veloppée à l’ONERA et à l’ISAE-SUPAERO sur la MDO de configurations avion dans les milieux

académique et industriel.

Premièrement, on a comparé SEGO-UTB à SEGO, NOMAD et COBYLA sur la MDO d’une

configuration avion hybride à propulsion électrique distribuée. Les méthodes ALBO, EFI, SUR et

PESC ne sont pas considérées dans cette étude puisqu’elles résolvent difficilement ce type de pro-

blème en un temps raisonnable (voir Tableau 4.4). L’analyse des résultats des tests a montré que

SEGO et SEGO-UTB ont des performances équivalentes. Ils convergent systématiquement vers la

même TEC bien que certaines variables de conception obtenues ne soient pas toujours les mêmes.

D’après les experts, ceci correspond à des variables de conception inactives. Par contre, NOMAD

ne parvient pas à trouver de configuration faisable à cause de la présence de contraintes d’égalité

et COBYLA ne converge pas systématiquement vers la solution.

Deuxièmement, on a évalué quatre algorithmes de la toolbox SEGOMOE (SEGO, SEGOMOE,

SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB) sur le processus MDO muti-niveaux multi-fidélité développé par

Bombardier Aviation. Cette évaluation s’est concentrée sur deux niveaux de fidélité : la PMDO et

la CMDO de la BRAC. Comme ces deux niveaux sont implémentés dans le logiciel Isigth fourni

par Dassault Systèmes, on compare les quatre méthodes CBO à deux méthodes d’Isigth classi-

quement utilisées à Bombardier Aviation (Evol et Pointer-2). De plus, Evol et Pointer-2 peuvent

bénéficier des capacités de parallélisation de ces processus MDO. On a remarqué que la toolbox

SEGOMOE converge plus rapidement, en temps et en nombre d’évaluations, vers une MTOW plus

faible qu’Evol et Pointer-2. Pour la PMDO de la BRAC, les résultats sont plus mitigés. En effet,

SEGO trouve une BRAC avec la MTOW la plus faible mais il est deux fois plus lent en temps de cal-

cul qu’Evol. Ce phénomène s’explique par la capacité d’Evol à exploiter les appels groupés ce qui

n’est pas le cas des algorithmes de la toolbox SEGOMOE. La toolbox SEGOMOE utilise toutefois les

capacités de parallélisation de l’ordinateur pour construire les GP modélisant la fonction objectif

et les contraintes. En outre, Evol trouve une MTOW similaire à SEGO. Les bonnes performances

d’Evol en temps de calcul sont dues à son utilisation de la parallélisation. Pour finir sur la BRAC

optimale, on a constaté que certaines variables de conception sont inactives.

Pour conclure, SEGO-UTB n’offre pas de meilleurs résultats que les algorithmes de l’état de

l’art sur les cas tests de conception avion industriel et académique. On suspecte que les domaines

de faisabilité de ces trois problèmes sont faiblement multi-modaux et ne nécessitent donc pas

une exploration intensive du domaine de conception pour découvrir la zone faisable optimale.

De plus, SEGO et SEGOMOE donnent de bonnes performances sur les deux configurations avion

considérées mais leur caractère séquentiel peut les rendre moins attractifs qu’un algorithme pro-

fitant de la parallélisation comme Evol.
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Récapitulatif du chapitre

On a répondu aux objectifs introduits en début de chapitre grâce aux points suivants :

— Présentation d’un cas test de conception avion académique.

— Comparaison de SEGO-UTB avec SEGO, NOMAD et COBYLA grâce à des courbes de

convergence et des courbes de coordonnées parallèles.

— Présentation du cas test BRAC développé à Bombardier Aviation comportant deux

niveaux de fidélité.

— Développement d’une interface pour la toolbox SEGOMOE dans le logiciel Isigth.

— Étude des performances des algorithmes de la toolbox (SEGOMOE, SEGO,

SEGOMOE-UTB et SEGO-UTB) par rapport aux méthodes classiquement utilisées à

Bombardier Aviation (Pointer-2 et Evol) sur les deux niveaux de fidélité grâce à des

courbes de convergence et des courbes de coordonnées parallèles.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

« L’homme qui doit vanter ses

mérites sait que personne ne le fera

à sa place. »

Robin Hobb
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Le contexte de cette thèse est celui de l’optimisation Bayésienne, ou Bayesian optimization

(BO) [37, 117] sous contraintes et en grande dimension appliquée à la conception avant projet

d’avion [26, 99]. La conception avion aspire à créer une configuration avion ayant les meilleures

performances possibles, par exemple une consommation d’énergie minimale, et respectant toutes

les exigences déjà mentionnées. Afin de pouvoir évaluer ces contraintes et performances, on a re-

court à des modèles physiques qui sont souvent très gourmands en temps de calcul. A cause de la

complexité des modèles utilisés, les informations de régularité et des dérivées de ces fonctions

ne sont pas disponibles. Finalement, un problème de conception avion se traduit mathémati-

quement par un problème d’optimisation boîte noire sous-contraintes d’égalité et/ou d’inégalité

comportant un grand nombre de variables de conception.

Au vue des caractéristiques spécifiques à ce type de problèmes, c.-à-d. gourmand en temps

de calcul et boîte noire, on s’est intéressé aux méthodes BO [37, 71, 117]. En effet, ces méthodes

d’optimisation sont spécialement développées pour résoudre ce type de problèmes. Dans ce ma-

nuscrit, on a cherché à développer des méthodes BO capables de résoudre efficacement des pro-

blèmes d’optimisation coûteux à évaluer, comportant des contraintes d’égalité et/ou d’inégalité

et un grand nombre de variables de conception.

6.1 Contributions

Il existe de nombreuses méthodes BO mais aucune, à notre connaissance, n’est capable de

prendre en compte un problème d’optimisation comprenant des contraintes d’égalité et/ou d’in-

égalité et un grand nombre de variables de conception. Dans le Chapitre 2, on a analysé les dif-

155
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férentes méthodes BO de la littérature. Ceci nous a permis de révéler plusieurs verrous liés à ces

algorithmes :

1. Le temps de calcul CPU nécessaire à la réalisation de l’optimisation est très important lorsque

le nombre de variables de conception augmente. Ce phénomène est provoqué par l’estima-

tion de certaines grandeurs nécessitant des procédures d’intégration et/ou de la construc-

tion de GP classiques en grande dimension.

2. Certaines méthodes réalisent l’optimisation dans des sous-espaces linéaires aléatoires. Ceci

offre une garantie de convergence asymptotique vers le minimum de la fonction considérée

mais elle se révèle lente en pratique.

3. Certains types de contraintes ne sont pas pris en compte. Par exemple, les contraintes d’éga-

lité ne sont pas prises en compte ou sont transformées en deux contraintes d’inégalité ce qui

double le nombre de contraintes et crée des contraintes antagonistes.

4. L’exploration du domaine de conception à la recherche de zones de faisabilité non-connues

n’est pas permise par certaines méthodes.

Ainsi, on a repéré quatre verrous que l’on a tenté de lever dans les Chapitres 3, 4 et 5.

Dans le Chapitre 3, on a essayé de lever les verrous 1 et 2 des méthodes HDBO. Le verrou 1 est

provoqué par l’apprentissage d’un GP classique en grande dimension, pour les méthodes TuRBO [34]

et EGO-KPLS [18], ou par la résolution de nombreux problèmes quadratiques, pour la méthode

RREMBO [15]. Seules les méthodes HeSBO [74] et REMBO [134] ne sont pas sujettes à ce verrou.

Le verrou 2 ne concerne que REMBO, RREMBO et HeSBO qui réalisent l’optimisation dans un

sous-espace linéaire aléatoirement généré. Ainsi, les directions de l’espace utilisées ne sont pas

forcément celles qui apportent le plus d’information. Il n’y a donc aucune certitude que ce sous-

espace linéaire permette de découvrir des valeurs de fonction objectif satisfaisantes. Les méthodes

TuRBO et EGO-KPLS ne sont pas concernées par ce verrou.

Pour lever le verrou 1, on a proposé une extension de la méthode RREMBO, nommée EGORSE,

qui permet de réduire drastiquement le nombre de résolutions de problèmes quadratiques grâce

à une reformulation du problème d’optimisation dans le sous-espace linéaire considéré. Cette

modification se traduit par l’ajout d’une contrainte qui intègre la résolution du problème qua-

dratique. Ce problème d’optimisation sous-contrainte, défini dans le sous-espace, est résolu avec

une méthode CBO classique. Dans notre cas, on a choisi d’utiliser la méthode SEGO [9, 108]. Le

verrou 2 est supprimé grâce à un apprentissage adaptatif des meilleures directions de recherche.

Ce processus repose sur l’utilisation de méthodes de réduction de dimension supervisées, comme

les PLS [50] ou les MGP [40]. Ainsi, l’optimisation est pratiquée dans un sous-espace linéaire dans

lequel la fonction objectif varie fortement.

Les capacités d’EGORSE ont été testées sur cinq problèmes analytiques : quatre sont dérivés de

la fonction objectif du problème MB [79] et comportent 10, 20, 100 ou 1000 variables de concep-

tion, le dernier est un problème de routage d’un robot dans une forêt [136] et compte 60 variables

de conception. On a comparé les résultats obtenus par EGORSE avec ceux obtenus par des mé-

thodes de la littérature (TuRBO, EGO-KPLS, RREMBO et HeSBO). Toutefois, la méthode EGORSE

n’a pas pu être comparée avec RREMBO, TuRBO et EGO-KPLS sur le problème MB_1000 car ces

trois derniers algorithmes auraient été beaucoup trop coûteux en temps de calcul CPU. Ces tests

ont montré qu’EGORSE est plus performant que HeSBO et RREMBO sur l’ensemble des problèmes
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bien qu’aucun de ces trois algorithmes ne parvienne pas à trouver l’optimum des problèmes. Ceci

est certainement dû au faible nombre de directions de recherche utilisées. On suppose qu’avec

un nombre de directions efficaces plus important, on arrive à mieux prendre en compte la va-

riabilité de la fonction et donc à converger vers des valeurs de fonction objectif plus faibles. On

doit donc trouver un compromis entre la rapidité de l’algorithme, avec un nombre faible de di-

rections de recherche, et la convergence de l’algorithme, avec un nombre plus élevé de directions

de recherche. De plus, EGORSE est plus rapide que RREMBO à réaliser l’optimisation mais il est

moins rapide que HeSBO. En effet, HeSBO ne résout aucun problème quadratique. Au contraire,

RREMBO résout beaucoup plus de problèmes quadratiques qu’EGORSE. Toutefois EGORSE est

moins performant que TuRBO et EGO-KPLS sur les problèmes ayant moins de 100 variables de

conception. Effectivement, TuRBO et EGO-KPLS réalisent l’optimisation dans l’espace de grande

dimension ce qui ne restreint pas l’exploration du domaine.

On souligne que lors de la rédaction du manuscrit, un article décrivant une méthode du même

type qu’EGORSE, nommée S3-BFO, a été publiée par SHILTON et al. [118]. Elle repose sur la construc-

tion d’un GP pour détecter les directions de recherche et centre le sous-espace de recherche sur

le meilleur point du DoE. Cette méthode est évaluée sur des problèmes plus concrets qu’EGORSE,

notamment sur un problème de précipitation dans un alliage et sur un problème d’optimisation

d’hyper-paramètres d’un réseau de neurones. Toutefois, SHILTON et al. [118] ne comparent pas

S3-BFO avec les algorithmes de la littérature utilisés dans cette étude.

On a cherché, dans le Chapitre 4, à mettre en place une méthode CBO levant les verrous 3

et 4. De plus, on cherche à ce que la méthode utilisée ne soit pas limitée par le verrou 1. En effet,

certaines méthodes sont limitées par ce verrou dû à l’intégration de grandeurs sur l’ensemble du

domaine de conception. Cette intégration s’avère de plus en plus coûteuse lorsque le nombre de

variables de conception augmente. Les méthodes ALBO [84], SUR [83] et PESC [51] sont concer-

nées par ce verrou. Le verrou 3 touche les méthodes qui ne prennent pas en compte les contraintes

d’égalité et d’inégalité simultanément comme EFI [112], PESC, SUR, SEGO-EV [2], SEGO-UTB [63].

Le verrou 4 touche les méthodes (SEGO et SEGO-EV) limitant l’exploration du domaine de concep-

tion lorsqu’une zone faisable est découverte.

Pour lever ces verrous, on a présenté une extension pour les contraintes d’égalité du critère

de faisabilité UTB. De plus ce critère de faisabilité a l’avantage d’être analytique ce qui rend son

évaluation rapide. Enfin, le critère UTB est capable d’explorer le domaine à la recherche de zones

faisables ce qui n’est pas le cas des autres méthodes à critère de faisabilité (SEGO et SEGO-EV).

On a ensuite évalué la rapidité et la robustesse de convergence de SEGO-UTB par rapport aux

méthodes de la littérature (SEGO, EFI, SUR, PESC et ALBO). On l’a également comparé avec deux

méthodes classiques d’optimisation sans dérivées : NOMAD [3] et COBYLA [90]. On a d’abord

analysé les résultats de quatre problèmes de faible dimension comportant des contraintes multi-

modales d’égalité et/ou d’inégalité. On a constaté que SEGO-UTB converge le plus rapidement

vers les valeurs les plus faibles de fonction objectif faisable. Ainsi, on a validé la levée du verrou 3.

On a également étudié les performances de ces algorithmes sur un ensemble de 29 problèmes.

On a remarqué que SEGO est l’algorithme qui résout le plus de problèmes bien que SEGO-UTB

reste fortement compétitif. Cependant, aucun de ces deux algorithmes n’est capable de résoudre

un problème comportant plus d’une dizaine de variables de conception en un temps raisonnable.

On a ensuite évalué les capacités de la toolbox SEGOMOE, contenant l’algorithme SEGO-UTB,
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sur deux cas tests de conception avion. La toolbox SEGOMOE est développée par l’ONERA et

l’ISAE-SUPAERO.

Le premier cas test est un problème de conception d’un avion hybride à propulsion électrique

distribuée sur le bord de fuite de l’aile. Le processus d’évaluation des performances et de faisabilité

de cette configuration est codé avec FAST [110], un outil de conception avion avant-projet déve-

loppé par l’ONERA et l’ISAE-SUPAERO. On a comparé SEGO, SEGO-UTB, NOMAD et COBYLA

sur ce problème comprenant 12 variables de conception, 8 contraintes d’inégalité et 3 contraintes

d’égalité. En effet, les autres méthodes CBO de la littérature ne sont pas capables de résoudre ce

problème en un temps raisonnable. Au final, SEGO-UTB converge plus rapidement et vers une va-

leur de fonction objectif plus faible que les trois autres algorithmes. On a donc montré la capacité

de SEGO-UTB à résoudre des problèmes de conception avion.

Afin de valider ces résultats sur une problématique industrielle, on s’est intéressé à un deuxième

cas test de conception avion. Ce cas test, développé par Bombardier Aviation pour faciliter les in-

teractions avec la recherche, se compose de deux niveaux de fidélité. Les tests relatifs à ce pro-

blème ont été exécutés lors d’une mobilité internationale à Bombardier Aviation à Montréal (CA).

On a comparé, sur les deux niveaux de fidélité, les méthodes SEGO, SEGOMOE, SEGO-UTB et

SEGOMOE-UTB codées dans la toolbox SEGOMOE avec les méthodes Pointer-2 et Evol [132] clas-

siquement employées à Bombardier. Sur le niveau de plus basse fidélité, avec 12 variables de

conception et 8 contraintes d’inégalité, les méthodes de la toolbox SEGOMOE ont montré les

meilleures performances en terme de rapidité en temps et en nombre d’évaluations. De plus,

les valeurs de fonction objectif découvertes sont plus faibles que celles obtenues par Pointer-2

et Evol. Les tests réalisés sur le niveau de plus haute fidélité, comportant 19 variables de concep-

tion et 5 contraintes, permettent de comparer les algorithmes de la toolbox SEGOMOE avec Evol

et Pointer-2. En terme de nombre d’évaluations, les méthodes SEGO et SEGOMOE montrent des

performances équivalentes à Evol. Au contraire, les méthodes SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB ne

parviennent pas à converger. Ce phénomène est dû au faible budget d’évaluations accordé pour

la résolution. En s’intéressant à la convergence en temps, on constate qu’Evol est bien plus ra-

pide que les algorithmes de la toolbox SEGOMOE. En effet, Evol utilise massivement les capacités

de parallélisation ce qui n’est pas le cas de SEGO et SEGOMOE. Pour conclure, le critère de fai-

sabilité UTB n’apporte pas d’amélioration par rapport aux méthodes de la littérature sur les cas

tests réalisés à Bombardier Aviation. On suspecte que les contraintes ne sont pas "suffisamment"

multi-modales ce qui rend SEGO plus performant par rapport à SEGO-UTB.

6.2 Perspectives

On termine avec les perspectives amenées par ces travaux de recherche. On rappelle que l’on a

fixé le nombre de directions efficaces de dans la méthode EGORSE. Ce choix arbitraire ne permet

pas de garantir que le sous-espace considéré contienne le minimum global de la fonction objectif.

C’est pourquoi une évaluation de l’impact du nombre de directions efficaces de sur la rapidité

et la robustesse de convergence d’EGORSE semble pertinente. De plus, ce nombre de directions

efficaces dépend fortement du problème considéré, on pourrait imaginer une méthode capable

de détecter, à partir des données du DoE, le nombre de directions efficaces le plus approprié. Par

exemple, on pourrait réaliser une sélection du meilleur nombre de directions efficaces grâce à une
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validation croisée sur la qualité des PLS ou encore étudié la sensibilité de la fonction objectif aux

variables de conceptions à l’instar de BEN SALEM et al. [11], SPAGNOL et al. [123]. Dans le cas où le

nombre de directions efficaces est important (de ≥ 5), on pourrait utiliser la méthode EGO-KPLS

qui a montré de bons résultats sur des problèmes comportant jusqu’à 100 variables de conception.

Les contraintes ne sont pas prises en compte par les méthodes EGORSE, RREMBO, REMBO

et HeSBO. Un axe de recherche pourrait s’intéresser à la prise en compte des contraintes lorsque

l’on utilise un algorithme réalisant l’optimisation dans des sous-espaces. Par exemple, on pourrait

pénaliser les points non faisables lorsque l’on cherche les directions efficaces avec la méthode des

PLS. On pourrait aussi, à l’instar de S3-BFO, centrer le sous-espace linéaire sur le meilleur point

du DoE. S’il est faisable, alors on aurait des points faisables dans le sous-espace considéré, sinon

on rechercherait des points faisables autour du point ayant la plus faible violation des contraintes.

A ce jour, EGORSE n’a été testé que sur des problèmes académiques. Comme pour SEGO-

UTB, il faut évaluer ses performances sur des problèmes plus concrets comme cela est fait dans

les travaux de SHILTON et al. [118]. De plus, une comparaison avec une plus grande variété de

méthodes HDBO pourrait être intéressante. Plus particulièrement, on peut penser aux méthodes

de KANDASAMY et al. [59], LUKACZYK et al. [66], OH et al. [77], WANG et al. [136] et de ZHANG et al.

[140]. La plupart de ces codes sont disponibles soit en Python 2.7, qui n’est plus supporté, soit en

Matlab, qui est un logiciel propriétaire. Ainsi, le test de ces codes nécessite une implémentation en

Python 3 pour être cohérent avec nos choix d’implémentation et qui pourrait demander un travail

conséquent.

Pour finir avec la méthode EGORSE, on ne considère qu’une réduction de dimension linéaire.

Cette hypothèse est très forte et peut fortement limiter l’algorithme si la fonction objectif est défi-

nie dans un sous-espace dont l’application de passage est non linéaire. C’est pourquoi on pourrait

s’intéresser à des méthodes de réduction de dimension non-linéaires comme les Isomap [125] ou

l’apprentissage de variétés [47]. Cependant, l’application de retour du sous-espace vers l’espace

initial est beaucoup moins triviale que dans le cas linéaire. Ce dernier point est crucial pour une

utilisation efficace de ces méthodes non linéaires.

Le Chapitre 5 a montré les lacunes de la toolbox SEGOMOE en terme de prise en compte

d’évaluations groupées du problème d’optimisation. Cette fonctionnalité pourrait rendre la tool-

box SEGOMOE plus compétitive par rapport à des algorithmes d’optimisation classiques. On peut

notamment penser à la méthode qEI [46] et à l’utilisation de plusieurs fonctions d’acquisition ou

critères de faisabilité en parallèle [129].

De plus, SEGO-UTB a montré de bonnes performances sur un ensemble conséquent de pro-

blèmes mais son caractère fortement exploratoire ne le rend pas compétitif sur des problèmes

industriels. Une recherche pour une meilleure prise en compte des contraintes pourrait s’avé-

rer nécessaire notamment pour autoriser une exploration du domaine tout en s’assurant qu’elle

ne soit pas prépondérante. Le critère de BICHON et al. [13], reposant sur l’espérance de faisabi-

lité d’un point, pourrait être une piste à approfondir. En effet, cette espérance pourrait, à l’instar

de l’EI, contrôler automatiquement le compromis entre l’exploration du domaine et l’exploitation

des données. On pourrait également penser à un seuil de doute adaptatif qui permettrait de mieux

contrôler le compromis exploration/exploitation.

Dans un cadre plus général, de nombreuses variables en conception avion peuvent prendre

des valeurs entières (nombre de moteurs, nombre d’ailes, nombre de panneaux solaires, etc.) ou
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peuvent être catégorielles (type de moteur, type d’alliage ou de composite, forme globale des ailes,

etc.). Cependant, ces deux types de variables sont difficilement pris en compte par les méthodes

BO classiques qui ne considèrent que les problèmes à variables continues. Dans le cadre de la

conception avion avant-projet, on pourrait s’intéresser à la prise en compte de ces types de va-

riables. Par exemple, on pourrait s’inspirer des méthodes de PELAMATTI et al. [81], ROUSTANT et al.

[106] et de GARRIDO-MERCHÁN et HERNÁNDEZ-LOBATO [41]. Ces méthodes reposent majoritaire-

ment sur une reformulation du noyau de covariance des GP modélisant la fonction objectif et les

contraintes.

Les variables considérées dans le processus BO peuvent aussi être soumise à de l’incertitude,

c.-a-d. qu’il est impossible de donner une valeur fixe pour une variable donnée. En réalité, on ne

peut définir que des distributions représentant chaque variable. Cette variabilité sur les entrées

doit être prise en compte afin de trouver des minima qui soient robustes à ces incertitudes. Pour

cela, on pourrait s’inspirer de la méthode de BELAND et NAIR [10], qui utilisent une intégration

de la fonction objectif conditionnée par les distributions des entrées, ou la méthode de OLIVEIRA

et al. [78].

Dans le même esprit, les fonctions considérées peuvent donner des résultats différents pour

un même ensemble de variables. On est donc dans le cas d’une incertitude sur les sorties du pro-

blème d’optimisation. La plupart des méthodes BO prennent en compte cette incertitude à tra-

vers l’ajout d’un terme constant sur la diagonale de la matrice de covariance des GP modélisant

ces fonctions. Cependant, cette possibilité n’est pas prise en compte dans la toolbox SEGOMOE

développée par l’ONERA et l’ISAE-SUPAERO. Dans l’état, si on ajoute ce terme fixe dans la diago-

nale, le sous-problème d’optimisation peut proposer plusieurs fois le même point à évaluer ce qui

rendrait la matrice de covariance non inversible. Pour éviter cela, on pourrait utiliser la méthode

de ré-interpolation de FORRESTER et al. [36].

Pour finir avec les perspectives de ce travail, on souligne que les processus MDO avion avant-

projet couplent et rendent inter-dépendant de nombreuses disciplines comme la propulsion, l’aé-

rodynamique, la structure, etc. Lors du processus d’optimisation, ces inter-dépendances peuvent

causer des incohérences dans les variables échangées entre discipline. Ces incohérences engendrent

souvent des défaillances dans l’évaluation de la fonction objectif ou des contraintes du problèmes.

Le problème ne renvoie donc qu’un message d’erreur. Cependant, les méthodes BO classiques ne

considèrent pas ce type de réponses. On pourrait donc s’intéresser à la gestion des défaillances

dans les processus BO. Par exemple, on peut donner une valeur empêchant le processus BO d’éva-

luer des points dans ces zones de l’espace [36], ou utiliser des méthodes de classification [6].

Pour conclure, ces travaux de thèse ont été l’occasion de renforcer de nombreuses collabora-

tions entre l’ONERA, l’ISAE-SUPAERO, Bombardier Aviation et le TsAGI. Ils ont aussi permis de

réaffirmer la nécessité de faire le lien entre la rechercher académique et l’application industrielle

bien que leur indépendance reste indispensable. Ils ont aussi été l’occasion de vérifier l’intérêt

grandissant pour les méthodes de ML en ingénierie, notamment via les applications de l’AI.
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Annexe A

Contenus additionnels

A.1 Détails sur les approximations nécessaires aux MGP

Dans cette annexe, on détaille les calculs nécessaires à l’approximation de P
(

ys |D(l )
s , x

)
de la

Section 2.1.4.1.

On commence par une marginalisation sur θ(l )
s qui permet d’écrire la fonction de densité

p
(

ys |D(l )
s , x

)
comme suit :

p
(

ys |D(l )
s , x

)
=

∫
p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
p

(
θ(l )

s |D(l )
s

)
dθ(l )

s , (A.1)

où p
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)

est la fonction de densité du GP de s en x construit avec les hyper-paramètres

θ(l )
s . On note la loi de ce GP en x comme suit :

P
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)
=GP

(
µ,k|D(l )

s , x ,θ(l )
s

)
=N

(
µ̂(l )

s,θ(l )
s

(x), ν̂(l )

s,θ(l )
s

(x)

)
, (A.2)

où µ̂(l )

s,θ(l )
s

et ν̂(l )

s,θ(l )
s

(x) =
[
σ̂(l )

s,θ(l )
s

]2

sont respectivement la fonction de moyenne et de variance de ce

GP.

Pour avoir une expression analytique de p
(

ys |D(l )
s , x

)
, on cherche une approximation linéaire

de P
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)

donnée parQ
(

ys ,θ(l )
s , x

)
de la forme :

P
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)
=N

(
µ̂(l )

s,θ(l )
s

(x), ν̂(l )

s,θ(l )
s

(x)

)
≈Q

(
ys ,θ(l )

s , x
)
=N

(
a>θ(l )

s +b,ν
)

,
(A.3)

en utilisant le vecteur a ∈ Rde ·d , b ∈ R et ν ∈ R comme paramètres de l’approximation. On note

q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
la densité deQ

(
ys ,θ(l )

s , x
)
. Associée à l’approximation gaussienne de la loi des hyper-

paramètres (2.14), on obtient une expression analytique de (A.1) telle que :

P
(

ys |D(l )
s , x

)
≈N

(
a>θ̂(l )

s +b,ν+a>Σ̂a
)

, (A.4)

où θ̂(l )
s = vect

(
Â
)
. Ensuite, on trouve a, b et ν en faisant correspondre une expansion locale de

q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
à p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
. Cette expansion est réalisée en θ(l )

s = θ̂(l )
s et en ys = ŷs . Le choix de

ŷs est expliqué plus loin dans le document. Explicitement, cette expansion donne les équations

I
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suivantes :

q
(

ys ,θ(l )
s , x

)∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

= p
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

, (A.5)

∂q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
∂ys

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

=
∂p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
∂ys

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

, (A.6)

∂q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
∂θ(l )

s,i

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

=
∂p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
∂θ(l )

s,i

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

, (A.7)

∂2q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
∂ys∂θ

(l )
s,i

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

=
∂2p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
∂ys∂θ

(l )
s,i

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

, (A.8)

∂2q
(

ys ,θ(l )
s , x

)
∂ys∂ys

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

=
∂2p

(
ys |D(l )

s ,θ(l )
s , x

)
∂ys∂ys

∣∣∣∣∣∣
θ̂(l )

s ,ŷs

. (A.9)

On remarque que l’on ne prend pas en compte les dérivées secondes en θ(l )
s car elles sont trop

nombreuses et engendreraient un coût de calcul trop important.

A partir de (A.5), (A.6), (A.7), (A.8) et (A.9), on cherche maintenant à trouver les vecteurs a, b et

ν.

— Premièrement, avec (A.5), (A.6) et (A.9), on a

a>θ̂(l )
s +b = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (A.10)

ν= ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

. (A.11)

— Deuxièmement, avec (A.7) et (A.8), on a :

2ai =
∂ν̂(l )

ys ,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

 1

ŷs − µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

−
ŷs − µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

+2
∂µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

, (A.12)

2ai = 2
∂ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

 ŷs − µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

+2
∂µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

, (A.13)

où ai est la ie composante de a, i ∈ {1, . . . ,de ·d} et

∂µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

=
∂µ̂(l )

s,θ(l )
s

∂θ(l )
s,i

∣∣∣∣∣∣
θ(l )

s =θ̂(l )
s

,
∂ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

=
∂ν̂(l )

s,θ(l )
s

∂θ(l )
s,i

∣∣∣∣∣∣
θ(l )

s =θ̂(l )
s

. (A.14)

Pour finir, (A.12) et (A.13) ne peuvent être résolues que pour deux valeurs de ŷs donnant deux

valeurs pour les composantes de a :

ai =± 1√
3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

+
∂µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

∂θ(l )
s,i

, ŷs = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
±

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
, i ∈ {1, . . . ,de ·d}. (A.15)
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On choisit ces deux valeurs particulières de ŷs car le choix intuitif ŷs = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

donne des contraintes

non consistantes dans (A.7).

Ainsi, on est capable de définir une approximation de P
(

ys |D(l )
s , x

)
pour chacune des valeurs

possibles de a et ŷs :

P
(

ys |D(l )
s , x

)
≈N

a>θ̂(l )
s +b ±

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
,ν+a>Σ̂a

 . (A.16)

On moyenne ensuite les densités de ces deux lois pour obtenir une unique approximation de

P
(

ys |D(l )
s , x

)
. Par ce biais, on produit un mélange de densités gaussiennes. La théorie sur le mé-

lange de densités gaussiennes nécessaire à la compréhension du document est présentée ci-dessous.

En général, un mélange de densités gaussiennes s’écrit comme suit :

p(X) =
N∑

i=1
αi pi (X), (A.17)

où αi ∈ [0,1],
∑N

i=1αi = 1, pi (X) la densité N (µi ,σ2
i ) et N ∈ N+ le nombre de densités dans le mé-

lange. Par exemple, la Figure A.1a montre un mélange de deux densités gaussiennes. On remarque

les deux modes qui correspondent respectivement à chacune des densités gaussiennes du mé-

lange. De plus, on est capable de calculer analytiquement la moyenne et la variance liée à la fonc-

3 2 1 0 1 2 3
x

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Va
le

ur
 d

e 
de

ns
ité

p(N( 6/ 3, 1))
p(N(6/ 3, 1))
p(N( 6/ 3, 1))/3 + 2 * p(N(6/ 3, 1))/3

(a) Exemple d’un mélange de densités gaussiennes.
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FIGURE A.1 – Exemple d’un mélange de densités gaussiennes et de l’approximation réalisée pour la
construction d’un MGP.
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tion de densité de p(X). Elles sont données par

Ep [X] =
N∑

i=1
αiEpi [X] =

N∑
i=1

αiµi , (A.18)

VARp [X] = Ep [X2]−Ep [X]2

=
N∑

i=1
αiEpi (X2)−

(
N∑

i=1
αiEpi [X]

)2

=
N∑

i=1
αi (σi +µ2

i )−
(

N∑
i=1

αiµi

)2

.

(A.19)

Grâce à l’estimation (A.16), on donne une approximation gaussienneN
(
µ̃(l )

s ,
[
σ̃(l )

s

]2
)

de la loi à

mélange de densités gaussiennesP
(

ys |D(l )
s ,θ(l )

s , x
)

en identifiant la moyenne µ̃(l )
s :Rd 7→R et l’écart

type σ̃(l )
s :Rd 7→R de l’approximation avec la moyenne (A.18) et l’écart type (A.19). On rappelle que

les deux lois gaussiennes utilisées sont

N1

a>θ̂(l )
s +b +

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
,ν+a>Σ̂a

 , N2

a>θ̂(l )
s +b −

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
,ν+a>Σ̂a

 . (A.20)

En utilisant (A.15) , on obtient :

a>θ̂(l )
s +b ±

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
= µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
±

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
, (A.21)

ν+a>Σ̂a = ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

[
∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+ 1

3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

[
∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

. (A.22)

Les fonctions de densité associées à ces lois sont ensuite combinées avec un facteur de αi = 1/2

pour i = {1,2} pour créer la fonction de densité du mélange de gaussienne. Grâce à (A.18) et (A.19),

on est capable de trouver la moyenne et la variance de cette lois à mélange de densité gaussienne.

En utilisant αi = 1/2, (A.18) et (A.19) deviennent respectivement

µ̃(l )
s = 0.5µ1 +0.5µ2, (A.23)[

σ̃(l )
s

]2 = 0.5σ1 +0.5σ2 +0.5µ2
1 +0.5µ2

2 − (0.5µ1 +0.5µ2)2. (A.24)

En remplaçant µ1, µ2, σ1 et σ2 par les valeurs données en (A.21) et (A.22), on obtient :

µ̃(l )
s = 0.5

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+
�
�
�
�

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3

+0.5

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
−
�

�
�
�

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3

= µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (A.25)
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[
σ̃(l )

s

]2 = ν+a>Σ̂a +0.5

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3


2

+0.5

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
−

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3


2

−
[
µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]2

= ν+a>Σ̂a +
�
�
�
��[

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]2

+
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
+
�

�
�

�
�
��

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
−
�

�
�
�

�
��

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
−
�
�

�
��[

µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]2

= ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

[
∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+ 1

3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

[
∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3

= 4

3
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

[
∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+ 1

3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

[
∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

.

(A.26)

Pour finir on approche P
(

ys |D(l )
s , x

)
par une loi gaussienne N

(
µ̃(l )

s , ν̃(l )
s

)
dont la moyenne est

donnée par :

µ̃(l )
s = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (A.27)[
σ̃(l )

s

]2 = ν̃(l )
s = 4

3
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s
+

[
∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
+ 1

3ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

[
∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

]>
Σ̂∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

, (A.28)

où Σ̂ et ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

sont respectivement données par (2.16) et (A.2). Les dérivées de la moyenne ∇µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

et de la variance ∇ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

ont une expression analytique qui dépend du noyau de covariance et

de la moyennes a priori choisis. La Figure A.1b montre un exemple de l’approximation réalisée

par GARNETT et al. [40] pour passer d’un mélange de densités gaussiennes à une unique densité

gaussienne. En vert et en orange sont représentées les deux densités de probabilité utilisées dans

la mélange de gaussiennes. La densité de probabilité résultant du mélange de ces deux densi-

tés gaussiennes est tracée en bleu. En rouge, on représente l’approximation gaussienne de cette

probabilité. La même approximation est réalisée lors de la construction des MGP. On remarque

qu’une erreur est commise entre la densité rouge et la densité bleue mais que la forme générale

de la densité bleue est conservée.

Pour finir, on rappelle les 5 grandes étapes nécessaires à la construction d’un MGP.

1. Choix de la moyenne a priori vect
(
Ap

)
et de la covarianceΣp de la matrice vectorisée vect(A).

Grandeurs obtenues : vect
(
Ap

)
et Σp .

2. Maximisation de la densité de probabilité a posteriori de vect(A) en utilisant les dérivées du

log vraisemblance (2.11) pour trouver la moyenne vect
(
Â
)

de la probabilité a posteriori de

vect(A). Grandeur obtenue : vect
(
Â
)
.

3. Calcul de la matrice de covariance Σ̂ de la probabilité a posteriori de vect(A) grâce à la Hes-

sienne du log vraisemblance (2.17). Grandeur obtenue : Σ̂.

4. Construction d’un GP en imposant les hyper-paramètres à θ̂(l )
s = vect

(
Â
)
. Grandeurs obte-

nues : µ̂(l )

s,θ̂(l )
s

et ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

.

5. Prise en compte de l’incertitude des hyper-paramètres sur la construction du MGP de fonc-

tion de densité p
(

ys |D(l )
s , x

)
grâce à une marginalisation sur θ(l )

s (A.1). Grandeur estimée :

p
(

ys |D(l )
s , x

)
.
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(a) Approximation linéaire de la loi du GP de s en x construit avec les hyper-paramètres

θ(l )
s (A.3). Grandeur estimée : P

(
ys |D(l )

s , x
)
≈N

(
a>θ̂(l )

s +b,ν+a>Σ̂a
)
.

i. Estimation des paramètres de cette loi par expansion autour de θ(l )
s = θ̂(l )

s où θ̂(l )
s =

vect
(
Â
)

et ys = ŷs (A.5), (A.6), (A.7), (A.8) et (A.9). Grandeurs obtenues : a, b, ν et

ŷs .

ii. Deux solutions possibles pour p
(

ys |D(l )
s , x

)
(A.16) à cause d’une expansion autour

de ŷs = µ̂(l )

s,θ̂(l )
s
±

√
ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3 (A.15). Grandeurs obtenues :

P
(

ys |D(l )
s , x

)
≈N

a>θ̂(l )
s +b ±

√√√√ ν̂(l )

s,θ̂(l )
s

3
,ν+a>Σ̂a

 .

(b) Obtention d’une unique fonction de densité par mélange des deux densités gaussiennes

obtenues. Grandeur obtenue : p
(

ys |D(l )
s , x

)
.

(c) Approximation par une loi gaussienne de cette loi de mélange de densités gaussiennes

(A.28) et (A.27). Grandeur estimée : p
(

ys |D(l )
s , x

)
.
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A.2 Courbes de convergence pour EGORSE, RREMBO, TuRBO, HESBO,

SEGO-KPLS pour des DOE initiaux comprenant 5 et d points.
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FIGURE A.2 – Courbes de convergence de HESBO, RREMBO, TuRBO, SEGO-KPLS et EGORSE pour le pro-
blème MB_10.
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FIGURE A.3 – Courbes de convergence de HESBO, RREMBO, TuRBO, SEGO-KPLS et EGORSE pour le pro-
blème MB_20.
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FIGURE A.4 – Courbes de convergence de HESBO, RREMBO, TuRBO, SEGO-KPLS et EGORSE pour le pro-
blème Rover_60.
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FIGURE A.5 – Courbes de convergence de HESBO, RREMBO, TuRBO, SEGO-KPLS et EGORSE pour le pro-
blème MB_100.
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FIGURE A.6 – Courbes de convergence de HESBO et EGORSE pour le problème MB_1000.



A.3. L’ENSEMBLE DES 29 PROBLÈMES DE L’ÉTUDE. IX

A.3 L’ensemble des 29 problèmes de l’étude.

A.3.1 GSBP



min
log[(1+a(4x1+4x2−3)2)(30+b(8x1−12x2+2)2)]−8.69

2.43 ,

s.à g1(x) = 0.5sin
(
2π

(
x2

1 −2x2
))+x1 +2x2 −1.5 ≥ 0,

h1(x) =−x2
1 −x2

2 +1.5 = 0,

h2(x) = 15− (
15x2 − 5

4π2 (15x1 −5)2 + 5
π (15x1 −5)−6

)2

−10
(
1− 1

8π

)
cos(15x1 −5) = 0,

avec a = 75−56(x1 +x2)+3(4x1 −2)2 +6(4x1 −2)(4x2 −2)+3(4x2 −2)2,

b =−14−128x1 +12(4x1 −2)2 +192x2 −36(4x1 −2)(4x2 −2)+27(4x2 −2)2,

0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ {0,1}

(A.29)

A.3.2 GTCD


min 8,61 ·105x1/2

1 x2x−2/3
3 x−1/2

4 +3,69 ·104x3 +7,72 ·108x−1
1 x0.219

2 −765,43 ·106x−1
1 ,

s.à g1(x) = x4x−2
2 +x−2

2 −1 ≤ 0,

20 ≤ x1 ≤ 50, 1 ≤ x2 ≤ 10, 20 ≤ x3 ≤ 50, 0.1 ≤ x2 ≤ 60

(A.30)

A.3.3 Hesse



min −25(x1 −2)2 − (x2 −2)2 − (x3 −1)2 − (x4 −4)2 − (x5 −12)− (x6 −4)2,

s.à g1(x) = 2−x1−x2
2 ≤ 0,

g2(x) = x1+x2−6
6 ≤ 0,

g3(x) = −x1+x2−2
2 ≤ 0,

g4(x) = x1−3x2−2
2 ≤ 0,

g5(x) = 4−(x3−3)2−x4
4 ≤ 0,

g6(x) = 4−(x5−3)2−x6
4 ≤ 0,

0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 4, 1 ≤ x3 ≤ 5, 0 ≤ x4 ≤ 6, 1 ≤ x5 ≤ 5, 0 ≤ x6 ≤ 10

(A.31)



X ANNEXE A. CONTENUS ADDITIONNELS

A.3.4 LAH



min x1 +x2 +x3 +x4,

s.à g1(x) = 20exp

(
−0.2

√
1
4

4∑
i=1

(3xi −1)2

)
+exp

(
1
4

4∑
i=1

cos(2π(3xi −1))

)
≤ 0,

h1(x) = 1
0.8387

[
−1.1+

4∑
i=1

Ci exp

(
−

4∑
j=1

ai j (x j −pi j )2

)]
= 0,

avec a =


10.00 0.05 3.00 17.00

3.00 10.00 3.50 8.00

17.00 17.00 1.70 0.05

3.50 0.10 10.00 10.00

, p =


0.131 0.232 0.234 0.404

0.169 0.413 0.145 0.882

0.556 0.830 0.352 0.873

0.012 0.373 0.288 0.574

,

C =
[

1.0 1.2 3.0 3.2
]

, 0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ {1,2,3,4}

(A.32)

A.3.5 LSQ


min x1 +x2,

s.à g1(x) = 0.5sin
(
2π

(
x2

1 −2x2
))+x1 +2x2 −1.5 ≥ 0,

g2(x) =−x2
1 −x2

2 +1.5 ≥ 0,

0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ {1,2}

(A.33)

A.3.6 MB



min

[(
x2 − 5.1x2

1
4π2 + 5x1

π −6
)2
+ (

10− 10
8π

)
cos(x1)+1

]
+ 5x1+25

15 ,

s.à g1(x) = 6−
(
4−2.1x2

1 + x4
1

3

)
x2

1 −x1x2 −
(
4x2

2 −4
)

x2
2

−3sin
(
6(1−x1)

)−3sin
(
6(1−x2)

)≤ 0,

avec x1 = (x1−2.5)/7.5 et x2 = (x2−7.5)/7.5,

−5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x1 ≤ 15

(A.34)

A.3.7 MB_eq



min

[(
x2 − 5.1x2

1
4π2 + 5x1

π −6
)2
+ (

10− 10
8π

)
cos(x1)+1

]
+ 5x1+25

15 ,

s.à h1(x) = 6−
(
4−2.1x2

1 + x4
1

3

)
x2

1 −x1x2 −
(
4x2

2 −4
)

x2
2

−3sin
(
6(1−x1)

)−3sin
(
6(1−x2)

)= 0,

avec x1 = (x1−2.5)/7.5 et x2 = (x2−7.5)/7.5

−5 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x1 ≤ 15

(A.35)
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A.3.8 PVD4



min 0,06224x1x3x4 +1,7781x2x32 +3,1661x2
1 x4 +19.84x2

1 x3,

s.à g1(x) =−x1+0,0193x3 ≤ 0,

g2(x) =−x2+0,00954x3 ≤ 0,

g3(x) = pl og (−πx2
3 x4 − 4

3πx3
3 +1296000) ≤ 0,

avec si x ≥ 0, pl og (x) = log(1+x) ; sinon pl og (x) =− log(1−x),

0 ≤ x1, x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 50, 0 ≤ x4 ≤ 240

(A.36)

A.3.9 SR7



min 0.7854x1x2
2 A−1.508x1B+7.477C+0.7854D,

s.à g1(x) = 27−x1x2
2 x3

27 ≤ 0,

g2(x) = 397.5−x1x2
2 x2

3
397.5 ≤ 0,

g3(x) = 1.93−x2x4
6 x3x−3

4
1.93 ≤ 0,

g4(x) = 1.93−x2x4
7 x3x−3

5
1.93 ≤ 0,

g5(x) = A1B−1−1100
1

1100 ≤ 0,

g6(x) = A2B−1
2 −850
850 ≤ 0,

g7(x) = x2x3−40
40 ≤ 0,

g8(x) = 5−x1x−1
2

5 ≤ 0,

g9(x) = x1x−1
2 −12
12 ≤ 0,

g10(x) = 1.9+1.5x6−x4
1.9 ≤ 0,

g11(x) = 1.9+1.1x7−x5
1.9 ≤ 0,

avec A = 3.3333x2
3 +14.9334x3 −43.0934,

B = x2
6 +x2

7 ,

C = x3
6 +x3

7 ,

D = x4x2
6 +x5x2

7 ,

A1 =
√

(745x4x−1
2 x−1

3 )2 +16,91 ·106,

A2 =
√

(745x5x−1
2 x−1

3 )2 +157,5 ·106,

B1 = 0.1x3
6 , B2 = 0.1x3

7 ,

2.6 ≤ x1 ≤ 3.6, 0.7 ≤ x2 ≤ 0.8, 17 ≤ x3 ≤ 28, 7.3 ≤ x4, x5 ≤ 8.3,

2.9 ≤ x6 ≤ 3.9, 5 ≤ x7 ≤ 5.5

(A.37)
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A.3.10 WB4



min 1,10471x2
1 x2 +4,811 ·10−2x3x4(14+x2),

s.à g1(x) = t−1,36·104

1,36·104 ≤ 0, g2(x) = s−3·104

3·104 ≤ 0,

g3(x) = x1−x4
10 ≤ 0, g4(x) = 0,10471x2

1+0,04811x3x4(14+x2)−5
5 ≤ 0,

g5(x) = d−0.25
0.25 ≤ 0, g6(x) = 6000−Pc

6000 ≤ 0,

avec M = 8,4 ·104 +3000x2, R =
√

0.25(x2
2 + (x1 +x3)2),

J =p
2x1x2

(
x2

2/12+0.25(x1 +x3)2
)
, Pc = 1,0237245 ·105x3x3

4(1−2,4452 ·10−2x3),

t1 = 6000p
2x1x2

, t2 = MRJ−1, t =
√

t 2
1 + t1t2R−1x2 + t 2

2 , s = 5,04·105

x4x2
3

, d = 2.1952
x4x3

3
,

0.125 ≤ x1 ≤ 10, 0.1 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {2,3,4}
(A.38)

A.3.11 G03


min −(p

10
)10 10∏

i=1
xi .,

s.à h(x) =
10∑

i=1
x2

i −1 = 0,

0 ≤ xi ≤ 1,∀i ∈ {1, . . . ,10}

(A.39)

A.3.12 G04



min 5.3578547x2
3 +0.8356891x1x5 +37.293239x1 −40792.141,

s.à g1(x) = 85.334407+0.0056858x2x5 +0.0006262x1x4 −0.0022053x3x5 −92 ≤ 0,

g2(x) =−85.334407−0.0056858x2x5 −0.0006262x1x4 +0.0022053x3x5 ≤ 0,

g3(x) = 80.51249+0.0071317x2x5 +0.0029955x1x2 +0.0021813x2
3 −110 ≤ 0,

g4(x) =−80.51249−0.0071317x2x5 −0.0029955x1x2 −0.0021813x2
3 +90 ≤ 0,

g5(x) = 9.300961+0.0047026x3x5 +0.0012547x1x3 +0.0019085x3x4 −25 ≤ 0,

g6(x) =−9.300961−0.0047026x3x5 −0.0012547x1x3 −0.0019085x3x4 +20 ≤ 0,

78 ≤ x1 ≤ 102, 33 ≤ x2 ≤ 45, 27 ≤ xi ≤ 45, ∀i ∈ {3,4,5}

(A.40)

A.3.13 G05



min 3x1 +0.000001x3
1 +2x2 + 0.000002

3 x3
2 ,

s.à g1(x) =−x4 +x3 −0.55 ≤ 0,

g2(x) =−x3 +x4 −0.55 ≤ 0,

h3(x) = 1000sin−x3 −0.25++1000sin−x4 −0.25++894.8−x1 = 0,

h4(x) = 1000sin x3 −0.25++1000sin x3 −x4 −0.25++894.8−x2 = 0,

h5(x) = 1000sin x4 −0.25++1000sin x4 −x3 −0.25++1294.8 = 0,

0 ≤ x1 ≤ 1200, 0 ≤ x2 ≤ 1200, −0.55 ≤ x3 ≤ 0.55, −0.55 ≤ x4 ≤ 0.55

(A.41)
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A.3.14 G06


min (x1 −10)3 + (x2 −20)3,

s.à g1(x) =−(x1 −5)2 − (x2 −5)2 +100 ≤ 0,

g2(x) = (x1 −6)2 + (x2 −5)2 −82.81 ≤ 0,

13 ≤ x1 ≤ 100, 0 ≤ x2 ≤ 100

(A.42)

A.3.15 G07



min x2
1 +x2

2 +x1x2 −14x1 −16x2 + (x3 −10)2 +4(x4 −5)2 + (x5 −3)2 +2(x6 −1)2 +5x2
7

+7(x8 −11)2 +2(x9 −10)2 + (x10 −7)2,

s.à g1(x) =−105+4x1 +5x2 −3x7 +9x8 ≤ 0,

g2(x) = 10x1 −8x2 −17x7 +2x8 ≤ 0,

g3(x) =−8x1 +2x2 +5x9 −2x10 −12 ≤ 0,

g4(x) = 3(x1 −2)2+4(x2 −3)2+2x2
3 −7x4 −120 ≤ 0,

g5(x) = 5x2
1 +8x2 + (x3 −6)2−2x4 −40 ≤ 0,

g6(x) = x2
1 +2(x2 −2)2−2x1x2 +14x5 −6x6 ≤ 0,

g7(x) = 0.5(x1 −8)2+2(x2 −4)2+3x2
5 −x6 −30 ≤ 0,

g8(x) =−3x1 +6x2 +12(x9 −8)2−7x10 ≤ 0,

−10 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,10}
(A.43)

A.3.16 G08


min − [sin(2πx1)]3 sin(2πx2)

x3
1 (x1+x2)

,

s.à g1(x) = x2
1 −x2 +1 ≤ 0,

g2(x) = 1−x1 + (x2 +4)2 ≤ 0,

0 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 10

(A.44)

A.3.17 G09



min (x1 −10)2 +5(x2 −12)2 +x4
3 +3(x4 −11)2 +10x6

5 +7x2
6 +x4

7 −4x6x7 −10x6 −8x7,

s.à g1(x) =−127+2x2
1 +3x4

2 +x3+4x2
4 +5x5 ≤ 0,

g2(x) =−282+7x1+3x2+10x2
3 +x4−x5 ≤ 0,

g3(x) =−282+7x1+3x2+10x2
3 +x4−x5 ≤ 0,

g4(x) = 4x2
1 +x2

2 −3x1x2+2x2
3 +5x6−11x7 ≤ 0,

−10 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,7}
(A.45)
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A.3.18 G10



min x1 +x2 +x3,

s.à g1(x) =−1+0.0025(x4 +x6) ≤ 0,

g2(x) =−1+0.0025(x5 +x7 −x4) ≤ 0,

g3(x) =−1+0.01(x8 −x5) ≤ 0,

g4(x) =−x1x6 +833.33252x4 +100x1 −83333.333 ≤ 0,

g5(x) =−x2x7 +1250x5 +x2x4 −1250x4 ≤ 0,

g6(x) =−x3x8 +1250000+x3x5 −2500x5 ≤ 0,

−10 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,10}

(A.46)

A.3.19 G11


min x2

1 + (x2 −1)2,

s.à h1(x) = x2 −x2
1 = 0,

−1 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ {1,2}

(A.47)

A.3.20 G12


min −100−(x1−5)2−(x2−5)2−(x3−5)2

100 ,

s.à g1(x) = min
{
(x1 −p)2 + (x2 −q)2 + (x3 − r )2 −0.0625,{p, q,r } ∈ {1, . . . ,9}3

}≤ 0,

0 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1,2,3}

(A.48)

A.3.21 G13



min exp x1x2x3x4

s.à h1(x) = x2
1 +x2

2 +x −32 +x2
4 +x2

5 −10 = 0,

h2(x) = x2x3 −5x4x5 = 0,

h3(x) = x3
1 +x3

2 +1 = 0,

−2.3 ≤ xi ≤ 2.3, ∀i ∈ {1,2}, −3.2 ≤ xi ≤ 3.2, ∀i ∈ {3,4,5}

(A.49)

A.3.22 G14



min
10∑

i=1
xi

(
ci + log

(
xi∑10

j=1 x j

))
s.à h1(x) = x1 ++x2 +2x3 +x6 +x10 −2 = 0,

h2(x) = x4 +2x5 +x6 +x7 −1 = 0,

h3(x) = x3 +x7 +x8 +2x9 +x10 −1 = 0,

0 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,10}, c1 =−6.089, c2 =−17.164, c3 =−34.054,

c4 =−5.914, c5 =−24.721, c6 =−14.986, c7 =−24.1,

c8 =−10.708, c9 =−26.662, c10 =−22.179

(A.50)
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A.3.23 G15



min 1000−x2
1 −2x2

2 −x −32 −x1x2 −x1x3,

s.à h1(x) = x2
1 +x2

2 +x2
3 −25 = 0,

h2(x) = 8x1 +14x2 +7x3 −56 = 0,

h3(x) = x3 +x7 +x8 +2x9 +x10 −1 = 0,

0 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,10}

(A.51)

A.3.24 G17



min f1(x1)+ f2(x2)

s.à h1(x) =−x1 +300− x3x4
131.078 cos(1,48477−x6)+ 0,90798x2

3
131.078 cos(1,47588) = 0,

h2(x) =−x2 − x3x4
131.078 cos(1,48477+x6)+ 0,90798x2

4
131.078 cos(1,47588) = 0,

h3(x) =−x5 − x3x4
131.078 sin(1,48477+x6)+ 0,90798x2

4
131.078 sin(1,47588) = 0,

h4(x) = 200− x3x4
131.078 sin(1,48477−x6)+ 0,90798x2

4
131.078 sin(1,47588) = 0,

avec si x1 < 300, f1x1 = 30x1 ; sinon f1x1 = 31x1

si x2 < 100, f2x2 = 28x2 ; si 100 ≤ x2 < 100, f2x2 = 29x2 ; sinon f1x1 = 30x2

0 ≤ x1 ≤ 400, 0 ≤ x2 ≤ 1000, 340 ≤ x3 ≤ 420, 340 ≤ x4 ≤ 420,

−1000 ≤ x5 ≤ 1000, 0 ≤ x6 ≤ 0.5236

(A.52)

A.3.25 G18



min −0.5(x1x4 −x2x3 +x3x9 −x5x9 +x5x8 −x6x7)

s.à g1(x) = x2
3 +x2

4 −1 ≤ 0,

g2(x) = x2
9 −1 ≤ 0,

g3(x) = x2
5 +x2

6 −1 ≤ 0,

g4(x) = x2
1 + (x2 −x9)2 −1 ≤ 0,

g5(x) = (x1 −x5)2 + (x2 −x6)2 −1 ≤ 0,

g6(x) = (x1 −x7)2 + (x2 −x8)2 −1 ≤ 0,

g7(x) = (x3 −x5)2 + (x4 −x6)2 −1 ≤ 0,

g8(x) = (x3 −x7)2 + (x4 −x8)2 −1 ≤ 0,

g9(x) = x2
7 + (x8 −x9)2 −1 ≤ 0,

g10(x) = x2x3 −x1x4 ≤ 0,

g11(x) =−x3x9 ≤ 0,

g12(x) = x5x9 ≤ 0,

g13(x) = x6x7 −x5x9 ≤ 0,

−10 ≤ xi ≤ 10, ∀i ∈ {1, . . . ,8}, 0 ≤ x9 ≤ 20

(A.53)
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A.3.26 G16



min 0,000117y14 +0,1365+0,00002358y13 +0,000001502y16 +0,0321y12

+0,004324y5 +0,0001 c15
c16

+37.48 y2

c12
−0,0000005843y17,

s.à g1(x) = 0.28
0.72 y5 − y4 ≤ 0, g2(x) = x3 −1.5x2 ≤ 0,

g3(x) = 3496 y2

c12 −21 ≤ 0, g4(x) = 110.6+ y1 − 62212
c17

≤ 0,

g5(x) = 213.1− y1 ≤ 0, g6(x) = y1 −405.23 ≤ 0,

g7(x) = 17.505− y2 ≤ 0, g18(x) = y2 −1053,6667 ≤ 0,

g9(x) = 11.275− y3 ≤ 0, g10(x) = y3 −35.03 ≤ 0,

g11(x) = 214.228− y4 ≤ 0, g12(x) = y4 −665.585 ≤ 0,

g13(x) = 7.458− y5 ≤ 0, g14(x) = y5 −584.463 ≤ 0,

g15(x) = 0.961− y6 ≤ 0, g16(x) = y6 −265.916 ≤ 0,

g17(x) = 1.612− y7 ≤ 0, g18(x) = y7 −7.046 ≤ 0,

g19(x) = 0.146− y8 ≤ 0, g20(x) = y8 −0.222 ≤ 0,

g21(x) = 107.99− y9 ≤ 0, g22(x) = y9 −273.366 ≤ 0,

g23(x) = 922.693− y10 ≤ 0, g24(x) = y10 −1286,105 ≤ 0,

g25(x) = y11 −1444,046 ≤ 0, g26(x) = 926.32− y11 ≤ 0,

g27(x) = 18.766− y12 ≤ 0, g28(x) = y12 −537.141 ≤ 0,

g29(x) = 1072,163− y13 ≤ 0, g30(x) = y13 −3247,039 ≤ 0,

g31(x) = 8961,448− y14 ≤ 0, g32(x) = y14 −26844,086 ≤ 0,

g33(x) = 0.063− y15 ≤ 0, g34(x) = y15 −0.386 ≤ 0,

g35(x) = 71084,33− y16 ≤ 0, g36(x) = y16 −140000 ≤ 0,

g37(x) = 2802713− y17 ≤ 0, g38(x) = y17 −12146108 ≤ 0,

avec y1 = x2 +x3 +41.6, c1 = 0.024x4 −4.62,

y2 = 12.5
c1

+12, c2 = 0,0003535x2
1 +0,5311x1 +0,08705y2x1,

c3 = 0.052x1 +78+0,002377y2x1, y3 = c2
c3

,

y4 = 19y3, c4 = 0,04782(x1 − y3)+ 0,1956(x1−y3)2

x2
+0,6379y4 +1.594y3,

c5 = 100x2, c6 = x1 − y3 − y4,

c7 = 0.950− c4
c5

, y5 = c6c7,

y6 = x1 − y5 − y4 − y3, c8 = 0.995(y5 + y4),

y7 = c8
y1

, y8 = c8
3798 ,

c9 = y7 − 0,0663y7

y8
−0,3153, y9 = 96.82

c9
+0.321y1,

y10 = 1.29y5 +1.258y4 +2.29y3 +1.71y6, y11 = 1.71x1 −0.452y4 +0.580y3,

c10 = 12.3
752.3 , c11 = c10x1 + c11

c12
,

c12 = 0.995y10 +1998, y12 = c10x1 + c11
c12

,

y13 = c12 +1.75y2, y14 = 3623+64.4x2 +58.4x3 + 146312
y9+x5

,

c13 = 0.995y10 +60.8x2 +48x4 −0.1121y14 −5095, y15 = y13

c13
,

y16 = 148000−331000y15 +40y13 −61y15 y13, c14 = 2324y10 −28740000y2,

y17 = 14130000−1328y10 −531y11 + c14
c12

, c15 = y13

y15
− y13

0.52 ,

c16 = 1.104−0.72y15, c17 = y9 +x5,

704.4148 ≤ x1 ≤ 906.3855, 68.6 ≤ x2 ≤ 288.88, 0 ≤ x3 ≤ 134.75,

193 ≤ x4 ≤ 287.0966, 25 ≤ x5 ≤ 54.1988

(A.54)
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A.3.27 G21



min x1,

s.à g1(x) =−x1 +35x0.6
2 +35x0.6

3 ≤ 0,

h1(x) =−300x3 +7500x5 −7500x6 −25x4x5 +25x4x6 +x3x4 = 0,

h2(x) = 100x2 +155.365x4 +2500x7 −x2x4 −24x4x7 −15536,5 = 0,

h3(x) =−x5 + log(−x4 +900) = 0,

h4(x) =−x6 + log(x4 +300) = 0,

h5(x) =−x7 + log(−2x4 +700) = 0,

0 ≤ x1 ≤ 1000, 0 ≤ x2, x3 ≤ 40, 100 ≤ x4 ≤ 300,

6.3 ≤ x5 ≤ 6.7, 5.9 ≤ x6 ≤ 6.4, 4.5 ≤ x7 ≤ 6.25

(A.55)

A.3.28 G23



min −9x5 −15x8 +6x1 +16x2 +10(x6 +x7),

s.à g1(x) = x9x3 +0.02x6 −0.025x5 ≤ 0,

g2(x) = x9x4 +0.02x7 −0.015x8 ≤ 0,

h1(x) = x1 +x2 −x3 −x4 = 0,

h2(x) = 0.03x1 +0.01x2 −x9(x3 +x4) = 0,

h3(x) = x3 +x6 −x5 = 0,

h4(x) = x4 +x7 −x8 = 0,

0 ≤ x1, x2, x6 ≤ 300, 0 ≤ x3, x5, x7 ≤ 100, 0 ≤ x4, x8 ≤ 200, 0.01 ≤ x9 ≤ 0.03

(A.56)

A.3.29 G24


min −x1 −x2,

s.à g1(x) =−2x4
1 +8x3

1 −8x2
1 +x2 −2 ≤ 0,

g2(x) =−4x4
1 +32x3

1 −88x2
1 +96x1 +x2 −36 ≤ 0,

0 ≤ x1 ≤ 3, 0 ≤ x2 ≤ 4

(A.57)
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A.4 Data Profiles pour les différents seuil de doute avec une violation

des contraintes εc = 10−2 avec noyau de covariance gaussien.
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(a) Seuil de doute décroissants.
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FIGURE A.7 – Data profile pour 29 problèmes pour un noyaux de covariance gaussien et différentes évolu-
tions du seuil de doute avec une violation des contraintes de εc = 10−2.



A.5. COURBE DE CONVERGENCE DU CONCEPT HYBRIDE POUR LES DIFFÉRENTES MISES À JOUR DU SEUIL DE DOUTE.XIX

A.5 Courbe de convergence du concept hybride pour les différentes mises

à jour du seuil de doute.
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(a) seuil de doute décroissants.
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FIGURE A.8 – Courbes de convergence du problème d’optimisation du concept hybride pour SEGO-UTB
pour différentes mises à jour du seuil de doute. La ligne en pointillé grise verticale indique le nombre de
points d’échantillonage dans le DoE initial.
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A.6 Courbes de convergence en évaluations de la CMDO et de la PMDO

de la BRAC pour les différentes mises à jour du seuil de doute pour

SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB.
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(a) Courbes de convergence en évaluations de la
CMDO de la BRAC.
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FIGURE A.9 – Courbes de convergence en nombre d’évaluations pour la CMDO et la PMDO de la BRAC pour
différents seuil de doute de SEGO-UTB et SEGOMOE-UTB. La ligne rouge horizontale indique la valeur de
l’optimum de la CMDO de la BRAC dans le processus PMDO.



Annexe B

Liste des acronymes

AGILE Aircraft 3rd Generation MDO for Innovative Collaboration of Heterogeneous Teams of

Experts. 4

AI intelligence artificielle, ou artificial intelligence. 8, 25, 160

AL Lagrangien augmenté, ou augmented Lagrangian. 39, 40, 111

ALBO Lagrangien augmenté pour l’optimisation Bayésienne, ou augmented Lagrangian for Bayesian

optimization. 39–41, 47–49, 87, 93, 111–114, 117–122, 132, 152, 157

AWSOM Automatic Wing Structural Optimization Module. 135

BALD Bayesian active learning by disagreement. 15

BBO optimisation boite noire, ou black box optimization. 2, 3

BFL longueur de piste équivalente, ou balanced field length. 135, 138

BO optimisation Bayésienne, ou Bayesian optimization. 3, 8, 19–23, 26, 27, 32–36, 39, 44, 47–49,

54, 56, 62, 76, 77, 83, 84, 93, 155, 156, 160

BOOST méthode d’optimisation reposant sur l’adjoint développé à Bombardier. 135, 136

BRAC configuration avion de recherche de Bombardier, ou Bombardier research aircraft configuration.

134, 136–139, 141–143, 146, 148, 151–153

CATIA v5 conception assistée tridimensionnelle interactive appliquée version 5. 135

CBO optimisation Bayésienne sous contraintes, ou constrained Bayesian optimization. 4, 5, 36,

39–41, 44, 46–49, 58, 59, 61, 62, 64, 86–90, 93, 111, 112, 117, 119, 120, 126, 139, 141, 152, 156–

158

CMDO optimisation de conception multi-disciplinaire conceptuelle, ou conceptual multi-disciplinary

design optimization. 133–139, 141, 143, 146–148, 151, 152

COBYLA constrained optimization by linear approximation. 12, 86, 111–114, 117–119, 121, 122,

126–129, 132, 133, 152, 153, 157, 158

CPU unité centrale de traitement, ou central processing unit. 68, 77, 80–84, 117, 120, 121, 126,

132–134, 136, 156

DFO optimisation sans dérivées ou derivative-free optimization. 2

DISC département d’ingénierie des systèmes complexes. 1

XXI



XXII LISTE DES ACRONYMES

DMDO optimisation de conception multi-disciplinaire détaillée, ou detailed multi-disciplinary

design optimization. 133

DoE plan d’expériences, ou design of experiments. 8, 9, 12, 15–27, 31, 33–35, 37–42, 47, 48, 58, 60,

62–68, 73, 74, 76, 77, 80–84, 90, 92, 93, 96, 97, 105, 110, 111, 127, 141, 146, 157–159

DP profil de données, ou data profile. 105, 107, 108, 117, 118, 122

DTIS département traitement de l’information et systèmes. 1, 4

ED-AA école doctorale aéronautique et astronautique. 1

EFI amélioration faisable espérée, ou expected feasible improvement. 36–41, 47–49, 87, 93, 111–

114, 117–122, 132, 152, 157

EGO efficient global optimization. 20

EGO-KPLS efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate model. 27, 35, 48, 49, 54,

62, 76, 77, 80–84, 156, 157, 159

EGORSE efficient global optimisation coupled with random and supervised embeddings. 53, 61–

68, 73, 74, 76, 77, 80–84, 156–159

EI amélioration espérée, ou expected improvement. 21–25, 31, 33, 36, 37, 40, 48, 56, 60, 64, 77, 159

EM maximisation des attentes, ou expectation-maximization. 17

EV violation espérée, ou expected violation. 43

Evol algorithme d’optimisation évolutionnaire, ou evolutionary optimization algorithm. 140–143,

146–148, 151–153, 158

FANSC full aircraft Navier-Stokes code. 135

FAST outil de conception pour configuration avion à voilure fixe, ou fixed-wing aircraft sizing tool.

124, 125, 132, 158

FAST-OAD outil de conception pour configuration avion du futur - conception d’avion complet,

ou future aircraft sizing tool - overall aircraft design. 125

GMM modèle de mélange gaussien, ou Gaussian mixture model. 17, 18

GP processus gaussien, ou Gaussian process. I, V, VI, 3, 8, 9, 11–13, 15–20, 22–28, 30, 31, 33–36,

38–49, 54, 60, 62–64, 76, 84, 87–93, 111, 119, 120, 122, 147, 148, 152, 156, 157, 160

GSBP Goldstein-Price-Sinusoidal-Branin-Parr problem. 95, 99, 101, 103, 114, 117, 120, 121

HDBO optimisation Bayésienne en grande dimension, ou high dimensionnal Bayesian optimization.

4, 5, 20, 27, 35, 36, 45, 46, 48, 49, 53, 54, 62, 63, 73, 76, 81, 82, 156, 159

HDCBO optimisation Bayésienne sous-contraintes en grande dimension, ou high dimensionnal

constrained Bayesian optimization. 8, 45–47, 49

HeSBO hashing-enhanced subspace Bayesian optimization. 27, 28, 30, 32, 35, 45, 48, 49, 54, 63,

65, 66, 76, 77, 80–84, 156, 157, 159

ICA altitude initiale de croisière, ou initial cruise altitude. 135, 138

ISAE-SUPAERO Institut Supérieur de l’Aéronautique et de l’Espace - SUPAERO. 1, 4, 64, 124, 134,

151, 152, 158, 160



LISTE DES ACRONYMES XXIII

ISRES improved stochastic ranking evolution strategy. 64, 92

KPLS Krigeage combiné aux moindres carrés partiels, ou kriging coupled with partial least squares.

14, 16, 17, 19, 27, 45, 47, 49, 54, 76, 139

L-BFGS-B limited memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno method subject to bounds. 12

LAH Linear-Hartman-Ackley problem. 94, 101, 103, 114, 117

LHS échantillonnage par hypercube latin, latin hypercube sampling. 23, 96, 105, 141, 146

LSQ Linear-Sinusoidal-Quadratic problem. 95–97, 99, 103, 117

M2CI méthodes multidisciplinaires, concepts intégrés. 1, 4

MA mathématiques appliquées. 1

MADS mesh adaptive direct search algorithm. 111

MB problème de Branin modifié, ou modified Branin problem. 42, 65, 96, 97, 99, 103, 113, 114,

117, 120, 121, 156

MBGRID générateur de maillage reposant sur CATIA développé à Bombardier. 135

MDO optimisation de conception multi-disciplinaire, ou multi-disciplinary design optimization.

2, 8, 125, 126, 132–136, 151, 152, 160

MGP processus gaussien marginal, ou marginal Gaussian process. V, 13–17, 19, 47, 49, 57, 60, 61,

65, 67, 68, 73, 74, 83, 84, 156

ML apprentissage automatique, ou machine learning. 8, 22, 25, 26, 160

MOE mélange d’experts, ou mixture of experts. 17–20, 45, 47

MOPSO optimisation multi-objectifs par essaims particulaires, ou multi-objective particle swarm

optimization. 140

MOST outil de système d’optimisation multi-fonctions, ou multi-function optimization system

tool. 140

MTOW masse maximale au décollage, ou maximum take-off weight. 135, 138, 146, 148, 151, 152

NLPQL programmation non-linéaire par Lagrangien quadratique, ou non-linear programming

by quadratic Lagrangian. 140

NOMAD nonlinear optimization with the MADS algorithm. 86, 111–114, 117–119, 121, 122, 126–

129, 132, 152, 153, 157, 158

NOMAD-VNS NOMAD-VNS. 111, 113, 114, 117, 118, 126

OML ligne de moule externe, ou outer mold lines. 135

ONERA Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales. 1, 4, 64, 124, 133, 134, 151, 152,

158, 160

PEB barrière progressive et extrême, ou progressive and extreme barrier. 111

PES recherche entropique prédictive, ou predictive entropy search. 25, 38, 48, 118

PESC recherche entropique prédictive avec contraintes, ou predictive entropy search with constraints.

39, 41, 47–49, 87, 93, 111, 112, 114, 117, 119–122, 132, 152, 157



XXIV LISTE DES ACRONYMES

PLS moindres carrés partiels, ou partial least squares. 16, 17, 19, 57, 60, 61, 65, 67, 68, 73, 82–84,

156, 159

PMDO optimisation de conception multi-disciplinaire préliminaire, ou preliminary multi-disciplinary

design optimization. 133–136, 138, 139, 141, 142, 146, 148, 151, 152

Pointer-2 variante de l’algorithme du "chien de détection", ou variant of the Pointerdog algorithm.

140–143, 146–148, 151–153, 158

REMBO random embedding Bayesian optimization. 27–30, 32, 34, 35, 45, 46, 48, 49, 54, 61, 63, 80,

156, 159

RREMBO R random embedding Bayesian optimization. 27–30, 32, 34, 35, 45, 48, 49, 53–57, 59–63,

65, 66, 76, 77, 80–84, 156, 157, 159

S3-BFO sequential-subspace-search bayesian functional optimisation. 84, 157, 159

SCBO scalable constrained Bayesian optimization. 45, 46, 49

SEGO super efficient global optimization. 42–49, 59, 60, 64, 87, 93, 111, 113, 114, 117–122, 126–

129, 132–134, 139, 141–143, 146–148, 151–153, 156–158

SEGO-EV super efficient global optimization using the expected violation. 43, 44, 48, 49, 87, 157

SEGO-KPLS super efficient global optimization enhanced by a KPLS surrogate model. 45, 46, 49

SEGO-UTB super efficient global optimization using the upper trust bound. 44, 45, 47–49, 86, 87,

89–91, 94, 96, 97, 99, 101, 103, 105, 108–114, 117–121, 123–129, 132–134, 139, 141–143, 147,

148, 151–153, 157–159

SEGOMOE super efficient global optimization coupled with mixture of experts. 42–48, 64, 76, 111,

123, 124, 134, 139, 141–143, 146–148, 151–153, 157–160

SEGOMOE-UTB SEGOMOE utilisant UTB. 134, 139, 141–143, 147, 148, 151–153, 158

SMT surrogate modeling toolbox. 12, 64, 65, 91

SNOPT sparse nonlinear optimizer. 64, 92

SoC état de charge, ou state of charge. 126, 127

SUR réduction progressive de l’incertitude, ou stepwise uncertainty reduction. 24, 25, 38, 39, 41,

47–49, 87, 111–114, 117, 119–122, 132, 152, 157

TEC quantité totale d’énergie consommée, ou total energy consumption. 125, 127, 152

TOFL longueur de piste au décollage, ou takeoff field length. 126, 127

TRIKE trust region implementation in kriging-based optimization with expected improvement.

33

TS échantillonage de Thomson, ou Thomson sampling. 23, 34, 48

TuRBO trust region Bayesian optimization. 27, 33–35, 45, 46, 48, 49, 54, 62, 76, 77, 80–84, 156, 157

UTB borne supérieure de confiance, ou upper trust bound. 43, 44, 87–90, 143, 148, 157, 158

VNS recherche en voisinage, ou variable neighborhood search. 111, 112

WB2 Watson Barnes 2. 22–25, 48
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WB2S Watson Barnes 2 normalisée, ou scaled Watson Barnes. 23–25, 48, 92, 139
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