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Résumé

Cette thèse est composée de deux parties. Dans la première partie, nous proposons d’étudier
la modélisation d’une tige hyperélastique en grands déplacements se déformant dans un espace
à trois dimensions en présence de l’auto-contact avec frottement décrit par la loi de Coulomb.
En comparaison avec d’autres travaux, le sujet de contact avec frottement est considéré comme
un problème en lui-même. Ce problème génère des contraintes non linéaires entraînant des dif-
ficultés pour l’analyse mathématique et numérique. Pour relaxer le problème de ces contraintes,
une méthode du Lagrangien augmenté a été utilisée. En conséquence, nous avons surmonté la
nature implicite des formules d’auto-contact avec frottement de Signorini-Coulomb. Nous avons
également présenté un résultat de l’existence de la solution. D’autre part, nous avons proposé
une approche qui peut être utile pour une implémentation numérique de ce problème.

Dans la deuxième partie, nous proposons d’utiliser une méthode semi-analytique qui s’ap-
pelle la méthode de He ou «Variational Iteration Method» pour approximer des solutions à cer-
tains problèmes d’obstacle. Par exemple, nous avons traité le problème du contact d’une poutre
déformée en présence d’une fondation élastique en tant que problème d’obstacle, suivi par des
exemples linéaires et non linéaires pouvant couvrir d’autres applications physiques.

Mots clés : Auto-contact ; Frottement ; Vecteur distance ; Vitesse de glissement tangentielle ;
Frottement de Signorini-Coulomb ; Problèmes d’obstacle ; Méthodes de pénalisation ; Méthode
d’itération variationnelle (VIM).
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Abstract

This thesis consists of two parts. In the first part, we studied the modeling of a hyperelastic
rod during large displacements in the presence of a frictional self-contact described by the Cou-
lomb’s law. Compared to other works the self-contact with friction is considered as a problem in
itself. This problem generates non-linear constraints leading to difficulties in mathematical and
numerical analysis. To simplify the problem, an augmented Lagrangian method was used. As a
result, we overcame the implicit nature of the Signorini-Coulomb-self-contact formulas. We pre-
sented, on one side, a result of the existence of the solution. On the other side, we have proposed
an approach that can be used for a numerical implementation of this problem.

In the second part, we propose to use a semi-analytical method called the He’s method or
«Variational Iteration Method» to give approximate solutions to some obstacle problems. For
example, we have studied the contact problem of a deformed beam in the presence of an elastic
foundation as an obstacle problem, followed by linear and non-linear examples that can cover
other physical applications.

Keywords : Frictional self-contact ; Gap vector ; Tangential sliding velocity ; Signorini-Coulomb
friction ; Obstacle problems ; Penalty function method ; Variational Iteration Method (VIM).
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1 Introduction générale

Dans plusieurs systèmes de la mécanique des structures, il existe des situations dans les-
quelles un corps élastique subit de l’auto-contact ou entre en contact avec d’autres corps. Nous
citons parmi les systèmes récemment étudiés, le surenroulement des fragments de la molécule
d’ADN considérés comme tiges élastiques. L’objectif de cette thèse est d’étudier l’auto-contact
avec frottement dans une tige élastique en grands déplacements se déformant dans un espace
à trois dimensions. Le problème d’une tige en grands déplacements et la non-interpénétration
de la matière génèrent des contraintes fortement non linéaires au problème de modélisation qui
mène à des difficultés d’analyses mathématiques et numériques tels que la non-existence et la
non-unicité de solution.

1.1 Généralités et motivation

Le contact est le problème mécanique des solides qui présente les non-linéarités les plus
difficiles à traiter analytiquement et même numériquement. Typiquement, dans la littérature
scientifique classique, l’auto-contact n’a pas été considéré analytiquement comme un sujet au-
tonome, mais il est généralement considéré comme un cas particulier, qui doit être donc traité
en conséquence. Motivé par le « self-contact » dû aux phénomènes de DNA-supercoiling (sur-
enroulement de l’ADN), Van der Heijden et al. dans [19] ont étudié l’auto-contact provoqué
par la torsion des tiges serrées. Dans [52], Moakher et Maddocks utilisent actuellement la théo-
rie de Cosserat dans les travaux de modélisation de la molécule d’ADN. Dans ces travaux, la
courbe moyenne représente la moyenne des deux brins d’ADN. Les propriétés géométriques des
tiges sont celles utilisées par Coleman et Swigon dans [12]. Dans le domaine du vivant, plu-
sieurs modèles de tiges élastiques ont été appliqués à l’étude des déformations et du surenrou-
lement des fragments de la molécule d’ADN et modèles de pipelines dans le domaine pétrolier
[50, 12, 69, 19, 52, 9, 32, 31]. Les tiges minces pour la simulation de structure physique dans le
domaine des animations [40, 27, 24], les poutres dans le domaine de construction et les câbles
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dans le domaine marin et industriel [48, 68, 71, 72].
Outre le surenroulement de l’ADN et de la chromatine où le changement de configuration

peut modifier leur structure locale et globale dans le domaine du vivant, un autre exemple pos-
sible pourrait être l’utilisation accrue du stent dans le domaine biomédical. Par exemple, l’uti-
lisation d’endoprothèses pour réparer l’endovasculaire peut entraîner une complication grave
[17, 18], malgré les vastes travaux expérimentaux et informatiques qui ont été étudiés. Ber-
tails et al. dans [23] ont utilisé des modèles de tiges élastiques de Kirchhoff pour modéliser les
cheveux qui imposent naturellement de structure physique réelle pour les animations. De nom-
breux travaux ont montré l’importance d’inclure les effets de frottement dans ces modélisations
[27, 24, 1, 15]. Les modèles de collision typiques basés sur les impulsions pour les tiges élas-
tiques peuvent entraîner des instabilités via l’excitation de modes d’étirement, et qu’un modèle
non linéaire amélioré de collision de manière adapté conduit à des simulations plus robustes et
plus précises [15].

Les problèmes d’obstacle sont des problèmes bien étudiés dans beaucoup des littératures
scientifiques, y compris les problèmes de déformation d’une tige élastique en présence d’un obs-
tacle élastique ou rigide. Ces problèmes sont en général difficiles main en main avec le problème
d’auto-contact sans ou avec frottement dans une tige élastique. Pour cette raison, la plupart des
problèmes d’obstacles étudiés dans la littérature traitant des modèles beaucoup plus simples limi-
tés aux petites déformations avec négligence du cisaillement et allongement pour garantir que le
problème conduit à une inégalité variationnelle avec un ensemble des déformations admissibles
convexe. Il s’agit d’un sujet largement étudié dans lequel les résultats reposent essentiellement
sur des arguments de monotonie et de convexité. Nous citons dans ce cadre les travaux de Fichera
[26], Lewy et Stampacchia [46] et Kikuchi et Oden [42].

Pour les problèmes d’obstacles en tant que déformation d’une poutre en présence d’un obs-
tacle élastique, l’ensemble des déformations possibles est un sous-ensemble convexe fermé dans
un espace fonctionnel approprié et l’approche variationnelle conduit à une inégalité variation-
nelle en tant que condition de solvabilité nécessaire. Il existe quelques résultats sur l’existence et
la régularité de telles solutions pour le modèle linéarisé (voir par exemple [30, 43, 46, 3]). Outre
les solutions exactes et régularisées de ces problèmes d’obstacle, il existe des méthodes numé-
riques pouvant présenter des solutions semi-analytiques approximatives telles que la méthode de
décomposition adomian et la méthode d’itération variationnelle (VIM). Le VIM est une méthode
proposée par He [33] et développée par Wazwaz [70] et Martin [45].

1.2 Présentation de la thèse

La thématique de cette thèse est dédiée à l’étude de l’auto-contact avec frottement dans une
tige hyperélastique de Cosserat basée sur la théorie géométriquement exacte. Ensuite, nous pro-
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posons la résolution de quelques problèmes de l’obstacle par la méthode semi-analytique d’ité-
ration variationnelle. La modélisation d’une tige élastique en présence de l’auto-contact avec
frottement est primordiale pour la déformation qui doit prendre en compte la contrainte de non-
auto-pénétration tout en évitant numériquement les configurations inadmissibles. Pour étudier le
problème de l’auto-contact, nous profitons des conditions aux limites imposées à la tige, et pour
développer la cinématique de frottement, nous supposons que le contact est persistant au cours
du glissement.

La nature du contact dans une tige élastique joue un rôle déterminant dans son comporte-
ment. Les rôles-clés dans l’étude de problème du contact sont la manière dont ces structures qui
réagissent quand elles subissent ces forces de contact. Dans cette étude, la prise en compte des
effets de frottement sur ce type de problème pose des difficultés majeures dans la modélisation,
aussi bien que dans l’analyse mathématique et numérique. Les modèles mathématiques utilisés
sont eux-mêmes non linéaires et conduisent à des systèmes d’inéquations non linéaires. La théo-
rie générale des problèmes de contact peut être attribuée à Duvaut et Lions [28], qui ont donné les
formulations variationnelles des problèmes de contact et ont prouvé l’existence et l’unicité de la
solution aux problèmes de contact bilatéraux en utilisant la loi de frottement de Tresca. Nécas et
al. [37] ont prouvé l’existence de solution pour le problème du contact unilatéral à l’état statique
en utilisant une loi locale de frottement de Coulomb. Ce résultat a été prolongé par Jarušek [39].
Pour un problème statique, où le contact est décrit par une loi de conformité normale, nous pou-
vons nous référer à Oden et Martins [51], Klarbring et al. [2]. Les problèmes de contact unilatéral
avec la loi de frottement de Coulomb non locale ont été étudiés par Duvaut [20], Demkowicz et
Oden [44], Oden et Pires [38] et Cocu [11], Renard [60]. Récemment, Chamekh et al. ont donné
un résultat d’existence pour le problème de l’auto-contact sans frottement suivi d’une approche
numérique et une étude de stabilité de solution obtenue [9, 10].

Les problèmes de contact semblent être difficiles à traiter analytiquement et même numéri-
quement. Cependant, les techniques qui prennent en compte les conditions de contact unilatéral
sont bien avancées avec les grands progrès des machines informatiques et des outils mathéma-
tiques. Ces techniques qui ont résolu ces problèmes doivent encore être examinées en retour, en
particulier pour le problème de l’auto-contact et surtout en présence de frottement.

Dans le cadre de cette thèse, les outils mathématiques dont on dispose ne peuvent pas dé-
montrer ni l’existence ni l’unicité de solution dans le cas avec frottement, Bien qu’un résultat
d’existence sans unicité pour le problème de l’auto-contact sans frottement a été prouvé dans
[9]. Nous avons cherché à étendre ce résultat d’existence à un nouveau résultat du problème
d’auto-contact qui prend en compte le frottement obéissant au critère de Coulomb ou de Tresca.
Le premier problème auquel on est confronté c’est que le frottement de Coulomb n’admet pas
de potentiel en général et ce, parce que le seuil de frottement de Coulomb dépend de la compres-
sion normale. Le deuxième problème est que le frottement de Tresca, aussi bien, n’admet pas
de potentiel dans le cas de grands déplacements/déformations. Par conséquent, ce problème ne
peut pas être un problème de minimisation d’énergie classique. Nous avons décrit la formulation
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variationnelle du problème d’auto-contact avec frottement en se basant sur les équations d’équi-
libres, il n’est cependant pas du tout évident que le problème que nous avons obtenu admette une
solution due au matériau, à la non-linéarité géométrique et à la présence du contact avec frot-
tement. Pour cela, nous avons donné un résultat d’existence particulier pour ce problème dont
la force de contact est connue, fixée et proposée comme force d’auto-contact frottant pénalisée.
C’est-à-dire, nous avons prouvé l’existence de solutions pour le problème non linéaire qui peut
être traiter par l’algorithme d’Uzawa avant l’actualisation des multiplicateurs de Lagrange avec
une force de contact exprimée par des vecteurs régularisés. Cette régularisation est appliquée
à la pression de contact pour étendre également la portée des résultats. Pour avoir l’unicité de
cette solution , il doit falloir supposer que l’énergie associée obéit aux hypothèses de convexité
et de coercivité par rapport aux mesures de déformations. Pour prouver l’existence de solution
pour ce problème, nous avons proposé une démonstration basée sur une théorie généralisée de
Weierstrass, à cause de l’ensemble des configurations admissibles (l’ensemble dans lequel on va
devoir chercher les solutions) n’est pas convexe. Nous rappelons que cette théorie était utilisée
par Chamekh et al. [9] pour démontrer l’existence de solutions dans le cas sans frottement.

La méthode d’itération variationnelle est une méthode de résolution numérique qui peut don-
ner une solution semi-analytique d’un problème d’équations ou/et inéquations linéaire ou non
linéaire. Cette méthode a été développé sur les alternatives de la méthode des multiplicateurs de
Lagrange depuis la fin du siècle dernier [33]. Depuis lors, le VIM est de plus en plus utilisé dans
différents types de recherche. Par exemple, H. Lewy et al. ont utilisé le VIM pour l’analyse de
poutres viscoélastiques [45], T.M. Elzaki et al. pour les comportements des fluides [49] etc...

Dans le cadre de cette thèse, nous proposons une solution semi-analytique de problème de
la déformation d’une poutre en présence d’une fondation élastique, c’est le cadre du problème
d’obstacle. Les réponses qui entourent cette application technique ne doivent pas empêcher d’ap-
pliquer ces résultats à d’autres spécialités, mais doivent au contraire ouvrir la voie à des pro-
blèmes d’obstacles plus importants et plus complexes. Dans les littératures scientifiques, un large
éventail de problèmes non liés qui existent dans les sciences de l’ingénieur appliquées peuvent
être formulés comme des problèmes d’obstacles [58, 5, 67, 16, 22, 56, 36, 21].

1.3 Hypothèses et notations utilisées

Au cours de cette cette thèse, on considère un repère orthonormé direct R0 = {O; e1, e2, e3}
de l’espace Euclidien R3, les vecteurs de ce repère seront utilisés comme une base appelée
spatiale dans les différentes configurations de la tige, ainsi que d’autres bases appelées locales
connues en tant que vecteurs de Darboux. Pour tous vecteurs a, b ∈ R3, nous notons par a × b

et a · b, respectivement, le produit vectoriel et le produit scalaire de a et b. Nous désignons par
∥·∥ la norme Euclidienne sur R3, i.e. pour tout a ∈ R3, ∥a∥ = (a · a)1/2 avec a · a =

∑
i a

2
i . Le
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produit tensoriel a⊗ b de deux vecteurs a et b est le tenseur du second-ordre défini par :

a⊗ b =


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3

 ,

et notons que

(a⊗ b)c = (c · b)a, et (a⊗ b)(c⊗ d) = (b · c)(a⊗ d), ∀(c, d) ∈ R3 × R3.

Pour un vecteur a ∈ R3, nous désignons par a× le tenseur antisymétrique associé, i.e.

a× =


0 −a3 a2

a3 0 −a1
−a2 a1 0

 , (1.1)

et notons que a×b = a × b pour tout vecteur b ∈ R3. Nous désignons par axial(A) le vecteur
axial associé au tenseur antisymétrique A, c’est-à-dire, tel que (axial(A))× = A. La projection
d’un vecteur a ∈ R3 sur une boule centrée à l’origine et de rayon ν est définie comme suit :

PB(ν)[a] =

 a si ∥a∥ < ν,

ν a
∥a∥ sinon.

(1.2)

Tout au long de cette thèse, les dérivées d’une telle fonction G par rapport au temps et par rapport

à une abscisse curviligne sont définies respectivement par (Ġ =
∂G

∂t
) et (G′ =

∂G

∂s
).

1.4 Plan de thèse

Cette thèse comporte deux parties essentielles. Une première partie s’insère dans l’étude
d’auto-contact avec frottement pour une tige élastique qui peut subir des grandes déforma-
tions/déplacements. La deuxième partie propose l’étude de la méthode d’itération variationnelle
pour obtenir une solution semi-analytique à certains problèmes de contact pour une poutre dé-
formée avec un obstacle élastique. La thèse se décompose de cinq chapitres. Dans le chapitre
deux, on utilisera la théorie géométriquement exacte des tiges hyperélastiques qui est une modé-
lisation basée sur la tige de Cosserat soumise à des efforts extérieurs. Dans le chapitre qui suit,
on présentera une modélisation d’auto-contact dans une tige élastique et on comptera sur la loi
de Coulomb pour discuter le problème du frottement. Un développement des formulations pour
ce problème peut-être utile pour une implémentation numérique est le sujet du chapitre quatre.
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Dans le chapitre cinq, on utilisera une méthode semi-analytique qui s’appelle la méthode de He
ou Variational Iteration Method (VIM) pour traiter le problème de contact d’une poutre déformée
en présence d’un obstacle élastique.



19

Première partie

Problème de l’auto-contact frottant dans

une tige élastique
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2 Modélisation d’une tige élastique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un modèle de tige a un comportement élastique et on se
basant sur la théorie géométriquement exacte 1 des tiges qui joue un rôle important dans de nom-
breuses recherches récentes en mécaniques (voir par exemple [63, 35] ou [4]). Cette théorie est
basée sur le modèle de Cosserat [13], régie par les équations développées par Reissner [59],
Simo et Vu-Quoc [66, 64], plus récemment mise au point par Ibrahimovic [34], exploitée par
Crisfield et Jelenić [14], et basée sur la théorie des vecteurs directeurs développée par Antman
[4]. La théorie géométriquement exacte a un avantage de paramétrer la configuration 3D de la
tige par une paramétrisation 1D et de prendre en compte les deux déformations translationnelle
et rotationnelle, y compris le cisaillement, allongement, flexion et la torsion. Dans ce modèle, on
suppose que les sections sont rigides et planes de rayon invariant et que la longueur de la tige
est invariante au cours de déformation, c’est-à-dire que les sections sont initialement planes et
qu’elles restent planes au cours de la déformation et ne changent pas de forme.

2.2 Théorie géométriquement exacte d’une tige élastique (GET)

La théorie géométriquement exacte des tiges est basée sur le modèle de Cosserat introduite
en 1909 par les frères Eugène et François Cosserat [13]. Ce modèle a un avantage de modéliser
une tige élastique qui peut subir des grands déplacements et qui prend en compte la flexion,
la torsion, l’allongement et le cisaillement. Il permet de réduire le problème d’élasticité 3D au
problème d’élasticité 1D en se basant sur la paramétrisation de la ligne centrale de la tige. C’est-
à-dire, la possibilité de grands déplacements/rotations permet de développer la cinématique de
chaque section transversale et la déformation globale de la tige à partir de la déformation de la

1. Le terme «géométriquement exact» fait référence au fait que la description cinématique ne contient pas d’ap-

proximation géométrique de type petits déplacements.
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ligne centrale qui repère la tige par une courbe à trois dimensions dans l’espace usuel (voir par
exemple Kapania et Jing Li [41]). Pour ce faire, nous donnons un bref rappel sur le modèle de
Cosserat.

2.2.1 Modèle de Cosserat

Une tige de longueur initiale l0 > 0 est un ensemble régulière des sections transversales
{A(s0) ; s0 ∈ [0, l0]} 2, défini par :

T0 = {ξ = (ξ1, ξ2, s0) ∈ R3, tel que 0 ≤ s0 ≤ l0, (ξ1, ξ2) ∈ A(s0)}. (2.1)

On suppose que la tige approuvée dans cette thèse est cylindrique régulière, c’est-à-dire, telle
qu’un ensemble cylindrique des sections transversales circulaires de rayon constant ε0 > 0 (voir
FIG.2.1) :

T0 = {ξ = (ξ1, ξ2, s0) ∈ R3, tel que 0 ≤ s0 ≤ l0, ξ
2
1 + ξ22 ≤ ε0

2}. (2.2)

Cette configuration de la tige est appelée configuration initiale (droite) définie par le vecteur
position de chaque abscisse curviligne s0 ∈ [0, l0] colinéaire à l’axe e3 et par le vecteur position
d’un point matériel ξ(s0) = (ξ1, ξ2) ∈ A(s0) comme suit :

r00 := r00(s0) = s0e3 ∈ R3, (2.3)

P 00(ξ) = s0e3 + ξ1e1 + ξ2e2. (2.4)

La configuration de la tige sans contrainte physique est appelée configuration de référence
(relaxée) définie par une courbe de référence tordue dans la base spatiale (ei)i avec le vecteur
position

r0 := r0(s) ∈ R3, s ∈ [0, l] ≡ s0 ∈ [0, l0]. (2.5)

Considérons le repère orthonormé local
(
r0(s);d0i(s)

)
i
qu’est rigidement fixé sur A(s) d’origine

r0(s) et de vecteurs orthonormés

d0i := d0i(s) = d0ji(s)ej ∈ R3, d0i · d0j = δij
3. (2.6)

Ce repère est renvoiyé par le repère spatial (O; ei)i et engendré par la base orthonormale ei ∈ R3.
Sans perdre de la généralité, comme la configuration de référence à un état relaxée sans contrainte

2. A(s0) ⊂ R2 est l’adhérence d’un ouvert borné de R2 qui contient 0 pour tout s0 ∈ [0, l0] et qui servira

à décrire la «forme» et la «taille» des sections transversales de la tige. Dans la configuration initiale d’une tige

cylindrique, A(s0) est constant donné par A(s0) = {(ξ1, ξ2) ∈ R2; 0 ≤ ξ21 + ξ22 ≤ ε0
2}.

3. δij dénote le symbole de kronecker, i.e. une fonction de deux variables qui est égale à 1 si celles-ci sont égales,

et 0 sinon.
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physique, il est convenu de supposer que le plan de la section transversale A(s) est orthogonal à
r′
0(s) et on définit

d03(s) = r′
0(s) = d01(s)× d02(s), (2.7)

r′
0(s) · d0i(s) = δ3i. (2.8)

Puisque les deux bases (ei)i et (d0i(s))i sont orthonormales, le vecteur de position d’un point
matériel ξ = (ξ1, ξ2, s) ∈ R3 de la section transversale dans la configuration de référence de la
tige est défini par :

P 0(s) = r0(s) + ξ1d01(s) + ξ2d02(s), (2.9)

= r0(s) + ξ1R0(s)e1 + ξ2R0(s)e2, (2.10)

avec R0(s) ∈ SO(3) 4 est le tenseur orthogonal qui associe à la base (ei)i la base (d0i(s))i
comme suit :

d0i(s) = R0(s)ei ⇐⇒ R0(s) = d0i(s)⊗ ei. (2.11)

En suite, on observe que R0 est de la forme :

R0(s) = d0ji(s)ej ⊗ ei =


d011(s) d012(s) d013(s)

d021(s) d022(s) d023(s)

d031(s) d032(s) d033(s)

 , (2.12)

Pour la configuration initiale le tenseur orthogonal correspondant est définit par :

R00(s) = d00i(s)⊗ ei = ei ⊗ ei = I3 = vi ⊗ vi; vi ∈ R3 et vi · vj = δij. (2.13)

On considère la base locale (d00i(s))i dans la configuration initiale, d’après (2.4) on a aussi pour
le vecteur position d’un point matériel ξ = (ξ1, ξ2, s) ∈ R3 de la section transversale

P00(s) = r00(s) + ξ1d001(s) + ξ2d002(s); r00(s) = se3 et s ≡ s0, (2.14)

= r00(s) + ξ1R00(s)e1 + ξ2R00(s)e2; d00i ≡ ei, (2.15)

où I3 est le tenseur identité de second-ordre de dimension 3.

Maintenant, sous l’action des efforts extérieurs, la tige se déplace et se déforme de la confi-
guration de référence à une nouvelle configuration dite déformée. Cette configuration est alors
décrite comme suit :

4. Le groupe SO(3) est l’ensemble des matrices de rotation R dans l’espace R3, i.e. RT = R−1 et det(R) = 1.
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– Le vecteur position d’une abscisse curviligne s ∈ [0, l] ≡ s0 ∈ [0, l0] de la configuration
de référence se déplace de r0(s) ∈ R3 à r(s) ∈ R3 par un déplacement en translation
rr(s) ∈ R3, i.e.

r(s) = r0(s) + rr(s). (2.16)

– Au cours de la déformation et le processus de mouvement, le repère spatiale (r0(s);d0i(s))i
de la conféguration de référence se déplace par la même déplacement en translation rr(s)

et se tourne avec son section transversale A(s) au repère matériel (r(s);di(s))i, qu’est
reste orthonormale direct. Ainsi, il existe un tenseur orthogonal noté Rr(s) ∈ SO(3) qui
associe à la base (d0i(s))i la base (di(s))i.

– Le vecteur position d’une particule matérielle ξ = (ξ1, ξ2, s) ∈ R3 de la section transver-
sale A(s) dans la configuration déformée est défini dans la base spatiale fixée (ei)i par :

P (s) = r(s) + ξ1d1(s) + ξ2d2(s),

= r(s) + ξ1Rr(s)d01(s) + ξ2Rr(s)d02(s),

= r(s) + ξ1Rr(s)R0(s)e1 + ξ2Rr(s)R0(s)e2,

= r(s) + ξ1R(s)e1 + ξ2R(s)e2,

où R(s) ∈ SO(3) est le tenseur orthogonal qui détermine l’orientation globale de la sec-
tion transversale de la tige dans la configuration déformée. C’est-à-dire, le tenseur qui
associe à la base ei la base di(s) comme suit :

R(s) = di(s)⊗ ei = dji(s)ej ⊗ ei =


d11(s) d12(s) d13(s)

d21(s) d22(s) d23(s)

d31(s) d32(s) d33(s)

 . (2.17)

Le schéma suivant explique la relation entre les tenseurs orthogonaux R0, Rr et R :

Pour la paramétrisation monodimensionnelle de la tige, chaque configuration de la tige peut
être complètement déterminée par le vecteur position et le tenseur orthogonal de la section trans-
versale ( voir par exemple [62] et [65]) :

φ(s) =
(
r(s),R(s)

)
, Pour la configuration déformée, (2.18a)

φ0(s) =
(
r0(s),R0(s)

)
, Pour la configuration de référence, (2.18b)

φ00(s0) =
(
r00(s0),R00(s0)

)
, Pour la configuration initiale (s0 ≡ s). (2.18c)
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Ainsi, l’espace des configurations admissibles de la tige satisfait certaines conditions aux limites
CL 5 [9] est donné par :

V = {
(
r,R

)
∈ H1

(
[0, l];R3 × SO(3)

)
,
(
r,R

)
vérifie CL}. (2.19)

2.2.2 Description géométrique

Nous pouvons un peu développer d’une manière approfondie la relation entre les tenseurs
orthogonaux. Pour ce faire, on considère θ0(s) = θ0(s)ω0(s), θr(s) = θr(s)ωr(s) et θ(s) =

θ(s)ω(s), respectivement, les vecteurs de rotations R0(s), Rr(s) et R(s). Alors, d’après la for-
mule de Rodrigues, on a

R0(s) = I3 + sin(θ0(s))ω
×
0 (s) + [1− cos(θ0(s))](ω

×
0 (s))

2, (2.20a)

Rr(s) = I3 + sin(θr(s))ω
×
r (s) + [1− cos(θr(s))](ω

×
r (s))

2, (2.20b)

R(s) = I3 + sin(θ(s))ω×(s) + [1− cos(θ(s))](ω×(s))2. (2.20c)

En utilisant que pour tout a ∈ R3 on a (a×)2 = a⊗ a− (a · a)I3, on obtient :

R0(s) = cos(θ0(s))I3 + sin(θ0(s))ω
×
0 (s) + [1− cos(θ0(s))]ω0(s)⊗ ω0(s),

Rr(s) = cos(θr(s))I3 + sin(θr(s))ω
×
r (s) + [1− cos(θr(s))]ωr(s)⊗ ωr(s),

R(s) = cos(θ(s))I3 + sin(θ(s))ω×(s) + [1− cos(θ(s))]ω(s)⊗ ω(s).

Ainsi, les trois rotations sont complètement déterminées respectivement par les couples de qua-
ternions (b00(s), b0(s)), (b0r(s), br(s)) et (b0(s), b(s)) comme suit :

R0(s) = (2(b00(s))
2 − 1)I3 + 2b00(s)b

×
0 (s) + 2b0(s)⊗ b0(s),

Rr(s) = (2(b0r(s))
2 − 1)I3 + 2b0r(s)b

×
r (s) + 2br(s)⊗ br(s),

R(s) = (2(b0(s))
2 − 1)I3 + 2b0(s)b

×(s) + 2b(s)⊗ b(s),

avec,

b00(s) = cos(
θ0(s)

2
), b0r(s) = cos(

θr(s)

2
), b0(s) = cos(

θ(s)

2
),

b0(s) = sin(
θ0(s)

2
)ω0(s), br(s) = sin(

θr(s)

2
)ωr(s), b(s) = sin(

θ(s)

2
)ω(s).

5. Un exemple typique des conditions aux limites est ei · R(0)ei = 1 et r(0) = 0 pour une tige de Cosserat

fixée et encastrée en 0. Ces condition sont équivalente à b0(0) = 1, b(0) = 0 et r(0) = 0.



26 CHAPITRE 2. MODÉLISATION D’UNE TIGE ÉLASTIQUE

Finalement, on obtient les relations suivantes entre les couples de quaternions associés aux ten-
seurs orthogonaux :

b0(s) = b00(s)b0r(s)− b0(s) · br(s),

b(s) = b00(s)br(s) + b0r(s)b0(s) + b0(s)× br(s).

Par suite, la configuration déformée de la tige peut être complètement déterminée par le vecteur
position r et le couple de quaternion (b0, b) associé au tenseur orthogonal R. Par conséquent,
l’espace des configurations admissibles est équivalent à

V = {(r, b0, b) ∈ H1
(
[0, l];R3 × R× R3

)
,
(
r, b0, b

)
vérifie CL}. (2.24)

FIGURE 2.1 – Les différentes configurations d’une tige.
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2.2.3 Description cinématique et mesures de déformations

Par définition de l’ensemble des matrices SO(3) et le fait que R = RrR0, les transforma-
tions R′

0(s)R
T
0 (s), R

′
r(s)R

T
r (s) et R′(s)RT (s) sont antisymétriques, et on a

R′(s)RT (s) = R′
r(s)R0(s)R

T
0 (s)R

T
r (s) +Rr(s)R

′
0(s)R

T
0 (s)R

T
r (s), (2.25)

= R′
r(s)R

T
r (s) +Rr(s)R

′
0(s)R

T
0 (s)R

T
r (s). (2.26)

Ainsi, il existe trois vecteurs u0(s), ur(s) et u(s) de R3 tels que pour tout ξ ∈ R3

u0(s)× ξ = u0(s)
×ξ = R′

0(s)R
T
0 (s)ξ,

ur(s)× ξ = ur(s)
×ξ = R′

r(s)R
T
r (s)ξ,

u(s)× ξ = u(s)×ξ = R′(s)RT (s)ξ,

vérifiant les relations suivantes :

u×(s) = ur
×(s) +Rr(s)u0

×(s)RT
r (s), (2.28a)

u(s) = ur(s) +Rr(s)u0(s). (2.28b)

Nous dérivons les vecteurs de Darboux d0i(s) et di(s), on obtient

d′
0i(s) = R′

0(s)ei = R′
0(s)R

T
0 (s)d0i(s) = u0(s)× d0i(s), (2.29a)

d′
i(s) = R′(s)ei = R′(s)RT (s)di(s) = u(s)× di(s), (2.29b)

et d’une autre façon nous pouvons retrouver les relations (2.28a) et (2.28b) comme suit :

d′
i(s) = R′

r(s)d0i(s) +Rr(s)d
′
0i(s),

= R′
r(s)R

T
r (s)di(s) +Rr(s)χ0(s)d0i(s),

= χr(s)di(s) +Rr(s)χ0(s)R
T
r (s)di(s),

=
[
χr(s) +Rr(s)χ0(s)R

T
r (s)

]
di(s),

= ur(s)× di(s) +Rr(s)u0(s)× di(s).

Ainsi

d′
0i(s) · d0j(s) = u0(s) ·

(
d0i(s)× d0j(s)

)
, (2.30a)

d′
i(s) · dj(s) = u(s) ·

(
di(s)× dj(s)

)
=

[
ur(s) +Rr(s)u0(s)

]
·
(
di(s)× dj(s)

)
. (2.30b)
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Les transformations u0
×(s), ur

×(s) et u×(s) s’écrivent, respectivement, dans les bases (d0i(s))i,
(di(s))i et (di(s))i comme suit :

u0
×(s) = (χij

0 (s))d0i(s)⊗ d0j(s) =


0 −u3

0(s) u2
0(s)

u3
0(s) 0 −u1

0(s)

−u2
0(s) u1

0(s) 0

 ,

ur
×(s) = (χij

r (s))di(s)⊗ dj(s) =


0 −u3

r(s) u2
r(s)

u3
r(s) 0 −u1

r(s)

−u2
r(s) u1

r(s) 0

 ,

u×(s) = (χij(s))di(s)⊗ dj(s) =


0 −u3(s) u2(s)

u3(s) 0 −u1(s)

−u2(s) u1(s) 0

 ,

où ui
0(s) = u0(s) · d0i(s), ui

r(s) = ur(s) · di(s) et ui(s) = u(s) · di(s).

Nous pouvons prouver l’existence des vecteurs u0(s), ur(s) et u(s) par deux méthodes, nous
allons prendre soin à prouver l’existence de vecteur u(s) et les autres vecteurs restent d’une
façon analogue. Pour la première méthode, nous utilisons les séries de Taylor pour sin(θ(s)) et
cos(θ(s)) et les relations (ω×(s))2n+1 = (−1)nω×(s) et (ω×(s))2n = (−1)n−1(ω×(s))2 dans
(2.20c), on obtient

R(s) = I3 +

[
θ(s)ω×(s)

]
1!

+

[
θ(s)ω×(s)

]2
2!

+ · · · = exp
[
θ(s)ω×(s)

]
= exp

[
θ×(s)

]
. (2.32)

Nous avons alors
R′(s)RT (s) =

[
θ(s)ω×(s)

]′
= θ′×(s) = u×(s). (2.33)

On en déduit alors que u(s) n’est rien que la dérivée de θ(s) et à partir de (2.28b) on obtient la
relation suivante entre les angles des tenseurs orthogonaux :

θ′(s) = θ′
r(s) +Rr(s)θ

′
0(s). (2.34)

Pour la deuxième méthode, on a comme forme générale de la règle de dérivation

d′
i(s) =

[ 3∑
l=1

γi
l (s)dl(s)

]
× di(s) = γi

j(s)dj(s) + γi
k(s)dk(s). (2.35)

Alors, avec la notation R(s) = (d1(s),d2(s),d3(s)) on a

R′(s) = (γi
j(s))ijR(s), avec : γi

i(s) = 0 ∀i = 1, 2, 3. (2.36)
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D’après (2.35) on a d′
i(s) · dj(s) = γi

j(s), et puisque di(s) · dj(s) = 0 alors

0 = (di(s) · dj(s))
′ = γi

j(s) + γj
i (s). (2.37)

C’est-à-dire γi
j(s) = −γ

j
i (s) pour tous i ̸= j et γi

i(s) = 0 pour tout i = 1, 2, 3.
Par conséquent, nous remplaçons ces résultats dans (2.36), on obtient

R′(s)RT (s) =


0 −γ2

1(s) γ1
3(s)

γ2
1(s) 0 −γ3

2(s)

−γ2
3(s) γ3

2(s) 0

 . (2.38)

D’après (2.30b) et ce qu’est précédente on a

d′
i(s) · dj(s) = u(s) · [di(s)× dj(s)] = uk(s) = γi

j(s). (2.39)

On conclut l’existence de u(s) avec

u(s) = γi
j(s)dk(s) = uk(s)dk(s). (2.40)

De la même façon pour les vecteurs u0(s) et ur(s), et d’après (2.28b) on obtient

uk
0(s) = d′

0i(s) · d0j(s),

uk
r(s) = uk(s)−

3∑
j=1

dk0j(s)u
j
0(s),

avec Rr(s) = di0j(s)ei ⊗ ej .

Pour donner un sens à une telle théorie, nous devons donner une description cinématique et
une interprétation mécanique Pour ce faire, on introduit les équations cinématiques suivantes :

v(s) = r′(s) = d3(s) + r′
r(s), (2.42a)

u(s) = θ′(s) = axial
(
R′(s)RT (s)

)
. (2.42b)

Les équations cinématiques mesurent les déformations de la tige à partir de la base mobile
(di(s))i. Pour suivre les déformations à partir de la base fixe (ei)i, il faut introduire les mesures
de déformations suivantes :

v(s) = RT (s)v(s) = e3 +RT (s)r′
r(s), (2.43a)

u(s) = RT (s)u(s) = RT (s)θ′(s). (2.43b)
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Nous remarquons que la deuxième mesure de déformation (2.43b) est équivalente à

u×(s) = RT (s)u(s)R(s) = RT (s)R′(s). (2.44)

On note

v(s) = vi(s)ei(s) et u(s) = ui(s)ei(s).

Les triples v(s) =
(
v1(s), v2(s), v3(s)

)
et u(s) =

(
u1(s), u2(s), u3(s)

)
sont les variables de dé-

formation correspondant au mouvement de la tige sous l’action des efforts extérieurs. Les quanti-
tés u1(s), u2(s) mesurent la flexion respectivement dans les plans

(
d2(s),d3(s)

)
,
(
d3(s),d1(s)

)
et u3(s) mesure la torsion autour du vecteur d3(s). Les quantités v1(s) et v2(s) mesurent le ci-
saillement dans le plan

(
d1(s),d2(s)

)
et v3(s) mesure l’allongement suivant le vecteur d3(s).

En général, on dit que la tige subit des déformations sans cisaillement si v1(s) = v2(s) = 0 et
sans allongement si v3(s) = 1, i.e. v(s) = e3. C’est-à-dire, le vecteur r′(s) tangent à la courbe
moyenne déformée coïncide avec le vecteur unitaire d3(s) normal au plan de la section courante
dans la configuration déformée qui contient les vecteurs unitaires d1(s) et d2(s).

Remarque 2.1. Le triple v0(s) = RT
0 (s)r

′
0(s) =

(
v01(s), v02(s), v03(s)

)
contient les variables

de déformation en translation (cisaillement et allongement) correspondant à l’état relaxé de la
tige dans la configuration de reférence. Dans cette configuration nous avons supposé que r′

0(s)

coïncide avec le vecteur d03(s), alors v0(s) coïncide avec le vecteur unitaire e3 = (0, 0, 1).

2.3 Formulation variationnelle : cas sans contact

2.3.1 Équations d’équilibre et loi de comportement

Dans la suite, nous supposons que les transformations sont très lentes afin de pouvoir négliger
les forces d’inertie car nous nous intéressons au problème quasi-statique. Le paramètre temporel
ne doit pas apparaître même dans les équations d’équilibre, mais nous devons utiliser, dans le
chapitre 3, une approximation d’Euler pour discrétiser le champ des vitesses tangentielles dans
le temps.

Les équations d’équilibre sont les équations qui décrivent la variation de la force et le moment
internes sur la ligne centrale de la tige, ce sont des équations différentielles ordinaires. On établit
ces équations en considérant l’équilibre d’un petit morceau de la tige, entre s et s + δs, dans la
limite où la longueur du morceau tend vers zéro (δs→ 0). On considère les forces appliquées au
morceau de tige entre s et s+ δs : à droite les efforts intérieurs se résument une force n(s+ δs)

et un moment m(s+ δs), et à gauche la force et le moment intérieurs appliqués en s sont −n(s)
et −m(s), voir FIG.2.2. On ajoute à ce bilan les densités linéiques des forces et des couples
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extérieurs f et (di×f i, i = 1, 2) qui agissent sur le morceau, dues par exemple à la pesanteur :∫ s+

s

f(t)dt = f(s)δs, (2.45a)∫ s+

s

[r(t)× f(t) + di(t)× f i(t)]dt = [r(s)× f(s) + di(s)× f i(s)]δs, (2.45b)

avec la notation de s+ = s+ δs.
L’équilibre des forces et et des moments pour le morceau de la tige sont ainsi écrites :

n(s+)− n(s) + f(s)δs = 0,

m(s+)−m(s) + r(s)× (−n(s)) + r(s+)× n(s+) + [r(s)× f(s) + di(s)× f i(s)]δs = 0.

Dans la deuxième équation, on ne considère pas de moment distribué. Il faut par contre ajouter
le couple créé par le fait que les forces n(s) et n(s+) n’agissent pas au même point. On obtient
finalement la forme locale des équations d’équilibre :

n′(s) + f(s) = 0 (2.47a)

m′(s) + r′(s)× n(s) + di(s)× f i(s) = 0. (2.47b)

Lorsque les seuls chargements externes sont des couples et des forces appliqués aux extrémités
de la tige, les vecteurs f(s) et f i(s) sont réduits à 0.

En ce qui concerne les lois de comportement, nous considérons un matériau hyperélastique 6

de tige, à savoir un matériau de telle sorte que les relations suivantes sont satisfaites :

n(s,u(s), v(s)) = R(s)
∂W

∂v
(s,u(s), v(s)), (2.48a)

m(s,u(s), v(s)) = R(s)
∂W

∂u
(s,u(s), v(s)), (2.48b)

où W est une densité d’énergie supposée convexe, coercive et continûment différentiable par
rapport à ses deux derniers arguments [9].

Pour une densité d’énergie donnée, nous notons que la relation (2.48) satisfait le principe de
l’indifférence matérielle 7. Le problème de recherche des positions d’équilibre d’une tige hyper-
élastique pouvant subir à la fois de l’allongement, de la torsion, de la flexion et du cisaillement est

6. Au cours de la déformation de tige élastique qui constituée d’un matériau hyperélastique, aucune énergie

n’est emmagasinée dans le matériau lors de cycles de charge-décharge admissibles. Ce type de comportement est

très bien adapté pour des matériaux pouvant subir de très grandes déformations élastiques réversibles et donc avec

des matériaux caoutchouteux.
7. C’est un axiome qui exprime le fait qu’une loi de comportement doit être invariante par un mouvement rigide.
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FIGURE 2.2 – Équilibre des forces et moments appliqués sur un petit morceau de la tige,.

décrit par les relations (2.47) et (2.48) qu’il faut compléter par le choix d’une densité d’énergie
W.

On peut citer comme exemple de densité d’énergie suivante [7] :

W(s,u, v) =
EA(s)

2
(v3 − 1)2 +

GA(s)

2
(v21 + v22) +

EI(s)

2
(u2

1 + u2
2) +GI(s)u2

3. (2.49)

où E et A sont respectivement le module de Young et l’aire de la section transversale et G et I
sont respectivement le module de cisaillement et le moment d’inertie principal pour une section
transversale circulaire hypothétique de la tige.
Dans le cas de déformations sans allongement ni cisaillement, cette densité s’écrit

W(s,u, v) =
EI(s)

2
(u2

1 + u2
2) +GI(s)u2

3. (2.50)

Dans le cadre de cette thèse et sans perte de généralité, nous adaptons une telle densité d’énergie
typique implique à la fois un allongement, cisaillement, torsion et flexion [9] :

W(·,u, v) = 1

2
{v · Bv + u · Au}, (2.51)

où B et A sont des matrices de M3(R) coercives, symétriques et définies positives.
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2.3.2 Expression de l’énergie totale

Nous supposons d’établir une expression d’énergie qui ne prend pas en compte les défor-
mations de la configuration de référence. D’après les mesures de déformations (2.43), la densité
d’énergie peut s’exprimer en fonction des vecteurs déformation u et v ou en fonction de r et R,
i.e.

W(·, v,u) = W
(
·,RTr′,RT (axial(R′RT ))

)
=: W̆

(
·, r,R

)
. (2.52)

Alors, le potentiel d’énergie interne s’ecrit

Jint(r,R) =

∫ l

0

W̆(s, r,R) ds. (2.53)

Par conséquent, sous l’action des forces extérieurs f 1, f 2 et f , l’expression de l’énergie totale
pour une tige hyperélastique est donné par :

J(r,R) = Jint(r,R)− Jext(r,R), (2.54)

avec

Jint(r,R) =

∫ l

0

W(s,u, v) ds, (2.55a)

Jext(r,R) =

∫ l

0

(
f · r + f i · di

)
ds. (2.55b)

L’état d’équilibre d’une tige élastique soumise à des efforts extérieurs est un minimum de l’éner-
gie totale (2.54). Une condition nécessaire sur cette énergie pour qu’elle admette un minimum en
(r,R) est que leur variation première s’annule pour toutes les variations admissibles (p, q) de
(r,R), i.e. δJ(r,R)(p, q) = 0. Finalement, le problème d’équilibre en l’absence de frottement
est décrit par le problème de minimisation suivant : Trouver (r,R) ∈ V tel que

J(r,R) ≤ J(r̂, R̂) ∀(r̂, R̂) ∈ V.
(2.56)

L’objectif des paragraphes suivants est d’écrire la formulation variationnelle associée à ce pro-
blème de minimisation, nous allons calculer la variation d’énergie δJ et les variations de r et
R.

2.3.3 Espace des variations admissibles

L’éspace des matrices de rotation SO(3) n’est pas linéaire mais on peut prouver, par le théo-
rème du rang qu’est une variété différentielle, par suite l’ensemble des déformations admissibles
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V défini par (3.9) n’est pas un espace vectoriel mais c’est une structure de variété différentielle.
Il faudrait donner beaucoup de soin pour le calcul de l’espace des variations admissibles, espace
qui joue un rôle essentiel dans l’écriture de la formulation variationnelle associée au problème
de minimisation (2.56) et bien évidemment dans la résolution numérique de ce problème.

On considère une famille de courbes ξϵ(s) régulière à un paramètre ϵ(s) telle que ξϵ=0(s) =

ξ(s) pour tout s. Alors, la variation première notée δξ est donnée par :

δξ =
d

dϵ
ξϵ

∣∣∣
ϵ=0

. (2.57)

Dans la suite, nous supposons de construire une configuration perturbée notée (rϵ,Rϵ) associée à
une configuration admissible (r,R) ∈ V. On suppose que les fonctions r, R sont suffisamment
régulières. Pour ϵ > 0 donné, on pose

rϵ(s) = r(s) + ϵp(s), (2.58a)

Rϵ(s) = exp(ϵq×(s))R(s), (2.58b)

où p = piei est interprétée comme une superposition de déplacements infinitésimaux sur l’axe
de la tige définie par r, et q× est un tenseur antisymétrique interprété comme une superposition
de rotations infinitésimales sur les sections transversales A(·).

La matrice q× est antisymétrique associée au vecteur q, alors son exponentiel est une ma-
trice de rotation et le produit de deux matrices de rotation est une matrice rotation, par suite
(rϵ(s),Rϵ(s)) ∈ V pour tout ϵ > 0 et constitue une configuration perturbée. La paire (p, q×R)

telle que (p, q) ∈ R3×R3 sera donc une variation de (r,R). L’espace des variations admissibles
peut s’écrire alors

T(r,R)V = {(p, q×R)/(p, q) ∈ H1([0, l],R3 × R3); (p, q) vérifie CLH}. (2.59)

où CLH sont les conditions aux limites homogènes associées aux CL.

2.3.4 Variation première de l’énergie

On achève ce chapitre par le calcul de la variation première des vecteurs déformations afin
que nous puissions donner l’expression finale de la variation première de l’énergie. Préliminai-
rement, cette variation s’écrit

δJ =

∫ l

0

{
∂W

∂v
· δv +

∂W

∂u
· δu− f · δr − f i · δdi

}
ds, (2.60)

=

∫ l

0

{n · δv + m · δu− f · δr − f i · δdi} ds. (2.61)
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où n = RTn et m = RTm.

Puisque δR = q×R, alors

δdi = δRei = q×Rei = q × di.

Par conséquent, on obtient

f i · δdi = f i · q × di = di × f i · q. (2.62)

Nous devons maintenant calculer δv. Pour ce faire on a RRT = I3, alors

δRRT +RδRT = q× +RδRT = 0.

Par suite
δRT = −RTq×.

On en déduit que

δv = δ(RTr′),

= δRTr′ +RT δr′,

= −RTq×r′ +RTp′,

= RT (p′ − q × r′), (2.63)

avec δr′ = (δr)′ = p′.
Pour calculer δu, nous devons calculer δR′ par la méthode décrite par (2.57). D’après (2.58b),

on a
R′

ϵ = ϵ exp(ϵq×)q×′
R+ exp(ϵq×)R′.

On dérive par rapport à ϵ, on obtient

d

dϵ
R′

ϵ = exp(ϵq×)q×′
R+ ϵ exp(ϵq×)q×q×′

R+ exp(ϵq×)q×R′.

On en déduit que

δR′ =
d

dϵ
R′

ϵ

∣∣∣
ϵ=0

= q×′
R+ q×R′.

Nous utilisons maintenant (2.44), on obtient

δu× = δ(RTR′),

= δRTR′ +RT δR′,

= −RTq×R′ +RT (q×′
R+ q×R′),

= RTq×′
R. (2.64)
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Puisque, on a RRT = I3, alors

δ(RRT ) = δRRT +RδRT = 0.

Donc, la matrice δRRT est antisymétrique et par suite, il existe un vecteur q tel que δq× =

δRRT . Le vecteur q représente une variation de la rotation R. On note q′ = axial(q×′
) et

u = axial(u×). On déduit de (2.64) que

δu = RTq′. (2.65)

Par regroupement des termes (2.62), (2.63) et (2.65) dans (2.61) nous obtenons, (voir Ibrahim-
begović [34])

δJ(r,R;p, q) =

∫ l

0

{
n ·RT (p′ − q × r′) + m ·RTq′ − f · p− di × f i · q

}
ds. (2.66)

Puisque n = RTn et m = RTm, alors

δJ(r,R;p, q) =

∫ l

0

{n · (p′ − q × r′) +m · q′ − f · p− di × f i · q} ds. (2.67)

Notons que
δJ(r,R;p, q) = δJext(r,R;p, q)− δJint(r,R;p, q), (2.68)

avec

δJext(r,R;p, q) =

∫ l

0

{n · (p′ − q × r′) +m · q′} ds, (2.69a)

δJint(r,R;p, q) =

∫ l

0

{f · p+ di × f i · q} ds. (2.69b)

Dans l’espace des configurations admissibles V, la condition nécessaire de minimisation de
l’énergie totale (2.56) est donnée par :

G(r,R;p, q) =

∫ l

0

{(p′ − q × r′) · n+ q′ ·m− f · p− di × f i · q} ds = 0, (2.70)

pour toute variation admissible (p, q×R) ∈ T(r,R)V.
Le problème d’équilibre est décrit par les équations d’équilibre (2.47) et le problème de mi-

nimisation (2.56). Par conséquent, la condition nécessaire de minimisation de l’énergie totale
(2.56) est aussi une condition nécessaire pour que le système d’équilibre (2.47) admet une solu-
tion. La condition (2.71) est équivalente à

G(r,R;p, q) =

∫ l

0

{(n′ + f) · p+ (m′ + r′ × n+ di × f i) · q} ds = 0. (2.71)



Formulation variationnelle : cas sans contact 37

La forme faible du problème d’équilibre (2.47) est une condition nécessaire pour que ce système
admet une solution : 

∫ l

0

{(n′ + f) · p } ds = 0,∫ l

0

{(m′ + r′ × n+ di × f i) · q } ds = 0,

(2.72)

pour toute variation admissible (p, q×R) ∈ T(r,R)V.
Dans [9], Chamekh et al. ont prouvé l’existence de solutions pour le problème de minimisa-

tion (2.56) en se basant sur le théorème de Weierstrass généralisé [42, p. 382].
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3 Modélisation de l’auto-contact avec

frottement d’une tige élastique

3.1 Introduction

Il est très important de modéliser les contacts entre les éléments de la tige au cours de la
déformation pour prendre en compte toutes les contraintes des positions physiquement impos-
sibles et éviter que ces contraintes se produisent numériquement. La pénétration de la matière
étant impossible, c’est une loi physiquement évidente qui exprime le fait que deux points difé-
rents ne peuvent pas occuper la même place. Pour cette raison, nous imposons une contrainte qui
s’appelle contrainte d’impénétrabilité pour assurer qu’une configuration soit admissible au sens
physique [9]. Généralement, l’auto-contact ne se fait pas sans frottement sauf si on néglige la
contrainte tangentielle à l’interface. Pour modéliser le frottement il est nécessaire de déterminer
la vitesse de glissement qui permettra d’évaluer la puissance des efforts de frottements. La me-
sure de glissement doit s’effectuer dans le plan tangent à la section transversale et orthogonale au
plan déterminé par la normale et la tangente à la ligne centrale de la tige au point d’auto-contact
qui est supposé persistant au cours du glissement.

3.2 Modélisation de l’auto-contact

On s’intéresse dans cette partie à la modélisation mécanique de l’auto-contact. Le problème
d’auto-pénétration physique conduit à une construction d’un espace des configurations cinéma-
tiquement admissibles sous une contrainte de non auto-pénétration définie par une fonction dis-
tance signée.
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3.2.1 Géométrie de l’auto-contact

On définit à partir d’une abscisse curviligne s ∈ [0, l] de la ligne centrale de la tige l’ensemble
des points susceptibles de rentrer en contact avec r(s) par Is (voir [9]), alors que Is = [0, l]\Is est
l’ensemble des points très proche et qui ne peuvent pas entrer en contact avec r(s). La recherche
d’un point de contact consiste à résoudre pour chaque abscisse curviligne s ∈ [0, l] le problème
de minimisation non linéaire suivantTrouver s̄ ∈ Is tel que

∥r(s)− r(s̄)∥2 ≤ ∥r(s)− r(σ)∥2 ∀σ ∈ Is.

(3.1)

Puisque Is est un compact de R, le problème ci-dessus admet au moins une solution qui est
également représentée par le point le plus proche de s, c’est-à-dire

s̄ =
1

2
argmin

σ∈Is
∥r(s)− r(σ)∥2. (3.2)

Dans la suite, le vecteur unitaire normal et le vecteur unitaire tangent au point r(s̄) à la courbe
Γ = {r(s); s ∈ [0, l]} qui décrit la déformation de la ligne centrale de la tige sont, respective-
ment, données par :

N(s, s̄) =
r(s)− r(s̄)

∥r(s)− r(s̄)∥
, (3.3a)

T (s, s̄) =
r′(s̄)

∥r′(s̄)∥
. (3.3b)

Remarques 3.1. 1. Le problème de minimisation (3.1) qui consiste à trouver le point de
contact avec r(s) peut se traduire à trouver les zéros de son gradient, ce qui donne la
condition d’orthogonalité suivante :

r′(s̄) · (r(s)− r(s̄)) = 0. (3.4)

C’est-à-dire, il est également représenté par la projection orthogonale r(s̄) d’un point
r(s) sur la partie Is de la tige.

2. D’après la condition d’orthogonalité (3.4), le vecteur N (s, s̄) est orthogonal au vecteur
T (s, s̄) et au vecteur r′(s) dans le cas de déformation sans cisaillement. Les vecteur
T (s, s̄) et r′(s) sont parfois orthogonaux (voir Fig.3.1).

3.2.2 Distance d’auto-contact

On suppose que la tige étudiée dans cette thèse est non fermée, par suite la courbe Γ =

{r(s); s ∈ [0, l]} est non fermée. Sur cette courbe nous pouvons exclure, pour chaque s ∈ [0, l],
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FIGURE 3.1 – Exemples de situations où r′(s) et r′(s̄) sont orthogonaux.

les points très proches qui ne peuvent pas entrer en contact avec r(s) comme suit : On choisit
une constante δ strictement positive suivant la rigidité et le rayon de la section transversale de la
tige (δ > ε) ou tout simplement suivant la courbure maximale de la tige, et on note par

Γs =


r([s− δ, s+ δ]) si s ∈]0, l[,

r([0, δ]) si s = 0,

r([l − δ, l]) si s = l.

(3.5)

Cet ensemble est un petit morceau de la tige centré en r(s), on remarque que Is = r−1(Γs).
Pour chaque abscisse curviligne s ∈ [0, l], on définit le vecteur le plus court vers Is que nous

allons appeler le vecteur de contact, il est donné par :

Dr(s, s̄) = r(s)− r(s̄)− 2εN (s, s̄) = −dr(s, s̄)N (s, s̄). (3.6)

Tandis que

dr(s, s̄) = − (Dr(s, s̄) ·N(s, s̄)) = 2ε− ∥r(s)− r(s̄)∥,

est la distance de contact, elle permet de mesurer la distance relative entre deux points de la
tige au cours de la déformation. Cette distance est également appelée la fonction ”Gap” [8] ou
la fonction d’auto-pénétration, c’est-à-dire elle permet de mesurer la pénétration de la tige sur
elle-même et de mesurer le jeu entre les surfaces latérales de cette tige.

Dans le but de garantir une injectivité locale et globale de la déformation, nous allons im-
poser une contrainte d’impénétrabilité sur la distance de contact sous forme d’une condition qui
autorise les points de la tige de rentrer en contact sans s’interpénétrer (voir FIG. 3.2). Ainsi, un
contact physiquement admissible peut être défini par la condition suivante :

dr(s, s̄) ≤ 0, ∀s ∈ [0, l]. (3.7)



42 CHAPITRE 3. MODÉLISATION DE L’AUTO-CONTACT AVEC FROTTEMENT

Par conséquent, cette contrainte de la non auto-pénétration du matériau conduit à un espace des
configurations cinématiquement et physiquement admissibles défini par :

Vc = {(r,R) ∈ V : dr(s, s̄) ≤ 0, ∀s ∈ [0, l]} . (3.8)

On rappelle que

V = {
(
r,R

)
∈ H1

(
[0, l];R3 × SO(3)

)
,
(
r,R

)
vérifie CL}. (3.9)

FIGURE 3.2 – Situation physiquement admissible et situation physiquement non admissible

d’une tige élastique déformée.

3.3 Caractérisation du frottement

Comme dans le cas d’auto-contact sans frottement dans une tige hyperélastique [9], la contrainte
d’impénétrabilité (3.7) peut se traduire en terme d’une force de contact appliquée entre deux
points qui se trouvent respectivement sur les frontières des sections transversales A(r(s)) et
A(r(s̄)) pour chaque abscisse curviligne s ∈ [0, l] tel que dr(s, s̄) = 0. Dans le cas sans frot-
tement cette force admet seulement une composante normale. Cependant, sous l’hypothèse de
présence de frottement cette force doit être admise trois composantes afin que nous pussions
suivre la pression de contact (force normale) et les efforts de frottement (force tangentielle et ro-
tationnelle de frottement) sans tomber dans le problème de l’auto-pénétration. Si nous négligeons
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le frottement rotationnel, la force de contact doit être définie par (voir FIG. 3.3)

f c(s) = f c
N(s)N (s, s̄) + f c

T (s).

En présence du frottement, les contraintes normales et tangentielles dans l’interface de contact
sont couplées par le vecteur vitesse de glissement tangentiel. Cela signifie que le frottement s’ap-
plique normalement aux problèmes transitoires, bien qu’il existe également des cas d’équilibre
statique qui ont un sens physique. Afin d’étendre notre formulation de contact au frottement de
Signorini-Coulomb, un processus quasi statique sera considéré avec un auto-contact persistant
au cours du glissement, c’est-à-dire

si dr(s, s̄) = 0, alors ḋr(s, s̄) = 0, (3.10)

avec

ḋr(s, s̄) =
dr(s, s̄)− dr(s0, s̄0)

∆t
, (3.11)

où s0 et s̄0 sont les abscisses curvilignes associées aux points de contact au pas de temps précé-
dent et ∆t est la différence entre le pas de temps courant et le pas de temps précédent.

La mesure de glissement tangentiel doit s’effectuer dans le plan tangent à la section trans-
versale et orthogonale au plan (N ,T ). Pour déterminer la vitesse de glissement qui permettra
d’évaluer la puissance des efforts de frottements, nous dérivons le vecteur de contact Dr(s, s̄)

par rapport au temps à partir de (3.6) avec la prise en compte de la condition de persistance de
contact (3.10), on obtient

Ḋr(s, s̄) = ṙ(s)− ṙ(s̄)− ˙̄sr′(s̄) + 2εṄ(s, s̄), (3.12a)

Ḋr(s, s̄) = ḋr(s, s̄)N(s, s̄) + dr(s, s̄)Ṅ (s, s̄) = 0, (3.12b)

où ṙ(s) et ṙ(s̄) sont, respectivement, les vecteurs vitesses des points s et s̄.
La différence entre les vecteurs ṙ(s) et ṙ(s̄) avec la prise en compte de la contrainte d’impé-

nétrabilité donnent le vecteur vitesse de glissement tangentiel suivant :

gr(s, s̄) = ṙ(s)− ṙ(s̄) + 2εṄ (s, s̄), (3.13)

= ˙̄sr′(s̄). (3.14)

Physiquement, le phénomène de frottement peut être interprété comme suit :
– si gr(s, s̄) = 0 alors la courbe est en état d’auto-adhérence tangentielle ;
– si gr(s, s̄) ̸= 0 alors la courbe est en état d’auto-glissement tangentiel.

Dans cette thèse et comme nous avons vu dans (3.11), la discrétisation temporelle du vecteur
vitesse de glissement tangentiel est basée sur une approximation d’Euler comme suit :

gr(s, s̄) =
r(s)− r(s0)

∆t
− r(s̄)− r(s̄0)

∆t
+ 2ε

N (s, s̄)−N (s0, s̄0)

∆t
, (3.15)
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ou encore
gr(s, s̄) =

s̄− s̄0
∆t

r′(s̄). (3.16)

3.4 Loi de frottement de Signorini-Coulomb

La plus simple des lois de frottement est la loi de Tresca, elle a l’avantage de pouvoir se rame-
ner à un problème de minimisation de l’énergie potentielle totale sous les contraintes associées
au contact [42] et est basé sur un potentiel de glissement qui ne dépendent pas de la contrainte
normale. Cette loi a été ajoutée aux problèmes de contact lorsque les compressions normales
sont importantes. Cependant, le phénomène de frottement de Tresca est très délicat dans le cas
où la tige peut subir de grands déplacements, il commence par analyser le frottement et autorise
un peu de glissements avant l’auto-contact. La sensibilité de ce phénomène peut mener à une
instabilité complexe de la tige au cours de déplacements/déformations et à une divergence large
au niveau du calcul numérique. Un deuxième problème inattendu est que le frottement de Tresca
n’admet pas de potentiel dans le cadre de grands déplacements/déformations.

La loi de frottement Coulomb généralise le phénomène de frottement de Tresca et qui est
capable d’analyser le frottement même pour les tiges élastiques en grands déplacements. Les
efforts de frottement de Coulomb ne peuvent dépasser le seuil positif donné par la multiplication
de la pression normale de contact par un coefficient de frottement donné généralement constant
dépendant en réalité des matériaux et des milieux considérés (des états de surface, de la tempé-
rature, de la vitesse de glissement, etc. . .). Malheureusement, la loi de frottement de Coulomb
n’admet pas de potentiel parce que le seuil de frottement de Coulomb dépend de la compression
normale. Ainsi, on ne peut pas se ramener à un problème de minimisation d’une énergie poten-
tielle comme dans le cas sans frottement.
Les conditions d’auto-contact de type Signorini-Coulomb doivent être satisfaites sur l’ensemble
de la frontière de contact, et sont des conditions de Kuhn-Tucker (les premières trois conditions)
et des conditions de frottement (les deux conditions restantes) comme suit :

dr(s, s̄) ≤ 0, (3.17a)

f c
N(s) ≥ 0, (3.17b)

dr(s, s̄)f
c
N(s) = 0, (3.17c)

∥f c
T (s)∥ < γTf

c
N(s), si gr(s, s̄) = 0, (3.17d)

f c
T (s) = γTf

c
N(s)

gr(s, s̄)

∥gr(s, s̄)∥
, si gr(s, s̄) ̸= 0, (3.17e)
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où γT est le coefficient de frottement tangentiel pour le point maître qui dépend généralement
des matériaux et des environnements considérés (états de surface, température, vitesse de glisse-
ment tangentiel, . . .).
L’inégalité (3.17a) exprime la condition de non auto-pénétration de la matière et (3.17b) le fait
que la contrainte de contact normale est de compression qui doit être nulle ainsi que la contrainte
tangentielle s’il n’y a pas de contact (3.17c, 3.17d) : si le contact est établi alors dr(s, s̄) = 0 ;
s’il y a décollement alors (f c

N(s),f
c
T (s)) = (0,0). Les conditions de frottement (3.17d, 3.17e)

expriment le fait que les efforts tangentiels de frottement de Signorini-Coulomb ne peuvent pas
dépasser le seuil positif donné par γTf c

N : si la contrainte tangentielle de la force de contact at-
teint le seuil γTf c

N , il se produit alors un auto-glissement tangentiel le long du vecteur tangent
correspondant ou dans le sens contraire ; sinon il y a une auto-adhérence tangentielle. En d’autres
termes, le cône de frottement défini par l’angle α = arctan(γT ) détermine s’il existe un glisse-
ment tangentiel ou non, voir FIG. 3.3.
La condition de la persistance de l’auto-contact (3.10) est exprimée par l’égalité suivante :

ḋr(s, s̄)f
c
N(s) = 0.

Cette condition est particulièrement utilisée pour développer la cinématique de frottement.

FIGURE 3.3 – Domaine de la loi de Signorini-Coulomb.
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3.5 Formulation variationnelle : Problématique du frottement

dans le cas de grands déplacements

Dans cette section, nous présentons une formulation variationnelle de ce problème quasi sta-
tique d’auto-contact avec frottement de Signorini-Coulomb pour une tige élastique qui peut subir
des grands déplacements/déformations. Pour décrire cette formulation, les équations d’équilibres
(2.47) nous serviront de base. En ajoutant la force de contact f c à ces équations, on obtient

n′(s) + f(s) + f c(s) = 0, (3.18a)

m′(s) + r′(s)× n(s) + di(s)× f i(s) = 0. (3.18b)

Les problèmes d’auto-contact avec frottement en tant que cas particulier de problèmes de contact
avec frottement ont une importance aussi bien pratique que théorique. Un grand nombre d’al-
gorithmes permettant de résoudre numériquement les équations et les inéquations par des élé-
ments finis associés tels que des problèmes de minimisation de l’énergie potentielle totale ont
été présentés dans la littérature [9]. Mais théoriquement, on sait que les problèmes quasi sta-
tiques d’auto-contact avec frottement présentent des caractéristiques «inattendues» telles que la
non-existence et la non-unicité de solution.

Nous rappelons qu’une densité d’énergie typique a été considéré qui prend en compte la
flexion, la torsion et aussi le cisaillement et l’allongement :

W(·,u, v) = 1

2
{v · Bv + u · Au}, (3.19)

où B et A sont coercives, symétriques et définies positives.
En utilisant les relations (2.48) avec le choix de l’expression d’énergie (3.19), on obtient

n(·,u, v) = RBv, (3.20a)

m(·,u, v) = RAu. (3.20b)

Alors, la forme forte du problème d’équilibre est finalement décrite par
Trouver(r,R) ∈ Vc telle que

(RBv)′ + f + f c = 0,

(RAu)′ +Rv×RBv + di × f i = 0.

(3.21)
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Par conséquent, la forme faible du problème est écrite

Trouver (r,R) ∈ Vc telle que∫ l

0

RBRTr′ · p′ ds+

∫ l

0

f · p ds+

∫ l

0

f c · p ds = 0,∫ l

0

RARTd′
i · (q×di)

′ ds+

∫ l

0

(r′ ×RBRTr′) · (q×di) ds

+

∫ l

0

f i · (q×di) ds = 0, ∀ (p, q×R) ∈ T(r,R)V.

(3.22)

Le contact avec frottement en grands déplacements/déformations est un sujet délicat et ce,
parce que dans ce cadre fortement non linéaire, le principal point qui posera problème est l’exis-
tence de solutions. En fait, ce n’est pas complètement une surprise car même dans un cadre
d’élasticité linéaire, les résultats d’existence sont très techniques pour le problème du contact
avec frottement de Signorini-Coulomb.
Pour étudier l’existence et l’uncité de la solution aux problèmes de contact de Signorini-Coulomb,
il serait vain de penser à utiliser des méthodes variationnelles classiques, ce qui pourrait égale-
ment expliquer en partie pourquoi les théorèmes de point fixe sont largement utilisés par de
nombreux auteurs, comme dans [37, 39]. Les théorèmes de point fixe sont inapplicables pour
le problème (3.22) en raison de la non-linéarité forte présentée par le couplage entre r et R au
niveau de chaque équation, afin que nous ne puissions pas prouver que ce problème même admet
une solution.

Nous notons que si on supprime le couplage entre r et R par exemple en supprimant la rota-
tion R dans la force interne n et le moment m donné par (5.27) (ce qui est, en fait, physiquement
interdit), on obtient un problème linéaire mathématique pur donné par :

Trouver (r,R) ∈ Vc telle que∫ l

0

Br′ · p′ ds+

∫ l

0

f · p ds+

∫ l

0

f c · p ds = 0,∫ l

0

Ad′
i · (q×di)

′ ds+

∫ l

0

(r′ × Br′) · (q×di) ds

+

∫ l

0

f i · (q×di) ds = 0, ∀ (p, q×R) ∈ T(r,R)V.

(3.23)

Ce problème admet une solution unique démontrable par le théorème de point fixe de Schauder
pour une force d’auto-contact avec frottement pénalisée proposée et définie par

fµ
c (s) =

1

µ

∫
Is

[dr(s, s̄)]+
(
N ε(s, s̄) + γTT

µ(s, s̄)
)
ds̄, [x]+ =

1

2
(x+ |x|), (3.24)
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avec les régularisations suivantes :

N ε(s, s̄) =


r(s)−r(s̄)

2ε
si ∥r(s)− r(s̄)∥ ≤ 2ε,

N (s, s̄) sinon,
(3.25a)

T µ(s, s̄) =


gr(s,s̄)

µ
si ∥gr(s, s̄)∥ ≤ µ,

gr(s,s̄)
∥gr(s,s̄)∥ sinon.

(3.25b)

Ensuite, nous pouvons prouver la convergence du problème pénalisé. La solution du problème
pénalisé doit-être dans l’espace des configurations admissibles V, parce que les techniques de
la méthode de pénalisation autorise une petite pénétration. Mais, la solution du problème non
pénalisé doit être dans l’espace de configurations cinématiquement et physiquement admissibles
Vc. Cette pénétration ne peut pas être entièrement de telle sorte qu’on ne peut pas dépasser ou
atteindre la ligne médiane de la tige, cette technique est localisée par le paramètre de pénalisation
µ.



49

4 Implémentation numérique

4.1 Introduction

Dans la littérature, les méthodes de pénalisation et la méthode du Lagrangien augmenté sont
les méthodes les plus utilisées numériquement, et sont capables de respecter les conditions de
contact et de frottement même sur une forme faible. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à ces
méthodes qui sont théoriquement détaillées par Kikuchi et Oden dans [42]. Les méthodes de pé-
nalisation autorisent, d’une part, une auto-pénétration négligeable et, d’autre part, un glissement
léger sans respecter les conditions de frottement. Ces autorisations dépendent des paramètres de
pénalité normale et tangentielle. Plus précisément, lorsque les paramètres de pénalité sont plus
petits, la pénétration et les taux de frottement non autorisés physiquement sont plus faibles (voir
Fig. 4.1). Les méthodes de pénalisation et la méthode du Lagrangien augmenté ont été utilisées
dans [57, 29] pour le contact sans frottement entre deux poutres à sections circulaires, et récem-
ment dans [9] pour le traitement numérique d’auto-contact sans frottement pour une tige fermée
à sections transversales circulaires.

4.2 Formulation variationnelle faible

La formulation variationnelle de ce problème dans le cas sans frottement était étudiée par
Chamekh et al. [9]. Dans le cas d’auto-contact avec frottement, nous introduisons le principe des
travaux virtuels pour la méthode du Lagrangien augmenté sous forme d’une condition nécessaire
pour minimiser l’énergie totale dans l’espace de configurations cinématiquement et physique-
ment admissibles C :

H(r,R;p, q) = G(r,R;p, q) +

∫ l

0

(fµN

N (s)N (s, s̄) + fµT

T (s)) · (p(s̄)− p(s)) ds = 0, (4.1)
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où G(r,R;p, q) est l’expression de la différence entre le travail virtuel intérieur et le travail
virtuel extérieur développée par Chamekh et al. [9], elle est donnée par

G(r,R;p, q) = δJint(r,R;p, q)− δJext(r,R;p, q) (4.2)

=

∫ l

0

(
{n · (p′ − q × r′) +m · q′} − {f · p+ (di × f i) · q}

)
ds, (4.3)

et ou δ designe la derivee directionnelle par rapport au vecteur deplacement.
Par souci de simplicité et sans perdre de généralité, nous supposons que la tige ne soit pas

soumise à un couple distribué, i.e. ∫ l

0

f i · di ds = 0. (4.4)

Alors, l’expression (4.3) est devenue

G(r,R;p, q) =

∫ l

0

{n · (p′ − q × r′) +m · q′ − f · p} ds. (4.5)

La partie intégrale de (4.1) est le travail virtuel des forces d’auto-contact et de frottement, res-
pectivement données par

fµN

N (s) =
1

µN

[
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

]
+
, (4.6a)

fµT

T (s) =
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

]
, (4.6b)

où µN et µT sont les paramètres de pénalité, respectivement, normale et tangentielle, et BT est
une boule centrée à l’origine et de rayon µTγTf

µN

N .
Les approches itératives λn

N(s) et λn
T(s) des forces du contact et du frottement sont mises à jour

par les formules itératives suivantes :

λn+1
N (s) =

1

µN

[
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

]
+
, (4.7a)

λn+1
T (s) =

1

µT

PBn+1
T

[
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

]
, (4.7b)

avec Bn
T = B(µTγTλ

n
N).

Nous notons que la méthode de pénalisation consiste au choix de λn
NN = λn

T = 0 dans (4.6).
Dans la proposition suivante, la méthode du Lagrangien augmenté nous rassure sur les conditions
de Kuhn-Tucker et les condition de frottement de Signorini-Coulomb (3.17) :

Proposition 4.1. Les conditions d’auto-contact et de frottement (3.17) sont équivalentes à :

fN(s) =
1

µN

[
dr(s, s̄) + µNfN(s)

]
+
, (4.8a)

fT(s) =
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
, (4.8b)

où BT := B(µTγTfN).
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Preuve 4.1. Nous allons commencer par montrer que les conditions d’auto-contact et de frot-
tement (3.17) implique (4.8). Nous considérons une configuration régulière (r,R) de V tel que
f c(s), dr(s, s̄) et gr(s, s̄) vérifiant les conditions (3.17).
Tout d’abord, d’après la condition (3.17b) on a fN(s) = 0 ou fN(s) > 0. Supposons que
fN(s) = 0, la condition (3.17a) prouve que

1

µN

[
dr(s, s̄) + µNfN(s)

]
+
=

1

µN

[
dr(s, s̄)

]
+
= 0 = fN(s), (4.9)

Ensuite, supposons que fN(s) > 0. La condition (3.17c) implique que dr(s, s̄) = 0, donc

1

µN

[
dr(s, s̄) + µNfN(s)

]
+
=

1

µN

[
µNfN(s)

]
+
= fN(s). (4.10)

On en déduit alors que (4.8a) est vérifiée.
Maintenant, dans les conditions de frottement (3.17) nous considérons le cas où gr(s, s̄) = 0.
D’après la condition (3.17d) on a

∥µTfT(s)∥ < µTγTfN(s),

donc
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
=

1

µT

PBT

[
µTfT(s)

]
= fT(s). (4.11)

Dans le cas où gr(s, s̄) ̸= 0 on a fT(s) = γTfN(s)
gr(s,s̄)

∥gr(s,s̄)∥ . Donc

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ =

∥∥∥∥gr(s, s̄) + µTγTfN(s)
gr(s, s̄)

∥gr(s, s̄)∥

∥∥∥∥ ,
= ∥gr(s, s̄)∥

(
1 +

µTγTfN(s)

∥gr(s, s̄)∥
)
,

= ∥gr(s, s̄)∥+ µTγTfN(s),

≥ µTγTfN(s).

Par conséquent

1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
= γTfN(s)

gr(s, s̄) + µTfT(s)

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥
,

= γTfN(s)
gr(s, s̄) + µTγTfN(s)

gr(s,s̄)
∥gr(s,s̄)∥∥∥∥gr(s, s̄) + µTγTfN(s)
gr(s,s̄)

∥gr(s,s̄)∥

∥∥∥ ,
= γTfN(s)

gr(s, s̄)
(
1 + µTγTfN(s)

∥gr(s,s̄)∥

)
∥gr(s, s̄)∥

∥∥∥1 + µTγTfN(s)
∥gr(s,s̄)∥

∥∥∥ ,
= γTfN(s)

gr(s, s̄)

∥gr(s, s̄)∥
= fT(s). (4.12)
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On en déduit alors que (4.8b) est vérifiée.
Inversement, nous allons montrer que les forces d’auto-contact et de frottement données par (4.8)
vérifiant les conditions de Kuhn-Tucker et les conditions de frottement de Signorini-Coulomb
(3.17). Nous considérons une configuration régulière (r,R) ∈ V tel que (4.8) sont vérifiées.
D’après (4.8a) on obtient que fN(s) ≥ 0. On considére le cas où fN(s) = 0, alors

fN(s)dr(s, s̄) = 0, (4.13)

et
fN(s) =

1

µN

[
dr(s, s̄) + µNfN(s)

]
+
=

1

µN

[
dr(s, s̄)

]
+
= 0,

ce qui implique que
dr(s, s̄) ≤ 0. (4.14)

Dans le cas où fN(s) > 0, on a

µNfN(s) =
[
dr(s, s̄) + µNfN(s)

]
+

= dr(s, s̄) + µNfN(s),

on conclut que
dr(s, s̄) = 0 et fN(s)dr(s, s̄) = 0. (4.15)

Alors, les conditions de Kuhn-Tucker (3.17) sont vérifiées.
Maintenant, dans la force de frottement (4.8b) supposons que gr(s, s̄) = 0. Alors

fT(s) =
1

µT

PBT

[
µTfT(s)

]
.

Par conséquent
∥fT(s)∥ < γTfN(s), (4.16)

c’est-à-dire (3.17d) est vérifiée.
Dans le cas où gr(s, s̄) ̸= 0, si on suppose que

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ < µTγTfN(s), (4.17)

alors

fT(s) =
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
,

=
1

µT

gr(s, s̄) + fT(s).

Ainsi gr(s, s̄) = 0, d’où la contradiction. On conclut que

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ ≥ µTγTfN(s). (4.18)
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Ensuite, la relation (4.8b) peut s’écrire alors :

fT(s) =
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
,

= γTfN(s)
gr(s, s̄) + µTfT(s)

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥
,

= γTfN(s)

(
gr(s, s̄) + µTfT(s)

)(
∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)

)
∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥

(
∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)

) ,

= γTfN(s)
gr(s, s̄)

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)

+γTfN(s)
µTfT(s) ∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)

(
gr(s, s̄) + µTfT(s)

)
∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥

(
∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)

) ,

=
γTfN(s)

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)
gr(s, s̄). (4.19)

Puisque PBT

[
gr(s, s̄) + µTfT(s)

]
∈ ∂BT et d’après la relation (4.8b) on obtient d’une part

∥fT(s)∥ = γTfN(s),

et d’autre part, d’après (4.19)

∥fT(s)∥ = γTfN(s)
∥gr(s, s̄)∥

∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s)
.

Par suite

∥gr(s, s̄)∥ = ∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s).

Alors, nous remplaçons ∥gr(s, s̄) + µTfT(s)∥ − µTγTfN(s) par ∥gr(s, s̄)∥ dans (4.19) pour
obtenir que

fT(s) = γTfN(s)
gr(s, s̄)

∥gr(s, s̄)∥
.

On en déduit alors que (3.17e) est vérifiée.

Le problème de recherche des positions d’équilibre de la tige en présence de l’auto-contact
avec frottement s’écrit finalement :Chercher (r,R) ∈ V tel que

H(r,R;p, q) = 0, ∀(p, q) tel que (p, q×R) ∈ T(r,R)V,

(4.20)
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FIGURE 4.1 – Représentation graphique de la force de contact et de frottement en fonction de la

distance du contact et la vitesse de glissement tangentielle données par les conditions de Kuhn-

Tucker et les conditions de frottement de Signorini-Coulomb (en haut) et la méthode de pénali-

sation (en bas). Si µN et µT tendent vers zéro les deux diagrammes coïncident.

où T(r,R)V est l’espace tangent à V au point (r,R) défini dans (2.59).

Le problème non linéaire (4.20) peut être résolu itérativement par une méthode du type New-
ton. Cette méthode consiste à chaque itération n à estimer les quantités (rn,Rn) et résoudre pour
(η,θ) le problème linéarisé

H(rn,Rn;p, q) + ∆H(rn,Rn;p, q;η,θ) = 0, (4.21)

avec

∆H(rn,Rn;p, q;η,θ) :=
d

dϵ

∣∣∣∣
ϵ=0

H(rn + ϵη, exp(ϵθ×)Rn;p, q). (4.22)

La mise à jour multiplicative de (r,R) peut être effectuée directement en fonction de vecteurs
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de correction (η,θ).

rn+1 ← rn + η,

Rn+1 ← exp(θ×)Rn.

Le processus itératif se poursuit jusqu’à ce que la norme des vecteurs de correction (η,θ) de
l’itération actuelle devienne inférieure au seuil prescrit. Les étapes principales pour la résolu-
tion incrémentielle du problème non linéaire d’auto-contact avec frottement par association des
méthodes du Lagrangien augmenté et de Newton sont résumées dans le tableau 4.1.

4.3 Existence d’une solution pour le problème pénalisé

Dans cette section, nous adoptons la formulation lagrangienne augmentée décrite ci-dessus et
la formulation variationnelle classique de l’auto-contact (2.56) dans le but d’écrire un problème
de recherche des configurations d’équilibre approchées.
Nous comptons sur les multiplicateurs de Lagrange λn

N et λn
T (4.6), pour mettre la force pénalisée

auto-contact avec frottement suivante :

fµ,n
c (s) = λn

N(s)N
ε(s, s̄) + λn

T (s), µN = µT = µ. (4.24)

avec la régularisation (3.25), i.e.

N ε(s, s̄) =


r(s)−r(s̄)

2ε
si ∥r(s)− r(s̄)∥ ≤ 2ε,

N (s, s̄) sinon.

Cette régularisation a pour but de garantir que fµ,n
c soit dans L2([0, l];R3). Nous rappelons que

pour des raisons de simplicité nous avons adapté au cas où
∫ l

0
f i · di ds = 0. Par conséquent,

l’expression de l’énergie totale est donnée par :

Jnµ(r,R) =

∫ l

0

{W(·,u, v)− f · r − fµ,n
c · r} ds, (4.25)

avec
W(·,u, v) = 1

2
{v · Bv + u · Au}.

Le problème de recherche des positions d’équilibre approchées de la tige s’écrit finalement par
le problème de minimisation approximative non linéaire suivant : Trouver (rn

µ,R
n
µ) ∈ V tel que

Jnµ(r
n
µ,R

n
µ) ≤ Jnµ(r̂, R̂) ∀(r̂, R̂) ∈ Vc,

(4.26)

où n ∈ N et µ ∈]0, 1[.
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Théorème 4.1. Si la force extérieure f ∈ L2([0, l];R3), alors le problème (4.26) admet au moins
une solution pour chaque n ∈ N et µ ∈]0, 1[.

Preuve 4.2. Une grande partie pour l’éxistence de solution a été prouvée par Chamekh et al.
dans [9] pour le problème d’auto-contact sans frottement basé sur le théorème de Weierstrass
généralisé [42, p. 382]. L’unicité est une conséquence de la convexité de la densité d’énergie
W(·,u, v) par rapport aux mesures de déformations, et du type de la force contact proposée
(4.24) qu’est connue et fixée.

Selon l’expression de l’énergie totale (4.25), on note par

Jnµ,0(r,R) =

∫ l

0

{W(·,u, v)− f · r} ds,

Jnµ,c(r,R) =

∫ l

0

fµ,n
c · r ds.

Chamekh et al. dans [9] ont prouvé que l’espace Vc est séquentiellement faiblement fermé dans
H1

(
(0, l),R3 ×M3(R)

)
, ainsi que Jnµ,0 la première partie de l’énergie fonctionnelle donnée par

(4.25) est faiblement semicontinue inférieurement sur H1
(
(0, l),R3 ×M3(R)

)
et coercive dans

Vc. Il reste à prouver que la deuxième partie Jnµ,c est faiblement semicontinue inférieurement
sur H1

(
(0, l),R3

)
et que Jnµ,0 reste coercive dans Vc après avoir ajouté le terme non linéaire

pénalisé associé à l’auto-contact avec frottement Jnµ,c.
La force de contact fµ,n

c est dans L2([0, l];R3). Alors, la fonctionnelle

r ∈ H1((0, l),R3) 7→
∫ l

0

fµ,n
c (s) · r(s) ds ∈ R+,

est continue et donc elle est faiblement semicontinue inférieurement. De plus, ils ont prouvé
dans [9] qu’il existe deux constantes c1 et c2 telles que

Jnµ,0(r,R) ≥ c1∥r∥21,2 +
c2
2
(∥R∥21,2 − l)− ∥f∥2,2∥r∥1,2,

où ∥·∥1,2 dénote la norme usuelle dans H1([0, l];R3) si l’argument est dans R3, ou H1([0, l];M3(R))
si l’argument est dans M3(R).
Puisque fµ,n

c ∈ L2([0, l];R3), on obtient

Jnµ(r,R) ≥ c1∥r∥21,2 +
c2
2
(∥R∥21,2 − l)− ∥f∥2,2∥r∥1,2 − ∥fµ,n

c ∥2,2∥r∥1,2.

Par conséquent, la fonctionnelle Jnµ,0 reste coercive dans Vc, ce qui termine la preuve.
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4.4 Linéarisation de travail virtuel dû au contact avec frotte-

ment

Nous rappelons que la formulation faible du problème d’auto-contact avec frottement s’écrit :

H(r,R;p, q) = G(r,R;p, q) +

∫ l

0

(fµN

N (s)N(s, s̄) + fµT

T (s)) · (p(s̄)− p(s)) ds = 0. (4.28)

La partie intégrale dans cette formulation est le travail virtuel des forces d’auto-contact avec
frottement donné par :

Gc(r;p) =

∫ l

0

(
fµN

N (s)N(s, s̄) + fµT

T (s)
)
· (p(s̄)− p(s)) ds, (4.29)

avec

fµN

N (s) =
1

µN

[
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

]
+
, (4.30a)

fµT

T (s) =
1

µT

PBT

[
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

]
, (4.30b)

où PBT
[·] est la projection définie dans (1.2).

La première partie se décompose comme suit :

G(r,R;p, q) = δJint(r,R;p, q)− δJext(r,R;p, q),

avec

δJint(r,R;p, q) =

∫ l

0

{n · (p′ − q × r′) +m · q′} ds, (4.31a)

δJext(r,R;p, q =

∫ l

0

{f · p+ (di × f i) · q} ds, (4.31b)

sont, respectivement, le travail virtuel des forces et moments internes et le travail des efforts/couples
extérieurs. Les linéarisations de ces travaux ont été bien détaillé par Chamekh et al. dans [9].
Nous proposons désormais de linéariser le travail virtuel dû au contact avec frottement (4.29).
En appliquant la dérivée directionnelle à Gc, nous pouvons écrire

∆Gc(r;p;η) =

∫ l

0

[
−
(
∆fµN

N (s)N (s, s̄) + fµN

N (s)∆N (s, s̄) + ∆fµT

T (s)
)
· p̄(s)

+∆s̄
(
fµN

N (s)N (s, s̄) + fµT

T (s)
)
· p′(s̄)

]
ds, (4.32)

avec h̄(s) = h(s) − h(s̄), pour toute fonction à valeurs vectorielles h(·), et le symbole de
dérivation ∆ désigne la dérivée directionnelle comme décrit dans (4.22).
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Dans la suite, il est nécessaire de calculer les dérivées directionnelles ∆fµN

N , ∆fµT

T , ∆s̄ et
∆N . Pour calculer ∆fµN

N , il faudrait calculer ∆dr. Mais d’abord, la dérivée directionnelle de
fµN

N dans (4.30a) est donnée par :

∆fµN

N (s) = ∆{ 1

µN

[
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

]
+
},

=
∂
[
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

]
+

µN∂dr(s, s̄)
∆dr(s, s̄),

=
1

µN

H
(
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

)
∆dr(s, s̄),

où H(·) est la fonction de Heaviside suivante [9] :

H(x) =

 0 si x < 0,

1 si x > 0.
(4.33)

Notons que la fonction fµN

N n’est pas différentiable au sens classique en dr = 0, et pour igno-
rer généralement le problème en pratique nous prenons H(x) |x=0= 1. Nous rappelons que la
distance de contact dr est donnée par

dr(s, s̄) = 2ε− ∥r(s)− r(s̄)∥,
= 2ε− (r(s)− r(s̄)) ·N (s, s̄).

Alors par la notation ∆r(s) = η(s), la dérivée directionnelle de dr s’écrit

∆dr(s, s̄) = −(η̄(s)−∆s̄r′(s̄)) ·N (s, s̄)− (r(s)− r(s̄)) ·∆N (s, s̄). (4.34)

Les vecteurs r′(s̄) et N (s, s̄) sont orthogonaux aussi bien que les vecteurs (r(s) − r(s̄)) et
∆N (s, s̄). Alors, la quantité (4.34) devient

∆dr(s, s̄) = −η̄(s) ·N (s, s̄).

Par conséquent on a

∆fµN

N (s) = − 1

µN

H
(
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

)
η̄(s) ·N (s, s̄). (4.35)

Pour calculer ∆fµT

T , il faudrait calculer la dérivée directionnelle du vecteur vitesse de glissement
tangentiel gr. On a d’abord, à partir de (4.30b)

∆fµT

T (s) = ∆{ 1

µT

PBn+1
T (s)

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T (s)

)
},

=
1

µT

∂
[
PBn+1

T (s)

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T (s)

)]
∂gr(s, s̄)

∆gr(s, s̄),

=
1

µT

H1

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T (s)

)
∆gr(s, s̄),
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où H1(·) est la fonction définie par :

H1(x) =

 1 if ∥x∥ ≤ µTγTf
µN

N ,

0 otherwise.

En utilisant l’approximation d’Euler (3.15), on obtient

∆gr(s, s̄) =
1

∆t

(
η̄(s)−∆s̄r′(s̄) + 2ε∆N(s, s̄)

)
. (4.36)

Alors

∆fµT

T (s) =
H1

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

)
µT∆t

(
η̄(s)−∆s̄r′(s̄) + 2ε∆N(s, s̄)

)
. (4.37)

Nous appliquons la dérivée directionnelle sur (3.4), nous obtenons l’égalité suivante qui donne
une expression pour ∆s̄ avec des difficultés moyennes sur le plan numérique peut-être surmon-
tées, voit [9] :

[∥r′(s̄)∥2 − r′′(s̄) · r̄(s)]∆s̄ = η̄(s) · r′(s̄) + r̄(s) · η′(s̄), (4.38)

Ensuite, par application de la dérivée directionnelle sur (3.3a), on obtient [9]

∆N (s, s̄) =
(I −N (s, s̄)⊗N(s, s̄))η̄(s)−∆s̄r′(s̄)

2ε− dr(s, s̄)
. (4.39)

Ainsi, en regroupant (4.35), (4.37), (4.38) et (4.39) dans (4.32), nous obtenons

∆Gc(r;p;η) =

∫ l

0

[
H
(
dr(s, s̄) + µNλ

n
N(s)

)
µN(2ε− dr(s, s̄))

QN(r;p;η) +QT(r;p;η)

+
H1

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

)
µT∆t(2ε− dr(s, s̄))

η̄(s) · (2εN (s, s̄)⊗N(s, s̄)− drI)p̄(s)

]
ds, (4.40)

où

QN(r;p;η) =Ω(s)dr(s, s̄)


η̄(s)

η′(s̄)

 ·

r′(s̄)⊗ r′(s̄) r′(s̄)⊗ r̄(s)

r̄(s)⊗ r′(s̄) r̄(s)⊗ r̄(s)



p̄(s)

p′(s̄)


+ η̄(s) · (2εN (s, s̄)⊗N(s, s̄)− dr(s, s̄)I)p̄(s),

QT(r;p;η) =Ω(s)


η̄(s)

η′(s̄)

 ·

Ξ(s)r′(s̄)⊗ r′(s̄) r′(s̄)⊗ fµT

T (s)

Ξ(s)r̄(s)⊗ r′(s̄) r̄(s)⊗ fµT

T (s)



p̄(s)

p′(s̄)

 ,

Ξ(s) =
H1

(
gr(s, s̄) + µTλ

n
T(s)

)
(4ε− dr(s, s̄))

µT∆t(2ε− dr(s, s̄))
, et Ω(s) =

1

∥r′(s̄)∥2 − r′′(s̄) · r̄(s)
.
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TABLE 4.1 – Algorithme de résolution du problème de l’auto-contact avec frottement par la

méthode du Lagrangien augmenté

Début {Chargement des étapes incrémentielles}

Initialisation des multiplicateurs de Lagrange augmenté

(λ0
N ← 0 et λ0

T ← 0).

Initialisation du pointeur en zéro (n← 0).

Début {Méthode du Lagrangien augmenté}

Début { Méthode de Newton}

Résolution du problème linéarisé de Newton

Fin

Tant que (dr(s) > TOL pour certains s) faire

Mise à jour des multiplicateurs de Lagrange

λn+1
N ← 1

µN

[
dr + µNλ

n
N

]
+

λn+1
T ← 1

µT
PBn+1

T

(
gr + µTλ

n
T

)
Incrémentation du pointeur (n← n+ 1).

Fin

Fin

Fin
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Deuxième partie

Méthode d’Itération Variationnelle : VIM
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5 Solutions analytiques approximatives

pour des problèmes d’obstacles

5.1 Introduction

Ce chapitre met l’accent sur les solutions semi-analytiques d’études liées au problème des
obstacles. Le terme problème d’obstacle est généralement utilisé pour un exemple classique de
motivation dans l’étude analytique d’inégalités différentielles et de problème de frontière libre.
Dans la littérature scientifique, nous pouvons trouver un bon nombre d’applications dont le mo-
dèle est construit sur le problème des obstacles, tels que les finances, les problèmes d’ingénierie,
le problème de Stefan. Nous pouvons par exemple consulter ces références [6, 25, 61]. L’idée de
départ est de trouver une solution semi-analytique de la déformation d’une poutre en présence
d’une fondation élastique.

5.2 Problème d’obstacle

Parmi les problèmes d’ingénierie conduisant à un problème d’obstacle qui sont soulevés
d’une manière classique est l’analyse de la flexion des poutres Euler−Bernoulli sur une fonda-
tion élastique et soumise à une charge appliquée. Le but est de trouver la déflexion, la déflexion
maximale de cette poutre. Cela pourrait également être dans le cas d’une membrane mais avec
une forme alternative occupant un domaine limité du plan avec un obstacle rigide. Le dépla-
cement vertical de la membrane est représenté par le graphique d’une fonction U définie sur
Ω := [a, d] ⊂ R à valeurs dans R. Nous regardons ensuite la position d’équilibre en considérant
la membrane soumise à une force externe sous la contrainte de non pénétration U ≥ Ψ sur Ω.

À l’état d’équilibre, si la membrane n’est pas en contact avec l’obstacle, l’élasticité produit
un équilibre de la tension de la membrane, et la surface de la membrane est décrite par U . Si la
membrane entre en contact avec l’obstacle, la fonction remplit les courbures de U . Plus géné-
ralement, dans les cas monodimensionnels, ces problèmes discutés peuvent proposer le type de
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système suivant :

−∂(k)U(x)
∂xk ≥ F (U(x), x) x ∈ [a, d],

U(x) ≥ Ψ(x) x ∈ [a, d],[∂(k)U(x)
∂xk + F (U, x)

][
U(x)−Ψ(x)

]
= 0 x ∈ [a, d],

Ψ(x) ≤ 0 x ∈ ∂[a, d],

(5.1)

et soumis à k conditions aux limites choisies parmi les conditions suivantes :

∂(i)U(a)

∂xi
= αi, et

∂(j)U(d)

∂xj
= βj, i+ j = 0, 1, · · · , k − 1, (5.2)

où αi et βj sont des constantes réelles finies.
Le problème d’obstacle a de nombreuses extensions bien respectées dans la littérature, en

particulier dans la non linéarité des réactions élastiques et/ou les effets non commutatifs de la
membrane, à cause de cela, nous avons obtenu la dernière forme généralisée possible. La fonction
F (U(·), ·) est continue sur Ω et Ψ est la fonction obstacle. Le système (5.1)-(5.2) résulte de la
modélisation mathématique de problèmes contenant la valeur de contact, unilatérale, obstacle,
déformation et /ou libre. Dans la suite, nous allons discuter certaines possibilités concernant les
solutions semi-analytiques de ce type de système en utilisant le VIM.

5.3 Méthode de pénalisation

La méthode des pénalités est la méthode de gestion des contraintes la plus couramment utili-
sée. L’objectif est de tirer parti du fait que cette pénalité peut réduire les inégalités différentielles
sous forme d’égalités. À cet égard, en utilisant la technique de pénalité qui a été appliquée par
Lewy-Stampacchia [47] pour donner la régularité des solutions des inégalités variationnelles, le
système (5.1) est équivalent à

−∂(k)U(x)

∂xk
−
[
U(x)−Ψ(x)

]
+
= F (U(x), x), x ∈ [a, d], (5.3)

où [s]+ = max(0, s) est la fonction de pénalisation.

Dans la suite, pour des raisons de simplicité, nous supposons que la fonction d’obstacle est
donnée comme suit (voir [3]) :

Ψ(x) =


−1 si x ∈ [a, b[,

1 si x ∈ [b, c[,

−1 si x ∈ [c, d],

(5.4)
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où a < b < c < d.
En remplaçant (5.4) dans (5.3) avec la prise en compte de la fonction de pénalité, on obtient

−∂(k)U(x)

∂xk
=


F (U(x), x) + U(x) + 1 si x ∈ [a, b[,

F (U(x), x) si x ∈ [b, c[.

F (U(x), x) + U(x) + 1 si x ∈ [c, d].

(5.5)

En plus, selon [3] nous devons prendre en compte les conditions aux limites (5.2) et les condi-

tions de continuité de U,
∂U

∂x
, · · · , ∂

(p)U

∂xp
en b et c pour tout p < k.

5.4 Méthode d’itération variationnelle

La méthode d’itération variationnelle est une méthode simple et capable de résoudre d’une
manière efficace une grande classe de problèmes non linéaires, elle a été appliqué avec succès
à de nombreux problèmes. Par exemple, cette méthode a été utilisé pour résoudre l’équation
classique de Blasius, quelques problèmes non linéaires bien connus et des systèmes différentiels
ordinaires. Actuellement, le VIM a été utilisé dans de nombreux domaines, il est capable de gérer
une grande classe d’équations différentielles linéaires ou non linéaires. L’adaptabilité et l’ajuste-
ment obtenus grâce à cette méthode ont permis de l’adapter rapidement aux cas où les solutions
analytiques ne sont pas disponibles, comme c’est souvent le cas dans les sciences appliquées et
l’ingénierie. Cette méthode ne nécessite pas l’utilisation d’algorithmes de calcul additifs régu-
lièrement utilisés pour confronter les termes non linéaires comme la méthode de décomposition
adomian qui compliquerait les calculs analytiques. Le VIM aborde directement les problèmes
linéaires et non linéaires de la même manière.

Nous rappelons le concept de base de VIM associé au problème (5.5) suit la formule itérative

suivante [33] :

Un+1(x) = Un(x) +



∫ x

a
λ(s)

[
∂(k)Un(s)

∂sk
+ F (Un(s), s) + Un(s) + 1

]
ds, a ≤ x < b,

∫ x

b
λ(s)

[
∂(k)Un(s)

∂sk
+ F (Un(s), s)

]
ds, b ≤ x < c,

∫ x

c
λ(s)

[
∂(k)Un(s)

∂sk
+ F (Un(s), s) + Un(s) + 1

]
ds, c ≤ x ≤ d,

(5.6)

avec λ est le multiplicateur de Lagrange. La forme pratique possible de λ est donnée par :

λ(s) = (−1)k (s− x)k−1

(k − 1)!
, x ∈ [a, d]. (5.7)
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Cependant, il convient de noter que dans certains cas particuliers, nous devons peut-être d’abord
relever le défi de trouver la valeur optimale de λ pour accélérer la convergence de la solution.
Nous devons donc reprendre le calcul des variations nécessaires pour trouver λ. Les techniques
itératives reposent sur le calcul d’une récurrence à partir d’une fonction initiale U0 et qui, étape
par étape, tend vers la solution. Ces techniques sont efficaces tant que nous partons d’une valeur
U0 proche de la solution souhaitée. Dans certains cas, cette méthode peut ne pas converger si le
point de départ est mal choisi. Pour ce faire, nous allons essayer de discuter du choix de la valeur
initiale des différents exemples traités dans la section numérique. Une autre mesure intéressante
à prendre en compte dans le choix de U0 concerne les conditions de continuité de la solution et

de ses dérivés sur
◦
Ω.

5.5 Des exemples numériques

Les exemples que nous proposons traitent des problèmes linéaires et non linéaires. L’objectif
est de montrer l’efficacité de l’approximation étudiée. Les exemples classiques où nous pouvons
trouver la solution analytique, sont proposés pour l’illustration de VIM et l’évaluation de la
précision des solutions obtenues. Les solutions des problèmes traités sont calculées grâce au
calcul symbolique avec MATLAB en utilisant Symbolic Math Toolbox.

5.5.1 Problème d’obstacle linéaire de troisième ordre

Dans les domaines de l’océanographie [3], par exemple, la modélisation peut contribuer aux

équations différentielles du troisième ordre. Prenant F (U, ·) = U, k = 3, a = 0, b =
1

4
, c =

3

4
et d = 1, avec les conditions aux limites suivantes :

U(0) = U ′(0) = 0 et U(1) = 0. (5.8)

Alors, le problème (5.1) s’écrit
−∂(3)U(x)

∂x3 ≥ U(x) x ∈ [0, 1],

U(x) ≥ Ψ(x) x ∈ [0, 1],[∂(3)U(x)
∂x3 + U(x)

][
U(x)−Ψ(x)

]
= 0 x ∈ [0, 1],

(5.9)

avec la fonction d’obstacle

Ψ(x) =


−1 si x ∈ [0, 1

4
[,

1 si x ∈ [1
4
, 3
4
[,

−1 si x ∈ [3
4
, 1].

(5.10)
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Nous étudions la régularité de la solution du problème (5.9) à partir d’une formulation variation-
nelle dans l’espace de Sobolev H2([0, 1]) qui est un espace de Hilbert. Nous définissons donc le
sous-espace H2

0 ([0, 1]) de H2([0, 1]) par

H2
0 ([0, 1]) =

{
U ∈ H2([0, 1]); U(0) = U ′(0) = 0 et U(1) = 0

}
. (5.11)

Ensuite, nous définissons l’ensemble K qui est convexe fermé dans H2
0 ([0, 1]) par

K =
{
U ∈ H2

0 ([0, 1]);U(x) ≥ Ψ(x), x ∈ [0, 1]
}
. (5.12)

La fonctionnelle d’énergie associée au problème d’obstacle est donnée par :

I[V ] = −
∫ 1

0

[
∂(3)V (x)

∂x3
+ V (x)]

∂V (x)

∂x
dx,

=

∫ 1

0

(
∂(2)V (x)

∂x2

)2

dx+

∫ 1

0

V (x)
∂V (x)

∂x
dx,

= ⟨TV, g(V )⟩+ ⟨V, g(V )⟩, (5.13)

où g = ∂
∂x

est un opérateur linéaire, et

⟨TU, g(V )⟩ =
∫ 1

0

∂(2)U(x)

∂x2

∂(2)V (x)

∂x2
dx,

⟨U, g(V )⟩ =
∫ 1

0

U(x)
∂V (x)

∂x
dx.

On peut montrer que l’opérateur T est linéaire, g-symétrique et g-positif, c’est-à-dire

⟨TU, g(V )⟩ = ⟨g(U),TV ⟩, et ⟨U, g(V )⟩ = ⟨g(U), V ⟩, ∀(U, V ) ∈
(
H2

0 ([0, 1])
)2
,

⟨TU, g(V )⟩ ≥ 0, et ⟨U, g(V )⟩ ≥ 0, ∀U ∈ H2
0 ([0, 1]).

Ensuite, le problème d’obstacle (5.9) est équivalent au problème de minimisation de la fonction-
nelle d’énergie I[V ] définie par (5.13) sur K qui est équivalent au problème suivant Trouver U ∈ H2

0 ([0, 1]) tel que g(U) ∈ K et

⟨TU, g(V )− g(U)⟩ ≥ 0, ⟨U, g(V )− g(U)⟩ ≥ 0 ∀g(V ) ∈ K.
(5.16)

Un problème de type (5.16) est connu sous le nom de problème variationnel généralisé, il admet
une unique solution (voir [54, 55]).
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Pour la résolution numérique, nous commençons dans cet exemple par la méthode de pénali-
sation (5.5). Le problème (5.9) est équivalent à

−∂(3)U(x)

∂x3
=



2U(x) + 1 x ∈ [0,
1

4
[,

U(x) x ∈ [
1

4
,
3

4
[,

2U(x) + 1 x ∈ [
3

4
, 1].

(5.17)

La solution exacte de (5.17) est la suivante :

U(x) =



−1

2
+ a0e

− 3√2x +

[
a1 cos(

√
3 3
√
2x

2
) + a2 sin(

√
3 3
√
2x

2
)

]
e

3
√
2x

2 x ∈ [0,
1

4
[,

b0e
−x +

[
b1 cos(

√
3x

2
) + b2 sin(

√
3x

2
)

]
e

x

2 x ∈ [
1

4
,
3

4
[,

−1

2
+ c0e

− 3√2x +

[
c1 cos(

√
3 3
√
2x

2
) + c2 sin(

√
3 3
√
2x

2
)

]
e

3
√
2x

2 x ∈ [
3

4
, 1].

(5.18)
Par application des conditions de continuité sur U , U ′ et U ′′ aux points 1

2
et 3

4
, les constantes

ai, bi et ci, i = 1, · · · , 3 sont données par :

a0 = 0.220300649527402, a1 = 0.279699350472598, a2 = 0.0928967833270709

b0 = −0.00973786559844113, b1 = 0.0208426867753722, b2 = 0.00712428122870885,

c0 = 0.423614465941949, c1 = 0.145695066676027, c2 = 0.168780738107810.

Nous pouvons maintenant trouver la solution approximative du problème (5.17) en utilisant le
VIM. Le multiplicateur de Lagrange dans cet exemple est donné par (5.7) :

λ(s) = −(s− x)2

2
.

D’après la formule itérative (5.6), nous pouvons écrire le problème (5.17) sous la forme itérative
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suivante :

Un+1(x) = Un(x) +



−1
2

∫ x

0
(s− x)2

[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ 2Un(s) + 1

]
ds, 0 ≤ x < 1

4 ,

−1
2

∫ x

1
4

(s− x)2
[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ Un(s)

]
ds, 1

4 ≤ x < 3
4 ,

−1
2

∫ x

3
4

(s− x)2
[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ 2Un(s) + 1

]
ds, 3

4 ≤ x ≤ 1.

(5.19)

En utilisant les conditions aux limites à 0, on obtient une expression paramétrique possible de
U0 donnée par :

U0(x) =



a2x
2 + a1x+ a0, x ∈

[
0,

1

4

]
,

b2(x−
1

4
)2 + b1(x−

1

4
) + b0 x ∈

[
1

4
,
3

4

[
,

c2(x−
3

4
)2 + c1(x−

3

4
) + c0, x ∈

[
3

4
, 1

]
.

(5.20)

Nous adaptons à cette expression avec la formule itérative (5.19) pour obtenir une expression
paramétrique de U2 après deux itérations VIM. Ensuite, en appliquant les conditions de continuité
de U,U ′ et U ′′ aux points 1

4
et 3

4
et les conditions aux limites (5.8), nous obtenons un système

d’équations linéaires à sept variables a2, b0, b1, b2, c0, c1 et c2. Ce système aboutit aux solutions
suivantes :

a2 = 955/7478,

b0 = 103/19166, b1 = 252/7745, b2 = 52/23575,

c0 = 184/8365, c1 = 749/22436, c2 = −31/25704.
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Ainsi, l’expression de U2 est la suivante :

U2(x) =



21x8

828766
+

x6

360
− 45x5

10571
− x3

6
+

955x2

7478
, 0 ≤ x < 1

4 ,

− x8

9139846
+

3x7

481004
− x6

274566
− 7x5

176854
− 24x4

18373

+
23x3

52801
+

37x2

15578
+

127x

4051
− 99

37879
, 1

4 ≤ x < 3
4 ,

− x8

4178973
+

3x7

3107408
+

63x6

22850
− 44x5

3467
+

154x4

7285

−463x3

2442
+

1637x2

4151
− 224x

869
+

397

5728
, 3

4 ≤ x ≤ 1.

(5.22)

FIGURE 5.1 – Courbes comparatives entre la solution exacte et la solution VIM à deux itérations.

Dans FIG. 5.1, la courbe de la solution exacte coïncide avec celle de la solution VIM. Ce
résultat précis peut être plus clair dans FIG. 5.2 où nous remarquons que l’ordre de l’erreur rela-
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FIGURE 5.2 – La courbe d’erreur relative

tive est 10−7. Après la deuxième itération de VIM, nous avons obtenu des résultats satisfaisants,
qui indiquent l’efficacité et la grande précision de cette méthode pour un coût de calcul optimal.

5.5.2 Problème d’obstacle non linéaire de troisième ordre

Dans cet exemple, nous prenons F (U, ·) = U2, k = 3, a = −1, b = −1

2
, c =

1

2
et d = 1,

avec les conditions aux limites suivantes :

U(−1) = U ′(−1) = 0 et U(1) = 0. (5.23)
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D’après (5.5) nous obtenons le problème suivant

−∂(3)U(x)

∂x3
=



U2(x) + 2U(x) + 1, x ∈ [−1,−1

2
[,

U2(x) + U(x), x ∈ [−1

2
,
1

2
[,

U2(x) + 2U(x) + 1, x ∈ [
1

2
, 1].

(5.24)

Nous pouvons utiliser la formule itérative (5.6) associée à VIM pour trouver une solution ap-
proximative du problème précédent, nous avons

Un+1(x) = Un(x)+



−1
2

∫ x

0

(s− x)2
[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ U2

n(s) + 2Un(s) + 1

]
ds, −1 ≤ x < −1

2
,

−1
2

∫ x

1
4

(s− x)2
[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ U2

n(s) + Un(s)

]
ds, −1

2
≤ x < 1

2
,

−1
2

∫ x

3
4

(s− x)2
[
∂(3)Un(s)

∂s3
+ U2

n(s) + 2Un(s) + 1

]
ds, 1

2
≤ x ≤ 1.

(5.25)

Avec les mêmes procédures, nous considérons l’expression suivante de U0 :

U0(x) =


a0 + a1(x+ 1) + a2(x+ 1)2, −1 ≤ x < −1

2 ,

b0 + b1(x+ 1
2) + b2(x+ 1

2)
2, −1

2 ≤ x < 1
2 ,

c0 + c1(x− 1
2) + c2(x− 1

2)
2, 1

2 ≤ x ≤ 1.

(5.26)

Nous adaptons à cette expression avec la formule itérative (5.25) pour obtenir une expression
paramétrique de U2 après deux itérations VIM. Ensuite, en appliquant les conditions de continuité
de U,U ′ et U ′′ aux points −1

2
et 1

2
et les conditions aux limites (5.23), nous obtenons un système

d’équations non linéaires à neuf variables ai, bi et ci, where i = 0, 1, 2. Pour résoudre le système
obtenu nous utilisons une méthode de Newton qui donne la solution suivante :

a0 = 321/6281, a1 = −160/463, a2 = −520/2191,

b0 = 155/3403, b1 = 849/3166, b2 = 93/14320,

c0 = 311/989, c1 = 721/2197, c2 = −419/1566.
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Nous notons qu’après deux itérations VIM, la solution obtenue est sous forme des polynômes
du 14ème degré. Pour des raisons de simplicité et sans perdre de la précision du résultat, nous
réservons seulement le quatrième ordre de U2 :

U2(x) =



−242x4

19403
− 403x3

1799
− 520x2

2191
+

323x

2502
+

243

1525
, −1

2
≤ x < −1

2
,

−207x4

13696
− 247x3

6889
+

113x2

2871
+

409x

1538
+

271

1489
, −1

2
≤ x < −1

2
,

−133x4

11509
− 299x3

1230
+

415x2

1166
+

547x

5163
+

671

3213
, 1

2
≤ x ≤ 1.

(5.28)

Dans FIG. 5.3, la courbe de la solution Adomian se coïncide avec celle de la solution VIM. Il
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FIGURE 5.3 – Courbes comparatives entre la solution VIM à deux itérations et la solution Ado-

mian.
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convient toutefois de noter que nous avons utilisé la méthode Adomian à des fins de comparaison,
nous pouvons donc conclure que le VIM et la méthode de décomposition Adomian (ADM)
donnent presque la même précision pour ce problème non linéaire d’obstacle [53].
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons présenté dans une première partie une modélisation d’une tige
élastique en grands déplacements soumise à des efforts extérieurs et qui présente des points
d’auto-contact frottant non connus a priori. Nous avons fondé notre développement sur la théo-
rie de Cosserat et la théorie “géométriquement exacte” de Simo-Reissner. Le modèle que nous
préconisons permet une paramétrisation unidimensionnelle des tiges dont les déplacements sont
dans l’espace tridimensionnel, elle permet la prise en compte à la fois de la flexion, de l’allonge-
ment, de la torsion et du cisaillement. Cependant, ce modèle repose sur l’hypothèse des sections
indéformables et suppose donc que les sections sont rigides. La fusion de l’auto-contact et du
frottement dans une tige élastique génère un problème fortement non linéaire et à une de modéli-
sation assez riche. Théoriquement, l’existence et l’unicité de la solution au problème constituent
un défi majeur. Nous avons utilisé la méthode lagrangienne augmentée pour aborder l’étude
mathématique du problème d’auto-contact de Signorini-Coulomb. Nous avons surmonté les obs-
tacles importants rencontrés dans la nature implicite des formulations liées à l’utilisation de la loi
de Coulomb. De plus, nous avons développé des formulations pour le problème du frottement,
qui peuvent être implémentées numériquement dans des futures recherches.

Dans une deuxième partie, nous avons débordé l’étude des solutions semi-analytiques pour
des problèmes d’obstacle. Nous avons discuté l’efficacité de la méthode d’itération variationnelle
(VIM), les exemples traités montrent certains avantages du VIM. Grâce à cette méthode nous
avons obtenu des solutions analytiques approchées sous formes explicites pour des problèmes
d’obstacles. Ce problème peut modéliser une poutre déformée en présence d’une fondation élas-
tique. Il laisse la liberté de choix sur diverses charges en un point arbitraire ou une région de la
poutre et sur les conditions aux limites imposées aux extrémités de la poutre. En conséquence,
la mise en œuvre numérique est simple et les compétences de programmation habituellement
requises ne sont pas nécessaires.

Nous finissons par des perspectives de recherche dans le prolongement du travail actuel.
La prise en compte du frottement dans la déformation d’une tige élastique génère un problème
fortement non linéaire, le champ de recherches mathématiques est encore ouvert pour montrer
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l’existence et l’unicité de solution de ce problème. Dans un futur proche, nous estimons qu’une
étude numérique de ce problème est nécessaire. Ceci exige en particulier une méthode du type
Newton récemment utilisée dans [9] pour développer un code Fortran concernant le cas sans
frottement.

Enfin, pour la méthode semi-analytique que nous avons discuté, nous avons remarqué sa
performance pour les exemples traités. Cependant, nous devons comparer les résultats de VIM
avec les méthodes numériques classiques.
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