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Résumé

Ce travail de these contribue a la classification a isomorphisme pres des algebres de Hopf
obtenues comme twists gradués d’algebres de fonction sur des groupes finis par des actions

cocentrales de groupes cycliques.

Plus généralement, nous étudions le probleme d’isomorphisme pour les algebres de Hopf

s’insérant dans des extensions cocentrales abéliennes.

Nous appliquons ensuite ces résultats de classification a divers exemples concrets impli-
quant les groupes spéciaux linéaires sur des corps finis, les groupes symétriques et alternés,

et les groupes diédraux.






Abstract

This thesis work contributes to isomorphism classification for Hopf algebras that are
obtained as graded twistings of function algebras on finite groups by cocentral actions of

cyclic groups.

More generally, we also consider the isomorphism problem for finite-dimensional Hopf

algebras fitting into abelian cocentral extensions.

Finally, we apply our classification results to a number of concrete examples like special

linear groups over finite fields, alternating groups and dihedral groups.
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Chapitre 1

Introduction

Les algebres de Hopf sont une généralisation des groupes de grande envergure. Dans le
cadre semi-simple (par conséquent de dimension finie), le cadre le plus proche de celui des
groupes finis, tous les exemples connus proviennent de groupes a travers diverses constructions
sophistiquées. Une question fondamentale est donc de savoir si une algebre de Hopf semi-

simple est constructible & partir d'un groupe en un sens approprié (voir [2, Probleme 3.9]).

Une réponse a cette question, positive ou non, laisserait encore beaucoup de travail quant
au probleme de classification de telles algebres de Hopf.

A travers cette these, nous contribuons & ce probléme de classification, en particulier pour
les algebres de Hopf obtenues comme twists gradués d’algebres de fonctions sur un groupe

fini.

La construction du twist gradué d’algebre de Hopf, qui differe en général de la construction
du twist classique par un 2-cocycle (voir [9]), a été introduite dans [4], et correspond & une
formalisation de la construction de [27] qui résout le probleme de réalisation des catégories

de Kazhdan-Wenzl [19] par des groupes quantiques.

Les données sont celles d’une algebre de Hopf A, graduée et sur laquelle agit un groupe
I'. L’algebre de Hopf twistée qui en résulte possede un certain nombre de caractéristiques
plaisantes, liées a l’algebre de départ. Parmi ces caractéristiques, la suivante possede un
intérét particulier : si A = O(G) est I'algebre des fonctions d’un groupe algébrique linéaire G
et si [' est d’ordre premier, alors tous les quotients non commutatifs de ’algebre twistée sont
encore des twists gradués de O(H), ou H est un sous-groupe fermé de G bien choisi. Ceci
s’applique en particulier & O_;(SLs(C)), dont les quotients non commutatifs sont traités et
classifiés dans [28, 3.

Les résultats dans [4, 5] laissent cependant ouverte la question de la classification a iso-



morphisme pres des algebres de Hopf obtenues comme twists gradués, et c’est précisément le

probleme que nous allons traiter dans ce manuscrit.

On démontrera trois résultats d’isomorphisme pour les twists gradués d’algebres de Hopf
des fonctions sur un groupe fini. Ces résultats ont tous en commun des hypotheses cohomo-
logiques fortes sur le groupe sous-jacent, que nous pensons difficiles a éliminer pour obtenir
des résultats généraux, mais qui sont pourtant suffisamment larges pour couvrir un certain

nombre de cas intéressants.

Nous obtenons des résultats de classification pour les algebres de Hopf étant des twists

gradués de :

1. O(SL,(F,)) par Zy,, ol ¢ est une puissance d’un nombre premier, m = PGCD(n,¢—1)
est premier et (n,q) € {(2,9),(3,4)} (voir le théoreme 5.1.2);

2. O(Z;) par Zs, ou A, est I'unique revétement de Schur du groupe alterné A, avec
n # 6 (voir le théoréeme 5.2.1) ;

3. (’)(5’;) par Zs, ou S, est l'un des deux revétements de Schur du groupe symétrique

Sn, avec n # 6 (voir le théoreme 5.2.2).

Tandis que les deux premiers théorémes d’isomorphisme (théoreme 3.0.1 et théoréme
3.0.3) sont obtenus assez directement et au début du manuscrit (dans le chapitre 3), le troi-
sieme (théoreme 4.4.4) est obtenu en considérant le probleme plus général de la classification

des algebres de Hopf s’inscrivant dans une extension cocentrale abélienne.

C’est un sujet classique dans le domaine, qui a été beaucoup étudié et pour lequel plu-
sieurs résultats de classification ont été obtenus [21, 26, 16]. La plupart de notre analyse
dans le chapitre 4 est donc bien connue des spécialistes, mais nous pensons que certaines
formulations et notre concentration sur les extensions universelles apportent une nouveauté,

et nous obtenons de nouveaux résultats dans ce cadre.

En effet, nous obtenons des résultats de classification (c’est-a-dire des paramétrisations par
des données théoriques de groupe, concretes et explicitement connues) pour des algebres de
Hopf non commutatives A s’'inscrivant dans une extension abélienne cocentrale k — O(H) —

A — kZ,, dans les cas suivants :
1. H = PSLy(F,), avec p premier impair et m = 2;
2. H=A,,avecn=50oun>8et m=2;
3. H = As, pour tout m > 1;
4. H=S5,,avecn #6et m=2;



5. H = D,, le groupe diédral d’ordre 2n avec n impair et m > 1;
6. H = D,, avec n pair, avec ’extension universelle précédente et m = 2;

7. H =7, x Z, avec p premier impair et m une puissance d’'un nombre premier tel que
m|(p —1).
Parmi ces exemples, il est intéressant de noter que celui avec D,, et n pair est certainement

le plus complexe et ne découle pas d'un résultat général, bien que la structure de ce groupe

ne soit certainement pas la plus riche.

La rédaction de ce manuscrit de theése est basée sur I'article rédigé conjointement avec
Julien Bichon "Some isomorphism results for graded twistings of function algebras on finite
groups”, arXiv : 2003.05172.

Il est organisé de la fagon suivante :

Dans le second chapitre, nous donnerons le vocabulaire nécessaire ainsi que les notations
associées, et nous présenterons des résultats préliminaires. En troisieme partie, nous présente-
rons nos deux premiers résultats d’isomorphisme dans le cas des twists gradués d’algebres de
fonctions sur un groupe fini. Le quatrieme chapitre étudiera le cadre plus général des exten-
sions abéliennes cocentrales, dont les twists gradués font partie. Nous obtiendrons alors notre
troisieme résultat d’isomorphisme dans ce cadre. Enfin, pour terminer, le dernier chapitre

sera un chapitre d’applications de ces résultats sur les exemples mentionnés précédemment.

Notations et conventions. Nous travaillerons sur un corps fixé k, que 'on suppose algé-
briquement fermé et de caractéristique zéro.

Nous supposerons le lecteur familier de la théorie des algeébres de Hopf, pour laquelle [25]
est une référence classique, et nous adopterons les conventions usuelles : par exemple A, ¢ et
S représentent respectivement la co-multiplication, la co-unité et 'antipode pour une algebre

de Hopf. Nous utiliserons également les notations de Sweedler de maniere standard.

Une convention un peu moins courante est que nous supposerons que les algebres de Hopf
ont un antipode bijective. Nous supposerons également une certaine familiarité du lecteur
avec l'algebre homologique de base, pour laquelle [12, 14] sont des références pratiques, et en
particulier nous utiliserons [14] comme référence pour les calculs du multiplicateur de Schur.

D’autres notations spécifiques seront introduites dans le texte.






Chapitre 2
Préliminaires

Cette partie contient plusieurs rappels sur les morphismes d’algebres de Hopf, les gra-
duations cocentrales, et la construction du twist gradué. Elle permet également d’introduire

quelques résultats préliminaires pour la suite.

2.1 Morphismes d’algebres de Hopf cocentraux, gra-

duations cocentrales

Le concept de morphisme cocentral d’algebres de Hopf est dual a la notion familiere de
morphisme central d’algebres. La définition précise donnée dans [1] est rappelée ci-dessous.

Une exposition détaillée de ces notions est donnée dans les références [6, 7).

Définition 2.1.1. 1. Un morphisme d’algebres de Hopf p : A — B est dit cocentral si
pour tout a € A, on a p(a)) ® ap) = plaw) ® aq).
2. Un morphisme d’algebres de Hopf p : A — B est dit universel si pour tout morphisme

d’algebres de Hopf cocentral ¢ : A — C, il existe un unique morphisme d’algebres de
Hopf f: B — C tel que fop=gq.

3. On dit qu’une algebre de Hopf possede un groupe graduateur universel si il existe un
morphisme d’algebres de Hopf cocentral universel p : A — kI' pour un certain groupe

I'. Ce groupe unique I' est appelé le groupe graduateur universel de A.

Remarques 2.1.2. 1. Si p: A — B est un morphisme d’algebres de Hopf cocentral sur-

jectif, alors B est nécessairement cocommutative.

2. Etant donnée une algebre de Hopf A, P'existence d’un morphisme d’algébres de Hopf
cocentral universel A — B est facilement montré comme suit : soit X, le sous-espace

vectoriel de A engendré par les éléments

e(amy)ae) — plag))aqy, ¢ € A", a € A.

bt



Il est facile de voir que X est un co-idéal de A, et alors I'idéal I engendré par X est un
idéal de Hopf de A. Le morphisme d’algebres de Hopf quotient p : A — A/I est alors
cocentral universel. L’unicité du morphisme d’algebres de Hopf cocentral universel est

triviale d’apres la définition.

3. Si G est un groupe algébrique linéaire, notons O(G) 'algebre des fonctions coordonnées
sur G. Si H C G est un sous-groupe fermé, 1'application de restriction O(G) — O(H)
est cocentrale si et seulement si H est central dans G : H C Z(G), et application de

restriction O(G) — O(Z(G)) est cocentrale universelle.

4. Si une algebre de Hopf A est cosemisimple, il est facile de voir, en utilisant la décom-
position de Peter-Weyl de A (décomposition de A en somme directe de sous-cogebres

de matrices), que A posséde un groupe graduateur universel.

Le lemme suivant sera utilisé de nombreuses fois dans la suite du texte.

Lemme 2.1.3. Soient A, B des algébres de Hopf ayant le méme groupe graduateur universel
cyclique I'y et supposons donnés deur morphismes d’algébres de Hopf cocentraux et surjectifs
p:A— kIl et q: B — EkI' pour un certain groupe fini cyclique I, et un isomorphisme
d’algébres de Hopf f : A — B. Alors il existe u € Aut(I) tel que wuop =qo f.

Démonstration.
Soient pg : A — kg et qo : B — kI'g les morphismes cocentraux universels d’algebres de
Hopf correspondants. Le morphisme d’algebres de Hopf gg o f : A — kI'y est alors cocentral,

donc il existe un unique morphisme de groupes v : I'y — 'y tel que vopy = qp o f.

Comme qq o f est surjectif, le morphisme v 'est aussi, et ainsi, puisque I'y est fini, v est

un automorphisme.

Les morphismes d’algebres de Hopf p : A — kI' et ¢ : B — kI' sont cocentraux et
surjectifs. Par universalité de py et ¢, on obtient 'existence de deux morphismes de groupes

surjectifs w,w’ : 'y — I tels que wopy = p et w' o gy = q.

Posons N = Ker(w) et N’ = Ker(w'). On a alors |[N| = % = |N’|. L'unicité d'un sous-
groupe d’ordre donné dans un groupe cyclique nous donne que N = N’ = v(N), et il existe

ainsi un unique morphisme de groupes u : I' = I" tel que uow = w' o w :

p
N
A= ko -5 = kI
f v lu

q0 Y w’ '
B jTy - = kT
\/

q

6



On obtient que uop =uowopy =w ovopy=w oqgyo f =qo f, comme souhaité, ce

qui conclut la preuve. O

Définition 2.1.4. Soit A un algebre de Hopf et soit I' un groupe. Une graduation cocentrale
de A par I' est une décomposition en somme directe A = @4er A, telle que pour tout g, h € I’

on ait :
1. AgAh C Agh et 1€ Ae;
2. A(Ag) C Ag ® Ag et S(Ag) C Agfl.

Notons que les conditions 1 € A, et S(A4,) C A,-1 résultent des autres. Les graduations
cocentrales par I' correspondent aux morphismes d’algebres de Hopf cocentraux p : A — kI.
En effet, pour un morphisme d’algebres de Hopf cocentral donné p : A — kI', la graduation

correspondante est définie par :
Ag={aeAlan ®@plap) =a®@g=ap @plaw))}

Occasionnellement, on notera ’ensemble A, par A,, pour indiquer plus explicitement la
dépendance sur p, dans les cas ou il y a risque de confusion.

Inversement, si ’on se donne une graduation cocentrale par I', le morphisme d’algebres de
Hopf cocentral p : A — kI' correspondant est défini par pja4, = €(—)g, et il est surjectif si et
seulement si A, # {0} pour tout g € I'. Nous passerons librement de la notion de morphisme
d’algebres de Hopf cocentral & celle de graduation cocentrale.

Comme le morphisme d’algebres de Hopf cocentral correspondant est surjectif, les gra-
duations cocentrales ont la propriété de graduation forte que A;A;, = Ay, pour tout g,h € I’
(voir par exemple la référence [5, proposition 2.2}).

Voici une application utile, utilisée plus tard dans la preuve du lemme 2.2.8.

Lemme 2.1.5. Soit p: A — k' un morphisme d’algebres de Hopf cocentral surjectif. Soient
gel ety ,ze A tels que vy = xz pour tout v € Ay. Alors y = z.

Démonstration.
Puisque A, = A,14,, il existe z1,...,2,, € Ag1 et y1,...,yn € Ay tels que

1 =", z;y;. En utilisant notre hypothese, on écrit alors :

y=1ly= ziyy=) wyz=1lz=z
i=1 i=1

Cela acheéve la preuve. n

2.2 Actions cocentrales et twist gradué

La notion suivante est introduite dans la référence [4] sous le nom "d’action cocentrale

invariante".



Dans ce manuscrit, pour simplifier la terminologie, on parlera simplement "d’action co-

centrale".

Définition 2.2.1. Une action cocentrale d’'un groupe I' sur une algebre de Hopf A est la
donnée d’une paire (p,«) ou p : A — kI' est un morphisme d’algebres de Hopf cocentral
surjectif et o : I' — Autpopr(A) est un morphisme de groupes, munis tous les deux de la

condition de compatibilité p o ay = p pour tout g € I'.

Selon le point de vue équivalent de la graduation, la condition de compatibilité correspond
a ay(Ay) = Ay pour tout g, h € T

Définition 2.2.2. Etant donnée une action cocentrale (p, &) d'un groupe I' sur une algebre
de Hopf A, le twist gradué AP est 1'algebre de Hopf ayant A comme cogebre sous-jacente,

et dont le produit et 'antipode sont définis par :
Vae Ag,be Ay, a-b=uaoy(b), S(a)=a,1(5(a)).

La présente définition d'un twist gradué differe de la définition originale de la référence
[4], mais elle lui est équivalente (pour cela, voir [5, remarque 2.4], la structure d’algebre

sous-jacente est celle d'un twist dans le sens de la référence [30]).

Lemme 2.2.3. Soit g : A — B le morphisme d’algebres de Hopf cocentral universel et soit
(p, @) une action cocentrale d’un groupe I' sur A. Alors q : AP* — B est encore le morphisme

d’algebres de Hopf cocentral universel.

Démonstration.

Rappelons que d’apres la remarque 2.1.2, on peut supposer que ¢ est le morphisme quotient
A — A/I ou I est I'idéal de A engendré par X, le sous-espace vectoriel de A engendré par
les éléments p(a))ae) — ¢(ap))aq), ¢ € A*, a € A. Le sous-espace X est également le

sous-espace vectoriel de A engendré par les éléments

plamy)awe) — elag)aq), p € A", a€ Ay, geT.

Soit I' 'idéal de AP* engendré par X. Le calcul suivant, pour a € A,,b € A, c € A,

a - (p(ba)be) — @(be)ba)) - ¢ = (b)) acy(be)agn(c) — #(be)aay(bay)aga(c)
= a (ipag-1(ag(b))) g (ba)) — prg1 (b)) (b)) ) agn(c)

montre que I’ C I. De maniere symétrique, puisque ab = a-ay-1(b) pour a € Ajet b € A,

ona l C I, et par conséquent [ = [I'.



De plus, le morphisme quotient ¢’ : AP — AP® /I’  qui est cocentral universel, est égal a

¢, et on obtient donc le résultat annoncé. O

Puisque notre but principal est de comparer les différentes algebres de Hopf obtenues via
le twist gradué, une premiere chose a faire est de comparer les diverses actions cocentrales,

et pour cela on introduit naturellement la notion suivante.

Définition 2.2.4. Deux actions cocentrales (p, @) et (¢, 5) d'un groupe I" sur une algebre de

Hopf A sont dites équivalentes si il existe u € Aut(I") et f € Autpopr(A) tels que :

uop=gofetVgeT, foazof™ =Py

Lemme 2.2.5. Soient (p,a) et (q,3) des actions cocentrales d’un groupe I' sur une algébre
de Hopf A. Si (p,a) et (q,3) sont équivalentes, alors les algébres de Hopf AP® et AP sont

isomorphes.

Démonstration.

Par équivalence de (p, a) et (g, 3), il existe u € Aut(I") et f € Autyops(A) vérifiant :

wop=gofetVgeT, foago [ = fuy.

La condition v op = g o f assure que f(A4,) = Ay pour tout g € I'.
Ainsi pour a € Ajet be A, on a:

fla-b) = flaay (b)) = f(a)f(ag(b)) = f(a)Buq)(f (b)) = fla) - f(D).
Donc f est un isomorphisme d’algebres de Hopf de AP® vers A%”, et ainsi AP ~ A8 [

Introduisons également une notion d’équivalence faible pour ces actions cocentrales.

Définition 2.2.6. Deux actions cocentrales (p, ) et (¢, ) d'un groupe I' sur une algebre
de Hopf A sont dites faiblement équivalentes si il existe u € Aut(I') et un isomorphisme

d’algebres de Hopf f : A., = A., tels que :

Vg €T, folag)a., ol " = Bug)a.,

Bien siir, des actions cocentrales équivalentes sont également faiblement équivalentes.

Lemme 2.2.7. Deux actions cocentrales équivalentes (p, ) et (q, ) d’un groupe I' sur une

algebre de Hopf A sont faiblement équivalentes.

Démonstration.

Par équivalence de (p, ) et (g, 5), il existe u € Aut(I') et f € Autpops(A) vérifiant :

uop=gofetVgel, foago ™ = fuy).
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Alors par le méme raisonnement que précédemment, la condition v o p = g o f donne
J(Agp) = Au(g)q» Pour tout g € I', et ainsi f(A.,) = Acq. Finalement, le morphisme fj4,
permet d’obtenir la condition de faible équivalence entre (p,«a) et (g, ), ce qui conclut la

preuve. O

L’existence d'un isomorphisme d’algebres de Hopf entre AP et A%? oblige-t-il les actions
cocentrales (p,«) et (q,) a étre faiblement équivalentes? Ce n’est pas clair en général.

Cependant, c’est vrai dans le cas particulier suivant.

Lemme 2.2.8. Soit A une algebre de Hopf commutative, ayant un groupe graduateur uni-
versel cyclique fini, et soient (p, ), (q,8) des actions cocentrales d’un groupe cyclique T sur
A. Si les algébres de Hopf AP® et A% sont isomorphes, alors les actions cocentrales (p, )

et (q,3) sont faiblement équivalentes.

Démonstration.

Comme AP® ~ A%P il existe f : AP»* — A% un isomorphisme d’algebres de Hopf.
D’apres le lemme 2.2.3, les conditions sont réunies pour appliquer le lemme 2.1.3. Ainsi, il
existe u € Aut(I') tel que uop = go f. On a alors f(Ay,) = Aug),e Pour tout g € I, et en
particulier, f(A.,) = Aeq-

Pour a € Ajet be A, on a:

flaag(b)) = fla-b) = f(a) - f(b) = f(a)Buq)(f(D)).

Par commutativité de A, on a donc :

flaag (b)) = flay(b)a) = f(ag(b) - a) = fay(b)) - f(a) = flay(b)) fla) = f(a)f(ay(b)).

Ainsi f(a)Bug)(f(b)) = f(a)f(ay(b)) pour tout a € A,. D’apres le lemme 2.1.5, on obtient

alors :

@J(g)(f(b)) = f(ag(b))a ie. fo 04 © f_l = Bu(g) sur A..

Finalement, les actions (p, a) et (g, 3) sont faiblement équivalentes. O

2.3 Twists gradués d’algebres de fonction

Dans cette partie, nous traduisons en termes de groupes les notions discutées dans la
partie précédente. Placons nous dans le cas on A = O(G), l'algebre des fonctions sur un
groupe fini G (ce qui bien sir fonctionnerait également lorsque G est un groupe algébrique,

mais pour simplifier, on se restreindra au cas fini).
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Les traductions sont assez évidentes, mais elles sont pratiques et induisent quelques no-
tations supplémentaires. Comme d’habitude, si I' est un groupe, le groupe dual Hom(T', k*)
est noté T,

Si G est un groupe et T' C G est un sous-groupe, on note Auty(G) le groupe des auto-
morphismes de G qui préservent T', et Auts.(G) le sous-groupe des automorphismes qui fixent

chaque élément de T

1. Une action cocentrale (p, a) d'un groupe fini I' sur O(G) correspond a une paire (i, o)
ot i: I' = Z(@) est un morphisme de groupes injectif et  : ' — Aut;’(f)(G) est un
morphisme de groupes. Nous considérerons a présent les actions cocentrales de I' sur
O(G) comme des paires (i, «), appelées simplement actions cocentrales sur G, et on

notera le twist gradué correspondant O(G)P* plus simplement par O(G)"*.

2. Deux actions cocentrales (i, ) et (j, ) sont équivalentes si il existe u € Aut(I") et
f € Aut(G) tels que :

iou=fojetVgerl, f_loagof:ﬁu(g), ol U = — ou.

3. Deux actions cocentrales (i,«) et (j,) sont faiblement équivalentes si il existe
u € Aut(l') et un isomorphisme f : G/](f‘) — G/z(f) tels que pour tout g € T,
fltoa,of = Buy), ol @, et By, sont les automorphismes de G/i(T) et G/4(D)

induits par ag et 3,4 respectivement.

Supposons que le groupe fini G' posseéde un centre cyclique. Il y a alors une maniere
pratique de décrire les classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z,, sur G que nous
décrivons maintenant.

Pour m un diviseur de |Z(G)|, soit T, 'unique sous-groupe d’ordre m de Z(G), et soit
Xm(G) 'ensemble des éléments ay € Auty, (G) tels que af' = idg, modulo la relation d’équi-

valence :

ag ~ By <= 3f € Auty, (G) et [ premier avec m tels que f' oago f = B} et firw = (=)
Pour oy € Auty, (G), on note djy sa classe d’équivalence dans X,,(G). On notera aussi

X? (G) lensemble des classes d’équivalence dj tels que ag n’induise pas l'identité sur G/T,,.

Lemme 2.3.1. Si G est un groupe fini avec un centre cyclique et m est un diviseur de |Z(G)],

on a une bijection X,,(G) ~ {classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z, sur G}.

Démonstration.
Fixons un générateur g de Z,,, ainsi qu’un morphisme de groupes injectif ¢ : Tom — 7 (G)
tel que Ty, = i(Zm). A tout élément ap € Auty, (G), on associe I'action cocentrale (i, ) de

Ly, sur G telle que ay = .
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Définissons ¥ : X,,,(G) — {classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z,, sur G} qui

envoie g sur cl((z,@)), ol 7 et o sont définis au dessus.
Montrons que W réalise la bijection.

Soient dy, By € X (G) tels que W(dg) = ¥(f,) i.e. cl((i,a)) = cl((, 3)). Ainsi, les actions
(i, a0) et (i, 3) sont équivalentes. Donc il existe u € Aut(Z,,) et f € Aut(G) tels que :

N ~

ioti=foi et floazof=Lyy ol U=—ou.

Comme Z,, est cyclique engendré par g, il existe [ premier avec m tel que u(h) = h! pour
tout h € Z,,.

Ainsi, ﬂu(g) = Bgz = B(l) donc fil ocago f= B(I]
De plus, pour ¢ € Z/\m et pour tout h € Z,,, on a :

foi(e(h)) =iot(p(h)) =iopou(h) =iop(h') =i(p(h)) =i(e(h)

—f _ _(_N\
Donc fir,, = flz‘(Zm) =(—)"
Les conditions sont donc remplies : ag ~ [ i.e. dg = Bo- D’ou l'injectivité de W.

Pour la surjectivité : soit (j, 3) une action cocentrale de Z,, sur G. On voit facilement

que les actions (4, 3) et (i, 8") avec [ premier avec m et II' = 1[m], sont équivalentes.

1l suffit de poser @ := it oj et u = (—)" ot [ est premier & m. Ainsi en prenant f = id,

vl _ o e
ona fB,, = ﬂg = B = 3y donc I'équivalence est réalisée.

Donc cl((4, 8)) = cl((i, ) = ¥ (), oit fy est défini par Bg = Go. Donc cl((j, 5)) possede
bien un antécédent par W. D’ou la surjectivité.

Finalement W est bijective donc :

X (G) ~ {classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z,, sur G'}.
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2.4 Notions requises de théorie de groupes

Cette derniere partie introduit quelques préliminaires de théorie des groupes. Comme a
I’habitude, si G est un groupe et M est un G-comodule, le second groupe de cohomologie de G
a coefficients dans M est noté H?(G, M). Nous considérerons principalement des G-modules
triviaux (la seule exception sera dans la preuve du lemme 4.1.3). Si 7 € Z*(G, M) est un
2-cocycle (normalisé), sa classe de cohomologie dans H?(G, M) est notée [7], et si p: G — M
est une application telle que p(1) = 1, alors le 2-cobord associé est noté d(pu).

Le premier lemme est probablement bien connu. Nous fournirons néanmoins les détails

de la preuve pour une utilisation future.

Lemme 2.4.1. Soit T un sous-groupe central d’un groupe G. La suite de groupes suivante

est exacte :

1 - Hom(G/T,T) — Auty(G) — Aut(G/T) x Aut(T)

et lapplication de droite est surjective lorsque |H*(G/T,T)| < 2 (ou plus généralement
lorsque les actions naturelles de Aut(G/T) et Aut(T) sur H*(G/T,T) sont triviales).

Démonstration.

Tout élément de Auty(G) se restreint en un automorphisme de 7" et induit un automor-

phisme de G /T, ainsi on obtient naturellement le morphisme de groupes de droite.

Soit x € Hom(G/T,T), on définit 'automorphisme x de G par x(x) = zx(m(z)),
onm : G — G/T est la surjection canonique. L’automorphisme y préserve bien T par
construction. Ceci définit donc un morphisme de groupes de Hom(G/T,T) vers Autr(G)
(morphisme de gauche), et le morphisme x —— x est clairement injectif. Par ailleurs, on voit
facilement que son image coincide avec le noyau de ’application de droite. On obtient donc

une suite exacte de morphismes de groupes.

A présent, posons H = G /T. D’apres la description standard des extensions centrales de
groupes, on peut librement supposer que G = H x, T ou 7 € Z*(H,T), et le produit de G

est défini par :

Vif,y € Ha V?",S € T? (ZE’,T) ’ (y78) = (ZL’y,T([L’,y)TS)-

Il est facile de vérifier qu'un élément o € Auty(G) est défini par a(x,t) = (0(z), p(z)u(t)),
ou (0, u,u) est un triplet avec 0 € Aut(H), u € Aut(T), et u: H — T satisfaisant :

Vo,y € H, u(r(z,y))p(zy) = p(x)u(y)r(0(x),0(y)). (%)
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Avec cette identification de G, la loi de composition de Auty(G) est donnée par :
(0, p,u) (0,4, u) = (000, ot - uop' uou).

L’application Auty(G) — Aut(H) x Aut(T') provenant de la suite exacte du lemme,
correspond alors a la projection sur la premiere et la troisieme composante, et les éléments
du noyaux sont exactement ceux de la forme (idg, p,id7) ou p : H — T est un morphisme

de groupes.

Supposons maintenant que les actions naturelles de Aut(H) et Aut(T) sur H*(H,T)
par automorphisme de groupes soient triviales, c’est-a-dire qu’elles laissent stables tous les

éléments (c’est évidemment le cas lorsque |H?(H,T)| < 2).

Soit (0,u) € Aut(H) x Aut(T). L’action de Aut(T) sur H*(H,T) étant triviale, on a
[uoT] = [r]. De méme, action de Aut(H) sur H?(H,T) étant triviale, on a [7o (8 x 0)] = [7].
Donc les cocycles uo 7 et 70 (6 x 6) sont cohomologues, et donc il existe u: H — T tel que
uoT = d(u)To (0 x0), ce qui est exactement la condition (x) qui permet a (6, u, u) de définir

un élément de Auty(G), et ainsi application a droite de la suite exacte est surjective. [

Notre second lemme sera utilisé a la fin du chapitre 4.

Lemme 2.4.2. Soient H un groupe fini, T un groupe cyclique d’ordre m, et 7 € Z*(H,T).
Considérons le groupe G = H x,. T. Soient o, B € Auty(G) (i.e. ap = idp = PByr), et soient
a, B les automorphismes induits sur H. Supposons que Hom(H,T) = {1} et qu’il existe

0 € Aut(H) et | premier avec m tels que :

foaod ' =73 et [r]'=[ro(0 x0)] € HX(H,T).

Alors il eziste f € Autr(G) tel que :
fOOéOf_1 = Bl et f|T = (—)l

Démonstration.

Comme énoncé dans la preuve du lemme précédent, rappelons que les éléments de Auty(G)
sont représentés par des triplets (0, u,u) avec 0 € Aut(H), u € Aut(T) et p: H — T tels
que uoT = 0(u)T o (0 x0), avec (0, u,u)(z,t) = (0(x), u(x)u(t)), pour (z,t) € H x T.

Par hypothese, avec les notations que I'on vient de rappeler, on peut écrire a = (@, ¢, idr)
et /6 = (377a 1dT>
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Soit u I'automorphisme de 7' défini par u = (—)". L’hypothése [r]' = [ 0 (6 x 6)] revient
donc & [uoT] = [T0(0 x 0)]. Par conséquent, il existe u : H — T tel que uotT = ()70 (0 x6)
et donc l'existence de ce pu permet a 6 de s’étendre & un automorphisme f = (0, pu,u) de
Autr(G).

pour une application y : H — T.

Ainsi, foa o f~! et B possédent la méme image par le morphisme de groupes a droite
de la suite exacte du lemme précédent, et I'hypothése Hom(H,T) = {1} implique alors par
injectivité que foao f~! = B! dans Auty(G). On a de plus fir = u = (—)', ce qui achéve la

preuve. O

Pour terminer cette partie, on rappelle un dernier lemme, qui sera lui aussi utile a la fin
du chapitre 4. Il est bien connu que les automorphismes intérieurs agissent trivialement sur
le second groupe de cohomologie d’un groupe. Le lemme suivant écrit ce fait précisément. La
démonstration est une vérification simple, mais elle peut aussi s’obtenir facilement a partir

des considérations du lemme 2.4.1.

Lemme 2.4.3. Soient H un groupe, x € H, et 7 € Z*(H,k*). Alors on a :
7 =0(ps) - 7o (ad(z) x ad(z)),

ou iy est définie par p,(y) = m(xy, v~ Y7 (2, y)7(2, 2717t pour tout y € H.

Démonstration.

On rappelle la propriété vérifiée par 7, qui sera utilisée a plusieurs reprises dans la dé-

monstration : 7(a, bc)7(b, ¢) = 7(a,b)T(ab, c) pour tout a,b,c € H.
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Soient y,z € H. On a :

1

Opta) - 7 o (ad(@) x ad(@))(y, 2) = pa(Y) e (2) 1 (y2) 7 (2yx ™" w22™)

= 7(xy, 2" D71(2,y)7(z, 27 ) 1 (x2, 27 )7 (2, 2)

1

m(z, 2 ) M (eyz, o) (e, y2) (e, o) T (ey

Loz

vyz, x” ) r(z,y2) i (eya Tt 22) T (eyr ez, 27

(
( )
( (
= 7(xy, 2" D7(2,y)7(x, 27 ) 1z, y2) r(eyart 1) (2y, 2)
= 7(xy, 2" O7(2,y)7(x, 2 ) 1z, y2) ey, (2™t o) (2y, 277!
= 7(2,y)7(z, 2" ) (2, y2) I (2y, 2)T(2 7, 2)
= 7(2,y)r(z,27") (2, y2) (a7 2) T (2, y2) Ty, 2)T (2, y) T
=7(x,z” ) (et 2)7(y, 2)

Or en appliquant la propriété de 7 pour @ = z,b = x et ¢ = ™! on obtient :

-1

m(z,27") = 7(z7 1 2).

Donc 9(p,) - 7o (ad(x) x ad(z)) = 7, ce qui conclut la preuve. O
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Chapitre 3
Premiers résultats

Nous sommes a présent préts a énoncer et démontrer notre premier résultat d’isomor-

phisme pour les twists gradués d’algebres de fonctions sur un groupe fini.

Théoréme 3.0.1. Soient G un groupe fini ayant un centre cyclique, et (i,a) et (j,3) des
actions cocentrales d’un groupe cyclique T sur G. Posons H = G/i(T') = G/j(T). Supposons
que |H*(H,T)| < 2 (ou plus généralement que les actions naturelles de Aut(H) et Aut(T)
sur H2(H,T) sont triviales) et que Hom(H,T) = {1}. Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. les algébres de Hopf O(G)" et O(G)*P sont isomorphes ;
2. les actions cocentrales (i, ) et (4, ) sont équivalentes ;

)
3. les actions cocentrales (i, ) et (j,3) sont faiblement équivalentes.

Démonstration.
Notons tout d’abord que comme Z(G) est cyclique, il possede un unique sous-groupe

~ ~

d’ordre fixé. Ainsi, i(I") et j(I') étant deux sous-groupes de Z(G) de méme ordre, ils sont

~ ~

égaux : i(I') = j(I').

L’implication (1) = (3) est donnée par le lemme 2.2.8. De méme, I'implication (2) = (1)
découle du lemme 2.2.5.

Ainsi, il reste a prouver I'implication (3) = (2) pour conclure la preuve.

Fixons un générateur g € I'. D’apres les notations du paragraphe 2.3, comme les actions
cocentrales (i, ) et (j, ) sont supposées faiblement équivalentes, il existe u € Aut(I') et
e Aut(H) tels que f1oag o f = Byyg).

L’hypothese faite sur H?(H, f) permet, grace au lemme 2.4.1, d’avoir 'existence par
surjectivité de fy € Auti(f)(G) tel que :

fo=fet fo‘i(f):ioﬁojfl, i.e. foj=tiou.
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On rappelle que I'application f + f est le morphisme de groupes Auti(f)(G) — Aut(H)

issu du lemme 2.4.1.

Ainsion a fy'oa,o fo = Bu(g) €t (fotoa,o fo)ﬁ(f) =id = (@J(g))‘i(ﬂ (car rappelons que

~

ag et By(g) sont dans Aut:(f)(G) et donc fixent les éléments de i(I")).
La condition Hom(H,T) = {1} et le lemme 2.4.1 assurent enfin par injectivité que
fotoa,ofy = Bu(g), €t on peut conclure que les actions cocentrales (i,«) et (j,3) sont

équivalentes. [

Ezxemple 3.0.2. Soit p > 3 un nombre premier. Il y a exactement deux twists gradués non

triviaux non isomorphes de O(SLy(FF,)). Les détails seront donnés dans le chapitre 5.

Le théoreme précédent a des conséquences intéressantes lorsque I' = Zs.

Théoréme 3.0.3. Soient G un groupe fini ayant un centre cyclique, et (i,«a) et (j,5) des
actions cocentrales de Zy sur G. Posons H = G/i(Zy) = G/j(Zs). Supposons que H2(H, k*)

est cyclique et que Hom(H, Zs) = {1}. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. les algebres de Hopf O(G)" et O(G)# sont isomorphes ;
G

et (4, ) sont équivalentes ;
3. les actions cocentrales (i, ) et (j, B) sont faiblement équivalentes.

2. les actions cocentrales (i, )

Démonstration.

Le théoréme des coefficients universels nous donne la suite exacte suivante :

0 — Ext'(Hy(H,Z),Z) — H?(H,Zs) — Hom(Hy(H,Z), Zs) — 0

L’hypothese Hom(H, Zs) = {1} implique que H ~ H,(H,Z) est d’ordre impair donc le
groupe de gauche est trivial. Ainsi, H?(H, Zy) ~ Hom(Hy(H,Z), Zs).

De plus, Ho(H,Z) ~ H*(H,k*) (toujours d’apres le théoréme des coefficients universels),
comme H?(H, k™) est cyclique, on a alors [Hom(Hy(H,Z),Z,)| < 2 et donc |H*(H,Z,)| < 2.

A présent, on peut appliquer le théoreme 3.0.1 et le résultat suit. [

Remarque 3.0.4. 11 est naturel de se demander si le théoreme 3.0.1 s’applique de maniere
pertinente en dehors du cas m = 2.

1l s’applique au moins & Pexemple G = H X Z,, ol H est un groupe avec H = {1} et
\H?(H,Z,,)| < 2, et si H*(H,Z,,) ~ Zy (ce qui, par le théoréme des coefficients universels,
arrive si H?(H, k™) ~ Z, et m est pair) au groupe G obtenu & partir de 'extension centrale

non scindée 1 — Z,, - G — H — 1 correspondant a la classe de cohomologie non triviale.
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Chapitre 4

Extensions abéliennes cocentrales
d’algebres de Hopf

Pour approfondir le théoréme 3.0.1, il sera pratique de travailler dans le cadre plus général
des extensions abéliennes cocentrales. Comme déja mentionné dans l'introduction, c’est un
cadre fréquemment étudié, et bien compris, comme le montrent les références [1, 23, 21, 26,
16, 20] (méme dans des situations plus générales, abandonnant ’hypothése de cocentralité).
Nous proposons de détailler la structure des algebres de Hopf s’insérant dans des extensions
cocentrales abéliennes pour deux raisons : a la fois par soucis d’exhaustivité et d’introduction
des notations appropriées, et aussi parce que nous pensons que certaines de nos formulations

présentent un certain intérét.

4.1 Généralités

Rappelons d’abord le concept et la structure des algebres de Hopf s’insérant dans une
extension cocentrale abélienne.
La référence [1] propose une notion générale de suite exacte d’algebres de Hopf, mais ici,

nous n’auront besoin que de celles qui sont cocentrales.

Définition 4.1.1. Une suite de morphismes d’algebres de Hopf
k—>BY%ALL sk

est dite exacte et cocentrale si i est injectif, p est surjectif et cocentral, poi = e(—)1 et
i(B) = A" = {a € A: (id®p) o A(a) = a ® 1.}. Lorsque B est commutative, une suite

exacte cocentrale comme ci-dessus est appelée extension abélienne cocentrale.
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Ezemple 4.1.2. Soit (i,«) une action cocentrale d’'un groupe I' sur un groupe algébrique
linéaire G. Alors

k— O(G/i(T)) = O(G) = kI — k

est une extension abélienne cocentrale, ainsi que
k— O(G/i(D)) = O(G)"* — kI’ — k.

Par conséquent, les twists gradués d’algebres de fonctions s’inserent dans des extensions

abéliennes cocentrales appropriées.

A présent, on se restreint aux algebres de Hopf de dimension finie. Dans ce cas, les

extensions abéliennes cocentrales sont de la forme
k—OH)—A—kI' =k

avec H,I' des groupes finis. Il y a un moyen général de décrire les algebres de Hopf A
s'insérant dans une telle extension abélienne cocentrale utilisant diverses actions et cocycles
(voir les références [1, 23|). Puisque nous considérons uniquement le cas ou I' est cyclique, il
y a une description simple, inspirée de la référence [21], que nous allons donner maintenant.

Commencgons par un lemme.

Lemme 4.1.3. Soient H un groupe fini, 0 € Aut(H) avec 0™ = idy pour un certain m > 1,
et a : H — k*. Considérons lalgébre A,,(H,0,a) définie par le quotient du produit libre
d’algébres O(H) x k[g] munie des relations :

m

g =a, géy = €g(x)g,Vr € H.

Alors l'ensemble {e,g', v € H, 0 < i < m — 1} engendre linéairement A,,(H,0,a), et est

une base si et seulement st aof = a.

Démonstration.
On voit facilement que I'ensemble {e,¢’, * € H, 0 < i < m — 1} engendre linéairement

A (H,0,a) grace aux relations définies ci-dessus.

Par ailleurs, si ¢ € O(H), les relations donnent :

90 =9>_ d@)es = o(x)ges = D d(x)eowyg = Y (07 (y))eyg = (90 07")g.

zeH reH reH yeH

Puisque a = g™, a commute avec g. Ainsi, ag = ga = (a 0 071)g c’est-a-dire :

Z a(x)e,g = Z a0~ (x))eqg.

zeH zeH
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Donc par linéaire indépendance, Vo € H, a(z) = ao 0~ !(z), ie. aof = a.

Pour montrer I'implication réciproque, rappelons une construction générale. Soit R une
algebre commutative, munie d’une action d’un groupe I'; a : I' — Aut(R), et soit un 2-cocycle

o:I'x ' = R* défini a partir de cette action :

a,(o(s,t))o(r,st) =o(rs,t)o(s,t), Vr,s,t € L.

Le produit croisé d’algebres R#,kI" est défini comme étant ’algebre ayant R® kI' comme

espace vectoriel sous-jacent, dont le produit est donné par :

TH#Hr - y#s = va(y)o(r, s)#rs.

Supposons de plus que I' = Z,,, = (g) est cyclique. Considérons un élément a € R* étant
Z-invariant, et définissons l'algebre A comme le quotient du produit libre R * k[X] par les
relations Xb = o, (b) X et X™ = a. Comme a est invariant sous 'action de Z,,, la description
classique du second groupe de cohomologie d'un groupe cyclique montre qu’il existe un 2-
cocycle 0 : Zy, X Ly, — R* tel que a(g,9) -+ 0(g,g™ ') = a. Ceci provient de la surjectivité

du morphisme :

Z*(Ln, R) — (R*)"m

o—0(g,9)0(9.9%)...0(9,9™ ")

b

ott (R*)%m désigne les invariants de R* sous l'action de Z,,.

On obtient alors un morphisme d’algebres

A — R#,kZ,,
be R, X — b#l, 14g.

En appliquant cela & R = O(H), l'action de Z,, sur R induit par 6 et ’hypotheése que a
est invariant (a o @ = a), nous donnent que I'ensemble {e,g', v € H, 0 < i < m — 1} est
linéairement indépendant, puisque son image {1#g, e, #1, g € I', x € H} est libre dans le
produit croisé d’algebres O(H)#,kZn,. O
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Définition 4.1.4. Soit m > 1. Un m-datum est un quadruplet (H,60,a,7) tel que H est
un groupe fini, § € Aut(H) est un automorphisme tel que 0™ = idy, a : H — k* est une
application telle que a0 =a et a(l) =1, et 7: H x H — k* est un 2-cocycle tel que pour
tout z,y € H

(”h (6(2), ei<y>>) a(z)aly) = alay).

A présent, montrons que les m-data définis ci-dessus, produisent des algebres de Hopf 8’in-
sérant dans des extensions abéliennes cocentrales, et que de telles algebres ne se rencontrent

que dans ce cas de figure.

Proposition 4.1.5. Soit (H,0,a, ) un m-datum, et considérons l'algébre A,,(H,0,a) définie
par le quotient du produit libre d’algebres O(H) x k[g] avec les relations :

J" =a, gez = eg(x)g,Vr € H.

1. 1l eziste une unique structure d’algébre de Hopf sur A,,(H,0,a) prolongeant celle de
O(H) et telle que :

Alg)= > 7(y,2)eyg®@e.g, (g) =1

y,2€H

Notons A, (H,0,a,7) lalgébre de Hopf ainsi obtenue.

2. L’algebre de Hopf A (H,0,a,T) est de dimension m|H| et s’insére dans une extension

abélienne cocentrale
k— O(H) = An(H,0,a,7) > kZ,, — k

ou p est le morphisme d’algebres de Hopf défini par poy = € et p(g) = g (ici g
représente un générateur fizé de Ly, ).
Démonstration.
Soit Ag : O(H) x k[g] — An(H,0,a,7) ® A,,,(H,0,a,7) le morphisme d’algebres défini
comme dans 1’énoncé de la proposition. On vérifie que A est compatible avec les relations
de A,,(H,0,a,7). Soit z € H, on a alors :

Ao(gea) = (

(]

(Y, 2)eyg @ e:9) (Y e ®ey)
y,2€H rs=x

= 7(y, 2)ey g€, @ e,ges

= T(y7 Z>€y€9(r)g ® €:2€9(s)9

= 7(0(r),0(s))esr) g @ eo(s)g-
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A 69(;5)9 Z er & €s Z ( )eyg ® 629)

rs=60(x) y,2€H

- Z 7(y, z)ere g ® ese.qg
y,2,rs=0(z)

= Z T(r,s)e,g ® esg

rs=60(x)
- Z T(e(y)7 9(t>)€0(y)g & €o(t)9g-

ty=x
Donc Ag(ges) = Ao(eaz)g) pour x € H. De plus :

Bo(a) = Do X alw)es) = 3 ala) Y- ey @ e = Y alyz)e, @ e

zeH x€EH Yyz=x y,2€H

Par ailleurs, on a :

Ao(g™) = Z Z (gi(T), 0'(5))egn-1() g™ @ egm-1(5)g™

= Y Y W) O E)eale)e ® ealr)e,
=Y Y 0.0 =)aw)a()e, @ e

Or par hypothese, (H,0,a,7) est un m-datum donc pour tout y,z € H, on a
Sico..mo1 T(01(y), 0 (2))a(y)a(z) = a(yz) donc Ag(a) = A¢(g™), et finalement, A, préserve

les relations de A,,(H,6,a). Par conséquent, Ay induit par passage au quotient A.

En résumé, la structure d’algebre de Hopf est bien définie sur A,,(H,0,a). Par ailleurs,
comme la base {e,¢', € H, 0 <i < m — 1} contient m|H| éléments, l'algébre A,,(H, 6, a)
est bien de dimension m|H].

Pour terminer, l'algebre A,,(H, 0, a, ) possede une graduation cocentrale A,,(H,0,a,7) =
O O(H) gk dont le morphisme p est issu (voir la suite de la définition 2.1.4) et ainsi on peut

construire I'extension abélienne cocentrale de I’énoncé, ce qui conclut la démonstration. [

Proposition 4.1.6. Soit A une algebre de Hopf de dimension finie, s’insérant dans une

extension abélienne cocentrale
k— OH)— A— kL, — k

Alors il existe un m-datum (H,0,a,T) tel que A ~ A, (H,0,a,7) comme algébres de Hopf.
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Démonstration.

Pour simplifier les notations, on identifiera O(H) avec son image dans A, c’est-a-dire
A, = O(H). L’hypothése de dimension finie assure que 1'extension est clivée (voir par exemple
les références [24, théoreme 3.5] ou [29, théoreme 2.4]).

Dans notre cas, cela signifie que pour tout h € Z,,, il existe un élément inversible u, dans
Ap, que nous normalisons pour que (uy,) = 1, et par conséquent p(uy) = h, oup: A — kZ,,
est le morphisme d’algebres de Hopf cocentral surjectif fourni par I'extension.

On a A.u, C A, et pour tout b € Ay, on peut écrire b = bu,:luh € A.uy, donc Ay, C Aouy,

et finalement A;, = A uy,.

Fixons a présent un générateur g de Z,, et u, comme ci-dessus. On a alors uy' € Agn = A,
et on pose a = uy'. Puisque A(Ay) C Ay ® Ay, on a Auy) = X, yen 7(2,y)exuy @ e u, pour

des scalaires 7(z,y) € k. Ces scalaires sont tous non nuls car A(u,) est inversible.

Les conditions de co-associativité et de co-unité permettent de voir que 'application

7: H x H— k> définie a partir des scalaires est ainsi un 2-cocycle.

Par ailleurs, on a ugAeu;1 C A, et on obtient ainsi un automorphisme « := ad(u,) de

lalgebre A., vérifiant o™ = id puisque uy' € A, et A, est commutative.

Par une vérification directe, on obtient que « est bien un automorphisme de cogebres et
ainsi un automorphisme d’algebres de Hopf sur A, = O(H), provenant naturellement d’un
automorphisme 6 de H, tel que a(¢) = ¢ o 0~ pour ¢ € O(H).

Il est clair que I'on a a(a) = a car a0 = a, et (a) = 1, et on vérifie que la derniere

condition définissant un m-datum est remplie en comparant A(u,)™ et A(a).

On obtient ainsi un m-datum (H, 6, a,7) et il est facile de voir qu'il existe un morphisme

d’algebres de Hopf A,,,(H,0,a,7) = A, ¢ € O(H) — ¢, g — u,.
En combinant le lemme 4.1.3 qui nous fournit une base de A,,(H,0,a,7) et le premier

paragraphe de cette preuve, on conclut finalement que c’est un isomorphisme, ce qui acheve

la démonstration. ]

4.2 Equivalence de m-data et problémes d’isomorphisme

La question principale est maintenant de classifier les algebres de Hopf A,,(H,60,a,7) &

isomorphisme pres. Pour cela, la relation d’équivalence suivante sur les m-data est naturelle.
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Définition 4.2.1. Deux m-data (H,0,a,7) et (H',0',a’,7") sont dits équivalents si il existe
un isomorphisme de groupes f : H — H’, une application ¢ : H — k* avec ¢(1) = 1 et
l€{1,...,m— 1} premier avec m tels que les conditions suivantes soient vérifiées, pour tout
x,y € H :

1. 0= fofo f71;

2. (7= (0™ () d'(v)! = a(F ()

3. (I /(0" (2), 0 (y))) wlay) = 7(f (@), £ (y))p()e(y).

Il n’est pas completement évident que les relations ci-dessus fournissent une relation

d’équivalence, mais cela découle du résultat de base suivant, qui est une réponse partielle

au probleme de classification des algebres de Hopf A,,(H, 6, a,T).

Proposition 4.2.2. Soient (H,0,a,7) et (H',0',a',7") des m-data. Les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. il existe un isomorphisme d’algébres de Hopf F : A,,(H,0,a,7) — A, (H',0',d',7') et

un automorphisme de groupes u € Aut(Z,,) rendant le diagramme suivant commutatif :

An(H,0,0,7) —2—~ kZ,

| 5

An(H',0 !, 7) L= K,
2. les m-data (H,0,a,7) et (H',0',a’,7") sont équivalents.

Démonstration.

Supposons que F' et u soient donnés comme dans 'assertion 1, et posons pour plus de
facilité¢ A = A,,,(H,0,a,7) et B= A,,(H',0',d',7"). La commutativité du diagramme permet
d’avoir, pour a € Ay, h € Z,, :

P (F(a)w) ® F(a)@) = p o Flag)) ®@ F(aw)

= (u® F)(plaq)) ® a@)
=(u® F)(h®a)
=u(h)® F(a)

Ainsi, pour tout a € Ay, F(a) € Byp) donc F(A) C By et enfin pour tout h € Z,,, on
a F(Ah) = Bu(h)-
Par conséquent, F' induit un isomorphisme de A, = O(H) vers O(H’), provenant d'un

isomorphisme de groupes f: H — H' tel que F(¢) = ¢ o f~! pour tout ¢ € O(H).

25



Considérons un générateur g de Z,,. L’automorphisme u est alors de la forme u(g) = ¢'
avec | € {1,...,m — 1} premier avec m. On a alors F(A,) = By, = By. Puisque By = B.g',
il existe p € O(H)* tel que F(g) = ¢g'. Le fait que F soit un morphisme de cogebres permet
d’obtenir que ¢(1) =1 et la relation (3) de la définition 4.2.1. En effet, on a :

coF(g) =¢lg) ©elpg) =e(g) ©elp)eld) =1 (1)1 =1 ¢(1) = 1.

Et de plus, on utilise le fait que Ao F(g) = (F ® F') o A(g). D’une part :

Ao F(g) = Alpd') = A(@)A(QZ)

=AY p(x)es). Y. H (0% (r), 0" (s))egn-1(7 9" @ €gu-1(5)"

xeH r,s€ H k=0

= Y p@)(> e ®e, H (0% (r), 0™%( ))egllfl(r)gl ® egllfl(s)gl

z,r,seH Yyz=w

= > oy2) HT (0™ (r), 0™( >>6y€9/l—1(r)gl®6269/l—1(s)gl

y,z,r,s€H

= Z 90 yz H 7' Qlk 9”“ ))5y79/1—1(,ﬂ)€y9l ® 5Z79/1—1(3)€Zgl

y,2,r,s€H

_ Z gayz HT Q/k l+1 9/1@ l+1( ))6ygl®ezgl

y,2€H

= > »(y2) HT (0" (y), 07 (2))e,g' @ e-g".

y,z€H

D’autre part,

(F®F)oA(g)=(FaF)( ) 7(y.2)e,9 ® ezg)

y,2€H
= > 7(y,2)F(e,)F(g) @ F(e.)F(g)
y,2€H
= > 7y, 2)esmpd @ epiyed
y,2€H
= Z T(y,z)w(r)go(s)ef(y)@gl®ef(z)esgl
y,2,r,s€H
= > (), ) e(r)e(s)ed @ esd.
r,seH
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Finalement on obtient la relation (3) :

Pw2) I1 707 0), 07 =777 0), S (D)ool

La compatibilité du morphisme d’algebres I avec la relation ge, = eg()g nous permet

d’obtenir la relation (1) :

F(ges) = Fleow)9) < ¢g'e i) = €ronaypd’
Y peyderm =D oy)erooweyd

yeH yeH
l
S Y vWeerpand = D eY)esoow ey
yeH yeH

& (0" (f(2))ep(s) g’ = @(f 0 0(x))e s g
& (0" (2))egrisy = @(f o b0 f7H(2))esopor1(2)
0= foho f L

Par ailleurs, par itérations on obtient que :

= 3 TI o0 *V ()d ()'e,.

yeH k=0

La compatibilité de F' avec la relation ¢ = a donne la relation (2) :

F(g™) = F(a) & F(g)" =ao f!

yeH k=0 zeH
m—1
& 3 I o@D y)d (w)e, = > al@)esw
yeH k=0 reH
m—1
& 3 I o@D y))d (y)ey, = > alf ™ (y))ey
yeH k=0 yeH

& TL o000 = al/ ™)

3 =
— o

& ] e (y)d (y)' = al(f ().

<.
Il
o

Réciproquement, si on suppose que les m-data (H,0,a,7) et (H',0',a’, ') sont équivalents,

alors on a l'existence de f, [ et ¢ vérifiant les assertions de la définition 4.2.1. On définit
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alors un morphisme d’algebres F' : A, (H,0,a,7) = An(H',0',d',7') par F(e;) = ej() et
F(g) = ¢g'. On vérifie directement que F est un isomorphisme d’algebres de Hopf, vérifiant
uop=7p oF ouuest donné par u(g) = g'. ]

Le résultat que nous venons de démontrer donne la conséquence pratique suivante.

Corollaire 4.2.3. Soit (H,0,a,7) un m-datum.

1. Soient f € Aut(H) et | > 1 premier avec m. Alors (H,fo 0 o f~Y ao f71,7'), avec
7 =TIy 7o (0% x 0F) o (f~1 x f1), est un m-datum et

Am(H,G,a,T):Am<H,f06lof (ao f HTO 08 x 0%) o (f_le_1)>

comme algebres de Hopf.

2. Soit 7' € Z*(H,k*) cohomologue a 7. Il existe ' : H — k> tel que (H,0,d',7") est un
m-datum et

A, (H,0,a,7) ~ An(H,0,d 7"
comme algebres de Hopf.

En particulier, si 01, ...,0, est un ensemble de représentants des classes de conjugaison des
éléments dont l'ordre divise m dans Aut(H), et si 11,...,Ts est un ensemble de représentants
des 2-cocycles dans H*(H,k*), alors il existe i € {1,...,r}, j € {1,...,s} et d' : H — k*
tels que (H,0;,d',7;) est un m-datum et A,,(H,0,a,7) ~ A, (H,0;,d,7;).

Démonstration.

La premiere assertion est obtenue facilement via la proposition 4.2.2 précédente. En effet,
par construction, il est clair que (H,fo 8 o f~' ao f~1 7') est un m-datum. Par ailleurs,
I'équivalence des algebres de Hopf est obtenue par équivalence des m-data (H,0,a,T) et

(H,fob'oft aoft 7') en prenant f = idy, [ comme donné dans I'assertion (1), et o = 1.

Pour la seconde assertion, soit  : H — k* tel que 7/ = 70(u). Le résultat d’équivalence est

la  encore une conséquence directe de la proposition précédente en prenant
N1

a = a( m o 6”) . Dans ce cas, f = idy, [ = 1, et ¢ = u réalisent ’équivalence des

m-data.

La derniere assertion est finalement obtenue en combinant les assertions (1) et (2). O
Remarque 4.2.4. Soit (H,0,a,7) un m-datum. Puisque a o § = a, il existe une application
p: H — kX telle que ppo @ = p et u™ = a. Le cocycle 7/ = 79(pu) satisfait alors

m—1
II 7 o (6" x %) = 1.

k=0
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De plus, d’apres le corollaire 4.2.3, le m-datum (H,0,a,7) est équivalent a un m-datum
(H,0,d',7") avec a’ € H. Un tel datum avec o’ € H sera dit normalisé. 11 est donc tentant de
ne travailler qu’avec des data normalisés, mais cela oblige de changer de cocycle pour chaque
choix d’automorphisme 6, ce qui peut-étre génant dans la pratique lorsque 'on a de "bons'
représentants des cocycles de H. Nous travaillerons donc avec la notion générale de m-datum,

comme fournie dans la définition 4.1.4.

Remarque 4.2.5. Fixons 6 € Aut(H) avec ™ = id. Le groupe de Kac Opext,(kZ,,, O(H))
[13] peut étre décrit comme I'ensemble des paires (a,7) € H x Z2(H, k*) telles que (H, 0, a, )
est un m-datum normalisé modulo la relation d’équivalence définie par (a,7) ~ (a/,7") <=
Jp:H— k*avec p-pob e H, (HZL:_OIQDOQI“) a =aet T =710(p). La loi de groupe est la
multiplication classique sur les composantes. Le groupe Opexty(kZ,,, O(H)) est connu pour
étre potentiellement difficilement calculable (voir la référence [22], et la référence [11] pour
une contribution récente). Ainsi, le probleme de la description des m-data a équivalence pres,

est lui aussi un travail non évident & réaliser.

La proposition 4.2.2 est en général insuffisante pour classifier a isomorphisme pres, les
algebres de Hopf A,,(H,0,a,7). Cependant, dans le cadre du lemme 2.1.3, elle peut étre
suffisante. Ainsi, nous devons pousser l'analyse des algebres de Hopf A,,(H,0,a,7) pour
déterminer les conditions d’application du lemme 2.1.3. Pour cela, introduisons un certain

nombre de groupes associés a un m-datum.

Définition 4.2.6. Soit (H,0,a,7) un m-datum.

1. Posons Z,4(H) ={x € Z(H) | 7(6'(x),y) = 7(y,0(x)), Vy € H, Vi, 0 <i <m—1}.
C’est un sous-groupe central de H, et on obtient, par restriction, un nouveau m-datum
(Z;9(H),0,a,71).

2. Soit H? le sous-groupe de H formé des éléments invariants par 6. Le groupe G(H, 6, a, T)
est le groupe dont les éléments sont des paires (z,\) € HY x k* vérifiant \™ = a(x),
et dont la loi de groupe est définie par (z, ) - (y, u) = (xy, 7(x,y) ).

3. Notons Go(H,0,a,7) le groupe G(Z.9(H),0,a,7), composé ainsi des paires
(x,)\) € Z(H)? x k* vérifiant \™ = a(z) et 7(z,y) = 7(y,2), Vy € H.

Il est facile de vérifier que G(H,0,a,T) est en effet un groupe, s’'insérant dans une suite
exacte centrale
1= p — G(H,0,a,7) = H® — 1.

Proposition 4.2.7. Soit (H,0,a,7) un m-datum. On a [’extension cocentrale universelle

suivante :
k— OH/Z;y(H)) = Ayn(H,0,a,7) = An(Z:9(H),0,a,7) = k.
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Démonstration.

Il est facile de voir qu’il existe un morphisme d’algebres de Hopf surjectif
p:rAH,0,a,7) > A(Z;9(H),0,a,7)

avec p(g) = g pour g un générateur de Z,, et tel que pour ¢ € O(H), p(¢) est la restriction
de ¢ & Z,4(H).

La propriété de cocentralité de p découle du fait que le groupe Z,4(H) est central dans

H. 1l est simple de voir que p induit la suite exacte cocentrale annoncée.

Il faut par ailleurs démontrer 'universalité de p. Pour cela, considérons un morphisme

d’algebres de Hopf cocentral q : A(H,0,a,7) — B. Le caractére cocentral de ¢ améne que
q(ez) = Osiz & Z(H), et que pour tout x € Z(H) ety € H, 7(x,y)q(ex)q(g) = 7(y, x)q(ez)q(g)-

Ainsi, 7(z,y)q(ez) = 7(y, x)q(es) et 7(z,y) = 7(y, x) si q(e,) # 0.

Posons T := {z € H | q(e;) # 0}. Puisque q(g)q(ex)q(9)™" = q(ge.97"') = q(eow)), on
voit alors que si x € T alors 6(z) € T et par itérations 6°(x) € T pour tout i = 0,...,m — 1.
Ainsi on obtient que T' C Z,y(H). On vérifie facilement ensuite qu’il existe un morphisme
d’algebres de Hopf f : A(Z,9(H),0,a,7) — B avec f(e,) = qle;) et f(g) = q(g), comme

demandé. O

Procédons a présent a I’analyse de la structure de I’algebre de Hopf A,,(H,0,a,T), avec

pour commencer un résultat basique.

Proposition 4.2.8. Soit (H,0,a,7) un m-datum.

1. L’algébre de Hopf A,,(H,0,a,T) est commutative si et seulement si @ = idy. Plus
généralement, l'abélianisé de A,,(H,0,a,T) est l'algébre de Hopf O(G(H,0,a,T)).
2. L’algébre de Hopf A,,(H,0,a,T) est cocommutative si et seulement si H est abélien et

T est symétrique, i.e. T(x,y) = 7(y,x) pour tout x,y € H.

Démonstration.
L’assertion concernant la commutativité de A,,(H,0,a,T) est claire en considérant la
relation du lemme 4.1.3 : ge, = eg)g, Vo € H. Ainsi A,,(H,0,a,7) est commutative si et

seulement si pour tout x € H, §(x) = z i.e. § = idy.

Comme A(g) = X, .en T(y, 2)eyg ® e.g, la cocommutativité de A,,(H,0,a,7) est obtenue

si et seulement si H est abélien et 7 est symétrique.

Un morphisme d’algebres x : A,,(H,0,a,7) — k correspond a une paire (z,\) € H X k*,
ou x(¢) = ¢(x) pour tout ¢ € O(H) et x(g) = A. La compatibilité de x avec les relations qui
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définissent A,,(H, 0, a,T) est équivalente a demander que X = a et que 0(x) = = c’est-a-dire

r € HY ce qui revient & écrire que (z,\) € G(H,0,a,T).

Un calcul immédiat montre que la loi de groupe de Alg(A,,(H,0,a,7),k) coincide avec
la loi de groupe de G(H,0,a,7). Par conséquent, Alg(A,,(H,0,a,7),k) est isomorphe a
G(H,0,a,T).

Ainsi 'abélianisé de A,,,(H, 6, a, ), qui est I’algebre des fonctions sur Alg(A,,(H,0,a,7), k),
est isomorphe a O(G(H,0,a,T)). O

Discutons maintenant du cas ou le groupe graduateur universel de A,,(H,0,a,T) est

cyclique.

Proposition 4.2.9. Soit (H,0,a,7) un m-datum.

1. L’algébre de Hopf A,,(H,0,a,T) posséde un groupe graduateur universel cyclique si et
seulement si le groupe Go(H,0,a,T) est cyclique et la restriction de 0 & Z,o(H) est

triviale.

2. Le morphisme naturel d’algébres de Hopf cocentral p : Ap(H,0,a,7) — kZ, est uni-

versel si et seulement si le groupe Z;9(H) est trivial.

Démonstration.

Supposons que A,,(H,0,a,T) possede un groupe graduateur universel cyclique. D’apres
la proposition 4.2.7, on obtient que A,,(Z;4(H),0,a,7) est I'algebre d’'un groupe cyclique,
et en particulier qu’elle est commutative. Ainsi, d’apreés l'assertion (1) de la proposition
4.2.8, on a 6|ZT79(H) = idzﬂg(H) c’est-a-dire que la restriction de 6 & Z,»(H) est triviale et
Go(H,0,a,7) =G(Z,9(H),0,a,T) est cyclique.

Réciproquement, si la restriction de 6 a Z, g(H) est triviale, d’apres 'assertion (1) de la
proposition 4.2.8, I'algebre de Hopf A,,(Z;4(H),0,a,T) est commutative donc elle coincide
avec son abélianisé et ainsi elle est isomorphe & O(G(Z,49(H),0,a,7)). Sil'on suppose de plus
que Go(H,0,a,7) = G(Z;9(H),0,a,7) est cyclique, on obtient que A,,(Z,9(H),0,a,T) est
I’algebre de groupe d’un groupe cyclique, et enfin, la proposition 4.2.7 assure que A,,(H, 0, a, T)

possede un groupe graduateur universel. Ceci conclut la preuve de la premiere équivalence.

Démontrons a présent la deuxieme équivalence :

La surjection canonique A,,(Z;¢(H),0,a,7) — kZ,, est un isomorphisme si et seulement
si Z.g(H) est trivial, car dim(A,,(Z,¢(H),0,a,7)) = m|Z, o(H)|. Ainsi, d’apres la proposition
4.2.7, on obtient le résultat attendu. O

Le résultat précédent nous amene a introduire du vocabulaire supplémentaire.
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Définition 4.2.10. Un m-datum (H,60,a,7) est dit cyclique (resp. réduit) si le groupe
Go(H,0,a,7) est cyclique et la restriction de 6 a Z,o(H) est triviale (resp. si le groupe
Z.9(H) est trivial).

On obtient alors notre résultat le plus utile pour la classification des algebres de Hopf du
type A, (H,0,a,71).

Proposition 4.2.11. Soient (H,0,a,7) et (H',0',d',7") des m-data cycliques. Les assertions

sutvantes sont équivalentes :
1. les algébres de Hopf A (H,0,a,7) et A, (H',0',d',7") sont isomorphes ;

2. les m-data (H,0,a,7) et (H',0',d’,7") sont équivalents.

Démonstration.

L’implication (2)=-(1) est donnée par la proposition 4.2.2.

Réciproquement, supposons que A,,(H,0,a,7) ~ A,,(H',¢',da’,7"). D’apres la proposition
4.2.9, on obtient que les algebres de Hopf A,,,(H,0,a,7) et A,,(H',0,d’,7") posseédent chacune
un groupe graduateur universel cyclique car les m-data qui les conditionnent sont supposés

cycliques.

Dans cette situation, on peut alors utiliser le lemme 2.1.3 qui nous donne I'existence de
I’automorphisme u permettant d’étre dans les conditions d’application de I’assertion (1) de la
proposition 4.2.2 pour rendre le diagramme commutatif. Finalement, on obtient I’équivalence

des m-data, ce qui conclut la preuve. [
Finalement, voici le résultat principal de cette partie.

Théoréme 4.2.12. Soient H un groupe fini et m > 1. L’application (H,0,a,7) — A, (H,0,a,7)

induit une bijection entre les ensembles suivants :

1. les classes d’équivalence de m-data cycliques (resp. réduits) ayant H comme groupe

sous-jacent ;

2. les classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf A qui s’insérent dans une extension

abélienne cocentrale
k— OH) = A= kZ,, —k

et possédent un groupe graduateur universel cyclique (resp. ayant Z,, comme groupe

graduateur universel).

Démonstration.
Ce théoreme est une combinaison des résultats obtenus a travers les propositions 4.1.6 et
4.2.11.
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Cette application est bien définie : en effet, on a vu que si (H,0,a,7) est un m-datum
cyclique alors A,,,(H, 0, a, T) est une algebre de Hopf qui s’insere dans une extension abélienne
cocentrale et possédant un groupe graduateur universel.

Respectivement, si (H, 0, a,7) est un m-datum réduit alors A,,(H, 0, a, ) est une algebre
de Hopf qui s’insére dans une extension abélienne cocentrale et ayant Z,, comme groupe

graduateur universel.

Par ailleurs, la proposition 4.1.6 permet de dire que toute algebre de Hopf de dimension
finie s’insérant dans une extension cocentrale abélienne est a isomorphisme pres de la forme
An(H,0,a,7) ou (H,0,a,7) est un m-datum.

Enfin, les résultats d’équivalence obtenus dans la proposition 4.2.11 permettent d’obtenir

la bijection d’ensembles souhaitée. O]

Corollaire 4.2.13. Soient H un groupe fini tel que Z(H) = {1} et m > 2. L’application

(H,0,a,7) — An(H,0,a,7) induit une bijection entre les ensembles suivants :
1. les classes d’équivalence de m-data ayant H comme groupe sous-jacent ;

2. les classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf A s’insérant dans une extension abé-

lienne cocentrale
k— OH)— A— kL, — k.

Démonstration.

L’hypothese que Z(H) = {1} permet d’obtenir que tous les m-data (H,6,a,T) sont ré-
duits, et que toutes les extensions cocentrales abéliennes correspondantes k — O(H) — A —
kZ,, — k sont universelles. On peut donc appliquer le théoreme 4.2.12, ce qui amene au

résultat du corollaire. O

4.3 Reésultats de classification

Appliquons a présent le théoreme 4.2.12 et le corollaire 4.2.13 pour obtenir un résultat
de classification effectif pour les algebres de Hopf qui s’inserent dans une extension abélienne
cocentrale, sous diverses hypotheses.

L’ensemble des classes d’équivalence des m-data possede une description simple en faisant
des hypotheses fortes sur H, et ainsi le résultat précédent devient plus simple en utilisant
les notations suivantes : si G est un groupe et m > 1, ensemble CC;, (G) est 'ensemble des
éléments de G tels que ™ =1 et x # 1, modulo la relation d’équivalence définie par = ~ y
si et seulement si il existe [ premier avec m tel que z! soit conjugué a y. Lorsque m = 2,

CC3 (@) est simplement 1’ensemble des classes de conjugaison des éléments d’ordre 2 de G.
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Théoréme 4.3.1. Soit H un groupe fini avec H = {1} = Z(H) et H2(H,k*) ~ Zy. Alors
pour tout m > 2, il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres

de Hopf A non commutatives s’insérant dans une extension abélienne cocentrale
k—OH)— A= kL, —k

et
1. sim est impair, l'ensemble CC; (Aut(H)) ;
2. sim est pair, l'ensemble CC, (Aut(H)) x H*(H, k).

Démonstration.

Puisque Z(H) = {1}, le corollaire 4.2.13 entraine une bijection entre I’ensemble des classes
d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commutatives s’insérant dans une extension comme
demandé dans 1’énoncé, et ’ensemble des classes d’équivalence de m-data (H,0,a,T) avec

0 # id pour répondre au caractere non commutatif.

Le point clé est que, puisque H?(H, k*) ~ Z,, pour tout § € Aut(H) et 7 € Z2(H, k*),
ona [r]=[r0(0x0)]et[r][ro(0x0)] =1dans H*(H, k).

Plagons nous tout d’abord dans le cas ou m est impair. Soit (H,0,a,7) un m-datum
tel que 6 # id. Alors [7]™ = 1 et ainsi [7] = 1 puisque m est impair. Donc (H,6,a,T) est
équivalent a un m-datum du type (H,6,ad’,1) avec a’ = 1 puisque H = {1}. Ce m-datum
n’est conditionné que par § € Aut(H) donc on obtient une bijection entre I'ensemble des
m-~data du type (H,0,1,1) avec 6 # id et I’ensemble CC; (Aut(H)), la relation d’équivalence
de cet ensemble étant directement liée a la condition (1) d’équivalence de m-datum de la
définition 4.2.1. Finalement, on a démontré la bijection d’ensembles souhaitée pour le cas ou

m est impair.

A présent, placons nous dans le cas ot m est pair. On considére une paire (0, 7) avec
6 € Aut(H) satisfaisant 0™ = id, 6 # id, et T € Z*(H, k*). L’hypothese que H*(H, k*) ~ Z,
implique qu'il existe a : H — k* tel que [[}, 70 (0¥ x 0¥) = d(a™?). Par ailleurs, 'hypothése
que H= {1} entraine qu’une telle application a est unique et vérifie a0 = a. Ainsi, on peut

associer sans ambiguité un m-datum (H,0,a,7) a la paire (6, 7).

Considérons a présent une autre paire (¢, 7') telle que a’ soit I'application permettant a
(H,0',d',7") d’&tre un m-datum.

Si les m-data (H,0,a,7) et (H,0',d’,7") sont équivalents, alors il existe [ premier avec m
(ainsi [ est impair), tel que 6" soit conjugué a 0 et [7] = [7']' = [7/] car 7o (f~1 x f71) est

cohomologue & 7 toujours d’aprés 'hypotheése H?(H, k*) ~ Zs.
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Inversement, si ' = fo@'o f~!, pour f € Aut(H) et [ premier avec m, alors on a, d’aprés

le corollaire 4.2.3 :

(H,0,a,7) ~ (H,fot o f " (a0 f™ HTO 0 x 0%) o (f7 % f71)

~ (H,0 (a0 f! HTO “Lx oo f7h.

Le cocycle de droite est cohomologue & 7!, et par conséquent cohomologue & 7, et si on

suppose que 7" est cohomologue a 7, on obtient (toujours d’apres le corollaire 4.2.3)
(H,0,a,7) ~ (H,0',b,7) ~ (H,0',c,7")

pour des applications b, ¢, avec nécessairement ¢ = o’ en raison de la discussion en début de
preuve. Ainsi, la relation d’équivalence définie sur les m-data est compatible avec la relation
d’équivalence définie sur les paires (6,7), donc on obtient une bijection entre I’ensemble
des m-data (H,0,a,7) avec 6 # id et 'ensemble des classes d’équivalence de paires (6, 7).
Ce dernier ensemble coincidant avec CC? (Aut(H)) x H?*(H, k™), on obtient finalement la

bijection souhaitée dans le cas ou m est pair, concluant ainsi la démonstration. O

Toujours sous des hypotheses fortes, voici une autre conséquence utile du théoreme 4.2.12.

Théoréme 4.3.2. Soit H un groupe fini tel que |H| < 2, et Z(H) = {1} = H*(H, k*). Alors
pour tout m > 1, il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres

de Hopf non commutatives A s’insérant dans une extension abélienne cocentrale

k— OH) = A— kZy,, —k

et
1. sim est impair, l’ensemble CC;, (Aut(H)) ;
2. sim est pair, l'ensemble CCS, (Aut(H)) x H.
Démonstration.

Le corollaire 4.2.13 permet d’obtenir une bijection entre 1’ensemble des classes d’isomor-
phisme d’algebres de Hopf non commutatives s’insérant dans une extension comme souhaitée
dans I’énoncé, et 'ensemble des classes d’équivalence de m-data (H, 0, a, ) avec 6 # id pour

respecter I’hypothese de non commutativité.

Par ailleurs, puisque H?*(H,k*) = {1}, le corollaire 4.2.3 assure que de tels data sont
équivalents a des data du type (H,0,a,1) (par conséquent avec a € H ).
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En utilisant & présent, le fait que |f{\ | <2, Aut(H) agit trivialement sur H, et on peut
voir que deux m-data (H,0,a,1) et (H,0 d’,1) sont équivalents si et seulement si il existe
f e Aut(H), ¢ € H et | premier & m tels que :

ell :fOQOf_l, SOma/l — a.

Si m est pair, comme |j:l\ | <2, ¢ est dordre 1 ou 2, donc ™ = 1. Ainsi la derniére
condition donne que a’ = a car [ est nécessairement impair donc a" = a’ (a’ est d’ordre 1 ou 2
également). Ainsi, I'ensemble des classes d’équivalence de m-data (H,60,a,1) avec 0 # id est
en bijection avec I’ensemble des classes d’équivalence des m-data (H, 0,1, 1) avec 6 # id étant

lui-méme en bijection avec I’ensemble CC? (Aut(H)), ce qui démontre la premiére assertion.

Si m est impair, on a alors ™ = @, et un tel ¢ existe toujours si [ existe. Ainsi ’ensemble
des classes d’équivalence de m-data (H,0,a,1) avec § # id est en bijection avec I’ensemble
CC® (Aut(H)) x H, ce qui achéve la preuve. O

Pour démontrer notre prochain résultat de classification, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 4.3.3. Soit H un groupe fini dans lequel tous les automorphismes sont intérieurs
et tel que Z(H) = {1} et |H| < 2. Si (H,0,a,7) et (H,0,d,7) sont des 2-data équivalents,

alors a = a'.

Démonstration.
Tout d’abord, supposons que nos 2-data sont normalisés : 7 -7 0 (f x #) = 1 (on sait

également que a,a’ € H, voir la remarque 4.2.4).
Comme (H,60,a,7) ~ (H,0,d,7) , il existe f € Aut(H) et ¢ : H — k™ tels que

fobl=0of p-pob-d=aocf ', 7=0(p)ro(f ' xfH.

Notons # = ad(x) et f~! = ad(y), puisque tous les automorphismes de H sont supposés
intérieurs. On a zy = yx grace a la relation f o6 = f o f et a 'hypotheése que Z(H) = {1}.
De plus, en utilisant le lemme 2.4.3 avec 7o (f~! x f71) € Z*(H,k*) et y™' € H, on a :
To(fTtx f) =0(u, o (f x fT) o (f x f) = 0(u, )T, avec p, définie comme dans le

lemme. Donc on a :

prpolf-d =aof Tt T=0(p)To(f x f)=0(p)d(u,")T.

Ainsi, ilexistexef-[\telquegpzx,uy et p-pol =x-x00- 1y p,o00.
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Puisque |ﬁ | < 2 et que 0 est intérieur, on a : y - x o = 1 et donc on obtient que
@ ol =py-p,00=p,-u,oad(r). En utilisant le fait que notre datum est normalisé et

que ry = yx, pour z € H, on a alors :

T(yrzet y Dr(y, w2 D r(y,y )

1

iy © ad(x)(2)

m(zyze™t oy o )T (eyr vz ) (zyr T oyt !

m(yz,y )y, 2) Iy, y )
,Uy(z)_l'

Ainsi ¢ - pof=1,et a=d.

Généralisons a présent lorsque nos data ne sont pas normalisés. D’apres la remarque
4.2.4, nos 2-data (H,0,a,7) et (H,0,d’,7") sont respectivement équivalents a deux 2-data
normalisés (H,0,b,7") et (H,0,b',7"). Ainsi, grace au raisonnement précédent, on obtient que
b=V et par conséquent, a = @’ en raison de la construction de b et ¥’ a partir de a et a’ (voir

la preuve du corollaire 4.2.3). O

Théoréeme 4.3.4. Soit H un groupe fini dont tous les automorphismes sont intérieurs et tel
que |H| <2, Z(H) = {1} et |[H2(H, k)| < 2. Alors il y a une bijection entre Uensemble des
classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf non commutatives A s’insérant dans une extension

abélienne cocentrale k — O(H) — A — kZy — k et Uensemble CCY(H) x H x H2(H, k*).

Démonstration.
Comme avant, grace a 'hypotheése Z(H) = {1}, d’apres le corollaire 4.2.13, il s’agit de
classifier les 2-data (H,0,a,T) avec § # id pour respecter le caractére non commutatif, a

équivalence pres.

On peut supposer que H?(H, k*) ~ Z,, car le cas ott H*(H,k*) ~ {1} est traité dans le

théoreme 4.3.2 en prenant m = 2.

Fixons un ensemble de représentants {6y, . .., 0, } des éléments de CC3(Aut(H)) ~ CC3(H),
et fixons pour tout ¢ € {1,...r}, un 2-cocycle non trivial 7, € H?(H,k*) tel que
7, - 1,0 (0; x 0;) = 1 (grace a I'hypothése H?(H,k*) ~ Z,, l'existence de ces cocycles est

assurée).

Le corollaire 4.2.3 assure que tout 2-datum dont l'automorphisme sous-jacent est non

trivial, est équivalent a un 2-datum de la liste
{(H,0;,a,1), i=1,...,r, ac H}, {(H,0;,a,7), i=1,...,r, ac H}.
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D’apres le lemme 4.3.3, dans le premier ensemble, si 6; est fixé, alors les data non équi-
valents sont conditionnés par les choix possibles de a € H. Cest également le cas pour le

deuxieme ensemble avec 6; et 7; fixés.

Finalement, on obtient une bijection entre CCS(H) x H x H*(H, k*) et Pensemble des

2-data non équivalents issus des deux ensembles ci-dessus, ce qui conclut la preuve. O

4.4 Retour au twist gradué

Pour terminer ce chapitre, revenons aux twists gradués.

Proposition 4.4.1. Soit (i,«) une action cocentrale de Z,, sur un groupe fini G. Posons
H = G/Z(Z), et firons un 2-cocycle 7o : H x H — 7, tel que G ~ H X, Z. et un
générateur g de Z,,. On définit un 2-cocycle 7 : H X H — i, par 7(x,y) = 10(x,y)(g), et
soit § Uautomorphisme de H induit par o = ayy. Alors il existe a : H — i, tel que (H,0,a,T)
soit un m-datum et O(G)"* ~ A,,(H,0,a,T).

Démonstration.

On peut supposer sans perte de généralité que G = H X,, Z,, et que i est I'injection
canonique. En effet, considérons 'isomorphisme F': G — H X, Z/\m rendant le diagramme

suivant commutatif :

|+

1 Iy ——G—" = H 1
11— Zy —2> H Xy oy —2> H—— 1

ou 7 est la surjection canonique, et 1y et my désignent I'injection et la surjection canonique.

En utilisant I'isomorphisme d’algebres de Hopf O(G) ~ O(H X, Zy) induit par F, on
obtient un isomorphisme O(G)"* o~ O(H X L) FeF "

Rappelons de la partie 2.4, en particulier de la preuve du lemme 2.4.1, que a = o est de
la forme o = (6, p) avec 6 € Aut(H) et p: H — Z,, vérifiant :

m—1

0" =id, [[ pot =1, 70 =0(u) - (100 (0 x ).

1=0
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Définissons a présent une application ag : H — Z,, :

m—1

a = T1 (ot

k=1

On a alors :

m—1 m—1
[I 700 (0 x6)=J[ o0 (67" x07") =0d(ag") et ago b = a.
=0 i=0

Définissons maintenant a : H — p,, par a(z) = ag(x)(g). On obtient les relations :

m—1
0" =id, acf@=a, [[ 7o (0 x6)=0(a").
i=0

—

Ainsi, (H,0,a,7) est un m-datum. Il reste & voir que A,,(H,0,a,7) ~ O(H X, L)

Pour cela, notons en premier que la graduation de Z,, sur O(H X, Z/\m)”‘ est donnée par :
O(H X Ton)i® = {6 € O(H X, Zm) | 6, ) = X(W)(2,1), V(w,X) € H X Zup},
Posons :

Uy = 3 3 X(9)eax € OUH xn Zn)®,  etpourz € H, ¢, = 3 ep € O(H x5, L)

zeH XEZm XEZLm,

En utilisant le produit de O(H X, Zy,)™, on voit que :

! _
Ug€, = Eg(z)Ug, ug = a.

Ainsi, il existe un morphisme d’algeébres A,,(H,60,a,7) — O(H X, Z;)’a qui envoie e,
sur e, et g sur uy, qui est, comme dans la preuve de la proposition 4.1.6, un isomorphisme
d’algebres de Hopf. O

Remarque 4.4.2. On dit quun m-datum (H,0,a,7) est de type twist gradué si 7 prend ses

valeurs dans p,, et siil existe u: H — p,, tel que
m—1 ] m—1
[[roti=1 7=0) (ro(@x0), a=][uood™"
=0 k=1

Le résultat précédent (et sa preuve) nous donne que si (i, «) est une action cocentrale de Z,,
sur un groupe fini G, alors en posant H = G/Z(ZAm), on a O(G)"* ~ A,,(H,0,a,T) pour tout
m-datum (H,0,a,7) de type twist gradué.

Inversement, il n’est pas difficile de voir que si (H, 0, a, ) est un m-datum de type twist

gradué, alors A,,,(H,0,a,7) est un twist gradué de O(H X fi,).

39



Utilisons maintenant les considérations précédentes pour obtenir un nouveau résultat
d’isomorphisme pour les twists gradués d’algebres de fonctions des groupes finis Z,, ou p est

un nombre premier. Commencgons par un lemme.

Lemme 4.4.3. Soit (H,0,a,7) un p-datum, avec p un nombre premier. Supposons que
H?*(H, k™) ~ Z,. Alors on a [r] = [0 (0 x 0)] dans H*(H,k*). Si de plus T est d valeurs
dans p, et Hom(H,Z,) = {1}, alors on a également [7] = [T o (0 x 0)] dans H*(H, j1,).

Démonstration.
On peut supposer que 7 est non trivial, ainsi [7] est un générateur de H?(H, k). Le
groupe Aut(H) agit par automorphisme sur le groupe cyclique H?(H, k). Ainsi, il existe

premier avec p tel que [7]' = [T o (8 x 0)].

L’hypothese que (H,0,a,T) est un p-datum nous donne :

p—1 p—1 B
1] = [LIro (6" x )] = [][7)" = [F1&4="
k=0 k=0
Puisque p est premier et que [r] est d’ordre p, on obtient que I = 1[p|, et ainsi

(7] = [T 0 (0 x )] dans H?(H, k).

Avec les hypotheses supplémentaires que 7 est a valeurs dans p, et que Hom(H, Z,,) = {1},
par le théoréme des coefficients universels, on obtient que H?(H,Z,) ~ Z, et la suite exacte

induite par I’application k* — k* définie par z — a?

1 — Hom(H, p,) — Hom(H, k*) — Hom(H, k*) — H*(H, u,) — H*(H,k*) — H*(H, k)
assure que 'application naturelle H*(H, p1,) — H?*(H, k*) est un isomorphisme, ce qui donne
[7] = [T 0 (0 x 0)] dans H?(H, p,). O

Nous arrivons enfin au résultat tant attendu suivant.

Théoréme 4.4.4. Soient G un groupe fini de centre cyclique, (i,a) et (j,3) des actions
cocentrales de Z, sur G, ot p est un nombre premier, et posons H = G/Z(Z,) = G/j(z;).
Supposons que Hom(H,Z,) = {1} et que H*(H,k*) est trivial ou cyclique d’ordre p. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. les algebres de Hopf O(G)" et O(G)P sont isomorphes ;

2. les actions cocentrales (i, ) et (j,3) sont équivalentes.
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Démonstration.
Tout d’abord, comme Z(G) est cyclique, il possede un unique sous-groupe d’ordre donné,

o~ o~

donc nécessairement i(Z,) = j(Z,). L’implication (2) = (1) découle du lemme 2.2.5. Il reste
donc a démontrer que (1) = (2).

Supposons donc que les algebres de Hopf O(G)** et O(G)** soient isomorphes. Pour
démontrer I'assertion (2), on peut se placer dans le cadre ou G = H X, Z; pour un 2-
cocycle 1o : H x H — Z; et 7,7 les injections canoniques. En effet, rappelons comme dans
le début de la preuve de la proposition 4.4.1, dont nous garderons les notations, qu’en fixant

un isomorphisme F': G — H X, ZAp, on obtient les isomorphismes suivants :
O(G)i,a ~ O(H XT() Z)io,F&F*l’ O(G)j’B ~ O(H XT() Z/\m)io,FﬂFfl
ou 7o est l'injection canonique.

Les actions cocentrales (i, ) et (4, 3) sont alors équivalentes si et seulement si les actions
cocentrales (ig, FaF™!) et (io, FBF 1) le sont.

D’apres la proposition 4.4.1, on a O(G)"* ~ A,(H,0,a,7) et O(G)"* ~ A,(H,0',d, 1),
pour § = @y, # = [, (on notera l1a encore par f — f le morphisme de groupes du lemme
2.4.1 de Auti(f)(G) vers Aut(H)), et a,a’ : H — p, tels que (H,0,a,7) et (H,0',a’, 7) soient

des p-data, car 7 est a valeurs dans p,,.

Puisque l'on a supposé que A,(H,0,a,7) ~ A,(H,0',d',7), et grace au lemme 2.2.3, le
théoreme 4.2.12 fournit un automorphisme de groupes f € Aut(H), ¢ : H — k* et [ premier

avec p tels que :
-1
0" = fobo f I[[7° O Fx0 ) =710(f P x f1)-0(p).
k=0

Le lemme précédent 4.4.2 assure que [To (0 x0')] =[], et ainsion a [7]' = [To(f~1x f1)]
dans H?(H,k*) et dans H?(H, ).

Ainsi, d’apres le lemme 2.4.2, il existe F' € Aut(G) tel que ﬁé = Floa,oF et F‘ZA = (),
P
ce qui signifie également que nos actions cocentrales sont équivalentes. On a ainsi montré

Iimplication (1) = (2) et donc I’équivalence souhaitée. O

Remarque 4.4.5. Soit (i, ) une action cocentrale de Z,, (pour lequel on fixe un générateur
g) sur un groupe fini G. Alors 'algebre de Hopf O(G)*® est non commutative si et seulement
si 0, 'automorphisme de H = G/i(Z,,) induit par oy, est non trivial. Ceci découle de la

combinaison de la proposition 4.4.1 et de la proposition 4.2.8 (mais peut étre démontré plus
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directement en analysant les représentations de dimension 1 de O(G)P*). Par conséquent,
dans le cadre du théoreme 3.0.1 (ou du théoréme 3.0.3 pour m = 2), il y a une bijection

entre :

1. I'ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf étant des twists gradués non
commutatifs de O(G) par Z,,,

2. 'ensemble des classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z,, sur G qui n’induisent
pas l'identité sur H, ou H est le quotient de GG par son unique sous-groupe central

d’ordre m,

3. 'ensemble des classes de faible équivalence d’actions cocentrales de Z,, sur G qui ne

sont pas faiblement équivalentes a l'action triviale.

Le deuxieéme ensemble est en bijection avec X? (G) (voir la fin de la partie 2.3) et pour
m = 2, est aussi en bijection avec CC5(Aut(H)) (voir le lemme 2.4.1).

Sous les hypotheses du théoreme 4.4.4, on obtient, pour p premier, une bijection entre :

1. T'ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf étant des twists gradués non
commutatifs de O(G) par Z,,

2. I'ensemble des classes d’équivalence d’actions cocentrales de Z, sur G qui ne sont pas

équivalentes a ’action triviale.

Le dernier ensemble est, d’apres le lemme 2.3.1, en bijection avec X3(G) (voir la fin de la
partie 2.3).
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Chapitre 5
Exemples

Dans cette partie, nous utilisons les résultats de classification obtenus précédemment sur

les exemples concrets cités dans I'introduction.

5.1 Groupes spéciaux linéaires sur un corps fini

On commence par examiner les twists gradués des groupes linéaires sur un corps fini.

Théoréeme 5.1.1. Soit g = p®, avec p > 3 un nombre premier et o > 1. Soit n > 2 un entier
pair. L’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commutatives étant des
twists gradués de O(SL,(F,)) par Zy est en bijection avec ’ensemble X3(SL,,(F,)).

Démonstration.

D’apres le théoreme 3.0.3 et la remarque 4.4.5, 'ensemble des classes d’isomorphisme
d’algebres de Hopf non commutatives étant des twists gradués de O(SL,,(F,)) par Z, est en
bijection avec '’ensemble des classes d’équivalence d’actions cocentrales de Zy sur SL,(IF,)
n’induisant pas 'identité sur H ou H est le quotient de SL,,(F,) par son unique sous-groupe

central d’ordre 2. Ce dernier ensemble est lui méme en bijection avec X$(SL,,(FF,)).

Sous réserve de pouvoir appliquer le théoreme 3.0.3, on aura donc le résultat annoncé.
Il s’agit donc de voir que le centre de SL,(F,) est cyclique, que Hom(H,Zy) = {1} et que
H?(H, k) est cyclique.

La premicere condition est toujours vérifiée puisque le centre de SL,(FF,) est isomorphe
au sous-groupe des racines n-ieme de 'unité dans F,, que 'on note pu, (F,), qui est cyclique
d’ordre PGCD(n,q — 1). Comme n et ¢ — 1 sont pairs, ce sous-groupe est d’ordre pair. I
possede donc un unique sous-groupe d’ordre 2. On pose alors H := SL,,(F,)/{£1}.

On considere a partir de maintenant, le cas o n = 2 et ¢ = 3 de maniere isolé, car le

raisonnement differe.
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Dans ce cas, us(Fs) est d’ordre 2 donc po(F3) ~ {£1}. Ainsi, H = SLy(F3)/p2(F3) =
PSLQ(]F?)) ~ A4.

Si f est un morphisme de A4 dans Zy, alors Ker(f) est un sous-groupe distingué de Aj.
Comme Ay contient les 3-cycles qui sont d’ordre 3 et que Zy ne contient pas d’éléments d’ordre
3, Ker(f) contient ces 3-cycles. Donc |Ker(f)| > 9. Par ailleurs, Ker(f) est un sous-groupe
de Ay donc |Ker(f)|| 12, ainsi on obtient que Ker(f) = A4 et donc Hom(Ay, Zy) = {1}.

Pour la derniere condition, on sait que Ho(PSLy(FF3),Z) ~ Zs. En utilisant le théoréme

des coefficients universels, on obtient que H?(PSLy(F3),Zs) ~ Zs qui est donc bien cyclique.

Placons nous a présent dans le cas oin > 2 et ¢ # 3. Le groupe SL,, (F,) est parfait, c’est-a-
dire que son groupe dérivé est également SL,,(F,). Or on sait que Iindice de D(SL,,(F,)) dans
SL,,(F,) correspond au nombre de représentations irréductibles de dimension 1 de SL, (F,).

Comme cet indice vaut 1 ici, et que Z, s’injecte dans k*, on obtient que Hom(H, Z,) = {1}.

Par ailleurs, sous nos hypotheéses, H?(PSL,(F,), k™) est cyclique (voir par exemple la
référence [14, chapitre 7]). Comme PSL,, (F,) est un quotient de H, en appliquant le théoréme
d’Twahori et Matsumoto [15], on obtient que H*(H, k*) est aussi cyclique.

Grace au raisonnement détaillé en début de preuve, on obtient la bijection d’ensemble

souhaitée en appliquant le théoreme 3.0.3 et la remarque 4.4.5. O

Théoreme 5.1.2. Soit ¢ = p®, avec p un nombre premier et o > 1. Soit un entier n > 2
et supposons que m = PGCD(n,q — 1) est un nombre premier et que (n,q) € {(2,9),(3,4)}.
Alors l'ensemble des classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf étant des twists gradués de
O(SL,(F,)) par Z,, est en bijection avec l'ensemble X3, (SL,,(F,)).

Démonstration.
Comme dans la preuve précédente, on rappelle que le centre de SL,(F,) correspond au

sous-groupe (i, (F,), cyclique d’ordre m = PGCD(n, ¢ — 1).

On a toujours Hom(PSL,(F,), Z,,) trivial, et H*(PSL,(F,), k*) ~ Z,, sous nos hypo-
theéses (voir par exemple la référence [14, chapter 7]). Par conséquent, le théoreme 4.4.4 et la

remarque 4.4.5 donnent la bijection annoncée. O]

Précisons maintenant pour n = 2, les résultats obtenus dans le cas d’extensions abéliennes

cocentrales.
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Théoreme 5.1.3. Soit p > 3 un nombre premier.

1. Il y a exactement 2 classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commutatives étant
des twists gradués de O(SLy(FF,)) par Zs.

2. Sip>5, iy a exactement 4 classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commu-
tatives s’insérant dans une extension abélienne cocentrale k — O(PSLy(F,)) - A —

kZy — k.

Démonstration.

Le théoreme 5.1.1 assure qu’il y a une bijection entre I’ensemble des classes d’isomorphisme
d’algebres de Hopf non commutatives étant des twists gradués de O(SLy(FF,)) par Zy et
X$(SLy(F,)). Il s’agit donc de déterminer le cardinal de I'ensemble X$(SLy(IF,)).

Tous les automorphismes de SLy(F,) sont obtenus comme conjugaison par une matrice
de GLy(F,) : si 6 € Aut(SLy(IF,)) alors il existe M € GLy(F,) tel que 8 = ad(M) (voir par

exemple la référence [8]).

On constate qu’il y a deux classes d’équivalence dans X$(SLo(F,)), représentées par les

(o 2)) = (6)

olt A est un élément fixé de Iy tel que A & (IF;)2. Ceci démontre la premiere assertion.

automorphismes :

—

Pour p > 5, on a PSLy(F,) = {1}.
De plus, Z(PSLy(F,)) = {1} et H*(PSLy(F,), k*) ~ Z,.

On peut donc appliquer le théoreme 4.3.1 dans le cas ou m = 2.
Ainsi, 'ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commutatives s’in-

sérant dans une extension comme dans 1’énoncé, est en bijection avec I’ensemble :
CCS(Aut(PSLy(F,))) x H*(PSLy(F,), k).

On sait que dans le cas m = 2 les ensembles CC3(Aut(PSLy(F,))) et X3(SLy(F,)) sont en

bijection. En réutilisant les résultats montrés dans la premiere assertion, on a :
X3 (SLa(IFp)) = 2,
et donc |CCH(Aut(PSLy(F,))) x H*(PSLy(F,), k*)| =2 x 2 = 4. D’ott le résultat. O
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5.2 Groupes symétriques et alternés

Discutons a présent d’exemples liés aux groupes symétriques et aux groupes alternés.
Commengons par le cas des groupes alternés et de leurs revétements de Schur (voir par

exemple [14]).

Théoreme 5.2.1. Soient n > 4 et :471 l'unique revétement de Schur du groupe alterné A,,.

1. L’ensemble des classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf non commutatives étant des

twists gradués de O(A,) par Zsy est en bijection avec CC3(Aut(A,)). Pourn # 6, il y

en a exactement [ %].

2. Pour n =5 oun > 8, l’ensemble des classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf non
commutatives s’insérant dans une extension abélienne cocentrale k — O(4,) - A —

kZs — k est en bijection avec l'ensemble CCH(Aut(A,)) X Zs. Il y en a exactement
202,

Démonstration.

Dans tous les cas Zy C Z(A,), le centre Z(A,) est cyclique, et H2(A,, k*) est cyclique
(isomorphe & Zg pour n = 6,7 et & Z, dans les autres cas).

De plus, on a Hom(A,,, Zs) = {1}, ainsi, la premiére assertion est une conséquence directe
de la remarque 4.4.5.

En effet, nous sommes dans la situation du théoréme 3.0.3. On a donc une bijection entre :

1. T'ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf non commutatives étant des

twists gradués de O(A,,) par Zs,

2. 'ensemble des classes d’équivalence d’actions cocentrales de Zs sur A,, qui n’induisent

pas l'identité sur A,,, le quotient de A, par son unique sous-groupe central d’ordre 2.

Le second ensemble est en bijection avec X3(A,,), et dans le cas m = 2, également en

bijection avec CC3(Aut(A,)). D’ou le premier résultat.

On a CC3(Aut(A,)) = CC5(Aut(S,)), et lorsque n # 6, tous les automorphismes de S,
sont intérieurs et on sait que Int(S,,) ~ S,,. Ainsi, CC3(Aut(A4,)) ~ CC3(S,).

On rappelle également pour déterminer CC3(S,,) les faits connus suivants :

— Les éléments de S,, d’ordre 2 sont les produits de transpositions a supports disjoints.

— Une permutation o de S, est conjuguée a toute permutation dont la décomposition
en produit de cycles a supports disjoints a la méme structure que celle de o (méme

nombre de cycles de chaque longueur).

Finalement les classes de conjugaison d’ordre 2 correspondent a la classe des transposi-
tions, la classe des produits de deux transpositions a supports disjoints, la classe des produits

de trois transpositions a supports disjoints... suivant la valeur de n. D’ou [CC5(S,)| = [5].
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Pour n = 5 oun > 8, on a de plus que H*(A,,k*) ~ Z,, et A, = {1}, et puisque
Z(A,) = {1}, le résultat découle du théoreme 4.3.1. L’ensemble étudié est alors isomorphe
a CC3(Aut(A,)) x H*(A,, k*) ~ CC5(Aut(A,)) X Zsy, de cardinal 2| 2]. Ce qui termine la

preuve de la deuxieme assertion. O]

Théoréme 5.2.2. Supposons que n # 6.

1. Il'y a evactement 4|% | classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf non commutatives

s’insérant dans une extension abélienne cocentrale k — O(S,) — A — kZs — k.

2. Soit G un groupe s’insérant dans une extension cocentrale 1 — Zy — G — S, — 1.
Iy a exactement 2| 3] classes d’isomorphisme d’algébres de Hopf non commutatives

étant des twists gradués de O(G) par Zs.

Démonstration.
Rappelons que lorsque n # 6, tous les automorphismes de S,, sont intérieurs. De plus, on
a: S, ~Zy~ HXS, k*) et Z(S,) = {1}.

Ainsi en appliquant le théoreme 4.3.4, on obtient une bijection entre I’ensemble des classes
d’isomorphisme d’algebres de Hopf A non commutatives s’insérant dans une extension abé-
lienne cocentrale k — O(S,) — A — kZy — k, et lensemble CC3(S,) x S, x H2(S,,, k).

Rappelons que CC3(S,,) correspond a ’ensemble des classes de conjugaison d’éléments

d’ordre 2 de S,,. On a déja effectué ce calcul dans la preuve du théoreme 5.2.1. Donc

[CC3(Sn)| = [5]-

Pour conclure la preuve de Dassertion (1), Vordre de CC3(S,) x Sp x H2(S,, k*) vaut
5] x2x2=4|%], dou le résultat.

Soit G un groupe s’insérant dans une extension cocentrale 1 — Z, — G — S, — 1.
D’apres la proposition 4.4.1, un twist gradué de O(G) est isomorphe a l'algebre Ay (S, 0, a, T)
ou T : .S, xS, = Zsy est un 2-cocycle construit canoniquement a partir de I’extension centrale
1 —Zy —G— S, — 1.

Le lemme 4.3.3 s’applique ici d’apres les rappels fait au-dessus. Comme 7 est fixé, que
'on a deux possibilités pour a et [ 5] pour § comme décrit ci-dessus, a équivalence pres, on
obtient au plus 2|7 | classes d’isomorphisme de twists gradués non commutatifs de O(G).

Inversement, si 'on considére un 2-datum (S,,0,a,7), avec 7 comme précédemment, il

faut vérifier que 1'algebre de Hopf A3(S,,,0,a,7) est bien isomorphe & un twist gradué de

O(G).
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Comme tous les automorphismes de S, sont intérieurs, il existe z € S, tel que 6 = ad(z).
D’apres le lemme 2.4.3, il existe u : S, — s tel que 7-70 (6 x 0) = ().
Comme a est tel que 770 (6 x 8) = d(a™1), alors a~! et u différent d’un élément de S,

donc pa € S,. Ainsi p2a2 = 1 donc a® = 1 (et p2 = 1).

Ainsi notre 2-datum (S,,60,a,7) est du type twist gradué comme expliqué dans la re-
marque 4.4.2. On sait donc que Ay(S,,0,a,7) est un twist gradué de O(S,, X, pu2) ~ O(G).

Ce qui conclut la preuve. O

5.3 Le groupe alterné A;

Le groupe alterné As fait parti des cas d’étude précédents, mais le résultat de [3] cité
ci-dessous lui confere un intérét particulier :
Toute algebre de Hopf A co-semisimple, de dimension finie, ayant un comodule V' fidele

de dimension 2 avec V ® V* ~ V* ® V, s’insere dans une extension abélienne cocentrale

k—OH)— A— kL, —k

pour m > 2 et un groupe polyédral H € {Ay, Si, As, Da,}. En utilisant le théoreme 4.3.1
et la description simple des classes de conjugaison de S5 ~ Aut(As), nous contribuons a cette

situation par le théoreme suivant.

Théoréme 5.3.1. Soit m > 2 et posons N le nombre de classes d’isomorphisme d’algébres de
Hopf non commutatives A s’insérant dans une extension abélienne cocentrale k — O(As) —
A — kZ,, — k. Selon la valeur de PGCD(m, 120), la valeur de N est la suivante :

1. N =0 si PGCD(m, 120) = 1.

2. N =4 si PGCD(m, 120) =
3. N =1 si PGCD(m, 120) = 3, 5.
4. N =6 si PGCD(m, 120) = 4,8.
5. N =8 si PGCD(m, 120) = 6, 20, 40.
6. N =6 si PGCD(m, 120) = 10.
7. N =10 si PGCD(m, 120) = 12, 24.
8. N =2 si PGCD(m, 120) = 15.
9. N =10 si PGCD(m, 120) = 30.
10. N =12 i PGCD(m, 120) = 60, 120.
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Démonstration.
On sait que H2(As, kX) ~ Zy, et A5 = {1} = Z(As). En appliquant le théoréme 4.3.1, on

obtient que I’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf A non commutatives

s'insérant dans une extension comme dans I’énoncé est en bijection avec :
— CC? (Aut(As)) x H?(As, k) si m est pair,
— CC;?,(Aut(As)) si m est impair.
Ainsi N vaut :
— |CC; (Aut(A5))| x 2 =|CC;,(S5)| x 2 si m est pair,
— |CCy (Aut(As))| = |CC;,(S5)| si m est impair.

Il s’agit donc de déterminer le nombre d’éléments de CC;, (S5) suivant les valeurs de m.

On rappelle que S5 possede 7 classes de conjugaison dont les représentants sont :

10.

id, (12), (123), (12)(34), (1234), (123)(45), (12345).

Si PGCD(m,120) = 1 alors m est impair. De plus, pour tout € S5 non trivial, on

ne peut pas avoir " = 1. Donc 'ensemble CC? (S5) est vide donc N = 0.

Si PGCD(m, 120) = 2, alors m est pair et n’est pas un multiple de 4 ou 6. Les deux
seuls éléments de CC;, (S5) sont (12) et (12)(34). Donc N =2 x 2 = 4.

Si PGCD(m, 120) = 3,5, alors m est impair. Il n’y a qu'un seul élément dans CC? (S5)
étant (123) si PGCD(m, 120) = 3 et (12345) si PGCD(m, 120) = 5. Donc N = 1.

Si PGCD(m, 120) = 4,8, alors m est pair. Il y a 3 éléments dans CC; (S5) qui sont
dans les deux cas : (12),(12)(34), (1234). Donc N =2 x 3 = 6.

Si PGCD(m, 120) = 6, 20, 40 alors m est pair. Dans le cas ou PGCD(m,120) =6 il y
a 4 éléments : (12),(12)(34), (123), (123)(45). Dans le cas ou PGCD(m, 120) = 20 ou
40, il y a 4 éléments : (12), (12)(34), (1234), (12345). Dans tous les cas, N =2 x4 = 8.

Si PGCD(m, 120) = 10, alors m est pair. Il y a 3 éléments : (12), (12)(34), (12345).
Donc N =2 x 3 = 6.

Si PGCD(m, 120) = 12,24, alors m est pair. Il y a 5 éléments : (12), (12)(34), (123),
(1234), (123)(45). Donc N = 2 x 5 = 10.

Si PGCD(m,120) = 15, alors m est impair. Il y a 2 éléments : (123), (12345). Donc
N =2.

Si PGCD(m,120) = 30, alors m est pair. Il y a 5 éléments : (12),(12)(34), (123),
(123)(45), (12345). Donc N = 2 x 5 = 10.

)-
Si PGCD(m, 120) = 60, 120, alors m est pair. Il y a 6 éléments : (12), (12)(34), (123),
(123)(45), (12345), (1234). Donc N = 2 x 6 = 12.
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Bien siir, le théoréme précédent ne donne aucune information a propos de la possibilité

pour une algebre de Hopf issue du théoreme de posséder un comodule fidele de dimension 2.

5.4 Groupes diédraux D,

On considere dans cette partie le cas des algebres de Hopf s’insérant dans une extension

abélienne cocentrale

k— O(D,) = A—kZy — k

avec D, le groupe diédral d’ordre 2n. La structure de groupe de D,, est moins riche que celle
des groupes des paragraphes précédents, mais la situation avec les extensions d’algebres de

Hopf comme ci-dessus est dans ce cas beaucoup plus complexe.

Notation

Comme a I’habitude, le groupe D,, est défini par une présentation : des générateurs r, s
et des relations ™ = 1 = s, sr = r"1s. De plus, ses automorphismes sont tous de la forme
Ui, (k1) € Z/nZ x U(Z/nZ), défini par :

Uy (r) = r, Uii(s) = sr¥.

Un tel automorphisme ¥y, ; est d’ordre 2 exactement lorsque (k,1) # (0,1), k(I+1) = 0 (dans

Z/nZ) et 1> = 1. Rappelons les résultats bien connus suivants :

Si n est impair, alors Z(D,,) = {1}, H*(D,,, k™) = {1}, D, ~ Zs.

—

Si n est pair, alors Z(D,,) = {1,7?},  H*(D,,k*) ~Zy, D, ~Zy x Zs.
On introduit également un lemme qui sera utile dans plusieurs démonstrations.

Lemme 5.4.1. Soient p et q des nombres premiers distincts, et r,s € Z. Alors il existe

a,b € Z inversibles dans Z/p"¢°Z tels que ap” + bg® = 1.

Démonstration.

Comme p et g sont premiers et distincts, PGCD(p",¢*) = 1. D’apres le théoreme de
Bézout, il existe ag, by € Z tels que agp” + byq® = 1.

On cherche a,b € Z, inversibles dans Z/p"q°Z, solutions de ’équation ap” + bg® = 1.

Ainsi a et b sont de la forme : a = ag + Ip" et b= by — l¢®, avec | € Z.

On cherche [ € Z tel que PGCD(a, p"¢®) = 1 et PGCD(b,p"¢®) = 1. Le théoreme de Bézout
fournit également que PGCD(ag,¢®) = 1 et PGCD(bg, ¢°) = 1. Cela revient donc a chercher
a,b tels que PGCD(a,p") = 1 et PGCD(b, ¢*) = 1, c’est-a-dire tels que PGCD(a,p) = 1 et
PGCD(b,q) = 1.
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Distinguons les différents cas de figure.

— Siptagetqtby: alorsles ag et by trouvés via le théoréeme de Bézout conviennent.
On prend a = ag et b = by.

— Sip|aget qfb:alors by € U(Z/p"¢°Z). Prenons [ = q. Alors a = ag + ¢°' et
b=by — qp". Il est facile de vérifier que p{a et q1b.

— Sip|agetq|by: alors prenons [ = 1. Dans ce cas, a = ag + ¢° et b = by — p". De
méme, il est facile de vérifier que p 1 a et ¢ 1b.

— Siptagetq|by:alors ay € U(Z/p"¢°Z). Prenons | = p. Dans ce cas, a = ag + pq° et
b=by — p"t. De méme, il est facile de vérifier que pfa et q1b.

Ainsi, il est toujours possible de trouver a,b € Z inversibles dans Z/p"¢°Z

tels que ap” + bg® = 1. n

5.4.1 Le cas ou n est impair.

Ici la situation est tres simple, puisque nous sommes dans le cadre du corollaire 4.3.2 : en
effet, pour m > 1, on a une bijection entre ’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres

de Hopf non commutatives A s’insérant dans une extension abélienne cocentrale
k— O(D,) - A— kZ, — k

et
— si m est impair, 'ensemble CC;, (Aut(D,,));
— si m est pair, Pensemble CC?, (Aut(D,,)) x D,,.

Comme conséquence immédiate, on obtient le théoreme suivant.

Théoreme 5.4.2. Soit n > 3 un entier impair et définissons e, comme le nombre de classes
d’isomorphisme d’algébres de Hopf A non commutatives, s’insérant dans une extension abé-
lienne cocentrale k — O(D,,) = A — kZs — k.

— Sin =" avec p premier impair et r > 1, alors e, = 2.

— Sin =p"q¢°, avec p,q deux nombres premiers impairs distincts et r,s > 1, alors e, = 6.

Démonstration.
L’introduction de ce paragraphe implique que e, est le double du nombre de classes de

conjugaison d’éléments d’ordre 2 de Aut(D,,), que 1'on va calculer dans chacun des deux cas.

Cas 1:n=p" Oncommence par déterminer les éléments d’ordre 2 de Aut(D,,), c’est-
a-dire les Wy, tels que (k1) € Z/p"Z x U(Z/p"Z), (k,1) # (0,1), 1> =1 et k(I+1) =0 (dans
VA WAL

Les éléments d’ordre 2 de U(Z/p"Z) sont 1 et —1.

Sil=1alors k(I+1) = 2k. Il faut donc que p" | 2k avec PGCD(p",2) = 1. Donc k = 0[p'],

ce qui est impossible. Donc [ # 1.
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Ainsi | = —1. La condition k(I 4 1) = 0 est vérifiée pour tout k € Z/p"Z. Les Uy, d’ordre
2 sont donc de la forme ¥y 4 avec k € Z/p"Z.

Il reste a déterminer les représentants a équivalence pres.

Orona:cl(¥_1)={Vy_1|i€ Z/p'Z}. Comme n est impair, 2 est inversible, et donc
il n’y a qu’une seule classe de conjugaison : cl(¥o _1).

Finalement, e,r =2 x 1 = 2.

Cas 2 : n=p"¢° Demeéme, on cherche les ¥}, ; d’ordre 2. Comme p et ¢ sont des nombres

premiers distincts, on a PGCD(p",¢®) = 1. D’apres le lemme 5.4.1, il existe a,b € Z in-
versibles dans Z/p"¢°Z tels que ap” + bg® = 1. Grice au théoréme chinois, 'application
f 202 X Z/¢°Z — 7/p"q°Z définie par f(k,l) = alp” + bkq® est un isomorphisme. On
trouve alors 3 éléments d’ordre 2 dans U(Z/p"¢°Z) : —1 ; 2¢°b — 1 ; 2p"a — 1. Testons la
compatibilité de ces valeurs de [ avec la condition k(I 4+ 1) = 0.

— Sil = —1, tous les k € Z/p"q°Z conviennent.

— Sil=2¢°b— 1, alors k € {0;p";2p";...; (¢ — 1)p" }.

— Sil=2p"a—1,alors k € {0;¢%2¢%...;(p" — 1)g°}.

Enfin, étudions les classes de conjugaison.

Comme 2 est inversible, cl(V 1) = {Vy_1 | kK € Z/p"Z} est la seule classe de conjugaison
pour [ = —1. Il en est de méme pour les deux autres valeurs de [ qui fournissent chacune une
seule classe de conjugaison car a et b sont eux aussi inversibles : cl(¥g 24:5—1) €t cl(Vp 2pra—1).

Ainsi, eyrgs =3 X 2 =6. O

Remarque 5.4.3. Pour n = 3, les deux algebres de Hopf non isomorphes du théoreme précé-
dent, sont les deux algebres de Hopf non isomorphes, non commutatives, et non cocommu-

tatives de dimension 12 classifiées par Fukuda [10].

Remarque 5.4.4. Nous avons également tenté de généraliser le théoreme précédent pour une
décomposition de n en facteurs premiers impairs : n = pi'...pl* avec pi,...ps des nombres
premiers impairs distincts et ry,..ry € N*. Il est possible d’obtenir le nombre d’élément
l € U(Z/nZ) d’ordre 2, néanmoins nous n’avons pas pu les obtenir explicitement et donc
nous ne pouvons pas poursuivre le travail de classification avec la condition k(I + 1) = 0 et

la recherche des classes de conjugaison...

5.4.2 Le cas ou n est pair.

Supposons maintenant dans cette partie que n est pair. Aucun des résultats de classifica-
tion précédents ne s’applique ici et nous devons donc effectuer une analyse spécifique.

On obtient les résultats assez satisfaisants énoncés dans le tableau 5.1. Il indique d’autre
part, qu’en général, il est difficile d’envisager obtenir des résultats de classification synthé-

tiques comme dans les théoremes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.4.
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Commencons par un résultat utile pour déterminer si un 2-cocycle de D,, est trivial ou

non, et dans le cas ou il est trivial, pour le décrire explicitement grace a un cobord.

Lemme 5.4.5. Soit 3 € Z?(D,,, k™). Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. [8] =1 dans H*(D,,, k™) ;

2. 1l existe x,y € k* tels que
" :5(’/“,7")5(7“,7"2)"‘6(7", ,rn—l)’ y2 :ﬁ(37 3)7 x2 :ﬂ(ra Tn_l)ﬂ(rn_las)_lﬂ(sar%

3. Ona (B(T’, Tnil)@(rnila 3)716(3’ r))n/2 = 5(T7 T)ﬁ(?“, T2) o 'B(T’ Tnil)'

De plus, lorsque [8] = 1 dans H?*(D,,, k™), en prenant x,y € k* comme ci-dessus, l’appli-
cation p : D, — k* définie par, pour 0 <i<n—1,0<75 <1,

,u(risj) = B(ri, sj)_lﬂ(r, r)_lﬂ(r, 7"2)_1 - B(r, ri_l)_lﬂ(s, sj)_lxiyj

est telle que B = O(p).

Démonstration.

On utilise le fait connu suivant : § = 0(¢) si et seulement si il existe un morphisme
d’algebres x : kgD,, — k ou kgD, est l'algébre du groupe D,,, de base [g], g € D,, twistée,
c’est a dire munie du produit [g][h] = B(g,h)[gh]. De plus, si 8 = 9(¢), le morphisme
d’algebres x est défini par : x([g]) = ¢(g) pour tout g € D,,.

Dans kgD, on a les relations suivantes :

T [T]n = 5(73 7“)5(7“7 T2) o ﬁ(ra Tn_l)[l]

— [s]? = B(s, 5)[1]

— [s][r] = B(s,7)B(r,r) L. B(r,r" )71 B(r L ) ] s].

Ainsi [8] = 1 dans H%(D,,, k) si et seulement si il existe ¢ : D,, — k tel que § = 9(¢).

D’apres le rappel précédent, si et seulement si il existe un morphisme d’algebres x : kgD,, — k.

Il faut donc montrer que : il existe un morphisme d’algebres x : kgD,, — k si et seulement
si il existe z,y € k* vérifiant les relations de (2).

Si x : kgD,, — k est un morphisme d’algebres, il suffit de définir x = x([r]) et v = x([s]).
On vérifie par un simple calcul, en utilisant les relations décrites au dessus et le produit twisté

de kzD,,, que z et y satisfont les relations de (2).

Réciproquement, si il existe x,y € k* vérifiant les relations (2), alors on définit le mor-
phisme d’algebres x : kgD, — k par x([r]) =z et x([s]) = .

D’ou I'équivalence des deux premieres assertions.
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Montrons & présent que (2) implique (3) :
Blr,r)B(r,r?) - B(r,rm 1) = 2™ = (22)V2 = (B(r,r" B, )7 B(s,7))V2. Dot la

relation.

Réciproquement, si on définit x tel que 22 = B(r,7" 1) B(r" 1, 5)718(s,7), et y tel que

y* = (s, s) alors on obtient bien la relation souhaitée pour x™. D’out 'équivalence.

Enfin, si [3] = 1 dans H?(D,,, k), on écrit 3 = 9(¢). Ainsi on définit x : kgD, — k tel
que x([lg]) = ¢(g). On pose x = x([r]) et y = x([s]) qui vérifient les relations (2). Ainsi on
définit maintenant u(g) = x([g]) pour tout g € D,,. Donc u(g) = ¢(g) et comme 3 = 9(¢),
on a bien 8 = 0(u).

Pour terminer, on obtient I'expression de j sur les éléments ris/ par un simple calcul,
en utilisant les relations sur kgD, et le fait que p(r) = ¢(r) = x([r]) = z, pu(s) = ¢(s) =
x([s]) = . O

Explicitons a présent un 2-cocycle non trivial de D,,.

Lemme 5.4.6. Soit w € k> tel que w"™ = 1. Alors Uapplication :

7. D, x D, — k*
(r's, %) — W* (5,1 € {0,1})

est un 2-cocycle, et [1,] =1 <~ w"? = 1. Lorsque w™? = —1, 7,, est l'unique représentant

non trivial des classes de cohomologie de H?(D,,, k*).

Démonstration.

En utilisant la définition de 7,,, on montre facilement avec le calcul, que cette application
remplie les propriétés d'un 2-cocycle.

La condition de trivialité provient de 1’équivalence des assertions (1) et (3) du lemme
5.4.5.

Enfin, comme H?(D,,, k*) ~ Zs, il y a un unique représentant non trivial des 2-cocycles a
équivalence pres. D’apres les faits précédents, dans le cas ott w™? # 1, c’est a dire w™? = —1
(car w™ = 1 donc w™? =1 ou —1), on a mis en évidence 7,, comme un 2-cocycle non trivial,

c’est donc I'unique représentant recherché. [

Poursuivons par un lemme préliminaire, dans le but de décrire les 2-data possibles dans

le cas de D,,.

Lemme 5.4.7. Soient 6 € Aut(D,,) et 7 € Z*(D,,, k™) tels que [T] =1 et To (0 x §) =T, et
soit a : D, — k> wvérifiant T = 0(a). Si a(0(r)) = a(r) et a(6(s)) = a(s), alors aof = a.
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Démonstration.

Pour tout g,h € D,,, on a :

a(g)a(h)a(gh)™" = 7(g,h) = 7(0(g),0(h)) = a(0(g))a(0(h))a(0(gh))~".

Ainsi, si a(g) = a(0(g)) et a(h) = a(0(h)), alors a(6(gh)) = a(gh).

Puisque D,, est engendré par r et s, la relation précédente donne que pour tout x € D,,,
aof(r)=a(x).
D’ou le résultat. O

Lemme 5.4.8. Soit U, , € Aut(D,,). Soit w € k* avec w = —1 si n/2 est impair, et avec w
une racine primitive n-iéme de l'unité sin/2 est pair. Soit 1, € Z*(D,,, k™) le 2-cocycle non
trivial du lemme 5.4.6. Soient x,y € k™ tels que 2" =1, 4> = w® et 2> = w ™! (22 =1 si

n/2 est impair). L’application a,., : D,, — k* définie par
a%y(risj) = w Wy, 0<i<n—-1,0<;<1

est telle que 7,1 (7,0 (Wyp X Wy )™t = O(ag,), et toute application satisfaisant cette identité
est de la forme a4y +y. De plus, on a a0V, , = a,, si et seulement si z" =1 = vt
Si l'on suppose également que ¥, , est d’ordre 2, alors a, o ¥V, , = a,, si et seulement

st l'on est dans l'une des situations suivantes :
1. n/2 est impair, u est pair, x = £1 et y = £1.

2. n/2 est impair, u est impair, x = 1 et y = £&, avec £ une racine primitive quatriéme
de ['unité.

—v—1

3. nJ2 est pair, u est pair, v* = 1+ kn, u(1 +v) = In avec k,l pairs, et v = fw™ =2,

y = twl, avec wi = w.

4. n/2 est pair, u est impair, v* = 1+ kn, u(1 +v) = In avec k,l pairs, et v = w U‘fl,

y = twy, avec wi = w.

5. n/2 est pair, u est impair, v> = 1+ kn, u(1 +v) = In avec k pair et | impair, et

—v—1
r=-—w 2 ,y=twl, avec Wi = w.

Démonstration.

Comme [7,] # 1, et que H*(D,,, k*) est d’ordre 2, le cocycle 7,1 (7, 0 (¥, X U,y ,)) " est
trivial.

Ainsi, d’apres le lemme 5.4.5, en posant 8 := 7, (7,0 (¥,, x ¥,,))"", il existe z,y € k*

tels que

" = B(r,r)B(r,r?) - Br,r" ), yr=B(s,s), = B(r,r" B0 s) B (s, ).
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Apres calculs, en utilisant la définition de 7,,, on obtient que :

De plus, I'application ;o définie dans le lemme 5.4.5 coincide avec a, .
Donce 7,17, 0 (Uyy X Uyy)) ! = 0(asy).

Réciproquement, toute application a satisfaisant identité 7! (7,0 (¥, , X ¥, ,)) ! = 9(a)
est de la forme p comme dans le lemme 5.4.5, au signe pres de x et de y (voir dans la preuve
du lemme, les choix possibles pour z et y). Donc a est du type a4, 1.

Par ailleurs, le lemme 5.4.7 assure que :

Apy 0 Woyy = gy siet seulement si ag (U, (1)) = apy(7) €t ayy(Vyo(S)) = azy(s).
Orona: a,y(r) =, a,y(Vyo(r)) =2, apy(s) =w™™y, azy(Vy(s)) =w ™ "y.
Ainsi, a, 0 U, ., = a,, si et seulement si 27! =1 et 2 = 1.

Les résultats suivants sont obtenus par une étude au cas par cas.

Cas 1 : n/2 est impair, u est pair
Alorsw = —1. Ainsi z,y € kX sont tels que 2" =1, y* = (—1)* =let 2? = (—1) 1 = 1.

v

Donc # = £1 et y = %1. Par ailleurs, les conditions 2% = 1 = z*~! sont vérifiées puisque u

est pair, et v € U(Z/nZ) est impair.

Cas 2 : n/2 est impair, u est impair
Alors w = —1. Ainsi x,y € k* vérifient 2" =1, y* = (-1)* = —let 2? = (-1) ! = 1.
Donc x = 1 et y = £ avec £ une racine primitive quatrieme de l'unité. Seule la valeur

x = 1 permet d’obtenir les conditions 2% = 1 = 2¥~! dans le cas oll u est impair.

Remarque : dans les trois cas suivants on fait apparaitre des conditions particulieres :
pour que ¥, , soit dans Aut(D,), on sait que v? = 1[n] et u(1 + v) = 0[n]. On écrit donc
v? = 1+kn et u(1+v) = In avec k,l € Z. [ peut étre pair ou impair, mais k est obligatoirement
pair. En effet, comme n est pair et v € U(Z/nZ), v est impair, donc v? — 1 est pair. Donc k

doit étre pair.

Cas 3 : n/2 est pair, u est pair, v> =1+ kn, u(1 +v) = In avec k,[ pairs

Alors w est une racine primitive n-iéme de I'unité. Ainsi z,y € k> tels que 2" = 1, y? = w*

: R - —v—1
et 22 = w "l Comme —v — 1 est pair, la troisiéme condition donne z = +w . Comme
n/2 est pair, on a w™? = —1 et donc ces valeurs de x vérifient bien 1’équation 2™ = 1. D’autre

part, on a y = +w¥, avec wi = w. La parité de u et les conditions sur k, [ permettent d’obtenir

2% =1 =2""! pour les deux valeurs de z.

o6



Cas 4 : n/2 est pair, u est impair, v?> = 1+ kn, u(1 +v) = In avec k,[ pairs
Alors w est une racine primitive n-iéme de l'unité. Ainsi z,y € k* tels que 2" = 1, y? = w"
et 22 = w™v"!. Le raisonnement pour les valeurs de x est le méme que dans le cas 3, donc

—v—1
2

r = 1w . Néanmoins, avec ces conditions, les équations 2% = 1 = 2¥~! ne sont valides

—v—1
que pour T = w2 . D’autre part, y = +wl, avec wi = w.

Cas 5 : n/2 est pair, u est impair, v = 1 + kn, u(1 +v) = In avec k pair et |
impair
Alors w est une racine primitive n-iéme de l'unité. Ainsi z,y € k* tels que 2" = 1, y? = w"

et 22 = w1, Le raisonnement pour les valeurs de x est le méme que dans le cas 3, donc

771}71 / . . . 7 . _ .
x = +w~2 . Néanmoins, avec ces conditions, les équations z% = 1 = z*~! ne sont valides
—v—1
que pour r = —w 2 . D’autre part, y = +w{, avec wi = w.
Ceci conclut la preuve. O

Le lemme 5.4.8 décrit les automorphismes V¥, , qui peuvent s’insérer dans un 2-datum
(Dy, Uy 0, a, 7,) associés a la description des applications a compatibles. A présent, classifions
les a équivalence pres. On commencera par un lemme pour 1'une des conditions d’équivalence,

puis le lemme suivant donnera la classification de ces data a équivalence pres.

Lemme 5.4.9. Soient (H,0,a,7) et (H,0',d',7') des 2-data tels qu’il existe f € Aut(H) et
0 H — k> vérifiant 0' = fofof~ et =0(p).7o(ftx f1). Siil existe v,y € H tels que
(ppol.d)(x) = aof~H(z) et (p.pob.a')(y) = aof~'(y), alors (p.pob.d')(xy) = ao f!(zy).

Démonstration.
Soient (H,0,a,7) et (H,0',a’,7") comme dans I’énoncé.
(H,0,a,7) est un 2-datum donc a0 0 =a et 7.7 0 (6 x 0) = d(a')(x).

De méme, (H,0',da’,7') est un 2-datum donc a’ 0§ = a’ et 7.7/ 0 (0’ x ') = d(a'~1) (xx).
D’autre part, 7/ = 9(p).7 o (f~1 x f~1) donc pour tout z,y € H on a :

7'(0'(2),0'(y) = 0() (0 (), 0" (y))-T(f (0" (2)), £ (' ()))-

Or f~'o @ = 0o f, donc I'équation devient :

7(0'(2),0'(y)) = 9(@)(0/ (), (1))-7(0(f " (x)), 0/~ ()))-

et on a également 7/(z,y) = d(p)(x,y).7(f 1 (x), f(y)).

En multipliant ces deux dernieres équations, on a :

7(0'(2),0' ()7 (z,y) = A(@)(0' (). 0 (y)).0(p) (2, y).7(O(f " (2)),0(f " (W)-7(f (). f(w)).
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En appliquant (%), (xx), les équations faites comme hypotheses dans 1’énoncé et apres

simplification, on obtient :

d'(zy) = ao f (wy)p(zy) (0 (zy)) .
C’est-a-dire : (p.p00'.a')(xy) =ao f~'(xy). Dot le résultat. O

Remarque 5.4.10.  — L’intérét de ce lemme est que lorsque les conditions (a) et (¢) d’équi-
valence de deux data sont déja vérifiées, et que H est engendré par deux éléments x
et y, il suffit de vérifier la condition (b) sur chacun de ces éléments seulement.

— Dans le cas ou H = D,,, comme ce groupe est engendré par r et s, si (p.po6.a")(r) =
ao f7H(r) et (p.pod.a)(s) =ao f71(s) alors (p.pof.a')(x) =ao f~'(x) pour tout
r e D,.

Lemme 5.4.11. Soit ¥, , € Aut(D,) un élément d’ordre 2, et utilisons les notations du
lemme 5.4.8.

1. Pourn/2 impair, u pair, les 2-data (D, Vo0, a11,7) €t (D, Voo, a1,-1, ) sont équi-
valents, alors que les 2-data (Dy, Uy, 011, Tw)s (Dy Wy @11, Tw) €t (Diny Yoy, a1 1, T)
sont deux a deuxr non équivalents. Ainsi, il y a exactement 3 classes d’équivalence de
2-data de D,, ayant ¥, , comme automorphisme sous-jacent.

2. Pour n/2 impair et u impair, les 2-data (Dy,, Vo, a1¢,T) €t (D, Voo, a1,-¢, T,) Sont
équivalents. Ainsi, il y a exactement 1 classe d’équivalence de 2-data de D,, ayant V,,,

comme automorphisme sous-jacent.

3. Pour n/2 pair et u impair satisfaisant les conditions des cas 4 et 5 du lemme 5.4.8,
et pour x,y compatibles, les 2-data (Dy, WV, 4, Qpy, Tw) Dy, Wy p, g —y, T) Sont équi-
valents. Ainsi, il y a exactement 1 classe d’équivalence de 2-data de D,, ayant U, ,

comme automorphisme sous-jacent.

4. Pourn = 0[8] et u pair satisfaisant les conditions du cas 3 du lemme 5.4.8, et pour x,y
compatibles, les 2-data (D, Vo4, Gz y, Tw) €t (Dp, Uy, Gy —y, T,) Sont équivalents, alors
que les 2-data (Dp, Uy y, Az, Tow) €t (Dp, Woy, _yy, Tw) ne le sont pas. Ainsi, il y a
exactement 2 classes d’équivalence de 2-data de D,, ayant ¥, , comme automorphisme

sous-jacent.

5. Pour n = 48], u pair et v = 3[4] satisfaisant les conditions du cas 3 du lemme
5.4.8, et pour x,y compatibles, les 2-data (Dy, Wy, Azy, Tw) €t (D, Vi, Gy —y, T)
sont équivalents, alors que les 2-data (Dp, Uy y, Az, Tw) €t (D, Voyy, gy, Tw) ne le
sont pas. Ainsi, il y a exactement 2 classes d’équivalence de 2-data de D,, ayant U, ,

comme automorphisme sous-jacent.

6. Pour n = 4[8], u pair et v = 1[4] satisfaisant les conditions du cas 3 du lemme 5.4.8,
et pour x,y compatibles, il y a exactement 3 classes d’équivalence de 2-data de D,

ayant ¥, ,, comme automorphisme sous-jacent.
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Démonstration.

Rappelons tout d’abord que deux 2-data (H,60,a,7) et (H,60,a’,7) sont équivalents si il
existe une paire (f,¢) avec f € Aut(H) et ¢ : H — k™ tels que :

(a) fob=0of (b) @-wob-ad=aoft (c)7=0(p) - To(ftxf1.

On démontrera ce lemme en considérant d’abord le cas ou u est impair, ce qui permettra
de prouver les assertions (2) et (3). Ensuite, nous ferons 1’étude du cas ou u est pair qui

nécessite plus de détails et de conditions pour démontrer les autres assertions.

On remarquera également que d’apres la remarque précédente, si les conditions (a) et
(c) sont déja vérifiées, il suffit alors de démontrer la condition (b) sur les éléments r et s

seulement.

Dans le cas ot u est impair (cas (2) et (3) du lemme), prenons ¢ € H tel que ¢(r) = —1.
On constate que la paire (id, ) réalise 'équivalence entre les 2-data (D, ¥y, @z y, 7o) €t
(D, Wiy, Qg —yy, 7). En effet, sip € H alors () = 1 et donc la condition (c) est validée. La
condition (a) l'est également avec f = id. Enfin, on a d’une part : ¢(r)o(V, ,(r)) = (=1)"*1,
avec v impair donc ¢(r)p(V,,,(r)) = 1. La condition (b) est donc vérifiée sur r. D’autre part,
0(8)p(Woun(s)) = @(s)p(sr™) = p(s)?(—1)" = —1 car u est supposé impair. Donc la condition

b) est aussi vérifiée sur s. Finalement ¢ - 0o 6 -a,, = a,_,, d’ou ’équivalence.
7y b y’

Comme dans chacun des cas (2) et (3) du lemme il n’y a qu’une seule valeur de z (voir le

lemme 5.4.8), on obtient les résultats annoncés.

On se place a présent dans le cas ou u est pair. Soit f € Aut(D,) tel que l'on note
/~! = ¥,5. De manitre similaire a4 la preuve du lemme 5.4.8, on montre a partir de la

condition (c), que application ¢ : D, — k™ est définie par
. 1(r's?) = w I

N 18
ol z = Fw 2 , t = +(wy)?, avec wi = w.

On extrait alors une partie du calcul de la condition (b) pour plus de facilité :

Ozt (T’iSj)QOZ’t(\I/u’v(TiSj)) _ w72jazi(1+v)fjut2j
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et en particulier :

4o a=p)(1+v) o—u

@z,t(r)(pz,t(qyu,v(r)) =z =w ) sz,t(s)goz,t(\lju,v(S)) =w 'z

L’équation (b), pour a,., et a, , = €a,, ou e € D\n avec ' = e(r)x, y = e(s)y), devient :
Y Y Y

La premiere équation donne :

A=8)(v+1) (=v=1)(B=1)
2 2

w = e(r)w :
ce qui amene que £(r) = 1.

Par conséquent, si les 2-data (D, Wy, Gy, Tw) €t (Dp, oy, @y 4, T,) sont équivalents,

alors nécessairement x = /.

Puisque u est pair, la seconde équation devient :

(B=1)u
W =¢e(s)x™?. (5.4.1)
Cette équation permet d’obtenir une équivalence de data si e(s) = —1. C’est ce que l'on
cherche a voir selon différents cas.
Supposons que n/2 est impair. Dans ce cas, w = —1. Puisque 3 est impair, la seconde

équation devient : (—1)* = &(s)z®. Or on est dans le cas (1) du lemme 5.4.8 donc x = +1.
On constate que pour & = —1, aucune valeur de a ne permet d’obtenir €(s) = —1. Ainsi, on

constate que les 2-data (D, ¥y 4, a-11,7y) €t (Dy, Vio, a1 -1, 7,) ne sont pas équivalents.

D’autre part, en prenant f = f~! = U, 21 (qui commute avec VU, ,) et ¢., défini
comme ci-dessus, on voit que la paire (U, /21,¢.;) donne I'équivalence entre les 2-data
(Dny Vo, 011, T) €t (Dp, Voo, a1,-1,7,) dans le cas ou z = 1. En effet, la condition (a)
est vérifiée, la condition (c) aussi grace a la définition de ¢, ; et la condition (b) sur s avec
e(s) = —1 donne :

(—1)0=2) = (—1)1™? = (-1)% = -1

ce qui est vrai puisque 'on a supposé que n/2 est impair. La condition (b) sur r est automa-
tique puisque x = 2’ = 1.

D’ou I'équivalence. Ceci conclut la preuve de I'assertion (1).
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Il reste a prouver les assertions (4), (5) et (6).

Supposons maintenant que n/2 est pair. Alors n = 0[8] ou n = 4[8] sont les deux cas de

figure possibles.

On écrit © = vw™2  avec v = 1 pour décrire les valeurs possibles de = dans chaque cas.

L’équation 5.4.1 devient :

(B—1)u—a(v+3) B-—Du—a(w=1)
e(s) = vw 2 =% 2 w2, (5.4.2)

Par ailleurs, on sait que v est impair, donc soit v = 3[4], soit v = 1[4].
Si v = 3[4], prenons a = n/2 et § = 1. L’équation 5.4.2 est réalisée avec £(s) = —1.

En effet, on a alors :
nov—1

1 =205 T

Comme v = £1 et n/2 pair, ™2 = 1. De plus, w" = 1 et w™? = —1, donc on a :

n,v—1 v—1

1= (w B = 1= (—1)T

v—1
2

Comme v = 3[4], est impair, d’ou 1'égalité.

Finalement, la paire (¥,,/21,9.+) permet d’obtenir que les 2-data (D, ¥y ,, dzy, 7o) €t
(D, Wiy Qg —y, Ty) sont équivalents lorsque v = 3[4]. (Les calculs ci-dessus montrent que
(b) sur s est vraie. (b) sur r 'est aussi car v = 2. (a) est vérifiée puisque ¥, /0, et ¥,
commutent. Enfin (c) lest également grace a la définition de ¢, ,.) Ceci prouve l'assertion

(5).

Supposons maintenant que v = 1[4]. Dans ce cas, on a deux possibilités : soit v = 18],
soit v = 5[8].

Si n/4 est pair i.e. n = 0[8], il est facile de vérifier que la condition v? = 1[2n] (due au

lemme 5.4.8) implique que v = 1[8].

En effet, supposons par 'absurde que v = 5[8]. Alors on écrit v = 8k +5 avec k € Z. Dans
ce cas, v2 = (8k + 5)% = 64k* + 40k + 25. Donc v? — 1 = 64k? + 40k + 24 = 8(8k* + 5k + 3).
On doit alors avoir : 8(8k* 4 5k 4 3) = 0[2.4.%] i.e. (8k* 4 5k + 3) = 0[4]. Ce qui est absurde
car n/4 est pair et 8&* + 5k + 3 est impair. Donc forcément dans le cas ot n = 0[8], on a

v=1[].
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Par ailleurs, on voit que la condition 5.4.2 est réalisée avec £(s) = —1 en prenant § = 1
et @ =n/4, et donc en choisissant f = V¥, /41 (qui commute avec ¥, ,).

En effet, on a :

_ny_1l
—1 =401 2,

Comme v = £1 et n/4 pair, v* = 1. De plus, w™? = —1, donc on a :

_nwv—1

—l=wiz (1) = l=w

v—1

T o= 1= (w2)T

n
2

v—1

Comme v = 1[8], %5

est pair, d’ou I'égalité.

On obtient finalement que les 2-data (D, Vv, gy, Tw) €t (Dp, Uy y, Az —y, T) sont équi-

valents. Ceci conclut la preuve de I'assertion (4).

Enfin, supposons que n/4 est impair i.e. n = 4[8] (toujours avec v = 1[4]). On rappelle

—v—1

I’écriture précédente : v = vw ™2

avec v = 1. Prenons o = n/4 et § = 1. L’équation 5.4.2
avec £(s) = —1 donne :

v—1 v—1

T (1) = 1=v""(-1)T,

= AT Y2 s ] = Y w3)

Comme v = +1, n/4 est impair, cette équation est réalisée dans les deux situations
suivantes :
v=1,v=1[8; v=-1, v=58|
En posant f =V, 41, pour v = 5[8], on obtient que les 2-data (D, V,,,,a S ,Tw) €t
—Ww

7y
(Dp, Vyp,a S T,,) sont équivalents.
—w Y

Pour voir que ce sont les seuls cas d’équivalence, supposons que 1’équation 5.4.2 soit réali-
sée avec €(s) = —1, et (8 —1)u = a(v—1)[n] (cette condition correspond a la commutativité
de ¥, , et de f donné par (a)). Alors on obtient :

(B—1Du—a(v—1)
fw—2a

—1=v%
En élevant au carré cette identité, on obtient :

(B—Du—a(v-1), —d«

l=w w — Wi =1.

Donc w?® = +1. Si w?® =1 alors n | 2a donc 2a =0 a=0ou 20 =n & a =n/2.
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D’autre part, si w?® = —1 = w™? alors w?*"/2 = 1. Donc n | 2o — n/2.
Ainsi, 2a —n/2=0 < a=n/iou2a—n/2=n < «o=3n/d
Finalement, o € {0,n/4,n/2,3n/4}.

La condition u(v + 1) = 0[2n] implique qu’il n’existe pas de 3 tel que (8 — 1)u = n[2n].

En effet, si on suppose qu’il existe 5 tel que (5 — 1)u = n[2n|. Comme v = 1[4], on écrit
v =4vy+1, alors u(l+v) = 0[2n] < 2u(2vy+1) =02n] <= u(2vy+1) = 0[n]. Comme
4| n, on doit avoir 4 | u(2vy + 1). Or 2vy + 1 est impair, donc 4 | u.

Dans ce cas, (8 —1)u = n[2n] <= (8 —1)4uo = n[2n] <= (8 —1)uo = %[5]. Pour des

raisons de parité, on aboutit a une contradiction (5 — 1 pair, n/2 pair et n/4 impair).

Ainsi (8 — 1)u # n[2n]. La conséquence de ce résultat est que W # —1.

En supposant donc que v = 1 et v = 5[8] ou que v = —1 et v = 1[8], en examinant toutes
les valeurs possibles de «, on arrive toujours a I'identité —1 = 1 qui fournit une contradiction.

Ceci conclut la preuve de I'assertion (6), et par conséquent la preuve du lemme. O

Le lemme 5.4.11 permet de classer les 2-data réduits de D,,, des lors que les représentants
des classes de conjugaison dans Aut(D,,) d’ordre 2 sont trouvés. Nous compilons les résultats
dans le tableau 5.1, ou V¥, , est un automorphisme d’ordre 2 de D,, (par conséquent avec
v2 = 1[n] et u(v + 1) = 0[n]), et notons N(u,v) le nombre de classe d’équivalence de 2-data

réduits de D,, ayant ¥, , comme automorphisme sous-jacent.

Caractéristiques de n/2, u et v N(u,v)

n/2 impair, u impair 1

n/2 impair, u pair 3

n/2 pair, u impalr v? = 1[2n] 1

n = 0[8], u pair, v* = 1[2n], u(v + 1) = 0[2n] 2
4[8], u pair, v* = 1[2n], u(v + 1) = 0[2n], v = 3[4] 2

n = 4[8], u pair, v* = 1[2n], u(v+ 1) = 0[2n], v = 1[4] 3

TABLE 5.1 — Nombre de 2-data réduits de D,, ayant ¥, , comme automorphisme.
A présent, dans un certain nombre de cas particuliers, dénombrons grace au tableau 5.1,

les algebres de Hopf s’insérant dans une extension cocentrale universelle k — O(D,,) - A —
kZy — k.
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Théoreme 5.4.12. Soit n > 4 un entier pair et notons e, le nombre de classe d’isomor-
phisme d’algébres de Hopf non commutatives A s’insérant dans une extension universelle
cocentrale k — O(D,,) = A — kZs — k.

1. Sin=2" avecr > 2, alors e,, = 3.
2. Sin=2p", avec r > 1 et p premier impair, alors e, = 5.
3. Sin=4p", avecr > 1 et p premier impair, alors e, = 9.

4. Sin=2%", avec s > 3, r > 1 et p premier impair, alors e, = 10.

Démonstration.

Un 2-datum (D,, 0, a,7) n'est pas réduit si 7 est un cocycle trivial, car Z(D,,) n’est pas
trivial, et est réduit si 7 est le 2-cocycle non trivial du lemme 5.4.6.

Par conséquent, d’apres le corollaire 4.2.3, le théoréme 4.2.12 et la proposition 4.2.8, e,
correspond au nombre de classes d’équivalence de 2-data (D,,0,a,7,), tels que 6 # id, que

I'on peut a présent déterminer a équivalence pres grace au tableau 5.1.

Cas1:n=2",r>2

Il faut distinguer le cas r = 2 des cas ou r > 2.

— Pour r = 2, c’est-a-dire n = 4, il y a 3 classes de conjugaison pour les automorphismes
d’ordre 2 de D4 dont les représentants sont : Wy, Wy _1 et Uy _4.
Le premier automorphisme W, ; ne satisfait pas la condition u(1+v) = 0[8] du lemme
5.4.8, donc ne peut étre inséré dans un 2-datum. On est dans le cas ou n/2 est pair et
n = 4[8]. L’automorphisme W, _; remplit les critéres de la 5°™¢ ligne du tableau 5.1,
donc fournit deux data a équivalence pres.
De méme, W; _; remplit les criteéres de la 3*™¢ ligne du tableau 5.1, donc fournit 1
datum a équivalence pres.
Finalement, on obtient e, =2+ 1 = 3.

— Dans le cas ou n = 2" avec r > 3, il y a 5 classes de conjugaison d’automorphismes

d’ordre 2 de D,, dont les représentants sont :
@2T_1,17 \IIO,QT_lflv \IJO,QT_lJrla ‘Po,fla \Ijl,fl'

Parmi ces automorphismes, seuls Wy _; et Wy _; remplissent les conditions de compa-
tibilité du lemme 5.4.8, et peuvent donc faire parti d’'un 2-datum. On est dans le cas
ol n/2 est pair, et n = 0[8]. Les lignes concernées dans le tableau 5.1 sont similaires
a celles du cas n = 4, donc on obtient que e,, = 2 4+ 1 = 3 également.

Finalement, on peut écrire que e, = 3 pour n = 2" avec r > 2.

Cas 2 : n=2p" avec r > 1, p premier impair
Iciil y a 3 classes de conjugaison d’automorphismes d’ordre 2 de D,, dont les représentants
sont ‘;[jp’",ly \Ijo’_l et \Ijl,—l‘
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On est dans le cas ou n/2 est impair.

— Pour ¥, 1, on obtient 1 datum a équivalence pres (ligne 1).
— Pour ¥, 4, on obtient 3 data a équivalence pres (ligne 2).
— Pour ¥, _;, on obtient 1 datum & équivalence pres (ligne 1).

Finalement, e, =1+ 3+ 1 = 5.

Cas 3 : n=4p", avec r > 1, p premier impair

Fixons des entiers a, b tels que 4a + p"b = 1. Grace au lemme 5.4.1, on sait que 'on peut
choisir a,b € Z inversibles dans Z/4p"Z.

On a alors 4 éléments de Z/4p"7Z tels que v? = 1[2n] : v = +1, v = +(4a — p"b).

Apres vérification des conditions de compatibilité du lemme 5.4.8, les représentants des

classes de conjugaison d’automorphismes d’ordre 2 de D,, satisfaisants sont :
\IIO,—la \Ill,—la \110,8(1—17 \I;pT,Sa—h \110,1—8a~

On est dans le cas ot n/2 est pair, et n = 4[8].

— Pour ¥, 4, on a 2 data a équivalence pres (ligne 5).

— Pour ¥; _;, on a 1 datum a équivalence pres (ligne 3).

— Pour W 5,1, on a 2 data a équivalence pres (ligne 5).

— Pour U,rg,-1, on a 1 datum & équivalence pres (ligne 3).

— Pour ¥ ;_g,, on a 3 data a équivalence pres (ligne 6).
Finalement, le tableau 5.1 nous donnee,, =2+ 1+2+1+3=09.

Cas 4 : n=2°p" avec s > 3, r > 1, p premier impair

Gréce au lemme 5.4.1, fixons a,b € Z inversibles dans Z/2°p"Z tels que 2°a + p"b = 1.

Il y a 8 éléments dans Z/2°p"Z tels que v? = 1[2n] : v = +1, v = £(2°a — p'b) =
+(25Tg — 1).

Apres vérification des conditions de compatibilité du lemme 5.4.8, les représentants des

classes de conjugaison d’automorphismes d’ordre 2 de D,, satisfaisants sont :

\IJO,—la \Ij17—17 ‘110,23+1a—17 \IJpT,25+1a—1a \DO,1—23+1a7 \112571—25+1a-

Nous sommes dans le cas ou n/2 est pair, et n = 0[8].
— Pour ¥, _;, on a 2 data a équivalence pres (ligne 4).
— Pour ¥; _4, on a 1 datum a équivalence pres (ligne 3).
— Pour Uggs+1,_1, on a 2 data & équivalence pres (ligne 4).
— Pour U, 9e11,_1, on a 1 datum a équivalence pres (ligne 3).
— Pour Uy _s:+1,, on a 2 data a équivalence pres (ligne 4).
— Pour Wys ;_9s+1,, on a 2 data a équivalence pres (ligne 4).
Finalement, le tableau 5.1 nous donnee, =2+14+2+ 142+ 2= 10. O

65



Remarque 5.4.13. La premieére partie de ce théoréme contribue a la classification des algebres

de Hopf semisimples de dimension 2", étudiées dans les références [17, 18].

5.4.3 Algébres de Hopf de dimension p?q”

Etudions & présent un exemple ot le groupe H est abélien : H = ZIQ), avec p premier impair.
C’est I'une des situations les plus étudiées dans la littérature [23, 26, 20]. Nous souhaitons
démontrer le théoréeme énoncé ci-dessous. Pour ce faire, un certain nombre de pré-requis sont
nécessaires avant de passer a la démonstration du théoreme. Le cas ou r = 1 est obtenu dans

la référence [26].

Théoréme 5.4.14. Soient p, q des nombres premiers impairs et > 1. Supposons que q"|p—1.
Le nombre £ de classe d’isomorphisme d’algébres de Hopf non commutatives et non co-

commautatives s’insérant dans une extension cocentrale
k— OZ2) = A— kZy — k

est exzactement € = (30, ¢° +¢° 1) = %-

La suite de cette partie est dédiée a la preuve du théoreme 5.4.14. Commengons par
quelques généralités. Comme décrit dans la partie 4.3, rappelons que si G est un groupe et
m > 1, CC? (G) est 'ensemble des éléments = de G tels que 2™ = 1 et © # 1, modulo la
relation d’équivalence définie par : * ~ y <= il existe [ premier avec m tel que ' soit
conjugué & y. Pour d un diviseur de m, d > 1, on note CC;, ;(G) I'ensemble des classes
d’équivalence d’éléments d’ordre d dans G (évidemment 'ordre d’un élément est bien défini

dans CC? (G)). On obtient la décomposition suivante :

CCi(@) = TI CCLuG).

dim,d>1

Pour un tel diviseur d de m, I'application CC}, 4(G) — CCj ;(G) est bien définie et est
surjective. Elle est injective si m est une puissance d’'un nombre premier. Par conséquent, on
peut identifier les deux ensembles lorsque m = ¢" ou ¢ est un nombre premier, et on obtient

alors la décomposition :
CC (G) = HCC;S’qS(G)'

Le groupe G auquel nous nous intéressons est Aut(Zf)), que l'on peut identifier a GLy(Z/pZ).

On obtient alors le résultat suivant.

66



Lemme 5.4.15. Soient p,q des nombres premiers impairs, et v > 1 tels que ¢"|(p — 1). Soit

¢ une racine de l'unité d’ordre q" dans Z/pZ. L’ensemble

§ 0 T—1 £ 0 -
{(O 5[)’ lE{l,Q,...,qT,q —1}, PGCD(q,l):l}U{(O gqu)’ 0§u<q 1}

est un ensemble de représentants des éléments de CCy, . (GLa(Z/pZ)).

Démonstration.

Soit 6 € GLo(Z/pZ), d’ordre q". 6 est racine du polyndome X9 — 1 € Z/pZ[X] donc son
polynoéme minimal py divise X4 — 1. (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1, or par hypothese
q
X9 —1 € Z/pZ[X] est scindé a racines simples. Donc 6 est diagonalisable et on peut ainsi

T

p — 1, donc il existe un unique sous-groupe d’ordre ¢" dans (Z/pZ)*. Ainsi le polynéme

supposer que 6 est diagonal.
m

. , avec 1y, 1y € (Z/pZ)* tels que nf =1 =n .
T2

On note 6§ =

On s’intéresse a présent a la relation d’équivalence :
0~0 < Fle[l,q], PGCD(l,q)=1, 3 f € Aut(Zf,) tels que ' = fofo L

On distingue alors plusieurs cas suivant les valeurs de n; et 1,. Comme 6 est d’ordre ¢",
au moins I'une des deux racines de I'unité doit étre primitive.
Déterminons dans un premier temps les représentants possibles avec ) une racine primitive

¢"-iéme de 'unité fixée.
Cas 1

U 0 7
Il suffit de prendre f = id et [ = k ou k est Lentier tel que 1’ = n*.

10 1 0
Il est clair que (O ) ~ ( ) pour 1 # n racines primitives ¢"-iéme de I'unité.

Cas 2
En prenant f la matrice de changement de base et [ = 1, on obtient que :
n 0 10 ) . .
~ , ce qui nous ramene au cas 1 ci-dessus.
01 0 n
Cas 3

0
On regarde a présent les conditions d’équivalence de deux matrices (77 ) et

0
(g k,) pour k # k' € [2,q" — 2] tels que PGCD(k,q) = 1 = PGCD(}/, q).
n
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0 "0 0 "0
Comme & L]~ g , on cherche I’équivalence entre K et g .
0 n* 0 7 0 n* 0 7

Pour obtenir I’équivalence, on doit prendre f = id. Cela revient donc a présent, a trouver

1 €[1,q"], avec PGCD(l,q) = 1 tel que :

PN
n"”O_nO
0 n) \o n*)

On a alors : k'l = 1[¢"] et k = l[¢"]. En prenant [ = k, PGCD(l,q) = 1 et 1’équivalence

n’est réalisée que lorsque k' = k=1,

Ainsi les matrices de cette sorte sont groupées par paires dans les classes d’équivalence.

0 0
Le cas des matrices 0 := (g ) et 0 = (Z B 1) est a traiter a part. Ces deux matrices
n n

ne sont pas équivalentes, ce qui fournit deux représentants supplémentaires.

En effet, si @ ~ 0’ alors on a l'existence de [ et f tels que 8! = fo @ o f~1. Or det(¢) = 1,
donc on obtient, en appliquant le déterminant, I’équation : n* = 1. Comme PGCD(l, q) = 1

et 1 est une racine primitive ¢"-ieme de I'unité, on arrive a une contradiction.

Cas 4

n
0

On peut alors écrire k = qu avec 1 < u < ¢" L.

0 0
Dans ce cas, deux matrices g et & avecl <u< g h1<u <@t
0 ni 0 ni

0
Il reste a traiter les matrices du type ( k) pour k € [[1, ¢"—1] tels que PGCD(k, q) # 1.
n

u # v/, ne sont jamais équivalentes. Cela nous fournit de nouveaux représentants.

m 0

0 72
— Sin; =1 et 1y est une racine primitive ¢"-ieme de I'unité, alors on se ramene au cas 1.

Revenons a 6 = ) . On se ramene toujours aux cas précédents :

— Si 71 est une racine primitive ¢"-ieme de 'unité et 1, = 1, alors on se ramene au cas 2.
— Si 1 et ny sont deux racines primitives ¢ -ieme de 1'unité, alors on se ramene au cas
3.

— Si my ou 1 est primitive et 'autre non, alors on se ramene au cas 4.
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Soit € une racine primitive ¢"-ieme de I'unité fixée. On obtient alors I’ensemble des repré-

sentants a équivalence pres des automorphismes de Zf, qui sont :

10 €0 ¢ —1 B £ 0 .
(0 £>a {(0 é_k),k'E[p,QH,PGCD(I{?,(])—]_}, {(0 équ>’1<u<q 1}7
£ 0 £ 0
0¢) \o ¢&t)

En regroupant les matrices isolées, on obtient bien les deux ensembles de représentants an-

noncés dans le lemme. O]

A présent, discutons des conditions d’appartenance de ces automorphismes a un ¢"-datum
réduit de Z2.

Lemme 5.4.16. Soient p,q des nombres premiers impairs et r > 1 tels que q"|(p—1). Soit 6

2

5, représenté par ['une des matrices du lemme précédent.

un automorphisme d’ordre q" dans 7

0
1. Si0= <§ _1), il n’existe aucun q"-datum réduit ayant 6 comme automorphisme.

2. Dans les autres cas, il existe, a équivalence pres, un unique q"-datum réduit ayant 6

comme automorphisme.

Démonstration.
Fixons x1, x5 des générateurs de ZIQ), et pour w € p,, on définit 7, : ZIZ) X Z;% — k> I'unique

bi-caractere tel que
To(T1,71) = 1 = 7,(22, T2) = 772, 71), To(¥1,72) = w.

Rappelons le résultat connu suivant : tout 2-cocycle de Z% est cohomologue a 7, pour
w € pp. De plus, deux 2-cocycles 7, et 7,y sont cohomologues si et seulement si w = w'.
D’apres le corollaire 4.2.3, on peut supposer que tout ¢"-datum possede un cocycle sous-

jacent du type 7, avec w € fi.

m 0

T2
Par un calcul direct, avec w # 1, on obtient :

Notons § =

q"—1 q"—1

H Tw © (Qk X ek)(IFl,xl) =1, H Tw © (Qk X Qk)(ﬂ%b) =1,
k=0 k=0

q -1

[T 7o (0" x 6%)(z2,21) = 1,

k=0



-1
Il 7o (0% x 0%) (w1, 02) = Lsimne # 1 et w? simne = 1.
k=0

Done [T{_y' 7 © (0 x 6F) vaut 1 si mm # 1 et vaut 7,0 simny = 1.

On utilise & présent le fait que [T{_,' 7,0 (8" x 0%) = 6(a™?), et que H?(Z2,k*) est cyclique
d’ordre p.

Supposons que 1172 = 1. On obtient que [7,.7] = [1] et donc w? = 1. Comme w € p,,
w# 1, on a alors p | ¢" ce qui contredit 'hypothese ¢" | p — 1.
Donc 6 tel que m1m2 = 1 ne permet pas de créer un datum réduit. Donc nécessairement,

on doit avoir 17y # 1.

0
Parmi les représentants déterminés dans le lemme précédent, le cas ou 6 = (5 ) , ne

0 ¢!

permet pas d’obtenir un ¢"-datum réduit ayant § comme automorphisme sous-jacent.
Passons a la démonstration de la deuxiéme assertion.

On a vu que 717, # 1, et donc [TL ' 7, 0 (6% x 6¥) = 1 = §(a~") et on obtient alors que
e
De plus, pour tout a € Zf, tel que a o @ = a, on obtient un ¢"-datum réduit (ZZ, 0,a,71,),

et inversement tout ¢"-datum réduit est de cette forme.
Plus précisément, la condition a o § = a nous donne les équations suivantes :

alz))" =1, a(zy)™ ' =1

Si a = 1 alors les deux équations sont vérifiées, peu importe le représentant de € choisi

(vérifiant tout de méme nny # 1).
Sia# 1, alors a(xy) # 1 ou a(zy) # 1.

0 n
Comme 1172 # 1, m2 # 1 donc pour que a(z2)™~! = 1 il faut que a(zy) = 1.

1 0
— Supposons que a(z1) = p # 1 avec p € . Ainsi 7y = 1[p| et donc 0 = ( )

— En inversant les roles, si on suppose que a(zs) = ¢/ # 1, alors on obtient par le méme
m 0

1
Il reste a déterminer les cas d’équivalence entre les ¢"-data obtenus.

raisonnement que a(z;) =1 et donc 0 =
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Etablissons la classification a équivalence preés au cas par cas en reprenant les notations

du lemme 5.4.15 ou £ est une racine ¢"-iéme primitive de 'unité.

§

— Sif = , les a compatibles sont des éléments de Z?D tels que a(zy) = 1 et

a(ze) # 1. Il existe k avec 0 < k < p—1 tel que a(x3) = w*. On note a; un tel élément
dans Z%.

Ainsi pour 0 < ky <p—1let 1l <ky <p—1(w#1),les ¢-data (Z2,60,1,7,) et
ks
0

©(22)9 = w™™ avec les notations de la définition 4.2.1.

0 _
(22,0, ay,, 7k, ) sont équivalents, pour f~' = ( 1) et p € Z2 tel que p(x1) =1 et

0 .
— Sif= (f) §’) , avec £ # 1 alors le seul a compatible est a = 1. On peut écrire que,

pour 1 <k <p—1(w#1),les ¢"-data (Z2,0,1,7,) et (Z2,0,1,7,) sont équivalents,

k0O
avec les notations de la définition 4.2.1, pour f~! = (O 1) et o = 1.

Finalement, dans les autres cas, on a montré qu’il n’y avait qu’un seul datum a équivalence

pres, ce qui conclut la preuve. O

Démonstration du théoréeme 5.4.14.

Soit A une algebre de Hopf comme donnée dans le théoreme 5.4.14. Alors il existe un
¢"-datum (ZZ%, 0,a,7) tel que A ~ Aqr(Zz, 0,a,7), avec 0 # id et [7] # 1 (proposition 4.2.8).
De plus, d’apres la preuve du lemme précédent, le datum est réduit.

Par conséquent, d’apres la proposition 4.2.11 (et le théoréme 4.2.12), on a une bijection
entre les classes d’isomorphisme d’algebres de Hopf A ayant les caractéristiques énoncées
dans le théoréme et les classes d’équivalence de ¢"-data (Zi, 0,a,7) avec 0 #id et [7] # 1.

Pour 1 < s < r, posons & l'ensemble des classes d’équivalence de ¢"-data comme ci-
dessus, avec 6 d’ordre ¢°. On obtient ainsi € = [[._; &. En utilisant le corollaire 4.2.3, les

lemmes 5.4.15 et 5.4.16, on obtient le dénombrement suivant :

0
— 0= fournit 1 datum.

2

0 s s s—1
— L’ensemble { <§ ) ,lef2,..., 21} PGCD(q,1) = 1} contient 4=— — 1 élé-
0 &
ments.

0
— T’ensemble { (g 5qu> ,1<u<gt = 1} contient ¢*~' — 1 éléments.

— 0= &0 fournit 1 datum.
0 ¢
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0
— 0= ¢ ne fournit aucun datum.
0 &t

Au total, pour chaque 1 < s <r, on a donc :

s__,5—1 _ s__,s—1 s— s__,5—1 s—1 s s—1
El =1+ (- D)+ (¢ - 1)+ 1=C"0— ot =020 B0 — 04

Finalement, comme & = [],_; &, on obtient :

r T qs + qs—l
gl=3lel=> T
s=1 s=1
Ce qui acheve la preuve.

Si r =1, la démonstration a été faite dans [26]. O

Le raisonnement précédent fonctionne également lorsque ¢ = 2. La seule différence concerne
le comptage des représentants des automorphismes du lemme 5.4.15. Le résultat est le sui-

vant :

Théoréme 5.4.17. Soit p un nombre premier impair et r > 1. Supposons que 2"|p — 1. Le
nombre de classe d’isomorphisme d’algébres de Hopf s’insérant dans une extension cocentrale
k— O(Z2) = A — kZy — k vaut 1 sir =1, et vaut 2(3.2"> = 1) sir > 2.

Démonstration.
Comme déja indiqué, le raisonnement est similaire a la démonstration du théoreme pré-

cédent. On ne donnera pas plus de détails ici, si ce n’est dans le calcul final de |£].

Le cas r = 1 est a traiter séparément. En effet, dans ce cas les 6 possibles sont réduit a la

seule matrice ( ) , laquelle fournit un seul 2-datum a équivalence pres donc |€] = 1.

D’autre part, si » > 1, le dénombrement est le méme que précédemment et on obtient, en

séparant le cas s = 1 du reste :

€l =1+ &
s$=2
r 25_}_2371
=14+> —F—
s=2 2
1 ' T
=1+-0"24> 287
2s:2 s=2
1,211 or=1_ 1
=14+ —(2% 2.
+2( 51 2—1)
=1+32""-1)
=2(3.2"7% —1).
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D’ou le résultat. [

Encore une fois si 7 = 1, le résultat a été obtenue dans [26].

Ce dernier résultat acheve le travail de classification effectué tout au long de ces trois

années de these.
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