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Introduction

Alberto Calderón, on le sait, entreprit dès ses jeunes années d’étudier le problème
qui porte aujourd’hui son nom. La question qui, la première, engagea sa curiosité appar-
tenait cependant à un champ d’étude qui n’était pas celui des mathématiques mais de la
géophysique. En ce milieu de XXe siècle, Calderón travaillait pour l’industrie pétrolière
en Argentine, son pays natal. La compagnie qui l’embauchait, familière d’une technique
de tomographie recourant à l’impédance électrique, chargeait ses ingénieurs d’évaluer la
résistivité 2 du sol par la mise en circulation d’un courant dont ils consignaient les don-
nées, entrées et sorties, à la surface. Il leur devenait alors possible de localiser certaines
poches de pétrole là où des variations significatives étaient relevées. Le bien-fondé de ce
savoir-faire reposait sur les succès de terrain, et tout le monde s’en trouvait bien. Pour
Calderón, toutefois, de tels résultats exigeaient une explication plus profonde, la mise au
jour de quelque théorie sous-jacente. S’étant rapproché de ce groupe de braves gens à
qui l’on doit absolument tout justifier, dont les membres répondent au nom de mathéma-
ticiens, il s’y distingua rapidement par de remarquables dispositions. On rapporte ainsi 3

qu’en 1948, Antoni Zygmund dispensait à Buenos Aires un cours auquel assistait le jeune
Calderón (qu’il ne connaissait pas encore). Sur le point d’écrire les détails d’une preuve
de sa découverte, le professeur eut, comme cela peut arriver parfois, hélas, un trou de
mémoire. Calderón intervint pour le tirer d’embarras, croyant invoquer des arguments du
propre livre de Zygmund - il l’avait vaguement lu - qui se révélèrent, en réalité, tout à
fait originaux. Deux ans plus tard, Calderón validait une thèse 4 portant, notamment, sur
les fonctions harmoniques, avant de devenir professeur dans diverses institutions de re-
nom. Au cours des trente années qui suivirent son questionnement initial, il ne fit pas
mention de ses recherches touchant au problème de prospection, cependant qu’il réalisait
de grandes percées dans les domaines de l’analyse harmonique et des équations aux dé-

2. exprimée en ohms mètres
3. cette anecdote est relatée par Yves Meyer sur le site Images des mathématiques dans l’article

intitulé Comment enseigner les mathématiques selon Yves Meyer
4. sous la direction de Zygmund
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Introduction

rivées partielles (voir [Chr+98] pour une courte biographie agrémentée de témoignages
d’étudiants). C’est en 1980, seulement, qu’il énonça officiellement le cadre du problème,
présenté comme ouvert, en ces termes ([Cal80]) :

Soit D un domaine borné de Rn de bord lipschitzien ∂D et γ : D → R une fonction
mesurable et bornée dont la borne inférieure est strictement positive. Étant donnée une
fonction ψ de H1/2(∂D), l’équation de la conductivité

∇.
(
γ∇u

)
= 0 dans D

u = ψ sur ∂D,
(1)

possède une unique solution u dans H1(D). On peut alors considérer l’opérateur Qγ :
H1/2(∂D)→ R défini par

Qγ(ψ) =
∫
D
γ
(
∇u

)2
dx,

et s’intéresser aux questions suivantes :

1) Qγ caractérise-t-il γ ?

2) Peut-on reconstruire γ à partir de Qγ ?

Précisons le lien que ce problème entretient avec le précédent : siD modélise un corps non
homogène de conductivité γ alors l’opérateurQγ encode, quant à lui, la donnée exhaustive
des mesures de type tension-flux de courant prises au bord. La définition de cet opérateur
s’éclaire si l’on suppose assez régulière la solution u de (1), par exemple dans H2(Ω).
Dans ce cas, d’après la formule de la divergence et la formule de Green, pour tout ψ =
u|∂Ω de H1/2(∂D), on a :

∫
∂D
γ
∂u

∂ν
ψdS =

∫
D
∇(γu)∇udx+

∫
D
γu∆udx

=
∫
D
γ
(
∇u

)2
dx+

∫
D
u∇γ∇udx+

∫
D
γu∆udx

=
∫
D
γ
(
∇u

)2
dx+

∫
D
∇.(γ∇u)udx

=
∫
D
γ
(
∇u

)2
dx, car u est solution de (1)

= Qγ(ψ).

En d’autres termes, si u est suffisamment régulière alors Qγ(ψ) est la forme quadratique
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associée à l’opérateur de Dirichlet-à-Neumann Λγ : H1/2(∂D)→ H−1/2(∂D) défini par

Λγψ = γ
∂u

∂ν
. (2)

Cet opérateur, entièrement caractérisé par la forme quadratique Qγ , modélise usuelle-
ment le procédé générant des données de type tension-flux mesurées au bord d’un corps
physique. Calderón ne résolut pas ce problème mais apporta des réponses à une version
linéarisée de celui-ci, démontrant que l’application

γ 7→ Qγ

possède une différentielle injective en toute fonction γ de L∞(D) constante et strictement
positive. Il prouva également qu’autour de chaque constante existait un ouvert Oγ0 (pour
la topologie L∞) tel que toute fonction γ de Oγ0 soit, selon ses propres termes, "presque"
déterminée par Qγ . Par là, Calderón jetait les bases d’un programme qui se déclinait en
plusieurs sous-questions empruntées à la typologie des problèmes bien posés léguée par
Jacques Hadamard :

1. Unicité : l’application γ 7→ Λγ est-elle injective?

2. Stabilité : Λγ et Λγ̃ étant proches, les conductivités associées le sont-elles également?

3. Reconstruction : peut on retrouver explicitement γ à partir de Λγ ?

Les recherches menées pour y apporter des réponses furent remarquables dès la décennie
suivante. Signalons trois résultats majeurs, pour n ≥ 3, tous publiés avant l’année 1990
(voir [SU87 ; Ale88 ; Nac88] et, pour un cours très agréable sur le sujet : [Sal08]) :

Théorème (Sylvester-Ulhman 1987). L’application γ 7→ Λγ est injective sur C1(∂D).

Théorème (Alessandrini 1988). Soit s > n
2 +2 et, pour j = 1, 2, γj ∈ Hs(D). Supposons

que γ vérifie les encadrements ‖γj‖Hs+2(Ω) ≤M et 1
M
≤ γj ≤M . Alors

‖γ1 − γ2‖L∞ ≤ ω
(
‖Λγ1 − Λγ2‖H1/2(Ω)→H−1/2(Ω)

)
,

où w(t) = C
|ln(t)|σ pour t petit et σ ∈]0, 1[.

Théorème (Nachmann 1988). Il existe un algorithme convergent pour retrouver γ à partir
de Λγ .
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Il est possible de restreindre l’opérateur Λγ à une partie du bord seulement. On se reportera
à [BU02 ; KC07] pour d’importants apports sur le sujet.

Une généralisation de ce problème émergea rapidement pour considérer la fonction γ à
valeurs, non plus seulement dans R, mais dans l’espace des matrices symétriques définies
positives S++

n (R). Il s’agissait de prendre en considération l’existence de corps aniso-
tropes pour lesquels la conductivité en un point varie selon les directions. Dans cette
nouvelle version, il n’y a pas lieu de changer la forme du problème (1) mais seulement la
nature de γ qui, de scalaire en tous points, devient une matrice (γij) de S++

n (R). Le cas
originellement posé par Calderón est alors celui, particulier, où γ désigne une homothétie.
Cette formulation plus générale apporte son lot de difficultés propres dont la première, de
taille, est la perte de l’injectivité de γ 7→ Λγ . En effet ([Uhl01]), considérons de nouveau
l’application Qγ définie dans le cas anisotrope par :

Qγ(ψ) =
∫
D
∇u.

(
γ∇u

)
dx,

ainsi qu’un difféomorphisme φ : D → D de classe C∞ vérifiant φ|∂D = id. Le change-
ment de variable u = v ◦ φ−1 dans l’équation (1) prise au sens des distributions conduit
à ∇.

(
γ̃∇v

)
= 0 dans D

v = ψ sur ∂D,
(3)

où γ̃ =
(

(tDφ)γ(Dφ)
|Det(Dφ)|

)
◦ φ−1. On vérifie alors l’égalité :

Qγ̃(ψ) =
∫
D
∇v.

(
γ̃∇v

)
dx =

∫
D
∇u.

(
γ∇u

)
dx = Qγ(ψ).

L’application γ 7→ Qγ n’est donc pas injective et, par suite, γ 7→ Λγ non plus. Cette
considération va nous amener à relâcher un peu la conclusion du problème d’unicité,
puisque celle-ci, prise au sens strict, se trouve désormais infirmée. Avant d’en préciser
la teneur, nous basculons sur une formulation géométrique du problème, équivalente à
la première (voir [LU89 ; Uhl01]), que l’on peut présenter ainsi : soit (M, g) une variété
riemannienne lisse compacte à bord. Pour ψ ∈ H1/2(∂M) et ω ∈ R, considérons le
problème de Dirichlet : −∆gu = ωu dans M

u = ψ sur ∂M.
(4)
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L’opérateur Laplacien −∆g s’écrit dans une carte

−∆g = −
∑

1≤i,j≤n

1√
|g|
∂i
(√
|g|gij∂j

)
,

où |g| = det(gij) et (gij) = (gij)−1. Si ω n’est pas dans le spectre de Dirichlet de la
variété M , le problème de Dirichlet (4) admet une unique solution dans H1(M), ce qui
permet de définir l’opérateur Dirichlet-à-Neumann

Λg(ω) : H1/2(∂M) → H−1/2(∂M)

ψ 7→ ∂u

∂ν

∣∣∣
∂M

où ν est la normale unitaire sortante de ∂M . En dimension n ≥ 3, le lien avec le problème
initial, dans sa version anisotrope, est donné par les égalités

(gij) = (det γk`)
1

n−2 (γij)−1 et Λg(0) = λγ.

Ce nouveau problème est en fait plus général puisque l’opérateur Λg(ω) est défini à partir
d’un paramètre ω qui peut être non nul. L’obstruction à l’unicité, quant à elle, se reformule
par l’énoncé suivant :

Pour tout C∞-difféomorphisme ψ : M →M vérifiant ψ|∂M = id, on a
Λψ∗g(ω) = Λg(ω).

Pour n ≥ 3, l’actuel problème de Calderón est alors :

Supposons Λg(ω) = Λg̃(ω). Existe-t-il alors ψ : M →M un C∞-difféomorphisme
vérifiant : ψ|∂M = id et ψ∗g = g̃ ?

Il demeure ouvert à l’heure de mettre ce travail sous presse. Nous y reviendrons plus
en détails dans l’introduction du premier chapitre. Contentons-nous de signaler ici qu’au
sein de certaines classes particulières de variétés conformes, sa résolution est complète.
Mieux : la réponse est positive et l’unicité stricte, c’est à dire que le seul difféomorphisme
C∞ qui répond au problème précédent est l’identité. On peut mentionner les travaux me-
nés dans [Fer+09 ; Fer+16] pour des variétés conformément transversalement anisotropes,
c’est à dire de la forme

M ⊂⊂ R×K, g = c(x, yK)(dx2 + gK),
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avec (K, gK) une variété compacte de dimension n − 1 satisfaisant certaines conditions
géométriques. Plus récemment, les résultats de [DKN19a ; DKN19b] montrent que, pour
le cylindre M = [0, 1]× Sn−1 muni de deux métriques

g = f(x)
(
dx2 + gS

)
, g̃ = f̃(x)

(
dx2 + gS

)
,

où dx2 est la métrique euclidienne sur [0, 1] et gS la métrique induite par le plongement
de Sn−1 dans l’espace euclidien usuel Rn, l’égalité Λg(ω) = Λg̃(ω) implique l’identifi-
cation f = f̃ sur [0, 1] et, partant, l’égalité g = g̃. Fort de cette certitude, et eu égard
à la relative simplicité de ce dernier modèle et des puissants outils d’analyse complexe
à disposition, on peut se demander s’il n’y a pas là une occasion à saisir pour tenter de
mieux comprendre le lien entre, d’une part, la métrique de la variété M et, d’autre part, le
spectre de l’opérateur Λg(ω). Cette interrogation s’inscrit dans le champ de recherche du
problème inverse de Steklov, sur lequel porte ce travail de thèse. En reprenant l’esprit du
programme de Calderón, les questions que nous y examinons sont alors celles-ci :

1. Unicité : le spectre de l’opérateur Λg caractérise-t-il la métrique g sur tout M ?

2. Unicité locale : que suffit-il de connaître du spectre pour que la métrique g soit déter-
minée en un voisinage du bord de M ?

3. Stabilité : si le spectre est connu à une erreur ε > 0 fixée près, peut-on en déduire une
approximation de la métrique g sur tout M ? Si oui, en quel sens?

Le problème de Steklov originellement laissé par le mathématicien russe Vladimir Steklov
(1866-1926) est, en fait, bien antérieur à celui de Calderón. Il s’agit cependant d’un pro-
blème direct dont une formulation géométrique moderne peut être exprimée par l’équation


∆u = 0 dans M
∂u

∂ν
= λu sur ∂M,

(5)

d’inconnue u, qu’il s’agit de résoudre. Le paramètre λ ∈ R doit alors être une valeur
propre de l’opérateur Λg(0) dont la fonction propre associée est la trace sur H1/2(∂M)
d’une fonction u harmonique sur M . Steklov introduisit en 1902 cette étude de para-
mètres spectraux au bord d’un domaine qui modélise divers problèmes de vibrations :
fluide soumis à la gravité, membrane dont la masse se concentre au bord, etc. (voir par
exemple [Jam14]). Les premières réponses complètes apportées à ce problème furent
mises en œuvre sur des domaines simples comme le disque, le carré ou encore le cy-
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lindre. Il convient de nous y arrêter quelques instants, la méthode de résolution employée,
désormais classique, se révélant particulièrement instructive pour la suite de notre propos.
Qu’il s’agisse du disque, du carré ou du cylindre, l’existence de symétries naturelles sug-
gère de chercher une solution du problème (5) en séparant les variables. Le cas le plus
simple est probablement celui du disque unité (exemple repris de [GP17]).

Théorème. Soit D le disque unité muni de la métrique euclidienne. Alors l’ensemble
σ
(
Λg(0)

)
des valeurs propres du problème (5), comptées avec multiplicité, pour la variété

M = D, est donné par

σ
(
Λg(0)

)
= {0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, ...}.

Démonstration. On écrit une solution de (5) en la décomposant sur les harmoniques sphé-
riques

u(r, θ) =
∑
k∈Z

uk(r)eiθk

avec r ∈]0, 1] et θ ∈ [0, 2π]. En coordonnées polaires, le laplacien s’écrit

∆ = ∂2

∂r2 + 1
r

∂

∂r
+ 1
r2

∂2

∂θ2 .

On a donc les équivalences

∆u = 0⇔
(
∂2

∂r2 + 1
r

∂

∂r
+ 1
r2

∂2

∂θ2

)(∑
k∈Z

uk(r)eiθk
)

= 0

⇔
∑
k∈Z

(
u′′k(r) + 1

r
u′k(r) + (ik)2

r2 uk(r)
)
eiθk = 0

⇔ ∀k ∈ Z, r2u′′k(r) + ru′k(r)− k2uk(r) = 0.

Posons r = ex et v(x) = uk(r). On se ramène à une équation d’ordre 2 à coefficients
constants :

v′′(x) = e2xu′′k(ex) + exu′k(ex) = r2u′′k(r) + ru′k(r) = k2uk(r) = k2v(x).

Il existe donc Ck ∈ R tel que

∀x ∈]−∞, e], v(x) = Cke
kx ou ∀x ∈]−∞, e], v(x) = Cke

−kx,
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c’est à dire

∀r ∈]0, 1], uk(r) = Ckr
k ou ∀r ∈]0, 1], uk(r) = Ckr

−k.

Pour que uk soit régulière en r = 0, on exclut les exposants négatifs. Pour tout k dans Z,
la forme générale d’une solution régulière u de l’équation ∆u = 0 est donc

∀r ∈ [0, 1], ∀θ ∈ [0, 2π], u(r, θ) =
∑
k∈Z

Ckr
|k|eikθ.

Enfin :
∂u

∂ν
= λu⇔ ∀k ∈ Z, u′k(r)|r=1 = λCkr

k
|r=1

⇔ ∀k ∈ Z, u′k(1) = λ

⇔ ∀k ∈ Z, Ck|k| = Ckλ

⇔ ∀k ∈ Z, Ck(|k| − λ) = 0.

Comme tous les Ck ne peuvent être simultanément nuls (afin que u soit effectivement
fonction propre), il existe k0 dans Z tel que Ck0 soit non nul. Nécessairement alors λ =
|k0| et Ck = 0 si k diffère de k0. En conclusion, les valeurs propres du problème (5) sont
les entiers naturels qui sont de multiplicité 2 (à part 0 dont la multiplicité est 1). Pour
chaque valeur propre |k| non nulle, l’espace de ses fonctions propres est de dimension
2, engendré par les fonctions u−k : (r, θ) 7→ r|k|e−ikθ et uk : (r, θ) 7→ r|k|eikθ. Une
base de fonctions propres réelles est alors donnée par (r, θ) 7→ r|k| cos(kθ) et (r, θ) 7→
r|k| sin(kθ). �

Un autre exemple classique où la séparation des variables se révèle cruciale est celui du
cylindre. La preuve du théorème suivant introduit un algorithme de résolution qui sera le
nôtre tout au long de ce travail de thèse. C’est pourquoi nous le présentons ici dans sa
version la plus élémentaire (exemple emprunté de nouveau à [GP17 ; CESG11]) :

Théorème. Soit M = [−L,L] ×K où K est une variété compacte sans bord, munie de
la métrique produit g = dx2 + gK , où dx2 désigne la métrique euclidienne sur [−L,L] et
gK la métrique de K. Notons

0 = µ0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µm → +∞

les valeurs propres de l’opérateur de Laplace-Beltrami −∆K sur K comptées avec mul-
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tiplicité. L’ensemble σ
(
Λg(0)

)
des valeurs propres du problème (5) comptées avec multi-

plicité est alors donné par

σ
(
Λg(0)

)
= {0} ∪

{
1
L

}
∪
{√

µmtanh(√µmL), √µmcoth(√µmL), m ∈ N
}
.

Démonstration. Notons (Ym) une base de fonctions propres dans L2(K) associée à la
suite des valeurs propres (µm). Une fonction u définie sur [−L,L]×K peut s’écrire

u(x, y) =
+∞∑
m=0

um(x)Ym(y).

Pour tout (x, y) de [−L,L]×K, l’expression du laplacien est alors

∆u(x, y) =
(
∂2

∂x2 + ∆K

)( +∞∑
m=0

um(x)Ym(y)
)

=
+∞∑
m=0

(
u′′m(x)− µmum(x)

)
Ym(y).

Ainsi

∆u(x, y) = 0⇔ ∀m ∈ N, u′′m(x)− µmum(x) = 0
⇔ ∀m ∈ N∗, um(x) = Ame

√
µmx +Bme

−√µmx et u0(x) = A0 +B0x,

où, pour tout entierm,Am etBm sont des constantes réelles. Puisque [−L,L]×K possède
deux bords Γ−L = {−L}×K et ΓL = {L}×K (qui sont deux copies deK), la fonction
u au bord peut être vue comme un élément de H1/2(Γ−L) ⊕H1/2(ΓL) et décrite à l’aide
d’une suite de matrices :

u|∂M =
u(−L)
u(L)

 =
+∞∑
m=0

um(−L)
um(L)

⊗ Ym.
où la notation tensorielle ⊗ signifie simplement que l’on multiplie par Ym dans chaque
coordonnée. On a alors

∂u

∂ν

∣∣∣
∂M

= σu|∂M ⇔
+∞∑
m=0

−u′m(−L)
u′m(L)

⊗ Ym = σ
+∞∑
m=0

um(−L)
um(L)

⊗ Ym
⇔ ∀m ∈ N,

− u
′
m(−L) = σum(−L)

u′m(L) = σum(L).

(6)
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On distingue alors le cas m = 0 de celui où m ≥ 1 :

(6)⇔ ∀m ∈ N∗,


−√µm

(
Ame

−√µmL −Bme
√
µmL

)
= σ

(
Ame

−√µmL +Bme
√
µmL

)
√
µm

(
Ame

√
µmL −Bme

−√µmL
)

= σ

(
Ame

√
µmL +Bme

−√µmL
)

et

−B0 = σ(A0 −B0L)
B0 = σ(A0 +B0L),

ce que l’on peut réécrire matriciellement

(6)⇔ ∀m ∈ N∗,

am bm

bm am

Bm

Am

 =
0

0

 et
a0 −b0

a0 b0

B0

A0

 =
0

0

 ,
où l’on a posé :

∀m ∈ N∗,

am = (σ −√µm)e
√
µmL

bm = (σ +√µm)e−
√
µmL

et

a0 = σL− 1
b0 = σ.

Comme u est fonction propre, en particulier non nulle, il existe un entier m tel queBm

Am

 6=
0

0

.

Cas 1 : m = 0. On a :

det
a0 −b0

a0 b0

 = det
σL− 1 −σ
σL− 1 σ

 = 0,

c’est à dire
2σ(σL− 1) = 0,

puis

σ = 0 ou σ = 1
L

.
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Cas 2 : m ≥ 1. Alors :

det
am bm

bm am

 = det
 (σ −√µm)e

√
µmL (σ +√µm)e−

√
µmL

(σ +√µm)e−
√
µmL (σ −√µm)e

√
µmL

 = 0,

ce qui se réécrit
(σ −√µm)2e2√µmL = (σ +√µm)2e−2√µmL,

soit encore

(σ−√µm)e
√
µmL = (σ+√µm)e−

√
µmL ou (σ−√µm)e

√
µmL = −(σ+√µm)e−

√
µmL.

Si la première égalité est satisfaite, on a

σ = √µm
e
√
µmL + e−

√
µmL

e
√
µmL − e−

√
µmL

= √µm coth(√µmL)

et, dans le cas de la seconde :

σ = √µm
e
√
µmL − e−

√
µmL

e
√
µmL + e−

√
µmL

= √µm tanh(√µmL).

�

Que l’on soit dans le cas du disque muni de la métrique euclidienne ou du cylindre muni
de la métrique produit, la résolution du problème direct de Steklov par séparation des
variables permet de ramener le problème (5) à un système dénombrable d’équations dif-
férentielles ordinaires et de tirer profit des outils propres à la dimension 1 pour énumérer la
suite exacte du spectre σ(Λg(0)). On peut dès lors s’interroger sur la possibilité d’étendre
de telles méthodes à notre modèle, en vue d’expliciter la dépendance entre le spectre de
Steklov et la métrique g. L’enjeu de cette question relève tant du problème direct, consis-
tant à connaître le spectre à partir de la métrique, que du problème inverse qui interroge
la quantité d’informations géométriques contenues dans ce spectre.

Énoncé des résultats.

On se propose donc d’en examiner quelques aspects pour des déformations conformes de
variétés ayant la topologie du cylindre

M = [0, 1]× Sn−1, (7)
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chacune munie d’une métrique de la forme

g = f(x)(dx2 + gS), (8)

où dx2 désigne la métrique euclidienne sur [0, 1] et gS la métrique sur Sn−1 induite par la
métrique euclidienne de Rn. Notre étude se subdivise en trois chapitres.

Le premier chapitre de cette thèse vise à démontrer qu’au sein de la classe de variétés
riemanniennes donnée par (7) et (8), le spectre de Steklov caractérise le facteur conforme
à une invariance de jauge naturelle près. Précisément, on démontre que deux spectres sont
égaux si, et seulement si, les facteurs conformes associés coïncident à l’involution η : x 7→
1− x près (pour n ≥ 3, on émet une hypothèse technique supplémentaire sur les facteurs
conformes au bord de M ). Il s’agit, en premier lieu, d’expliciter le spectre de Steklov ou,
à tout le moins, d’en trouver un développement asymptotique suffisamment précis. L’idée
que nous suivrons reprend celle que nous avons mise en œuvre dans l’exemple précédent
du cylindre [−L,L]×K. À l’aide d’une séparation des variables, en écrivant

u(x, y) =
∑
m≥0

um(x)Ym(y) et vm = f
n−2

4 um,

on peut rapporter l’étude du problème de Dirichlet à celle d’un système d’équations de

Sturm-Liouville−v′′m+qfvm = −µmvm dont le potentiel qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
−ωf est indépen-

dant de m pour chaque équation. On établit donc un pont entre le problème harmonique
∆u = 0 et un autre problème mettant en jeu des équations différentielles ordinaires.
Cependant, contrairement au cas du cylindre muni de sa métrique produit usuelle, il ne
s’agit pas, ici, de résoudre directement cette équation. Suivant les idées exposées dans
[DKN19a ; DKN19b], on fait plutôt appel à la théorie de Weyl-Titchmarsh. Celle-ci intro-
duit en effet des fonctions méromorphes M(z) et N(z) qui caractérisent le potentiel q de
l’EDO−u′′+ qu = −zu. Ces fonctions apparaissent naturellement dans une diagonalisa-
tion par blocs 2× 2 de Λg(ω), par laquelle il devient possible de démontrer l’existence de
deux suites de valeurs propres et d’établir pour chacune une asymptotique mettant en jeu
ces fonctions M et N , avec un terme d’erreur exponentiellement décroissant. On montre
alors que l’égalité des spectres σ

(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
implique, au choix, l’une des

égalités M = M̃ ou M = Ñ . Dans le premier cas, le Théorème de Borg-Marchenko
permettra de conclure que qf = q̃f , puis que f = f̃ par un argument classique de type
Cauchy-Lipschitz. Dans le second cas, on montre au préalable que N joue le rôle de M
mais pour le potentiel qf (1−x). On en déduit alors qf = qf̃ ◦ η (avec η(x) = 1−x), puis
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f = f̃ ◦ η.

Remarque 1. Lorsque ω = 0, le potentiel qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
est associé à la notion géomé-

trique de courbure scalaire, notée scalg(x). En effet, en notant scalg0 = (n − 1)(n − 2)
la courbure scalaire de M pour la métrique g0 = dx2 + gS, on a la formule (voir [Pet06]
p. 69 et [DKN18] p.8) :

(f n−2
4 )′′

f
n−2

4
= n− 2

4(n− 1)
(
Scalg0 − f(x)scalg(x)

)
= n− 2

4(n− 1)
(
(n− 1)(n− 2)− f(x)scalg(x)

)
= (n− 2)2

4 − n− 2
4(n− 1)f(x)scalg(x).

Le second chapitre reprend le modèle du premier et s’intéresse, cette fois, à la possibilité
de caractériser la métrique au voisinage du bord de [0, 1] × Sn−1 (ou l’une de ses com-
posantes) par une donnée plus faible que celle du spectre exact. Nous supposons ici avoir
connaissance des valeurs propres à une erreur exponentiellement décroissante près. On
reprend l’acquis du premier chapitre où ont été obtenues des asymptotiques précises du
spectre de Steklov, exprimées à l’aide des fonctions de Weyl-Titchmarsh, et adaptons à
notre cadre des arguments de [DKN19c]. Notre résultat repose sur le célèbre Théorème de
Borg-Marchenko local qui, pour tout 0 < a < 1, établit une équivalence entre, d’une part,
la connaissance exacte sur [0, a] du potentiel q de l’équation ordinaire −u′′ + qu = zu

sur [0, 1] et, d’autre part, la connaissance asymptotique, sur le demi-plan à droite, de la
fonction M(z2) à une erreur de l’ordre de Õ(e−2az) (cette notation, rappelée au début du
chapitre 2, signifie une condition légèrement plus faible qu’un grand O classique). Avec
pour horizon l’invocation de ce résultat étonnant, on procède en deux temps. Au préa-
lable, notons (κm) la suite des valeurs propres de ∆S comptées sans multiplicité, et pour
laquelle nous disposons de la formule explicite κm = m(m + n − 2). On fait également
l’hypothèse technique :

qf , qf̃ ∈ Db =: {q ∈ C∞([0, 1])
∣∣∣ ∃k ∈ N, q(k)(0) 6= (−1)kq(k)(1)},

qui limite, en quelque sorte, la symétrie des potentiels par rapport à l’axe x = 1
2 . Nous

précisons plus loin pourquoi. Un nombre a étant fixé dans ]0, 1], on fait donc l’hypothèse
que les éléments de σ

(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
se rapprochent à une vitesse exponentielle-
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ment décroissante, de l’ordre de Õ(e−2a√µm) (le sens du verbe "se rapprocher" pour nos
spectres est explicité au début du chapitre). On montre que cette hypothèse implique, à
une erreur Õ

(
e−2a√κm

)
près, l’égalité asymptotique de M(κm) ou de N(κm) à M̃(κm)

ou Ñ(κm), dans un régime donné par l’entier m sur un sous-ensemble L ⊂ N vérifiant

∀m ∈ N, L ∩ {m,m+ 1} 6= ∅.

La condition précédente informe de la fréquence d’apparition des entiers appartenant à L,
supérieure à 1

2 . Le fait que cette fréquence minimale d’apparition soit strictement positive
est essentiel pour notre preuve, et c’est ce que nous assure l’hypothèse qf , qf̃ ∈ Db.

Remarque 2. Nous sommes également en mesure de traiter le cas d’une parfaite symétrie
par rapport à la droite x = 1

2 (cela est fait à la fin du chapitre). Cependant, lorsque les
potentiels ne sont pas symétriques mais que, néanmoins, les valeurs en 0 et 1 de x 7→ q(x)
et x 7→ q(1−x) coïncident, ainsi que celles de toutes leurs dérivées, il y a des situations qui
ne sont pas couvertes par notre raisonnement, celles où l’existence d’un tel sous-ensemble
L n’est pas établie.

Revenons à la preuve. Dans le cas, par exemple, où

M(κm)− M̃(κm) = Õ
(
e−2a√κm

)
, m→ +∞, m ∈ L,

il est possible, à l’aide d’une représentation intégrale des fonctions de Weyl-Titschmarsh
([Sim99]) et par des arguments d’analyse complexe qui reposent sur la minoration par
une constante strictement positive (ici : 1

2 ) de la fréquence de L dans N, d’étendre cette
asymptotique au demi-plan à droite, c’est à dire :

M(z2)− M̃(z2) = Õ
(
e−2az

)
, z ∈ C, Re(z) > 0.

Le théorème de Borg-Marchenko local nous assure que qf et qf̃ coïncident sur [0, a].
On en déduit alors que f = f̃ sur [0, a]. Par permutation des rôles, et en notant toujours
η(x) = 1−x, les trois autres cas impliquent respectivement f = f̃ ◦η sur [0, a], f ◦η = f̃

sur [0, a] et f = f̃ sur [1− a, 1].

Le troisième chapitre a pour objet un résultat de stabilité, toujours pour le modèle intro-
duit au premier chapitre. On y étudie la continuité de la métrique par rapport au spectre.
En d’autres termes, on cherche à répondre à la question suivante : une légère perturba-
tion de ce spectre n’entraînera-t-elle qu’un faible changement pour la métrique associée?

24



Introduction

D’emblée, une difficulté surgit : d’après le Théorème 1.1.1 du premier chapitre, un même
spectre de Steklov peut être issu de métriques distinctes, ce qui semble ruiner, dans le
même temps, tout espoir d’obtenir la stabilité. Cependant, ce même théorème caractérise
le défaut d’unicité, établissant qu’à un spectre de Steklov sont associées au plus deux mé-
triques conformes, de facteurs f(x) et f(1−x). En particulier, la seule façon de récupérer
l’unicité stricte est de supposer que les facteurs conformes sont symétriques par rapport
à l’axe d’équation x = 1/2. C’est ce cadre dans lequel nous plaçons naturellement notre
étude. Nous y démontrons alors que la connaissance de chaque valeur propre de Steklov à
une erreur ε > 0 près, fixée, assez petite, entraîne en norme L2 la connaissance du poten-

tiel qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
− ωf à une erreur logarithmique près. En particulier, à fréquence nulle

(ω = 0) et pour n ≥ 3, on en déduit une approximation du facteur conforme. La stratégie
de la preuve s’inspire de nouveau de [DKN19c] et fait intervenir deux grandes étapes. On
montre en premier lieu, sous une hypothèse de proximité entre deux spectres de Steklov à
une erreur ε près, qu’il existe un opérateur B : L2(0, 1)→ L2(0, 1) inversible et un entier
m0 ∈ N indépendant de ε, tels que

∀m ≥ m0,

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
e−2τymB(qf − qf̃ )(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ CAε,

où ym =
√
m(m+ n− 2). Le changement de variable τ = − ln(t) mène alors à un

problème des moments

∀m ≥ m0,

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
t2ym−1B(qf − qf̃ )(− ln(t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ CAε,

dont on déduit, dans un second temps, un contrôle de la fonction t 7→ B(qf−qf̃ )(− ln(t))
en norme L2 :

‖B(qf − qf̃ )(− ln(t))‖L2(0,1) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
On montre finalement que l’opérateur B est inversible d’inverse borné pour la norme
subordonnée, ce qui entraîne une majoration pour ‖qf − qf̃‖L2(0,1). On en déduit que

‖f − f̃‖∞ ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) si ω = 0 et n ≥ 3.

Enfin, à l’appui des mêmes techniques, nous établissons un résultat de stabilité portant
sur le problème de Calderón. S’il n’est plus besoin de supposer la symétrie des facteurs
conformes, on fait tout de même intervenir une hypothèse sur la moyenne de la différence
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des potentiels qf−qf̃ , quantité qui apparaît naturellement dans nos calculs et que l’on sup-
pose préalablement petite (voir aussi la Remarque 21 p. 101 pour quelques observations
d’ordre géométrique).
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1
Isospectralité au sens de Steklov

1.1 Introduction

On s’intéresse à l’étude d’un problème inverse d’isospectralité au sein d’une classe
de variétés riemanniennes conformes, chacune de même dimension et munie d’une mé-
trique tordue. Nous établissons que le spectre de Steklov caractérise le facteur conforme
à une invariance de jauge près.

1.1.1 Les problèmes de Calderón et de Steklov

Considérons une variété riemannienne (M, g) lisse, compacte, à bord ∂M , dont
nous notons n la dimension, avec n ≥ 2. Le problème de Dirichlet est une équation aux
dérivées partielles d’inconnue u qui s’énonce comme suit :

−∆gu = ωu dans M
u = ψ sur ∂M,

(1.1)

où ψ appartient à H1/2(M) et où le réel ω est fixé en dehors du spectre de Dirichlet de
M . En coordonnées locales (xi)i=1,...n l’opérateur −∆g s’écrit
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Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov

−∆g = −
∑

1≤i,j≤n

1√
|g|
∂i
(√
|g|gij∂j

)
,

où |g| = det(gij) et (gij) = (gij)−1.

Puisque ω n’appartient pas à σ(−∆g), il existe une unique solution u au problème (1.1)
dans H1(M), ce qui nous autorise à définir l’opérateur de Dirichlet-à-Neumann par

Λg(ω) : H1/2(∂M) → H−1/2(∂M)

ψ 7→ ∂u

∂ν

∣∣∣
∂M

,
(1.2)

où ν désigne la dérivée normale sortante sur ∂M . La définition précédente est à traduire
au sens plus large des distributions :

∀(ψ, φ) ∈ H1/2(∂M)2 : 〈Λg(ω)ψ, φ〉 =
∫
M
〈du, dv〉g dVolg + ω

∫
M
uv dVolg,

où u est l’unique solution faible du problème (1.1) et v n’importe quelle fonction de
H1(M) dont la restriction au bord ∂M est φ. Dès que ψ est assez régulière, cette définition
coïncide en coordonnées locales avec celle que l’on rencontre d’ordinaire, à savoir

∂νu = νi∂iu. (1.3)

En première approche, le problème de Calderón anisotrope peut s’énoncer ainsi :

À fréquence ω fixée, la connaissance de l’opérateur Λg(ω) détermine-t-elle de manière
unique la métrique g ?

Au vu d’un certain nombre d’invariances de jauge, il est connu que la réponse à la question
précédente est, en général, négative. Une observation relevée par Luc Tartar (mentionnée
dans [KV84], p.2) mène à l’égalité

Λg(ω) = Λψ∗g(ω),

pour tout difféomorphisme lisse ψ : M →M égal à l’identité sur le bord (ici, ψ∗g désigne
le tiré-en-arrière de g par ψ). De plus, en dimension n = 2 et pour ω = 0, il existe une
obstruction supplémentaire à l’unicité. En effet, par invariance conforme du Laplacien,
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pour toute fonction strictement positive c on a

∆cg = 1
c

∆g.

Par conséquent, les solutions du problème de Dirichlet (1.1) associées respectivement aux
métriques g et cg sont les mêmes si ω est nul. De plus, si c vaut 1 sur le bord, les normales
unitaires sortantes de ∂M sont également identiques. Par suite

Λcg(0) = Λg(0),

et il est manifeste que la métrique ne peut se déduire de la seule donnée de l’opérateur
Λg(0). Cela conduit à une nouvelle formulation du problème qui module la conclusion en
substituant à l’unicité stricte une unicité à isométries près. L’actuel problème de Calderón
s’énonce de la façon suivante :

Supposons n ≥ 3 (resp. n = 2 et ω 6= 0). Si Λg(ω) = Λg̃(ω), existe-t-il un
difféomorphisme ψ : M →M tel que ψ|∂M = id et ψ∗g = g̃ ?

Ce problème reste aujourd’hui largement ouvert. Certains cas particuliers ont été résolus
positivement (on renvoie à [Sal13] et [Uhl09] pour un survol de l’état de l’art) mais le cas
général s’avère d’étude ardue. La question devient cependant plus accessible en délimitant
les données du problème à des classes conformes de variétés. Précisément :

Pour c ∈ C∞(M), supposons l’égalité Λg(ω) = Λcg(ω). Existe-t-il un difféomorphisme
lisse ψ : M →M tel que ψ|∂M = id et ψ∗(g) = cg ?

Nous pouvons encore préciser la question grâce au théorème suivant dû à Lionheart
([Lio97]) : un difféomorphisme ψ : M → M satisfaisant les égalités ψ∗(cg) = g et
ψ|∂M = id est nécessairement l’identité. Le problème de Calderón anisotrope au sein
d’une classe conforme peut se reformuler ainsi :

Si Λg(ω) = Λcg(ω), a-t-on c = 1 ?

D’importants résultats ont été obtenus dans [Fer+09] pour des variétés (M, g) de dimen-
sion supérieure à 3 et transverse, c’est à dire

M ⊂⊂ R×K, g = c(x, yK)(dx2 + gK)
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Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov

où (K, gK) est une variété compacte de dimension n − 1. Lorsque l’on ajoute à K cer-
taines hypothèses géométriques, telles que la simplicité (une variété compacte K est dite
simple si deux points deK peuvent être reliés par une unique géodésique et si son bord est
strictement convexe) alors le facteur conforme c est uniquement déterminé par l’opérateur
de Dirichlet-à-Neumann associé à la fréquence ω = 0. D’autres résultats présentés dans
[DKN19a ; DKN19b] apportent la solution au problème d’unicité de la métrique lorsque
M admet la topologie d’un cylindre à deux bouts [0, 1] ×K. Leurs preuves font interve-
nir une séparation des variables qui permet de représenter l’opérateur Λg(ω) à l’aide des
fonctions de Weyl-Titchmarsh. Ces fonctions sont classiquement associées au potentiel
q d’un opérateur de Sturm-Liouville en dimension 1 et apparaissent ici lorsque le pro-
blème (1.1) est reformulé en un système d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2
dont le potentiel est invariant. La représentation de Λg(ω) permet alors l’emploi de puis-
santes techniques issues de l’analyse complexe. En s’inspirant de ce travail, on étudie un
problème voisin au sein de la classe de variétés M = [0, 1] × Sn−1 ayant une structure
de produit tordu (où Sn−1 est l’hypersphère de dimension n − 1) en posant la question
suivante :

Le spectre de l’opérateur Λg(ω) caractérise-t-il le facteur conforme?

Rappelons que Λg(ω) est un opérateur pseudodifférentiel elliptique d’ordre 1 et autoad-
joint sur L2(∂M, dSg), où dSg est la métrique induite par g sur le bord ∂M . Ainsi, l’opé-
rateur Λg(ω) possède un spectre discret, noté σ(Λg(ω)), divergeant vers +∞

σ(Λg(ω)) = {λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λk → +∞}.

On l’appelle communément spectre de Steklov (voir [JS14], p.2). Dans le cas particulier
où la fréquence ω est nulle, on peut établir, à l’aide de la formule de Green, la positivité de
l’opérateur Λg(ω), ce qui implique λ0 = 0. Les propriétés du spectre de Steklov varient
sensiblement avec la régularité du bord ∂M . Par exemple (voir [GP17]) : si ∂M est lisse,
les valeurs propres vérifient la formule de Weyl pour le spectre de Steklov :

λj = 2π
(

j

Vol(Bn−1)Vol(∂M)

) 1
n−1

+O(1). (1.4)

Ce développement asymptotique peut-être précisé si M est une surface lisse. Il fait in-
tervenir les longueurs des composantes connexes de M , avec un taux de décroissance
en O(j−∞) (voir [Gir+19]). Ce résultat, cependant, n’est plus vrai pour les polygones
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([GP17]). Dans certains cas, lorsque le bord ∂M est simplement C1, il est également pos-
sible d’obtenir une asymptotique du premier ordre pour les valeurs propres de Steklov
comptées avec multiplicité (voir [Agr06]). Pour certains domaines plus spécifiques dont
le bord est Lipschitzien, un article récent ([Gir+19]) établit une formule asymptotique
d’ordre 2 pour des pavés droits (cuboids en anglais), c’est à dire des domaines définis,
pour n ≥ 2, par

M = (−a1, a1)× ...× (−an, an) ∈ Rn.

La fonction de comptage N(λ) des valeurs propres de Steklov est alors la suivante pour
n ≥ 3 :

N(λ) = C1Voln−1(∂M)λn−1 + C2Voln−2(∂2M)λn−2 +O(λη),

où ∂2M est l’union de toutes les faces de dimension n − 2 de M , η = 2
3 si n = 3 et

η = n − 2 − 1
n− 1 si n ≥ 4. Ici, C1 et C2 sont deux constantes réelles. Si n = 2, on

dispose de l’asymptotique

N(λ) = π−1Vol1(∂M)λ+O(1).

En corollaire, les auteurs déduisent pour un rectangle que le spectre de Steklov détermine
la longueur de ses côtés. En d’autres termes, ce sont des invariants spectraux. D’autres
quantités géométriques sont connues pour l’être. On peut citer par exemple (voir [Gir+19 ;
GP17] pour les détails et références) :

• la dimension de la variété et le volume de son bord.

• Lorsque dimM ≥ 3, l’intégrale de la courbure moyenne sur ∂M .

• Lorsque dimM = 2, le nombre de composantes connexes de ∂M et leurs diamètres.

On pourra également consulter [GHW18] pour une présentation de méthodes de construc-
tions de variétés isospectrales (au sens de Steklov).

1.1.2 Le résultat

Nous présentons ici en détails l’énoncé de notre premier résultat. Considérons la variété
M = [0, 1]× Sn−1 munie de la métrique

g = f(x)(dx2 + gS), (1.5)
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où Sn−1 est l’hypersphère de Rn, gS la métrique induite par la métrique euclidienne sur
Rn, et où le facteur conforme f désigne une fonction strictement positive en la variable
x ∈ [0, 1]. La variété M présentant deux bords Γ0 = {0}×Sn−1 et Γ1 = {1}×Sn−1, on
identifie naturellement Λg(ω) à un opérateur défini sur l’espaceH1/2(Sn−1)⊕H1/2(Sn−1),
dont l’expression sera précisée plus loin. La question à laquelle nous souhaitons répondre
est celle-ci : Le spectre de Steklov caractérise-t-il la fonction conforme f sur [0, 1]? Ce
problème a été résolu positivement dans [DKN19c] pour M ′ = [0,+∞[×Sn−1 munie
de la métrique (1.5). La différence entre ce modèle et le nôtre réside dans la topologie
des variétés M et M ′. Le bord ∂M ′ est constitué d’une copie de Sn−1 et, par suite, est
connexe. Celui de M , en revanche, possède deux composantes connexes, ce qui n’est
pas sans poser des difficultés spécifiques sur lesquelles nous reviendrons. Signalons, en
premier lieu, que l’on ne peut espérer obtenir, au sens strict, une caractérisation de f
par le spectre de Steklov en raison d’une invariance de jauge naturelle. En effet, soit
ψ : M →M un difféomorphisme lisse. On a l’identité ([JS14]) :

Λψ∗g(ω) = ϕ∗ ◦ Λg(ω) ◦ ϕ∗−1,

où ϕ := ψ|∂M et où ϕ∗ : C∞(∂M)→ C∞(∂M) est l’application définie par ϕ∗h := h◦ϕ.
En particulier :

σ(Λψ∗g(ω)) = σ(Λg(ω)).

Pour trouver un contre-exemple à la caractérisation de la métrique par la donnée du spectre
de Steklov, il suffit de trouver un difféomorphisme ψ, non égal à l’identité, qui préserve
la structure de produit tordu de la variété M donnée par (1.5). Considérons par exemple

ψ : (x, y) ∈ [0, 1]× Sn−1 7→ (1− x, y) ∈ [0, 1]× Sn−1.

Un calcul simple mène à l’égalité ψ∗g = f(1 − x)(dx2 + gS). Par conséquent Λg(ω) et
Λψ∗g(ω) possèdent le même spectre de Steklov. Ayant à l’esprit cette obstruction, nous re-
formulons avec précision notre question initiale. Soit g et g̃ deux métriques deM données
par (1.5) dont nous notons respectivement f(x) et f̃(x) les facteurs conformes. Suppo-
sons que Λg(ω) et Λg̃(ω) aient le même spectre. En définissant η : x 7→ 1 − x sur [0, 1],
a-t-on nécessairement

f = f̃ ou f = f̃ ◦ η ?

Dans ce qui suit, nous répondons à cette question par l’affirmative en dimension n = 2
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avec ω 6= 0, ainsi qu’en dimension supérieure pour toute fréquence ω avec une hypothèse
supplémentaire sur les métriques au bord ∂M .

La raison pour laquelle notre choix se porte sur la sphère Sn−1 comme variété transverse
est purement technique. En effet, notre preuve requiert une asymptotique précise (et même
exacte) des valeurs propres de l’opérateur de Laplace Beltrami ∆gS sur (Sn−1, gS). Nous
soulignons par ailleurs le fait suivant : dans notre problème inverse, la métrique transverse
gS est fixe. Si tel n’est pas le cas, on sait pouvoir trouver deux métriques transverses non
isométriques telles que les variétés associées sont isospectrales. Cela conduirait alors,
dans notre cas, à des cylindres isospectraux. De même, si dim(M) ≥ 3, il est connu (voir
[Gir+19 ; Par13]) que l’on peut construire des variétés isospectrales au sens de Steklov
M = [0, L]×K et M̃ = [0, L]× K̃ (avec K et K̃ non connexes) telles que les aires des
composantes connexes respectives de M et M̃ ne soient pas identiques.

L’énoncé de notre résultat d’unicité est le suivant :

Théorème 1.1.1. Soit la variété riemannienne lisse M = [0, 1] × Sn−1 munie des mé-
triques

g = f(x)(dx2 + gS) et g̃ = f̃(x)(dx2 + gS)),

et soit ω ∈ R n’appartenant pas au spectre de −∆g ni à celui de −∆g̃.

1. Pour n = 2 et une fréquence ω non nulle,

(
σ(Λg(ω)) = σ(Λg̃(ω))

)
⇔
(
f = f̃ ou f = f̃ ◦ η

)
où η(x) = 1− x pour tout x ∈ [0, 1].

2. Pour n ≥ 3, si de plus

f, f̃ ∈ Cb :=
{
f ∈ C∞([0, 1]),

∣∣∣∣∣f ′(k)
f(k)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n− 2 , k = 0 et 1

}
,

alors (
σ(Λg(ω)) = σ(Λg̃(ω))

)
⇔
(
f = f̃ ou f = f̃ ◦ η

)
.

Le schéma de la preuve est commun aux cas n = 2 et n ≥ 3. Il se décompose en quatre
étapes dont les trois premières n’invoquent pas la spécificité de la variété transverse au
cas de la sphère unité Sn−1. Ceci n’apparaît qu’au cours de la dernière étape.
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Étape 1. Nous employons ici les techniques mises en œuvre par Daudé, Kamran et Nico-
leau dans [DKN19a]. Puisque M possède la topologie d’un cylindre et est munie d’une
métrique de type produit tordu, nous séparons les variables en écrivant la solution u du
problème de Dirichlet (1.1) sous la forme

u(x, y) =
+∞∑
m=0

um(x)Ym(y),

et la fonction ψ qui fixe u sur ∂M

ψ(y) =
ψ1

ψ2

 =
+∞∑
m=0

ψ0
mYm(y)
ψ1
mYm(y)


où ψ0 et ψ1 désignent respectivement la composante de ψ sur {0}×K et {1}×K. On rap-
porte ainsi l’étude à celle du système dénombrable d’équations différentielles ordinaires
de type Sturm-Liouville suivant :

− v
′′

m + qfvm = −µmvm, sur ]0, 1[

vm(0) = f
n−2

4 (0)ψ0
m, vm(1) = f

n−2
4 (1)ψ1

m,
∀m ∈ N (1.6)

où

qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
− ωf et vm = f

n−2
4 um, ∀m ∈ N.

La suite (Ym) désigne ici une base orthonormée de vecteurs propres de l’opérateur −∆gS

sur la sphère unité. On notera simplement par la suite : q = qf et q̃ = qf̃ .

Étape 2. On diagonalise par blocs l’opérateur Λg(ω). Plus précisément, considérons la
base hilbertienne B=({e1

m, e
2
m})m∈N, avec e1

m = (Ym, 0) et e2
m = (0, Ym). Pour tout

m ∈ N, on note Λm
g (ω) l’opérateur induit par Λg(ω) sur le sous-espace engendré par

{e1
m, e

2
m}. La matrice de Λg(ω) dans cette base B s’écrit

[Λg]B =


Λ1
g(ω) 0 0 · · ·
0 Λ2

g(ω) 0 · · ·
0 0 Λ3

g(ω) · · ·
...

...
... . . .


Chaque matrice Λm

g (ω) est de taille 2 et possède une représentation simple faisant inter-
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venir les fonctions de Weyl-Titchmarsh issues des équations de Sturm-Liouville (1.6). En
notant

σ(−∆gS) = {0 = µ0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µm ≤ ...→ +∞}

le spectre de −∆gS et h := fn−2, nous obtenons :

Λm
g (ω) =

−
M(µm)√
f(0)

+ 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) − 1√

f(0)
h1/4(1)
h1/4(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1)


où M(z), N(z) sont les fonctions de Weyl-Titchmarsh et ∆(z) la fonction caractéristique
associées à l’équation ordinaire (1.6). En particulier, la trace et le déterminant de ces
opérateurs Λm

g (ω) sont des fonctions méromorphes évaluées en µm. De plus, on peut
montrer que le spectre de Steklov se décompose en deux sous-suites

(
λ−(µm)

)
m∈N

et(
λ+(µm)

)
m∈N

satisfaisant les asymptotiques suivantes :


λ−(µm) = −N(µm)√

f(1)
− 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1) +O

(√
µme

−√µm
)

λ+(µm) = −M(µm)√
f(0)

+ 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) +O

(√
µme

−√µm
)

Étape 3. On démontre que la connaissance, à partir d’un certain rang, des traces et des
déterminants de chaque opérateur induit Λm

g (ω) caractérise f à une involution près : il
existe m0 ∈ N tel que :

(
Tr Λm

g (ω) = Tr Λm
g̃ (ω) et det Λm

g (ω) = det Λm
g̃ (ω) pour tout m ≥ m0

)
⇔ (f = f̃ ou f = f̃ ◦ η.)

Cette étape demande de connaître le comportement asymptotique des éléments du spectre
de Steklov.

Étape 4. Ici seulement apparaît le choix de Sn−1 comme variété transverse. Celle-ci est
munie de la métrique induite par la métrique euclidienne sur Rn. De l’égalité des en-
sembles σ

(
Λg(ω)

)
=
(
λ±(µm)

)
m∈N

et σ
(
Λg̃(ω)

)
=
(
λ̃±(µm)

)
m∈N

, nous voulons dé-
duire λ

−(µm) = λ̃−(µm)
λ−(µm) = λ̃+(µm)

ou

λ
−(µm) = λ̃+(µm)
λ+(µm) = λ̃−(µm),
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pour des entiers m appartenant à un sous-ensemble L de N satisfaisant la condition de

Müntz
∑
m∈L

1
m

= +∞. Il est clair que, pour chaque λ±(µm) de σ
(
Λg(ω)

)
, il existe λ̃−(µ`)

ou λ̃+(µ`) dans σ
(
Λg̃(ω)

)
tel que

λ±(µm) = λ̃−(µ`) ou λ±(µm) = λ̃+(µ`).

L’hypothèse
∣∣∣∣∣f ′(k)
f(k)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n− 2 pour k ∈ {0, 1} est utile ici pour assurer l’égalitém = ` dès

que m est assez grand. Cette étape conduit à distinguer le cas où f(0) et f(1) sont égaux
de celui où ils diffèrent. Nous montrons alors que les égalités Tr Λm

g (ω) = Tr Λm
g̃ (ω) et

det Λm
g (ω) = det Λm

g̃ (ω) sont vraies si m est assez grand. Les résultats montrés à l’étape
3 permettent de conclure.

Remarque 3. L’étape 3 établit la conclusion du Théorème 1.1 sous une condition suffisante
dans un cadre plus général. Il se peut donc que certains résultats se recoupent avec ceux
de l’étape 4.

1.2 Réduction du problème à l’étude d’une EDO

Dans cette section, (K, gK) est une variété quelconque fermée de dimension n − 1 et
(M, g) désigne la variété produit [0, 1]×K munie de la métrique g = f(x)(dx2 + gK).

1.2.1 La séparation des variables

Le bord ∂M de M possédant deux composantes connexes distinctes

Γ0 = {0} ×K et Γ1 = {1} ×K,

nous pouvons décomposer H1/2(∂M) en la somme directe

H1/2(∂M) = H1/2(Γ0)⊕H1/2(Γ1).

On adoptera ainsi un point de vue matriciel pour décrire un élément ψ de H1/2(∂M) :

ψ =
ψ0

ψ1

 , ψ0 ∈ H1/2(Γ0) et ψ1 ∈ H1/2(Γ1).
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Le laplacien−∆gK est un opérateur autoadjoint sur L2(K) et possède un spectre ponctuel
(µm), avec µ0 = 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... µm → +∞. On note (Ym)m∈N la base hilbertienne
de fonctions propres associée dans L2(K). En identifiant Γ0 et Γ1 à K, nous pouvons
décomposer ψ0 et ψ1 sur la base (Ym) :

ψ0 =
∑
m∈N

ψ0
mYm, ψ1 =

∑
m∈N

ψ1
mYm

et chercher l’unique solution u(x, y) du problème de Dirichlet (1.1) sous la forme

u(x, y) =
+∞∑
m=0

um(x)Ym(y).

Proposition 1.2.1. Résoudre l’équation (1.1) revient à résoudre le système d’équations
de Sturm-Liouville

− v
′′

m + qvm = −µmvm, sur [0, 1]

vm(0) = f
n−2

4 (0)ψ0
m, vm(1) = f

n−2
4 (1)ψ1

m,
∀m ∈ N, (1.7)

où

q = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
− ωf et ∀m ∈ N, vm = f

n−2
4 um.

Remarque 4. Signalons que le réel µm n’est pas une valeur propre de Dirichlet pour l’opé-

rateur H = − d2

dx2 + q sinon, en notant um une fonction propre associée, la fonction
u = umYm serait solution non triviale du problème de Dirichlet

−∆gu = ωu dans M
u = 0 sur ∂M,

et ω serait dans le spectre de Dirichlet, ce qu’il n’est pas par hypothèse (cet argument est
repris de [DKN19a], Remarque 3.1 p.19).

On prouve la Proposition 1.2.1 :

Démonstration. D’après la loi de transformation de l’opérateur de Laplace-Beltrami par
changement de métrique conforme, on a l’égalité

−∆g = f−
n+2

4 (−∆g0 + df )f
n−2

4 ,
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où g0 = dx2 + gK et df := (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
.

Par suite :

−∆gu(x, y) = ωu(x, y)⇔ f−
n+2

4
(
− ∂2

∂x2 −∆gK + df
)
f
n−2

4 u(x, y) = ωu(x, y)

⇔
(
− ∂2

∂x2 −∆gK + df
)
v(x, y) = ωf(x)v(x, y),

avec le changement de variable v = f
n−2

4 u. On peut décomposer v sur la base (Ym) :

v(x, y) =
+∞∑
m=0

vm(x)Ym(y),

et injecter cette expression dans l’égalité précédente :

−∆gu(x, y) = ωu(x, y)⇔
+∞∑
m=0

(
− ∂2

∂x2 −∆gK + df
)
vm(x)Ym =

+∞∑
m=0

ωf(x)vm(x)Ym

⇔
+∞∑
m=0

(
− v′′m(x) + µmvm(x) + df (x)vm(x)

)
Ym

=
+∞∑
m=0

ωf(x)vm(x)Ym

⇔ ∀m ∈ N, −v′′m(x) + q(x)vm(x) = −µmvm(x),

où q := df − ωf . Enfin :

u = ψ sur ∂Ω⇔

u(0, .) = ψ0

u(1, .) = ψ1
⇔ ∀m ∈ N :

um(0) = ψ0
m

um(1) = ψ1
m

⇔ ∀m ∈ N :

vm(0) = f
n−2

4 (0)ψ0
m

vm(1) = f
n−2

4 (0)ψ1
m

et la fonction vm vérifie bien les conditions au bord de l’équation (1.7). �

Notre étude a donc rapport avec la théorie des équations de Sturm-Liouville unidimen-
sionnelle. Notons que le potentiel q reste indépendant du paramètre m, ce qui va nous
permettre, plus précisément, d’utiliser à profit la théorie de Weyl-Titchmarsh. Le para-
graphe qui suit en rappelle quelques points utiles.
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1.2.2 Fonctions de Weyl-Titchmarsh

Soit l’équation différentielle ordinaire

− u′′ + qu = −zu, z ∈ C. (1.8)

On note {c0, s0} et {c1, s1} les deux systèmes de solutions de (1.8) dont les conditions
initiales vérifientc0(0) = 1, c′0(0) = 0

c1(1) = 1, c′1(1) = 0
et

s0(0) = 0, s′0(0) = 1
s1(1) = 0, s′1(1) = 1.

(1.9)

Étant données deux solutions f et g de (1.8), le wronskien W (f, g) = fg′ − f ′g reste
constant par rapport à la variable x, dépendant ainsi du seul paramètre z. On peut donc
définir les fonctions de la variable complexe suivantes :

Définition 1.2.2. La fonction caractéristique ∆(z) de l’équation (1.8) est définie, pour
tout z dans C, par

∆(z) := W (s0, s1) = s0(1) = −s1(0).

On pose également D(z) := W (c0, s1) = c0(1) et E(z) := W (c1, s0) = c1(0).

Les trois propositions qui suivent joueront plus tard un rôle important (les détails sont
donnés dans [DKN19a] et [PT87]).

Proposition 1.2.3. Notons Π+ = {z ∈ C, <(z) > 0} le demi-plan à droite. Les fonctions
∆, D et E sont analytiques sur C et vérifient sur Π+ les asymptotiques suivantes lorsque
Re(z) tend vers +∞ :

∆(z) = sinh(
√
z)√

z
+ O

(
e|<(

√
z)|

√
z

)
, D(z) = cosh(

√
z) + O

(
e|<(

√
z)|

√
z

)
,

E(z) = cosh(
√
z) +O

(
e|<(

√
z)|

√
z

)

où
√
z désigne la détermination principale de la racine carrée de z. En particulier, ∆(z),

D(z) et E(z) sont des fonctions entières d’ordre
1
2 .
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Proposition 1.2.4. Les racines (αj) de la fonction z 7→ ∆(z) sont réelles et simples. Ce

sont les opposées des valeurs propres de l’opérateur − d2

dx2 + q =: H sur L2
(
(0, 1), dx

)
avec conditions au bord de Dirichlet.

Proposition 1.2.5. La fonction ∆(z) se représente à l’aide d’un produit infini. Il existe
une constante réelle C telle que :

∆(z) = C
∞∏
k=0

(
1− z

αk

)
.

Démonstration. Une conséquence directe de la Proposition 1.2.3 et du théorème de fac-
torisation de Hadamard nous permet de représenter ∆(z) par le produit

∆(z) = Czp
∞∏
k=0

(
1− z

αk

)
,

avec p dans {0, 1}. Pour démontrer que z = 0 n’est pas racine de ∆, nous reprenons
les arguments donnés à la Remarque 4 et présents dans [DKN19a] (Remarque 3.1 p.19).
Supposons donc l’égalité ∆(0) = 0. La Proposition 1.2.4 affirme l’existence d’une fonc-

tion propre u0 associée à la valeur propre 0 pour l’opérateur H = − d2

dx2 + q. D’après la
Proposition 1.2.1, la fonction u := u0Y0 est alors une solution non triviale du problème
de Dirichlet −∆gu = ωu in M

u = 0 on ∂M,

contredisant le fait que ω n’appartient pas à σ(−∆g). �

Remarque 5. La Proposition 1.2.5 nous fournit une caractérisation de ∆(z) par ses zéros
(modulo une constante) puisque ceux-ci sont tous simples.

Considérons à présent les solutions de Weyl-Titchmarsh ψ et φ de (1.8) qui sont de la
forme

ψ(x) = c0(x) +M(z)s0(x), φ(x) = c1(x)−N(z)s1(x)

et vérifiant la condition de Dirichlet au bord respectivement en x = 1 et x = 0. Les fonc-
tions M(z) et N(z) sont appelées fonctions de Weyl-Titchmarsh associées à l’équation
(1.8). On obtient immédiatement :
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Proposition 1.2.6. Les fonctions de Weyl-Titchmarsh M et N s’écrivent :

∀z ∈ C, M(z) = −D(z)
∆(z) , N(z) = −E(z)

∆(z) .

Démonstration. Puisque ψ(1) = 0 et φ(0) = 0, on a :

M(z) = −c0(1, z)
s0(1, z) = −D(z)

∆(z) , N(z) = c1(0, z)
s1(0, z) = −E(z)

∆(z) .

�

Nous verrons que le spectre de Steklov peut s’exprimer à l’aide des fonctions de Weyl-
Titchmarsh et de la fonction caractéristique définies ci-dessus. Nous pourrons alors ex-
ploiter les propriétés d’holomorphie de ∆(z), D(z) et E(z) et faire appel au théorème de
Nevanlinna (les détails sont dans la prochaine section).

1.2.3 Diagonalisation de l’opérateur Dirichlet-à-Neumann

Remarquons tout d’abord que, pour tout m dans N, l’opérateur Λg(ω) stabilise le sous-
espace de dimension 2 engendré par

{
(Ym, 0), (0, Ym)

}
. En effet, pour toutψ dansH1/2(∂M),

en notant u la solution de (1.1) dont la condition au bord est donnée par ψ, on a :

Λg(ω)ψ = Λg(ω)
ψ0

ψ1

 =
(∂νu)|Γ0

(∂νu)|Γ1

 =

− 1√
f(0)

(∂xu)|x=0

1√
f(1)

(∂xu)|x=1


Pour tout entierm, il vient donc (en reprenant les notations utilisées au moment de séparer
les variables) :

Λg(ω)
ψ0

m

ψ1
m

⊗ Ym =

− 1√
f(0)

u′m(0)
1√
f(1)

u′m(1)

⊗ Ym.
La restriction de Λg(ω) à Vect

(
(1, 0)⊗ Ym, (0, 1)⊗ Ym

)
est notée Λm

g (ω). Cet opérateur
induit possède la structure d’une matrice carrée de taille 2Lm(ω) TmR (ω)

TmL (ω) Rm(ω)

 .
Par définition, on a donc
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Lm(ω) TmR (ω)
TmL (ω) Rm(λ)

ψ0
m

ψ1
m

 =

− 1√
f(0)

u′m(0)
1√
f(1)

u′m(1)

 .

Le spectre de Steklov est alors égal à l’union des spectres de chaque opérateur Λm
g (ω).

Remarque 6. L’ordre croissant d’apparition des valeurs propres du spectre de Steklov
global ne coïncide pas nécessairement avec celui des valeurs propres des blocs Λm

g (ω).

Il convient désormais de rechercher l’expression exacte de Λm
g (ω). C’est l’objet de la

Proposition suivante :

Proposition 1.2.7. Pour tout entier m, on a :

Λm
g (ω) =

 −
M(µm)√
f(0)

+ ln′(h)(0)
4
√
f(0)

− 1√
f(0)

h1/4(1)
h1/4(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− ln′(h)(1)

4
√
f(1)


où h := fn−2.

Démonstration. Rappelons que vm désigne lem-ième coefficient de Fourier de v = h1/4u

contre la fonction Ym. On a :

Λm
g (ω)

ψ0
m

ψ1
m

 =

− 1√
f(0)

u′m(0)
1√
f(1)

u′m(1)



=

−
v′m(0)

h1/4(0)
√
f(0)

+ 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) um(0)

v′m(1)
h1/4(1)

√
f(1)
− 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1) um(1)



=

−
v′m(0)

h1/4(0)
√
f(0)

v′m(1)
h1/4(1)

√
f(1)

+

 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) ψ

0
m

− 1
4
√
f(1)

h′(1)
h(1) ψ

1
m


Il reste à trouver une expression du premier terme en fonction du membre de droite.
Puisque vm est une solution de (1.7), elle s’exprime au choix comme combinaison linéaire
des solutions des systèmes fondamentaux

{
c0, s0

}
ou
{
c1, s1

}
définis en (1.9). Il existe

ainsi (α, β, γ, δ) dans C4 vérifiant simultanément :

vm = αc0 + βs0 = γc1 + δs1.

44



1.2. Réduction du problème à l’étude d’une EDO

Par conséquent : vm(0)
vm(1)

 =
α
γ

 =
γc1(0) + δs1(0)
αc0(1) + βs0(1)


La seconde égalité se réécrit α− γc1(0)

γ − αc0(1)

 =
δs1(0)
βs0(1)

 ,
soit encore  1 −c1(0)

−c0(1) 1

α
γ

 =
δs1(0)
βs0(1)

 .

Comme α
γ

 =
h1/4(0)um(0)
h1/4(1)um(1)

 =
h1/4(0)ψ0

m

h1/4(1)ψ1
m


on obtient

 h1/4(0)
s1(0) −h1/4(1)c1(0)

s1(0)

−h1/4(0)c0(1)
s0(1)

h1/4(1)
s0(1)

ψ0
m

ψ1
m

 =
δ
β

 .

Mais δ = v′m(1) et β = v′m(0). Ainsi :

Λm
g (ω)

ψ0
m

ψ1
m

 =

−
v′m(0)

h1/4(0)
√
f(0)

v′m(1)
h1/4(1)

√
f(1)

+

 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) ψ

0
m

− 1
4
√
f(1)

h′(1)
h(1) ψ

1
m



=

 1√
f(0)

c0(1)
s0(1) − 1√

f(0)
h1/4(1)

h1/4(0)s0(1)

1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)s1(0) − 1√

f(1)
c1(0)
s1(0)


ψ0

m

ψ1
m

+

 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) ψ

0
m

− 1
4
√
f(1)

h′(1)
h(1) ψ

1
m



=

 1√
f(0)

c0(1)
s0(1) + 1

4
√
f(0)

h′(0)
h(0) − 1√

f(0)
h1/4(1)

h1/4(0)s0(1)

1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)s1(0) − 1√

f(1)
c1(0)
s1(0) −

1
4
√
f(1)

h′(1)
h(1)


ψ0

m

ψ1
m

 .
On reconnait, par définition, l’expression des fonctions M , N et ∆ évaluées en µm :

M(µm) = −c0(1)
s0(1) , N(µm) = c1(0)

s1(0) et ∆(µm) = −s1(0) = s0(1).
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Autrement dit :

Λm
g (ω) =

−
M(µm)√
f(0)

+ 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) − 1√

f(0)
h1/4(1)
h1/4(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1)


qui est l’égalité cherchée. �

Remarque 7. Pour tout entier m, la quantité ∆(µm) est bien non nulle puisque µm n’est

pas dans le spectre de Dirichlet de H = − d2

dx2 + q.

1.3 Une caractérisation par la trace et le déterminant

Dans cette section, (K, gK) est toujours une variété fermée quelconque de dimension
n − 1 et M = [0, 1] × K le cylindre muni de la métrique g = f(x)(dx2 + gK). Nous y
démontrons le résultat suivant :

Proposition 1.3.1. Supposons que, pour tout entier m, on ait :

det(Λm
g (ω)) = det(Λm

g̃ (ω)) et Tr(Λm
g (ω))=Tr(Λm

g̃ (ω)),

alors
f = f̃ ou f = f̃ ◦ η

où, pour tout x ∈ [0, 1], η(x) = 1− x.

Remarque 8. Cette proposition reste vraie si les égalités portant sur les traces et détermi-
nants de Λm

g (ω) sont satisfaites pour m ≥ m0, avec m0 un entier fixé.

Afin de prouver cette proposition, nous commençons par déterminer les valeurs propres de
l’opérateur induit Λm

g (ω). En fait, la connaissance de leurs asymptotiques, qui est l’objet
du lemme suivant, suffit.

Lemme 1.3.2. L’opérateur induit Λm
g (ω) possède deux valeurs propres λ−(µm) et λ+(µm)

dont les asymptotiques sont données par
λ−(µm) =

m→∞

√
µm√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
√
µm

)

λ+(µm) =
m→∞

√
µm√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
√
µm

)
.
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1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

où l’on a noté h = fn−2.

Remarque 9. Dans le cas où f(0) < f(1), on a asymptotiquement λ−(µm) < λ+(µm).
Cette hypothèse sera faite, sans perte de généralité, chaque fois que f(0) et f(1) seront
différents (c’est pourquoi nous employons les notations λ−(µm) et λ+(µm)).

Remarque 10. D’après la loi de Weyl pour les valeurs propres de l’opérateur de Laplace-
Beltrami, on dispose de l’asymptotique

µm = 4π2
(

Vol(Bn−1)Vol(K)
)− 2

n−1

m
2

n−1 +O(m
1

n−1 ).

En remplaçant, dans l’énoncé du Lemme 1.3.2, la valeur propre µm par l’expression pré-
cédente, il vient :

λ−(µm) =
m→∞

√
µm√
f(1)

+O(1)

= 2π√
f(1)

(
Vol(Bn−1)Vol(K)

)− 1
n−1

m
1

n−1 +O(1).

Puisque la composante Γ1 est une copie de K munie de la métrique γ1 = f(1)gK , on a :

Vol(Γ1) =
∫

Γ1
dVolγ1 = f(1)

n−1
2 Vol(K),

puis
1√
f(1)

= Vol(K)
1

n−1

Vol(Γ1)
1

n−1
. Il vient alors :

λ−(µm) = 2π
(

m

Vol(Bn−1)Vol(Γ1)

) 1
n−1

+O(1).

L’asymptotique de λ−(µm) que l’on obtient n’est donc rien d’autre que la loi de Weyl
restreinte à la composante Γ1. De la même manière, on peut établir :

λ+(µm) = 2π
(

m

Vol(Bn−1)Vol(Γ0)

) 1
n−1

+O(1).

On reconnaît de nouveau la loi de Weyl restreinte à la composante Γ0.
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Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov

Remarque 11. Les égalités du Lemme 1.3.2 mettent en exergue les relations entre le
spectre de Steklov et celui du laplacien sur le bord. Notons les valeurs propres de l’opé-
rateur de Laplace-Beltrami sur

(
K, f(0)gK

)
par

µ
(0)
0 ≤ µ

(0)
1 ≤ µ

(0)
2 ≤ ...→ +∞

avec µ(0)
m = µm

f(0) pour m ∈ N. Le Lemme 1.3.2 implique en particulier qu’il existe une

constante C(0)
f > 0 ne dépendant que du facteur conforme f et de sa dérivée en x = 0

telle que ∣∣∣λ+(µm)−
√
µ

(0)
m

∣∣∣ ≤ C
(0)
f .

Cette estimation peut être rapprochée d’autres résultats obtenus dans [PS19] (Théorème
1.7 p.2) où il est démontré que, pour un domaine borné ∂Ω ⊂ Rn dont le bord est C2 et
connexe, il existe une borne CΩ > 0, dépendant de Ω seulement, telle que

|λm −
√
µm| ≤ CΩ, ∀m ∈ N,

où λm et µm sont respectivement la m-ième valeur propre de Steklov et la m-ième va-
leur propre de Dirichlet au bord. Dans notre cas, C(0)

f ne dépend que de la métrique de la
composante du bord (K, f(0)gK). On peut établir un second parallèle avec un récent ar-
ticle ([CGH19], Théorème 3, p.3) où il est démontré que la borne précédente CΩ peut être
choisie uniformément par rapport à une classe de variétésM vérifiant certaines conditions
géométriques au voisinage du bord.

De façon similaire, le Lemme 1.3.2 entraîne l’existence d’une borne C(1)
f > 0 ne dépen-

dant que du facteur conforme f en x = 1 et telle que

∣∣∣λ−(µm)−
√
µ

(1)
m

∣∣∣ ≤ C
(1)
f

où µ(1)
m = µm

f(1) est la m-ième de l’opérateur de Laplace-Beltrami sur
(
S, f(1)gS

)
.

Démontrons maintenant le Lemme 1.3.2.

Démonstration. On distingue deux cas :

• Supposons f(0) 6= f(1) (par exemple f(0) < f(1)) et, pour alléger les notations, notons
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1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

C0 = ln(h)′(0)
4
√
f(0)

, C1 = ln(h)′(1)
4
√
f(1)

.

Le polynôme caractéristique P (X) de Λm
g (ω) est

P (X) = X2 − Tr(Λm
g (ω))X + det(Λm

g (ω)).

Grâce aux Propositions 1.2.3 et 1.2.7, pour m assez grand, Tr(Λm
g (ω)) et det(Λm

g (ω))
vérifient

Tr(Λm
g (ω)) = −M(µm)√

f(0)
− N(µm)√

f(1)
+ C0 − C1.

det(Λm
g ) =

(
− M(µm)√

f(0)
+ C0

)(
− N(µm)√

f(1)
− C1

)
+O(µme−2√µm).

L’asymptotique du discriminant δ de P (X) en fonction de M(µm) et N(µm) est donc

δ =
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 −

N(µm)√
f(1)

− C1

)2

− 4
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0

)(
− N(µm)√

f(1)
− C1

)

+O(µme−2√µm).

=
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + N(µm)√

f(1)
+ C1

)2

+O(µme−2√µm).

(1.10)

On fait ici appel à la représentation asymptotique de la fonction M obtenue par Barry
Simon dans l’article [Sim99] :

Théorème 1.3.3. M(z2) admet le développement limité suivant :

∀A ∈ N, −M(z2) =
z→∞

z +
A∑
j=0

βj(0)
zj+1 + o

(
1

zA+1

)

où, pour tout x de [0, 1], βj(x) est défini par :


β0(x) = 1

2q(x)

βj+1(x) = 1
2β
′
j(x) + 1

2

j∑
l=0

βl(x)βj−l(x).

Par symétrie, on en déduit :
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Corollaire 1.3.4. N(z2) admet le développement limité suivant :

∀A ∈ N, −N(z2) =
z→∞

z +
A∑
j=0

γj(0)
zj+1 + o

(
1

zA+1

)

où, pour tout x de [0, 1], γj(x) est défini par :


γ0(x) = 1

2q(1− x)

γj+1(x) = 1
2γ
′
j(x) + 1

2

j∑
l=0

γl(x)γj−l(x).

Démontrons le Corollaire 1.3.4 :

Démonstration. Posons : c̃0 = c0 ◦ η
c̃1 = c1 ◦ η

et

s̃0 = s0 ◦ η
s̃1 = s1 ◦ η

où les fonctions c0, c1, s0 et s1 sont définies en (1.9) et où, pour x ∈ [0, 1], η(x) = 1− x.
Alors {c̃0, c̃1} et {s̃0, s̃1} sont deux systèmes fondamentaux de solutions de l’équation

ũ′′(x) + q(1− x)ũ(x) = −zũ(x), ∀x ∈ [0, 1]

dont les conditions initiales sont données par :

c̃1(0) = 1, c̃′1(0) = 0
c̃0(1) = 1, c̃′0(1) = 0

et

− s̃1(0) = 0, −s̃′1(0) = 1
− s̃0(1) = 0, −s̃′0(1) = 1.

La première fonction de Weyl-Titchmarsh M̃ s’écrit

M̃(z) = W (c̃1,−s̃0)
W (−s̃0,−s̃1) ,

où W (f, g) désigne le wronskien de solutions f et g de l’équation de Sturm-Liouville
(1.8). Un tel wronskien étant constant par rapport à x, il vient :

W (c̃1,−s̃0) = (c̃′1s̃0 + s̃′0c̃1)(1) = −c̃1(1) = −c1(0).

et
W (−s̃0,−s̃1) = s̃1(1) = s1(0).
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1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

Par suite :
M̃(z) = −c0(1)

s0(1) = N(z). (1.11)

D’après les asymptotiques du Théorème 1.3.3 pour M̃(z2), on a alors

∀A ∈ N : −N(z2) = −M̃(z2) =
z→∞

z +
A∑
j=0

γj(0)
zj+1 + o

(
1

zA+1

)

où, pour tout x ∈ [0, 1], γj(x) est défini par :


γ0(x) = 1

2q(1− x)

γj+1(x) = 1
2γ
′
j(x) + 1

2

j∑
l=0

γl(x)γj−l(x).

�

Des Théorème 1.3.3 et Corollaire 1.3.4, on déduit les égalités

−M(µm)√
f(0)

+ N(µm)√
f(1)

=
(

1√
f(0)

− 1√
f(1)

)
︸ ︷︷ ︸

>0

√
µm +O

(
1
√
µm

)
.

Ceci et l’expression du discriminant (1.10) permettent d’écrire

√
δ =

(
N(µm)√
f(1)

− M(µm)√
f(0)

+ C0 + C1

)√√√√1 +O

(
e−2√µm

)

= N(µm)√
f(1)

− M(µm)√
f(0)

+ C0 + C1 +O
(√

µme
−2√µm

)
.

En remplaçant cette dernière expression de
√
δ dans les égalités


λ−(µm) = 1

2

[(
− M(µm)√

f(0)
− N(µm)√

f(1)
+ C0 − C1

)
−
√
δ

]

λ+(µm) = 1
2

[(
− M(µm)√

f(0)
− N(µm)√

f(1)
+ C0 − C1

)
+
√
δ

]
,

puis en exprimant C1 et C2 par leurs valeurs etM(µm) etN(µm) par leurs asymptotiques,
on obtient bien
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Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov


λ−(µm) =

√
µm√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
√
µm

)

λ+(µm) =
√
µm√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
√
µm

)
.

• Supposons à présent f(0) = f(1). Dans ce cas, l’opérateur induit

Λm
g (ω) =

−
M(µm)√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

− 1√
f(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(0)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− ln(h)′(1)

4
√
f(1)


étant symétrique, on peut invoquer un résultat bien connu sur les quasi-modes :

Lemme 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur autoadjoint de L(H).
Soit ε > 0. Supposons qu’il existe un réel λ0 et u0 un vecteur unitaire dans H tels que
‖(A− λ0Id)u0‖ ≤ ε. Alors on peut trouver λ dans le spectre de A tel que |λ− λ0| ≤ ε.

On applique ce théorème à A = Λm
g (ω), λ0 = −M(µm)√

f(0)
+ ln(h)′(0)

4
√
f(0)

et U0 =
1

0

.

On a

A− λ0I2 =

 0 − 1√
f(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(0)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− ln(h)′(1)

4
√
f(1)
− λ0

 ,
puis

(A− λ0I2)U0 = − 1√
f(0)

 0
1

∆(µm)

 = O(√µme−
√
µm).

D’après le Lemme 1.3.5, on dispose de λ+
m ∈ σ(Λm

g (ω)) tel que

λ+
m = −M(µm)√

f(0)
+ ln(h)′(0)

4
√
f(0)

+O(√µme−
√
µm)

=
√
µm√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
√
µm

)
.

La seconde valeur propre λ−m (nécessairement distincte de λ+
m car Λm

g (ω) n’est pas une
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homothétie) peut alors se déduire de la première via l’égalité

λ−m = Tr
(
Λm
g (ω)

)
− λ+

m

= −N(µm)√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

+O(√µme−
√
µm)

=
√
µm√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
√
µm

)
.

�

Lemme 1.3.6. Sous les hypothèses de la Proposition 1.3.1, on a l’alternativef(0) = f̃(0)
f(1) = f̃(1)

ou

f(0) = f̃(1)
f(1) = f̃(0).

Démonstration. D’après le Lemme 1.3.2, les égalités des traces

Tr(Λm
g (ω))
√
µm

=
Tr(Λm

g̃ (ω))
√
µm

, ∀m ∈ N.

impliquent en particulier

1√
f(0)

+ 1√
f(1)

= 1√
f̃(0)

+ 1√
f̃(1)

.

De même, à partir des égalités des déterminants

det(Λm
g (ω))
µm

=
det(Λm

g̃ (ω))
µm

∀m ∈ N,

on tire
1√

f(0)f(1)
= 1√

f̃(0)f̃(1)
,

ce qui termine la preuve. �

On poursuit la preuve du Théorème 1.3.1 :

Cas 1 : f(0) = f̃(0) et f(1) = f̃(1).
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Lemme 1.3.7. Sous les hypothèses de la Proposition 1.3.1, on a :

∆(z) = ∆̃(z), ∀z ∈ C. (1.12)

Démonstration. L’hypothèse Tr(Λm
g (ω)) = Tr(Λm

g̃ (ω)) de la Proposition 1.3.1 se réécrit :
pour tout µm de σ(−∆gK ),

(
− M(µm)√

f(0)
+ ln(h)′(0)

4
√
f(0)

)
+
(
− N(µm)√

f(1)
− ln(h)′(1)

4
√
f(1)

)
=
(
− M̃(µm)√

f(0)
+ ln(h̃)′(0)

4
√
f(0)

)

+
(
− Ñ(µm)√

f(1)
− ln(h̃)′(1)

4
√
f(1)

)
.

Les asymptotiques des fonctions de Weyl-Titchmarsh fournies par le Théorème 1.3.3 per-
mettent, en faisant tendre m vers +∞, d’identifier les constantes de l’égalité précédente :

ln(h)′(0)
4
√
f(0)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

= ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

− ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

. (1.13)

En particulier :
M(µm)√
f(0)

+ N(µm)√
f(1)

= M̃(µm)√
f(0)

+ Ñ(µm)√
f(1)

,

ou, de façon équivalente :

∆̃(µm)
(
D(µm)√
f(0)

+ E(µm)√
f(1)

)
= ∆(µm)

(
D̃(µm)√
f(0)

+ Ẽ(µm)√
f(1)

)
. (1.14)

L’hypothèse det(Λm
g (ω)) = det(Λm

g̃ (ω)) s’écrit également

(
M(µm)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

)(
N(µm)√
f(1)

+ ln(h)′(1)
4
√
f(1)

)
− 1√

f(0)f(1)∆2(µm)

=
(
M̃(µm)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

)
×
(
Ñ(µm)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

)
− 1√

f(0)f(1)∆̃2(µm)
.

En multipliant de part et d’autre cette égalité par −∆2(µm)∆̃2(µm), on obtient :
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∆̃2(µm)
[(
D(µm)√
f(0)

+ ∆(µm) ln(h)′(0)
4
√
f(0)

)(
E(µm)√
f(1)

−∆(µm) ln(h)′(1)
4
√
f(1)

)
+ 1√

f(0)f(1)

]

= ∆2(µm)
[(
D̃(µm)√
f(0)

+ ∆̃(µm) ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

)

×
(
Ẽ(µm)√
f(1)

− ∆̃(µm) ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

)
+ 1√

f(0)f(1)

]
.

(1.15)

Nous allons montrer que les égalités (1.14) et (1.15) se prolongent sur tout le demi-plan
complexe à droite. À cette fin, rappelons ce qu’est la classe de Nevanlinna :

Définition 1.3.8. Soit Π+ = {z ∈ C, <(z) > 0} le demi-plan complexe à droite. La
classe de Nevanlinna N (Π+) est l’ensemble des fonctions analytiques f définies sur Π+

telles que

sup
0<r<1

∫ π

−π
ln+

∣∣∣∣∣f
(

1− reiθ
1 + reiθ

)∣∣∣∣∣dθ <∞,
avec

ln+(x) =

 ln x si ln(x) ≥ 0
0 si ln(x) < 0.

On a le résultat suivant [Ram99] :

Proposition 1.3.9. Soit h une fonction analytique définie sur Π+, A et C deux constantes
strictement positives. Supposons :

|h(z)| ≤ CeA<(z), ∀z ∈ Π+.

Alors h ∈ N (Π+).

En vertu des asymptotiques de la Proposition 1.2.3, les fonctions analytiques définies par
δ : z 7→ ∆(z2), d : z 7→ D(z2) et e : z 7→ E(z2) appartiennent àN (Π+). Ici intervient de
manière décisive un résultat d’unicité portant sur les fonctions de la classe de Nevanlinna
(voir [Ram99]) énoncé dans le théorème suivant, qui va nous permettre d’étendre sur C
les égalités discrètes de la trace et du déterminant obtenues précédemment.

Théorème 1.3.10. Soit h dansN (Π+) et L un sous-ensemble dénombrable de R+ tel que
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∑
µ∈L

1
µ

= +∞.

Alors (
h(µ) = 0, ∀µ ∈ L

)
⇒ h ≡ 0 sur Π+.

D’après la loi de Weyl (cf [SV97]), on a :

µm =
m→+∞

c(K)m
2

n−1 +O(m
1

m−1 )

où c(K) = (2π)2(
ω1vol(K)

) 2
n−1

et où ω1 désigne le volume de la boule unité dans Rn−1. Pour

un entier T fixé, on dispose donc de l’asymptotique

µ(mT )n−1

c(K)T 2 = m2 + O(m)
c(K)T .

puis : √
µ(mT )n−1

c(K)T 2 = m+ O(1)
T

Dès lors, si T est suffisamment grand, les réels√µ(mT )n−1 sont toujours distincts. Posons

L = {√µ(mT )n−1 , m ∈ N}.

L’équivalent √µ(mT )n−1 ∼
m→+∞

√
c(K)Tm entraîne, par divergence de la série harmo-

nique, l’égalité ∑
µ∈L

1
µ

= +∞.

Les conditions sont donc remplies pour appliquer le Théorème 1.3.10 aux relations (1.14)
et (1.15) : elles restent vraies en remplaçant µm par z2 dans C, puis par z.

À présent, nous voulons montrer, pour tout z dans C, l’égalité

∆(z) = ∆̃(z).

Rappelons que les fonctions caractéristiques ∆ et ∆̃ sont entières, d’ordre 1/2 et que leurs
racines sont simples. D’après le théorème de factorisation de Hadamard (voir Proposition
1.2.5) ces fonctions sont caractérisées par leurs racines (à une constante multiplicative
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près). En vue d’identifier ∆ et ∆̃, il suffit donc de montrer que leurs racines sont les
mêmes. Posons P = {αj ∈ C, ∆(αj) = 0} et considérons un élément αk de P . Par

définition, −αk est une valeur propre de l’opérateur H = − d2

dx2 + q avec conditions de
Dirichlet au bord. D’après la Proposition 1.2.4, αk est réel. Le potentiel q étant également
réel, les quantités D(αk) et E(αk) le sont aussi. L’évaluation en αk des égalités (1.14) et
(1.15), dont on a montré qu’elles étaient valables sur C, mène au système suivant :



(
D(αk)√
f(0)

+ E(αk)√
f(1)

)
∆̃(αk) = 0

(
D(αk)E(αk)− 1√

f(0)f(1)

)
∆̃(αk)2 = 0.

Pour terminer, nous distinguons deux cas :

• Si
D(αk)√
f(0)

+ E(αk)√
f(1)

6= 0, alors ∆̃(αk) = 0.

• Sinon
D(αk)√
f(0)

= −E(αk)√
f(1)

. D’après la seconde égalité du système, il vient :

(
D(αk)2

f(0) + 1√
f(0)f(1)

)
∆̃(αk)2 = 0.

Or D(αk) est réel, donc ∆̃(αk) = 0. Par symétrie, on en déduit que ∆ et ∆̃ ont les
mêmes racines. Il existe donc une constante réelle C telle que ∆ = C∆̃. Enfin, d’après la
Proposition 1.2.3, les fonctions ∆ et ∆̃ vérifient chacune l’asymptotique

∆(z), ∆̃(z) ∼ sinh(
√
z)√

z
,

ce qui implique C = 1 et termine la preuve du Lemme 1.3.7. �

Remarque 12. En fait, l’égalité ∆(z) = ∆̃(z) pour tout z ∈ C est équivalente à l’isospec-

tralité de q et q̃ pour le problème de Dirichlet associé à H = − d2

dx2 + q.

Nous pouvons à présent simplifier par ∆(z) dans les égalités (1.14) et (1.15) (toujours
avec µm remplacé par z), ce qui conduit au système
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

(
M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

)
+
(
N(z)√
f(1)

+ ln(h)′(1)
4
√
f(1)

)
=
(
M̃(z)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

)

+
(
Ñ(z)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

)
(
M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

)(
N(z)√
f(1)

+ ln(h)′(1)
4
√
f(1)

)
=
(
M̃(z)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

)

×
(
Ñ(z)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

)

et, pour tout z dans C\P , à l’alternative



M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

= M̃(z)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

N(z)√
f(1)

+ ln(h)′(1)
4
√
f(1)

= Ñ(z)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

,

ou 

M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

= Ñ(z)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

N(z)√
f(1)

+ ln(h)′(1)
4
√
f(1)

= M̃(z)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

.

• Supposons d’abord que le premier système soit satisfait pour tout z dans C\P . Alors,
en remplaçant M(z) et M̃(z) par leur asymptotique commune

√
z + o(1), on obtient

ln(h)′(0)
4
√
f(0)

= ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

,

ce qui entraîne l’égalité

M(z) = M̃(z) pour tout z de C\P .

D’après le Théorème de Borg-Marchenko (voir par exemple [Sim99]) :

q = q̃ sur [0, 1]. (1.16)
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Rappelons enfin que

q = (h1/4)′′
h1/4 − ωf,

où l’on a posé h = fn−2 (respectivement q̃ et h̃ = f̃n−2).

En dimension n = 2 : la conclusion est immédiate. Dans ce cas, q = −ωf et, ω étant
non nul,

f = f̃ sur [0, 1].

En dimension n ≥ 2 : on remarque que f et f̃ sont chacune solution de l’équation
différentielle d’ordre 2 (

u
n−2

4
)′′
− ωu

n+2
4 = qu

n−2
4

De plus, l’égalité f(0) = f̃(0) et la relation

ln(h)′(0)
4
√
f(0)

= ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

,

entraînent
f ′(0) = f̃ ′(0).

Finalement, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz :

f = f̃ sur [0, 1].

• Supposons à présent qu’il existe un z0 dans C tel que

M(z0)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

6= M̃(z0)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

.

Par continuité, nous pouvons trouver une boule B centrée en z0 satisfaisant

M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

6= M̃(z)√
f(0)

− ln(h̃)′(0)
4
√
f(0)

, ∀z ∈ B.

Mais alors nécessairement :

M(z)√
f(0)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

= Ñ(z)√
f(1)

+ ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

, ∀z ∈ B. (1.17)
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Par prolongement analytique, l’égalité précédente est vraie pour tout z dans C\P . En
remplaçant M(z) et Ñ(z) par leurs asymptotiques, cette égalité implique

f(0) = f(1) et ln′(h)(0)
4
√
f(0)

= − ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

. (1.18)

En simplifiant dans (1.17), on trouve alors :

M(z) = Ñ(z) pour tout z ∈ C\R.

Par symétrie, Ñ joue le même rôle que celui de M̃ pour le potentiel x 7→ q̃(1−x). D’après
le Théorème de Borg-Marchenko :

q(x) = q̃(1− x) ∀x ∈ [0, 1].

Puisque f(0) = f̃(1) et f ′(0) = −f̃ ′(1) d’après (1.18), on obtient finalement par
Cauchy-Lipschitz :

f = f̃ ◦ η sur: [0, 1],

avec η(x) = 1− x.

Cas 2 : f(0) = f̃(1) et f(1) = f̃(0).

Il suffit d’intervertir les rôles de M et N , puis d’appliquer le premier cas.

1.4 Unicité de la trace et du déterminant

On suppose désormais que la variété transverse (K, gK) est (Sn−1, gS). L’objet de cette
section est la preuve du résultat suivant :

Proposition 1.4.1. Supposons σ(Λg(ω)) = σ(Λg̃(ω)). Il existe alors m0 ∈ N tel que :

∀m ∈ N, m ≥ m0 ⇒ det(Λm
g (ω)) = det(Λm

g̃ (ω)) et Tr(Λm
g (ω)) =Tr(Λm

g̃ (ω)).

On commence par le lemme suivant :

Lemme 1.4.2. Sous l’hypothèse σ(Λg(ω)) = σ(Λg̃(ω)) on a l’alternative :f(0) = f̃(0)
f(1) = f̃(1)

ou

f(0) = f̃(1)
f(1) = f̃(0).
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Démonstration. Introduisons l’ensemble

Σ
(
Λg(ω)

)
= {λ±(κm), m ∈ N}

où (κm) désigne la suite des valeurs propres de l’opérateur−∆S sur la sphère Sn−1 (munie
de sa métrique usuelle) comptées sans multiplicité. Par hypothèse, on a donc :

Σ
(
Λg(ω)

)
= Σ

(
Λg̃(ω)

)
.

Pour tout entierm, on dispose d’une expression explicite de κm (voir par exemple [Shu87]),
à savoir :

κm = m(m+ n− 2).

La preuve du Lemme 1.4.2 se déroule en deux temps.

Étape 1. Il est aisé, en premier lieu, d’établir l’égalité

f(0)
n−1

2 + f(1)
n−1

2 = f̃(0)
n−1

2 + f̃(1)
n−1

2 . (1.19)

En effet, la donnée du spectre de Steklov caractérise le volume du bord de M : c’est
une conséquence directe de la loi de Weyl (1.4) pour les valeurs propres de Steklov (voir
[GP17]). Dans notre cadre, le bord connexe est l’union disjointe de Γ0 et Γ1 où, pour
i ∈ {0, 1}, Γi est la sphère Sn−1 munie de la métrique γi = f(i)gS. Par suite :

Vol
(
∂M

)
= Vol

(
∂M̃

)
⇔
∫

Γ0
dVolγ0 +

∫
Γ1
dVolγ1 =

∫
Γ0
dVolγ̃0 +

∫
Γ1
dVolγ̃1 ,

ce qui se réécrit(
f(0)n−1

2 + f(1)n−1
2

)
Vol(Sn−1) =

(
f̃(0)n−1

2 + f̃(1)n−1
2

)
Vol(Sn−1),

et aboutit donc à l’égalité cherchée.

Étape 2. Nous démontrons par l’absurde que f(0) appartient à l’ensemble {f̃(0), f̃(1)}.
Supposons donc le contraire. Sans perte de généralité, on peut se placer dans la situation

61



Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov

où f(0) < min{ ˜f(0), f̃(1)}. L’égalité (1.19) entraîne alors

f(1) > max{f̃(0), f̃(1)}. (1.20)

La stratégie consiste à montrer qu’il existe un élément du spectre Σ
(
Λg(ω)

)
qui n’appar-

tient pas à Σ
(
Λg̃(ω)

)
, ce qui contredira l’hypothèse d’égalité des spectres.

Soit ε et A deux réels strictement positifs. Définissons

αA = inf{|λ+(κn)− λ−(κm)| |m,n ≥ A}.

Alors, pour A choisi suffisamment grand, αA vérifie : αA ≤
1

2
√
f(1)

+ ε.

En effet, soit un entier n. Posons

m = max
{
j ∈ N

∣∣∣ λ−(κj) < λ+(κn)− 1
2
√
f(1)

− ε

2

}
.

Par définition de m, on a :

λ−(κm+1) ≥ λ+(κn)− 1
2
√
f(1)

− ε.

Mais

λ−(κm+1) = λ−(κm) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

< λ+(κn)− 1
2
√
f(1)

− ε

2 + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

< λ+(κn) + 1
2
√
f(1)

+ ε

2 +O

(
1
m

)

et par conséquent :

αA ≤ |λ+(κn)− λ−(κm+1)| ≤ 1
2
√
f(1)

+ ε, pour m,n ≥ A assez grands.

D’après ce qui précède, on dispose donc de deux entiers m et n, aussi grands que l’on
souhaite, tels que

− 1
2
√
f(1)

− ε ≤ λ+(κn)− λ−(κm) ≤ 1
2
√
f(1)

+ ε. (1.21)
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Par l’égalité des ensembles Σ
(
Λg(ω)

)
et Σ

(
Λg̃(ω)

)
, il existe deux éléments λ̃1 et λ̃2 de

Σ
(
Λg̃(ω)

)
tels que

{λ−(κm), λ+(κn)} = {λ̃1, λ̃2}.

Remarquons que, si λ−(κm) et λ+(κn) diffèrent, alors les éléments λ̃1 et λ̃2 ne peuvent
appartenir tous deux à la même suite (λ̃−(κ`)) ou (λ̃+(κp)) car, pour des indices m et n
assez grands, on aurait alors

|λ̃1 − λ̃2| ≥ min
{

1√
f̃(0)

,
1√
f̃(1)

}
− ε

et, choisissant ε assez petit, cela contredirait (1.20) et (1.21). Par conséquent, il existe
(`, p) dans N2 tel que

{λ−(κm), λ+(κn)} = {λ̃−(κ`), λ̃+(κp)}.

Supposons, sans perte de généralité, que l’on puisse apparier les valeurs propres suivant
le système λ

−(κm) = λ̃−(κ`)
λ+(κn) = λ̃+(κp).

(1.22)

∗ Cas 1 : λ−(κm) ≤ λ+(κn). Alors λ−(κm+1) ne peut s’identifier à un élément de
Σ(Λg̃(ω)). En effet, d’une part :

λ−(κm+1) = λ−(κm) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

= λ̃−(κ`) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

= λ̃−(κ`+1) +
[

1√
f(1)

− 1√
f̃(1)︸ ︷︷ ︸

<0

]
+O

(
1
m

)
+O

(
1
`

)

63



Chapitre 1 – Isospectralité au sens de Steklov

Donc, pour m et ` assez grands, on a : λ̃−(κ`) < λ−(κm+1) < λ̃−(κ`+1). D’autre part :

λ−(κm+1) = λ−(κm) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

≤ λ+(κn) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

= λ̃+(κp) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

= λ̃+(κp+1) +
[

1√
f(1)

− 1√
f̃(0)︸ ︷︷ ︸

<0

]
+O

(
1
m

)
+O

(
1
p

)
.

Enfin, à l’aide de (1.21) et (1.22), nous obtenons

λ−(κm+1) = λ−(κm) + 1√
f(1)

+O

(
1
m

)

= λ−(κm) + 1
2
√
f(1)

+ ε+O

(
1
m

)
+ 1

2
√
f(1)

− ε

≥ λ̃+(κp) + 1
2
√
f(1)

− 2ε.

Par conséquent, pour m et p assez grands :

λ̃+(κp) < λ−(κm+1) < λ̃+(κp+1).

Les suites (λ̃−(κm)) et (λ̃+(κm)) étant strictement croissantes (au moins à partir d’un
certain rang), aucun élément de Σ(Λg̃(ω)) ne peut être égal à λ−(κm+1). Ceci contredit
l’égalité Σ(Λg̃(ω)) = Σ(Λg(ω)).

∗ Cas 2 : λ−(κm) > λ+(κn). Des arguments semblables permettent d’établir :

max
(
λ̃−(κ`−1), λ̃+(κp−1)

)
< λ−(κm−1) < min

(
λ̃−(κ`), λ̃+(κp)

)
.

Enfin, si nous avions supposé

λ
−(κm) = λ̃+(κp)
λ+(κn) = λ̃−(κ`)
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alors, par échange des rôles de f̃(0) et f̃(1), nous aurions montré que λ−(κm+1) ou
λ−(κm−1) n’appartient pas à l’ensemble Σ(Λg̃(ω)).

Ainsi : f(0) ∈ {f̃(0), f̃(1)}. Ceci, combiné à l’égalité (1.19), donne la conclusion. �

Dans toute la suite, sans perte de généralité, on va supposer

f(0) = f̃(0) et f(1) = f̃(1),

le cas où f(0) = f̃(1) et f(1) = f̃(0) s’obtenant par un échange des rôles de λ̃−(κm) et
λ̃+(κm). Nous distinguons maintenant deux cas, en commençant par le plus simple.

1.4.1 Le cas f(0) = f(1)

Sans perte de généralité, on suppose f(0) = f(1) = 1. D’après le Lemme 1.3.2, chaque
opérateur Λm

g (ω) possède deux valeurs propres λ−(µm) et λ+(µm) dont les asympto-
tiques sont données par :


λ−(µm) = √µm −

h′(1)
4 +O

(
1
√
µm

)

λ+(µm) = √µm + h′(0)
4 +O

(
1
√
µm

)
.

(1.23)

Pour m dans N, posons

Vm =
{
λ−(κm), λ+(κm)

}
et Ṽm :=

{
λ̃−(κm), λ̃+(κm)

}
.

• En dimension 2

Puisque
√
κm s’écrit

√
κm = m+ n− 2

2 +O

(
1
m

)
,

les valeurs propres λ±(κm) satisfont les asymptotiques suivantes :


λ−(κm) = m+O

(
1
m

)

λ+(κm) = m+O

(
1
m

)
.
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Si m est assez grand, les ensembles Vm et Ṽm sont tous deux inclus dans l’intervalle[
m − 1

4 ,m + 1
4
]
. En particulier leur intersection Vm ∩ Ṽm′ est vide si m et m′ diffèrent.

L’hypothèse Σ
(
Λg(ω)

)
= Σ

(
Λg̃(ω)

)
conduit alors aux égalités Vm = Ṽm à partir d’un

certain rang. Il existe donc un entier m0 tel que, pour m ≥ m0 :

λ
−(κm) + λ+(κm) = λ̃−(κm) + λ̃+(κm)
λ−(κm)λ+(κm) = λ̃−(κm)λ̃+(κm).

Bien entendu, les égalités précédentes restent vraies en remplaçant κm par µm. On a donc
montré :

∀m ∈ N, m ≥ m0 ⇒ Tr(Λm
g (ω)) = Tr(Λm

g̃ (ω)) et det(Λm
g (ω)) = det(Λm

g̃ (ω)).

• En dimension n ≥ 3

Les asymptotiques (1.23) se réécrivent


λ−(κm) = m+ n− 2

2 − h′(1)
4 +O

(
1
m

)

λ+(κm) = m+ n− 2
2 + h′(0)

4 +O

(
1
m

)
.

(1.24)

Contrairement au cas de la dimension deux, il n’est pas possible de conclure aussitôt
à l’égalité des ensembles Vm et Ṽm pour m grand, ceci en raison de la présence des
constantes h′(0) et h′(1).

Proposition 1.4.3. Il existe un sous-ensemble L de N tel que
∑
m∈L

1
m

= +∞ et

∀m ∈ L,

λ
−(κm) + λ+(κm) = λ̃−(κm) + λ̃+(κm)
λ−(κm)λ+(κm) = λ̃−(κm)λ̃+(κm).

Démonstration. Nous commençons par le lemme suivant :

Lemme 1.4.4. Il existe un sous-ensemble L1 de N tel que
∑
m∈L1

1
m

= +∞ et

(
λ−(κm) = λ̃−(κm), ∀m ∈ L1

)
ou

(
λ−(κm) = λ̃+(κm), ∀m ∈ L1

)
.
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Démonstration. Puisque les ensembles Σ
(
Λg(ω)

)
et Σ

(
Λg̃(ω)

)
sont supposés égaux, on

a l’inclusion

{λ−(κm), m ∈ N} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N} ∪ {λ̃+(κm), m ∈ N}.

Il existe donc une suite d’entiers (am) vérifiant
∑
m∈N

1
am

= +∞ et

{λ−(κam), m ∈ N} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N} ou
{λ−(κam), m ∈ N} ⊂ {λ̃+(κm), m ∈ N}.

Traitons par exemple le premier cas (le second est semblable). Il existe une autre suite
d’entiers (ãm) telle que

λ−(κam) = λ̃−(κãm), ∀m ∈ N.

En remplaçant les valeurs propres précédentes par leurs asymptotiques rappelées en (1.24),
on obtient

am − ãm = h̃′(1)
4 − h′(1)

4 +O

(
1
am

)
.

La suite d’entiers (am − ãm) converge donc vers
n− 2

4
f ′(1)
f(1) −

n− 2
4

f̃ ′(1)
f̃(1)

. Ce dernier

nombre doit alors être également entier. Par hypothèse :

f, f̃ ∈ Cb =
{
f ∈ C∞([0, 1]),

∣∣∣∣∣f ′(i)f(i)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n− 2 , i ∈ {0, 1}

}
.

et donc ∣∣∣∣∣n− 2
4

f ′(1)
f(1) −

n− 2
4

f̃ ′(1)
f̃(1)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2 .

La quantité de gauche étant entière, elle doit valoir 0. On a montré, pour m ≥ m0, les
égalités :

am = ãm.

En posant L1 = {am, m ≥ m0}, la preuve du Lemme 1.4.4 est établie. �

Nous terminons maintenant la démonstration de la Proposition 1.4.3. Supposons satis-
faites, par exemple, les égalités :

λ−(κm) = λ̃−(κm), ∀m ∈ L1.
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Réitérons les mêmes arguments que ceux de la preuve précédente. On a l’inclusion :

{λ+(κm), m ∈ L1} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N} ∪ {λ̃+(κm), m ∈ N}

Il existe une suite d’entiers, notée (bm) ∈ L1, telle que
∑
m∈N

1
bm

= +∞ et :

{λ+(κbm), m ∈ N} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N} ou
{λ+(κbm), m ∈ N} ⊂ {λ̃+(κm), m ∈ N}.

• Dans le second cas, on dispose d’une suite (b̃m) telle que

λ+(κbm) = λ̃+(κb̃m),

ce qui implique, comme précédemment, bm = b̃m. En posant L = {bm, m ∈ N} on
obtient, pour tout m dans L :

λ
−(κm) = λ̃−(κm)
λ+(κm) = λ̃+(κm).

• Dans le premier cas, on établirait de même :

λ+(κbm) = λ̃−(κbm)
(

= λ−(κbm)
)
.

Mais ceci ne peut advenir puisque Λbm
g (ω) serait alors une homothétie, ce qui contredirait

la structure de la matrice Λbm
g (ω). Ceci conclut la preuve de la Proposition 1.4.3. �

Rappelons que P désigne l’ensemble des racines de ∆(z). Pour tout z dans C\P , posons

B(z) = −D(z) + E(z)
∆(z) + C0 − C1 (1.25)

C(z) =
(
− D(z)

∆(z) + C0

)(
− E(z)

∆(z) − C1

)
− 1√

f(0)f(1)∆(z)2
, (1.26)

où

C0 = ln(h)′(0)
4
√
f(0)

, C1 = ln(h)′(1)
4
√
f(1)

.

Pour tout m dans N, on a (voir la preuve du Lemme 1.3.2) :

68



1.4. Unicité de la trace et du déterminant

B(κm) = λ−(κm) + λ+(κm) et C(κm) = λ−(κm)λ+(κm).

Introduisons sur Π+ les fonctions g1 et g2 définies par

g1(z) = ∆(z2)∆̃(z2)
[
B(z2)− B̃(z2)

]
g2(z) = ∆(z2)2∆̃(z2)2

[
C(z2)− C̃(z2)

]
.

Nous affirmons que g1 et g2 sont identiquement nulles. En effet :

• g1 et g2 sont holomorphes sur Π+.

• g1 et g2 appartiennent à N (Π+) d’après les asymptotiques de la Proposition 1.2.3.

• Grâce à la Proposition 1.4.3, on a les égalités g1(√κm) = g2(√κm) = 0 pour tout
m dans L. Mais

√
κm ∼ m, ce qui, par divergence de la série harmonique, entraîne∑

m∈L

1
√
κm

= +∞. Le théorème de Nevanlinna permet de conclure :

g1 ≡ g2 ≡ 0 sur Π+.

En particulier, pour tout entier m :

λ
−(κm) + λ+(κm) = λ̃−(κm) + λ̃+(κm)
λ−(κm)λ+(κm) = λ̃−(κm)λ̃+(κm).

En remplaçant κm par µm, on conclut finalement :

∀m ∈ N, Tr(Λm
g (ω)) = Tr(Λm

g̃ (ω)) et det(Λm
g (ω)) = det(Λm

g̃ (ω)).

1.4.2 Le cas f(0) 6= f(1)

Sans perte de généralité, supposons f(0) < f(1). Rappelons que

√
κm = m+ n− 2

2 +O

(
1
m

)
.

En injectant cette expression asymptotique dans le Lemme 1.3.2, on a :


λ−(κm) = m√

f(1)
+ n− 2

2
√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
m

)

λ+(κm) = m√
f(0)

+ n− 2
2
√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
m

)
.
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Puisque f(0) est différent de f(1), la preuve se révèle un peu plus délicate. Comme pré-
cédemment, il s’agit de construire un sous-ensemble L de N satisfaisant la condition de

Müntz
∑
m∈L

1
m

= +∞ et tel que, pour tout m dans L, on ait λ−(κm) = λ̃−(κm) ou

λ+(κm) = λ̃+(κm). Nous commençons par la proposition suivante.

Proposition 1.4.5. Il existe un sous-ensemble L de N tel que
∑
m∈L

1
m

= +∞ et :

{λ−(κm), m ∈ L} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N}.

Démonstration. Si le sous-ensemble des éléments de {λ−(κm), m ∈ N} appartenant à
{λ̃+(κm), m ∈ N} est fini, la proposition est vraie. Dans le cas contraire, il existe deux
applications ϕ, ψ : N→ N strictement croissantes telles que

λ−(κψ(m)) = λ̃+(κϕ(m)). (1.27)

Précisons que ϕ et ψ sont construites de telle sorte qu’un entier naturelm qui n’appartient
pas à l’image de ψ (respectivement à celle de ϕ) satisfait l’égalité λ−(κm) = λ̃−(κn) pour
un certain n dans N (respectivement λ+(κn) = λ̃+(κm) pour un n dans N).

En remplaçant λ+(κϕ(m)) et λ̃−(κψ(m)) par leurs asymptotiques dans l’égalité (1.27), on
obtient :

ϕ(m)√
f(0)

+ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+ n− 2
2
√
f(0)

+O
(

1
ϕ(m)

)
= ψ(m)√

f(1)
− ln(h)′(1)

4
√
f(1)

+ n− 2
2
√
f(1)

+O
(

1
ψ(m)

)
.

Cette égalité implique en particulier que les restes sont de même ordre de grandeur :

O

(
1

ψ(m)

)
= O

(
1

ϕ(m)

)
. En posant

C = − ln(h)′(1)
4
√
f(1)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+ n− 2
2
√
f(1)

− n− 2
2
√
f(0)

,

on peut écrire (1.27) comme suit :

ϕ(m)√
f(0)

= ψ(m)√
f(1)

+ C +O

(
1

ϕ(m)

)
. (1.28)

Ceci nous amène au lemme suivant :
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1.4. Unicité de la trace et du déterminant

Lemme 1.4.6. Il existe un entier m0 tel que, si m ≥ m0, alors ψ(m+ 1) ≥ ψ(m) + 2.

Démonstration. Posons

A =

√
f(1)√
f(0)

> 1 et C ′ = −
√
f(1)C.

Avec ces notations, l’égalité (1.28) se réécrit

ψ(m) = Aϕ(m) + C ′ +O

(
1

ϕ(m)

)
.

Pour un certain entier m, supposons l’égalité ψ(m+ 1) = ψ(m) + 1. Alors

ψ(m) + 1 = ψ(m+ 1) = Aϕ(m+ 1) + C ′ +O

(
1

ϕ(m)

)

≥ A(ϕ(m) + 1) + C ′ +O

(
1

ϕ(m)

)

= Aϕ(m) + C ′ + A+O

(
1

ϕ(m)

)

= ψ(m) + A+O

(
1

ϕ(m)

)
.

On obtient alors l’inégalité

1 ≥ A+O

(
1

ϕ(m)

)
,

fausse si m est choisi assez grand. �

Par conséquent, l’ensemble image de ψ ne peut contenir deux entiers consécutifs. Nous
en déduisons le lemme suivant :

Lemme 1.4.7. Dénombrons par a1, a2, ... la suite des entiers qui n’appartiennent pas à
l’image de ψ. Il existe une constante C > 0 telle que la suite (am) satisfasse

∀m ∈ N, am ≤ 2m+ C. (1.29)

Démonstration. Posons p0 = ψ(m0) et C := ap0 − 2p0. L’estimation (1.29) est vraie
pour m = p0 par définition de C. Supposons que (1.29) soit satisfaite pour un certain m
supérieur ou égal à p0. Alors :

• ou bien am + 1 n’appartient pas à l’image de ψ, et donc am+1 = am + 1,
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• ou bien am + 1 appartient à l’image de ψ. Dans ce cas, am + 2 n’est pas dans
l’image de ψ puisque cette image ne contient pas deux entiers consécutifs. Par
conséquent, am+1 = am + 2.

Dans chacun des cas : am+1 ≤ 2(m+ 1) + C. Le résultat s’ensuit par récurrence. �

En particulier, le Lemme 1.4.7 montre :

∑
n∈N

1
an

= +∞.

Ainsi, en posant L = {an, n ∈ N}, on a :

{λ−(κm), m ∈ L} ⊂ {λ̃−(κm), m ∈ N}

ce qui conclut la preuve de la Proposition. �

Comme auparavant, nous distinguons les cas n = 2 et n ≥ 3.

En dimension 2

Lemme 1.4.8. Pour tout m dans L, on a :

λ−(κm) = λ̃−(κm).

Démonstration. Par construction, pour tout élément m de L, il existe un indice `(m) tel
que :

λ−(κm) = λ̃−(κ`(m)).

D’après le Lemme 1.3.2, on a :

m = `(m) +O

(
1
m

)
+O

(
1

`(m)

)
,

ce qui entraîne m = `(m) dès que m est assez grand. �

Considérons de nouveau les fonctions B et C définies en (1.25) et (1.26). En posant

R(z) = B(z)2 − 4C(z),
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on a l’égalité

λ±(κm) = 1
2

(
B(κm)±

√
R(κm)

)
.

En cohérence avec les notations, on peut donc définir sur Π+ la fonction λ−(z) par

λ−(z) = 1
2

(
B(z)−

√
R(z)

)
.

Lemme 1.4.9. Pour tout réel t positif assez grand, on a l’alternative

λ−(t) = λ̃−(t) ou λ+(t) = λ̃+(t).

Démonstration. D’après le Lemme 1.4.8, on dispose d’un sous-ensemble L de N satis-

faisant la condition
∑
m∈L

1
m

= +∞ et tel que

∀m ∈ L, B(κm)−
√
R(κm) = B̃(κm)−

√
R̃(κm).

On a (
B(κm)− B̃(κm)

)2

=
(√

R(κm)−
√
R̃(κm)

)2

,

et donc [(
B(κm)− B̃(κm)

)2

−R(κm)− R̃(κm)
]2

− 4R(κm)R̃(κm)︸ ︷︷ ︸
:=g1(κm)

= 0.

Pour tout z dans Π+, posons

g2(z) = ∆(z2)4∆̃(z2)4g1(z2).

La fonction g2 est alors identiquement nulle sur Π+. En effet :

• g2 est holomorphe sur Π+.

• g2 ∈ N (Π+) grâce aux estimées données par la Proposition 1.2.3.

• On a g2(√κm) = 0 pour tout m appartenant à L, ce qui permet de conclure, en faisant
appel au théorème de Nevanlinna, que

g2 ≡ 0 sur Π+.
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Nous avons donc montré :

∀z ∈ Π+,

[(
B(z2)− B̃(z2)

)2

−R(z2)− R̃(z2)
]2

− 4R(z2)R̃(z2) = 0.

Tout z de Π+ vérifie alors l’une des quatre alternatives suivantes :

λ−(z2) = λ̃−(z2), λ+(z2) = λ̃−(z2), λ−(z2) = λ̃+(z2) or λ+(z2) = λ̃+(z2).

Notons ici que les asymptotiques du Lemme 1.3.2 restent évidemment vraies pour R+

(la preuve serait la même). À présent, si une suite de nombres positifs (tm) vérifie par
exemple λ+(t2m) = λ̃−(t2m) lorsque tm tend vers l’infini, alors, d’après le Lemme 1.3.2
avec t2m au lieu de κm on en tire f(0) = f(1) et cela contredit notre hypothèse. Le même
argument conduit à exclure le troisième cas lorsque z est réel et assez grand. Pour tout
nombre t positif et suffisamment grand, il reste donc deux choix :

λ−(t) = λ̃−(t) ou λ+(t) = λ̃+(t).

�

Cas 1 : Supposons que l’on puisse trouver un réel x, arbitrairement grand, tel que λ−(x) 6=
λ̃−(x). Par continuité, il doit exister aussi un intervalle I centré en x tel que

∀t ∈ I, λ−(t) 6= λ̃−(t),

ce qui implique nécessairement, pour tout t dans I , que l’on ait λ+(t) = λ̃+(t). De plus,
pour un certain L > 0, la fonction réelle

t 7→ λ+(t)− λ̃+(t)

est analytique sur l’intervalle [L,+∞[. Ainsi, pour tout réel t supérieur à L, on a nécessai-
rement λ+(t) = λ̃+(t) par prolongement analytique. Il existe donc un entier m0 tel que,
pour tout élément m de L supérieur à m0 :

λ+(κm) = λ̃+(κm) et λ−(κm) = λ̃−(κm).

Sans perte de généralité, supposons que minL soit plus grand que m0. On a :

∀m ∈ L,

λ
−(κm) + λ+(κm) = λ̃−(κm) + λ̃+(κm)
λ−(κm)λ+(κm) = λ̃−(κm)λ̃+(κm).
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Nous avons donc établi le même résultat que celui de la Proposition 1.4.3, d’où l’on tire
semblablement que chacune des égalités précédentes est en fait vraie pour tout m de N,
i.e

∀m ∈ N, Tr(Λm
g ) = Tr(Λm

g̃ ) et det(Λm
g ) = det(Λm

g̃ ).

Nous sommes ainsi reconduits à la troisième section.

Cas 2 : Pour tout réel t assez grand, on a : λ−(t) = λ̃−(t). En particulier, tout entier m
assez grand satisfait l’égalité λ−(κm) = λ̃−(κm). Pour de tels indices, on a également
λ+(κm) = λ̃+(κm). En effet, si λ+(κm) appartient à la suite

(
λ̃+(κ`)

)
, il existe un indice

`(m) tel que λ+(κm) = λ̃+(κ`(m)). On peut montrer, comme dans la preuve du Lemme
1.4.8, que `(m) = m, et de même si λ̃+(κm) appartient à

(
λ+(κ`)

)
. La seule autre option

est l’existence de deux indices p et ` tels que

λ
+(κm) = λ̃−(κp)
λ̃+(κm) = λ−(κ`).

Alors λ+(κm)− λ̃+(κm) = λ̃−(κp)− λ−(κ`), ce qui entraîne

O

(
1
m

)
= p− `√

f(1)
+O

(
1
p

)
+O

(
1
`

)
,

puis p = ` pour m, p, ` assez grands, et donc λ+(κm) = λ̃+(κm). Il existe donc un entier
m0 tel que

∀m ≥ m0, Tr(Λm
g ) = Tr(Λm

g̃ ) et det(Λm
g ) = det(Λm

g̃ ).

Nous sommes de nouveau ramenés à la troisième section (voir la Remarque 8 p. 13).

En dimension n ≥ 3.

Les arguments qui suivent sont des adaptations plus ou moins immédiates du cas bidi-
mensionnel. Nous y renvoyons pour les détails.

Lemme 1.4.10. Il existe L ⊂ N tel que
∑
m∈L

1
m

= +∞ et :

λ̃−(κm) = λ−(κm), ∀m ∈ L.
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Démonstration. Par définition de la suite (an) définie au Lemme 1.4.7, il existe une autre
suite d’entiers (ãn) telle que

λ−(κan) = λ̃−(κãn).

Comme dans la preuve du Lemme 1.4.4, on montre que am = ãm et on pose L =
{am, m ∈ L}. �

On a le Lemme suivant (la preuve est identique à celle de la dimension deux).

Lemme 1.4.11. Pour tout réel t positif assez grand, on a l’alternative

λ−(t) = λ̃−(t), λ+(t) = λ̃+(t).

On déduit alors, pour tout m dans L :

λ−(κm) = λ̃−(κm) et λ+(κm) = λ̃+(κm).

Il en découle :

∀m ∈ N, Tr(Λm
g ) = Tr(Λm

g̃ ) et det(Λm
g ) = det(Λm

g̃ ).
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2
Un résultat d’unicité locale

2.1 Introduction

Ce chapitre prolonge l’étude précédente. On y examine la possibilité de caractériser loca-
lement le facteur conforme à partir d’une connaissance approchée du spectre de Steklov.
La variété considérée est toujours M = [0, 1]× Sn−1 munie de la métrique

g = f(x)(dx2 + gS), (2.1)

où dx2 désigne la métrique euclidienne sur [0, 1] et gS la métrique induite par le plon-
gement de Sn−1 dans l’espace Rn muni de sa structure euclidienne usuelle. L’opérateur
de Dirichlet-à-Neumann Λg(ω), introduit au début du premier chapitre par l’égalité (1.2),
est défini sur l’espace H1/2

(
∂M

)
à valeurs dans H−1/2

(
∂M

)
. Enfin −∆gS désigne de

nouveau l’opérateur de Laplace-Beltrami sur (Sn−1, gS) dont on note le spectre (compté
avec multiplicité)

σ(−∆gS) := {0 = µ0 < µ1 ≤ µ2 ≤ ... ≤ µm ≤ ...→ +∞}.

Nous entreprenons la preuve d’un résultat d’unicité locale qui s’inspire d’arguments pré-
sentés dans [DKN19c]. Le modèle de cet article, cependant, se distingue du nôtre par la
différence topologique suivante : la variété que considèrent ses auteurs est le cylindre à
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Chapitre 2 – Un résultat d’unicité locale

un seul bout M ′ = [0,+∞[×Sn−1 muni d’une métrique décrite par (2.1). Le spectre de
Steklov est alors constitué d’une seule suite de valeurs propres

σ0 ≤ σ1 ≤ ... ≤ σm → +∞.

Les auteurs démontrent que la connaissance de ce spectre à une erreur exponentiellement
décroissante près détermine le facteur conforme f de la métrique g au voisinage de 0. Plus
précisément, pour a > 0 quelconque, ils établissent l’équivalence

σm − σ̃m =
m→+∞

O(e−2aκm) ⇔ f = f̃ sur [0, a],

où, nous le rappelons, κm = m(m + n − 2) désigne la m-ième valeur propre du spectre
de l’opérateur −∆g énuméré sans multiplicité. Nous souhaitons obtenir un résultat sem-
blable adapté à notre modèle, en gardant toutefois à l’esprit que sa structure spécifique
soulève des difficultés déjà rencontrées qu’il s’agit d’examiner de nouveau. La principale
complication tient au caractère non connexe du bord. Nous avons prouvé, au cours du
premier chapitre, que cette structure de bord à deux bouts scindait le spectre de Λg(ω)
en deux sous-suites de valeurs propres {λ±(µm)} évoluant asymptotiquement de manière
différente. Que veut dire, dès lors, que deux spectres sont proches à une erreur expo-
nentiellement décroissante? La première difficulté à lever consiste, en premier lieu, à
formuler ce que l’on désire démontrer, c’est à dire de définir convenablement ce qu’est
pour nous la proximité entre deux spectres σ

(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
.

Définition 2.1.1. Soit (εm)m une suite de nombres positifs. On dit que σ
(
Λg(ω)

)
est

approximativement inclus dans σ
(
Λg̃(ω)

)
à la précision (εm)m si, pour tout λ±(µm) de

σ
(
Λg(ω)

)
:

• il existe λ̃ dans σ
(
Λg̃(ω)

)
tel que |λ±(µm)− λ̃| ≤ εm,

• Card
{
λ ∈ σ

(
Λg(ω)

)
, |λ±(µm)− λ| ≤ εm

}
≤ Card

{
λ̃ ∈ σ

(
Λg̃(ω)

)
, |λ±(µm)− λ̃| ≤ εm

}
.

On note cela

σ
(
Λg(ω)

)
⊂∼

(εm)
σ
(
Λg̃(ω)

)
.

Remarque 13. Le second point de la Définition 2.1.1 revient à prendre en compte la mul-
tiplicité des valeurs propres de Steklov.
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2.1. Introduction

Définition 2.1.2. On dit que σ
(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
s’approchent à la précision (εm)m

si

σ
(
Λg(ω)

)
⊂∼

(εm)
σ
(
Λg̃(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
⊂∼

(εm)
σ
(
Λg(ω)

)
.

On note alors
σ
(
Λg(ω)

)
�

(εm)
σ
(
Λg̃(ω)

)
.

Un énoncé de notre problème pourrait être : soit 0 < a < 1 et (εm) une suite vérifiant
l’estimation εm = O(e−2aµm). Si σ

(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
s’approchent à la précision

(εm), a-t-on égalité des facteurs conformes f et f̃ (modulo l’unique invariance de jauge
mise au jour dans le premier chapitre) sur un voisinage du bord ∂M dépendant de a?

Tout comme dans le premier chapitre, nous sommes confronté à la difficulté suivante :
le passage de la proximité de deux spectres de Steklov σ

(
Λg(λ)

)
et σ

(
Λg̃(λ)

)
à celle,

ponctuelle, de leurs éléments pour les mêmes indices, ne va pas de soi. A-t-on par exemple(
σ
(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
proches

)
⇒
(
λ−(µm) et λ̃−(µm) proches pour m ∈ N

)
ou
(
λ−(µm) et λ̃+(µm) proches pour tout m ∈ N

)
?

Dans l’énoncé de notre théorème, nous invoquerons une hypothèse sur le facteur conforme
f qui n’apparaissait pas dans celui du résultat d’unicité. L’idée est d’introduire un défaut
de symétrie entre les deux composantes du bord de la variété pour mieux distinguer, en
quelque sorte, les deux sous-suites entre elles. De cette façon l’implication précédente
sera vraie en remplaçant N par un ensemble infini L ⊂ N qui vérifie, pour m assez grand,
L∩{m,m+1} 6= ∅. En d’autres termes, la fréquence d’apparition des entiers appartenant
à L sera plus grande que 1/2.

2.1.1 Le résultat

Définition 2.1.3. On note Db la classe de fonctions définie par

Db = {q ∈ C∞([0, 1])
∣∣∣ ∃k ∈ N, q(k)(0) 6= (−1)kq(k)(1)}.

Définition 2.1.4. Le potentiel associé au facteur conforme f est la fonction qf définie sur
[0, 1] par

qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
− ωf.
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Chapitre 2 – Un résultat d’unicité locale

Ce potentiel qf apparaissait naturellement dans le premier chapitre lorsque, écrivant la
solution du problème (1.1) en séparant les variables, on ramenait l’étude à celle d’un
système infini d’équations différentielles ordinaires (avec conditions au bord). C’est sur
qf que portera notre hypothèse technique de défaut de symétrie.

Notation : Soit x0 un réel et g une fonction à valeurs réelles telle que lim
x→x0

g(x) = 0.

On écrit f(x) =
x0
Õ
(
g(x)

)
si

∀ε > 0 lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)|1−ε = 0.

Notre résultat d’unicité locale est le suivant :

Théorème 2.1.5. Soit M = [0, 1] × Sn−1 une variété riemannienne lisse que l’on munit
des métriques

g = f(x)(dx2 + gS), g̃ = f̃(x)(dx2 + gS),

où f et f̃ sont des fonctions strictement positives sur [0, 1]. Soit ω une fréquence qui
n’appartient ni au spectre de Dirichlet de −∆g ni à celui de −∆g̃. Soit a un élément de
]0, 1[ et E l’ensemble des suites (εm)m qui vérifient

εm = Õ
(
e−2a√µm

)
, m→ +∞.

Afin d’alléger l’énoncé du résultat, on définit les propositions

∗ (P1) : f = f̃ sur [0, a],
∗ (P2) : f = f̃ ◦ η sur [0, a],
∗ (P3) : f = f̃ sur [1− a, 1],
∗ (P4) : f = f̃ ◦ η sur [1− a, 1],

où, pour tout x de [0, 1], η(x) = 1− x.

Supposons que f et f̃ appartiennent à l’ensemble Cb défini par

Cb =
{
• f ∈ C∞([0, 1]), •

∣∣∣∣∣f ′(k)
f(k)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n− 2 , k ∈ {0, 1}, • qf ∈ Db

}
.

Alors :

Pour n = 2 et ω 6= 0 ou pour n ≥ 3 :(
∃ (εm) ∈ E , σ(Λg(ω)) �

(εm)
σ(Λg̃(ω))

)
⇒ (P1) ou (P2) ou (P3) ou (P4).
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Remarque 14. Lorsque n = 2, la condition
∣∣∣∣∣f ′(k)
f(k)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
n− 2 est toujours satisfaite.

Remarque 15. La réciproque du Théorème 2.1.5 n’est pas vraie si f(0) diffère de f(1). En
effet, si l’une, seulement, des quatre propositions (Pi) est satisfaite, elle ne peut entraîner
plus que la proximité de l’une des sous-suites

(
λ−(µm)

)
ou

(
λ+(µm)

)
avec l’une de ses

homologue tildées
(
λ̃−(µm)

)
ou

(
λ̃+(µm)

)
. On ne peut rien dire de l’autre sous-suite.

Cas particulier : Si f(0) = f(1), on a l’équivalence suivante :

(
∃ (εm) ∈ E , σ(Λg(ω)) �

(εm)
σ(Λg̃(ω))

)
⇔
(

(P1) et (P3)
)

ou
(

(P2) et (P4)
)
.

2.1.2 Plan de la preuve

Étape 1. Suivant l’itinéraire tracé par le premier chapitre, nous commençons par établir les
asymptotiques des valeurs propres avec un terme d’erreur exponentiellement décroissant.
Nous n’en reprenons cependant pas le résultat talis qualis car l’hypothèse qf ∈ Db permet
d’obtenir, cette fois, un terme d’erreur plus précis. Sous cette hypothèse, on montre que
les deux suites

(
λ−(µm)

)
et
(
λ+(µm)

)
, dont l’union forme le spectre de Λg(ω), vérifient

les asymptotiques suivantes :
λ−(µm) = −N(µm)√

f(1)
− (ln h)′(1)

4
√
f(1)

+ Õ
(
e−2√µm

)

λ+(µm) = −M(µm)√
f(0)

+ (ln h)′(0)
4
√
f(0)

+ Õ
(
e−2√µm

)
.

où M et N sont les fonctions de Weyl-Titchmarsh définies dans le premier chapitre. L’ex-
posant du terme d’erreur est donc doublé par rapport à celui dont nous disposions au
premier chapitre, ce qui influencera la taille du voisinage sur lequel on récupère avec
exactitude la donnée des facteurs conformes.

Étape 2. On montre, à l’aide des asymptotiques précédentes, que la proximité des spectres
Λg(ω) et Λg̃(ω) à la précision (εm) conduit à l’égalité

{f(0), f(1)} = {f̃(0), f̃(1)},

à partir de laquelle, sans perte de généralité, on supposera : f(0) = f̃(0) et f(1) = f̃(1).
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Chapitre 2 – Un résultat d’unicité locale

Étape 3. Sans perte de généralité, là non plus, en supposant f(0) ≤ f(1), on montre
alors que la proximité des spectre implique l’existence d’un sous-ensemble d’indices L
vérifiant la propriété L ∩ {m,m+ 1} 6= ∅ pour tout m assez grand et tel que

λ−(κm)− λ̃−(κm) = O
(
e−2aκm

)
, m→ +∞, m ∈ L. (2.2)

Étape 4. On fait appel à une représentation intégrale des fonctions de Weyl-Titchmarsh
obtenue par Barry Simon : un élément a de ]0, 1[ étant fixé, il existe une fonction A dans
L1([0, a]) telle que

N(z2) = −z −
∫ a

0
A(x)e−2xzdx+ Õ(e−2az), z → +∞. (2.3)

On prouve alors, en invoquant par des arguments d’analyse complexe, que la relation (2.2)
implique l’égalité des intégrandes A et Ã sur [0, a] dans les représentations de N et Ñ .
On en tire alors

N(z2)− Ñ(z2) = Õ(e−2az), z → +∞.

Le théorème d’unicité local de Borg-Marchenko permet d’identifier les potentiels qf et qf̃
sur [1− a, 1] puis, par un argument de type Cauchy-Lipschitz, d’aboutir à l’égalité f = f̃

sur [1− a, 1] : c’est la propriété (P3). Les autres propriétés sont vérifiées en permutant les
rôles de f(0), f(1), f̃(0) et f̃(1).

2.2 Asymptotique des valeurs propres

Désormais, nous noterons simplement q = qf et q̃ = qf̃ . L’hypothèse selon laquelle q
appartient à Db permet d’améliorer les asymptotiques des valeurs propres λ±(µm). C’est
l’objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Si q appartient à Db alors les deux suites de valeurs propres λ−(µm) et
λ+(µm) de Λg(ω) vérifient les égalités


λ−(µm) = −N(µm)√

f(1)
− (ln h)′(1)

4
√
f(1)

+ Õ
(
e−2√µm

)

λ+(µm) = −M(µm)√
f(0)

+ (ln h)′(0)
4
√
f(0)

+ Õ
(
e−2√µm

) m→ +∞.

Démonstration. Le polynôme caractéristique P (X) de l’opérateur Λm
g (ω), défini dans la
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2.2. Asymptotique des valeurs propres

Proposition 1.2.7 du chapitre 1, s’écrit

P (X) = X2 − Tr(Λm
g (ω))X + det(Λm

g (ω)).

Afin d’alléger les calculs, on pose

C0 = ln(h)′(0)
4
√
f(0)

, C1 = ln(h)′(1)
4
√
f(1)

.

D’après la représentation matricielle de Λm
g (ω) impliquant les fonctions de Weyl-Titchmarsh,

Tr(Λm
g (ω)) et det(Λm

g (ω)) vérifient les égalités


Tr(Λm

g (ω)) = −M(µm)√
f(0)

− N(µm)√
f(1)

+ C0 − C1

det(Λm
g (ω)) =

(
− M(µm)√

f(0)
+ C0

)(
− N(µm)√

f(1)
− C1

)
+O(µme−2√µm), m→ +∞.

Le discriminant δ de P (X) s’exprime alors de manière asymptotique :

δ =
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 −

N(µm)√
f(1)

− C1

)2

− 4
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0

)(
− N(µm)√

f(1)
− C1

)

+O(µme−2√µm)

=
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + N(µm)√

f(1)
+ C1

)2

+O(µme−2√µm).

On fait de nouveau appel aux asymptotiques de M(z2) et N(z2) obtenues par Simon dans
[Sim99] et rappelées au cours du premier chapitre (Théorème 1.3.3 et Corollaire 1.3.4).
D’après ces résultats, si f(0) diffère de f(1), nous pouvons écrire :

−M(µm)√
f(0)

+ N(µm)√
f(1)

=
(

1√
f(0)

− 1√
f(1)

)
︸ ︷︷ ︸

6=0

√
µm +O

(
1
√
µm

)
.

Si f(0) et f(1) sont égaux, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.2.2. On a l’équivalence :

q(k)(0) = (−1)kq(k)(1), ∀k ∈ N ⇔ βk(0) = γk(0), ∀k ∈ N.
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où les fonctions β et γ ont été définies au cours du premier chapitre dans l’énoncé du
Théorème 1.3.3 et son Corollaire 1.3.4.

Démonstration. On démontre par récurrence que, pour tout entier j, il existe un polynôme
Pj de R[X1, ..., Xj] tel que


βj(x) = 1

2j+1 q
(j)(x) + Pj(q, q′, ..., q(j−1))(x)

γj(x) = 1
2j+1 (q ◦ η)(j)(x) + Pj(q ◦ η, (q ◦ η)′, ..., (q ◦ η)(j−1))(x),

(2.4)

où η(x) = 1− x.

• Pour tout x de [0, 1], on a, par définition : β0(x) = 1
2q(x) et γ0(x) = 1

2q(1 − x). Les
deux égalités données par (2.4) sont donc satisfaites pour j = 0 en posant P0(X) = 0.

• Soit un entier j tel que, pour tout k dans [[0, j]], on ait l’existence de Pk vérifiant :


βk(x) = 1

2k+1 q
(k)(x) + Pk(q, q′, ..., q(k−1))(x)

γk(x) = 1
2k+1 (q ◦ η)(k)(x) + Pk(q ◦ η, (q ◦ η)′, ..., (q ◦ η)(k−1))(x).

Alors

βj+1(x) = 1
2β
′
j(x) + 1

2

j∑
l=0

βl(x)βj−l(x)

= 1
2j+2 q

(j+1)(x) + Pj+1(q, q′, ..., q(j))(x),

où l’on a posé Pj+1(q, q′, ..., q(j)) = 1
2
[
Pj(q, q′, ..., q(j−1))

]′
+ 1

2

j∑
l=0

βl(x)βj−l(x).

De la même façon :

γj+1(x) = 1
2γ
′
j(x) + 1

2

j∑
l=0

γl(x)γj−l(x)

= 1
2j+2 (q ◦ η)(j+1)(x) + Pj+1(q ◦ η, (q ◦ η)′, ..., (q ◦ η)(j))(x).

• Par récurrence, le résultat en découle.

Démontrons maintenant l’équivalence du Lemme 2.2.2.

(⇒) Si, pour tout entier j, q(j)(0) = (−1)jq(j)(1) , alors pour tout entier k et tout
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2.2. Asymptotique des valeurs propres

polynôme P de R[X1, ..., Xk] :

P (q, q′, ..., q(k−1))(0) = P (q ◦ η, (q ◦ η)′, ..., (q ◦ η)(k−1))(0).

Grâce aux égalités données par (2.4), il vient :

∀j ∈ N, βj(0) = γj(0).

(⇐) Réciproquement, supposons qu’il existe un entier j tel que q(j)(0) 6= (−1)jq(j)(1),
et posons alors

k = min{j ∈ N, q(j)(0) 6= (−1)jq(j)(1)}. (2.5)

Comme précédemment, pour tout polynôme P de R[X1, ..., Xk] :

P (q, q′, ..., q(k−1))(0) = P (q ◦ η, (q ◦ η)′, ..., (q ◦ η)(k−1))(0),

puis

βk(0) 6= γk(0)⇔ 1
2k+1 q

(k)(0) + Pk(q, ..., q(k−1))(0) 6= 1
2k+1 (q ◦ η)(k)(0)

+ Pk
(
(q ◦ η), ..., (q ◦ η)(k−1)

)
(0)

⇔ 1
2k+1 q

(k)(0) 6= 1
2k+1 (q ◦ η)(k)(0)

⇔ q(k)(0) 6= (−1)kq(k)(1),

et ceci est vrai par définition de l’entier k. �

Comme nous avons supposé que le potentiel q appartient à Db, en définissant k par l’éga-
lité (2.5), on obtient, toujours en vertu des asymptotiques de M(z2) et N(z2) :

−M(µm)√
f(0)

+ N(µm)√
f(1)

=
(
βk(0)− γk(0)√

f(0)

)
︸ ︷︷ ︸

6=0

1
(√µm)k+1 +O

(
1

(√µm)k+2

)
.

Dans les deux cas, il existe un réel A non nul et k dans Z tels que

− M(µm)√
f(0)

+ N(µm)√
f(1)

= A(√µm)k + o
(
(√µm)k

)
(2.6)
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En se rappelant que le discriminant δ vérifie l’asymptotique

δ =
(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + N(µm)√

f(1)
+ C1

)2

+O(µme−2√µm),

on obtient, A étant non nul :

√
δ =

[(
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + N(µm)√

f(1)
+ C1

)2

+O(µme−2√µm)
] 1

2

=
[(
A(√µm)k + C0 + C1 + o

(
(√µm)k

))2

+O(µme−2√µm)
] 1

2

=
∣∣∣∣∣A(√µm)k + C0 + C1 + o

(
(√µm)k

)∣∣∣∣∣
[
1 +O

((√
µm
)−2k+2

e−2√µm
)] 1

2

=
∣∣∣∣∣N(µm)√

f(1)
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + C1

∣∣∣∣∣
[
1 +O

((√
µm
)−2k+2

e−2√µm
)]

=
∣∣∣∣∣N(µm)√

f(1)
− M(µm)√

f(0)
+ C0 + C1

∣∣∣∣∣+ Õ
(
e−2√µm

)
.

Les deux valeurs propres λ±(µm) vérifient alors
λ−(µm) = −N(µm)√

f(1)
− ln(h)′(1)

4
√
f(1)

+ Õ
(
e−2√µm

)

λ+(µm) = −M(µm)√
f(0)

+ ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+ Õ
(
e−2√µm

)
.

�

En fait, les valeurs propres µm étant comptées avec multiplicité, les asymptotiques du
Lemme 2.2.1 ne seront pas assez précises pour l’objectif qui est le nôtre. En effet, les
égalités portant sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh


−N(z2) = z +O

(
1
z

)

−M(z2) = z +O

(
1
z

)
,

86



2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

combinées à la loi de Weyl mènent à :


λ−(µm) =

√
µm√
f(1)

− (ln h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
√
µm

)
= a1m

1
n−1 +O(1)

λ̃−(µm) =
√
µm√
f(0)

+ (ln h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
√
µm

)
= a0m

1
n−1 +O(1),

(2.7)

avec a0, a1 > 0. En vue d’avoir à disposition une asymptotique plus précise, on considère
de nouveau l’ensemble

Σ
(
Λg(ω)

)
= {λ±(κm), m ∈ N}, (2.8)

où les κm sont les valeurs propres de −∆S comptées sans multiplicité. On rappelle que la
formule explicite pour κm (cf [Shu87]) est donnée par

κm = m(m+ n− 2).

Dans toute la suite, on utilisera systématiquement les asymptotiques du Lemme 2.2.1 en
remplaçant µm par κm.

2.3 Preuve du résultat d’unicité locale

Nous donnons maintenant la preuve du Théorème 2.1.5.

Démonstration. Soit (εm) une suite à valeurs réelle telle que

εm = Õ(e−2a√κm).

On a le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Sous l’hypothèse σ(Λg(ω)) �
(εm)

σ(Λg̃(ω)), on a l’alternativef(0) = f̃(0)
f(1) = f̃(1)

ou

f(0) = f̃(1)
f(1) = f̃(0).

Démonstration. Procédons en deux temps.
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• On démontre d’abord l’égalité

√
f(0) +

√
f(1) =

√
f̃(0) +

√
f̃(1). (2.9)

En remplaçant
√
κm par m+ n− 2

2 +O

(
1
m

)
, on tire de (2.7) l’asymptotique suivante :


λ−(κm) = m√

f(1)
+ n− 2

2
√
f(1)

− (ln h)′(1)
4
√
f(1)

+O

(
1
m

)

λ̃−(κm) = m√
f(0)

+ n− 2
2
√
f(0)

+ (ln h)′(0)
4
√
f(0)

+O

(
1
m

)
.

(2.10)

Soit L > 0. Les suites (λ±(κm)) suivent asymptotiquement une progression arithmétique.
La relation

Σ
(
Λg(ω)

)
�

(εm)
Σ
(
Λg̃(ω)

)
,

conduit alors à (lorsque L→ +∞) :

Card
{
m ∈ N, λ−(κm) ≤ L

}
+ Card

{
m ∈ N, λ+(κm) ≤ L

}
= Card

{
m ∈ N, λ̃−(κm) ≤ L

}
+ Card

{
m ∈ N, λ̃+(κm) ≤ L

}
+O(1).

(2.11)

En combinant (2.10) et (2.11), on en déduit :

Card
{
m ∈ N, m ≤

√
f(1)L

}
+ Card

{
m ∈ N, m ≤

√
f(0)L

}
= Card

{
m ∈ N, m ≤

√
f̃(1)L

}
+ Card

{
m ∈ N, m ≤

√
f̃(0)L

}
+O(1),

puis √
f(1)L+

√
f(0)L =

√
f̃(1)L+

√
f̃(0)L+O(1) L→ +∞.

Le nombre L > 0 étant quelconque, ceci démontre (2.9).

• Il s’agit désormais d’établir : f(0) ∈ {f̃(0), f̃(1)}. À cet effet, nous pourrions reprendre,
en l’adaptant, la preuve du Lemme 1.4.2 donnée dans le premier chapitre. Nous en propo-
sons une autre, qui s’appuie toujours sur un raisonnement par l’absurde. Supposons que
f(0) n’appartienne pas à {f̃(0), f̃(1)}, par exemple :

f(0) < min{ ˜f(0), f̃(1)}. (2.12)
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

Alors l’égalité (2.9) implique

f(1) > max{f̃(0), f̃(1)}. (2.13)

Soit m un entier. Il existe un indice ` tel que

λ−(κm)− λ̃−(κ`) = O(εm), (2.14)

avec |O(εm)| ≤ εm. D’après notre hypothèse σ
(
Λg(ω)

)
�

(εm)
σ
(
Λg̃(ω)

)
, chaque valeur

propre λ−(κm−1), λ−(κm+1) et λ−(κm+2) est proche d’un élément de σ
(
Λg̃(ω)

)
. Pour

m assez grand, la situation est alors nécessairement la suivante :

(
λ−(κm)

)λ−(κm−1) λ−(κm) λ−(κm+1) λ−(κm+2)

(
λ̃−(κ`)

)λ̃−(κ`−1) λ̃−(κ`) λ̃−(κ`+1)

(
λ̃+(κp)

)λ̃+(κp−1) λ̃+(κp) λ̃+(κp+1)
εm

εm+1

En effet, puisque f(1) est strictement supérieur à f̃(1), on tire de (2.10) et (2.14) :

λ−(κm+1) = λ−(κm) + 1√
f(1)

+ o(1)

= λ̃−(κ`) +O(εm) + 1√
f(1)

+ o(1)

= λ̃−(κ`+1) + 1√
f(1)

− 1√
f̃(1)︸ ︷︷ ︸

<0

+O(εm) + o(1).
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Choisissons m assez grand pour que les deux conditions



1√
f(1)

− 1√
f̃(1)

+O(εm) + o(1) < εm+1

O(εm) + 1√
f(1)

+ o(1) > εm+1,

soit satisfaites. On obtient l’encadrement.

λ̃−(κ`) + εm+1 < λ−(κm+1) < λ̃−(κ`+1)− εm+1.

Dans ce cas, λ−(κm+1) n’est proche d’aucun élément de la sous-suite
(
λ̃−(κ`)

)
à la pré-

cision εm+1. Il existe donc un indice p tel que

λ−(κm+1)− λ̃+(κp) = O(εm+1), (2.15)

avec |O(εm+1)| ≤ εm+1. Pour les mêmes raisons, on a également

λ̃−(κ`−1) + εm−1 < λ−(κm−1) < λ̃−(κ`)− εm−1,

d’où l’on déduit la relation

λ−(κm−1)− λ̃+(κp−1) = O(εm−1), (2.16)

avec |O(εm−1)| ≤ εm−1. Puisque f(1) est également strictement supérieur à f̃(0), on tire
enfin

λ̃+(κp) + εm+2 < λ−(κm+2) < λ̃+(κp+1)− εm+2.

Par conséquent
λ−(κm+2)− λ̃−(κ`+1) = O(εm+2), (2.17)

avec |O(εm+2)| ≤ εm+2.

Ainsi, grâce aux égalités (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on a, pour m assez grand :

λ
−(κm+1)− λ−(κm−1) = λ̃+(κp)− λ̃+(κp−1) +O(εm+1)−O(εm−1)
λ−(κm+2)− λ−(κm) = λ̃−(κ`+1)− λ̃−(κ`) +O(εm+2)−O(εm).

90



2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

En particulier, dans un régime donné par m→ +∞ :



2√
f(1)

= 1√
f̃(0)

+ o(1)

2√
f(1)

= 1√
f̃(1)

+ o(1).

Par passage à la limite, il vient

2
√
f̃(0) =

√
f(1) et 2

√
f̃(1) =

√
f(1).

Mais ces deux relations, combinées à l’égalité
√
f(0) +

√
f(1) =

√
f̃(0) +

√
f̃(1),

impliquent :
2
√
f(0) = 2

√
f̃(0)−

√
f(1) + 2

√
f̃(1)−

√
f(1)

= 0,

contredisant la stricte positivité de f(0).

Par conséquent f(0) appartient à {f̃(0), f̃(1)} et l’égalité (2.9) donne la conclusion. �

On se place désormais, sans perte de généralité, dans la situation

f(0) = f̃(0) et f(1) = f̃(1).

L’autre cas s’obtient par échange des rôles de λ̃−(κm) et λ̃+(κm) dans la suite du chapitre.

2.3.1 Le cas f(0) 6= f(1)

Sans perte de généralité, là non plus, on suppose f(0) < f(1). Le résultat du prochain
lemme porte sur la suite

(
λ−(κp)

)
qui a, d’après les asymptotiques (2.10), une croissance

plus lente que celle de
(
λ+(κp)

)
. Si nous avions traité le cas f(0) > f(1), la suite étudiée

dans cette section aurait été
(
λ+(κp)

)
.

Lemme 2.3.2. Supposons f(0) < f(1). Il existe un sous-ensemble infini L de N tel que

• λ−(κp)− λ̃−(κp) = Õ(e−2aκp), p→ +∞, p ∈ L.

• Pour tout entier m assez grand, {m,m+ 1} ∩ L 6= ∅.

Démonstration. Notons U le sous-ensemble de {λ−(κm), m ∈ N} tel que

91



Chapitre 2 – Un résultat d’unicité locale

U ⊂∼
(εm)
{λ̃+(κm), m ∈ N}.

Cas 1 : U est fini. Il existe alors un entier m1 tel que :

∀m ≥ m1, ∃p ∈ N, |λ−(κm)− λ̃−(κp)| ≤ εm.

Cela s’écrit encore
λ−(κm)− λ̃−(κp) = O(εm),

avec |O(εm)| ≤ εm. En remplaçant, dans la relation précédente, les valeurs propres par
leurs asymptotiques (2.10), on trouve (en ayant à l’esprit que f(1) = f̃(1)) :

m√
f(1)

+ n− 2
2
√
f(1)

− ln(h)′(1)
4
√
f(1)

= p√
f(1)

+ n− 2
2
√
f(1)

− ln(h̃)′(1)
4
√
f(1)

+O(εm).

• Si n = 2 alors h = fn−2 est constante. On a alors
m√
f(1)

= p√
f(1)

+ O(εm).

Puis, pour m assez grand, m = p.

• Si n ≥ 3, alors m− p = ln(h)′(1)
4 − ln(h̃)′(1)

4 +O(εm). Par hypothèse :

∣∣∣∣∣ ln(h)′(1)
4 − ln(h̃)′(1)

4

∣∣∣∣∣ = n− 2
4

∣∣∣∣∣f ′(1)
f(1) −

f̃ ′(1)
f(1)

∣∣∣∣∣ ≤ n− 2
4 × 2

n− 2 = 1
2 .

Puis m = p si m et p dépassent un certain entier m0.

L’ensemble L = {m ∈ N, m ≥ m0} vérifie bien les propriétés énoncées par le Lemme
2.3.2.

Cas 2 : U est infini. Il existe alors deux applications ϕ, ψ : N→ N strictement croissantes
telles que :

λ−(κψ(m))− λ̃+(κϕ(m)) = O(εm), (2.18)

avec |O(εm)| ≤ εm.

Remarque 16. Les suites ϕ et ψ sont construites de sorte qu’un entier m qui n’est pas
dans l’image de ψ (respectivement pas dans celle de ϕ) vérifie |λ−(κm)− λ̃−(κn)| < εm

pour un certain indice n (respectivement |λ+(κn)− λ̃+(κm)| < εn pour un indice n).
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

En remplaçant λ+(κϕ(m)) et λ̃−(κψ(m)) par leurs asymptotiques dans l’égalité (2.18), on
a :

ϕ(m)√
f(0)

= ψ(m)√
f(1)

+ C +O(εm) +O

(
1

ϕ(m)

)
, (2.19)

où C = − ln(h)′(1)
4
√
f(1)

− ln(h)′(0)
4
√
f(0)

+ n− 2
2
√
f(1)

− n− 2
2
√
f(0)

.

Lemme 2.3.3. Il existe un entier m0 tel que
(
m ≥ m0 ⇒ ψ(m+ 1) ≥ ψ(m) + 2

)
.

Démonstration. Posons B =

√
f(1)√
f(0)

> 1 et C ′ = −
√
f(1)C. L’égalité (2.19) s’écrit :

ψ(m) = Bϕ(m) + C ′ + o(1).

Supposons ψ(m+ 1) = ψ(m) + 1. Alors :

ψ(m) + 1 = ψ(m+ 1) = Bϕ(m+ 1) + C ′ + o(1)
≥ B(ϕ(m) + 1) + C ′ + o(1)
= Bϕ(m) + C ′ +B + o(1)
= ψ(m) +B + o(1),

et donc
1 ≥ B + o(1),

ce qui est faux si m ≥ m0 pour un certain entier m0. �

Par conséquent, l’image de ψ ne contient pas deux entiers consécutifs. Posons :

L = {m ∈ N
∣∣∣m ≥ m0, m /∈ ψ(N)}.

Alors L vérifie la condition L ∩ {m,m + 1} 6= ∅ pour tout m supérieur à m0. De plus,
pour tout m de L, il existe un indice ` tel que |λ−(κm) − λ̃−(κ`)| ≤ εm. On en déduit,
comme précédemment, m = `. �

Remarque 17. Le Lemme 2.3.2 et les asymptotiques de (2.10) impliquent en particulier

(ln h)′(1)
4
√
f(1)

= (ln h̃)′(1)
4
√
f̃(1)

.
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À présent, rappelons la représentation asymptotiquement intégrale de la fonction de Weyl-
Titschmarsh N(z2) obtenue par Simon dans [Sim99, Théorème 3.1] :

Théorème 2.3.4. Pour tout 0 < a < 1, il existe une fonction A dans L1([0, a]) telle que

N(z2) = −z −
∫ a

0
A(x)e−2xzdx+ Õ(e−2az), z → +∞. (2.20)

Grâce à l’asymptotique de λ−(κm) obtenue dans le Lemme 2.2.1, on a :

λ−(κm) = −N(κm)√
f(1)

− (ln h)′(1)
4
√
f(1)

+ Õ

(
e−2√κm

)
.

Par suite

λ−(κm)− λ̃−(κm) = Õ(e−2a√κm)

⇒ −N(κm)√
f(1)

− (ln h)′(1)
4
√
f(1)

= −Ñ(κm)√
f̃(1)

− (ln h̃)′(1)
4
√
f̃(1)

+ Õ(e−2a√κm) + Õ

(
e−2√κm

)
.

Puisque nous traitons le cas f(1) = f̃(1), et grâce à l’égalité
(ln h)′(1)
4
√
f(1)

= (ln h̃)′(1)
4
√
f̃(1)

mentionnée en Remarque 17, il vient :

λ−(κm)− λ̃−(κm) = Õ(e−2a√κm)
⇒ N(κm) = Ñ(κm) + Õ(e−2a√κm)

⇒
∫ a

0
A(x)e−2x√κmdx =

∫ a

0
Ã(x)e−2x√κmdx+ Õ(e−2a√κm)

⇒
∫ a

0
(A(x)− Ã(x))e−2x√κmdx = Õ(e−2a√κm).

Soit ε un réel strictement positif. Pour tout z de C, posons

F (z) = e2a(1−ε)z
∫ a

0
(A(x)− Ã(x))e−2xzdx.

La fonction F est entière et vérifie

∀z ∈ C, Re(z) > 0⇒ |F (z)| ≤ ‖A− Ã‖1e
2a(1−ε)Re(z).

Soit m un entier assez grand. Grâce au Lemme 2.3.2, on dispose d’un entier p dans
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{2m, 2m + 1} tel que |λ−(κp) − λ̃−(κp)| ≤ εp. Nous construisons alors la suite (um)

en posant, pour tout m assez grand, um =
√
κp

2 . Cette suite vérifie la relation

um −m = O(1).

Posons enfin G(z) = F (2z). Alors

|G(z)| ≤ ‖A− Ã‖1e
4a(1−ε)Re(z)

G(um) = o(1)

Par conséquent (voir [Boa11], Théorème 10.5.1, p.191), G est bornée sur tout R+ et F
également :

∀u ∈ R+,
∫ a

0
(A(x)− Ã(x))e−2xudx = O

(
e−2a(1−ε)u

)
.

Cette estimation étant vraie pour tout ε > 0, on peut écrire :

∀u ∈ R+,
∫ a

0
(A(x)− Ã(x))e−2xudx = Õ

(
e−2au

)
.

Nécessairement ([Sim99], Lemme A.2.1) : A = Ã sur [0, a]. On en déduit :

∀t ∈ R, N(t2)− Ñ(t2) = Õ(e−2at).

Rappelons que, par symétrie, N (resp. Ñ ) tient le même rôle que M (resp. M̃ ) pour le
potentiel x 7→ q(1− x) (resp. x 7→ q̃(1− x)). Autrement dit :

N(z, q) = M(z, q ◦ η),

où, pour tout x ∈ [0, 1], η(x) = 1 − x. D’après le théorème de Borg-Marchenko local
([Sim99], Théorème A.1.1) on en tire q(1− x) = q̃(1− x) pour tout x de [0, a], i.e

(fn−2)′′(x)
fn−2(x) − ωf(x) = (f̃n−2)′′(x)

f̃n−2(x)
− ωf̃(x) := r(x), ∀x ∈ [1− a, 1].

Les fonctions f et f̃ résolvent sur [1− a, 1] la même équation différentielle ordinaire

(yn−2)′′(x)− λyn−1(x) = r(x)yn−2(x).
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Des égalités

f(1) = f̃(1) et
(ln h)′(1)
4
√
f(1)

= (ln h̃)′(1)
4
√
f̃(1)

,

on tire f ′(1) = f̃ ′(1). Le théorème de Cauchy-Lipschitz permet finalement de conclure :

f = f̃ sur [1− a, 1].

Remarque 18. Si nous avions supposé f(0) > f(1), nous aurions, à l’aide des suites(
λ+(κp)

)
et
(
λ̃+(κp)

)
, démontré l’égalité f = f̃ sur [0, a].

2.3.2 Le cas f(0) = f(1)

Sans perte de généralité, supposons f(0) = f(1) = 1. D’après le Lemme 2.2.1, les valeurs
propres λ±(κm) vérifient les asymptotiques


λ−(κm) = −N(κm)− (ln h)′(1)

4 + Õ

(
e−2√κm

)

λ+(κm) = −M(κm) + (ln h)′(0)
4 + Õ

(
e−2√κm

)
.

On pose C0 = (ln h)′(0)
4 , C1 = (ln h)′(1)

4 , C̃0 = (ln h̃)′(0)
4 et C̃1 = (ln h̃)′(1)

4 .

Grâce aux asymptotiques de M(z2) et N(z2) données par le Théorème 1.3.3 et le Corol-
laire 1.3.4, et à la connaissance explicite de κm = m(m+ n− 2), on obtient :


λ−(κm) = m+ n− 2

2 + C1 +O

(
1
m

)

λ+(κm) = m+ n− 2
2 + C0 +O

(
1
m

)
,

m→ +∞. (2.21)

Posons

Vm =
{
λ−(κm)− n− 2

2 , λ+(κm)− n− 2
2

}

et Ṽm =
{
λ̃−(κm)− n− 2

2 , λ̃+(κm)− n− 2
2

}
.
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Puisque f et f̃ appartiennent à Cb par hypothèse, on a :

|Ci| ≤
1
4 , |C̃i| ≤

1
4 , i ∈ {0, 1} (2.22)

et par suite, (2.21) et (2.22) impliquent, pour m assez grand :

∀m ∈ N, Vm, Ṽm ⊂
[
m− 1

3 ,m+ 1
3

]
. (2.23)

L’hypothèse Σ
(
Λg(ω)

)
�

(εm)
Σ
(
Λg̃(ω)

)
équivaut bien sûr à écrire

− n− 2
2 + Σ

(
Λg(ω)

)
�

(εm)
−n− 2

2 + Σ
(
Λg̃(ω)

)
. (2.24)

Les relations (2.23) et (2.24) mènent alors à l’alternative
λ−(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

) ou


λ−(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
.

(2.25)

Il existe donc un sous-ensemble infini S de N tel que

∀m ∈ S,


λ−(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

) ou

∀m ∈ S,


λ−(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
.

(2.26)

Par exemple, si le premier cas est satisfait, alors par passage à la limite, en utilisant les
asymptotiques (2.21) :

C1 = C̃1 et C0 = C̃0. (2.27)

Cas 1 : C0 6= −C1.

Notons

δ = |C0 + C1|
3 ∈

]
0, 1

4
[
.

Pour m suffisamment grand, d’après les asymptotiques (2.21) :

97
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• λ−(κm) − n− 2
2 et λ̃−(κm) − n− 2

2 appartiennent tous deux à l’intervalle
−C1 + [m− δ,m+ δ] := Im,1

• λ+(κm) − n− 2
2 et λ̃+(κm) − n− 2

2 appartiennent tous deux à l’intervalle
C0 + [m− δ,m+ δ] := Im,0.

De plus, puisque C0 diffère de −C1, on a d(Im,1, Im,0) ≥ δ dès que m assez grand, où
d(I, J) = inf

x∈I,y∈J
|x− y|. Par suite, (2.24) implique

λ
−(κm) = λ̃−(κm) +O(e−2a√κm)
λ+(κm) = λ̃+(κm) +O(e−2a√κm)

m→ +∞.

On peut alors montrer, comme dans la section Section 2.3.1, les égalités :

N(t2)− Ñ(t2) = Õ(e−2at)
M(t2)− M̃(t2) = Õ(e−2at)

t→ +∞,

à partir desquelles on identifie les facteurs conformes sur un voisinage du bord (et non
plus une de ses composantes seulement) de taille 2a :

f(x) = f̃(x) ∀x ∈ [1− a, 1] et f(x) = f̃(x) ∀x ∈ [0, a].

Cas 2 : C0 = −C1.

Puisque f et f̃ appartiennent à Db, et d’après le Lemme 2.2.2, il existe un indice j tel que
βj(0) soit différent de γj(0). Posons

j0 = min{j ≥ 2, βj(0) 6= γj(0)}.

Les asymptotiques des fonctions de Weyl-Titchmarsh impliquent l’égalité

λ−(κm)− λ+(κm) = γj0 − βj0
mj0

+O

(
1

mj0+1

)
.

D’après la relation Σ(Λg(ω)) �
(εm)

Σ(Λg̃(ω)), ceci entraîne, pour le même j0 :

λ̃−(κm)− λ̃+(κm) = γ̃j0 − β̃j0
mj0

+O

(
1

mj0+1

)
.
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Il est alors possible d’ordonner les valeurs propres λ−(κm) et λ+(κm) (et pareillement
pour leurs alter egos tildés), cet ordre dépendant du signe de γj0 − βj0 (respectivement
celui de γ̃j0 − β̃j0). Si γj0 − βj0 et γ̃j0 − β̃j0 ont même signe, nous affirmons que

λ
−(κm) = λ̃−(κm) + Õ(e−2a√κm)
λ+(κm) = λ̃+(κm) + Õ(e−2a√κm).

(2.28)

En effet, dans le cas contraire, d’après (2.25), il existe un sous-ensemble F de N tel que :

λ
−(κm) = λ̃+(κm) + Õ(e−2a√κm)
λ+(κm) = λ̃−(κm) + Õ(e−2a√κm)

m→ +∞, m ∈ F .

Alors λ−(κm) − λ+(κm) = λ̃+(κm) − λ̃−(κm) + O(e−2a√κm). En faisant tendre m vers
l’infini :

γj0 − βj0 = β̃j0 − γ̃j0

ce qui est une contradiction. En utilisant (2.28) et par la même méthode que celle em-
ployée dans la Section 2.3.1, on démontre les égalités

∀t ∈ R+, M(t2)− M̃(t2) = Õ(e−2at) et N(t2)− Ñ(t2) = Õ(e−2at),

et enfin l’égalité des facteurs conformes sur un voisinage du bord :

f = f̃ sur [0, a] et f = f̃ sur [1− a, 1].

Si γj0 − βj0 et γ̃j0 − β̃j0 ont un signe opposé, alors

λ
−(κm) = λ̃+(κm) +O(e−2a√κm)
λ+(κm) = λ̃−(κm) +O(e−2a√κm).

Dans ce cas, on montre :

f = f̃ ◦ η sur [0, a] et f = f̃ ◦ η sur [1− a, 1].
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2.3.3 Cas particulier

On reste dans le cas où f(0) = f(1). L’implication directe étant déjà établie, nous prou-
vons la réciproque. Soit a dans ]0, 1[. Supposons vérifiées, par exemple, les propriétés
(P1) et (P3), c’est à dire

f = f̃ sur [0, a] et f = f̃ sur [1− a, 1].

Alors q = q̃ sur [0, a] et q◦η = q̃◦η sur [0, a]. Mais grâce au Théorème 3.1 de [Sim99],
le potentiel q caractérise la fonctionA qui apparaît dans la représentation (2.3.4). Par suite

M(z2)− M̃(z2) = Õ(e−2az)
N(z2)− Ñ(z2) = Õ(e−2az).

L’hypothèse (P1) implique en particulier f(0) = f̃(0) et f ′(0) = f̃ ′(0). L’hypothèse
(P3) implique également f(1) = f̃(1) et f ′(1) = f̃ ′(1). Grâce aux asymptotiques du
Lemme 2.2.1, on déduit immédiatement :λ

+(κm)− λ̃+(κm) = Õ(e−2a√κm)
λ−(κm)− λ̃−(κm) = Õ(e−2a√κm)

m→ +∞,

ce qui conclut la preuve. �

Remarque 19. Si f(0) = f(1) et a ∈
[1
2 , 1

]
, alors nous avons un résultat d’unicité

globale.

Corollaire 2.3.5. Si f et f̃ sont analytiques sur [0, 1], le résultat d’unicité locale précé-
dent devient un résultat d’unicité global sans la condition supplémentaire q, q̃ ∈ Db.

Démonstration. Nous avons eu besoin de l’hypothèse q, q̃ ∈ Db seulement dans le cas où
f(0) = f(1) et C0 = −C1. Dans tous les autres cas, on obtenait, sans cette hypothèse,
l’une des propriété (P1), (P2), (P3) ou (P4), dont chaque égalité s’étend sur [0, 1] par
prolongement analytique. Il reste donc à traiter ce dernier cas. Sans perte de généralité,
on suppose f(0) = 1.

Sous-cas 1 : q, q̃ ∈ Db et la situation a déjà été étudiée.

Sous-cas 2 : q ou q̃ n’appartient pas à Db. Supposons, par exemple, q /∈ Db. Puisque f est
analytique, le potentiel q l’est également. La fonction ϕ : [0, 1] 7→ R, x 7→ q(x)−q(1−x)
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est donc analytique et, q n’étant pas dans Db, vérifie :

∀k ∈ N, ϕ(k)(0) = 0.

Par prolongement analytique ϕ est donc identiquement nulle sur [0, 1] ou, de manière
équivalente, q = q ◦ η, i.e M = N .

Les valeurs propres λ±(κm) vérifient alors les asymptotiques


λ−(κm) = M(κm) + C0 + Õ

(
e−2a√κm

)

λ+(κm) = M(κm) + C0 + Õ

(
e−2a√κm

)

On montre alors, sous l’hypothèse σ(Λg(ω)) �
(εm)

σ(Λg̃(ω)) que C0 = C̃0 = −C̃1, ce qui

mène à l’alternative :
λ−(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

) ou


λ−(κm)− λ̃+(κm) = O

(
e−2a√κm

)
λ+(κm)− λ̃−(κm) = O

(
e−2a√κm

)
.

Par conséquent :

M(κm)− M̃(κm) = O(e−2a√κm), m→ +∞.

On peut alors montrer, comme dans la première partie de la preuve, l’estimation

M(t2)− M̃(t2) = O(e−2at), t→ +∞ t ∈ R,

et enfin f = f̃ sur [0, a]. Par prolongement analytique, on en tire :

f = f̃ sur [0, 1].

�
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3
Stabilité pour des facteurs conformes
symétriques

3.1 Introduction

Le modèle reste celui des chapitres précédents et notre problème se présente ainsi : sup-
posons connue chaque valeur propre de Steklov à une constante ε > 0 près, fixée et
suffisamment petite. Est-il possible d’en déduire une approximation du facteur conforme
f et d’en quantifier l’erreur?

3.1.1 Proximité de deux spectres

Nous commençons par quelques définitions.

Définition 3.1.1. Soit ε > 0. On dit que σ
(
Λg(ω)

)
est approximativement inclus dans

σ
(
Λg̃(ω)

)
à la précision ε si pour tout λ±(µm) de σ

(
Λg(ω)

)
:

• il existe λ̃ dans σ
(
Λg̃(ω)

)
tel que |λ±(µm)− λ̃| ≤ ε,

• Card
{
λ ∈ σ

(
Λg(ω)

)
, |λ±(µm)− λ| ≤ ε

}
≤ Card

{
λ̃ ∈ σ

(
Λg̃(ω)

)
, |λ±(µm)− λ̃| ≤ ε

}
.

On note cela σ
(
Λg(ω)

)
⊂∼
ε
σ
(
Λg̃(ω)

)
.
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Remarque 20. Le second point de la Définition 3.1.1 revient à prendre en compte la mul-
tiplicité des valeurs propres de Steklov.

Définition 3.1.2. On dit que σ
(
Λg(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
sont proches à la précision ε si

σ
(
Λg(ω)

)
⊂∼
ε
σ
(
Λg̃(ω)

)
et σ

(
Λg̃(ω)

)
⊂∼
ε
σ
(
Λg(ω)

)
.

On note alors σ
(
Λg(ω)

)
�
ε
σ
(
Λg̃(ω)

)
.

Plus généralement, si A et Ã désignent deux ensembles finis de R, on notera A ⊂∼
ε
Ã si,

pour tout a de A

• il existe ã ∈ Ã tel que |a− ã| ≤ ε,

• Card
{
λ ∈ A, |λ− a| ≤ ε

}
≤ Card

{
λ̃ ∈ Ã, |a− λ̃| ≤ ε

}
.

On note également A �
ε
Ã si A ⊂∼

ε
Ã et Ã ⊂∼

ε
A.

Avec ces définitions, on souhaiterait démontrer quelque chose comme

σ
(
Λg(ω)

)
�
ε
σ
(
Λg̃(ω)

)
⇒ ‖f − f̃‖∞ ≤ C(ε),

où lim
ε→0

C(ε) = 0.

Malheureusement, nous savons, d’après le Théorème 1.1.1, qu’il n’y a pas unicité dans le
problème visant à retrouver f à partir de la connaissance exacte de σ

(
Λg(ω)

)
. Ceci semble

constituer une réelle obstruction pour établir, dans un cadre général, la stabilité du spectre
par rapport à la métrique. Le problème d’unicité se révélait, somme toute, assez rigide
(tout comme celui portant sur l’unicité locale), sa résolution faisant appel à la théorie
des fonctions analytiques. À présent, la condition σ

(
Λg(ω)

)
�
ε
σ
(
Λg̃(ω)

)
apparaît bien

plus souple qu’une égalité, et la non-unicité induite par la structure de notre modèle rend
l’abord de cette nouvelle question difficile. Le Théorème 1.1.1, cependant, caractérise le
défaut d’unicité et met ainsi au jour la seule façon d’obtenir l’unicité stricte, à savoir une
hypothèse de symétrie par rapport à l’axe x = 1/2 pour les facteurs conformes. Cette
condition, naturelle quoique restrictive, sera ajoutée sur f et f̃ dans le Théorème 3.1.5.
L’énoncé de notre résultat requiert également l’introduction, pour un certain A > 0 fixé,
d’une classe de fonctions A-admissible à laquelle appartiennent les facteurs conformes.
Sa définition est la suivante :

Définition 3.1.3. Soit A > 0. La classe des fonctions A-admissibles est définie par :
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3.1. Introduction

C(A) =
{
• f ∈ C2([0, 1]) • ∀k ∈ [[0, 2]], ‖f (k)‖∞ +

∥∥∥∥∥ 1
f

∥∥∥∥∥
∞
≤ A

}

On rappelle enfin la définition du potentiel qf associé à f :

Définition 3.1.4. Le potentiel associé au facteur conforme f est la fonction qf définie sur

[0, 1] par qf = (f n−2
4 )′′

f
n−2

4
− ωf .

3.1.2 Les résultats

Le principal résultat de ce chapitre est le suivant :

Théorème 3.1.5. Soit M = [0, 1] × Sn−1 une variété riemannienne lisse munie des mé-
triques

g = f(x)(dx2 + gS) et g̃ = f̃(x)(dx2 + gS)),

avec f , f̃ positives sur [0, 1] et symétriques par rapport à x = 1/2. Soit A > 0 fixé. Pour
n ≥ 2 et ε > 0 assez petit (indépendant de A) et sous l’hypothèse

f, f̃ ∈ C(A),

on a l’implication

σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
⇒
∥∥∥qf − qf̃∥∥∥2

≤ CA
1

ln
(

1
ε

) ,

où CA est une constante qui ne dépend que de A.

Nous en tirons deux corollaires :

Corollaire 3.1.6. Avec des notations et hypothèses identiques à celles du Théorème 3.1.5,
pour tout 0 ≤ s ≤ 2, on a :

σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
⇒
∥∥∥qf − qf̃∥∥∥Hs(0,1)

≤ CA
1

ln
(

1
ε

)θ ,
où θ = (2 − s)/2 et CA est une constante qui ne dépend que de A. En particulier, à
l’aide des injections de Sobolev, on prouve :

σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
⇒
∥∥∥qf − qf̃∥∥∥∞ ≤ CA

√√√√ 1
ln
(

1
ε

) .
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Corollaire 3.1.7. Avec des notations et hypothèses identiques à celles du Théorème 3.1.5,
et si de plus ω = 0 et n ≥ 3, on a

σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
⇒
∥∥∥f − f̃∥∥∥

∞
≤ CA

1
ln
(

1
ε

) ,
où CA est une constante ne dépendant que de A.

Ces résultats sur le problème inverse de Steklov invitent à un petit détour pour dire
quelques mots de son voisin, celui de Calderón, évoqué dans l’introduction. SoitB(H1/2(∂M))
l’espace des opérateurs bornés de H1/2(∂M) dans lui-même, muni de la norme

‖F‖∗ = sup
ψ∈H1/2(∂M)\{0}

‖Fψ‖H1/2

‖ψ‖H1/2
.

Dans le Lemme 3.7.1 (Section 5) nous établissons l’équivalence

Λg(ω)− Λg̃(ω) ∈ B(H1/2(∂M))⇔

f(0) = f̃(0)
f(1) = f̃(1),

et démontrons le résultat de stabilité suivant pour le problème de Calderón :

Théorème 3.1.8. Soit M = [0, 1] × Sn−1 une variété Riemannienne lisse munie des
métriques

g = f(x)(dx2 + gS) et g̃ = f̃(x)(dx2 + gS),

avec f et f̃ positives sur [0, 1]. Soit A > 0 fixé et ω une fréquence qui n’appartient pas au
spectre de Dirichlet de −∆g et −∆g̃ sur M . Soit n ≥ 2, ε > 0 et supposons :

• f(0) = f̃(0) et f(1) = f̃(1),

• f, f̃ ∈ C(A),

•
∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(
qf − qf̃

)∣∣∣∣∣+ ‖Λg(ω)− Λg̃(ω)‖∗ ≤ ε.

Alors : ∥∥∥qf − qf̃∥∥∥2
≤ CA

1
ln
(

1
ε

) ,
où CA est une constante qui ne dépend que de A.
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Corollaire 3.1.9. Avec les mêmes notations et hypothèses que celles du Théorème 3.1.8,
si de plus ω = 0 et n ≥ 3, on a la conclusion :

σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
⇒
∥∥∥f − f̃∥∥∥

∞
≤ CA

1
ln
(

1
ε

) ,
où CA est une constante qui ne dépend que de A.

Remarque 21. Nous le disions en introduction dans la Remarque 1 : lorsque ω vaut 0, le
potentiel qf s’exprime à l’aide de la courbure scalaire scalg(x) de M . La différence des
potentiels est alors

qf − qf̃ = − n− 2
4(n− 1)

(
f(x)scalg(x)− f̃(x)scalg̃(x)

)
.

En écrivant

f(x)scalg(x)− f̃(x)scalg̃(x) =
(
f(x)− f̃(x)

)
Scalg(x) +

(
scalg(x)− scalg̃(x)

)
f̃(x),

on peut remplacer la condition portant sur la moyenne de la différence des potentiels
par une autre, plus géométrique, qui contrôle respectivement la moyenne de la diffé-
rence des facteurs conformes

∫ 1
0 (f − f̃) et celle de la différence des courbures scalaires∫ 1

0 (Scalg−Scalg̃). En effet, si chacune de ces deux quantités est supposée plus petite que
ε, l’appartenance de f et f̃ à la classe admissible C(A) nous assure que la différence des
potentiels sera plus petite que CAε et permettra d’aboutir à la même conclusion.

Nous présentons à présent les grandes étapes de la preuve du Théorème 3.1.5. Désormais,
nous noterons q = qf et q̃ = qf̃ .

3.1.3 Plan de la preuve

Étape 1. Sous l’hypothèse σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)

)
, on montre la proximité des traces et

des déterminants des opérateurs Λm
g (ω) et Λm

g̃ (ω), ce qui permet d’obtenir les estimations

∀m ∈ N,
∣∣∣∣∣
(
M(κm)N(κm)− 1

∆2(κm)

)
−
(
M̃(κm)Ñ(κm)− 1

∆̃2(κm)

)∣∣∣∣∣ ≤ CAε×ym,

où ym = √κm =
√
m(m+ n− 2).
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Étape 2. On établit un lien entre la quantité précédente et la différence des potentiels, à
l’aide d’une égalité intégrale :

∆(x)∆̃(z)
[(
M(z)N(z)− 1

∆(z)2

)
−
(
M̃(z)Ñ(z)− 1

∆̃(z)2

)]

=
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z)dx+

∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c̃0(x, z)s0(x, z)dx,

où les fonctions c0, s0, c̃0 et s̃0 ont été définies au cours du premier chapitre par les égalités
(1.9). On en tire, par symétrie des potentiels et grâce aux estimations de l’étape 1 :∣∣∣∣∣

∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)[
c0(x, κm)s̃0(x, κm) + c̃0(x, κm)s0(x, κm)

]
dx

∣∣∣∣∣
≤ CAym|∆(κm)||∆̃(κm)|ε.

Étape 3. On montre l’existence d’un opérateur B : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) tel que, pour
m supérieur à un certain rang m0 :

∫ 1

0

[
c0(x, κm)s̃0(x, κm) + c̃0(x, κm)s0(x, κm)

]
(q − q̃)(x)dx

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)B(q − q̃)(τ)dτ,

ce qui conduit à l’inégalité

∀m ≥ m0,

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
e−2τymB(q − q̃)(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

Étape 4. En posant le changement de variable τ = − ln(t), nous sommes amenés à étudier
le problème des moments

∀m ≥ m0,

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
t2ym−1B(q − q̃)(− ln(t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

On montre que ces estimations imposent un contrôle logarithmique en norme L2 sur la
fonction t 7→ B(q − q̃)(− ln(t)) :

‖B(q − q̃)(− ln(t))‖L2(0,1) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
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Étape 5 : enfin on en déduit d’une part, pour 0 ≤ s ≤ 2 des estimations Hs sur la
différence des potentiels grâce aux inégalité de Gagliardo-Nirenberg et, d’autre part, une
estimation sur les facteurs conformes dans le cas où ω = 0 et n ≥ 3 sur la différence des
facteurs conformes.

3.2 Estimations sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh

Remarques préliminaires :

1. Jusqu’à la fin du chapitre, nous désignerons par CA toute constante strictement positive
ne dépendant que de A, y compris au cours d’un même calcul.

2. Désormais, les facteurs f et f̃ sont supposés symétriques par rapport à x = 1/2. Cette
hypothèse simplifie bien des formules. Néanmoins, en vue de généraliser autant que pos-
sible notre propos, nous n’invoquerons cette propriété de symétrie qu’aux moments où
elle intervient vraiment et privilégierons l’écriture des formules sous leurs versions gé-
nériques. Par exemple, nous distinguerons toujours les fonctions M et N bien qu’elles
soient égales.

On se place dans les hypothèse du Théorème 3.1.5. L’objet de cette section est la preuve
des estimations suivantes :

Proposition 3.2.1. Soit ε un réel strictement positif, assez petit. Supposons que l’on ait
σ(Λg(ω)) �

ε
σ(Λg̃(ω)). Alors il existe une constante CA > 0 et un entierm0 (indépendant

de ε) tels que, pour tout m ≥ m0, et en posant ym = √κm, on ait :

∣∣∣∣∣
(
M(κm)N(κm)− 1

∆2(κm)

)
−
(
M̃(κm)Ñ(κm)− 1

∆̃2(κm)

)∣∣∣∣∣ ≤ CAε× ym.

Démonstration. Commençons par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2. Sous l’hypothèse σ(Λg(ω)) �
ε
σ(Λg̃(ω)), avec f et f̃ symétriques par

rapport à x = 1/2, on a :
f(0) = f̃(0).

Démonstration. Les mêmes arguments que ceux invoqués au début de la preuve du Lemme
2.3.1 établissent l’égalité
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√
f(1) +

√
f(0) =

√
f̃(1) +

√
f̃(0).

Les fonctions f et f̃ étant symétriques par rapport à x = 1/2, on a f(0) = f(1) et
f̃(0) = f̃(1). Par suite : 2f(0) = 2f̃(0) et le Lemme 3.2.2 est démontré. �

Lemme 3.2.3. Pour tout entier m fixé, assez grand, on a :

{λ−(κm), λ+(κm)} �
ε
{λ̃−(κm), λ̃+(κm)}. (3.1)

Démonstration. Soit m un entier positif. Il existe un indice p tel que

|λ±(κm)− λ̃±(κp)| ≤ ε. (3.2)

Notons
C1 = 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1) et C0 = 1

4
√
f(0)

h′(0)
h(0) .

Alors, par symétrie des facteurs conformes,

C0 = −C1 et C̃0 = −C̃1.

En posant
C = C0 − C̃0,

on obtient, grâce aux asymptotiques du Lemme 1.3.2, la relation

√
f(0)

(
λ±(κm)− λ̃±(κp)

)
=
(
m− p

)
+ C + o(1).

Soit k = bCc. On a :

m− p+ k =
√
f(0)

(
λ±(κm)− λ̃±(κp)

)
+ k − C︸ ︷︷ ︸
∈]−1,0[

+o(1). (3.3)

Or m− p + k est un entier donc, en utilisant (3.2), ceci conduit, pour m assez grand et ε
assez petit, à l’égalité

p = m+ k.

Par suite, si m est assez grand, (3.2) équivaut à
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|λ
−(κm)− λ̃−(κm+k)| ≤ ε

|λ+(κm)− λ̃+(κm+k)| ≤ ε
ou

|λ
−(κm)− λ̃+(κm+k)| ≤ ε

|λ+(κm)− λ̃−(κm+k)| ≤ ε.

D’après l’hypothèse Σ
(
Λg(ω)

)
�
ε

Σ
(
Λg̃(ω)

)
, chacun des systèmes ci-dessus implique

2m = 2(m+ k),

donc k = 0 et ceci conclut la preuve. �

Bien entendu, le Lemme 3.2.3 reste vrai si l’on remplace κm par µm. Pour m assez grand,
nous avons ainsi :

{λ−(µm), λ+(µm)} �
ε
{λ̃−(µm), λ̃+(µm)}. (3.4)

On rappelle que l’endomorphisme induit Λm
g (ω) s’exprime de la façon suivante :

Λm
g (ω) =

 −M(µm)√
f(0)

+ C0 − 1√
f(0)

h1/4(1)
h1/4(0)

1
∆(µm)

− 1√
f(1)

h1/4(0)
h1/4(1)

1
∆(µm) −N(µm)√

f(1)
− C1

 .
Par suite :

Tr
(
Λm
g (ω)

)
− Tr

(
Λm
g̃ (ω)

)
=
[
− M(µm)√

f(0)
+ C0 −

N(µm)√
f(1)

− C1

]
−
[
− M̃(µm)√

f̃(0)
+ C̃0 −

Ñ(µm)√
f̃(1)

− C̃1

]

= 1√
f(0)

[
M̃(µm)−M(µm)

]
+ 1√

f(1)

[
Ñ(µm)−N(µm)

]

+ (C̃0 − C0) + (C1 − C̃1).

(3.5)

En reprenant l’égalité (3.3) avec k = 0 et m− p = 0, on a

|C| = |C̃0 − C0| = |C1 − C̃1| ≤ CAε, (3.6)
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et donc, d’après (3.4), (3.5) et (3.6) :∣∣∣∣∣ 1√
f(0)

(
M̃(µm)−M(µm)

)
+ 1√

f(1)

(
Ñ(µm)−N(µm)

)∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣Tr
(
Λm
g (ω)

)
− Tr

(
Λm
g̃ (ω)

)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤2ε

+CAε

≤ CAε.

Comme les fonctions f et f̃ sont symétriques par rapport à 1/2, ce qui précède conduit à∣∣∣∣∣M(µm)− M̃(µm)
∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

Nous pouvons alors établir une estimation sur la différence des déterminants des matrices
Λm
g (ω) et Λm

g̃ (ω). À partir de la relation (3.4), supposons satisfaites, par exemple, les
inégalités ∣∣∣λ+(µm)− λ̃+(µm)

∣∣∣ ≤ ε et
∣∣∣λ̃−(µm)− λ−(µm)

∣∣∣ ≤ ε.

Dans ce cas,∣∣∣∣∣ det(Λm
g (ω))− det(Λm

g̃ (ω))
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣λ−(µm)λ+(µm)− λ̃−(µm)λ̃+(µm)
∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣λ−(µm)

∣∣∣∣∣∣λ+(µm)− λ̃+(µm)
∣∣∣

+
∣∣∣λ̃−(µm)− λ−(µm)

∣∣∣∣∣∣λ̃+(µm)
∣∣∣

≤ CAε×
√
µm.

Écrivons :

det(Λm
g (λ))− det(Λm

g̃ (λ)) = I(µm) + II(µm) + III(µm) + IV,

avec

I(µm) = 1√
f(0)f(1)

[(
M(µm)N(µm)− 1

∆2(µm)

)
−
(
M̃(µm)Ñ(µm)− 1

∆̃2(µm)

)]
,

II(µm) = 1√
f(0)

[
C1(M(µm)− M̃(µm)) + (C1 − C̃1)M̃(µm)

]
,
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III(µm) = 1√
f(1)

[
C̃0(Ñ(µm)−N(µm)) + (C̃0 − C0)N(µm)

]
,

et
IV = (C̃0 − C0)C̃1 + C0(C̃1 − C1).

On estime indépendamment les trois derniers termes :

|II(µm)| ≤ 1√
f(0)
|C1||M(µm)− M̃(µm)|+ 1√

f(0)
|C1 − C̃1||M̃(µm)|

≤ CAε+ CAε
√
µm

≤ CAε
√
µm.

De la même façon :

|II(µm)| ≤ CAε
√
µm et |IV| ≤ CAε.

Finalement :
|I(µm)| ≤

∣∣∣ det(Λm
g (λ))− det(Λm

g̃ (λ))
∣∣∣+ CAε

√
µm

≤ CAε
√
µm.

Puisque ceci est vrai pour µm, avec m ≥ m0 et m0 qui ne dépend pas de ε, ce l’est éga-
lement pour κm avec m ≥ m0 (où m0 est différent du premier mais toujours indépendant
de ε). Par conséquent, en posant ym = √κm, on a démontré qu’il existe une constante
CA > 0 telle que, pour tout m ≥ m0 :∣∣∣∣∣

(
M(κm)N(κm)− 1

∆2(κm)

)
−
(
M̃(κm)Ñ(κm)− 1

∆̃2(κm)

)∣∣∣∣∣ ≤ CAε× ym.

�

3.3 Une estimation intégrale

Le point de départ de cette section est l’estimation de la Proposition (3.2.1), à partir de
laquelle on veut prouver celle portant sur la différence des potentiels

‖q − q̃‖L2(0,1) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
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Revenons à l’équation de Surm-Liouville

− u′′ + qu = −zu, z ∈ C, (3.7)

et aux deux systèmes fondamentaux de solutions {c0, s0} et {c1, s1} introduits dans le
premier chapitre par les égalités (1.9). On avait également défini ψ et φ comme les deux
uniques solutions de (3.7) pouvant s’écrire sous la forme

ψ(x, z) = c0(x, z) +M(z)s0(x, z), φ(x, z) = c1(x, z)−N(z)s1(x, z), (3.8)

avec une condition au bord de Dirichlet respectivement en x = 1 et en x = 0.

Proposition 3.3.1. On a les relations suivantes :

s0(1, z) = ∆(z)
s′0(1, z) = −N(z)∆(z)
c0(1, z) = −M(z)∆(z)

c′0(1, z) = M(z)N(z)∆(z)− 1
∆(z)

et

s1(0, z) = −∆(z)
s′1(0, z) = −M(z)∆(z)
c1(0, z) = −N(z)∆(z)

c′1(0, z) = 1
∆(z) −N(z)M(z)∆(z).

Démonstration. Les égalités s0(1, z) = ∆(z) et s1(0, z) = −∆(z) ont déjà été prouvées
au cours du premier chapitre. Établissons la relation liant s′0(1, z) à N(z) et ∆(z). L’es-
pace des solutions de (3.7) qui vérifient u(0, z) = 0 est de dimension 1. Par conséquent,
il existe une constante complexe A(z) telle que :

∀x ∈ [0, 1], s0(x, z) = A(z)φ(x, z). (3.9)

Les conditions sur c1 et s1 en x = 1 conduisent à l’égalité A(z) = s0(1, z) = ∆(z). On
obtient également, en dérivant (3.9) :

s′0(1, z) = A(z)
(
c′1(1, z)−N(z)s′1(1, z)

)
= −N(z)A(z) = −∆(z)N(z).

Pour les mêmes raisons, on a :

s1(x, z) = −∆(z)ψ(x, z),

et par suite, s′1(1, z) = −∆(z)ψ′(1, z), puis ψ′(1, z) = − 1
∆(z) . En dérivant (3.9) et en
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évaluant cette égalité en x = 1, nous obtenons

c′0(1, z) +M(z)s′0(1, z) = − 1
∆(z) ,

soit donc
c′0(1, z) = M(z)N(z)∆(z)− 1

∆(z) .

Ceci démontre les égalités portant sur c0 et s0. On procède de façon similaire pour établir
celles concernant c1 et s1. �

Grâce à ces relations, nous sommes en mesure de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Notons P les pôles de N . Pour tout z de C\P on a :

∆̃(z)∆(z)
(
M(z)N(z)− 1

∆(z)2

)
−M(z)Ñ(z)∆(z)∆̃(z) + 1

=
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z)dx.

(3.10)

Démonstration. Introduisons la fonction θ définie sur [0, 1] par θ(x) = c0(x, z)s̃′0(x, z)−
s′0(x, z)c̃0(x, z). Alors

θ′(x) = c0(x, z)s̃′′0(x, z) + c′0(x, z)s̃′0(x, z)− c′0(x, z)s̃′0(x, z)− c′′0(x, z)s̃0(x, z)
= c0(x, z)(q̃(x)s̃0(x, z) + zs̃0(x, z))− (q(x)c0(x, z) + zc0(x, z))s̃0(x, z)
= (q̃(x)− q(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z).

En intégrant cette égalité entre 0 et 1, il vient

θ(1)− θ(0) =
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z)dx.

En d’autres termes :

c′0(1, z)s̃0(1, z)− c0(1, z)s̃′0(1, z)− c′0(0, z)s̃0(0,z) + c0(0, z)s̃′0(0, z)

=
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z)dx.

Il suffit alors de remplacer c′0(1, z), s̃0(1, z), c0(1, z) et s̃′0(1, z) par leurs expressions en
fonction de M(z), N(z) et ∆(z), données dans la Proposition 3.3.1, pour obtenir l’égalité
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annoncée. �

Dans l’égalité du Lemme 3.3.2, en échangeant les rôles de q et q̃, on obtient

∆(z)∆̃(z)
(
M̃(z)Ñ(z)− 1

∆̃(z)2

)
−M̃(z)N(z)∆(z)∆̃(z) + 1

=
∫ 1

0

(
q̃(x)− q(x)

)
c̃0(x, z)s0(x, z)dx.

(3.11)

En remplaçant également q(x) et q̃(x) par q(1−x) et q̃(1−x), les rôles deM etN sont
échangés. On remarque de plus que c1(1−x) et −s1(1−x) tiennent respectivement les
rôles de c0(x) et s0(x) mais pour le potentiel q(1 − x). En notant, pour tout x de [0, 1],
η(x) = 1− x, on a précisément

c0(x, z, , q ◦ η) = c1(1− x, z, q) et s0(x, z, , q ◦ η) = −s1(1− x, z, q).

Par conséquent

∆(z)∆̃(z)
(
M̃(z)Ñ(z)− 1

∆̃(z)2

)
− Ñ(z)M(z)∆(z)∆̃(z) + 1

= −
∫ 1

0

(
q̃(1− x)− q(1− x)c̃1(1− x, z)s1(1− x, z)

)
dx.

(3.12)

Mais q est symétrique donc c1(1 − x) = c0(x) et s1(1 − x) = −s0(x). L’égalité (3.12)
s’écrit

∆(z)∆̃(z)
(
M̃(z)Ñ(z)− 1

∆̃(z)2

)
− Ñ(z)M(z)∆(z)∆̃(z) + 1

=
∫ 1

0

(
q̃(x)− q(x)

)
c̃0(x, z)s0(x, z)dx.

(3.13)

Par suite, en soustrayant la relation du Lemme 3.3.2 à celle de l’égalité (3.13), il vient

∆(z)∆̃(z)
[(
M(z)N(z)− 1

∆(z)2

)
−
(
M̃(z)Ñ(z)− 1

∆̃(z)2

)]

=
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c0(x, z)s̃0(x, z)dx+

∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
c̃0(x, z)s0(x, z)dx

Finalement, d’après la Proposition 3.2.1, nous avons démontré :
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Proposition 3.3.3. Il existe un entier m0 tel que, pour tout m supérieur à m0 :∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)[
c0(x, κm)s̃0(x, κm) + c̃0(x, κm)s0(x, κm)

]
dx

∣∣∣∣∣
≤ CAym|∆(κm)||∆̃(κm)|ε.

3.4 Construction d’un opérateur intégral inversible

Désormais, pour tout x de [0, 1], nous posons L(x) = q(x) − q̃(x). L’enjeu de ce para-
graphe est d’exprimer l’intégrande de la Proposition 3.3.3 en terme d’opérateur évalué en
la fonction L.

Proposition 3.4.1. Il existe un opérateur B : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) tel que :

1. Pour tout entier m,

∫ 1

0

[
c0(x, κm)s̃0(x, κm) + c̃0(x, κm)s0(x, κm)

]
L(x)dx

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)BL(τ)dτ.

2. La fonction τ 7→ BL(τ) est de classe C1 sur [0, 1]. De plus, BL et (BL)′ sont
uniformément bornées par une constante CA.

Démonstration. Prolongeons q et q̃ par parité sur [−1, 0]. Marchenko a obtenu dans [Mar11]
(page 9) les représentations intégrales suivantes :

s0(x,−z2) = sin(zx)
z

+
∫ x

0
H(x, t)sin(zt)

z
dt,

c0(x,−z2) = cos(zx) +
∫ x

0
P (x, t) cos(zt)dt,

où H(x, t) et P (x, t) s’écrivent

H(x, t) = K(x, t)−K(x,−t),
P (x, t) = K(x, t) +K(x,−t),

(3.14)

avec K une fonction C1 sur [−1, 1] × [−1, 1] qui vérifie de bonnes estimations. Plus
précisément ([Mar11], p.14) :
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Théorème 3.4.2. K vérifie sur [−1, 1]× [−1, 1] l’inégalité

|K(x, t)| ≤ 1
2w
(
x+ t

2

)
exp

(
σ1(x)− σ1

(
x+ t

2

)
− σ1

(
x− t

2

))
,

avec w(u) = max
0≤ξ≤u

∣∣∣∣∣
∫ ξ

0
q(y)dy

∣∣∣∣∣, σ0(x) =
∫ x

0
|q(t)|dt, σ1(x) =

∫ x

0
σ0(t)dt.

On montre alors la majoration suivante :

Proposition 3.4.3. Il existe une constante CA > 0, ne dépendant que de A, telle que

‖K‖∞ +
∥∥∥∥∥∂K∂x

∥∥∥∥∥
∞

+
∥∥∥∥∥∂K∂t

∥∥∥∥∥
∞
≤ CA. (3.15)

Démonstration. Puisque f appartient à la classe admissible C(A), le potentiel q est borné
par une constante dépendant uniquement de A, il en est de même pour σ0, σ1, w et K.
Posons J(u, v) = K(u + v, u − v). Alors J est uniformément bornée par CA et de plus
(cf [Mar11], p.14 et p.16), on a les égalités :


∂J(u, v)
∂u

= 1
2q(u) +

∫ v

0
q(u+ β)J(u, β)dβ

∂J(u, v)
∂v

=
∫ u

0
q(v + α)J(α, v)dβ.

De cela, on déduit que les dérivées partielles premières de J sont uniformément bornées
par CA. En revenant aux coordonnées (x, t), l’inégalité (3.15) est établie. �

Pour z = i
√
κm =: iym, on a ainsi :

s0(x, κm) = sinh(ymx)
ym

+
∫ x

0
H(x, t)sinh(ymt)

ym
dt,

c0(x, κm) = cosh(ymx) +
∫ x

0
H(x, t) cosh(ymt)dt.
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La construction de notre opérateur B repose sur ces représentations. On écrit :

∫ 1

0
L(x)s0(x)c̃0(x)dx =

∫ 1

0
L(x)

[
sinh(ymx)

ym
+
∫ x

0
H(x, t)sinh(ymt)

ym
dt

]
×[

cosh(ymx) +
∫ x

0
P̃ (x, u) cosh(ymu)du

]
dx

= I0 + II0 + III0 + IV0,

avec

• I0 =
∫ 1

0
L(x)sinh(ymx) cosh(ymx)

ym
dx,

• II0 =
∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
P̃ (x, u)sinh(ymx) cosh(ymu)

ym
du

]
dx,

• III0 =
∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
H(x, t)sinh(ymt) cosh(ymx)

ym
dt

]
dx,

• IV0 =
∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0

∫ x

0
P̃ (x, u)H(x, t)sinh(ymt) cosh(ymu)

ym
du dt

]
dx.

On s’intéresse à ces quatre quantités de façon indépendante en vue de les exprimer cha-

cune sous la forme
∫ 1

0
sinh(2ymx)GL(x)dx, où G est un opérateur de L2([0, 1]) dans

lui-même.

I0 =
∫ 1

0
L(x)sinh(ymx) cosh(ymx)

ym
dx = 1

2ym

∫ 1

0
sinh(2xym)L(x)dx.

II0 =
∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
P̃ (x, u)sinh(ymx) cosh(ymu)

ym
du

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
P̃ (x, u)sinh(ym(x+ u)) + sinh(ym(x− u))

2 du

]
dx

= 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
P̃ (x, u) sinh(ym(x+ u))du+

∫ x

0
P̃ (x, u) sinh(ym(x− u))du

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

x
2

P̃ (x, 2τ − x) sinh(2τym)dτ +
∫ x

2

0
P̃ (x, x− 2τ) sinh(2τym)dτ

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

[ ∫ 2τ

τ
P̃ (x, 2τ − x)L(x)dx+

∫ 1

2τ
P̃ (x, x− 2τ)L(x)dx

]
dτ.

Mais, pour tout (x, τ) de R2, on a P̃ (x, x− 2τ) = P̃ (x, 2τ − x) d’après (3.14). Donc
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II0 = 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

[ ∫ 1

τ
P̃ (x, 2τ − x)L(x)dx

]
dτ.

Calculons III0 :

III0 =
∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
H(x, t)sinh(ymt) cosh(ymx)

ym
dt

]
dx

= 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
H(x, t) sinh(ym(t+ x))dt+

∫ x

0
H(x, t) sinh(ym(t− x))dt

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

x
2

H(x, 2τ − x) sinh(2τym)dτ +
∫ 0

−x2
H(x, 2τ + x) sinh(2τym)dτ

]
dx.

En changeant τ par −τ , on obtient

III0 = 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

x
2

H(x, 2τ − x) sinh(2τym)dt+
∫ x

2

0
H(x,−2τ + x) sinh(−2τym)dt

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

x
2

H(x, 2τ − x) sinh(2τym)dτ −
∫ x

2

0
H(x,−2τ + x) sinh(2τym)dτ

]
dx.

Mais puisque H est impaire par rapport à la seconde variable :

III0 = 1
ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0
H(x, 2τ − x) sinh(2τym)dτ

]
dx

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

[ ∫ 1

τ
H(x, 2τ − x)L(x)dx

]
dτ.

Enfin :

IV0 = 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

[ ∫ x

0

∫ x

0
P̃ (x, u)H(x, t)

(
sinh(ym(t+ u)) + sinh(ym(t− u))

)
du dt

]
dx

= IV0(1) + IV0(2),
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où

IV0(1) = 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

∫ x

0

∫ x

0
P̃ (x, u)H(x, t) sinh(ym(t+ u))dudtdx

= 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

∫ 1

0
1[0,x](t)

∫ x+t
2

t
2

2P̃ (x, 2τ − t)H(x, t) sinh(2τym)dτdtdx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

∫ 1

0
sinh(2τym)1[0,x](τ)

∫ 2τ

2τ−x
P̃ (x, 2τ − t)H(x, t)1[0,x](t)dtdτdx

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

τ
L(x)

∫ 2τ

2τ−x
P̃ (x, 2τ − t)H(x, t)1[0,x](t)dtdxdτ,

et

IV0(2) = 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

∫ x

0

∫ x

0
P̃ (x, u)H(x, t) sinh(ym(t− u))du dtdx

= 1
2ym

∫ 1

0
L(x)

∫ 1

0
1[0,x](t)

∫ t
2

t−x
2

2P̃ (x, t− 2τ)H(x, t) sinh(2τym)dτ dtdx

= 1
ym

∫ 1

0
L(x)

∫ 1

−1
sinh(2τym)1[−x,x](2τ)

∫ 2τ+x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t)1[0,x](t) dtdτdx

= 1
ym

∫ 1

−1
sinh(2τym)

∫ 1

2|τ |
L(x)

∫ 2τ+x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t)1[0,x](t) dtdxdτ

= IV0(2, 1) + IV0(2, 2),

avec

IV0(2, 1) = 1
ym

∫ 0

−1
sinh(2τym)

∫ 1

−2τ
L(x)

∫ 2τ+x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t)1[0,x](t) dtdxdτ

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

2τ
L(x)

∫ −2τ+x

−2τ
P̃ (x, t+ 2τ)H(x, t)1[0,x](t) dtdxdτ

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

2τ
L(x)

∫ −2τ+x

0
P̃ (x, t+ 2τ)H(x, t) dtdxdτ

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P̃ (x, t)H(x, t− 2τ) dtdxdτ,

et

IV0(2, 2) = 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

2τ
L(x)

∫ 2τ+x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t)1[0,x](t) dtdxdτ

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)

∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t) dtdxdτ.

Finalement :
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∫ 1

0
s0(x)c̃0(x)L(x)dx = 1

ym

∫ 1

0
sinh(2τym)QL(τ)dτ,

où Q est l’opérateur défini sur L2([0, 1]) par

QL(τ) = 1
2L(τ) +

∫ 1

τ
P̃ (x, 2τ − x)L(x)dx+

∫ 1

τ
H(x, 2τ − x)L(x)dx

+
∫ 1

τ
L(x)

∫ 2τ

2τ−x
P̃ (x, 2τ − t)H(x, t)1[0,x](t)dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P̃ (x, t)H(x, t− 2τ) dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t) dtdx.

En échangeant les ˜ on construit de même un opérateur R : L2(0, 1)→ L2(0, 1) tel que

∫ 1

0
s̃0(x)c0(x)L(x)dx = 1

ym

∫ 1

0
sinh(2τym)RL(τ)dτ

avec

RL(τ) = 1
2L(τ) +

∫ 1

τ
P (x, 2τ − x)L(x)dx+

∫ 1

τ
H̃(x, 2τ − x)L(x)dx

+
∫ 1

τ
L(x)

∫ 2τ

2τ−x
P (x, 2τ − t)H̃(x, t)1[0,x](t)dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P (x, t)H̃(x, t− 2τ) dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
P (x, t− 2τ)H̃(x, t) dtdx

Posons B = Q+R. Alors

∫ 1

0

[
c0(x, z)s̃0(x, z) + c̃0(x, z)s0(x, z)

]
L(x)dx = 1

ym

∫ 1

0
sinh(2τym)(R +Q)L(τ)dτ

= 1
ym

∫ 1

0
sinh(2τym)BL(τ)dτ,

ce qui établit la première partie de la Proposition 3.4.1. Démontrons la seconde. Puisque
les facteurs conformes f et f̃ appartiennent à C(A), et en vertu de la Proposition 3.4.3,
on sait que H et H̃ sont de classe C1 et uniformément bornées par une constante CA
(ainsi que leurs dérivées partielles premières). De plus, pour toute fonction g de classe
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C1 sur [0, 1], pour tout a dans ]0, 1[ la fonction Ga définie par Ga(τ) =
∫ τ

a
g(τ, x)dx est

également C1 et sa dérivée est

G′a(τ) =
∫ τ

a

∂g

∂τ
(τ, x)dx+ g(τ, τ).

Par suite BL et ses dérivées sont également bornées par une constante CA. �

Nous avons donc obtenu

∀m ∈ N, m ≥ m0 ⇒
∣∣∣∣∣ 1
y2
m

∫ 1

0
sinh(2τym)BL(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ CAε×∆(κm)∆̃(κm). (3.16)

De plus :

y2
me
−2ym × 1

y2
m

∫ 1

0
sinh(2τym)BL(τ)dτ

= 1
2

[
e−2ym

∫ 1

0
e2τymBL(τ)dτ + e−2ym

∫ 1

0
e−2τymBL(τ)dτ

]

= 1
2

[ ∫ 1

0
e2(τ−1)ymBL(τ)dτ +

∫ 1

0
e−2(τ+1)ymBL(τ)dτ

]

= 1
2

[ ∫ 1

0
e−2τymBL(1− τ)dτ +

∫ 2

1
e−2τymBL(τ − 1)dτ

]
,

et donc, en multipliant (3.16) par y2
me
−2ym , on obtient, pour m ≥ m0 :∣∣∣∣∣

∫ +∞

0
e−2τym

(
BL(1− τ)1[0,1](τ)+BL(τ − 1)1[1,2](τ)

)
dτ

∣∣∣∣∣
≤ CAε×

[
y2
me
−2ym∆(κm)∆̃(κm)

]
≤ CAε.

(3.17)

3.5 Un théorème d’approximation de Müntz

3.5.1 Un problème de moments de Hausdorf

Pour tout τ de [0, 2], posons

g(τ) = BL(1− τ)1[0,1](τ) +BL(τ − 1)1[1,2](τ).
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Le changement de variable t = e−τ dans l’intégrale des estimations (3.17) conduit à écrire
de façon équivalente

∀m ≥ m0,

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
t2ym−1g(− ln(t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

Définissons α = 2ym0 − 1 et
λm := 2ym − 1− α. (3.18)

En notant, pour tout t de ]0, 1],

h(t) = tαg(− ln(t)),

on obtient donc ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
tλmh(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ CAε, ∀m ∈ N. (3.19)

La question est désormais la suivante : la connaissance approchée des moments de h
évalués en la suite (λm)m∈N détermine-t-elle h en norme L2 à une petite erreur près?

Fixons un entier m (que nous préciserons par la suite) et considérons la suite finie

Λm : 0 = λ0 < λ1 < ... < λm.

Définition 3.5.1. Le sous-espace de polynômes de Müntz de degré λm est défini par

M(Λm) = {P : P (x) =
m∑
k=0

akx
λk}.

Définition 3.5.2. L’erreur d’approximation d’une fonction f ∈ L2([0, 1]) à l’espace
M(Λm) est la distance entre f et son projeté orthogonal surM(Λm), en d’autres termes :

E2(f,Λm) = inf
P∈M(Λm)

‖f − P‖2.

E2(h,Λm) apparaît dans l’estimation de h en norme ‖.‖2 donnée par la Proposition 3.5.3.
Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on définit la suite de polynômes
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de Müntz
(
Lp(x)

)
par L0 ≡ 1 et, pour p ≥ 1 :

Lp(x) =
p∑
j=0

Cpjx
λj ,

où

Cpj =
√

2λp + 1
∏p−1
r=0(λj + λr + 1)∏p
r=0,r 6=j(λj − λr)

.

Proposition 3.5.3. On a l’estimation suivante :

‖h‖2
2 ≤ CAε

2
m∑
k=0

(
k∑
`=0
|Ck`|

)2

+ E2(h,Λm)2.

Démonstration. Notons π(h) =
m∑
k=0
〈Lk, h〉Lk la projection orthogonale de h surM(Λm).

Alors
‖h‖2

2 = ‖π(h)‖2 + ‖h− π(h)‖2
2

=
m∑
k=0
〈Lk, h〉2 + E2(Λm, h)2.

Les coefficients 〈Lk, h〉 s’expriment en fonction des moments de h, sur lesquels on a
obtenu, en (3.19), une estimation dépendant de ε :

|〈Lk, h〉| =
∣∣∣∣∣
k∑
`=0

Ck`

∫ 1

0
xλ`h(x)dx︸ ︷︷ ︸
≤CAε

∣∣∣∣∣ ≤ CAε
k∑
`=0
|Ck`|.

On obtient donc

‖h‖2
2 ≤ CAε

2
m∑
k=0

(
k∑
`=0
|Ck`|

)2

+ E2(Λm, h)2.

�

Nous sommes en présence de deux quantités dépendant de m aux variations contraires :
lorsque m est petit, la double somme contient peu de termes tandis que la distance de h à

Λm est élevée. Cependant, celle-ci diminue à mesure quem grandit alors que
m∑
k=0

(
k∑
`=0
|Ck`|

)2

tend vers l’infini. Notre stratégie est la suivante : trouver m(ε) tel que

lim
ε→0

m(ε) = +∞,
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et satisfaisant l’inégalité
m(ε)∑
k=0

(
k∑
`=0
|Ck`|

)2

≤ 1
ε

afin d’obtenir ‖h‖2
2 ≤ CAε+E2(Λm(ε), h).

De la sorte, pour un tel m(ε), le membre de droite tend vers 0 lorsque ε tend vers 0.

Lemme 3.5.4.

1. Pour tout entier m, λm+1 − λm ≥ 2.

2. λm+1 − λm = 2 +O

(
1
m

)
.

Démonstration.
1. Soit un entier m. Posons a = n − 2. Par définition de λm introduit en (3.18), on a
l’équivalence λm+1 − λm ≥ 2⇔ ym+1 − ym ≥ 1, où ym =

√
m2 + am. Or :

ym+1 − ym ≥ 1⇔
√

(m+ 1)2 + a(m+ 1)−
√
m2 + am ≥ 1

⇔ (m+ 1)2 + a(m+ 1)−m2 − am

≥
√

(m+ 1)2 + a(m+ 1) +
√
m2 + am

⇔ 2m+ 1 + a ≥ m+ 1 + a

2 −
a

8(m+ 1) +m+ a

2 −
a

8m + o

(
1
m

)

⇔ a

8(m+ 1) ≥ −
a

8m + o

(
1
m

)
,

et ceci est vrai si m est assez grand, disons, sans perte de généralité, supérieur à m0. Pour
de tels m : λm+1 − λm ≥ 2.

2. Soit un entier m et um = √κ` pour un certain ` ∈ N. Alors

ym+1 = √κm+1 = √κm + 1 +O

(
1
m

)
= ym + 1 +O

(
1
m

)
,

et le résultat suit. �

D’après le second point du Lemme 3.5.4, il existe une constante C > 0 telle que, pour
tout entier m, on ait λm ≤ 2m+ C. En posant M1 = max(2, 2C + 1), il vient :

p−1∏
r=0

(λj + λr + 1) ≤
p−1∏
r=0

(2j + 2r + 2C + 1) ≤Mp
1

p−1∏
r=0

(j + r + 1).
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D’autre part, d’après le premier point du Lemme 3.5.4, pour tout entier m, on a la mino-
ration : λm+1 − λm ≥ 2. Soit m ∈ N et (r, j) ∈ N tels que 0 ≤ r, j ≤ m, r 6= j :

|λj − λr| = |λj − λj−1|+ |λj−1 − λj−2|+ ...+ |λr+1 − λr|
≥ 2|j − r|.

Par conséquent :

|
p∏

r=0,r 6=j
(λj − λr)| ≥ 2p

∣∣∣∣∣
p∏

r=0,r 6=j
(j − r)

∣∣∣∣∣.
Il s’ensuit :

|Cpj| ≤
√

4p+ 2C + 1
(
M1

2

)p∏p−1
r=0 |j + r + 1|∏p
r=0,r 6=j |j − r|

=
√

4p+ 2C + 1
(
M1

2

)p (j + 1)...(j + p)
j(j − 1)...2× 1× 2× ...(p− j)

=
√

4p+ 2C + 1
(
M1

2

)p (j + p)!
(j!)2(p− j)! .

La formule du multinôme stipule que, pour toute suite finie (x0, ..., xm) et tout entier n :

(
m∑
k=0

xk

)n
=

∑
k1+...+km=n

(
n

k1, k2, ..., km

)
xk1

1 ...x
km
m ,

où
(

n

k1, k2, ..., km

)
= n!
k1!k2!...km! .

Puisque j + j + (p− j) = j + p, on en déduit :

(j + p)!
(j)!(j)!(p− j)! ≤ (1 + 1 + 1)j+p = 3j+p.
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Par suite (voir [DKN19c] ou [Ang+04, chapitre 4] pour des calculs semblables) :

ε2
m∑
k=0

(
k∑
`=0
|Ck`|

)2

≤ ε2
m∑
k=0

(
k∑
`=0

√
4k + 2C + 1

(
M1

2

)k
3k+`

)2

= ε2
m∑
k=0

(
3M1

2

)2k

(4k + 2C + 1)
(

k∑
`=0

3`
)2

≤ ε2(4m+ 2C + 1)
m∑
k=0

(
3M1

2

)2k( k∑
`=0

3`
)2

≤ ε2(4m+ 2C + 1)
m∑
k=0

(
3M1

2

)2k 3
2 × 32k

≤ ε2 × 3
2(4m+ 2C + 1)

m∑
k=0

(
9M1

2

)2k

≤ ε2 × 3
2(4m+ 2C + 1)(m+ 1)

(
9M1

2

)2m

= ε2g(m)2,

où, pour tout t > 0, g(t) := 3
2(4t+ 2C + 1)(t+ 1)

(
9M1

2

)2t

.

Puisque g est strictement croissante sur R+, nous pouvons poser, si ε est suffisamment

petit, m(ε) = E

(
g−1

(
1√
ε

))
. Grâce à ce choix, on obtient

g
(
m(ε)

)
≤ 1√

ε
,

de sorte que

ε2
m(ε)∑
k=0

(
k∑
p=0
|Ckp|

)2

≤ ε.

En vue de majorer E2(Λm, h) en fonction de m, on rappelle quelques définitions.

Définition 3.5.5. L’indice d’approximation de Λm dans L2([0, 1]) est donné par

ε2(Λm) = max
y≥0

∣∣∣∣∣B(1 + iy)
1 + iy

∣∣∣∣∣,
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où B : C→ C est le produit de Blaschke défini par :

B(z) := B(z,Λm) =
m∏
k=0

z − λk − 1
2

z + λk + 1
2
.

Nous tirerons profit d’une expression plus simple de ε2
(
Λm

)
grâce au théorème suivant

([LGM96], p.360) :

Théorème 3.5.6. Soit Λm : 0 = λ0 < λ1 < ... < λm une suite finie. Supposons que
λk+1 − λk soit supérieur à 2 pour k ≥ 0. Alors

ε2
(
Λm

)
=

m∏
k=0

λk − 1
2

λk + 3
2
.

Définition 3.5.7. Le module de continuité L2 w(f, .) : ]0, 1[→ R d’une fonction f dans
L2([0, 1]) est défini par

w(f, u) = sup
0≤r≤u

(∫ 1−r

0
|f(x+ r)− f(x)|2dx

) 1
2

.

L’introduction de ces deux notions est motivée par le résultat suivant ([LGM96], Theorem
2.7 p.352) :

Théorème 3.5.8. Soit f une fonction de L2([0, 1]). Il existe une constante universelle
C > 0 telle que

E2(Λm, f) ≤ Cw(f, ε
(
Λm)

)
.

Lemme 3.5.9. Il existe une constante CA > 0 telle que, pour tout u dans [0, 1/e2], on a :
w(h, u) ≤ CAu.

Démonstration. On écrit h(t) = tαg(− ln(t)) comme la somme de deux fonctions à sup-
ports disjoints

h = h1 + h2,

avec

• h1(t) = tαBL(− ln(x)− 1)1[ 1
e2 ,

1
e

](t),

• h2(t) = tαBL(1 + ln(t))1[ 1
e
,1[(t).

Grâce à la seconde partie de la Proposition 3.4.1, la fonction BL est bornée par une
constante CA et donc, pour i ∈ [[1, 2]], chacune des fonctions hi est bornée par une
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constante CA ne dépendant que de A. De plus, pour i ∈ [[1, 2]], hi est de classe C1 sur
[ 1
e2 ,

1
e
] et h′i est bornée par une constante CA. Soit donc x ∈ [0, 1/e2], r ∈ [0, x]. On a :

∫ 1−r

0
|h(t+ r)− h(t)|2dt =

∫ 1
e
−r2

1
e2

|h1(t+ r)− h1(t)|2dt+
∫ 1

e

1
e
−r2
|h2(x+ r)− h1(t)|2dt

+
∫ 1−r

1
e

|h2(t+ r)− h2(t)|2dt

≤
(

1
e
− 1
e2 − r

2
)
‖h′1‖2

∞r
2 + r2

(
‖h2‖∞ + ‖h1‖∞

)2

+
(

1− 1
e
− r

)
‖h′2‖2

∞r
2

≤ CAr
2.

En prenant la racine carrée et le supremum sur r de part et d’autre de l’inégalité, le résultat
est établi. �

Lemme 3.5.10.
ε2
(
Λm

)
= O

(
1
m

)
, m→ +∞.

Démonstration. D’après le Théorème 3.5.6 et le Lemme 3.5.4, l’expression de ε2(Λm)
définie ci-dessus peut s’écrire

ε2(Λm) =
m∏
k=0

λk − 1
2

λk + 3
2
.

On rappelle qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier m, λm ≤ 4m+C.
Par conséquent

∀m ∈ N, ln
(

m∏
k=0

λk − 1
2

λk + 3
2

)
= ln

(
m∏
k=0

(
1− 2

λk + 3
2

))

=
m∑
k=0

ln
(

1− 2
λk + 3

2

))

≤ −2
m∑
k=0

1
λk + 3

2

≤ −2
m∑
k=0

1
2k + C + 3

2
.
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Mais −2
m∑
k=0

1
2k + C + 3

2
=

m→+∞
− ln(m) +O(1). Par suite :

ε2
(
Λm

)
= O

(
1
m

)
.

�

Puisque ε2(Λm(ε)) appartient à [0, 1/e2] pour ε assez petit, on obtient grâce au Lemme
3.5.9 et au Théorème 3.5.8 l’inégalité

E2(h,Λm(ε)) ≤ CAε2(Λm(ε)).

En vertu de la Proposition 3.5.3, on a donc :

‖h‖2
2 ≤ CA

(
ε+ ε2(Λm(ε))2

)
.

À présent, par l’estimation ε2(Λm(ε))2 ≤ CA
m(ε)2 et l’encadrement

1√
ε

+ o(1) ≤ g
(
m(ε)

)
≤ 1√

ε
,

il vient

1
2 ln

(
1
ε

)
∼
ε→0

ln
(
g
(
m(ε)

))
∼
ε→0

CAm(ε).

Par suite
1

m(ε) ≤
CA

ln
(

1
ε

) et donc

‖h‖2
2 ≤ CA

1
ln
(

1
ε

)2 .

Puisque h1 et h2 ont des supports disjoints, on peut écrire

‖h‖2
2 = ‖h1‖2

2 + ‖h2‖2
2.

En particulier :

‖h2‖2
2 ≤ ‖h‖2

2.
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Mais

‖h2‖2
2 =

∫ 1

1
e

t2α
∣∣∣∣∣BL(1 + ln(t)

)∣∣∣∣∣
2

dt,

ce qui conduit à la majoration

∫ 1

1
e

t2α+1
∣∣∣∣∣BL(1 + ln(t)

)∣∣∣∣∣
2
dt

t
≤ CA

ln
(

1
ε

)2 .

Par conséquent, puisque l’intervalle d’intégration est
[

1
e1 , 1

]
, le terme t2α+1 est minoré

par (1/e)(2α+1). En retournant aux coordonnées en τ , on obtient :

‖BL(1− τ)‖L2([0,1]) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) ,
et donc

‖BL‖L2([0,1]) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .

3.5.2 Inversibilité de l’opérateur B

Il s’agit à présent de prouver que l’opérateur B : L2(0, 1)→ L2(0, 1) est inversible et que
son inverse est borné par une constante CA. Rappelons que l’on peut décomposer B en la
somme

B = I + C,

où I désigne l’identité et où l’opérateur C est défini par Ch(τ) =
∫ 1

τ
H1(x, τ)h(x)dx,

avec :

H1(x, τ) = P̃ (x, 2τ − x) +H(x, 2τ − x) +
∫ 2τ

2τ−x
P̃ (x, 2τ − t)H(x, t)1[0,x](t)dt

+
∫ x

2τ
P̃ (x, t)H(x, t− 2τ) dt1[2τ,1](x) +

∫ x

2τ
P̃ (x, t− 2τ)H(x, t) dt1[2τ,1](x)

+ P (x, 2τ − x) + H̃(x, 2τ − x) +
∫ 2τ

2τ−x
P (x, 2τ − t)H̃(x, t)1[0,x](t)dt

+
∫ x

2τ
P (x, t)H̃(x, t− 2τ) dt1[2τ,1](x) +

∫ x

2τ
P (x, t− 2τ)H̃(x, t) dt1[2τ,1](x).

Lemme 3.5.11. Il existe une constante CA > 0 telle que, pour tout h de L2(0, 1) :
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∀n ∈ N∗, ∀τ ∈ [0, 1], |Cnh(τ)| ≤ CA

(
(1− τ)‖H1‖L∞

)n−1

(n− 1)! ‖h‖L2([0,1]).

Démonstration. Par récurrence sur n ∈ N∗ :

• D’après les estimations de la Proposition 3.4.3, H , H̃ et H1 sont bornées par une
constante CA. En invoquant les inégalités triangulaires et de Cauchy-Schwarz, on obtient
immédiatement :

|Ch(τ)| ≤ CA

∫ 1

τ
|h(x)|dx ≤ CA(1− τ)‖h‖L2([0,1]) ≤ CA‖h‖L2([0,1]).

• Supposons que l’estimation soit vraie pour un certain entier n non nul. Alors

|Cn+1h(τ)| =
∣∣∣∣∣
∫ 1

τ
H1(x, t)Cnh(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

τ
‖H1‖∞CA

(1− x)n−1‖H1‖n−1
∞

(n− 1)! ‖h‖L2(0,1)dx

= CA
‖H1‖n∞
(n− 1)!‖h‖L

2(0,1)

∫ 1

τ
(1− x)n−1dx

= CA

(
(1− τ)‖H1‖∞

)n
n! ‖h‖L2([0,1]).

�

Ainsi, pour tout n ∈ N∗, ‖Cn‖ ≤ CA

(
(1− τ)‖H1‖∞

)n−1

(n− 1)! . Il résulte de cela que la série

∑(−1)nCn converge. Par conséquent B est inversible, B−1 =
+∞∑
n=0

(−1)nCn et

‖B−1‖ ≤ CA.

Finalement :

‖q − q̃‖L2(0,1) = ‖L‖L2(0,1) ≤ ‖B−1‖‖BL‖L2(0,1) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .

Passons à la preuve du Corollaire 3.1.6.

Démonstration. Soit s1, s2 ≥ 0 et θ ∈ (0, 1). En vertu des inégalités de Gagliardo-
Nirenberg (voir [BM18]), on a, pour tout g dans Hs1(0, 1) ∩ Hs2(0, 1) et s = θs1 +
(1− θ)s2,

‖g‖Hs(0,1) ≤ ‖g‖θHs1 (0,1)‖g‖1−θ
Hs2 (0,1).
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Comme f et f̃ appartiennent à C(A), on a : q − q̃ ∈ H2(0, 1) et ‖q − q̃‖H2(0,1) ≤ CA.
Ainsi, pour s1 = 0 et s2 = 2, nous obtenons :

‖q − q̃‖Hs(0,1) ≤ ‖q − q̃‖θL2(0,1)‖q − q̃‖1−θ
H2(0,1)

≤ C1−θ
A ‖q − q̃‖θL2(0,1)

≤ CA
1

ln
(

1
ε

)θ ,

où θ = 2− s
2 . L’injection de Sobolev H1(0, 1) ↪→ C0(0, 1) avec ‖.‖∞ ≤ 2‖.‖H1(0,1)

conduit alors, pour s = 1 et θ = 1/2, à :

‖q − q̃‖∞ ≤ 2‖q − q̃‖H1(0,1) ≤ CA

√√√√ 1
ln
(

1
ε

) .
�

3.6 Estimation uniforme des facteurs conformes

On démontre maintenant le Corollaire 3.1.7. Posons F = fn−2. Puisque ω = 0, nous

pouvons écrire q = F ′′

F
. Par suite :

(F̃F ′ − F̃ ′F )′(t) = F̃F (q − q̃)(t).

Pour tout t de [0, 1], on a :

F̃ (t)F ′(t)− F̃ ′(t)F (t) = (n− 2)f̃n−2fn−3(t)f ′(t)− (d− 2)f̃n−3fn−2(t)f̃ ′(t)

= (n− 2)fn−3(t)f̃n−3(t)
(
f̃(t)f ′(t)− f(t)f̃ ′(t)

)

Supposons que tout t de [0, 1] vérifie f̃(t)f ′(t)−f(t)f̃ ′(t) 6= 0, par exemple : f̃(t)f ′(t) >
f(t)f̃(t). Alors

f ′(t)
f(t) >

f̃ ′(t)
f̃(t)

.

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1, il vient

ln
(
f(1)

)
− ln

(
f(0)

)
> ln

(
f̃(1)

)
− ln

(
f̃(0)

)
,
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ce qui contredit les égalités f(0) = f(1) et f̃(0) = f̃(1). Par conséquent, il existe
x0 ∈ [0, 1] tel que

(
f̃f ′ − ff̃ ′

)
(x0) = 0. En posant G(x) = (F̃F ′ − F̃ ′F )(x), on a :

∀x ∈ [0, 1], G(x) =
∫ x

x0
F̃F (q − q̃)(t)dt.

D’après les estimations en norme L2 précédemment établies sur q − q̃ :

∀x ∈ [0, 1], |G(x)| ≤
√
|x− x0|CA‖q − q̃‖2

≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
D’où ∣∣∣∣∣

(
F

F̃

)′
(x)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ G(x)
F̃ (x)2

∣∣∣∣∣ ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) ,
et, en intégrant entre 0 et x :

∣∣∣∣∣F (x)
F̃ (x)

− 1
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x

0

(
F

F̃

)′
(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∣∣∣∣∣ G(t)
F̃ (t)2

∣∣∣∣∣dt ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
Cette dernière inégalité entraîne alors

∀x ∈ [0, 1], |fn−2(x)− f̃n−2(x)| ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .

En posant k = n− 2, et grâce à la relation ak − bk = (a− b)
k∑
j=0

ajbk−j pour tout k ∈ N,

on obtient enfin :
∀x ∈ [0, 1], |f(x)− f̃(x)| ≤ CA

1
ln
(

1
ε

) .

3.7 Le problème de Calderón

Prouvons, pour terminer, le Théorème 3.1.8 et son Corollaire. Pour s ∈ R, l’espace
Hs(∂M) peut être décrit par

Hs(∂M) =
{
ψ ∈ D′(∂M), ψ =

∑
m≥0

ψ1
m

ψ2
m

⊗Ym, ∑
m≥0

(1+µm)s
(
|ψ1
m|2+|ψ2

m|2
)
<∞

}
.
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Rappelons que nous avions notéB(H1/2(∂M)) l’espace des opérateurs bornés deH1/2(∂M)
dans lui-même, et muni B(H1/2(∂M)) de la norme

‖F‖∗ = sup
ψ∈H1/2(∂M)\{0}

‖Fψ‖H1/2

‖ψ‖H1/2
.

Lemme 3.7.1. On a l’équivalence :

Λg(ω)− Λg̃(ω) ∈ B(H1/2(∂M))⇔

f(0) = f̃(0)
f(1) = f̃(1).

Démonstration. Posons

C0 = 1
4
√
f(0)

h′(0)
h(0) , C1 = 1

4
√
f(1)

h′(1)
h(1) , A0 = 1

f(0) −
1

f̃(0)
et A1 = 1

f(1) −
1

f̃(1)
.

Pour m ≥ 0, on a, d’après la représentation par blocs de l’opérateur Λg(ω), les asympto-
tiques de M(µm) et N(µm) données dans le Théorème 1.3.3 et le Corollaire 1.3.4 :

Λm
g (ω)− Λm

g̃ (ω) =


M̃(µm)√
f̃(0)
− M(µm)√

f(0)
+ C0 − C̃0 O

(
e−2µm

)
O
(
e−2µm

)
Ñ(µm)√
f̃(1)
− N(µm)√

f(1)
+ C̃1 − C1


=
A0
√
µm + (C0 − C̃0) 0

0 A1
√
µm + (C̃1 − C1)



+


O

(
1√
µm

)
O
(
e−2µm

)
O
(
e−2µm

)
O

(
1√
µm

)


Ainsi, pour tout
(
ψ1
m, ψ

2
m

)
∈ R2 :

(
Λm
g (ω)− Λm

g̃ (ω)
)ψ1

m

ψ2
m

 = √µm

A0ψ
1
m

A1ψ
2
m

+
(C0 − C̃0)ψ1

m

(C̃1 − C1)ψ2
m

+O

(
ψ1
m + ψ2

m√
µm

)
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Pour ψ =
∑
m≥0

ψ1
m

ψ2
m

⊗ Ym ∈ H1/2(∂M), on a

‖
(
Λg(ω)− Λg̃(ω)

)
ψ‖2

H1/2(∂M)

=
∑
m≥0

(1 + µm)1/2µm

(
A2

0|ψ1
m|2 + A2

1|ψ2
m|2

)

+
∑
m≥0

(1 + µm)1/2√µm
(

2A0(C0 − C̃0)|ψ1
m|2 + 2A1(C̃1 − C1)|ψ2

m|2
)

+
∑
m≥0

(1 + µm)1/2O
(
|ψ1
m|2 + |ψ2

m|2
)

Donc

‖Λg(ω)− Λg̃(ω)‖∗ <∞⇔

A0 = 0
A1 = 0

⇔

f̃(0) = f̃(0)
f̃(1) = f̃(1).

�

Proposition 3.7.2. Soit ε > 0. Supposons ‖Λg(ω) − Λg̃(ω)‖∗ ≤ ε. Il existe alors une
constante CA > 0 telle que :

∀m ∈ N,
∣∣∣∣∣N(κm)− Ñ(κm)

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

Démonstration. Pour tout entier m, considérons ψm =
0

1

⊗ Ym ∈ H1/2(∂M).

On a :

(
Λg(ω)− Λg̃(ω)

)
ψm =

(
Λm
g (ω)− Λm

g̃ (ω)
)0

1

⊗ Ym

=


0 1√

f(0)
h1/4(1)
h1/4(0)

(
1

∆̃(µm) −
1

∆(µm)

)
0

(
Ñ(µm)√
f(1)
− N(µm)√

f(1)

)
+ (C̃1 − C1)

⊗ Ym.

Alors

‖
(
Λg(ω)− Λg̃(ω)

)
ψm‖2

H1/2(∂M) = (µm + 1)1/2
[(
Ñ(µm)√
f(1)

− N(µm)√
f(1)

+ (C̃1 − C1)
)2

+ 1
f(0)

h1/2(1)
h1/2(0)

(
1

∆̃(µm)
− 1

∆(µm)

)2]
,
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et donc, pour tout m ≥ 0 :

(µm + 1)1/2
∣∣∣∣∣ 1√
f(1)

(
Ñ(µm)−N(µm)

)
+ (C̃1 − C1)

∣∣∣∣∣
2

≤ ‖
(
Λg(ω)− Λg̃(ω

)
ψm‖2

H1/2(∂M)

≤ ‖Λg(ω)− Λg̃(ω)‖2
∗‖ψm‖2

H1/2(∂M)

= ‖Λg(ω)− Λg̃(ω)‖2
∗(µm + 1)1/2

≤ ε2(µm + 1)1/2.

D’où ∣∣∣∣∣ 1√
f(1)

(
Ñ(µm)−N(µm)

)
+ (C̃1 − C1)

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (3.20)

Grâce à l’asymptotique N(µm) = −µm + o(1), on déduit de (3.20) que

|C̃1 − C1| ≤ ε

et donc qu’il existe une constante CA > 0 telle que, pour tout m ∈ N :∣∣∣∣∣N(µm)− Ñ(µm)
∣∣∣∣∣ ≤ CA ε.

�

Comme dans le Lemme 3.3.2, on dispose d’une relation intégrale entre N(z) − Ñ(z) et
q − q̃ :

Lemme 3.7.3. Pour tout z de C\P :

(
N(z)− Ñ(z)

)
∆(z)∆̃(z) =

∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
s0(x, z)s̃0(x, z)dx. (3.21)

Démonstration. Définissons θ : x 7→ s0(x, z)s̃0
′(x, z)− s′0(x, z)s̃0(x, z). Alors :

θ′(x) =
(
q̃(x)− q(x)

)
s0(x, z)s̃0(x, z).

En intégrant l’égalité précédente entre 0 et 1, on obtient

s′0(1, z)s̃0(1, z)− s0(1, z)s̃′0(1, z) =
∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
s0(x, z)s̃0(x, z)dx.
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Puisque s′0(1, z) = N(z)∆(z) et s0(1, z) = ∆(z), on a, pour tout z ∈ C\P :

(
N(z)− Ñ(z)

)
∆(z)∆̃(z) =

∫ 1

0

(
q(x)− q̃(x)

)
s0(x, z)s̃0(x, z)dx.

�

Tout comme dans la Section 4 du chapitre 3, prolongeons q et q̃ par parité sur [−1, 0] et
posons L(x) = q(x)− q̃(x). On rappelle que, pour tout entier m, on a posé ym = √κm.

Nous exploiterons ces représentations des fonctions c1 et s1 pour écrire autrement les
égalités

(
N(κm)− Ñ(κm)

)
∆(κm)∆̃(κm) =

∫ 1

0
(q(x)− q̃(x)s0(x, κm)s̃0(x, κm)dx.

Proposition 3.7.4. Il existe un opérateur D : L2([0, 1])→ L2([0, 1]) tel que :

1. Pour tout entier m,(
N(κm)− Ñ(κm)

)
s0(1,κm)s̃0(1, κm)

= 1
y2
m

∫ 1

0
cosh(2τym)DL(τ)dτ − 1

y2
m

∫ 1

0
L(τ)dτ.

2. La fonction τ 7→ DL(τ) est de classe C1 sur [0, 1] et DL et (DL)′ sont unifor-
mément bornées par une constante CA > 0.

Démonstration. Par des calculs semblables à ceux de la preuve de la Proposition 3.4.1 et
à l’aide de la représentation de s0

s0(x, κm) = sinh(ymx)
ym

+
∫ x

0
H(x, t)sinh(ymt)

ym
dt,

on montre que D est donné par

DL(τ) = L(τ) +
∫ 1

τ
H̃(x, 2τ − x)L(x)dx+

∫ 1

τ
H(x, 2τ − x)L(x)dx

+
∫ 1

τ
L(x)

∫ 2τ

2τ−x
H̃(x, 2τ − t)H(x, t)1[0,x](t)dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
H̃(x, t)H(x, t− 2τ) dtdx

+
∫ 1

2τ
L(x)

∫ x

2τ
H̃(x, t− 2τ)H(x, t) dtdx,
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et donc la fonction DL et sa dérivée sont bornées par une constante CA > 0. �

Pour tout entier m, on a :

(N(κm)− Ñ(κm))s0(1, κm)s̃0(1, κm)

= 1
y2
m

∫ 1

0
cosh(2τym)DL(τ)dτ − 1

y2
m

∫ 1

0
L(τ)dτ

= 1
2y2

m

∫ 1

0
e2τymDL(τ)dτ + 1

2y2
m

∫ 1

0
e−2τymDL(τ)dτ − 1

y2
m

∫ 1

0
L(τ)dτ.

Par suite, en multipliant de part et d’autre par 2y2
me
−2ym , il vient :

2y2
me
−2ym

(
N(κm)− Ñ(κm)

)
s0(1, κm)s̃0(1, κm)

=
∫ 1

0
e2ym(τ−1)DL(τ)dτ +

∫ 1

0
e−2ym(τ+1)DL(τ)dτ − 2e−2ym

∫ 1

0
L(τ)dτ.

L’asymptotique

s0(1, κm) ∼ eym

ym
, m→ +∞,

nous assure que la quantité y2
me
−2yms0(1, κm)s̃0(1, κm) est uniformément bornée par rap-

port à m. De plus, par hypothèse : ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
L(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ ε

donc ∣∣∣∣∣
∫ 1

0
e2ym(τ−1)DL(τ)dτ +

∫ 1

0
e−2ym(τ+1)DL(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

On écrit :

•
∫ 1

0
e2ym(τ−1)DL(τ)dτ =

∫ 1

0
e−2τymDL(1− τ)dτ ,

•
∫ 1

0
e−2ym(τ+1)DL(τ)dτ =

∫ 2

1
e−2τymDL(τ − 1)dτ ,

En posant
RL(τ) = DL(1− τ)1[0,1](τ) +DL(τ − 1)1[1,2](τ),

on a, pour tout entier m :
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∣∣∣∣∣
∫ +∞

0
e−2τymRL(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤ CAε

Le changement de variable τ = − ln(t) nous conduit à un problème des moments :

∀m ∈ N,
∣∣∣∣∣
∫ 1

0
t2ymRL(− ln(t))dt

∣∣∣∣∣ ≤ CAε.

Les mêmes arguments que ceux avancées en Section 4.4.1 permettent de prouver l’esti-
mation de stabilité

‖DL‖L2([0,1]) ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
Mais D peut s’écrire (voir la Section 4.4.2 pour un résultat similaire)

D = I + C,

avec ‖Cn‖ ≤ CA
n! . Par conséquent D est inversible et son inverse est borné par une

constante CA > 0. D’où :

‖q − q̃‖2 ≤ ‖D−1‖‖DL‖L2([0,1])

≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
Enfin, si ω = 0 et n ≥ 3, on déduit comme précédemment :

‖f − f̃‖∞ ≤ CA
1

ln
(

1
ε

) .
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Titre : Unicité et stabilité pour le problème inverse de Stek-
lov

Mot clés : Problème de Steklov, fonctions de Weyl-Titchmarsh, Théorème de Nevan-
linna, Théorème de Borg-Marchenko local, Problème des moments.

Resumé : On s’intéresse à l’étude d’un
problème inverse de Steklov pour une
classe conforme de variétés de dimension n
ayant la topologie d’une sphère creuse, cha-
cune munie d’une métrique de type produit
tordu. On prouve que la donnée du spectre

de Steklov caractérise le facteur conforme à
une invariance de jauge naturelle près. On
étudie ensuite la dépendance continue du
facteur conforme par rapport au spectre de
Steklov.

Title : Uniqueness and stability for the inverse Steklov pro-
blem

Keywords : Steklov spectrum, Weyl-Titchmarsh functions, Nevanlinna theorem, local
Borg-Marchenko theorem, Moment problem.

Abstract : We aim at studying an inverse
Steklov problem for a particular class of
n-dimensional manifolds having the topo-
logy of a hollow sphere and equipped with
a warped product metric. We prove that
the knowledge of the Steklov spectrum de-

termines uniquely the associated warping
function up to a natural invariance. Then,
we study the continuous dependence of the
warping function defining the warped pro-
duct with respect to the Steklov spectrum.
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