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Introduction

Alberto Calderdn, on le sait, entreprit dés ses jeunes années d’étudier le probleme
qui porte aujourd’hui son nom. La question qui, la premiere, engagea sa curiosité appar-
tenait cependant a un champ d’étude qui n’était pas celui des mathématiques mais de la
géophysique. En ce milieu de XX siecle, Calderdn travaillait pour I’industrie pétroliere
en Argentine, son pays natal. La compagnie qui I’embauchait, familiere d’une technique
de tomographie recourant a [’impédance électrique, chargeait ses ingénieurs d’évaluer la
résistivité 2 du sol par la mise en circulation d’un courant dont ils consignaient les don-
nées, entrées et sorties, a la surface. Il leur devenait alors possible de localiser certaines
poches de pétrole 1a ou des variations significatives étaient relevées. Le bien-fondé de ce
savoir-faire reposait sur les succes de terrain, et tout le monde s’en trouvait bien. Pour
Calderon, toutefois, de tels résultats exigeaient une explication plus profonde, la mise au
jour de quelque théorie sous-jacente. S’étant rapproché de ce groupe de braves gens a
qui I’on doit absolument tout justifier, dont les membres répondent au nom de mathéma-
ticiens, il s’y distingua rapidement par de remarquables dispositions. On rapporte ainsi >
qu’en 1948, Antoni Zygmund dispensait a Buenos Aires un cours auquel assistait le jeune
Calderén (qu’il ne connaissait pas encore). Sur le point d’écrire les détails d’une preuve
de sa découverte, le professeur eut, comme cela peut arriver parfois, hélas, un trou de
mémoire. Calderdn intervint pour le tirer d’embarras, croyant invoquer des arguments du
propre livre de Zygmund - il I’avait vaguement lu - qui se révélerent, en réalité, tout a
fait originaux. Deux ans plus tard, Calderén validait une thése * portant, notamment, sur
les fonctions harmoniques, avant de devenir professeur dans diverses institutions de re-
nom. Au cours des trente années qui suivirent son questionnement initial, il ne fit pas
mention de ses recherches touchant au probleme de prospection, cependant qu’il réalisait

de grandes percées dans les domaines de 1’analyse harmonique et des équations aux dé-

2. exprimée en ohms metres

3. cette anecdote est relatée par Yves Meyer sur le site Images des mathématiques dans 1’article
intitulé Comment enseigner les mathématiques selon Yves Meyer

4. sous la direction de Zygmund
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Introduction

rivées partielles (voir [Chr+98] pour une courte biographie agrémentée de témoignages
d’étudiants). C’est en 1980, seulement, qu’il énonga officiellement le cadre du probleme,

présenté comme ouvert, en ces termes ([Cal80]) :

Soit D un domaine borné de R"™ de bord lipschitzien 0D et v : D — R une fonction
mesurable et bornée dont la borne inférieure est strictement positive. Etant donnée une
fonction 1 de H'/?(OD), I’équation de la conductivité

V.(vVu) = d D
{ (fy u> 0 dans W

u=1 sur 0D,

posséde une unique solution u dans H' (D). On peut alors considérer I’opérateur @Q).,
H'Y2(0D) — R défini par
2
= Vu) dz,
Q(¥) /D 7( )
et s’intéresser aux questions suivantes :
1) Q caractérise-t-il v ?

2) Peut-on reconstruire 7y a partir de @), ?

Précisons le lien que ce probleme entretient avec le précédent : si D modélise un corps non
homogene de conductivité vy alors I’opérateur (), encode, quant a lui, la donnée exhaustive
des mesures de type tension-flux de courant prises au bord. La définition de cet opérateur
s’éclaire si 1’on suppose assez réguliere la solution u de (1), par exemple dans H?(1).
Dans ce cas, d’apres la formule de la divergence et la formule de Green, pour tout ¢ =
g0 de H'/2(OD),ona:

vauq/JdS:/ V('yu)Vudx+/ yulAudx
oD ' Ov D D
/ v(Vu)Qdm+/ quVuquL/ yuAudx
D D D
/ 7 (V) de + / V.(7Vu)udz
D D
V(Vu) de, car u est solution de (1)
D
= Qv(?D)

En d’autres termes, si u est suffisamment réguliere alors ()., (1) est la forme quadratique

12



Introduction

associée a I’opérateur de Dirichlet-a-Neumann A, : HY/2(9D) — H~Y/2(9D) défini par

0
Ay =5 2)

Cet opérateur, entierement caractérisé par la forme quadratique ()., modélise usuelle-
ment le procédé générant des données de type tension-flux mesurées au bord d’un corps

physique. Calderén ne résolut pas ce probleme mais apporta des réponses a une version

linéarisée de celui-ci, démontrant que I’application

7= Qy

possede une différentielle injective en toute fonction y de L>°(D) constante et strictement
positive. Il prouva également qu’autour de chaque constante existait un ouvert O, (pour
la topologie L) tel que toute fonction «y de O,, soit, selon ses propres termes, "presque”
déterminée par (). Par 1a, Calderdn jetait les bases d’un programme qui se déclinait en
plusieurs sous-questions empruntées a la typologie des problemes bien posés 1éguée par
Jacques Hadamard :

1. Unicité : I’application v — A, est-elle injective ?
2. Stabilité : A, et A5 étant proches, les conductivités associées le sont-elles également ?

3. Reconstruction : peut on retrouver explicitement  a partir de A, ?

Les recherches menées pour y apporter des réponses furent remarquables dés la décennie
suivante. Signalons trois résultats majeurs, pour n > 3, tous publiés avant I’année 1990
(voir [SU87; Ale88; Nac88] et, pour un cours tres agréable sur le sujet : [SalO8]) :

Théoréme (Sylvester-Ulhman 1987). L’application v — A, est injective sur C* (D).

Théoréme (Alessandrini 1988). Soit s > 5+ 2 et, pour j = 1,2, v; € H*(D). Supposons
que v vérifie les encadrements ||v;|| gs+2) < M et +; < ~; < M. Alors

7 —elle < w(HA% - A72||H1/2(Q)—>H—1/2(Q)>7

onw(t) = ﬁ pour t petit et o €0, 1].

lin

Théoreme (Nachmann 1988). I/ existe un algorithme convergent pour retrouver -y a partir
de \.,.

13
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I est possible de restreindre I’opérateur A, a une partie du bord seulement. On se reportera
a [BUO2; KCO7] pour d’importants apports sur le sujet.

Une généralisation de ce probleme émergea rapidement pour considérer la fonction v a
valeurs, non plus seulement dans R, mais dans I’espace des matrices symétriques définies
positives S+ (R). Il s’agissait de prendre en considération 1’existence de corps aniso-
tropes pour lesquels la conductivité en un point varie selon les directions. Dans cette
nouvelle version, il n’y a pas lieu de changer la forme du probleme (1) mais seulement la
nature de -y qui, de scalaire en tous points, devient une matrice (;;) de S;7"(R). Le cas
originellement posé par Calderdn est alors celui, particulier, ol y désigne une homothétie.
Cette formulation plus générale apporte son lot de difficultés propres dont la premiere, de
taille, est la perte de I'injectivité de v — A.. En effet ((UhlO1]), considérons de nouveau

I’application ()., définie dans le cas anisotrope par :
Q(Y) = /D Vu. (nyu)da:,

ainsi qu’un difféomorphisme ¢ : D — D de classe C*° vérifiant ¢yp = id. Le change-
ment de variable © = v o ¢! dans I’équation (1) prise au sens des distributions conduit

N

a

V.(yVv) = d D
{ (7 v) 0 dans 3)

v=1 sur D,

- (tDcﬁ)v(Dd))) -1 . ek
ouy =|-———-—>=~--|0¢ . On vérifie alors I’égalité :
( [Det(Do)] ¢

Q5 ) = /DVv.@Vv)dx = /DVu.(’qu)d:U = Q4 ().

L’application v — (), n’est donc pas injective et, par suite, v — A, non plus. Cette
considération va nous amener a relacher un peu la conclusion du probleme d’unicité,
puisque celle-ci, prise au sens strict, se trouve désormais infirmée. Avant d’en préciser
la teneur, nous basculons sur une formulation géométrique du probleme, équivalente a
la premiére (voir [LU89; Uhl01]), que I’on peut présenter ainsi : soit (M, g) une variété
riemannienne lisse compacte & bord. Pour ¢p € HY?(OM) et w € R, considérons le
probleme de Dirichlet :

“4)

— Ayju = wu dans M
u =1 sur oM.

14
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L’ opérateur Laplacien —A, s’écrit dans une carte

1 .
—A, = —1<%:<n \/H@»(\/mg 18]),

ou |g| = det(g;;) et (¢) = (gi;)"'. Si w n’est pas dans le spectre de Dirichlet de la
variété M, le probleme de Dirichlet (4) admet une unique solution dans H*(M), ce qui

permet de définir I’opérateur Dirichlet-a-Neumann

Ay(w) : HY*(OM) — H Y*0M)
ou
Y Ovlom
ou v est la normale unitaire sortante de M. En dimension n > 3, le lien avec le probléme

initial, dans sa version anisotrope, est donné par les égalités
(97) = (det /)72 (i)™ et Ay(0) = A,

Ce nouveau probleme est en fait plus général puisque 1’opérateur A, (w) est défini a partir
d’un parametre w qui peut etre non nul. L’ obstruction a I’unicité, quant a elle, se reformule

par I’énoncé suivant :

Pour tout C*-difféomorphisme ¢ : M — M vérifiant 1|gp = id, on a
Ayrg(w) = Ag(w).

Pour n > 3, I’actuel probleme de Calder6n est alors :

Supposons \y(w) = Ag(w). Existe-t-il alors 1) : M — M un C*°-difféomorphisme
vérifiant : Ploy = id et v g =g 7

Il demeure ouvert a ’heure de mettre ce travail sous presse. Nous y reviendrons plus
en détails dans I’introduction du premier chapitre. Contentons-nous de signaler ici qu’au
sein de certaines classes particulieres de variétés conformes, sa résolution est complete.
Mieux : la réponse est positive et I’unicité stricte, c’est a dire que le seul difféomorphisme
C* qui répond au probleme précédent est I’identité. On peut mentionner les travaux me-
nés dans [Fer+09 ; Fer+16] pour des variétés conformément transversalement anisotropes,

c’est a dire de la forme
MCCRxK, g= c(a:,yK)(dx2 + gK),
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avec (K, gk ) une variété compacte de dimension n — 1 satisfaisant certaines conditions
géométriques. Plus récemment, les résultats de [DKN19a; DKN19b] montrent que, pour

le cylindre M = [0, 1] x S®! muni de deux métriques
9= f@)(d*+gs), §= F(x)(da’+ gs),

ou dz? est la métrique euclidienne sur [0, 1] et gs la métrique induite par le plongement
de S"! dans I’espace euclidien usuel R™, ’égalité A,(w) = Aj(w) implique I'identifi-
cation f = f sur [0, 1] et, partant, I’égalité g = g§. Fort de cette certitude, et eu égard
a la relative simplicité de ce dernier modele et des puissants outils d’analyse complexe
a disposition, on peut se demander s’il n’y a pas la une occasion a saisir pour tenter de
mieux comprendre le lien entre, d’une part, la métrique de la variété M et, d’autre part, le
spectre de 1’opérateur A,(w). Cette interrogation s’inscrit dans le champ de recherche du
probleéme inverse de Steklov, sur lequel porte ce travail de these. En reprenant I’esprit du

programme de Calderdn, les questions que nous y examinons sont alors celles-ci :
1. Unicité : le spectre de I’opérateur A, caractérise-t-il la métrique g sur tout M ?

2. Unicité locale : que suffit-il de connaitre du spectre pour que la métrique g soit déter-

minée en un voisinage du bord de M ?

3. Stabilité : si le spectre est connu a une erreur € > ( fixée pres, peut-on en déduire une

approximation de la métrique ¢ sur tout M ? Si oui, en quel sens ?

Le probléme de Steklov originellement laissé par le mathématicien russe Vladimir Steklov
(1866-1926) est, en fait, bien antérieur a celui de Calderdn. 11 s’agit cependant d’un pro-

bleme direct dont une formulation géométrique moderne peut tre exprimée par I’équation

Au =0 dans M

%)
% = Au sur OM,
ov

d’inconnue u, qu’il s’agit de résoudre. Le parametre A € R doit alors étre une valeur
propre de I’opérateur A,(0) dont la fonction propre associée est la trace sur H/2(OM)
d’une fonction u harmonique sur M. Steklov introduisit en 1902 cette étude de para-
metres spectraux au bord d’un domaine qui modélise divers problemes de vibrations :
fluide soumis a la gravité, membrane dont la masse se concentre au bord, etc. (voir par
exemple [Jam14]). Les premieres réponses complétes apportées a ce probleme furent

mises en ceuvre sur des domaines simples comme le disque, le carré ou encore le cy-
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lindre. I1 convient de nous y arréter quelques instants, la méthode de résolution employée,
désormais classique, se révélant particulierement instructive pour la suite de notre propos.
Qu’il s’agisse du disque, du carré ou du cylindre, I’existence de symétries naturelles sug-
gere de chercher une solution du probleme (5) en séparant les variables. Le cas le plus
simple est probablement celui du disque unité (exemple repris de [GP17]).

Théoreme. Soir D le disque unité muni de la métrique euclidienne. Alors I’ensemble
o (Ag(0)> des valeurs propres du probleme (5), comptées avec multiplicité, pour la variété

M = D, est donné par
o(Ag(0)) ={0,1,1,2,2,3,3,4,4,..}.

Démonstration. On écrit une solution de (5) en la décomposant sur les harmoniques sphé-

riques

u(r,0) = Z ug(r)e*

keZ

avec r €0, 1] et § € [0, 27]. En coordonnées polaires, le laplacien s’écrit

2 10 102

A=ort i T

On a donc les équivalences

P2 19 18 o)
Au_0<:><a7”2+7’87“+7’2892><ZUk(r)6 )—0

keZ
1 ik)? ,
= <u’k’(r) + —up(r) + @ 2) uk(r)>ewk =0
keZ r r

& Yk e Z, r*ul(r) + ruj(r) — Kux(r) = 0.

Posons r = e* et v(z) = wug(r). On se ramene a une équation d’ordre 2 a coefficients
constants :

V' () = e%ug(ew) + e"uy(e”) = r2u’k’(r) + ruy(r) = Eug(r) = Ko (x).
Il existe donc C;, € R tel que

Vo €] — o0, ¢, v(x) = Cre™ ou V€] —oo,e|, v(x)=Cre™,
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c’est a dire
Vr €]0,1], up(r) = Cpr® ou Vr €]0,1], ug(r) = Cpr .

Pour que uy, soit réguliere en » = 0, on exclut les exposants négatifs. Pour tout k£ dans Z,

la forme générale d’une solution réguliere u de 1I’équation Au = 0 est donc

vre[0,1], V0 €[0,2n], u(r,0) =Y CprlFle™?.
kez

Enfin : 9
a% = M & VEk € Z, up(r)p—1 = AChriy
SV eZ, up(l) =\
e VkeZ, Culk|=Cp)

S VkeZ, Culkl—\) =0.

Comme tous les C} ne peuvent étre simultanément nuls (afin que v soit effectivement
fonction propre), il existe ko dans Z tel que Cj, soit non nul. Nécessairement alors A =
|ko| et Cx = 0 si k differe de kq. En conclusion, les valeurs propres du probléme (5) sont
les entiers naturels qui sont de multiplicité 2 (a part 0 dont la multiplicité est 1). Pour
chaque valeur propre |%k| non nulle, I’espace de ses fonctions propres est de dimension

—ik0

2, engendré par les fonctions u_j, : (r,0) — rlFle=* et wy = (r,0) — rlFlei*® Une

base de fonctions propres réelles est alors donnée par (r,0) — r'* cos(kf) et (r,0) —
ri*l sin(k6). O

Un autre exemple classique ol la séparation des variables se révele cruciale est celui du
cylindre. La preuve du théoreme suivant introduit un algorithme de résolution qui sera le
ndtre tout au long de ce travail de thése. C’est pourquoi nous le présentons ici dans sa

version la plus élémentaire (exemple emprunté de nouveau a [GP17; CESG11]) :

Théoréme. Soit M = [—L, L] x K o K est une variété compacte sans bord, munie de
la métrique produit g = dx? + gr, ot dx? désigne la métrique euclidienne sur [—L, L] et
g la métrique de K. Notons

0=p0o<p1 < po< oo < flyy — +00

les valeurs propres de I’opérateur de Laplace-Beltrami — Ak sur K comptées avec mul-
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tiplicité. L’ensemble o (Ag(0)> des valeurs propres du probleme (5) comptées avec multi-

plicité est alors donné par

o(Ay(0)) = {0} U {2} U {Vimtanh(y/jimL), \/fimcoth(y/fimL), m € N},

Démonstration. Notons (Y,,) une base de fonctions propres dans L?(K) associée a la

suite des valeurs propres (i, ). Une fonction u définie sur [— L, L] x K peut s’écrire

—+00

w@,y) = Y um(®)Y(y).
m=0

Pour tout (z,y) de [—L, L] x K, I’expression du laplacien est alors

82 +o00 +oo

ute) = (g ) (32 ¥ ) = 3% () = ) i)
m=0 m=0
Ainsi
Au(z,y) =0 Vm e N, ull (x) — pmtp(z) =0
& Ym € N*, u,,(z) = ApeVi™® + Be VPm® et ug(z) = Ay + Bor,

ol pour tout entier m, A,, et B,, sont des constantes réelles. Puisque [— L, L] x K possede
deux bordsT'_j = {—L} x K et I', = {L} x K (qui sont deux copies de K), la fonction

u au bord peut étre vue comme un élément de H'/?(I'_;) & HY?(I';) et décrite a I’aide

d’une suite de matrices :
u(—L) & (un,(—L)
( u(L) ) = ( (L)

ou la notation tensorielle ® signifie simplement que I’on multiplie par Y,, dans chaque

coordonnée. On a alors

Oup [ —u(=L) & (un(-L)
ov aM_O-u|BM(:)Z ( ul (L) )®Ym_(jmzzjo(um([z)>®ym ©
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On distingue alors le cas m = 0 de celuioum > 1:

— Vlm (Ame_\/‘TmL - Bme\/mL> = J(Ame_\/m]: + Bme\/‘mL>
(6) < Vm € N¥,
\/M_m<Am6‘/’T"‘L — Bme_\/’mL> = 0<AmemL + Bme_\/’mL>

¢ —BOZO'(AO—BQL)
(S
B() = O'(Ao + BoL),

ce que I’on peut réécrire matriciellement

% A, bm Bm o 0 Qo —bo BO o 0
e 3)(2)-6) < £ 2)E)-0)

ou I’on a posé :

Ay = (0 = Sl eVl ag=o0L —1
Vm € N¥, ( pi) et ’
b = (0 + /fim e~ VImE by = 0.

Comme u est fonction propre, en particulier non nulle, il existe un entier m tel que

(%))

Casl:m=0.0Ona:

c’est a dire

puis
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Cas2:m > 1. Alors :

A b (0 — /ltm)eVErE (o + \/lig)e~VinL
det = det =0,
b, G, (o + im)e VErt (o — \Jfim)eVint

ce qui se réécrit
(0 = V2L = (0 + i) e L,

soit encore

(0= im)eVF ™l = (o+/am)e VP on (00— /im)eVF = —(0+ /i )e VI,

Si la premiere égalité est satisfaite, on a

VL | o~
0= lim i =it = VHm coth(y/hm L)

et, dans le cas de la seconde :

e\/ﬁml’ — e_\/FmL
0=V g vt = VHm tanh (/i L).

0

Que I’on soit dans le cas du disque muni de la métrique euclidienne ou du cylindre muni
de la métrique produit, la résolution du probleme direct de Steklov par séparation des
variables permet de ramener le probleme (5) a un systeme dénombrable d’équations dif-
férentielles ordinaires et de tirer profit des outils propres a la dimension 1 pour énumérer la
suite exacte du spectre o(A4(0)). On peut des lors s’interroger sur la possibilité d’étendre
de telles méthodes a notre modele, en vue d’expliciter la dépendance entre le spectre de
Steklov et la métrique g. L’enjeu de cette question releve tant du probléme direct, consis-
tant a connaitre le spectre a partir de la métrique, que du probleme inverse qui interroge

la quantité d’informations géométriques contenues dans ce spectre.

Enoncé des résultats.

On se propose donc d’en examiner quelques aspects pour des déformations conformes de

variétés ayant la topologie du cylindre

M =[0,1] x S, (7)
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chacune munie d’une métrique de la forme

g = f(z)(dz* + gs), (8)

ou dx? désigne la métrique euclidienne sur [0, 1] et gs la métrique sur S"~! induite par la

métrique euclidienne de R™. Notre étude se subdivise en trois chapitres.

Le premier chapitre de cette these vise a démontrer qu’au sein de la classe de variétés
riemanniennes donnée par (7) et (8), le spectre de Steklov caractérise le facteur conforme
a une invariance de jauge naturelle pres. Précisément, on démontre que deux spectres sont
égaux si, et seulement si, les facteurs conformes associés coincident a I’involution ) : x —
1 — a pres (pour n > 3, on émet une hypothese technique supplémentaire sur les facteurs
conformes au bord de M). Il s’agit, en premier lieu, d’expliciter le spectre de Steklov ou,
a tout le moins, d’en trouver un développement asymptotique suffisamment précis. L'idée
que nous suivrons reprend celle que nous avons mise en ceuvre dans 1I’exemple précédent

du cylindre [—L, L] x K. A ’aide d’une séparation des variables, en écrivant

u(z,y) = D um(2)Yn(y) et v, = F T,

m>0

on peut rapporter I’étude du probleme de Dirichlet a celle d’un systeme d’équations de

n—2

—\//
Sturm-Liouville —v,), +qfv,, = — [t V;, dont le potentiel ¢; = M —wf estindépen-
T

dant de m pour chaque équation. On établit donc un pont entre le probleme harmonique
Au = 0 et un autre probleme mettant en jeu des équations différentielles ordinaires.
Cependant, contrairement au cas du cylindre muni de sa métrique produit usuelle, il ne
s’agit pas, ici, de résoudre directement cette équation. Suivant les idées exposées dans
[DKN19a; DKN19b], on fait plutot appel a la théorie de Weyl-Titchmarsh. Celle-ci intro-
duit en effet des fonctions méromorphes M (z) et N(z) qui caractérisent le potentiel ¢ de
I’EDO —u” + qu = —zu. Ces fonctions apparaissent naturellement dans une diagonalisa-
tion par blocs 2 x 2 de A,(w), par laquelle il devient possible de démontrer 1’existence de
deux suites de valeurs propres et d’établir pour chacune une asymptotique mettant en jeu
ces fonctions M et IV, avec un terme d’erreur exponentiellement décroissant. On montre
alors que 1’égalité des spectres O(Ag (w)) et O'(Ag(&))) implique, au choix, I’une des
égalités M = M ou M = N. Dans le premier cas, le Théoreme de Borg-Marchenko
permettra de conclure que ¢y = Gy, puis que f = f par un argument classique de type
Cauchy-Lipschitz. Dans le second cas, on montre au préalable que N joue le role de M

mais pour le potentiel g;(1 — ). On en déduit alors gy = q7on (avec n(z) = 1 — ), puis
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2

T

n—2
4

"

Remarque 1. Lorsque w = 0, le potentiel g5 = est associé a la notion géomé-

trique de courbure scalaire, notée scal,(x). En effet, en notant scal,, = (n — 1)(n — 2)
la courbure scalaire de M pour la métrique gy = dx? + gs, on a la formule (voir [Pet06]
p. 69 et [DKN18] p.8) :

(J;r;)” _ 4(7”;__21) (Scalgo — f(x)scalg(l‘))
n—2

= 4(n_1>((n —1)(n—2)— f(:p)scalg(a:))
_ (n —2)2 n—2

T 1)f(x)scalg(x).

Le second chapitre reprend le modele du premier et s’intéresse, cette fois, a la possibilité
de caractériser la métrique au voisinage du bord de [0,1] x S"! (ou I’'une de ses com-
posantes) par une donnée plus faible que celle du spectre exact. Nous supposons ici avoir
connaissance des valeurs propres a une erreur exponentiellement décroissante pres. On
reprend 1’acquis du premier chapitre ol ont été obtenues des asymptotiques précises du
spectre de Steklov, exprimées a 1’aide des fonctions de Weyl-Titchmarsh, et adaptons a
notre cadre des arguments de [DKN19c]. Notre résultat repose sur le célebre Théoreme de
Borg-Marchenko local qui, pour tout 0 < a < 1, établit une équivalence entre, d’une part,
la connaissance exacte sur [0, a] du potentiel ¢ de 1’équation ordinaire —u” + qu = zu
sur [0, 1] et, d’autre part, la connaissance asymptotique, sur le demi-plan a droite, de la

—2a2) (cette notation, rappelée au début du

fonction M (2%) & une erreur de 1’ordre de O(e
chapitre 2, signifie une condition légérement plus faible qu’un grand O classique). Avec
pour horizon I’invocation de ce résultat étonnant, on procede en deux temps. Au préa-
lable, notons (k,,) la suite des valeurs propres de Ag comptées sans multiplicité, et pour
laquelle nous disposons de la formule explicite x,, = m(m + n — 2). On fait également

I’hypothese technique :
4.0 €Dy = {g € C=(0.1]) | Ik €N, ¢P(0) # (-1 (1)},

qui limite, en quelque sorte, la symétrie des potentiels par rapport a I’axe x = % Nous
précisons plus loin pourquoi. Un nombre a étant fixé dans |0, 1], on fait donc 1’hypothése

que les éléments de U(Ag (w)) et U(Ag (w)) se rapprochent a une vitesse exponentielle-
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ment décroissante, de 1’ordre de O(e‘Qa*/‘Tm ) (le sens du verbe "se rapprocher” pour nos
spectres est explicité au début du chapitre). On montre que cette hypothese implique, a
une erreur O~<e_2“\/a ) pres, 1’égalité asymptotique de M (r,,,) ou de N (k) & M (k)

ou N (k,,), dans un régime donné par I’entier m sur un sous-ensemble £ C N vérifiant
VmeN, Ln{m,m-+1} #0.

La condition précédente informe de la fréquence d’apparition des entiers appartenant a L,
supérieure a % Le fait que cette fréquence minimale d’apparition soit strictement positive

est essentiel pour notre preuve, et ¢’est ce que nous assure I’hypothese gy, g5 € Dy.

Remarque 2. Nous sommes également en mesure de traiter le cas d’une parfaite symétrie
par rapport a la droite x = % (cela est fait a la fin du chapitre). Cependant, lorsque les
potentiels ne sont pas symétriques mais que, néanmoins, les valeurs en 0 et 1 de x — ¢(x)
etz — ¢(1—x) coincident, ainsi que celles de toutes leurs dérivées, il y a des situations qui
ne sont pas couvertes par notre raisonnement, celles ou I’existence d’un tel sous-ensemble

L n’est pas établie.

Revenons a la preuve. Dans le cas, par exemple, ou
M (k) = M(kip) = O(e®VFm) | m — 400, m e L,

il est possible, a ’aide d’une représentation intégrale des fonctions de Weyl-Titschmarsh
([Sim99]) et par des arguments d’analyse complexe qui reposent sur la minoration par
une constante strictement positive (ici : %) de la fréquence de £ dans N, d’étendre cette

asymptotique au demi-plan a droite, c’est a dire :

M(2*) — M(2*) = O(e‘zaz), z€C, Re(z)>0.

Le théoreme de Borg-Marchenko local nous assure que ¢y et ¢y coincident sur [0, a].
On en déduit alors que f = f sur [0, a]. Par permutation des rdles, et en notant toujours
n(z) = 1—z, les trois autres cas impliquent respectivement f = fonsur [0,a], fon = f
sur [0,a] et f= fsur[l—a,l]

Le troisieme chapitre a pour objet un résultat de stabilité, toujours pour le modele intro-
duit au premier chapitre. On y étudie la continuité de la métrique par rapport au spectre.
En d’autres termes, on cherche a répondre a la question suivante : une légere perturba-

tion de ce spectre n’entrainera-t-elle qu’un faible changement pour la métrique associée ?
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D’emblée, une difficulté surgit : d’apres le Théoreme 1.1.1 du premier chapitre, un méme
spectre de Steklov peut étre issu de métriques distinctes, ce qui semble ruiner, dans le
méme temps, tout espoir d’obtenir la stabilité. Cependant, ce méme théoréme caractérise
le défaut d’unicité, établissant qu’a un spectre de Steklov sont associées au plus deux mé-
triques conformes, de facteurs f(z) et f(1—x).En particulier, la seule facon de récupérer
I’unicité stricte est de supposer que les facteurs conformes sont symétriques par rapport
a I’axe d’équation x = 1/2. C’est ce cadre dans lequel nous plagons naturellement notre
étude. Nous y démontrons alors que la connaissance de chaque valeur propre de Steklov a

une erreur € > 0 pres, fixée, assez petite, entraine en norme L? la connaissance du poten-

(S5

tiel ¢f = ~——— — w/f a une erreur logarithmique prés. En particulier, a fréquence nulle

(w = 0) et pour n > 3, on en déduit une approximation du facteur conforme. La stratégie
de la preuve s’inspire de nouveau de [DKN19c] et fait intervenir deux grandes étapes. On
montre en premier lieu, sous une hypothese de proximité entre deux spectres de Steklov a
une erreur ¢ pres, qu’il existe un opérateur B : L?(0,1) — L?(0, 1) inversible et un entier
mo € N indépendant de ¢, tels que

1
Ym > my, |/ e ™ B(qy — qf)(T)dr| < Cae,
0

ol Y, = y/m(m+n —2). Le changement de variable 7 = —In(¢) mene alors a un

probléme des moments

1
Ym > my, | /0 2 B(qr — q7)(— In(t))dt| < Cae,

dont on déduit, dans un second temps, un contrdle de la fonction ¢t — B(qy —q7)(—In(t))

en norme L2 : .

1B(ay — ap) (= (@)l 201y < CAm@'

On montre finalement que 1’opérateur B est inversible d’inverse borné pour la norme
subordonnée, ce qui entraine une majoration pour [|¢; — ¢fl[z2(0,1)- On en déduit que
- 1 )
Nlf = flloo < Ca—F~siw=0etn > 3.
In (l)
13
Enfin, a I’appui des mémes techniques, nous établissons un résultat de stabilité portant
sur le probleme de Calderdn. S’il n’est plus besoin de supposer la symétrie des facteurs

conformes, on fait tout de méme intervenir une hypothese sur la moyenne de la différence
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des potentiels ¢y — ¢, quantité qui apparait naturellement dans nos calculs et que I’on sup-
pose préalablement petite (voir aussi la Remarque 21 p. 101 pour quelques observations
d’ordre géométrique).
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Isospectralité au sens de Steklov

1.1 Introduction

On s’intéresse a 1’étude d’un probleme inverse d’isospectralité au sein d’une classe
de variétés riemanniennes conformes, chacune de méme dimension et munie d’une mé-
trique tordue. Nous établissons que le spectre de Steklov caractérise le facteur conforme

a une invariance de jauge pres.

1.1.1 Les problemes de Caldero6n et de Steklov

Considérons une variété riemannienne (M, g) lisse, compacte, a bord 9M, dont
nous notons 7 la dimension, avec n > 2. Le probleme de Dirichlet est une équation aux

dérivées partielles d’inconnue v qui s’énonce comme suit :

— Aju = wu dans M
(1.1)

u =1 sur oM,

ol 1) appartient & H'/2(M) et ol le réel w est fixé en dehors du spectre de Dirichlet de

M . En coordonnées locales (xi)i:17,,_n I’opérateur —A, s’écrit
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Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

ol [g| = det(gy) et (97) = (g;5) -
Puisque w n’appartient pas a o(—24,), il existe une unique solution u au probleme (1.1)
dans H'(M), ce qui nous autorise a définir I’opérateur de Dirichlet-a-Neumann par

Ag(w) = HY?(OM) — H™Y*OM)
ou
(8 = o

(1.2)
81/‘8M ’

ou v désigne la dérivée normale sortante sur M. La définition précédente est a traduire

au sens plus large des distributions :
Y(, 6) € HY2(OM)? : (A (W), @) = / (du, dv), dVol, + w / wv dVol,,
M M

ou u est 'unique solution faible du probleme (1.1) et v n’importe quelle fonction de
H'(M) dont la restriction au bord 9 M est ¢. Dés que v est assez réguliere, cette définition

coincide en coordonnées locales avec celle que 1’on rencontre d’ordinaire, a savoir
o,u = v'o;u. (1.3)

En premiere approche, le probleme de Calderdn anisotrope peut s’énoncer ainsi :

Squ e, i ‘opérateur \,(w) détermine-t-elle de maniere
A fréquence w fixée, la connaissance de | g

unique la métrique g ?

Au vu d’un certain nombre d’invariances de jauge, il est connu que la réponse a la question
précédente est, en général, négative. Une observation relevée par Luc Tartar (mentionnée
dans [KV84], p.2) mene a I’égalité

Ag(w) = Ay (w),

pour tout difféomorphisme lisse ¢ : M — M égal a I’identité sur le bord (ici, 1*g désigne
le tiré-en-arriere de g par ). De plus, en dimension n = 2 et pour w = 0, il existe une

obstruction supplémentaire a 1’unicité. En effet, par invariance conforme du Laplacien,
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pour toute fonction strictement positive ¢ on a

1
Ay = —A,.
cg = 59
Par conséquent, les solutions du probléeme de Dirichlet (1.1) associées respectivement aux
métriques g et cg sont les mémes si w est nul. De plus, si ¢ vaut 1 sur le bord, les normales

unitaires sortantes de M sont également identiques. Par suite
Acg(0) = Ag(0),

et il est manifeste que la métrique ne peut se déduire de la seule donnée de 1’opérateur
A,4(0). Cela conduit a une nouvelle formulation du probleme qui module la conclusion en
substituant a I’unicité stricte une unicité a isométries pres. L’actuel probleme de Calderén

s’énonce de la fagon suivante :

Supposons n > 3 (resp.n =2 et w # 0). Si Ay(w) = Nj(w), existe-t-il un
difféomorphisme ¢ : M — M tel que |gp = id et v g = g7

Ce probleme reste aujourd’hui largement ouvert. Certains cas particuliers ont été résolus
positivement (on renvoie a [Sall3] et [Uhl09] pour un survol de 1’état de 1’art) mais le cas
général s’avere d’étude ardue. La question devient cependant plus accessible en délimitant

les données du probleme a des classes conformes de variétés. Précisément :

Pour ¢ € C*(M), supposons I’égalité \,(w) = Ay(w). Existe-t-il un difféomorphisme
lisse v : M — M tel que |gpr = id et V*(g) = cg ?

Nous pouvons encore préciser la question grace au théoreme suivant dii a Lionheart
([Lio97]) : un difféomorphisme ¢ : M — M satisfaisant les égalités *(cg) = g et
|op = id est nécessairement 1’identité. Le probleme de Calderén anisotrope au sein

d’une classe conforme peut se reformuler ainsi :
SiNj(w) =Ay(w), atronc=17

D’importants résultats ont été obtenus dans [Fer+09] pour des variétés (M, g) de dimen-

sion supérieure a 3 et transverse, c’est a dire

McCRxK, g=c(z,yx)(dx*+ gx)
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ol (K, gk ) est une variété compacte de dimension n — 1. Lorsque 1’on ajoute a K cer-
taines hypotheses géométriques, telles que la simplicité (une variété compacte K est dite
simple si deux points de K peuvent €tre reliés par une unique géodésique et si son bord est
strictement convexe) alors le facteur conforme c est uniquement déterminé par 1’ opérateur
de Dirichlet-a-Neumann associé a la fréquence w = 0. D’autres résultats présentés dans
[DKN19a; DKN19b] apportent la solution au probleme d’unicité de la métrique lorsque
M admet la topologie d’un cylindre a deux bouts [0, 1] x K. Leurs preuves font interve-
nir une séparation des variables qui permet de représenter I’opérateur A,(w) a I’aide des
fonctions de Weyl-Titchmarsh. Ces fonctions sont classiquement associées au potentiel
q d’un opérateur de Sturm-Liouville en dimension 1 et apparaissent ici lorsque le pro-
bleme (1.1) est reformulé en un systeme d’équations différentielles ordinaires d’ordre 2
dont le potentiel est invariant. La représentation de A (w) permet alors 1’emploi de puis-
santes techniques issues de 1’analyse complexe. En s’inspirant de ce travail, on étudie un
probléeme voisin au sein de la classe de variétés M = [0,1] x S"! ayant une structure
de produit tordu (ot S"~! est I’hypersphére de dimension n — 1) en posant la question

suivante :
Le spectre de I’opérateur A ,(w) caractérise-t-il le facteur conforme ?

Rappelons que A,(w) est un opérateur pseudodifférentiel elliptique d’ordre 1 et autoad-
joint sur L?(9M, dS,), ou dS, est la métrique induite par g sur le bord M. Ainsi, I’opé-
rateur A (w) possede un spectre discret, noté o (A, (w)), divergeant vers +oo

g(Ay(w)) ={ o <A < Ay <o < A — +oo).

On I’appelle communément spectre de Steklov (voir [JS14], p.2). Dans le cas particulier
ou la fréquence w est nulle, on peut établir, a I’aide de la formule de Green, la positivité de
I’opérateur A (w), ce qui implique Ay = 0. Les propriétés du spectre de Steklov varient
sensiblement avec la régularité du bord OM . Par exemple (voir [GP17]) : si OM est lisse,
les valeurs propres vérifient la formule de Weyl pour le spectre de Steklov :

A = 27T<V01(IB%”—1§V01(8M)> +O(1). (1.4)

Ce développement asymptotique peut-étre précisé si M est une surface lisse. Il fait in-

tervenir les longueurs des composantes connexes de M, avec un taux de décroissance

en O(j~°°) (voir [Gir+19]). Ce résultat, cependant, n’est plus vrai pour les polygones
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([GP17]). Dans certains cas, lorsque le bord M est simplement C', il est également pos-
sible d’obtenir une asymptotique du premier ordre pour les valeurs propres de Steklov
comptées avec multiplicité (voir [Agr06]). Pour certains domaines plus spécifiques dont
le bord est Lipschitzien, un article récent ([Gir+19]) établit une formule asymptotique
d’ordre 2 pour des pavés droits (cuboids en anglais), c’est a dire des domaines définis,
pour n > 2, par

M = (—ay,a1) X ... X (—an,a,) € R".

La fonction de comptage N () des valeurs propres de Steklov est alors la suivante pour
n>3:
N(A) = C1Vol,_1 (OM)N"™' 4 CyVol,,_o (0> M)A"2 + O(\"),

2
olt 9>M est 'union de toutes les faces de dimension n — 2 de M, n = 3 sin = 3Jet

si n > 4. Ici, C; et C5 sont deux constantes réelles. Si n = 2, on

n=n-—2-—

dispose de l’asgrri)totique
N(A) =7 Vol (M)A + O(1).

En corollaire, les auteurs déduisent pour un rectangle que le spectre de Steklov détermine
la longueur de ses cotés. En d’autres termes, ce sont des invariants spectraux. D’autres
quantités géométriques sont connues pour 1’étre. On peut citer par exemple (voir [Gir+19;
GP17] pour les détails et références) :

e la dimension de la variété et le volume de son bord.
e Lorsque dim M > 3, I’intégrale de la courbure moyenne sur 9M.

e Lorsque dim M = 2, le nombre de composantes connexes de M et leurs diametres.

On pourra également consulter [GHW 18] pour une présentation de méthodes de construc-

tions de variétés isospectrales (au sens de Steklov).

1.1.2 Le résultat

Nous présentons ici en détails I’énoncé de notre premier résultat. Considérons la variété

M = [0,1] x S"~! munie de la métrique

g = f(z)(da® + gs), (1.5)
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Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

olt S"7! est I’hypersphere de R", gg la métrique induite par la métrique euclidienne sur
R"™, et ou le facteur conforme f désigne une fonction strictement positive en la variable
x € [0,1]. La variété M présentant deux bords T’y = {0} x S"™! et I'; = {1} x S""!, on
identifie naturellement A, (w) & un opérateur défini sur I’espace H/2(S"~1)@ H/2(S"71),
dont I’expression sera précisée plus loin. La question a laquelle nous souhaitons répondre
est celle-ci : Le spectre de Steklov caractérise-t-il la fonction conforme f sur [0,1]? Ce
probléeme a été résolu positivement dans [DKN19¢] pour M’ = [0, +oo[xS"~! munie
de la métrique (1.5). La différence entre ce modele et le notre réside dans la topologie
des variétés M et M’. Le bord M’ est constitué d’une copie de S"~! et, par suite, est
connexe. Celui de M, en revanche, possede deux composantes connexes, ce qui n’est
pas sans poser des difficultés spécifiques sur lesquelles nous reviendrons. Signalons, en
premier lieu, que I’on ne peut espérer obtenir, au sens strict, une caractérisation de f
par le spectre de Steklov en raison d’une invariance de jauge naturelle. En effet, soit
v : M — M un difféomorphisme lisse. On a I’identité ([JS14]) :

Apg(w) = 9" 0 Ay(w) o gp*_l,
ol p := Y|gps etotl * : C®°(OM) — C*(0M) est I’application définie par ¢*h := hop.
En particulier :

(Mg (w)) = 0 (Ag(w)).

Pour trouver un contre-exemple a la caractérisation de la métrique par la donnée du spectre
de Steklov, il suffit de trouver un difféomorphisme ), non égal a 1’identité, qui préserve

la structure de produit tordu de la variété M donnée par (1.5). Considérons par exemple

Y (z,y) €10,1] x St (1 —a2,9) €[0,1] x S™1.

Un calcul simple méne a I’égalité v*g = f(1 — z)(dz® + gs). Par conséquent A (w) et
Ay+g(w) possedent le méme spectre de Steklov. Ayant a 1’esprit cette obstruction, nous re-
formulons avec précision notre question initiale. Soit g et ¢ deux métriques de M données
par (1.5) dont nous notons respectivement f(z) et f(z) les facteurs conformes. Suppo-
sons que A,(w) et A;(w) aient le méme spectre. En définissant 1 : z — 1 — z sur [0, 1],

a-t-on nécessairement
f=f ou f=fon ?
Dans ce qui suit, nous répondons a cette question par I’affirmative en dimension n = 2
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avec w # 0, ainsi qu’en dimension supérieure pour toute fréquence w avec une hypothese

supplémentaire sur les métriques au bord OM.

La raison pour laquelle notre choix se porte sur la sphere S"~ comme variété transverse
est purement technique. En effet, notre preuve requiert une asymptotique précise (et méme
exacte) des valeurs propres de 1’opérateur de Laplace Beltrami A, sur (S"!, gs). Nous
soulignons par ailleurs le fait suivant : dans notre probleme inverse, la métrique transverse
gs est fixe. Si tel n’est pas le cas, on sait pouvoir trouver deux métriques transverses non
isométriques telles que les variétés associées sont isospectrales. Cela conduirait alors,
dans notre cas, a des cylindres isospectraux. De méme, si dim(M) > 3, il est connu (voir
[Gir+19; Parl3]) que I’on peut construire des variétés isospectrales au sens de Steklov
M =[0,L) x K et M =[0,L] x K (avec K et K non connexes) telles que les aires des
composantes connexes respectives de M et M ne soient pas identiques.

L’énoncé de notre résultat d’unicité est le suivant :

Théoréme 1.1.1. Soit la variété riemannienne lisse M = [0,1] x S"! munie des mé-

triques

g=f(x)(dx*+gs) et g= f(x)(da*+ gs)),

et soit w € R n’appartenant pas au spectre de —A, ni a celui de —Ag.

1. Pourn = 2 et une fréquence w non nulle,

oun(x) =1— x pourtout x € [0, 1].

2. Pourn > 3, si de plus

ffec = {f e C=(0,1]),

alors

Le schéma de la preuve est commun aux cas n = 2 et n > 3. Il se décompose en quatre
étapes dont les trois premieres n’invoquent pas la spécificité de la variété transverse au

cas de la sphere unité S"~!. Ceci n’apparait qu’au cours de la derniere étape.
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Etape 1. Nous employons ici les techniques mises en ceuvre par Daudé, Kamran et Nico-
leau dans [DKN19a]. Puisque M possede la topologie d’un cylindre et est munie d’une
métrique de type produit tordu, nous séparons les variables en écrivant la solution u du
probleme de Dirichlet (1.1) sous la forme

—+00

u(z,y) = Y Un(2)Yim(y),

m=0

et la fonction ¢ qui fixe u sur OM

o) = (¢) S (wgzwg))

w2 m=0 w'}nYm (y)

ot Y° et ! désignent respectivement la composante de 1 sur {0} x K et {1} x K. On rap-
porte ainsi I’étude a celle du systeme dénombrable d’équations différentielles ordinaires
de type Sturm-Liouville suivant :

. Vm € N (1.6)

{ — U 4 GfUm = —fimUm, sur J0, 1]
vn(0) = 75 (O, va(1) = £7 (1,

n—2

(f 1 )/l
=

La suite (Y;,) désigne ici une base orthonormée de vecteurs propres de 1’opérateur —A

—wf et vm:fnT_zum, Vm € N.

ar =

sur la sphere unité. On notera simplement par la suite : ¢ = ¢y et ¢ = ¢;.

Etape 2. On diagonalise par blocs I’opérateur Ay(w). Plus précisément, considérons la
base hilbertienne B=({e} €2 })en, avec e} = (V,,,0) et €2, = (0,Y,,). Pour tout
m € N, on note A*(w) I’opérateur induit par Ay(w) sur le sous-espace engendré par
{er,, €2 }. La matrice de A (w) dans cette base B s’écrit

Ay(w) 0 0
0 Al (w) 0
Al = 0 0 Alw)

Chaque matrice Aj'(w) est de taille 2 et possede une représentation simple faisant inter-
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venir les fonctions de Weyl-Titchmarsh issues des équations de Sturm-Liouville (1.6). En

notant
0(—Ay) ={0=po < p1 <o < oo. < iy, < oo = 00}

le spectre de —A,, et h := ™2, nous obtenons :

M(um) + RO 1 A1) 1
A™ () = VI 4\/ h(o 7(0) R1/4(0) Aum)
g (CL)) - 1 h1/4( ) _N(Mm) B 1 h’(l)

() R (um) F(1)  4y/f(1) h(1)

ou M(z), N(z) sont les fonctions de Weyl-Titchmarsh et A(z) la fonction caractéristique
associées a 1’équation ordinaire (1.6). En particulier, la trace et le déterminant de ces
opérateurs A}’(w) sont des fonctions méromorphes évaluées en fi,,. De plus, on peut

montrer que le spectre de Steklov se décompose en deux sous-suites ()\_(,um))meN et

()\+(um))meN satisfaisant les asymptotiques suivantes :

_ N(pn) 1 H(1) i
A (i) = — m 7 +O(Vjme Vi)
M) h’(O)

AT (Nm) =

Etape 3. On démontre que la connaissance, 2 partir d’un certain rang, des traces et des
déterminants de chaque opérateur induit A}'(w) caractérise f a une involution pres : il
existe my € N tel que :

(Tr AT (w) = Tr A7 (w) et det Aj(w) = det AT*(w) pour tout m > my )
&(f=fouf=fon)

Cette étape demande de connaitre le comportement asymptotique des éléments du spectre
de Steklov.

Etape 4. Ici seulement apparait le choix de S*~' comme variété transverse. Celle-ci est
munie de la métrique induite par la métrique euclidienne sur R”. De 1’égalité des en-

_ (= i _ (3t <
sembles U(Ag(w)) = (/\ (um)) et 0<Ag(w)> (/\ (,um)>m€N, nous voulons dé

duire ~m€N .
{A(um) = A" (ttm) - {/\( m) = AT (tm)
A" (fm) = /~\+(Nm) )‘+(,um) = 5‘_(,um)a
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pour des entiers m appartenant a un sous-ensemble £ de N satisfaisant la condition de

1 -
Miintz Y = — = +oc. Il est clair que, pour chaque A*(y,,) de U(Ag (w)) , il existe A~ (i)
meL

ou A (s,) dans J(Ag(td)) tel que
N (pm) = X () 0w A () = A ().

"(k 1
L§(<k:)) < 5 pour k € {0, 1} est utile ici pour assurer ’égalité m = ¢ des
n —

que m est assez grand. Cette étape conduit a distinguer le cas ot f(0) et f(1) sont égaux

L’hypothese

de celui ou ils différent. Nous montrons alors que les égalités Tr A*(w) = Tr A7 (w) et
det A7 (w) = det A7'(w) sont vraies si m est assez grand. Les résultats montrés a 1’étape

3 permettent de conclure.

Remarque 3. L étape 3 établit la conclusion du Théoreme 1.1 sous une condition suffisante
dans un cadre plus général. Il se peut donc que certains résultats se recoupent avec ceux
de I’étape 4.

1.2 Réduction du probleme a I’étude d’une EDO

Dans cette section, (K, gx) est une variété quelconque fermée de dimension n — 1 et

(M, g) désigne la variété produit [0, 1] x K munie de la métrique g = f(x)(dx? + gx).

1.2.1 La séparation des variables

Le bord OM de M possédant deux composantes connexes distinctes
FUZ{O}XK et Flz{l}XK,
nous pouvons décomposer H'/2(9M) en la somme directe

HY2(OM) = HY*(Ty) @ HY*(I'y).

On adoptera ainsi un point de vue matriciel pour décrire un élément +» de H'/2(9M) :

) = (z?) , Y0 e HY2(Ty) et o' € HY2(T)).
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Le laplacien —A,,. est un opérateur autoadjoint sur L?(K) et posséde un spectre ponctuel
(ftm)s avec g = 0 < pg < po < ... fy, — +00. On note (Y;,)men la base hilbertienne
de fonctions propres associée dans L?(K). En identifiant [y et I'; a K, nous pouvons

décomposer ¢° et ¢! sur la base (V) :

V=D UnYm, W=D U

meN meN

et chercher ’unique solution u(x, ) du probleme de Dirichlet (1.1) sous la forme

—+00

u(z,y) = Y Un(z) Y (y).

m=0

Proposition 1.2.1. Résoudre I’équation (1.1) revient a résoudre le systeme d’équations

de Sturm-Liouville

— U+ QU = — U, sUr [0, 1]
n—2 n—2 vm S N? (17)
vm(0) = £ (00, vm(1) = f77 (1),
ou
(f”T*?)// .
q= fL,Q —wf et VYmeN, v, =[fT Up
4

Remarque 4. Signalons que le réel y,, n’est pas une valeur propre de Dirichlet pour 1’ opé-
2

rateur H = ) + ¢ sinon, en notant u,, une fonction propre associée, la fonction
T

U = Uy, Y, serait solution non triviale du probleme de Dirichlet

— Ayju = wu dans M
u=0 sur oM,

et w serait dans le spectre de Dirichlet, ce qu’il n’est pas par hypothese (cet argument est
repris de [DKN19a], Remarque 3.1 p.19).

On prouve la Proposition 1.2.1 :

Démonstration. D’apres la loi de transformation de 1’opérateur de Laplace-Beltrami par

changement de métrique conforme, on a 1’égalité
_nt2 n—2
_Ag = f 4 (_Ago + df)f 1,

39



Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

n=2\y
ou gy = da® + gk et dy := (f ,ij .

T
Par suite :

_nt2 82 n—2
_A9u<x7y) = wu(x,y) A f * (_ @ - AQK + df)f 4 u(x,y) = wu(:v,y)
82
& (= 5~ Aoty y) = wf(@)o(,y),

avec le changement de variable v = f “T"u. On peut décomposer v sur la base (Y;,,) :

—+o00

v(z,y) = D vm(x) Y (y),

m=0

et injecter cette expression dans 1’égalité précédente :

+oo o? +00
—Agu(z,y) = wu(z,y) < > (— Frehe Ay, + df>vm(x)Ym = > wf(z)vn(x)Yn
m=0 m=0

& Jiz ( — U () + pmvm () + df(:v)vm(as))Ym

& Vm eN, —u,(2) + q(2)vm(2) = —ptmvm (@),

ol g :=dy —wf.Enfin:

u(0,.) = U, (0) = Y2,
u=1 sur JQ & (©,) wo@VmEN: (©) wl
u(l,.) =1t U (1) = Uy,
Um(0) = 77 (0)4°,
SVmeN © H()
vn(1) = [T (0)¢y,
et la fonction v,,, vérifie bien les conditions au bord de I’équation (1.7). ]

Notre étude a donc rapport avec la théorie des équations de Sturm-Liouville unidimen-
sionnelle. Notons que le potentiel ¢ reste indépendant du parametre m, ce qui va nous
permettre, plus précisément, d’utiliser a profit la théorie de Weyl-Titchmarsh. Le para-

graphe qui suit en rappelle quelques points utiles.
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1.2.2 Fonctions de Weyl-Titchmarsh

Soit I’équation différentielle ordinaire
—u" 4+ qu=—zu, ze¢eC. (1.8)

On note {cg, so} et {c1, s1} les deux systeémes de solutions de (1.8) dont les conditions

initiales vérifient

1
(1.9)
1.

Etant données deux solutions f et ¢ de (1.8), le wronskien W(f,g) = fg' — f'g reste
constant par rapport a la variable x, dépendant ainsi du seul parametre z. On peut donc

définir les fonctions de la variable complexe suivantes :

Définition 1.2.2. La fonction caractéristique A(z) de I’équation (1.8) est définie, pour

tout z dans C, par
A(z) := W (so, s1) = so(1) = —s1(0).

On pose également D(z) := W (cy, s1) = co(1) et E(z) := W(e, s0) = ¢1(0).

Les trois propositions qui suivent joueront plus tard un réle important (les détails sont
donnés dans [DKN19a] et [PT87]).

Proposition 1.2.3. Notons IT" = {z € C, R(z) > 0} le demi-plan a droite. Les fonctions
A, D et E sont analytiques sur C et vérifient sur 11" les asymptotiques suivantes lorsque

Re(z) tend vers +oco :

sin z eR(VZ)l
A(z) = }\l/(z\/_) + O( 7z

E(z) = cosh(v/2) + O(

), D(z) = cosh(v/z) + O(
IRV
=)

oi \/z désigne la détermination principale de la racine carrée de z. En particulier, A(z),

JIR(/2)
=)

1
D(z) et E(z) sont des fonctions entiéres d’ordre 5%
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Proposition 1.2.4. Les racines («;) de la fonction z — A(z) sont réelles et simples. Ce
2

d

sont les opposées des valeurs propres de I’ opérateur 2 +q =: H sur L? ((0, 1), d:p)
x

avec conditions au bord de Dirichlet.

Proposition 1.2.5. La fonction A(z) se représente a I’aide d’un produit infini. 1l existe

une constante réelle C telle que :

= z
Alz)=CT] (1—).
k=0 Ok
Démonstration. Une conséquence directe de la Proposition 1.2.3 et du théoreme de fac-
torisation de Hadamard nous permet de représenter A(z) par le produit

A(z) =C2 [] (1 — Z),

k=0 Ok
avec p dans {0, 1}. Pour démontrer que z = 0 n’est pas racine de A, nous reprenons
les arguments donnés a la Remarque 4 et présents dans [DKN19a] (Remarque 3.1 p.19).

Supposons donc 1’égalité A(0) = 0. La Proposition 1.2.4 affirme I’existence d’une fonc-
2

tion propre u, associée a la valeur propre 0 pour I"opérateur H = ——— + ¢. D’apres la
Proposition 1.2.1, la fonction u := ugY} est alors une solution non triviale du probleme
de Dirichlet

— Aju =wu in M
u=20 on OM,

contredisant le fait que w n’appartient pas a o(—A,). O

Remarque 5. La Proposition 1.2.5 nous fournit une caractérisation de A(z) par ses zéros

(modulo une constante) puisque ceux-ci sont tous simples.

Considérons a présent les solutions de Weyl-Titchmarsh ¢ et ¢ de (1.8) qui sont de la

forme
Y(z) = co(w) + M(2)s0(x), ¢(z) = ci(z) — N(2)s1(z)

et vérifiant la condition de Dirichlet au bord respectivement en x = 1 et x = 0. Les fonc-
tions M (z) et N(z) sont appelées fonctions de Weyl-Titchmarsh associées a 1’équation

(1.8). On obtient immédiatement :
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Proposition 1.2.6. Les fonctions de Weyl-Titchmarsh M et N s’écrivent :

D(z) _E()

Vz e C, M(Z):_A(z)’ (z) = A)

Démonstration. Puisque (1) =0 et ¢(0) =0,ona:

O

Nous verrons que le spectre de Steklov peut s’exprimer a 1’aide des fonctions de Weyl-
Titchmarsh et de la fonction caractéristique définies ci-dessus. Nous pourrons alors ex-
ploiter les propriétés d’holomorphie de A(z), D(z) et E(z) et faire appel au théoreme de

Nevanlinna (les détails sont dans la prochaine section).

1.2.3 Diagonalisation de I’opérateur Dirichlet-a-Neumann

Remarquons tout d’abord que, pour tout m dans N, I’opérateur A (w) stabilise le sous-
espace de dimension 2 engendré par {(Ym, 0),(0,Y,,) } En effet, pour tout 1) dans H'/2(OM),
en notant u la solution de (1.1) dont la condition au bord est donnée par v, on a :

w = w 7700 _ (3Vu)|1“0 — _%(afu)m’:o
Ag(w)p = Ay( )(@/Jl) ((&/u)m) ﬁ(&cu)\xﬂ

Pour tout entier m, il vient donc (en reprenant les notations utilisées au moment de séparer

les variables) :

1 ! 0
Ay(w) (¢9n)®ym: o O

1 /
1
v L, (1)

La restriction de A, (w) a Vect((l, 0)®Yn,, (0,1)® Ym) est notée A7'(w). Cet opérateur
induit possede la structure d’une matrice carrée de taille 2

Lm(w) TR))
T (w) R™w)
Par définition, on a donc
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(Lm«u) Tﬁ(w)) (w&) _ (i en(©)

() RG)) ok L (1)

Le spectre de Steklov est alors égal a I’union des spectres de chaque opérateur A} (w).

Remarque 6. L’ordre croissant d’apparition des valeurs propres du spectre de Steklov

global ne coincide pas nécessairement avec celui des valeurs propres des blocs A7 (w).

Il convient désormais de rechercher 1’expression exacte de A}'(w). C’est I’objet de la

Proposition suivante :

Proposition 1.2.7. Pour tout entier m, on a :

_ M(um) In’(h)(0) 1 h1/4(1) 1
APy = | VIO VIO VIO BT Al
g @) =1 Y g _ N(uw) _ W(WQA)
f()h1/4()A(“m) TOREVAID)

o h = 2,

Démonstration. Rappelons que v,, désigne le m-iéme coefficient de Fourier de v = h'/%u
contre la fonction Y,,,. On a :

ape) () = | 1;(0)1,%(0)
Urm U (1)

(1)
(V) 1 h(O)
o h1/4 \/_+4\/_ Um (0)
- m(l) 1 h’(l) m(1)
RY/4(1)4/ F(1) 4«/
O 1 h’(O)wo

. h1/4 0),/ i 44/ £(0)
1
h1/4 1)w/f(1 44/f(1) h(l)

Il reste a trouver une expression du premier terme en fonction du membre de droite.

Puisque v,,, est une solution de (1.7), elle s’exprime au choix comme combinaison linéaire
des solutions des systemes fondamentaux {co, 50} ou {cl, 51} définis en (1.9). Il existe

ainsi (a, 3,7, 0) dans C* vérifiant simultanément :

U = Qo + 59 = yc1 + 051
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Par conséquent :

soit encore

Comme

o) (h1/4<0)um(0) _ (h”“(())wn)
v)  \BRYADu, (1)) \ RV

h!/4(0) h1/4( c1(0) 0
co
T so(1) 50(1) ¢m p

Mais 6 = v} (1) et § = v],(0). Ainsi :

on obtient

. A () 1 h’(O)wo
Um\ | 7404/ 1\/1(0)
A ( ) 1 - vy, (1) + 1

1/1 m

n/A(1) /7 (1) Tn/ra
L e 1 h1/4<1> . 1 h'<0) 0
_ £(0) s0(1) V1@ W O)s0() (¢m> | VI "

- 1 h'/4(0) 1 a(0) ¢1 1 1) 1
/f(1) M4 (1)s1(0) VF(1) 51(0) m T4/ k(@ Tm
1 00(1) 1 ( ) 1 hl/4(1) 0
_ | /() 5ol 4,/f(0) h(0) 7(0) h174(0)s0(1) Yo,
- 1 h1/4(0) 1 a0 1 R(1) ¢1 :
F(1) h'/4(1)51(0) F)s10) 4y /r@) h(D) m
On reconnait, par définition, 1’expression des fonctions M, N et A évaluées en pi,, :
co(1) c1(0)
M(p,) = — . N(um) = t A(uy,) = —s1(0) = so(1).
(:u ) 80(1) (ILL ) 81(0) € (M ) 31( ) SO( )
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Autrement dit :

_ M (pm) + 1 h’(O) i 1 h1/4(1) 1
AT _ V50  4y/f(0) MO) 7(0) P17%(0) Alum)
g (W)= _ 1 WO 1 _N@pw) 1 K@)
/(1) b)) Alpm) VI a/rm) MO
qui est I’égalité cherchée. -

Remarque 7. Pour tout entier m, la quantité A(u,,) est bien non nulle puisque y,, n’est
2

d
pas dans le spectre de Dirichlet de H = ) +q.
x

1.3 Une caractérisation par la trace et le déterminant

Dans cette section, (K, gx) est toujours une variété fermée quelconque de dimension
n—1letM = [0,1] x K le cylindre muni de la métrique g = f(x)(dz? + gx). Nous y

démontrons le résultat suivant :

Proposition 1.3.1. Supposons que, pour tout entier m, on ait :
det(A'(w)) = det(A7'(w)) et Tr(Ay(w))=Tr(A7(w)),
alors
f=F ou f=foy
ou, pour tout x € [0,1], n(z) =1-—=z.

Remarque 8. Cette proposition reste vraie si les égalités portant sur les traces et détermi-

nants de A}’ (w) sont satisfaites pour m > my, avec my un entier fixé.

Afin de prouver cette proposition, nous commencons par déterminer les valeurs propres de
I’opérateur induit A7*(w). En fait, la connaissance de leurs asymptotiques, qui est I’objet

du lemme suivant, suffit.

Lemme 1.3.2. L’opérateur induit ] (w) possede deux valeurs propres A\~ (i) et A* (fy,)

dont les asymptotiques sont données par

o E w1
M) T f(1)+0< )
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oi’on a noté h = f*2.

Remarque 9. Dans le cas ot f(0) < f(1), on a asymptotiquement A\~ (f4m,) < AT ().
Cette hypothese sera faite, sans perte de généralité, chaque fois que f(0) et f(1) seront

différents (c’est pourquoi nous employons les notations A~ (zi,,) et A* (1))

Remarque 10. D’apres la loi de Weyl pour les valeurs propres de 1’opérateur de Laplace-

Beltrami, on dispose de I’asymptotique

n—1 2 1

[y = 47 (vol(B”—l)Vol(K)) mn1 + O(mn-1),

En remplacant, dans 1’énoncé du Lemme 1.3.2, la valeur propre (i, par I’expression pré-

cédente, il vient :

_ i
) 3 i OO

27T n—1

= 00 (Vol(]B%” )Vol(K)) m»1 4+ O(1).

Puisque la composante I'; est une copie de K munie de la métrique v; = f(1)gx,ona:

Vol(I'y) = [ dVol,, = f(1)"2 Vol(K),

'y
1 Vol(K)w1

= ——. Il vient alors :
f(1)  Vol(I'y)»=1

puis

1
m

A (itm) = 2”(\[01(]33”1)\/01@1)) +00).

L’asymptotique de A~ (i) que I’on obtient n’est donc rien d’autre que la loi de Weyl

restreinte a la composante ['y. De la méme maniere, on peut établir :

1
m

A lpm) = 27 (Vol(]B%"l)Vol(Fo)> +0Q).

On reconnait de nouveau la loi de Weyl restreinte a la composante I'y.
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Remarque 11. Les égalités du Lemme 1.3.2 mettent en exergue les relations entre le
spectre de Steklov et celui du laplacien sur le bord. Notons les valeurs propres de 1’opé-

rateur de Laplace-Beltrami sur (K f (O)gK) par

py) < pl” <pd <= 4o

avec V) = Hm_ pour m € N. Le Lemme 1.3.2 implique en particulier qu’il existe une

" f(0)

9 > 0ne dépendant que du facteur conforme f et de sa dérivée en z = 0

constante C](c
0 0
A () = V| < €.

Cette estimation peut étre rapprochée d’autres résultats obtenus dans [PS19] (Théoréme

telle que

1.7 p.2) ou il est démontré que, pour un domaine borné 92 C R" dont le bord est C? et
connexe, il existe une borne C, > 0, dépendant de () seulement, telle que

A — V| < Cq, VYm eN,

ou A\, et u,, sont respectivement la m-ieme valeur propre de Steklov et la m-ieme va-
leur propre de Dirichlet au bord. Dans notre cas, C](co) ne dépend que de la métrique de la
composante du bord (K, f(0)gx). On peut établir un second parallele avec un récent ar-
ticle ((CGH19], Théoreme 3, p.3) ou il est démontré que la borne précédente C, peut étre
choisie uniformément par rapport a une classe de variétés M vérifiant certaines conditions

géométriques au voisinage du bord.

De facon similaire, le Lemme 1.3.2 entraine 1’existence d’une borne C'j(cl) > 0 ne dépen-

dant que du facteur conforme f en z = 1 et telle que

X ) = Vit < Y
1 _ Hm

ol (i, m est la m-ieme de 1’opérateur de Laplace-Beltrami sur (S, f(1) gg).

Démontrons maintenant le Lemme 1.3.2.

Démonstration. On distingue deux cas :

e Supposons f(0) # f(1) (parexemple f(0) < f(1)) et, pour alléger les notations, notons
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1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

In(h)' (1)
1/1(0) 1/F(0)

Le polynome caractéristique P(X) de A7 (w) est

P(X)=X?—Tr(A](w))X + det(A] (w)).

Gréce aux Propositions 1.2.3 et 1.2.7, pour m assez grand, Tr(Aj(w)) et det(Ay(w))
vérifient

ML) = _M(Mm) _ N (pm)
B == T i

det(AT") = ( _M %1)) + 00> ( N ;‘2’1”)) - Cl) 4 O e 2V,

+Cy — Ch.

L’asymptotique du discriminant 6 de P(X) en fonction de M () et N (u,,) est donc

(Ao (e )

+ O (e 2VFm).

_ (_M(Mm)+0 +N(Nm)

o)

On fait ici appel a la représentation asymptotique de la fonction M obtenue par Barry
Simon dans I’article [Sim99] :

2
v cl) )

(1.10)

Théoréme 1.3.3. M (2?%) admet le développement limité suivant :

VAEN, —M(:*) = Z+§BJ‘(0)+O< 1 )

on, pour tout x de [0, 1], 5;(x) est défini par : j

Par symétrie, on en déduit :
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Corollaire 1.3.4. N (2?) admet le développement limité suivant :

A
2 7;(0) 1
vAEN, =N() = Z+z:0 z]j+l +0<zA+1
]:

Z—00

() = 541 - o)

ou, pour tout x de [0, 1], v, (x) est défini par : 1 1
/
Yj+1(w) = 5%(90) + B > n@)yimlx).

Démontrons le Corollaire 1.3.4 :

Démonstration. Posons :

S51=s810M

Co=1CpOn So=25p0M
et

Ci1=c1on

ot les fonctions cg, ¢1, o et s; sont définies en (1.9) et o, pour z € [0, 1], n(z) =1 — x.
Alors {¢, ¢} et {50, 51} sont deux systemes fondamentaux de solutions de 1’équation

@"(x) + q(1 — x)u(z) = —zu(x), Vo € 0,1]
dont les conditions initiales sont données par :
{ &1(0)
Go(1)
La premire fonction de Weyl-Titchmarsh M s’écrit

W (¢, —50)
W (=30, —51)’

L,
1, 66(1) =

M(z) =

ot W(f,g) désigne le wronskien de solutions f et g de I’équation de Sturm-Liouville

(1.8). Un tel wronskien étant constant par rapport a z, il vient :

W(él, —50) = (5,15() + 5651)(1> = —61(1) = —01(0).

et
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Par suite :
M(z) = — = N(2). (1.11D)

D’apres les asymptotiques du Théoreme 1.3.3 pour M (2%), on a alors

) 2y _ 7w 7 ( 1
VAEN : —N(:%) = —M(:) = Z ]+1 ( AH)
1
0(r) = 591 — @)
ot pour tout = € [0, 1], v;(x) est défini par : 1 1
!/
Yip1(r) = 5%(95) + 5 > @)yia(x).

Des Théoreme 1.3.3 et Corollaire 1.3.4, on déduit les égalités

_M(Mm) N(fim)

RO Qﬁ i ﬁ> o )

Ceci et I’expression du discriminant (1.10) permettent d’écrire

:(j\v/;“g) Vf fim) 00+01>J1+0<e—2m>
= M) MUtm) ¢ 0y 4 O yfiame V).

CJry JrO)

En remplagant cette derniére expression de v/9 dans les égalités

Al = 3 (- ]‘j(“l NF Co-1) -3
A+(um):;[< ]‘j(’“‘l ]\Vﬁ 01>+\/31,

puis en exprimant C et Cy, par leurs valeurs et M (p,,) et N (p,,,) par leurs asymptotiques,

on obtient bien
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oy = A () (1
A (i) F(1) mUm*_<ﬂE>
oy = N W) (1
M) = e T o i)

e Supposons a présent f(0) = f(1). Dans ce cas, I’opérateur induit

1 1 _N(Hm) _ In(h)'(1)

\/£(0) Alsm) VI a/r@)

M) WY© 1 1
Am(w>( NZIOR VAT V() Alkm) )
g

étant symétrique, on peut invoquer un résultat bien connu sur les quasi-modes :

Lemme 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur autoadjoint de L(H ).
Soit € > 0. Supposons qu’il existe un réel \y et uy un vecteur unitaire dans H tels que
|(A = Nold)ug|| < €. Alors on peut trouver \ dans le spectre de A tel que |\ — \o| < €.

M) (O (1)

On applique ce théoreme & A = A (w), Ao = —

+ et Ug = .
£0)  4/f(0) 0
On a
0 —%ﬁ
B f(0) ZHm
A— X\l = S W W (7S B U UCO R
V() Alum) Fa) 41
puis
1 0
M—&M%=—<l ):m/mfﬁ)
f(0) \ &G

D’apres le Lemme 1.3.5, on dispose de ), € o(A}'(w)) tel que

M (ptr,)  In(h)'(0) _
A= — O (/e VFm
N RN R
WO 1)

BV O O

La seconde valeur propre ), (nécessairement distincte de A, car A7'(w) n’est pas une

52
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homothétie) peut alors se déduire de la premiere via I’égalité

Ao = Tr(A7 (W) = A,
_ _N() _In(r)@) JE
F() 4F Ohe )
_ VHm  In(h) (1) 1
VIV O( )

0
Lemme 1.3.6. Sous les hypotheses de la Proposition 1.3.1, on a I’alternative
{f(O) =Jjo {f(O) = f()
f() = r1) f(1) = f(0)
Démonstration. D’apres le Lemme 1.3.2, les égalités des traces
TApe) _ TApE) o
N Hm
impliquent en particulier
1 n 1 n 1
VAO) W) 0 V)
De méme, a partir des égalités des déterminants
det(A det(AZ
AP (W) _ dethg(w) o
Hm Hm
on tire
1 B 1
FOF) A0 F(1)
ce qui termine la preuve. 0

On poursuit la preuve du Théoreme 1.3.1 :

Cas1: f(0) = f(0) et f(1)= f(1).
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Lemme 1.3.7. Sous les hypotheses de la Proposition 1.3.1, on a :
A(z) = A(z), Vz e C. (1.12)

Démonstration. L'hypothese Tr(A]'(w)) = Tr(Aj'(w)) de la Proposition 1.3.1 se réécrit :
pour tout z,,, de o(—A, ),

(- M) WOV (Vi)Y M) 1n</3>'<o>>
VIO 450 TORNENT VIO 470
5

Les asymptotiques des fonctions de Weyl-Titchmarsh fournies par le Théoreme 1.3.3 per-

mettent, en faisant tendre m vers +oo, d’identifier les constantes de 1’égalité précédente :

In(h)(0) In(h)(1) In(h)(0) In(h)(1)

NN O OEENGD

M(Nm) N(Nm) . M(,Um) N(

JI0) FF

ou, de facon équivalente :

D(pm)  Elpn)\ _ a3 [ Plitm) | EQim) \ (114)
( )<\/f(0)+\/f(1)> 4 )<\/f(0)+\/f(1)>

L’hypothese det(A]'(w)) = det(AF'(w)) s’écrit également

(1.13)

En particulier :

1

(\/fm zw((o())( ‘Z’? F >_ F(0)F(1)A2 (1)

)
(M(um In >'<0> ( <m> | In(n) <1>> 1 |
£0)  4y/f(0) Vr( 4\/ F(0) F(1)A2(p1.)

En multipliant de part et d’autre cette égalité par —A%( ,um)A2( ftm ), ON obtient :
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(1.15)
Nous allons montrer que les égalités (1.14) et (1.15) se prolongent sur tout le demi-plan

complexe 2 droite. A cette fin, rappelons ce qu’est la classe de Nevanlinna :

Définition 1.3.8. Soit IIT = {z € C, R(z) > 0} le demi-plan complexe a droite. La
classe de Nevanlinna A/ (ITT) est ’ensemble des fonctions analytiques f définies sur IT*

i
f(l re >‘d9<oo,

1+ ret?

telles que

™
sup In*
o<r<1J—m

avec

I (2) Inz si In(z) >0
n'(xr) =
0 si In(z) < 0.

On a le résultat suivant [Ram99] :

Proposition 1.3.9. Soit h une fonction analytique définie sur 11", A et C' deux constantes

strictement positives. Supposons :
|h(2)| < Ce®@ | vz eI,

Alors h € N(IIT).

En vertu des asymptotiques de la Proposition 1.2.3, les fonctions analytiques définies par
§:2+ A(2%),d: 2+ D(2%)ete: z — E(2%) appartiennent a A/ (IT1). Ici intervient de
maniere décisive un résultat d’unicité portant sur les fonctions de la classe de Nevanlinna

(voir [Ram99]) énoncé dans le théoréme suivant, qui va nous permettre d’étendre sur C

les égalités discretes de la trace et du déterminant obtenues précédemment.

Théoréme 1.3.10. Soit h dans N (IT") et £ un sous-ensemble dénombrable de R, tel que
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1

Z = +-o00.

pneL H

Alors
(h(u) =0,Vue E) = h=0surlI*,

D’apres la loi de Weyl (cf [SV97]),on a :

= c(K)m%%—O(mm%l)

m—+00

2 2
(2m) —— et ol wy désigne le volume de la boule unité dans R"~. Pour

(wlvol(K)) n
un entier 7' fixé, on dispose donc de 1I’asymptotique

ouc¢(K) =

oyt o O(m)
c(K)T? (KT
puis :
H(mT)n-1 O<1)
(e " T T

Des lors, si T' est suffisamment grand, les réels | /fi(,,7)»—1 sont toujours distincts. Posons

L= {, /I (mTyn—1, T € N}

L’équivalent . /fi(y,)n—1 . \/¢(K)T'm entraine, par divergence de la série harmo-
nique, 1’égalité

1
Z—:+oo.

neL H
Les conditions sont donc remplies pour appliquer le Théoreme 1.3.10 aux relations (1.14)
et (1.15) : elles restent vraies en remplagant /i, par 2% dans C, puis par z.

A présent, nous voulons montrer, pour tout z dans C, 1’égalité
A(z) = A(z).

Rappelons que les fonctions caractéristiques A et A sont entieres, d’ordre 1 /2 et que leurs
racines sont simples. D’apres le théoreme de factorisation de Hadamard (voir Proposition

1.2.5) ces fonctions sont caractérisées par leurs racines (a une constante multiplicative

56



1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

preés). En vue d’identifier A et A, il suffit donc de montrer que leurs racines sont les

mémes. Posons P = {a; € C, A(a;) = 0} et considérons un élément o, de P. Par
2

définition, —qy, est une valeur propre de 1’opérateur H = 2 + q avec conditions de
x

Dirichlet au bord. D’apres la Proposition 1.2.4, «, est réel. Le potentiel ¢ étant également

réel, les quantités D(«y) et E'(cy) le sont aussi. L’évaluation en oy, des égalités (1.14) et

(1.15), dont on a montré qu’elles étaient valables sur C, mene au systéme suivant :

<D(Oék) E( )

VIO /)

(D(Oék)E( ) — 1>A(a )2 —0.
F(0)£(1) '

Pour terminer, nous distinguons deux cas :

Do) E(Oék)

# 0, alors A(ay) = 0.

f (0) f()
D B
e Sinon (ak) (o) . D’apres la seconde égalité du systeme, il vient :
£(0) i)

(DJS?SC) (1)f(1)>A(ak)2 -

Or D(ay) est réel, donc A(ay,) = 0. Par symétrie, on en déduit que A et A ont les
mémes racines. Il existe donc une constante réelle C telle que A = C'A. Enfin, d’apres la
Proposition 1.2.3, les fonctions A et A vérifient chacune 1’asymptotique

A &) ~ Y,

ce qui implique C' = 1 et termine la preuve du Lemme 1.3.7. U

Remarque 12. En fait, Iégalité A(z) = A(z) pour tout z € C est équivalente 2 I’isospec-
d2

tralité de ¢ et ¢ pour le probleme de Dirichlet associé a H = o3 +q.
x

Nous pouvons a présent simplifier par A(z) dans les égalités (1.14) et (1.15) (toujours

avec /i, remplacé par z), ce qui conduit au systeme
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et, pour tout z dans C\ P, a I’alternative

M(z) _In(h)'(0)  M(z) _In(h)'(0)

£(0) %U@:ig® 1,/7(0)

N(z) In(hY(1) N(z) In(h)(1)

SO a0 ) 4/

M(z) In(h)'(0)  N(2) In(h)(1)

70 450 YR a/fD

N(z) |, W(h)(1) _ M(z) In(h)(0)
JIQ  a/r@)  JF0) 4y/f(0)

e Supposons d’abord que le premier systéme soit satisfait pour tout z dans C\P. Alors,

ou

en remplacant M (z) et M (z) par leur asymptotique commune +/z + o(1), on obtient

_ In(h)'(0)

(n)'(0)
JEO) 4y /f0)

In
4
ce qui entraine 1’égalité

M(z) = M(z) pour tout z de C\P.
D’apres le Théoreme de Borg-Marchenko (voir par exemple [Sim99]) :

g=¢ sur [0,1]. (1.16)
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1.3. Une caractérisation par la trace et le déterminant

Rappelons enfin que
(h1/4)//
q = h1/4 - wf?

ol 'on a posé h = "2 (respectivement § et h = f"2).

En dimension n = 2 : la conclusion est immédiate. Dans ce cas, ¢ = —wf et, w étant

non nul,
f=f sur [0,1].

En dimension n > 2 : on remarque que f et f sont chacune solution de I’équation
différentielle d’ordre 2

n—2\"1 n+2 n—2
(u4) —wu  =qu 1

De plus, 1’égalité £(0) = £(0) et la relation

In(h)'(0) _ In()'(0)

/10y 4/f0)

entrainent
£'(0) = 7(0).

Finalement, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz :
f = fsur[0,1].

e Supposons a présent qu’il existe un 2, dans C tel que

_ (), M) _ In(h)(©)
FO) 4/f(0) ) 4/f(0)

Par continuité, nous pouvons trouver une boule B centrée en z satisfaisant

M(z) _In(h)'(0) , M(z) In(h)(0)

_ 7§ _ ,
F0)  4/fF0) © \JFO)  4/£(0)

Mais alors nécessairement :

Vz € B.

— = + , Vz€B. (1.17)
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Par prolongement analytique, 1’égalité précédente est vraie pour tout z dans C\P. En

remplacant M (z) et N(z) par leurs asymptotiques, cette égalité implique

In’(h)(0) In(h)'(1)
0) = f(1) et = — .
f(0)=£(1) /70 W/

En simplifiant dans (1.17), on trouve alors :

(1.18)

M(z) = N(z) pour tout z € C\R.

Par symétrie, N joue le méme role que celui de M pour le potentiel z — G(1—x).D’apres

le Théoreme de Borg-Marchenko :
q(x) = q(1 —x) Vre [0,1],

Puisque f(0) = f(1) et f'(0) = —f'(1) d’apres (1.18), on obtient finalement par
Cauchy-Lipschitz :

f=1Ffon sur01],
avecn(z) =1 —x.

Cas2: f(0) = f(1) et f(1)= f(0).

11 suffit d’intervertir les rdles de M et N, puis d’appliquer le premier cas.

1.4 Unicité de la trace et du déterminant

On suppose désormais que la variété transverse (K, gx) est (S"71, gs). L’objet de cette

section est la preuve du résultat suivant :
Proposition 1.4.1. Supposons o(Ay(w)) = o(Az(w)). Il existe alors mg € N tel que :

Vm € N, m > mg = det(A]'(w)) = det(A7(w)) et Tr(Ay (w)) =Tr(AF (w)).

On commence par le lemme suivant :

Lemme 1.4.2. Sous I’hypothése o(A,(w)) = o(Az(w)) on a alternative :
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Démonstration. Introduisons 1’ensemble
S(Ag(w)) = {A(km), m €N}

ol (k,,) désigne la suite des valeurs propres de I’opérateur —Ag sur la sphere S"~! (munie

de sa métrique usuelle) comptées sans multiplicité. Par hypothese, on a donc :

2(Ag(w)) = B(A3(w)).

Pour tout entier m, on dispose d’une expression explicite de k., (voir par exemple [Shu87]),
a savoir :

Em =m(m+n—2).

La preuve du Lemme 1.4.2 se déroule en deux temps.

Etape 1. Il est aisé, en premier lieu, d’établir 1’égalité

n—1 — —

FO) T + f()F = F(0)F + f(1)F. (1.19)

En effet, la donnée du spectre de Steklov caractérise le volume du bord de M : c’est
une conséquence directe de la loi de Weyl (1.4) pour les valeurs propres de Steklov (voir
[GP17]). Dans notre cadre, le bord connexe est I’union disjointe de I'y et I’y ou, pour
i € {0,1}, T; est la sphere S"~! munie de la métrique v; = f(4)gs. Par suite :

Vol (9 = Vol (931 & /F dVol,, + /F dVol,, = /F dVoly, + /F Vol

ce qui se réécrit
me?+ﬂn?jWMW*w:me?+ﬂn?jWMW*x

et aboutit donc a 1’égalité cherchée.

Etape 2. Nous démontrons par I’absurde que f(0) appartient a I’ensemble { f(0), f(1)}.
Supposons donc le contraire. Sans perte de généralité, on peut se placer dans la situation
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ot £(0) < min{f(0), f(1)}. L'égalité (1.19) entraine alors

£(1) > max{f(0), f(1)}. (1.20)

La stratégie consiste a montrer qu’il existe un élément du spectre - (Ag (w)) qui n’appar-

tient pas a 3 (Ag (w)), ce qui contredira I’hypothese d’égalité des spectres.
Soit € et A deux réels strictement positifs. Définissons

as = inf{|A\T(k,) = A" (Km)| | m,n > A}.

1

2y/f(1)

Alors, pour A choisi suffisamment grand, o4 vérifie : aq < + €.

En effet, soit un entier nn. Posons

m = max {j eN ’ A (k) < AT (K,

) — R ‘5}
2,/f(1) 2

A_O%H4)2,VKRQ——2;(U——a

Par définition de m, on a :

Mais

2y/(1) fy A\m
< A(kn) + ! ++O<1>
2/f(1) mn
et par conséquent :
as < M (kn) = A (Fmy1)] < ;(1) +e¢e, pourm,n > A assez grands.

D’apres ce qui précede, on dispose donc de deux entiers m et n, aussi grands que I’on
souhaite, tels que

+e. (1.21)

2¢/f(1) 2\//(1)

— e <A (k) = A () <
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1.4. Unicité de la trace et du déterminant

Par I’égalité des ensembles E(Ag(w)) et E(Ag(w)), il existe deux éléments ), et X, de
Z(Ag(w)) tels que

{7 (5m), A (k) } = {0, Ao}
Remarquons que, si A~ (k,,) et A\*(k,) différent, alors les éléments \; et A, ne peuvent

appartenir tous deux a la méme suite (A~ (r;)) ou (A*(k,)) car, pour des indices m et n
assez grands, on aurait alors

AL — Ag| > mi {1 1 }
1 — Ag| > min — — ¢
VF(0) f(1)
et, choisissant ¢ assez petit, cela contredirait (1.20) et (1.21). Par conséquent, il existe
(¢, p) dans N? tel que

{7 (), X (50) ) = {A7 (), A (1) }-

Supposons, sans perte de généralité, que I’on puisse apparier les valeurs propres suivant

le systeme

{A_(Hm) =\~ (k) (122)

A (kn) = M (k).

x« Cas 1 : A (k) < AT(kp). Alors A™ (k1) ne peut s’identifier a un élément de
Y(Aj(w)). En effet, d’une part :
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Donc, pour m et £ assez grands, on a: A\~ (k) < A (Kpi1) < A~ (kp1). D autre part :

f() m
< A (kp) + fl(l) + O<;>
:XW@J+;U>+O<;>
= Nlkon) + l fl(l) B \/%1 +O<nlz> " O(zlo)

<0

Enfin, a I’aide de (1.21) et (1.22), nous obtenons

)\7</€m+1) = Ai(ﬁm) + ]}(1) + O(T;)
_ 1 1
VT O(m> 27
~ 1
> M (k, —2
> A (kp) oo

Par conséquent, pour m et p assez grands :
:\+(“p) <A (Fm41) < 5‘—s_(’{p—s-l)-

Les suites (A~ (k) et (AT (k,,)) étant strictement croissantes (au moins a partir d’un
certain rang), aucun élément de ¥(A;(w)) ne peut étre égal & A~ (k,,,+1). Ceci contredit
Pégalité D(Ay(w)) = S(Ay(w)).

x Cas 2 : A\ (Ky) > AT (k,). Des arguments semblables permettent d’établir :

max (A~ (kp-1), A (kp-1)) < A~ (Fmo1) < min (A (k) A (i)

Enfin, si nous avions supposé
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alors, par échange des roles de f (0) et f(1), nous aurions montré que A~ (K;,+1) ou

(
A™ (Km—1) n’appartient pas a I’ensemble X(Az(w)).

Ainsi : £(0) € {£(0), f(1)}. Ceci, combiné a I’égalité (1.19), donne la conclusion. ~ [J

Dans toute la suite, sans perte de généralité, on va supposer

F(0) = f(0) et f(1) = f(1),
le cas ot f(0) = f(1) et f(1) = f(0) s’obtenant par un échange des roles de A~ (k) et

A (k). Nous distinguons maintenant deux cas, en commengant par le plus simple.

14.1 Lecasf(0)=f(1)

Sans perte de généralité, on suppose f(0) = f(1) = 1. D’apres le Lemme 1.3.2, chaque
opérateur A}'(w) possede deux valeurs propres A~ () et A*(u,,) dont les asympto-
tiques sont données par :

R (1

A" (pm) = Vhm — fl) + O(\/i_m>
(

(1.23)
N () = i+ A 0<1>.

Pour m dans N, posons

Vi = {/\_(mm), /\+(/<am)} et V, = {X—(mm), >\+(/<;m)}.

e En dimension 2

Puisque /K., s’écrit

m

— 1
Vi =m+ " 2+0<),

les valeurs propres A~ (k,,) satisfont les asymptotiques suivantes :

A (k) = m + 0<1>

m

AN (k) =m + O<1>.

m
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Si m est assez grand, les ensembles V,, et Vm sont tous deux inclus dans I’intervalle

1 1 . . . ~ . . s
m — T m + ﬂ En particulier leur intersection V,,, NV, est vide si m et m’ different.

L’hypothese E(Ag (w)) = Z(Ag(w)) conduit alors aux égalités V,,, = V}, a partir d’un

certain rang. Il existe donc un entier my tel que, pour m > my :

{)‘("‘Jm> + )‘Jr(“m) = 5‘7("%@) + 5‘+<Hm)
A" (B A (Fm) = A () AT (Fim).

Bien entendu, les égalités précédentes restent vraies en remplagant «,,, par fi,,,. On a donc

montré :
Vm €N, m >mo = Tr(A}(w)) = Tr(A7'(w)) et det(A]'(w)) = det(A7(w)).

e En dimension n > 3

Les asymptotiques (1.23) se réécrivent

A (Km) = m + 2_r +O<;>

2 4
(1.24)
L m=2 K(0) 1
A (Em) =m+ 5 + 1 +Om.

Contrairement au cas de la dimension deux, il n’est pas possible de conclure aussitot
a I’égalité des ensembles V,, et V,, pour m grand, ceci en raison de la présence des
constantes //'(0) et '(1).

1
Proposition 1.4.3. 1] existe un sous-ensemble L de N tel que Z — = +00 et
meL

A" (Km) + /\+(’fm) =\ (Km) + ;\+(’{m)

VYm € L, { - -
A (Bp) AT (Km) = A (K) AT (K-

Démonstration. Nous commencons par le lemme suivant :

1
Lemme 1.4.4. 1] existe un sous-ensemble L, de N tel que Z — = +0o0 et
meLy

()\(mm) = A (kp), Vm € £1> ou (A(mm) = 3 (kp), Vm € cl>.
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Démonstration. Puisque les ensembles (Ag(w)) et ¥ (Ag(w)) sont supposés égaux, on

a ’inclusion

(A (km), m €N} C {\ (kp), m € NYU{A"(k,), m € N}

. . . L. 1
1l existe donc une suite d’entiers (a,,,) vérifiant »  — = +o0 et
a
meN M

{\ (Ka,), m € N} C {\ (km), m €N} ou
{\(Ka,), m € N} C { (), m € N}.

Traitons par exemple le premier cas (le second est semblable). Il existe une autre suite
d’entiers (a,,) telle que

A (Ka,) = X (ka,,), VmeN.

En remplacant les valeurs propres précédentes par leurs asymptotiques rappelées en (1.24),

on obtient

(@) K1) (1)
Ay — Ay = — +0(— ).
n—=2f(1) n-2f7(Q)
4 f(1) 4 f)

nombre doit alors €tre également entier. Par hypothese :

. Ce dernier

La suite d’entiers (a,, — a,,) converge donc vers

P o f'(3) L
f,fer—{fec ([0, 1)), 0 Sn_Q,ze{O,l}}.
et donc _
n=2p() n-2f1)]_1
4 f(1) 4 fmT 2

La quantité de gauche étant entiere, elle doit valoir 0. On a montré, pour m > my, les
égalités :

Ay, = Q.-
En posant £; = {a,,, m > my}, la preuve du Lemme 1.4.4 est établie. O

Nous terminons maintenant la démonstration de la Proposition 1.4.3. Supposons satis-

faites, par exemple, les égalités :
A (Bm) = A (km), Ym € L.
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Réitérons les mémes arguments que ceux de la preuve précédente. On a I’inclusion :
(N (km), m € L1} C{N (km), m € N}U{A (kn), m € N}

1
11 existe une suite d’entiers, notée (b,,) € Ly, telle que » b= +ooet:

meN

{\(kp,,), m € N} C {:\_N(I{m), m €N}  ou
{A\"(kp,,), m € N} C {A\T(kn), m € N}

e Dans le second cas, on dispose d’une suite (b,,) telle que

At (ks,,) = N (k3,,),

ce qui implique, comme précédemment, b,, = b,,. En posant £L = {b,,, m € N} on

obtient, pour tout m dans L :

e Dans le premier cas, on établirait de méme :

N (b, ) = A (k) (= A (k)

Mais ceci ne peut advenir puisque Agm (w) serait alors une homothétie, ce qui contredirait
la structure de la matrice A»" (w). Ceci conclut la preuve de la Proposition 1.4.3. O

Rappelons que P désigne 1’ensemble des racines de A(z). Pour tout z dans C\ P, posons

B(Z) —W + C(] - Cl (125)
o o— (- D(z) _E(2) B 1
) = ( AGz) CO) ( Az) Cl) FOF(DA(2)?] (1:20)
Cy— 1ﬂ(h)'(0)’ - In(h)'(1)
4,/£(0) 44/f(1)

Pour tout m dans N, on a (voir la preuve du Lemme 1.3.2) :
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B(km) = A (Em) + AT (km) et C(km) = A (Km) AT (Km).

Introduisons sur IT* les fonctions g; et g, définies par

91(2)
92(2)

A(z*)A(z*)[B(z*) - B(z%)]
(22)’A(z)?|C(2%) - C(=%)].

Il
>

Nous affirmons que g; et g» sont identiquement nulles. En effet :
e g; et g, sont holomorphes sur IT*.
e g et gy appartiennent a N (IT") d’apres les asymptotiques de la Proposition 1.2.3.

e Grice a la Proposition 1.4.3, on a les égalités g1(y/km) = 9g2(\/km) = 0 pour tout
m dans L. Mais /k,, ~ m, ce qui, par divergence de la série harmonique, entraine
3 1

meL Km

= +00. Le théoreme de Nevanlinna permet de conclure :

g1=¢gy =0 sur II".
En particulier, pour tout entier m :

{x(ﬁm) + A () = A (Km) + AT (k)

En remplacant x,,, par u,,, on conclut finalement :

vm eN, Tr(AJ(w)) = Tr(A7 (w)) et det(Ay'(w)) = det(AF (w)).

14.2 Lecasf(0)# f(1)

Sans perte de généralité, supposons f(0) < f(1). Rappelons que

m

M:m+n;2+0<1>.

En injectant cette expression asymptotique dans le Lemme 1.3.2, on a :

_ m n—2 In(h)(1) 1
AN (k) = — ol =
N RN <m>

) — n—2  In(h)(0) o<1>.

S0 270 aff0)  \m
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Puisque f(0) est différent de f(1), la preuve se révele un peu plus délicate. Comme pré-

cédemment, il s’agit de construire un sous-ensemble £ de N satisfaisant la condition de

1 -
Mintz ) — = +o0 et tel que, pour tout m dans £, on ait A\~ (k,,) = A~ (k) ou
meL m
A (Km) = AT (k). Nous commengons par la proposition suivante.

1
Proposition 1.4.5. I/ existe un sous-ensemble L de N tel que Z — =400 et:
meL

(N (km), m € LY C {A (#6), m € N}

Démonstration. Si le sous-ensemble des éléments de {\~(k,,,), m € N} appartenant a
{5\+(l€m), m € N} est fini, la proposition est vraie. Dans le cas contraire, il existe deux

applications ¢, ¢ : N — N strictement croissantes telles que

)\_(fiw(m)) = /~\+(I{¢(m)). (127)

Précisons que ¢ et 1 sont construites de telle sorte qu’un entier naturel m qui n’appartient
pas 4 I’image de 1 (respectivement a celle de () satisfait I’égalité A\~ (k,,) = A\~ (k,,) pour
un certain n dans N (respectivement A (k,,) = At (k,,) pour un n dans N).

En remplagant A (K (m)) €t A (Ky () par leurs asymptotiques dans I’égalité (1.27), on

obtient :

o(m) ln(h) (0) n—2 ( 1 > ¥(m) In(h) (1) n—2 ( 1 )
MO URENON VR CRE N
Cette égalité implique en particulier que les restes sont de méme ordre de grandeur :

0(@) _ o(@) En posant
n(h)(1) In(h)(0) n—-2 n-—2

W 450 2 2/i0)

on peut écrire (1.27) comme suit :

(1.28)

1
\/7 F +C + O( )> )
Ceci nous amene au lemme suivant :
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1.4. Unicité de la trace et du déterminant

Lemme 1.4.6. I] existe un entier my tel que, si m > my, alors (m + 1) > 1(m) + 2.

Démonstration. Posons

VIO e
A= f(0)>1 t ¢ =—\/f(1)C.

Avec ces notations, 1’égalité (1.28) se réécrit

otm) = Aplm) + €'+ 0 ).

Pour un certain entier m, supposons I’égalité )(m + 1) = ¢)(m) + 1. Alors

Pp(m)+1=1(m+1) :Agp(m—kl)—i-C'—l—O((p(lm))

> A(p(m) + 1)+ '+ 0 (@)

/ L
= Ag(m) + C +A+O<¢(m)>

:w(m)+A+O<(’0(1m)>.

On obtient alors I’'inégalité

1> a+0( )

fausse si m est choisi assez grand. 0

Par conséquent, I’ensemble image de 1) ne peut contenir deux entiers consécutifs. Nous

en déduisons le lemme suivant :

Lemme 1.4.7. Dénombrons par a, as, ... la suite des entiers qui n’appartiennent pas a

I’image de ). Il existe une constante C' > 0 telle que la suite (a,,) satisfasse
YmeN, a,<2m+C. (1.29)

Démonstration. Posons py = 1(mg) et C := a,, — 2py. Lestimation (1.29) est vraie
pour m = p, par définition de C'. Supposons que (1.29) soit satisfaite pour un certain m

supérieur ou égal a py. Alors :

e ou bien a,, + 1 n’appartient pas a I’'image de 1/, et donc a,,11 = a,, + 1,

71



Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

e ou bien a,, + 1 appartient a I’'image de . Dans ce cas, a,, + 2 n’est pas dans
I’image de v puisque cette image ne contient pas deux entiers consécutifs. Par

conséquent, @, 11 = Gy, + 2.

Dans chacun des cas : a,,+1 < 2(m + 1) + C. Le résultat s’ensuit par récurrence. U

En particulier, le Lemme 1.4.7 montre :

Ainsi, en posant £ = {a,, n € N},ona:
(N (Kp), me L} C{N\ (km), m €N}
ce qui conclut la preuve de la Proposition. 0

Comme auparavant, nous distinguons les casn = 2 etn > 3.

En dimension 2
Lemme 1.4.8. Pour tout m dans L, on a :
A () = A (Km).

Démonstration. Par construction, pour tout élément m de L, il existe un indice ¢(m) tel
que :
A (Bm) = A" (Kemy)-

D’apres le Lemme 1.3.2, 0n a:

m = {(m) +O<nll> +O<€(71n)>,

ce qui entraine m = ¢(m) dés que m est assez grand. O

Considérons de nouveau les fonctions B et C' définies en (1.25) et (1.26). En posant

R(z) = B(2)* — 4C(2),
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1.4. Unicité de la trace et du déterminant

on a I’égalité
1
+ —
A (Km) = 3 (B(/—im) + \/R(,«;m)>.

En cohérence avec les notations, on peut donc définir sur IT* la fonction A~ (z) par

A (2) = 2(B(z) - R(z))
Lemme 1.4.9. Pour tout réel t positif assez grand, on a I’alternative

At =N(t) ou  AT(t) = \(1).

Démonstration. D’apres le Lemme 1.4.8, on dispose d’un sous-ensemble £ de N satis-

faisant la condition Z — = 400 et tel que
m
meL

Ym € L, B(km) — \/R(km) = B(km) — \/ R(km).
Ona

et donc

Pour tout z dans IT*, posons

g2(2) = A(2*) A=) g1 (7).

La fonction g, est alors identiquement nulle sur IT*. En effet :
e ¢, est holomorphe sur IT™.
e g, € N(II*) grice aux estimées données par la Proposition 1.2.3.

e On a g(\/k,,) = 0 pour tout m appartenant a £, ce qui permet de conclure, en faisant

appel au théoreme de Nevanlinna, que

go =0 sur I,
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Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

Nous avons donc montré :

Vz e IIT, KB(Z2) — B(22)> — R(2%) — R(z%)| —4R(z)R(z*) =0.

Tout z de IT* vérifie alors ’'une des quatre alternatives suivantes :
A () =222, M) =122, M (D)= or (D) =22

Notons ici que les asymptotiques du Lemme 1.3.2 restent évidemment vraies pour R .
(la preuve serait la méme). A présent, si une suite de nombres positifs (t,,) vérifie par
exemple A\ (%)) = /N\_(tfn) lorsque ?,, tend vers I'infini, alors, d’apres le Lemme 1.3.2
avec t2, au lieu de k,, on en tire f(0) = f(1) et cela contredit notre hypothese. Le méme
argument conduit a exclure le troisieme cas lorsque z est réel et assez grand. Pour tout

nombre ¢ positif et suffisamment grand, il reste donc deux choix :
A1) =A"(t) ou AT(t) = AF(1).

O

Cas 1 : Supposons que I’on puisse trouver un réel z, arbitrairement grand, tel que A (z) #

A~ (z). Par continuité, il doit exister aussi un intervalle I centré en x tel que

Yt e I, A\ (t) # A (t),
ce qui implique nécessairement, pour tout ¢ dans I, que ’on ait A*(¢) = A\*(t). De plus,
pour un certain L > 0, la fonction réelle

t= AT(t) — A(t)

est analytique sur I’intervalle [ L, +oo[. Ainsi, pour tout réel ¢ supérieur a L, on a nécessai-
rement A\*(t) = AT (t) par prolongement analytique. Il existe donc un entier my tel que,

pour tout élément m de L supérieur a my :

M (km) = A (km) et A (Km) = A (Km).
Sans perte de généralité, supposons que min L soit plus grand que mg. On a :

A () + A () = A (Km) + A (Km)

VYm € L, { - -
A" (Fp) AT (Km) = A" (Ep) AT (Kim).
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1.4. Unicité de la trace et du déterminant

Nous avons donc établi le méme résultat que celui de la Proposition 1.4.3, d’ou I’on tire
semblablement que chacune des égalités précédentes est en fait vraie pour tout m de N,
Le
Vm eN, Tr(Ay) =Tr(A7) et det(A]') = det(AF).

Nous sommes ainsi reconduits a la troisieme section.

Cas 2 : Pour tout réel ¢ assez grand, on a : A~ (t) = A~ (t). En particulier, tout entier m
assez grand satisfait 1'égalité A\~ (k) = A\ (k). Pour de tels indices, on a également
A (Km) = A (k). En effet, si \*(k,,) appartient 2 la suite (;\J'_(Iig)), il existe un indice
(m) tel que A* (k) = AT (Kg(m)). On peut montrer, comme dans la preuve du Lemme

1.4.8, que £(m) = m, et de méme si \* (k,,) appartient 2 (>\+<I£g)). La seule autre option

est I’existence de deux indices p et ¢ tels que

Alors A\t (k,,) — M (k) = A (k) — A~ (k¢), ce qui entraine

O(é) = p}:(f) +O<;> +O<2>,

puis p = ¢ pour m, p, £ assez grands, et donc A* (k,,,) = AT (k,,). Il existe donc un entier

mg tel que

Vm >mg, Tr(Ay) =Tr(A7) et det(A]') = det(AF).
Nous sommes de nouveau ramenés a la troisieme section (voir la Remarque 8 p. 13).
En dimension n > 3.

Les arguments qui suivent sont des adaptations plus ou moins immédiates du cas bidi-

mensionnel. Nous y renvoyons pour les détails.

1
Lemme 1.4.10. /] existe L C N tel que Z — =+to0et:
meL

A (Em) = A (km), Vm e L.
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Chapitre 1 — Isospectralité au sens de Steklov

Démonstration. Par définition de la suite (a,,) définie au Lemme 1.4.7, il existe une autre

suite d’entiers (a,,) telle que
)\_ (Kan) = 5\_ (H’an) :

Comme dans la preuve du Lemme 1.4.4, on montre que a,, = a, et on pose L =
{am, m € L}. O

On a le Lemme suivant (la preuve est identique a celle de la dimension deux).
Lemme 1.4.11. Pour tout réel t positif assez grand, on a I’alternative
AT(t) = A(t),  A(t)=AT().
On déduit alors, pour tout m dans L :
A () = A (Km) et A (km) = A (k).
Il en découle :

vm €N, Tr(A}') =Tr(A7) et det(A]) = det(A7).
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Un résultat d’unicité locale

2.1 Introduction

Ce chapitre prolonge I’étude précédente. On y examine la possibilité de caractériser loca-
lement le facteur conforme a partir d’une connaissance approchée du spectre de Steklov.
La variété considérée est toujours M = [0, 1] x S"~! munie de la métrique

g = f(z)(dz* + gs), (2.1)

ou dx? désigne la métrique euclidienne sur [0, 1] et gs la métrique induite par le plon-
gement de S"~! dans I’espace R™ muni de sa structure euclidienne usuelle. L’ opérateur
de Dirichlet-a-Neumann A, (w), introduit au début du premier chapitre par 1’égalité (1.2),
est défini sur 1’espace H'/2 (8M ) a valeurs dans H /2 (8M ) Enfin —A,, désigne de
nouveau 1’opérateur de Laplace-Beltrami sur (S"~!, gs) dont on note le spectre (compté

avec multiplicité)
o(=Ag) ={0=po < p1 < po < .o. < iy, < oo = +00}

Nous entreprenons la preuve d’un résultat d’unicité locale qui s’inspire d’arguments pré-
sentés dans [DKN19c]. Le modele de cet article, cependant, se distingue du ndtre par la

différence topologique suivante : la variété que considerent ses auteurs est le cylindre a
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un seul bout M' = [0, +o0o[xS™! muni d’une métrique décrite par (2.1). Le spectre de

Steklov est alors constitué d’une seule suite de valeurs propres
oo <o <..<o0,— +o.

Les auteurs démontrent que la connaissance de ce spectre a une erreur exponentiellement
décroissante pres détermine le facteur conforme f de la métrique g au voisinage de 0. Plus
précisément, pour a > 0 quelconque, ils établissent I’équivalence
Om — Om T O(e™?*m) & f=fsur[0,a],

o, nous le rappelons, k,, = m(m + n — 2) désigne la m-ieme valeur propre du spectre
de I’opérateur —A, énuméré sans multiplicité. Nous souhaitons obtenir un résultat sem-
blable adapté a notre modele, en gardant toutefois a 1’esprit que sa structure spécifique
souleve des difficultés déja rencontrées qu’il s’agit d’examiner de nouveau. La principale
complication tient au caractere non connexe du bord. Nous avons prouvé, au cours du
premier chapitre, que cette structure de bord a deux bouts scindait le spectre de Aj(w)
en deux sous-suites de valeurs propres {\*(f1,,,) } évoluant asymptotiquement de maniére
différente. Que veut dire, des lors, que deux spectres sont proches a une erreur expo-
nentiellement décroissante ? La premicre difficulté a lever consiste, en premier lieu, a
formuler ce que 1’on désire démontrer, c’est a dire de définir convenablement ce qu’est

pour nous la proximité entre deux spectres 0<Ag(w)) et U(Ag(w)).

Définition 2.1.1. Soit (&,,),, une suite de nombres positifs. On dit que U(Ag(w)) est

approximativement inclus dans U(Ag(w)) a la précision (&,,),, si, pour tout A\*(s,,) de
0<Ag(w)> :
o il existe \ dans U(Ag( )) tel que |\ (i) — A < e
o Card{\ € o (Ay(w)), [N () = Al < £}
< Card{X € o(Ay(w)), [N (pm) = Al < e}

On note cela

U(Ag(w)) < J(Ag(w)).

(em)

Remarque 13. Le second point de la Définition 2.1.1 revient a prendre en compte la mul-

tiplicité des valeurs propres de Steklov.
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Définition 2.1.2. On dit que O'(Ag (w)) et O'(Ag (w)) s’approchent a la précision (£,,)m
si

o(A@) S o(As(w) et o(Az(w) S o(Agw)).

(em) (em)

On note alors

U(Ag(w)) (Exm) U(Ag(w)).
Un énoncé de notre probleme pourrait étre : soit 0 < a < 1 et (g,,,) une suite vérifiant
I’estimation ¢, = O(e” ™). Si U(Ag(w)) et O'(Ag(&))) s’approchent a la précision
(€m), a-t-on égalité des facteurs conformes f et f (modulo I’'unique invariance de jauge
mise au jour dans le premier chapitre) sur un voisinage du bord 0M dépendant de a ?

Tout comme dans le premier chapitre, nous sommes confronté a la difficulté suivante :
le passage de la proximité de deux spectres de Steklov J(Ag(/\)) et O’(Ag()\)) a celle,

ponctuelle, de leurs éléments pour les mémes indices, ne va pas de soi. A-t-on par exemple

( a(Ag(w)) et J(Ag(w)) proches ) = ( A~ (ftm) et A~ (st ) proches pour m € N )
ou ( A~ (ftm) et X (j1) proches pour tout m € N ) ?

Dans I’énoncé de notre théoreme, nous invoquerons une hypothese sur le facteur conforme
f qui n’apparaissait pas dans celui du résultat d’unicité. L’idée est d’introduire un défaut
de symétrie entre les deux composantes du bord de la variété pour mieux distinguer, en
quelque sorte, les deux sous-suites entre elles. De cette facon 1’implication précédente
sera vraie en remplacant N par un ensemble infini £ C N qui vérifie, pour m assez grand,
LN{m, m+1} # (. En d’autres termes, la fréquence d’apparition des entiers appartenant
a L sera plus grande que 1/2.

2.1.1 Le résultat

Définition 2.1.3. On note D, la classe de fonctions définie par
D, ={geC>([0,1)) | FkeN, ¢®(0) # (—1)*¢M(1)}.

Définition 2.1.4. Le potentiel associé au facteur conforme f est la fonction ¢y définie sur
0, 1] par

q5 = (1;:42) —wf.
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Ce potentiel g, apparaissait naturellement dans le premier chapitre lorsque, écrivant la
solution du probleme (1.1) en séparant les variables, on ramenait 1’étude a celle d’un
systeme infini d’équations différentielles ordinaires (avec conditions au bord). C’est sur
q¢r que portera notre hypothese technigue de défaut de symétrie.

Notation : Soit zo un réel et g une fonction a valeurs réelles telle que lim g(z) =0.
0

On écrit f(x) = O(g(a:)) si

ves0 lim L@ _

w0 [g(x)|' e

Notre résultat d’unicité locale est le suivant :

Théoréme 2.1.5. Soir M = [0, 1] x S"™! une variété riemannienne lisse que I’on munit

des métriques

g = f(z)(dz?+ gs), g = f(z)(dz® + gs),

ou f et f sont des fonctions strictement positives sur [0, 1]. Soit w une fréquence qui
n’appartient ni au spectre de Dirichlet de —/A, ni a celui de —A;. Soit a un élément de

10, 1[ et € I’ensemble des suites (¢,,)m qui vérifient
Em = ON(G_QG\/W>, m — +00.

Afin d’alléger I’énoncé du résultat, on définit les propositions

x (P)): f=fsur[0,a],

x (Py): f=fon sur [0,d],

« (Py): f=fsur [1—a,l]
)

« (P):f=fonsur [l —a,l]
ou, pour tout x de [0, 1], n(z) =1 — x.

Supposons que [ et f appartiennent a I’ensemble C,, défini par

f'(k)
f(k)

Cb:{o feC>®(0,1]), e gniQ,kE{O,l}, oquDb}.

Alors :

Pourn =2 et w#0 oupour n>3:
(EI (em) €&, o(Ay(w)) = U(Ag(w))> = (P;) ou (P) ou (P;) ou (Py).
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J'(k)
f(k)
Remarque 15. La réciproque du Théoréme 2.1.5 n’est pas vraie si f(0) differe de f(1). En

Remarque 14. Lorsque n = 2, la condition

< est toujours satisfaite.
n—2

effet, si ’une, seulement, des quatre propositions (P;) est satisfaite, elle ne peut entrainer
plus que la proximité de 1’une des sous-suites (A‘(um)) ou ()ﬁ(um)) avec 1’une de ses

homologue tildées (5\* ( ,um)) ou (Sﬁ( ,um)) On ne peut rien dire de 1’autre sous-suite.

Cas particulier : Si f(0) = f(1), on a I’équivalence suivante :

(EI (em) €&, a(Ay(w)) (;) U(Ag(w))> & <(P1) et (P3)> ou ((Pg) et (P4)>.

2.1.2 Plan de la preuve

Etape 1. Suivant I’itinéraire tracé par le premier chapitre, nous commencons par établir les
asymptotiques des valeurs propres avec un terme d’erreur exponentiellement décroissant.
Nous n’en reprenons cependant pas le résultat talis qualis car I’hypothese q; € D, permet
d’obtenir, cette fois, un terme d’erreur plus précis. Sous cette hypothese, on montre que
les deux suites ()\*(,um)) et (A*(um)), dont I’'union forme le spectre de A,(w), vérifient
les asymptotiques suivantes :

. _ _N(,me) _ (Inh)(1) =~ o~ 2VEm
A~ (ttm) NN +0( )
N () = M) (0IVO) 5y

f0) 44/ f(0)

ou M et N sont les fonctions de Weyl-Titchmarsh définies dans le premier chapitre. L’ex-
posant du terme d’erreur est donc doublé par rapport a celui dont nous disposions au
premier chapitre, ce qui influencera la taille du voisinage sur lequel on récupere avec

exactitude la donnée des facteurs conformes.

Etape 2. On montre, 4 I’aide des asymptotiques précédentes, que la proximité des spectres

Ay(w) et Ag(w) alaprécision (g,,) conduit a I’égalité

{£(0), (1)} = {£(0), F(1)},

~—

a partir de laquelle, sans perte de généralité, on supposera : f(0) = f(0) et f(1) = f(1).
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Etape 3. Sans perte de généralité, 1a non plus, en supposant f(0) < f(1), on montre
alors que la proximité des spectre implique 1’existence d’un sous-ensemble d’indices £

vérifiant la propriété £ N {m, m + 1} # () pour tout m assez grand et tel que

A (Bm) = A (k) = O(e_g‘mm), m — 400, me€ L. (2.2)

Etape 4. On fait appel 4 une représentation intégrale des fonctions de Weyl-Titchmarsh
obtenue par Barry Simon : un élément a de |0, 1] étant fixé, il existe une fonction A dans
L'(]0, a]) telle que

N(2) = —2 — /GA(:c)e*mdx L0, 2ot 2.3)
0

On prouve alors, en invoquant par des arguments d’analyse complexe, que la relation (2.2)
implique I’égalité des intégrandes A et A sur [0, a] dans les représentations de N et N.
On en tire alors

N(2%) = N(2%) = O(e~2), Z — +o00.

Le théoreme d’unicité local de Borg-Marchenko permet d’identifier les potentiels gy et g7
sur [1 — a, 1] puis, par un argument de type Cauchy-Lipschitz, d’aboutir a I’égalité f = f
sur [1 — a, 1] : c’est la propriété (P;). Les autres propriétés sont vérifiées en permutant les

roles de f(0), f(1), £(0) et f(1).

2.2 Asymptotique des valeurs propres

Désormais, nous noterons simplement ¢ = gy et ¢ = ¢;. L’hypothese selon laquelle ¢
appartient 2 D;, permet d’améliorer les asymptotiques des valeurs propres A& (y,,). C’est

I’objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Si q appartient a D, alors les deux suites de valeurs propres A\~ (pu,,) et
A (pm) de Ay(w) vérifient les égalités

NTORENGD
M () = N (Inh)'(0)

f(O) 44/ f(0)

Démonstration. Le polyndme caractéristique P(.X) de I’opérateur A" (w), défini dans la

A (i) = ~Nlpm) _ (0IVW) oy
m — +00.

+0 (e’Qm)
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Proposition 1.2.7 du chapitre 1, s’écrit

P(X)=X?—Tr(A]"(w))X + det(A]}(w)).
Afin d’alléger les calculs, on pose

om0

4,/£(0) INGTOR

D’apres la représentation matricielle de A7 (w) impliquant les fonctions de Weyl-Titchmarsh,
Tr(A7(w)) et det(A7'(w)) vérifient les égalités

_ _M<:um> _ N (pim)
VA /F)

ot (A™ () = _M<Nm) ><_N<Nm>_ > o~ 2V/Hm m 00
dt(Ag( ) ( 0) + Cp ) Cy )+ O(pm ) — +o00.

+Co—Cy

Le discriminant 6 de P(X) s’exprime alors de maniére asymptotique :

(e e) el ()

+ O (e 2VFm)

= (— M) + Co + N {tn) +Cl> + O(ptme2VFm).

oy

On fait de nouveau appel aux asymptotiques de M (z?) et N(z?) obtenues par Simon dans
[Sim99] et rappelées au cours du premier chapitre (Théoreme 1.3.3 et Corollaire 1.3.4).
D’apres ces résultats, si f(0) differe de f(1), nous pouvons écrire :

M(Nm) N(N?ﬂ) 1

o) f(1):<m_ﬁ>M+O<¢iTm>'
£0

Si f(0) et f(1) sont égaux, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant :

Lemme 2.2.2. On a I’équivalence :

q(k)(o) = (_1)kq(k)(1>7 VEeN <« Bk(0) =(0), VkeN

83



Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

ou les fonctions 3 et v ont été définies au cours du premier chapitre dans 1I’énoncé du
Théoreme 1.3.3 et son Corollaire 1.3.4.

Démonstration. On démontre par récurrence que, pour tout entier j, il existe un polyndome
P; de R[X;, ..., X;] tel que

1. -
8(2) = 555749(@) + Pila, ' a9 7)()

() = rr@om (@) + Plgon (gon),.. (7o) )(w),

(2.4)

oun(z)=1-=x.

1 1
e Pour tout z de [0, 1], on a, par définition : 5y(x) = iq(x) et Yo(z) = Eq(l —z). Les

deux égalités données par (2.4) sont donc satisfaites pour 7 = 0 en posant Fy(X) = 0.

e Soit un entier j tel que, pour tout k dans [0, 7], on ait I’existence de P, vérifiant :

1 _

W(x) = 2k1+1(q on)®(z) + Pu(gon, (gon), ..., (gon)* ) ().

Alors .
1 1<
Biti(z) = §ﬁ§- (@) +3 > Gi(x)B(x)
1=0

1 ,
2]+2 q(]+1)( ) + Pj+1(q7 qla ceey q(J))(x)v
<1 . . 1 . / 1 J
oul’on a pose Pj—i—l(q? q/7 ) q(])) = 5 |:-P]((L q/7 ) q(J 1)):| + 5 Zﬁl(x)ﬁj—l(x)
=0
De la méme facgon :
1
Yir1(z) = *% Z% z)7y5-1(

2

_ 2j1+2(q o)™ (x) + Pjialgon, (gon), ..., (gon)P)(z).

e Par récurrence, le résultat en découle.
Démontrons maintenant 1’équivalence du Lemme 2.2.2.

(=) Si, pour tout entier j, ¢ (0) = (—1)7¢\9(1), alors pour tout entier k et tout

84



2.2. Asymptotique des valeurs propres

polynéme P de R[Xj, ..., Xi]:

P(q,q,....d* ) (0) = P(gon, (gon), ... (gon)*)0).

Grace aux égalités données par (2.4), il vient :
vjeN, 5;(0)=0).

(<=) Réciproquement, supposons qu’il existe un entier j tel que ¢V (0) # (—1)7¢) (1),
et posons alors
k=min{j €N, ¢V(0) # (-=1/¢V(1)}. (2.5)
Comme précédemment, pour tout polynéme P de R[ X7, ..., Xi] :
P(q.q,....a" V)(0) = P(gon, (gon)', ... (gon)*)(0),
puis

Be(0) # (0) < Qkilq(k)(O) + Pulq, ..., q*V)(0) # 2]3“ (g 07)®(0)

+ Pe((@on), - (gom)*V)(0)

1 1
g ﬁq(’“)(o) # Okt (go 77)(’“)(0)

& ¢"(0) # (1) " (1),

et ceci est vrai par définition de I’entier k. U

Comme nous avons supposé que le potentiel g appartient a D,, en définissant k par 1’éga-
lité (2.5), on obtient, toujours en vertu des asymptotiques de M (z?) et N(2?) :

_M(,um) N (pm) _ Br(0) — ~(0) 1 #
/(0) ’ F(1) ( f(0) ) (V/Hn)*H1 +O<(\/N_m)k+2>'

#0

Dans les deux cas, il existe un réel A non nul et k£ dans Z tels que

M) NGm) e 2.6)
¢f<0>+¢f<1> (Vim)" + o (v/im)*)
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

En se rappelant que le discriminant § vérifie I’asymptotique

M (i, N (ftm 2

f(0) V()

on obtient, A étant non nul :

Vi (M) o M) 0N o e
( 0 +Cy + 0 +C> +O(u )]

- (A(\/;Tmy“ +Co+Ch + o((m>k)) + O(Mme—QW)l ’

= |A(Hm)" + Co + C1 + o (yiim)¥) [1 +0 ((m)%“ew%ﬂ ’
_ N(ftm) M(Nm) —2k+2€_2m
S o) T ll - O(““_’”) ﬂ
( m) M(#m) /7 _
= + O() + 01 +Ole 2/ .
JIQ) L JF0) ( )

Les deux valeurs propres A\*(p,,,) vérifient alors

(o = ) V)

(i) = - M) | 100 <o>+ O(c- ).

U

En fait, les valeurs propres u,, étant comptées avec multiplicité, les asymptotiques du
Lemme 2.2.1 ne seront pas assez précises pour 1’objectif qui est le notre. En effet, les

égalités portant sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh

— N(2?) = z—l—O(i)
M) = z—i—O(i),
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

combinées a la loi de Weyl menent a :
m Inh)'(1 1 1
() = P (Inh)'(1) +O<> = aym™T + O(1)
FO afim Vi

. _ VEm , (Inh)'(0) 1 p—
A (fm) er 4\/@ +O<M> +O(1),

avec ag, a; > 0. En vue d’avoir a disposition une asymptotique plus précise, on considere

2.7)

de nouveau I’ensemble

2 (Ag(w)) = {AE(sm), m € N}, (2.8)
ou les x,, sont les valeurs propres de —Ag comptées sans multiplicité. On rappelle que la
formule explicite pour k., (cf [Shu87]) est donnée par

K = m(m +n — 2).

Dans toute la suite, on utilisera systématiquement les asymptotiques du Lemme 2.2.1 en

remplacgant ji,,, par K.

2.3 Preuve du résultat d’unicité locale

Nous donnons maintenant la preuve du Théoreme 2.1.5.

Démonstration. Soit (¢,,) une suite a valeurs réelle telle que

em = Ofe™20VFm),

On a le lemme suivant :

Lemme 2.3.1. Sous I’hypothése o(A,(w)) (x) o(Ag(w)), on a l'alternative

{f(O) = f(0) o {f(O) = f(1)
(1) = f(@)

Démonstration. Procédons en deux temps.
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

e On démontre d’abord I’égalité

VFO0) 4+ 1/ £(1) =/ F(0) ++/f(1). (2.9)

-2 1
En remplacant /k,, par m + nT +0 () , on tire de (2.7) I’asymptotique suivante :
m

_ m n—2 (Inh)'(1) 1
A (Bm) = — o =
= i s @>
A () = m n—2 (lnh)’(0)+o<1>.

SO 250 aff0 | \m

Soit L > 0. Les suites (A*(k,,)) suivent asymptotiquement une progression arithmétique.

(2.10)

La relation
S(Ag(w) = 5(85(),

(57n)

conduit alors a (lorsque L. — 400) :

Card{m eN, A (k) L} + Card{m eEN, A (k) < L}

<
_ N} (2.11)
= Card{m € N, A" (k) < L} + Card{m € N, A*(r,,) < L} + O(1).

En combinant (2.10) et (2.11), on en déduit :
Card{m eN,m< \/f(l)L} + Card{m eN,m< \/f(O)L}
= Card{m eN, m< \/f(l)L} + Card{m eN, m< \/f(O)L} +0(1),

puis

JIML+FO)L = JFOL+\/FOL+0(1) L—+.

Le nombre L > 0 étant quelconque, ceci démontre (2.9).

o Il s’agit désormais d’établir : £(0) € {£(0), f(1)}. A cet effet, nous pourrions reprendre,
en I’adaptant, la preuve du Lemme 1.4.2 donnée dans le premier chapitre. Nous en propo-

sons une autre, qui s’appuie toujours sur un raisonnement par I’absurde. Supposons que
£(0) n’appartienne pas a { f(0), £(1)}, par exemple :

£(0) < min{f(0), f(1)}. (2.12)
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

Alors I’égalité (2.9) implique
(1) > max{f(0), f(1)}. (2.13)

Soit m un entier. Il existe un indice ¢ tel que

A" (K) — A (50) = O(em), (2.14)

avec |O(ep)| < &,. D’apres notre hypothése J(Ag(w)) (x J(Ag(w)), chaque valeur

propre A™ (Km—1), A" (Kmy1) et A~ (Kpa2) est proche d’un élément de U(Ag(w)). Pour

m assez grand, la situation est alors nécessairement la suivante :

En effet, puisque f(1) est strictement supérieur 2 f(1), on tire de (2.10) et (2.14):

1
A (Rme1) = A (K —— +0(1
(Km+1) (Km) + f(1)+ (1)

. 1
= A" (ko) + O(em) + +o(1)
V(@)
- 1 1
= A" (K1) + — —=—=10(em) + o(1).
(1) Q)
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

Choisissons m assez grand pour que les deux conditions

1
1 Em+1
S \/ ~ e

Oem) + — +0o(1) > 41,

\/f(l)

soit satisfaites. On obtient 1’encadrement.

)\7(54) + Emt1 < )\7</€m+1) < )\7</£g+1> — Em+1-

Dans ce cas, A~ (k,+1) n’est proche d’aucun élément de la sous-suite (5\_(/@)) ala pré-

cision €,,,41. Il existe donc un indice p tel que
A" (Fma1) — A (Kp) = O(Emyr), (2.15)

avec |O(em11)| < em+1. Pour les mémes raisons, on a également

A (K1) Fema1 < A (Fme1) < A7 (Ke) — Em—1,

d’ou I’on déduit la relation
A" (Km_1) — A (kp_1) = O(em_1), (2.16)

avec |O(gm_1)| < €m_1. Puisque f(1) est également strictement supérieur a f(0), on tire
enfin
AN (Kp) + Emta <A (Kmg2) < AT (Kps1) — Emya.

Par conséquent

A" (Bmr2) = A (K1) = O(Ems2), (2.17)

avec |O(emi2)| < Emya

Ainsi, grace aux égalités (2.14), (2.15), (2.16) et (2.17), on a, pour m assez grand :

(Fp-1) + O(emt1) = Olem-1)

{)‘<"1m+1> = A (Rm—1) = 5‘Jr(’%p) A*
A" (Ke) 4+ O(emiz) — O(em).

A
A (Kunt2) = A (Kin) = A (ke) —
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

En particulier, dans un régime donné par m — —+00 :

1
Vi
1

f

2
VI ( ety
2

JI )

+o(1).

0)
1
Par passage a la limite, il vient

20[F0) = 1) et 2/F0) = /50,
Mais ces deux relations, combinées a I’égalité /£(0) 4+ \/f(1) = /f(0) + /F(1),
impliquent :
2/ £(0) = 2/ F(0) = /(1) +2y/ (1) =/ F(1)
—0,

contredisant la stricte positivité de f(0).

Par conséquent f(0) appartient a { f(0), £(1)} et I’égalité (2.9) donne la conclusion. L[]

On se place désormais, sans perte de généralité, dans la situation

£(0) = £(0) et f(1)= f(1).

L autre cas s obtient par échange des roles de A\ (k) et A\ (k,y,) dans la suite du chapitre.

2.3.1 Lecasf(0)#f(1)

Sans perte de généralité, 1a non plus, on suppose f(0) < f(1). Le résultat du prochain
lemme porte sur la suite ()\_ (/fp)) qui a, d’apres les asymptotiques (2.10), une croissance

plus lente que celle de (A" (k,) ). Si nous avions traité le cas f(0) > f(1), la suite étudiée
p

dans cette section aurait été ()\+(/<ap)>.

Lemme 2.3.2. Supposons f(0) < f(1). Il existe un sous-ensemble infini L de N tel que
o A () = A (k) = O(e®™), p—+oo, peL

e Pour tout entier m assez grand, {m,m + 1} N L # (.

Démonstration. Notons U le sous-ensemble de {\~(k,,), m € N} tel que
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

U S {3 (kn), meN}.
(Em)

Cas 1 : U est fini. Il existe alors un entier m; tel que :

Vm>my, JpEN, A (kn) — A (k)] < €m.

Cela s’écrit encore

A~ (Rm) = A7 (p) = O(em),
avec |O(e,,)| < &p. En remplacant, dans la relation précédente, les valeurs propres par
leurs asymptotiques (2.10), on trouve (en ayant a I’esprit que f(1) = f(1)):

m n—2 In(h)'(1) P n—2 In(h)'(1)

+ - = + -
VI 2/f) a/f) R 2yf) 4/f()

+ O(em).

e Sin = 2alors h = f" 2 est constante. On a alors

m o __ P Olen).
T g o

+ O(&m). Par hypothese :

Puis, pour m assez grand, m = p.

In(h)'(1) _ In(h)'(1)
4 4

O _FfOl_n-2 2 1

— |§ X = —.

e Sin > 3,alorsm —p =

4 4 4 | f(1)  f(1) 4 “n-2 2

Puis m = p si m et p dépassent un certain entier m.

In(h)'(1) 1n(ﬁ)'(1)| _n-2

L’ensemble £ = {m € N, m > mg} vérifie bien les propriétés énoncées par le Lemme
23.2.

Cas 2 : U est infini. Il existe alors deux applications ¢, 1) : N — N strictement croissantes

telles que :
A" (Fym)) — AT (Kpm)) = O(em), (2.18)

avec |O(em)| < em.

Remarque 16. Les suites ¢ et ¢ sont construites de sorte qu’un entier m qui n’est pas
dans I'image de 1) (respectivement pas dans celle de ) vérifie |A~ (k) — A\ (Kn)| < €m

pour un certain indice n (respectivement |\t (r,,) — A (k)| < €, pour un indice n).
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

En remplacant A" (K, ) et :\_(Fdw(m)) par leurs asymptotiques dans 1’égalité (2.18), on

plm) _ w(m) oL
o ﬂn+c+0(ﬁ+o<ﬂmﬂ, (2.19)
o 1mm(n 1mmxm n—2 n-2

4,/ f( 4./ f( 2¢f 2¢fm)
Lemme 2.3.3. 1] existe un entier my tel que (m >mp = P(m+1) > YP(m) + 2).

f(1)
£(0)

Démonstration. Posons B =

>1 et C"=—/f(1)C.Légalité (2.19) s’écrit :

P(m) = Bo(m) + C' + o(1).
Supposons ¢ (m + 1) = 1p(m) + 1. Alors :

Yv(m)+1=v(m+1)=Bp(m+1)+C" +o(1)
> B(p(m)+ 1)+ C" 4 o(1)
= Bp(m) +C"+ B+ o(1)
= ¢(m) + B+ o(1),
et donc
1> B+o(1),

ce qui est faux si m > myq pour un certain entier m. 0

Par conséquent, I’image de 1) ne contient pas deux entiers consécutifs. Posons :
Ez{meN’mzmo, m ¢ (N)}.

Alors L vérifie la condition £ N {m,m + 1} # () pour tout m supérieur a my. De plus,
pour tout m de £, il existe un indice £ tel que |\~ (k) — A (k)| < €m. On en déduit,

comme précédemment, m = /. O

Remarque 17. Le Lemme 2.3.2 et les asymptotiques de (2.10) impliquent en particulier
(Inn)(1) _ (nh)(1)
LVRACO AVACY
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

A présent, rappelons la représentation asymptotiquement intégrale de la fonction de Weyl-

Titschmarsh N (2?) obtenue par Simon dans [Sim99, Théoreme 3.1] :

Théoréme 2.3.4. Pour tout 0 < a < 1, il existe une fonction A dans L'(|0, a)) telle que

N(2*) = -z — /a A(z)e 2 dx 4+ O(e™%?), z — +00. (2.20)
0

Gréce a I’asymptotique de A~ (k,,,) obtenue dans le Lemme 2.2.1,0n a :

NG ) (e
S TR W ey +O< >

Par suite

Puisque nous traitons le cas f(1) = f(1), et grice a I’égalité ( =

mentionnée en Remarque 17, il vient :

A~ (k) = X (k) = O(e=20v7)
= N(m) = M) + O(e~2m)
N /Oa A(x)6_2$md$ _ ‘/Oa A(x>€—2$de + 0(6_20'\/%)
= ["(Al@) = AGw))e ¥ dz = Ofe2v),

Soit € un réel strictement positif. Pour tout z de C, posons
F(z) = ¢2a0-9)2 /0 (A(z) — A(x))e 2 da.
La fonction F' est entiere et vérifie
Vze C, Re(z)>0= |F(2)] < |A— Al e2e-Re),

Soit m un entier assez grand. Grace au Lemme 2.3.2, on dispose d’un entier p dans
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

{2m,2m + 1} tel que |\~ (k,) — A~ (%,)| < €,. Nous construisons alors la suite (u,,)

5

P

2

en posant, pour tout m assez grand, u,,, = . Cette suite vérifie la relation
U, —m = O(1).
Posons enfin G(z) = F(2z). Alors

G(2)] < [|A = AjetettmaRel
G (um) = o(1)

Par conséquent (voir [Boall], Théoreme 10.5.1, p.191), G est bornée sur tout R, et F
également :
Vu € Ry, /Oa(A(x) — A(z))e 2 dx = 0(6_2“(1_5)“).
Cette estimation étant vraie pour tout € > (0, on peut écrire :
Vu € Ry, /Oa(A(:U) — A(z))e 2 dx = 0(6_2““).
Nécessairement ([Sim99], Lemme A.2.1) : A = A sur [0, a]. On en déduit :
Vte R, N(t?) — N(t?) = O(e™2).

Rappelons que, par symétrie, N (resp. N) tient le méme role que M (resp. M) pour le
potentiel z — ¢(1 — z) (resp. x — G(1 — x)). Autrement dit :

N(z,q) = M(z,q0mn),

ou, pour tout z € [0,1], n(x) = 1 — x. D’apres le théoréme de Borg-Marchenko local
([Sim99], Théoréme A.1.1) on en tire ¢(1 — ) = ¢(1 — x) pour tout x de [0, al, i.e

w_wf(x) = w—wf(x) =r(z), Vee[l-al]

fr2(x) fr=2(x)

Les fonctions f et f résolvent sur [1 — a, 1] la méme équation différentielle ordinaire

(" 2)"(x) = M (z) = r(x)y" ().
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

Des égalités

)= fy e W (nh )
WHO  4/f0)

on tire f/(1) = f'(1). Le théoréme de Cauchy-Lipschitz permet finalement de conclure :

f=fsur[l—a,l].

Remarque 18. Si nous avions supposé f(0) > f(1), nous aurions, a 1’aide des suites
(A*(/@p)) et (Sﬁ(/fp)), démontré I’égalité f = f sur [0, al.

232 Lecasf(0)=1f(1)

Sans perte de généralité, supposons f(0) = f(1) = 1. D’apres le Lemme 2.2.1, les valeurs

propres A* (k,,) vérifient les asymptotiques

Amm_—Nwﬂ_@%yn+OGﬂﬁﬂ
A*wm)——%ﬂﬁmy+“”@“m.+o<e2ﬁm>

(nh)(©) ., _ (nh)(@) ~ (@A)  ~ _ (nh)(1)
4 ) Cl - A ) C[) = 4 et Cl == 4 .
Grace aux asymptotiques de M (2?) et N(z?) données par le Théoreme 1.3.3 et le Corol-

On pose Cj =

laire 1.3.4, et a la connaissance explicite de r,,, = m(m + n — 2), on obtient :

n—2 1

A (k) =m+ —— +C, + 0 —
2 m
m — +00. 2.21)

" n—2 1
A (Rm)=m+7+00+0 — 1,
2 m
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

Puisque f et f appartiennent a C, par hypothese, on a :

~ 1

=

et par suite, (2.21) et (2.22) impliquent, pour m assez grand :

~ 1 1
L’ hypothese E(Ag(w)) (x) D (Ag (w)) équivaut bien siir a écrire
”_2+2@«)) ”_2+2@()) (2.24)
— w = — glw)|. .
2 P w2 I

Les relations (2.23) et (2.24) menent alors a 1’alternative

N () = A () = O(7VF) X7 (1) = A (1) = O 075
3 ou . (2.25)
A () = X () = O(e7VF) 0 | X () = X (s5m) = O(e7V").
Il existe donc un sous-ensemble infini S de N tel que
A_ Rm ) — x_ Bm) = O 6_20‘\/%
Ym € S, (5im) B () ( ) ol
M (k) = AN (k) = O(e—%\/@)
- (2.26)
A_(lim) — )\+(I€m) = 0(6—2‘1\/@>
Ym € S, B
N () = X () = O (72,

Par exemple, si le premier cas est satisfait, alors par passage a la limite, en utilisant les
asymptotiques (2.21) :

C,=C, et Cy=Ch. (2.27)
Cas 1 : CO 7é —Cl.
Notons
~|Co+ G 1
6 —_— T G :|0, 1|:.

Pour m suffisamment grand, d’apres les asymptotiques (2.21) :
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Chapitre 2 — Un résultat d’unicité locale

¢ N () — T2 et A (i) —

—C1+[m—=0m+9] =1y

appartiennent tous deux a I’intervalle

) -
o N (km) — % et At(rn) — 2

Co+[m—0d,m+ 6] = Iny.

appartiennent tous deux a I’intervalle

De plus, puisque Cy differe de —C', ona d(l,, 1, Lno) > 0 dés que m assez grand, ol
d(I,J) = inf |z — y|.Parsuite, (2.24) implique
zel,yed

m — +00.

{)\_(I{m) = X (k) + Oe™20VFm)
M (Km) = A (Km) + O(e72aVFm)

On peut alors montrer, comme dans la section Section 2.3.1, les égalités :

t — +o0,

{N(tz) N(t*) = O(e™*")
M(#) = M(t%) = O(e™*")

a partir desquelles on identifie les facteurs conformes sur un voisinage du bord (et non

plus une de ses composantes seulement) de taille 2a :

f(x)=f(z) VYee[l—a1] et f(z)=f(z) Yzel0,al

Cas2: C() = —01.

Puisque f et f appartiennent a D, et d’apres le Lemme 2.2.2, il existe un indice j tel que
$3;(0) soit différent de ~y,(0). Posons

jo = min{j > 2, §;(0) # ;(0)}.

Les asymptotiques des fonctions de Weyl-Titchmarsh impliquent I’égalité

A (k) — A (1) = %m_]@ +0< ! )

mJo+1
D’apres la relation ¥ (Ay(w)) =< 3(Az(w)), ceci entraine, pour le méme jj :

R () — (1) = 0= Do 0<W1H)

m] 0
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

Il est alors possible d’ordonner les valeurs propres A~ (k,,) et AT (k,,) (et pareillement
pour leurs alter egos tildés), cet ordre dépendant du signe de 7;, — 3;, (respectivement
celui de %, — f3;,)- Si vjo — Bjo €t ¥j, — J;, ont méme signe, nous affirmons que

A" (Fm) = A (Km) 4+ O(e™20VFm)
{)‘+(Rm) = M (k) + Ofe™20VEm), (2.28)

En effet, dans le cas contraire, d’apres (2.25), il existe un sous-ensemble F de N tel que :

A (Km)

A* (Fm)
Alors A~ (Kp) — A (Km) = A (Km) — A (Km) + O(e~2*VFm). En faisant tendre m vers
I’infini :

I
o

(ki) + O(e70Vrm)

- - m — +oo, m € F.
A (Km) + O(e720V5m)

Yio = Bio = Bjo = Vio
ce qui est une contradiction. En utilisant (2.28) et par la méme méthode que celle em-

ployée dans la Section 2.3.1, on démontre les égalités
VEERy, M) = M(*) = 0(") et N(*)=N(#)=0(e),

et enfin I’égalité des facteurs conformes sur un voisinage du bord :

f=fsur[0,a] et f=Ffsur[l—al].

Si v, — Bj, et v, — Bjo ont un signe opposé, alors

{Mnm) = M (k) + Oe™22VEm)
A (Fm) = A (Km) 4+ O(e™20VFm),

Dans ce cas, on montre :

f=fon sur [0,a] et f=fon sur [1—a,l].
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2.3.3 Cas particulier

On reste dans le cas ot f(0) = f(1). L’implication directe étant déja établie, nous prou-

vons la réciproque. Soit a dans |0, 1[. Supposons vérifiées, par exemple, les propriétés
(Py) et (Ps), c’est a dire

f=fsur[0,a] et f=Ffsur[l—a,l]

Alors ¢ = ¢ sur [0,a] et gon = Gon sur [0, a]. Mais grice au Théoréme 3.1 de [Sim99],

le potentiel ¢ caractérise la fonction A qui apparait dans la représentation (2.3.4). Par suite
M (%) = M(2%) = O(e™**)
N(2?) = N(2%) = O(e™ ).

f(0) et f'(0) = f(0). L’hypothese

L’hypothese (P;) implique en particulier f(0) =
(P3) implique également f(1) = f(1) et f’(1) = f'(1). Grice aux asymptotiques du

Lemme 2.2.1, on déduit immédiatement :

{/\+(I§Jm) — A (k) = O(e72aVFm)
A (Kom) = A~ (ki) = O(e™20V5m)

ce qui conclut la preuve. U

1
Remarque 19. Si f(0) = f(1) et a € b, 1}, alors nous avons un résultat d’unicité

globale.

Corollaire 2.3.5. Si f et f sont analytiques sur [0,1), le résultat d’unicité locale précé-

dent devient un résultat d’unicité global sans la condition supplémentaire q,q € D,,.

Démonstration. Nous avons eu besoin de I’hypothese ¢, ¢ € D, seulement dans le cas ou
f(0) = f(1) et Cy = —C}. Dans tous les autres cas, on obtenait, sans cette hypothese,
I’une des propriété (P;), (P,), (P3) ou (Py), dont chaque égalité s’étend sur [0, 1] par
prolongement analytique. Il reste donc a traiter ce dernier cas. Sans perte de généralité,
on suppose f(0) = 1.

Sous-cas 1: ¢, § € D, et la situation a déja été étudiée.
Sous-cas 2 : ¢ ou ¢ n’appartient pas a Dj,. Supposons, par exemple, ¢ ¢ D,. Puisque f est

analytique, le potentiel ¢ I’est également. La fonction ¢ : [0, 1] — R, z + ¢(x)—q(1—2)
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2.3. Preuve du résultat d’unicité locale

est donc analytique et, g n’étant pas dans Dy, vérifie :
VEeN, ¢®(0)=0.

Par prolongement analytique ¢ est donc identiquement nulle sur [0, 1] ou, de maniére

équivalente, g = qomn, i.e M = N.

Les valeurs propres A*(k,,) vérifient alors les asymptotiques
A (Em) = M (k) + Co + O(e‘zam>

AN (k) = M (Km) + Co + O(e%m)

On montre alors, sous I"hypothese (A4 (w)) < o(Az(w)) que Cy = Cy = —C4, ce qui

(5 m

meéne a ’alternative :

A () = A (k) = O(e—zam> A (Kum) — N (K) = O(e—Qa\/@)
)\Jr(’%m) - S\Jr(’%m

I
.
—
D
e
S
ﬁ
3
~—
>
+
=N
3
SN~—
|
>
|
£
E
I
)
—
Q)
e
S
ﬁ
3
~—

Par conséquent :

M (Kpm) — M(Fp) = O(e™20V5m), m — +00.

On peut alors montrer, comme dans la premiere partie de la preuve, 1’estimation
M) = M@t =0(e™ ), t—-4o00 teR,
etenfin f = f sur [0, a]. Par prolongement analytique, on en tire :

f=f sur[0,1].

101






Stabilité pour des facteurs conformes
symétriques

3.1 Introduction

Le modele reste celui des chapitres précédents et notre probleme se présente ainsi : sup-
posons connue chaque valeur propre de Steklov a une constante € > (0 pres, fixée et
suffisamment petite. Est-il possible d’en déduire une approximation du facteur conforme
f et d’en quantifier I’erreur ?

3.1.1 Proximité de deux spectres

Nous commengons par quelques définitions.

Définition 3.1.1. Soit ¢ > 0. On dit que J(Ag (w)) est approximativement inclus dans

o(Ag(w)) ala précision e si pour tout A (s1,,) de o(A(w)) :

o il existe A dans o(A;(w)) tel que [N (1) — A| < e,

o Card{\ € o (Ay(w)), [\ (tm) — Al < e} < Card{A € o(As(w)), [N (pm) — Al < £}
On note cela 7(Ay(w)) < o(Ag(w)).
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

Remarque 20. Le second point de la Définition 3.1.1 revient a prendre en compte la mul-

tiplicité des valeurs propres de Steklov.

Définition 3.1.2. On dit que O'(Ag (w)) et U(Ag(w)) sont proches a la précision ¢ si

J@A@)%U@d@) et o(A;(w)) S o(Ayw)).

€

On note alors 0<Ag(w)> = O'(Ag (w))

Plus généralement, si A et A désignent deux ensembles finis de R, on notera A & A si,
€

pour tout a de A

o il existe @ € A tel que |a —al < ¢,

o Card{A€ A, N\—a| <e} <Card{A €A, |a— A <e}.
On note également A = Asi ACAet AC A

3 3

Avec ces définitions, on souhaiterait démontrer quelque chose comme
o(Ag(w)) = o(As(w)) = [|If = flle < Clo),

ol }:13% C(e) =0.

Malheureusement, nous savons, d’apres le Théoreme 1.1.1, qu’il n’y a pas unicité dans le
probleme visant a retrouver f a partir de la connaissance exacte de o (Ag (w)) . Ceci semble
constituer une réelle obstruction pour établir, dans un cadre général, la stabilité du spectre
par rapport a la métrique. Le probleme d’unicité se révélait, somme toute, assez rigide
(tout comme celui portant sur I'unicité locale), sa résolution faisant appel a la théorie
des fonctions analytiques. A présent, la condition a(Ag (w)) = a(Ag (w)) apparait bien
plus souple qu’une égalité, et la non-unicité induite par la structure de notre modele rend
I’abord de cette nouvelle question difficile. Le Théoreme 1.1.1, cependant, caractérise le
défaut d’unicité et met ainsi au jour la seule fagon d’obtenir 1’unicité stricte, a savoir une
hypothese de symétrie par rapport a ’axe x = 1/2 pour les facteurs conformes. Cette
condition, naturelle quoique restrictive, sera ajoutée sur f et f dans le Théordme 3.1.5.
L’énoncé de notre résultat requiert également 1’introduction, pour un certain A > 0 fixé,
d’une classe de fonctions A-admissible a laquelle appartiennent les facteurs conformes.

Sa définition est la suivante :
Définition 3.1.3. Soit A > 0. La classe des fonctions A-admissibles est définie par :
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3.1. Introduction

_ 2 . (k) 1
C(A) —{ f e C([0,1]) VE € [0,2], 1" oo + HfHoo < A}

On rappelle enfin la définition du potentiel ¢; associé a f :

Définition 3.1.4. Le potentiel associé au facteur conforme f est la fonction ¢; définie sur

(F7)"

[0,1] par ¢f = fnT,Q —wf.

3.1.2 Les résultats
Le principal résultat de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 3.1.5. Soir M = [0,1] x S"~! une variété riemannienne lisse munie des mé-

triques

g= f(x)(dz* +gs) et g= f(x)(dz*+ gs)),
avec f, f positives sur [0, 1] et symétriques par rapport & x = 1/2. Soit A > 0 fixé. Pour
n > 2 et e > 0 assez petit (indépendant de A) et sous I’hypothése

[, fec(A),

on a l'implication

am4w>§amam):Hw—qﬁQSCAmlg,

ot C'5 est une constante qui ne dépend que de A.

Nous en tirons deux corollaires :

Corollaire 3.1.6. Avec des notations et hypotheses identiques a celles du Théoréme 3.1.5,
pourtout0 < s <2, ona:

<Cy

o(Ag(@)) 2 0(Ag(w) = 1y = 4] 0, < EFF

£

on = (2 —5)/2 et Cy est une constante qui ne dépend que de A. En particulier, a

I’aide des injections de Sobolev, on prouve :

3

d%wDXd%WD¢WH—MQSG4h%g-
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

Corollaire 3.1.7. Avec des notations et hypotheses identiques a celles du Théoréme 3.1.5,

etsideplusw =0 et n>3,ona

ﬂ%@»gd%@D#ﬂf—ﬂmsoﬁnby

ou C'4 est une constante ne dépendant que de A.

Ces résultats sur le probleme inverse de Steklov invitent a un petit détour pour dire
quelques mots de son voisin, celui de Calderén, évoqué dans 1’introduction. Soit B(H'/2(0M))
I’espace des opérateurs bornés de H'/2(9M) dans lui-méme, muni de la norme

F
IFl.=  sup AT
wer2@amnfor 1Yl gre

Dans le Lemme 3.7.1 (Section 5) nous établissons 1’équivalence

f(0) =
f(1)

(0)
(1),

et démontrons le résultat de stabilité suivant pour le probleme de Calderén :

Aww—AwnewHWwM»@{ ;

Théoréme 3.1.8. Soit M = [0,1] x S"! une variété Riemannienne lisse munie des
métriques

g = flz)(dz®+ gs) et §= f(z)(dz?+ gs),
avec f et f positives sur [0, 1]. Soit A > 0 fixé et w une fréquence qui n’appartient pas au

spectre de Dirichlet de —A, et —Agz sur M. Soitn > 2, € > 0 et supposons :

o £(0)=f(0) et f(1)= f(1),
o f.feC(A),

[ (o= a)

+ [[Ag(w) = Ag(w)ls < e

Alors :
1

Jar - Qf”2 < Ca n (1)’

&

ot C'5 est une constante qui ne dépend que de A.
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3.1. Introduction

Corollaire 3.1.9. Avec les mémes notations et hypotheéses que celles du Théoréeme 3.1.8,

si de plus w = 0 etn > 3, on a la conclusion :

7(hyfw)) = 0(hgw)) = | = F] < El)’

ou C4 est une constante qui ne dépend que de A.

Remarque 21. Nous le disions en introduction dans la Remarque 1 : lorsque w vaut 0, le
potentiel ¢ s’exprime a I’aide de la courbure scalaire scal,(x) de M. La différence des
potentiels est alors

n—2

af — 45 = —

En écrivant

f(x)scaly(x) — f(x)scaly(x) = (f(x) — f(x))Scalg(x) + (scalg(x) — scalg(x))f(x),

on peut remplacer la condition portant sur la moyenne de la différence des potentiels
par une autre, plus géométrique, qui controle respectivement la moyenne de la diffé-
rence des facteurs conformes fol( f— f ) et celle de la différence des courbures scalaires
Iy (Scal, — Scaly). En effet, si chacune de ces deux quantités est supposée plus petite que
e, I'appartenance de f et f a la classe admissible C (A) nous assure que la différence des
potentiels sera plus petite que C'4< et permettra d’aboutir a la méme conclusion.

Nous présentons a présent les grandes étapes de la preuve du Théoreme 3.1.5. Désormais,

nous noterons ¢ = ¢y et ¢ = qj.

3.1.3 Plan de la preuve

Etape 1. Sous ’hypothése o (A,(w)) = o(A; (w)), on montre la proximité des traces et
des déterminants des opérateurs A}’ (w) et A7*(w), ce qui permet d’obtenir les estimations

vm e N, ‘(M(KW)N(%)—%> - (M(ﬁm)N(ﬁm)—wl>

A% (k)
Ol Yy, = /Ky = \/m(m +n —2).

< CUAE X Y,
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

Etape 2. On établit un lien entre la quantité précédente et la différence des potentiels, a

I’aide d’une égalité intégrale :

A(x)A(z)KM(z)N(z) - A(Z)2) - <M(2)N(2) 1 2)1
_/ )00(90 2)80(z, 2 dx—i—/ _

ou les fonctions ¢y, S, ¢y et 5o ont ét€ définies au cours du premier chapitre par les égalités

L)

(x))éo(:v, 2)so(x, z)dx,

(1.9). On en tire, par symétrie des potentiels et grice aux estimations de I’étape 1 :

/01 (q(x) — (j(x)) [co(:c, Km)S0(x, Km) + Co(, Km)So(z, mm)}da:

< Caym Al 1A () e

Etape 3. On montre I’existence d’un opérateur B : L?([0,1]) — L?([0,1]) tel que, pour

m supérieur a un certain rang m :

[ e, 5o, ) + 20 ol ) (0 — @) )
1

1
= ™ sinh(27y,,,) B(q — q)(7)dr,
m J0

ce qui conduit a I’inégalité

1
Vm > my, |/ e ?"m B(q — q)(r)dr| < Che.
0

Etape 4. En posant le changement de variable 7 = — In(t), nous sommes amenés 2 étudier

le probleme des moments

1
Ym > my, |/ t# 1 B(q — §)(—In(t))dt| < Cye.
0

On montre que ces estimations imposent un contrdle logarithmique en norme L? sur la
fonction t — B(q — ¢)(—In(?)) :

1

u

1B(q = ¢)(=In(#))[[z201) < CAI

m =

;
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3.2. Estimations sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh

Etape 5 : enfin on en déduit d’une part, pour 0 < s < 2 des estimations H* sur la
différence des potentiels grace aux inégalité de Gagliardo-Nirenberg et, d’autre part, une
estimation sur les facteurs conformes dans le cas ot w = 0 et n > 3 sur la différence des

facteurs conformes.

3.2 [Estimations sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh

Remarques préliminaires :

1. Jusqu’a la fin du chapitre, nous désignerons par C'4 toute constante strictement positive

ne dépendant que de A, y compris au cours d’un mé€me calcul.

2. Désormais, les facteurs f et f sont supposés symétriques par rapport 2 z = 1/2. Cette
hypothese simplifie bien des formules. Néanmoins, en vue de généraliser autant que pos-
sible notre propos, nous n’invoquerons cette propriété de symétrie qu’aux moments ol
elle intervient vraiment et privilégierons 1’écriture des formules sous leurs versions gé-
nériques. Par exemple, nous distinguerons toujours les fonctions M et N bien qu’elles

soient égales.

On se place dans les hypothese du Théoreme 3.1.5. L’objet de cette section est la preuve

des estimations suivantes :

Proposition 3.2.1. Soit € un réel strictement positif, assez petit. Supposons que [’on ait
o(Ag(w)) = o(Ag(w)). Alors il existe une constante Cx > 0 et un entier my (indépendant

de ¢) tels que, pour tout m > my, et en posant Y,, = /Km, On ait :

|<M(nm>N (k) - w) - (M (m) N rm) = A?(lffw)>

Démonstration. Commengons par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2. Sous I’hypothése o(A4(w)) = o(Ag(w)), avec f et f symétriques par
rapportax =1/2, ona:

£(0) = £(0).

Démonstration. Les mémes arguments que ceux invoqués au début de la preuve du Lemme
2.3.1 établissent I’égalité
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VI +/£0) = F(1) + \/F(0).

Les fonctions f et f étant symétriques par rapport 3 © = 1/2, on a f(0) = f(1) et

£(0) = f(1). Par suite : 2f(0) = 2f(0) et le Lemme 3.2.2 est démontré.

Lemme 3.2.3. Pour tout entier m fixé, assez grand, on a :
{7 (Rn), N ()} = AN (), AT (#0) ).

Démonstration. Soit m un entier positif. Il existe un indice p tel que

N5 (k) = A ()| < e

Notons

Cl et Co =

4,/f(1) A1) 4,/£(0) h(0)

Alors, par symétrie des facteurs conformes,

Co = —Cl et CN'() = —Cl.

En posant

C = Cy— Cy,
on obtient, grace aux asymptotiques du Lemme 1.3.2, la relation

£(0) (Aimm) - Hm) = (m—p) +C+o(1).

Soit k = [C'].Ona:

m—p+k=4/f(0) ()\i(lﬂm) — S\i(/ip)> +k—C+o(1).

€]-1,0[

O

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Or m — p + k est un entier donc, en utilisant (3.2), ceci conduit, pour m assez grand et €

assez petit, a I’égalité
p=m+k.

Par suite, si m est assez grand, (3.2) équivaut a
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3.2. Estimations sur les fonctions de Weyl-Titchmarsh

A" (Km) — X_(“m-ﬁ-k)l <e o A" (Fm) — 5\+(K'm+k)| <e€
|)‘+(’fm) - 5‘—i—(’im-&-k)l <e
D’aprés 1’hypothese Z(Ag(w)) = Z(Ag (w)), chacun des systemes ci-dessus implique
2m =2(m+ k),

donc k£ = 0 et ceci conclut la preuve. U

Bien entendu, le Lemme 3.2.3 reste vrai si I’on remplace «,, par p,,. Pour m assez grand,

nous avons ainsi :

N () X ()} = AN (), A () }- (3.4)

On rappelle que I’endomorphisme induit A’ (w) s’exprime de la fagon suivante :

1 A% 1 _ Npm) o

V/f(1) RYA() Alpm) V()

M) 4 o 1 R4
me oy V7 (0) 0 /F(0) H75(0) Alum)
Agfw) =1 .

Par suite :
Tr(A?(w)) — Tr(A’g”(w)) ) ~
= | — M (i) Cy — N (pm) —oy - = M (i) éo . N (pm) . él
[ £(0) ! 6] ] [ Vi) i 7(1) ] )

1 [~ L5
_ W [M(um) — M ()| + NG [N(um) - N(um)]

+(Cy — Cy) + (Cy — C).

En reprenant 1’égalité (3.3) avec k =0etm —p = 0,0na

1C) = |Cy — Cy| = |Cy = Cy| < Cae, (3.6)
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

et donc, d’apres (3.4), (3.5) et (3.6) :

|\/% <M(um) - M(,um)> + ;(1) (N(um)—N(um)) |

‘Tr(Am(w)) - Tr(Ag”(w))‘ +Cye

g

IN

<2e

S OAé.

Comme les fonctions f et f sont symétriques par rapport a 1/2, ce qui préceéde conduit a

|M<um> ()| < Ce

Nous pouvons alors établir une estimation sur la différence des déterminants des matrices
AT (w) et AT (w). A partir de la relation (3.4), supposons satisfaites, par exemple, les
inégalités

‘)‘+<Mm) - S‘Jr(lum)‘ <S¢ et P‘i(,um) - Ai(ﬂm)‘ <e.

Dans ce cas,

det(A7'(w)) — det(A?(w»\ - \A—mm)wum) = A ()N (11m)
|

A (ftm) ‘ ‘/\+ (Hm) — 5‘+<Nm>’
X ) = A () [N (1)

< Cue X \/lim.

Ecrivons :

det(Ay'(A)) — det(AZ'(N)) = T(ptm) + () + (1) + 1V,
avec
(i) = —— [(M( YN (1) = )—(M( S p— )]
Y YY) A7 ) R ) )|

(1) = —— [01<M<Mm> ¥ () + (G aw(um)] |

7(0)



3.3. Une estimation intégrale

Inxum>=:%ﬁ<Amum>—-N(um>>+<é%-—ca>w<um>,

et
IV — (éo - Cg)él + Co(él — Cl)

On estime indépendamment les trois derniers termes :

. 1 .
01 —M m 701_01 M m
F| 1M (k)| + f(0)| 1M ()|

< Cag + Caev/lim
< CAg\/ Mo -

De la méme fagon :

()| <

()| < Cas/tom et |[IV] < Che.

Finalement :
[ (pim)] < | det(A7'(N)) = det(AT' (V)| + Cag/iim

S C’A&/,um.

Puisque ceci est vrai pour f,,, avec m > my et mg qui ne dépend pas de ¢, ce I’est éga-
lement pour x,, avec m > mg (ol mg est différent du premier mais toujours indépendant
de ¢). Par conséquent, en posant y,, = /K, on a démontré qu’il existe une constante

C'4 > 0 telle que, pour tout m > my :

|<M(/<am)N(/<;m) - %) - <]\7[(/§m)]§7(/<am) - %) < Cue Xy

3.3 Une estimation intégrale

Le point de départ de cette section est I’estimation de la Proposition (3.2.1), a partir de

laquelle on veut prouver celle portant sur la différence des potentiels
la =l < Ca—y
q —q||L2(0,1) = bA—F7-
(0,1) n ( % )
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

Revenons a I’équation de Surm-Liouville
—u"+qu=—2u, z€C, (3.7)

et aux deux systtmes fondamentaux de solutions {cg, so} et {c1, s} introduits dans le
premier chapitre par les égalités (1.9). On avait également défini 1) et ¢ comme les deux

uniques solutions de (3.7) pouvant s’écrire sous la forme
@ZJ(Z‘,Z) :CO('T’ Z)+M(Z)SO(37,Z), ¢(33,Z) :Cl(xa Z) _N(Z)Sl(xa Z)v (3.8)
avec une condition au bord de Dirichlet respectivement en x = 1 eten x = 0.

Proposition 3.3.1. On a les relations suivantes :

so(1,2) = A(z) 51(0,2) = =A(2)

h(1,2) = —N()A(2) $1(0,2) = —M(2)A(2)

co(l,2) = =M (2)A(z) et c1(0,z) = =N(2)A(z)

(1.2) = MEAN(AC) - 51 40.2) = 575 ~ MM AR
Démonstration. Les égalités so(1, z) = A(z) et s1(0,2) = —A(z) ont déja été prouvées

au cours du premier chapitre. Etablissons la relation liant s(1, z) & N(2) et A(2). L'es-
pace des solutions de (3.7) qui vérifient (0, z) = 0 est de dimension 1. Par conséquent,

il existe une constante complexe A(z) telle que :
Ve e [0,1], so(z,2) = A(2)¢(x, 2). 3.9

Les conditions sur ¢; et s; en © = 1 conduisent a I’égalité A(z) = so(1,2) = A(z). On

obtient également, en dérivant (3.9) :
so(1,2) = A(2)(ci(1,2) = N(2)s}(1,2)) = =N(2)A(z) = —A(2)N(2).
Pour les mémes raisons, on a :
si(z,2) = =A(2)Y(, 2),

et par suite, s7(1,2) = —A(2)Y'(1, 2), puis ¢¥'(1,2) = —

A En dérivant (3.9) et en
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3.3. Une estimation intégrale

évaluant cette égalité en x = 1, nous obtenons

¢ (1,2) + M(2)s)(1, 2) = —AEZ),
soit donc )
1L2) = MENGIAG) - 51

Ceci démontre les égalités portant sur ¢y et sy. On procede de fagon similaire pour établir
celles concernant ¢; et sj. ]

Grace a ces relations, nous sommes en mesure de prouver le lemme suivant :

Lemme 3.3.2. Notons P les péles de N. Pour tout z de C\P on a :

) — M(2)N(2)A(2)A(z) + 1
(3.10)

= /01 (q(x) _ q(x))co(x, 2)5¢(z, z)dx.

Démonstration. Introduisons la fonction 6 définie sur [0, 1] par (x) = co(z, 2)3y(z, 2) —

so(z, 2)¢o(x, ). Alors

So(x, 2) + ¢z, 2)8y(z, 2) — oz, 2) S (x, 2) — cy(z, 2)5o(x, 2)

0'(z) = co(x, 2)
Co )(Q(x)§0($a Z) + 250(557 Z)) - (q(x)CO(mv Z) + ZCO(ma 2))50(3:’ Z)

(z,z
= (@) — q(x))co(, 2)30(w, 2).

En intégrant cette égalité entre 0 et 1, il vient

1

8(1) — 6(0) = / (q(x) — () colw, 2)5o (. 2)da.

0
En d’autres termes :
co(1,2)50(1, 2) — co(1, 2)85(1, 2) — ¢5(0, 2)50(0,2) + ¢o(0, 2)5,(0, 2)

= /(;1 (q(x) - cj(a:))co($, 2)5¢(z, z)dx.

11 suffit alors de remplacer ¢ (1, 2), So(1, 2), co(1, 2) et 55(1, z) par leurs expressions en
fonction de M (z), N(z) et A(z), données dans la Proposition 3.3.1, pour obtenir 1’égalité
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annoncée. O

Dans I’égalité du Lemme 3.3.2, en échangeant les rdles de ¢ et ¢, on obtient

A(2)A(z) (M

A(lzy) NN (2)A()A) + 1

= /01 (q(x) — q(x))éo(x, 2)so(x, z)dx.

(2)N(2) —
(3.11)

En remplagant également ¢(x) et () par ¢(1—=x) et §(1—x), lesroles de M et N sont
échangés. On remarque de plus que ¢;(1 —x) et —s;(1 — x) tiennent respectivement les
roles de cy(z) et so(x) mais pour le potentiel ¢(1 — z). En notant, pour tout = de [0, 1],
n(x) =1 — x, on a précisément

CO(x7Z77qo77):cl(1_:C727q> et SO(‘raquon):_81(1_x727q)'

Par conséquent

!
=
N
~—
—
I\
~—
|
R

A(z)A(z)( .

Mais ¢ est symétrique donc ¢1(1 — x) = ¢o(z) et s1(1 — ) = —so(z). L'égalité (3.12)

s’écrit

A(2)A(z) (M(Z)N(z) — A(12)2> — N(2)M(2)A(2)A(2) + 1 o

= /01 (q(aj) - q(a:))éo(x, 2)so(x, z)dx.

Par suite, en soustrayant la relation du Lemme 3.3.2 a celle de I’égalité (3.13), il vient

A(2)A(2) [(M(Z)N(Z) - A(lz)g> - (M(Z)N(z) N A(l )2>]

—/ co(x 2)8o(x, 2 dx+/ r) —q(x ))50(x,z)so(x,z)dx

Finalement, d’apres la Proposition 3.2.1, nous avons démontré :
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3.4. Construction d’un opérateur intégral inversible

Proposition 3.3.3. 1l existe un entier my tel que, pour tout m supérieur a my :

[ (at) = ) o, w50, ) + o s )

< Cayml Al 1A (1) e

3.4 Construction d’un opérateur intégral inversible

Désormais, pour tout = de [0, 1], nous posons L(z) = ¢(z) — ¢(z). L’enjeu de ce para-
graphe est d’exprimer I’intégrande de la Proposition 3.3.3 en terme d’opérateur évalué en
la fonction L.

Proposition 3.4.1. I/ existe un opérateur B : L*([0,1]) — L*([0, 1]) tel que :

1. Pour tout entier m,

/01 {co(x, Km)80(Z, Km) + Co(Z, Km)So(x, lfm)}L(x)dx
= yl 01 sinh(27y,,) BL(T)dr.

2. La fonction T — BL(T) est de classe C* sur (0, 1]. De plus, BL et (BL)' sont

uniformément bornées par une constante C 4.

Démonstration. Prolongeons g et G par parité sur [—1, 0]. Marchenko a obtenu dans [Mar11]

(page 9) les représentations intégrales suivantes :

5o, —2%) = sin(zx) N /x H(w, 1) Sin(Zt)dt,

z

2 0
co(x, —2*) = cos(zx) + /I P(x,t) cos(zt)dt,
0

ou H(xz,t) et P(x,t) s écrivent
(3.14)

avec K une fonction C! sur [—1,1] x [—1,1] qui vérifie de bonnes estimations. Plus
précisément ([Marl1], p.14) :
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Théoréme 3.4.2. K vérifie sur [—1,1] x [—1, 1] I'inégalité

1 [z+¢t T+t r—t
!K(%t)!SQW<2)eXp<01($)—01< . )—al( . ))

xT

C o = [Cla@lat, o) = /Oxao(t)dt.

avec w(u) = Joax
SeSUu

/qu(y)dy

On montre alors la majoration suivante :

Proposition 3.4.3. [/ existe une constante C 4 > 0, ne dépendant que de A, telle que
0K 0K
Koo+ || = —| < Cyu. 3.15
Démonstration. Puisque f appartient a la classe admissible C(A), le potentiel ¢ est borné
par une constante dépendant uniquement de A, il en est de méme pour oy, o1, w et K.

Posons J(u,v) = K(u+ v,u — v). Alors J est uniformément bornée par C4 et de plus
(cf [Marl1], p.14 et p.16), on a les égalités :

&]g;,v) _ ;q(u) + /qu(u +3)J (u, B)dp
&]g;,v) = /qu(v +a)J(a,v)dp.

De cela, on déduit que les dérivées partielles premieres de J sont uniformément bornées

par C'4. En revenant aux coordonnées (x, t), I’inégalité (3.15) est établie. UJ
Pour z = i\/K,, =: iYm, ON a ainsi :
sinh(vy,, z sinh (y,,t
5o, 1) = SBYm) [ e pShynt)
Ym 0 Ym

co(x, k) = cosh(y,x) + /m H(z,t) cosh(y,,t)dt.
0
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3.4. Construction d’un opérateur intégral inversible

La construction de notre opérateur B repose sur ces représentations. On écrit :

/01 L(2)s0()0 () d: = /01 () [S”l}ﬁ””) + [ H@,t)m;(jmt)dt] «

[cosh(ymx) + / P(x,u) cosh(ymu)du] dx
0
- IO —|— IIO + IIIO + IVO,

avec

1 inh h
I, :/ L<x)s1n (Ymx) cos (ymaz)dx’
0

Ym
T /01 L) [/Om Pl Sinh(ymx;ﬁiOSh(me) du] dz.,
. 10l — /01 L) l/ox Hiz.1) sinh(ymt)ycosh(ym:c)dt] dz,

IVy = /01 L(x) l/ox /Oz P(z,u)H (z, t>sinh(ymt§:nosh(ymu) du dt] dx.

On s’intéresse a ces quatre quantités de facon indépendante en vue de les exprimer cha-

1

cune sous la forme / sinh(2y,,2)GL(z)dz, ob G est un opérateur de L*([0,1]) dans
0

lui-méme.

1 inh h
I, :/ L(x>31n (Ymx) cos (ymx)dx
0

1
" = Qym/o sinh(2zy,,) L(x)dz.

L /01 L@) [/Ox Blau) sinh(y,, ) COSh<ymu>du] d

Ym
— yi 01 L(x) l/oz Pz, u)smh(ym(x u) ;r sinh(ym (@ — v)) du] dx
= 2;m /01 L(x) [/OI P(x,u) sinh(y, (x + u))du + /Oz P(x,u) sinh(y,,(z — u))du] dx

1 st T . 3 -
=— [ L(x) l/ P(z,21 — x)sinh(27y,,)dT + / P(z,x — 27) sinh(QTym)dTl dx
Ym, JO z 0
1 /1 2r _ 1
= — [ sinh(27y,) [/ P(z,21 —x)L(z)dx + | P(z,z — ZT)L(m)dm] dr.

Ym J0O 27

Mais, pour tout (x, 7) de R?, ona P(x,z — 27) = P(x,27 — z) d’aprés (3.14). Donc
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1 1 1.
[l = — [ sinh(27y.,) l/ P(z,2T — .Z‘)L(l’)dl’] dr.

Ym J0O
Calculons I11 :
1 z inh(y,,t h(y,,
1110:/ L(:p)[/ H (1) SRt cosh(y x)dt] dr
0 0 Ym
1

=5 /01 L(z) [/Ox H(x,t) sinh(y,(t + z))dt + /Ox H(z,t)sinh(y,,(t — x))dt] dr
= ;n 01 L(z) l/; H(z,27 — z) sinh(27y,, )dT + /0; H(z, 21 4 x) Sinh(QTym)dT] dr.

En changeant 7 par —7, on obtient

1 1 T z
My = — | L(x) [/ H(x, 27 — x) sinh(27y,,)dt + /2 H(x, =27 + ) Sinh(—QTym)dt] dx
Y, JO z 0
1 1 T 2
=— [ L(x) [/ H(z, 27 — z) sinh(27y,,)dT — /2 H(z, —27 + x) sinh(QTym)dT] dx.
Ym JO z 0

Mais puisque H est impaire par rapport a la seconde variable :

I, = yi 01 L(z) [/Oz H(z,2T — x) sinh(QTym)dT] dx
= y; 01 sinh(27y,,) [/Tl H(z,2T — x)L(x)dx} dr.
Enfin :
Vo = 2;m 01 L(x) [/Ox /0z P(x,u)H(z, t)(sinh(ym(t +u)) + sinh(y, (t — u)))du dt] dx

= IVo(1) + Vo (2),
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3.4. Construction d’un opérateur intégral inversible

ol
1 1 x T
Vo(1) = 5— [ L) / / Pz, w)H (x, 1) sinh(y(t + u))dudtdz
ym
x+t
2y / / 1jo4(2 / 2P(z,27 — t)H(z,t) sinh(27y,, )drdtdz
]_m 1 21
= | ) / Sinh (27 ) 10,01 (7) / P(w, 27 — ) H (x, )10 (t)dtdrda
'm /0 0 2T—x
1 1 2r
= — sinh(ZTym)/ L(x)/ P(xz,21 — t)H(x,t) 14 (t)dtdzdr,
Ym JO T 27—z
et
IVy(2) = / / w)H (x,t) sinh(y,, (t — u))du dtdz
=5 / / 1j0.41(%) /5 2P(z,t — 27)H (z,t) sinh(27y,, )dT dtdz
Ym 5
1 1 21+x
= L(IL‘)/ sinh(27y,)1- $7x1(27')/ P(z,t —27)H(x,t)1)4(t) dtdrdx
Ym Jo -1 2r
1 1 1 274+x
y— smh(QTym) | |L(:1:)/ P(x,t —27)H(x,1)1)94 (1) dtdxdr
m J— 2|t 2T
= IVO(2, 1) —|— IVO(2, 2),
avec

1 0 1 274x
Vo(2,1) = — [ sinh(2rym) / L(z) / P(w,t — 27)H(x, )1 (t) dtdzdr
2

Ym /-1 —27 T
1 1 1 —27+x
=~ [ smneeryn) / L(z) / P(w,t +27)H(x, )1 (t) dtdzdr
m Y0 2T —27
1 g1 1 24w _
= — Sinh(ZTym)/ L(:L‘)/ P(x,t+ 27)H (x,t) dtdxdr
Y, J0 2r 0
1 1 1 T .
— sinh(QTym)/ L(m)/ P(z,t)H(x,t — 27) dtdzdr,
ym 0 2T 2T

et

1 1 2T+x -
IVy(2,2) = - sinh(27y,,) / / x,t — 27)H (x,t)1)0 4 (1) dtdxdr
m J0
1

1
= — [ sinh(27y,,) / / (x,t —27)H (x,t) dtdzdr.
Ym J0

Finalement :
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1

/01 so()Co(x)L(x)dx = ;n ; sinh(27y,,)QL(T)dT

ou Q est I’opérateur défini sur ([0, 1]) par

1 1
QL(T)ZiL(T +/Pm27—x dm—I—/ (x,217 — x)L(x)dx

+/ /27 x x, 27 — t)H (2,1) 104 (t)dtdx

+ L(m) /; P(x,t)H (x,t — 27) dtda

T

+ [ L) /2 " P(e,t — 27)H(z, 1) dide.

2T T

En échangeant les ~ on construit de méme un opérateur R : L?(0,1) — L?(0, 1) tel que

/01 So(z)co(z) L(x)dx = ;n 01 sinh(27y,,) RL(7T)dr

avec
RL(T) )+ / (x,2T7 — ) L(x)dx + H(x, 27 — x)L(x)dx

+ / / P(x,21 — t)H(x,)1) 4 (t)dtdz
2T—x

+ QTL(DS)/2 P(x,t)H(z,t — 27) dtdx

T

[ L) [ Pt~ 2m) () drda

2T T

Posons B = ) + R. Alors

1 1 1
/ [co(a:, 2)5o(x, z) + ¢o(z, 2)so(x, z)]L(x)dx = — [ sinh(27y,)(R + Q)L(7)dr
0 Ym JO
1 1
= — [ sinh(27y,,)BL(7)dr,

Ym JO
ce qui établit la premiere partie de la Proposition 3.4.1. Démontrons la seconde. Puisque
les facteurs conformes f et f appartiennent 2 C(A), et en vertu de la Proposition 3.4.3,
on sait que H et H sont de classe C'' et uniformément bornées par une constante C4

(ainsi que leurs dérivées partielles premieres). De plus, pour toute fonction g de classe
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3.5. Un théoreme d’approximation de Miintz

C" sur [0, 1], pour tout a dans ]0, 1] la fonction G,, définie par G,(7) = / g(T,x)dx est
également C'" et sa dérivée est

0
Gu(r) = [ Lirw)de+ g(r 7).
a 07
Par suite BL et ses dérivées sont également bornées par une constante C 4. U

Nous avons donc obtenu

vmeN, m>my= < Cpe X A(kp)A(kp). (3.16)

2

1 A
— / sinh(27y,,) BL(T)dr
Ym /0

De plus :

2

1
Y2 e Hm x —/ sinh(27y,, ) BL(T)dT
Ym /0

1 1
e [ BL(rydr e eQTymBL(T)dT]
0 0

1 1
/ 62(T_1)ymBL<T>dT + / 6—2(T+1)ymBL(T)dT]
0 0

N = N = DN =
T 1T 1T 1

1 2
/ e_QTym'BL(l —7)dT + / 6_2TymBL(T — 1)d7’] ;
0 1

et donc, en multipliant (3.16) par y2,e~2™, on obtient, pour m > my :

+oo
/ o—27Ym (BL(I — 7)1 (T)+BL(T — 1)1}1 9 (T))dT
0

< Cye X {y?ne_QymA(/im)A(/im)} G.17)

SCAE':-

3.5 Un théoreme d’approximation de Miintz

3.5.1 Un probleme de moments de Hausdorf

Pour tout 7 de [0, 2], posons

g(7) = BL(1 = 7)11)(7) + BL(T — 1)11,9(7).
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Le changement de variable t = e~ dans I’intégrale des estimations (3.17) conduit a écrire

de fagcon équivalente

1
Vm > my, / t2mlg(—1In(t))dt| < Che.
0

Définissons o = 2y,,,, — 1 et
Am = 2UYm — 1 — a. (3.18)

En notant, pour tout ¢ de |0, 1],

on obtient donc

1
/ tAmh(t)dt' < Cae, VmeN. (3.19)
0

La question est désormais la suivante : la connaissance approchée des moments de h

évalués en la suite (\,,),en détermine-t-elle h en norme L? A une petite erreur pres ?
Fixons un entier m (que nous préciserons par la suite) et considérons la suite finie
Ay i 0=X <A1 <o < A\

Définition 3.5.1. Le sous-espace de polyndmes de Miintz de degré )\, est défini par
M(A,) ={P: P(z) =) apa™}.
k=0

Définition 3.5.2. L’erreur d’approximation d’une fonction f € L?([0,1]) a I’espace
M(A;,) est la distance entre f et son projeté orthogonal sur M(A,,), en d’autres termes :

Ey(f, Am) = pe/i\ﬂl(f/\ )Hf—PHz-

Es(h, A,,) apparait dans 1’estimation de h en norme ||.||2 donnée par la Proposition 3.5.3.

Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on définit la suite de polyndmes
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3.5. Un théoreme d’approximation de Miintz

de Miintz (Lp(x)) par Ly = let,pourp > 1:
p
z) =) Cpa™,
=0

P25 (A + A + 1)

Cy =2, + 1 |
r= O,r;ﬁj(Aj _)\7")

Proposition 3.5.3. On a I’estimation suivante :

m k 2
1B < Cac? 3" (z rcm) By A
/=0

k=0

m

Démonstration. Notons w(h) = > (Ly, h) Ly 1a projection orthogonale de 1 sur M(A,;,).
k=0

1AlI2 = I (W)I* + [[h = = (R) 13

= i(Lk, h)2 + Ey(Ap, h)?.

Alors

Les coefficients (L, h) s’expriment en fonction des moments de h, sur lesquels on a
obtenu, en (3.19), une estimation dépendant de ¢ :

Z Ckg/ (x)dz

<Cxe

Lk7 | -

< OA€Z |Ckg’

=0

On obtient donc ) ,
IhE < Cue? 3 (z md) + By(A )2
k=0 \ ¢=0
O

Nous sommes en présence de deux quantités dépendant de m aux variations contraires :

lorsque m est petit, la double somme contient peu de termes tandis que la distance de h a
m k

A, est élevée. Cependant, celle-ci diminue & mesure que m grandit alors que » ( > |Cel

=0
tend vers I'infini. Notre stratégie est la suivante : trouver m(e) tel que

lim m(e) = +o0,
e—0
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Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

m(e) k 2 1
et satisfaisant 'inégalité ( \Ckz|> < = afind’obtenir || 2|3 < Cae+E2(Ape), h).
5
k=0 \ =0

De la sorte, pour un tel m(e), le membre de droite tend vers 0 lorsque € tend vers 0.

Lemme 3.5.4.

1. Pour tout entier m, \pyi1 — Ay > 2.

1
2. A1 — A =2+ O()
m
Démonstration.

1. Soit un entier m. Posons a = n — 2. Par définition de ), introduit en (3.18), on a
I’équivalence A\, 1 — Ay = 2 S Y1 — Ym > 1,00 ¥y, = vVm2 4+ am. Or:

ym+1—ym21@\/(m—|—1)2+a(m+1)—\/m2—|—am21
s (m+1)?+am+1)—m?—am

> \/(m+1)2 +a(m + 1) + Vm? + am

Somtlta>m+l+ AR S R
m a>m -4 m+-—— 40| —
- 2 8(m+1) 2 8m m

o a S _ 0 N 1
e — [ — 0 —
8(m+1) = 8m m)’

et ceci est vrai si m est assez grand, disons, sans perte de généralité, supérieur a mg. Pour
detelsm: A1 — A > 2.

2. Soit un entier m et u,, = /K¢ pour un certain ¢ € N. Alors

1 1
Ym+1 = vV HEm+1 :\/’im+1+0<m> Zym+1+0<m>7

et le résultat suit. O

D’apres le second point du Lemme 3.5.4, il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tout entier m, on ait \,,, < 2m + C. En posant M; = max(2,2C + 1), il vient :

p—1 p—1 p—1
TG +A+1) <[ +2r+2C+1) < MP ]G +7+1).
r=0 r=0 r=0
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3.5. Un théoreme d’approximation de Miintz

D’autre part, d’apres le premier point du Lemme 3.5.4, pour tout entier m, on a la mino-
ration : A\jy11 — Ay > 2. Soitm € Net(r,7) € Ntelsque 0 < 7,7 <m,r # j:

Aj = Al =[N = Al + Ao = Ao+ A = A
> 2|5 —rl.

Par conséquent :

r Ur;ﬁ] r= Or;éj
Il s’ensuit :
) [P |j + 7 +1]
H’I’ 0,r#j |.] |

M
Cyi| < /4p +2C + 1(21

M

2

1>p G+ +p)
G —1)

p+2C+ ( L2x1x 2% ..(p—7j)
- M \" (j+p)

VORI

La formule du multindme stipule que, pour toute suite finie (o, ..., z,,) et tout entier 7 :

- n_ n ki km
(goxo _ ¥ (klkzkm)xlmm

ki+...+km=n

ol n B n!
ki koo k) kilkol k)

Puisque j + j + (p — j) = j + p, on en déduit :

(j +p)!

DO =) —

(1 +1+ 1)]+p — 3J+p
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Par suite (voir [DKN19c] ou [Ang+04, chapitre 4] pour des calculs semblables) :
m k k 2
23 (zmd) < 522 <Z\/—4k+20+ ( ) :w)
k=0 \ ¢=0
2
_522 ( 1) (4k +2C +1) (233‘)

=0
m M 2k k 2
e*(4m +2C + 1) Z(g 1) <Z3£>
k=0 {=0
m(3M
e*(4m +2C + 1) Z(S 1) §><32k
M 2k
352x3(4m+20+1)2<9 1)
2 =\ 2
M 2m
§52x2(4m+20+1)(m+1)<921>

3 IM
ol pour tout t > 0, g(t) := 5(42& +2C+1)(t+ 1)( 5 1)

Puisque ¢ est strictement croissante sur IR, nous pouvons poser, si € est suffisamment

1
petit, m(e) = F <g_1 <\/E> ) Grace a ce choix, on obtient

1
g(m(&?)) < %7

de sorte que

m(e) k 2
23 (Sicu)
k=0 \p=0

En vue de majorer E5(A,,, h) en fonction de m, on rappelle quelques définitions.

Définition 3.5.5. L’indice d’approximation de A,,, dans L?([0, 1]) est donné par

g9(Ayn,) = max

B(1 + iy)
1+y
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3.5. Un théoreme d’approximation de Miintz

ou B : C — C est le produit de Blaschke défini par :

m

B(z):=B H

Z—-Ak
Z+)\k+*

Nous tirerons profit d’une expression plus simple de €5 (Am> grace au théoreme suivant
([LGMI6], p.360) :

Théoreme 3.5.6. Soit A,,, : 0 = Ny < A\ < ... < A\, une suite finie. Supposons que
Ag+1 — Ak Soit supérieur a 2 pour k > 0. Alors
m Ak'_

() = TT 22

5
k:O)\k+§

Définition 3.5.7. Le module de continuité L? w(f,.) :]0,1[— R d’une fonction f dans
L*(]0,1]) est défini par

D=

w(f.u) = sup ( [ 1t - f<x>|2dx) .

0<r<u

L’introduction de ces deux notions est motivée par le résultat suivant ((LGM96], Theorem
2.7p.352):

Théoréme 3.5.8. Soit [ une fonction de L*([0,1]). 1l existe une constante universelle
C > 0 telle que

Ey(Am, f) < Cw(f,e(Am))-

Lemme 3.5.9. I existe une constante C4 > 0 telle que, pour tout u dans [0,1/¢?], on a :
w(h,u) < Cyu.

Démonstration. On écrit h(t) = t*g(—In(¢)) comme la somme de deux fonctions a sup-
ports disjoints
}Z:: h1'+'h2,

° hl(t) = taBL(— ln(x) — 1)1[%2’%](25),
® ho(t) = t*BL(1 + In(t))1 1 y(1).

Grace a la seconde partie de la Proposition 3.4.1, la fonction BL est bornée par une

constante C'4 et donc, pour ¢ € [1,2], chacune des fonctions h; est bornée par une
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constante C'4 ne dépendant que de A. De plus, pour i € [1,2], h; est de classe C sur

[5, 2] et hj est bornée par une constante C'y. Soit donc = € [0,1/¢?],r € [0,z]. Ona:

[ In )~ hiypar= [

2

B (t + ) — ha(8)]2dt + / (e +7) — hy()]dt

1—7r

[ Ihalt 4 ) = ha(t)Pat
el . 2
R e L (G
. 1 N 112 ,.2
+ 1 r Hh2||oor
e
< CAT’z.

En prenant la racine carrée et le supremum sur r de part et d’autre de 1’inégalité, le résultat
est établi. 0

Lemme 3.5.10.
1
€9 (Am) = O(), m — +00.

m

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.5.6 et le Lemme 3.5.4, ’expression de £3(A,,)
définie ci-dessus peut s’écrire

m )\k;_7

EQ(Am) = H 2

3
k=0 Ak + 2

On rappelle qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout entier m, A, < 4m+C.

151) - (IL(-5%)
YmeN, In 2| =1In 1—
(,E()Aﬁg kl;[o A +

Par conséquent
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) - 1 .
MalS —21622% m mj—oo — ln(m) + 0(1) Par suite :

a(h) =0(1)

m

O

Puisque £2(A,, (<)) appartient a [0, 1/e?] pour ¢ assez petit, on obtient grice au Lemme
3.5.9 et au Théoreéme 3.5.8 I'inégalité
Es(h, Apey) < Caca(Apey)-

En vertu de la Proposition 3.5.3, on a donc :

1l < C ( n sgmm(g)y),

N o C
A présent, par I’estimation €2(Am(5)>2 < (A)2 et I’encadrement
€

il vient

. 1
Par suite <

Puisque 5, et ho ont des supports disjoints, on peut écrire

1R [1Z = NI l3 + 17213

En particulier :

1hal3 < (I3
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Mais )
1
thy\g:/l £2*[BL(1+In(1))| dt,
ce qui conduit a la majoration
! “at _ C
2UBL(1+In(t))| - < — "y
1 t 1)2
: In (1)

Par conséquent, puisque ’intervalle d’intégration est [1, 1], le terme 2**1 est minoré
e

par (1/e)2**+1) En retournant aux coordonnées en 7, on obtient :

1

In (

|BL(1 = 7)|| 20,1 < Ca

M =

) Y
et donc
1

n()

| BL|| z2(jo1)) < Ca

3.5.2 Inversibilité de ’opérateur B

Il s’agit a présent de prouver que I’opérateur B : L?(0,1) — L?(0, 1) est inversible et que
son inverse est borné par une constante C'4. Rappelons que 1’on peut décomposer B en la

somme
B=I+0C,

1
ou [ désigne I’identité et ou I’opérateur C' est défini par Ch(t) = / Hy(x,7)h(x)dz,
avec :

- 2r
Hy(z,7) = P(x,21 —x)+ H(z,21 — x) + P(z,21 — t)H (2, 1)1 (t)dt
27—
+ | P H(,t = 27) dilpr(a) + [ Plast = 27)H(w,t) dilpry(2)
27 27
. 27 ~
+ P(x,21 —x)+ H(z,21 — 2) + P(z,21 — t)H(x,t)1)4(t)dt
27—x

N z P({L’, t)f{(l’, t— 27’) dt]—[ZT,l] ([E) —+ / P(ZL‘, t— 27’)1:.,(1', t) dtl[gﬂl} (ZL‘)
2T 2T

Lemme 3.5.11. Il existe une constante Cy > 0 telle que, pour tout h de L*(0,1) :
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(= mH )"

Vn e N, Vre[0,1], [C"h(r)| < Cy4 (n = 1) 1Al 220, 1))-

Démonstration. Par récurrence sur n € N* :

e D’apres les estimations de la Proposition 3.4.3, H, H et H; sont bornées par une
constante C'4. En invoquant les inégalités triangulaires et de Cauchy-Schwarz, on obtient
immédiatement :

1
|Ch(7)| < CA/ |h(z)|dz < Ca(1 = 7)||Pll 20,1 < CallPl|L2(0,1)-

e Supposons que I’estimation soit vraie pour un certain entier n non nul. Alors

1 1 1 — n—1 H n—1
O™ (7)| = /Hl(:x,t)C”h(:v)dx S/ ||H1||ooCA( ()n_Hl)ulHoo 12| 22 0,1y de
H{||” 1 _
(1= ) Hils)”
:CA( ) 1]l 22 o,y

n!

O
(=7 Hille)"

Ainsi, pour toutn € N*, ||C"|| < Cy . Tl résulte de cela que la série

(n—1)!
+o00
> (—1)"C™ converge. Par conséquent B est inversible, B~™' = > " (—1)"C" et
n=0
1B < Ca.

Finalement :

1

(]

lg = llz200) = 1 Lllz20) < 1B I BLI 220,y < Caa

Passons a la preuve du Corollaire 3.1.6.

Démonstration. Soit s1,s5 > 0et § € (0,1). En vertu des inégalités de Gagliardo-
Nirenberg (voir [BM18]), on a, pour tout g dans H*(0,1) N H*2(0,1) et s = fs; +

(]. — 9)82,

1-6
Hs2(0,1)"

lgllzzs0.1) < Nlgllrer o, ll9]
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Comme f et f appartiennent 2 C(A),ona:q— G € H?*(0,1) et ||q — 201y < Ca.

Ainsi, pour 51 = 0 et s = 2, nous obtenons :

lg = qll 0.1y < llg = @l %20 ll7 — alli2{0.1)
<C 9”q QH%2(0,1)

1
< Ca——;
In (é)
9 _
o = —— Llnjectlon de Sobolev Hl(O 1) — C°0,1) avec ||.lo < 2. lm101)

conduit alors, pour s = l et = 1/2,a

- - 1

g — qlloe < 2||lq — Q||H1(0,1) <Oy | —~-
1 1

n(2)

3.6 Estimation uniforme des facteurs conformes

On démontre maintenant le Corollaire 3.1.7. Posons F' = f"2. Puisque w = 0, nous
1/

pouvons écrire ¢ = N Par suite :

Pour tout ¢ de [0, 1], on a:

FOF'(t) = F'(O)F(t) = (n=2)f" 2 f2()f'(t) — (d = 2) 2 2 () f (1)
=(n—=2)f" () f"*() (f(t)f’(t) - f(ﬂf’(ﬂ)

Supposons que tout ¢ de [0, 1] vérifie f(t)f'(t) — f(t)f'(t) # 0, par exemple : f(t)f'(t) >
f()f(t). Alors

En intégrant cette inégalité entre O et 1, il vient

I (£(1)) = In (£(0)) > In (£(1)) = In (£(0)),
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ce qui contredit les égalités f(0) = f(1) et f(0) = f(1). Par conséquent, il existe
zo € [0,1] tel que (ff’ - ff’) (20) = 0. En posant G (z) = (FF' — F'F)(x),ona:

veeln1], Gz)= / FF(q - §)(t)dt.

D’apres les estimations en norme L? précédemment établies sur ¢ — § :

Vo€ (0,1, |G(@)] < \/|z — z0|Callg — dll2

D’ou

et, en intégrant entre O et x :

_ /Ox <§>,(t)dt‘ g/ol

Cette derniere inégalité entraine alors

G(?)

72 dt < C

1
< Aln (é)

o

1
In (%) .
k . .
En posant k = n — 2, et grace a la relation a* — b* = (a —b) > a/b* 7 pour tout k € N,
=0

1

n()

Vo e (0,1, |f*(2) — f* (@) < Ca

on obtient enfin :

va € (0,1, |f(x) — f(2)| < Ca

3.7 Le probleme de Calderon

Prouvons, pour terminer, le Théoréeme 3.1.8 et son Corollaire. Pour s € R, I’espace
H?*(OM) peut étre décrit par

(o) = {4 e D)0 - X (Zm) Ve X (o) (J03 P+ ) < o0,

m>0 m m>0
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Rappelons que nous avions noté B(H'/2(0M)) I’espace des opérateurs bornés de H'/2(0M)

dans lui-méme, et muni B(H'/2(0M)) de la norme

F
1Fl=  sp A
»eEH1/2(OM)\{0} ”¢HH1/2

Lemme 3.7.1. On a l’équivalence :

£(0) = f(0)
Ay(w) — Ag(w) € B(HY* (oM .
(w) (w) € B(H"*( ))ﬁ{f(l)zfﬂ)-
Démonstration. Posons
1 () 1 (Y R S 1
=00 T i aman TR0 o TRy

Pour m > 0, on a, d’apres la représentation par blocs de 1I’opérateur A (w), les asympto-
tiques de M (f1,,,) et N (f1,,) données dans le Théoreme 1.3.3 et le Corollaire 1.3.4 :

M(#m) Hm -2
pn) M) 4 0y — Gy o(e ﬂm)
AZL(w) - Ag ( ) ( O(e 2Mm) N(Hm) _ + C Ol
NGD \/f<1 b
_ Aow/ﬂm‘f‘(Co—éo) 0
0 A/l + (C1 = CY)

of =) o)
ofc) o[ )

Ainsi, pour tout ( . 1/)%) eR?:

. ol AL | ((Co—Cou, gL+ u2
(A7)~ 47()) (w)‘M<A1wa>+<<él—cl>wa>+o< )
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2
m>0 wm

Pour ¢ = ) (%Urln) ®Y,, € H/*(OM), ona

| (Ag(w) - Ag(w))Wﬁﬁm(aM)

S (1 ) 2 (Aaw +A%|¢;|2)

m>0
+ 3 (1 ) <2A0(CO — Co)|vo|? + 2A1(Cy — Cl)|¢$n|2>
m2>0

+ 3 (1 ) 2O([em* + 162, P)

m>0

Donc

AOZO ~0 — ~0
1A, (@) — Ag@)]l. < oo<:>{ e {f( ) = f(0)
OJ

Proposition 3.7.2. Soir ¢ > 0. Supposons |Ay(w) — Ag(w)||« < e. Il existe alors une
constante C'y > 0 telle que :

Vm € N, ‘N(fem) = N(kim)| <

) . 0
Démonstration. Pour tout entier m, considérons 1), = ) ®Y,, € H' 2(OM).

Ona:

1
1 A (1 1
0 £(0) h/(0) (Amm) A(um)> y
—= ~ ® -
N(pm)  N(pm) =
’ (x/f(l) f(1)> (=)
Alors
V(tm)  Npm) o~ 2
(A () = A () lZ1r20nry = (him + 1)1/2[< _ -y
( ) | NTORNGD
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et donc, pour tout m > 0 :

(ptm + 1)V? ;(m(N(Mm) - N(Mm)) +(C1=Cy)| < H(Ag(w) - Ag(w)iﬁmH?pM(aM)
< [Ag(w) = Ag(E1%ml 72 oa)
= [|Ag(w) = Ag(@) 12 (st + 1)"/?
§52(Mm+1)1/2'
D’ou .
——— (N () — N(tm Cy—Cy)| <e. (3.20)
| 5 () = NGu) + (G- )| <

Grace a I’asymptotique N (pt,,) = — iy + 0(1), on déduit de (3.20) que

’él — Cll S g
et donc qu’il existe une constante C'y > 0 telle que, pour tout m € N :

SCA&T.

V) = N i)

0

Comme dans le Lemme 3.3.2, on dispose d’une relation intégrale entre N(z) — N(z) et
q—q:

Lemme 3.7.3. Pour tout z de C\P :
(N(z) - N(z))A(z)A(z) = /01 <q(x) - q~(x))so(x, 2)8¢(z, z)dx. (3.21)
Démonstration. Définissons 0 : x — so(z, 2)80 (z, 2) — sy(x, 2)3o(x, 2). Alors :
0(x) = (2(a) — a(a))sol, (. 2).
En intégrant I’égalité précédente entre 0 et 1, on obtient

sh(1,2)50(1, 2) — so(1,2)3(1, 2) = /01 (4(x) = a(x))so(x, 2)50(, 2)da
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Puisque s((1, z) = N(2)A(z) et so(1,2) = A(z), on a, pour tout z € C\P :

(N(2) = N(2))A(2)A(2) = /0 1 (a(x) = d(x) ) so(x, 2)50(, z)da
0

Tout comme dans la Section 4 du chapitre 3, prolongeons ¢ et ¢ par parité sur [—1,0] et

posons L(x) = q(z) — ¢(x). On rappelle que, pour tout entier m, on a posé ¥, = \/Km-

Nous exploiterons ces représentations des fonctions c¢; et s; pour écrire autrement les
égalités
. N 1
(N (0m) = N 0)) M) Alrn) = [ (aa) = dl@)s0(a )50 (@ )
Proposition 3.7.4. 1l existe un opérateur D : L*(]0,1]) — L?([0, 1]) tel que :

1. Pour tout entier m,

(N (km) = N(tm) ) s0(15m)30(1, fim)

1/t 1
= 7 cosh(27y,,) DL(7)dT — 2 L(r)dr.

2. Lafonction 7+ DL(T) est de classe C* sur [0,1] et DL et (DL)' sont unifor-

mément bornées par une constante C'y > 0.

Démonstration. Par des calculs semblables a ceux de la preuve de la Proposition 3.4.1 et

a I’aide de la représentation de s

inh ® inh(y,t
) [y SO g,
0

so(@, k) = )

on montre que D est donné par
1.
DL(7)=L(1) + / H(z, 2T — z)L(z)dx + / (x,27 — ) L(x)dx

+/ /27 p Hz, 21 — ) H(z,t)1)04(t)dtdx

* ZTL(CL’) /;H(:r t)H (2, t — 27) dtda

T

1 T
[ L) / H(x,t — 27)H(x, 1) dida,
2

2T T

139



Chapitre 3 — Stabilité pour des facteurs conformes symétriques

et donc la fonction DL et sa dérivée sont bornées par une constante C'4 > 0. U

Pour tout entier m, on a :

(N(Em) — N(Em))so(1, km)So(1, Km)

1 rl 1
— | cosh(27y,,)DL(T)dr — — | L(7)dr

T Y J0
1 ! 27—yrn 1 ! _27—y'm 1 !
= 2%2”/0 e DL(T)d7'+2y72n/0 e DL(r)dr — 2 L(7)dr.

Par suite, en multipliant de part et d’autre par 2y2 e~ 2¥m, il vient :

22 e 2um (N(Iim> - N(lim))SO(l, Km)So(1, Km)

1 1 1
:/ er"L(T_l)DL(T)quL/ 6_2y"L(T+1)DL(7')d7'—26_2y7"/ L(7)dr.
0 0

0

L’asymptotique
eym
So(1, k) ~ —, m — +00,
Ym

nous assure que la quantité y2,e 2" so(1, Ky )30(1, Ky ) €st uniformément bornée par rap-

port a m. De plus, par hypothese :

/01 L(r)dr

donc

1 1
/ VDL (T)dr + / e~V DL (7)dr
0 0

SCAE.

On écrit :
1 1

o [ @ UDL(r)ar = [ DL - 7)dr,
0 0
1 2

o / e~V DL (T)dr = / e > DL(T — 1)dr,
0 1

En posant

RL(1) = DL(1 = 7)104)(7) + DL(7 — 1)1 9(7),

on a, pour tout entier m :
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+00
/ e ™ RL(7)dr| < Che
0

Le changement de variable 7 = — In(¢) nous conduit & un probléme des moments :

1
Vm € N, / 129 RL(— In(t))dt| < Cae.
0

Les mémes arguments que ceux avancées en Section 4.4.1 permettent de prouver 1’ esti-

mation de stabilité )

Mais D peut s’écrire (voir la Section 4.4.2 pour un résultat similaire)

|DL|| 20,1 < Ca

D=1+C,

Ca . . :
avec [|C"|| < —F. Par conséquent D est inversible et son inverse est borné par une
constante Cy > 0. D’ou :

llg = all2 < IDHIIID LI 2,1
1

Enfin, siw = 0 et n > 3, on déduit comme précédemment :

< Cy

1

n (

Hf_fHoo SCA

o™ =

;
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