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PREAMBULE

Mes travaux de recherche concernent le développement, I’analyse et 'approximation numérique
de systemes d’équations aux dérivées partielles hyperboliques. Une des applications principales
est la modélisation d’écoulements compressibles présentant des transition de phases, liquide-
vapeur pour la plupart.

L’entropie est un outil central de mon activité de recherche.

Dans la premiere partie, traitant de la modélisation de fluides multiphasiques compressibles,
jintroduis l'entropie thermodynamique, fonction qui caractérise les caractéristiques thermiques,
chimiques et mécaniques d"un fluide. Le postulat suivant, tiré du livre de H. B. Callen [Cal85], en
résume les propriétés.

Postulat.([Cal85], Chapitre 1, page 27). There exists a function (called the entropy S) of the extensive
parameters of any composite system, defined for all equilibrium states and having the following property :
The values assumed by the extensive parameters in the absence of an internal constraint are those that
maximize the entropy over the manifold of constrained equilibrium states.

Ma démarche s’appuie sur ce postulat et consiste & construire des entropies de fluides multi-
phasiques par des procédés d’optimisation sous contraintes, puis a en caractériser les propriétés
géométriques. Je m’intéresse particulierement a des contraintes extensives qui permettent de
considérer des mélanges complexes liquide-vapeur-gaz.

La connaissance d"une entropie a I'équilibre thermodynamique est cruciale pour la construction
et ’analyse des systémes de lois de conservation qui décrivent la dynamique des fluides compres-
sibles étudiés. De l'entropie thermodynamique est déduite une entropie de Lax pour le systeme
a I'équilibre thermodynamique, c’est-a-dire une fonction convexe des variables conservatives
satisfaisant une loi de conservation supplémentaire. Cette entropie nous permet également de
construire des systemes hyperboliques de relaxation, obtenus a partir des systemes a I'équilibre,
formant ainsi une hiérarchie de modeles.

Les Chapitres 2 et 3 reprennent ces étapes d’analyse dans un contexte diphasique et triphasique
respectivement. Dans le Chapitre 4, '’hypothése de convexité de 1’entropie est mise en défaut
pour permettre la modélisation d’états métastables. Les extrema du probleme d’optimisation
sous contraintes sont cette fois caractérisés comme les équilibres asymptotiques d'un systéme
dynamique, construit de manieére ad hoc, de sorte a dissiper 1’entropie du mélange.



PREAMBULE

La seconde partie du manuscrit concerne mes travaux d’Analyse Numérique, ot I'on retrouve
principalement la notion d’entropie relative. Il s’agit d’un développement au premier ordre de
I'entropie, associée au systeme d’équations aux dérivées partielles qui nous intéresse, autour
d’une solution particuliere du systéme. Par convexité de 1'entropie, I'entropie relative se comporte
comme une norme L? permettant de mesurer 1’écart entre une solution du sytéme et la solution
particuliére. On retrouve des techniques d’entropie relative dans de nombreuses références,
notamment dans les travaux de Dafermos [Daf79] et DiPerna [DiPy9] pour démontrer un résultat
d’unicité fort-faible ou dans les travaux de Tzavaras pour étudier ’'asymptotique de systémes
hyperboliques de relaxation [Tzaos, LT13].

Dans le Chapitre 5 sont présentées des extensions au cadre discret de ces travaux. La méthode
d’entropie relative est tout d’abord adaptée a I’analyse d’un schéma préservant l'asymtotique
diffusive des solutions du p-systéme, sur domaine infini et borné. Elle est ensuite utilisée pour
démontrer un résultat général de convergence pour une classe de schémas volumes finis explicites
appliqués a un systéme hyperbolique général. Le chapitre se conclut par un travail récent sur le
développement d'un schéma volumes finis pour un modéle de semi-conducteurs et son analyse
par une méthode d’entropie.

Dans le Chapitre 6 sont présentées des méthodes numériques pour le traitement d’interfaces.
Il s’agit d’abord d’interfaces physiques, et plus précisément de fronts de fusion, évoluant par
des contraintes thermodynamiques liées a la composition d’un matériau binaire. Il s’agit ensuite
d’interfaces parfaitement numériques, déterminées de maniére a coupler de maniére optimale,
dans un sens particulier, deux modéles hyperboliques issus d’une méme hiérarchie.

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été réalisés apres ma these. Lorsque le contexte le
nécessite, des références aux travaux de these sont faites.

Au gré de ma présentation sont distillées des remarques sur des perspectives possibles de mes
travaux, indentifiables par le symbole .
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ECOULEMENTS DIPHASIQUES

Dans les applications qui nous intéressent, les conditions de pression et température supposent
le fluide compressible et soumis a des changements de phase liquide-vapeur [Bargo]. On se
restreint a des fluides mono-constituants, on se réferera a [HJo4, GMo4, BD15] pour des modeles
a plusieurs composants réactifs. A I’échelle macroscopique, il n’est pas nécessaire de décrire la
dynamique complexe des bulles, gouttes et interfaces présentes dans 1’écoulement, on s’ameéne
ainsi a développer des modéles moyennés [Ish75, DPg8]. Selon que 'on considére que les deux
phases ont la méme vitesse ou non, deux types de modeles sont développés dans la littérature :
les modeles homogenes [KMB*o1, BHos, HSo6, AFKoy, Faco8, SPAo8, FKA12, Hur14] et les
modeles multifluides [BN86, GHSo4, Guioy, MHR16]. Dans tous les cas, il est impératif de clore
les systemes avec une loi de fermeture décrivant la thermodynamique du probleme.

On s’intéresse dans ce chapitre aux modeéles homogenes, pour lesquels on doit fournir une
loi de pression traduisant I'équilibre thermodynamique du mélange. Dans [11] nous avons
repris et unifié une méthodologie simple, développée dans [Cal85, Jaoo1, BHos, HS06, Faco8,
AFKoy, FKA12] et [18, 14], basée sur des outils d’analyse convexe. Elle consiste a exhiber les
contraintes extensives du probleme et de construire I'entropie thermodynamique du mélange.
La loi de fermeture est déduite du second principe de la thermodynamique qui établit que
I'équilibre thermodynamique correspond au maximum de l'entropie sous les contraintes. La
dynamique compressible du fluide est décrite par un modele proche des équations d’Euler.
L’entropie mathématique du modele se déduit de I’entropie thermodynamique, dont les propriétés
géométriques, en particulier la concavité, permettent d’assurer la stabilité non linéaires des
modeles considérés.

Dans la plupart des références, les mélanges sont considérés immiscibles, comme c’est le cas
pour un mélange liquide-vapeur. Dans [11], nous étendons le formalisme au cas miscible, qui
consisterait en un mélange de deux gaz. Ce chapitre repose essentiellement sur [11] et présente
des notations et hypotheses que 1’on retrouvera dans la premiere partie du mémoire.

2.1 THERMODYNAMIQUE DE MELANGE DIPHASIQUE

Thermodynamique d’un fluide simple : notations et hypotheses

On consideére un fluide de masse M > 0 et d’énergie interne E > 0 occupant un volume V > 0.
Notons W = (M, E) et W = (V, M, E). Si le fluide est homogene et au repos, son comportement
thermodynamique est décrit par son entropie W — S(W). La thermodynamique a 1’équilibre
requiert plusieurs hypotheses sur S.
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Hypotheéses 1 (Hypotheses extensives [Cal85, Evaos]). L'entropie S: (R*)3 — RU { —co } est telle
que

(i) I'ensemble des états admissibles C = { W € (RT)3 | S(W) > —oco } est un domaine convexe fermé
non vide,

(ii) S est une fonction concave de W € C,

(iif) S est extensive, i.e. positivement homogene de degré 1
VAERS, VW e C, S(AW) = AS(W),
(iv) S semi-continue supérieurement, i.e.

VIWp € C, lim sup S(W) < S(Wp),
W—W

0

(v) S est de classe C? sur C et sa dérivée partielle par rapport i I'énergie est strictement positive

aS
YVWeC, =—>0.
S 3E >
Certaines de ces hypotheéses peuvent étre mises en défaut, par exemple la convexité de C [Juni3,
HJ14]. Dans le chapitre 4, on mettra en défaut I’hypothese (ii) de concavité de I'entropie.
En supposant que S est différentiable, elle satisfait la relation différentielle suivante

TdS = dE + pdV — udM, (1)

que 'on appelle relation fondamentale extensive de la thermodynamique ou relation de Gibbs extensive.
La fonction W — T (W) désigne la température, W — p(W) la pression et W — (W) le potentiel
chimique.

Par homogénéité de I’entropie S, on introduit I’entropie intensive spécifique s définie par s =
%S (W). 1l s’agit d’une loi d’état complete, déterminée entierement par le volume spécifique
T = V /M et l'énergie interne spécifique e = E/M, notée (7,¢) — s(t,e). Le pendant intensif de
la relation fondamentale (1) s’écrit alors

Tds = de + pdr, (2)

ol désormais la température T et la pression p sont des lois d’états incompleétes, fonctions de
w = (7,e). L'entropie spécifique s satisfait des hypotheses déduites des Hypotheses 1 extensives.
Hypotheses 2 (Hypotheses intensives spécifiques). L'entropie spécifique s est telle que

(i) le domaine des états admissibles c = { w € (RT)? | s(w) > —oo } est un ensemble convexe fermé
non vide,

(ii) s est de classe C? sur c telle que

(iii) sa matrice Hessienne est définie négative

(Esy L, s
. dToe ! T2

ce qui implique que s est strictement concave.

ais
9¢e?

s | 92%s
det(Hs) = 53| 32
e

<0,

e




2.1 THERMODYNAMIQUE DE MELANGE DIPHASIQUE

Par la suite, nous aurons besoin des variables intensives volumiques, dont I'entropie volumique
définie par 0 = %S (W). C’est une loi d’état complete, déterminée par la masse volumique
p=M/V =1/1 > 0 et I'énergie interne volumique ¢ = E/V = pe, notée (p,¢) — o (p,€).

La relation de Gibbs associée a W = (p, €) est

Tdo = de — udp, (3)

ot la température T et le potentiel chimique y sont des fonctions de w. On observe que ¢ = ps, de
sorte que les propriétés de 1’entropie volumique sont similaires aux Hypotheses 2. Les propriétés
de stricte concavité des entropies intensives peuvent se déduire de la concavité de 1'entropie
extensive S (qui n’est pas strictement concave puisqu’elle est positivement homogene de degré 1).

Entropie d'un mélange diphasique immiscible ou miscible

On suppose maintenant le fluide composé de deux phases, indicées par k € K = {1,2}. Soit
W = (M, V,E) l'état de ce fluide. Chaque phase k est entierement décrite par son entropie
extensive phasique Sy, fonction de la masse Mj € [0, M], du volume Vi € [0, V] et de I'énergie
interne E; € [0, E], satisfaisant les Hypotheses 1. On note Wy = (Vi, My, Ex) et Wy = (Mg, Ex).
La conservation de la masse et de 1’énergie du mélange impose que

M = M + My, 4)
E=E +E. (5)

Selon que les deux phases sont immiscibles ou miscibles, la contrainte de volume differe. Si les
deux phases sont immiscibles, elles sont séparées par une interface de sorte que

V=V+VW. (6)

Alors I’état du mélange est donné par W = W; + W,. Lorsque les deux phases sont miscibles,
elles se mélangent parfaitement et
V=V =WV 7)

On a alors W = W + W.

Remarque 2.1. On suppose ici les contraintes saturées. S'il on autorise 'apparition du vide, il faut
considérer V.> Vi + Vo ou Vi <V, k € K. Il s’avere que si les pressions sont strictement positives (de
méme que les températures dans le cas miscible), les contraintes sont saturées automatiquement [HS06]. On
suppose de plus qu’il n'y a pas d’interaction moléculaire entre les deux phases. Sinon on devrait considérer
que V- < Vi 4 V. C'est par exemple le cas pour un mélange d’alcool et d’eau a pression atmosphérique.

Considérer des inégalités de contraintes est une perspective possible. Une autre serait de considérer

d’avantage de variables extensives, par exemple I'aire interfaciale [LL69, chap. XV]. oS}

Caractérisation de I'entropie extensive du mélange

L'entropie du mélange . est la somme des entropies phasiques Si. Pour (W1, W,) € Cq x Cy, elle
s’écrit

y(Wl, Wz) = 51(W1) + Sz(Wz).
Le fluide étant supposé isolé, la seconde loi de la thermodynamique stipule que l'entropie
extensive du mélange croit jusqu’a atteindre son maximum, qui caractérise I'équilibre thermo-
dynamique. Selon la miscibilité du mélange, cet équilibre differe, de méme que la concavité de
I'entropie intensive du mélange.

11
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Définition 2.1 (Entropie extensive a 1'équilibre pour un mélange immiscible). Soit W = (V, M, E) €
(RT)3 le vecteur d’état du mélange immiscible. L'entropie a I'équilibre est :

Sz‘mmi(w) — max _y(WLWZ)/ (8)
(Wl,wz)enmlmz

ol QMM = L (W, Wp) € Cy x Cp | W=W; + W, }.

Définition 2.2 (Entropie du mélange miscible a 'équilibre). Soit V = Vy > 0 le volume fixé du
mélange. Soit W = (M, E) € (R")? le vecteur d’état du mélange miscible. L'entropie i I'équilibre est :

SMi(VO/ W) = _ Tnax y((VOI Wl)/ (V(), VNVZ)) (9)
(W, Wp)eQmi

oit QM = { (Wl,WZ) 661 Xéz W=W1+W2 }

Dans le cas immiscible, comme dans le cas miscible, les opérations de maximisation de I’entropie
de mélange correspondent a des sup-convolutions [HULo1, Rocgy]. Elles assurent non seulement
I'existence mais aussi la concavité de I'entropie extensive du mélange. En adaptant la démons-
tration proposée dans [Jun13], il est possible de montrer que S™™ : C; + C; -+ RU{ —o0 } et
Smi: C; + C; — RU{ —c0 } sont positivement homogenes de degré 1.

Supposons de plus que les entropies de mélange sont différentiables. Elles vérifient alors une
relation de Gibbs extensive définissant la température T, la pression p et le potentiel chimique y
du mélange

TdSP = dE + pdV — pudM, ot g = {immi,mi}. (10)

L’étude des maxima des problémes d’optimisation (8) et (9) permet de déterminer les propriétés
a I’équilibre thermodynamique. On se restreint a une maximisation a l'intérieur du coéne de
contraintes (on se réfere a [Juni3, HJ14] et [11] pour une caractérisation sur les bords du cone.)

Proposition 2.3 (Equilibre thermodynamique). Lorsque le maximum est atteint a l'intérieur du
domaine des contraintes, celui-ci se caractérise par

— l'équilibre thermique
T=T =1 (11)

— dans le cas immiscible, I'équilibre mécanique

P=r=rz (12)
— dans le cas miscible, la loi de Dalton [MMog]

p=pi+p (13)

— l'équilibre chimique
W= =, (14)

s’il y a transfert de masse entre les deux phases.

11 faut noter que la loi de Dalton, que 'on obtient ici grace a I'hypothése de miscibilité (7), n’est
valide que pour des gaz idéaux [LL69].
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Caractérisation de I'entropie intensive du mélange

Le choix des variables intensives dépend de la miscibilité du mélange. Si le mélange est immiscible,
on préfere utiliser les entropies spécifiques phasiques sy, vérifiant les Hypotheses 2, fonctions de
wi = (1, ¢x) € (RT)? et satisfaisant une relation de Gibbs phasique

Tidsy = dey + prdy. (15)

Dans le cas miscible, les variables volumiques sont plus appropriées. On considere alors les
entropies volumiques phasiques 0} = pgsy, fonction de @y = (o, &) € (RT)2.

On introduit les fractions de volume «j, de masse ¢y et d’énergie z; de la phase k € K, définies
dans [0,1] par

_ Y

M
N = _7]{

_ Ex
Vr (Pk_Mr .

2= T (16)
Considérons tout d’abord un mélange immiscible. Chaque phase k € K est décrite par son
entropie phasique spécifique s, satisfaisant les Hypotheses 2, fonction du volume spécifique et
de I’énergie interne spécifique, qui satisfait une relation de Gibbs intensive phasique.

Les contraintes extensives (4)-(7) ont leur pendant intensif que 1’on traduit en termes de fractions.
Les conservations de la masse (4) et de I'énergie (5) donnent

1=¢1+ ¢, (17)
1=2z1+2. (18)

Dans le cas immiscible, la contrainte de volume (6) est

1=way +as. (19)
Puisque 7, = %T ete, = %e, on déduit des conservations de masse et d’énergie que
T=¢171+ P27, (20)
e = @ie1 + @2e3, (21)
soit encore
W = QW1 + Paws. (22)

En utilisant '’homogénéité de I'entropie extensive du mélange S, définie par (2.1), on obtient
I'expression de 'entropie du mélange intensive dans le cas immiscible

s(@1, @2, w1, w2) = @151 (w1) + P2s2(wy). (23)
L’équilibre thermodynamique est obtenu par maximisation de I'entropie intensive du mélange

Simmi (

T,€) = max (s(@1, 2, w1, w2)), (24)
1=¢1+¢,
W=@1w1+ 2w

sous les contraintes (17) et (22). On remarque que 'entropie du mélange correspond a 1’enveloppe
concave du maximum des entropies intensives phasiques s, k € K. Il s’en suit que l'entropie du
mélange est concave, mais pas strictement. Dans une zone correspondant a I'équilibre liquide-

vapeur, le graphe de s'™™ contient une surface réglée, étudiée dans [BHos, HSo6, AFKo7, Facos,
FKA12] et [18, 14].

13
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Dans le cas miscible, on choisit de décrire la phase k € K par son entropie phasique volumique oy,
fonction de la masse volumique p; = %’k‘p = %k et de I'énergie interne volumique ¢, = *e = ;—’;pe.
Les contraintes intensives de conservation de la masse (17) et de I’énergie (18) sont toujours valides.
La contrainte intensive sur le volume se déduit de la contrainte extensive (7) par homogénéité et

se traduit par 1’égalité des fractions de volumes
1=w1 =ay, (25)
dont on déduit p = p; + py et e = g1 + &7, soit
w = W + Wy. (26)
L’entropie intensive du mélange miscible se déduit de 1’entropie (2.1) extensive par homogénéité
o(wy, Wp) = 01(W1) + 02(W2).

La maximisation d’entropie s’écrit alors

mi - =

o™ (w) = max_ (o(wy,@)), (27)
W=w1+wy

sous la contrainte (26). Cette fois le processus d’optimisation correspond a une opération de

sup-convolution des entropies intensives volumiques phasiques

o™ (p,€) = 10 (p, €). (28)

On en déduit que 'entropie intensive volumique du mélange est strictement concave [Rocg7,
HULo1].

En s’appuyant sur la Proposition 2.3, on parvient a caractériser les entropies intensives pour les
mélanges diphasiques miscibles et immiscibles.

Proposition 2.4 ([14, 11]). L’équilibre thermodynamique correspond a I'égalité des températures (11) et
des potentiels chimiques (14) (si le transfert de masse est possible).

Si le mélange est immiscible, I'équilibre mécanique donne I'égalité des pressions phasiques (12) et I'entropie
intensive ™™ est une fonction concave de (t,e) satisfaisant la relation de Gibbs intensive

Tds™™ = de + pdr. (29)

Si le mélange est miscible, I"équilibre mécanique correspond a la loi de Dalton (13) et I'entropie volumique
du mélange est une fonction strictement concave de (p, €) telle que

Tdo™ = de — udp. (30)

Remarque 2.2. Les entropies de mélange diphasique correspondent soit a une enveloppe concave de
max(sy,sy), dans le cas immiscible, soit @ une sup-convolution des entropies phasiques sy dans le cas
miscible. Il s’avere que la transformée de Legendre simplifie ces opérations en opérations (max, +). Dans
[14] nous proposons une construction de lois d’état complétes admissibles pour des mélanges, basée sur
I'algebre (max, +) et un algorithme de transformée de Legendre rapide.

Une autre maniére de construire de nouvelle loi d’état de mélange est proposée par Mrugala dans [Mru93],
voir aussi [Bengg]. Elle s’appuie a nouveau sur les propriétés géométriques de 'entropie thermodynamique.
La relation de Gibbs (2) est en effet une 1-forme a laquelle est associée une structure de contact. Mrugala
montre comment construire une loi d’état complete de type van der Waals en appliquant une transformation
de contact a une loi complete de gaz parfait. On envisage d’exploiter cette approche pour développer des lois

plus générales, éventuellement non convexes.
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2.2 DYNAMIQUE DU FLUIDE : L’APPROCHE HOMOGENE

Les modéles homogenes supposent 1'équilibre cinématique entre les phases. On distingue les
modeles homogenes a I'équilibre, qui ont une structure proche de celle des équations d’Euler et
nécessitent une loi d’état incomplete comme fermeture. Cette loi d’état est souvent complexe, non
explicite voire tabulée [FKA10]. Les modeles homogenes de relaxation permettent de relaxer la
loi de fermeture en linéarisant la partie convective du systeme. La relaxation introduit des termes
source qui doivent correctement traduire le retour a I'équilibre thermodynamique.

Modele homogene a I'équilibre

Supposons le mélange diphasique, immiscible ou miscible, évoluant a la vitesse u. Le modele
homogene a 1'équilibre est constitué des lois de conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de 1’énergie :

9tp + 9x(pu) =0,
dt(pu) + 9x (pu* + pP) =0, (31)
o (pE) + dx((p€ + pPu) =0,

ou & = %uz + e désigne 1'énergie totale. Les variables conservatives (p, pu, p€) sont fonctions du
temps et de l'espace (t,x) € RT x R. Le systéme est fermé par la loi de pression pf, qui doit
décrire fidélement le comportement thermodynamique du mélange diphasique immiscible, dans
le cas f = immi, ou miscible, dans le cas § = mi. Cette loi de fermeture est déduite de I'entropie
intensive construite en Section 2.1 par optimisation sous contraintes.

Dans le cas immiscible, on ferme le systéme avec une loi de pression p™™, fonction de p et de e,
en accord avec la Proposition 2.4. En pratique, pour déterminer la pression p"™™, on construit
I'entropie du mélange immiscible (23), dont on annule les dérivées par rapport aux fractions
d’énergie, de volume et de masse. On obtient ainsi une expression des potentiels a 1’équilibre
satisfaisant

T=T1=T,
pm = p = py = py, (32)
po=p = o,

ou T et p sont les température et pression thermodynamiques du mélange diphasique, dérivées
partielles de I'entropie du mélange s™™(1/p,e) et satisfaisant la relation de Gibbs (29). Si le
calcul de p™™ est explicite dans le cas d’un mélange de gaz parfaits [FHS06], ce n’est plus le cas
pour un mélange de gaz raides et les calculs sont inexploitables rapidement [Faco8], notamment
lorsqu’on en vient a étudier I'hyperbolicité du systeme. Pour pallier le probléme, on aurait envie
d’appliquer le théoréme de Godunov-Mock [Moc8o] qui stipule qu’un systeme admettant une
entropie mathématique strictement convexe est symétrisable et, par suite, hyperbolique. Il s’avere
que l'entropie s™™ n’est pas strictement concave. Le théoréeme de Godunov-Mock ne s’applique
pas. Pour étudier I'’hyperbolicité du systeme, on revient a 1'étude des valeurs propres de la
jacobienne du flux du systeme. Ces valeurs propres font intervenir la vitesse du son, définie pour
tout état w = (7, e) par

)

ott Hgimmi (w) est la matrice hessienne de I’entropie s™™. Conclure a I'hyperbolicité du systeme
revient alors a démontrer que (p(w), —1) Hgmmi (w) (p(w), —1)! < 0, pour tout état w. Or, d’apres
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(24), I'entropie est 'enveloppe concave des entropies phasiques. Elle n’est donc pas strictement
concave et plus précisément :

— pour tout état w appartenant a une branche strictement concave de 'entropie de mélange
(correspondant a la phase 1 ou 2), on a

0" H mmi (W) < 0, Yo #0,

— pour tout état w appartenant a la zone de saturation, il existe un unique vecteur v(w) # 0,
tel que

0(w)" Hgimmi (w)v(w) = 0.

La difficulté est de signer la vitesse du son dans la zone de saturation. On énonce le résultat
suivant.

Théoreme 2.5 ([AFKoy, Faco8, FKA12]). Pour tout état w dans la zone de saturation, on a
o(w) # (p(w), —1),
de sorte que le systéme (31) est strictement hyperbolique.

Dans le cas miscible, 1’équilibre thermodynamique, caractérisé par la Proposition 2.4, satisfait

T=T="T,
p™=p=pi+rp2 (33)
po=p =,

ott T, p et u sont les potentiels thermodynamiques reliés 'entropie du mélange ¢™i(1/p,¢) par
la relation de Gibbs (30). On a démontré dans la proposition 2.4 que I’entropie o™ (1/p,e) est
strictement concave. On peut alors utiliser cette entropie thermodynamique pour construire une
entropie de Lax du systeme. Le théoreme de Godunov-Mock nous permet de conclure de son
hyperbolicité.

Théoréme 2.6 ([11]). Considérons le cas miscible et fixons B = mi. La fonction strictement convexe
(o, u, &) — —c(p, p€ — pu?/2) est une entropie de Lax pour le systéme (31), associée au flux d’entropie
fy(o,u,E) = —uc. Par conséquent le systéme (31) est strictement hyperbolique.

Modeles homogenes de relaxation

Les modeles homogenes a I'équilibre sont difficilement utilisables car il est compliquer d’expliciter
les lois de pression p™™i et p™i. Si ces calculs sont aisés pour des gaz parfaits, voir [HSo6] ou
[18, 14], c'est hors de portée pour des lois d’états plus sophistiquées, dont des lois de gaz raides,
et a fortiori pour des lois réelles et tabulées [Faco8, FKA10].

Afin de lever la complexité de la loi de pression, celle-ci peut étre relaxée. Il s’agit d’augmenter
le systeme en ajoutant des équations de convection sur des variables supplémentaires Y et
de modifier la pression de sorte qu’elle dépende de ces nouvelles variables. Des termes de
relaxation compleétent les équations sur les variables Y. IIs doivent satisfaire le second principe de
la thermodynamique et assurer le retour du systéme a 1’équilibre thermodynamique. Le modele
correspond a un systéme hyperbolique de relaxation, dont I'approximation & pas fractionnaire est
plus aisée [Hur14, HHLC15, Hur17].



2.2 DYNAMIQUE DU FLUIDE : L’APPROCHE HOMOGENE

On détaille la construction dans le cas immiscible, le cas miscible étant similaire. On consideére
Y = (¢1,a1,21), le systeme relaxé étant alors

9t (pY) + 9x(puY) = Q,
oip + 9x(pu) =0,
1mm1 (34)
af(pu) + Jx (pu T Prel ) =0,
9t (p€) + 0:((0E + pig™)u) = 0,
ot la loi d’état est
P = pra™(1/p,e, @1, 41,21).- (35)

La fonction

151 Z1 1—061 1—21 )
s: (1,e,91,01,21) — @151 | —T,—e | + (1 — S T,
S 1(901 91 ) =) 2<1—¢1 1-g

définie dans (23), est une entropie de Lax du systéme qui satisfait

ds = kz dee + Z oy de—i— Z dpsd ey + Z Oy, sday + Z 0z, 5dz.
eK kekK kekK kekK

On en déduit la pression et la température du mélange :

K Zj
immi pk 71—, o’
Prel (1/T,€, (Plrwlrzl) _ Z lka
T(1/t,e,¢1,01,21) k€K Ty (“"r,zke>

Pk Pk
1 - Zj
T(1/7,e ¢1,&1,21) ,E(T (wk Zke>’
P Pk

ol les fractions satisfont les contraintes de conservation de la masse (17), de I’énergie (18) et
d’immiscibilité (19). Si la relaxation vers 1'équilibre est infiniment rapide, on retrouve les fractions
a l’équilibre

yimmi(z, o) = argmax )simmi(T, e, ¢1,01,21), (36)

P1.41,21
de sorte que la pression a I'équilibre satisfait

pimml( ) — p;rerim1( e, Yirnmi(T, 6)) (37)

Il n’y a aucun consensus sur la définition des termes sources Q(Y) [Dre83], les seules contraintes
étant qu’ils doivent satisfaire le second principe de la thermodynamique et assurer le retour a
I'équilibre thermodynamique du mélange. Plusieurs choix sont possibles, citons par exempke
[HSo6] et [Hur14].

Remarque 2.3. La définition des temps de relaxation est un sujet peu traité dans la littérature. On
peut citer [Gavi4] pour la détermination du temps de relaxation mécanique d’un écoulement diphasique.
Utiliser le méme temps A pour toutes les relaxations est peu réaliste, les auteurs de [KMB ™" 01] préconisant
d’ordonner les temps de relaxation thermique A, mécanique Ay et cinétique A, selon

0< /\p,/\u << Ar.

On pourrait envisager de déterminer ces temps de relaxation en revenant a des modeles cinétiques, pour
lesquels le temps de retour a I'équilibre thermodynamique est estimé [BBBG20].
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ECOULEMENTS COMPRESSIBLES TRIPHASIQUES : MODELISATION ET
ANALYSE

Dans [2, 19], nous proposons une extension de la modélisation diphasique, présentée au Chapitre
2, a un mélange triphasique. Alors que la plupart des références concernent des mélanges a trois
phases purement immiscibles [Héroy, Hi6, MHR16, HHM17] (rarement miscibles [Delo3]), on
construit dans [19] un modele original pour un mélange triphasique a deux phases miscibles. On
présente ci-dessous la modélisation thermodynamique et ’analyse des modeles homogenes. On
constatera que les résultats d’analyse convexe, utilisés au chapitre précédent, ne s’appliquent
plus puisque les contraintes de volume ne sont plus symétriques par permutation d’indices.
L’hyperbolicité n’est plus déduite des propriétés de concavité de I’entropie thermodynamique
mais est démontrée grace a un résultat de type Godunov-Mock. On propose enfin une extension
a un modele a trois champs issue de [15], pour lequel on exhibe un résultat d’existence locale,
basé sur la symétrisation du systeme.

3.1 THERMODYNAMIQUE ET ENTROPIE DU MELANGE

Caractérisation de 'entropie extensive du mélange

On considere un fluide composé de trois phases phases : un liquide /, sa vapeur v et un gaz g. On
note K = {/, g, v}. Par abus de langage, on parle du gaz comme d’une troisieme phase. Il s’agit
en réalité d’un composant différent, qui ne transfere pas de masse ni avec le liquide ni avec la
vapeur. Par contre, il peut y avoir transfert de masse entre le liquide et sa vapeur. On choisit de
ne pas traiter la transition de phase dans ce chapitre, et renvoie le lecteur a [19].

Soit W = (M, V,E) le vecteur d’état du mélange. Chaque phases décrites par une entropie
phasiques extensives Sy, fonction d'un vecteur d’état Wy € C, satisfaisant les Hypotheses 1. Les
contraintes de conservation de masse et d’énergie donnent

E = E+E, +E; (39)

Puisqu’il n’y a pas de transition de phase, les masses My, k € K, sont des constantes positives du
probleme, satisfaisant (38). La vapeur et le gaz sont miscibles et supposés se comporter comme
des gaz idéaux. Ils occupent alors le méme volume (en supposant a nouveau qu’il n’y a pas de
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vide). Le liquide est quant a lui immiscible et partage une interface avec le mélange gazeux. On
obtient la contrainte de volume

(40)
Contrairement aux contraintes de masse et d’énergie, la contrainte de volume n’est pas invariante
par permutation des indices k € K. Nous allons voir que cette contrainte rend difficile la

caractérisation de 1’entropie du mélange a 1'aide d’opérations classiques d’optimisation convexe,
comme c’est le cas en diphasique.

Définition 3.1 (Entropie extensive du mélange triphasique). Soit W = (M,V,E) € (RT)3 Ie
vecteur d’état du fluide. Soient M > M > 0, k € K, les masses partielles fixées par la contrainte (38).
L'entropie extensive du mélange a I'équilibre est

S(M,V,E,M;,M,) = max S;(Wp) + S,(Wy) + So (W, ), 1
( 1, Myg) A e 1(Wh) + So(Wy) + S (W) (41)

oit Qext = {Wy € Cy, k € K |(38), (39) et (40) sont satisfaites}.

L’opération de maximisation (41) n’est pas une sup-convolution, puisque la contrainte de volume
n’est pas invariante par changement d’indice. On ne peut donc pas conclure de la concavité de
I'entropie extensive comme dans le cas diphasique. En revanche pour prouver que l’entropie est
concave, il suffit de remarquer que l'entropie peut s’écrire comme une transformation linéaire
d’une fonction concave. En supposant de plus qu’il s’agit d’une fonction dérivable, elle satisfait
une relation de Gibbs du type

TdS = dE + pdV — pdM + A\jdM; + Agd M. (42)
On peut alors caractériser 1’équilibre thermodynamique.

Proposition 3.2 (Equilibre thermodynamique du mélange triphasique, [19], [Qui2o]). L'équilibre
thermodynamique satisfait

— [l'équalité des températures
=T, =T, (43)

— l'équilibre mécanique impliquant une loi de Dalton sur le mélange gazeux
PI=Pg+ Po. (44)
Caractérisation de I'entropie intensive du mélange

Le passage aux variables intensives définit ’entropie du mélange.

o(T, e, (¢r)kr (@r)is (2i0)k)
_ X Z] Ko Zg > <‘XU Zy ) (45)
=5 [ =T, e ) + @ose [ =7, -2 | + @psyp | —T, ¢ | .

qD”<<pz 9l ) (ng<¢g o) 7 90 g0

La traduction de la contrainte extensive mixte sur les volumes (40) donne

1=uwa;+ay,
6
{ag:%_ (46)



3.2 MODELES HOMOGENES

Les conservations de la masse (38) et de I'énergie (39) se traduisent par les contraintes de fractions
suivantes

I = ¢+ 93+ 9o, (47)
1 = z4+2z¢+ 20 (48)

La maximisation de I’entropie du mélange caractérise I’équilibre thermodynamique.

Proposition 3.3 (Entropie intensive du mélange triphasique, [19]). Soient ¢y € [0,1] les fractions de
masse fixées satisfaisant (47). Soit (t,e) € (R*)? le vecteur d’état du mélange. L'entropie du mélange a
I'équilibre est

s(t,e, oy, = max o(t,e, (), (z0)e),
(T,e, 91, 95) (o hax (t,e, (@)ir (i) s (zk)k) (49)

oit QO = {(ag, zx), k € K| (46) et (48) sont satisfaites}.

L'entropie est une fonction concave de ses arguments comme restriction de I'entropie extensive
a un domaine convexe affine. Cependant, elle n’est pas strictement concave par rapport aux
fractions.

Proposition 3.4 ([19]). Soient ¢, € [0,1] les fractions de masse fixées satisfaisant (47). L'entropie a
I'équilibre (49) :

— ne dépend que de (T,¢);

— est strictement concave par rapport a (T,e);

— satisfait une relation de Gibbs intensive : Tds = de + pdt, oit T et p sont les température et pression
du mélange a I'équilibre.

Remarque 3.1. L'étude de l'entropie pour un mélange a N phases se fait aisément, dés lors que les N
phases sont toutes miscibles ou immiscibles. Alors les outils d’analyse convexe, telles que la sup-convolution
ou la concavification, s’appliquent et leurs propriétés de préservation de concavité nous permettent de
conclure directement sur la concavité de I'entropie du mélange.

Une extension intéressante du travail concerne la généralisation de I'étude sur le modele triphasique i
plusieurs phases avec des contraintes de miscibilité et de transfert de masse mixtes et non identiques par

permutation d’indices. YS!

3.2 MODELES HOMOGENES

On adapte les modeéles diphasiques étudiés au Chapitre 2.2 dans le cas diphasique. On rappelle
que les fractions de masse @y sont des constantes positives du problémes, satisfaisant la contrainte
(47), de sorte qu’il n'y a pas de transfert de masse entre le liquide et sa vapeur. Deux lois de
convection des fractions de masse completent alors le systeme d’Euler compressible :

It(@1p) + 9x(@rpu) =0,

9t (pgp) + 0x(@gpu) =0,

9tp + 9x(pu) =0, (50)
dt(pu) +dx(pu* +p) = 0,

ot(p€) + 9x((p€ + p)u) = 0.

Le systeme est fermé par la loi de pression p = p(1/p,e, ¢, ¢5) en accord avec 1’équilibre
thermodynamique caractérisé par la Proposition 3.2.
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On peut montrer que le modéle est hyperbolique en adaptant le théoréme de Godunov-Mock
[Moc8o, GRg1]. On consideére la fonction

n: ((p,,(pg,"f, u,&) - —s(t,€ — u?/2, (pl,(pg).

D’apres la Proposition 3.4, 7 est une fonction strictement concave de (7, e), a fractions de masse @y
fixées, mais elle est non strictement concave par rapport a toutes ses variables. Ce n’est donc pas
une entropie de Lax et appliquer directement Godunov-Mock n’est pas possible. Nous proposons
dans [19] un résultat général pour démontrer I'hyperbolicité de notre systeme.

Théoréme 3.5. Soit w: RT x R — R" et f : R" — R" définissant le systeme de lois de conservation
suivant :

drw(t, x) + oy f(w)(t,x) =0,

ot w = (wy, wp)! avec w; € R, wy € R"7, f = (0,f2)t et fo € R"L. Supposons que 1(w) est
strictement convexe par rapport d wy a wy fixé telle que

o (w) =0,
et que Vi, f2(w) = 0. Alors le systeme est hyperbolique.

Pour appliquer le lemme, il faut se placer dans le référentiel de I’écoulement, en coordonnées
Lagrangiennes en définissant la dérivée matérielle D;v = 9¢v + udyv. On montre que 'entropie
s(T,e, @1, @g) est transportée par le systeme

Dy (w) = 0, (51)

de méme que les fractions de masse w; = (@, ¢¢). La pression p est indépendante des fractions
wy. 11 en résulte que le systéme est strictement hyperbolique. A noter que dans le cas ot la
transition de phase entre le liquide et sa vapeur est prise en compte, le lemme ne s’applique pas
car 'entropie n’est pas strictement concave par rapport a ¢;. Il faut adapter la preuve de [Faco8],
utilisée dans le cas diphasique, voir le Théoréme 2.5, et revenir a I'étude des valeurs propres de la
jacobienne du flux dans la zone de saturation.

La loi de pression p = p(1/p,e, ¢, ¢¢) reste difficile & expliciter méme si les lois phasiques
sont simples [2]. On préfere construire un modele de relaxation en considérant les variables
additionnelles Y = (a;,z;, zg)

Ot(@p) + 9x(grpu) =0, k=1g,
9t(pY) 4 0x (pu) =Q(Y),

orp + Ox(pu) = (52)
I (pu) + 8x(pu + prel) =0,
I (pE) +0x((p€ + prer)u) =
ol la loi de pression est
Prel = prd(l/p/er ?1, (Pg/“l/zlzzg)~ (53)

Le systéme admet pour entropie la fonction o (7, e, (¢x )k, (ax )k, (zx)x) définie par (45) et satisfaisant
la relation de Gibbs intensive

Tdo = de + pyedt + Z 09, 8A Py + o 5da; + Z 0z, 5dz.
k=l,g k=l,g



3.3 MODELE MULTIFLUIDE

On en déduit les expressions des température et pression du mélange :

(o)
Prei(1/0,6, 91, 9g,81,21,2g) Y« P\ o o
T(1/pe 01, 95 01,21,28) Sk kT (“kT Zke)I
“Noe o (54)
1 _ Z Zj
T(I/Pr € Q1 Pgs “lrzllzg) keK Ty <0‘k’l', Zke> ’
Pk Pk

sous les contraintes de conservation de masse (47), d’énergie (48) et de volume (46) vérifiées par
les fractions.

De méme que dans le cas diphasique, un choix possible de termes sources, plébiscités dans
[HQ19] dans un cadre immiscible, est

QYY) =AYy (T, 6,01, 95) = Y). (55)

Remarque 3.2. Les aspects numériques ne sont pas évoqués dans cette section ni dans la Chapitre 2. Le
développement d'une méthode numérique appropriée au modele (52) est évidemment essentielle pour évaluer
sa pertinence par rapport a un modele triphasique totalement immiscible décrit par un modele homogene
[HQ19] ou multifluide [Héroy]. Une extension de la méthode a pas fractionnaire introduite dans [Huri4]

est en cours de développement. YS!

3.3 MODELE MULTIFLUIDE

L’approche multifluide considére que chaque phase k € KK évolue a sa propre vitesse uy et est
décrite par sa propre loi complete si. Le systéme correspond alors a un couplage de k systemes
d’Euler, couplés par des termes non conservatifs faisant intervenir des quantités interfaciales. Le
modele est fermé par des termes source de relaxation traduisant le retour du systéme a I'équilibre
thermodynamique et cinétique. Ce type de modeles a fait 1'objet de nombreuses études, en
particulier dans le cas diphasique, le plus souvent immisicible [BN86, KMB" 01, CGHSo02, GSo2]
et rarement miscible [Delo3]. Les modeles & au moins trois phases sont introduits dans [Héroy,
MHR16, HHM17, Sal19], les trois dernieres références incluant des aspects numériques. Dans
[15] est proposé un modele multifluide pour le mélange a trois phases dont deux miscibles.

Hypotheses de modélisation

Les trois phases k € K évoluent désormais a leur vitesse uy. Puisque les fractions de volume de
gaz et de vapeur sont égales, seule une équation de transport de fraction de volume est nécessaire.
On considere alors la dynamique du fluide décrite par le vecteur d’état Y

Y - (D‘Z)/ Pl/ Pg: Pz;/ Ml, Mg, ”v/ el/egl ev) € (Or 1) X Ri X Ra X Ril (56)
satisfaisant ’ensemble d’équations suivant

Oty + 0;(Y)9xey = Py(Y),

ormy + Ox (myuy) = Tr(Y), kekK,
Ot (myuug) + 9x (myuid + axpr) + e (Y)dxan = Di(Y), keK,
Ot (my &) + Ox (ug (M & + agpr)) — e (Y)0ray = Bi(Y), ke K,

(57)
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ou my = Pk est la masse partielle de la phase k et p; sa masse volumique. L’ énergie totale
phasique & est donnée par & = u%/ 2+ eg, ot e = ex(pr, px) est I'énergie interne phasique.
Chaque phase est décrite par son entropie spécifique phasique sy, satisfaisant les Hypotheses 2,
que l'on définit par la suite comme une fonction de la pression py et de la masse volumique py.
La vitesse du son ci de la phase k s’écrit

de; \ ! de

2 k Pk k

= (5) (B-ng). (55)
¢ 9Pk Pk 9Pk

Le systeme (57) contient des termes non conservatifs dans I'équation de volume et les équations

de quantités de mouvement et d’énergies totales. Ces termes font intervenir la vitesse interfaciale

v; et les pression interfaciales 7 (Y). Il s’agit d’en donner une définition afin de clore le systeme.
Ces pressions interfaciales 77;(Y) s’annulent lorsque I’on consideére 1'écoulement moyen

Y m(Y) =o. (59)

keK

De fagon similaire, les termes sources s’annulent lorsque 1’on écrit les lois de conservation de la
masse du fluide, de son moment et de son énergie totale :

Y T(Y)=0, ) Di(Y)=0, ) Bi(Y)=0. (60)

keK keK keK

L’équation sur la fraction de volume ne fait intervenir que le terme source ®,(Y) associé a la
fraction de volume a,. Cependant, par conservation, on peut déduire les termes de transfert
mécanique des deux autres phases k =1/, g :

B, (Y) = D (Y) = —y(Y). (61)

Le choix de la vitesse interfaciale conditionne la fermeture du systéme. De facon standard, on
postule que

0i(Y) = B1(Y)u; + Bg(Y)ug + Bo(Y)uo, (62)

avec
{ﬁlm + B (V) + Bo(Y) =1, ©)

Br(Y) >0, kekK.

Ce choix est en accord avec 'invariance galiléenne requise par le probléeme. D’autres choix sont
possibles, voir [GHSo4] et [Guioy] pour une comparaison.

L’entropie du mélange, introduite dans la Section 3.1 et définie par (45), est désormais fonction
du vecteur Y et s’écrit

n(Y) =Y mys. (64)
keK

Les solutions régulieres du systeme (57) satisfont 'identité d’entropie
O (Y) + 9 fy (Y) + Ay (Y,0:Y) = RHS, (Y), (65)

ot le flux d’entropie s’écrit f;(Y) = Yex msktk. Les termes non-conservatifs sont contenus
dans A;(Y,0,Y), les termes de retour a I'équilibre thermodynamique et cinétique étant regroupés
dans RHS;(Y).



3.3 MODELE MULTIFLUIDE

Propriétés du modele

Des lors que le choix de définition de la vitesse interfaciale (62)-(63) est fixé, on montre que les
lois de fermeture du modele sont uniquement définies.

Proposition 3.6 (Définition des pressions interfaciales, [15]). Soit la vitesse interfaciale définie par (62)
avec les coefficients By satisfaisant (63). Alors les solutions régulieres du systeme (57) satisfont la contrainte
de dissipation d’entropie minimale

Ay(Y,0,Y) =0,

pour 'unique triplet (71,(Y), 714 (Y), 711(Y)), solution de

Cm(Y) = pu 7 (X) + pg mo(Y) +po) ' = (0,0, p0+pg—p1) (66)
aovec 1 1 1
—?(ﬁg(Y) + Bo(Y)) Tﬁl(Y) =pi(Y)
1 g v
el B PN £ (B0 +Bol¥) o Bsv) | 7
1 1 1

La démonstration repose sur une réécriture astucieuse de la contrainte .4, (Y,9,Y) = 0. La matrice
C est inversible par positivité stricte des températures. Par conséquent, le vecteur (71;(Y) —
p1, g (Y) 4 pg, o(Y) + po) " est défini de maniére unique par

(i (Y) = p1, g (Y) + pg, o (Y) + po) "

_pv‘f'pg_Pl 1 1 1 T (68)
=" (A 0 )

Si I'on choisit v;(Y) = u;, c’est-a-dire §;(Y) = 1 et B¢(Y) = Bo(Y) = 0 dans (62), les pressions
interfaciales sont
(YY) =pg+po, (X)) =—pg, (YY) =—po. (69)

On observe que la pression 7;(Y) correspond a une loi de Dalton sur les phases gazeuses.
Avec ce choix de vitesse interfaciale, on étudie aisément la structure propre du systeme convectif.

Proposition 3.7 (Hyperbolicité, [15]). Le systéme convectif (57) est hyperbolique avec pour valeurs
propres Ay = ug, Ay = Uy, A3 = Ay = U}, Asg = g £ Cq, A7 = Uy £ Cp, Ag 190 = U) £ ¢). Les vecteurs
propres a droite associés forment une base de R0, excepté lorsque les valeurs propres coincident, c’est-a-dire
lorsque

(ug — u)? — cé =0, ou (up—u)*—c2=0. (70)
Remarque 3.3. La connaissance de la structure propre du systeme permet d’envisager plus facilement le
développement d’une méthode volumes finis pour simuler le systeme convectif de (57). Pour ce faire on

s’appuie sur les méthodes développées pour le modeles multifluides immiscibles [HHMz17, Sal19]. oS!

En contraignant le systeme relaxé a satisfaire le principe de croissance de I'entropie mathématique
11(Y), on parvient également a exhiber des contraintes sur RHS;(Y). Les termes de relaxation
thermique, cinétique et chimique doivent étre positivement proportionnels a 1’écart des tempé-
ratures, des vitesses et des potentiels chimiques. Le terme de relaxation mécanique doit étre
positivement proportionnel a un terme d’équilibre entre la pression de la phase liquide et la loi
de Dalton sur les phases gazeuses :

@5 (Y)(po +pg —p1) > 0.
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Remarque 3.4. Le systéme multifluide (57) et les systémes homogenes (50) et (52) forment une hiérarchie
de modéles, le modele relaxé (52) étant déduit du systeme multifluide (57) en y imposant I'équilibre cinétique.
Il reste a analyser la stabilité de la limite de relaxation entre ces deux systémes, en étudiant notamment la

condition sous-caractéristique [FL11, MHR16]. b

Considérant le jeu de variables W = (ay, Pg,Ug, Po, Uo, P1, U1, Sg, Sv,81) € R0, et en se limitant aux
solutions régulieres, le systeme (57) peut s’écrire sour la forme quasilinéaire

otW + B(W)d,W = 0, (71)
pour lequel on démontre le caractére symétrisable.

Théoréme 3.8 (Symétrisabilité du systéme, [15]). Supposons le systéme hors résonance, i.e. la contrainte
(70) n'est pas satisfaite. Alors le systéme (71) est symétrisable au sens oi il existe

— une matrice symétrique définie positive D(W) € R10x10
— une matrice symétrigue Q(W) = D(W)B(W) € R10*10 B(W)

telles que
D(W)o;W + Q(W)a;W = 0.

En conséquence du théoreme de Kato [Katy5], pour une condition initiale telle que (70) n’est pas
satisfaite, il existe une solution réguliére locale en temps au probleme de Cauchy. Lorsque la
condition de résonance (70) n’est pas vérifiée, le temps d’existence de cette solution correspond
au temps d’explosion de la norme L* de sa dérivée en espace.

Remarque 3.5. Pour des systémes de relaxation ayant une structure conservative, I'existence de solution
globale est possible deés lors que la condition de Kawashima-Shizuta est vérifiée [Yonoz]. Ici le caractere
non-conservatif des équations ne permet pas d’appliquer ce résultat directement. Un travail prospectif, basé
sur [BZ11], concerne I'adaptation de la condition de Kawashima-Shizuta au cadre du systeme (57).
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Il peut arriver que des fluides présentent un retard a la transition de phase. Par exemple, de I'eau
(liquide) mise au micro-onde peut étre amenée a une température supérieure a la température
de saturation. Le fluide devrait étre a 'état vapeur mais demeure liquide, comme l'illustre cette
vidéo (a partir de la 45eme seconde). On observe clairement que selon la perturbation fournie, le
fluide peut rester a 1’état liquide ou vaporiser brutalement. Ce comportement, dit métastable, est
identifié par Landau et Lifshitz [LL69] :

[...] we must distinguish between metastable and stable equilibrium states. A body in a metastable
state may not return to it after a sufficient deviation.
Les états métastables liquide et vapeur sont décrits par certaines lois d’état, notamment les lois
d’état cubiques, dont la loi de van der Waals. On propose dans ce chapitre la construction d'un
modele diphasique homogene de relaxation, basée sur la méthodologie du Chapitre 2, présentant
des états métastables de la loi de van der Waals.
Frangois James et moi avons proposé et analysé un modele original dans le cas isotherme [17, 16].
I repose sur un systeme dynamique, construit sur la base de I'énergie du mélange, dont les
équilibres sont a la fois les états stables et métastables de la loi de van der Waals et un état de
saturation décrit par la regle de Maxwell. C’est par 1’étude des bassins d’attraction du systéme
que l'on retrouve le caractere métastable du probleme. La collaboration s’est poursuivie par le
co-encadrement de la thése d'Hala Ghazi [Gha18], au cours de laquelle nous avons approfondi
I'analyse du systeme dynamique construit [12] et proposé une extension du modele au cas non-
isotherme [13]. Le cas non-isotherme est délicat a présenter car la “lecture” des états métastables
dans les diagrammes de phase énergie-volume est ardue. On se référe a [13] et a [Gha18] pour
une étude compléete. Le modele et ses propriétés sont présentés ici dans le cas isotherme, les
simulations numériques finales étant issues du cas non-isotherme. A noter que 1’on choisit ci-
dessous de définir la pression comme une fonction du volume spécifique et non comme une
fonction de la masse volumique comme ces le cas dans [16, 17, 12]. Les résultats demeurent
similaires.

Loi d’état de van der Waals

En isotherme, une loi d’état complete extensive est 1’énergie libre de Helmoltz, fonction de la
masse M et du volume V du fluide. Elle satisfait une relation de Gibbs extensive

dF = —pdV + udM, (72)
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et par homogénéité, la relation d’Euler

F(M,V)=VE(M,V)- (A‘f) =uM—pV. (73)

Le passage aux variables spécifiques permet d’exhiber des relations entre 1'énergie libre intensive
f, le potentiel chimique y et la pression p, fonctions intensives du volume spécifique T = M/V

p(r) =f (1), w()=1p(r) + f(2). (74)

Le modele de van der Waals est présenté d’ordinaire comme une famille de lois de pression p(7),
paramétrée par la température T [LL69, Cal85]. Les pression p et I'énergie libre de Helmoltz f du
modele de van der Waals réduit sont définies par

8T 3

PO =51 2

0= fin(52) 1), 7

pour 1/3 < 7. Il existe une température critique T¢, égale a 1 dans le cas réduit, au-dessus de
laquelle la pression p(T) est une fonction décroissante du volume, et en-dessous de laquelle elle
n’est plus monotone. Pour une température sous-critique T < T, la pression admet deux extrema
locaux aux volumes 7~ < T'. Pour T € [t~,77], la pression est croissante, voir les branches
croissantes cyans sur la Figure 1. L'ensemble de ces points, pour toute température T < T, forme
la zone spinodale et correspond a des états physiquement non admissibles.

3.0 Courbes isothermes pour T€[0.8,1.1]

035 10 15 20 25 30 35 40 45 5.0
T

FIGURE 1 — Isothermes de van der Waals pour différentes températures. La zone spinodale, délimitée par le
lieu des volumes (77, 77), est indiquée en cyan. Les zones métastables, représentées en magenta,
sont délimitées par la zone spinodale et le dome de saturation.

On se concentre désormais sur la courbe isotherme T = 0.85 < T¢, voir Figure 2-haut. Afin de
corriger la pression dans la zone spinodale, il est d’usage d’appliquer la loi des aires égales de
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= p(7) pour T=0.85
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Correction de Maxwell
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FIGURE 2 — Isotherme sous-critique de van der Waals pour T = 0.85. La zone spinodale, délimitée par les
volumes (t~,71), est indiquée en cyan. Les états métastables sont indiqués en magenta pour

T e [17,7 | et T € [tF,75]. La correction de Maxwell (en bas) consiste a remplacer la pression
pour T € (17, 7;] par le segment p = p* (courbe en pointillés bleus).
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Maxwell. Cette construction repose sur le fait que la transition de phase s’opere a température,
pression et potentiel chimique constants. Pour une température sous-critique T < T, la construc-
tion détermine de fagon unique le triplet (p*, 7}, 75). La pression est alors corrigée par le segment
isobare p = p* pour T € [1], 5], obtenant ainsi une loi de pression globalement décroissante,
indiquée par la courbe en pointillés bleus sur la Figure 2-bas. Le lieu des points (7}, 75 ), pour un
ensemble de températures sous-critiques, forme le dome de saturation, représenté en magenta
sur la Figure 1. Les volumes T < 7/ (resp. T > 7,) désignent des états de liquide stable (resp.
de vapeur stable) et métastables pour T € 17, 77] (resp. T € [T, 7;]), indiqués en magenta en
Figure 2. L'inconvénient de la construction de Maxwell est qu’elle rend inatteignables les états
métastables.

La Figure 3-haut présente 1'énergie libre de Helmoltz pour la température sous-critique T = 0.85.
Les branches convexes de f pour T < T~ et pour T > T correspondent aux états stables. La zone
spinodale, pour T € [T~, T"], est indiquée en cyan. Les branches convexes magenta désignent les
zones métastables liquide et vapeur. La construction de Maxwell revient a construire le segment
bleu, qui convexifie globalement 1’énergie libre, voir Figure 3-bas. Le segment est tangent au
graphe de f aux volumes 7} et 75 avec la pente p* = p(7}) = p(15).

Notre objectif est de construire un modele capable de capturer tous les états physiquement
admissibles du modele de van der Waals et de sa correction : les états stables liquide et vapeur,
les états de saturation et les états métastables. Pour construire ce modele, on adopte la méme
approche que dans le Chapitre 2, adapté au cas isotherme. En considérant les deux phases
immiscibles, I'équilibre thermodynamique est obtenu par minimisation sous contraintes de
I'énergie du mélange diphasique. L'originalité réside dans le fait que 1’on suppose cette fois que
les deux phases suivent la méme loi d’état complete f non convexe. L'item (ii) des Hypotheses 1
est mise en défaut.

Minimisation de I'entropie du mélange

Les deux phases k = 1,2 sont décrites par la méme énergie libre de van der Waals f, fonction du
volume spécifique 7. De maniere analogue au Chapitre 2, I'énergie libre du mélange s’écrit

Flor, 92,11, 1) = ¢1f(11) + ¢2f (1), (76)

oll ¢y désigne la fraction de masse de la phase k = 1,2. Par la suite, on suppose que 71 < T, de
sorte que la positivité de fractions de masse ¢, revient a imposer 7y < T < 7. Pour un état T
du mélange donné, I'équilibre thermodynamique est obtenu par minimisation de 1’énergie du
mélange sous les contraintes de conservation de la masse (17) et d’'immiscibilité (20) :

argmin{F(¢1, 92,71, 2), ¢1+¢2=1 T=¢11+ 2} (77)

Soient Ay, et Ar les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes. Les conditions d’optima-
lité de (77) sont :

(@) f(w)+re+A=0, (b) @r(p()+A)=0, k=12 (78)
On en déduit les minima suivants.

Proposition 4.1 (Minima du probleme, [Gha18],[16, 17, 12] et [13] dans le cas avec énergie). Les
états d’équilibre thermodynamiques sont
(i) Les états stables et métastables
— 71 = Tp = T et ¢y indéterminés,

— ¢1=0,¢2=1, 17 =1> 1 et 7y solution de f(1y|t) =0,
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FIGURE 3 — Energie libre de Helmoltz pour T = 0.85. La zone spinodale, délimitée par les volumes (77, ),

25 30 35 4.0

est indiquée en cyan. Les états métastables sont indiqués en magenta pour 7 € [7,77] et
T € [tT, 75]. La correction de Maxwell (en bas) consiste a a convexifier I'énergie sur l'intervalle
[1, T;] en remplagant f par le segment en pointillés bleus.
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— ¢1=1¢2=0,11 =T <1 et 7 solution de f(1|T) =0,
oit f(alb) = f(a) — f(b) — p(a)(b — a) est I'énergie libre relative de a par rapport a b.
(ii) Les états de saturation : Ty = T/, T» = T, avec @ satisfaisant (17) et (20). Les volumes 77 < T3
sont uniguement déterminés par I'une de ces deux propriétés équivalentes :

— équlité des pressions et des potentiels chimiques

* *

p(t) =p() =p", e wuw)=uwn)=n5 (79)

— loi des aires égales sur la pression

1
/0 p(q +Hn —q))dt = p(q) = p(r) = p". (80)

La minimisation de 1’énergie permet donc de retrouver les états d’équilibre attendus : les états
stables et métastables liquide et vapeur, les états de saturation obtenus par la construction de
Maxwell. Cependant les conditions nécessaires d’optimalité de la Proposition 4.1 incluent tous les
états d’équilibre, quelque soit leur stabilité. Cela signifie que tous les états de la courbe isotherme
de van der Waals sont atteignables, y compris un état physiquement non admissible de la zone
spinodale.

L’étude de la convexité locale de F dans (76) permettrait de conclure quant a la stabilité locale
d’un équilibre. Une autre maniéere de procéder, utilisée initialement dans [17], est d'introduire un
processus de relaxation vers les états d’équilibre en construisant un systeme dynamique adéquat.

Systeme dynamique de transition de phase

Pour construire un systeme dynamique approprié, on cherche a satisfaire deux criteres :

— les équilibres en temps long doivent coincider avec les minimas du probléme de minimisa-
tion (77), caractérisés par la Proposition 4.1,

— Il'énergie libre de Helmholtz (76) est dissipée le long des trajectoires.
Puisqu’on a deux contraintes de minimisation, et donc deux degrés de liberté, il s’agit de proposer
un systéeme dynamique de dimension 2. Une étude comparative de différents systémes possibles
est effectuée dans [Ghai8].
On présente ci-dessous un systéme différentiel sur les fractions de la phase 1, notée r = («, ¢).
On rappelle que les volumes phasiques sont donnés par

o 1—u
m=—=7T T= 1_¢T/

qui vérifient 1/3 < 7y < T < T par positivité des fractions et définition de la loi de van der Waals
réduite. L’énergie libre du mélange F est maintenant exprimée comme une fonction de r :

F(r) = ¢f(u(n) + (1 - ¢)f(zn(r). (81)
Dissiper 1’énergie le long des trajectoires correspond a
d

SF(x(t) = VF(x) - 1(t) < 0.

Puisque le gradient de F est
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un choix naturel de systéme serait i = —V F(r). Par positivité de 7, on se limite a considérer
{ri = Qu(1)(r) = a(1 = a)(p(n(r) — p(z(r))),
¢ = Qo(r)(r) = ¢(1 - ¢)(u(wa2(1)) — p(n (1)),

les termes multiplicatifs a(1 — ) et ¢(1 — ¢) garantissant le principe du maximum sur les
fractions.

(82)

Proposition 4.2 (Equilibres du systéme dynamique, [Gha18] et [13] dans le cas avec énergie). Les
états d’équilibre du systéme dynamique correspondent
(i) aux états de saturation : v* = (a*, ¢*) avec a* # ¢* €]0,1] tels que 77 = 7(r*), k = 1,2,
correspondant a la caractérisation de la Proposition 4.1-(ii). Ces équilibres sont attractifs.
(ii) a lidentification des phases 1 et 2 : ¥ = (B, B), B €]0,1] tel que 71 (¥) = 12(¥) = 7. Ces équilibres
sont fortement dégénérés.

On s’intéresse aux bassins d’attraction de ces équilibres, en particulier celui de I'équilibre dégénéré
f. Pour ce faire, on introduit deux fonctions, I'une indicée par I pour identification, ’autre par S
pour saturation :

Gs(r) = F(r) — conv(f)(7),
Gi(r) = F(r) = f(7),

ot conv(f)(t) est la convexifiée de f (dont une définition est donnée en (24), au signe pres).

(83)

Proposition 4.3 (Bassins d’attraction du systéme dynamique, [Gha18] et [13] dans le cas avec
énergie). Les bassins d’attraction du systéme dynamique sont les suivants.

(i) Dans la zone spinodale, pour T € [T, 7|, Gs est une fonction de Lyapunov sur |0,1[2.

(ii) Dans les zones de liquide ou vapeur stables, pour T €]1/3, 7] et T € [15, +00], G| est une fonction
de Lyapunov sur |0, 1[%.

Cela signifie que pour tout état initial dans la zone spinodale, 1’équilibre asymptotique correspond
a un état de saturation défini par la Proposition 4.2-(i). La Figure 4 représente des trajectoires dans
le plan de phase pour une donnée initiale r(0) (ronds cyans) associée a un état T appartenant a la
zone spinodale. Toutes les trajectoires convergent vers l'état r*, représenté par un rond magenta,
correspondant a 1’équilibre de Maxwell. A contrario, toute donnée initiale r(0) (ronds cyans)
associée a un état T de liquide ou vapeur stable est préservée par le systeme (82), comme le montre
la Figure 5. Les trajectoires (courbes cyans) convergent vers des états ¥ = (B, B), représentés par
la droite bleue, satisfaisant la Proposition 4.2-(ii).

La caractérisation est moins précise pour un état métastable. Contrairement a la zone spinodale, la
fonction Gj est positive dans le voisinage de T dés lors que T appartient & une zone de convexité
de f. Cela signifie que, pour un état T € [tf, 7" [ou T € [tT, [, les deux équilibres F et r* sont
atteignables, selon la donnée initiale r(0) (ronds cyans ou magentas), comme 1'indique la Figure
6. Les deux bassins d’attraction sont séparés par une variété instable, qui traduit justement le
caractére métastable du probleme. Il n’en est pas moins difficile de caractériser théoriquement et
numériquement cette variété, une tentative est proposée dans [12].

Couplage a I'hydrodynamique

Diverses approches ont été mises au point pour modéliser des écoulements métastables. Certaines
s’appuient sur loi de van der Waals [Carog4, CFos, MVo06], d’autres sur des lois réalistes [SPA0S,
ZHW1o0, DLLP19], chacune insistant sur I’hydrodynamique plutdt que sur la relaxation vers
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Diagramme de phase avec 7=1.0
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FIGURE 4 — Portrait de phase pour un état T de la zone spinodale. Le point magenta représente 'état de
saturation r*, défini par la Proposition 4.2-(i). Pour toute donnée initiale r(0), représentée par
un rond cyan, les trajectoires (courbes cyans) convergent vers 1'état de saturation r*. Les droites
noires délimitent le domaine des valeurs admissibles des fractions.

Diagramme de phase avec 7=0.5
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FIGURE 5 — Portrait de phase pour un état T dans la zone liquide stable. La droite bleue a pour équation
¢ = a et contient tous les états ¥ = (B, B), satisfaisant la Proposition 4.2-(ii). Pour toute donnée
initiale r(0), représentée par un rond cyan, les trajectoires (courbes cyan) convergent vers un état
f. Les droites noires délimitent le domaine des valeurs admissibles des fractions.
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FIGURE 6 — Portrait de phase pour un état T dans la zone liquide métastable. Deux équilibres sont atteignables
selon que la donnée initiale r(0), représentée par un rond cyan ou magenta selon 'équilibre
atteint. Si r(0) appartient au bassin d’attraction de saturation (ronds magenta), les trajectoires
magenta convergent vers 1'état de saturation r*. Si r(0) appartient au bassin d’attraction de la
phase de liquide métastable (ronds cyans), les trajectoires cyan convergent vers la droite ¢ = «
(droite bleue), correspondant a un état ¥ = (f, ). Les droites noires délimitent le domaine des
valeurs admissibles des fractions.

I'équilibre thermodynamique. Notre approche se concentre justement sur la relaxation et utilise le
systéme dynamique comme un terme source de relaxation dans un modele homogene décrivant
la dynamique compressible du fluide. En adaptant le formalise présenté en Chapitre 2, Section
2.2 au cadre isotherme, on s’ameéne a considérer le modéle suivant :

9 (pa) + dx (pua) = £ Qu (),
s

I(pg) +9x(pug) = TQy(x), (84)

9t(p) + 9x(pu) =0,

0t(pu) + dx(pu® + p) = 0.
Les deux premiéres équations traduisent le transport des fractions de masse et de volume
r = (a, ) €]0,1[%, avec les termes de relaxation Q, et Q,, donnés en (82), qui traduisent le retour
a I’équilibre thermodynamique. Il faut souligner qu’il n’est pas possible de déterminer le modele

homogene a I'équilibre associé au modele (84). La loi de fermeture a 1’équilibre ne peut pas étre
définie puisqu’elle dépend du processus de relaxation qui portent sur les fractions.

Remarque 4.1. On fait le choix ici de décrire la dynamique du fluide par une approche homogene. 11
est envisagé de développer un modeéle bi-fluide, dans I'esprit de [BN86, GHSo02], en tenant compte d’'un
déséquilibre de vitesse entre les deux phases. S
La pression p s’obtient par 1’énergie libre du mélange F, définie par (81), qui se comporte
comme une entropie mathématique pour (84) (excepté qu’elle n’est pas convexe). En exhibant sa
dépendance en r, celle-ci se réécrit

F(r,1) = ¢f (r(r)) + (1 - ¢)f(a(r)).
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Elle satisfait une relation de Gibbs

oS oS
dF = —pdt + adtx + %d(p,

dont on déduit I'expression de la pression
p=p(tr) =ap(u(r) + (1 —a)p(n(r).

L’hyperbolicité du systéme convectif est conditionnelle. Les valeurs propres de la jacobienne du
flux sont u £ ¢(7, 1) ol

c(1,1) = \Jop' (u(0) + (1 - p)p' (na(r)). (85)

L'hyperbolicité est donc garantie pour des triplets (7, ) tels que ¢p' (71 (r)) + (1 — ¢)p'(2(r)) > 0.
C’est notamment le cas lorsque les volumes 7 (r), k = 1,2 sont dans les domaines de convexité
de I'énergie libre f. Lorsque la relaxation est prise en compte, pour un temps de relaxation A non
nul, il est évident qu’elle a une influence sur les domaines invariants d’hyperbolicité du systeme
[Hof85].

Proposition 4.4 (Domaine invariant d’hyperbolicité, [17]). Soit Q = {v = (p,r) | c(T,r) € R} un
domaine de I'espace des états de bord lipschitzien. Soit I(v) une indicatrice réqularisée du domaine Q). Soit v
une solution réguliere de (84), telle que limy_, oo (., X) = limy_y00 v(., x). Si ((Qa, Qg)'(v), VyI(v)) <
0, alors Q) est un domaine invariant d’hyperbolicité.

Ainsi les domaines invariants d’hyperbolicité sont contenus dans les bassins d’attraction du
systéme dynamique. Cela signifie que le terme source a tendance a garantir I’hyperbolicité, en
confinant les solutions dans les domaines d’hyperbolicité.

Simulation numeérique dans le cadre non-isotherme

L’extension au cadre non-isotherme s’opére de la méme maniere en étudiant la maximisation de
I'entropie (23) que 'on réécrit

s(@1, @2, 11, T2 e1,€2) = @15(T1,€1) + P25(T2, €2),

out s est I'entropie de van der Waals non-isotherme, fonction de (7, e). On construit un systéme
dynamique similaire sur les fractions r = (&, ¢, {), dont les équilibres attractifs sont décrits par
un équivalent des Propositions 4.2 et 4.3, ainsi qu'un systeme homogene (34) ot le terme source
Q coincide avec le systeme dynamique.

L’approximation numérique du modele homogene de relaxation est réalisée par une méthode
volume fini & pas fractionnaire pour gérer la relaxation. Les Figures 7 et 8 sont tirées de [13] et pré-
sentent la compression d'un état de vapeur métastable. Initialement on considere un état constant
en espace. La masse volumique et la pression initiale correspondent un état métastable vapeur.
On choisit initialement des valeurs distinctes pour les fractions (a, ®,C ), toujours constantes en
espace. La compression est obtenue en imposant une valeur initiale discontinue de la vitesse,
la discontinuité étant fixée en x = 0.5. On impose une vitesse nulle a droite de la discontinuité.
On observe pour un temps t = 0.1s I'apparition d"une “bulle” au centre du domaine. Lorsque la
vitesse est initialement faible & gauche de la discontinuité, on observe que les valeurs de fractions
coincident au sein de la bulle. On se place dans le cadre de la Proposition 4.2-(ii) : les fractions
vérifient r(t, x) = ¥(x) et la bulle contient un état de vapeur métastable. Lorsque la compression
est suffisamment importante, on observe que les valeurs de fractions sont différentes au sein de
la bulle. Elle correspondent a d’un état a saturation r(t,x) = r*(x) qui menent a 1'égalité des
températures et pression, voir Proposition 4.2-(i).
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Remarque 4.2. Il s’avere que le systéme non-isotherme est capable de capturer des états surcritiques [13],
ce qui est un point important pour des applications industrielles. Pour améliorer le modele, il s’agirait
alors de considérer des lois plus physiques, telles que Soave-Redlich-Kwong [Soa72] ou the Peng-Robinson
[PR76]. L’approximation numérique devrait également étre optimisée puisqu’on se limite 4 ce jour a une
intégration explicite, et donc peu stable, du terme de relaxation. Une intégration semi-implicite ou d’ordre
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FIGURE 8 — Forte compression d’un état métastable vapeur. De haut en bas : masse volumique, pression,
température et fractions en fonction de x.
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ENTROPIE EN ANALYSE NUMERIQUE

Nous nous intéressons dans ce chapitre a I’analyse numérique de méthode volumes finis pour
des systémes d’équations aux dérivées partielles munies d'une entropie. Notre marotte est
d’adapter au niveau discret des méthodes d’analyse de ces systemes en exploitant les propriétés
de I'entropie.

La premiéere section regroupe des résultats obtenus sur I'approximation du p-systéme avec friction.
Sil’on note A le parametre d’échelle, il est aisé de démontrer formellement que les solutions du
p-systeme avec friction convergent vers les solutions de 1'équation des milieux poreux a la limite
A — 0. L'étude de I'asymptotique et de la structure entropique de ces systémes est notamment
étudiée dans [BHNo7]. Il est possible de démontrer la convergence et d’exhiber des vitesses de
convergence sur domaine infini [LT13] ou borné [GSo7] en utilisant une entropie dite relative.
Du point de vue numérique, il est nécessaire de développer des schémas numériques robustes
uniformément en A. On qualifie ce type de schémas de schémas préservant I'asymptotique, notion
introduite par S. Jin [Jin12].

Dans [3] nous analysons un schéma semi-discret en temps et démontrons une vitesse de conver-
gence en O(A%), vitesse établie dans le cadre continue par Lattanzio et Tzavaras [LT13]. L'outil
clef est 'entropie relative qui se comporte comme une norme L? de la différence d"une solution
du p-systeme et d’"une solution de I’équation des milieux poreux. Nous construisons une iden-
tité d’entropie relative discrete dont nous parvenons a controler les résidus liés a la diffusion
numérique.

Le cas de schémas totalement discrets fait 1’objet des paragraphes suivants. Dans [6] nous
proposons un schéma préservant ’'asymptotique diffusive pour le p-systéeme. Nous analysons
dans [22, 23] la convergence de ce schéma sur domaine borné. A nouveau, I'entropie relative est
au cceur des démonstrations, permettant d’estimer ’écart de la solution approchée du p-systeme
a une solution approchée de probleme parabolique limite satisfaisant des conditions aux bords
appropriées.

Dans un cadre plus général, nous avons a nouveau utilisé 1’entropie relative pour étudier la
convergence d'un schéma volumes finis, explicite en temps, vers la solution forte d'un probleme
hyperbolique [8]. Ce travail, basé sur le formalisme théorique [Dafio, Chapitre 5, Section 5.3],
étend une analyse établie dans [R]o5]. Un résultat clef est une estimation de type BV-faible qui
quantifie la dissipation numérique.

Pour finir nous présentons le développement et I'analyse d"un schéma volumes finis implicite pour
un modele de transport d’énergie [5, 4]. La construction du schéma s’appuie sur la symétrisation
du systéme par les variables entropiques et nous permet de construire deux schémas équivalents.
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En jouant avec l'équivalence des schémas, on parvient a établir la dissipation en temps de
I'entropie discrete. Des estimations supplémentaires nous permettent de démontrer 1'existence
d’une solution au schéma par un argument de degré topologique, et par suite l’existence d’une
solution au probleme continu.

5.1 ASYMPTOTIQUE DIFFUSIVE POUR LE p-SYSTEME

Le p-systéme avec friction admet en temps long une asymptotique diffusive. Il s’agit d'un systéme
hyperbolique de relaxation qui décrit un fluide de volume spécifique 7, évoluant a la vitesse u, et
soumis a une force de friction de parametre o > 0 :

_ — + R
{atr 00 =0, (t,x) e RT xR, (86)

00 + dyp(T) = —0v.

Pour assurer la stabilité du systeme, la loi de fermeture p du systéme (86) satisfait les hypotheses
suivantes

Hypotheses 3. Soit T, > 0 un volume de référence fixé arbitrairement. La loi de pression p € C*(R%)
est telle que

(i) p(t) >0etp'(1) <0,
(ii) si T > 7, alors il existe c tel que p(T) > ¢ >0,

(iii) il existe -y > 0 tel que p(T) = T~ 7 +o(T~7) pour T — +oo.
Par la suite, on exclut I’apparition du vide en considérant le domaine des états admissibles
O={w= Hr,v); T>0,0¢€ R}.

Les solutions faibles du systeme (86) satisfont 'inégalité d’entropie suivante

91 (T, v) + 9xp(T,v) < —0v? <0, (87)
ol 'entropie est définie par
y(r0) = & —P(r), 9
associée au flux d’entropie ¢ défini par
y(T,u) = up(7). (89)

La quantité —P(7) désigne 1’énergie interne, définie par

p(r) = [ p)ds (90)

qui est une fonction convexe de T d’apres les Hypotheéses 3-(i). De fait 'entropie # est également
une fonction convexe de (T, v).

L'étude du comportement en temps long de systéemes hyperboliques remonte aux travaux de
Hsiao et Liu [HLg2]. Ils considérent le modele d’Euler isentropique avec friction dont les solutions
w tendent vers les solutions @ = (7,9) de ’équation des milieux poreux

_ 1 I
0T + Eaxxp(r) =0, (xt) e RxR;. (91)
oxp(T) = —0 il
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En manipulant les solutions auto-similaires de 1'équation parabolique limite, dans [vDP77, vDP77],
les auteurs van Duyn et Peletier parviennent a exhiber un taux de convergence en temps
|(w —@)(t)||r= = O(1)t~1/% pour w € Q. Le taux de convergence peut étre amélioré en utilisant
des techniques d’estimations d’énergie, [Nisg6, NWYoo]. Dans un cadre plus général, des taux de
convergence en temps sont obtenus pour des systemes hyperboliques dissipatifs [BHNo7] sous la
condition de Kawashima-Shizuta [Kaw87]. Cependant il semble difficile d’adapter ces techniques
au cadre discret.

Afin d’étudier le comportement en temps long et un régime de forte friction, il est d"usage de poser
le changement d’échelle t +— t/A > 0 et v* = Au’ (on se réfere a [Mei10] pour la justification des
changements d’échelles). On se rameéne ainsi a I’analyse des solutions w = (t*,u") du systeme

ot — 9, ut =0, (x,t) E Rx R4,
25,4 A A 92)
A= + dxp(Th) = —ocut.
L’entropie associée differe de (88) puisqu’elle dépend du parametre d’ordre
M2
Pty = 2L e, (93)
les solutions faibles de (92) satisfaisant 1'inégalité d’entropie suivante
I (thut) +oxyp(th,ut) < —o (ut)? <0, (94)

D’un point de vue numérique, il s’agit d'utiliser un schéma numérique pour le systeme (92)
préservant I'asymptotique au sens ot le schéma doit étre stable et consistant avec les solutions du
systeme (92) pour tout A > 0, et, a la limite A — 0, doit converger vers un schéma numérique stable
et consistant avec les solutions du modele parabolique limite (91). Cela signifie, en particulier,
que si le schéma pour le modele (92) est explicite, alors sa contrainte de CFL pour A > 0 est de la
forme At < CAx et qu’elle doit dégénérer a la limite vers une contrainte de la forme At < CAx?.
De nombreuses références traitent de tels schémas, citons a titre d’exemple [Jingg, JPT98, GTo2,
GTos, FBD11].

Vitesse de convergence d'un schéma semi-discret préservant I'asymptotique diffusive

L’asymptotique en temps long de schémas numériques fait 1’objet de nombreux travaux. Dans le
cadre de schémas volumes finis pour des problemes hyperboliques, on peut citer par exemple
[JPT98, BLT13, CGK13, BDF12a, BT16]. Dans [3] nous avons estimé la vitesse de convergence de
schémas volumes finis pour le p-systéme (92). Notre analyse s’appuie sur les travaux de Lattanzio
et Tzavaras [LT13] qui déterminent une vitesse de convergence polynomiale en A des solutions
(t*,u’) de (92) vers les solutions (7, i) de (91). La démonstration repose sur I'étude de l’entropie
relative du systéme (92). L'entropie relative est définie comme un développement de Taylor de
’entropie (93) par rapport a un état (7, i), solution de (91) (on omet 'exposant A des solutions w
du p-systéme (92) pour plus de lisibilité) :

u—1u

p(ult @) = oyt (tu) = p(5,0) = Vit (z,a) - < " )

2
= 2 (u— )2~ P(e]1), 95)

P(z|t) = P(t) = P(7) = p(T)(T = 7). (96)
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Par convexité de l'entropie 7, I'entropie relative 77(w|@) se comporte comme [[w — @[ ;2(g), ce qui
en fait un outil approprié pour étudier la convergence. Son évolution est régie par une équation
aux dérivées partielles dont Lattanzio et Tzavaras [LT13] déduisent un taux de convergence sur
I'estimateur d’erreur positif

o0 = [ 0w ©7)

Considérant une solution réguliere (7,ii) du modele parabolique (91) et une solution forte
entropique du p-systeme (92), sous certaines hypotheses, dont les Hypothéses 3 et des hypotheses
de régularité sur les dérivées de la pression p(T), on montre qu’il existe une constante C,
dépendant de T, p et T, telle que

¢ () <C(p*(0) +AY), te[0T).
De plus si ¢*(0) — 0 quand A — 0, alors

sup ¢*(t) = 0, quand A — 0.
te[0,T)

La convergence s’opére en A*. La démonstration repose sur l'intégration en espace et en temps de
l'identité vérifiée par 'entropie relative, dont les termes sont contrdlés de sorte a appliquer un
lemme de Gronwall pour obtenir 1’estimation finale. Les outils techniques (intégration en temps
et espace, inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz. . .) s’utilisent facilement au niveau discret. 11
s’agit donc d’appliquer les mémes étapes de démonstration a un schéma volumes finis préservant
I'asymptotique pour le p-systeme (92). On se limite dans [3] & une discrétisation en espace, le
schéma étant continu en temps, le cas completement discrétisé étant traité dans [Bulig, BBBC19].
Le probléme est posé en domaine infini, pour lequel on considére un maillage uniforme, de pas
Ax, définissant les mailles (xi_ 1 ,X; +1 )icz, centrées en x; = iAx, pour i € Z. Sur chaque maille,
les solutions semi-discrétisées du modele (92) sont des fonctions du temps constantes par maille
w;(t) = (7;(t),u;(t)). La discrétisation en espace est réalisée par un solveur de Riemann approché
de type HLL [HLVLS83a] :

d 1
7% 5ax (tip1 —ui—q) + ﬁ(ﬂ'ﬂ — 27,4 Ti_q),
d (98)

1 o
St = i (i = 2+ 1tim) = S (p(T1) = p(Ti1)) = 130

Oll j = SUpPyc(o,7) maxjez (v/—p'(Ti))-

Lorsque A — 0, le schéma limite obtenu est consistant avec 1’équation des milieux poreux (91) :

d_ 1 _ _ _ -
P m(“iﬂ — i) + ﬁ(fiﬂ =27+ Ti1), ©9)
ol — _P(Ti) — p(Tic1)
' 2Ax
Il s’agit tout d’abord de donner une définition discréete de 'entropie relative (95)
i (8) = ™ (o il T, ) (1)
22 (100)

= - (uwi(t) = ;(1))? = P((1)|%(t).

En manipulant les schémas (98) et (99), on obtient I'identité discrete d’entropie relative.
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Proposition 5.1 (Inégalité d’entropie relative, [3]). Soit (T, 1;);icz issu d’une solution réguliere du
schéma pour le modele limite (99) et soit (T;,u;)icz une solution du schéma pour le p-systeme (98).
L'entropie relative 17, définie par (100), vérifie I'équation d'évolution suivante :

dpt 1
;7; + Tx(¢i+1/2 —Pi1y2) = —o(u; — ii;)?

1p(Tip2) —2p(%) + p(Ti2)

o (2Ax)2 p(Tl|Tl) (101)
A2 _od (p(Tig1) — p(Tic1)

+a(ul_u’)dt< oAy )

+RY 4R,

olt ;1 /7 correspond a une approximation du flux d’entropie relative a l'interface x; 11/,

1 _ - 1 _ _
Yit1/2 = E(”i — ;) (p(Tis1) — P(Tis1)) + E(”iﬂ — i41) (p(T) — p(T)),
et R et R} sont des résidus numériques sur la vitesse et le volume spécifique.

Il s’agit d'une adaptation discrete de l'identité d’entropie relative a laquelle s’ajoutent les termes
résiduels RY et R} liés a la viscosité numérique. Comme dans le cas continu, on integre cette
identité de sorte a construire une inégalité vérifiée par l’estimateur ¢*(t) défini comme une
intégrale discrete de l'entropie relative

= Y Axyi(h). (102)
i€Z

Nous démontrons un contrble des termes de facon similaire au cas continu. Pour les termes
de viscosité numérique, on obtient les estimations faisant intervenir des normes discretes de la
solution réguliere du modele parabolique (99), notées |[Dxy - [|1r (R x[0,00)) OU [[Dxy * |12 (R x [0,00)) -

Proposition 5.2 ([3]). Soit K, K" < 400 deux constantes positives. Supposons ||Dxxb_l||%2(]R><[0 ) S K,
alors pour tout 6 € R, on a
6
/ Y Ax Rids < VZ / Y Ax (u; —a;)%ds —i— ||Dxxu|\L2 (Rx[0,00))" (103)
0icz i€eZ

De plus si || DaxT| 1o (Rx [0,00)) < K’ €t [[DxT| oo (rx[0,00)) < K, alors il existe une constante positive C
telle que

/ Y Ax REds < u(CAY|DarT i (ofome)) + CIDTl 1o (R o)) / al (104)
i€Z

Chacun de ces termes peut étre majoré par l'estimateur, aprées application de formules de Young
et de Cauchy-Schwarz. Le théoréme de convergence s’obtient in fine par une application du
lemme de Gronwall discret.

Théoreme 5.3 ([3]). Soit w;(t) = (T;(t),;(t))icz issu d'une solution réguliere du schéma limite (99)
définie sur le domaine R x [0, T). On suppose qu’il existe K < +o0 tel que

IDexp (D)l i2rxjo,00)) <Ko [1DxxP(T) | Lo (mx [0,00)) < K
[Dxx Tl (Rx[0,00)) < K, [[DxT(| o (Rx[0,00)) < K, [ Daxxtt|| 2R x[0,00)) < K-
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Soit w;(t) = (7;(t), u;(t))icz une solution du schéma pour le p-systeme (98) telle que ¢*(0) < +o0. On
a alors
¢r(t) < B (0)+2%), teoT), (105)

oit B est une constante positive, dépendant de T, de la loi de pression p et de la solution @;. De plus si

¢M(0) — 0 quand A — 0, alors sup ¢™*(t) — 0 quand A — 0.
te[0,T)

Les hypotheses de régularité sur la pression p sont exactement les mémes que celles requises par
Lattanzio et Tzavaras [LT13]. Les hypothéses supplémentaires sont nécessaires pour le controle
des termes de viscosité numériques mais sont peu restrictifs puisqu’ils requierent une régularité
attendue sur la solution du probleme parabolique (91). La vitesse de convergence obtenue est
identique a la vitesse théorique. Cette estimation semble optimale. A titre d’exemple, le schéma
semi-implicite proposé dans [JPT98] satisfait cette estimation. La convergence en A% est illustrée
en Figure 9 pour une donnée initiale 7y(x) discontinue (en haut) et continue (en bas). La donnée
initiale de la vitesse uo(x) est définie de fagon compatible avec la limite diffusive pour éviter toute
couche limite.

Remarque 5.1. Dans [LT13], la méthode d’entropie relative est appliquée a d’autres modéles admettant
une limite diffusive. Cependant la méthode n’est pas formalisée pour un systéme général, comme c’est le cas
pour I'asymptotique hyperbolique [Tzaos]. Pourtant la structure de relaxation est définie de fagon générale
dans [BHNoy, BLT13]. En établissant le pendant discret de ce formalisme, et donc une structure générale
de schémas volumes finis préservant I’asymptotique, on pourrait exploiter la méthode d’entropie relative

pour étudier la convergence de tels schémas. oS}

Elaboration d'un schéma préservant I'asymptotique

Lorsque seul le comportement en temps long est étudié, le changement d’échelle t +— t/A
appliqué au p-systeme initial (86) donne

AT —dyu =0,

At + 0 p(T) = f%u.

(106)

Lorsque A tend vers zéro, le systéme limite associé est encore 1'équation des milieux poreux mais
la vitesse limite # est nulle : .
A0t T + Eaxxp(f) =0, (107)
i =0.
Diverses approches permettent de construire un schéma préservant I’asymptotique diffusive du
p-systéme (106). Dans [BT11, CCG ' 10] les schémas asymptotiquement préservants construits
sont des schémas de relaxation. L'approche utilisée dans [6] combine cette approche a celle
proposée dans [GLg6b, GLgb6a] pour l'élaboration d'un schéma équilibre permettant de traiter le
terme source par un solveur de Riemann approché. On obtient ainsi le méme schéma que celui
proposé dans [BT11] et [CCG " 10] dans le cas du systeme linéaire de Goldstein-Taylor. Pour i € Z
et n € N, le schéma s’écrit

gt AT W Loy ) (el y)
1 ' ALp\Ax 2 2a : i+l =
(108)
At p(T) —p(Ty) | a N
1 _ +1 1
u;H_ _u?iAL)\Ax l 2 Z +§(2u?7u1 1 ”zn+l) 7)\2[‘)\”;‘1/
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FIGURE 9 — Convergence en A un schéma semi-implicite préservant I'asymptotique diffusive du p-systeme
(92). Donnée initiale 1y(x) discontinue (en haut) et continue (en bas). En fonction du nombre de
mailles N, on observe une convergence polynomiale en A%.
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A
oul, =1+ %. Le parametre a > 0 est fixé par la condition de Whitham [Bouogb] qui

sera explicitée ultérieurement. La non linéarité du schéma rend difficile I'étude de sa stabilité.
Cependant on peut illustrer rapidement que sa contrainte de stabilité est trés restrictive. Supposons
que Vi € Z, 7' = T et u}! = u, o T et u sont deux constantes positives. Alors le schema (108)
s’écrit

. oAt
Vie 2z, Tl-n+1 =1, u?“ = (1 — )@LA) u.

Cela correspond a la discrétisation explicite de I'équation différentielle
T(t) =0,
u'(t) = —Su.
. - . . e 72 oAt
De fait, une condition nécessaire de stabilité L~ est
2A2L,

quand A — 0 de sorte que le schéma (108) ne préserve pas 1’asymptotique. Il s’avére qu'une
simple implicitation du terme source permet de palier le probleme . On obtient le schéma

< 1. On observe ainsi que At — 0

T.’1+1 _ T~n B At M;‘,Ll - u?Jrl + l (72;7(.(”) + p(T” ) + p('pn ))
i P T ALy Ax 2 2a ’ s sl
(109)
At p(ty) — () oAt
1 _ +1 1 1
A vavd - e At S i Y e

L’étude de la stabilité non linéaire, au sens de la décroissance de l'entropie discrete, permet de
conclure que la condition de stabilité du schéma ne dépend pas de A de sorte que le schéma
préserve 1'asymptotique.

Proposition 5.4 ([6]). Sous la condition de Whitham

2 /(N /(o n,t
ac > ZrWnE%%aZx (—P (t/"),—P (Ti+1/2)) , (110)

N s n,+ pre
oit les quantités T, ,, sont définis par

1 1
n— _ -n n . n n+  _ n A yn _gn
Tl =10t 7 (uyryo — i), Ti12 = Tt t 2 (Ul —uliy ),

et la condition CFL

2aAt
Q—A <1, (111)
TAX
Ax ()\+ 7)

la solution (Tl."H, u?“) o du schéma (109) assure la décroissance de I'entropie relative ™ (T, u|T,,0)
ic
YoM ul T, 0)Ax < Yt (xf, ul |7, 0) Ax. (112)
i€Z i€Z

On remarque que la condition (111) est satisfaite pour tout A > 0 des lors que

oAx?

At < ———.
— 442

(113)

On obtient a la limite A — 0 un schéma consistant avec 1’équation des milieux poreux (107).



5.1 ASYMPTOTIQUE DIFFUSIVE POUR LE p-SYSTfEME

Proposition 5.5 ([6]). Sous la condition de Whitham (110), la condition CFL (113), pour tout i € Z, la
limite du schéma (109) quand A — 0 est

i At i _ _
T =g - s [22p(E) + p(EL) + ()] vn =1,
T (114)

g =) = 2 | =2p() + p(el) + () +a(uly —uly)].

Il est possible de montrer que le schéma limite (114) converge vers 'unique solution faible de (107)
en démontrant sa stabilité L!. I s’en suit que le schéma (109) préserve I'asymptotique diffusive
sur domaine infini. Ce travail étant donc au cadre non linéaire I'étude de Gosse et Toscani [GToz2].

Convergence du schéma préservant I'asymptotique (109) sur domaine borné

Dans [6], la question du couplage entre les modeles (106) et (107) au travers d’une interface fixe
est abordée. Le schéma (109), étant uniformément stable et consistant en A, est utilisé de part
et d’autre de l'interface de couplage pour résoudre les modeles (106) et (107). A I'interface, des
conditions de couplage sont imposées. Nous avons examiné diverses conditions : conditions de
Dirichlet sur les quantités transmises et résolution d'un demi-probléme de Riemann a l'interface
de couplage. En fonction de la valeur de A, une couche limite apparait, comme on peut le voir sur
la Figure 10. Une fagon de corriger cette couche limite est de comprendre comment le schéma (109)
se comporte sur domaine borné, et sous quelles conditions aux bords du domaine, il préserve
I'asymptotique diffusive. C’est I'objet des travaux [22, 23].

Dans le cas continu, Golse et Salvarani [GSoy] ont étudié la convergence sur domaine borné du
systéme de Carleman vers la solution de I’équation de la chaleur linéaire. A réécriture pres, le
systeme de Carleman correspond systeme hyperbolique linéaire de Goldstein-Taylor, pour lequel
Nicolas Therme et moi avons adapté le travail de Golse et Salvarani au cadre discret [22], dans le
cadre de son post-doctorat financé par ' ANR Achylles *.

Nous avons étendu l’analyse et I’analyse numérique au cas non linéaire en considérant le p-
systeme (106) posé sur le domaine espace-temps () = (0,1) x (0, T). Nous appellerons par la
suite conditions mixtes les conditions initiales et conditions aux bords associées au modele (106).
Celles considérées dans [GSo7] sont les suivantes

7(0,x) = 19(x) € L*(0,1), u(0,x) =up(x) € L*(0,1),

(p(T) +au)(t,0) = ¢~ (t), (p(7) —au)(t,1) = ¢*(t), t>0, (115)
et € W([0,T]), ¢*(t)>0, t>0.

Outre les Hypotheses 3, on suppose qu'il existe un volume 7 et deux constantes m et M, tels que
VT € [T, TF]

m < |p'(t)] < M. (116)

A la limite A — 0, I’équation des milieux poreux est munie des conditions mixtes suivantes

2 =1(x), xe€(0,1), (117)

,0) =9 (t), p(T)(t1)=9¢"(t), te(0,T).

1. L'ANR ACHyLLES (ANR-14-CE25-0001-03), portée par Rodolphe Turpault entre 2014 et 2018, portait sur 1'étude de
schémas numériques préservant I'asymptotique en temps long pour des systemes hyperboliques de lois de conservation
avec termes sources.
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—— 100% hyperbolic
—— 100% parabolic
Basic coupling
Osamoal coupling

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1 —— 100% hyperbolic
1.97 \ —— 100% parabolic

\ Basic coupling

B \ Osamoal coupling

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4

FIGURE 10 — Profil du volume T pour A = 0.4 (haut) et A = 0.1 (bas). L'interface, placée en x = 0, couple le
modele hyperbolique (a gauche de l'interface) et parabolique (& droite de l'interface)
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L’analyse de convergence repose a nouveau sur un méthode d’entropie relative. Cette fois,
I'entropie relative est construite par rapport a une solution du probleme parabolique limite,
appelée profil, satisfaisant les conditions limites (117). Un exemple de profil est

f _(r et t)x+p e (1) (1 x)
<g> (x’t)_< 0 ) Vxe(01), (118)

I'entropie relative associée étant

7l 0 = (w0 (5,0) - 9 .0 - (54

u 2
= U pypy,

oit P(7|f) est défini en (96). A nouveau, la convexité de 'entropie " et les hypotheses 3 et (116)

(119)

K
assure que (T, u|f,0) > % + E(T — f)?, si bien qu’obtenir des estimations d’entropie relative

permet de controler la norme |[u[;2(1) + IT — fll12(g1)- L'évolution de 'entropie relative est
donnée par le résultat suivant.

Proposition 5.6 (Identité d’entropie relative, [GSo7]). Soit (T, 1) une solution de (106) et (f,0) donné
par (118). L'entropie relative n (T, u|f,0) satisfait

& w0+ G [N < [ pap(pix- [ Sap(fav (a0

Les estimations sont obtenues sur 1’estimateur

V(u? m 2

[(t) = /0 s E(T—f) dx. (121)
Proposition 5.7 ((GSo7]). Soit (T}, u’) une solution du probléme (106) pour les conditions (115). Soit
(f,g) un profil donné par (118). Alors

AZ/ / M2dxdt < (T(0) + At) ¢, (122)

oit la constante A dépend de la réqularité des dérivées en espace et en temps de la pression p(f).

Dans le cas linéaire continu, cette estimation permet d’établir la convergence faible quand A — 0
des solutions du systéeme de Carleman vers les solutions de 1’équation de la chaleur linéaire.
D’autres estimations, obtenues par compacité par compensation, sont nécessaires pour établir
la convergence forte. Démontrer la convergence au niveau discret ne requiert pas de telles
estimations puisque l'on tire partie de la dimension finie du probléeme discret.

On considere désormais L mailles sur le domaine [0,1] et N itérations en temps sur l'intervalle
[0, T]. Afin d’obtenir l'identité discréte d’entropie relative, nous proposons une reformulation du
le schéma (109) en introduisant les opérateurs discrets suivants

all — P A— at L g
- —1 1

Oyaff = - Axl , Ofal = Z+Ax L, Ol = Iy L. (123)

IIs permettent de symétriser le schéma (109) de la fagon suivante

n 1 + - n n

01!+ 5 (07 (p(e!) — ) = 0 (p(x}) + au)) =0,
(124)
n+l _

0} + 3 (OF (p(e) — au?) 5 (p(x!) +au)) +

A2, i

51



52

ENTROPIE EN ANALYSE NUM]:JRIQUE

L’entropie relative discrete correspond a une discrétisation directe de (119) et s’écrit ;7?’” =
(uf

2
‘T> — P(7'|fI"), ot le profil discret fI' est défini par

fir == ibx)p~H (o™ (") + (idx)p~ (@ (1)), (125)

Proposition 5.8 (Identité d’entropie relative discrete, [23]). L’entropie relative discrete 17;"" satisfait
Uidentité

61}171)\

MO Y+ (uthH2 41!

1

A2L,
= (& = O+ g (P~ D@D ~Tp(F) (e

_ 1 n+1 2+ n — n n
2AL/\ui (6xp(f1)+5xp(fz ))‘I'Ci/

ot Y7 désigne le flux d’entropie relative discret et T et C}' sont des termes de restes.

Le reste T}' regroupe des termes positifs dus a la diffusion numérique en temps et en espace. Le
terme C]' contient des termes faisant intervenir les dérivées de la pression p(f). Par des inégalités
de Young, on parvient a le borner positivement par la régularité de p(f), la friction ¢, la condition
de Whitham a et les parametres de discrétisation Ax et At. Ce contrdle repose sur une hypothese
de stabilité modifiée du schéma. On suppose qu'il existe § € (0,1) tel que

1—-10\ oAx?
Af= <1+5> B2 (127)

Par intégration discrete, on construit I'estimateur
L—1 A
=Y Axn",
i=1

qui, en utilisant les estimations précédentes, satisfait 1'inégalité suivante

1
2A2L,

L-1
O + ) AxO Y] +

L—1
Y Ax(ulth)? <T" 4R,
i=1 i=1

le résidu R faisant intervenir la régularité de p(f), la friction o, la condition de Whitham a et les
parmetres de discrétisation Ax et At. Le choix des conditions aux bords (115) assure que le terme
de flux s’annule. Une intégration en temps discrete et un lemme de Gronwall discret nous amene
au résultat suivant.

Théoréme 5.9 ([23]). Sous les hypotheses 1, soit (u?,ri”), i=0,...,L,n=0,...,N, la solution du
schéma (109) muni des conditions mixtes (117) discretes. Supposons qu’il existe une constante K telle
que [[0ep(f)ll=((0,1)x[o,7) < K et [Oxxp(f)llr((0,1)x[0,1)) < K- Si la condition de stabilité (127) est
satisfaite, alors, pour touti =1,...,L—1etn=0,...,N—1, uf“ tend vers 0 quand A — 0 et Ti”+1
e du schéma limite (114) muni des conditions aux bords

tend vers la solution T;
P(7y) =@~ (t"), P(T) = ¢ (t"). (128)

Les résultats numériques présentés en Figure attestent la convergence du schéma sur le domaine
[0,1] pour des conditions aux bords satisfaisant les contraintes (115) et différentes valeurs de A
(notée & pour 1'occasion).
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FIGURE 11 — Profil de volume 7 (a gauche) et de vitesse u (a droite) en fonction de A (noté ¢ ici), pour une
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Remarque 5.2. Un point qu’il reste encore a démontrer est la convergence en O(A) observée numériquie-
ment, voir Figure 12. Une autre perspective est d utiliser le schéma et les conditions aux bords appropriées
(115) pour réaliser le couplage entre le p-systeme et I'équation des milieux poreux au travers d'une interface
fixe ou mobile. Les résultats préliminaires sont encourageants comme le montre la Figure 13. On y voit le
profil du volume spécifique T obtenu par le couplage des modéles (106) et (107) au travers d'une interface
fixée en x = 0. La courbe bleue (Tpara) correspond a la solution du modele (107) et la courbe verte (Thyp) a
la solution du p-systeme (106) sur le domaine [—1,1]. Les courbes hachurées correspondent aux schémas
couplés. Les courbes rouge (Tosamoar) €t cyan (Tpqsic) sont obtenues par les stratégies de couplage que
nous avons étudiées dans [6]. La courbe hachurée noire (Typenis) est obtenue en imposant a 'interface les
conditions (115) pour le p-systéme et (117) pour I'équation des milieux poreux. Utiliser les conditions aux
bords bien préparées permet manifestement de diminuer la couche limite résultant des couplages proposés

dans [6].

2.2

Tpara

Tosamoal

2.0

Thasic

Thyp

Tthethis

1.8¢

1.4}

1.2}

1.0 ‘ : :
~1.0 -05 0.0 05 1.0

FIGURE 13 — Profil du volume spécifique T pour le couplage entre le p-systeme et I'équation des milieux
poreux au travers d'une interface fixée en x = 0. La courbe bleue (Tparq) correspond a la solution
du modele (107) et la courbe verte (Thyp) a la solution du p-systéme (106). Les courbes hachurées
correspondent aux schémas couplés.
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5.2 TECHNIQUES D'ENTROPIE POUR L’ANALYSE NUMERIQUE DE SCHEMAS VOLUMES FINIS

Dans les deux paragraphes suivants, on étudie des schémas volumes finis en adoptant le for-
malisme présenté dans [EGHoo]. On rappelle les notations ci-dessous, en tentant de les unifier
au maximum. On définit le maillage par une famille 7 d’ouverts polygonaux notés K ou L et
une famille £ d’arétes, notées ¢ ou ox;. On distinguera éventuellement les arétes de bords qui
admettent des conditions de type Dirichlet £ et Neumann EN. L'ensemble des cellules voisines
a une maille K est noté NV (K) et I’ensemble de ses arétes est £g. La normale sortante de la maille
K vers la maille L est notée ngr. On désigne par la méme notation m la mesure d'une maille
m(K) et la mesure d’une aréte m(c). On étudie des schémas basés sur une approximation a
deux points des flux, qui nécessitent de se restreindre a des maillages admissibles au sens de
[EGHoo, Définition 9.1] pour gérer les éventuels termes de gradient. Considérer un maillage
régulier signifie que

m(K) < ah® et Y. m(ox) < ——, VKeT,

pour a > 0 une constante traduisant la régularité du maillage. On note 7, = m(0) /d, le coefficient
de transmissibilité, ou d,, est la distance du bord de la maille & son centre.
Pour traiter les termes de gradient, on introduit pour chaque maille K € T et chaque aréte o € &,
la quantité

Dg,gv = vk — UK, Dyv = |Dggv|,

ol vk, désigne la valeur dans la maille voisine ou bien la valeur au bords.

Estimation d’erreur pour 'approximation de solutions fortes de systémes hyperboliques

Considérons un probléeme de Cauchy pour un systéme de m lois de conservation

{8tu(x,t) + Y4 9ufu(u)(x,t) =0, xeR, te0,T], T>0, (129)

u(x,0) = ug(x) €Q, VxcRY,
ot () est le domaine des état admissibles.
Hypotheses 4. On associe au systeme (129) est un couple entropie-flux (1, Cy) satisfaisant les hypotheses
suivantes :

1. il existe deux constantes By > Bo > 0 telles que spec (V2y(u)) C [Bo; B1], pour tout u € Q;
2. le flux d’entropie & € C*(0; le) satisfait, pour « € {1,...,d}, Vyuly = (qu)TVufa,

Une solution forte de (129) satisfait le systéeme au sens classique, I'entropie associée satisfaisant
alors une égalité

d
om(u) + Y 9uCa(u) =0 dans R x R;. (130)
a=1
Cependant, méme si la donnée initiale u( est réguliere, il est connu que les solutions de (129)
peuvent présenter des discontinuités en temps fini. Le cadre approprié d’analyse est alors celui
des solutions faibles u € L*(RY x Ry;) vérifiant pour tout ¢ € C}(R? x R;;R")

d

//]I{dx]I{+ udsp dxdt + /]Rd up¢p(-,0) dx + RixXR, E fu(1)0y¢p dxdt = 0. (131)

1
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Parmi celles-ci, on se restreint aux solution faibles entropiques satisfaisant (131) et pour tout
¥ € CHRY x R+ );Ry),

//RdXIR+ u)0p dxdt —1—/ (uo)y(-,0) dx + /]Rd><1R+ ,XZ Ca(u)0uy dxdt > 0. (132)
Les travaux de Dafermos [Daf79] et DiPerna [DiP79] ont permis d’établir un résultat d"unicité
fort-faible : s’il existe une solution forte au probleme (129), alors toute solution faible entropique
coincide avec cette solution forte. Un travail similaire est proposé dans [Tzaos] pour comparer les
solutions d'un systéme hyperbolique de relaxation avec les solutions de le systeme a 1’équilibre
associé. Ce résultat repose sur des estimations d’entropie relative. Celle-ci est définie comme le
développement au premier ordre de 1’entropie #7 en u € () relativementa v € (2 :

n(olu) = (0) = () = (Vunp ()" (0 —u),

associée au flux i : R" x R" — R? :

Yo (0) = & (v) — Ea (1) — (Vup(u))T (fu(0) = falw)), Va € {1,...,d}.

Cette entropie relative satisfait

d
o (v|u) + Zaa% olu) < Z (0a1) T Zy (v, 1) (133)

a=1

Zu(o,u) = V2 () (fa (0) = fule) = (Vufa(u)T (0 —u)).
L’hypotheése de convexité de I'entropie #, donnée en Hypotheses 4-1, assure que l'entropie relative
se comporte comme |0 — u|2. A partir de l'inégalité (133) et d’un lemme de Gronwall, on en
déduit une estimation de stabilité leo ., pour toutr > 0:

| G T) —u(e Pdx < C(Tu) [ Joo(x) - uo(x) P (134)
|x|<r |x|<r+LfT

La constante C(T, u) dépend de la régularité de u, de sorte que 1’estimation explose a ’apparition
d’une discontinuité. Le temps T correspond donc au temps d’existence de solution forte.

Nous avons transposé au niveau discret ces éléments de la démonstration, ce qui nous a permis
de quantifier I'erreur commise par une approximation volumes finis. L’originalité de ce travail est
que l'on considere une méthode explicite en temps, le cas implicite étant traité dans [RJos]. Le
schéma volumes finis considéré repose sur des flux numériques Gy a l'interface des mailles K et
L ne dépend que des états dans ces mailles. Ceux-ci doivent satisfaire des hypotheses établies
dans dans [Bouoja].

Hypotheses 5. Pour tout (K,L) € T2, L € N(K), le flux numérique Ggp € C*(Q x O;R™) :
(ul U) — GKL(”/ 'U)

(i) est consistant : Ggp(u,u) = f(u) -ngr, Yu € Q;
(ii) est conservatif : Gy (u,v) = —Grx(v,u), V(u,0) € QO?;

(iii) préserve les états admissibles par interface, au sens oit il existe A* > 0 tel que, pour tout A > A*,
pour tout K € T et pour tout L € N (K)

" % (Gre (1,0) — F(u) -nxa] € Q, V(u,0) € O
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Afin d’étudier la stabilité non linéaire du schéma, on considere également qu’il existe un flux
numérique d’entropie {k;, conservatif au sens des Hypotheses 5-(ii). Une hypothese essentielle
sur les flux numériques est d’imposer qu’ils vérifient des inégalités d’entropie par interface
[Bouoga], c’est a-dire que, pour tout A > A* > 0, pour tout couple (u,v) € 0?

Zke(u,0) = &(u) - ngp < —A(n(u— %[GKL(”/U) — f(u)-ngr]) —n(w)). (135)

Le schéma volumes finis considéré est alors défini par

n+l _ . n
S Km(K) 4 mlok)Gra (wh uf) =0, VK ET,n>0, (136)
LEN(K)
avec la donnée initiale .
0
= KeT.
Uy () /Kuo(x)dx, VKeT

Sous les Hypotheses 5, et si le pas de temps est contraint par la condition CFL

2

= Ph/ (137)
alors la solution discrete u; : R x Ry — R™, définie comme uy(x,t) = ult, pour (x,t) €
K X [ty, ty+1), est bornée a valeurs dans Q) et satisfait des inégalités d’entropie locales

W — p(un

A7 + Y &x(uguf) <0, VKeT,vn=>0.

LEN (K)

Nous estimons ’erreur commise entre la solution forte u du probleme de Cauchy (129) et la
solution approchée 1), en établissant le controle de # (u|u). Puisque 1), est une solution approchée,
elle ne satisfait pas exactement la formulation faible ni la formulation faible entropique. Des
termes d’erreur, liés a la dissipation numérique, apparaissent dans ces formulations. Nous les
décrivons en terme de mesures de Radon, étendant au cadre systéme le formalisme utilisé dans
[CH99, CHCo1] dans le cas scalaire.
La démonstration repose sur une hypothese de stabilité plus restrictive que (137). On suppose
qu'il existe ¢ € (0,1) tel que

AFAL

o < (1- g)gﬁ. (138)
Proposition 5.10 (Estimation BV faible, [8]). Supposons les Hypotheses 5 sur le schéma numérique et
la condition CFL restrictive (138) satisfaites. Alors il existe une constante C, indépendante de h, telle que

Nr

C
At Y Y. lokel IGre(uk, ul) — f(uk) - nxe| < —. (139)
0  KeTnB(0,r) LeEN (K) \/E

n=

Cela signifie que la semi-norme BV du flux numérique est contrdlée et n’explose pas trop vite. De
ce résultat, on déduit successivement, une propriété de dissipation d’entropie par interfaces, puis
des estimations BV faible sur le flux d’entropie numérique et par suite sur u, et 1 (uy,).

Ces estimations permettent de construire des mesures de Radon qui contrdlent les erreurs
numériques dans les formulations faibles (131) et (132) discretes. Il est alors possible d’établir une
inégalité d’entropie relative discréte qui nous ameéne au résultat suivant.
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Théoréme 5.11 ([8]). Soit une solution forte de (129) et soit uy, la solution approchée définie par le schéma
(136). Sous les Hypothéses 5 et la condition CFL restrictive (138), il existe une constante C > 0 ne
dépendant que de T, v, ), a, A*, ug, Gkr, 4 et f, mais pas de h, telle que

T
/ / lu — up,|?dx dt < CV/h.
0 JBOr+s(T-1)

Schéma pour le transport d’énergie

Le modele de transport d’énergie, dérivé du modele de Boltzmann par une méthode aux moments
[Jiino1], décrit le flux d’électrons dans un semi-conducteur, soumis a des effets diffusifs, électriques
et thermiques. Un axe de recherche de I’ANR MoHyCon? concerne 1'approximation par un
schéma volumes finis a deux points d'un modele de transport d’énergie constitué des équations
de conservation de la densité d’électrons p; et de I'énergie interne p,, couplées a une équation de
Poisson décrivant le potentiel électrique V. Ces quantités sont fonctions des variables entropiques
u = (ug,up),ottu; = /T et up = —1/T avec y est le potentiel chimique et T la température. Le
probleme est posé sur un ouvert borné de R? (d > 1) décrivant la géométrie du semi-conducteur.
Pour un temps Tyax > 0 donné, le modele de transport d’énergie s’écrit sur QO X (0, Tax)

d
dro1(u) + Y 9eJ1(u, V) =0,
a=1

d
dr0a(w) + 3 Aufa(u, V) = VV - J1(u, V) + W(w), (140)
a=1

— A2AV = C(x) — p1(u),
avec A? la longueur de Debye, J; et ], désignant les densités de courant d’énergie et d’électron

Ji(w, V) = —L11(u)(Vug + u3VV) — L1p(u)Vuy,

J2(w, V) = =Ly (u)(Vuy +uaVV) — Loy (u) Vuy, (141)

ott L(u) = (Ljj(u))1<;,<2 est une matrice symétrique uniformément définie positive. Le modele
est complété de conditions aux bords de type Dirichlet et/ou Neumann selon le dispositif). Les
principaux résultats sur le modele (140)-(141) sont établis dans [DGJ9y, Jiino1] : existence d’une
solution, régularité, comportement en temps long et unicité des états d’équilibre.
Les résultats sont établis sous les hypotheses suivantes.
Hypotheses 6. La densité p € W' (IR?; R?)
(i) est monotone de sorte qu’il existe cy > O tel que
2
(p(w) =p(v)) - (w—v) = colu—v[5,
pour u,v € R?,
(ii) dérive d’un potentiel x € C'(IR%;R) strictement convexe tel que p(u) = Vyx(u).

La démonstration de I'existence d’une solution a (140)-(141) repose d’abord sur la reformulation
du systéme en variables dites entropiques, qui permettent de symétriser le systeme. Le second
ingrédient des démonstrations est 1’entropie S du systéme, fonction du temps ¢, définie par

2
5 = [ et (w=u®) = (1) = x(uP)] dx = Sl [V -VP)Pdx, (2

2. I’ANR MoHyCon (ANR-17-CE40-0027-01), portée par Marianne Bessemoulin-Chatard jusqu’en 2022, concerne le
développement et I’analyse de méthodes numériques pour des modéles multi-échelles de semiconducteurs.



https://www.math.sciences.univ-nantes.fr/MoHyCon/content/welcome
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oit uP et VP sont les conditions aux bords de type Dirichlet. Par convexité de x, et sous réserve
que u? < 0, I’entropie est une fonction convexe et positive pour tout temps.

On peut montrer la décroissance en temps de 1’entropie en utilisant le systéme symétrisé associé
a (140)-(141). De la dissipation d’entropie sont déduites des estimations a priori sur le potentiel V
et les quantités u et entropiques w qui permettent, a terme, d’établir I'existence d’au moins une
solution a (140)-(141).

Plusieurs travaux présentent schémas numériques pour les modeles de transport d’énergie
[DJPoo, HJPog4, CHos], mais 1’analyse de convergence n’y est pas traitée. Le travail [5], étendu
dans [4], propose le développement et 'analyse d'un schéma volumes finis a deux points,
implicite, pour le modele (140)-(141). Afin d’en faire I'analyse, on souhaite adapter au niveau
discret les étapes de démonstrations faites dans [DGJ97]. Nous construisons un schéma dont la
structure s’appuie sur la symétrisation du systéme (140)-(141) et qui permet d’établir la dissipation
d’entropie discrete.

Une premiere difficulté réside dans 1’approximation du terme d’effet Joule VV - J;, qui doit
faciliter les calculs (intégration par partie discréte notamment) tout en étant consistante. La
reformulation proposée dans [CCC19]

d d
VV-hi=Y 0(Vh) -V Y ouf1,
a=1 a=1

permet d’écrire le schéma suivant pour n > 0et K€ 7T :

orkt — ot
o€k
pn+1 _ pn
m(K) 2528+ Y Fifl = m(K)Wgttr
At vegx (143)
+ Y VIR R - Y Fi
ce€y cefk
— A2 Y 1Dy V" = m(K)(Ck — i),
celx ’

Pt = pi(ugth), i=1,2et Wgt = W(ul™) pour tout K € 7.
Les flux numériques sont

n+1 __ n n+1 n+1 n+1 n n+1
]:1,1<,a =T (Ln,a(DK,aul + 1y, DioeV ) + L2 Dx,ou2 ) ,

(144)
n+1 __ n n+1 n—+1 n+1 n n—+1
Foke = —To (L12,(7(DK,Uu1 1y, DioeV ) + L3¢ Dk,ou2 ) ,

ol la matrice Ly = (L} ;)1<ij<n est définie par

uVl _I_un
L} =1L (K2K‘7> pour tout K € 7,0 € &k.

Comme dans le cas continu, un changement de variables permet de symétriser le systeme. On
1 1 1 1 A n __ n n n __ n n Afini
introduit les inconnues discretes wi = (wf , w5 ;) et by = (bf , b5 ) définies par
n o __ .n n n n o _ .n
Wik =g HipxVk, Wrk =k,

(145)
bT,K = P?,K/ bg,K = P;K - p;l,KVI?'

59



ENTROPIE EN ANALYSE NUM]:JRIQUE

On obtient ainsi le schéma volumes finis a deux points implicite suivant

bn+l n
i) BE 0 gt o
ek
bn+1 b Vn+l Vn
m(K) 252 4 Y Gyl = m(KYWE ! — m(K) K=K, (146)
o€k

-A7 Y TVDK,UV”“ = m(K)(Cx — b ),

celk

otl les flux numériques sont donnés par
n+l _ rn+l
Gike =Fike VKeT,Voe,

(147)
gg},la = ]:;,?(_%7 Vn+1f{l?<_}7'/ VK € T,Vo € &,

et WQH = Wﬁ“ = W(w?(“).
Proposition 5.12 (Equivalence des schémas, [5, 4]). Considérons le schéma (143)-(144) pour lequel on
définit les termes (V') ce 450 et (ugjgl)gegl n>0 par I'une des approximations suivantes :

— Cas centré. Pour tout o € £ et n > 0, on pose :

n+1 n+1 n+1 n+1
Uy + U Ve +V
n+1 2,K 2,K,o0 et Vn+1 _ 'K K,o . (148)

e =T T 2

— Cas décentré. Pour tout o € € et n > 0, on pose :

1 .
a1 {u?} o S Dk V"1 >0,

u et VI = min(VH, vt (149)
¥ gl siDgeV <0, V™ Vee) *

Alors dans les deux cas, le schéma (143)-(144) est équivalent au schéma (146)-(147) deés lors que

1 —V;H)

D; = (PEHTIL P gyec P! = (0 :

En exploitant 1’équivalence des schémas, nous démontrons la décroissance de 1’entropie discrete.
Celle-ci est définie, pour (uy = (uf g, ung)T, V) keT n>0 la solution du schéma (143)-(144), avec
(148) ou (149), par

— Y (K)o -~ ) — ctu) — xuR)] = uf ¥ (Do (VE = VP)R. (150)
KeT oe&
Proposition 5.13 (Inégalité d’entropie discrete, [5, 4]). Supposons satisfaites les hypothéses (6).
Supposons de plus que
W(u)(up —ub) <0, et ud <o.

Soit (uf = (uf g, ug,K)T, Vi) keT n>0 une solution du schéma (143)-(144), avec (148) ou (149). L'entropie
discrete satisfait I'inégalité suivante pour tout n > 0,

Sn+1 —_gn T 1
A < L el Drow" ) D; Dyt
ce€ (151)
+ Y m(x)wit! wg}gl —wpk) <0,
KeT

N T
ou DK,UWn-H = (DK,awl , Dk an+1) .



5.2 TECHNIQUES D’ENTROPIE POUR L’ANALYSE NUMI::RIQUE DE SCHEMAS VOLUMES FINIS

Il s’en suit que l'entropie S" est bornée pour tout n > 0 par sa valeur initiale S°. De sorte que la
dissipation est controlée par

N
Y. ¥ w(Dioew™ ™) D Dy w1 < S°.
n=0c€ef

On en déduit des estimations L2 discretes sur w. Des estimations similaires sont démontrées dans
[Lis20] pour une extension DDFV du schéma.

Remarque 5.3. D’autres estimations a priori sur la solution peuvent étre déterminées. En utilisant un
argument de degré topologique et ces estimations, nous démontrons I'existence d’une solution au schéma
[4]. Il nous reste a exhiber des résultats de compacité pour en déduire a terme la convergence du schéma.

&b

On présente en Figure 14 les profils de température —1/u; et de potentiel électrostatique V
pour une diode ballistique. Les résultats sont obtenus par le schéma primal. Les tests réalisés en
dimension 1 montrent qu’il n'y a pas d’avantages a utiliser le schéma dual plutét que primal,
puisque celui-ci nécessite plus d’itérations de la méthode de Newton.
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FIGURE 14 — Profils de la température —1/u, et de potentiel électrostatique V pour une diode ballistique,
obtenus par le schéma primal.
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METHODES NUMERIQUES POUR DES PROBLEMES A INTERFACE

Ce dernier chapitre regroupe des méthodes numériques développées pour gérer des interfaces.
A l'occasion d’une collaboration avec Sabrina Carpy, du Laboratoire de Planétologie et Géo-
dynamique et les membres du projet Exprodil, nous nous sommes intéressées a la simulation
numérique de fronts de fusion liquide-glace. La méthode numérique volumes finis que 'on
propose dans [9, 10] est de type Lagrange-projection. L'étape lagrangienne repose sur un schéma
équilibre, pour lequel on construit des flux numériques non conservatifs en accord avec I'équilibre
thermodynamique complexe a l'interface liquide-glace. On privilégie une projection aléatoire qui
a fait ses preuves dans un contexte compressible [1].

Les interfaces étudiées en Section 6.2 sont purement numériques. Il s’agit d’interface de couplage
entre deux modeles hyperboliques, issus d’'une méme hiérarchie de systemes de relaxation,
comme ceux vus au Chapitre 2. De telles interfaces de couplage ont été étudiées par les membres
du LRC Manon [ACC" 08, ACC"o5, ACC*oy]. Elles sont supposées fixes, en espace et en temps,
découpant le domaine de calcul en zones ot I'un ou I’autre modele de la hiérarchie est résolu.
Les travaux [21, 20, 7] étendent ces méthodes a des interfaces de couplage évoluant en temps et
en espace. Nous proposons une décomposition automatique du domaine de calcul, basé sur la
dérivation d’un estimateur discret, qui assure un compromis entre complexité de résolution et
précision.

6.1 SUIVI D'INTERFACE LIQUIDE-SOLIDE PAR UNE METHODE DE PROJECTION ALEATOIRE

Ganymede est un satellite de glace de Jupiter qui admet une hydrosphére. L’hydrosphére est
composée d'un océan d’eau liquide, séparée du noyau de Ganymede par une couche de glace
haute pression et de la surface par une couche de glace terrestre. Les avis divergent quant aux
positions de ces interfaces et a I'impact de la composition de 'océan sur leur déplacements
[SCK " 10]. Cette question de la fusion/solidification d’un matériau binaire s’avere étre au coeur
de la physique des alliages [VMCo4, Volo8, WSA84, AWSS85], dont on s’est inspirées dans les
travaux [9, 10].

Probléme de Stefan et équilibre liquidus—solidus

On considere 'alliage binaire d"un solvant A et d"un soluté B de concentration c. On suppose le
probléeme unidimensionnel, de sorte que le domaine () = [0, +oo[ est décomposé en une zone
liquide O (t) := {(t,x)|t > 0, s(t) < x} et une zone solide Q(t) := {(t,x)|t > 0, x < s(t)},
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séparées par une interface s(¢) évoluant en temps. Le modele consiste en des équations de diffusion
sur la température T(t, x) et la concentration c(t, x). Elles sont déduites de la conservation de
I'énergie et de la loi de Fourier d"une part et de la conservation de la masse et de la loi de Fick
d’autre part :

pat(cp,ka) — ax(Kkaka) =0,

(152)
Btck — ax(Dkaka) =0,

pour (t,x) € ((t), les coefficients c,, s, Ki et Dy étant supposés constants.
La position de l'interface s(t) est donnée par la condition de Stefan qui définit la vitesse de
déplacement de l'interface de maniere proportionnelle au saut du flux de chaleur a l'interface

pLs(t) = Ks0xT(t,s(t)”) — KjoxT(t,s(t) "), (153)

ot L est la chaleur latente de solidification. La notation s(t)~ correspond a la limite & gauche
x — s(t) avec x < s(t) (i.e. dans la phase solide) et s(t)" est la limite a droite x — s(t) avec
x > s(t) (i.e. dans la phase liquide). Le saut de concentration a l'interface se déduit de la loi de
conservation par une relation de type Rankine-Hugoniot :

s(8)(c(t,s(t)) —c(t,s(t) 7)) = Dsdxc(t,s(t) ™) — Dyoxc(t, s(t)™). (154)

La fusion d’un matériau binaire est décrit par un diagramme de phase liquidus-solidus, illustré
en Figure 15. Lorsque 1'on considere un alliage binaire, entre un solvant A et un soluté B de
concentration ¢, la température a l'interface T, (c) dépend de la concentration, qui est discontinue
a l'interface. Le diagramme illustre dans quelle phase, liquide (I) ou solide (s), doit étre le mélange

liquidus f;(c)

T p==d--=mmmmmnn

isolidus fs(c)

FIGURE 15 — Diagramme de phase dans le plan (¢, T) d’un mélange binaire de deux composants A et B.
La courbe solidus fs(c) représente la température de fusion de la phase solide, la courbe
liquidus fj(c) représente la température de solidification de la phase liquide en fonction de
la concentration c. Ces courbes délimitent les zones solide et liquide. A la température T, la
concentration est discontinue au front de fusion.

des composants A et B, selon la concentration c et la température T(c). La courbe supérieure,
dite courbe liquidus, correspond a la température de solidification du liquide en fonction de la
concentration ¢ et est donnée par f; : ¢ € [0,1] — T € [Ty, Tg]. La courbe du bas, dite solidus, est
définie par f; : ¢ € [0,1] — T € [Ty, Tg| et représente la température de fusion de la phase solide
en fonction de la concentration. On émet les hypothéses suivantes.



6.1 SUIVI D'INTERFACE LIQUIDE-SOLIDE PAR UNE METHODE DE PROJECTION ALEATOIRE

Hypotheses 7. Les fonctions fy : ¢ € [0,1] — T € [Ty, Tgl, k = 1,5, sont telles que
(@) fs(0) = fi(0) = Taet fs(1) = fi(1) = Tp,
(ii) fs et f; sont des fonctions strictement croissantes ou décroissantes de la concentration,

(iii) il n’existe pas de concentration ¢ €]0, 1] telle que f5(¢) = f;(¢), i.e. on se limite aux mélanges non
eutectiques.

Ala température Ty < T, < T4 le courbe liquidus (resp. courbe solidus) intersecte la droite
T = Ty, au point ¢; (resp. cs). Le diagramme liquidus—solidus permet de fermer le systeme (152)-
(154) par une contrainte de continuité de la température et de discontinuité de la concentration a
I'interface :

T(t,s(t) = Tu(t) = fs(c(t,s(t)7)) = file(t;s(t)7)). (155)
Meéthode de projection avec échantillonnage aléatoire

D’ordinaire les méthodes privilégiées pour simuler le probleme (152)-(155) sont des méthodes
de type Level Set [CMOSg7, BDF12b, TGP15], qui préservent la raideur de I'interface. Il existe
aussi de nombreuses références sur des approches a interfaces diffuses, dites enthalpiques
[Vol87, Volo8]. En tirant partie du caractere unidimensionnel du probléme, on peut simplifier le
modeles (152)-(155) sous la forme suivante

091(pT) = 9x(KOxT) = = (L + pTn(eps — 1) ) $()0(x — (1)),
0ic — dx(Dayc) =0,

(156)

avec (cp, K, D) = (cps,Ks, Ds)No<ysry + (1, Ki, Di) 15 (1) Les contraintes a l'interface sont
maintenant modélisées par un terme source ponctuel, la notation Jy(.) désignant une masse de
Dirac, de sorte que le terme source dans (156) est singulier et uniquement actif a l'interface s(t).
Le calcul des relations de Rankine-Hugoniot pour (156) a l'interface s(t) permet de retrouver les
contraintes de Stefan (153), de saut de concentration (154) et d’équilibre liquidus—solidus (155).
Le traitement des contraintes d’interface par des relations de saut, au niveau continu, se retrouvent
dans diverses références dont [Visog] et [AWSS85]. Du point de vue numérique, le traitement d’un
terme source ponctuel est étudié dans [ALTS10] et méne a la construction d"un schéma équilibre.
Dans [9, 10], la méthode est couplée a un algorithme de suivi d’interface par une approche
lagrangienne avec projection aléatoire [1].

L’algorithme général est le suivant.

1. Initialisation. Soient I’approximation constante par maille de la température (T );cz et de la
concentration (c}');cz au temps t". L'interface est positionnée sur une interface du maillage
s" = xm4q1/9 et se déplace a vitesse v".

2. Etape Lagrangienne.

a) Loin de l'interface s*. On calcule les températures Ti”H et concentrations E?H, Vi #
I",I" + 1, avec des schémas conservatifs usuels.

b) De part et d’autres de 'interface s". Les flux numériques doivent tenir compte du terme
source ponctuel et du déplacement de l'interface. Dans le cas de la concentration, le
flux numérique doit étre consistant avec le flux lagrangien a l'interface —Ddxc — vc
et satisfaire la contrainte liquidus—solidus (155). Un exemple de flux numérique de
concentration est

C'rl

1—E
Ax/2

0P (x1/2 +vAL/2), (157)

8colcy,c1) = =Dy
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ol ¢ est la racine de la fonction

H(c) = (D, — ;(Ax +oAb) + f7 o fi(c)(Ds + g(Ax — vAt))
(158)
— Dy — v*At/2) — cB(Ds — v*At/2),

— c—c
tP(x) =cli +-—2
€ (x ) CO + A X / 2 ( -
c(t,s(t)™) et la fonction H est construite de sorte que la contrainte liquidus-solidus

(155) est satisfaite a l'interface.

x — xp). La quantité T est une approximation de la concentration

Proposition 6.1 ([10]). Soient (c?);cz telles que 0 < ¢ < 1, Vi € N. Supposons les Hypotheéses
7 sur le diagramme liquidus—solidus satisfaites. Sous la condition de stabilité

(159)

D., D Ax?
At < min (2max( ) X ) ,

02 " 3min(Dy, Ds)
il existe une unique concentration ¢ € [0,1] solution de H(x) = 0 et le schéma volumes finis,
utilisant le flux (157)-(158) a l'interface, garantit 0 < CN:'ZH <1,VieZ.

3. Etape de projection aléatoire.

a) On construit une suite pseudo aléatoire y" € (0, Ax) de van der Corput [Colyg, Col82,
HJj14].

b) On projette I'interface s"t1 gelon le signe de y" 4 v At. Par exemple, si v" > 0, alors
+1 n+1 _ (st antl
(T[ri? /Crlln ) = (TF/, ,C}ln )
Fn+1 an+1 .
(1, et oty ) (L TR ent) sty < oAt
Ay e ERg LE | (In/Tﬁillle?j_&l) sinon.

c) La vitesse v"*! de I'interface est mise a jour en accord avec le saut de concentration

o= (D e~ p.&—Cm /(@ —c") (160)
"Ax/2 STAx/2 =

ou ¢" est une approximation de ¢(t,s(t) ) déduite du diagramme liquidus—solidus.

On présente en Figure 16 la comparaison entre une solution exacte de (152)-(155) et les profils
de température et de concentration. On observe que le saut de concentration est parfaitement
préservé tandis que la continuité de la température est garantie. La température a l'interface
satisfait I’équilibre liquidus—solidus (linéaire dans ce cas), voir Figure 17. Le caractére aléatoire de
la projection est visible en Figure 17-haut, dans le profil de la position de l'interface en temps.

Remarque 6.1. En nous basant sur [H]11], nous avons étendu la méthode a la dimension deux dans [10].
11 est cependant connu que le modele (152) n’est pas bien posé en dimension supérieure [Visog]. Pour palier
le probleme, il est nécessaire d’ajouter des termes croisés (effet Soret et Dufour) au modele. Il s’avere que
I'analyse proposée dans [Viso9] repose sur une description diffuse de l'interface. Il faut donc envisager de
développer une nouvelle méthode numérique pour ce type d’interface, tenant compte de la thermodynamique

du probleme a interface diffuse, respectant I'équilibre liquidus—solidus illustré en Figure 15.

6.2 COUPLAGE ET ADAPTATION DE MODELES HYPERBOLIQUES

Les interfaces étudiées dans ce chapitre sont purement numériques. Il s’agit d’interfaces de
couplage entre deux modeles hyperboliques, issus d’'une méme hiérarchie de relaxation, comme
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FIGURE 16 — Comparaison de la méthode de projection aléatoire (RCM) avec une solution exacte du probleme
(152)-(155) pour un équilibre liquidus—solidus linéaire : profils de concentration (haut) et de
température (bas) en espace.
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FIGURE 17 — Comparaison de la méthode de projection aléatoire (RCM) avec une solution exacte du probleme
(152)-(155) pour un équilibre liquidus-solidus linéaire : position de l'interface en temps (haut),
concentrations c et ¢ et correspondance avec le diagramme liquidus—solidus (bas).
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ceux vus en Partie 1. L'adaptation de modeles, présentée dans ce paragraphe, a pour but de
réduire la complexité du calcul CFD en résolvant autant que possible le modele le moins précis de
la hiérarchie, tout en conservant la précision du modele le plus fin de la hiérarchie. Il s’agit donc
de déterminer un indicateur de position de ces interfaces de couplage, en espace et en temps, de
sorte a minimiser l’erreur due au couplage.

On résume par la suite I'algorithme d’adaptation dynamique que nous avons développé dans
[21, 20] et énongons ses principales propriétés. Nous avons réalisé 1’analyse numérique de la
méthode dans [7], ot 'on étudie I'algorithme d’adaptation entre une loi de conservation non
linéaire et une équation différentielle ordinaire. On peut dans ce cas exhiber un estimateur
optimal.

Systeme de lois de conservation et relaxation hyperbolique

On se place dans le cadre de [CLL94] en considérant le un systéeme hyperbolique de relaxation

d
o+ Y 9uff(u,0) =0,
=l (161)
d 1
010 + Z dufs(u,v) = Xr(u,v),
a=1

ott le vecteur (u,0)(t,x) : R x R? = ), ot O € RF x R" ¥ est le domaine convexe des états
admissibles. Le systeme (161) désigne par la suite le modéle fin. On introduit une application
continue ve,(u), caractérisant la variété d’équilibre, telle que (1, vey(1)) = 0, pour tout état u
admissible et ’on suppose que l'application v — r(u,v) est un C'-difféomorphisme sur le
voisinage de v.,(u). Lorsque A est petit, les solutions de (161) sont proches de I'équilibre, de sorte
que 'on s’amene a considérer le modele

d
oiu + Z daf1 (U, Veq(u)) =0, (162)

a=1

désigné comme modele grossier.
On peut exhiber un premier indicateur en considérant les solutions réguliéres du modele fin et
en y injectant le développement de Chapman-Enskog

0 = eq(u) + Avy + O(A?).

Lorsque A tend vers 0, on retrouve formellement le modéle grossier a 1équilibre (162). Ainsi le
correcteur du premier ordre v; est un indicateur de 'erreur entre une solution du modeéle fin et
solution du modeéle grossier.

Le développement de Chapman-Enskog n’étant valide que pour des solutions régulieres et dans
un voisinage de la variété d’équilibre, la quantité || Av; || ne mesure que la régularité locale de la
solution. De plus il faut pouvoir détecter les solutions constantes en espace. Il est alors nécessaire
de considérer la distance a la variété d’équilibre ||v — ve,(u)||, qui mesure, en quelque sorte, la
régularité en temps. L'indicateur qui nous intéresse est donc & = max(Al[v1 ||, [0 — veq(u)|]), et
dépend du temps et de I'espace.

Schémas numériques et indicateur discret

L’idée consiste & exhiber un indicateur en réalisant un développement de Chapman-Enskog au
niveau discret, en l'injectant dans le schéma volumes finis pour le modele fin (161). On considere
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une méthode a pas fractionnaire. Supposons connue une approximation Zy = (uf, vk ), pour tout
K € T, au temps t". Entre le temps #" et un temps intermédiaire "1~ la partie convective est
approchée par

B At
MZ+1, j— u}(l — W Z m((TKL)Fl (Z}é/ ZZ/ nKL)/
MR LeN (k)
1 N (163)
v[l’é"r i v[’é — m Z m(U'KL)FZ(Z[ré/ Zgr nKL)/
MR) Len(x)

ot les flux numériques F; et F, sont consistants avec les flux f; et f, du modele fin (161). Cette
approximation est ensuite utilisée comme donnée initiale pour résoudre le terme source par un

schéma d’Euler implicite :
n+l _  nt+l,—

o (164)
_ At 164
Z)§+l _ ZJ%+1’ + Tr(u[n(+lrvz+l)-

Le schéma du modele grossier (162) se dérive du schéma (163)-(164). La premiere étape est
identique. La seconde se résume a projeter v sur 1'équilibre. Le schéma résultant s’écrit

At
M;"rl = 1,[In<— M Z m(U'KL)Fl(Z[@/Z?rnKL)r
LEN(K) (165)
017?1 — Ueq(u%+l)~
Un développement de Chapman-Enskog discret injecté dans le schéma numérique (163)-(164)
permet d’obtenir le correcteur d’ordre 1 discret.

Proposition 6.2 (Chapman-Enskog discret, [21, 20]). Soit le schéma numérique (163)-(164) . Alors,
aux termes d’ordre \? prés, on a

o = g () A0 (166)
ol 1
Vor(u™, oo (w)) )
i = ( m(oke) [F2(Pr(Zg), Pr(Z]), nk)
LK m(K) s AP L (167)

+Voeg (i) T Fy (Pr(Z), Pr(Z]), nxr)],

oit I'opérateur Pr est défini Pr : (u,v)! — (u,veq(u))" et it satisfait

Vveq(ﬁ)t(u’“rl —u") = veq(u”+1) — Veg (™).

n+1

Le terme U1 K

est une approximation d’ordre 1 de vy au temps t"+1 dans la maille K.

On complete l'indicateur par la distance a la variété d’équilibre au temps t", de sorte a définir
l'indicateur 8}2“ au temps "1 par

£ = max(A 72, 12k — veg () ). (168)

Algorithme d’adaptation de modeles

L’adaptation de modéles est opérée a chaque itération t". On suppose connue une décomposition
du domaine de calcul : le domaine D¢(t") x (¢", t"*1) réfere aux zones o1 le modele fin (161) est
résolu, D(t") x (#*,#"+1) aux zones du modele grossier (162).

Soit Z} une solution connue dans la maille K au temps #". Soit § un seuil d’erreur donné.
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A) Pour toute maille K € T, calculer I'indicateur £ I’EH donné par (168).

B) Pour une maille K € T, si [|EFT| > 6] alors K € Dy (t"); sinon K € Dc(t").
C) A cette étape, Dy(t") UD(t") = D.
Pour toute cellule K € T :
- Si [K € Dy(t") et pour toute maille L € N (K), L € Dg(t")], alors ZIZH est déterminé par
le schéma (163)-(164).
- Si [K € De(t") et pour tout L € N'(K), L € Dc(t")], alors Zi™! par le schéma numérique
(165).

- Sinon, calculer ZI’}H par une condition de couplage.

Différentes stratégies de couplage ont été étudiées [Caeo6, ACCTo7]. Soit K une maille du
domaine fin D¢ (") et L sa voisine dans le domaine grossier D¢(#"). Alors a I'aréte ek, le choix
retenu est d’imposer (u},veq(u})) comme condition de Dirichlet au modele fin et u} comme
condition de Dirichlet au modéle grossier. Cela revient a imposer au sens faible la continuité de u
et v = vy(u) au travers de l'interface, voir [GRog, GLTRo5].

Cette méthode adaptative satisfait certaines propriétés.

Proposition 6.3 ([20]). (i) La méthode d’adaptation (A-B—C) est conservative par rapport a u.

(ii) Si la condition initiale (1o, vo) est un état constant a I'équilibre, alors pour toute maille K € T et
n > 0, la méthode adaptative préserve cette solution constante.

On peut également démontrer plus de propriétés sur la méthode d’adaptation continue en espace.
Notamment si le schéma (163)-(164) est entropique au sens de [HLvL83b], alors la méthode
d’adaptation (A-B-C) est entropique au sens ol

Y oz < Y n(zg), (169)

KeTy, KeT,

ot 17(Z) est I'entropie associée au modele fin (161).

Les Figures 18 a 21 présentent une illustration de la méthode appliquée a des modeles de
transition de phase liquide-vapeur. Le modéle grossier que 1’on considere correspond au modéle
homogene a 1’équilibre (31), présenté au Chapitre 2, fermé par la loi de pression pour un mélange
immiscible de gaz parfaits [[HSo6]. Le modele fin correspond a un modele de relaxation semblable
au modele (34). La pression est relaxée en introduisant un déséquilibre chimique, décrit par la
fraction de masse ¢. Comme on a pu le voir dans la Proposition 2.4 du Chapitre 2, I’entropie
du systeme homogene a I'équilibre n’est pas strictement convexe et le terme source s’annule a
saturation. L'application v — r(u, v) n’est pas inversible et le développement de Chapman-Enskog
ne donne pas un systéme dissipatif dans tout le domaine. Ces modeles ne satisfont donc pas les
hypotheses requises. La méthode d’adaptation fournit cependant des résultats concluant comme
on peut 'observer.

Le cas test correspond a une interaction de faible intensité entre une bulle de vapeur dans un
milieu liquide et un choc planaire. Le choc impacte la bulle, rebondit puis impacte encore une fois
la bulle. Les Figures 18 et 19 représentent la fraction de masse. Chaque graphique présente les
solutions obtenues par le modéle fin, le modéle grossier et le modele adapté pour deux valeurs du
seuil. Le modéle grossier fournit une solution trés différente du modele fin : il ne détecte pas la
bulle qui disparait apres la seconde interaction. Les résultats du modele adapté avec § = 10~2 sont
comparables a ceux du modele fin. En Figure 20 est présentée la décomposition entre domaine fin
et domaine grossier. Pour § = 1072, le domaine fin est restreint a la bulle, tandis que pour 6 = 1,
seules quatre mailles, situées au centre de la bulle initiale, sont traitées avec le modele fin. La
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Modele fin (161) Modele grossier (162)

Adaptation avec § = 1072 Adaptation avec § = 1
FIGURE 18 — Fraction de masse ¢ aprés la premiére interaction

convergence de la méthode d’adaptation par rapport a la solution du modéle fin est étudiée en
Figure 21. On trace la différence entre la fraction de masse obtenue avec le modele adapté et celle
obtenue par le modele fin. Cette différence tend vers zéro quand 6 — 0. L'erreur entre modele fin
et modele grossier majore 1’erreur du modele d’adaptation.

Remarque 6.2. Comme nous l'avons vu en Remarque 5.2 du Chapitre 5, les techniques utilisées pour
coupler deux systemes hyperboliques d'une méme hérarchie ne s’adaptent pas telles quelles a I'asymptotique
diffusive [23]. Nous envisageons d’adapter ce type de méthodes de décomposition de domaine a des modéles
de semi-conducteurs. Dans la veine de [FR15], nous envisageons de développer un algorithme d’adaptation

de modeles pour coupler I'équation de Boltzmann et I'équation de transport d’énergie [Jiino1]. S
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Modele grossier (162)

Adaptation avec § = 102 Adaptation avec § =1

FIGURE 19 — Fraction de masse ¢ apres la deuxiéme interaction

Adaptation avec § = 102 Adaptation avec § =1

son0e -1 o001 7 soe—01

Adaptation avec § = 1072 Adaptation avec § = 1

FIGURE 20 — Partition du domaine de calcul entre domaine grossier (rouge) et domaine fin (bleu) apres la
premiére interaction (haut) et aprés la seconde interaction (bas)
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FIGURE 21 — Erreur en norme L! entre le modele fin et le modele adapté en fonction du seuil 6
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