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Introduction

We study Legendrians with boundary, properly embedded in a contact manifold (V¢)
with sutured convex boundary, as well as some examples. Following ideas from Lagran-
gian Floer theory, and extending results from [CGHHI11], we define the cylindrical and
wrapped sutured Legendrian homologies of a Legendrian whose boundary is in the suture
I' of the convex boundary 0V'. For this construction, our main contribution is a maxi-
mum principle for pseudo-holomorphic curves with boundary, in the symplectisation of a
non-compact contact manifold (similar results appeared in [CGHH11] for curves without
boundary, and in [AS10][GPS19] in the Hamiltonian framework). Moreover, after linea-
risation those homologies fit into an exact sequence which conjecturally generalises the
exact triangle from [Ekh11].

We also show that the unit conormal construction, applied to a submanifold N properly
embedded in a manifold M with boundary, such that 9N C 9M, is a typical instance of
this situation. Hence our Legendrian homology yields a (presumably) powerful invariant
of topological submanifolds with boundary. The main illustration involves braids in a
thickened surface : by an explicit computation of the previous exact sequence, we prove
that the conormals of two local pure 2-braids are isotopic (as Legendrians with fixed
boundary) if and only if the braids are equivalent.

In the second part, we apply the conormal construction to a hyperbolic knot K C S? (of
finite volume), and study the sutured contact manifold (V, &, T") obtained by taking the
complement of a standard neighbourhood of the unit conormal Ay C (ST*S3, &) of the
knot. We show that the Legendrian contact homology of a fiber Ay in the sutured contact
manifold (V,&,T"), with its product structure, is a complete invariant of the knot (up to
mirror). It can be understood as a sutured version of a result from [ENS17] : for any knot,
the Legendrian homology of Ag U A in the unit cotangent bundle (ST*S3, &), with its

product structure, is a complete knot invariant.
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Introduction

Contact invariants

A contact structure on a manifold V' of dimension 2n + 1 is a hyperplane field £ locally
given by the kernel of the standard form
A = dz — Zyidaji,
=1
see figure 1 for an illustration.

FIGURE 1: The standard contact structure in R?

Such a structure is usually cooriented, and can then be described as the kernel of a global
contact 1-form A, satisfying A A (dA\™) > 0. A plain example is the contactisation of
a Liouville manifold (W, 3), where W is a 2n-manifold and 3 is a 1-form satisfying
(dB)*>0:

(R, x W, dt + B3)

is then a contact manifold. A main topic in contact geometry is to construct invariants
of the pair (V) using those contact forms, providing computable ways to distinguish

contact structures up to isotopy.

Morse homology

We start with a brief presentation of Morse theory, as the ideas used in contact geometry
are similar (see [MSW69] and [Mat02] for details). Let M be a closed manifold, and
f + M — R a Morse function, meaning that all critical points are non-degenerate.

Picking a metric allows us to define the gradient field of the function, whose negative flow
will be denoted ¢°. Given two critical points p, and p_ of f, the moduli space of gradient

14



Introduction

trajectories going from p, to p_ is defined by
M<p+7p*; f7 g) = {IL’ € ‘/7 (bt(x) tgo pi}/R7

where we quotient by the action of ¢, t € R. For a generic metric, this space is a manifold
of dimension |p,| — [p_| — 1, where |p. | are the indices of the critical points.

The Morse complex C' (M, f, g) is the Zy-module formally generated by the critical points
of f, and where the differential counts rigid gradient trajectories :

Opr= > #Mpw.p-if.9)p-.
[p—1=Ip+|-1

This expression defines indeed a differential because 9* counts the number of boundary
components of a one-dimensional moduli space, and thus vanishes, see figure 2 for a

simple illustration.

M(a,b)

FIGURE 2: A one-dimensional moduli space of gradient trajectories.

The Morse homology of M relative to f is the module
ker 0
Imd’
graded by indices of the critical points, and is isomorphic to the singular homology of

H(M,f,g) =

the manifold. In particular it doesn’t depend on the choice of f and g, which warrants the
term of invariant (it actually only depends on M up to homeomorphism).

We note that there also exists a version of Morse homology for manifolds with boun-
dary, see [LaulO], in which the critical points of the boundary are added to the complex.

Furthermore this construction recovers the exact triangle involving the relative homology
S mom) — m(M) — H(M,90m) 2

15



Introduction

Contact homology

For a closed manifold V', endowed with a contact structure &£, we can define an invariant
by using a contact form to define some sort of "Morse functional". This point of view
was first implemented by Floer [Flo88] in the context of symplectic geometry, studying
even-dimensional manifolds endowed with a non-degenerate 2-form, then by Chekanov
[Che97] for contact geometry (see also [EGHO00]). The key point is to replace gradient
trajectories by holomorphic curves, introduced by Gromov, and to show that it still defines
a differential.

We give here a short description of this construction, the parallel with Morse homology

being summarized in the following table :

Morse homology Contact homology
Object Manifold Contact manifold
Choices Morse function Contact form
Metric Almost complex structure
Generators Critical points Reeb orbits
Differential | Gradient trajectories | Pseudo-holomorphic curves
Invariance Homeomorphism Contactomorphism

We first choose a contact form A, whose associated Reeb vector field R is defined by
tr,dX = 0 and A(R)) = 1. This vector field is transverse to the contact hyperplanes, and
for the standard contact form it is 0,.

Then the periodic orbits of 12, can be seen as the critical points of the action functionnal

Ay iy €C¥(S, V) / A
and we denote by C'C(V, \) the algebra generated by those periodic Reeb orbits, which
are countable for a generic contact form.
The counterpart of the metric used to define gradient trajectories will be an almost com-
plex structure JJ on R x V satisfying some compatibility conditions with A, and the diffe-

rential will count J-holomorphic curves in R x W with prescribed asymptotics : for Reeb
orbits 7o, 71, ---, V& the relevant moduli space is

Moy Vi J) = {U = (a,0) : (S2\ {20,y 26}, 4) = (Rx V,J) |

dUOj—JOdUUJ—>%,CLH+OO a— ooforz>0}.
z—20 2—2;
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The results from [BEHWZ03] and [CMO05], which rely on the compactness of V', show

that Gromov compactness is verified in this setting. Hence the formula
o= > #MOo; vV Iy

extended by the Leibniz rule, defines a differential : the squared differential counts broken
holomorphic curves, and, similarly to Morse homology, those curves form the boundary
of a 1-dimensional manifold, see figure 3. The homology is thus a unital algebra, which
only depends on & up to isotopy : if (A, Ji);c[o,1) is a path of contact forms and adapted
complex structures, we get a quasi-isomorphism

CO(‘/, )\0, J()) — OC(‘/, /\17 Jl)

by counting holomorphic curves in a Liouville cobordism.

b C+
D D
i
Mlegiey)
@ L J

FIGURE 3: A one-dimensional moduli space of broken curves.

We can also define a relative version of contact homology using a Legendrian A C (V/ &),
n-dimensional properly embedded submanifold such that T'A C £. The relevant algebra is
generated by the Reeb trajectories joining two points of the Legendrian, and the differen-
tial counts pseudo-holomorphic curves with boundary in R x A C R x V. The homology
is now an invariant of the Legendrian up to (Legendrian) isotopy.

Remark 1. Unlike Morse trajectories, moduli spaces of pseudo-holomorphic curves are
not manifolds, but polyfolds, which yields some analytical issues. Details have been wor-
ked out for the contact homology of a closed manifold in [Par19] (using sheaf technics, see

also [Par16]), and for the Legendrian contact homology in contactisations, see [EES07].
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Conormal construction

A natural occurrence of contact manifolds originates from the topological world : given a
closed manifold M, its unit cotangent bundle

ST*M ={(z,a)|lr € Mo € (T; M \ 0)/Rj},
where R acts by dilation, comes with a canonical contact structure

oy = {(v, ), a(v) = 0},
and any properly embedded submanifold N C M yields a Legendrian by taking its co-
normal
STNM = {(z,a)|x € N,ayrn = 0}.

Moreover any metric on M defines a contact form on S7* M, and the Reeb trajectories
project to geodesics of this metric.

Extensive work has been done on the relations between topological invariants of a mani-
fold and contact invariants of its unit bundle. To cite a few, the Legendrian homology of
the conormal of a knot in S® was computed in [EENS13], and it was proven by [CELN17]
that its O-degree part is isomorphic to the cord algebra of the knot, a topological invariant
defined combinatorially in [Ng05a] (the parts of higher degrees can be interpreted via to-
pological string theory, see [Ekh13]). Furthermore, using this description, it is shown in
[ENS17] that the contact homology of the conormal of a knot and a point, with its natural
product structure, is a complete invariant of the knot. The underlying philosophy here is
that the contact invariants of a conormal recover most of the geometric information of the

initial manifold.

Contact manifolds with convex boundary

Up until now all manifolds considered were either closed, or the contactisation of a Liou-
ville domain. As established in [CGHH11], we can also define the contact homology of a

contact manifolds with convex boundary.

Convex hypersurfaces

A hypersurface ¥ C (V,£ = ker \) is said &-convex if there exists a vector field X
preserving the contact structure, and transverse to >. This notion was first introduced by

Giroux in [Gir91], in which genericity is proven in dimension 3, while C°-genericity has

18



Introduction

been proven in higher dimension by [HH19].

As a consequence of that definition, the dividing set
F={zreX X(x) €&}
is a codimension two contact submanifold, separating the hypersurface in two regions
Y\I'=R,UR_, where Ry = {z € ¥, £\, (X) > 0}.

Moreover one can construct a contact form whose Reeb vector field is positively trans-
verse to R, and negatively transverse to 2_, making each region a Liouville domain, see
figure 4.

R_ I R,

Rl (v.6) T

FIGURE 4: Reeb vector field of a contact form adapted to the convex boundary.

Examples of contact manifold with convex boundary are :

« A standard ball B*"*! C (R, x Rif‘y, ker \y). The radial vector field preserves the

contact structure, the dividing set is the standard sphere
[={z= Oazx? +yl =1} = 5" C (B, —xidy;),

and R. are both symplectomorphic to a standard Liouville ball (B**, — 3" x;dy;).

« A standard neighbourhood of a Legendrian A, contactomorphic to
{t* +> " p? <1} C (Ry x T* Ay, dt — pdq).
Taking X = t0, + p0O,, the dividing set is the unit tangent bundle of A
I'={t=0, Zp? =1} ~ (ST*A, ker —pdq),

and R are both symplectomorphic to the disk cotangent bundle of A.
« Half of a contact open book decomposition (see section 3.3 for details). The divi-
ding set is then the binding of the open book, and R are both a page.
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Sutured contact manifold

Starting from a contact manifold with convex boundary, the authors of [CGHH11] make
use of the previous decomposition of the boundary to control holomorphic curves, leading
to a well-defined contact homology. The first step is to remove a neighbourhood of the
dividing set to obtain a sutured contact manifold. That kind of boundary was first used
by [Gab83] in a topological settings, then by [CHOS5] in the 3-dimensional contact case.
Roughly speaking, it is a manifold contactomorphic near its boundary to (a neighbou-
rhood of the boundary of) the finite contactisation ([—1,1]; x W, dt + 3), where (W, (3)
is a Liouville domain.

More precisely, using the procedure from [CGHHI11] we get a manifold with corners,

whose boundary splits into
R, U([-1,1]; x"Y)UR_,

where corners are exactly the gluing loci. The constructed contact form A is such that its
Reeb vector field is positively (resp. negatively) transverse to R4 (resp. R_), and on a
neighbourhood (—¢, 0], x [—1, 1]; x T of the remaining boundary, it is given by

A=dt +e"Ar

where Ar is a contact form on I
This manifold is completed into a non-compact contact manifold (V*, \*) by gluing the
products ([1,00); X Ry, dt + Ajrg, ) and ((—oo, —1]; x R_,dt + A\jrp_) along Ry, and
(R; x Rf x I',dt + e"A\jpr) along R, x T, see figure 5 for an illustration. For example
the completion of ([—1, 1] x W, dt + () is the contactisation of the completion of (W, 3).
Choosing an adapted contact form on those glued regions, the Reeb vector field is directed
by 0;, hence all periodic orbits are in the original manifold. Moreover, for an ajusted
almost complex structure, the pseudo-holomorphic curves are bounded and thus verify
Gromov compactness, so counting those curves provides a differential.
The authors of [CGHH11] obtain that way an invariant of contact manifolds with convex
boundary, depending only on £ up to a path of contact structures keeping the boundary
convex. Moreover, an inclusion V' C (V’,€), where V' has convex boundary, induces an
application

COV,&v) — COV', ).

In addition, they also get a Legendrian invariant by considering the contact homology of

the complement of a standard neighbourhood of the Legendrian.
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Thesis results

We now present the results obtained, as well as the structure of this manuscript.

Sutured Legendrian homology

From a contact manifold (V, £), with convex boundary, containing a compact Legendrian
A, with boundary in the dividing set, we extend the results from [CGHH11] to define two
kind of sutured Legendrian homologies. Those invariants generalize the usual Lagrangian
Floer homologies (see [Flo88], [AS10] and [FOOO09] for details) : a Lagrangian L in
a Liouville domain (W, /) lifts to a Legendrian Ay in ([—1,1] x W,C.dt + ) for C
big enough, and it was proven in [DR16] that (positive) Lagrangian Floer homology in
(W, B) is isomorphic to Legendrian contact homology of the lifts. We will define the
Legendrian homology for Legendrians A C (V£ = ker \) which are contactomorphic to
some A, C ([—1,1] x W, C.dt + () near the boundary.
As previously, from a contact manifold with convex boundary we construct a sutured
contact manifold, now containing a Legendrian such that 9A C {0} x I'. We complete
the sutured manifold as before and, following the ideas coming from Lagrangian Floer
homology, we can complete the Legendrian in different ways :

« Cylindrical completion : we extend the Legendrian cylindrically by gluing a product

to get a non-compact Legendrian
A" =AU ({0} x BT x 9A).

« Wrapped completion : choosing a splitting of the boundary into OA = 0yALIO, A, we
complete 01 A cylindrically as previously, and we extend JyA using a Hamiltonian
quadratic in 7 : in the completion, this is a Legendrian lift of the Lagrangian Rt x
doA C (RT x T',e"Ar) pushed by the induced Hamiltonian diffeomorphism. We
now have Reeb chords outside the original manifold, corresponding to chords in I

going from Oy A to 01 A, see figure 5.

Theorem 1. For any completion, the pseudo-holomorphic curves in the symplectisation
of (V*, X*), with boundary in R x A* and fixed asymptotics, stay in a compact set. Hence

Gromov’s compactness result holds.

This result, based on Stokes’ theorem and similar to [AS10, Lemma 7.2] in the Floer
framework, allows us to define the Legendrian homology of a Legendrian submanifold
with boundary in the dividing set of a contact manifold with convex boundary.
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FIGURE 5: Completion of a Legendrian

Remark 2. We prove no new result regarding the problem of transversality of moduli
spaces. Thus for the general case, we would need the theory of polyfolds, still under

development, or a variant of the sheaf technics from [Par16] for curves with boundary.

Modulo transversality issues being solved, those constructions provide several invariants :
« with the first kind of completion we obtain the cylindrical sutured Legendrian ho-
mology, depending on (V, £, T, A);
« with the second one we get the wrapped sutured Legendrian homology, depending
on (V; £, T, A), and the splitting of OA ;

Moreover they are invariants in the following sense :

Theorem 2. The cylindrical Legendrian homology LH (A, V') is invariant along a Legen-
drian path such that OA C T remains an embedded Legendrian.

The wrapped Legendrian homology WLH (A, Oy\, 01\, V) is invariant along a Legen-
drian path, where 0, \ stays in {t = 0} and Oy can be in {t = —¢}, with e > 0.

Furthermore for a wrapped completion, the curves positively asymptotic to an interior
chord stay inside the original sutured manifold, thus for a Legendrian completion which
is hypertight !, the strip Legendrian complexes LC(A, V) € WLC(A, dy\, 0,A, V) are
well-defined (where the differential only counts holomorphic strips), which induces an
exact sequence

— LH(A, V) — WLH(A, 80A, 01\, V) — LH™(A, 9N, A, T) (1)

We conjecture that this triangle extends the results from [Ekh11] : firstly a sutured ma-

nifold should define an augmentation £ on the Legendrian algebra of its boundary (for

1. Here it means that all Reeb orbits are non-contractible, and all Reeb chords are non-contractible
(through paths with endpoints in the Legendrian).
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the contactisation of a Liouville domain, it follows from [DR16]), and there should be an
isomorphism
LH* (A, 8\, 0\A,T) ~ LH.(oA, 1A, T).

Indeed, by taking Hamiltonians of 7 stretching the boundary and slowing down at infinity,
the curves contributing to the differential of the quotient should correspond to curves in
the symplectisation of A C (', Ar), positively asymptotic to a chord going from dyA to
01 A\, and with negative asymptotics anchored by curves counted by the augmentation, see
[BOO9b] for a similar statement reagarding curves without boundary.

Moreover, isotopic sutured Legendrians (with fixed boundary during the isotopy) should
define equivalent augmentations, and this triangle should be invariant under such an iso-

topy, see section 3.2.3 for a more precise statement.

Remark 3. By taking several perturbed copies of the Legendrians, and wrapping each end
properly, we should be able to extend the A.-operations (for "admissible” Legendrians)
from Floer theory to the sutured setting. Actually, most of the constructions from the La-
grangian framework should broaden to the sutured situation : stopped Lagrangian homo-
logy [Syl19], Viterbo functoriality [Vit99], Rabinowitz-Floer homology [CF09], and more
generally various flavours of Floer homology satisfying the Eilenberg-Steenrod axioms
[CO18].

Conormal constructions

We now expose the examples, coming from the conormal construction, examined to illus-
trate those contact invariants. This procedure is a rich source of contact manifolds with

convex boudary :

Proposition 1. If M is a manifold with boundary, then its unit cotangent bundle ST* M
has convex boundary, and its dividing set is the unit bundle of the boundary. Moreover,
for any compact submanifold N C M with boundary in OM, intersecting transversely
the boundary, its conormal is Legendrian, of boundary STy (OM).

Proof :
Indeed, if X is a vector field on M, of flow ¢', the flow of the vector field lifted to ST™* M,
denoted X = (X, 0), is

gZ;t (x,a) € ST*M — (¢(x), pux).
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We claim that X preserve the contact structure : for a € (T*M \ 0)/R*,

T

A9 (€)= {d@ @' (v, w),0 € T,M,w € To((T; M\ 0)/RY), a(v) = 0}
= {(v', %) € Tgi(a) pt0) (ST"M), 0 (d") 7' (v) = 0}
= {(v', %) € Tt(a),pta) (ST M), ¢p.a(v') = 0}

Zﬁwmmm=€wmw
If X is transverse to 9M, then X is transverse to the boundary of ST M, and the resulting
dividing set is
Iy ={(z,a),r € OM,a € (Ty M\ 0)/R’,a(X) =0} ~ ST*(OM).
Moreover, the boundary of the conormal ST\ M C (ST*M, &) is
{(@,a) € OM x (T; M \ 0)/R%, aypy = 0} >~ STy (OM).

Indeed for x € OM, a linear form on 7}, M, vanishing on 7}, N, is equivalent to a linear
form on 7, (OM ), vanishing on 7,,(ON). O

Furthermore, if X is a vector field on M transverse to the boundary and tangent to NV,
the boundary A is in the dividing set associated to X . To summarize the relevant subma-

nifolds, we have :
V =8ST"M oV = D*(OM) LFJ D*(0M) ['=ST*(0OM)
A= STyM ON = ST;N0M.

Lastly, to construct a sutured contact manifold, we can take a contact form coming from

a metric on M, such that on a neighbourhood of OM,

N(OM) ~ (g,0], x OM

9= f(u)(du® + go)
where gy is a metric on M and f is a well-chosen increasing function. However it will
usually be more convenient to change directly the contact form.
Once again the philosophy will be that the contact invariants of a conormal recover most
(maybe all, if one is optimistic) of the geometric data. The next examples are to compare
to the result from [ENS17], which we briefly recall : let X C S be a knot, and pick a
point z € S3. Then the linearized Legendrian homology of ST} .53 U ST?*S3, with its pro-
duct structure, determines the knot (up to mirror). Indeed, they show that this Legendrian

invariant recover the group 7 (S® \ K), with its peripheric subgroup, which is known to
be a complete knot invariant [Wal68] [GL89].
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Hyperbolic knot :  For this first example the Legendrian has no boundary. If K C M3 is
a hyperbolic knot with finite volume, its conormal is Legendrian in V' = (ST*M, —p.dq),
and admits a standard neighbourhood N with convex boundary. Let A, be a fiber in V\N,
and V the sutured contact manifold obtained from V/ \N. Then,if M = S 3 the linearized

Legendrian homology LH (A, V'), with its product structure, is a complete invariant of
the knot :

Theorem 3. LH(A,, \7) is a free Zy-module with one generator c, by element v €
m (M\ K, z). Moreover the product between chords recovers the group law : in homology,

p(cy, Cy) = Cyyr, hence (LH(A,, V'), p) is isomorphic to the ring Zm (M \ K, z)\ 1]. In

particular if M = S3, it is a complete invariant of the knot, up to mirror.

The idea is as follows : let 1/ be the sutured manifold constructed from ST*(M \ N (K)),
unit bundle of the complement of a neighbourhood of K. We construct a contact form

such that V' can be obtained from Vj, by gluing two circular "hyperbolic" handles
(H,\) = (S} x D2 x D;, (1+ex-y)dt — ydr)

along thickened toriin R . A theorem from [CGHH11] states that removing those handles
doesn’t change the Legendrian homology, essentially by stretching the gluing loci. After
an isotopy we get a contact form on V[, coming from a cut-off of the hyperbolic metric on
M \ K, perturbed near the boundary to get a sutured manifold. By a colimit stretching
the manifold to the unit bundle of M \ K, we can actually compute the homology using
the contact form coming from the hyperbolic metric. Reeb trajectories being geodesics,
we have one chord by element of the fundamental group, and the differential vanishes
for action reasons. Moreover, using the Morse flow trees introduced by Ekholm [Ekh07],
we show that for any pair of chords there is exactly one pseudo-holomorphic triangle

positively asymptotic to those chords.

2-braids : The second considered example is the conormal of a braid with two strands
in a surface S : we show that the exact triangle 1 is an invariant which distinguishes local
pure braids. Let A, C V = ST*(I x S) be the conormal of the braid making k twists in
asmall disk D, C S.

Theorem 4. If A, and Ay are isotopic as Legendrians with fixed boundaries, then k = K/

In that specific case, we first show that the exact triangle 1 is indeed invariant under
exact Lagrangian cobordism with cylindrical vertical boundary. We then determines this
triangle by restricting to a neighbourhood of I x ST*S C V, and by lifting the braid
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to R?. After completion, the situation boils down to Legendrians in J'(S! x R), and A,

becomes the union of the 0-section and the 1-jet of a function
hy i (a,0) € R x S' — f(a)cos(f + 2mni(a)) — g(a),

where f presents a minimum at 0, f — g presents two maximums at £1, and 7, is an
monotone function evaluating to 0 is v < 0 and & if u > 1. We conclude by using this
description to explicitely compute the exact sequences via Morse trajectories : if C'is the
Z|H,(SY)] — Z[H,(S")]-bimodule generated by the elements of 71 (.5), the exact triangle
associated to Ay is

—c -5 — e o] I‘Ei;f c -
with 6,z = pFzu~", where p is a generator of H,(S').

Remark 4. The map J;, can be seen as induced on LH(U,S U U,S,US) by an exact
Lagrangian cobordism in the symplectisation of US, obtained by lifting the braid to a
loop of Legendrians (in U S).

Conjecture 1. [f there exists an exact Lagrangian cobordism (with cylindrical vertical

boundary) between the conormals of two 2-braids in a surface, the braids are equivalent.

Note that to deal with commutators of local and global braids, one should use coefficients
in Hy(V, A).

Others results

We prove some others small results partially related to the previous ones, but which should
be expanded upon.

Firstly, adapting the work from [CGH10] to higher dimension, we define in section 3.3
the (non-Legendrian) contact homology of a contact manifold with circular boundary
S x T, foliated by a I'-family of Reeb orbits directed by the factor S*. Those manifolds
are typically obtained by removing a neighbourhood A' C (V&) of the binding of an
open book decomposition, and in that case the homologies of V' et V' \ N should be
related similarly to the result from [CGH10].

We also observe that the (non-Legendrian) sutured contact homology of the complement
of a standard neighbourhood of the 0-section N'(05,) C J'(M) is the contact homology
of the unit cotangent bundle of the basis :

CC(JH M)\ N(0r), ker \) >~ CO(ST*M, &).
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Finally, we define in section 4.6 the cord algebra of a link L (with boundary) and a surface
S in a topological manifold M with boundary, extending the construction from [Ng05b]
(see also [CELN17]). The key additional ingredient is fixing a basepoint z in each connec-
ted component of S U 9M. Roughly, the cord algebra of (M, S, L) is generated by some
homological variables and by homotopy classes of paths

([0,1],{0,1}) — (M \ L, LU z),

which we quotient by the usual skein relations, as well as the relations ¢ ® ¢ ~ ¢ - ¢ if
the path ¢ (resp. ¢’) ends (resp. begins) at a point z, where ¢ - ¢’ denotes the concatenation.
We then prove a gluing theorem, stating that the cord algebra of (M; U My, OM;, L1 U L)
can be seen as a pushout in the category of algebras.

Organisation

In the first chapter, we recall some classical definitions, and extend some constructions
from [CGHHI11] to the Legendrian framework : we present the construction of a sutured
manifold when a Legendrian submanifold is involved, and how to complete it.

The next chapter is dedicated to holomorphic curves : after standard definitions, we prove
that, for an ajusted almost complex structure, Gromov’s compactness still hold for the
completion of a Legendrian in a sutured contact manifold, once again extending the results
from [CGHH11].

In the third chapter we define the cylindrical and wrapped sutured Legendrian homology,
and prove their invariance using the same approach than [CGHH11]. We also define the
(non-Legendrian) contact homology of a manifold with circular boundary, extending the
contruction of [CGH10] to higher dimensions.

Finally, in the last chapter we cover the two examples arising from the conormal construc-
tions discussed above, as well as the case of the complement of the zero section of a 1-jet
space. We also define the cord algebra for manifolds with boundary, and prove the gluing

theorem.
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Hypersurfaces convexes et variétés

suturées

1.1 Définitions

On rappelle quelques définitions de géométrie symplectique et de contact qui s’avereront

utiles par la suite. Sauf mention contraire, tous les objets mentionnés seront lisses.

Notation 1.1.1. Si X est un sous-ensemble de Y, A/(X) désignera un voisinage arbitrai-

rement petit de X, non nécessairement ouvert.

1.1.1 Variétés symplectiques et de contact

Une variété symplectique (W, w) est une variété 2" de dimension paire, orientée, munie
d’une 2-forme fermée w telle que w™ > 0. Autrement dit w doit étre non-dégénérée : pour
toutv € T, W, (t,w), # 0.

Une variété de contact (V, £) est une variété de dimension impaire V27+1 orientée, munie
d’une structure de contact £ : il s’agit d’un champ d’hyperplans coorientés maximalement
non-intégrable, c’est-a-dire qu’il existe une 1-forme A\ vérifiant ker A = £ et satisfaisant la
condition de contact A A dA” > 0. Une telle forme sera dite de contact. Notons que si Ay
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Chapitre 1 — Hypersurfaces convexes et variétés suturées

est une forme de contact pour £, une autre forme A est de contact pour £ si et seulement si
A= flg,ou f:V — R"

Son champ de Reeb R, est le champ de vecteurs défini par ig, d\ = 0 et A\(R)) = 1 (la
premiere égalité donne une droite transverse a £ = ker \). Notons que si f\ est une autre
forme de contact définissant £, les champs de Reeb de A et f ) sont reliés par la formule
le (fRx + (dfie)") (1.1)

ol - est le vecteur v € € tel que @ = 1,d\ .

Rf)\ =

Démonstration. En effet si on écrit R\ = ¢R) + Z, 00 Z € &, on obtient :

1 =fXRs\) =f¢ etdoncop=1/f
0 :LRf/\d<f>‘) = L¢>R>\+Z(df AN+ fdN)
= ¢df (Ry). A — ¢.df +df (Z)\+ frzdA.

En évaluant la seconde relation en R cela donne 0 = df (Z), et sur £ on obtient 1z (d\) e =

;‘f—é[g, ce qui détermine un unique Z € £ (et cela implique 0 = df (2)). [

Remarque 1.1.2. Une forme symplectique ainsi qu’une forme de contact déterminent
I’orientation de la variété. En particulier elles orientent le bord par la convention de la

normale : si v est un vecteur sortant, une base du bord By est directe si et seulement si
(v, By) est directe.

Exemples 1.1.3. Voici quelques exemples standards de variété de contact.

« Si (V, A\) est de contact, sa symplectisation est la variété Symp(V) = (R x V,w =
d(e®))). Notons qu’aprés le changement de coordonnées § = e®, Symp(V) ~
(R% x V,d(5))). On définit aussi Symp, = {s > 0} = {5 > 1} et Symp_ =
{s<0}={5<1}.

« Si (W, w = df) est une variété symplectique exacte, Cont(W) = (R, x W, A = dt+
[3) est une variété de contact appelée la contactisation de (W, d[3). Similairement,
la S'-contactisation de T est la variété Contg1 (W) = (Sj x W, dO + j3).

« Une surface orientée est une variété symplectique (toute forme d’aire est une forme
symplectique).

o (R X\ = dz — x;dy;) est de contact, et Ry, = 0..

e (JUM) =R, x T*M,\ = dz — p - dq) est de contact, et Ry = ..

« ST*M munie de {0 = {(v,w) € T(qa)ST*M,a(v) = 0} est de contact. Si
on fixe une métrique g sur M, elle induit un contactomorphisme entre U*M et

(UgM, Ay), ot (Ag)(gp) (v, w) = g(p,v) (en particulier tous les U, M sont contacto-
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morphes). Le champ de Reeb associé est R, ,) = (p,w), ol w est déterminé par la

métrique, et son flot releve le flot géodésique associé.

Proposition 1.1.4 (Théoréme de Gray). Soit (&;):c(0,1) une famille de structures de contact
sur V. Alors & et & sont contactomorphes. Plus précisément, il existe un champ de vec-
teurs (dépendant du temps) X, tel que (¢ )*(&) = &o.

Démonstration. On reprend ici la démonstration de [Gei08], qui utilise 1’astuce de Mo-
ser : soit \; une famille de 1-formes telles que & = ker A;. On cherche un champ de vec-
teurs dépendant du temps X, tel que son "flot" ¢, vérifie ¢; A\, = Ao avec p, : V' — R
En dérivant par rapport a ¢, on obtient ¢; (O;\; + Lx, \) = O¢pir-Ao-

En posant v; = (¢; 1)*(0; log pu;), on a Oy ;. Ao = %qﬁf)\t = ¢ (i),

Autrement dit, le vecteur X doit vérifier O\ + Lx, A+ = 14 \;. On le prend dans &, et
donc Lx, \¢ = tx,d\; ce qui simplifie encore I’équation : O\ + tx,d\s = ).

En évaluant en R,, on obtient O, \;(R),) = 1;. Cette relation permet de définir v, et
implique R), € ker(v;A + 0, \;). Léquation tx,d)e, = (i Ai — OpA\r) ¢, définit alors un
unique vecteur X car d\;¢, est non dégénérée. [

Remarque 1.1.5. Le champ X, est nul uniquement la ou &; est constant, et ne dépend que
de &;.

Une legendrienne est une sous-variété A" C (V"1 ) de dimension n et satisfaisant
TA C & (autrement di si A est une forme de contact pour &, A\jrp = 0). Une lagrangienne
est une sous-variété L™ C (WW?",w) de dimension n et telle que wyrz, = 0.

Proposition 1.1.6 (Voisinages standards). Soit p € (V,€). Il existe un voisinage de p et
des coordonnées (z, x;,y;) sur ce voisinage tels que § = ker(dz — x;dy;).

Soit A C (V,&) une legendrienne. Alors un voisinage de A est contactomorphe a un
voisinage de 0y = A x {0} C (JY(A), &y).

Soit L C (W,w) une lagrangienne. Alors un voisinage de L est symplectomorphe a un

voisinage de O, = L x {0} C (T*M, wy).
Proposition 1.1.7 (Moser legendrien, [Gei06], Thm 2.41). Soit Ay C (V,&;) une famille

de legendriennes. Alors il existe une famille de difféomorphismes ¢, telle que

Gr& = o et o7 (Ay) = Ao (ie ¢r(No) = Ay).

1.1.2 Champs de contact

Définition 1.1.8. Soit (V&) une variété de contact. Un champ de vecteurs X est de

contact si il vérifie une des conditions suivantes équivalentes :
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1. Le flot de X préserve &, ie (¢%)*¢ = &.
2. Pour toute 1-forme A\ de noyau { ona Lx A = fA, ou f € C*(V,R).
3. Tl existe une 1-forme A de noyau ¢ telle que LxA = fA, ou f € C*(V,R).

Démonstration. 1 = 3 : on fixe une forme de contact pour £. Par définition on a
ker(¢)"A = (6)°¢
et donc
(P%)"A = @)
ou ¢, € C(V,R*) est telle que ¢y = 1. D’ol

to\k) _ _
Loh = lim X A=A (mwt 1) A= fA
t—0 t t

t—0

avec f = 1151_{%%7_1.
3=2:s0itp € C°(V,R*) on calcule Lx(dN) = (Lx )N+ ¢LxA = (LxP+ [N
2 = 1 : par définition (¢’ )*¢ = ker (¢ )*A. On a alors

A=A = [ 063N s = [ (030 Lxhds = [ (63" 7.ds) A
U

Lemme 1.1.9. Soit (V, £) une variété de contact (coorientée). Il existe une bijection entre
les champs de contact et les fonctions C*(V,R). Si on fixe une forme de contact adaptée

la bijection est donnée par

e COO(R> — X(p = ()OR)\ + (d(prf)lc”‘.

Démonstration. On décompose le vecteuren X = pR) + Z ou Z € £. Ce champ est de
contact si et seulement si LxA = fA ou f € C*®(V,R). Or la formule de Cartan nous

donne
ﬁx)\ = dLX/\ + Lxd)\ = d(p + Lz(d/\)

En restreignant ces formes a R et a & on obtient f = dp(Ry) et 0 = dyj¢ +tzd\, et donc
f et Z sont uniquement déterminés par p € C>°(V,R). O

Remarque 1.1.10. 1. Si X est de contact, pour toute fonction f : V — R le champ
fX est aussi de contact.
2. Si ¢ est une C''-perturbation de ¢, alors X est C°-proche de X,,.
3. X, estun champ de Reeb (coorienté) si et seulement si ¢ > 0.
4. On peut interpoler "en temps" (si X et Y sont des champs de contact, (1 — )X +
tY est de contact) et "en espace" sur des fermés disjoints (si X et Y sont deux
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champs de contact sur les fermés en question, on peut interpoler entre les fonctions
correspondantes).

5. Si € n’est pas coorientée (en particulier si V' n’est pas orientable), un champ de
contact correspond a une section du fibré en droites 7'V/€.

1.1.3 Domaines de Liouville

Une variété (ou domaine) de Liouville (W, ) est une variété munie d’une 1-forme telle
que :

« W est une variété compacte, a bord;

« (W, dp) est symplectique;

« le champ de Liouville Y défini par 1y d = [3 est positivement transverse au bord.
Un cobordisme de Liouville (W, ) est une variété munie d’une 1-forme telle que

« (W,dp) est symplectique.

« Le bord de W se décompose en OW = 0, W L1 J_W tel que le champ de Liouville

est positivement (resp. négativement) transverse a 0, W (resp. 0_W).

On dira alors que W est un cobordisme de Liouville de (0. W, 815, w ) vers (0-W, Bio_w ).
En particulier un domaine de Liouville est un cobordisme de (OW, Ba1) vers I’ensemble

vide.

Proposition 1.1.11. Le champ de Liouville dilate la forme symplectique : Lyw = w.
Plus généralement si (W,w) est symplectique il existe une bijection entre {Y, Lyw = w}
et {3,dp = w}, donnée parY — Lyw.
Démonstration. Ly = 3, car 5(Y) =dF(Y,Y) =0, et donc
Lyw=diyw + tydw = df = w.

O
Proposition 1.1.12. Soit (W, ) un cobordisme de Liouville. Alors le bord (0. W, B, w )
est de contact, et il existe un voisinage N (04 W) ~ (—¢,0], x OWtel que

Y = (’“),,, 5 = erﬁraw et aW = {O} x W.

Autrement dit, un voisinage du bord positif est symplectomorphe a (un voisinage du bord
de) la symplectisation négative de 0, W . Similairement, un voisinage bord négatif est

symplectomorphe a la symplectisation positive du bord négatif.

La complétion d’une variété de Liouville (W, 3), dénotée (W, (3), est obtenue en recollant

la symplectisation positive du bord via les coordonnées précédentes : W =wu ([0, 00),. x
OW, €" Brow ).
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Exemples 1.1.13. « Si (V, ) est de contact, sa symplectisation est un cobordisme de
Liouville. Plus généralement, on verra dans la section suivante qu’un chemin de
formes de contact permet de construire un cobordisme de Liouville.

« (D*", —x;dy;) est de Liouville.

« (D*M, —p-dq) est un domaine de Liouville. Son champ de Liouville est p.J,, et sa
complétion 7™ M.

+ Une surface a bord est de Liouville.

Définition 1.1.14. Soit L. C (W, 3) une lagrangienne immergée dans un cobordisme de
Liouville. Elle est exacte si elle vérifie une des conditions équivalentes suivantes :
+ Birr est une 1-forme exacte.

« L se releve en une legendrienne dans la contactisation de W.

Démonstration. Si frr, = df,onpose A, = {(—f(x),x),x € L} C RyxW.Oncalcule
alorsavec ¢ : L — Wetiy = (—f,¢): L - R x V (on adonc ¢*3 = df)

WA = (95 + B)(—dfd, + do) = —df + 6" = 0.

Inversement si A C R x V' est une legendrienne, on a ¢ = 7y o ¢ et donc

P =y =70 = ¢t (A — dt) = =" (dt) = —d(t o ).

1.1.4 D’une isotopie legendrienne a un cobordisme exact

Soit (A¢)eo,1] un chemin de forme de contact sur une variété V. Il existe alors un cobor-
disme de Liouville allant de (V, C'\y) vers (V, \g), pour C' € R assez grand. Pour cela on
choisit un fonction ¢ : Ry — [0, 1] croissante, nulle pour s << 0 et valant 1 pour s >> 0.
Alors si sa dérivé 1)’ est assez petite, la variété

<W7 6) = (Rs X V7 es)w)(s))
est un domaine de Liouville. En effet,

dpg = €S(d)\¢(5) +ds A )\¢(5) + 'Lﬁ/(s)dS VAN 8S>\w(5))

et la condition de symplecticité est ouverte.
Plus généralement si Ay C (V,\s),s € [0, 1] est un chemin de legendriennes, on peut

construire un cobordisme lagrangien exact :

Lemme 1.1.15. 1l existe un cobordisme de Liouville (W, ), ainsi qu’une lagrangienne
exacte L C (W, 3), allant de Ag C (V,C\g) vers Aoy C (V, X\o), pour C assez grand.
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Remarque 1.1.16. Cette lagrangienne étant cylindrique a I’infini, une primitive de 31,

est localement constante hors d’un compact.

Démonstration. Contrairement au cas des formes de contact, le graphe d’une isotopie le-
gendrienne ne définit pas une lagrangienne. On présente ici la construction de [Chal0].
Notons cependant qu’il existe d’autres constructions similaires, par exemple dans [CCDR19]
(basé sur des techniques de [EG98]) et [EkhOS].

Remarquons qu’une isotopie de (V, \) se reléve en un symplectomorphisme hamiltonien
dans la symplectisation (R x V,d(e*)\)) ([ChalO, Prop 2.2]). En effet, une telle isotopie
est le flot d’un champ de contact a parametre X, associé a une fonction f,, : V — R

vérifiant
Lxud/\ = —(dfu)m

Le champ de vecteurs

A

Xy = Xy + ay()0s,
ou a,(z) = —df,(R), est alors hamiltonien :
L, W = 1 Xue® (ds A X+ d))

= e"(auA — AM(Xu)s — (dfu)e)

= —e’(=df, — fuds) = —d(e’ f,).
Le champ a parametre X, est donc associé a I’hamiltonien H,, = e fu
Si maintenant A; C (V, \;),¢ € [0, 7] est un chemin de legendriennes, il existe d’aprées
le lemme de Moser une isotopie ' : V' — V telle que (¢')*\; = psAo. Quitte a ralentir
I’isotopie,

(VVv 6) = ([07 T}s X ‘/7 es,us)\O)

est un cobordisme de Liouville !, et
Lo = [O, T] X AO

est une lagrangienne exacte.

De plus le chemin de legendriennes
(©")"(As) € (V. Ker Ao)

peut étre obtenu comme flot d’'un champ de contact a parametre, correspondant aux fonc-
tions f, : V — R,u € [0, T].

1. Notons que I’on retrouve la forme de Liouville e*\; en composant par ¢ : (s, z) — (s, ¢*(z)).
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On choisit maintenant un hamiltonien (dépendant du temps)
H,:[0,T]xV = Ruel0,T]

tel que :

« Hy(s,x) =0sis<e;

« Hy(s,z) =efu(x)sis >T —¢,
et I’on dénote son flot (sur 1) par ¢)*. Alors, par construction,

L =" (Lo)

coincide avec R x Agen s < ¢, etavec R x (¢7)*Ar en s > T — . Le bord positif de ce

cobordisme est donc
* T
((@")*Ar, V e pro) = (A, V,e" Ar).

De plus L est une lagrangienne exacte, car ¢’ est un difféomorphisme hamiltonien (voir
par exemple [MS17, §9.4]).
O

Notons que d’apres [MS17, Prop 9.3.1], une primitive de j*/ est la fonction
1
F:(s,z) € Lo / (0,H, + H,) o j.du.
0

Remarque 1.1.17. On pourrait aussi changer la forme de Liouville, comme dans [EkhOS,
Appendix A] : si A; C (V,\) est un chemin de legendriennes, induit par le flot de X,

associé a fs : V' — R, alors le graphe de ce chemin
L=A{(s,x),r e A;} CR; xV
est une lagrangienne exacte pour la forme de Liouville
B =e(A—df)

ol f:(s,z) € RxV — fy(z) (1a encore il faut ralentir I’isotopie pour que cette forme

soit de Liouville). On a cette fois

Birr = d(e’f).

1.1.5 Variétés de Stein et de Weinstein

Une variété de Weinstein (W, 3, f) est un domaine de Liouville muni d’une fonction de
Morse f telle que :
« le champ de Liouville Y est un pseudo-gradient de f :

Va ¢ Crit(f), df»(Z(z)) > 0
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« le bord de W est un niveau régulier de f.
Notons que f peut étre étendue a la complétion W sans rajouter de point critique (en
choisissant f(r, z) telle que f(0, %) = f(OW) et 0, f > 0).
Le squelette de la variété Core(W) = tgocb?(W) est alors ’union des variétés Y -stables
des points critiques de f, qui sont isotropes et donc de dimension inférieure a n (voir
[CE12] et [EGI1]).

Remarque 1.1.18. SiY est Morse-Smale et égal au gradient sur un voisinage des points
critiques (pour la métrique euclidienne), le squelette admet une stratification de Whitney
d’apres [Lau92].

Notons que le squelette reste défini pour une variété de Liouville quelconque, cependant

il peut alors étre de codimension 1 comme observé dans [McD91].

La paire (W, Jo) est une variété de Stein si Jy est une structure complexe intégrable,
autrement dit si (W, Jy) peut étre proprement plongée dans (CV,4). D’apres [Gra58] (voir
aussi [Bis61] et [Nar60]) cette propriété est équivalente a I’existence d’une fonction ¢ :
W — R propre, minorée, et strictement pluri-sous-harmonique, c’est-a-dire telle que
Aj¢ = —d(d¢ o J) est une forme symplectique.

Remarques 1.1.19. [CGHH11, §3.2] Si (W, J) est un domaine de Stein (c’est-a-dire une
variété compacte a bord telle qu’il existe une fonction strictement pluri-sous-harmonique
¢ dont le bord est une valeur réguliere), 5 = d¢ o J est une forme de Liouville. Cepen-
dant dans un voisinage du bord J n’est a priori pas adaptée a la symplectisation du bord
(OW, Birw ), car les niveaux de ¢ sont distincts de ceux du champ de Liouville. En parti-
culier J ne sera pas ajustée au sens de la définition 2.2.2.

[Coul2] Deux symplectisations peuvent étre symplectomorphes sans que les variétés de
départ soient contactomorphes, il est donc plus naturel de considérer directement les va-
riété complétées.

Une variété de Stein est automatiquement de Weinstein : en effet 5 = —d¢ o J; est une
forme de Liouville, et le champ de Liouville associ€ est I’anti-gradient de ¢. Un théoréme
difficile de Cieliebak et Eliashberg affirme que les variétés de Weinstein peuvent étre
déformées en variétés de Stein, voir [CE12, Théoreme 13.9].

Exemples 1.1.20. 1. Une surface non compacte est une variété de Stein.
2. (R*™ B = x;dy;, L = 2;0,, + yidy;, f = 2% + y*) est de Weinstein.
3. [CE13] (T*M,3 = —p-dq+dg,L = (p—Vg,0), f = g(q) + |p|?) est une variété
de Weinstein, ou g est une petite fonction de Morse sur M.
Notons que si (W, J) est de Stein, la forme de Liouville induite [ est telle que 5 o J

est exacte. Pour un certain nombre de considérations a venir, les calculs seront simplifiés
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lorsque 3 o J est fermée, et le résultat sera parfois plus fort que dans le cas général. A

I’occasion, de telles variétés de Liouville (W, 3, J) seront dites pseudo-Stein.

1.2 Hypersurfaces convexes

Les hypersurfaces convexes, introduites par Giroux en dimension 3, sont des sous-variétés
au voisinage desquelles la structure de contact est transversalement invariante, ce qui
permet d’obtenir une expression simple. On reprend essentiellement le 2e paragraphe de
[CGHHI11].

Définition 1.2.1. Soit (V, £) une variété de contact, de dimension 2n+1. Une hypersurface
Y2 C (V&) est dite convexe si il existe un champ de contact X transverse a Y. La suture

de X associée a X est I’ensemble

Iy ={z € X|X(x) €&(x)} CX.

Le but de cette section est de donner une expression simple de £ au voisinage de ..
On considere un voisinage N(X) = [—¢,¢] x X, avec coordonnées (¢, %) tel que X =
{0} x Y¥et X =0,.

Lemme 1.2.2. [CGHHI1, §2.2] Il existe une &-forme de contact A = f.dt + [ telle que
f et B ne dépendent pas de t et 3 n’a pas de terme en dt. La condition de contact devient

alors f.dt A (dB)" +n.df Adt A B A (dB)" > 0.

Démonstration. Soit A une {-forme de contact quelconque. Le champ X est de contact,
donc il existe une fonction ¢ : V' — R telle que Lx\ = ¢A. On considere le voisinage
du bord N (%) muni des coordonnées (¢, z) € [—¢, ] x ¥ définies précédemment, et on
pose h(t,z) = Ce™ Jo #®2)d iy ¢ > 0. Sur N(X)ona

Lx(hX\) = (Lxh)A+ hLx A = (0th + hp)X =0
car &t = 9,(Inh) = —¢(t, x).
On décompose maintenant la nouvelle forme de contact en hA = fdt + 3, ot 3 n’a pas
de terme en d¢. On calcule maintenant £y (h\) sur le voisinage N (X) :

0= Lx(h\) = Lo,(f.dt + ) = (dig, + ta,d)(f.dt + B)
= df + 1p,(df N dt +d\) = 0, f.dt + 15,d)\.

La forme ¢5,d\ n’ayant pas de terme en dt, on obtient 0 = 0, f et 0 = 15,d\ = L, 5. f et
B ne dépendent donc pas de ¢.
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Avec cette expression, la condition de contact prend la forme
0 <AA@N" = (fdt+B) A (df Ndt+dp)"
= f.dt AN(dB)" + B A (df Ndt+dB)"
= f.dt A (dB)" +n.df Adt A B A (dB)"
car B A (dB)" = 0. O

On note plusieurs conséquences de ce lemme :
« La suture étant donnée par I'xy = {f = 0}, la condition de contact implique que
dfir # 0. La suture est donc une sous-variété 3"~ ¢ %%, de codimension 1.
« Airr = Byrr est une forme de contact sur I'y, associée a la structure de contact
ENTT.
« ['est transverse a & car df A 3 # 0.

Remarque 1.2.3. Si X et X' sont deux champs de contact tranverses a 3, alors (I'x, Ajr )
est de contact isotope a (I'x/, Ajr,, ). En effet pour tout ¢ € [0, 1], le champ ¢X + (1 —¢) X"
est de contact et transverse a X2, et on conclut grace a 1’astuce de Moser. La suture est donc

définie indépendamment de X a contactomorphisme pres.

Le lemme suivant, tiré de [CGHH11], permet de construire facilement des hypersurfaces

convexes.

Lemme 1.2.4. [CGHHI1, Lemme 2.2] Soit ¥*" C (V"1 £) une hypersurface fermée,
sans bord. X est convexe si et seulement si il existe une orientation de ., une sous-variété
['?n=1 C 3 et une forme de contact \ de noyau & telles que
« ([LENTT) est une variété de contact, orientée telle que la forme de contact soit
positive.
o I découpe . en régions alternantes R., telles que R. induit sur I' I’orientation
précédente (iel' = OR, = —0R_).
« (Ry,\) et (—R_,\), ot Ry estorientée comme 3 et R_ est munie de I’orientation
opposée, sont des domaines de Liouville. Autrement dit si (d\j+r, )" > 0.

Dans ce cas X sera dite adaptée a (3, T).

Cette preuve nécessite la notion de champ caractéristique, défini de la fagon suivante :
étant donnée une hypersurface > C (V, &), il s’agit du champ de droites singulier Ly )

satisfaisant

L C ¢£NT%, et pour toute forme A adaptée a &, t1,(d\) jgnrs = 0

Remarque 1.2.5. Le champ est singulier lorsque £ = T'>.. Si V' est de dimension 3, alors
L=&NTS.
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Démonstration. On résume ici la preuve de [CGHH11]. On commence par le lemme
suivant :

Lemme 1.2.6. Le champ de Reeb est positivement transverse a W** C V, orientée, si et

seulement si \ induit une forme de Liouville (positive) sur .

Démonstration. (=) Le champ de Reeb induit des coordonnées N (W) ~ (—¢,e), x W
telles que A\ = dt + (3, ou 3 est une forme sur W indépendante de ¢. La condition de
contact devient alors 0 < A A d\" = (dt + B) A (dB)" = dt A dp™.

(<) On choisit des coordonnées arbitraires N' (W) ~ (—¢,¢); x W. On alors A = f,dt +
B, ot dyy 5y est symplectique sur {0} x W. On calcule alors d\ = dy f; A dt + dw 5 +
dt A\ OBy =: dt Na+dyy By Sile champ de Reeb est tangent a {0} x W ona dt(R) = 0, et
donc 0 = igd\ = —a(R)dt + dw o (R, .). Cependant dyy, (3, étant symplectique, il existe
un vecteur v tel que dt(v) = 0 et dy Bo( R, v) # 0, on obtient une contradiction. O

(<) On considere A une forme de contact adaptée a (X, I"). On choisit des coordonnées
arbitraires (t,7,x) € (—&,¢) x (—1,1) x ¥ ~ N(T"). En prenant un champ de vecteurs
dirigeant le champ caractéristique, et dont la composante selon 7 est 0., on obtient une

nouvelle coordonnée 7 telle que
A lrs= g(7,%)Ao, 0t Ag = A [7r .
On définit alors une nouvelle forme de contact A en posant
A= f(r)dt + B(r, )

ou f, g sont des fonctions lisses telles que :

« hors de V'(I'), f = +1 est constante et 3 = \ [y

« sur N(I), 5 est proportionnel a g(7, ) Ao.
Alors ¥ est (ker X)—convexe (0 est un champ de contact) et S\(Tg est proportionnelle a
Airs:, On utilise maintenant le lemme suivant :

Lemme 1.2.7. Soit \g, \1 deux formes de contact sur 'V, et > C V une hypersurface telle
que o, est proportionnelle a \irx. Alors il existe un difféomorphisme (défini sur un

voisinage de X.) fixant Y. et envoyant &y sur &;.

En particulier ce difféomorphisme préserve les champs de vecteurs transverses a X et en-

voie les champs de vecteurs {y-contact sur ceux &;-contact, et donc X est bien {-convexe.

Démonstration. 11 s’agit d’une variante de 1’astuce de Moser, voir [Mas14, Lemme 13].
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On écrit ainsi \; = w;dt + (3;, ou [3; est une 1-forme sur >.. Par hypothese il existe ¢ :
Y — (0, 00) telle que 5 = ¢, et donc

& = ker(lgdt + fo).

Alors A\, = u,dt + [y, ou

us = (1 — s)ug + sﬂ,

¢

est une famille de formes de contact :
As A (dX)" = (usdt + B) A (dus A dt + dB)"
= uydt A (dB)" + dus Adt A B A (dB)"
= (1 = 5)(uodt A (dB)" + dug A dt A B A (dB)" ")
+ s(ﬂdt A (dB)" + dz;l Ndt A B A (dB)" )

¢
= (1 — S)/\o A (d/\())n + S)q\f)l A\ (dzj)n > 0.

Le théoréeme de Gray nous fournit donc un difféomorphisme 1, sous la forme du flot au
temps 1 d’un champ de vecteurs X, tel que ¥*¢; = &. De plus, 1 préserve X, car le

champ de vecteurs est dirigé par le champ caractéristique. En effet, il est déterminé par
Lx,dAs = (OsAs(Bx,)As — OsAs) e, -

Or la forme 0 \s(R),)As — OsAs s’annule sur £ N T = ker S.
O

(=) On suppose maintenant que X est {-convexe. D’apres le lemme 1.2.2 il existe un
voisinage N (X) ~ (—¢, ), x X et une forme &-adaptée s’écrivant A = f.dt + 3. On pose
alors Ry = {f >0} et R_ = {f < 0}, et on oriente I" de sorte que A\ soit une forme de
contact positive, ce qui détermine une orientation sur X (I' est orienté comme le bord de
+Ry).
On choisit ensuite un voisinage

N(T) ~ (—e,e) x (=1,1), x &
tel que [ est de contact sur chaque tranche { (¢, 7) } xI". Quitte 2 multiplier par une fonction
positive, on peut supposer f = £1 sur (—¢,e) x Ry \ {—% <7< %} La condition de
contact implique alors (d3)" > 0 sur Ry \ {7 < 3} (et (dB)" < Osur R_\ {—1 < 7}).
Finalement on utilise le champ caractéristique pour définir une nouvelle coordonnée & sur

N(I'), et maintenant A = f(7)dt + g(7, £)\o. On multiplie ensuite cette forme par une

fonction adaptée pour obtenir la condition sur un voisinage du bord (il faut que 7¢' >
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0). ]

En corollaire de cette preuve on obtient une normalisation de la structure de contact au

voisinage de I’hypersurface convexe.

Corollaire 1.2.8. Si X est un champ de contact transverse a Y., il alors il existe une forme
de contact \ de noyau & et des fonctions coordonnées t : N (X) - R, 7 : N(T'y) = R
telles que :
e X =0, 2={t=0}eaT ={t=7=0};
o sur N(X)\N(T), A = £dt + B+ oi B ne dépend pas de t (et n’a pas de terme dt);
e sur N(I'), A = f(r)dt + g(7)Xo tel que {f = 0} = {0}, g > 0, A\ est une forme
de contact sur ' et f'g — fg' > 0.

En coordonnées, le champ de Reeb vaut
« 0, sur Ry \ N(I)
e (f'g—f9) Y f'Ro — g'0;) sur N(T'), ot Ry est le champ de Reeb de \g. En effet
d\ =dt A (0, fdt + 0rg\o) + gdo.
De plus, on peut multiplier A par une fonction positive pour obtenir au choix
« g =1sur N'(I') € NV(T). La condition de contact devient f’ > 0, et le champ de
Reeb est dirigé par f'Ry.
e« g=1—7%sur N/(T') € N(T'). Le champ de Reeb est alors dirigé par f' Ry + 270;.
« f=7sur N/(I') ¢ NV(T). La condition de contact devient g — 7.9,g9 > 0, et le
champ de Reeb est alors dirigé par Ry — 0,9.0;.

Remarques 1.2.9. [CGHH11] On peut modifier A}y, de sorte que les fermetures R soient
des domaines de Liouville (ces modifications ne sont pas compatibles : on prend g = 1+£7
sur R.). Notons aussi que la suture et la structure de contact (coorientée) déterminent
R., cependant une autre forme de contact ne se restreint pas forcément en une forme

symplectique sur R..

T

R0 <0 T r - 00
vo g T I

FIGURE 1.1: Champ de Reeb d’une forme de contact adaptée a une hypersurface convexe.
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1.3. Variétés suturées et sous-variétés legendriennes

On note aussi I’existence d’un autre critere de convexité dit a Honda et Huang, qui utilise

le champ caractéristique L = Ly ¢ :

Théoreme 1.2.10. [HH19] Soit 3. une hypersurface telle que L est de Morse et qu’il
n’existe pas de L-trajectoire d’une singularité négative vers une singularité positive.
Alors X est convexe.

De plus les hypersurfaces convexes sont C°-génériques (en dimension trois, elles sont

C>-génériques d’apres [Gir9l]).

Ici un champ de droites est dit de Morse si il provient d’un champ de vecteurs X tel que :
« les singularités de X sont non-dégénérées ;
« pour tout z, @' (x) converge vers une singularité (en +00);

« il n’existe pas de "cycle" (singularités reli€es par des trajectoires).

Exemples 1.2.11. « S C (B €, = ker(dz — z;dy; + y;dx;)). Le champ radial
20, + 1;0,, + y;0,, est de contact, et ' = {z = 0} ~ 5?1,

« O(N(04r)) C (JH(M),&t) est convexe : 20, + p.0, est de contact. En particulier si
A C (V&) est legendrienne, il existe un voisinage a bord convexe.

+ Plus généralement, toute variété coisotrope admet un voisinage a bord convexe.

« L'union de deux pages opposées d’un livre ouvert (se recollant en une variété lisse)
est convexe.

« SiS C M estune hypersurface, USM C U* M est convexe (on prend une métrique
produit sur un voisinage de 5).

« Si ¥ C V est une hypersurface convexe, il existe un voisinage NV'(X) ~ ([0, 1] x
Y, A = f(r)dt + B) qui est a bord convexe. Plus généralement, a partir de deux
remplissages symplectiques de (I', \g), notés (W, 51 ), on peut construire une va-
riété I, x (W, Ur W_) a bord convexe en posant A\ = fdt + (3, ot f = +1 et
S = By sur Wi \ N(W.) (on recolle grace aux coordonnées fournies par le champ
de Liouville).

« Si ¥ est une hypersurface convexe, toute variété qui lui est suffisamment C!-proche

est aussi convexe.

1.3 Variétés suturées et sous-variétés legendriennes

On rappelle ici les définitions de [CGHH11, §2.3], que I’on adapte au contexte legendrien.
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1.3.1 Variétés de contact positivement suturées

Définition 1.3.1. Une variété M™ compacte, orientée, a bord et a coins, sera dite fopolo-
giquement suturée si elle est munie de :

« une sous-variété [~ C OM, appelée la suture,

« un voisinage Ny(T") L [—1,0]; x [-1,1], x ' C M,
tels que

«I'={r=t=0};

e No(M)YNOM = {0} x [-1,1] x TU [-1,0] x {£1} xT;

« OM\ {0} x (-1,1) x ' = R.(I') U R_(I"), ou R (") (resp. Ry (I")) est une

sous-variété munie de I’orientation de OM (resp. de 1’orientation opposée) ;
« les coins de M sont exactement {0} x {1} x I

Remarque 1.3.2. Par rapport au paragraphe précédent, ce ne sont plus les mémes coor-
données (¢, 7) (comparer les figures 1.1 et 1.2).

Prés du bord, la variété est orientée comme le produit [—1,1] x [—1,0] x I (ie dt A dT A
Ar A (dAr)"™! > 0), cependant on veut penser la direction ¢ comme la verticale et 7
comme 1’horizontale.

Définition 1.3.3. Soit (M, T, Ny(T'), ) une variété suturée et £ une structure de contact
sur M. On dira que (M, T, No(T'), &) est une variété de contact suturée si il existe une
forme de contact (positive) A pour £ telle que
« (R+(T), A\jry(r)) sont des variétés de Liouville, dont les champs de Liouville seront
notés Y.
« Sur AVg(I'),ona XA = Cdt + 5ot C € R’ et [ est une 1-forme indépendante de ¢
et sans terme en dt.
« Sur Ny(T'), on a 9, = Y4 (autrement dit ¢y df = f5).
Si de plus les complétions (]%i, At Ri) admettent des structures de Weinstein (resp. Stein),
on parlera de variété W-suturée (resp. S-suturée).

On dira alors que \ est adaptée a la variété suturée (M, T, N'(T)).

Remarques 1.3.4. + Le champ de Reeb est donné par %8,5 sur Ny (") et est =-transverse
a R, par laremarque 1.2.6. On peut donc prolonger la coordonnée ¢ a un voisinage
de Ry.

« D’apres le lemme 1.1.12, § = e” )y ol )\ est une forme de contact sur I', et donc

A = C.dt + "\ sur Ny(T'). Par conséquent, I’hyperplan de contact est

€= <8T,Rp _ ecat> & ker Ar-.
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1.3. Variétés suturées et sous-variétés legendriennes

« Dans [CGHHI11], de telles variétés suturées sont dites convexes, et les variétés né-

gativement suturées définies plus loin sont dites concaves.

1.3.2 Legendriennes cylindriques

Définition 1.3.5. Une forme de contact sera dite non-dégénérée si pour toute orbite de
Reeb v d’action 7', 1 n’est pas une valeur propre de la linéarisation de 1’application de
premier retour restreinte 2 € : 1 ¢ Sp((d¢Fh)¢), autrement dit det((d¢h) e — Id) # 0.
Une legendrienne A C (V) \) sera dite non-dégénérée si pour toute corde de Reeb ¢
d"action T, (d¢p)(Te(o)A) h Ter) A

Proposition 1.3.6. [Bou03, Lemme 2] Les formes de contact non-dégénérées sont gé-
nériques, et les legendriennes non-dégénérées sont génériques relativement a A\ et a la
forme de contact : si on fixe une forme de contact \ et un voisinage standard de A tel
que (N'(N),&,A) ~ (JY(A), &y, 00), il existe un ensemble G.-dense U C C™(A,R) el
que pour tout f € U, Ay = j1(f) est \-non-dégénérée, ainsi qu’'un ensemble G;-dense
V. C C®(V,RY) tel que pour tout ¢ € V, la forme (¢\) est non-dégénérée, et A est

(¢\)-non-dégénérée.

Définition 1.3.7. Une legendrienne proprement plongée A, incluse dans une variété sutu-
rée (M, T, No(T'), ), sera dite

« centrée si ON C {t = 0}.

« cylindrique si OA C {7 = 0} et pour toute composante connexe de JA = L};0;A, il
existe ¢; tel que A N Ny(T") = [—1,0] x {¢;} x 9;A. En particulier chaque ;A est
legendrienne dans (I, Ag).

« relativement non-dégénérée si elle est cylindrique et il n’existe pas de corde de
Reeb dans le bord de M (autrement dit 7 (OA) est une legendrienne plongée).

« O-non-dégénérée si elle est cylindrique et toute composante connexe du bord 9;A C
(T, Xo) est non-dégénérée.

« totalement non-dégénérée si A\ est relativement non-dégénérée, J-non-dégénérée et

A est non-dégénérée au sens de la définition 1.3.5.

Remarque 1.3.8. Si Oy est t-centrée, on peut la rendre centrée sans rajouter de corde :
en effet I’hyperplan de contact tend vers le plan vertical lorsque 7 tend vers I’infini, et
donc une variation dans la direction ¢ induit une variation dans I' qui peut étre prise

arbitrairement petite.
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FIGURE 1.2: Legendrienne cylindrique dans une variété suturée

Exemples 1.3.9. 1. Soit (W, ) un domaine de Liouville. Sa contactisation finie ([—1, 1] x
W, dt + () est une variété de contact suturée, et la suture est 1. Une legendrienne
cylindrique dans [—1, 1] x W se projette sur une lagrangienne immergée dans W,
cylindrique au bord. Inversement, toute lagrangienne exacte immergée L C W se
releve en une legendrienne dans ([—1, 1] x W, C.dt + ) pour C assez grand. Si L
est cylindrique alors Ay, est cylindrique.

2. Si (V,€ = ker \) est adapté a un livre ouvert de reliure K (autrement dit K est une
sous-variété de contact de codimension 2, et on a une application § : V' \ K — S!
telle que pour tout ¢ € St (071(p), \) est de Liouville), alors le demi livre ouvert
{0 < 6 < 7} \ N(K) est suturée, ot V(K est un voisinage convenable de la
reliure (voir la section 3.3 pour plus de détails).

3. [GPS19] Si (W?2™ \i7) est un domaine de Liouville dans (V, \), il existe un voi-
sinage dont le complémentaire est positivement suturé. Notons qu’a priori c’est le
voisinage de WW qui est positivement suturé, et donc son complémentaire est néga-
tivement suturé. Il faut ensuite appliquer la procédure décrite section 1.4.2.

4. [Vaul3] Soit (W4, B+) deux domaines de Liouville de bord (T, \g), et Ay une le-

gendrienne dans (I", \g). On peut alors construire une variété suturée

V= [—1,1], x (W, Up W) \N({—1,1} x T),
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1.3. Variétés suturées et sous-variétés legendriennes

munie de la forme de contact A = fds + 3, qui contient une legendrienne cylin-
drique centrée I x A.
Plus précisément, si r est la coordonnée donnée par le champ de Liouville au voisi-
nage du bord T', telle que W, = {£r > 0}, on pose

e sur Wy, f==letf =y horsde I x N(T)

e f=f(r,s)etB=g(r,s)\sur I x N(T).
La condition de contactest ¢" ! (g f,. — f,g) > 0 (la variété est orientée par [—1, 1] x
W,). De plus le champ de Reeb est donné par +0; sur I x (WL \N (")) et est dirigé
par X, + f.Rrsur I x N'(T) :

UXg+frRr (d)‘> = lx, (frdT A dS) - frdg
= frdg - frdg =0

On prend g une fontion possédant deux maximums en (+1,0) et un point selle en

(0,0), pour obtenir le champ de Reeb présenté (projeté) a droite sur la figure 1.3.

R_ R+ R— R+

T
¢ r

"] b X

=
—

R, R_ Ry R_

FIGURE 1.3: Le champ de Reeb dans une variété de contact cylindrique. Sur la gauche les
fonctions f et g ne dépendent que de r, et R = Rr en {r = 0}, tandis que sur la droite la
forme de contact est adaptée a la variété suturée.

11 suffit alors d’enlever un voisinage de {1} x I" pour obtenir une variété suturée.
De plus, tout cobordisme lagrangien exact inclu dans la symplectisation de I" induit
une legendrienne suturée dans V.

5. Finalement la construction conormale fournit des legendriennes cylindriques dans

des variétés suturées, voir la section 4.3 pour plus de détails.
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1.3.3 Variétés négativement suturées

Définition 1.3.10. Soit VV>"*! une variété compacte a 37 /2-coins?, et I'*"~! C 9V une
sous-variété (orientée) du bord. (V, Ny(I")) sera dite négativement (topologiquement) su-

turée si AVp(T") est un voisinage de T" de la forme
([-1,1); x [-2,2]; \ (0,1] x (=1,1)) x T D {0} x {0} x ' =T

tel que tous les coins sont dans ce voisinage.

Le bord se décompose alors en OM = R,y U (—1,1) x 'U R_, ou R, (resp. R_) est
la partie telle que, munie de 1’orientation de OM (resp. opposée a celle de V), I soit

orientée comme son bord.

Définition 1.3.11. Une variété de contact négativement suturée est un triplet (V, No(T'), €)
ot (V, No(I")) est négativement suturée et £ est une structure de contact telle qu’il existe
une forme adaptée A satisfaisant :

« (£R4, \) est un domaine de Liouville.

« Sur MVo(T'), A = Cdt + 3 et le champ de Reeb va de R_ vers R,

No(I)

FIGURE 1.4: Variété négativement suturée

Exemples 1.3.12. 1. [CGHH11,Ex4.4]Si0:V \ K — S! est une décomposition en

livre ouvert d’une variété de contact, A est une forme ajustée a cette décomposition

2. C’est-a-dire qu’un voisinage d’un coin C?"~1 C 9V est difféomorphe a ({x > 0}U{y > 0}) xC C

R2 ) % C.

(z,y
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(voir la section 3.3 pour plus de détails) et I C S' est un intervalle (ouvert et
possédant un nombre fini de composantes connexes) alors V' \ {# € I,r > ¢} esta
suture négative, ou 7 est la cooodonnées radiale dans un voisinage de K.

2. [CGHHI11, Ex 4.5] Soit A C (V, &) une legendrienne, A une ¢-forme de contact et
N (A) un voisinage tel que (NV(A), \) est contactomorphe a un voisinage standard

et positivement suturé de 0, C J'(A). Alors V' \ Ny(L) est négativement suturée.

1.4 Changer de condition au bord

Soit (V;€) une variété de contact contenant une hypersurface convexe %, et A C (V,¢§)

une legendrienne intersectant >. transversalement.

Lemme 1.4.1. Si 3 est W-convexe, pour une forme de contact A\, alors pour une perturba-

tion générique de \ il existe un champ de contact X, transverse a 3, tel que A th 3 C 'y

Remarque 1.4.2. On pourrait aussi laisser la legendrienne inchangée, et perturber A (sans
changer la structure de contact) de sorte que la legendrienne n’intersecte pas les squelettes
de (Ri, ATRi)'

Démonstration. On commence par noter que génériquement I’intersection Ay, := A N X
est transverse. On amene ensuite Ay, dans un voisinage de la suture grace au champ de
Liouville Y : Z = td; + Y est un champ de contact sur N'(3) \ V(T'x) car

Ly(dt+5)=d(t+wyp)+iydf=dt+

et on le prolonge par zéro loin de Y. Génériquement A%. ™! n’intersecte pas le squelette de
R4, car il est 'union de variétés isotropes et donc de dimension majorée par n.

Son flot ¢ ameéne donc Ay, dans un voisinage de I"y. Il faut maintenant perturber X tel
que ozA N Y C I'g. Onaura alors Ay C Iy ¢

Dans ce but on utilise les coordonnées obtenues au paragraphe précédent : sur N'(T'), la
forme de contact s’écrit A = 7dt + ¢g(7)Ar, le champ de contact est X = 0, et la suture
est donnée par {t = 7 = 0}.

On choisit maintenant un champ de contact X tel que p;ANY C T 5 de la fagon suivante :
d’aprés le lemme 1.1.9 un champ de contact X est déterminé par A\(X ). Notons que pour
X on obtient 1y = ANX) = (f(7)dt + g(7)Ar)(0:) = f(7). On choisit maintenant
Y : N(I') — R telle que 1(¢zA N ) = 0 pour obtenir X = R + (dip)=+.

¢z N X pouvant étre arbitrairement proche de I'x, aprés avoir perturbé A tel que la

projection de ¢zA N X a I' (parallelement a J,) soit plongée (ce qui est possible car
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dim(ANY) =n — 1etdim(I") = 2n — 1), ¢ peut étre choisi arbitrairement C'-proche
de 1. X est donc transverse 2 ¥ lorsque la différence entre v, et @/; est assez petite, et la
suture est alors donnée par {¢) =t = 0} car A\(X) = 1).

[

1.4.1 De convexe a suturé

On normalise ici la structure de contact sur un voisinage de la reliure. Essentiellement il

s’agit de montrer que cela ressemble au voisinage de la reliure d’un livre ouvert.

Lemme 1.4.3. [CGHHI11, Lemme 4.1] Soit (V,£) une variété de contact de bord %
convexe, X contact transverse a %, et \ une legendrienne telle que A h X C I'x. Alors il
existe une forme de contact \ et un voisinage de la suture N'(T) tels que (M \ N(T'), )

est suturée et \ y est cylindrique.

Démonstration. On commence par trouver un champ de contact tangent a A.

Lemme 1.4.4. Soit > C (V, ) une hypersurface convexe et A C V une legendrienne
Uintersectant transversalement. Si X est un champ de contact transverse a Y. tel que
Ay, = ANY C Ty, alors il existe un champ de contact X tel que

« X est transverse a X.

c Ay =YXNACTy

« X est tangent & A\ dans un voisinage de S N A, et donc A = | ¢%(As) (autre-
—e<s<e

ment dit A est cylindrique).
En particuler Ay, est une sous-variété legendrienne de (I'y,£ N TT). De plus, A est inva-
riant par le flot de X et TA =< T'Ag, X > sur N (Ay). Cela signifie aussi que 1’on peut
choisir les coordonnées telles que A = {t,7 = 0, 0A C I'} dans un voisinage de .

Démonstration. On utilise les coordonnées (¢, 7) fournies par le lemme 1.2.8, ou X = 0,
telles que & = ker(f(7)dt + g(t)Ar). On considere alors la legendrienne A, obtenue en
transportant Ay, parle flotde X : Ag = U  ¢%(As) = [—¢,¢]; x {0} x Ar. C’est une
legendrienne car \jrp,, = 0 et A(0;) =0 ;15?78' = 0}.

D’apres le lemme 1.1.6, il existe un voisinage N (A) contactomorphe a un voisinage de
0p C (JYA),dz — p - dq). Pour € > 0 petit, Aq reste dans N'(Ax) C N(A). Elle se
représente par le graphe d’une fonction ¢ : A — R, définie sur un voisinage de Ay, C A.
On prolonge cette fonction a A par 0, et son graphe sera toujours dénoté par A,. Les deux

legendriennes coincident en £ (Ag N X = Ay), et donc ¢jp, = 0 = dp . ¢.
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Dans les coordonnées (z;q,p) € R x T*A = J'(A), on définit le champ
Z(2:¢,p) = ¢(q)0: + 04, f Op-

Ce champ est de contact :

Lz(dz—p-dq) =d(f(q)) — tz(dp Ndq) = dyf — 0y f.dg; =0
et on peut le prolonger par 0 loin de A/(A). De plus son flot (au temps 1) envoie A ~ 0,
sur A et induit donc un contactomorphisme (V, &, A) — (V, &, A'), qui préserve Ay, (mais
pas Y). Le tiré-en-arriere de X est de contact, tangent a A sur un voisinage de X, et reste
transverse pour € petit : en effet X est donné par une fonction V' — R (il faut avoir fixé
une forme de contact), et on peut rendre le contactomorphisme C!-proche de 1’identité
(sur Ay il est C'-égal a 'identité). X étant donné par le tiré-en-arriere de cette fonction,

il est C°-proche de X par la remarque .
O

On reprend maintenant la preuve de [CGHH11] en suivant la legendrienne : on va montrer
qu’il existe un voisinage de sa suture A/(T"¢ ), une {-forme ), ainsi que des coordonnées
(r,0) définies sur N (T') tels que
X ={0=0,1},Ax CTz, A C {0 =mn/2},etdy = £X pour § ~ 0,7 et r assez
grand.
o A= ho(r,0,z).(N\o + r2db).

(i) D’apres le lemme 1.2.8 on peut écrire sur un voisinage de la suture

A= g(T)(f(T)dt + o)
tel que f(7) =7si|r| < 1/4,9 > 0et g(1) = g(—7).
On considére désormais des coordonnées polaires (r, #) telles que
(1,t) = (rcos@,rsinf) et N(I') = {m <0 < 27,0 <r <4}
et on définit

As = Ar + (1 — s)7dt + srdf

Ces formes et leurs différentielles étant constantes sur > (pres de la suture), elles
sont de contact sur un voisinage de la suture.

D’apres le théoreme de Gray (lemme 1.1.4) il existe une famille de difféomor-
phismes (locaux) ¢; telle que ¢y = id et ¢%(ker \;) = ker¢,. Autrement dit, il

existe des coordonnées (7, f) et une fonction hg : N(I') — R telles que

A = ho(Ar + 72d6)
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(ii) Sur X ona (7,6) = (r,0), car ker A, y est constant. De plus, aprés ce changement
de coordonnées, J; reste tangent a la legendrienne.
En effet en détaillant I’astuce de Moser, ¢, est le flot d’un champ de vecteurs X tel
que
X5 € s et Oshs + tx,dAs = Vg

En évaluant en R, , = Rr (le champ de Reeb de A\r) on obtient
vs = Os\s(Rr) = (—7dt + r*df)(Rr) =0
et donc X est déterminé par
Lx.d\s = —Os\ = —Tdt +1r*d0
En {7 = 0}, £, =< ker f3y, 0y, sTRy — O, > et X est déterminé par
ix,(dBo + (14 s)dr A dt) = t*dr.
Dot X, = 7L 0.

1+s
(ii1) On choisit maintenant i : U — R telle que

« h=hosuroU N {7 =4}

. 8;h <0

e« h=Cy/f*poure/2 <F<e<§
Finalement, on définit une forme de contact &-adaptée par

A=Asur V\U
= h(Bo + 7dh) sur U.

Alors V \ {7 < £/2} est une variété de contact suturée (avec I' = {7 = /2,60 =
3m/2} et No(T') = V.n{e/2 <7 < e}, ol le champ de Reeb est -9p), et A est

une legendrienne cylindrique.
O

Plus généralement on a montré que si 3. est une hypersurface convexe découpant V' en V
et V5, il existe une forme de contact et un voisinage /N de I tels que :

« Les V; \ N,i € {1,2}, sont des variétés positivement suturées.

« V'\ N est circulairement suturée (voir la section 3.3)

« Les V; U N,i € {1, 2}, sont des variétés négativement suturées.
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1.4.2 D’une suture négative a une suture positive

Soit (V, No(I'), A) une variété négativement suturée. On décrit ici la procédure de [CGHH11]
permettant d’obtenir une variété positivement suturée :
Sur No(T') ~ [-1,1]; x [-1,0]; x ', ona A = Cdt + e~ \g. On s’intéresse aux formes
de contact s’écrivant

A = F(E )L+ gt )

La condition de contact s’écrit ¢" (g0, f — fO.g) > 0, et le champ de Reeb est donné
par
Ryg = (90, f — fﬁTg)il(arfRO + Xg)

ol Ry est le champ de Reeb de (I', \g) et X, est le champ hamiltonien associé a g : il
vérifie 1x, (dT A dt) = dg, autrement dit X, = g,0, — g,0,, et ce champ est tangent aux

lignes de niveaux de g. En effet, on calcule
dN= 0. fdr Ndt + dH N XNy + d)g
LanRO+ng)\ = anL)(g (dT A dt) + Lo, fRo (dg VAN /\0 + d)\o)

=0, fdg — 0;fdg+ 0 =0.
Pour vérifier I’ orientation, on peut remarquer que w(Xy, VH) = dH(VH) > 0.
Voici un cas particulier permettant de conserver la méme structure de contact : fixons
g(t,7): [—1,1] x [-1,0] — R*. On pose

N =eTg\ = e gdt + g\g

La condition de contact devient €"g> > 0, elle est donc automatiquement remplie. Le
champ de Reeb est alors dirigé par

R~e€"(g+ 0-9)Ro + X,

On suppose aussi que g + d,¢g > 0, ce qui implique la positivité de 0. f. Si g est une
fonction de Morse possédant uniquement deux points critiques en position d’élimination,
une selle et un minimum, on obtient le champ suivant dans le plan (¢, 7) :

En effet au voisinage d’un minimum on a g = ¢* 4+ 72, et donc X, = tdr — 7dt = df en
coordonnées radiales (¢, 7) = (r cos @, r sin §). Similairement, au voisinage du point selle
g=rT1*—t*etdonc X, = —td, — 70,.

On enleve ensuite une famille d’orbites pour obtenir une variété positivement suturée, a
droite sur ’image. Ce faisant, on a créé une famille d’orbites au point selle = de g. Plus
précisément on a créé une nouvelle orbite (resp. corde) par orbite de (I', \g) (resp. corde
de Ax C (T', \o)).
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FIGURE 1.5: Variété positivement suturée obtenue en modifiant la forme de contact puis
en enlevant un voisinage (hachuré).

Remarque 1.4.5. Soit 3 C (V,€) une hypersurface convexe telle que V' = 1 U Vo, N
un voisinage d’une suture [' C >, A une forme de contact adaptée a la suture et telle que
V; U N est une variété négativement suturée. Lorsqu’on applique la procédure décrite ci-
dessus, on obtient deux familles d’orbites en position d’élimination. Apres une isotopie

les faisant disparaitre, on retrouve la variété V; \ N.

1.5 Complétions

On présente ici la construction de [CGHHI11, §2.4], que I’on étend a la situation legen-
drienne en suivant les idées de la théorie de Floer.
Soit (M, T, No(T'), A, A) une variété de contact suturée munie d’une legendrienne cylin-
drique. On la compleéte en une variété de contact non-compacte (M*, A*, A*) de la fagon
suivante :
« Sur N(Ry),ona\ = Cdt+f+avect € [—1,—1+¢)U(1—¢, 1]. On étend la variété
"verticalement" en recollant ([1, 0c0) X Ry, C'dt+/,) et ((—oo, —1|x R_, C'dt+/_).
On obtient ainsi une variété de bord R x I'.
« Sur un voisinage (—1, 0] x R x I de ce nouveau bord, avec la coordonnée 7 étendue
par translation, on a A = C'dt 4 €7 \¢. On compléte maintenant "horizontalement"
en recollant ([0,00) x R x I', C'dt 4 €7 \p).
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1.5. Complétions

Il existe maintenant plusieurs facon de prolonger la legendrienne, inspirée par la situa-
tion symplectique : on rappelle qu’étant donné une lagrangienne cylindrique L dans un
domaine de Liouville (I, 3), la complétion cylindrique est

L=LURY x 9L c (W,p).

De plus pour un hamiltonien a paramétre H, : Rt x 0W — R,u € [0, 1], nul en
{0} x OW, on peut définir la complétion relative a H :

L = ¢} (L),

ou Xy est déterminé par LXHdﬁA = —dH.

Complétion legendrienne cylindrique Sur Ay(T"), on a

A=(-1,0] x {0} x OA C (—1,0] x R x I".
On étend la legendrienne "horizontalement" en posant A* = A U [0, 00) x {0} x JA.
Exemple 1.5.1. Si (W, 3) est de Liouville, la complétion de (W x I, dt+ () est la contac-
tisation de sa complétion TV : (W* X\*) = (R x W, dt + j3). De plus la complétion A*
d’une legendrienne cylindrique se projette sur Lcw, complétion d’une lagrangienne

exacte immergée cylindrique.

Complétion legendrienne enroulée : Soit H : R, — R une fonction nulle pres de 0.
On définit alors la complétion enroulée selon A de la legendrienne par :

A = AU{(7,— fu(r), 63D (x)), 7 > 0,2 € DA}
1 T
ol fy = —/ e H".dretgy = H'
C Jo

Cette variété est legendrienne car \(— f1,0; + 0. + gy Ro) = —C f1; + € gy = 0.

Notons que la projection de Ay a R, x I' est alors la lagrangienne cylindrique R X
As € (R x T',d(e” \g)) enroulée par I’hamiltonien H : m(A") = ¢ (R x OA), car
@(H == gzﬁg;(ﬂ. Alternativement, on peut voir cette legendrienne comme un relevé de la

lagrangienne enroulée par H, et de ce point de vue fy est une primitive de (" Ap)

Définition 1.5.2. La complétion sera dite positive si H' est croissant (ie si H” > 0), et
totale si H' — oo.

Remarque 1.5.3. Plus généralement, toute isotopie de A C (I', Ar) induit un cobordisme
lagrangien exact L C ([0, C], x I', e” Ar), comme décrit section 1.1.4. Cette lagrangienne
se releve en une legendrienne L dans la contactisation, et on complete A par A* := AU L

(qui dépend des choix faits lors de la construction du cobordisme).
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FIGURE 1.6: Complétion d’une legendrienne : 0, A est prolongée cylindriquement, et 0; A
est prolongée par une isotopie positive.



Courbes holomorphes

Dans ce chapitre on présente les courbes holomorphes utilisées pour définir une diffé-
rentielle. Introduites par Gromov [Gro85], elles constituent un espace compact si leurs
images sont incluses dans la symplectisation d’une variété compacte d’apres [BEHWZ03].
Les variétés suturées étant non-compactes, on prouvera plusieurs principes du maximums
afin que ce résultat reste valable.

2.1 Espace de module des surfaces

On expose tout d’abord quelques résultats classiques concernant la convergence des sur-
faces de Riemann. On commence par le cas des courbes sans bord, en suivant la présen-
tation de [BEHWZO03].

Une surface de Riemann marquée est un triplet S = (5,7, p) ou (S, j) est une surface
de Riemann fermée sans bord, et p C S est un ensemble fini ordonné de points, appelés
pergures (ou points marqués). Deux surfaces marquées S et S’ sont équivalentes si il
existe un difféomorphisme ¢ : S — S’ tel que ¢*j’ = j et ¢(p) = p’ (comme ensembles
ordonnés). Une surface sera dite stable si, pour chaque composante connexe Sy de .S, on
a29(Sy) +#(pN Sy > 3.

Une surface nodale est un quadruplet (.S, j, p, D) ou (S, j, p) est une surface de Riemann

marquée et D C S \ p est un ensemble fini (non ordonné) décomposé en paires (non

57



Chapitre 2 — Courbes holomorphes

ordonnées) {d;, d.}. Une surface nodale sera dite stable si, pour toute composante connexe
Sy C S, ona2g(Sy) + #((pUD)NSy) > 3. A partir d’une surface nodale, on peut
construire une surface singulidre Sp = S/(d; ~ d).

Proposition 2.1.1. Etant donnée une surface de Riemann marquée nodale stable S =
(S,4,p), il existe sur S = S\ (p U D) une unique métrique hyperbolique compléte, de

volume fini, et compatible avec j. On la note ¢>P>.
Si p dénote le rayon d’injectivité de ¢g/PP, et ¢ € (0,log(1 + v/2)), la "décomposition
fine-épaisse” de S est définie par
Thick.(S) = {z € S| p(z) > ¢}
Thin.(S) = {z € S| p(z) <} C S

Notons que chaque composante connexe de la partie fine est équivalente a un disque percé
ou a un cylindre fini. De plus chaque composante cylindrique C' de la partie fine contient

une unique géodésique fermée, notée ¢

Définition 2.1.2 (Convergence). On dit qu’une suite de surfaces de Riemann marquées
S, = (S, Jn, Pn) converge vers une surface nodale S = (S, j,p, D) si :
« Il existe une surface lisse S contenant un ensemble ordonné p”, ainsi que des
difféomorphismes ¢,, : SP — S,, tels que ¢, (p”) = p,.
« 1l existe des cercles disjoints S} C SP \ p” et une application ¢ : SP — Sp
induisant un difféomorphisme entre S \ US} et telle que ¢(p”) = p
e $,(S}) C S, sont géodésiques fermées (pour la métrique h/"P~) contenues dans la
partie fine.
o ¢ jn — ¢*j dans C2(SP \ US}Y), autrement dit ¢F g"Pr — ¢*g/P dans C2 (ST \
(USLUPD))
. Etant donné = € S}, I’arc géodésique 6™ (pour la métrique ¢*g/nP~), intersectant
S} orthogonalement en z et d’extrémités contenues dans la partie épaisse de SP
(encore pour ¢*g/»Pn), converge uniformément vers un arc continu de S” passant

par z et géodésique dans ST\ (U S} U p?) pour la métrique ¢* g7P.

Théoréme 2.1.3 (Compacité, Deligne-Mumford). Soit (3,,, j., Pn) une séquence de sur-
faces marquées stables de complexité bornée. Alors il existe une sous-suite qui converge

au sens précédent.

On présente maintenant le cas des courbes a bord. Pour notre construction, il suffit de se

limiter aux surfaces sans genre. On considere S = (S, 7, p, ps) ou (5, 7) est une union
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disjointe de disques munis de la structure complexe standard, p C S est une collection
(ordonnée) de points marqués dans I’intérieur et pg C OS est une collection ordonnée
de points marqués dans le bord. Similairement aux définitions précédentes, une surface
nodale sera une collection S = (5, j, p, pa, D, Ds) ou (S, 7, p, Ps) est une union disjointe
de disques marqués, D C S \ p est un ensemble fini de points partitionné en paires, comme
Dy C 0S.

2.2 Structures presque complexes adaptées

Soit W une variété de dimension paire. Une structure presque-complexe est une applica-
tion lisse, linéaire sur les fibres J : TW — T'W et telle que J?> = —Id (sur chaque fibre).

Si (W, w) est symplectique, .J sera dite w-admissible si w(v, Jv) > Oetw(.,.) = w(J., J.)
(autrement dit w(., J.) définit une métrique).

L’ensemble des structures presque-complexes admissibles sur (W, w) est non-vide et contrac-
tible, car ces structures sont en bijection avec les métriques. Plus précisement, on a trois

structures w, J et g, et, sur un espace vectoriel, deux d’entre elles déterminent la troisieme.

Pour une symplectisation

Définition 2.2.1. Soit (Y, £) de contact, W = R, x Y sa symplectisation, et ./ une struc-
ture presque-complexe sur IV. Elle est dite adaptée a la symplectisation si

« J est invariant par translation selon R.

« Sur chaque niveau {s} x Y, J préserve {

« Il existe une forme \ ¢-adaptée telle que J envoie O, sur R)y.

+ Jj¢ est d\-admissible.

Notons que la derniere condition ne dépend pas du choix de A. Si on veut préciser la
forme utilisée on dira que J est A-adaptée. De plus, J est enticrement déterminée par sa

projection J = Jigsyxe-

Pour un cobordisme Soit (I, ) un cobordisme de Liouville de (V.., A4 ) vers (V_, A_),
et J une structure presque complexe admissible. On dira que J est adaptée si il existe un
compact K tel que W \ K = Symp_ (Vi, ;) U Symp_(V_,A_) et tel que J est adaptée

aux symplectisations au sens de la définition 2.2.1
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Pour une variété suturée On reprend les définitions de [CGHH11], qui sont inchangées

dans le cas Legendrien.

Définition 2.2.2. Soit (M, T, Ny(T'), &) une variété de contact suturée, et \ une forme
adaptée. Une structure presque complexe sur la symplectisation (de la complétion) W =
Ry x M* est dite ajustée si
« J est \*-adaptée
« J est O;-invariante dans un voisinage de M* \ M
» Laprojectionde Jal' Ry (parallelement a ¢ et s), dénotée .J, est adaptée a la forme
de Liouville Bi . Jy est Ag-adaptée sur {7 > 0} = R, x I, et Jy est df3L-positive

sur R4

En particulier Jy, et donc Jo = Jo l¢,» déterminent uniquement .J sur M™* \ M. En effet
A= Cdt + €™\, donc £ est engendré par & = ker Ao, 0, et C' Ry — €70, ou Ry désigne
le champ de Reeb associé a \g. Alors Jy0, = Ry et J préservant &, cela impose JO, =
Ry — %@. J étant déterminée par Jy¢, Jo définit bien J. Matriciellement J s’écrit (en

orientant cette fois convenablement) :

0 s 825 a‘r RF £F

s -1 -<

o, |1 —-<

0, -1

Rr 1

fF jF
Remarque 2.2.3. Le flot de 0; identifie .J, r1~f+\R+ et Jy r}i—\R_'

Lemme 2.2.4. Soit J une structure presque complexe adaptée a la symplectisation d’une
variété suturée. Alors :

o dm o J = Jp odm, ou m dénote la projection parallélement a s et a t.

« AroJ =dr.

Démonstration. En effet ces deux 1-formes s’annulent sur 0s, 0, et &1, valent 1 en 0, et

s’annulent en R car

e’ e’
RI‘ — <R1“ - C@t) "’ 65,5

60



2.3. Courbes holomorphes et énergies

2.3 Courbes holomorphes et énergies

Une courbe holomorphe dans une variété munie d’une structure presque complexe (W, J)
est une application lisse F' : (S,j) — (W, J), définie sur une surface de Riemann et
telle que dF" o j = J o dF, autrement dit 0,F + JO,F' = 0 en coordonnées locales
holomorphes (telles que J, = j0,). Si la surface posséde du bord, la courbe devra étre
telle que F'(0S) C L ou L C W est une lagrangienne.

Remarque2.3.1. SiW = RxV estla symplectisation d’une variété de contact, f = myoF
détermine F (a translation selon R pres). En effet en projetant sur £ et le plan < J5, R >,
et en posant s = s o F' on obtient

ds= f*Aoj

Jredf = medf
Notons cependant que la seconde équation n’implique pas la premiere. En particulier une
courbe f : S — V la satisfaisant ne se reléve pas forcément en une courbe holomorphe :
il faut pour cela que f*\ o j soit fermée (et méme exacte si S a du genre).
Soit g la métrique induite par (w, J). On a alors I’identité
A(F) = Aire, (F(S)) = / Frw>0
s

On définit maintenant plusieurs notions d’énergie pour des courbes holomorphes :

Si F: (S,7) — (W,dp,J) est une courbe holomorphe dans une variété symplectique
(W,w) munie d’une structure p-complexe adaptée .J, on définit pour toute fonction ¢ :

W —= Ry
= [[F*ow) =0

Si F'=(a,f):(S,j) =»= (Rs x V, A\, J) est une courbe holomorphe dans la symplecti-

sation de (V, \), munie d’une structure complexe adaptée, on pose

Ean(F) = /Sf*d)\ >0

E\(F) = sup /S(go oa)ds A\ f*fA>0

p:R—-R4 ,f p=1

B(F) = En(F)+ E\(F) = swp [ Fdw)) >

P R—[0,1],1'>0

On s’intéresse désormais aux courbes asymptotes a des cordes et orbites de Reeb.

Définition 2.3.2 (Espaces de modules). Soit (M, \) une variété de contact, .J une structure
complexe adaptée a sa symplectisation, et A C R x V" une legendrienne. On fixe une col-
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lection finie ordonnée de cordes cy, ..., ¢, k > 1. On définit alors M (co; ¢y, ..., cx; A, J)
comme I’ensemble des courbes J-holomorphes F' = (a, f) : (5,7) — (R x V,J) telles
que
« S=D\{z,..., 2} ot les z; € OD sont ordonnés dans le sens direct.
« f(OD\{z}) C A
« Fest positivement asymptote a ¢y en 2, et négativement asymptote a ¢; en z; (2 > 1).
Autrement dit a — +00, a —» —00 pour 1 > 1, et il existe des coordonnées
holomorphes locales (x, %) telles que f(z,.) - ¢i(.) dans C*=([0,1],V).

3

FIGURE 2.1: Batiment holomorphe a bord dans une lagrangienne, figure tirée de [Abb14]

Lemme 2.3.3. [BEHWZ03] Soit F' € M(c;, A). Alors
Ed)\(F) = A(CO) — ZA(Cz) E/\(F> = A(Co>

i>1
Une hypothese d’énergie finie permet de contraindre les courbes holomorphes. On rap-

pelle ainsi des résultats classiques :
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2.4. Géométrie finie a l’infini et monotonicité

Soit U = (a,u) : (S,7) = (Ry x V,.J) une courbe holomorphe telle que £, (U) = 0.
Alors U est soit un cylindre sur une orbite de Reeb, soit constante.

Soit u : (D*\ {0},7) — (W, w, J) une courbe holomorphe de w-énergie finie, a valeurs
dans une variété symplectique compacte. Alors u se prolonge en une courbe holomorphe
(D?4) — (W, J).

Siu: (5,7,2z) — (W,J), courbe holomorphe a valeur dans la complétion d’un cobor-
disme de Liouville, est d’énergie finie, alors pour toute percure z € S, on a I’alternative
suivante :

« u se prolonge en z de fagon holomorphe

« u est asymptote en z a une orbite de Reeb.

2.4 Géométrie finie a ’infini et monotonicité

Soit (W, w) symplectique, J une structure w-admissible, L. C W une lagrangienne telles
qu’il existe ro, C1, C, > 0 et K C W compact satisfaisant :
1. g =w(.,J.) est compléte
2. Pour tout z € W, exp, : B(0,79) — B(x,7¢) est un difféomorphisme (autrement
dit le rayon d’injectivité est supérieur a 7).
3. Pour tout z € W,r < ry, tout lacet v : S' — B(z,r) s’étend a7y : D* — B(x,r)
tel que Aire,(7) < Cylgth (v)
4. Siz,y e L\ (LNK)etdy(z,y) < ro,alors dr ¢ (x,y) < Crdg(x,y), ot d(L 4 est
la distance induite sur L par gz,).
5. pour tout x € L, L N B(x,ry) est contractible. En particulier deux points dans des
composantes connexes distinctes de L sont a distance au moins 7.
On dit alors que (W, w, J, L) est a géométrie finie a Iinfini.

Exemple 2.4.1. La complétion cylindrique d’une lagrangienne incluse un domaine de
Liouville, muni d’une structure presque complexe cylindrique, est a géométrie finie, voir
[GPS19, Lem 2.43].

Lemme 2.4.2 (Monotonicité). [ALI2, ChS, Lemme 4.7.2] Soit (W,w, J, L) ayant une
géométrie finie a U'infini (on reprend les mémes notations), F : (S,j) — (W, J) une
courbe holomorphe compacte et v € L tels que

« (F(9),F(09)) C (B(x,r),0B(xz,7) U L) avec r < 19

« x € F(S)

63



Chapitre 2 — Courbes holomorphes

Alors Aire,(F(S)) > 6r% oud = 1/(4Co(1 4+ Cy + Diam,(K))).

Démonstration. La preuve repose sur la monotonicité des courbes holomorphes. Il s’agit
des propriétés 4.3.1(i1) (sans bord) et 4.7.2(i1) de [Sik94].

Voir aussi [Sul02, Théoreme 2.7] pour le cas a paramétre : si (L, J;) est une famille a
géométrie finie pour tout ¢, telle que le compact et les constantes sont indépendants de ¢,
on a le méme résultat indépendamment de ¢. [

Corollaire 2.4.3. Si (W, w, J, L) est a géométrie finie et F : (S, j) — (W, J) une courbe
holomorphe compacte telle que

f(ISYNK #Qet F(0S) C KUL
Alors il existe une constante C' telle que F'(S) C N (K, CAire(F(S)))

Démonstration. Voir [Gro85 §2.3.D],[Sik94, Prop 4.7.1 et 4.7.2(iv)] [Sul02, Thm 2.7]
pour le cas a parametre, [EliGro04] et [EESO5 §11]. O

2.5 Principes du maximum : 5 nuances de Stokes

On présente ici plusieurs principe du maximum permettant d’appliquer les résultats de
[BEHWZ03]. On commence par quelques situations standards avant d’aborder le cas su-

turé.

2.5.1 Dans une symplectisation

Lemme 2.5.1. Soit V une variété de contact, et J une structure presque complexe adaptée
sur sa symplectisation. Si F' = (a, f) : (S,j) = (Rx V, J) est pseudo-holomorphe, alors

a n’a pas de maximum local sur S.

Démonstration. On reprend la preuve de [Bou03] : on note s la coordonnée selon R. En

posant d®a = do o J on a alors A = —ddC, et donc

Ae® = A(F*e®) = F*(Ae’)
Or Ae® = —d(d(e®) o J) = —d(e’ds o J) = d(e’\) = w, et donc Ae” = F*w > O sur S.
Par conséquent la fonction e® n’a pas de maximum local sur S , et donc il en va de méme

pour a.

Remarque 2.5.2. Notons que a est elle aussi pluri-sous-harmonique, car As = —d(ds o
J) = dX\ > 0 (mais pas strictement pluri-sous-harmonique).
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]

Lemme 2.5.3 (Folklore, [GPS19]). Soit L C (R} xV, e°\) une lagrangienne dans la sym-
plectisation positive d’une variété de contact, J une structure presque complexe adaptée,

et F = (a,f):S— Ry XV une courbe pseudo-holomorphe sans percure telle que
0S = 855 U 8nS, F(alS) C L, a(@nS) =0et F*/\[@IS <0

Alors I est constante.

Démonstration. On reprend la preuve de [GPS19, Lemme 2.45], voir aussi [AS10, Lemme
7.2] pour le cas des courbes de Floer.

Soit ¢ : Ry — Ry telle que ¢(0) = 0 et ¢’ > 0. On utilise alors la formule de Stokes
pour calculer :

0< [ Fpd) = [ ) = [ F((s)ds AN
:/85<poa.F*)\—/S<p’oa.F*(ds/\)\)§O

On a alors F*d\ = 0 et donc Im (dF') C Vect(R, J;). Si la courbe n’est pas constante,
elle devrait €tre un cylindre sur une trajectoire de Reeb, ce qui est impossible car on a

supposé la courbe sans percure.
]

Corollaire 2.5.4. Une courbe holomorphe dans une symplectisation F' : (S,05) — (R x

V,R x A) n’a pas de maximum local, méme dans le bord.

Démonstration. En effet si zy € 0.5 est un maximum local, on peut restreindre la courbe a
un voisinage Sy C S vérifiant les conditions du lemme précédent : on consideére u™*({s >

a(zp) — €}) et on se restreint a la composante connexe contenant 2. O

2.5.2 Dans un cobordisme

On considere (fs)se[o,u une isotopie de structures de contact sur V', et on fixe des formes
de contact adaptées Ay et \; ainsi que des structures presques complexes admissibles
Jo 1 & — &etJ o & — &. Comme vu dans dans le paragraphe 1.1.13, on peut
alors construire (a I’aide du théoreme de Gray) un cobordisme de Liouville R x V' al-
lant de (V, C'\;) vers (V, \g). L’espace des structures presque complexe admissibles étant
contractible, il existe J admissible interpolant entre les structures presque complexe choi-
sies. Le lemme suivant montre que I’on peut trouver J telle que la coordonnée s est

pluri-sous-harmonique (apres reparamétrisation).
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Lemme 2.5.5 (Dans un cobordisme). [CGHHI1, Lemme 3.3] Soit R, x Y un cobordisme
de (Y,C\1) a (Y, \o) provenant d’une isotopie, comme décrit précédemment. 1l existe une
structure complexe J sur R x Y, s € Ry et ¢ : R — R croissante tels que

» Pour s > s, J estadaptée a C\y et Jy¢, = J.

» Pour s < s_, J estadaptée a \y et Jyc_ = Jp.

« ¢(s) : R xY — R est J-pluri-sous-harmonique.
En particulier siu : (S,j) — (R x Y, J) est une courbe J-holomorphe, s o un’a pas de
maximum local sur S.

Démonstration. On reprend la preuve de [CGHHI11] : on commence par montrer qu’il
existe C' > 0 et J adaptée a C'.\, (resp. A_) pour s > 1 (resp. s < 0) tels que s :
R x Y — R est J-pluri-sous-harmonique, puis on posera § = s/C pour s grand pour
obtenir le lemme.
D’apres le théoreme de Gray, on peut supposer que Ay = fA_, quitte a composer par un
difféomorphisme préservant les tranches {s} x Y. On considere alors la forme de contact
A =g(s,z)\_ ol g est tel que

« g(s,%x) =1pours <0

« g(s,*) = Cf, ot C est une constante supérieure a max(1/f)

* 9s = 0sg 20
On prend maintenant .J une structure presque complexe préservant £ = ker(A_), envoyant
0, sur R le champ de Reeb de g(s, *)\_ et telle que dy A o (id ® J) est une métrique sur

& (ou dy est la dérivé sur Y'). On calcule alors

As = —d(dso J) =d\ = gsds NA_ + dy )\

Si on décompose un vecteuren v = ads+bRs+ X, ou X € £, alors Juv = aRs—b0s+ J X
et on obtient
As(v, Jv) = g 'gs(a® + b°) + dy A(X, JX) >0

O

On montre maintenant un lemme similaire pour une courbe a bord. On consideére une
isotopie legendrienne Ay C (V,&;), qui fournit un cobordisme lagrangien exact L C
(R x V,e*\;) entre A, et A_, cylindrique si s < s_ ou s > s,, voir le paragraphe
1.1.4.

Lemme 2.5.6. 1] existe une structure presque complexe adaptée au cobordisme, et telle
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qu’il n’existe pas de courbe sans percure

w:(S,05,7) = ([s_,00) x V,{s_} x VUL,J)
De plus on peut imposer Jy¢ pour s > s et s < s_.
Démonstration. La encore la pluri-sous-harmonicité ne permet que d’éviter les maxi-
mums dans I'intérieur de la surface. Pour généraliser au cas des courbes a bord on utilise
la formule de Stokes.

En effet on vient de montrer que u*As est positif. Si une telle courbe existe, on décompose

son bord en :
0S =0,SU0,S, u(9S)CL, u(,S)C{s_}xY

On prend alors ¢ : R — R croissante et nulle en s_ et on calcule

0< [[u(0()8) = [ w(6(s)dgr) = [ w(6(s)gr) — [ w(6/(s)ds A
car As = —d(ds o J) = d(g\-). Le second terme est négatif car ds A \ est positif : si
v = ads+bRs+ X, alors dsAX(v, Jv) = a®*+b% De plus ¢ = 0 sur 9,S et (gA_) 1 = df,

ou f est une fonction nulle en s_. On obtient donc
0< / “($(s)As) < / “(H(s)d
< [we@as) < [ w@d)
Lorsque ¢ tend vers 1, cet encadrement devient
0< / “(As) < / d —0
< [ < [ drou

car f est constant en s_.
D’ot u*d\ = 0 sur S, et donc du = 0 sur un ouvert. Par unicité du prolongement holo-
morphe, la courbe devrait étre constante. ]

2.5.3 Dans une variété suturée : complétion cylindrique

On étend maintenant le résultat de [CGHH11] bornant les courbes sans bord dans la com-

plétion d’une variété de contact suturée.

Lemme 2.5.7. Soit (V,T', No(T'), \) une variété de contact suturée munie d’une forme
adaptée, A C V une legendrienne cylindrique, J une structure presque-complexe ajustée
sur V* et F € M(co; ¢;, A*). une courbe pseudo-holomorphe. Alors T o F' < 0 et |t o F|

est borné par une contante (qui ne dépend que de c, J, et \).

Démonstration. On commence par montrer que la courbe est bornée horizontalement (se-

lon la direction 7). La structure complexe étant ajustée a la complétion, la projection a
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Rt x T est Jy-holomorphe. En effet en posant
So=(ToF) ' (R;) et G=70F:(Sy,j) =R xT
ou 7 est la projection parallelement a (s, t), la condition dF o j = J o dF implique
dGoj=drodFoj=droJodF = JyodnodF = JyodG

car J est adaptée.

On obtient une courbe une courbe Jy-holomorphe dans la symplectisation de (I, A),
safisfaisant les hypotheses du lemme 2.5.3. En particulier 7 o /' n’a pas de maximum
local, méme dans le bord. La courbe F' étant asymptote a des cordes contenues dans

I’intérieur de V, elle reste dans cet intérieur.

Remarques 2.5.8. + Le reste des équations est donné par
_ e’
Oyt = 0za — 6(%7‘
it = —0ya

+ On pourrait aussi utiliser la monotonicité pour montrer que des courbes d’énergie
bornée restent dans un compact, en notant que 1’énergie de G est bornée par celle
de F.

» Réflection de Schwartz (cf [EES02] et [AbbO4]) Alternativement, on peux utiliser
une méthode de doublage : si F' sort de V, elle un 7-max local, qui est forcément
dans le bord. Localement on obtient (7,g) : HND? — R x T' Jp-hol, telle que
g(R) C Ay et T atteint son max en 0. D’aprés [Abbas 2.55, p158], cette courbe se
prolonge a D?, et 0 reste un 7-maximum local (pour une legendrienne prolongée
cylindriquement !) : en effet le prolongement est donné en coordonnées locales par
7(Z) = 7(z) (et g(2) = g(2)). Notons que dr(dF(0,)) = Ao(dF(9,)) = 0 car
dF(0,) € TA.

Pour la direction verticale (t) on reprend la preuve de [CGHH11]. On commence par un
cas particulier qui s’averera utile par la suite : on suppose la variété S-suturée et munie
d’une structure presque-complexe adaptée telle que sa projection a R soit de Stein.

Soit .J; les structures induites sur R par projection selon J, et 0,. J étant ajustée,
(]%i, Bi, J+) sont de Stein : il existe des fonctions ¢y : Ry — R strictement pluri-
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sous-harmoniques telles que Bi o Jir = d¢-. Cela nous permet de calculer

A(toF) = —dd“(to F) = —d(d(F*t) 0 j) = —d(F*(dt o J))
A _C’ﬂzl:) o J) _ éF*d(Bi o J)
car A o J = ds. De plus Bi oJ = d¢+ : ces deux 1-formes s’annulent sur J, et J;, et
coincident sur TR : si v est tangent & R, alors 3 o J(v) = B(Jv 4 %9,) = B(JLv).
Par conséquent A(t o F') = 0, autrement dit ¢ o F' est harmonique sur F~!({|¢| > 1}). Le

= —Fd(

principe du maximum interdit alors I’existence d’un maximum local, qui existerait si la
courbe sortait de {|¢| < 1} (la courbe est asymptote a des cordes de Reeb, qui sont dans

V. On a donc pas de probleme de bord).

Remarque 2.5.9. A priori une structure de Stein sur /21 ne releéve pas en une structure
adaptée a la variété suturée, car les lignes de niveau de la fonction pluri-sous-harmonique

¢ different de celles de la coordonnée 7. Voir [CGHH10, §3.2] pour un exemple.

Si la variété n’est pas S-suturée, [CGHH11] montrent que la borne selon ¢ dépend de la
complexité de la courbe (genre et nombre de points marqués). Le cas legendrien se traite
de la méme fagon, car la legendrienne ne traverse pas [2.. Dans la suite on dénote par c;,,

la complexité topologique d’une surface marquée (S, p), définie par

Cop(S) = g(5) + p]

etonposet =toF,T=r1oF.

Lemme 2.5.10. /[CGHHI11, Lemme 5.18] Soit J une structure presque complexe adap-
tée et F, : (Xn, dn,pn) — (R X V* J) une suite de courbes holomorphes telles que

E(F,), ciop(Xn) et T, soient uniformément bornées. Alors t,, est uniformément bornée.

Démonstration. On résume ici les principales étapes de la preuve : on commence par ra-
jouter des points marqués p/, afin d’obtenir une borne uniforme sur p,(z).|VF,(z)|, ou
p dénote le rayon d’injectivité calculé pour I’unique métrique hyperbolique complete sur
(S, p,Up),). Lespace des surfaces hyperboliques nodales étant compact, on peut extraire

une suite telle que (X, 7, p, U p/,) converge vers une surface nodale.

Supposons que §,, = sup t,, —inf t,, soit non borné. On considere alors une décomposition
fine-épaisse de la suite de surfaces. Alors la convergence "respecte cette décomposition"
et il existe un nombre fini de pieces, on peut donc trouver une composante sur laquelle 9,
diverge. Le diametre des parties épaisses étant borné indépendamment de n (car elles se
décomposent en pantalons hyperboliques de diametre fini, dont le nombre est borné par
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la complexité topologique), il s’agit forcément d’une partie fine de la décomposition, qui
peut étre reparamétrée en un demi cylindre [0, 7,] x S* sur lequel |V F},| (calculé avec la
métrique plate) est borné (ce gradient est commensurable a p,,(2).|V F,(z)|, cf [CGHH11,
Lemme 5.12]).

Si supy, |V F,| est minoré par ¢ > 0, on obtient (aprés translations et restrictions) une
suite de courbes G, : [—R,,, R,] — Ry x R; X Ry telle que R,, — oo et |VG,(0,0)] > c.
Par compacité il existe une sous-suite convergeant vers une courbe cylindrique G, :
R x S' — C x R4, non constante. Son énergie étant finie, les points marqués sont soit
"remplissables", soit asymptotes a des orbites de Reeb. Comme il n’y a pas d’orbite dans
cette région, la courbe se prolonge en G, : S — C x Ry ce qui est impossible (d’apres

Stokes son énergie est nulle, et donc la courbe est constante).

Si maintenant supy, |VF,| — 0, on obtient aussi une contradiction : aprés restriction
on a des courbes G, : [0,7,] x S' — C x R. telles que d(G,(0,0),G,(r,,0)) =
1 et le diametre de I'image est entre 1 et 2. L’inégalité isopérimétrique implique alors
Aire(Im (G,,)) < C'supy, |VF,|, ot C est indépendant de n. Cependant il existe aussi
J, indépendant de n, et z,, € Im (G,,) tels que le bord de Im (G,,) est a I'extérieur de
Bs(z,,)- Le lemme de monotonicité implique alors Aire(Im (G,,) N Bs(z,,)) > C'6%, o
(" est indépendant de n. O

]

Remarques 2.5.11. Ce résultat reste vrai si la complétion provient d’un I'-cobordisme,
ainsi que pour des courbes sont positivement asymptotes a plusieurs cordes.

Si le domaine de Liouville (W, 3) admet une struture complexe Jr le rendant de Stein,
B o Jr est exacte, cependant pour cette preuve il suffit que cette forme soit fermée. Un
principe du maximum valable pour une plus grande classe de paires (/3,.J) permettrait
d’éviter le résultat technique de [CGHH11]. Plus précisément, étant donnée 3 une forme
de Liouville, il faudrait trouver J (resp. J_) telle que d(/3 o .J, ) est positive (resp. néga-

tive).
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2.5.4 Dans une variété suturée : complétion enroulée

On commence par considérer une legendrienne A = LA; C (V, \), ainsi qu’une collection

d’hamiltoniens H; : R™ — R qui nous permettent de construire la lagrangienne enroulée

L=UL; C (Rf x V,3=¢))

Li = A = {(s, 0" (2)), 2 € Ay}

N . . H!(s
Notons que cela correspond a enrouler par les hamiltoniens H;, car ¢ Rz( ) = ¢§(H_. On
fixe aussi J une structure presque complexe adaptée a la symplectisation. On commence

par montrer que les courbes holomorphes vérifient un principe du maximum.

Lemme 2.5.12. Avec les notations précédentes, soit F = (a, f) : (S,7) = (RT x V, J)

une courbe holomorphe sans percure telle que
0S =0,5SU0,S, F(9,S) C Leta(d,S)=0.

Alors F' est constante.

Démonstration. A priori on ne peut pas appliquer le lemme 2.5.3 car on ne contrdle pas
le signe de F*\ sur le bord. Cependant la formule de Stokes permet toujours de conclure.
On choisit ainsi ¢ : R™ — R™ croissante, nulle en 0, et on calcule :
0< [ F(6()aN) = [ F*(6(s)A) = [ F*((s)ds A N)
Js 0S s
[ /\—/ "o a.F*(ds A A
[ 00 — [ 0aF(ds AN

F étant J-holomorphe et J étant adaptée, le terme F™*(ds A M) est positif. En décomposant
le bord en 0,5 = L0;S tel que F(0;S) C L;, ona A\, = dfi(s) ou f; = fu,, positive et
nulle en 0, comme dans la section 1.5 (voir aussi le lemme 1.1.14). On calcule alors :

/ais G = [ Goflds) = [ dwieG)

ol 1;(s) est une primitive de ¢ f/ nulle en zéro. La courbe n’ayant pas de pergure, 9(0;S) C

{s = 0} et donc la premiere intégrale est nulle. O

Remarque 2.5.13. Le point important ici est que I’enroulement ne dépend que de la coor-
donnée 7 : le projeté sur R, x I" est une lagrangienne exacte, et la primitive de la restriction
de la forme de Liouville est une fonction de 7. Notons que I’on n’a pas utilisé la positivité

de I’enroulement.
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Corollaire 2.5.14. Soit Ay, A, deux legendriennes cylindriques centrées dans une variété
suturée V, H : R — R™ une fonction lisse croissante nulle sur un voisinage de 0, et
F € M(co;ci; A UAT). Alors supT o F < max(0,7(co)), et [t o F| < C(co, Crop)-

Démonstration. Pour la direction 7, I’idée est la méme que précédemment : apres res-
triction et projection on obtient une courbe G : S — R* x I, o le bord de surface se
décompose en 95 = 9,5 U 0pS U 0,5 tel que

7(8,8) =0, G(3,S) C A, G(8,S) C A

Le principe du maximum précédent implique alors sup 7 < max (0, 7(co), 7(c;)).
On montre maintenant par 1’absurde que pour toute percure négative ¢; ona 7(c;) < 7(co).

Si ce n’était pas le cas, on aurait apres restriction et projection une courbe Jp-holomorphe
UO = (a,u) : (Saj) - (Rj X Fa JF)

avec une pergure négative et telle que 9S = 9,5 U 9,5 U 015 et Up(9pS) C mr(AL),

a(@nS) =0, Uo(é’lS) C AT

On calcule alors en prétant attention a 1’orientation du bord (voir figure 2.2) :

mTou (alA)H

i i /—\ |
0.8 308 :ZW(L (9oA)

FIGURE 2.2: Orientation du bord pres d’une percure négative

0< /S U (r)dAp = /65 U*é(m)Ar — /SU*(gbldT AAr)

= [ U 6x) - /SU*(qb’dTA Ar) <0

En effet

SAvaay = [ U(dvr) = [

car ¢, primitive de A, # nulle en 0, est une fonction croissante positive de 7 (voir lemme
1.1.14).

La preuve bornant la direction ¢ est inchangée. 0

p'dr <0
S S)
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On définit maintenant plusieurs variantes de I’homologie legendriennes suturée.

3.1 Version cylindrique

Soit (V, A\, No(T"), A) une variété de contact suturée munie d’une legendrienne cylin-
drique, telle que les cordes soient non-dégénérées. Pour simplifier la présentation on sup-
pose aussi que

« (Classe de Chern) ¢;(£) =0

« (Homologie) H, (V) est libre

« (Classe de Maslov) p(A) =0

+ (Hypertension) Il n’existe pas d’orbite de Reeb contractible.
Pour un contexte plus général, on se réferera a [EENS13, §2.3], voir aussi [Bou03] et
[Par19].

3.1.1 Algebre

On considere une legendrienne A non-dégénérée, et on dénote :
« C(A) I’ensemble de ses cordes de Reeb;
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« C*(A) I’ensemble des cordes contractibles (c’est a dire homotopes a un chemin
constant, via des chemins a extrémités dans A);

« CT(A) I’ensemble des cordes de Reeb d’action majorée par 7.
Similairement, on pose P (V') I’ensemble des orbites de Reeb, contenant P¢ (V).
On définit LC'(A) comme la Q-algebre unitaire non-commutative engendrée par les cordes
Reeb et les éléments de R = Z[H;(A)]. Comme Z-module, LC'(A) est engendré par les
mots §oc1q1Ca...Crq OU q; € Rete; € C(A,N).
Si A = UA; a plusieurs composantes, on peut aussi considérer 1’algébre composable,
Z-module engendré par les mots composables de cordes de Reeb et éléments de R =
@Z[H1A;]. Plus précisément il s agit du Z-module engendré par les mots goc1¢; ...¢- ¢y, OU
c est une corde de A;, vers A;, et qi, € Z[H(A;,)]. On a ainsi décomposé 1’identité
de Z[H,(A)] en une somme d’idempotents e; € Z[H;(A;)].

Remarque 3.1.1. On pourrait faire commuter les cordes et classes d’homologies, comme
dans [Ng08].

3.1.2 Degré

On commence par rappeler les définitions des indices de Maslov et de Conley-Zehnder.

Indice de Conley-Zehnder [CZ84] Une matrice M € M, (R) est dite symplectique si

0 I,

elle vérifie M'J, M = J,, ou J, = , et 'ensemble de ces matrices sera dénoté

n

Sp(2n). Notons que le sous-ensemble Sp*(2n) = {M € Sp(2n),det(M — I) # 0} est
composé de deux composantes connexes. De plus Sp(2n) N O(2n) ~ U(n), ensemble

des matrices complexes unitaire, et il existe un rétracte par déformation
p:Sp(2n) — U(n)

En particulier 71 (Sp(2n)) = Z.

Si M; € Sp(2n),t € [0,T7], est un chemin continu de matrices symplectiques tel que

My = I et det(Mr — I) # 0, son indice de Conley-Zehnder compte le nombre d’ inter-

section du chemin avec Sp(2n) \ Sp*(2n). Plus précisément si det(My — I) est positif
2

(resp. négatif), on complete le chemin jusqu’a — 1/ (resp. 1 ) tout en restant

IQn—Q

74



3.1. Version cylindrique

dans Sp*(2n). On dénote par M, ce nouveau chemin, et on pose

poz(My) = deg(deté P(Mt))

ot detc : U(n) — S! désigne le déterminant complexe. D’aprés [CZ84] ce nombre est
indépendant du choix de p et du chemin utilisé pour prolonger, et ne dépend que de la
classe d’homotopie du chemin (a extrémités fixées).

Définition alternative : voici une définition plus facile a manipuler, voir [Bou03]. Pour un
chemin M, € Sp(2n) comme précédemment, un croisement est une valeur ¢ € [0, T telle
que det(M; — I) = 0. Alors ), défini par

Q:(v) = w(v, M)
(ol w est la forme symplectique standard) est une forme quadratique sur ker(M; — I). Si

pour tout croisement cette forme est non-dégénérée, 1’indice de Conley-Zehner s’exprime

comme suit

pes(M) = Jsign Qo)+ sign (Q)

t croisement #0

ou sign désigne la signature de la forme quadratique.
Remarque 3.1.2. L'indice de Conley-Zehnder vérifie
(—1)rezM) — (_1)"sign (det(My — 1))

(icisign est le signe et non la signature). Autrement dit modulo 2 il est déterminé le signe
de det(Mp — I), qui sera indépendant de la trivialisation choisie.

Indice de Maslov [RS93], [EES02] Soit £,, I’ensemble des sous-espaces vectoriels la-
grangiens de 1’espace symplectique standard (R*", w) (notons que 7,(L,) ~ 7Z). Etant
donné une lagrangienne V' € L,,, son cycle de Maslov est
X(V) = Uie(V)

ol X (V') est I’ensemble des lagrangiennes intersectant 1 selon un sous-espace de di-
mension k.

Si Ly € (C",wg),t € [0,7] est un chemin continu de lagrangiennes, son indice de
Maslov relatif a V' € L£,, est le nombre d’intersections de ce chemin avec (V7). On peut

relier cette quantité a ’indice de Conley-Zehnder en voyant une lagrangienne comme
I'image de V' C C'C™ par une matrice symplectique : si L; = M;(V"), on pose

(L, V) = poz(My).
Remarque 3.1.3. Inversement on peut exprimer I’indice de Conley-Zehnder a partir de

I’indice de Maslov : I’indice d’un chemin de matrices M, est I’indice de Maslov du lacet
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de lagrangiennes Mt(R” x 0),t € [0,T + 1], relatif a R™ x 0.

Comme précedemment il existe aussi une formule faisant intervenir I’'indice de formes
quadratiques. Plus précisement, la contribution d’une intersection L;, € (V) est calcu-
lée comme suit : si K est un supplémentaire lagrangien de L,,, pour tout v € L;, NV
il existe w(t) € K tel que v + w(t) € L; (pour ¢ assez proche de (). Alors Qy,(v) =
0w (v, w(t)) =, est une forme quadratique sur L;, NV, non-dégénérée quitte a perturber
le chemin. L’indice de Maslov s’écrit
w(Ly, L) = ;sign Qo + t > sign Q; + ;sign Q1
€(0,1)

Notons que si L; = Gr(A;) = {(x, Ayx),x € R"}, ou A; est un chemin de matrices
symétriques (de taille n), et V= R" x 0, alors Q; : (z,0) — <x, At(x)>

Proposition 3.1.4. [RS93, Thm 2.3] L’indice de Maslov vérifie les propriétés suivantes :
« Pour tout M sin Sp(2n), u(L:, V') = u(M Ly, MV)
o (L, V) = (L, V) + (L), V)
C WL LV & V') = u(Le, V) + (L, V')
« Si Ly = Gr(A;) et V. =R"x 0, alors (L, V') = 3sign Ay — 3sign Ar

Si L; est un lacet de lagrangiennes son indice de Maslov est défini en ouvrant le lacet
en un point arbitraire, ce qui est indépendant de /. On obtient ainsi un isomorphisme
w: Hi(L,) — Z.

Finalement, un lacet dans une legendrienne A induit un lacet dans £,, en fixant une trivia-
lisation de ¢ le long de ce chemin (la classe de Chern étant nulle, cette trivialisation est

bien définie). Ceci définit une application
HA - Hl (A) — 7
et la classe de Maslov de A est sa plus petite valeur strictement positive.

Remarque 3.1.5. Dans le cas général, une trivialisation est induite par un élément de
Hy(V, A), est la classe de Maslov est le générateur de I’image de I’application iy :
Hy(V,A) — Z.

Degré Un élément ¢ € R sera de degré nul. Pour définir le degré d’une corde, il faut
faire certains choix. L’idée est la suivante : on choisit une trivialisation de £ le long d’une

corde c, ¢’est-a-dire un morphisme de fibrés symplectiques

(5, d>\[§)[c — ((C",wst) x [
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ce qui induit un chemin de lagrangiennes en considérant I’image de T'A par la linéarisation
du flot du champ de Reeb. On complete alors ce chemin en un lacet, et le degré de la corde
en sera I’indice de Maslov.

Cependant il existe Z trivialisations possibles pour chaque corde, car 7 (Sp(2n)) ~ Z.
Pour faire un choix cohérent, on fixe :

« Des cercles v; engendrant H1 (V') (on rappelle que H; (V') est supposé libre), ainsi
qu’une trivialisation de £ sur ceux-ci

« un point p; € A; pour chaque composante de A

« pour tout ¢ # 1, un chemin 7, allant de p; a p;, ainsi qu’un chemin de lagrangiennes
de & reliant T, A a T),, A

« pour chaque extrémité de corde x € A;, un chemin =, contenu dans A; reliant = a
Pi.

On peut maintenant définir le degré d’une corde de Reeb creliant x € A; ay € A; (voir
la figure 3.1 pour une illustration) :

« Sii = j, on considere le lacet v, = v, -7, ' - c. Etant cobordant  un certain 3 n;h;,
&}, hérite d’une trivialisation notée 7 : les n; sont bien définis car H; (V') est libre,
et la trivialisation découle de la trivialité d’un fibré complexe sur une surface a bord.
On obtient alors un chemin de lagrangiennes L, C §},, en prenant I’espace tangent
a Aen -y, ety,, eten poussant 7, A par la linéarisation du flot de Reeb sur c. Finale-
ment on complete ce chemin en un lacet comme suit : la corde étant non-dégénéré,
Lg et L, s’intersectent transversalement, donc il existe une structure complexe [ sur
¢, telleque dA(., I.) > 0et I(L;) = Lo. Le lacet L, est alors obtenu en concaténant
L; avec le chemin (e!! Li)o<i<z.

Le degré de la corde est définit a partir de I’indice de Maslov de ce chemin :

el = w(Le, T) = 1= u(T(Ly)) — 1
Notons qu’il est indépendant des choix car la classe de Chern ¢; () et la classe de
Maslov m(A) s’annulent (cf [EES07] et [EES05b]).

« Sii # j on considere le chemin v, = yy.%—jl.yli.y; 1. ¢. Comme précédemment
&1+, hérite d’une trivialisation, et on obtient un chemin de lagrangiennes en prenant
I’espace tangent a A sur v, et ,, le chemin fixé précédemment sur 7, et 7, et en
poussant T, A par le flot de Reeb sur ¢. On compléte en un lacet comme précédem-

ment, pour définir
el = pu(ye, T) — 1

ou la encore F provient des trivialisations fixées. Ce degré dépend cette fois des
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chemins yy;, cependant sa parité est bien définie. Cf [EENS13, remarque 2.4] (ici
on choisit des triv sur les ;) et [EESO5b].

Pj

P

FIGURE 3.1: Chemins utilisés pour définir le degré, le point de départ étant rouge

Remarque 3.1.6. Si on choisit une autre trivialisation sur un chemin +;, cela correspond a
composer par un élément de k; € 71(Sp(2n)) ~ Z, et pour toute corde c telle que & ~ ~;,
les degrés sont reliés par d'(c) = d(c) + 2k;. Si ces deux trivialisations sont induites par
des surfaces S; et S — ¢/, alors d'(c) = d(c) + 2 (c1(§), Si#S;) (voir [Vit87]).

3.1.3 Espaces de module et compacité

Dans une symplectisation : pour toute corde ¢, et tout mot w = qopc1q;...¢,-q, on définit
M(co;w; A, V') comme I’ensemble des courbes holomorphes F' = (a, f) : (S,5) —
R, x V telles :

« S=D?*\ {z,...2,} les z; sont des points cycliquement ordonnés du bord de D?;

« JOD?\ {z:}) C A

« F' est positivement asymptote a ¢y en zp, négativement asymptote a ¢; en z;, et

définie a R,-translation pres;

* Ya() - J(Zis Zig1) * Vera0) = @ € Hi(A) pour 1 <i <7 —1.
La dimension virtuelle de cet espace de module est donnée par dim M (co; w; A) = |co| —
> |ei| —1. On verra dans la section suivante qu’elle provient de I’indice de Fredholm d’un
::)Zplérateur, elle est donc indépendante des choix nécessaires a la définition du degré.
Le résultat de compacité de Gromov permet de compactifier I’espace M (co; w; V, A, J)

en y ajoutant les batiments holomorphes modelés selon des surfaces nodales obtenues
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par brisures a partir de S. Pour notre construction il suffit de considérer des espaces de
modules de dimension virtuelle un, qui peuvent uniquement se casser en batiments a deux
étages. On définit donc, pour ¢y € C.(A) et |w| = * — 2, I'espace de module compactifié :

M(co;w) = M(cg;w) U | M(co; wicws) x M(c;w-)

c€Ci—1(A)

wiw- wa=w
Remarque 3.1.7. Plus généralement, il faudrait poser M(S) = Us,) us,=s [1: M(S;) ot
S est une surface de Riemann décorée par les cordes et classes d’homologie. Notons
que I’on pourrait encoder toutes ces informations dans un arbre décoré, similairement a
[Par19], ce qui simplifierait les notations. Un morphisme d’arbres est alors la contraction

d’une arréte, correspondant géométriquement a un recollement de courbes.

Un batiment holomorphe est une collection de courbes holomorphes F; : S; — (RxV, J),
telles que les asymptotes négatives de F; correspondent aux asymptotes positives de F;_1,
avec des décorations permettant de recoller les courbes (voir [ BEHWZ03, §7.2] pour une
définition plus précise). On dira qu’une suite de courbes holomorphes (S?, F"*) converge
vers un batiment holomorphe [(S1, F1), ..., (Sy, Fv)] si
« S’ converge vers la surface nodale L%Sn au sens de la définition 2.1.2;
« les applications fio¢?, ot ¢* : SP" — SPi7i provient de la convergence précédente,
convergent uniformément vers F';
. pour tout n € {1,.., N}, on pose C,, = SP"\ UT;. Il existe une suite de réels ¢’
telle que a; © ¢; — an — ¢ — 0 dans CL.(C).
Remarque 3.1.8. Notons que cette définition de convergence provient d’une métrique,
voir [BEHWZO03, § B.2].

Théoreme 3.1.9 ([Gro85], [BEHWZ03], [Abbl14]). Si les courbes considérées sont conte-

nues dans un compact de V', alors les espaces de module compactifiés sont compacts.

Dans un cobordisme : la définition est la méme, mais on ne quotiente plus par transla-
tion au but. Plus précisément si L C (W, /3) est un cobordisme lagrangien exact (plongé)
de AT C (V*,AT) vers A~ C (V~, A7), alors pour ¢ € C(A™) et w un mot de cordes de
A~, on pose M(c, w; W, L, J) I’ensemble des applications .J-holomorphes a valeurs dans
la complétion, a bord dans (la complétion de) L et d’asymptotes prescrites par c et w. La
dimension virtuelle est alors donnée par

vdim M (¢, w; L, W, J) = |e| — |w]

Similairement au cas précédent, cet espace se compactifie en rajoutant les batiments ho-

lomorphes k., |1|k_, modelés sur des courbes nodales étagées ayant un étage dans V.
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3.1.4 Transversalité et structures presque complexe régulieres

Ne prouvant pas de nouveau résultat concernant les problémes analytiques amenés par les
courbes holomorphes, on se contente de rappeler les grandes lignes du probleme. Pour
plus de détails voir [EESO7] [EESO5b] [Bou06] [Wenl0a] [Riz16] [Wenl6] et [MS12,
Chapitre 3] .

Fixons une structure presque complexe .J. La stratégie usuelle pour montrer que les es-
paces de courbes considérés sont des variét€s consiste a voir ces ensembles comme les
z€ros d’une section

OF = (dF)}; = dF + J o dF o j,

dont la linéarisation est un opérateur de Fredholm L. Si il est surjectif pour toutes les
courbes d’indice 0 et 1, les espaces de modules sont des variétés et la .J est dite réguliere.
Pour prouver qu’une telle structure presque complexe existe, on peut parfois étudier la
section (F, J) — (dF)?} Sa linéarisation est encore est opérateur de Fredholm, et, s’il
est surjectif, alors la différentielle de la projection 7 : (F,J) € M(c,w) — J € J*M est
aussi Fredholm, d’indice |c| — |w|.

On applique ensuite le théoreme de Sard-Smale, qui implique que 1’ensemble des va-
leurs régulieres de IT est un ensemble de Baire '. On dénote par Jieq (¢, w) I’ensemble des

valeurs régulicres, et I’ensemble des structures régulieres est alors

u7reg =N k7reg(c7 U})

qui reste un ensemble de Baire. Alors pour tout J € Jg, les espaces de modules sont des

variétés dont la dimension est donnée par la dimension virtuelle.

Remarque 3.1.10. Lorsque I’on considere des courbes a bord dans la symplectisation
d’une legendrienne A, on peut perturber cette derniere dans un voisinage des cordes pour

obtenir une paire réguliere (A, .J), voir [EES07].

Cette approche, efficace dans le contexte symplectique, pose cependant probleme lors-
qu’il s’agit de définir I’homologie de contact :
« tout d’abord on est a priori amené a considérer des courbes multiples (dites aussi
factorisables), pour lesquelles L n’est pas surjectif, voir [Wen10a];
« pour I’homologie legendrienne, et si la forme de contact est hypertendue, de telles
courbes ne sont pas considérées. Dans une symplectisation, la transversalité sera
alors réalisée par une structure presque complexe générique (voir [Bou06] pour le

cas sans bord, et [EESO7] pour la situation legendrienne), et donc la différentielle

1. c’est-a-dire une intersection dénombrable d’ouverts denses
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sera bien définie. Cependant les problemes surviennent lorsqu’il faut définir une
application provenant d’une homotopie de cobordismes, et dans le cas général la
situation semble sans espoir.
Ces difficultés techniques sont récurrentes en géométrie de contact, et admettent plusieurs
solutions, que I’on présente succinctement :

« Une premiere méthode consiste a se contenter de structures presque complexes
telles que les espaces de modules soient des polyfolds. Cette théorie, initiée par
Hofer, Wysocki et Zehnder, est cependant encore en développement.

« Une autre approche, présentée dans [Par19], consiste a définir une classe fondamen-
tale virtuelle via une construction faisceautique, permettant d’associer un nombre a

un espace stratifié.

3.1.5 Structure spin

On suit ici la présentation de [EESO5b] : pour définir une orientation cohérente des es-
paces de courbes il faut se fixer une structure spin, que 1’on définit de la maniere suivante :
on fixe une métrique sur M™, et on considere F'r(M) le fibré de base M dont la fibre en
x est I’ensemble des bases orthogonales de 7, M (la fibre est donc SO(n)). Une structure
spin est alors un relevé équivariant de F'r(M ) en un fibré sur M de fibre Spin(n), groupe
obtenu par revétement double (non trivial) de SO(n) (la suite exacte de groupes de Lie
1 — Zy — Spin(n) — SO(n) — 1 définit en fait ce groupe).

Remarque 3.1.11. [EESO5b, §3.4.2] Une structure spin sur M peut aussi étre vue comme
une trivialisation de 7'M @ R? sur le 1-squelette s’étendant sur le 2-squelette. Notons
que cette extension est unique (a homotopie pres), et qu’elle peut €tre automatiquement
étendue au 3-squelette (mais cette extension n’est plus unique).

Lemme 3.1.12. [EESO5b, §4.4.1] L’ensemble des structures spin sur M est un espace
affine isomorphe a H'(M; Z)

L’élément associé a une structure spin s, relativement a s, sera noté s — sg € Hy (M, Z,).
Une legendrienne A C (V) sera dite relativement spin si A peut étre munie d’une

structure spin.

Théoreme 3.1.13. [EES05b, Théoreme 4.29] Une structure relativement spin permet
d’orienter les espaces de modules de courbes asymptotes a des cordes. Soit s et 5y deux

structures spin sur A, et c une corde de A telle que O;,c = > a(w)w, ol w = qoc1q1---Crqr
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est un mot de I’algébre, a(w) € Z, q; € H () et ¢; est une corde. Alors, si § = s — 5 €
HY(A), ona

dsc =Y (H a ({0, qz))> a(w)w
ou o : Lo — *1 est le morphisme de groupe non trivial.

Par conséquent I’application ¢ € H;(A) — o((J, ¢))q induit un isomorphisme de dgas
entre LC'(A,s) et LCO(A,so) (notons que dans [EES05b] les classes d’homologie com-

mutent avec les cordes).

Remarque 3.1.14. [EESO5b, §4.4.3] L’homologie d’une legendrienne, a coefficients dans
H,(A), est indépendante de la structure spin : deux structures spin distinctes donnent des

dga "tame isomorphes". Ce n’est plus le cas pour I’homologie a coefficients dans Z.

3.1.6 Différentielle

La différentielle d’une corde est obtenue en comptant les disques holomorphes positive-

ment asymptotes a cette corde : pour tout ¢ € C(A),

e => #M(c;w; V,\*; J,s) w,

étendue par la régle de Leibniz 9(ab) = da.b + (—1)%a.0b.

Il s’agit bien d’une différentielle car le lemme 2.5.7 montre que les courbes holomorphes
restent dans V compact. Le résultat de compacité de Gromov reste donc valable, et donc
9% = 0.

Cette algebre différentielle graduée (ce terme sera abrégé en dga par la suite) sera notée
LC(A,V;J,8,T), ou J est la structure presque complexe ajustée, s est la structure spin
et 7 est ’ensemble des choix nécessaires a la définition d’un degré (chemins "fermant"

et trivialisations).

3.1.7 Invariance

Dans cette section on montre que ’homologie legendrienne suturée ne dépend pas d’un

certain nombre de choix.

Théoreme 3.1.15. Soit (V, Ny(T), §) une variété de contact suturée et A une legendrienne
cylindrique totalement non-dégénérée. Alors
« LH(A; V,No(T), A, J) ne dépend pas du choix de forme de contact adaptée ni de

la structure complexe ajustée.
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« Soit (VN3 (T'),&") un chemin de variétés de contact positivement suturées, et
A" un chemin de legendriennes cylindriques 0-non-dégénérées tel que A° et A!
sont totalement non-dégénérées. On a alors un quasi-isomorphisme LC(Ag, \g) —

LC(A1, \1), et cet isomorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie du che-
min (£, A").

Remarque 3.1.16. En particulier le choix de coordonnées sur Nj(I") est sans importance.
En effet I’espace des choix est contractible, et tout chemin de fonctions coordonnées

induit une isotopie de formes de contact adaptées.

Démonstration. On adapte ici la preuve de [CGHHI11]. 1l suffit de prouver la seconde
partie du théoreme, qui implique le premier point.

On choisit ainsi une famille de structures presques-complexes J* adaptées aux (V*, \*)
(cet espace est contractible).

Premiere étape : On commence par supposer A\*, J" et A" indépendants de u sur la région

{T > 0}. On considere le cobordisme
(Ry x V¥, w = d(e*X*()), J = Jo©))

ol ¢ : R — [0, 1] est une fonction lisse décroissante telle que ¢(s) = 1 pour s < —N et
¢(s) = 0 pour s > N, avec N grand. Si |¢'| est assez petit, w est symplectique et .J lui est
adaptée. De plus il existe un cobordisme lagrangien exact V' C (R x V*) interpolant entre
les deux legendriennes, et coincidant avec R x {0} x R* x A sur la région {7 > 0}.

On définit alors une application
D LOJAY N T — LOG(AM N TY

en comptant les courbes pseudo-holomorphes d’indice 0 (avec une asymptote positive), a
bord dans L, dont les projections a M* restent dans un compact.

En effet, le lemme 2.5.7 limite les courbes horizontalement : J étant s-invariant sur le
bord, les courbes restent dans la zone {7 < 0}. De plus si on a une suite de courbes
F,, (a asymptotes et topologie fixées) ainsi que z,, € S tels que t o F,(z,) — oo, alors
similairement au lemme 2.5.7 il devrait exister une courbe holomorphe d’énergie finie a
valeurs dans R x R x R., ce qui est impossible car il n’y a pas d’orbite de Reeb dans
cette région.

[’argument usuel, basé sur la compactification de ces courbes, implique que ¢ est un
morphisme de dga et qu’il existe un inverse homotopique. En effet les espaces de modules

du cobordisme se cassent en batiments holomorphes, et en considérant les espaces 1-
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dimensionnels on obtient 9, — 9;® = 0. Similairement, le cobordisme de \' vers \°
donne un morphisme ¥ : LC (A, A1, J1) — LC (A%, X0, JO).

De plus la composition ¥ o @ peut €tre obtenue en comptant les courbes dans le cobor-
disme obtenu en recollant les deux cobordismes précédent. Ce nouveau cobordisme étant
homotope au cobordisme trivial, I’étude des espaces de courbes de dimension un montre

qu’il existe une application H telle que ¥V o ® — [d = HOy — 01 H.

Deuxiéme étape : On étudie maintenant le cas ou J*, \* et A* varient sur {7 > 0}. On va
construire une variété suturée intermédiaire (V, Ny(T'), A, J) permettant de comparer les
deux dga. D’apres le lemme 2.5.6, il existe une forme de Liouville 6}, jp une structure
presque complexe sur R, x T', et L C RT x I' une lagrangienne exacte interpolant entre
(OA2, N2, J0) et (DAL, CAL, JL), et telles que les courbes Jp-holomorphes a bord dans L
n’aient pas de T-maximum.
On définit alors (), .J) par

« A= \sur {7 <0}
« A\=dt + frpour T >0
= jp sur ker BF
o) = Oy

« J(O;) = Jr0; + pudt € ker \, ot pu = —;\p(jpaT).
La variété (V = {r < S, |t| < 1}, ) est alors suturée, .J est une structure ajustée et A,

)

J
J

relevé legendrien de L, est une legendrienne cylindrique totalement non-dégénérée.

De plus J reléve la structure Jr :
dllo J = JpodIl,
et donc toute courbe .J-holomorphe se projette en une courbe .Jp-holomorphe. En parti-
culier, d’apres le lemme 2.5.6 elle restent dans la région {7 < 0}. On a alors
LO(A V,Ny(T),\°, J%) = LC(A; V, A, J)
comme complexes, car les générateurs et les différentielles sont identiques.

De plus il existe un chemin entre A € (V, )\, .J) et A' C (V, A!, J!) qui est fixe au bord,
et I’étape précédente montre que 1’on a un quasi-isomorphisme entre les dga associées.

Troisieme étape : 1l faut maintenant montrer que deux chemins homotopes fournissent
le méme isomorphisme (en homologie). On commence par le cas usuel, ot V' est com-
pact sans bord : on peut recoller les cobordismes induits pour obtenir un cobordisme de

A® € (V; A% J°) vers lui-méme. Les deux chemins étant homotopes, ce cobordisme est
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homotope au cobordisme trivial. On compte alors les courbes holomorphes dans ce co-
bordisme pour obtenir un morphisme F' : LC(Ag; Ao, Jr) — LC(Ao; Ao, Jr) homotope
a I'identité, c’est-a-dire qu’il existe H : LC.(Ag; Ao, Jr) — LCui1(Ao; Ao, Jr) tel que
F —1d = HO+ 0H, estdonc H(F) = Id . De plus F peut aussi étre obtenu comme
composition de Fy et G, ot Fy : LC(Ag; Mg, Jr) — LC(Ay; A, J1) est induit par la
premiere isotopie et G : LC(Ay; A1, J1) = LC(Ag; Ao, Jr) par I’opposé de la deuxieme.
On obtient donc Id = H(F') = H(G1) o H(Fy) et en composant par H(F}) on a bien
H(F\) = H(F\)H(Gh)H(Fy) = H(Fp) (lacomposition F; o G; pouvant étre obtenue en
recollant un cobordisme et son opposé, cette application est homotope a I’identité comme
vu a la premiere étape).
[’argument est le méme pour des variétés suturées, il faut simplement s’assurer que les
courbes restent dans un compact. On commence par fixer des formes de contact ajustées
a &9 et €4, ainsi que des structures presques complexes ajustées. Comme précédemment,
on peut construire une variété suturée (‘7, A J ) ainsi qu’une legendrienne A telle que
« LNV, 1, J) = LC(A%V, No(T), X°, J°) comme dga.
« Tl existe une isotopie de A € (V,1,J) vers A* C (V, A, J') fixe au bord.

On peut donc appliquer les arguments du cas compact a ce contexte : les cobordismes
permettant de définir les morphismes sont constants au bord, et I’homotopie vers le co-
bordisme trivial peut étre réalisée sans changer le bord. Toutes les courbes considérées
vérifient donc un principe du 7-maximum.

]

Remarque 3.1.17. Notons que les applications de cobordismes ne sont pas définies pour

un chemin de structures complexes quelconque.

Via la construction 1.4.3, cette homologie devient un invariant d’une variété a bord convexe
(lisse).

Corollaire 3.1.18. Soit (V&) une variété de contact a bord convexe, X un champ de
contact transverse au bord, et \ une legendrienne transverse au bord telle que O\ C T'x.
Alors I’homologie de la legendrienne obtenue par la transformation convexe-suturée ne
dépend que de (V,&,T'x, \), et sera notée LH(V, £, T, A).

De plus si A C (V&) est une legendrienne sans bord, Alors I’homologie de la legen-

drienne obtenue par la transformation convexe-suturée ne dépend plus de la suture.

Démonstration. L'ensemble des sutures possibles est connexe, car en interpolant entre

deux champs de contact on obtient des champ de contact restant transverses au bord. De
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plus I’opération convexe-suturée est continue pour un chemin de structures de contact

adaptées au bord. 0

Corollaire 3.1.19. Soit £" un chemin de structures de contacts sur 'V telles que OV est
convexe pour tout u, X" un chemin de champs de contact transverses au bord, et A" un
chemin de legendriennes transverses au bord et telles que ON* C T xu. Alors les homolo-
gies LH(V, &% Txo, A%) et LH(V, ', Tx1, AY) sont quasi-isomorphes, et cette applica-

tion ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin (", T xu, A").

En particulier, comme remarqué dans [CGHHI11], si A, Aq C V sont des legendriennes
disjointes, 1’homologie LH (A, V \ Ni(Ag)) est un invariant de la paire, ot N est un
voisinage standard a bord convexe disjoint de A.

Finalement, notons que si X, X’ sont deux champs de contact transverses au bord, et tels
que les sutures associées contiennent 0/, alors les homologies associées sont isomorphes.
Cependant, comme vu dans le lemme 1.4.1, il est a priori nécessaire de modifier la legen-

drienne pour qu’un tel champ de contact existe.

Question 3.1.20. L’homologie est-elle indépendante de cette modification ?

3.1.8 Inclusion de variété suturée

On reprend ici un résultat de [CGHHI11], adapté au cas legendrien. Les idées sont les
mémes, cependant la présentation est différente car la situation considérée ici est plus

simple.

Théoréme 3.1.21. Soit (V, ) une variété suturée contenant Vy, de codimension 0, et A
une legendrienne cylindrique relativement non dégénérée telles que

o (Vb, &) est une variété suturée

« Ao = ANV, C (Vo, A) est une legendrienne cylindrique relativement non dégénérée

On a alors un morphisme d’algebres entre les homologies suturées

fvov : LH(Ao; Vo, &) = LH(A; VS, E)

Démonstration. L’i1dée est similaire a celle de [CGHH11] : on va construire une suite de
formes de contact qui "étire" un voisinage du bord de Vj.

Pour tout A > 0 on note V! la complétion partielle de V; :

Vit = VoU 1, 14- Ay x Ry (Vo) U [=A—1, —1],, x R_ (Vo) U [0, Al x[-A—1, A+1],, x T
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uitte a faire une isotopie on peut supposer que V2 C V, et sur V2% \ V; une forme de
p p pp q 0 0

contact ajustée s’€écrit
A=dt+ [y avec By =dt+e"Apsur{0 <7 <24}

On construit maintenant un chemin de formes de contact A\ telles que
e M= AsurV\VZ
o (VQ,\) est exactement contactomorphe a (Vi, 0A5), out § < e~
A cet effet on fixe des fonctions strictement croissantes 74 : [0, 6] — [0, 6 + A] telles que
n(x) = x sur un voisinage de 0 et n(z) = = + A sur un voisinage de . On considere alors
des difféomorphismes ¢4 : V@ — {19 < 1+ A, |to] < (1 +d)e?} C V; valant I'identité
sur un voisinage de Vj, et donnés sur un voisinage du bord par
«Sid—ec <7 <6 alorspourtout v € I', pa(7,t,2) = (A + 7, e, 1)
e Sil+d—e<|t|<1+detT <0, alors pourtout z € Ri(Vp), palt,z) = (et, 2)
«Sil+d—e < |t <1+4+detT > 0,alors pour tout z € Dy, pa(7,t,2) =
(na(r), et )
Alors sur un voisinage de 81/0‘5, ona
() = etdt + e\ sur {0 —e <7<, -1-6<t<1+6}
eAdt + By sur {7 <0,14+0—e<|t| <146}
eAdt + e AN sur {0<7<6,14+0—e<|t| <146}

On définit alors une forme de contact A sur V' par :

e M= AsurV\ V¥

o M =497 () sur V{ (en particulier At = e~ sur Vp)

e M =dt+g(r, )M, sur {§ —e < 7 <20, [t] < 1+ 26}

e M=dt+gt)Brsur{T < —e, 1 +6<|t| <1426
ou g, g sont des fonctions lisses positives telles que :

« g(t) = g(—e,1), et les fonctions se recollent de fagon lisse.

e g1+ =etetg(l+20)=1

cg(rt)=€e"siT>d—¢

e g(r,14+6) =e"etg(r,1 +20) =e”

« Condition de contact : 9,9 > 0
Voir la figure 3.2 pour une illustration.
La legendrienne étant supposée cylindrique dans la région V{0 \ V;, elle reste legendrienne
pour chacune de ces formes. De plus on peut choisir ces fonctions telles que si A’ > A
alors ga < ga, ce qui permet de définir un cobordisme de (V, \4) vers (V, A*") (voir la
section 1.1.13).
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e A Cdt+ e

FIGURE 3.2: Forme de contact A 4

D’apres les lemmes 2.4.3 et 2.5.10, pour tout 7 > 0 il existe A(7") > 0 tel que toute
courbe pseudo-holomorphe sortant de (V, \%) est d’énergie supérieure a T', et donc toute
courbe sortant de (V7, A1) est d’énergie supérieure a e~ AT, On obtient donc, pour tout
A > A(T), une inclusion d’algebres

D ar: LOT (Ao, Vo, No) = LC T (Ao, Vo, e Ng) = LO(A, V, A)
De plus pour 77 > T'et A’ > A > A(T") le diagramme suivant commute

LHT (Vo, M) —2~ LH(V, M)
; J
/ Dy /
LHT (Vo, \o) —2= LH(V, M)
ol 9 est issue du cobordisme de A4 4 A", En effet les courbes comptées par le cobordisme
et d’asymptote positive incluse dans Vj restent dans 1/, ce qui rend 1’application triviale,
car le cobordisme y est trivial.

On obtient ainsi des applications LH” (Vy, &) — LH(V, &) compatibles, induisant un
morphisme LH (Vj, &) = colim LHT (Vy, &) — LH(V,E). O

Notons qu’il existe une application semblable lorsque les variétés sont a bord convexe
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(lisse), similairement au résultat 3.1.19.

De plus comme dans [CGHH11], si V' est obtenue par recollement des variétés suturées
(Vi, A1) et (Va, A2) (voir [CGHHI1, §4.3] pour plus de détails), contenant chacune une
legendrienne suturée A; de bord disjoint du lieu de recollement, alors I’inclusion V; LUV, C

V' induit un morphisme
EH(Ah ‘/1) & EH(A27 ‘/2) = ,CH<A1 L Ag, ‘/1 L ‘/2) — LH(Al U AQ, V)

Notons que les legendriennes peuvent étre suturée si leur bord est loin du lieu de recolle-

ment.

Question 3.1.22. Qu’arrive-t-il au bord d’une legendrienne suturée lorsqu’il est inclus
dans une partie de la suture qui disparait lors du recollement ?

3.2 Version enroulée

3.2.1 Homologie relative

On fixe une paire de legendriennes (A;, Ay). On définit alors LC(Aq, As) comme le
LC(A1)—LC(Ay)-bimodule engendré par les cordes de A; a Ay. On peut y penser comme
un quotient de LC(A; U As) par les mots ayant plus d’une corde mixte : la différentielle
augmentant le nombre de cordes mixtes, I’'idéal engendré est un sous-complexe (on peut
aussi se limiter aux cordes contractibles).

Si les A; sont relativement hypertendues, ou plus généralement si on fixe des augmenta-
tions ¢; sur LC(A;), on peut simplement considérer un Q-bimodule en augmentant les
cordes non mixtes. Ces considérations, de nature algébrique, s’étendent au cas des legen-

driennes cylindriques dans des variété suturées.

3.2.2 Homologie suturée enroulée

Soit A C (V, Ny(T"), A) une legendrienne cylindrique centrée totalement non dégénérée,
J une structure presque complexe ajustée et H : Rt — R™ une fonction induisant un
enroulement positif et total. On décompose le bord de la legendrienne en OA = 9, ALIO; A,
et on dénote 1 1’isotopie positive constante sur O, A et induite par H sur 0; A. Comme vu
dans la section 1.5 on obtient une legendrienne complétée non compacte A,

On définit WLC (A, 01\, 0, A; V) X\; J, H,s,T) comme 1’algebre différentielle graduée
engendrée par les cordes de A, ou la différentielle compte les courbes holomorphes
rigides dans la symplectisation. D’apres le lemme 2.5.12, les courbes restent dans un
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compact (a asymptotes fixées) et donc on a bien 9% = 0. Si A = A; U Ay, et ;A = OA;,
le LO(A1) — LC(As)-bimodule engendré par les cordes mixtes sera noté WLC(Aq, Ay).

Remarque 3.2.1. On pourrait considérer des legendriennes non centrées. Dans ce cas il
faut s’assurer que la complétion fait bien passer 0; A en-dessous de 0> A, ce qui sera tou-

jours possible si 1’on enroule suffisamment loin, voir la remarque 1.3.8.

Remarque 3.2.2. On pourrait aussi enrouler J; A négativement, ou bien enrouler les deux

bord positivement, en poussant d, plus rapidement que 0;.

Comme colimite Similairement a [AS10] (voir aussi [Aurl4]), cette homologie peut
aussi étre contruite via une colimite sur les enroulements partiels. Pour un hamiltonien
positif et total H,, on choisit une suite d’hamiltoniens (H},)ren- telle que

« H}, induit un enroulement positif (ie H; > 0);

« Hy = Hy sur [0, k];

« H/ =0pourt >k + 1.
On obtient ainsi des legendriennes cylindriques A¥, et d’apres le lemme 2.5.12 on a des
inclusions de complexe LC'(A*) € LO (A1),
Alors WLC(A®, VX, J,s,T) =~ c]giiorgl LC(A*;V, \; J,5,T) Notons que cette colimite

est bien définie car les morphismes utilisés sont des inclusions de dga.

Remarques 3.2.3. On présente quelques idées géométriquement similaires mais dont I’im-
plémentation est plus difficile :

« On peut perturber A pour la rentre cylindrique et —e-centrée. On munit main-
tenant la variété suturée de la forme de contact A = fdt + e"Ar ou f est une
fonction croissante telle que e " f" — oo. Le champ de Reeb est alors dirigé
par 0; — e " f'Rr, ce qui fait apparaitre des cordes en bijection avec C(4A —
Oo\; Ar). 11 s’agit maintenant de prouver que les différentielles correspondent, ce-
pendant la projection d’une courbe holomorphe 2 R*7 x T" n’est plus une courbe
Jr-holomorphe.

+ On pourrait garder des legendriennes cylindriques et la forme de contact habituelle,
mais considérer des courbes plus générales, dont I’énergie est infinie mais d’énergie
"réduite" finie, typiquement obtenue en intégrant ¢(7)dr A Ap sur V*\ V, oll ¢ est
une fonction intégrable sur R*. Cette fois, les cordes de la reliure apparaissent a
I’infini dans las direction 7, et la bonne fagon de compactifier les espaces de module
est moins claire. Notons que cette méthode fait aussi apparaitre les orbites de Reeb

de (I', A\r), ce qui n’était pas le cas auparavant. Cette facon de faire devrait nous
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permettre de retrouver 1’homologie compléte de A comme quotient par les cordes
intérieures.

« Alternativement on pourrait compter des courbes vérifiant une équation de type
Floer. En effet d’apres [Aurl4, Remarque 1.10], les bandes de Floer entre deux la-
grangiennes, asymptotes a des trajectoires 1-périodiques d’un hamiltonien H, cor-
respondent aux courbes pseudo-holomorphe entre L et ¢ (L'), asymptotes a des
points d’intersection. Dans ce contexte hamiltonien le principe du maximum est
prouvé par [AS10] (voir aussi [Abo10]).

Théoreme 3.2.4. Soit (V, No(T'), £) une variété suturée, \ une forme de contact adaptée,
J une structure presque complexe ajustée, A une legendrienne cylindrique centrée tota-
lement non-dégénérée, telle que ON = O\A U O, A, et H un hamiltonien positif et total.
Alors I’homologie enroulée WLH (A, A, Do \; N, J, H) est indépendant des choix de ),
Jet H.

De plus un chemin de variétés suturées induit un quasi-isomorphisme qui ne dépend que

de la classe d’homotopie du chemin (§*, A*)

Ici on ne demande que A* soit relativement non dégénérée durant I’isotopie : les projec-
tions de J; A" a I" peuvent se croiser tant que 0; A passe sous O A.

Démonstration. Si I'isotopie laisse le bord fixe, elle induit un cobordisme lagrangien
exact dans R x V™ (voir le paragraphe 1.1.4), qui définit un quasi-isomorphisme entre
les complexes.

Si maintenant le bord est modifié, on obtient une isotopie du bord dyA* C (T', Ar), ce qui
permet de construire un cobordisme lagrangien exact Ly C [0, 1] x T interpolant entre
AyA° et JyAL. Apres relevement, on obtient une legendrienne Ay C {r < 1}, de bord
AL, que I’on enroule par un hamiltonien H. Par conséquent

WLC(AY) ~ WLC(Ay).

Pour montrer que ce complexe est quasi-isomorphe 2 celui provenant de A°, on construit
une suite de legendriennes AT, fixes a I’infini (dans la direction 7), et telles que _/A\T coin-
cide avec (A%)H sur {7 < T}, et avec (AY)H sur {7 > T + 1}. Ceci permet d’absorder
I’isotopie du bord, finie, dans I’enroulement. On pose ainsi

esur[0,7) X T, Ly = U_{7} x ¢ 7 (9pA?)

T€[0,T]
e sur [T,T + 1] x T, Ly = ¢ (Ly)
« sur [T+ 1,00), on enroule par un hamiltonien dépendant de 7.
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On obtient ainsi une lagrangienne exacte, qui se reléve en une legendrienne Ay C V*. De
plus, (Ar);z = df, et f est une fonction de 7 sur R™ \ [T, 7" + 1]. Alors pour tout A > 0,
il existe 7" > 0 tel que toute les cordes de Ay d’action majorée par A sont dans la zone
{T < T}. Or toute courbe positivement asymptote a une telle corde reste dans cette zone,
d’apres le lemme 2.5.6 (qui reste valable pour une lagrangienne immergée). On obtient

donc une égalité de complexes
WLCHA®) = WLCA(Ar).
De plus, A7 coincidant avec (A')# a I’infini, on a
WLC(Ar) ~ WLC(AY).
On obtient le quasi-isomorphisme désiré en prenant la colimite des applications
WLCA(AY) = WLCA(Lr) € WLC(Ar) = WLC(AY)

lorsque A — oo. O

Remarque 3.2.5 (Indépendance de la partition du bord). En considérant le module engen-
dré par les cordes de A C (V, ) (toujours supposée hypertendue), et les cordes de OA C
(T, Ar) reliant deux composante connexes, on obtient un complexe WLC'(A,V,\). On

peut le voir comme un quotient de la somme directe &  WLC(A; g, OA \ OpA),
OoANETo(ON)

et son homologie ne dépend que de (V,¢, A).

3.2.3 Suites exactes

Similairement a [Ekh11], les homologies cylindriques et enroulées s’inscrivent dans une
suite exacte qui devrait faire intervenir I’homologie du bord. Si A est relativement hyper-
tendue, on définit

LO™(A, O\, A\, J, H) = WLC(A, 8o, 01A; N\, J, H) JZ(A),

o

ou Z(A) désigne d’idéeal engendré par les cordes de Reeb intérieures, qui est un sous-
complexe d’apres le lemme 2.5.7. Comme algebre, LC*'(A, DA, )1 A) est engendré par
les cordes du bord C(OpA, 01 A; T).

Si la legendrienne enroulée est relativement hypertendue (notons qu’il faut s’assurer que
les cordes du bord ne sont pas contractibles dans V'), on peut considérer le module en-
gendré par les cordes de Reeb du bord, que I’on note LC®'. On obtient alors un triangle
exact

s LH(A;V,€) — WLH(A; 9oA, 0 A; V, €) — LH™(A, 8oA, dA; T, &r) =%
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ol la derniere application provient d’une partie de la différentielle de WL H (A; Op A, 1 A; V, €).
Dans le chapitre suivant, on montrera dans un cas particulier que :
« ce complexe ne dépend que du bord

« le triangle est invariant lors d’un chemin de legendriennes suturées fixe au bord

Conjectures : On formule maintenant certaines conjectures concernant cette homolo-
gie dans le cas général, a comparer au théoremes de [Ekh11].
1. Une legendrienne suturée relativement hypertendue induit une augmentation € sur
LC(ON). De plus, une isotopie legendrienne fixe au bord fournit une augmentation
équivalente.

2. Le quotient précédent s’exprime a partir de I’homologie du bord :
LCeXt(A, 80/\, 81./\, )\, J, H) ~ L05(80A7 81/\, F, )\F, JF> [1]

ou ce complexe est a coefficients dans H;(A), induit par I’inclusion OA — A, et
I’augmentation ¢ est utilisée pour augmenter les cordes contractibles de OA.
3. Finalement le triangle est invariant au sens suivant : si A* est un chemin de legen-

driennes suturées tel que

« pour tout u, A* est une legendrienne plongée cylindrique et centrée (en parti-

culier les bord de la legendrienne de se croisent pas dans I).
« le bord détermine un lacet legendrien : JyA° = 9yA! et 9;A° = O, AL
. pouri € {0, 1}, les extrémités du chemin, A? et A}, sont hypertendues.

Alors le diagramme suivant commute :

LH(A%V, &) ——= WLH(A% 9oA, diA: V, €) 5 LH.(9A, AT, &)~

F*lz F*le F’?lz

LH(A;V,€) —= WLH(AS oA, 01 A; V,€) - LH.(8A, O A: T, &) —2~

ot les applications F' et F"V sont proviennent des théorémes 3.1.15 et 3.2.4, et F?

est induit par un cobordisme lagrangien dans (R xT", e*Ar), déterminé par le chemin

OA* C (T, Ar). En particulier si le bord est fixe lors du chemin, F? = Id.
Rappelons tout d’abord qu’un remplissage lagrangien exact L dans un domaine de Liou-
ville (W, 8) définit une augmentation sur LC(OL,0W) en comptant des demi-plans ho-
lomorphes a bord dans la complétion de cette lagrangienne, voir [Ekh11] et [BC14] pour
plus de détails. On verra ainsi dans la section 4.1 que les deux premiers points de cette
conjecture sont vrais dans une variété suturée [—1, 1] x W, car on peut projeter les courbes
au domaine de Liouville.

Pour définir une augmentation dans le contexte suturé, I’idée serait de considérer plusieurs
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copies de la legendrienne, poussées par le champ de Reeb a I'intérieur et par [r sur un
voisinage du bord, et perturbées par des fonctions de Morse f : A — Ret fy : 0A — R,

puis complétées en enroulant. Si A™ est une telle copie, alors les cordes mixtes sont
C(A,A™) ~ C(A) U Crit(f) Cr(OA,0A™) ~ C(OA) U Crit(f)
C(AT,A) ~C(A) Cr(OAT,0A) ~ Cr(0A)

[’augmentation compterait alors des courbes holomorphes positivement asymptotes a une
corde extérieure (appartenant a C(JA) C Cr(9A, OA™)), et négativement asymptotes a des
cordes intérieures correspondant a des minimums de fonctions de Morse.

De tels résultats nécessitent une analyse des dégénérescences des courbes holomorphes
pour une suite d’hamiltoniens H, étirant le bord (ie telle que H,, = 0 sur [0, n]), et
ralentissant 1’enroulement (ie tel que H, = % a I’infini). Lorsque V' est I’épaissement
d’un domaine de Liouville, on peut projeter ces courbes, et cette étude est réalisée dans
[EES09, Section 6] (voir aussi [EES05a, Section 2.7], et [BO09a, Prop 5] [BOO9b, Prop
3.7]). Une autre solution serait d’utiliser une définition alternative de 1’homologie suturée
enroulée, comptant des courbes holomorphes dans V, et satisfaisant I’équation de Floer
sur la complétion V* \ V.

Remarque 3.2.6 (Homologie complete du bord). Il peut sembler plus naturel de faire
apparaitre I’homologie legendrienne du bord comme sous-dga. Pour ce faire, on pourrait
faire apparaitre, similairement au paragraphe 1.4.2, deux familles de I'-orbites en position
d’élimination. L’homologie enroulée peut alors étre définie comme le quotient de LC(A)
par une de ces familles, et la famille restante devrait étre une sous-algebre isomorphe a
LC(OA) (possiblement a I’aide d’une colimite).

3.3 Variété a sutures circulaires

Dans cette section on définit ’homologie de contact (non-legendrienne) d’une variété a
suture circulaire, ce qui généralise I’invariant construit dans [CGH10] a la grande dimen-

sion.

Définition 3.3.1. Une variété de contact a suture circulaire est un triplet (V, No(9V), ),
ou V est une variété compacte, de bord S* x I', N(9V) est un voisinage > du bord de la
forme

No(V) £ St x (—,0], x T,

2. Ici V est bien orientée comme le produit.
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et £ est une structure de contact associée a une forme de contact s’écrivant
A= f(r)db + g(7)Ar

sur NVy(0V), ol Ar est une forme de contact sur I, et (f, g) sont des fonctions lisses
positives et telles que :

« La condition de contact est vérifiée : A = fg' — f'g > 0;

« /<0, avec égalité uniquement en 0, et ¢’ > 0;

« p(7) = —ch—: > () est strictement décroissante.

Remarque 3.3.2. Dans [CGH10], un tel bord est dit positif.

On vérifie que la forme est de contact sur Ny : pour toute 1-forme cona a A a = 0 et

donc
AN @\ = (fdO+ ghr) A (dT A (f'dO + g'Ar) + gdAr)"

= (fdO + gAr) AdT A (f'dO + g'Ar) A (gdAr)" !

=" Yfg — f'g)dd ANdr A Ar A (dAp)" ! >0
Le champ de Reeb est donné sur N par

R=A"Y(¢g'0y — f'Rr)

= A(0 + p(7)Rr) oi A =g /A>0.

Exemple 3.3.3. On adapte ici la construction de [CGH10] a la grande dimension. Si I' C

(V,&) est une sous-variété de contact de codimension 2 (par exemple la suture d’une

hypersurface convexe) ?, elle admet un voisinage contactomorphe a
(ID)?W) x I, ker rdf + Ar),
ou Ar est une forme de contact sur I'. On perturbe la structure de contact en
A= f(?")d@ + 9(7")>\F:

ot f,g:[0,32) — R* sont des fonctions lisses, positives, et telles que :

« £(0) = f@+D(0) = g+ (0) = 0 pour tout k € N;

« pour tout » > 0, f'g — fg’ > 0 (cette condition de contact est 1’opposée de la

précédente pour des raisons d’orientation)

la limite lin%@ > () existe et est strictement positive ;
T—
« g’ <0, avec égalité uniquement en 0;
« f’est strictement positive sur (0, €) U (2¢, 3¢) et strictement négative sur (g, 2¢) ;

! . . . .
e p= —§ est strictement croissante sur un voisinage de 2¢.

3. Dans [CGHI10], I est la suture d’une décomposition en livre ouvert.
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Voir la figure 3.3 pour le graphe typique de ces fonctions. Alors A est une forme adaptée
a la variété a suture circulaire {r > 2¢}.

A f K

3
Y-
Yo,

FIGURE 3.3: Forme de contact sur un voisinage de I’

3.3.1 Complétion

On compléte la variété en recollant ST x R™ x T et en prolongeant la forme de contact
par A = f(7)df + g(7)Ar, ou f et g sont telles que

« A=fg - fg>0;

« 7f >0, avec égalité uniquement en 0, et g’ > 0;

o p= _§ est strictement décroissante, nulle en 0, tendant vers —9 en +o0.
Voir la figure 3.4 pour le graphe typique de ces fonctions. La variété de contact obtenue

sera notée (V*, \*).

L
>

= Y.

FIGURE 3.4: Forme de contact sur la complétion d’une variété a suture circulaire

Remarque 3.3.4 (Condition de contact et courbes paramétrées). On peut observer la condi-
tion de contact sur la courbe paramétrée C(7) = (f(7),g(7)) € R? : la forme associée

est de contact si et seulement si la paire de vecteurs (C'(7), C'(7)) forme une base directe.
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Comme précédemment, le champ de Reeb est alors donné sur {7 > —¢} par
R = A(9y + p(1)Ry) ol A=g'/A>0.

Les tranches S* x {7} x T sont donc feuilletées par le champ de Reeb, et, pour toute

orbite v € P(L', Ar) et tout entier & > A%(W), on a une S'-famille d’orbites dans la
tranche {p(7) = —A%(v)}. De plus une telle orbite est d’action
f'g A(r)
k— k(-2 =k
f(T) g<T)AF(7) (f g, ) g/(T)

3.3.2 Structure presque complexe

Soit (V, N, \) une variété de contact 2 suture positivement circulaire, autrement dit A =
f(7)d + g(7)Ar sur N. Une structure presque complexe J sur R x V' sera dite ajustée
st :

« elle est admissible (voir la section 2.2);

« elle est adaptée a la symplectisation;;

« sur N (Vp), J préserve & = ker Ar et Jye. = Jr, ou Jr ne dépend que de la

coordonnée dans I';

e sur N(Vp), J = Jrsuréret J(O;) = u(7)(fRr — g0s) € ot > 0.

Notons que cette notion s’étend a une structure complexe définie sur la complétion d’une

variété a suture circulaire.

Lemme 3.3.5. Si J est adaptée a une variété a suture circulaire, alors elle est adaptée a

la structure de contact et dt o J = —B(f'df + ¢'\r), on B = ,%A > 0.

Démonstration. Cette structure presque complexe est admissible :
d\ o (Id X J) =dr N (f’d9 + g//\r)(ld X J) + gd/\r(dﬂ'r & erﬂ'p)
> AN dr ANdro J)Id® J) >0

car —dt Adr o Jo (Id x J) > 0. Les autres hypothéses sont trivialement vérifiées.
On vérifie maintenant 1’égalité entre les deux 1-formes. Elles s’annulent sur 0y, 0. et &,
et on les calcule en Og et R :

« dr o J(R) = dr(d,) = 0, et (f'd0 + ¢'A\r)(R) = 0;

e dro J(fRr — g0) = dr(—p'0,) = —1/p, et (f'd0 + g'Ar)(gRr — f0) = —A.

O
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3.3.3 Principe du maximum

Ici on ne considere pas de legendrienne, on n’a donc pas de probleme de bord. Cependant
contrairement aux complétions précédentes, la projection d’une courbe a R x I' n’est
pas holomorphe. Notons qu’en dimension trois, ce résultat est prouvé dans [CGH10] via

la positivité des intersections de courbes holomorphes.

Lemme 3.3.6. Une courbe holomorphe dans la symplectisation d’une complétion d’une
variété a suture circulaire, sans percure a l’extérieur de V', reste dans V. Si elle est de

plus asymptote a une orbite dans le bord de V', il s’agit d’'une percure négative.

Démonstration.

Premiére étape : soit U : (S, j) — (R x V*,.J) une courbe sortant de V, ot J est ajustée
a\ = f(7)d0 + g(7)Ar. On larestreint a Uy : (Sp, ) — (Ry x Sp X [19,00), x T, J),
sans pergure et telle que 7(9yS) = 79 > 0. On choisit ¢ : |19, 00) — R croissante et nulle

en 0, et on calcule a 1’aide de la formule de Stokes :
0< /S U*(¢(7)dN) = /U g, 97 A (10 4+ 9/ Ar) + dgdir
:/U(So)¢dr/\(fd9+g)\p) — (¢g)'dT A Ap (/85 = 0 car ¢(m) = 0)
= [ drn(of'd8— ghr)
U(So)

/ / !/
:_/ Qs;daA(f,d9+g,)\F)+/ <¢f’+¢g/f>d7'/\d0
U(So) 9 U(So) g

ou la derniere égalité est obtenue en faisant apparaitre un terme en d7r A df). La premiere

intégrale est négative car %//g > 0, et d’apres le lemme 3.3.5 :

dr A (f'd0 + g'Ar)(v, Jv) = —(dT AN dr o J)(v, Jv)
=dr(v)* +dr(Jv)* > 0

La seconde intégrale est nulle : si ¢)(7) est une primitive de ¢ f’ + % nulle en 79,

il o Paf _ . _
/SOU <¢f+ ; )dT/\dH—/ U* (4b(7)d6) = 0

8So
Par conséquent la courbe est constante. Les courbes restent donc dans un compact, et le
résultat de compacité de Gromov reste valable.
Deuxieme étape : on montre maintenant par I’absurde que si U est asymptote a une orbite
du bord {7 = 0}, la percure est négative. D’aprés le résultat précédent, la courbe est

enticrement incluse dans V', on peut donc se restreindre a

Up : (S0, 5) — Ry x S x [—¢£,0], xT
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et en se limitant a la composante connexe de la percure on peut méme supposer que

So = RT x S!. On raisonne alors en deux temps :

(i) UjdAr = 0. En effet la structure .J étant adaptée, UjdAr > 0. On prend maintenant
¢ : [—€,0] = RT croissante telle que ¢(—c) = 0 et ¢(0) = 1, et on calcule :

0< [ Uglotryirn) = [ Us(o(r)ar) — [ Us(e'dr A )

L’intégrale sur le bord s’annule car ¢(—¢) = 0 et la courbe est asymptote a une orbite du
champ de Reeb, dirigée par 0y en {7 = 0}. En faisant apparaitre un terme en d7 A df on
obtient
[ U@ =~ [ Carn(ran+ gar) 7
* T = — —ar N -+ +
So " g Uo(S0) 9’ I Jonis o
En effet la premiére intégrale est positive : ¢’ > 0 et Uj(dr A (f'd0 + g'Ar)) > 0, car J

est ajustée.

drANdf <0

De plus la derniere intégrale est négative : si ¢ est une primitive de % nulle en —¢, elle

est décroissante et négative en 0 car % < 0 sur (—¢,0], et donc

'/UO( ¢/f/d7- N df = / diy(T)df = (0) /(90050 Uzdo

CONNE Uo(So)
ol DSy = {00} x S! est le bord de la compactification de Sy, envoyé sur I’orbite de
Reeb. La percure étant supposée positive, 1’orientation de 0,5y induite par celle S, est
telle que [;_g, Ugdf > 0.

(i) UjdA = 0. La encore celle quantité est positive car J est ajustée. On applique a

nouveau la formule de Stokes pour obtenir :

0< Uyd\ = dr N (f’d@ + g')\p)
So Uo(So)

— F(0) /a . Usd +5(0) /8  Uihe - /U gy IO

oll f est une primitive de f’ nulle en —¢, donc négative en 0, et g est une primitive de g,
elle aussi nulle en —¢. La premiere intégrale est positive comme auparavant, et les deux
autres sont nulles d’apres I’étape précédente.

[

Remarque 3.3.7. On a méme montré qu’une courbe asymptote a des orbites incluses dans

la région {7 < 79} restent dans cette zone (pour 75 > 0).

On aura aussi besoin d’une version de ce lemme pour une complétion provenant d’une
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isotopie : soit (V&) une variété a suture circulaire, telle que & = ker(f(7)df + e"Ar).
Si A est une isotopie de formes de contact sur I', on dénote par 3 la forme de Liouville

provenant du cobordisme associé, et on considere )\ forme de contact sur VV* donnée par
A= f(r)do + p
On fixe aussi une structure presque complexe .J, adaptée au cobordisme, que I’on releve

en J structure ajustée a \. Comme précédemment, on obtient un principe du maximum

dans la direction 7 :

Lemme 3.3.8. Si U : (S,7) — (R, x S} x RY x T, J) est une courbe holomorphe sans

percure et telle que T o U(OS) = 0, alors cette courbe est constante.

Démonstration. On reprend le premier point de la preuve précédente en remplacant la
fonction g(7) par g(7,x), ot 9,g > 0. On a toujours d7 A (f'dT + dygAr) o (Id® J) > 0,
et par un calcul similaire on obtient :

(b’f ’
0< 7)dN) </ of + 2L Dar ndo
d-g
! £
< / PTG 1\ ab.
U(so) Org
Lorsque ¢ — 1, ce dernier terme converge vers [ys, 5% L9909 = 0. [

Par conséquent le second point de la propriété précédente reste valable : la courbe étant
entierement incluse dans V', une orbite du bord {7 = 0} est forcément une asymptote

négative.

3.3.4 Homologie suturée

On généralise la définition de [CGH10] : si (V, \) est une variété a suture circulaire, on
définit CC(V, \) comme I’algebre engendrée par les orbites de V' (y compris celles du
bord, mais pas celles incluses dans {7 > 0}), munie d’une différentielle comptant les
courbes holomorphes dans la symplectisation d’'une complétion quelconque. Notons que
la forme de contact est Morse-Bott, le bord étant feuilleté par des orbites de Reeb. Il s agit
bien d’un complexe car le lemme 3.3.3 montre que les courbes holomorphes comptées par
la différentielle restent dans V.

Comme colimite On peut aussi obtenir cette homologie comme colimite sur des com-

plétions faisant décroitre la pente du champ de Reeb a I’infini : soit

€ (0,00) AF]{EV)

;7 € P(T, Ar), k € N*}.
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Quitte a multiplier A par une constante et a reparamétrer la coordonnée 7, on peut supposer

que g = 1 + 7 sur (—¢, 0], que I’on prolonge par la méme formule. On choisit

1
f:f<0>+§572 sio< <1
1
f<0)+5<7—§) siT > 1,
que I’on lisse en 0 et 1 pour obtenir une fonction C'*°. On utilise ces fonctions pour définir
une forme \s; sur la complétion V* : la pente p = — f” est bien décroissante, et vaut —d
pour 7 > 1. De plus pour toute orbite v € C(I', \r), et entier & > AFT(”), I’orbite de Reeb
correspondante -y, dans la tranche p(7) = —AFT(”), est d’action
A(T) -AF (7) !
=k > —(1
Al) = koS = SR = (14 7))
0 0 .
zhr(fg)—#—%)zhr(fg)—za) sio<r<1
0
hp(fg)—g siT> 1.

ol ir = min{Ar(vy),v € P(I', Ar) }. On choisit donc T < hr(@ - 3), etona
CC(V,\) = colim COTs (V*, \s),
0—0

ou les morphismes sont des inclusions de complexes d’apres le lemme 3.3.3.

Invariance

Théoreme 3.3.9. L’homologie CH (V&) est un invariant de (V,€), indépendant de la
forme de contact et de la structure presque complexe. Plus précisément, une chemin de
variétés de contact circulairement suturées induit un quasi-isomorphisme ne dépendant

que de la classe d’isotopie du chemin £".

Démonstration. Si la forme de contact est fixe sur le voisinage du bord, on a un prin-
cipe du 7-maximum en vertu du lemme 3.3.3. Le cobordisme fournit donc un quasi-
isomorphisme.
Si Ar varie, on a sur le voisinage du bord £* = ker A%, ot u € [0, 1], avec
On définit alors une famille de formes de contact 5\T sur V*, telles que :

« pour 7 < 0, \p = \°;

e pour 0 < 7 < C, Ap = f(7)df + g(T)AE ;

« pour 7 > C, Ay = f(7)d0 + g(7)AL, coincidant avec une complétion de \!;

« les orbites de Reeb dans la région {7 > 0} sont d’action supérieure a 1/7".
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Ceci est possible pour C' assez grand, et, en appliquant les lemmes 3.3.3 et 3.3.8, on a
CCT(V,\%) = cCt(V*, A7) =~ COT(V*,\)) — CO(V,\Y),

ou ce dernier complexe est engendré par les orbites dans la zone {7 < 0}. En prenant

une colimite *, on obtient une application CC(V, \°) — CC(V, \;). 1l s’agit d’un quasi-

inverse car car la méme procédure appliquée au chemin opposé fournit un quasi-inverse.
O

Remarque 3.3.10. Similairement a [CGH10], on pourrait aussi définir une homologie en
fixant la pente a ’infini, pour obtenir un complexe CC(A, [, J).

Homologie réduite Le bord OV étant une I'-famille d’orbites Morse-Bott, on a une

inclusion de complexes naturelle due au lemme 3.3.3 :
Ci(T, f) = CC(V, ),

ou C,(T, f) est le complexe de Morse associé a une fonction de Morse (auto-indicée)
f:T—=R.
On peut alors définir une variante de cette homologie en ne considérant que les orbites
du bord correspondant a un minimum, comme dans [CGHH11] (cette homologie y est
dénotée C'H"). Soit f : I' — R une fonction de Morse possédant un unique minimum v;
par composante connexe [';. En perturbant (formellement) on obtient une orbite simple
v, C OV par point critique ¢q. L’idéal engendré par les orbites ne provenant pas d’un
minimum
I'=Z(vgk,q € Crit(f), q # vi, k € N),
oll 7, x désigne 1’orbite associée a ¢ parcourue k fois, est un sous-complexe de C'C(V, \)
ce qui permet de définir
CC(V,§) = CC(V,6)/T
= <C(V,\)U {0 k e N*} > .
Les inclusions Cy(I") < C,(T, f) < CC(V, \) étant fonctorielles d’apres la théorie de

Morse-Bott [Bou02], cette homologie est un invariant de la variété suturée.

4. Bien que I’on considere des algebres, la colimite existe car les morphismes sont des inclusions.
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Cas particuliers

4.1 Epaississement d’un domaine de Liouville

Soit (Wy, ) un domaine de Liouville, (V' = [—1,1]; x Wy, A = dt + ) sa symplectisa-
tion et A C V une legendrienne cylindrique totalement non-dégénérée. Alors Ly = m(A)
est une lagrangienne exacte immergée, et I’homologie legendrienne de A est une partie de
I’homologie de Floer de L. De plus, le triangle obtenu dans la section précédente appa-
rait dans [Ekh11]. On présente d’abord grossierement I’homologie de Floer lagrangienne
(pour un hamiltonien nul). Introduite par Floer [Flo88], et dévelopée dans [FOOO09]
(voir aussi [Aurl4] [AS10], et [AJ10] [AB18a] pour le cas immergé), il s’agit d’une ver-
sion symplectique des idées de la théorie de Morse.
Soit Ly et L; deux lagrangiennes exacte dans (W, ), que I’on munit d’une structure
presque complexe J. Le complexe de Floer est alors obtenue en considérant le Z,-module
CF(Ly, L) engendré par les points d’intersection des deux lagrangiennes, et ou la diffé-
rentielle est
Vey € LoN Ly, dcy = Y. N(cg,co)e,
c_€LoNLy
ol N(cy,c_) estle nombre de bandes holomorphes rigides
w: (Rx1,jy)— (W,J)

telles que :
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« u(R x {0}) C Ly;
e u(R x {1}) C Ly;
+ (du)jy = 0;

e u(z,.) ST G

Ce complexe vient avec une action définie a partir de primitives f; de S, : pour tout

point d’intersection z € Ly N L, on pose

Alz) = fi(z) = fo(x)
La différentielle diminue cette quantité et donc A induit une filtration. Notons qu’elle
n’est définie qu’a translation pres, un changement correspondant a une translation des re-
levés legendriens des lagrangiennes. Si de tels relevés sont choisis, on dénote C'F'~(Lg, L1)

le sous-complexe engendré par les générateurs d’actions négative, et on pose
CF*(Ly,L,) = CF(Lg, L1)/CF~(Lg, Ly).

Si L est maintenant complétée par un hamiltoien /1 quadratique a 1’infini, on obtient 1’ho-
mologie lagrangienne enroulée WF H (Lg, L;). On définit comme précédemment I”’homo-

logie lagrangienne enroulée positive WF H™(Lg, L1).

Théoreme 4.1.1. [DRI6] Soit Ay, A1 des legendriennes cylindriques centrées dans la
contactisation d’un domaine de Liouville, relevant des lagrangiennes L; plongées (ou au

moins sans larmes). Alors
LH(MAg, A1) = FHY(Lg, Ly), LH(Ay,A\g) = FH (Lyg, L),
et WLH(AQ, Al; 6/\0, 6/\1) = WFH+(LU, Ll)

Démonstration. Le point essentiel est de montrer que, malgré les problemes de transver-
salité, les différentielles comptent bien le méme nombre de courbes. Le reste de 1’argu-
ment est standard.

On commence par remarquer que les générateurs sont en bijection : une corde de Ag U Ay
se projette sur un point d’intersection des lagrangiennes, et les actions coincident au signe
pres. En effet les cordes de A vers A; correspondent aux points d’intersection d’action
positive, et celles de A; vers A, correspondent a celles d’action négative.

On fixe Jyy structure presque complexe sur W ajustée a la symplectisation de W sur un

voisinage de OV, et on note .J la structure ajustée relevant .Jy, sur la variété suturée :
Os — Oy
J 10— —0
veTW — Jyv— B(v)0 + B(Jwv)0s
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Alors J est une structure presque complexe ajustée a la variété suturée, et
Jw odmr =dmo J,
ol 7 est la projection parallélement a s et . On vérifie que J? = —Id, le reste étant trivial.
Pour toutv € TW,
T2 = J(Jwv) + B(v)ds + B(Jwv)0,
= —v = B(Jwv)d, — B(v)0;s + B(v)0s + B(Jwv)d = —v
En particulier la projection sur I/ d’une courbe .J-holomorphe est .Jy-holomorphe. On
note de plus que toute courbe Jy -holomorphe f : (S, 7) — (W, Jy) sereleve a C x W :
si F' = (3,t, f) est le relevé, on calcule
At =A(to F)=F*At = F*d(dt o J)

=F*d(AN—=p)oJ)=F*(d(ds — o J))

= —F"d(f o J).
Lorsque (W, 3, Jw) est pseudo-Stein ¢ doit donc étre harmonique. Sa valeur étant déter-
minée au bord par le relevé de la lagrangienne, cette fonction doit satisfaire un probleme
de Dirichlet, qui admet une unique solution (voir [DR16] pour plus de détails, ainsi que
[EESO2] pour le cas W = C™).
Pour le cas général, on fait appel a la formule de Green-Riesz ([Dem97, §4.B.1]) sur un
disque présentant k points marqués sur le bord : il existe des noyaux Py(z, z9) et Gx(z, 20),

tels que pour toute fonction lisse f : (S, j) — R (a croissance exponentielle au voisinage

des percures), on ait
f(z0) = /as P(z,2)fd0 + /SAf.G(z, 20)dz A dz.

Ici ¢ est imposée par le relevé au bord et At est déterminé par f, car At = F*(Bo J) =
f*(B o Jw). La encore, il existe une unique solution.
La coordonnée de symplectisation est alors uniquement définie, a translation pres, car s

doit étre une primitive de £™*(\ o J). Or cette forme est fermée, donc exacte :

dF*(AoJ) = At + F*d(BoJ) =0

Il faut maintenant s’assurer que les deux différentielles comptent bien le méme nombre
de courbes. Il s’agit d’un théoreme de relevement dii a [DR16, Thm 2.1].
]

De plus, le triangle obtenu dans la section 3.2.3 se réexprime en terme d’homologie de
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Floer. D’apres [Ekh11], I’inclusion CF'* C WC'F* induit un triangle exact
FH+(L0, Ll) — WFH+(L0, Ll) — LHa(aLo, 8[/1, 8W)

Ce théoreme est en fait énoncé pour I’inclusion CF C WC'F, mais ici tous les géné-
rateurs du quotient WC'F'/C'F' sont d’action positive, car les deux legendriennes sont
centrées.

Par conséquent, le second point de la conjecture 3.2.3 est valable dans ce cas particulier :

on a bien
LHC’“(AO, A1) ~ LH.(0My, 0A)[1].

Complexe de Floer complet [’homologie legendrienne de Ay U A; compte moins de
courbes que I’homologie de Floer, car les bandes holomorphes allant d’un point d’action
positive vers un point d’action négative ne se relevent pas en une courbe comptée par
la différentielle : on aurait une bande holomorphe allant d’une corde de C(Ag, A1) vers
une corde de C(A1, Ag). On peut cependant retrouver le complexe de Floer en considérant
un complexe de type Chtulu (voir [CRGG15]) et en comptant les courbes "en U" : les
générateurs sont les cordes de Ay U Ay, et la différentielle est donnée par

« sice C(Ag, Ay) alors dc compte les courbes M(c; d), ot d € C(Ag, A1), ainsi que

les courbes M(c, d; D).

« sice C(Ay, Ap), alors dc compte les courbes M (d; ¢), ou d € C(Aq, Ag).
On obtient ainsi un complexe isomorphe a C'F'(Lg, L1), que ’on peut aussi voir comme
le cone de I'application LC,(Ag, A1) — LC* (A1, Ag) comptant les courbes en U dans
la symplectisation de R x V.

Remarque 4.1.2. On a donc une inclusion de complexes LC'(Ag, Ay) = FC~ (Lo, L1) C
FC(Ly, Ly), induisant un triangle

LH(Al,Ao) — FH(L(), Ll) — LH(Ao,Al)

4.2 Complémentaire de la section nulle

La section nulle A = 0y, C (J'(M),&) est legendrienne. En enlevant un voisinage
standard V' de A, on retrouve I’homologie du cotangent unitaire de la legendrienne :

Proposition 4.2.1. L’homologie de contact suturée CH(J' (M) \ N, &) est isomorphe a
CH(U*M, &y).
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Remarque 4.2.2. La variété J'(M) est non-compacte, cependant on peut la voir comme
la complétion de [—1, 1] x D*M, et donc les courbes restent bornées d’apres les lemmes
2.5.7 et 2.5.10.

Démonstration. On munit I’espace des 1-jets de coordonnées (z,q,p) € RxT M, etdela
forme de contact A = dz — pdq (il faut a cet effet fixer une métrique, qui sera omise dans
les notations). Au lieu de retirer un voisinage standard a bord convexe (lisse), on préfere
enlever un voisinage suturé N' = {|s| < 1,|p| < 1}. On applique ensuite la procédure

concave-convexe, décrite proposition 1.4.2, a la variété
V={ls| < S lpl < PY\N C (J'(M), \a)
pour obtenir une variété positivement suturée (\7, 5\) Elle peut étre vue comme une variété
cylindrique :
V=~ ([-1,1], x (DM vy DM)) \ N({1} x UM),
munie de la forme de contact

A =+du+ Bpu loinde I x UM
fw)dt + g(v,u) A\ sur un voisinage de I x UM,

ol v € (—2¢, 2¢) est la coordonnée donnée par le champ de Liouville sur un voisinage de
UM (telle que UM = {v = 0}), Bpn (resp. A\yay) est la forme standard sur DM (resp.
UDM), et f, g sont des fonctions lisses positives comme dans I’exemple 1.3.9 :

« pour £v > ¢,ona f = £let g = 'V,

« g présente un point critique d’indice 1 en (0, 0), et deux maximums en (0, +1);

« la condition de contact A := f’'g — f0,g > 0 est satisfaite !
Dans J'(M), le lieu de recollement est {s = 0,1 < |p| < P}, voir la figure 4.1 pour une
illustration.

On détermine maintenant I’homologie de contact suturée de (V, \).

Orbites : Tout d’abord, le champ de Reeb est donné par
R= +0, si £v>e¢
AN (X, + 0,fRy) sinon,
ol Ry est le champ de Reeb de (UM, Ayar) et X, est déterminé par vx dv A du = dg.

Les orbites de Reeb sont donc en correspondance : C(V,\) ~ C(UM, \ys). De plus,
une trivialisation de la structure de contact au dessus d’une orbite v C (UM, Ayps) induit

1. Ici V est orientée de sorte que dv A dt A Ayas A (dApag)?™ 2 > 0.
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FIGURE 4.1: 1. Un voisinage standard de la section nulle; 2. Le champ de Reeb (bleu)
et le voisinage (hachuré) apres I’opération concave-convexe; 3. La variété suturée vue
comme un produit.

une trivialisation sur I’orbite relevée 7 C (V/, :\) (incluse dans {v = u = 0}), car
ker A =< 0,90, — [Ry > @ ker Ayp.

Dans un voisinage de 7, le flot linéaris€¢ du champ de Reeb est hyperbolique dans le
premier facteur de cette décomposition, et donc d’apres la proposition 3.1.4 les degrés

correspondent : ||y = |7y

Courbes holomorphes : Choisissons une structure presque-complexe .Jy € End(ker Ayyy),
admissible. Pour un bon choix de forme de contact J; induit une structure presque com-
plexe adaptée a la variété suturée associée : prenons ¢ = el“l et f = v sur un voi-
sinage de la suture. Le champ de Reeb est dirigé par 0, + Ry, et donc les ¢-niveaux
correspondent aux v-niveaux. De plus sur chaque v-tranche le champ de Liouville est
exactement le vecteur v = 9, — iRo, et donc la carte standard sur le voisinage de la
suture est (7,t,x) € [—e,e] X (—=¢,0] x UM +— (v,u, gb}}i(oT’t)(x)) € V. La condition
J(0,) = Ry — %&t s’écrit maintenant Jv = —0,, car 0, est la seule combinaison linéaire

de R et I}y incluse dans v. Finalement, la structure presque complexe

J(l/,u,x) : 8u — au - iRO
g

V € ker Apas v (") I (V)

définie sur {|v| < eq, |u| < 1—¢0} s’étend en J € End(ker \) adaptée a la variété suturée
Toute courbe holomorphe dans la symplectisation de (UM, A\yy, Jo) se releve en une
courbe incluse dans {v = u = 0} C (R x V*,.J). Pour montrer que ce sont les seules, on

étudie la projection sur les coordonnées (v, u), dénotée

7 (R X V5 J) — ((—¢,€), x Ry, ).
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4.2. Complémentaire de la section nulle

Lemme 4.2.3. La projection est (J,i)-holomorphe : dm o J =i o dm.

Démonstration. Dans la base de 1-formes (ds, A\, dv,a = v*) @ (ker A\yar)*, la compo-

sante anti-holomorphe de dr est
dnoJ —iodr =dr(R)®ds+ (—idr(R)) @ A
+ (dr(v) —i0,) ® dv + (=0, — idn(v)) ® «
=AY X, ®ds—iX,®\) cardm(v) = 0, =1
=AY X, ®ds—iX,®dso J).

Oy

Or cette derniére expression est la composante holomorphe de y = —iA™' X, ® ds, par

conséquent (dm)%t = 0 = 0. O

Soit maintenant F : (S, js) — (R x V*, J*) une courbe holomorphe d’énergie finie, que
I’on restreint a la préimage de {|u| < 0}. Alors 7 = 7 o F' est prolongeable en ses

percures, et on obtient une courbe holomorphe a bord
e (5,048, 5s) — ([—&,¢] x R, {£e} x R,4).
Son aire se calcule par la formule de Stokes :

/W}(dl/ Adu) = /a SW}(—&?du) + /a+s mp(edu) =0,

car 05 est sans bord. Par conséquent 7 est constante, et la courbe est incluse dans
{v =u=0}.

Transversalité : On esquisse ici un résultat similaire 2 [DR16, Lemme 8.2] : si J; est
une structure presque complexe réguliere sur UM, alors son relevé a VV* est aussi une
structure réguliere. On rappelle brievement les objets impliqués, déja mentionnés dans la
section 3.1.4 (pour plus de détails voir les références données la-bas). Etant donnée une
variété de contact (V, ), munie d’une structure presque complexe adaptée .J, on fixe une
surface de Riemann (S, j) ainsi qu’une collection d’orbites de Reeb ~;, et on dénote B
I’ensemble des applications v : S — R x V' convenablement asymptotes aux orbites de
Reeb choisies. On considere ensuite la fibration £ — B, dont la fibre en u est

Ey= Q" (TR x V))
={a: TS —uwTRxV),aj =—Ja}

(dans cette partie les applications seront implicitement des morphismes de fibrés). Alors

I’application 0 : u — du+ J o du o j est une section de &, dont la linéarisation en u € B
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est un opérateur de Fredholm dénoté
D, =mg, o T,0: T,B — &,

d’indice déterminé par le degré des orbites de Reeb choisies.
L’espace tangent 7,3 est un ensemble de sections du fibré v*T'(R x V'), qui se décompose

en .
T.B=SwTRxV))®PV,

ot les éléments de S(u*T' (R x V')) sont les sections convergeant exponentiellement vers
z€ro en les percures, et les V; sont des espaces vectoriels de dimension 2, voir [Bou06,
Appendice] pour les détails analytiques. Pour ne pas surcharger les symboles les sections
sont ici notées S, au lieu de 1'usuel I'. De plus on omettra 1’application de projection
lorsqu’elle est évidente.
On applique maintenant cette construction a (UM, Jy), pour laquelle les notations seront
inchangées, a (V*, J) pour obtenir B, & et D, et a (C,4) pour obtenir By, & et Dy. Cette
derniere variété n’est pas de contact, cependant la construction reste valable :
« By est I’ensemble des applications S — C se prolongeant par 0 en les points mar-
qués (on obtient ainsi une application S? — C);
- son espace tangent en ug est S(uiC) ~ S(S? x C — S?), out S dénote les sections
nulles en les points marqués ;
e Eo=Q%(S x C).
Soit u : (S,7) — (R x I, Jy) une courbe holomorphe, qui se releve en @ a valeur dans
(R x V*,J), d’image incluse dans {v = u = 0}.

Lemme 4.2.4. dim coker D,, < dim coker D,

Démonstration. La courbe @ étant incluse dans {u = v = 0}, on peut remplacer V* par
la variété produit UM x D?2. On suit maintenant le raisonnement de [DR16, Lemme 8.2].

L ’espace tangent & B se décompose en
S(WTR xV*)) ~SWT(Rx UM)) @& V; ®S(0*TD?) (ici 0 désigne une application)
~SWTRxUM))®V;dS(5? x C— S?),
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4.2. Complémentaire de la section nulle

par conséquent 1758 ~ T,,B @ TyB,. Similairement, la fibre £; se décompose en
Q@ TR x V) ={a:v e TS a(v) € Tywm(R x V),aj = —Ja}
~ QMW TR xUM)) @ {a:TS — C,aj = —ia}
~ & oNNSxC = 9)
~ &, (&)o-

Dénotant P : R x V* — R x UM la projection parallelement au facteur D?, elle induit
des projections P, Pg et Pe s’inscrivant dans le diagramme suivant :

ker Dac TﬂBN Pa gﬁ

A L
ker DS T.B D Eu

et le carré de droite étant commutatif, I’application P est bien définie.

Remarque 4.2.5. Pour prouver rigoureusement cette affirmation, il faudrait utiliser des

cartes exponentielles comme dans [DR16, §8.2].
On montre maintenant que ker P = ker D, N ker Py est de dimension nulle. En effet

(Di)ker s : S(S X C = §) — Q¥(SxC = 85) Cc &
est I’opérateur de Cauchy-Riemann standard, associant a une section y la partie anti-
holomorphe de sa différentielle :

(D) per s (X) = dx +io0dx o j.

De plus une telle section peut étre vue comme une fonction S — C, et, par régularité
elliptique des éléments de ker Dy, les sections appartenant  ker P s’étendent en des ap-
plications holomorphes définies sur la sphere S? (on rappelle que les courbes considérées

n’ont pas de genre, et donc .S est une sphere privée de points marqués). Par conséquent

ker P est réduit a I’application nulle :
ker P = Hol(S?, C) = {0},
et donc P est une injection. On obtient alors, 2 I’aide 1’égalité ind D,, = ind Dy,
dim coker D,, = dimker D,, — ind D,,
> dim ker D; — ind D; = dim coker D
O
Par conséquent si J est une structure réguliere, les dga CC/(V*, X*, .J) et CC(UM, A\yar, Jo)

sont isomorphes (au niveau des chaines). L]
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Notons qu’au premier abord, il pourrait sembler qu’une courbe holomorphe dans la com-
plétion de (DM, Spyr) devrait se relever a la symplectisation de V. Cette absence est
peut-étre éclaircie par 1’observation suivante : dans la situation Morse-Bott (ie lorsque
g ne dépend que de v), toute orbite de UM se releve en une R-famille d’orbites dans
Vup = R x (DM U DM), et la différentielle compte des R-familles de courbes (in-
variantes par translation selon w). Les constructions de [Roul7] (voir aussi [Wen10b]
et [Siel1]) devraient étre applicables a cette situation, permettant de relever DM en un
R2-feuilletage de sous-variétés holomorphes dans R x (VM s \Rx UM ), invariant par
translation selon s et u (il faut pour cela prendre une structure presque complexe hamil-
tonienne stable, et non plus adaptée a la symplectisation). Les courbes holomorphes sont
alors incluses dans ces feuilles, que 1’on peut voir comme la complétion de DM . Essayons
de compter les disques holomorphes dans R x V3,5 ne se projetant pas a R x UM : si
~ est une orbite de degré 1 dans U M, la dimension des courbes positivement asymptotes
a cette orbite dans 7'M est 1. Par conséquent on obtiendrait un espace de courbes dans
R x V5 de dimension 2 (en quotientant par la translation selon la direction de symplecti-
sation). Or les espaces de courbes comptés par la différentielle Morse-Bott devraient étre
de dimension 1.

Remarque 4.2.6. Plus généralement, 1’homologie de contact suturée d’une variété de
contact cylindrique [—1, 1] x (W; U W,) est quasi-isomorphe a I’homologie de contact
de (OW;, A\jaw;)- On prouvera un théoréme similaire pour des legendriennes produits
[—1, 1] x Ap dans la section 4.5.

Question 4.2.77. Lorsqu’on retire une boule standard, ’homologie obtenue est-elle reliée
a I’homologie Legendrienne d’une sphére standard, ou bien au cone de U : CC(V) —
CC(V')? Cette application compte les courbes holomorphes F' = (a, f) : (S,j) —
(R x V,J) telles que z € f(S), ou z € V est un point générique. Elle n’est définie,
pour le moment, qu’en dimension 3 pour I’homologie de contact plongée, et peut étre
interprétée comme la multiplication par un coefficient en homologie de Heegaard-Floer
(voir [HutO2] [Hut10] [CGH10] et [CGH11]).

4.3 Cotangent unitaire : en général

Une métrique ¢ sur une variété M induit une forme de contact sur le fibré tangent unitaire

V= UM = {(z,v) € M X T, M| go(v) = 1},
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en posant A\, ,) = g, (v, dx). Cette variété de contact est contactomorphe a (ST*M, &),

et son flot de Reeb releve le flor géodésique.

Lemme 4.3.1. Soit A la forme de contact sur U,M associée a la métrique g. Alors les
trajectoires du champ de Reeb sont des relevés de géodésiques, et I’action est donnée par

la longueur relative a la métrique g.

Démonstration. 11 suffit de prouver ce lemme localement : on choisit des coordonnées

(1, ...,x,) € R", dans lesquelles la métrique s’écrit
g = gij(x)dz; ® dz;
avec g;; = g;i- Le fibré unitaire est {(x,v) € TR", > g,;;(x)v;v; = 1}, et son espace
1,J
tangent en un point (x, v) est le noyau de la forme
a = Z (29¢jvid’l}j + Zakgijvivjdxk> .

i\j k

La forme de contact associ€ a la métrique s’écrit

)\ v = Zgijvidxj
i’j
On va montrer que le champ de Reeb est R(x.) = (v, w). On commence par vérifier la

condition de normalisation : on a bien
AMR) = gz(v,v) = 1.

On détermine maintenant w :

ZRCD\ = iR (XZQUdUZ N dﬂfj + Z Gkgijvid:rk VAN d.CE])

ij ij#k
= Zgij (widz; — v;dv;) + Z Ok gijvi(vgda; — vidxy)
i3 1,j#k
= _5 + ngwldxj + Z Okgijvivedx; — — Z Ok gijvividay, + Zajnglv]dmj
i,J 1,j#k J?Hf 0,
Cette forme doit étre proportionnelle & o ce qui impose, pour tout j € {1,...,n}
QZgz]wz = -2 Z akngzvk + Z ajgzk‘vzvk + Za]gmvzvj
@ 7]7ék ,]#k

La matrice (g;;) étant symétrique et définie positive, w est uniquement déterminé. De
plus, une trajectoire du champ de Reeb se projette sur un chemin ~(¢) € R", géodésique
car |y|, = |v|, = 1. Inversement un chemin géodésique (paramétré a vitesse 1) se releve
en une trajectoire du champ de Reeb, car en dérivant g(,7) = 1 on retrouve 1’équation
déterminant w et donc (%, %) est bien le champ de Reeb. O
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Si M est une variété a bord, on a vu dans I’introduction que S7*M est une variété de
contact a bord convexe. On détaille maintenant le pendant tangent. Choisissons gy une
métrique sur le bord JM, et un voisinage du bord

N(OM) ~ (—¢,0], x OM,

sur lequel on définit une métrique g = du® + g étendue arbitrairement & M. La variété
Uy,M, munie de la forme de contact A associée a g, est alors a bord convexe, car 0,
est un champ de contact : son flot préserve la métrique, et donc la structure de contact.

Alternativement on peut calculer sur le voisinage du bord, muni de coordonnées :
UN(OM) = {(u,y; v,w) € (—&,0], x OM x R x T,0M| v* + go(w,w) = 1}.
On a A(yyww) = vdu + go(y, dy), et donc
Lo = d(A(0u)) + 1o A
=dv —dv =0.
De plus la suture associée est le fibré tangent unitaire du bord, car A\(0,,) = v :
'={u=0,vr=0} ~ U, (OM).
Pour obtenir une variété suturée il faut perturber la forme de contact similairement au cas
cylindrique de I’exemple 1.3.9 : le fibré unitaire du voisinage du bord se décompose en
Uy((=2,0] x OM) ~ (=¢,0], x (Dg,0M U Dy, 0M )
et dans ces coordonnées la forme de contact s’écrit

A= —vdu — Py

= F/1 — |v|2du — |v|Xs

ot (3 est la forme de Liouville sur Dy, (0M) provenant de la métrique gy, et Ay est la
forme de contact sur U (9M) associée a cette méme métrique. On perturbe cette forme de

contact en une forme adaptée a la suture en posant
A= F(u,v)du+ G(u,v)\s
ou F, GG sont des fonctions lisses telles que
esilv>eouu < —¢, Glu,v) =V1—-viet F =v;
« G présente un maximum en (0,0);

 La condition de contact est vérifiée : F0,G — GO, F > 0.
D’apres le calcul du cinquieme exemple de 1.3.9, le champ de Reeb est alors dirigé par

Xa + 0,FRysu,
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et on obtient une variété suturée en enlevant un voisinage du bord.

Remarque 4.3.2. Le champ de Reeb est similaire a celui obtenu en prenant une métrique
de type hyperbolique sur un voisinage du bord : si g = ¢(u)du? + gs, ol @ est croissante
en 0, le bord est une trompette hyperbolique. Une trajectoire géodésique (u(t),x(t)) €
(—¢,0] x OM vérifie alors 1’équation (voir le lemme 4.3.1)

o(u)i® + ¢ (u)ii = 0.
Alorsen u = O on a4 < 0, et donc le flot géodésique va bien de R_ vers R, (pour ¢

bien choisi). Cependant il sera en général plus facile de modifier directement la forme de

contact grace au lemme 1.4.3.

De plus, si N C M est une sous-variété telle que ON C 9M, on peut choisir la coor-
donnée u telle que, dans le voisinage du bord, N ~ (g,0] x ON. Alors le fibré unitaire
normal

UvM = {(z,v)| x € N,Yv' € T,N,g(v,0") =0} CUM

est une legendrienne cylindrique centrée, de bord Uyy (0M) C U(OM), legendrien dans

la suture.

4.4 Complémentaire du conormal d’un nceud hyperbo-
lique

Soit K C M?3 un nceud hyperbolique, c’est-a-dire tel que M \ K admette une métrique
hyperbolique de volume fini. Le conormal A = ST M C (ST*M, &) est legendrien, et
donc admet un voisinage standard a bord convexe N (A). Alors I’homologie legendrienne
linéarisée d’une fibre

A, ={(z,a),a € ST, M}

dans le complémentaire de ce voisinage, munie de sa structure produit, est I’anneau du

groupe fondamental 71 (M \ K).
Théoreme 4.4.1. L’homologie legendrienne linéarisée est déterminée par le groupe fon-
damental du complémentaire du neeud :
LH(Ay, ST*M \ Nu(A), &) = Z[m (M \ K)\ 1]
= D Z.c.,

vem (M\K)\1
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De plus le produit redonne la loi de groupe : en homologie on a ji(c., cy) = ¢y 2.

L’homologie d’une fibre, munie de la structure produit, est donc isomorphe a 1’anneau du
groupe G = m (M \ K, z). Lorsque M = S? ceci permet de distinguer les nceuds dans

la sphere de dimension trois :

Corollaire 4.4.2. Si (LH(A,,U(S*\ K)), puc) ~ (LH(Ay, U(S® \ K")), purcr), alors

K ~ K' (a miroir pres).

Ce résultat est a comparer a celui de [ENS17] (voir aussi [She19], ou des faisceaux sont
utilisés) : il y est prouvé que, pour tout nceud K C S? I’homologie legendrienne linéa-
risée de U, K U A, C US?, munie de sa structure produit, est un invariant complet du
nceud. L'idée est de retrouver le groupe fondamental de S® \ K, avec son sous-groupe
périphérique, a partir de cette homologie. Pour se faire, les auteurs passent par une des-
cription topologique du degré 0 de I’homologie, appelée algebre des cordes, présentée
dans [CELN17] (voir aussi [Ng08]). Grossierement, les générateurs sont les éléments de
m1(S% \ K), et le produit détermine la loi de groupe. Une version de cette algebre pour
les variétés a bord sera présentée section 4.6. Notons que dans la situation étudiée ici,
retrouver le groupe fondamental du complémentaire du nceud sera suffisant, car il est

hyperbolique.

Démonstration. On commence par prouver le corollaire. Tout d’abord, notons qu’étant
donnés deux groupes GG, G, un isomorphisme d’anneaux Zy|G \ 1] ~ Zy|G" \ 1] induit
un isomorphisme Z,[G] ~ Z,[G'], en rajoutant un élément ¢; et en modifiant la structure
produit par fi(c1, ¢y) = p(cy, €1) = ¢y, et pi(cy, 1) = 1.

Les groupes G étant ordonnables a gauche (voir [Roll4, Corollaire 6.0.4]), un iso-
morphisme d’anneaux Zs[Gx| ~ Z,|G k] provient d’un isomorphisme de groupe (voir
[LR68], I’'idée étant que les seuls inversibles sont les monodnes). L homologie linéarisée,
munie de sa structure produit, détermine ainsi G, et donc S3 \ K d’apreés le théoréme de
rigidité de Mostow (on rappelle que les nceuds sont de volume fini) :

Théoreme 4.4.3. [Mar74] Soit My, M, deux variétés hyperboliques 3-dimensionnelles,
completes, et de volumes finis. Alors tout isomorphisme m(My) — w1 (M) est induit par

une isométrie My = M,.

Finalement deux nceuds dans S sont équivalents (2 mirroir pres) si et seulement si leurs
complémentaires sont homéomorphes d’apres [GL89]. [

2. Siy' =~~1alors p(cy, cy-1) =0

116



4.4. Complémentaire du conormal d’un neceud hyperbolique

Remarque 4.4.4. Mis a part le théoreme de Mostow, les résultats utilisés dans ce raisonne-
ment sont valables pour un nceud quelconque. L’hypothese d hyperbolicité rend le calcul
de I’homologie legendrienne plus simple, cependant les résultats de [ENS17] indiquent

que ce théoreme pourrait s’étendre a un contexte plus général.

Question 4.4.5. Une autre legendrienne intéressante est ¢L(U; K), que I’on peut voir
comme le conormal coorienté du tore N (K). L’homologie de cette legendrienne (comme
sous-variété du complémentaire du conormal), munie de sa structure produit, est-elle iso-
morphe a I’anneau du groupe 7 (5% \ K, K)?

Un autre exemple remarquable, suggéré par Y. Bae, et qui sera étudié dans un futur projet,

est le conormal d’une surface de Seifert du nceud.

Le reste de cette section est dédié a la preuve du théoreme. La stratégie est la suivante :

1. On commence par calculer I’homologie legendrienne d’une fibre dans la variété
suturée issue de U(M \ N (K)). Pour se faire on construit une suite de formes de
contact adaptées a la variété suturée, "convergeant" vers la forme provenant de la
métrique hyperbolique sur M \ K. Ceci permettra de se ramener a 1’étude d’un
réseau de fibres dans le fibré tangent unitaire de 1’espace hyperbolique.

2. On décrit ensuite le recollement d’une anse de contact circulaire S' x D? x D?,
et on prouve que I’homologie legendrienne est inchangée lors de cette opération. I1
s’agit d’une variante d’un résultat de [CGHH11].

3. Finalement on montre que la variété de contact UM \ N (U K) peut étre obtenue
a partir de U(M \ N (K)) en recollant deux anses circulaires. Pour se faire on

déplacera la suture en perturbant la forme de contact adaptée au bord convexe.

4.4.1 Cotangent unitaire du complémentaire du nceud hyperbolique

Dans cette section on calcule I’homologie d’une fibre dans le cotangent unitaire du com-
plémentaire d’un voisinage de K.

Le nceud K étant hyperbolique, d’apres le lemme de Margulis (voir par exemple [BP12,
Théoreme D.3.3]) il existe un voisinage N'(K) tel que N'(K)\ K ~ R x T? et sur lequel

du?+gp2
(CHw)2 >

la métrique hyperbolique de M \ K s’écrit g5, = ou C' est une constante et gr2

est la métrique plate sur le tore.

On note alors A\, la forme induite par la métrique hyperbolique sur
V=U,({u<1}),

et A, la fibre au-dessus d’un points de I’ensemble {u < 0}. On munit V' des coordonnées
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suivantes, définies sur un voisinage du bord :
V2 4?2

{(u, z;v,m) € [0,1] XP]IQXRXC’C’—{—u? =

1}cVv

dans lesquelles on a

Ap = 5 (vdu +n - dz),

(C+u)

ot n - dz = mdzy + nadzs = R(ndz) = 3(ndz + 7dz), vus comme des complexes dans
les dernieres égalités.

On note )\, une forme adaptée 2 la variété suturée associée
V=V\N{u=1,v=0})

obtenue en modifiant la forme de contact sur {% < wu < 1}. En coordonnées elle est
donnée par
M = F(u,v)du + G(u)n - dz

ou F', G sont des fonctions lisses positives et telles que :

« lorsque 0 < u < ¢, Fu,v) = 745 et G(u) = — s

« (G présente un maximum en 1;

« la condition de contact est vérifiée.
Au voisinage de {u = 1, = 0} cette forme se réécrit F'du+G+/1 — v2\y2 et donc cette
forme est bien adaptée a la suture, similairement a I’exemple 1.3.9. Géométriquement cela
revient a modifier la métrique pres du bord : le cusp devient une trompette hyperbolique,
voir la figure 4.3.
Alors I’homologie d’une fibre dans cette variété est I’anneau du groupe fondamental de

M\ K.

Proposition 4.4.6. L’homologie legendrienne linéarisée de la fibre dans la variété suturée

(V, 1) est le Z-module librement engendré par les éléments de w (M \ K) :

LH(A,, V, \p) ~ © 7,
yem (M\K)\1

De plus, le produit est déterminé par la loi de groupe.

Formes de contact On construit dans cette section une famille (:\T)T21 de formes de
contact ajustées a la variété suturée, indépendantes de 7' sur un voisinage du bord, et
étirant le bord.

Notation 4.4.7. On définira pour cela plusieurs familles de formes de contact. Ay pro-
viendra d’une métrique, \r sera indépendante de T sur un voisinage du bord, et Ay sera

proportionnelle a Ar et utilisée plus tard pour expliciter 1’astuce de Moser.
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Pour tout 7" > 1, on définit une forme de contact sur V' via I’application
Ugh([_€? 1] X T2) — Ugh([_ev OO) X T2>
or: (u,z3v,m) = (r(u), 2; arv, arn)

ol o7 : [—&,1] = [—¢, 00) est une fonction lisse, strictement croissante et telle que

« or(u) = usur [—¢,0]

¢ SO/T =T sur [%7 %]

¢ QO/T = Lsur [%71]
CJFC“’iJFTu(“). En particulier on a o7(3)
graphe typique de cette fonction et de sa dériv

et ar = > %. On se réfere a la figure 4.2 pour un
é.

o7 o Fr
T

6
FIGURE 4.2: Graphe des fonctions étirant le bord.

O
[eN];

On pose alors A\ = ¢ Ay, qui vaut en coordonnées
1

(€ + @r(u))(C +u)

On la modifie en une forme adaptée a la suture (mais pas a la variété suturée), et indépen-

A\ = — (op(u)vdu +n - dz)

dante de I" sur un voisinage du bord :

~

Ar =

1
—F—T(gof[ydu +n-dz)

ol Fr est une fonction lisse positive valant (C' + ¢r(u))(C 4 u) pour u < 2 et (C' + u)?
s % < u < 1, voir la figure 4.2.

Finalement la forme ;\T, adaptée a la variété suturée, est obtenue en effectuant la méme
perturbation que pour \,. En particulier elle est indépendante de 7" sur {% <u <1} et

la encore cela revient a modifier la métrique au voisinage du bord, voir la figure 4.3.

Filtration En rendant la variété suturée on a modifié le champ de Reeb sur un voisinqae
du bord, faisant apparaitre des orbites de Reeb correspondant a un tore géodésique. Ce-
pendant I’action des cordes intersectant cette zone diverge, et on va pouvoir utiliser une
filtration pour les ignorer et se ramener ainsi a U,, (M \ K'), muni de la forme provenant

de la métrique hyperbolique. Pour chaque élément de 7 (M \ K), il existe une unique
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FIGURE 4.3: Les métriques correspondant aux formes de contact Ay, 5\h et 5\2, et une
géodésique presque tangente au bord.

géodésique dans (M \ K, g;,), basée en x, le représentant. On dénote par i (M \ K, z)

I’ensemble des éléments tels la longueur de cette géodésique est bornée par A.

Lemme 4.4.8. Pour tout A > 0, il existe T(A) > 0 tel que pour tout T > T(A), les
Ar-cordes d’action majorée par A sont en bijection avec les éléments non triviaux de
(M, z) :

CHAy, Vo Ap) (M \ K, z) \ 1

De plus toutes ces cordes sont de degré un, et on peut prendre T(A) = Ce?/2.

Notation 4.4.9. Pour v € m(M \ K), ¢, désignera la géodésique correspondante dans
M\ K, d’extrémités x, ainsi que la corde de Reeb la relevant dans Uy, (M \ K'). La corde

relevée a H3, ainsi que la corde de Reeb associée, seront notées ¢,.

Démonstration. Pour tout A € R, il existe 7'(A) tel que tout chemin dans (M \ K, g5)
reliant = & {u = %} est de gp-longueur supérieure a A. D’apres le lemme 4.3.1, les
Ap-cordes de A, C (V, :\T) d’action bornée par A restent dans {u < %}, ou la forme de
contact provient de la métrique hyperbolique sur A/ \ K. Elles sont donc en bijection avec
les lassos géodésiques basés en x et de longueur inférieure a A. De plus en choisissant
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T(A) tel que A = d,, (z, {u = Z}), on peut majorer T'(A) comme désiré :

T(A) T du

A=dy (o fu= =) = dy (o fu=0p + [ 7 =
T(A

:D+1n(C+(6))—1nC

d’ott LA — Ce=PeA — (O, et done

T(A) < C'e?

]

Toutes ces cordes de Reeb sont de degré 1 (voir la section 4.4.1). De plus, les orbites de
Reeb d’action bornée sont en bijection avec les classes d’homotopie libre de la variété.
Par conséquent pour tout 7' > T(A), le complexe legendrien de la fibre dans (V, A7),

d’action bornée par A, est
LOA<A:E7 ‘N/? XT) - Z[ﬂ-lA(M \ K) \ 1]7

muni de la différentielle triviale. En effet, ce complexe est bien défini car il n’existe pas
de corde contractible, et la différentielle est nulle car il existe une unique corde par classe
d’homotopie.

On peut méme montrer que la différentielle est nulle pour le complexe "complet", pour
lequel on devrait compter des courbes possédant plusieurs asymptotes négatives. Bien que
ce résultat ne soit pas nécessaire pour notre preuve, il implique que LC'(A,, f/) est (apres
colimite) I’algébre engendrée par les éléments non triviaux de 7 (M \ K'), munie de la

différentielle triviale.
Lemme 4.4.10. La différentielle de LC* (A, V, A1) est nulle pour T > T(A).

Démonstration. La borne sur 1’action est choisie de sorte que les cordes de Reeb corres-
pondent géodésiques de (M \ K, g;,). Une courbe holomorphe sans asymptote négative ne
peut pas exister pour des raisons homotopiques : il n’existe pas d’orbite contractible d’ac-
tion inférieure a A, on n’a donc pas de demi-plan holomorphe. De plus la différentielle
préserve la classe d’homotopie des cordes : une courbe positivement asymptote a ¢, doit
étre négativement asymptote a un mot ¢, ...¢,, telque v - ... -y, = v € m (M, z). Cepen-
dant, I’action d’une corde étant donnée par la longueur de la géodésique correspondante,
on aurait

> _lgth(y;) < lgth(7)

car la différentielle diminue I’action. Or ceci est impossible, car v minimise la longueur

des chemins dans sa classe d’homotopie. O
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FIGURE 4.4: Géodésiques dans le demi-espace hyperbolique

Colimite On montre maintenant que cette suite de complexes converge bien vers 1’ho-
mologie désirée. Pour s’assurer que la colimite converge bien vers 1’homologie legen-

drienne on appliquera le lemme suivant :

Lemme 4.4.11. [CGHI10, Lem 3.1.7, Thm 3.2.1] Soit (V, \) une variété de contact conte-
nant une legendrienne A, T, une suite de réels, et f, : V — R une suite de fonctions
positives et lisses.

o Si % > %, les applications
LCSTn (A7 ‘/7 an) — LOSTn+1 (A7 ‘/7 fn-‘rlA)

sont bien définies et compatibles.
« Sile — oo, alors colim LC<™ (A, V, f,\) =~ LC(A,V, \)

fTL n—oo n—o0

On prouve maintenant le premier point de la proposition 4.4.6 : LH(A,, v, An) est le
Z-module engendré par les éléments de 71 (M \ K).

Démonstration. On se ramene a une unique variété de contact (V, ) : d’apres le théoreme

de Gray il existe un contactomorphisme exact tel que
(V. Ax) = (V, pr ).

Les formes A étant constantes sur la zone {% < wwl}, ona pup = 1 sur ce voisinage.

Astuce de Moser : On vérifie que ce lemme s’applique a la suite de forme Ar. En appli-

quant I’astuce de Moser (voir la preuve du lemme 1.1.4) a
Ar = Frr
= —prvdu —ndz
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sur la zone {% <u < 1} (siu > % la forme est indépendante de 7'), on obtient une

isotopie ¥, constante sur un voisinage du bord, et telle que
U (prrdu+ ndz) = fir(vdu + ndz)

ou 17 est le flot d’un champ de vecteurs X, et i est une fonction strictement positive,

déterminés par

Or(Infir) = OrAr(Ry,) o ¥r 4.1)
([’XTdS‘T)FfT = <8T5\T(R;T).)\T — 8T5\T) er . (42)
On a donc pup = wg“];.,T. On va montrer que la suite (A, HT(A) S\h) satisfait la condition du

lemme 4.4.11.

Détermination de pr :
Lemme 4.4.12. Le champ de Reeb associé a \r est
R5, = —B(v0, + ¢rn.0. + 20,)

_ 1
avec B = Rz > 0.

Démonstration. On calcule
d\p = Plpdu A dv + dz A dn
De plus sur V on a % =1dou
0=d((v* +n")/(C+u)?)
= (C +u) *(vdv + ndn) — 2(C +u)~*(v* + n*)du
= (C + )2 (vdv + ndn — 2du)

et donc 0 = vdv + ndn — 2du sur V. On vérifie que le vecteur v0, + ¢/n.0, + 20, est
bien tangent a V' :

(vdv + ndn — 2du) (vO, + ¢n.0. +20,) =2v —2v =0
et que ce vecteur dirige bien de champ de Reeb :
Lty m.+20, AT = vipipdy — lpn.dn — 27 du
= i (vdv + ndn — 2du) = 0.

La condition de normalisation détermine B. O]
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Les équations 4.1 se réécrivent donc

Or(Infir) o 7' = rAr(Ry,) = —Or¢.vdu(Rr) (4.3)
26 /
— B2 — L 9TPT 4.4
v orer (C + u)2Q0IT ( )
N v 2 aTQO,T
—_ e 4.
(tx7dAT) 1gy (C n u) o e (4.5)

On précise maintenant le champ de vecteurs X

Lemme 4.4.13. du(Xr) = 0, et donc ¢y préserve la coordonnée u.

Démonstration. L hyperplan de contact ker Ay est I’intersection de deux noyaux :
&r = ker(2du — vdv — n - dn) Nker(@prdu +n - dz),
il est donc engendré par les vecteurs
Vi =ni0, —v0,,
Wi = 0,0, — ©7v0:, + 20y,
oui € {1,2}, et z = (21, 22) € R?, = (n1,12) € R On calcule
dAr(V1,V5) = 0
dAp (Wi, W) =0
dAr(Wi, V) = ¢pman; + dpv”.
La forme 7 - dz s’annulant sur les vecteurs V;, le champ de vecteurs X1 est une combinai-

son linéaire des V; d’apres I’équation 4.3 (plus précisément, viy, _y, d\p = (m — m2)n -
dz). ]

Ceci permet de majorer ji : en reprenant 1’équation 4.3, on obtient

8T(ln ﬂT) = 8T5\T(R;T) o wT

5T90/T
~(CHu)ey

et donc

_ 1 T Opprp

In < / car =1
HT = (CHu)?)r ¢ fa
<lngr—Inyg| =lne, cary| =1,

d'ou jir < ).
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Divergence de ﬁ : On montre maintenant la condition du lemme 4.4.11 est satisfaite.
On pose ainsi
A AFpa
Qa = =—.
pr(A) [

. Sur[g,l],onaﬂTzletFTZL

+ Sur [%, %], ¢ = 1 et donc la structure de contact est constante. Par conséquent ¢

est I’identité, et Fir = iy, d’ou Q4 = A.
« Sur[2, 2], ona Fr = (C+¢r(u))(C+u) > 1+ o7 (on achoisi C' > 1). Donc on
peut minorer par

A AFpu A(l + ora))
Qa= = — > p
HT(A) HT(A) Pr(A)
De plus o > %, et <T,dou Qs> g.
« Sur [, 2], la minoration précédente reste valable, eton a ¢, = T et op > T'(u—94),
ouod < é est indépendant de 7' (on le montrera lors du lemme suivant). D’ou

(4.6)

Q4> Alu—8) > Az~ 0)

1

» Finalement sur [0, ;], on utilise le lemme suivant

Lemme 4.4.14. Pour tout T' > 1, il existe o : [0, %] — R strictement croissante et

telle que

— ¢r(0) =0, 97 (0) = Ler ip(5) =T

— tﬂ est uniformément minorée (en ' et u) par un réel strictement positif;

T

— ¢r(%) > €T, o€ est indépendant de T
Ce lemme conclut la preuve : la minoration 4.6 reste valable, et donc () 4 diverge.

Démonstration. On va préférer construire une fonction f : [0, 1] — R, car cela simplifie

I’écriture, et implique le méme résultat. On pose ainsi

flz) = ;(1 +2T+3T(z — 1) — (T = 1)(z — 1)°)

Alors
27+ 1 2
1) = > =T
f’:T—(T—l)(:c—l)2>1
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On vérifie que f(0) =0, f’(0) = 1 et f'(1) = T'. Finalement, on calcule
1+f 4-T+3Tz—(T—1)(z—1)3
2 (x —1)24+T(2x — 2?)
4—-322+2° + 7(4+ (1 —2)?)
T u(l—a) o+ A — 1)

3

T
_ 272 3 _1)2
2—4 ot carL D <1
22(1— )+ 1 T

4-3 1
> —=- x(1—-2) <1
24+1 3

O]

Ceci conclut la preuve du premier point de la proposition 4.4.6 : le lemme 4.4.11 s’ap-
plique 2 la suite de formes Ar, et les morphismes de continuation sont les inclusions
Zlr{ (M \ K)] C Z[r{" (M \ K)). O

Remarque 4.4.15. Similairement, I’homologie non linéarisée est I’algebre librement en-
gendrée par les c,. A priori la colimite d’une famille de dga n’est pas définie (bien que sa

colimite homotopique le soit), cependant ici les morphismes sont des inclusions.

Une autre facon de calculer cette homologie serait d’utiliser le principe du maximum dans
le tangent unitaire d’une variété hyperbolique, prouvé dans [AB18b]. Cependant la variété
est maintenant non-compacte, et la forme de contact utilisée provenant de la métrique hy-
perbolique, elle est "ajustée" a un bord négativement suturé : pres de la reliure le champ
de Reeb va de R, vers R_. Il faudrait donc prouver que 1’homologie calculée redonne

bien ’homologie suturée, ce qui est en fait ce qu’on vient de faire.

Question 4.4.16. Concernant I’homologie suturée le calcul est plus difficile : on a bien
une orbite par classe d’homotopie libre, et pour ’homologie cylindrique la différentielle
est trivialement nulle. Cependant si on autorise plusieurs asymptotes négatives le rai-
sonnement précédent ne fonctionne plus (cependant des considération sur degré peuvent

restreindre les courbes possibles).

Structure produit Pour une legendrienne relativement hypertendue A C (V,¢), son
homologie LH (A, V') est munie d’un produit défini au niveau des chaines en comptant des
courbes holomorphes dans la symplectisation de V', a bord dans R x A, et possédant deux
asymptotes positives et une asymptotes négatives : on pose pour toute paire de générateurs

ple,d)= > #Mlcd;c)c,

c_€C(A)
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que I’on étend par linéarité.

D’apres [BEHWZ03], I’espace de module M (cc’; c_) est de dimension (virtuelle) |c| +
|c'| — |e—| — 1, et se compactifie en rajoutant des batiments holomorphes (la encore, les
courbes dans une symplectisation sont quotientées par la translation selon la direction
de symplectisation). Plus précisément, les espaces de module 1-dimensionnels admettent

une compactification de bord

OM(ccse ) = ( U Mle,co) x M(coc; c_))

lcol=le]=1

U ( U M) x ./\/l(cco;c_))

|col=le’|—1

U ( U Mled; o) % /\/l(co;c)) :

|co|=|c— |+1
Notons ici I’importance du caractere hypertendu, 1’absence de corde contractible limitant
les brisures possibles. Compter le bord de ces espaces de module (a ¢ et ¢ fixés) fournit
la relation 0 = p(de, ) + p(c,dc’) + Oule, ) (on suppose ici que le complexe est a
coefficients dans Z,). Si ¢, ¢ € ker 0, on obtient

ule+ 0, ) = (e, &) + u(da, ) = (e, &) + pla, O¢) + Ba(a, )
= u(e,d) + dula, ) car ¢ =0,

et donc ce produit est bien défini en homologie.

De plus il s’agit d’un invariant : les espaces de module de courbes dans un cobordisme se
brisent de fagon similaire, et le morphisme de complexes défini par le cobordisme induit
un morphisme d’anneaux en homologie, voir [EkhO8] pour plus de détails.

D’apres la section précédente, pour déterminer le produit sur LH (A, v, S\h) on peut se
ramener a la forme induite par g, sur M \ K. On reléve le point considéré a 1’espace
hyperbolique pour obtenir un réseau () C H?. Pour toute paire de points =,y € Q, il
existe une unique géodésique c,, les reliant, qui se releve en une corde de Reeb dans
le fibré unitaire U*H? (muni de la forme correspondant a la métrique hyperbolique), a
extrémités dans Ag = {(z,a),z € Q,a € U;H*} C U*H®.

Lemme 4.4.17. Pour tout x,y,z € @, il existe une unique courbe holomorphe dans

M(cayCyz; Caz)-

Ce lemme conclut la preuve de la proposition 4.4.6 : pour tout 7y, " € 71 (M \ K), et pour
tout 7" suffisamment grand, il existe un unique pantalon holomorphe dans la symplectisa-

tion de (\7, Ar), abord dans R x A,, et positivement asymptote a c,, et ¢,/. De plus il est
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négativement asymptote a ..

Démonstration.

Meétrique euclidienne : Le produit étant invariant sous isotopie on se ramene a la forme de
contact provenant de la métrique euclidienne. Pour cette forme aussi, il existe une unique
corde de Reeb joignant deux fibres. Soit ¢g“ un chemin de métriques interpolant entre la
métrique hyperpolique g;, et la métrique plate gy sur R3. Il induit un cobordisme lagran-
gien exact L C W entre U,R* C (U, R3 ), ) et U,R? C (U,
obtenue en comptant les bandes holomorphes dans le cobordisme de Liouville interpo-

R?, \,.). Lapplication

lant entre A4, et A\, , a bord dans R x U,R3, est un isomorphisme trivial (au niveau des

Geu?

chaines), car il existe une unique corde de Reeb (les courbes négativement asymptotes a
plusieurs cordes ne sont pas considérées car il n’y a pas de corde contractible).

Espace des 1-jets : On se ramene maintenant a I’espace des 1-jets de la sphere paramétré

comme Suit :
JH(S%) = {(s,a,p) ERXR* x T,R* [ [g* = 1,¢-p = 0}.
L’ application standard vers le fibré tangent unitaire de R? (relativement a la métrique
euclidienne) s’écrit
JH(S?) = UR? = {(x;v) € R? x T,R? v* = 1}
¢:(t.q,p)— (tg+p,q)
Alors la forme de contact associée a la métrique euclidienne devient la forme standard :
¢*Aew = ds — pdq

et la fibre UyR? devient la section nulle. Plus généralement, la fibre U,R? devient le 1-jet
de la fonction fy : ¢ — x - q. En effet ¢~ (UR?) = {sq + p = x} C J'(S?). De plus p
est orthogonal a ¢, d’ ol

s=X-q

p=1x—s¢=%X=(X-q)q

=d(x- q)rs

Arbres de Morse : Dans un espace de 1-jets muni de la forme standard, les courbes holo-
morphes sont déterminées par les arbres de Morse introduits par Ekholm. Etant données
trois fonctions fy, f1, f2 : S* — R, les cordes de Reeb joignant j'(f;) a j'(f;) corres-
pondent aux points critiques positifs de f; — f;. Pour 0 < i < j < 2, on choisit ¢;; € S,

point critique de f; — f;, (Ia corde sera dénotée c;;, de degré indg;; —1). Un arbre de Morse
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d’extrémités (qo1, q12; go2) est alors une collections de chemins poy, P2, poo C S? tels que
« po1 est une trajectoire de —V(f; — fo), reliant go; a ¢, € S?;
« P12 est une trajectoire de —V (fy — fi), reliant gi2 a g, ;
« po2 est une trajectoire de —V (fo — fy), reliant g, a goo.
Notons que ¢, peut coincider avec une extrémité, auquel cas un des chemin sera constant.
Si |qo1| + |q12] — |qo2] = 2 cet arbre sera dit rigide, et le résultat de [Ekh07] affirme que
de les arbres rigides sont en correspondance avec les courbes holomorphes rigides.

Produit dans J'(S?) : La fonction fy, — fx : ¢ — ¢ (y —x) posséde deux points critiques,

Oy = I§:I et son opposé, correspondant a deux cordes de Reeb qui se projettent sur
les deux géodésiques entre x et y. On note c,,, la corde de Reeb allant de A, vers A,
correspondant a g, Alors pour tout triplet de point z, y, z € R?, il existe un unique arbre
de Morse rigide d’extrémités (quy, qyz, Gz )-

En effet ¢,., est un maximum de f,— f,, et donc un arbre de Morse, si il existe, a sa branche
négative constante (ie ¢, = ¢,.). De plus, il existe une unique trajectoire de —V(f, — f5)

allant du maximum ¢, a g, et similairement pour g, . O

Remarque 4.4.18. Notons que UR? est non compacte, cependant les courbes restent bor-
nées (pour des asymptotes fixées), car elles sont d’énergie finie (on pourrait la rendre su-
turée en enlevant un voisinage du bord, mais cela n’est pas nécessaire). Alternativement

on pourrait utiliser le principe du maximum du a [BKO19].

4.4.2 Attachement d’une anse de contact circulaire

On considére une anse de dimension 2n + 1, de la forme
H =5 xD}x Dy,
munie de la forme de contact A = (1 + ex.y)ds — ydx. Le champ de Reeb est donné par
R = 05 + £(x0x — yOy)

car X; = £(x0x — yOy) et 5(Xy) = —ex.y (voir le lemme 4.4.25), et donc il existe une
unique orbite de Reeb simple, incluse dans {x = y = 0}.
On note H 1’anse privée d’un voisinage des coins, tel que le champ de Reeb est tangent au

nouveau bord. Le bord de I’anse se décompose maintenant en trois parties, représentées
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o0 r

&H‘

FIGURE 4.5: Champ de Reeb projeté sur une anse circulaire hyperbolique. Les pointillés
délimitent le lieu de recollement.

sur la figure 4.5 :

O_H =S x {(z,y), 2> <1—6,y> =1}
WH = S x {(z,y), 2> +y* =2 -0}
O H = S" x {(x,y), 2> =1,y* <1 -4}

.5}

Le champ de Reeb étant transverse a 8i]5[ , la forme de contact restreinte a ces hy-
persurfaces est une forme de Liouville (voir la remarque 1.2.6). De plus pour ¢ assez
petit, il existe un voisinage de 0_H contenant JyH et exactement contactomorphe 2
([0,€)¢ x O_H,dt + Airo_ i) : similairement a la preuve du lemme 1.2.2, la coordon-
née ¢ est donnée par le champ de Reeb.

SivV =V % H, ot (V, \) est une variété de contact suturée et ¢ : 0_H — R.(V) est un

symplectomorphisme exact, les homologies legendriennes sont reliées comme suit :

Proposition 4.4.19. [CGHHI1, Thm 8.1] Si A C V est une legendrienne cylindrique,
alors CH(A; V) ~ LH(A, V).

L’homologie de contact, quant a elle, est modifiée comme suit : CH(V) ~ CH(V) ®
Z[Ck, k Z 0]

Démonstration. 11 faut 1égérement modifier le résultat initial, qui ne s’applique qu’a un
recollement de variétés de contact suturé (de ce point de vu I’opération de recollement est
décrite dans [CGHH11, §4.3]). Or I’anse H est bien topologiquement suturée, cependant
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la forme de contact ne lui est pas adaptée, notamment car le champ de Liouville n’est pas
transverse au bord de (0_H, Ao m)

Y = ias + (x +(1—(1- 5)x.y)y)6’x.

Il est donc transverse au bord si pour tous z,y € S" ', 1+ z.y — (1 —&)(z.y)* > 0, ie si
e>1.

On se ramene a I’énoncé de [CGHH1 1] en modifiant la forme de contact (sur un voisinage
de R,), ce qui permet de recoller H munie de la forme de contact A\c = (1 + C'z.y)ds —
ydx. Pour C' assez grand cette forme est adaptée a la variété suturée, et donc on peut
appliquer [CGHHI11, Thm 8.1] :

LO(A, (VX) U (H, Ao)) ~ LO(A,V, X)
ou )\ désigne la forme de contact modifiée. De plus, lors d’un chemin interpolant entre
A et X, le champ de Reeb restera transverse a R, (V). On aura donc LC'(A,V, ) ~
LC(A,V,\). Le champ de Reeb étant transverse a 9, H pour tout C, ce sera aussi valable
pour V U H, et on aura
LO(A, (VXY U (H, Ao)) = LC(A, (V,A) U (H,).)).

On construit maintenant cette forme de contact modifiée, de sorte que :

« hors d’un voisinage du lieu de recollement, A’ = \;

« sur le lieu de recollement (—¢, 0], x O_H,ona A = dt + (\¢)| O_H.
Il suffit pour cela de modifier la forme de Liouville obtenue en restreignant \ au bord.
On considere donc un voisinage (dans 7. ) de I’'image de 1’application de recollement,

pouvant s’écrire
St x {(z,y) € D" x D", x* <2+ ,y* =1},
et pour tout u € [g,1 + ¢) on définit 3, = (1 + xu(2?)x.y)\x — ydx, out X, (r) est une
fonction réelle positive et décroissante, valant u si 7 < 1 et € si r > 2. Sa différentielle
est:
dBy = Xu(xdy + ydx) A ds + z.yx,xdx A ds + dx A dy,
et cette forme est symplectique si ydy A (df3,)" > 0. On calcule donc
ydy A (dB,)" = ydy N (Xxdy + (zyx'z + Xy)dx) Ads A (dx A dy)™ !
= (vi(z.yx'zi + xy:) (dz A dy)" A ds
= ((z.y)*>X' + x)(dx A dy)™ A ds.

Comme x(z%) + (z.y)2X'(z?) > (x + 7X’)(2?), il suffit de trouver une fonction x :
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0,2+ ¢") — R valant w sur [0, 1] et e sur [2,2 + £), et telle que
x+7rx > 0.

Une fonction affine par morceaux vérifie trivialement cette inégalité : sur (1,2) ona x, =
u— (r—1)(u—e)etdonc
Xut+7X,=(uw—¢e)(2—71)+e>0.
On I’approxime par une fonction C* en interpolant, par des polyndomes de degré 2 : au
voisinage de 1 (resp. 2) on prend u — ¢ — A(z — 1)? (resp € + A(x — 2)?), qui vérifient
bien (In x)’ > —1/z. Finalement I’inégalité est préservée lorsque la fonction est lissée.
[

On remarque que lors de cette modification de la forme de Liouville, la dynamique du
champ de Liouville est bouleversée, cependant on ne fait pas apparaitre de zéros car la
composante dans la direction Js reste non-nulle. L’ auteur remercie tout particulierement
A. Jannaud pour avoir suggéré un tel comportement.

Notons de plus que 'ame C' = K x {x? = 0,y?> = 1} C O_H est une lagrangienne,
non exacte car Sirc = A, et pour toute lagrangienne K, x S"F~1 < R, telle que
*A = Ak, on peut modifier la forme de Liouville pour recoller une telle anse sur un

voisinage.
Remarque 4.4.20. On pourrait considérer des anses plus générales, de la forme
Hyi = (K x D" x D" (1 + ex.y)\g — ydz),

ol A est une forme de contact sur K. Comme précédemment, I’homologie legendrienne
devrait étre inchangée apres recollement, et les homologies de contact suturées devraient
vérifier CC(V U Hg) ~ CC(V) @ CC(K, A).

4.4.3 Du fibré unitaire du complémentaire au complémentaire du co-
normal

Dans cette section on relie le complémentaire du conormal U} K C U* M au fibré unitaire
du complémentaire de K C M.

Proposition 4.4.21. [l existe un voisinage de U, K C UM, et une forme de contact
A adaptée au bord convexe, tels que (UM \ N (U, K), \) peut étre obtenu a partir de
U(M\N(K)), muni d’une forme de contact adapté, en recollant deux anses (S* x D? x
D? \y) selon R_.
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Topologiquement, UM \ U, K peut en effet &tre obtenu a partir de UM \ U Lk (on omet
ici les voisinages pour faciliter la lecture) en recollant deux anses S' x D? x D? selon
deux tores (qui sont, dans les coordonnées définies ci-dessous, {2% = §,7 = +1,7 = 0}).
Cependant ces tores seront inclus dans la suture d’une métrique produit sur un voisinage
du bord. On va donc modifier la forme de contact afin de déplacer la suture, ce qui per-
mettra de recoller les anses sans changer I’homologie legendrienne de la fibre. Il faudra
ensuite s’assurer que la variété obtenue est bien le complémentaire d’un voisinage stan-
dard de U, K. La procédure est représentée sur la figure 4.6. Le champ de Reeb est en
bleu, et la suture en rouge. En carte, le champ de Reeb est en pointillés lorsqu’il est dirigé
par 0s, et la suture est représentée par deux points (resp. un point creux) lorsque tout un

cercle (resp. un seul point) dans la fibre en fait partie.

4.4.3.1 Cartes et voisinage

On considere le fibré unitaire associé a la métrique euclidienne. On définit ainsi des coor-
données (t,z) € S' x D? sur un voisinage du nceud, tel que K = S x {0}. On dénote
alors UM C T'M la variété obtenue en prenant la fibre unitaire relativement a la métrique

euclidienne dt* + dz?, avec des coordonnées (7,7) € R x C sur la fibre :
TM > S} xD2x 52,
={(t,z7,n) ER/ZXxCxRxC|7°+ [y = 1}.

Le conormal du neeud devient A = {z = 0,7 = 0}, et avec ces coordonnées la forme de
contact correspondant a la métrique euclidienne s’écrit Ao, = —7dt — 1 - dz. De plus le
champ de Reeb vaut

Rey =710, + 1.0, 4.7)

ouici 0.0, = m0,, + 120.,.

Voisinage standard On définit maintenant un voisinage standard de la legendrienne,

qui sera a bord convexe :
N = {(t.ziT, )| + [n]* = 1,7 + [2]* < 6} C UM,
etonpose V =UM \ N.
Lemme 4.4.22. Pour ¢ assez petit, N est la perturbation d’un voisinage standard de A, a
bord convexe, et \., est adaptée a la suture

Fe”:{(t7z;7-7lr]> |7'2+772:1772+’Z|2:677]-220}
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FIGURE 4.6: Recollement d’anse, a gauche en carte stéréographique, a droite comme
fibré en spheres. Ligne a ligne : (Vp, Aeu) s (Vo, Ae) avec une anse recollée; (V4, Aor) pour
g’ << e;(V1, Aeu) et un champ de contact transverse au bord; (V, Ay).
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Démonstration. Pour montrer que /N est a bord convexe il suffit d’appliquer le lemme
1.2.4, cependant il faut aussi s’assurer qu’il s’agit d’un voisinage standard. On définit
ainsi une application qui étend I’application usuelle J'(S') — UR? en posant

En tirant en arriere sur J'(T?) = R, x (R/27Z),, X (R/27Z),, x Ry, x R,, via

JHT?) — U
¥ (@ pis) = (E= @,z = (—s + ipa)e®; 7 = py,y = /1 — pici®)

on obtient

U Xy = /1 — plds — prdgy — \/1 — pipadys

« 42 b1 P2 8
i(—s+ ipy)e'e e —ele2

n V1 —pliet %

Aew 0 A 2 Oy — Aew(0r) = —p1

gy = —\/1 = pe'® - (=s +ipa)e'™ = —\/1 = pi ~i(s +ip2) = /1 — pips

Oy > Aea(Dy + #0,) = 0

En effet dy) = , et donc

9w -

Dpy = —\/1 — ple'® i =0

Ds > meiqz it — m

La legendrienne est maintenant la section nulle :
V(A ={s=p=p1 =0}
et le voisinage devient
YN (N) =7 (N) = {|s + ipo|* + [pi| < 0}
={s" +pi +p; <0} C J(T).

De plus ¥* A, est une perturbation de la structure standard A\ = ds — p - dq, et celle-ci
est adaptée a la suture

Iy = {2 € ON,Ry,(2) € T(ON)} = {s=0,p* =} C J(T?

elle-méme associé au champ de contact radial X, = s0s;+p.0,, ce dernier étant équivalent
(via la forme de contact \) a la fonction fi; = A(X) = s.
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Pour ¢ assez petit, cette fonction détermine un champ de contact X proche de X et donc
transverse a ON. La variété de contact IV est donc la perturbation d’un voisinage standard
a bord convexe.

Finalement )\, est adaptée a la suture I, déterminée par 0 = d(72 + |2|*)(Re) = —1 - 2.
Elle coincide avec la suture associée au champ de contact radial : {*(I's,) = {s = 0} =
L. ]

Remarque 4.4.23. Plus généralement, pour toutes coordonnées N (A) Ly A x Dt el
que f(A) = Ax {0}, le voisinage f*{|z| < d} est la perturbation d’un voisinage standard

pour ) assez petit.

Cartes stéréographiques On utilisera deux cartes pour se ramener a un espace plus
simple, données par la projection stéréographique de la fibre relativement au point (7,7) =
(1,0):

S'x T*D* — U
1—|pf? ne 2P
L+ p" " 1+ pf?
La projection a la base est maintenant I’oubli de la coordonnée p, et la legendrienne de-

P+ - (S7q7p)'_> (t:S7Z:q7T::|:

vient
et (A) ={q=0,[p| =1}

Les inverses sont @' : (t,2;7,1) — (s = t,q = z,p = 1), et le changement de carte
est I’application (s, q,p) — (s, q,1/p) (ici p est vu comme un complexe).
On calcule

1 2
Sptheu =+ p|2p : dq (48)

Dans ces cartes le conormal s’écrit 7' (A) = {q = 0, |p| = 1}, et le champ de Reeb

devient
@4 Rew = d(03") (10, +1.0-) (4.9)
1—|p]?
d, + 0 4.10
1+ |pf? 1+ ppt (10

2

De plus o1 ' (N) = {¢* + (175)* < 0} et 3 (Tew) = {p - ¢ = 0}.

4.4.3.2 Modification de la forme de contact

On construit ici une forme de contact sur V' = UM \ N, pouvant étre obtenue a partir de

Vb, fibré unitaire du complémentaire du nceud, en recollant deux anses circulaires comme
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précédemment. Notons tout d’abord que topologiquement, il suffit de recoller de telles
anses sur les tores {|z| = 0,7 = £1,n7 = 0}, cependant ceux-ci font partie de la suture.
On va donc choisir la forme de contact pour déplacer la suture loin de ces tores, ce qui
permettra d’appliquer le résultat de recollement.

Remarque 4.4.24 (Prototype). Dans un espace de 1-jets muni de la forme standard, on

peut pencher la suture (associée au champ radial) hors d’un voisinage de la section nulle.

En effet le champ de vecteurs 0, est A\q-contact (car il s’agit du champ de Reeb), et donc

X = (s+¢)ds+ pd, est aussi un champ de contact transverse & {s*+p* = 0} : on calcule

(sds + p.dp)(X) = s* + p* + es = § + s > 0. La suture associée est alors
Ix={Xe&={s+p’=6,s5=—¢}

On va utiliser ce phénomene pour déplacer la suture.

On décrit tout d’abord le champ de Reeb d’une forme de contact A = ¢(x)(f(z)ds + )

sur S x W,, ot 3 est une forme de Liouville sur .

Lemme 4.4.25. La condition de contact s’écrit
ds A (fdB —df AB) A (dB)* " >0,

et le champ de Reeb vaut

1 (o+de(Y)
=5 (f —m) T T

oY est le champ de Liouville associé a (3 et Xy est déterminé par vx,df3 = df

df (Xy) Y+X¢>

En particulier la projection du champ de Reeb parallélement a 0, est dirigée par
T(R) ~ (¢+do(Y))X; + (f = df (V) Xy + df (X,)Y.
Démonstration. On a d(f.ds+ ) = df A ds + df3, 1a condition de contact s’écrit donc
0 < (fds+B)A(df Nds—+dB)" = fds A (dB)" + B Adf Ads A (dB)" .

On commence par déterminer le champ de Reeb de \g = f.ds + df3 : on obtient

1

En effet

i9,4x;dNo = to,1x,(df N ds+dj)
= —df +1x,dB =0
car df (Xy) = (tx,dB)(X;) = 0.
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D’apres la relation 1.1, le champ de Reeb de X est R = #(gbRO + V), ou V € ¢ vérifie
(tvdXo)e = doe. Onpose V = B(v)0s — fv, ot v € TW, et I’on détermine maintenant
v : en se restreignant a &,
tx,dBie = dope
= Law)a,—fo(df Nds + df)
= —fdf (v)ds — B(v)df — fu.dp
=df(v)5 — B(v)df — fr,dB car& =ker fds+
— (A (V)Y — B() X} — fo)dB
D’ou fv = df (v)Y — 5(v)Xs — X,. Appliquant § puis df on obtient
(f + B(X)))B(v) = —B(Xy)
(f = df(Y))df (v) = —df (Xy),
et en remarquant que 5(Xy) = dB(Y, Xy) = —df (YY), V se réécrit
V =03(v)0s — fu
= B)(0s + Xp) —df ()Y + X,

1
= 700 (A0 + X)) + (XY ) + X,
Finalement le champ de Reeb associé a \ est
R = ;2(¢R0 +V)
1 [0) 1

= o (W(GS + Xy) + f‘i‘ﬁ()(f)( — B(Xy)(0s + X5) + df(X¢)Y> + X¢>

_ 1 (0=B(Xy) _df(X) )

=5 (erB(Xf)(aerXf) + f+6(Xf)Y+X¢’

On considere le fibré unitaire du complémentaire d’un voisinage du nceud
Vo={¢* > CcUM.
Cette variété est a bord convexe, et la forme de contact )., est adaptée a la suture
I ={(s,q,p),4> = 6,p-q=0}.
En effet, le champ de Reeb est tangent au bord lorsque ¢ - p = 0, et cet ensemble est une

sous-variété de contact : son espace tangent étant I’intersection des formes qdq et pdq +

qdp (qui sont trivialement indépendante sur I'°), il est engendré par 9,V = 1q0,, W =
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iq0, + ipJ,. On vérifie alors la condition de contact :
(A1 = p*) A (=2pdq) +2(1 = p*)(dg A dp) ) (V, W) = 4(p - ig)* # 0,

ce qui permet d’appliquer le lemme 1.2.4. Notons que cette forme n’est pas invariante par

changement de cartes, cependant cela ne sera pas un probleme.

Déplacement de la suture On commence par changer de forme de contact (mais pas la

structure) pour éloigner la suture du lieu de recollement. On pose ainsi
A= (14 2ep- q)((l — p?)ds — deq).

Proposition 4.4.26. Le champ de Reeb associé a )\, projeté parallélement a O, est dirigé
par
((1+p*)g — (1 +4ep- q)p) 0, — (1 — p*)pd,

et cette forme est adaptée au bord au sens de la définition 1.2.4.

Démonstration. Pour ¢ assez petit, cette forme est une perturbation de A\ = (1 — p?)ds —
2pdq, dont le champ de Reeb, projeté parallelement a J;, est dirigé par —pd,. Il est donc
tangent au bord lorsque p - ¢ = 0, qui est une sous-variété de contact comme vu précé-
demment.

n £

La condition "T". = {x € 9Vj, dq(R.) = 0} est une sous-variété de contact" étant ouverte,

A est adaptée a la suture I'. pour ¢ suffisamment petit. En appliquant le lemme précédent

avec
B=-2pdg f=1-p" é=1+2p-q,
on obtient
dp = 2dq N dp Y = po,
df = —2pdp Xy = —pdy
dé = 2e(qdp + pdq) Xy = €(q0q — pOp)
et donc

d+dp(Y)=1+4ep-q
f=df(Y)=1-p"+2p" =1+ p"
Le champ de Reeb, projeté, et donc dirigé par

—(1 4 4ep - q)pdy + (1 + p*)(qdy — pdy) + 2ep°pd,.
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Remarque 4.4.27. Le champ de Reeb de A, (sur V'\ N) est similaire au champ hamiltonien
d’une fonction F' telle que F' = 1sur {p-q = ¢}, F(0,0) =1 — e et (0,0) est un point
critique hyperbolique.

On détermine maintenant [', en posant X = ¢ - p:
qdq(R.) = e(1+p*)¢* — (1 +4e X)X
= —4eX? — X +¢(1 + p*)d,

et donc, au premier ordre en ¢, les éléments de ', satisfont

1
X =—(—1£4/1+16e%(1 2
oo (71 /14 1622(1 + p2)0)

= (14 p*)de + O(?)

car seule la solution positive subsiste.

Recollement d’anses La suture I, est donc disjointe du tore {¢> = §,p = 0} (qui est
inclus dans la région R_), ce qui permet de recoller une anse circulaire : pour £/ << ¢,
on pose

Vi={¢ zopu{p” <<,

ou les coins sont lissés. Alors d’apres la section 4.4.2, pour toute legendrienne A C V on
a
LH(A, Vo, Ae) ~ LH(A, Vi, Ae).

En effet, I’anse recollée n’est pas strictement munie de la forme de contact standard,
cependant le raisonnement du lemme 4.4.19 tient toujours, car R. est négativement trans-

verse au nouveau bord :
pdp(R.) = —e(1 — p°)p* <0,

ce qui permet d’étirer le lieu de recollement (on pourrait aussi se ramener a la forme
standard via un chemin de formes de contact, mais ceci n’est pas nécessaire). De plus, si
I’on creuse légerement 1’anse (on recolle alors {¢* < §, p? < & + £”¢?}), Aeu €st adaptée
aV.

Démonstration. Apres lissage, le nouveau bord se décompose en
Vi ={q" =6,p" 2 U{q" < 6,p" = u(¢")}-

Le champ de Reeb R., (projeté parallement a ;) étant dirigé par pd,, il est tangent au
bord lorsque X = p - ¢ = 0, et donc la suture se décompose en

M={¢@=0p">, X=0U{¢*<6,p" =), X =0}.

140



4.4. Complémentaire du conormal d’un neceud hyperbolique

Comme auparavant, la premiere composante est bien une sous-variété de contact. Pour la
seconde, son espace tangent est I’intersection des formes pdq + qdp et pdp — p/'qdq, qui
sont bien indépendantes : si elles sont proportionnelles, alors p et ¢ sont colinéaires, et
donc p - ¢ = 0 impose ¢ = 0 (car p est non nul sur le nouveau bord). Or pdq et pdp ne
sont pas proportionnelles.
On vérifie maintenant la condition de contact : I’espace tangent est engendré par les vec-
teurs O, et
V =1iq0, + ipd,
W = p*ipdy + 1’ (q - ip)pd,
On calcule maintenant :
(df A B+ £dB)(V,W) = (4pdp A pdq + 2(1 — p*)dg A dp) (V, W)
= —44/(q - ip)p*(p - iq) + 21 — p) (' (q - ip) (i - p) — ")
= —2(1 —p)p* — 24/ (g - ip)*(1 = p* = 2p”)) #0
et donc )., est bien adaptée a V. O

En changeant de carte et en répétant 1’opération, on obtient une variété

Va=UM\ N,
abord (ker A, )-convexe, et telle que A, est une forme adaptée. A priori N est distinct du
voisinage standard /N défini précédemment, cependant on peut interpoler entre les deux

variétés tout en gardant le bord convexe. En effet le champ de vecteurs
1 —p?

reste transverse au bord, et est de contact :
. 1—p°
Lodo = La—pr0, (1 = p)ds = 2pdg) o f = =7

= —d(2p- q) + to(—2pdp A ds + 2dq N dp)
= —2(pdq + qdp) + 2fp°ds + 2(qdp + fpdq)
= 2fp*ds +2(f — 1)pdq

2 2
=7 pr((l — p?)ds — 2pdq).

Ceci conclut la preuve de la proposition 4.4.21 :
LH(Ay, Vo, Ae) = LH(Ag, Vo, Ac) 2 LH(A;, Vo, Ae)
~ LH(A;, Vo, Aew) =~ LH(A,, V) Aen),
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et implique le théoreme 4.4.1, car les formes A, et A, utilisées dans la section 4.4.1, sont

toutes deux adaptées a la variété V.

Question 4.4.28. Comme vu remarque 4.4.20, étant donnée une variété de contact K2 +1
on peut construire une anse de contact Hx = K x D" % x D" *_ Etant donnée une
sous-variété N C M, a-t-onencore UM \U, N =U(M \ N)U Hyn?

4.5 Conormal d’une tresse dans un cylindre

L’ objectif est de distinguer les tresses pures a deux brins a partir de leur conormaux (qui
sont équivalent comme sous-variérés différentielles). Notons tout d’abord que les homo-
logie suturées sont inefficaces, car invariantes lors d’un chemin de legendriennes, ce qui
permet de tout détresser. On va cependant pouvoir utiliser la suite exacte induite par 1’ho-
mologie enroulée d’une paire de legendriennes.

Dans cette section S est une surface de genre strictement positif (Ia sphere ne sera pas
considérée, car elle présente une unique tresse pure), et étant donnée une tresse B C I xS,

son conormal sera noté Agp C ST*(I x S).

Théoreéme 4.5.1. Les conormaux de deux 2-tresses B, B', locales et pures, sont isotopes

comme legendriennes (a bord fixé) si et seulement si les tresses sont équivalentes :
ABZAB/@BNB/.

La stratégie est la suivante :

« On voit U(I x S) comme une variété de contact cylindrique obtenue en recollant
deux copies de [ x DS, ce qui permet de construire une forme de contact adaptée
a la variété suturée.

« Quitte a étirer selon la direction du facteur I, le conormal de la tresse est inclus dans
un voisinage de I x US, que I’on parvient a compléter explicitement pour obtenir
une legendrienne dans R x (—¢,¢) x US.

« On reléve ensuite la tresse a R?, ce qui revient a relever 'S a UR?. En utilisant le
contactomorphisme standard (UR?, &) ~ (J1(S'), &), le conormal de la tresse se
releve 2 une legendrienne dans (J'(R x S), &).

 Finalement on montre que dans cette situation le triangle exact de la section 3.2.3
est bien invariant, et le relevé précédent permet de I’expliciter en comptant des

trajectoires de Morse.

Question 4.5.2. Est-ce vrai pour toute paire de tresses ? Et s’il existe un cobordisme la-

grangien (fixe au bord) entre leurs conormaux ?
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Dans [Ng03] est défini un invariant combinatoire d’un nceud a partir d’une représentation
en tresse. L’homologie enroulée W L H lui est similaire, cependant on a trois générateurs

par brin au lieu de deux. Retrouve-t-on cette dga en quotientant par ¢, . ~ ¢, _?

4.5.1 Groupe des 2-tresses

On donne ici une présentation du groupe des 2-tresses dans une surface S de genre g due
a [Bel04], voir aussi [Sco70]. On fixe ainsi deux points x,y € S.

Définition 4.5.3. Une 2-tresse est une paire d’applications f1, f> : [—1,1] — S telle que
e fi(=1) =2, o(=1) =yet {Ai(1), (1)} = {z,y}
« pourtoutt € [—1,1], f1(t) # folt)

Sa réalisation géométrique est la sous-variété

{(t, fi(t),t € [-1,1],i € {1,2}} C [1,1] x S.

Une tresse sera dite pure si f1(1) = z et fo(1) = y, autrement si la permutation induite
est triviale.

On dénotera By(S) I’ensemble des tresses a homotopie prés, muni de la loi de groupe

induite par la concaténation.

Théoreme 4.5.4. [Bel04, Thm 5.4] Le groupe des 2-tresses est engendré par des généra-
teurs o,a;, oui € {1,...,29(S5)}, avec les relations suivantes

e o tajo7la; = a0t a;ot

« a;0ta; = cajo a0 0oni < j

-1 -1 _ 2
e [Tagi—1ay; [Tag_ja9 =0

Pour tout élément w € By(S) on dénotera par B, sa réalisation géométrique, et sune
tresse sera dite locale si c’est une puissance de 0. Notons que le sous-groupe des tresses
pures est le noyaux de I’application § : By(S) — Z, induite par 6(c) = —1,d(a;) =
d(b;) = 1. De plus ce sous-groupe est engendré par
t=02a;,A; =0 tajot

avec les relations

. aiAi = Aiai

. CLiAj = tAjCLZ‘

|
« [Tagimray; [Tag—qaz =t.
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4.5.2 Deux fibres dans le cotangent unitaire d’une surface

On commence par déterminer I’homologie legendrienne linéarisée de deux fibres A, A, C
UysS, munie de la forme Ag induite par la métrique de courbure constante (ou S n’est pas
une sphere). On choisit deux générateurs p,, € Hq(A,) et p, € Hy(A,). Les cordes cor-
respondant aux géodésiques, il en existe une par élément de 7 (S). Il n’y a pas de corde
contractible, et donc il n’existe ni disques ni bandes holomorphes, car la différentielle

préserve la classe d’homologie. D’ou

LH(A;, Aj;UyS) = & Zfpa).cy.Zpy)

yem1(S)

4.5.3 Forme de contact adaptée

On considere une tresse B C M = [—1, 1] x S, telles que les fonctions f; sont constantes
sur un voisinage du bord. La métrique ¢ = dz? + gg induit une forme de contact sur
V =U,M par )\, , = g,(q, *). Cette variété de contact est a bord convexe, et \ est adaptée
ala suture 01 x U,y S. De plus son conormal U; B C U(I x S) est une legendrienne de
bord inclu dans cette suture.

On considere la variété de contact suturée contruite comme dans I’exemple 1.3.9, en dé-

composant la variété en V' ~ [ x (DS U DS). On fixe des coordonnées
V={(u,v;z,n) € [-U -, U+e|xRx S xT.S|v?+g(n?*=1}
dans lesquelles la forme de contact s’écrit A = —vdu — gg(n, dz). Autrement dit
A= —vdu—V1— 12\

ou Ar est la forme de contact sur U S associée a la métrique gg. Avec ces coordonnées, le
conormal d’un brin f : [-U,U — S] est

Ay ={(u,z = f(u),v,n),v+ f(u) - n=0}
Par la suite, on supposera que la tresse est constante en dehors de la zone {%U <u <
4
U}
On construit maintenant une forme de contact ajustée a la variété suturée, et telle que la

legendrienne est inchangée. On pose
A = —F(u,v)vdu — G(u, v)r,
ou F, G sont des fonctions lisses telles que
« (G est une fonction positive ;

« La condition de contact est vérifiée;
e sijul| <U —¢,alors F =G,
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4.5. Conormal d’une tresse dans un cylindre

pour [v| < e, et |ul <U — ¢, G = G(u) et présente un minimum en 0
pour |v| > 3e,,ona F =1letG =+/1—12

G présente deux maximum en (£U £ ¢, 1).

pour U —e < |u| <et|y|<e,,onal =1letG = oYl

Le champ hamiltonien X associé a cette fonction est représenté sur la figure 4.7. La

variété suturée associée est alors
V={G<GU)}.
Le champ de Reeb associé vaut alors (voir 1.3.9)
R=X¢+0,(VF)Rys
= X¢+ (F+v0,F)Rys

et donc \ est une forme ajustée 2 la variété suturée.
Le conormal d’un brin f : [-U — ¢,U + e¢] — S, constant hors de {% <u< %}, est
donnée par

A ={(u,z = f(u),v,)| v+ f(u) -7 =0}

De plus, quitte a augmenter U, on peut supposer que cette legendrienne est incluse dans

la région {|v| < ¢,}, et donc cette legendrienne est inchangée lors d’une isotopie entre
ker \ et ker \.

4.5.4 Espace des 1-jets

On va maintenant se ramener a I’espace des 1-jets (J'(R x S1), \) via un contactomor-
phisme exact. Notons que pour une forme de contact A moins spécifique, on peut toujours

se ramener & (J'(R x S), u)) via le théoréme de Gray.

Remarque 4.5.5. La forme de contact \ présente des orbites dégénérées, mais elle est bien

non-dégénérée en ce qui concerne les cordes.
On définit un voisinage
N =A{ly| <e} ~[-UU], X [—¢,¢], xUS,

sur lequel A\ = —vF(u)du + G(u)Ap, qui contient la legendrienne, pour U assez grand.
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DS DS

B
< i

FIGURE 4.7: Le champ de Reeb associé a la forme A.

Complétion On définit ici des coordonnées sur un voisinage de ON, telles que la forme

de contact s’écrive comme la contactisation d’une symplectisation. On pose ainsi
(—¢,0]; x [—&,¢]y x US — N
Ui (67,90 = (u=U+7,v=—et, (2,0) = 615" (1,)),

oll ¢}, ¢ est le flot de Ryg. Alors en prenant ju(7,t) = te~°", on obtient Y\ = dt+e%7 Ap.
En effet sur le voisinage de 0N on a A= —vdu + e=0(u=U)\p., et donc on calcule :

WA 0, M —e0d, + e Ryg > 1
O, — 0, — epte " Ryg + eot —eot =0
Oy = (Ds)«0y = €7 (D)« (C - By) = 7¢O,
O = (Bs)0; = 0
Il existe une application similaire a 1’autre extrémité de N, par conséquent la complétion
de N est
N*=R x (—¢,,¢e,) xUS
N = —vF(u)du + G(u)Ap
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4.5. Conormal d’une tresse dans un cylindre

o G = elv"Ulet F = 1pour |u| > U —e.

De plus, le bord du conormal d’un brin terminant en 2o € S est {u = U,v = 0,z = 2z},
dont la préimage par ¢ est {t = 0,7 = 0,y = 2p}. La legendrienne complétée en
enroulant par un hamiltonien H est donc, dans N* :

AT = AU {(u,v = eofu(lu—Ul), 20| Jul > U, (z,9) € ¢f5" VU, S},
ou fy et gy sont données par (voir section 1.5) :
fu(x) = /m e H"dx
0
gu(x) = H'(x) + p(z, — fu (@) = H' — fu(x)e ="
— Hl _ efsom/esoxH//

Relevé A R>  On reléve maintenant les brins en des chemins f; : [—U, U] — R2. La pro-
jection R? — S induit un contactomorphisme IT : (UR? ker \o,) — (UT?, ker A\yg), ou
Aeu st 1a forme provenant de la métrique plate sur R? (les formes provenant des métriques
plates et hyperboliques sur R? sont proportionnelles). On releéve maintenant le voisinage.

On pose
N — [_U7 U]u X [_5,8]1/ X UR%277?)
A\ = —vF(u)du + G(u)IT" Ar.
On suppose désormais que S = T2, et donc [T*\;;s = Aey. Une modification du contacto-

morphisme standard (UR?, \,) ~ (J'(S'), \y) permet alors de se ramener a J!(Rx S?) :

on définit

oige S'CR2, acR,etpcR2esttel quep-q=0.

Ga+G’
GF

conormal d’un brin f : [-U,U| — S devient le 1-jet de la fonction hy : R x ST — R,
donnée par

« siful <U,hy = Gla)f(a) - q;

e sila| > U hp=eolaVly . g+ g féafm eo*H'dx.

Lemme 4.5.6. En prenant v = on obtient w;j\ = ds — ada — pdq. De plus le
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Démonstration. En coordonnées ona A\ = —F (u)vdu + G(u) ey, et donc on calcule
< 1 5
Y3 Oy i Eqaz B gg=1
G’ Ga+ G’ G’

Ou = Out 40, — =5 (P +59)0: = —— 7 F — =5Gq - (p + 59)
G G
Oy, = %(’Li + 0y, sq-0,, =0 car 0, estorthogonal a ¢
Oq >+ %0, = 0
1 1
0pr—>apaz—|—*3nr—>ap-q:0.
Soit maintenant A¥ C N* le conormal d’un brin f : [-U,U] — S, que I’on reléve en

A* ¢ N. Tl nest pas nécessaire d’expliciter toutes les équations pour exprimer (/A\), la
coordonnée s déterminant la legendrienne :

e sifa| <U,onap+sq=Gla)f(a),etdoncs = (p+sq) - q=Ga)f(a)-q;

e sila| > U, ona¢fp. (Us,R?) = {(£,0)] |2 — 2| =x,7 = é:;g'}, et donc lorsque
(2,n) = (24, g), la condition (2, 7)) € ¢{%(Us,R?) impose

G = |z — 20| = (2 — 20) -
= |z — 2| = (2 — %) -
gH 0 0 |z—20]
P+ sq S
= (=) a= 570,

Sur cette région G = e=°(e~Ul et donc

5 =G +20-q)
— efola=U] (H’(’a — U|) + Zp - q) — fH(|a — U|)
De plus BEOxHI — f0$ GEOzHH — 50]650961‘]/,
[

Lorsque g(S) > 1 : Si la surface n’est plus un tore, relever la forme de contact sur
U,S (provenant d’une métrique a courbure constante) & UR? ~ J'(S') differe de la
forme standard par un facteur conforme. On se ramene au cas euclidien en interpolant vers
la forme standard. En chaque degré, il existe une unique corde par classe d’homotopie,
et donc I’application induite par un cobordisme est un isomorphisme trivial (au niveau

des chaines). La encore on obtient deux legendriennes : la section nulle et le 1-jet d’une
fonction h = G(a) f(a) - ¢ + H(a).
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4.5.5 Preuve du théoreme

Invariance du triangle : dans cette situation I’invariance du triangle 3.2.3 est vérifiée.

Un chemin de legendriennes suturées (A, A}), fixe au bord, induit des applications
F: LC(A),AY) — LC(Ag, A))
FY  WLC (A, AY) — WLC(AS, A7)
FU LO™(AY, A)) — LO™(Ag, A7)

Soit C' le Z[1,] — Z],]-bimodule engendré par les ¢,y € m1(5).

Lemme 4.5.7. Pour toute tresse LC' (Ao, \1) = C, et LC*'(Ag, A1) = CI[1] & C[1]. De
plus, pour tout cobordisme lagrangien exact fixe au bord, interpolant entre deux conor-

maux de tresses, ' = Id

Démonstration. En effet pour chaque élément v € m(5), il existe trois cordes de Reeb :
une en u = 0, dénoté cf'y, et une dans {+u > U}, dénotée cf. Pour des raisons homo-
topiques, il n’existe pas de bande holomorphes joignant deux cordes intérieures ou deux
cordes extérieures.

Les applications précédentes comptent des courbes a bord dans un cobordisme lagrangien
exact. D’apres le lemme 2.5.12, une corde positivement asymptote a cf; reste dans la zone
{u > U}. Pour des raisons de degré (on a || = |¢,| + 1), ¢ est la seule asymptote né-
gative possible. Or il existe une unique courbe holomorphe positivement et négativement
asymptote a une méme corde. En effet son énergie étant faible, elle doit rester dans la
zone triviale du cobordisme, il s’agit donc d’une perturbation de la bande triviale. De plus
on peut choisir les chemins permettant d’obtenir les coefficients dans H;(A) invariants

’3 : £ ext .+ __ &£

lors de I'isotopie, par conséquent [**'c> = c7. 0
Triangles exacts On détermine maintenant le triangle exact associé a la tresse locale

Byx. On fixe un point zy € 9, et on choisit le représentant
f1 U 29+ €1€ink(u)
forur 2z

ou 7 : [—U,U] — R est une application croissante (resp. décroissante) si k& > 0 (resp.

k < 0), nulle sur [—U, 3], et valant 2k sur [, U].
La legendrienne Ay U Ay = Up, (I x S)U Up, (I x S) complétée, o A; est enroulée par
I’hamiltonien H, estincluse dans N*. On choisit un relevé a R? tel que le point 0 se projete

sur z, et le point (¢, 0) se projete sur zy+¢1, extrémité de By. Alors ¢35 (A) € J'(Rx S
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est le 1-jet des fonctions

hi(a,q) = G(a)ey cos(0 + ni(a)) sijul <U
la=U|
e1017 Ul cos 0 + 60/ e v H' sijlu| > U
0
h2((l, Q) =0

ot ¢ = e € R2.
Remarque 4.5.8. Si S n’est pas un tore, on peut tout de méme se ramener a cette situation

en prenant deux brins tres proches (en fixant la perturbation rendant la variété suturée).

Les bandes homolomorphes dans J 1(S L x R), a bord dans A; N Ay, correspondant aux
trajectoires de Morse de h = hy — hy, on pose H=¢, Jo e?°*H', et on calcule

dhy = ¢, ( cos(f + nx)G" — sin(0 + nk)n’)da — ey sin(f + ny)do sifa| <U
£0 (5165"'“_(]' cos + H'(la — U|))da — g1l Ylsin 0dp sila| > U.
Cette différentielle s’annule lorsque sin(6 + nx) = 0 et G' = 0, si |a| < U, ou lorsque
sinf = 0 ete,e®l*~Ul 4 H'(Ja—U|) = 0. La fonction h présente bien trois points critiques
positifs, dénotés ¢y € {|a| < U} et cx € {£a > U}, et il existe une unique trajectoire de
Morse rigide reliant ¢4 a ¢y, dans un voisinage du chemin paramétré par 0 = m — n;(a),
voir la figure 4.8.

9/ - ot

FIGURE 4.8: La fonction A (non lissée) pour la tresse B;, ses points critiques positifs et
ses trajectoires de gradient.

Lemme 4.5.9. Pour <, assez petit et G assez proche de 1, il suffit de compter les courbes
dans (N*, \*)
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4.5. Conormal d’une tresse dans un cylindre

Démonstration. En effet la différence d’actions entre cy et ¢y tend vers 0 lorsque ¢, tend
vers 0 et GG tend vers 1. Le résultat de monotonicité 2.4.3 implique qu’une courbe de faible

énergie reste dans N*. ]

Le complexe legendrien enroulé est donc WLC (A, Ay) = C[1] & C & C[1], et la diffé-
rentielle est

0 _ -_ 0 +_ k0 Kk
dcy, =0 dc, =c, Ocy = g, c

On prouve maintenant le théoréeme. Si Ay et A,/ sont isotopes (comme legendriennes), on
peut les recoller pour obtenir une isotopie entre A et A;_x. On peut donc supposer, sans
perte de généralité, que £’ = 0. L’invariance du triangle exact implique la commutativité
du diagramme suivant

oS on-Lecomecn o 0.

lF* FY Id F.

%ot opeop L o0

ot les applications fy, fi, 0o et & sont des morphismes de Z|u,| — Z[,]-bimodules, et

Joley) = (¢4, ¢y), do = Id, Or(cy) = M;kcvﬂg
Or ceci est impossible, car le noyau de Id & 9 est la diagonale engendrée par les éléments
11t (¢, —cy) i, ce qui n’est pas le cas de Id @ 0.

Remarque 4.5.10. Si on prend une legendrienne hypertendue A C I' = OW;, ou Wy, Wy
sont des domaines de Liouville, on peut considérer la legendrienne suturée cylindrique et
centrée A = I x Ar C I x (W; UWs). Les homologies de cette legendrienne devraient

s’exprimer a partir de celle de Ar comme suit :

LH(A, V) ~ LH(AF, P) WLH(Al, AQ, V) ~ LH(ARl, AF’Q; F) [1]

4.5.6 Cas général

On esquisse brievement comment étendre ce résultat a une tresse quelconque, ce qui im-
pliquerait la conjecture 1.

L’application d;, sur le complexe LC(U,S,US) provient d’un cobordisme lagrangien
exact dans R x US induit par le chemin de fibres relevant f; : I — S a US. On conjec-
ture® que ceci est vrai pour toute tresse B (constante sur {u < 0}), et donc le triangle
exact serait

0 149 0
— C[l] = C[l]®C]l]] — C —

3. Ceci est impliqué par la derniére conjecture de la section 3.2.3.
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Remarque 4.5.11. On peut toujours se ramener a I’espace des 1-jets J'(S! x R), cepen-
dant il faut maintenant s’assurer que I’on peut encore se restreindre a un tel voisinage.
[’argument de petite énergie n’est plus valable, mais une borne sur la coordonnée v simi-
laire au résultat du paragraphe 4.2 permettrait de conclure.

Concernant les générateur du groupe des tresses, un tel triangle suffit a les distinguer de la
tresse triviale : si le premier (resp. second) brin de la tresse reléve vy € m1(S), on devrait
avoir d(c,) = ¢, (resp. d(Cy) = Cyyp)-

Notons que ce triangle est insuffisant pour les commutateurs de la forme vtyt~!, pour
lesquels une homologie a coefficients dans Hy(V, A) devrait étre utilisée. Plus précisé-
ment, il faut fixer un point par legendrienne, et, pour chaque classe d’homotopie possible
(dans V'), un chemin p; C V les reliant. Ensuite, pour toute corde de Reeb on choisit
une surface (dont une partie du bord est incluse dans la legendrienne) réalisant un cobor-

disme avec un de ces chemins p;. Alors une courbe holomorphe détermine un élément de
Hy(V, AU {pi}).

4.6 Algebre des cordes

On donne une possible interprétation topologique du degré 0 de I’homologie du conormal
d’un entrelas dans une 3-variété, suivant les idées de [Ng05a]. On définit ici 1’algebre
des cordes d’une variété a bord, avant de prouver un théoreme de recollement. La diffé-
rence principale avec la définition originale est I’ utilisation d’un point fixé par composante
connexe de bord, qui permet de considérer des chemins traversant le bord de la variété.
On considere ainsi une 3-variété M (potentiellement a bord) contenant une surface S =
LSy telle que OM C S, ainsi qu’un entrelas L = UK tel que 0L C dM. On fixe un point
2 € Sk \ OL par composante connexe de S, et au plus un point x; € K; par composante
connexe de L. On décompose I’entrelas en
L=L"UL=JK UK,
i J
ou les K sont les composantes possédant un point marqué.
On définit alors 1’algeébre des cordes C(M; S, z; L, x) de la fagon suivante
+ On a un générateur e; par composante de L*, un générateur e; par composante de
L, et un générateur f;, par point z;. Ces éléments sont idempotents et le produit de
deux éléments distincts est nul.
« Pour chaque composante connexe de L* on a des éléments \:-! et p!, qui com-

mutent et tels que \;. \;° L = A L\, et similairement pour les ;.

152



4.6. Algebre des cordes

« Pour chaque composante connexe de L on a des éléments ﬂfl tels que i;. [Lj_l =
— =1 =
€j = Hj -Hj-

« Pour chaque point z;, on a des éléments 7']3:1 tels que 7,75, 1— Ty, L = fr

« Les autres générateurs sont les classes d’homotopies de chemins continus
¢:(1,0I) = (M\ L,{z} UL\ {z;})

On insiste sur le fait que le produit de deux lacets n’est pas la concaténation, mais bien un
produit formel. On quotiente ensuite cette algebre par (1’idéal engendré par) des relations
de composabilité :

« c./ = 0 lorsque ¢(1) et ¢/(0) ne sont pas dans la méme composante connexe de
L U {z}, autrement dit on ne consideére que les mots de lacets "composables” (aux
T; pres);

« sic(l) = (0) € z,¢d = c- ¢, laconcaténation des chemins. Autrement dit un mot
de chemins ne peut passer par un point de z qu’au début du premier chemin ou a la
fin du dernier chemin.

e ce;=0sic(l) ¢ K,

« e;.c=0sic(0) ¢ K7,

et similairement pour les e;, ey, (t;, A;, Vj €t 7.
Finalement on quotiente cette algebre par les relations d’écheveau représentées sur la
figure 4.9.

Fot e
S K

FIGURE 4.9: Relations d’écheveau pour un entrelas a bord

Remarque 4.6.1. Une définition catégorique semble préférable. De méme que les grou-
poides généralisent la notion de groupe (voir [Bro06] et [May99]), 1’algebre précédente

devrait pouvoir €tre vue comme un "algébroide".
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On définit similairement 1’algebre des cordes d’une surfaces .S, munie de points marqués
Y, coorientés, et de points zi, que I’on dénote C(S,y, z) :
« On a un générateur f, par point yy, et f'k par point z;. Ces éléments sont idempo-
tents et le produit de deux éléments distincts est nul.
« Pour chaque point y; on a des éléments T,fl tels que 7,7, " = 7, ' = f

« Les autres générateurs sont les classes d’homotopies des chemins continus

c: (1,01) = (S\ {w}, {ve, z})

avec les relations

— ¢.d = 0lorsque ¢(1) # ¢/(0) (1a encore on ne considere que les mots de lacets
composables) ;

— sic(l) =¢(0) €z,¢d =c- 5
— c.fr=0sic(l) # yx;
— fr.c =0sic(0) # yy,

et similairement pour les 7 et f7.

Finalement on quotiente cette algebre par (I’'idéal engendré par) les relations d’écheveau

de la figure 4.10.
(Dg-1-n
e e N

FIGURE 4.10: Relations d’écheveau pour un point coorienté z; dans une surface

Lemme 4.6.2. L’inclusion (topologique) induit des morphismes d’algebres

Similairement si M = M; U M,y et S est une surface telle que OM; C S, on a une
application
C(Mﬁsiazi;[/i;xi) — C(M§ S,Z;Lax)a

onS;=SNM;,z;,=zNM,;, L =LN M, et x; =xN M,.

Démonstration. L'image des variables homologiques est déterminé par I’inclusion 0L C
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L. 11 suffit ensuite de constater que I’inclusion topologique envoie les relations des espaces

de départ sur des relations des espaces d’arrivée. 0

Théoreme 4.6.3. Le diagramme suivant est un push-out dans la catégorie des algéebres :

C(S» oL, Z) —>C(M1§ S, z1; L1)

i i

C(Ms, S, 29, Ly) —=C(M, S, z, L,x)

Démonstration. Pour alléger les notations, on pose :
Csy=C(S,0LUz)
Ci = C(M;; S, z; Ly)
C=C(M,S, z, L,x),
et on dénote iy, : Cy — C} et 5 : Cr — C' les applications induites par les inclusions.

Soit D une algebre, et f; : C; — D une paire de morphismes telle que f; o i1 = fy 019

On cherche a remplir le diagramme suivant :

Cy

. fi
71
N

Cy c-2-p

J2
2 f2

Cs
On commence par définir un candidat pour 1’application h : pour tout générateur de

C(M, S, K), on choisit un chemin + le représentant. Ce chemin peut alors s’écrire comme

une concaténation de chemins

e T e (IR A 8
ol y; C My ety, C M. On choisit alors des chemins ¢;, 1 < i < r allant de I’extrémité

de v;(1) vers z € 0L U z, pour poser
W) = fillbn - el foller” -7 e fillez ! 22 - el)-folles )

Les images des éléments des C; étant imposées, cette définition est la seule possible. Il
suffit donc de vérifier que cette application est bien définie. On commence par montrer
que h([y]) ne dépend que de . Sans perte de généralité, on peut supposer r = 1 (et
71,71, €1 seront simplement notés 7y, ', ¢), ce qui suit restant valable pour un mot de taille
quelconque. Soit ¢ est un chemin reliant 7, (1) 2 Z € z. En notant le produit ®, pour bien
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le distinguer de la concaténation, on a :

Finalement, un autre représentant v différant de -y par une suite d’homotopies et de rela-
tions d’écheveau, il suffit de montrer que chacune de ces modification de change pas la
définition de h.

Relations d’écheveau : ces relations étant locales, on peut supposer, quitte a découper les
chemin en des points de z, que le mot est inclu soit dans M soit dans M,. Les relations
de C' provenant de relations dans C};, I'image par h est inchangée.

Homotopie : La encore, quitte a découper le chemin (et I’homotopie), on peut se res-
treindre a des homotopies incluses dans M;, M, ou OM;. L application h est donc bien

définie, et ¢’est un morphisme d’algebres par construction. 0

Conjectures On formule plusieurs conjectures utilisant et généralisant cette construc-
tion :

1. Similairement & [CELN17], I’algebre des cordes C(M; S, z; L, x) est isomorphe
au degré 0 de WLH (UL U U, M), a coefficient dans H;(A). Notons que dans
la variété suturée, U, M est en réalité 1’union disjointe de deux fibres D,(OM) C
D(OM) ~ R., de méme bord (apres projection a la suture). Plus précisément, une
fibre dans D(OM) se releve en une legendrienne dans R* X R., non centrée mais
ceci ne pose pas probleme.

2. Les applications induites par les inclusions topologiques (OM,0L) C (M;, L;)
correspondent a des applications LC(Usr,(OM),UOM) — WLC(U, L,UM). Les
applications induites par (M;, L;) C (M, L) proviennent d’inclusions de variétés
suturées.

3. La variété d’augmentation associée a un entrelas L C M est
V(M,L) ={(a;,b;) | e : LC(U.L,UM) — k augmentation, £(1;) = a;, £(N\;) = b;}
C V(M, L) = {(a;,b;) | J¢ : LHy — k morphisme d’algebres, £(11;) = a;,(\;) = b;}.
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4.6. Algebre des cordes

Le diagramme précédent devrait alors se traduire par :
‘N/(M, L) = V(Ml, Ll) N V(MQ, LQ) C V(@MZ, 8L)

Notons que pour un nceud K dans une variété sans bord M, sa variété d’augmen-
tation Vo(K, M) (associée au complexe a coefficient dans Hy (M, K')) permet de
retrouver le polynome d’ Alexander du nceud, voir [DE20].

. Soit (V, €) une variété de contact contenant une legendrienne cylindrique A, et > C
V' une hypersurface convexe de suture I" telle AN C I'. Si Ly C Ry sont des
lagrangiennes de méme bord engendrant la catégorie de Fukaya de R., on devrait
avoir un push-out d’algebres de la forme :

LH(OL: UONT) ——=WLH(A_, Ay, A V7)),

l |

WLH Ay, Ao, A_; Vo) ——=LHAUAL UA_;V)
ou AL sont des relevés legendriens de L dans un voisinage de R.. En effet, simi-
lairement a 1’algebre des cordes, on pourrait "casser” les cordes de Reeb traversant
3], ainsi que les courbes holomorphes, selon les legendriennes AL (cette idée est
déja visible en dimension 3 dans I’isomorphisme entre homologie de contact plon-
gée et homologie de Heegaard-Floer [CGH11]). Un résultat similaire a été prouvé
dans [Siv11] pour un nceud legendrien dans (R3, &) (cependant les variétés a bord
considérées ne sont pas suturées). Notons qu’une fibre dans le fibré cotangent d’une
variété engendre effectivement sa catégorie de Fukaya d’apres [Abol1], et donc le
théoréme de cette section est un cas particulier de cette conjecture (si la premicre
conjecture est vraie). Similairement pour le cas non-legendrien (ie A = )) on s’at-

tend a un push-out

LH(OL4;T) WLH(A-, Ay V1)

| |

WLH(A, A_;Va) —— LH(AL UA_; V)

ou ces homologies legendriennes sont des algebres sur leurs homologies de contact

respectives.
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Titre : Homologies legendriennes suturées et applications

a la construction conormale

Mot clés :

Hypersurfaces convexes, Variétés de contact suturées, Homologies legen-

driennes suturées, construction conormale, Nceud hyperbolique, 2-tresses

Resumé : Nous étudions des legendriennes
a bord, incluses dans une variété de contact
(V,€) a bord convexe suturé, et traitons
quelques exemples. Tout d’abord on définit
I"homologie cylindrique et enroulée d’une
legendrienne dont le bord est inclus dans la
suture de V. De plus ces homologies s’ins-
crivent dans un suite exacte, qui généralise
conjecturalement le triangle issu d’un rem-
plissage lagrangien.

La construction conormale, appliquée a un
sous-variété plongée dans une variété a
bord, est un exemple typique d’une telle
situation. L illustration principale concerne
les tresses dans une surface épaissie :

nous prouvons que les conormaux de deux
2-tresses pures et locales sont isotopes
(comme legendriennes a bord fixe) si et
seulement si les tresses sont équivalentes.

Dans un second temps, nous appliquons la
construction conormale a un noeud hyper-
bolique dans la 3-sphere, et étudions la va-
riété de contact suturée obtenue en reti-
rant un voisinage du conormal du nceud.
Nous montrons que I’homologie legen-
drienne d’une fibre dans cette variété de
contact suturée, avec sa structure produit,
est un invariant complet du nceud, ce qui
peut étre vu comme une version suturée
d’un récent résultat.

Title : Sutured Legendrian homologies and applications to

the conormal construction

Keywords : Convex hypersurfaces, Sutured contact manifolds, Sutured Legendrian ho-
mologies, Conormal construction, Hyperbolic knot, 2-braids

Abstract : We study Legendrians with
boundary, in a contact manifold (V, £) with
sutured convex boundary, and treat some
examples. First we define the cylindrical
and wrapped sutured Le%endrian homolo-
gies of a Legendrian whose boundary is
in the suture of V. Moreover those ho-
mologies fit into an exact sequence, which
conjecturally generalises the exact triangle
arising from a Lagrangian filling.

The unit conormal construction, applied to
a submanifold embedded in a manifold with
boundary, is a typical instance of this situa-
tion. The main illustration involves braids
in a thickened surface : we prove that the

conormals of two local pure 2-braids are
isotopic (as Legendrians with fixed boun-
?aw) if and only if the braids are equiva-
ent.

In a second part, we agply the conormal
construction to an hyperbolic knot in the 3-
sphere, and study the sutured contact ma-
nifold obtained by taking the complement
of the unit conormal of the knot. We show
that the Legendrian contact homology of a
fiber in the sutured contact manifold, with
its product structure, is a complete invariant
of the knot (up to mirror), which can be un-
defstood as a sutured version of a recent re-
sult.
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