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RÉSUMÉ

Cette thèse analyse le spectre d’opérateurs de Schrödinger particuliers, associés à des champs
magnétiques possédant des invariances géométriques. Nous nous intéressons aux cas d’un champ
magnétique constant sur le demi-plan, avec une condition au bord de Neumann, puis d’un champ
magnétique en dimensions supérieures, associé à un potentiel axisymétrique.

Dans ces deux configurations, l’opérateur de Schrödinger a une structure fibrée et son spectre est
décrit par une famille de fonctions réelles appelées fonctions de bande. Au sein du spectre, certains
niveaux d’énergie, appelés seuils, sont remarquables. Ils peuvent correspondre aux valeurs critiques
de ces fonctions de bande ou à leurs limites en l’infini.

Dans le cas d’un champ magnétique constant sur le demi-plan, nous étudions l’existence de ré-
sonances au voisinage des seuils correspondant aux valeurs critiques. Nous perturbons l’opérateur
soit par l’ajout d’un potentiel électrique soit par une déformation de la frontière du demi-plan. Nous
prolongeons la résolvante de l’opérateur libre à travers le spectre puis nous identifions les résonances
avec les pôles de cette extension. Cette méthode nous permet également d’analyser le comportement
asymptotique de ces résonances lorsque la perturbation est petite.

Le second modèle que nous étudions est celui d’un champ magnétique engendré par un potentiel
axisymétrique dans l’espace entier. Le champ magnétique généré par ce potentiel est invariant par
translation. Nous étudions les fonctions de bande associées, en particulier l’influence d’un autre type
de seuil : les limites finies des fonctions de bande. Chacune de ces limites concerne une infinité de
fonctions de bande et chaque niveau d’énergie au dessus d’un seuil est intersecté par une infinité de
fonctions de bande. Nous nous intéressons aux conséquences de cette accumulation. Nous démontrons
que les fonctions de bande qui intersectent un niveau d’énergie donné peuvent avoir une dérivée
arbitrairement petite et nous appliquons ce résultat pour démontrer qu’il peut exister des particules
quantiques soumises à ce champ magnétique, localisées en énergie loin des seuils, mais portant tout
de même un courant arbitrairement faible, ce qui contraste avec les études préexistantes sur le sujet.

Mots-clés Théorie Spectrale, Opérateurs de Schrödinger, Laplacien magnétique, Opérateurs fibrés,
Seuils, Résonances, Approximation harmonique.

Laboratoire d’accueil Institut de Mathématiques de Bordeaux, UMR 5251
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INTRODUCTION

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude spectrale de certains opérateurs de Schrödinger.
Ces opérateurs apparaissant dans plusieurs contextes des mathématiques ou de la physique théorique.
L’opérateur qui nous intéresse au chapitre 1 décrit par exemple le mouvement d’électrons confinés sur
le demi-plan Ω par le champ magnétique transversal et constant B(x,y) = (0,0,1). Il intervient dans
l’étude théorique des supraconducteurs [Fou10]. L’opérateur que nous étudions au chapitre 2 décrit
le mouvement d’électrons sous l’action du champ magnétique généré par un courant rectiligne.

L’analyse spectrale de ces opérateurs est un ingrédient important de l’analyse des propriétés de
diffusion. La littérature sur l’étude spectrale d’opérateurs de Schrödinger associé à un champ magné-
tique constant est maintenant assez développée dans différents contextes géométriques : dans l’es-
pace entier ou dans un plan [Avr78, Rai92, Rai02, Fer04, Fil06, Bon07, Pus, Bru11, Bon11, Gof14,
Bru15b, Bru20], dans une bande [Bri08] ou sur le demi-plan [De 99, Bru18a] ou dans des espaces
à coins [Pop13]. D’autres champs magnétiques considérés possèdent des invariances géométriques
[Iwa85, Yaf03, Yaf08, Bru15a]. Un point commun à ces différents contextes est qu’au moins une
direction (ou angle) d’invariance d’un problème de référence (cas non-perturbé également appelé
"libre") donne une structure fibrée à l’opérateur différentiel associé.

Le cas d’un champ magnétique constant dans l’espace tout entier donne des fonctions de bande
constantes (ce sont les niveaux de Landau). En revanche, dans les autres situations géométriques de
référence (demi-plan, bande, espace à coin), ces fonctions de bande (également appelées courbes de
dispersions) ne sont plus constantes ce qui complexifie l’étude spectrale de toute perturbation. En
particulier, l’étude des résonances pour des perturbations de tels opérateurs fibrés reste un domaine à
développer.

Dans le contexte des opérateurs fibrés, les résonances sont notamment définies et étudiées en pré-
sence de structures périodiques [Gér90, Dim02, Dim03], pour les guides d’ondes [Asl00, Bru18b,
Bru19, Che19], ainsi que dans des contextes d’électrodynamique quantique [Fau08, AS09, Bal14].

Nous nous intéressons à des contextes dans lesquels la structure fibrée de l’opérateur libre possède
quelques particularités non triviales. Dans un premier temps, nous étudions l’existence de résonances
pour l’opérateur associé à un champ magnétique constant sur le demi-plan lorsqu’il est perturbé soit
par un champ électrique, soit par une déformation de la frontière. Dans un second temps, nous étu-
dions l’influence d’un nouveau type de seuil pour l’opérateur défini sur l’espace Rn entier dans le cas
où le champ magnétique est unitaire et associé à un potentiel à symétrie axiale (ce champ magnétique
n’est plus constant).

1



A Hamiltoniens magnétiques invariants par translation
Nous appelons potentiel magnétique un champ de vecteur A = (A1, · · · ,An), de classe C ∞. Ce

potentiel est associé à la 1-forme différentielle

n

∑
j=1

A jdx j.

À ce potentiel, nous associons la 2-forme différentielle B suivante appelée champ magnétique

B := dA = ∑
j<k

B j,kdx j∧dxk. (1)

Pour des champs magnétiques en dimension 2 et 3, nous expliquons comment identifier ces formes
à des champs scalaires ou vectoriels. Lorsque n = 2, le coefficient b := B1,2 est le seul non nul. Cela
définit une fonction de R2 dans R notée b = rot(A) que l’on appelle encore le champ magnétique. En
dimension 3, le champ magnétique B comprend 3 coefficients non nuls. Il s’identifie donc au champ
de vecteurs B = (B2,3,−B1,3,B1,2) = rot(A).

Pour un potentiel magnétique donné A, le laplacien magnétique est un opérateur autoadjoint, agis-
sant sur les fonctions de son domaine comme l’opérateur différentiel

(i∇+A)2 . (2)

Sa définition exacte, laquelle peut faire intervenir des conditions au bord, selon le contexte, sera
précisée plus tard.

Les opérateurs que nous étudions sont des laplaciens magnétiques associés à des champs magné-
tiques possédant des invariances par translation et éventuellement perturbés. Trois modèles de ce type
sont particulièrement présents dans la littérature :

+ le cas du plan R2 soumis à un champ magnétique ne dépendant que d’une seule variable (appelé
modèle d’Iwatsuka) [Iwa85, Mân97, His15, Pop18, Exn18],

+ le demi-plan soumis un champ magnétique constant [De 99, Hel01, Bru14]

+ l’opérateur sur l’espace R3 soumis à un champ magnétique engendré par un potentiel axisymé-
trique [Yaf03, Rai08, Yaf08, Bru15a].

Grâce à leur invariance par translation dans une direction, l’étude de ces modèles se fait en utilisant
une réduction par une transformée de Fourier partielle dans la direction d’invariance. En notant H l’un
de ces opérateurs et F cette transformation de Fourier, on a alors la décomposition en intégrale directe
(voir [Ree78, Section XIII]) :

FHF∗ =
∫ ⊕

M
h(ξ )dξ . (3)

Dans les modèles précédents M = R et (h(ξ ))ξ∈M est une famille d’opérateurs autoadjoints positifs.
De plus, toujours dans le cadre des modèles précédents, ces opérateurs sont à résolvante compacte.
Leur spectre est donc constitué d’une suite de valeurs propres λp (ξ ). Les fonctions λp sont appelées
fonctions de bande (ou courbes de dispersion) du système. Le spectre de l’opérateur vaut alors

⋃

p∈N
λp (R)

et est absolument continu dès lors que les fonctions λp ne sont pas constantes [Ree78]. De plus
certaines valeurs spectrales appelées seuils se démarquent par des propriétés singulières [Mân97,
His16, Bru15a].
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Cette structure du spectre est également typique des opérateurs décrivant des structures pério-
diques : opérateurs de Schrödinger avec potentiel périodique [Ree78] ou encore guides d’onde pério-
diques. Dans ces modèles, la transformée de Bloch-Floquet permet également de fibrer l’opérateur
[Kuc93, Fig96]. De nombreux résultats existent pour les perturbations de tels modèles, on peut citer
[Gér90] pour la description des résonances pour l’opérateur de Schrödinger, ou [Naz10, Fli09, Del17]
pour les modèles de guide d’onde.

L’approche utilisée peut s’étendre à un ensemble plus large d’opérateurs : une étude générale
des seuils existe pour une classe d’opérateurs analytiquement fibrés [Gér98]. Les hypothèses faites
dans l’article [Gér98] pour qu’un opérateur appartiennent à la classe des opérateurs analytiquement
fibré impliquent que ses fonctions de bande soient des applications propres, c’est-à-dire que l’image
réciproque de tout compact est compact. Pour cette classe d’opérateurs, lorsque M est une variété de
dimension 1, les seuils sont les valeurs critiques des fonctions de bande. On dit alors que ce sont des
seuils atteints [Geı̆97, Hel01, Soc01, Bri09].

Cependant, les modèles magnétiques présentés au paragraphe précédent n’appartiennent pas à
cette classe car λp (ξ ) peut tendre vers une limite finie lorsque ξ → +∞. De nouveaux types de va-
leurs spectrales particulières apparaissent alors : les limites de fonctions de bandes, que l’on appelle
seuil non atteints.

L’objectif de cette thèse est d’étudier des propriétés du spectre au voisinage de seuils qui peuvent
être atteints ou non. Au chapitre 1, nous étudions l’opérateur de Schrödinger sur le demi-plan associé
à un champ magnétique constant, avec condition au bord de Neumann. Cet opérateur possède des
seuils atteints, et nous nous intéressons aux résonances créées dans leurs voisinages par l’ajout d’un
champ électrique ou par une déformation régulière de la frontière du demi-plan.

Au chapitre 2, nous étudions l’opérateur sur l’espace Rn avec un champ magnétique engendré par
un potentiel axisymétrique. L’objectif est l’étude de seuils non atteints. Il ne s’agit pas de construire
une théorie générale pour les seuils non atteints mais d’illustrer dans le cas de ce modèle particulier
quelques propriétés de ces seuils.

B Résonances sous l’effet d’une perturbation
Dans ce paragraphe, nous présentons l’étude de résonances sur le demi-plan. Cette étude fait l’objet

du chapitre 1.

Le laplacien magnétique sur le demi-plan
Soit Ω0 := R∗+×R, le demi-plan et soit A, le potentiel magnétique défini par

A(x,y) := (0,x) , (x,y) ∈Ω0.

Ce potentiel est associé au champ magnétique constant b = 1 (voir le paragraphe précédent pour le
lien entre potentiel magnétique et champ magnétique).

Nous considérons l’opérateur
H0 = (i∇+A)2 (4)

agissant sur L2 (Ω0) avec une condition au bord de Neumann, à savoir :

∂xu(0,y) = 0, y ∈ R. (5)

Soit F la transformée de Fourier partielle par rapport à la variable y et soit pour tout ξ ∈ R,
l’opérateur h0 (ξ ) défini par h0 (ξ ) := −∂ 2

x + (x−ξ )2 agissant sur L2 (R+) avec une condition de

3



Neumann en 0. La décomposition (3) s’écrit

H0 = F∗
(∫ ⊕

R
h0 (ξ )dξ

)
F. (6)

Dans la terminologie de la théorie de Kato, la famille (h0 (ξ ))ξ∈R est une famille analytique et le
spectre de chaque opérateur h0 (ξ ) est constitué d’une suite croissante de valeurs propres positives et
simples λp (ξ ). Les fonctions de bande λp, décrites dans le paragraphe précédent, sont donc analy-
tiques. De plus leurs limites en ±∞ sont données par [Dau93, Fou10] :

λp (ξ ) ∼
ξ→−∞

ξ 2, lim
ξ→+∞

λp (ξ ) = Ep := 2p−1, p > 1.

Enfin chacune de ces fonctions possède un unique minimum non dégénéré θp. Ces minima sont des
seuils atteints dans le spectre absolument continu de H0 donné par

σ (H0) =
+∞⋃

p=1

λp (R) =
+∞⋃

p=1

[θp,+∞) = [θ1,+∞) .

L’objectif du chapitre 1 est d’étudier l’apparition de résonances au voisinage des seuils atteints
sous l’effet de certaines perturbations.

Notre étude est menée en deux temps. Tout d’abord nous prolongeons la résolvante libre (H0− z)−1

à travers le spectre essentiel de H0 entre des espaces à poids. Les outils utilisés reposent sur une dé-
composition explicite de la résolvante libre issue de la décomposition (6) de H0, sur l’analyticité de la
famille (h0 (ξ ))ξ∈R et sur la simplicité des valeurs propres λp (ξ ). La construction de ce prolongement
fait l’objet de la partie 1.2.

Dans un second temps nous ajoutons une perturbation à l’opérateur H0.

Définition des résonances

Une résonances est un nombre complexe ν + iΓ qui décrit un état quantique instable qui oscille
avec une fréquence ν et une durée de vie proportionnelle à Γ−1. Physiquement les résonances les plus
intéressantes sont celles qui ont une durée de vie élevée, c’est-à-dire, celles qui sont proches de l’axe
réel.

Il existe différents moyens de définir les résonances [Sim78]. Dans un cadre non réduit à la dimen-
sion 1, les premières définitions mathématiques des résonances sont dues à Lax et Phillips [Lax64],
Vaı̆nberg [Vaı̆68] et à Aguilar et Combes [Agu71].

Aujourd’hui, les définitions les plus fréquentes reposent sur deux techniques : les dilatations ou
distorsions analytiques [Hun86, Avr78, Wan92, Ast07], et les prolongements méromorphes de la ré-
solvante [Hel86, Fro97, Bon07]. Cette deuxième méthode est celle que nous utilisons au chapitre 1.
Enfin, nous pouvons noter que ces définitions coïncident [Hel87].

Résonances engendrées par une perturbation électrique

Dans la partie 1.3, nous perturbons l’opérateur H0 par un potentiel électrique V . Ce potentiel est
mesurable et pour un certain β > 0 et un certain m > 2,

V (x,y) = O
(

e−β 〈y〉 〈x〉−m
)
, ‖(x,y)‖→+∞, (7)

4



où 〈t〉 :=
√

1+ t2. Nous considérons donc l’opérateur H agissant sur D (H0) et défini par

H =H0 +V. (8)

La décroissance de V à l’infini implique que l’opérateur de multiplication par V est une perturbation
relativement compacte de H0. Un théorème de Weyl assure alors que les spectres essentiels de H et
de H0 coïncident. De plus les résolvantes R(z) de H et R0 (z) de H0 sont reliées par l’identité de la
résolvante

R(z) = R0 (z)(I +VR0 (z))
−1 , z 6∈ σ (H) .

Nous utilisons alors le théorème de Fredholm analytique pour montrer que la résolvante R(z) :=
(H− z)−1, initialement définie sur C\σ (H) admet une extension méromorphe par rapport à la va-
riable

√
z−θq dans un voisinage du seuil atteint θq sur une surface de Riemann (voir le théorème

1.3). Une description effective de cette surface de Riemann est donnée par l’équation zp (k) = θp+k2

(voir la remarque 2). Cette extension est de plus définie dans l’espace à poids des fonctions à décrois-
sance exponentielle par rapport à la variable y. Nous identifions les résonances au voisinage de θq
avec les pôles de cette extension méromorphe.

Dans la partie 1.3.2, nous étudions le cadre d’une petite perturbation électrique, à savoir V = δV0,
où V0 vérifie la propriété de décroissance (7) et où le paramètre δ ∈ R est destiné à tendre vers 0.
Nous démontrons au théorème 1.4 que pour δ assez petit, la résolvante (H− z)−1 possède un unique
pôle zq (δ ) dans un voisinage V de θq, indépendant de δ et que le comportement lorsque δ tend vers
0 de zq (δ ) est explicite, à savoir :

√
zq (δ )−θq =−iηδ +O

(
δ 2) . (9)

De plus η est réel et si V0 est de signe constant, alors η est du même signe que V0.
En particulier, si V0 6 0, alors η < 0. Lorsque δ > 0 est assez petit, la partie imaginaire de√
zq (δ )−θq est alors positive. La résonance z1 (δ ) est alors une valeur propre située sous le spectre

essentiel de H. Ce résultat est cohérent avec une précédente étude de l’existence de valeurs propres
pour H0 +V avec V 6 0 [Bru14, Corollary 2.4].

Cette étude peut être reliée à l’étude du laplacien agissant sur L2 (R) au voisinage de 0 qui joue le
rôle de seuil atteint [Sim76].

Résonances engendrées par une déformation de la frontière
Dans la partie 1.4, nous nous intéressons à une déformation de la frontière de Ω0. Pour cela nous

paramétrons la frontière du demi-plan par une fonction χ de classe C 2 à support compact. Nous
définissons alors le domaine Ω :=

{
(x,y) ∈ R2, x > χ (y)

}
, montré par la figure 1.

L’opérateur H que nous étudions est la réalisation de Neumann du laplacien magnétique −∂ 2
x +

(i∂y + x)2 agissant sur L2 (Ω). Nous identifions cet opérateur à l’opérateur

H =−∂ 2
x +

(
i∂y + x− iχ ′ (y)∂x +χ (y)

)2
, (10)

agissant sur L2 (Ω0) avec la condition au bord
(

1+χ ′ (y)2
)

∂xu(0,y)−χ ′ (y)∂yu(0,y) = iχ ′ (y)χ (y)u(0,y) , y ∈ R, u ∈D (H) . (11)

Comme dans le cas de la perturbation par un potentiel électrique, nous allons comparer l’opérateur
H à l’opérateur H0. Cependant contrairement au cadre de la perturbation électrique, nous ne pou-
vons pas comparer directement ces opérateurs car leurs domaines sont différents. En effet comme le
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x = χ (y)

Ω =
{
(x,y) ∈ R2, x > χ (y)

}

x

y

Figure 1 – Le demi-plan avec déformation de la frontière.

montrent les formules (5) et (11), après s’être ramené à un domaine fixe du plan, les conditions aux
bords associées à ces deux opérateurs diffèrent. Nous ne pouvons donc pas réutiliser directement les
méthodes précédentes car l’opérateur H−H0 ne peut pas être défini.

Pour étudier la résolvante de H, nous utilisons une méthode perturbative, déjà utilisée dans le cadre
de l’étude de résonances engendrées par un obstacle [Bru15b]. Elle consiste à introduire un opérateur
auxiliaire : V :=H−1

0 −H−1, agissant sur l’espace L2 (Ω0) entier. Cet opérateur, V , joue le rôle d’une
perturbation. Nous utilisons alors l’identité de la résolvante suivante qui relie les résolvantes R(z) de
H et R0 (z) de H0 par l’intermédiaire de V :

R(z) = (R0 (z)−VH0R0 (z))(I + zVH0R0 (z))
−1 . (12)

Au voisinage du seuil atteint θq les résonances sont définies comme les pôles d’une extension méro-
morphe dans un espace à poids sur une surface de Riemann.

Dans la partie 1.4.4, nous étudions le cadre d’une petite perturbation, à savoir χ = δ χ0, où χ0 est
une fonction de classe C 2 à support compact. Nous démontrons au théorème 1.5 que pour δ assez
petit, la résolvante (H− z)−1 possède un unique pôle zq (δ ) dans un voisinage V de θq, indépendant
de δ . La méthode utilisée repose sur l’analyse de l’opérateur V lorsque δ tend vers 0 (voir le lemme
1.4.2).

Le comportement lorsque δ tend vers 0 de zq (δ ) est donné par :

√
zq (δ )−θq = iηδ 2 +O

(
δ 2) . (13)

La valeur de η est donnée par le théorème 1.5 mais ne permet pas la lecture directe du signe de la
partie imaginaire de

√
zq (δ )−θq selon la perturbation χ0.
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C Accumulation de fonctions de bande au voisinage de seuils non
atteints

Au chapitre 2, nous menons l’étude du spectre de l’hamiltonien agissant sur Rn et associé à un
champ magnétique unitaire engendré par un potentiel axisymétrique en dimension n > 3. Ce type de
modèle a été étudié par Yafaev [Yaf08]. Le cas du champ magnétique engendré par un fil infini fournit
un modèle similaire [Yaf03, Bru15a]. Contrairement au cadre du chapitre 1, le champ magnétique
n’est pas constant et nous allons étudier certaines des propriétés de transport du modèle, induites par
les variations du champ magnétique. Ce travail a fait l’objet d’un article [Gen20].

Présentation du laplacien magnétique sur Rn

Soit n > 3. Pour tout x = (x1, . . . ,xn) ∈ Rn, nous posons r := ‖(x1, . . . ,xn−1)‖ (avec ‖·‖ la norme
euclidienne). Nous introduisons le champ magnétique B, défini par la formule (1), avec B jk = (δ jn−
δnk)x jr−1. Ce champ magnétique est unitaire et invariant par translation selon la coordonnée xn. Un
potentiel associé vérifiant B = rot(A) est donné par le champ de vecteur A(x) = (0, . . . ,0,r). Lorsque
n = 3, si on note (r,θ ,z) les coordonnées cylindriques de R3, le champ magnétique prend la forme
simplifiée

B(r,θ ,z) = (−sin(θ) ,cos(θ) ,0) .

Ce champ est représenté à la figure 2. Nous introduisons l’opérateur H comme étant l’opérateur
différentiel (2) agissant sur L2 (Rn). Certaines propriétés de cet opérateur ont déjà été étudiée par
Yafaev [Yaf08, Section 4] (des propriétés sont également connues pour un opérateur similaire [Yaf03,
Bru15a]) et l’objectif du chapitre 2 est de poursuivre son analyse spectrale.

Figure 2 – Schéma du champ magnétique.

Pour étudier cet opérateur nous effectuons une réduction de dimension en utilisant les invariances
du potentiel magnétique par translation et par rotation autour de l’axe (Oxn) : en utilisant la transfor-
mée de Fourier partielle et la transformée de Fourier angulaire par rapport à cet axe, nous démontrons
(voir la partie 2.1) que H est unitairement équivalent à

∫ ⊕

R

⊕

m∈N
Hm (ξ )dξ ,

où pour m ∈ N et ξ ∈ R, Hm (ξ )' Lm (ξ ) et où l’opérateur Lm (ξ ) agit sur L2 (R+) par

Lm (ξ ) :=−∂ 2
r +

(2m+n−3)2−1
4r2 +(r−ξ )2 .

Le spectre de chaque opérateur Lm (ξ ) est constitué d’une suite croissante de valeurs propres positives
et simples (λm,p (ξ ))p>1 et les fonctions de bande λm,p, décrites dans la partie A, sont analytiques. De
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plus pour tout m ∈N et tout p > 1, λm,p (ξ )→+∞ quand ξ →−∞ et λm,p (ξ )→ Ep := 2p−1 quand
ξ → +∞ [Yaf08, Proposition 3.6]. Le premier objectif du chapitre 2 est d’améliorer l’asymptotique
des fonctions de bandes près des seuils non atteints. Nous montrons au théorème 2.1 qu’il existe une
suite

(
α p

q
)

telle que, lorsque ξ →+∞,

λm,p (ξ ) = Ep +
(2m+n−3)2−1

4

N

∑
q=2

α p
q

ξ q +O
(

1
ξ N+1

)
, N > 2, avec α1

2 = 1.

La preuve de ce théorème repose sur la construction de quasi-modes, (voir l’annexe A), dans
l’esprit de l’approximation harmonique [Dim99].

Accumulation de fonctions de bande
En comparaison avec le modèle d’Iwatsuka et avec le modèle sur le demi-plan, pour lesquels

chaque seuil non atteint est la limite en +∞ d’une seule (ou éventuellement deux, [Mân97, Proposition
2.2]) fonctions de bande, le modèle du chapitre 2 contient une subtilité supplémentaire : chaque seuil
Ep est la limite de toute les fonctions de bande λm,p pour m > 0, on dit alors que les fonctions de
bande s’accumulent près des niveaux de Landau. Le deuxième objectif du chapitre 2 est d’étudier des
conséquences originales de ce phénomène d’accumulation, en particulier le fait que chaque intervalle
d’énergie est intersecté par une infinité de fonctions de bande.

Nous fixons un niveau d’énergie E ∈ σ (H) qui n’est pas un niveau de Landau, ainsi que p ∈ N et
nous notons ξm ∈ R la fréquence associée, définie par l’équation d’énergie λm,p (ξm) = E. Nous dé-
montrons que ξm→+∞ lorsque m→+∞ (voir la proposition 2.3.2), et nous démontrons au théorème
2.2 que

lim
m→+∞

λ ′m,p (ξm) = 0, (14)

avec un encadrement de l’ordre de m−1. Pour montrer ce résultat, nous donnons dans un premier temps
des estimées de la fréquence ξm lorsque m→+∞, puis nous établissons des estimées de localisation
des fonctions propres associées à λm,p de type Agmon, uniforme par rapport à m, à énergie fixée.

Ce résultat a des conséquences sur les propriétés de transport dans la direction d’invariance. L’évo-
lution temporelle d’une particule quantique ϕ ∈L2 (Rn) est donnée par l’équation de Schrödinger. La
position dans la direction d’invariance xn est donnée par l’opérateur xn (t) = eitHxne−itH, et la vitesse
associée peut être décrite à l’aide de l’opérateur dit de courant J := −i [H,xn] = −2(i∂xn + r). Aussi
bien dans le cadre du chapitre 2 que dans un cadre plus général [Pop19, Section 5.3], l’action de J sur
un état quantique est relié à la famille des dérivées des fonctions de bande (voir la formule (2.4.8)).
Pour obtenir un contrôle du courant porté par un état quantique localisé en énergie dans un intervalle
I ⊂ σ (H), il suffit donc d’estimer la dérivée λ ′p des fonctions de bande décrites dans la partie A
pour les fréquences telles que λp (ξ ) ∈ I. Nous renvoyons à l’introduction du chapitre 2 pour plus de
précisions sur l’opérateur J.

Pour les modèles sur le demi-plan et de type Iwatsuka, on distingue deux types de composantes
pour un état quantique ϕ (avec ‖ϕ‖= 1) :

+ si celui-ci est localisé en énergie loin des seuils, il ne possède que des composantes de type
"edge", pour lesquelles le courant

(
Jϕ ϕ

)
est minoré uniformément,

+ si l’état est localisé en énergie dans un intervalle contenant un seuil, il peut contenir une com-
posante de type "bulk", dont le courant peut être arbitrairement petit.

Pour comprendre cette distinction, on peut remarquer que tout intervalle d’énergie I localisé loin des
seuils n’est intersecté que par un nombre fini de fonctions de bande, lesquelles ont leurs dérivées
bornées inférieurement sur les fréquences associées à I, tandis que si I contient un seuil, l’une des
fonctions de bande qui intersecte I a une dérivée arbitrairement petite. On peut noter par ailleurs
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que les dénominations "bulk" et "edge", initialement liées à des propriétés de localisation de ϕ dans
des modèles avec un bord [De 99, His15, His16], ne sont pas adaptées à nos modèles : ici ce sont
plutôt les variations du champ magnétique qui vont guider les propriétés de localisation de ces états
[Mân97, Exn99, Pop18].

Dans notre modèle, l’accumulation des fonctions de bande et l’atténuation des dérivées proche
de tout niveau d’énergie (voir la formule (14)) génère une situation différente : nous montrons au
théorème 2.3 que l’opérateur J, même restreint aux énergies loin des niveaux de Landau, n’est pas
borné inférieurement, autrement dit que pour tout intervalle d’énergie I ⊂ σ (H) et tout ε > 0, il existe
un état quantique ϕ 6= 0 localisé en énergie sur I de type "bulk", c’est-à-dire tel que

∣∣( Jϕ ϕ
)∣∣6 ε ‖ϕ‖2 .
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CHAPITRE 1

ASYMPTOTIQUES DE VALEURS PROPRES ET
DE RÉSONANCES ÉLECTROMAGNÉTIQUES

SUR LE DEMI PLAN

Résumé

Nous considérons la réalisation de Neumann du laplacien magnétique sur le demi-plan. Cet
opérateur est fibré et son spectre est décrit par une famille de fonctions analytiques réelles appe-
lées fonctions de bande. Ces fonctions possèdent des minima locaux qui jouent le rôle de seuils
atteints dans le spectre absolument continu du laplacien magnétique. Nous utilisons une décompo-
sition explicite de la résolvante libre pour l’étendre analytiquement à travers le spectre essentiel au
voisinage de ces seuils atteints. Nous perturbons alors l’opérateur par un petit potentiel électrique
ou par une petite déformation de la frontière du demi-plan et nous prolongeons la résolvante de
l’opérateur perturbé au voisinage des seuils atteints. Nous montrons alors que pour une perturba-
tion assez petite, cette résolvante prolongée possède un unique pôle au voisinage de chaque seuil
atteint et nous déterminons un développement asymptotique de ce pôle lorsque le petit paramètre
tend vers 0.
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Introduction
Dans ce chapitre, Ω0 est le demi-plan : Ω0 := R+×R. Nous considérons l’opérateur H0 défini

comme l’extension de Friedrichs sur L2 (Ω0) du laplacien magnétique −∂ 2
x +(i∂y + x)2, initialement
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défini sur C ∞
0
(
Ω0
)
. C’est sa réalisation de Neumann. Nous renvoyons au début de la partie 1.1 pour

une définition précise de cet opérateur.
Cet opérateur est fibré, aussi il se ramène à une famille d’opérateurs sur la demi-droite. Son spectre

est absolument continu. Il est décrit par une famille de fonctions de bande λp et contient une famille
de seuils atteints (θp)p∈N. Notre objectif est l’étude de certaines résonances engendrées au voisinage
de ces seuils atteints par des perturbations de H0.

Dans un premier temps, nous perturbons l’opérateur H0 en ajoutant un potentiel électrique V . Cela
signifie que nous étudions l’opérateur H :=H0 +V . Dans un second temps, nous perturbons la fron-
tière de Ω0. Dans ce cadre nous considérons un paramétrage de la frontière χ . C’est une fonction de
classe C 2 à support compact. Nous définissons alors un domaine Ω par Ω :=

{
(x,y) ∈ R2, x > χ (y)

}

puis l’opérateur H, comme la réalisation de Neumann du laplacien magnétique−∂ 2
x +(i∂y + x)2 agis-

sant sur L2 (Ω).
Dans chacun de ces cadres, nous construisons une extension méromorphe de la résolvante (H− z)−1

dans un espace à poids. Les résonances sont alors définies comme les pôles de cette extension. Nous
nous intéressons aux résonances engendrées par des petites perturbations. Nous considérons donc un
potentiel V de la forme V = δV0 ou un paramétrage de la frontière χ de la forme χ = δ χ0 et nous
étudions le régime δ → 0. Dans chacun de ces cadres, nous montrons que pour δ assez petit, il existe
au voisinage de chaque seuil atteint θq une unique résonance zq (δ ) = θq+kq (δ )2. De plus nous mon-
trons que zq (δ )→ θq lorsque δ → 0 et nous déterminons un développement asymptotique de kq (δ )
lorsque δ → 0.

La partie 1.1 est dédiée à la présentation de l’opérateur. Dans la partie 1.2, nous prolongeons la
résolvante libre (H0− z)−1 à travers le spectre de H0 loin des niveaux de Landau. Cette extension est
méromorphe sur une surface de Riemann sur laquelle chaque fonction

√
θq− z est analytique. Ses

pôles sont simples et sont les seuils atteints θq. Dans les parties 1.3 et 1.4, nous utilisons cette exten-
sion pour étendre dans les deux cas la résolvante (H− z)−1 puis nous définissons ainsi les résonances
comme les pôles de cette extension. Nous nous plaçons alors dans le cadre δ → 0 et nous étudions le
comportement asymptotique des résonances au voisinage des seuils θq (voir les théorèmes 1.4 et 1.5).

1.1 Présentation du modèle et réduction
Soit Ω0 :=R∗+×R, le demi-plan et soit A, le potentiel magnétique défini sur Ω0 par A(x,y) := xdy

(ou de manière équivalente par le champ de vecteurs A(x,y) = (0,x)). Ce potentiel est associé à un
champ magnétique unitaire. En effet, le champ magnétique associé à A est le champ scalaire, donné
par b = rot(A) = ∂xx−∂y0 = 1. Cette situation modélise un plan de l’espace, traversé par un champ
magnétique constant normal au plan.

Soit q, la forme quadratique définie par

q(u) =
∫

Ω0

|(i∇+A)u|2 dxdy, (1.1.1)

définie sur le domaine de forme

D (q) =
{

u ∈ L2 (Ω0) , (i∇+A)u ∈ L2 (Ω0)
}
.

Nous considérons l’opérateur H0 défini comme la réalisation de Neumann sur L2 (Ω0) du laplacien
magnétique (i∇+A)2, à savoir l’extension de Friedrichs de la forme quadratique q.

Cet opérateur est l’opérateur
H0 =−∂ 2

x +(i∂y + x)2 , (1.1.2)

avec une condition de Neumann magnétique, c’est-à-dire, n ·(i∇+A)u|∂Ω0 = 0, où n est une normale
unitaire à ∂Ω0. Nous renvoyons à la proposition B.1 pour une définition plus détaillée de l’opérateur,
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incluant le lien entre la forme quadratique et la condition au bord. La définition de cet opérateur et
ses propriétés les plus classiques peuvent également être trouvées dans [Fou10, chapitre 1] et dans les
références incluses.

Notre choix du potentiel A(x,y) = (0,x) implique qu’en tout point (0,y) ∈ ∂Ω, n(y) ·A(0,y) =
0. Ainsi la précédente condition de Neumann magnétique se ramène à la condition de Neumann
classique, à savoir n ·∇u|∂Ω0 = 0, c’est-à-dire, ∂xu(0,y) = 0 pour tout réel y. L’opérateur H0 est donc
donné par {

H0u =−∂ 2
x u+(i∂y + x)2 u,

D (H) =
{

u ∈D (q) , (i∇+A)2 u ∈ L2 (Ω0) , ∂xu(0,y) = 0
}
.

Soit Fy, la transformée de Fourier partielle par rapport à y définie par

Fy f (x,ξ ) :=
1√
2π

∫

R
e−iξ y f (x,y)dy. (1.1.3)

Cet opérateur est inversible et son inverse est donné par

F∗y f (x,y) =
1√
2π

∫

R
eiξ y f (x,ξ )dξ . (1.1.4)

Pour tout ξ ∈R, nous définissons l’opérateur h0 (ξ ) comme la réalisation de Neumann sur L2 (R∗+
)

de l’opérateur
−∂ 2

x +(x−ξ )2 .

Soit D (h0 (ξ )), le domaine de h0 (ξ ). Ce domaine est donné par [Fou10, Section 3.2] :

D (h0 (ξ )) =
{

u ∈H 2 (R+) , x2u ∈ L2 (R+) , u′ (0) = 0
}
. (1.1.5)

Dans la terminologie de la théorie des perturbations de Kato [Kat66, Section VII.2], la famille
h0 (ξ ) est une famille analytique de type (A). Autrement dit, pour tout réel ξ0, il existe un voisinage
B de ξ0 tel que la famille (h0 (ξ ))ξ∈R s’étend en une famille d’opérateurs fermés (h0 (ξ ))ξ∈B dont
le domaine, donné par la formule (1.1.5), ne dépend pas de ξ ∈B. De plus, pour tout ϕ ∈D (h0 (ξ )),
l’application ξ ∈B→ h0 (ξ )ϕ est holomorphe. Nous renvoyons à la note [Bon17, partie 2.2] pour
la description des opérateurs h0 (ξ ), lorsque ξ est dans un voisinage de l’axe réel et nous notons que
h0 (ξ )∗ = h0

(
ξ
)

. Par conséquent, ces opérateurs ne sont autoadjoints que si ξ ∈ R.
Enfin, l’opérateur H0 admet la décomposition en intégrale directe (voir l’annexe E pour les nota-

tions sur les intégrales directes)

H0 = F∗y

(∫ ⊕
R

h0 (ξ )dξ
)
Fy (1.1.6)

Comme |x|2→+∞ lorsque x→+∞, l’injection de D (h0 (ξ )) dans L2 (R+) est compacte. L’opérateur
positif h0 (ξ ) est alors à résolvante compacte. Son spectre est donc constitué d’une suite croissante de
valeurs propres positives, λp (ξ ), p > 1. Une paire propre (λ ,u), avec λ > 0 et u 6= 0, vérifie donc

{
−u′′+(x−ξ )2 u = λu,
u ∈D (h0 (ξ )) .

(1.1.7)

Dans la proposition suivante, nous montrons que la valeur propre λp (ξ ) est simple. Ce résultat
assurera alors que les fonctions de bande ξ 7→ λp (ξ ) sont analytiques.
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Pour tout p ∈ N∗ et tout ξ ∈ R, la valeur propre λp (ξ ) est simple.

Proposition 1.1.1

Démonstration : Tout vecteur propre u de h0 (ξ ) vérifie u′ (0) = 0. Si de plus u(0) = 0, alors le théorème
de Cauchy assure que u = 0, ce qui est impossible.

Supposons que la valeur propre λp (ξ ) n’est pas simple. L’espace propre associé à λp (ξ ) est alors au
moins de dimension 2. Cet espace contient donc deux éléments u1 et u2 formant une famille libre. Ainsi,
u := u2 (0)u1−u1 (0)u2 6= 0. De plus ce vecteur propre de h0 (ξ ) vérifie u(0) = 0. C’est impossible.

Comme vu dans la proposition précédente, la valeur propre λp (ξ ) est simple. La théorie des per-
turbations analytiques de Kato [Kat66, chapitre VII, Theorème 1.7] assure donc que les fonctions λp,
appelées fonctions de bande, sont analytiques sur R. Le comportement à l’infini de λp (ξ ) est donné
par [Dau93] :

λp (ξ ) ∼
ξ→−∞

ξ 2, lim
ξ→+∞

λp (ξ ) = Ep := 2p−1, p > 1. (1.1.8)

Enfin, chaque fonction de bande λp possède un unique minimum non dégénéré, θp [Hel01, Annexe
A]. La démonstration repose sur l’utilisation de la formule de Dauge-Helffer [Dau93, Section 1,
formule (F)]. Ces propriétés sont visibles sur les graphes de ces fonctions présentés à la figure 1.1.

Soit pour tout p > 1, ξp, l’unique solution réelle de λp (ξ ) = θp. Comme θp est un minimum non
dégénéré, en notant Kp := λ ′′p (ξp)/2 > 0, le comportement asymptotique se λp (ξ ) lorsque ξ → ξp
est donné par

λp (ξ ) = θp +Kp (ξ −ξp)
2 (1+O(ξ −ξp)) , ξ → ξp.

Soit dp, la fonction définie par

dp (ξ ) :=
λp (ξ )−θp

(ξ −ξp)
2 , ξ ∈ R. (1.1.9)

La fonction dp est positive et analytique sur R. Nous notons que dp (ξp) = Kp > 0. De plus, λp−θp
se décompose sous la forme

λp (ξ )−θp = (ξ −ξp)
2 dp (ξ ) , ξ ∈ R. (1.1.10)

Soit µp, la fonction définie sur R par

µp (ξ ) :=−(ξ −ξp)
√

dp (ξ ), ξ ∈ R. (1.1.11)

Le lemme suivant décrit le comportement de la fonction µp. Il sera utilisé dans la partie 1.2 (voir la
proposition 1.2.2) pour prolonger la résolvante de H0.

La fonction µp est analytique sur R et décroit strictement de +∞ vers −
√

Ep−θp.

Lemme 1.1.1

Démonstration : Par définition de θp, et par la définition (1.1.9) de dp, pour tout ξ 6= ξp, dp (ξ ) > 0. De
plus, dp (ξp) = Kp > 0. Donc, pour tout ξ ∈R, dp (ξ )> 0. Nous combinons cela avec l’analyticité de la
fonction

√· sur R∗+. Nous en déduisons que µp est analytique sur R.
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La définition (1.1.11) de µp et la formule (1.1.10) fournissent

λp−θp = µ2
p. (1.1.12)

Ainsi λ ′p = 2µpµ ′p. Si ξ 6= ξp, alors λ ′p (ξ ) 6= 0 puis µ ′p (ξ ) 6= 0. De plus, la définition (1.1.11) fournit
µ ′p (ξp) = −

√
Kp < 0. Nous en concluons que µ ′p ne s’annule pas sur R puis que pour tout réel ξ ,

µ ′p (ξ )< 0. Par suite, µp décroit.
Nous combinons la relation (1.1.12) avec la propriété (1.1.8). Ainsi, µp (ξ )→+∞ lorsque ξ →−∞

et |µp (ξ )| →
√

Ep−θp lorsque ξ → +∞. Comme µp (ξ ) < 0 pour ξ > ξp, nous en déduisons que
µp (ξ )→−

√
Ep−θp lorsque ξ →+∞.

Comme les fonctions de bande sont analytiques et non constantes, la théorie des opérateurs fibrés
[Ree78, Théorème XIII.85] (voir la proposition E.1) assure que le spectre de H0, noté σ (H0), est
absolument continu et vaut

σ (H0) = σac (H0) =
+∞⋃

p=1

λp (R) =
+∞⋃

p=1

[θp,+∞) = [θ1,+∞) .

Remarque 1.1.1 : Le bas du spectre de l’opérateur H0 est θ1. C’est une constante qui intervient
également dans des problèmes de supraconductivité de surface [SJ63, SJ69, Fou10, Hel96]. Dans
ce contexte, elle est notée Θ0. Une approximation précise de θ1 est calculée par la méthode des
différences finies [Bon12] et est donnée par θ1 ≈ 0,590106125.

Nous introduisons pour tout entier p et tout réel ξ , up (·,ξ ), une fonction propre unitaire de h0 (ξ )
associée à la valeur propre λp (ξ ). Comme la famille h0 (ξ ) est analytique, et comme les valeurs
propres λp (ξ ) sont simples (voir la proposition 1.1.1), une telle fonction peut être choisie de sorte
que l’application ξ ∈ R 7→ up (·,ξ ) ∈ D (h0 (ξ )) soit analytique. L’application qui à ξ associe la
projection orthogonale sur Vect (up (·,ξ )), notée πp (ξ ), est par conséquent également analytique.
Enfin nous notons que la paire (λp (ξ ) ,up (·,ξ )) vérifie l’équation (1.1.7). Ainsi,

−∂ 2
x up (x,ξ )+(x−ξ )2 up (x,ξ ) = λp (ξ )up (x,ξ ) .

Approximation numérique des fonctions de bande Nous utilisons la méthode des différences
finies pour tracer des approximations numériques des fonctions de bande λp, p ∈ J1,5K. Nous effec-
tuons le calcul pour ξ ∈ [−1,5] sur l’intervalle x ∈ [0,20] avec une condition de Dirichlet artificielle
en x = 20.

La figure 1.1 montre les approximations de λp (ξ ) pour ξ ∈ [−1,5] et p ∈ J1,5K. En accord avec
la théorie, λp possède un unique minimum non dégénéré et tend vers Ep lorsque ξ → ∞.

1.2 Étude de la résolvante libre
Dans cette partie, nous construisons une extension analytique dans un espace à poids de la résol-

vante
R0 (z) := (H0− z)−1 , z 6∈ [θ1,+∞) . (1.2.1)

Plus précisément, nous construisons au théorème 1.1 une extension méromorphe de R0 dans un
voisinage du seuil θp. Notre objectif est d’établir une description explicite du comportement de R0 (z)
au voisinage θp, donnée par le théorème 1.2. Cette description des pôles sera utilisée dans les parties
1.3 et 1.4 pour construire et analyser des résonances.

Nous posons pour tout y ∈ R, 〈y〉 :=
√

1+ y2 et pour β > 0, nous introduisons le poids w défini
par

w(y) = wβ (y) := e−β 〈y〉, y ∈ R. (1.2.2)
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Figure 1.1 – Tracé des fonctions de bande λp (ξ ) pour 1 6 p 6 5 et ξ ∈ [−1,5].

Nous considérons la fonction définie sur C\ [θ1,+∞) par

z 7→ (H0− z)−1 ∈L
(
wL2 (Ω0) ;w−1L2 (Ω0)

)
.

Elle s’identifie à la fonction R0 : C\ [θ1,+∞)→L
(
L2 (Ω0)

)
, appelée résolvante à poids, définie par

R0 (z) := wR0 (z)w. (1.2.3)

Nous rappelons que les paires propres de l’opérateur autoadjoint h0 (ξ ) sont les (λp (ξ ) ,up (·,ξ )).
Par conséquent,

h0 (ξ ) = ∑
p>1

λp (ξ )πp (ξ ),

puis, pour tout ξ ∈ R,

(h0 (ξ )− z)−1 = ∑
p>1

πp (ξ )
λp (ξ )− z

, z 6∈ σ (h0 (ξ )) .

Pour p > 1, nous définissons l’opérateur rp par

rp (z) := wF∗y

(∫ ⊕
R

πp (ξ )
λp (ξ )− z

dξ
)
Fyw, z 6∈ [θp,+∞) . (1.2.4)

Nous combinons la définition (1.2.3) de R0 (z), la décomposition (1.1.6) de l’opérateur H0 en intégrale
directe, la définition (1.2.4) de rp (z) et une interversion somme intégrale. Nous en déduisons que
l’opérateur R0 (z), se décompose sous la forme

R0 (z) =
+∞

∑
p=1

rp (z), z 6∈ [θ1,+∞) . (1.2.5)
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Soit p > 1. Pour tout β > 0 et tout ξ ∈R, nous définissons l’opérateur Gp (ξ ) : L2 (Ω0)→C par :

Gp (ξ ) f :=
1√
2π

∫

Ω0

e−iξ yw(y)up (x,ξ ) f (x,y)dxdy, f ∈ L2 (Ω0) . (1.2.6)

L’adjoint Gp (ξ )∗ de Gp (ξ ) est l’opérateur Gp (ξ )∗ : C→ L2 (Ω0) donné par

(
Gp (ξ )∗ z

)
(x,y) =

z√
2π

eiξ yw(y)up (x,ξ ) , z ∈ C.

Cet adjoint s’identifie à l’élément de L2 (Ω0) suivant :

Gp (ξ )∗ (x,y) =
1√
2π

eiξ yw(y)up (x,ξ ) , (x,y) ∈Ω0. (1.2.7)

Soit
√·, la fonction racine carrée définie par

√
reiθ :=

√
reiθ/2, r ∈ R+, θ ∈ (0,2π) . (1.2.8)

Cette fonction est holomorphe sur C\R+ et à valeur dans le demi-plan supérieur C+. Dans le lemme
suivant, nous écrivons rp (z) (défini par (1.2.4)) à l’aide de Gp (ξ ). Nous utiliserons cette décomposi-
tion dans les propositions 1.2.1 et 1.2.2 pour prolonger rp (z) à travers le spectre de H0. Nous utilisons
des intégrales au sens de Bochner pour que les écritures soient plus compactes.

Pour tout z ∈ C\ [θp,+∞), rp (z) se décompose sous la forme

rp (z) =
∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
λp (ξ )− z

dξ . (1.2.9)

De plus l’opérateur rp (z) se décompose sous la forme

rp (z) =
1

2
√

z−θp

∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )−

√
z−θp

+
Gp (ξ )∗Gp (ξ )
−µp (ξ )−

√
z−θp

dξ . (1.2.10)

Lemme 1.2.1

Démonstration : Nous déduisons de la définition (1.2.4) de rp (z) que

rp (z) f = wF∗y

(
1

λp− z
πpFy (w f )

)
, f ∈ L2 (Ω0) . (1.2.11)

La définition de Fy fournit

Fy (w f )(x,ξ ) =
1√
2π

∫

R
e−iξ y′w

(
y′
)

f
(
x,y′
)

dy′, x ∈ R+, ξ ∈ R.

Nous combinons cette identité avec les définitions de πp (ξ ) et de Gp (ξ ). Nous déduisons que pour tout
ξ ∈ R,

πp (ξ )Fy (w f )(x,ξ ) = up (x,ξ )
∫

R+

up
(
x′,ξ

) 1√
2π

∫

R
e−iξ y′w

(
y′
)

f
(
x′,y′

)
dy′dx′

= up (x,ξ )
1√
2π

∫

Ω0

up
(
x′,ξ

)
e−iξ y′w

(
y′
)

f
(
x′,y′

)
dy′dx′

= up (x,ξ )Gp (ξ ) f .
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Nous injectons cela dans la définition (1.1.4) de F∗. Cela fournit

w(y)F∗y

(
1

λp− z
πpFy (w f )

)
(x,y) =

1√
2π

∫

R

eiξ yw(y)up (x,ξ )
λp (ξ )− z

Gp (ξ ) f dξ

=

(∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ ) f
λp (ξ )− z

dξ
)
(x,y) .

Nous en déduisons la formule (1.2.9) en injectant cela dans l’identité (1.2.11).
Enfin nous combinons la propriété (1.1.12) et la formule (1.2.9). Cela produit

rp (z) =
∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )

θp +µp (ξ )2−
(

θp +
√

z−θp
2
)dξ

=
∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )

µp (ξ )2−
√

z−θp
2 dξ

=
∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )(
µp (ξ )−

√
z−θp

)(
µp (ξ )+

√
z−θp

)dξ

=
1

2
√

z−θp

∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )−

√
z−θp

+
Gp (ξ )∗Gp (ξ )
−µp (ξ )−

√
z−θp

dξ .

C’est le résultat souhaité.

Remarque 1.2.1 : Nous avons en fait démontré que rp (z) est un opérateur à noyau dont le noyau, K,
est donné par :

K
(
x,y,x′,y′

)
=

1
2π

∫

R

eiξ (y−y′)w(y)up (x,ξ )w(y′)up (x′,ξ )
λp (ξ )− z

dξ .

Nous fixons un niveau d’énergie E0 > θp tel que E0 6= Ep. Nous prolongeons l’application rp, initia-
lement définie sur le demi-plan supérieur C+ au voisinage de E0. La démonstration repose sur une
déformation de contour dans la décomposition intégrale donnée par le lemme 1.2.1.

Il existe β0 > 0 tel que pour tout β > β0, l’application rp initialement définie sur C+ admet
un prolongement holomorphe sur un voisinage de E0 que nous appelons toujours rp.

Proposition 1.2.1 (Prolongement loin des seuils)

Démonstration : Nous rappelons que la fonction λp admet θp comme unique minimum local et que λp (ξ )
tend vers Ep lorsque ξ tend vers +∞. L’équation λp (ξ ) = E0 possède donc une unique solution réelle,
ξ− si E0 > Ep et deux solutions réelles, ξ± si E0 ∈ (θp,Ep) vérifiant ξ− < ξp < ξ+ (voir le tracé des
fonctions λp présenté par la figure 1.1). Comme E0 6= θp, la dérivée λ ′p (ξ±) est non nulle. Il existe donc
ε̃ > 0 tel que λp est bi-holomorphe a sur la boule ouverte de centre ξ± et de rayon ε̃ , notée B (ξ±, ε̃).
Soit ε > 0 assez petit pour que B (E±,ε)⊂ λp (B (ξ±, ε̃)). Nous définissons le chemin (non orienté) Γ
par

Γ := (θp,E0− ε)∪
{

λ ∈ C−, |λ −E0|= ε
}
∪ (E0 + ε,+∞) . (1.2.12)

Nous définissons également le chemin γ comme le contour en variable ξ associé à Γ : γ := λ−1
p (Γ).

a. Une application bi-holomorphe est une application holomorphe et bijective. Dans ce cas, sa bijection réciproque est
également holomorphe.
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R
•
θp •E0

Figure 1.2 – Le contour Γ.

Afin de mieux comprendre la preuve, nous allons décrire et représenter le contour gamma. Comme nous
allons le voir ci-dessous, lorsque ξ parcourt le contour γ , λp (ξ ) parcourt une partie du contour Γ deux
fois. En particulier λp (ξ ) parcourt Γ\R deux fois si et seulement si E0 < Ep.

Pour pouvoir tracer sur la figure 1.5 l’allure de ce contour ainsi que le domaine situé entre l’axe réel
et le contour γ , noté D , nous allons établir que le chemin γ passe dans le demi-plan supérieur C+ au
voisinage de ξ− et (dans le cas où E0 ∈ (θp,Ep)) dans le demi-plan inférieur C− au voisinage de ξ+.

Supposons que le contour γ soit orienté de −∞ vers +∞. Lorsque ξ parcourt γ , λp (ξ ) parcourt Γ de
manière suivante :

1. De +∞ vers θp en passant sur le demi cercle {λ ∈ C−, |λ −E0|= ε} de E0 + ε vers E0− ε ,

2. De θp vers Ep. En particulier λp (ξ ) parcourt le demi cercle {λ ∈ C−, |λ −E0|= ε} si et seule-
ment si E0 < Ep (dans ce cas, le demi-cercle est parcouru de E0− ε vers E0 + ε).

Lorsque ξ parcourt γ au voisinage de ξ−, λp (ξ ) parcourt le demi-cercle Γ\R de E0 + ε vers E0− ε .
Nous allons déterminer le comportement de ξ , situé au voisinage de ξ−, lorsque λp (ξ ) parcourt le
chemin orienté de la figure 1.3.

R
•E0

Figure 1.3 – Chemin parcouru par λp (ξ ) au voisinage de E0 lorsque ξ est au voisinage de ξ−

Nous rappelons que la fonction λp décroît au voisinage de ξ− (voir l’allure de la courbe de λp sur
la figure 1.1). Par conséquent, lorsque λp (ξ ) parcourt le chemin 1.3, la portion située sur l’axe réel du
chemin parcouru par la variable ξ est parcourue dans le sens décroissant. Comme la fonction λp est
biholomorphe au voisinage de ξ−, elle est conforme et préserve alors les orientations. La variable ξ suit
alors le chemin 1.4 au voisinage de ξ0.

R
•

ξ−

Figure 1.4 – Allure du chemin parcouru par ξ au voisinage de ξ− lorsque λp (ξ ) suit le chemin de la
figure 1.3

Nous avons donc montré γ passe dans le demi-plan supérieur au voisinage de ξ−.
De la même manière, dans le cas où E0 ∈ (θp,Ep), la croissance de λp au voisinage de ξ+ assure que

γ passe dans le demi-plan inférieur au voisinage de ξ+.
Soit β0 := sup(|Im(ξ )| , ξ ∈ γ) et soit β > β0. Nous rappelons que l’application ξ → up (·,ξ ) est

analytique sur R. Il en est donc de même pour l’application ξ 7→ Gp (ξ ) (pour tout β > 0). Pour tout
ξ ∈D , y 7→ eiξ yw(y) ∈ L2 (Ry) puis en vertu de la définition (1.2.7) de Gp (ξ )∗, la famille ξ 7→ Gp (ξ )∗

s’étend analytiquement à D . En combinant ce résultat avec l’analyticité de Gp et de λp au voisinage de
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•

ξ−
•

ξ+

Figure 1.5 – Allure du contour γ et du domaine D dans le cas θp <E0 <Ep, ξ± sont les deux solutions
réelles de λp (ξ ) = E0 et le domaine D est hachuré.

ξ0, nous déduisons que la fonction ξ 7→ (λp (ξ )− z)−1 (Gp (ξ )∗Gp (ξ )
)
, à valeur opérateur est analy-

tique sur D . Comme Γ∩ (C+∪B (E0,ε)), la combinaison de la décomposition (1.2.9) de rp (z) et d’une
application directe du théorème d’holomorphie sous le signe intégrale assure que l’application

z 7→
∫

γ

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
λp (ξ )− z

dξ

définit une extension analytique à B (E0,ε) de rp, initialement définie sur C+. Par abus nous désignons
toujours par rp cette extension.

Soit M , le revêtement connexe de C\
{

θp, p > 1
}

à une infinité de feuillets sur lequel chaque fonc-
tion z 7→

√
z−θp est analytique.

Remarque 1.2.2 : Au voisinage du seuil atteint θp, la surface de Riemann M peut être paramétrée
par zp (k) = θp + k2, où k ∈ C∗ est au voisinage de 0.

Il existe β0 > 0 tel que pour tout β > β0, l’application rp initialement définie sur
C\ [θp,+∞) admet un prolongement méromorphe sur un voisinage V ⊂M de θp.
De plus, rp se décompose sous la forme

rp (z) =
A√

z−θp
+ r (z) , (1.2.13)

où r est une fonction holomorphe au voisinage de θp et A est l’opérateur de rang 1 donné
par

A = i
π√
Kp

G(ξp)
∗G(ξp) . (1.2.14)

Proposition 1.2.2 (Prolongement au voisinage de θp)

Démonstration : Nous avons vu au lemme 1.2.1 qu’au voisinage de θp,

rp (z) =
1

2
√

z−θp

∫

R

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )−

√
z−θp

+
Gp (ξ )∗Gp (ξ )
−µp (ξ )−

√
z−θp

dξ . (1.2.15)

Nous définissons pour ε assez petit le chemin Γ par

Γ :=
(
−
√

Ep−θp,−ε
)
∪
{

λ ∈ C−, |λ |= ε
}
∪ (ε,+∞) , (1.2.16)

puis les chemins γ± par γ± := ±µ−1
p (Γ). Nous rappelons que µp décroît (voir le lemme 1.1.1). Par

suite µp est bi-holomorphe, donc conforme au voisinage de ξp. Nous en déduisons donc (par le même
raisonnement que dans la proposition 1.2.1) que γ± ⊂ C±. La figure 1.6 montre l’allure des contours γ±.
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ξp

γ+

γ−

Figure 1.6 – Allure du contour γ±.

Soit β > β0 := sup(|Im(ξ )| , ξ ∈ γ±). Les applications ξ 7→
(
±µp (ξ )−

√
z−θp

)−1 (Gp (ξ )∗Gp (ξ )
)

à valeur opérateurs s’étendent analytiquement aux domaines bornés délimités par l’axe réel et par les
contours γ±. La combinaison de la décomposition (1.2.15) et d’une application directe du théorème
d’holomorphie sous le signe intégrale assure alors que l’application

z 7→ 1
2
√

z−θp

(∫

γ+

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )−

√
z−θp

dξ +
∫

γ−

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
−µp (ξ )−

√
z−θp

dξ

)
(1.2.17)

définit une extension méromorphe de rp initialement définie sur C\ [θp,+∞) à un voisinage V ⊂M de
θp.

De la formule (1.2.17), nous déduisons que le résidu A est donné par :

A =
1
2

(∫

γ+

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )

dξ −
∫

γ−

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )

dξ
)
.

Soit C := γ+−γ−. Par construction, C est un chemin fermé encerclant ξp et IndC (ξp) =−1 (voir la figure
1.6). Par suite

A =
1
2

∮

C

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
µp (ξ )

dξ .

Nous combinons la définition (1.1.11) de µp et la formule intégrale de Cauchy pour obtenir l’égalité
(1.2.14).

Nous montrons maintenant que l’application rp (z) ainsi construite est un opérateur compact. Étant
donné p ∈ [1,+∞), nous appelons Sp

(
L2 (Ω0) ;C

)
(resp. Sp

(
L2 (Ω0)

)
) la classe de Schatten-Von

Neumann des opérateurs compacts de L2 (Ω0) dans C (resp. de L2 (Ω0) dans L2 (Ω0)) munie de la
norme

‖T‖p :=

(
∑

λ∈σ(T ∗T )
λ p/2

)1/p

.

Nous rappelons de plus que si T est un opérateur à noyau dont le noyau K ∈ Lp (Ω2
0
)
, alors T ∈

Sp
(
L2 (Ω0)

)
et ‖T‖p 6 ‖K‖p. Les opérateurs de la classe S1

(
L2 (Ω0)

)
sont appelés opérateurs à

trace. Ceux de la classe S2
(
L2 (Ω0)

)
sont les opérateurs de Hilbert-Schmidt.

Soit E0 ∈ σ (H0) tel que E0 6∈
{

Ep = 2p−1, p > 1
}

. Il existe β0 > 0 tel que pour tout
β > β0 et tout z ∈M assez proche de E0, rp (z) ∈S1

(
L2 (Ω0)

)
.

Proposition 1.2.3

Démonstration : Nous nous plaçons dans le cas où E0 n’est pas un seuil. Nous rappelons que le chemin
γ est défini dans la démonstration de la proposition 1.2.1 et que son allure est tracé sur la figure 1.5.
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Soit D , le domaine situé entre l’axe des abscisses et le chemin γ . Soit β0 := sup(|Im(ξ )| , ξ ∈ γ). Pour
β > β0, ∣∣∣e−iξ yw(y)

∣∣∣6 e−(β−β0)〈y〉, ξ ∈ R∪D , y ∈ R.

Nous rappelons que up (·,ξ ) ∈ L2 (R+) et nous en déduisons que

(x,y) 7−→ e−iξ yw(y)up (x,ξ ) ∈ L2 (Ω0) , ξ ∈ R∪D .

Donc pour tout ξ ∈ R∪D , Gp (ξ ) ∈ S2
(
L2 (Ω0) ;C

)
. Nous en déduisons que pour ξ ∈ R∪D , fixé,

Gp (ξ )∗Gp (ξ ) ∈S1
(
L2 (Ω0)

)
.

De plus nous déduisons de la définition de γ que, pour tout z il existe une constante C > 0 telle que

|λp (ξ )− z|>C, ξ ∈ R∪D . (1.2.18)

Cette relation assure que λp− z est borné inférieurement sur R∪D . Donc pour tout ξ ∈ R∪D , fixé,(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)
(λp (ξ )− z)−1 est un opérateur à trace.

De plus, par définition de γ , γ\R est un chemin borné inclus dans C+. Donc la fonction ξ 7→∥∥∥
(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)
(λp (ξ )− z)−1

∥∥∥
1
, à valeurs réelles, est intégrable sur γ\R (nous intégrons une quantité

bornée sur un chemin borné).

De plus, nous notons que ξ 7→
∥∥∥
(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)
(λp (ξ )− z)−1

∥∥∥
1
∈ L1 (γ ∩R) [Bru18a, Formule

(3.13)]. La démonstration de ce résultat repose sur l’intégrabilité de (λp− z)−1 lorsque ξ →−∞ et sur
l’analyse de l’opérateur Gp (ξ )∗Gp (ξ ) lorsque ξ → +∞. Cette dernière analyse repose elle-même sur
l’approximation lorsque ξ → +∞ de l’opérateur h0 (ξ ) par l’oscillateur harmonique translaté −∂ 2

x +
(x−ξ )2 agissant sur L2 (R). Les valeurs propres de cet opérateur sont les niveaux de Landau et les
fonctions propres associées sont les fonctions d’Hermite translatées.

La combinaison de ces deux résultats assure que ξ 7→
(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)
(λp (ξ )− z)−1 ∈ L1 (γ). En

conséquence, ∫

γ

Gp (ξ )∗Gp (ξ )
λp (ξ )− z

dξ ∈S1
(
L2 (Ω0)

)
, ξ ∈ R∪D . (1.2.19)

Nous avons donc démontré que si E0 n’est pas un seuil atteint, alors l’opérateur rp (z) est un opérateur
à trace. Nous montrons ce résultat de la même manière dans le cas où E0 est un seuil atteint. Nous
rappelons que les contours γ± sont définis dans la proposition 1.2.2 et que leurs allures sont montrées à
la figure 1.6. Nous démontrons comme dans la première partie que si β est assez grand, les opérateurs

∫

γ+

(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)

µp (ξ )−
√

z−θp
dξ et

∫

γ−

(
Gp (ξ )∗Gp (ξ )

)

−µp (ξ )−
√

z−θp
dξ (1.2.20)

définissent des opérateurs à trace. Par suite, pour tout z ∈M au voisinage de θp, rp (z) ∈S1
(
L2 (Ω0)

)
.

Pour construire un prolongement analytique de R0, nous combinons les résultats de la proposition
1.2.1 pour toutes les valeurs de p > 1. Soit E0 ∈ σ (H0)\

{
Ep, p > 1

}
, et soient

q = q(E0) := sup(p > 1, E0 > θp) , (1.2.21)

et

Π+ := F ∗
(∫ ⊕

R
∑
p>q

πp (ξ )dξ

)
F . (1.2.22)

Pour tout z ∈ C+, l’opérateur R0 (z) se décompose sous la forme

R0 (z) = R− (z)+ rq (z)+R+ (z) , avec

R− (z) = R− (z,q) :=
q−1
∑

p=1
rp (z) et R+ (z) = R+ (z,q) :=

+∞
∑

p=q+1
rp (z).

(1.2.23)

Remarque 1.2.3 : La notation (1.2.21) est consistante avec le cas E0 = θq. En effet pour tout q > 1,
q
(
θq
)
= q. De plus nous notons que Π+ dépend de q.
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Soit E0 ∈ σ (H0) tel que E0 n’est pas un niveau de Landau. Il existe β0 > 0 tel que pour
tout β > β0, l’application R0 initialement définie sur C\ [θ1,+∞), possède une extension
méromorphe à un voisinage V0 ⊂M de E0.
De plus les pôles de cette extension sont les seuils atteints θq.

Théorème 1.1 (Prolongement analytique de la résolvante libre)

Démonstration : Nous notons que R+ est la résolvante à poids de Π+H0Π+. Le spectre de cet opérateur
est donné par

σ
(
Π+H0Π+

)
=

+∞⋃

p=q+1

[θp,+∞) = [θq+1,+∞) .

Donc E0 6∈ σ (Π+H0Π+) et l’application R+ est alors holomorphe au voisinage de E0.
Comme q est fini, la proposition 1.2.1 assure que R− possède une extension holomorphe à un voisi-

nage de E0.
Nous supposons que E0 6= θq. D’après la proposition 1.2.1 le prolongement de rq est holomorphe au

voisinage de E0. Cela conclut la démonstration. Si au contraire E0 = θq, la proposition 1.2.2 précise que
rq admet un prolongement méromorphe sur un voisinage V0 ⊂M de θq et que θq est le seul pôle de rq,
d’où le résultat.

Dans le théorème suivant, nous précisons la nature du pôle θq de R0 (z).

L’opérateur R0 (z) défini au théorème 1.1 se décompose au voisinage de θq sous la forme

R0 (z) =
A√

z−θq
+F (z) , (1.2.24)

où F est une fonction holomorphe au voisinage de θq et A est l’opérateur de rang 1 donné
par

A = i
π√
Kq

G
(
ξq
)∗G

(
ξq
)
. (1.2.25)

Théorème 1.2 (Décomposition de la résolvante proche d’un seuil atteint)

Démonstration : En vertu de la proposition 1.2.1, les applications R± sont holomorphes au voisinage de
θq. Nous avons établi à la proposition 1.2.2 que rq (z) se décompose sous la forme

rq (z) =
A√

z−θq
+ r (z) ,

où r est holomorphe. Nous en déduisons la décomposition (1.2.24) avec A donné par la formule (1.2.14)
(qui correspond donc également à la formule (1.2.25)) et F = R−+ r+R+.

Remarque 1.2.4 : Si nous posons k :=
√

z−θp ∈C+, les théorèmes 1.1 et l1.2 assurent que l’appli-
cation

k ∈ C+ 7→ R0
(
θp + k2) (1.2.26)

possède une extension méromorphe dans un voisinage complexe de 0. De plus, 0 est le seul pôle de
cette extension et le résidu est donné par la définition (1.2.25) :

R0
(
θq + k2)= A

k
+ F̃0 (k) . (1.2.27)
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Nous utiliserons cette variable k aux théorèmes 1.4 et 1.5 pour étudier des résonances.
Nous montrons maintenant la proposition suivante qui assure que 〈x〉−α R0 (z) est un opérateur

compact. Elle sera utilisée dans la partie 1.3 (voir le théorème 1.3).

Soit α > 1, soit E0 ∈ σ (H0)\
{

Ep, p > 1
}

et soit, pour z ∈ V0, l’opérateur R0 (z) construit
au théorème 1.1.
Pour tout z ∈ V0, l’opérateur 〈x〉−α R0 (z) est un opérateur compact.

Proposition 1.2.4 (Prolongement compact)

Démonstration : Comme q est fini, la proposition 1.2.3 implique que les opérateurs R− (z) et rq (z) sont des
opérateurs à trace. Comme l’opérateur de multiplication par 〈x〉−α est continu, les opérateurs 〈x〉−α R− (z)
et 〈x〉−α rq (z) sont des opérateurs compacts.

De plus, comme β > 0 et α > 1, l’inégalité dia-magnétique [Fou10, Chapitre 2] assure que w(y)〈x〉−α H−1
0

est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Nous rappelons que pour p> q, γ =R. Par suite, R+ (z)=wΠ+R0 (z)Π+w,
puis

∥∥〈x〉−α R+ (z)
∥∥

2 6
∥∥〈x〉−α wH−1

0

∥∥
2 ‖Π+H0R0 (z)Π+w‖. Nous notons que σ (Π+H0Π+)= [θq+1,+∞).

Nous en déduisons au moyen du théorème spectral que ‖Π+H0R0 (z)Π+‖6 θq+1
∣∣θq+1− z

∣∣−1. Par suite,

∥∥〈x〉−α R+ (z)
∥∥

2 6
∥∥〈x〉−α wH−1

0

∥∥
2 ‖w‖

θq+1∣∣θq+1− z
∣∣ , (1.2.28)

d’où 〈x〉−α R+ (z) ∈S2
(
L2 (Ω0)

)
. Le résultat final est alors issu de la décomposition (1.2.23).

1.3 Perturbation par un potentiel électrique

1.3.1 Définition des résonances
Nous rappelons que le poids w est défini par w(y) = e−β 〈y〉. Nous considérons un potentiel élec-

trique V : Ω0 7→ R, mesurable tel qu’il existe deux constantes C > 0 et α > 1 telles que :

|V (x,y)|6Cw(y)2 〈x〉−α , (x,y) ∈Ω0. (1.3.1)

Soit H, l’opérateur défini sur le domaine D (H0) par

H :=H0 +V. (1.3.2)

Comme V (x,y)→ 0 lorsque (x,y)→ ∞, l’inégalité dia-magnétique assure que VH−1
0 est compact.

La perturbation autoadjointe définie par l’opérateur de multiplication par V est donc une perturba-
tion relativement compacte de H0. Ainsi par le critère de Weyl, les spectres essentiels de H0 et H
coïncident : σess (H) = σess (H0) = σ (H0) = [θ1,+∞).

Nous définissons pour z ∈ C\σ (H) la résolvante R(z) := (H− z)−1 ∈L
(
L2 (Ω0)

)
, puis la ré-

solvante à poids R(z) := wR(z)w ∈ L
(
L2 (Ω0)

)
. Le théorème suivant nous permet de définir les

résonances.

Pour tout E0 ∈ σ (H0)\
{

Ep, p > 1
}

, l’application R, initialement définie sur C\σ (H)
admet une extension méromorphe à un voisinage V ⊂M de E0.

Théorème 1.3 (Extension méromorphe)
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Démonstration : Nous rappelons que R0 (z) est définie pour z∈C\ [θ1,+∞) par R0 (z) = w(H0− z)−1 w et
s’étend analytiquement à un voisinage V0 de E0 (voir le théorème 1.1). Nous déterminons une condition
nécessaire et suffisante pour que R(z) soit bien défini. Pour cela nous calculons formellement

R(z) = w(H− z)−1 w = w(H0 +V − z)−1 w

= w
((

I +V (H0− z)−1
)
(H0− z)

)−1
w = w(H0− z)−1

(
I +V (H0− z)−1

)−1
w

= R0 (z)w−1
(

I +V (H0− z)−1
)−1

w = R0 (z)
(

w−1
(

I +V (H0− z)−1
)

w
)−1

= R0 (z)
(

I +V w−1 (H0− z)−1 w
)−1

= R0 (z)
(

I +V w(y)−2 R0 (z)
)−1

.

Ainsi, R(z) est bien défini si R0 (z) est bien défini (c’est le cas si z ∈ V0\θp) et si I +V w(y)−2 R0 (z) est
inversible. Dans ce cas les résolvantes R(z) et R0 (z) sont reliées par l’identité de la résolvante.

R(z) = R0 (z)
(

I +V w(y)−2 R0 (z)
)−1

. (1.3.3)

Comme V satisfait la majoration (1.3.1), il existe K > 0 tel que
∣∣∣V w(y)−2

∣∣∣6 K 〈x〉−α . Par suite, d’après

la proposition 1.2.4, l’opérateur V w(y)−2 R0 (z) est compact. Le théorème de Fredholm analytique (voir

le théorème C.2) assure alors l’existence d’une extension méromorphe de
(

1+V w(y)−2 R0 (z)
)−1

à un
voisinage V0 ⊂M de E0. Ce résultat combiné à celui du théorème 1.1 et à l’identité (1.3.3) fournit le
résultat.

1.3.2 Asymptotique des pôles
Nous nous intéressons aux pôles générés par une petite perturbation électrique. Nous considérons

un potentiel V = δV0, où V0 : Ω0→R est une fonction mesurable vérifiant la majoration (1.3.1). Nous
étudions pour δ petit, la résolvante à poids Rδ définie par

Rδ (z) := w(H0 +δV0− z)−1 w.

Nous montrons qu’il existe un voisinage de θp sur lequel Rδ possède un unique pôle zp (δ ) et nous
calculons un développement asymptotique de k (δ ) :=

√
zp (δ )−θp.

Le théorème 1.3 assure l’existence d’une extension méromorphe de Rδ sur un voisinage de θp et
donc la définition d’éventuels pôles. Nous rappelons que l’opérateur A et la fonction F sont définis
dans le théorème 1.2 et que la fonction F est holomorphe, donc bornée, au voisinage de θp. Il existe
donc un voisinage V de θp tel que Rδ admet un prolongement méromorphe à V et que F soit bornée
sur V . Nous définissons l’opérateur Aδ et la fonction Fδ holomorphe et bornée sur V par

Aδ := δV0w−2A,
Fδ := δV0w−2F.

(1.3.4)

Nous rappelons que Gp (ξp) est l’opérateur défini par la formule (1.2.6). Nous définissons, pour δ
assez petit pour que pour tout z ∈ V l’opérateur I +Fδ (z) soit inversible, l’opérateur G̃∗p (ξp) : C→
L2 (Ω0) par

G̃∗p (ξp) := G̃∗p (ξp,δ ,z) = δ
iπ√
Kp

(I +Fδ (z))
−1V0w−2Gp (ξp)

∗ . (1.3.5)

Soit η (z,δ ) le nombre complexe défini pour δ assez petit par

η (z,δ ) := Gp (ξp) G̃∗p (ξp) ∈ C, z ∈ V . (1.3.6)
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Nous notons que η (z,δ ) est donné par

η (z,δ ) = δ
iπ√
Kp

Gp (ξp)(I +Fδ (z))
−1V0w−2Gp (ξp)

∗ . (1.3.7)

Nous verrons plus tard (voir la proposition 1.3.2) que η permet de caractériser les résonances au
voisinage de θp. Dans la proposition suivante, nous voyons que η est analytique par rapport à δ et à z.
Nous utiliserons ce résultat au théorème 1.4 pour montrer que Rδ possède un unique pôle au voisinage
de θp.

Il existe un voisinage U de 0 et un voisinage V ⊂M de θp et une fonction H analytique
et bornée sur V ×U tels que l’application (z,δ ) 7→ η (z,δ ) soit holomorphe sur V ×U et
que pour tout δ ∈U et tout z ∈ V ,

η (z,δ ) = iη1δ +δ 2H (z,δ ) . (1.3.8)

De plus le coefficient η1 est donné par

η1 =
1

2
√

Kp

∫

Ω0

V0 (x,y)
∣∣up (x,ξp)

∣∣2 dxdy. (1.3.9)

Proposition 1.3.1 (Développement de η)

Démonstration : Soit V , un voisinage de θp tel que Rδ soit méromorphe sur V et que F soit bornée sur
V . Nous posons F̃ :=−V0w−2F de sorte que Fδ =−δ F̃ . Nous notons que F̃ est holomorphe et bornée

sur V . Par suite si δ <
∥∥∥F̃
∥∥∥
−1

∞
, la série de terme général

(
δ F̃ (z)

) j
converge normalement. L’inverse de

I +Fδ (z) est alors donné par la série de Neumann (convergent au sens de la convergence uniforme sur
V ) suivante.

(I +Fδ (z))
−1 =

+∞

∑
j=0

(−Fδ (z))
j =

+∞

∑
j=0

δ jF̃ (z) j. (1.3.10)

Ainsi pour tout z ∈ V , fixé, δ 7→ (I +Fδ (z))
−1 est holomorphe dans un voisinage U de 0. De plus

comme F̃ est bornée sur V , U ne dépend pas de z. Enfin comme pour δ ∈ U fixé, z 7→ (I +Fδ (z))
−1

est holomorphe sur V , le théorème d’Hartogs (voir le théorème C.1) assure que l’application (z,δ ) 7→
(I +Fδ (z))

−1 est holomorphe sur V ×U . De la formule (1.3.7), nous déduisons que η est holomorphe
sur V ×U .

Nous posons

H̃ (z,δ ) :=
(I +Fδ (z))

−1− I
δ

De la relation (1.3.10), nous déduisons que H̃ est bornée sur V ×U puis que

(I +Fδ (z))
−1 = I +δ H̃ (z,δ ) , z ∈ V , δ ∈U .

Nous injectons ce résultat dans l’identité (1.3.7) ce qui fournit la décomposition (1.3.8), avec

H (z,δ ) =
iπ√
Kp

Gp (ξp) H̃ (z,δ )V0w−2Gp (ξp)
∗

et
η1 =

iπ√
Kp

Gp (ξp)V0w−2Gp (ξp)
∗ .

Nous utilisons alors les définitions (1.2.6) de Gp (ξp) et (1.2.7) de Gp (ξp)
∗ pour en déduire la formule

(1.3.9).
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La proposition suivante fournit une équation caractérisant les pôles de Rδ .

Nous supposons qu’il existe δ0 > 0 et un voisinage V ⊂M de θ0, tel que

η (z,δ ) 6= 0, |δ |< δ0, z ∈ V . (1.3.11)

Au voisinage du seuil atteint θp, les pôles de Rδ sont des nombres z ∈ V ⊂M tels que
√

z−θp +η (z,δ ) = 0. (1.3.12)

Proposition 1.3.2

Remarque 1.3.1 : L’hypothèse (1.3.11) est vérifiée dès que la valeur de η1, donnée par la définition
(1.3.9) est non nulle. C’est le cas lorsque le potentiel V0 6= 0 est de signe constant.
Démonstration : Soit K l’opérateur défini par

K := K (δ ,z) = I +δV0w−2R0 (z) , z ∈ V , (1.3.13)

de sorte que l’identité de la résolvante (1.3.3) s’écrive pour tout z ∈ V tel que K est inversible

Rδ (z) = R0 (z)K−1. (1.3.14)

Nous rappelons (voir le théorème 1.2) que R0 (z) se décompose sous la forme

R0 (z) =
A√

z−θp
+F (z) .

Nous injectons cela dans la définition (1.3.13) de K. Cela produit l’identité

K = I +δV0w−2

(
A√

z−θp
+F (z)

)
= I +

δV0w−2A√
z−θp

+δV0w−2F (z) .

De la définition (1.3.4) de Aδ et Fδ , nous déduisons

K = I +
Aδ√
z−θp

+Fδ (z) .

Ainsi pour δ assez petit pour que I +Fδ (z) soit inversible, K admet la factorisation

K = (I +Fδ (z))

(
I +

1√
z−θp

(I +Fδ (z))
−1 Aδ

)
. (1.3.15)

Nous rappelons que A = iπK−1/2
p Gp (ξp)

∗Gp (ξp). Nous injectons cela dans la définition de Aδ , ce qui
fournit :

Aδ =
iπ√
Kp

δV0w−2Gp (ξp)
∗Gp (ξp) .

La définition (1.3.5) de G̃∗p fournit alors

(I +Fδ (z))
−1 Aδ = δ

iπ√
Kp

(I +Fδ (z))
−1V0w−2Gp (ξp)

∗Gp (ξp) = G̃∗p (ξp)Gp (ξp) .

La factorisation (1.3.15) de K s’écrit donc

K = (I +Fδ (z))

(
I +

1√
z−θp

G̃∗p (ξp)Gp (ξp)

)
. (1.3.16)
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Afin de calculer la résolvante de H, notre objectif est d’inverser K (voir la relation (1.3.14)). Pour
ce faire nous allons utiliser la factorisation (1.3.16) précédente. Pour delta assez petit, (I +Fδ (z)) est
inversible. Nous allons chercher à inverser I +(z−θp)

−1/2 G̃∗p (ξp)Gp (ξp) sur les espaces ker(Gp (ξp))

et Im
(

G̃∗p (ξp)
)

qui sont supplémentaires. En effet ker(Gp (ξp)) est un hyperplan de L2 (Ω0) et que

Im
(

G̃∗p (ξp)
)

est une droite vectorielle de L2 (Ω0). Ainsi, soit ces espaces sont supplémentaires, soit

Im
(

G̃∗p (ξp)
)
⊂ ker(Gp (ξp)) et donc η (z,δ ) = 0. Comme nous avous supposé que z et δ sont tels que

η (z,δ ) 6= 0, les espaces ker(Gp (ξp)) et Im
(

G̃∗p (ξp)
)

sont donc supplémentaires.

Soit Πδ la projection sur ker(Gp (ξp)) parallèlement à Im
(

G̃∗p (ξp)
)

et soit Π̃δ := I −Πδ . Par

construction, Gp (ξp)Πδ = 0. De plus par définition de Π̃δ , pour tout u ∈ L2 (Ω0), il existe v ∈ L2 (Ω0)

tel que Π̃δ u = G̃∗p (ξp)v. Ainsi, G̃∗p (ξp)Gp (ξp)Π̃δ u = G̃∗p (ξp)Gp (ξp) G̃∗p (ξp)v. Nous rappelons que
Gp (ξp) G̃∗p (ξp)=η (z,δ ). Nous en déduisons que G̃∗p (ξp)Gp (ξp)Π̃δ u=η (z,δ ) G̃∗p (ξp)v=η (z,δ )Π̃δ u.
Par suite

G̃∗p (ξp)Gp (ξp)Π̃δ = η (z,δ )Π̃δ .

Ainsi,
(

I +
1√

z−θp
G̃∗p (ξp)Gp (ξp)

)
Πδ = Πδ ,

(
I +

1√
z−θp

G̃∗p (ξp)Gp (ξp)

)
Π̃δ =

(
1+

η (z,δ )√
z−θp

)
Π̃δ .

Donc pour z ∈ V et δ ∈ R assez petit I +(z−θp)
−1/2 G̃∗p (ξp)Gp (ξp) est inversible sur ker(G(ξp)) et

si de plus
√

z−θp +η (z,δ ) 6= 0, δ ∈ R assez petit I +(z−θp)
−1/2 G̃∗p (ξp)Gp (ξp) est inversible sur

Im
(

G̃∗p (ξp)
)

. Nous déduisons alors de la décomposition I = Πδ + Π̃δ et de la factorisation (1.3.16)

que pour z ∈ V et δ ∈ R assez petit tels que
√

z−θp +η (z,δ ) 6= 0,

K−1 =

(
Πδ +

√
z−θp√

z−θp +η (z,δ )
Π̃δ

)
(I +Fδ (z))

−1 .

Nous combinons cela avec l’identité de la résolvante (1.3.14) et avec la décomposition (1.2.24) de
R0 (z). Nous en déduisons la factorisation suivante de Rδ (z)

Rδ (z) =

(
A√

z−θp
+F (z)

)(
Πδ +

√
z−θp√

z−θp +η (z,δ )
Π̃δ

)
(I +Fδ (z))

−1 . (1.3.17)

Enfin les définitions de A et de Πδ fournissent AΠδ = 0 et donc, pour z ∈M et δ ∈ R assez petit tels
que

√
z−θp +η (z,δ ) 6= 0,

Rδ (z) =
1√

z−θp +η (z,δ )

(
A+

√
z−θpF (z)

)
Π̃δ (I +Fδ (z))

−1 +F (z)Πδ (I +Fδ (z))
−1 . (1.3.18)

Les pôles de Rδ sont alors solutions de l’équation
√

z−θp +η (z,δ ) = 0.

Remarque 1.3.2 : Nous pouvons lire sur la formule (1.3.18) que la multiplicité du pôle z est donnée
par le rang de

(
A+

√
z−θpF (z)

)
Π̃δ qui est le résidu de z 7→ Rδ (z). Cependant, une solution de√

z−θp + η (z,δ ) = 0 pourrait ne pas être un pôle de Rδ car elle pourrait aussi être un zéro de
A+

√
z−θpF (z). Nous verrons au théorème 1.4 que pour δ assez petit, toute solution de l’équation

(1.3.12) est aussi un pôle de Rδ .
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Soit θp un seuil atteint. Il existe un voisinage V ⊂M de θp et δ0 > 0 tels que pour tout
δ ∈ (−δ0,δ0), la fonction méromorphe Rδ , possède un unique pôle zp (δ ) = θp+k (δ )2 sur
V .
Ce pôle est simple et la fonction δ ∈ (−δ0,δ0) 7→ k (δ ) est holomorphe au voisinage de 0.
De plus, k (δ ) vérifie le développement asymptotique

k (δ ) =−iη1δ +O
(
δ 2) , δ → 0, (1.3.19)

où η1 est donné par l’identité (1.3.9).

Théorème 1.4

Remarque 1.3.3 : Comme V0 est à valeur réelle η1 ∈ R. De plus, si V0 est de signe constant, η1 est
du signe de V0.

Connaitre le signe de η1 est important. En effet pour δ assez petit, la partie imaginaire de k (δ ) est
du signe de −η1. Dans le cas où η1 < 0, alors k (δ ) est dans le demi-plan supérieur et la résonance
zp = θp + k (δ )2 associée est alors située sur le premier feuillet de la surface de Riemann. Si dans ce
cas et dans le cas particulier p = 1, k (δ ) est de plus imaginaire pur, alors zp ∈ θp+R− est une valeur
propre de Hδ situé sous le spectre essentiel. Dans le cas où η1 > 0, alors k (δ ) est dans le demi-plan
inférieur et la résonance zq associée est alors située sur le second feuillet de la surface de Riemann.
Démonstration : Nous avons vu dans la proposition 1.3.2 qu’au voisinage de θp, les pôles de Rδ sont

solutions de l’équation √
z−θp +η (z,δ ) = 0. (1.3.20)

Nous allons maintenant résoudre cette équation. Nous rappelons que la fonction (z,δ ) 7→ η (z,δ ) est ho-
lomorphe sur V ×U (voir la proposition 1.3.1 ) et nous définissons sur

{
k ∈ C, θp + k2 ∈ V , δ ∈U

}

la fonction ζ par
ζ (k,δ ) = η

(
θp + k2,δ

)
+ k.

La décomposition (1.3.8) fournit alors

∂kζ (k,δ ) = 1+2kδ 2∂kH
(
θp + k2,δ

)
.

Ainsi ∂kζ (0,0)= 1 et le théorème des fonctions implicites holomorphe assure l’existence d’un voisinage
V de 0 ∈ Ck, d’un voisinage U de 0 ∈ Cδ et d’une fonction holomorphe g : V →U tels que pour tout
k ∈ V et tout δ ∈ U , ζ (k,δ ) = 0 si et seulement si k = k (δ ) := g(δ ). La valeur zδ = θp + k (δ )2 est
alors solution de l’équation (1.3.20). C’est le pôle de Rδ recherché.

Nous combinons l’holomorphie de δ 7→ k (δ ) et la proposition 1.3.1. Cela fournit le développement
asymptotique (1.3.19) de k (δ ).

Enfin nous rappelons que la multiplicité du pôle zp (δ ) := θp+k (δ )2 est donnée par le rang du résidu(
A+

√
zp (δ )−θpF (zp (δ ))

)
Π̃δ (voir la remarque 2 et la formule (1.3.18)). Comme

√
zp (δ )−θp =

k (δ )2, ce résidu s’écrit (A+ k (δ )F (zp (δ )))Π̃δ .

Nous rappelons que Π̃δ est la projection sur Im
(

G̃∗p (ξp)
)

, que G̃∗p (ξp) est donné par la définition
(1.3.5) et que A est donné par l’identité 1.2.25. Par conséquent

AG̃∗p (ξp) =
iπ√
Kp

Gp (ξp)
∗Gp (ξp) G̃∗p (ξp) =

iπ√
Kp

η (z,δ )Gp (ξp)
∗ .

Ainsi, la restriction de A à la droite vectorielle Im
(

Π̃δ

)
= Im

(
G̃∗p (ξp)

)
envoie cette droite vectorielle

sur la droite vectorielle Im
(
Gp (ξp)

∗). Cet opérateur est donc un opérateur inversible. Nous en déduisons
que AΠ̃δ est un opérateur de rang 1.
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De plus, si |δ | est assez petit, alors k (δ )F (zp (δ )) est petit (voir la formule (1.3.19)). Le rang de
(A+ k (δ )F (zp (δ )))Π̃δ est alors celui de AΠ̃δ , à savoir 1, ce qui conclut la démonstration puisque la
multiplicité du pôle est alors 1.

1.4 Perturbation géométrique

1.4.1 Déformation de la frontière
Nous rappelons que Ω0 = R∗+×R. Soit χ ∈ C ∞

0 (R). Nous définissons le domaine Ω par

Ω :=
{
(t,s) ∈ R2, t > χ (s)

}
.

Sur la figure 1.7, nous représentons le domaine Ω dans le cas où χ (s) = 2e−(s+3)−2−(s−3)−2
si |s|< 3

et χ (s) = 0 pour |s|> 3.
Soit L la bijection de Ω0 dans Ω définie par L(x,y) = (x+χ (y) ,y) , (x,y) ∈ Ω0. Sa matrice

jacobienne est donnée par

J =

(
1 χ ′ (y)
0 1

)
.

Comme det(J) = 1, L est un difféomorphisme entre le demi-plan Ω0 et Ω.
La frontière ∂Ω de Ω est la courbe paramétrée donnée par (t (y) ,s(y)) = (χ (y) ,y). Le vecteur

tangent à ∂Ω au point M (y), de paramètre y, est donc dirigé par (χ ′ (y) ,1). La normale à ∂Ω unitaire
et dirigée vers l’intérieur de Ω vaut donc

n(y) :=
(1,−χ ′ (y))√

1+χ ′ (y)2
. (1.4.1)

1.4.2 Définition de l’opérateur
Nous rappelons que A est le potentiel magnétique défini par A(t,s) = (0, t) et comme dans la partie

1.1, nous définissons le laplacien magnétique H comme l’opérateur associé à la forme quadratique

q(u) :=
∫

Ω
|i∇u(t,s)+A(t)u(t,s)|2 dtds,

initialement définie sur C ∞
0
(
Ω
)

puis fermée dans L2 (Ω).
Cet opérateur est un laplacien magnétique dans le domaine à bord Ω. La proposition B.1 assure

alors que H s’identifie à l’opérateur différentiel

(i∇+A)2 , (1.4.2)

agissant sur L2 (Ω) avec la condition au bord de Neumann magnétique

n · (i∇+A)u|∂Ω0 = 0. (1.4.3)

Nous utilisons le changement de variable (s, t) = L(x,y) afin de ramener l’étude de H à l’étude
d’un opérateur agissant sur L2 (Ω0). En variables x,y, le potentiel magnétique A = (0, t) s’écrit

A(t,s) = Ã(x,y) = (0,x+χ (y)) . (1.4.4)
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t = χ (s)

Ω =
{
(t,s) ∈ R2, t > χ (s)

}

n(t,s)

(t,s)•

t

s

Figure 1.7 – Le demi-plan Ω avec perturbation de la frontière.

et le gradient ∇ := ∂tdt +∂sds est donné par

∇ = tJ−1∇x,y = ∂xdx+
(
∂y−χ ′ (y)∂x

)
dy. (1.4.5)

En combinant la définition (1.4.2) de l’opérateur H comme opérateur différentiel en variables
(s, t), la valeur (1.4.5) du gradient ∇ par rapport aux variables (x,y) et la valeur (1.4.4) du potentiel
A par rapport aux variables (x,y), nous voyons que l’opérateur H est unitairement équivalent à
l’opérateur

−∂ 2
x +

(
i∂y + x− iχ ′ (y)∂x +χ (y)

)2
, (1.4.6)

agissant sur L2 (Ω0). De plus, en utilisant la valeur (1.4.1) du vecteur normal n(y), nous calculons
que la condition au bord (1.4.3) se traduit en variables (x,y) par n(y) · (i∇+A)u(x,y)|x=0 = 0. Ainsi,
nous déduisons que

0 =
(
1,−χ ′ (y)

)
·
(
i∂xu(0,y) , i∂yu(0,y)− iχ ′ (y)∂xu(0,y)+χ (y)u(0,y)

)

= i
((

1+χ ′ (y)2
)

∂xu(0,y)−χ ′ (y)∂yu(0,y)
)
−χ ′ (y)χ (y)u(0,y) .

L’opérateur H est donc unitairement équivalent à l’opérateur H donné par

Hu =−∂ 2
x +

(
i∂y + x− iχ ′ (y)∂x +χ (y)

)2
,
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agissant sur L2 (Ω0) avec la condition au bord
(

1+χ ′ (y)2
)

∂xu(0,y)−χ ′ (y)∂yu(0,y) =−iχ ′ (y)χ (y)u(0,y) . (1.4.7)

Remarque 1.4.1 : Le domaine de H est donc donné par

D (H) =
{

u ∈ L2 (Ω0) , u◦L ∈D (H ) , u vérifie (1.4.7)
}
.

Dans la suite nous allons montrer que dans le cas où χ modélise une petite perturbation du bord,
la résolvante de H admet un prolongement méromorphe au voisinage des seuils θp puis nous analy-
serons ses pôles (voir le théorème 1.5). Les méthodes que nous avons utilisées dans la partie 1.3 ne
peuvent pas être appliquées exactement de la même façon. En effet il n’est pas possible de définir
une perturbation V comme V := H −H0 car les domaines de H et de H0 sont différents. De plus,
même après avoir redressé la frontière, les domaines de H et de H0 sont différents car la condition
au bord (1.4.7) diffère de la condition au bord de Neumann classique. La méthode que nous utilisons
est inspirée de l’étude de résonances générées par un obstacle [Bru15b]. Elle consiste à étudier la
différence de résolvante H−1

0 −H−1 défini sur L2 (Ω0) tout entier.

1.4.3 Une différence de Résolvante
Nous commençons par étudier l’opérateur V défini sur L2 (Ω0) par

V :=H−1
0 −H−1. (1.4.8)

Cet opérateur servira dans la suite à construire explicitement une extension méromorphe de la ré-
solvante de H (voir la proposition 1.4.3). Son rôle est à rapprocher du rôle que jouait le potentiel
électrique V dans la partie précédente b.

Afin de décomposer l’opérateur V , nous introduisons les opérateurs V ∞ et V 0 suivants. L’opérateur
V ∞ est défini sur L2 (Ω0) par

V ∞ :=H−1
0

((
−iχ ′∂x +χ

)2
+(i∂y + x)

(
−iχ ′∂x +χ

)
+
(
−iχ ′∂x +χ

)
(i∂y + x)

)
H−1, (1.4.9)

et V 0 est l’opérateur agissant sur L2 (Ω0) associé à la forme bilinéaire

q0 ( f ,g) =−
∫

R
∂xH

−1 f (0,y)H−1
0 g(0,y)dy. (1.4.10)

L’opérateur V se décompose sous la forme :

V =V 0 +V ∞ (1.4.11)

Proposition 1.4.1 (Décomposition de V )

Démonstration : Soit ( f ,g) ∈ L2 (Ω0)
2. Soient u :=H−1 f ∈D (H) et v :=H−1

0 g ∈D (H0). Nous rappe-
lons que l’opérateur H0 agit sur les fonctions de son domaine comme l’opérateur donné par la définition
(1.1.2) et nous calculons

(
H−1 f g

)
à l’aide de u et v :

(
H−1 f g

)
=
(

u H0v
)
=
∫

Ω0

u
(
−∂ 2

x v−∂ 2
y v+2ix∂yv+ x2v

)
dxdy

=
∫

Ω0

u
(
−∂ 2

x v−∂ 2
y v−2ix∂yv+ x2v

)
dxdy

=
∫

R
u(0,y)∂xv(0,y)dy+

∫

Ω0

∂xu∂xv−∂ 2
y u · v+2ix∂yu · v+ x2u · vdxdy.

b. L’analogue exact de V dans la partie précédente serait l’opérateur H−1
0 VH−1
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Nous rappelons que v ∈ D (H0) et que H0 vérifie la condition au bord de Neumann classique, à savoir
∂xv(0,y) = 0, y ∈ R (voir la partie 1.1). Ainsi

(
H−1 f g

)
=

∫

Ω0

∂xu∂xv−∂ 2
y u · v+2ix∂yu · v+ x2u · vdxdy

=
∫

R
∂xu(0,y)v(0,y)dy+

∫

Ω0

(
−∂ 2

x u−∂ 2
y u+2ix∂yu+ x2u

)
vdxdy

=
∫

R
∂xu(0,y)v(0,y)dy+

∫

Ω0

(
−∂ 2

x u+(i∂y + x)2 u
)

vdxdy

=
∫

R
∂xu(0,y)v(0,y)dy+

(
−∂ 2

x u+(i∂y + x)2 u v
)
.

(1.4.12)

D’une part, nous utilisons u =H−1 f et v =H−1
0 g. Cela produit

∫

R
∂xu(0,y)v(0,y)dy =

∫

R
∂xH

−1 f (0,y)H−1
0 g(0,y)dy =−q0 ( f ,g) . (1.4.13)

D’autre part, nous exploitons H =−∂ 2
x +(i∂y + x− iχ ′ (y)∂x +χ (y))2, u =H−1 f puis la définition

(1.4.9) de V ∞ pour en déduire que

−∂ 2
x u+(i∂y + x)2 u = f −H0V ∞ f . (1.4.14)

De plus, H−1
0 est autoadjoint et v =H−1

0 g ∈D (H0). Par suite
(
H0V ∞ f v

)
=
(

V ∞ f H0v
)
=
(

V ∞ f g
)
. (1.4.15)

Nous injectons maintenant les formules (1.4.13), (1.4.14) et (1.4.15) dans la relation (1.4.12). Nous en
déduisons que (

H−1 f g
)
=−q0 ( f ,g)+

(
f v

)
−
(

V ∞ f g
)
. (1.4.16)

Enfin comme H−1
0 est autoadjoint, il vient

(
H−1

0 f g
)
=
(

f H−1
0 g

)
=
(

f v
)
. Nous combinons

cela avec la formule (1.4.16) et avec V =H−1
0 −H−1 ce qui fournit

(
V f g

)
= q0 ( f ,g)+

(
V ∞ f g

)
,

c’est-à-dire, V =V 0 +V ∞.

Nous définissons la famille de fonctions.

f00 (x,y) = χ (y)2 +2xχ (y) , f11 (x,y) = 2χ ′ (y) ,
f01 (x,y) = 2iχ (y) , f20 (x,y) =−χ ′2 (y) ,
f10 (x,y) = χ ′′ (y)−2iχ (y)χ ′ (y)−2ixχ ′ (y) ,

(1.4.17)

de sorte que l’opérateur V ∞ se décompose sous la forme

V ∞ =H−1
0
(

f00 + f10∂x + f01∂y + f11∂x∂y + f20∂ 2
x
)
H−1. (1.4.18)

Nous définissons pour z ∈ C+ la résolvante R(z) := (H− z)−1 ∈L
(
L2 (Ω0)

)
, puis nous posons

R(z) := wR(z)w ∈L
(
L2 (Ω0)

)
.

Nous rappelons que V =H−1
0 −H−1 et nous développons

R(z)(I + zVH0R0 (z)) = R(z)(H0− z+ zVH0)R0 (z) = R(z)
(
(H0− z)H−1

0 + zV
)
H0R0 (z)

= R(z)
(
I− zH−1

0 + zV
)
H0R0 (z) = R(z)

(
I− zH−1

0 + zH−1
0 − zH−1)H0R0 (z)

= R(z)
(
I− zH−1)H0R0 (z) = R(z)(H− z)H−1H0R0 (z) =H−1H0R0 (z) .
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Nous avons donc montré que R(z)(I + zVH0R0 (z))=H−1H0R0 (z). De plus, comme H−1 =H−1
0 −

V , nous déduisons que

H−1H0R0 (z) =
(
H−1

0 −V
)
H0R0 (z) = R0 (z)−VH0R0 (z) .

Nous avons donc montré que R(z)(I + zVH0R0 (z)) = H−1H0R0 (z) = R0 (z)−VH0R0 (z). Nous
injectons alors l’identité H0R0 (z) = I + zR0 (z) dans cette relation. Cela produit

R(z)
(
I + zw−1V w+ z2w−1V w−1R0 (z)

)
= R0 (z)−wV w− zwV w−1R0 (z) . (1.4.19)

Par la suite nous allons utiliser cette identité pour calculer une formule explicite de la résolvante R(z).

1.4.4 Asymptotique des pôles
Nous nous intéressons à l’influence d’une petite perturbation de la frontière. Avec les notations des

sous-parties 1.4.1 et 1.4.2, nous considérons une frontière paramétrée par une fonction χ de la forme
χ = δ χ0 où χ0 ∈ C ∞

0 (R). Soit Hδ l’opérateur défini dans la sous-partie 1.4.2, soit Rδ sa résolvante
et soit Vδ :=H−1

0 −H−1
δ . Nous montrons que pour δ assez petit, la résolvante à poids Rδ définie par

Rδ (z) := w(Hδ − z)−1 w possède une extension méromorphe, que cette dernière possède un unique
pôle zq (δ ) au voisinage de θq et nous montrons que

√
zq (δ )−θq = O

(
δ 2) lorsque δ → 0.

Nous définissons la famille de fonctions

f 1
00 (x,y) = 2xχ0 (y) , f 2

00 (x,y) = χ0 (y)
2 ,

f 1
10 (x,y) = χ ′′0 (y)−2ixχ ′0 (y) , f 2

10 (x,y) =−2iχ0 (y)χ ′0 (y) ,
f 1
01 (x,y) = 2iχ0 (y) , f 2

01 (x,y) = 0,
f 1
11 (x,y) = 2χ ′0 (y) , f 2

11 (x,y) = 0,
f 1
20 (x,y) = 0, f 2

20 (x,y) =−χ ′0 (y)
2 .

(1.4.20)

et les opérateurs v∞
j par

v∞
j =H−1

0

(
f j
00 + f j

10∂x + f j
01∂y + f j

11∂x∂y + f j
20∂ 2

x

)
, j ∈ {1,2} . (1.4.21)

Nous définissons également v0
δ comme l’opérateur associé à la forme quadratique

q0
δ ( f ,g) :=−

∫

R
∂xH

−1
δ f (0,y)H−1

0 g(0,y)dy. (1.4.22)

Nous rappelons que χ = δ χ0 et nous combinons la proposition 1.4.1 avec la décomposition (1.4.18)
de V ∞ et avec la définition (1.4.10) de V 0. L’opérateur Vδ se décompose donc sous la forme

Vδ =
(
δv∞

1 +δ 2v∞
2
)
H−1

δ + v0
δ . (1.4.23)

Soient v0
1 et v0

2, les opérateurs respectivement associés aux formes quadratiques

q0
1 ( f ,g) :=−

∫

R
χ ′0 (y)∂y f (0,y)H−1

0 g(0,y)dy. (1.4.24)

q0
2 ( f ,g) :=− i

∫

R
χ0 (y)χ ′0 (y) f (0,y)H−1

0 g(0,y)dy. (1.4.25)

Dans le lemme suivant, nous analysons le comportement asymptotique de v0
δ lorsque δ → 0. Il

sera utilisé au lemme 1.4.2 pour déterminer le comportement asymptotique de Vδ lorsque δ → 0.
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L’opérateur v0
δ se décompose sous la forme

v0
δ =

(
δv0

1 +δ 2v0
2 + r0

δ
)
H−1

δ . (1.4.26)

De plus, δ 7→ r0
δ est holomorphe au voisinage de 0 et rδ = O

(
δ 3) lorsque δ → 0.

Lemme 1.4.1 (Développement de v0
δ )

Démonstration : Nous rappelons que les fonctions du domaine de Hδ vérifient la condition au bord (1.4.7).
Ainsi

q0
δ ( f ,g) =−

∫

R

[
δ χ ′0 (y)

1+δ 2χ ′0 (y)
2 ∂yH

−1
δ f (0,y)+

iδ 2χ0 (y)χ ′0 (y)
1+δ 2χ ′0 (y)

2 H−1
δ f (0,y)

]
H−1

0 g(0,y)dy.

De plus, nous développons

δ χ ′0 (y)
1+δ 2χ ′0 (y)

2 = δ χ ′0 (y)−
δ 3χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 ,

δ 2χ0 (y)χ ′0 (y)
1+δ 2χ ′0 (y)

2 = δ 2χ0 (y)χ ′0 (y)−
δ 4χ0 (y)χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 .

Nous en déduisons alors que

q0
δ ( f ,g) = δq0

1
(
H−1

δ f ,g
)
+δ 2q0

2
(
H−1

δ f ,g
)
+

∫

R

[
δ 3χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 ∂yH

−1
δ f (0,y)+

iδ 4χ0 (y)χ ′0 (y)
3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 H−1

δ f (0,y)

]
H−1

0 g(0,y)dy.

C’est la décomposition (1.4.26) où rδ est l’opérateur associé à la forme quadratique

q̃δ ( f ,g) :=−
∫

R

[
δ 3χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 ∂y f (0,y)+

iδ 4χ0 (y)χ ′0 (y)
3

1+δ 2χ ′0 (y)
2 f (0,y)

]
H−1

0 g(0,y)dy. (1.4.27)

Enfin nous rappelons que χ0 est à support compact. Par conséquent, il existe une constante K0 telle que
pour tout y ∈ R,

∣∣∣∣∣
δ 3χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2

∣∣∣∣∣6 K0δ 3

∣∣∣∣∣
δ 4χ0 (y)χ ′0 (y)

3

1+δ 2χ ′0 (y)
2

∣∣∣∣∣6 K0δ 3

. Nous injectons cette majoration dans la définition (1.4.27) de r0
δ ce qui fournit r0

δ = O
(
δ 3
)
.

Le théorème d’holomorphie sous le signe intégrale fournit l’holomorphie de δ 7→ rδ au voisinage de
0.

Le lemme suivant décrit le comportement asymptotique de Vδ lorsque δ → 0. Nous l’utiliserons à la
proposition 1.4.2.
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L’application δ 7→Vδ est holomorphe au voisinage de 0. L’opérateur Vδ admet le dévelop-
pement asymptotique

Vδ = δV1 +δ 2V2 + rδ , δ → 0. (1.4.28)

De plus rδ = O
(
δ 3) et V1 et V2 sont donnés par

V1 =
(
v∞

1 + v0
1
)
H−1

0

V2 =
(

v∞
2 + v0

2−
(
v∞

1 + v0
1
)2
)
H−1

0
(1.4.29)

Lemme 1.4.2

Démonstration : Nous combinons les décompositions (1.4.23) et (1.4.26). Cela produit

Vδ =
(
δ
(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)
H−1

δ . (1.4.30)

Nous rappelons que Vδ est défini par Vδ =H−1
0 −H−1

δ . Par suite H−1
δ =H−1

0 −Vδ .
En injectant cela dans l’identité (1.4.30) précédente, nous déduisons que

Vδ =
(
δ
(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)(

H−1
0 −Vδ

)
.

Par suite, nous déduisons que Vδ vérifie l’équation
(
I +δ

(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)

Vδ =
(
δ
(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)
H−1

0 . (1.4.31)

Nous déduisons alors que si δ est assez petit,

Vδ =
(
I +δ

(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)−1 (δ

(
v∞

1 + v0
1
)
+δ 2 (v∞

2 + v0
2
)
+ r0

δ
)
H−1

0 . (1.4.32)

Nous rappelons que δ 7→ r0
δ est holomorphe au voisinage de 0. Ainsi δ 7→

(
I +δ

(
v∞

1 + v0
1

)
+δ 2

(
v∞

2 + v0
2

)
+ r0

δ
)

puis δ 7→
(
I +δ

(
v∞

1 + v0
1

)
+δ 2

(
v∞

2 + v0
2

)
+ r0

δ
)−1 (δ

(
v∞

1 + v0
1

)
+δ 2

(
v∞

2 + v0
2

)
+ r0

δ
)

le sont également.
Nous combinons cela avec l’identité (1.4.32). Nous en déduisons que δ 7→Vδ est holomorphe au voisi-
nage de 0.

Enfin comme r0
δ = O

(
δ 3
)
, nous tirons de la décomposition (1.4.32) que

Vδ = δ
(
v∞

1 + v0
1
)
H−1

0 +δ 2
(

v∞
2 + v0

2−
(
v∞

1 + v0
1
)2
)
H−1

0 +O
(
δ 3) . (1.4.33)

Nous rappelons que A et F sont définis par le théorème 1.2. Nous définissons l’opérateur Aδ et les
fonctions Fδ et F̃δ , holomorphe sur un voisinage V de θp par

Aδ := θ 2
pw−1Vδ w−1A,

Fδ (z) := zw−1Vδ w+ z2w−1Vδ w−1F (z)+
√

z−θp (z+θp)w−1Vδ w−1A,
F̃δ (z) := F (z)−wVδ w−

√
z−θpwVδ w−1A− zwVδ w−1F (z) .

(1.4.34)

Nous rappelons que Gp (ξp) est défini par la formule (1.2.6). Nous définissons pour δ assez petit pour
que pour tout z ∈ V l’opérateur (I +Fδ (z)) soit inversible, l’opérateur G̃p

∗
(ξp) : C→ L2 (Ω0) par

G̃p
∗
(ξp) := G̃p

∗
(ξp,δ ,z) =

iπθ 2
p√

Kp
(I +Fδ (z))

−1 w−1Vδ w−1Gp (ξp)
∗ . (1.4.35)

Nous notons que G̃p
∗
(ξp) est un opérateur de rang 1. Enfin, soit η (z,δ ), le nombre complexe défini

par
η (z,δ ) := Gp (ξp) G̃p

∗
(ξp) ∈ C. (1.4.36)

36



La proposition suivante décrit le comportement de η . Elle servira à déterminer le comportement
asymptotique des résonances au théorème 1.5. Contrairement au cadre de la partie 1.3 (voir la pro-
position 1.3.1), ici le terme d’ordre 1 du développement asymptotique est toujours nul. Nous serons
donc amené à calculer le terme d’ordre 2.

Il existe un voisinage U de 0, un voisinage V ⊂M de θp et une fonction g analytique et
bornée sur V ×U tels que l’application (z,δ ) 7→ η (z,δ ) soit holomorphe sur V ×U et
que pour tout δ ∈U et tout z ∈ V ,

η (z,δ ) = iη2δ 2 +
√

z−θpδ 2g(z)+O
(
δ 3) , z ∈ V , |δ |< δ0. (1.4.37)

Proposition 1.4.2 (Développement de η)

Démonstration : Dans un premiers temps nous montrons le résultat d’holomorphie de η . Nous rappelons
que Fδ est donnée par

Fδ (z) = zw−1Vδ w+ z2w−1Vδ w−1F (z)+
√

z−θp (z+θp)w−1Vδ w−1A.

La proposition (1.4.28) assure que δ 7→Vδ est holomorphe sur un voisinage de 0. Il en est donc de même
pour δ 7→ Fδ (z). Par suite, comme Fδ (z) = o(δ ) lorsque δ → 0, δ 7→ (I +Fδ (z))

−1 est analytique dans
un voisinage de 0 (comme composée d’applications holomorphe). Nous combinons ce résultat avec
l’holomorphie de δ 7→ Vδ au voisinage de 0 et nous en déduisons que l’application δ 7→ G̃p

∗
(ξp) est

holomorphe au voisinage de 0 (nous rappelons que G̃p
∗
(ξp) est donné par la définition (1.4.35)). Ce

résultat, injecté dans la définition de η (z,δ ), assure alors que la fonction δ 7→ η (z,δ ) est analytique sur
un voisinage U de 0.

De plus, comme F est holomorphe au voisinage de θp, la fonction z 7→ Fδ (z) est holomorphe au
voisinage de θp. Il en est donc de même pour z 7→ (I +Fδ (z))

−1 puis pour z 7→ G̃p
∗
(ξp) et enfin pour

z 7→ η (z,δ ). En notant V , un voisinage de θp sur lequel z 7→ η (z,δ ) est holomorphe. Le théorème
d’Hartogs (voir le théorème C.1) assure l’holomorphie de (z,δ ) 7→ η (z,δ ) sur V ×V.

Nous montrons maintenant la décomposition (1.4.37). Soient V1 et V2 les opérateurs définis par la
définition (1.4.29) et soient les fonctions holomorphes définies par

H1 (z) = zw−1V1w+ z2w−1V1w−1F (z)+
√

z−θp (z+θp)w−1V1w−1A,

R̃δ (z) = Fδ (z)−δH1 (z) .

Nous déduisons du développement (1.4.28) que Vδ est borné. Ainsi, pour δ assez petit, Fδ (z) est bornée
sur un voisinage de θp indépendant de δ . De plus, Fδ = O(δ ) et, pour δ assez petit, I + Fδ (z) est
inversible et (I +Fδ (z))

−1 se décompose sous la forme

(I +Fδ (z))
−1 = I−Fδ (z)+O

(
δ 2)= I−δH1 (z)+O

(
δ 2) .

Il existe donc une fonction g̃, holomorphe au voisinage de θp telle que

(I +Fδ (z))
−1 = I−δH1 (θp)+

√
z−θpδ g̃(z)+O

(
δ 2) . (1.4.38)

Enfin, nous injectons les décompositions (1.4.28) et (1.4.38) dans l’identité

η (z,δ ) =
iπ√
Kp

Gp (ξp)(I +Fδ (z))
−1 θ 2

pw−1Vδ w−1Gp (ξp)
∗ .

Il vient donc

η (z,δ )=
iπ√
Kp

Gp (ξp)
(

I−δH1 (θp)+
√

z−θpδ g̃(z)+O
(
δ 2))θ 2

pw−1 (δV1 +δ 2V2 + rδ
)

w−1Gp (ξp)
∗ .
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Par suite
η (z,δ ) = δη1 +δ 2η2 (z)+O

(
δ 3) ,

avec

η1 =
iπ√
Kp

Gp (ξp)θ 2
pw−1V1w−1Gp (ξp)

∗ ,

η2 (z) =
iπ√
Kp

Gp (ξp)
(

θ 2
pw−1V2 +

(√
z−θpg̃(z)−H1 (θp)

)
θ 2

pw−1V1

)
w−1Gp (ξp)

∗ .

Nous rappelons que les fonctions f 1
00, f 1

01, f 1
10 et f 1

11 sont définies par la définition (1.4.20) et que v∞
1

est défini par la formule (1.4.21). Nous définissons alors les nombres

η0
1 := 2πGp (ξp)θ 2

pw−1v0
1H
−1
0 w−1Gp (ξp)

∗

η00
1 := 2πGp (ξp)θ 2

pw−1H−1
0 f 1

00H
−1
0 w−1Gp (ξp)

∗

η10
1 := 2πGp (ξp)θ 2

pw−1H−1
0 f 1

10∂xH
−1
0 w−1Gp (ξp)

∗

η01
1 := 2πGp (ξp)θ 2

pw−1H−1
0 f 1

01∂yH
−1
0 w−1Gp (ξp)

∗

η11
1 := 2πGp (ξp)θ 2

pw−1H−1
0 f 1

11∂y∂xH
−1
0 w−1Gp (ξp)

∗ ,

de sorte que

η1 =
i

2
√

Kp

(
η0

1 +η00
1 +η10

1 +η01
1 +η11

1
)
. (1.4.39)

Soit vp, la fonction définie par
vp (x,y) := eiξpyup (x,ξp)

Nous rappelons que χ0 est à support compact. Soit I un ouvert contenant le support de χ0. L’opérateur
H−1

0 est autoadjoint sur L2 (Ω0). Ainsi H−1
0 est autoadjoint sur L2 (R+× I). De plus vp ∈ L2 (R+× I)

et nous calculons θpH
−1
0 vp = vp. Enfin nous rappelons que

Gp (ξ ) f =
1√
2π

∫

Ω0

e−iξpyw(y)up (x,ξp) f (x,y)dxdy. (1.4.40)

Nous calculons alors

η00
1 =

∫

Ω0

e−iξpyw(y)up (x,ξp)θ 2
pw−1 (y)H−1

0 f 1
00 (x,y)H

−1
0 w−1 (y)eiξpyw(y)up (x,ξp)dxdy

=
∫

R+×I
vp (x,y)θpH

−1
0 f 1

00 (x,y)θpH
−1
0 vp (x,y)dxdy

=
∫

R+×I
θpH

−1
0 vp (x,y) f 1

00 (x,y)θpH
−1
0 vp (x,y)dxdy

=
∫

R+×I
vp (x,y) f 1

00 (x,y)vp (x,y)dxdy

=
∫

R+×I
e−iξpyup (x,ξp)2xχ0 (y)eiξpyup (x,ξp)dxdy

=
∫

R+×I
up (x,ξp)

2 2xχ0 (y)dxdy

=2
∫

R+

xup (x,ξp)
2 dx

∫

R
χ0 (y)dy.

Nous calculons de même

η01
1 =−2

∫

R+

ξpup (x,ξp)
2 dx

∫

R
χ0 (y)dy.
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De plus, χ0 est à support compact. Par conséquent χ ′0 et χ ′′0 sont d’intégrale nulle. Nous combinons cela
avec les définitions (1.4.20) de f 1

10 et de f 1
11 et un calcul analogue au précédent. Cela fournit

η10
1 = η11

1 = 0.

Nous avons donc montré que

η00
1 +η01

1 +η10
1 +η11

1 = 2
∫

R+

(x−ξp)up (x,ξp)
2 dx

∫

R
χ0 (y)dy. (1.4.41)

Pour calculer la valeur de cette intégrale, nous utilisons la Formule de Feynman Hellmann (voir la
proposition A.2) qui fournit

λ ′p (ξ ) =
∫

R+

∂ξ (x−ξ )2 up (x,ξ )2 dx =−2
∫

R+

(x−ξ )up (x,ξ )2 dx, ξ ∈ R.

La formule (1.4.41) s’écrit alors

η00
1 +η01

1 +η10
1 +η11

1 =−λ ′p (ξp)
∫

R
χ0 (y)dy.

Enfin nous rappelons que ξp est un minimum pour λp. Par conséquent, λ ′p (ξp) = 0 puis

η00
1 +η01

1 +η10
1 +η11

1 = 0.

Nous combinons cela avec l’égalité (1.4.41) puis avec la décomposition (1.4.39) de η1, nous dédui-
sons que η1 = i

(
2
√

Kp
)−1 η0

1 . Nous rappelons que v0
1 est associé à la forme quadratique q0 définie par

l’identité (1.4.24). Nous calculons alors

η0
1 = θ 2

p
(

vp v0H−1
0 vp

)

= θp
(

vp v0vp
)

=−
∫

I
χ ′0 (y)∂yvpθpH−1

0 vp (0,y)dy

=−
∫

I
χ ′0 (y)∂yvpvp (0,y)dy

=−2iξ up (0,ξp)
2
∫

I
χ ′0 (y)dy = 0.

Ainsi, η (z,δ ) admet le développement η (z,δ ) = η2δ 2 +δ 2g(z)+O
(
δ 3
)
, où η2 est donné par :

η2 =
iπ√
Kp

Gp (ξp)
(
θ 2

pw−1V2−H1 (θp)θ 2
pw−1V1

)
w−1Gp (ξp)

∗

Nous supposons qu’il existe δ0 > 0 et un voisinage de V ⊂M de θp tel que

η (z,δ ) 6= 0, |δ |< δ0, z ∈ V .

Pour δ assez petit, l’application z 7→ Rδ (z) est méromorphe sur un voisinage épointé V de
θp. De plus les pôles de Rδ sont des solutions de l’équation

√
z−θp +η (z,δ ) = 0. (1.4.42)

Proposition 1.4.3
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Démonstration : Soit K l’opérateur défini par :

K = K (δ ,z) := I + zw−1Vδ w+ z2w−1Vδ w−1R0 (z) .

de sorte que l’identité de la résolvante (1.4.19) s’écrive sous la forme

Rδ (z)K = R0 (z)−wVδ w− zwVδ w−1R0 (z) . (1.4.43)

Nous rappelons que (voir le théorème 1.2)

R0 (z) =
A√

z−θp
+F (z) .

Nous injectons cela dans la définition de K. Il vient alors

K = I + zw−1Vδ w+ z2w−1Vδ w−1

(
A√

z−θp
+F (z)

)

= I + zw−1Vδ w+ z2w−1Vδ w−1F (z)+
√

z−θp (z+θp)w−1Vδ w−1A+
θ 2

pw−1Vδ w−1A√
z−θp

.

Nous combinons cette identité avec les définitions (1.4.34) de Aδ et de Fδ . Nous en déduisons que

K = I +Fδ (z)+
Aδ√
z−θp

.

Ainsi, pour δ assez petit et z au voisinage de θp, K se factorise sous la forme

K = (I +Fδ (z))

(
I +

(I +Fδ (z))
−1 Aδ√

z−θp

)
. (1.4.44)

Nous rappelons que A = iπK−1/2
p Gp (ξp)

∗Gp (ξp). Nous injectons cela dans la définition de Aδ , ce
qui produit

Aδ =
iπθ 2

p√
Kp

w−1Vδ w−1Gp (ξp)
∗Gp (ξp) .

Par conséquent, la définition (1.4.35) de G̃p
∗
(ξp) fournit

(I +Fδ (z))
−1 Aδ =

iπθ 2
p√

Kp
(I +Fδ (z))

−1 w−1Vδ w−1Gp (ξp)
∗Gp (ξp) = G̃p

∗
(ξp)Gp (ξp) .

Enfin, de la factorisation (1.4.44) de K, nous tirons

K = (I +Fδ (z))

(
I +

1√
z−θp

G̃p
∗
(ξp)Gp (ξp)

)
. (1.4.45)

Comme dans la partie 1.3, pour calculer explicitement la résolvante Rδ , nous cherchons à inverser
K (voir l’identité de la résolvante (1.4.43)). Pour ce faire, nous allons utiliser la factorisation (1.4.45)
précédente. Pour δ assez petit, (I +Fδ (z)) est inversible. Nous allons maintenant chercher à inverser
I+(z−θp)

−1/2 G̃p
∗
(ξp)Gp (ξp) sur les espaces ker(Gp (ξp)) et Im

(
G̃p
∗
(ξp)

)
qui sont supplémentaires

(car nous avons supposé que η (z,δ ) 6= 0 pour δ assez petit et z au voisinage de θp).
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Soit Πδ la projection sur ker(Gp (ξp)) parallèlement à Im
(

G̃p
∗
(ξp)

)
et soit Π̃δ := I−Πδ . Comme

dans la partie 1.3.2, Gp (ξp)Πδ = 0 et G̃p
∗
(ξp)Gp (ξp)Π̃δ = η (z,δ )Π̃δ . Nous en déduisons donc c que

K−1 =

(
Πδ +

√
z−θp√

z−θp +η (z,δ )
Π̃δ

)
(I +Fδ (z))

−1 . (1.4.46)

D’autre part, nous combinons la décomposition R0 (z) = A(z−θp)
−1/2 + F (z) avec la définition

(1.4.34) de F̃δ ce qui produit

R0 (z)−wVδ w− zwVδ w−1R0 (z) =
A√

z−θp
+F (z)−wVδ w− zwVδ w−1

(
A√

z−θp
+F (z)

)

=

(
I− zwVδ w−1

)
A√

z−θp
+F (z)−wVδ w− zwVδ w−1F (z)

=

((
I−θpwVδ w−1

)
A√

z−θp
+ F̃δ (z)

)
.

(1.4.47)
Nous injectons alors les décompositions (1.4.46) et (1.4.47) dans l’identité (1.4.43). Nous en déduisons
que

Rδ (z) =

((
I−θpwVδ w−1

)
A√

z−θp
+ F̃δ (z)

)(
Πδ +

√
z−θp√

z−θp +η (z,δ )
Π̃δ

)
(I +Fδ (z))

−1 . (1.4.48)

Enfin, comme AΠδ = 0, il vient

Rδ (z) =

(
I−θpwVδ w−1

)
A+

√
z−θpF̃δ (z)√

z−θp +η (z,δ )
Π̃δ (I +Fδ (z))

−1 + F̃δ (z)Πδ (I +Fδ (z))
−1 . (1.4.49)

Nous lisons sur cette formule que pour δ assez petit, z 7→ Rδ (z) est méromorphe et que tout pôle de Rδ
est solution de l’équation (1.4.42).

Remarque 1.4.2 : Nous lisons sur la formule (1.4.49) que si z est un pôle de Rδ , alors sa multiplicité
est donnée par le rang du résidu

(((
I−θpwVδ w−1))A+

√
z−θpF̃δ (z)

)
Π̃δ . Nous allons voir au

théorème 1.5 que le rang de ce résidu vaut 1 et que toute solution de l’équation (1.4.42) est donc un
pôle de Rδ .

Soit θp un seuil atteint. Il existe un voisinage V ⊂M de θp et δ0 > 0 tels que pour tout
δ ∈ (−δ0,δ0), la fonction méromorphe Rδ possède un unique pôle zδ = θp + k (δ )2 sur V .
Ce pôle est simple et k (δ ) vérifie le développement asymptotique

k (δ ) = iη2δ 2 +O
(
δ 2) , δ → 0, (1.4.50)

où η2 est donné par :

η2 =−
π√
Kp

Gp (ξp)
(
θ 2

pw−1V2−H1 (θp)θ 2
pw−1V1

)
w−1Gp (ξp)

∗

Théorème 1.5

c. les calculs sont identiques à ceux de la proposition 1.3.2
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Démonstration : La proposition 1.4.2 assure que η est holomorphe sur un voisinage de (θp,0) ∈ C2. Soit
ζ la fonction (holomorphe) définie pour k ∈ C tel que z = θp + k2 ∈ V et δ ∈U par

ζ (k,δ ) = η
(
θp + k2,δ

)
+ k.

La décomposition (1.4.37) fournit

∂kζ (k,δ ) = 1+δ 2g
(
θp + k2)+2k2δ 2g′ (k) .

Par conséquent ∂kη (0,0) = 1. Le théorème des fonctions implicites holomorphe assure alors l’existence
d’un voisinage V de 0 ∈ Ck, d’un voisinage U de 0 ∈ Cδ et d’une fonction holomorphe g̃ ∈ U → V
tels que pour tout k ∈ V et tout δ ∈ V, ζ (k,δ ) = 0 si et seulement si k = k (δ ) := g̃(δ ). La valeur de
zp (δ ) = θp + k (δ )2 est alors solution de l’équation (1.4.42). C’est le pôle de Rδ cherché.

Nous combinons l’holomorphie de δ 7→ k (δ ) et la proposition 1.4.2. Cela fournit le développement
asymptotique (1.4.50) de k (δ ).

Enfin nous rappelons que la multiplicité du pôle zp (δ ) := θp+k (δ )2 est donnée par le rang du résidu(((
I−θpwVδ w−1

))
A+ k (δ ) F̃δ (zp (δ ))

)
Π̃δ .

Par les mêmes arguments qu’au théorème 1.4, nous voyons que la restriction de A à Im
(

Π̃δ

)

est inversible, que le rang de AΠ̃δ vaut donc 1 et enfin que si |δ | est assez petit, alors le rang de(((
I−θpwVδ w−1

))
A+ k (δ ) F̃δ (zp (δ ))

)
est celui de AΠ̃δ . Cela conclut la démonstration puisque la

multiplicité de pôle est alors 1.
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CHAPTER 2

ON A QUANTUM HAMILTONIAN IN A
UNITARY MAGNETIC FIELD WITH

AXISYMMETRIC POTENTIAL

Abstract

We study a magnetic Schrödinger Hamiltonian, with axisymmetric potential in any dimension.
The associated magnetic field is unitary and non constant. The problem reduces to a 1D family of
singular Sturm-Liouville operators on the half-line indexed by a quantum number. We study the
associated band functions. They have finite limits that are the Landau levels. These limits play
the role of thresholds in the spectrum of the Hamiltonian. We provide an asymptotic expansion
of the band functions at infinity. Each Landau level concerns an infinity of band functions and
each energy level is intersected by an infinity of band functions. We show that among the band
functions that intersect a fixed energy level, the derivative can be arbitrary small. We apply this
result to prove that even if they are localized in energy away from the thresholds, quantum states
possess a bulk component. A similar result is also true in classical mechanics.
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Introduction

General context

The motion of a spinless quantum particle in Rn is described by the spectral properties of the
associated Hamiltonian. When the particle moves in a magnetic field, it is the magnetic Laplacian
H := (−i∇−A)2 acting on L2 (Rn), where A is a magnetic potential.

One of the simplest example of a magnetic field is the constant one. In the case n ∈ {2,3}, this
model has been studied from the beginning of quantum mechanics [Lan77] and also more recently
for the general case n > 2 [Hel96, Rai01].

The variations of a non constant field can induce transport properties for the particle. In this
context, we focus on magnetic fields that are translationally invariant along one direction. For such
fields, the Hamiltonian has a band structure and transport properties in the direction of invariance are
linked to the study of band functions (also called dispersion curves) that are the eigenvalues of the
fibered operators. Moreover, the propagation of the particle in this direction is determined by the
derivatives of these band functions that play the role of group velocities [Yaf08, Exn99].

In the case n = 2, one of the studied models of this class is the Iwatsuka model [Iwa85, Mân97].
For n = 3, similar models are the planar translationally invariant magnetic fields [Yaf08, Rai08]. Let
(r,θ ,z) denote the cylindrical coordinates of R3. The potential takes the form A(r,θ ,z) = (0,0,a(r)),
where a : R→ R is the intensity of the potential. The associated magnetic field is therefore given by

B(r,θ ,z) = a′ (r)(−sin(θ) ,cos(θ) ,0) . (2.1)

Thus this field is planar and its norm is ‖B(r,θ ,z)‖= |a′ (r)|. Moreover the associated field lines are
circles contained in planes {z = cst} with center on the invariant axis (see Figure 2.1).

Figure 2.1 – Schematic of translationally invariant magnetic fields.

In view of the form of the magnetic field (2.1), two specific cases are relevant. The first model
consists of a magnetic field generated by an infinite rectilinear wire bearing a constant current [Yaf03,
Bru15a]. If we assume that the wire coincides with the Oz axis, then the Biot & Savard law states that
the generated magnetic fields writes as the field (2.1) for the intensity a(r) = ln(r). Here all the band
functions are decreasing from +∞ to 0. Hence the spectrum of H is σ (H) =R+. The band functions
tend exponentially to 0 as the momentum in the z-direction tends to infinity and it provides a reaction
of the ground state energy of H under an electric perturbation [Bru15a]. Moreover the particle has a
preferable direction of propagation along the Oz axis [Yaf03].

It is also natural to consider the case of a unitary magnetic field. For the field (2.1), it corresponds
to the intensity a(r) = r. In this case the band functions tend to finite limits that are the Landau levels
as the momentum in the z-direction tends to infinity [Yaf08, Proposition 3.6]. Therefore the bottom
of the spectrum of H is positive. An approximated value has been calculated and used to compare
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the energy on a wedge in a magnetic model and the one coming from the regular part of the wedge
[Pop12, Pop15].

In this chapter we continue to study this magnetic field in the case a(r) = r and we generalize
the framework to any dimension n > 3. In particular we will show that the derivatives of the band
functions possess a new type of behavior.

Spectral decomposition of the Hamiltonian and description of the model

For every x ∈ Rn, we set r := ‖(x1, · · · ,xn−1)‖2 and we define the magnetic potential A by

A(x1, · · · ,xn) := (0, · · · ,0,r) . (2.2)

We define the Hamiltonian as the following operator, self-adjoint in L2 (Rn):

H := (−i∇−A)2 . (2.3)

In order to define the magnetic field we consider, we identify this potential with the 1-differential
form rdxn. We define the magnetic field B as B = dA. We calculate B j,k =

(
δ j,n−δn,k

)
x jr−1, (i, j) ∈

J1,nK2. Therefore B is unitary since 2−1Tr(B∗B) = 2−1Tr+ (B) = 1 [Hel96, Section 1].
After a partial Fourier transform in the xn variable, H is unitarily equivalent to the direct integral

in L2 (Rξ ;L2 (Rn−1)) of the family of operators h(ξ ), self-adjoint in L2 (Rn−1) and defined by

h(ξ ) :=−∆Rn−1 +(r−ξ )2 . (2.4)

Moreover as we will see in Section 2.1 for any frequency ξ ∈ R, h(ξ ) reduces to the orthogo-
nal sum over m ∈ Z+ (called the magnetic quantum numbers) of operators Hm (ξ ) self-adjoint in
L2 (R+;rn−1dr

)
and defined by

Hm (ξ ) :=− 1
rn−2 ∂r

(
rn−2∂r

)
+

m(m+n−3)
r2 +(r−ξ )2 .

The spectrum of each Hm (ξ ) is discrete (see Section 2.2). Let λm,p (ξ ), p ∈ N be the increasing
sequence of its eigenvalues. The λm,p are the band functions (also called dispersion curves).

We say that an operator A is fibered [Ree78, Section XIII.16] (see also appendix E) if it can be
written as

A :=
⊕∫

M

A(ξ )dξ ,

with (M,dξ ) a σ -finite measure space. An important class of fibered operators is the one of ana-
lytically fibered operators introduced in [Gér98]. In this framework, M is a real analytic manifold
and some energy levels are particularly relevant [Gér98, Theorem 3.1 and Section 3]. They form a
discrete set and are referred to as thresholds [Gér98, Definition 3.9]. We refer to [Gér98, Section 3]
for a precise definition of these thresholds but we give an outline of this definition. The definition of
threshold remain to stratification. A stratification of an analytic manifold N is a partition (Si)i∈I of N
that satisfies

+ Si is a connected analytic submanifold of N,

+ the family (Si)i∈I is locally finite,

+ if Si∩S j 6= /0 then S j ⊂ Si.
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We refer to [Gér98, Definition 3.6 and 3.7] and to the references therein for more details about strati-
fications. We construct a stratification (Ti)i∈I of R and we define the set of thresholds, τ , as

τ :=
⋃

dim(Ti)=0

Ti.

The construction of (Ti)i∈I is provided by [Gér98, Theorem 3.8]. It makes use of the analyticity of M.
We refer to [Gér98] and to the references therein for more details.

Moreover away from these thresholds, some spectral results are rather standard. For example a
limiting absorption principle as well as propagation estimates hold [Gér98, Theorem 3.3] and they
are tied to Mourre estimates. For a fibered operator A, we define the energy-momentum set Σ as

Σ := {(λ ,ξ ) ∈ R×M, λ ∈ σ (A(ξ ))} .
One of the necessary conditions for the operator A to be analytically fibered in this sense is that the
projection π : Σ→ R defined as π ((λ ,ξ )) = λ is proper. Finally, notice that if M is a 1-dimensional
manifold, then these thresholds correspond to the critical values of the band functions and can be
referred to as attained thresholds [Geı̆97, Hel01, Soc01, Bri09].

Other examples of fibered magnetic models can be found in the literature, in dimension 2 [Iwa85],
on the half-plane [Bru14] or in dimension 3 [Yaf08]. In these models, the considered Hamiltonian is
also fibered along R and the band functions that are functions of ξ ∈R tend to finite limits as ξ →+∞.
The sets of frequencies associated with the energy levels concentrated in the neighborhood of these
limits are unbounded. Hence the previous projection, π , is not proper. So these magnetic models
are not contained in the class of analytically fibered operators that we described above. Nevertheless
thresholds can still be defined as the limits of the band functions as ξ →+∞.

The model described in this chapter remains in this case. Indeed it is already known that the band
functions tend to the Landau levels Ep as ξ → +∞ [Yaf08, Proposition 3.6]. Our first goal is to
precise the convergence of the band functions to these levels. To that aim we provide an asymptotic
expansion for λm,p (ξ ) as ξ → +∞ (see Theorem 2.1). The method used to prove this theorem is
inspired by the method of quasi-modes [Dim99] that has already been used in the proof of similar
result [Bru15a, His16].

For the previous magnetic models, some studies of classical spectral problems already exist [Mân97,
De 99, His15, His16, Pop16]. Our model contains one additional challenge. Actually for the Iwat-
suka model and for the half-plane model, the thresholds are the limits at infinity of the band functions.
Moreover, these band functions do not accumulate at any of these thresholds. On the contrary, in this
chapter, each threshold Ep is the limit of all the band functions λm,p for m > 0 at infinity. Therefore
any interval of energy I ⊂ σ (H) is intersected by an infinity of band functions (see equation (2.3.15))
and the set of frequencies

{
λ−1

m,p (I) , m > 0, p ∈ N
}

associated with I (even if I is away from the
Landau levels) is unbounded (see Proposition 2.3.2). Furthermore we will prove in Theorem 2.2 that
even if I is away from the Landau levels, the supremum sup

(
λ ′m,p (ξ ) , λm,p (ξ ) ∈ I

)
tends to 0 as

m→ +∞. Therefore it is not clear at first sight that the Mourre estimates used in the case of the
analytically fibered operators still hold. Indeed these estimates make use of the fact that away from
the thresholds, the derivatives of the band functions are bounded from below by a positive constant
[Gér98, formulas (3.3) to (3.5)]. The proof of Theorem 2.2 uses a convenient formula for the deriva-
tive λ ′m,p (see Proposition 2.2.2) which links this derivative to the normalized eigenfunctions of the
operator Hm (ξ ). This proof also uses the exponential decay of these eigenfunctions that is uniform
with respect to m and relies on Agmon estimates.

Transport properties
These properties have consequences for the transport properties associated with the magnetic field

that we consider: define a position operator in the xn-direction as the multiplier by the coordinate xn.
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Moreover the time evolution of a quantum state ϕ is given by the Schrödinger equation

i∂tϕ =Hϕ (2.5)

and therefore by the evolution group e−itH. Combine this with the definition of xn. We see with the
identity (2.4.4) that the position in the xn-direction at time t is given by the operator

xn (t) := eitHxne−itH. (2.6)

Define the velocity in the xn-direction operator as the time derivative of xn (t). This velocity operator
has been studied for the Iwatsuka model [Mân97] or the 3D model [Yaf08]. Let J be the current
operator defined as

J :=−i [H,xn]

and define the current carried by a state ϕ as
(

Jϕ ϕ
)

[Ens83]. Note that (see formula (2.4.5)) the
velocity in the xn-direction is linked to J as follow:

∂txn (t) =−eitHJe−itH. (2.7)

Hence, if J is bounded from below, then ∂txn (t) is bounded from below.
Now let’s see how the velocity operator is captured in similar magnetic models and how it is

connected to the derivatives of the band functions. For the Iwatsuka model (resp. 3D model), the
existence of an asymptotic velocity in the y-direction (resp. z-direction) as t → ∞ has been proven
[Mân97, Theorem 4.2], [Yaf08, Theorem 5.1]. Moreover in both case, the asymptotic velocity is con-
structed thank to estimates on the derivatives of the band functions [Mân97, Formula (4.2)], [Yaf08,
Formula 5.4].

For the model on the half-plane, the current operator has been studied [His16]. The study dis-
tinguishes between two types of behavior: the edge states that carry a non zero current and their
counterpart, the bulk states that carry an arbitrarily small one [Hal82, Akk98], [Hor02, Section 7].
One of the key argument for this study is the decomposition of the current operator thank to the
derivatives of the band functions [His16, formula (1.10)]. In this framework any energy interval I
away from the thresholds is intersected by a finit number of band functions. Moreover the derivative
of each band function is bounded from below by a positive constant on I. Hence the current operator
is bounded from below on I. Therefore any quantum state localized in energy on I carries a non trivial
current [De 99, Frö00, His08]. On the counterpart, if there is a threshold in I, then there is a band
function that intersect I with a arbitrarily small derivative. Hence one can see that the current operator
is not bounded from below on I [His08, Section 4].

In section 2.4 we study the current operator associated with the operator (2.3). First we will show
that, the current operator is still linked to the multiplier by the family of the derivatives of the band
functions (formula (2.4.8)). So in Theorem 2.3, we will apply Theorem 2.2 that states that for any
energy interval I (even if I does not contain a Landau level), the family of the derivatives of the band
functions that cross I is not bounded from below on I to see that the current operator is not bounded
from below on I either.

Finally, as a conclusion, according to Theorem 2.3, the definition of “thresholds” as the Landau
levels seems not to be relevant in this chapter: in the case of the model considered here, any quantum
state, even localized in energy away from the Landau levels possesses a component with small current
(see Theorem 2.3 and remark 1). We still denote it a bulk component by analogy with the previous
model.

On classical mechanics
In classical mechanics, such a magnetic field also induces transport properties. Indeed a charged

particle follows the Newton law mẍ = qẋ∧B. This equation can be integrated [Yaf03, Section 4] and
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we plotted the classical trajectories (Figure 2.2) in the case a(r) = r. We can observe that the particle
propagates in the Oz direction and one can show that it has an effective velocity vz in this direction:
there is a constant vz such that z(t) = vzt +O(1) [Yaf03, Theorem 4.2]. Denote by (r (t) ,θ (t) ,z(t))
the cylindrical coordinates of the particle at time t. One can see that r is a periodic function of the
time [Yaf03, Formula (4.18)]. Let T be its period. Furthermore, denote by σ := r2θ̇ the areal velocity
of the particle that is a constant fixed by the initial conditions [Yaf03, Formula (4.13)]. We deduce
the following value for vz [Yaf03, Formula (4.22)]:

vz =
σ2

T

∫ T

0

dt

r (t)3 . (2.8)

Let E be the total energy of the particle. Note that E does not depend on time [Yaf03, Formula (4.3)].
Moreover one can see that r2θ̇ 2 6 E [Yaf03, Formula (4.12)]. Combine it with the definition of σ and
with the relation (2.8). We get the estimate |vz| 6 E3/2 |σ |−1. In addition for (E,σ) ∈ R+×R, with
σ 6= 0, one can find initial conditions such that E is the energy of the particle and σ its areal velocity.
Therefore one can find initial conditions such that vz is arbitrarily small, namely such that the particle
propagates arbitrarily slowly along the Oz axis.

(a) Projection in the plan xOy.

(b) Plot of z in function of the time.

Figure 2.2 – Trajectories of a charged particle moving in the magnetic field shown by Figure 2.1.

Organization of the chapter

In Section 2.1, the Hamiltonian is reduced to a family of 1D singular Sturm-Liouville operators.
The band functions are introduced and described in Section 2.2. Section 2.3 presents the results
concerning the asymptotic behaviors of these band functions as ξ and m get large. More precisely, in
Subsection 2.3.1, we prove Theorem 2.1 that provides an asymptotic expansion of λm,p (ξ ) as ξ gets
large. Subsection 2.3.2 presents the asymptotic study of the derivative. In particular, Theorem 2.2
provides the asymptotic behavior of λ ′m,p (ξ ) as m→+∞ and as λm,p (ξ ) is fixed far from the Landau
level Ep. In Section 2.4, we analyze the current carried by quantum states that are localized in energy
away from the thresholds.
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2.1 Reduction to one-dimensional Hamiltonians
In this section we define precisely the operators that we consider and we explain how H is reduced

to 1 dimensional operators.
Let A : Rn→ Rn be the magnetic potential given by definition (2.2) and let H be the self-adjoint

Schrödinger operator (2.3). This operator is defined via its quadratic form

q(u) :=
∫

Rn
|−i∇u(x)−A(x)u(x)|2 dx.

This form, initially defined on C ∞
0 (Rn), is semi-bounded from below. Thus it admits a Friedrichs

extension: H. Let qξ be the quadratic form defined by

qξ (u) :=
∫

Rn−1

(
|(∇u)(x)|2 +(−ξ +‖(x1, · · · ,xn−1)‖2)

2 |u(x)|2
)

dx, ξ ∈ R.

This form, initially defined on C ∞
0
(
Rn−1) and then closed in L2 (Rn−1), is the quadratic form

associated with the operator (2.4). Denote by F the Fourier-transform with respect to xn, which is
defined by

(Fu)(x̃,ξ ) :=
1√
2π

∫

R
e−iξ xnu(x̃,xn)dxn, (x̃,ξ ) ∈ Rn.

The forms q and qξ are related through the relation

q(u) =
∫

R

qξ ((F (u))(ξ ))dξ .

Therefore the operator H is decomposed as follows:

H = F−1
(∫ ⊕

R
h(ξ )dξ

)
F.

We now reduce the problem to a 1-dimensional one using both the cylindrical symmetry and the
following Laplace-Beltrami formula:

∆Rn−1 =
1

rn−2 ∂r
(
rn−2∂r

)
+

1
r2 ∆Sn−2.

Recall that −∆Sn−2 is essentially self-adjoint on L2 (Sn−2) and that its spectrum is discrete. Its
eigenvalues are µm := m(m+n−3), m ∈ Z+. Denote by Xm the corresponding eigenspaces. Re-
member that Xm has a finite dimension: Nm. The spaces L2 (R+;rn−2dr

)
⊗Xm are invariant under

h(ξ ). In addition, the restrictions of the operator h(ξ ) to these spaces are identified with the opera-
tors

Hm (ξ ) :=− 1
rn−2 ∂r

(
rn−2∂r

)
+

µm

r2 +(r−ξ )2 .

These operators act on L2 (rn−2dr
)
. They are associated with the bilinear forms

hm (u,v) :=
∫ +∞

0

(
u′ (r)v′ (r)+

µm

r2 u(r)v(r)+(r−ξ )2 u(r)v(r)
)

rn−2dr. (2.1.1)

Denote by Φ the angular Fourier transform. The operator h(ξ ) is decomposed as:

h(ξ ) = Φ−1

(
⊕

m∈N
Hm (ξ )

)
Φ.
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Finally, it is more convenient to consider operators acting on the Hilbert space L2 (R+). To proceed
we use the isometry φ : L2 (R+;rn−2dr

)
→L2 (R+;dr) defined by (φu)(r)= r(n−2)/2u(r). We define

km as

km := µm +
n−2

2

(
n−2

2
−1
)
=

(2m+n−3)2−1
4

(2.1.2)

and the functions Vm as

Vm (r,ξ ) :=
km

r2 +(r−ξ )2 , (r,ξ ) ∈ R+\{0}×R. (2.1.3)

So Hm (ξ ) = φ−1Lm (ξ )φ where Lm (ξ ) is defined by

Lm (ξ ) :=−∂ 2
r +Vm (r,ξ ) . (2.1.4)

This operator acts on L2 (R+) with domain D (Lm (ξ )) = φ (D (Hm (ξ ))). It is associated with the
quadratic form

lm (u,ξ ) :=
∫ +∞

0

(∣∣u′ (r)
∣∣2 +Vm (r,ξ ) |u(r)|2

)
dr. (2.1.5)

2.2 Basics about the eigenpairs of the fiber operator
In this section we prove that the dispersion curves are analytic functions, we calculate their deriva-

tive and we investigate the behavior of the eigenfunctions at 0 .

2.2.1 Behavior of the eigenfunctions at 0

First we investigate the behavior of the functions of D (Lm (ξ )) at 0, namely:

Let n > 3, m ∈ Z+ and ξ ∈ R.

∀ε > 0, D (Lm (ξ ))⊂
{

u ∈ L2 (R+) , u =
r→0

o
(

r
1
2−ε
)}

. (2.2.1)

Moreover

if n = 3, D (Lm (ξ ))⊂
{

u ∈ L2 (R+) , u(r) =
r→0

O
(√

r
)}

;

if n = 4, D (Lm (ξ ))⊂
{

u ∈ L2 (R+) , u(r) =
r→0

O(r)
}
.

(2.2.2)

Lemme 2.2.1

Proof : First we prove the embedding (2.2.1). The bilinear form associated with Hm (ξ ) is given by relation
(2.1.1). For every u ∈ D (Hm (ξ )) and every v ∈ D (hm), we have

(
Hm (ξ )u v

)
= hm (u,v). Notice

that D (hm)⊂H 1 (R+). We integrate by part the first term of the form hm which yields:

hm (u,v) =
(

Hm (ξ )u v
)
+ lim

r→0
u′ (r)v(r)rn−2.

Hence we get
lim
r→0

u′ (r)v(r)rn−2 = 0, u ∈D (Hm (ξ )) , v ∈D (hm) .
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We apply this formula to an arbitrary function u ∈D (Hm (ξ )) and to a function vε ∈ C ∞ (R+)∩D (hm)
that satisfies for a given ε > 0

vε (r) = r
3−n

2 +ε , if r ∈ (0,1) ;
vε (r) = 0, if r > 2.

We deduce that

u′ (r) =
r→0

o
(

1

r
n−1

2 +ε

)
, ε > 0, u ∈D (Hm (ξ )) .

Therefore integrating this condition, we deduce that

u(r) =
r→0

o
(

r
3−n

2 −ε
)
, ε > 0, u ∈D (Hm (ξ )) .

Thus remembering that D (Lm (ξ )) = φ (D (Hm (ξ ))), we conclude that relation (2.2.1) holds.
We now prove the embedding (2.2.2). First note that if n ∈ {3,4} then awing to a Sobolev embed-

ding, H 2
(
Rn−1

)
⊂ L∞ (Rn−1

)
. Moreover we remember that D (h(ξ )) ⊂H 2

(
Rn−1

)
. Combine these

embeddings. We deduce that D (h(ξ )) ⊂ L∞ (Rn−1
)
. Thus if u ∈ D (Hm (ξ )), then u(r) is bounded as

r→ 0. Combine it with the fact that D (Lm (ξ )) = φ (D (Hm (ξ ))) and it provides the embedding (2.2.2).

Notice that Vm (r,ξ )→+∞ as r→+∞. Therefore the operator Lm (ξ ) has compact resolvent. So
for every ξ ∈ R and for every m ∈ Z+ the spectrum of Lm (ξ ) is an increasing sequence of positive
eigenvalues λm,p (ξ ), p ∈ N. We conclude this subsection by proving the following proposition.

Let ξ ∈ R, m ∈ Z+ and p ∈ N. The eigenvalue λm,p (ξ ) is non-degenerate. Let um,p (·,ξ )
be the normalized eigenfunction associated with it. There exists an analytic function f such
that f (0) 6= 0 and such that in a neighborhood of 0,

um,p (r,ξ ) = r
1+|2m+n−3|

2 f (r) . (2.2.3)

Proposition 2.2.1 (Behavior of the eigenfunctions at 0)

Proof : First, consider the differential equation

r2u′′ (r)+
(

r2
(

λm,p (ξ )− (r−ξ )2
)
− km

)
u(r) = 0, r > 0. (2.2.4)

We look for solutions that admit a series expansion in a neighborhood of 0. By the Frobenius method, if
a solution u is given by u(r) = rν f (r) where f is an analytic function such that f (0) 6= 0, then ν satisfies
the indicial equation

ν (ν−1) = km.

This equation has ν± := (1± (2m+n−3))/2 as solutions. Thus the equation (2.2.4) admits a solution
of the form u+ (r) = rν+ f (r) with f an analytic function such that f (0) = 1. In order to have a basis
of solutions for equation (2.2.4) we look for a solution of the form u− = hu+. By straightforward
calculations we find that h′ (r) = Ku−2

+ (r)∼ Kr−1−|2m+n−3| as r→ 0, so
+ if (n,m) = (3,0), then u− (r) ∼

r→0
K log(r)

√
r,

+ in the other cases, u− (r) ∼
r→0

Krν− .

Finally, we deduce from Lemma 2.2.1 that in both cases u− 6∈ D (Lm (ξ )). Hence the eigenspace
associated to λm,p (ξ ) is given by ker(Lm (ξ )−λm,p (ξ )) = span(u+). This concludes the proof since
λm,p (ξ ) is an eigenvalue of Lm (ξ ).

Remark 2.2.1: We deduce from this proposition that the embedding (2.2.2) is optimal.
According to Proposition 2.2.1, the eigenvalues λm,p (ξ ) are non degenerate. Moreover, Lm (ξ ) is

a Kato analytic family [Kat66, Chapter VII]. Therefore it follows from Proposition 2.2.1 that λm,p are
real analytic functions that are called band functions.
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2.2.2 Derivative of the band functions
Here we give a formula for the derivative of the band functions.

Let, for (ξ ,m, p) ∈ R×Z+×N, Km,p (ξ ) := lim
r→0

um,p (r,ξ )2

r
. The derivative λ ′m,p (ξ ) is

given by:

λ ′m,p (ξ ) =





−
+∞∫

0

1
r2

[
um,p (r,ξ )2

r
−K0,p (ξ )

]
dr if n = 3 and m = 0,

−
∣∣u′m,p (0,ξ )

∣∣2 if n = 4 and m = 0,

−2km

+∞∫

0

∣∣um,p (r,ξ )
∣∣2

r3 dr in the other cases.

Proposition 2.2.2

Proof : In the case n = 3, this proposition has already been proved [Yaf08, Theorem 4.3]. The way to prove
it in the general case is the same as in this particular case so we refer to this proof for more details. We
still present the main ideas of the proof.

The Feynman-Hellmann formula [Mou88] (see Proposition A.2) yields that

λ ′m,p (ξ ) =
∫

R+

∂ξ

(
(r−ξ )2

)
|um,p (r,ξ )|2 dr =−

∫

R+

∂r

(
(r−ξ )2

)
|um,p (r,ξ )|2 dr. (2.2.5)

We apply integrations by parts to get the result. We use the super-exponential decay of eigenfunctions
um,p (·,ξ ) for handling the non-integral terms corresponding to r→+∞ [Shn57, Olv97] and Proposition
2.2.1 for handling the non-integral term at r = 0. In the particular case (n,m) = (3,0), the result of
Proposition 2.2.1 is not sharp enough. In order to improve it, we inject the identity (2.2.3) into the
following eigenvalue equation:

L0 (ξ )u0,p (r,ξ ) = λ0,p (ξ )u0,p (r,ξ ) .

Therefore we obtain that um,p (r,ξ )2 r−1−K0,p (ξ ) = O
(
r2
)

as r→ 0 and we use it for handling non-
integral term at r = 0.

2.2.3 Global behavior of the band functions
The min-max principle implies that

λm,p (ξ ) ∼
ξ→−∞

ξ 2.

Indeed first note that if ξ 6 0, then Lm (ξ )> ξ 2. Therefore

λm,p (ξ )> ξ 2, ξ 6 0.

On the other hand, we define for ε > 0 the operator G(ε), self-adjoint on L2 (R+),

G(ε) :=−∂ 2
r +

km

r2 +

(
1+

1
ε

)
r2.

52



This operator has compact resolvent, therefore its spectrum is discrete. Let
(
νq (ε)

)
q∈N be the in-

creasing sequence of its eigenvalues. Note that Lm (ξ ) 6 G(ε)+ (1+ ε)ξ 2. Hence, for any p ∈ N,
λm,p (ξ )6 νp (ε)+(1+ ε)ξ 2. Thus,

∀ε > 0, limsup
ξ→−∞

λm,p (ξ )
ξ 2 6 1+ ε. (2.2.6)

From Proposition 2.2.2 we deduce that if (n,m) 6= (3,0), then for every p ∈ N, λ ′m,p is negative
on R. Therefore in this case the band functions are decreasing. So these functions admit finite limits
at +∞. In the case n = 3 the min-max principle yields that these limits are the Landau levels [Yaf08,
Proposition 3.6], namely

lim
ξ→+∞

λm,p (ξ ) = Ep := 2p−1, p ∈ N. (2.2.7)

This proof is still valid if n > 3 and Subsection 2.3.1 provides an asymptotic expansion of λm,p (ξ )
when ξ tends to +∞. In the case n = 3 then k0 =−4−1 < 0. Therefore we will deduce from Theorem
2.1 (see remark 2) that for every p ∈ N, λ0,p admits local minima (the question of the number of
minima stays open). In the other cases, according to Proposition 2.2.2, for every p ∈ N, λm,p is
decreasing from +∞ to Ep.

Numerical approximation. We use a finite difference method to compute numerical approxima-
tions of the band function λm,p (ξ ) with n = 5, m ∈ J0,6K and p ∈ J1,3K. We compute for ξ ∈ [−1,6]
on the interval [0,20] with an artificial Dirichlet boundary condition at r = 20.

On Figure 2.3, we have ploted the numerical approximation of λm,p (ξ ) for ξ ∈ [−1,6], m ∈ J0,3K
and p ∈ J1,3K. According to the theory, λm,p decrease from +∞ to Ep = 2p−1. We also ploted this
level. Note that different band function may intersect for different values of m.

Figure 2.4 presents a zoom on the first level: p = 1 for ξ ∈ [−1,6] and m ∈ J0,6K.

Figure 2.3 – Plot of the band functions λm,p (ξ ) for n = 5, 0 6 m 6 3, 1 6 p 6 3 and ξ ∈ [−1,5].

Graph courthesy of N. Popoff.
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Figure 2.4 – Plot of the band functions λm,1 (ξ ) for n = 5, 0 6 m 6 6 and ξ ∈ [−1,6].

2.3 Asymptotic behaviour of the band functions
In this section we provide an asymptotic expansion for the band functions and their derivative.

First we provide an asymptotic expansion for λm,p (ξ ) as ξ → +∞ with m and p fixed. In a second
time we estimate the behavior of λ ′m,p (ξ ) as p is fixed and as m and ξ tend to +∞ and are related to
eachother by the condition λm,p (ξ ) = E where E is a constant.

2.3.1 Near thresholds: high frequency
In this subsection we study the behaviour of the spectrum of H near the thresholds. Namely

we describe the behaviour of λm,p (ξ ) when m and p are fixed and ξ → +∞. More precisely, this
subsection is devoted to the proof of the following theorem.

Let m ∈ Z+ and p ∈ N. There is a sequence of real numbers
(
α p

q
)

q∈N such that

∀N > 0, ∃C > 0, ∃ξ0 > 0, ∀ξ > ξ0,

∣∣∣∣∣λm,p (ξ )−Ep− km

N

∑
q=1

α p
q

ξ q

∣∣∣∣∣6
C

ξ N+1 .

Théorème 2.1 (Asymptotic expansion of the band functions)

To prove this theorem we consider the operators Lm (ξ ) defined by relation (2.1.4) and we apply
the method of the harmonic approximation [Hel88, Dim99] to derive an asymptotic expansion of its
eigenvalues.

Remark 2.3.1: In the case km = 0, that is (n,m) = (4,0), Theorem 2.1 states that

λm,p (ξ ) = Ep +O
(
ξ−∞) , as ξ →+∞.

In this case, the operator Lm (ξ ) is given by Lm (ξ ) =−∂ 2
r +(r−ξ )2 acting on L2 (R+) with Dirichlet

boundary condition at 0. This operator has already been studied and we know [His16, Theorem 1.4]
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[Ivr18, Section 15.A] that there are some constant γp > 0 such that

λ0,p (ξ ) =
ξ→+∞

Ep + γpξ 2p−1e−ξ 2 (
1+O

(
ξ−2)) .

So we focus on the proof in the particular case km 6= 0.
Remark 2.3.2: We compute that α1 = 0 and α2 = 1. Therefore for N = 2, Theorem 2.1 yields

λm,p (ξ ) = Ep +
km

ξ 2 +O
(

1
ξ 3

)
.

In the case n = 3 and m = 0, km =−4−1 < 0. Therefore for every p ∈ N, λ0,p (ξ ) tend to Ep from
below. Hence the λ0,p have local minima.

1 Canonical transformation and asymptotic expansion of the operator
For ξ ∈ R+ we apply the change of variable s = r−ξ . It shows that Lm (ξ ) is unitarily equivalent to
the following operator acting on L2 (−ξ ,+∞):

L̃m (ξ ) =−∂ 2
s +

km

(s+ξ )2 + s2 =−∂ 2
s + s2 +

km

ξ 2
1

(
1+ s

ξ

)2 .

A Taylor expansion of the potential for large ξ provides

km

(s+ξ )2 =
km

ξ 2

N

∑
q=0

(q+1)
(−s

ξ

)q

+RN (s,ξ ) , N > 0. (2.3.1)

Estimation on the remainder term RN (s,ξ ) will be written later (see equation (2.3.8)). We define a
sequence of formal operators by





H0 :=−∂ 2
s + s2,

A1 := 0,
∀q > 2, Aq := (q−1)(−s)q−2 .

For every N ∈ N, we set

L̃N
m (ξ ) := H0 + km

N

∑
q=1

Aq

ξ q , (2.3.2)

with the convention L̃0
m = H0. We set R−2 (s,ξ ) = R−1 (s,ξ ) := km (s+ξ )−2. For every N > 0, the

operator L̃m (ξ ) can be formally decomposed into:

L̃m (ξ ) = L̃N
m (ξ )+RN−2 (s,ξ ) .

First we look for quasi-modes for the formal operator L̃N
m (ξ ) acting on L2 (R). This formal pro-

cedure provides functions defined on R and we use a suitable cut-off function in (−ξ ,+∞) to derive
quasi-modes for L̃m (ξ ).

2 Calculation of the quasi-modes
We look for quasi-eigenpairs

(
λ N

m (ξ ) , f N
m (·,ξ )

)
of L̃N

m (ξ ) of the form

(
λ N

m (ξ ) , f N
m (·,ξ )

)
=

(
α0 + km

N

∑
q=1

αq

ξ q ,
N

∑
q=0

gq

ξ q

)
,
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where the functions gq are mutually orthogonal in L2 (R). Note that the functions gq may depend on
km. We are led to solve the system

(H0−α0)g0 = 0,

(H0−α0)gq + km
q
∑
j=1

(
A j−α j

)
gq− j = 0, q ∈ J1,NK. (2.3.3)

We solve it by induction:
+ q = 0

Note that H0 is the quantum harmonic oscillator. Hence we choose for (α0,g0) a couple
(Ep,Ψp) for p ∈ N where Ep = 2p− 1 is a Landau level, and Ψp is the corresponding nor-
malised Hermite function with the convention that Ψ1 (s) = (2π)−1/4 e−t2/2. So from now on
we set (α0,g0) =

(
α p

0 ,g
p
0
)
= (Ep,Ψp) for a certain p ∈ N, fixed. All the quantities considered

in what follows may depend on the choice of p. We simplify the notations with ommiting this
index.

+ Induction
We assume that there exists q0 ∈ J1,NK such that for every q 6 q0− 1, αq and gq have been
constructed.
The scalar product of the second equation of the system (2.3.3) with g0 provides the value of
αq0:

αq0 =
(

Aq0g0 g0
)
+

(
q0−1

∑
q=1

(
Aq−αq

)
gq0−q g0

)
.

So αq0 is known, therefore the Fredholm alternative provides a unique value for gq0 such that(
gq0 gq

)
= 0 for every q < q0.

The quasi-modes f N
m (·,ξ ) can be computed using the Hermite functions. The Hermite functions

satisfy the following results

∀q > 1, ∃P ∈ R [X ] , ∀s ∈ R, Ψq (s) = e−
s2
2 P(s) ,

∀q > 1, sΨq (s) =

√
q−1

2
Ψq−1 (s)+

√
q
2

Ψq+1 (s) .

Combining them with the system (2.3.3) we infer that for every N > 0, there exist polynomial func-
tions P0, · · · ,PN such that

f N
m (s,ξ ) = e−

s2
2

N

∑
q=0

Pq (s)
ξ q , ξ > 0, s ∈ R. (2.3.4)

3 Evaluation of the quasi-mode
Previously we have obtained quasi-eigenpairs

(
λ N

m (ξ ) , f N
m (·,ξ )

)
for L̃N

m (ξ ). The functions f N
m are

defined on R. We now use a suitable cut-off function to get quasi-modes uN
m (·,ξ ) for L̃m (ξ ).

Let χ ∈ C ∞
0 (R; [0,1]) such that

χ (x) =
{

1 if |x|6 1/2;
0 if |x|> 1.

For ξ ∈ R+, we define the cut-off function χξ on R by

χξ (t) := χ
(

2t
ξ

)
, t ∈ R. (2.3.5)
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Note that this function is supported in (−ξ/2,ξ/2) and is equal to 1 on (−ξ/4,ξ/4). Let, for N > 0,
uN

m be defined by
uN

m (r,ξ ) := χξ (r) f N
m (r,ξ ) , ξ > 0, r ∈ R. (2.3.6)

Since supp
(
uN

m (·,ξ )
)
⊂ supp

(
χξ
)
⊂ (−ξ/2,ξ/2), uN

m can be used as a quasi-mode for L̃m (ξ ).

Let N ∈ Z+. Recalling that m, N and p are fixed, there is a constant K > 0 such that

∃ξ0 > 0, ∀ξ > ξ0,
∥∥(L̃m (ξ )−λ N

m (ξ )
)

uN
m (·,ξ )

∥∥
2 6

K
ξ N+1

Lemme 2.3.1 (Control of the quasi-mode)

Proof : First, observe that
∥∥(L̃m (ξ )−λ N

m (ξ )
)

uN
m (·,ξ )

∥∥
2 6

∥∥χξ
(
L̃N

m (ξ )−λ N
m (ξ )

)
f N
m (·,ξ )

∥∥
2 +
∥∥RN−2 (·,ξ )uN

m (·,ξ )
∥∥

2
+
∥∥[L̃N

m (ξ ) ,χξ
]

f N
m (·,ξ )

∥∥
2 .

(2.3.7)
We proceed to control the right hand side term by term:

+ We use the definition of f N
m to compute the first term:

(
L̃N

m (ξ )−λ N
m (ξ )

)
f N
m (·,ξ ) =

2N

∑
q=N+1

km

ξ q ∑
i+ j=q

(Ai−αi)g j.

Thus we deduce that

∃K > 0,
∥∥χξ

(
L̃N

m (ξ )−λ N
m (ξ )

)
f N
m (·,ξ )

∥∥
2 6

Kkm

ξ N+1 .

Note that K may depend on m.

+ Remind that RN (s,ξ ) is defined by relation (2.3.1), the localization of supp
(
χξ
)

provides the
following estimate:

∃C > 0, ∀s ∈ supp
(
χξ
)
, |RN−2 (s,ξ )|6

CsN+1

ξ N+1 , if N > 2;

∀s ∈ supp
(
χξ
)
, |RN−2 (s,ξ )|6 4

km

ξ 2 , if N ∈ {0,1} .

Hence using the exponential decay of Hermite functions, we deduce from the definition of uN
m and

from relation (2.3.4) that

∥∥RN−2 (·,ξ )uN
m (·,ξ )

∥∥
2 6

K
ξ N+1 if N > 2,

∥∥RN−2 (·,ξ )uN
m (·,ξ )

∥∥
2 6 4

km

ξ 2 if N ∈ {0,1} .
(2.3.8)

+ Finally notice that
[
L̃N

m (ξ ) ,χξ
]

f N
m (·,ξ ) = 2χ ′ξ

(
f N
m
)′
(·,ξ )+χ ′′ξ f N

m (·,ξ ). Moreover, χ ′ξ and χ ′′ξ are
supported in {t ∈ R, ξ/4 < |t|< ξ/2}. Therefore we deduce from formula (2.3.4) that

∥∥[L̃N
m (ξ ) ,χξ

]
f N
m (·,ξ )

∥∥
2 = O

(
1

ξ ∞

)
.
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4 Proof of Theorem 2.1
We deduce from the spectral theorem and from Lemma 2.3.1 that

d
(
λ N

m (ξ ) ,σ (Lm (ξ ))
)∥∥uN

m (·,ξ )
∥∥

L2(−ξ ,+∞)
6 K

ξ N+1 .

Moreover
∥∥uN

m (·,ξ )
∥∥

L2(−ξ ,+∞)
=
∥∥ f N

m (·,ξ )
∥∥

L2(R)+O(ξ−∞) and
∥∥ f N

m (·,ξ )
∥∥

L2(R) = 1+O
(
ξ−2).

Therefore
lim

ξ→+∞

∥∥uN
m (·,ξ )

∥∥
L2(−ξ ,+∞)

= 1 (2.3.9)

Hence for ξ large enough

d
(
λ N

m (ξ ) ,σ (Lm (ξ ))
)
6 K̃

ξ N+1 .

Finally we observe that λ N
m (ξ )→ Ep, as ξ → +∞. We combine it with the identity (2.2.7) that

provides the statement of the theorem.

2.3.2 Near other energy levels: high frequency and high angular momentum
We are now interested in the behaviour of the spectrum of H near other energy levels. First if ξ

is fixed, then λm,p (ξ ) tends to +∞ as m→+∞. In a second time we study the behaviour of the band
functions when m and ξ tends to +∞ together. More precisely we fix an integer p and an energy level
E > Ep and we study the behaviour of λ ′m,p (ξ ) when λm,p (ξ ) = E.

Remember that the quadratic form defined by equation (2.1.5) is associated to Lm (ξ ) and that
um,p (·,ξ ) denotes the normalized eigenfunction of Lm (ξ ) associated with the eigenvalue λm,p (ξ ).
Therefore,

λm,p (ξ ) =
∫ +∞

0

∣∣u′m,p (r,ξ )
∣∣2 +Vm (r,ξ )um,p (r,ξ )2 dr. (2.3.10)

Moreover km (resp. Vm) is defined by relation (2.1.2) (resp. relation (2.1.3)). Hence for every
m > 0, km > 0. Therefore the following useful estimates are valid for every m > 0:

λm,p (ξ )> km

∫ +∞

0

∣∣um,p (r,ξ )
∣∣2

r2 dr, (2.3.11)

λm,p (ξ )>
∫ +∞

0
(r−ξ )2 ∣∣um,p (r,ξ )

∣∣2 dr. (2.3.12)

For every p ∈ N and every ξ ∈ R,

lim
m→+∞

λm,p (ξ ) = +∞.

Proposition 2.3.1 (Limit of the band functions)

Proof : We simplify the notations by omitting the index p. According to estimate (2.3.11),

λm (ξ )> km

R2
0

∫ R0

0
|um (r,ξ )|2 dr =

km

R2
0

(
1−

∫ +∞

R0

|um (r,ξ )|2 dr
)
, R0 > 0. (2.3.13)

Moreover, if R0 > ξ , then
∫ +∞

0
(r−ξ )2 |um (r,ξ )|2 > (R0−ξ )2

∫ +∞

R0

|um (r,ξ )|2 dr.

58



Therefore, from estimate (2.3.12) we deduce that

λm (ξ )> (R0−ξ )2
∫ +∞

R0

|um (r,ξ )|2 dr, R0 > ξ . (2.3.14)

Therefore, combining estimates (2.3.13) and (2.3.14) we obtain

λm (ξ )> km

R2
0

(
1− (R0−ξ )−2 λm (ξ )

)
, R0 > ξ .

Hence, recalling that km→+∞ as m→+∞, we deduce that

∃M ∈ N, ∀m > M, λm (ξ )> km

R2
0

(
1+ km (R0 (R0−ξ ))−2

)−1
> (R0−ξ )2

2
.

This is true for all R0 > ξ . So letting R0 tend to +∞ provides the result.

We now study λ ′m,p (ξ ). Remember that for any m ∈ N and for any p ∈ N, λm,p is decreasing from
+∞ to Ep. Therefore

∀m ∈ N, ∀p ∈ N, ∀E > Ep, ∃!ξm ∈ R, E = λm,p (ξm) . (2.3.15)

Remark 2.3.3: Note that ξm depends on E and p.

2.3.2.a Preliminary results: some localization properties

First we look for the behaviour of ξm when m tends to +∞.

There exist constants K± > 0 such that as m gets large,

K−
√

km 6 ξm 6 K+

√
km.

Proposition 2.3.2 (Control of ξm)

To get the lower bound, we use formula (2.3.10) and we localize the normalized eigenfunctions
um := um (·,ξm) of Lm := Lm (ξm).

Proof of the lower bound : Let α ∈ [0,1) and let Rm (α) :=
√

kmαE−1. We inject λm (ξm) = E into esti-
mate (2.3.11). It yields

E
km

>
∫ +∞

0

|um (r)|2
r2 dr >

∫ Rm(α)

0

|um (r)|2
r2 dr > 1

Rm (α)2

∫ Rm(α)

0
|um (r)|2 dr.

So ∫ Rm(α)

0
|um (r)|2 dr 6 α. (2.3.16)

Let ε > 0 and let C (ε) :=
√

Eε−1. We make use of estimate (2.3.12) to prove in the same way that,
∫

{|r−ξm|6C(ε)}
|um (r,ξm)|2 dr > 1− ε. (2.3.17)

We combine these estimates to derive an upper bound for ξm. Let (ε,α)∈ (0,1)2 such that 1−ε >α .
We assume that for some m ∈ N,

(ξm−C (ε) ,ξm +C (ε))⊂ (0,Rm (α)) . (2.3.18)
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We deduce from estimates (2.3.16) and (2.3.17) that

1− ε 6
∫ C(ε)+ξm

−C(ε)+ξm

|um (r,ξm)|2 dr 6
∫ Rm(α)

0
|um (r,ξm)|2 dr 6 α.

So hypothesis (2.3.18) can not hold. Moreover according to Proposition 2.3.1, ξm→+∞ as m→+∞.
Therefore for m large enough ξm−C (ε)> 0. Hence,

∃M > 0, ∀m > M, C (ε)+ξm > Rm (α) .

Thus we deduce the existence of K−.

Proof of the upper bound : We now examine the second part of Proposition 2.3.2: we show that the se-
quence

(
ξmk−1/2

m

)
m∈N

admits an upper bound. The key argument is E 6= Ep. Indeed we prove that if ξm

tends too fast to +∞, the limit operator is a quantum harmonic oscillator whose eigenvalues are the Lan-
dau levels. Let’s assume that the sequence

(
ξmk−1/2

m

)
m∈N

admits no upper bounds. Up to an extraction,
one can assume that

lim
m→+∞

ξm√
km

=+∞. (2.3.19)

Recall (see Subsection 2.3.1) that H0 is the quantum harmonic oscillator acting on L2 (R) and that
the operator Lm is unitarily equivalent to the following operator acting on L2 (−ξm,+∞)

H0 +

(√
km

ξm

)2 1
(

1+ s
ξm

)2 .

Let (Eq,Ψq)q∈N be the eigenpairs of H0. For any m∈N, q∈N, we use the functions χm and u1
m (·,ξm)

defined by formulas (2.3.5) and (2.3.6). Note that χm (H0−Eq)Ψq = 0, therefore according to estimates
(2.3.7) and (2.3.8),

∥∥(Lm−Eq)u1
m,q

∥∥
2 6

∥∥[H0,χm]Ψq
∥∥

2 +4
(√

km

ξm

)2

, q ∈ N.

Moreover,
∥∥[H0,χm]Ψq

∥∥
2 = O

(
1

ξ ∞
m

)
.

Recall that
∥∥u1

m (·,ξm)
∥∥→ 1 as m→+∞ (remember that ξm→+∞ as m→+∞ and see the identity

(2.3.9)) and that we have assumed that
√

kmξ−1
m → 0 as m→ +∞. We thus conclude from the spectral

theorem that
lim

m→+∞
d (σ (Lm) ,Eq) = 0.

It implies that for every q∈N, d ({λm,s (ξm) ,s > 1} ,Eq)→ 0 as m→+∞. So for every q∈N, λm,q (ξm)→
Eq as m→+∞, therefore E = Ep. But we have assumed that E 6= Ep, hence the hypothesis (2.3.19) can
not hold and we get the upper-bound.

We now study the potential Vm, defined by formula (2.1.3). Note that Vm is strictly convex and that
it verifies Vm (r)→+∞ as r→ 0 or r→+∞. Therefore Vm admits an unique minimum on R+, V min

m ,
reached at the single critical point of Vm: rm. In Lemma 2.3.2, we use Proposition 2.3.2 to localize the
quantities rm and V min

m .
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There are constants M ∈ N, R± > 0 and V± > 0 such that for every m > M,

1. R−
√

km 6 rm 6 R+
√

km;

2. V− 6V min
m 6V+.

Moreover, for any y >V min
m , the two solutions r± of Vm (r) = y satisfy:

∃K± > 0, ∃M ∈ N, ∀m > M, K−
√

km 6 r− < rm < r+ 6 K+

√
km.

Lemme 2.3.2 (Localization of extrema)

Proof :

1. First, recall that rm ∈ R+ is the single critical point of Vm. Therefore, V ′m (rm) = 0 provides

km

r3
m
= rm−ξm.

Since rm > 0, we deduce that rm−ξm > 0. So according to Proposition 2.3.2

∃R− > 0, ∃M ∈ N, ∀m > M, rm > ξm > R−
√

km.

Moreover 0 < rm−ξm 6 km

(
R−
√

km

)−3
= R−3

− k−1/2
m . So using km→+∞ as m→+∞, we deduce

that
lim

m→+∞
rm−ξm = 0. (2.3.20)

Thus Proposition 2.3.2 provides the result.

2. Recall that V min
m =Vm (rm). Hence, according to equation (2.3.20), V min

m −kmr−2
m → 0 as m→+∞.

So the first point provides the result.

3. According to the variations of Vm, r± exists and is solution of the equation kmr−2 +(r−ξm)
2 = y.

Thus (r±−ξm)
2 6 y and therefore |r±−ξm|6√y. The result follows from Proposition 2.3.2.

Remark 2.3.4: We do not know if the limits lim
m→+∞

ξm√
km

and lim
m→+∞

V min
m exist.

2.3.2.b Exponential decay of the eigenfunctions

Here we introduce some tools to estimate the exponential decay of the eigenfunctions. This is an
application of the well-known Agmon estimates for 1D Schrödinger operators with confining poten-
tial. In our case we would like to take into account the dependance on m. Therefore we are led to
perturb the Agmon distance to get some uniform estimates.

We define the Agmon distance by:

dm (r1,r2) =

∣∣∣∣
∫ r2

r1

√
(Vm (r)−E)+dr

∣∣∣∣ , (r1,r2) ∈ R2
+.

For α > 3/2 and for every m ∈ N, we define δm by

δm = δm (α) :=
α√
km

.

Let Im be defined by
Im = Im (E) := {r > 0, Vm (r)< E} . (2.3.21)
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We recall that we have chosen E > Ep, therefore Im 6= /0. Indeed,

E = lm (um)>
∫

R+

Vm |um|2 >V min
m ‖um‖2

2 =V min
m . (2.3.22)

Furthermore, remember that Vm is strictly convex and that Vm (r)→+∞ as r→ 0. Therefore Im is
an open bounded interval of R+. Recall that the distance between x ∈R and a set X ⊂R is defined as
dm (x,X) := inf(dm (x,y) , y ∈ X). For every m ∈ N, we define the function Φm on R+ by

Φm = Φm (·,δm) := δmdm (·, Im) . (2.3.23)

The function Φm is decreasing on (0, inf(Im)), zero on Im and increasing on (sup(Im) ,+∞). More-
over since Im is a bounded interval, we deduce that

Φm (r) = δm

∫ inf(Im)

r

√
(Vm (r)−E)+dr, r < inf(Im) ,

Φm (r) = 0, r ∈ Im,

Φm (r) = δm

∫ r

sup(Im)

√
(Vm (r)−E)+dr, r > sup(Im) .

Hence, Φm satisfies the eikonal equation:
∣∣Φ′m (r)

∣∣2 = δ 2
m (Vm (r)−E)+ . (2.3.24)

Notice that Φm is a perturbated Agmon distance and that δm → 0 as m→ +∞. We use this fact
to prove the following proposition that provides a uniform control for eΦmum. First of all we use the
definition of Φm given by equation (2.3.23) and a Taylor expansion at 0 and at +∞ to get the following
lemma.

Let Φm be the function defined by definition (2.3.23). The behavior of Φm (r) as r→ ∂R+

is given by:

+ Φm (r) =−α ln(r)+O(1) as r→ 0;

+ Φm (r) =
δmr2

2
+O(r) as r→+∞.

Lemme 2.3.3

The following proposition is a well known Agmon estimate result [Agm82]. Here we are interested
in the uniformity with respect to m. To that aim we adapt the classical proof of the result [Hel88].

There exist a constant K and an integer M such that

∀m > M,
∥∥eΦmum

∥∥
2 6 K.

Proposition 2.3.3

Proof : According to Lemma 2.3.3, there is a constant β ∈ R such that,

e2Φm(r) = O
(
r−2α) r→ 0;

e2Φm(r) = O
(

e
δm
2 r2+β r

)
r→+∞.
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Hence according to Proposition 2.2.1,

e2Φm(r)um (r) = O
(

rm+ n
2−1−2α

)
, r→ 0.

Therefore for m large enough, e2Φmum ∈ L2 (0,1). Moreover according to the Liouville-Green approxi-
mation [Olv97, Chapter 6],

um (r)∼ (Vm (r)−E)−
1
4 e−

∫√
Vm(r)−Edr, r→+∞.

Remember that
∫ √

Vm (r)−Edr ∼ r2/2 as r→ +∞. Therefore we deduce that for m large enough,

eφmum ∈ L2 (1,+∞), therefore e2φmum ∈ L2 (R+). Moreover an integration by parts yields
(
−u′′m e2φmum

)
=
∫

R+

(∣∣u′m
∣∣2 +2φ ′mumu′m

)
e2φm−

[
e2φmumu′m

]+∞
0 .

According to what preceds,
[
e2φmumu′m

]+∞
0 = 0, thus eφmum ∈ D (hm). Moreover by combining it with

the relations (2.3.10) and (2.3.15) we obtain
∫

R+

∣∣∣
(
eΦmum

)′∣∣∣
2
+
∫

R+

e2Φm
(

Vm−E−
∣∣φ ′m
∣∣2
)
|um|2 = 0. (2.3.25)

Furthermore, according to estimate (2.3.22), E −V min
m > 0. For every m ∈ N, define εm > 0 as

ε := 2−1
(
E−V min

m
)
. Recall that Im is given by definition (2.3.21). We define I± as

I− := Im (E + εm) = {r ∈ R+, Vm (r)< E + εm} ,
I+ := R+\I− = {r ∈ R+, Vm (r)> E + εm} .

By injecting R+ = I+t I− into equation (2.3.25), we prove that
∫

R+

∣∣∣
(
eφmum

)′∣∣∣
2
+
∫

I+
e2φm

(
Vm−E−

∣∣φ ′m
∣∣2
)
|um|2 =

−
∫

I−
e2φm

(
Vm−E−

∣∣φ ′m
∣∣2
)
|um|2 6

∥∥∥Vm−E−
∣∣φ ′m
∣∣2
∥∥∥

L∞(I−)

∫

I−
e2φm |um|2..

Let for m large enough such that δm 6 1, Cm :=
(
1−δ 2

m
)

εm > 0. We combine equation (2.3.24) with
the definition of I± to get

Vm (r)−E−|Φ′m (r)|2 >Cm, if r ∈ I+;
V min

m −E 6Vm (r)−E−|Φ′m (r)|2 <Cm, if r ∈ I−.

So remembering that εm =
(
E−V min

m
)
/2, we get

∥∥∥Vm−E−|Φ′m|2
∥∥∥

L∞(I−)
6 E−V min

m and we deduce

that ∫

R+

∣∣∣
(
eΦmum

)′∣∣∣
2
+Cm

∫

I+
e2Φm |um|2 6

(
E−V min

m
)∫

I−
e2Φm(r) |um|2.

We recall that um is normalized that provides
∫

R+

∣∣∣
(
eΦmum

)′∣∣∣
2
+Cm

∫

R+

e2Φm |um|2 6
(
E−V min

m +Cm
)∫

I−
e2Φm |um|2 6

(
E−V min

m +Cm
)

e2‖Φm‖L∞(I−) .

Finally we deduce the following estimate
∫

R+

e2Φm(r) |um (r)|2 dr 6 E−V min
m +Cm

Cm
e2‖Φm‖L∞(I−) . (2.3.26)

The choices of δm and εm yield
(
E−V min

m +Cm
)

C−1
m =

(
3−δ 2

m
)(

1−δ 2
m
)−1 . Thus

(
E−V min

m +Cm
)

C−1
m

is bounded as m→ +∞. Moreover the variations of Φm ensure that ‖Φm‖L∞(I−) = ‖Φm‖L∞(∂ I−). There-
fore Lemma 2.3.2 provides the following control

∃K > 0, ∃M0 ∈ N, ∀m > M0, ‖Φm‖L∞(I−) 6 Kδm
√

km = Kα.

We conclude the proof by combining it with estimate (2.3.26) that provides the expected result.
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2.3.2.c Asymptotic expansion of the derivative

Here we prove the following theorem.

Recall that ξm is defined by relation (2.3.15). There are constants K± > 0 and there exists
M ∈ N such that

∀m > M,
K−√

km
6
∣∣λ ′m (ξm)

∣∣6 K+√
km

.

Théorème 2.2 (Asymptotic behaviour of the derivative)

Remark 2.3.5: For further use note that this theorem can be adapted to the case where the energy
level is an interval J. Namely, if J ⊂ R denotes an interval such that J∩

{
Ep, p ∈ N

}
= /0, then

∃M ∈ N, ∀m > M,∀ξ ∈ λ−1
m (J) ,

K− (J)√
km

6
∣∣λ ′m (ξ )

∣∣6 K+ (J)√
km

.

Remark 2.3.6: If J is on the form (Ep,Ep +η), them the combinaison of Theorem 2.1 and of
Proposition 2.3.2 states that there is a constant C > 0 such that if λm (ξ ) ∈ J then ξ > C

√
kmη−1.

Therefore one could prove that

∃C > 0, ∃M ∈ N, ∀m > M, ∀ξ ∈ λ−1
m (J) ,

∣∣λ ′m (ξ )
∣∣6C

√
η
km

.

1 Lower bound
According to Proposition 2.2.2,

∣∣λ ′m (ξ )
∣∣> 2km

R3

∫ R

0
|um (r,ξ )|2 dr, ξ ∈ R, R > 0, m > 1.

Let’s combine it with estimate (2.3.14) and with ‖um (·,ξ )‖= 1. We deduce that

∣∣λ ′m (ξ )
∣∣> 2km

R3

(
1−

∫ +∞

R
|um (r,ξ )|2 dr

)
> 2km

R3

(
1− λm (ξ )

(R−ξ )2

)
, R > ξ > 0.

Remembering that λm,p (ξm) = E, we get

∣∣λ ′m (ξm)
∣∣> 2km

R3

[
1− E

(R−ξm)
2

]
, R > ξm.

Let us choose R = Rm := ξm +
√

2E > ξm. in order to obtain E (Rm−ξm)
−2 = 1/2. This implies

that
∣∣λ ′m (ξm)

∣∣> kmR−3
m . Observe that Rm ∼ ξm as m→+∞. Therefore Proposition 2.3.2 provides

∃K > 0, ∃M ∈ N, ∀m > M,
∣∣λ ′m (ξm)

∣∣> K√
km

.

2 Upper bound
Recall that Φm is defined by the formula (2.3.23). Let us define the function Ψm by

Ψm (r) =
e−2Φm(r)

r3 , r > 0.
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Let’s combine Propositions 2.2.2 and 2.3.3. We get that for m large enough

∣∣λ ′m (ξm)
∣∣6 2Kkm sup

r∈R+

Ψm (r). (2.3.27)

Therefore it is enough to prove that there is an integer M and a constant K > 0 such that

∀m > M, ‖Ψm‖L∞(R+)
6 K

km
√

km
. (2.3.28)

First note that Φm > 0. Therefore for any r ∈R+, Ψm (r)6 r−1, meaning that Ψm (r)→ 0 as r→+∞.
Moreover, according to Lemma 2.3.3, −2φm (r) = 2α ln(r)+O(1) as r→ 0. By combining it with
the definition of Ψm, we deduce that Ψm (r) = O

(
r2α−3) as r→ 0. Remembering that α > 3/2, we

conclude that Ψm (r)→ 0 as r→ 0. Hence we deduce that

∃r̃m > 0, ‖Ψm‖L∞(R) = Ψm (r̃m) .

Furthermore, r̃m is a critical point of Ψm. Therefore Ψ′m (r̃m) = 0 implies that

Φ′m (r̃m) =−
3

2r̃m
. (2.3.29)

Observing that r̃m > 0, we get Φ′m (r̃m)< 0. Remembering that Φm is non decreasing on (inf(Im) ,+∞),
we deduce that r̃m < inf(Im). Note that inf(Im) is solution of Vm (r) = E. Therefore Proposition 2.3.2
provides a constant K+ > 0 such that

r̃m 6 inf(Im)6 K+

√
km.

Now combine equations (2.3.29) and (2.3.24). It yields

δ 2
m

(
km

r̃2
m
+(r̃m−ξm)

2−E
)
=

9
4r̃2

m
.

Hence we get
δ 2

mkm− 9
4

r̃2
m

= δ 2
m

(
E− (r̃m−ξm)

2
)
6 δ 2

mE. (2.3.30)

Remembering that δm
√

km = α , estimate (2.3.30) can be written as
(
α2−9/4

)
r̃−2

m 6 Eα2k−1
m .

Moreover α > 3/2, so there is a constant K− > 0 such that for m large enough,

r̃m > K−
√

km. (2.3.31)

Recall that Φm (r̃m) > 0 meaning that ‖Ψm‖L∞(R+)
= Ψ(r̃m) 6 r̃−3

m . Combine it with the estimate
(2.3.31) and recall that Ψm (r)→ 0 as r→ 0 and as r→+∞. It provides the estimate (2.3.28). Finally
we combine the estimates (2.3.27) and (2.3.28) that proves the upper bound.

2.4 Velocity operator
In this section we assume that n > 4. The case n = 3 could also been studied but according to

remark 2, attained thresholds arise in that case. We apply the results of the previous section to derive
some properties of the current operator.

We refer to Section 2.1 for notations. Remember that F denotes the partial Fourier transform
with respect to xn. Let (r,ω) be the cylindrical coordinates of Rn−1, namely, for any x ∈ Rn−1\{0},
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r = ‖x‖2 and ω = r−1x ∈ Sn−2. In terms of these variables, L2 (Rn−1) = L2 (R+×Sn−2;rn−2dr
)
.

Let Ym, j, m > 0, j ∈ J1,NmK be the family of the spherical Harmonics. Remember that these functions
form an orthonormal basis of solutions for the equation−∆Sn−2u = µmu, u ∈L2 (Sn−2) and denote by
vm,p (·,ξ ) the eigenfunctions of Hm (ξ ), m > 0 and ξ ∈ R.

We define the (m, j, p)-th generalized Fourier coefficient of ϕ ∈ L2 (Rn) as

ϕm, j,p (ξ ) :=
1√
2π

∫

Rn−1
ϕ̂ (r,ω,ξ )Ym, j (ω)vm,p (r,ξ )rn−2drdω, ϕ ∈ L2 (Rn) .

Moreover for every m > 0, j ∈ J1,NmK and p ∈ N, denote by πm, j,p the orthogonal projection asso-
ciated with the (m, j, p)-th harmonic and by πp, the projection associated with all the harmonic that
have p as level:

πm, j,p (ϕ)(x) :=
1√
2π

∫

R
eiξ xnϕm, j,p (ξ )Ym, j (ω)vm,p (r,ξ )dξ , x ∈ Rn,

πp :=
+∞

∑
m=0

Nm

∑
j=1

πm, j,p.

In light of Section 2.1, every ϕ ∈ L2 (Rn) is decomposed as

ϕ =
+∞

∑
m=0

Nm

∑
j=1

+∞

∑
p=1

πm, j,p (ϕ) =
+∞

∑
p=1

πp (ϕ).

Moreover the Parseval theorem yields

‖ϕ‖2
2 =

+∞

∑
m=0

Nm

∑
j=1

+∞

∑
p=1

∥∥ϕm, j,p
∥∥2

2. (2.4.1)

Finally for any non-empty interval I ⊂ R, denote by PI the spectral projection of H associated with
I. A quantum state ϕ ∈ L2 (Rn) is said to be concentrated in I if PIϕ = ϕ . With reference to Section
2.1, this condition can be written as

∀m > 0, ∀ j ∈ J1,NmK, ∀p > 1, supp
(
ϕm, j,p

)
⊂ λ−1

m,p (I) . (2.4.2)

Let xn be the position operator defined as the multiplier by coordinate xn in L2 (Rn):

(xn f )x = xn f (x) , x = (x1, · · · ,xn) ∈ Rn

and let xn (t) be the Heisenberg variable defined as

xn (t) := eitHxne−itH. (2.4.3)

A quantum state ϕ is a solution of the Schrödinger equation (2.5). Thus ϕ (x, t) = e−itHϕ (x,0) and
we deduce by a straightforward calculation that

(
xnϕ (·, t) ϕ (·, t)

)
=
(

xn (t)ϕ (·,0) ϕ (·,0)
)
, t ∈ R. (2.4.4)

Therefore the time evolution of the position operator xn is xn (t) and its time derivative is the velocity,
given by

∂txn (t) = ieitH [H,xn]e−itH. (2.4.5)
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We define the current operator J as the following self-adjoint operator acting on D (H)∩D (xn) such
that the current carried by a state ϕ is

(
Jϕ ϕ

)
.

J :=−i [H,xn] =−2(i∂xn + r) . (2.4.6)

Note that
∂txn (t) =−eitHJe−itH. (2.4.7)

Since F, is an isometry, we observe that FJF−1 = −2(r−ξ ). Therefore the Feynman-Hellman
formula (see equation (2.2.5)) yields

(
Jπpϕ πpϕ

)
=

+∞

∑
m=0

Nm

∑
j=1

∫

R
λ ′m,p (ξ )

∣∣ϕm, j,p (ξ )
∣∣2 dξ , p ∈ N. (2.4.8)

In Theorem 2.3, we will combine this identity with Theorem 2.2 to control the current operator.
We define for each M ∈ N and each p ∈ N:

X−I,M,p :=
{

ϕ ∈ Ran(PI)∩Ran(πp) , ∀m > M+1, ∀ j ∈ J1,NmK, ϕm, j,p = 0
}
,

X+
I,M,p :=

{
ϕ ∈ Ran(PI)∩Ran(πp) , ∀m 6 M, ∀ j ∈ J1,NmK, ϕm, j,p = 0

}
,

X−I,M :=
+∞⊕

p=1

X−I,M,p;

X+
I,M :=

+∞⊕

p=1

X+
I,M,p.

Note that Ran(PI) = X−I,M⊕X+
I,M and that these spaces are H invariant.

Let I ⊂ σ (H) be a non-empty interval such that I∩
{

Ep, p > 1
}
= /0.

1. ∀M > 0, ∃C− > 0, ∀ϕ ∈ X−I,M,
∣∣( Jϕ ϕ

)∣∣>C− ‖ϕ‖2
2

2. ∃C+, ∃M0 > 0, ∀M > M0, ∀ϕ ∈ X+
I,M,

∣∣( Jϕ ϕ
)∣∣6 C+

√
kM+1

‖ϕ‖2
2.

Théorème 2.3

Proof : First observe that I is bounded and recall that Ep→+∞ as p→+∞. So PI := {p ∈ N, Ep > sup(I)}
is a finite set. Moreover, remembering that

inf{λm,p (ξ ) ∈ R, ξ ∈ R}= Ep, m ∈ N, p ∈ N,

we get that PI = {p ∈ N, ∃m > 0, I∩λm,p (R) 6= /0}. Moreover notice that for every p ∈ PI and every
m ∈ N, I∩λm,p (R) 6= /0. Therefore it is enough to prove the theorem for ϕ ∈ X±I,m,p for a certain p ∈ PI

fixed. We simplify the notations by ommiting the index p.
Proof of the first part. Let M > 0 and let ϕ ∈ X−I,M. Note that ϕ = πpϕ . Therefore, according to

the embedding (2.4.2) and to the identity (2.4.8),

(
Jϕ ϕ

)
=

M

∑
m=0

Nm

∑
j=1

∫

λ−1
m (I)

λ ′m (ξ )
∣∣ϕm, j (ξ )

∣∣2 dξ .
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Moreover Ep 6∈ I, thus for every m ∈ J0,MK, λ−1
m (I) is bounded. Therefore, Proposition 2.2.2 states that

for every m ∈ J0,MK, Dm := inf{λ ′m (ξ ) , λm (ξ ) ∈ I}> 0. Thus C− := inf{Dm,m ∈ J0,MK}> 0. Hence

∣∣( Jϕ ϕ
)∣∣>C−

M

∑
m=0

Nm

∑
j=1

∫

λ−1
m (I)

∣∣ϕm, j (ξ )
∣∣2 dξ . (2.4.9)

Remember that ϕm, j is localized in λ−1
m (I) (see the embedding (2.4.2)). Therefore,

∫

λ−1
m (I)

∣∣ϕm, j (ξ )
∣∣2 dξ =

∫

R

∣∣ϕm, j (ξ )
∣∣2 dξ =

∥∥ϕm, j
∥∥2

2 .

Hence according to the Parseval’s identity (2.4.1),

M

∑
m=0

Nm

∑
j=1

∫

λ−1
m (I)

∣∣ϕm, j (ξ )
∣∣2 dξ = ‖ϕ‖2

2 . (2.4.10)

We combine it with the estimate (2.4.9) that provides the first statment of the Theorem.
Proof of the second part. Let ϕ ∈ X+

I,M. We prove in the same way as for the first part that

(
Jϕ ϕ

)
=

+∞

∑
m=M+1

Nm

∑
j=1

∫

λ−1
m (I)

λ ′m (ξ )
∣∣ϕm, j (ξ )

∣∣2 dξ .

Therefore, according to Theorem 2.2, there exist M0 > 0 and C+ > 0 such that for every M > M0,

∣∣( Jϕ ϕ
)∣∣6

+∞

∑
m=M+1

Nm

∑
j=1

C+√
km

∫

λ−1
m (I)

∣∣ϕm, j (ξ )
∣∣2 dξ . (2.4.11)

Observe that for m > M+1, C+k−1/2
m 6C+k−1/2

M+1 . We combine it with the estimate (2.4.11) and with the
Parseval’s identity (2.4.1) that yields

∣∣( Jϕ ϕ
)∣∣6 C+√

kM+1
‖ϕ‖2

2 .

Remark 2.4.1: Remember that kM → +∞ as M → +∞. According to Theorem 2.3, for every
ε > 0 and for any bounded energy interval I ⊂ σ (H), there is some quantum state ϕε ∈ Ran(PI) such
that ‖ϕε‖= 1 and

∣∣( Jϕε ϕε
)∣∣6 ε , even if I is away from the Landau levels.
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ANNEXE

A Rappels de théorie spectrale
Dans ce qui suit, H est un espace de Hilbert et P est un opérateur agissant sur H . Son spectre est

noté σ (P) et son spectre essentiel, σess (P). Nous rappelons ici quelques résultats de théorie spectrale
sur les opérateurs auto-adjoints permettant d’établir des estimations sur la localisation de son spectre.

Le principe du min-max suivant permet de relier les quotients de Rayleigh d’un opérateur auto-
adjoint avec ses valeurs propres [Ree78, Theorème XIII.1].

Soit P, un opérateur auto-adjoint borné inférieurement de domaine D (P) et de spectre
σ (P). Nous définissons le n-ième quotient de Rayleigh par

λn := sup
S⊂D (q) ,
dim(S) = n

inf
ϕ ∈ S⊥,
‖ϕ‖= 1

(
Pϕ ϕ

)
.

Alors pour tout n ∈ N, l’une des deux configurations suivante est vérifiée :

+ L’opérateur P possède au moins n valeurs propres sous son spectre essentiel et λn est
la n−ième valeur propre.

+ pour tout p > n, λp = inf(σess (P)) et P possède au plus n− 1 valeurs propres sous
son spectre essentiel.

Proposition A.1 (Principe du min-max)

Pour minimiser les quotients de Rayleigh, nous construisons des quasi-modes. Bien qu’il soit
suffisant que ces fonctions soient dans le domaine de forme, lorsqu’elles sont dans le domaine de
l’opérateur, le théorème spectral suivant fournit un contrôle plus précis.

Soit P, un opérateur auto-adjoint borné inférieurement de domaine D (P) et de spectre
σ (P). Alors, la distance d’une valeur λ au spectre de P est contrôlée par

d (λ ,σ (P))6 ‖(P−λ )ϕ‖
‖ϕ‖ , λ ∈ R, ϕ ∈D (P) . (A.1)

Théorème A.1 (Théorème spectral)

69



Lorsque nous étudions des opérateurs fibrés, nous considérons des opérateurs dépendant d’un pa-
ramètre, en particulier, la dépendance des valeurs propres par rapport au paramètre. La proposition
suivante [Mou88] permet de calculer la dérivée de ces valeurs propres par rapport au paramètre.

Soit (P(ξ ))ξ∈R, une famille d’opérateurs auto-adjoints positifs sur H dont le domaine, D,
ne dépend pas de ξ et dont le spectre est constitué de valeurs propres simple λp (ξ ). Pour
tout ξ , nous notons up (ξ ) un vecteur propre unitaire associé à la valeur propre λp (ξ ) et
nous supposons que

(
u(ξ ) u(ξ0)

)
→ 1 lorsque ξ → ξ0.

Nous supposons que la famille (P(ξ )) est différentiable par rapport à ξ et nous notons
∂ξ P(ξ ) sa différentielle. Alors les fonction λp sont dérivables et leurs dérivées sont données
par :

λ ′p (ξ0) =
(

∂ξ P(ξ )up (ξ ) up (ξ )
)
.

Proposition A.2 (Formule de Feynman Hellmann)

B La réalisation de Neumann du Laplacien magnétique dans un
domaine à bord

Soit Ω ⊂ Rn, un ouvert à bord et soit A, un potentiel magnétique de classe C ∞ défini sur Ω. Soit
q, la forme quadratique définie par

q(u) =
∫

Ω
|(i∇+A)u|2 dλ , (B.1)

initialement définie sur C ∞
0
(
Ω
)

puis étendue sur le domaine de forme

D (q) =
{

u ∈ L2 (Ω) , (i∇+A)u ∈ L2 (Ω)
}
.

Cette forme quadratique est associée à la forme bilinéaire ϕ donnée par

ϕ (u,v) =
∫

Ω
(i∇+A)u · (i∇+A)vdλ , (B.2)

La réalisation de Neumann sur L2 (Ω) du laplacien magnétique (i∇+A)2 est définie comme l’exten-
sion de Friedrichs de la forme quadratique q.

L’opérateur H agit sur les fonctions de son domaine comme l’opérateur différentiel

(i∇+A)2 .

Son domaine est donné par

D (H) =
{

u ∈D (q) , (i∇+A)2 u ∈ L2 (Ω) , n · (i∇+A)u|∂Ω = 0
}
,

où n est une normale unitaire à ∂Ω.

Proposition B.1
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Remarque B.1 : La condition au bord n · (i∇+A)u|∂Ω = 0 est appelée condition de Neumann
magnétique. Si le potentiel magnétique vérifie

A(x) ·n(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

alors cette condition au bord coïncide avec la condition au bord de Neumann classique : n ·∇u|∂Ω = 0.
Démonstration : Nous rappelons que la forme bilinéaire ϕ est donnée par la formule (B.2).

Par définition de la forme bilinéaire associé à un opérateur, l’opérateur H vérifie

ϕ (u,v) =
∫

Ω
(Hu) · v, v ∈D (q) , u ∈D (H) . (B.3)

La formule de Green-Riemann fournit pour u ∈D (H) et v ∈D (q)

ϕ (u,v) =
∫

Ω
(i∇+A)2 u · v+

∫

∂Ω
(n · (i∇+A)u) · v. (B.4)

En particulier,

Φu (v) := ϕ (u,v)−
∫

Ω
(i∇+A)2 u · v, v ∈D (q) , u ∈D (H)

ne dépend que de la valeur de v sur ∂Ω. Ainsi, pour u ∈D (H) et v ∈ C ∞
0 (Ω), Φu (v) = 0, c’est-à-dire

ϕ (u,v) =
∫

Ω
(i∇+A)2 u · v.

Par suite, au sens des distributions,
Hu = (i∇+A)2 u (B.5)

et le domaine de l’opérateur H, D (H), vérifie

D (H)⊂
{

u ∈D (q) , (i∇+A)2 u ∈ L2 (Ω)
}
.

Nous combinons la formule de Green-Riemann (B.4) avec la valeur de H au sens des distribution
(B.5). Nous en déduisons que pour tout u ∈D (H) et tout v ∈D (q), Φu (v) = 0, c’est-à-dire

∫

∂Ω
(n · (i∇+A)u) · v = 0.

Ainsi u ∈D (H) vérifie la condition au bord n · (i∇+A)u = 0 sur ∂Ω.

C Analyse complexe

Soit Ω, un ouvert de Cn et soit f : Cn→ C, une fonction complexe. On dit que la fonction
f est holomorphe si f est de classe C1 et si pour tout k ∈ J1,nK, ∂zk f = 0.

Définition 1 (Fonction holomorphe)

Il découle de cette définition que si une fonction de n variables est holomorphe, alors elle est holo-
morphe par rapport à chacune de ses variables. Le théorème d’Hartogs suivant assure que la réci-
proque est vraie.
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Soit Ω, un ouvert de Cn et soit f : Cn → C, une fonction complexe. Si la fonction f est
holomorphe par rapport à chaque variable, à savoir si pour tout k ∈ J1,nK, fixé, et pour tout
nombres complexes z1, · · · ,zk−1,zk+1, · · · ,zn fixés, la fonction

z 7→ f (z1, · · · ,zk−1, ,z,zk+1, · · · ,zn)

est holomorphe sur l’ouvert-tranche

Ω∩{z1}× ·· ·×{zk−1}×C×{zk+1}×{zn} ,

alors la fonction f est holomorphe sur Ω.

Théorème C.1 (Théorème d’Hartogs)

Remarque C.1 : Nous allons voir que ce théorème est faux dans le cas des fonctions d’une variable
réelle.

Soit f , la fonction définie sur R2 par

f (x,y) :=

{ xy
x4 + y4 lorsque (x,y) 6= (0,0) ,

0 lorsque (x,y) = (0,0) .

Pour tout a ∈ R, fixé, les fonctions x 7→ f (x,a) et y 7→ f (a,y) sont analytiques sur R. L’hypothèse
d’analyticité séparée du théorème d’Hartogs est alors vérifiée. Cependant cette fonction n’est pas
localement bornée au voisinage de 0. En effet, f (x,x) =

(
2x2)−1.

Pour définir les résonances, nous avons utilisé le théorème de Fredholm analytique suivant [Zwo12,
Annexe D].

Soit Ω, un ouvert connexe de C et soit z 7→ T (z), une famille finiment méromorphe d’opé-
rateurs compacts agissant sur un espace de Banach séparable. Supposons qu’il existe z0 ∈Ω
tel que I+T (z0) soit inversible. Alors l’application z 7→ (I +T (z))−1 a un sens en tant que
famille finiment méromorphe d’opérateurs sur l’ouvert Ω. En particulier, l’ensemble des
pôles est discret dans Ω.

Théorème C.2 (Théorème de Fredholm analytique)

D Familles holomorphe d’opérateurs
Une fonction de C dans C est holomorphe si elle vérifie la définition 1. Dans ce cas, nous disons

qu’elle est holomorphe au sens classique.

Soit Ω⊂Rn, soit U, un ouvert de C et soit u : U→ L2 (Ω). On dit que u est holomorphe au
voisinage de x0 ∈ U si et seulement si pour tout f ∈ L2 (Ω), l’application x 7→

(
u(x) f

)

est holomorphe au voisinage de x0.

Définition 2 (Fonction holomorphe par rapport à un paramètre)
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Soit Ω ⊂ Rn, soit U, un ouvert de C et soit T , une fonction définie sur U à valeur dans
l’ensemble des opérateurs agissant sur L2 (Ω). On dit que u est holomorphe au voisinage
de x0 ∈ U si et seulement si pour tout f ∈ D (u(x)) et tout g ∈ L2 (Ω), l’application x 7→(

u(x) f g
)

est holomorphe au voisinage de x0.

Définition 3 (Fonction holomorphe à valeur opérateur)

E Opérateurs fibrés

Cette partie est issu du chapitre XIII.16 du livre de Reed et Simon [Ree78]. Soit H ′, un espace de
Hilbert séparable et soit (M,dµ), un espace mesuré. Nous définissons l’espace H par :

H :=
∫ ⊕

M
H ′dµ := L2 (M,dµ;H ′) .

Une fonction ξ ∈ M 7→ H (ξ ) à valeur dans l’ensemble des opérateurs auto-adjoint sur H ′ est dite
mesurable si les fonctions

ξ ∈M 7→
(

ϕ (H (ξ )+ i)−1 ϕ
)
, ϕ ∈H ′

sont mesurables.

Dans le cas où cette fonction est mesurable, nous définissons un opérateur H, agissant sur H par

{
D (H) := {ϕ ∈H , ϕ (ξ ) ∈D (H (ξ ))}
(Hϕ)(ξ ) := H (ξ )ϕ (ξ ) , ϕ ∈D (H) .

Nous disons alors que H est un opérateur fibré et nous écrivons

H =
∫ ⊕

M
H (ξ )dξ .

Le théorème suivant permet de décrire le spectre de l’opérateur H à partir des spectre des opéra-
teurs H (ξ ).
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Soit H, un opérateur fibré donné par :

H =

⊕∫

R

H (ξ )dξ .

Nous supposons que ξ 7→ H (ξ ) est mesurable et que H (ξ ) est autoadjoint pour tout ξ .

1. L’opérateur H est auto-adjoint.

2. Pour toute fonction F mesurable,

F (H) =
∫ ⊕

R
F (H (ξ ))dξ .

3. λ est une valeur propre de H si et seulement si

µ ({ξ , λ est une valeur propre de H (ξ )})> 0.

4. λ est une valeur spectrale de H si et seulement si pour tout ε > 0,

µ ({ξ , σ (H (ξ ))∩ (λ − ε,λ + ε) 6= /0})> 0.

Théorème E.1

Nous déduisons de ce théorème la proposition suivante qui décrit la structure du spectre de certains
opérateurs fibré.

Soit H, un opérateur fibré donné par :

H =

⊕∫

R

H (ξ )dξ .

Nous supposons que pour tout ξ , σ (H (ξ )) =σp (H (ξ )) =
{

λp (ξ ) , p > 1
}

, avec λ1 (ξ )6
λ2 (ξ )6 · · · .
Nous supposons de plus que pour tout p > 1, la fonction ξ 7→ λp (ξ ) est analytique et non
constante sur R. Alors le spectre de H est absolument continu et est donné par :

σ (H) =
⋃

p>1

λp (R) (E.1)

Proposition E.1

Démonstration : Pour tout λ ∈ C et tout p > 1, le principe des zéros isolés implique que l’une des confi-
gurations suivantes est vérifiée :

+ {ξ ∈ R, λ = λp (ξ )} est discret,
+ {ξ ∈ R, λ = λp (ξ )}= R.

Comme les fonction λp ne sont pas constantes, pour tout p, l’ensemble {ξ ∈ R, λ = λp (ξ )} est discret.
Ainsi l’ensemble {ξ , λ est une valeur propre de H (ξ )} est de mesure nulle. En effet,

{ξ , λ est une valeur propre de H (ξ )}=
⋃

p>1

{ξ ∈ R, λ = λp (ξ )}.
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Nous utilisons le théorème E.1 pour calculer le spectre de H. Le point 3 assure que H ne possède pas de
valeurs propres et du point 4 nous déduisons l’égalité (E.1).
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