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Résumé

Ce mémoire est une synthèse des travaux de recherche effectués au sein de l’équipe Physique et Méca-
nique des Milieux Divisés (PMMD) du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil (LMGC) de l’Université
de Montpellier. Les contributions présentées portent sur des développements théoriques et numériques no-
vateurs pour la modélisation et l’étude de la mécanique des matériaux particulaires. Ces matériaux sont des
assemblages désordonnés de particules solides qui jouent un rôle majeur dans de nombreux procédés in-
dustriels et interviennent dans de nombreux phénomènes naturels en lien avec l’environnement et le vivant.
Les particules qui les constituent peuvent prendre des formes et des tailles variées et peuvent également
évoluer sous l’effet d’actions mécaniques ou de transformations chimiques. Depuis le début de ma carrière
en tant que Maître de Conférences, je me suis intéressé principalement à deux cas jusqu’ici peu explo-
rés malgré leur fort intérêt applicatif : (i) les matériaux à particules molles en grandes déformations, et
(ii) les matériaux granulaires en milieu humide. Pour modéliser les particules molles, différentes stratégies
numériques ont été développées permettant de prendre en compte à la fois leur déformation et leurs interac-
tions de contact frottant. La présence de l’humidité a été simulée en considérant des interactions cohésives
et visqueuses entre les particules. Ces approches numériques ont été appliquées à l’étude des propriétés
rhéologiques et microstructurales des matériaux granulaires humides ou à particules déformables.
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Première partie

Synthèse générale de mes activités de
recherche
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Mes travaux de recherche peuvent être divisés en deux catégories : modélisation multi-échelle des
milieux (i) continus et (ii) divisés. La première partie concerne mes activités de recherche pendant ma
thèse et mes post-doctorats, et les collaboration réalisées dans ce cadre. Elles se sont inscrites dans le cadre
de la modélisation multi-échelle des matériaux hétérogènes et de l’analyse de vibrations non-linéaires de
Nano Electro-Mechanical System (NEMS). Les travaux de la deuxième partie ont été réalisés au sein de
l’équipe Physique et Mécanique des Milieux Divisés (PMMD) du Laboratoire de Mécanique et Génie Civil
(LMGC) de l’Université de Montpellier. J’ai choisi de consacrer le document scientifique de ce mémoire
(Partie II) à mes travaux relatifs aux milieux discrets, qui constituent une majorité de mes activités actuelles
de recherche. Néanmoins, dans cette partie, je présente brièvement les deux axes de recherche que j’ai pu
développer.

Milieux continus
Etude multi-échelle d’instabilités dans les matériaux hétérogènes

Mes activités de recherche ont débuté avec ma thèse de doctorat au Laboratoire de Physique et Mé-
canique des Matériaux (LPMM) 1 de l’Université Paul Verlaine - Metz 2 en 2006 sous la direction de
Hamid Zahrouni et Julien Yvonnet. Le sujet était l’étude multi-échelle des instabilités dans les matériaux
hétérogènes utilisant la Méthode Asymptotique Numérique (MAN). Nous avons proposé une technique
numérique originale et efficace pour résoudre des problèmes de structures hétérogènes en grandes défor-
mations, avec instabilités possibles aux niveaux microscopique et macroscopique. La méthode combine
la méthode des éléments finis multi-échelles (EF2) et la MAN. Dans le cadre de la EF2, on utilise deux
niveaux pour décrire la géométrie : (i) niveau macroscopique où l’on peut représenter la géométrie et les
conditions aux limites ; (ii) niveau microscopique où l’on peut introduire le comportement des constituants
et leur répartition locale. Les deux niveaux sont couplés par les techniques d’homogénéisation. En appli-
quant cette procédure, on peut montrer que les charges maximales, quand elles existent, sont associées à
des bifurcations du problème microscopique, que le comportement soit (hyper)élastique [23, 21, Art] ou
élasto-plastique [22, 20, Art]. Cette (quasi)coïncidence entre instabilité locale et charge limite globale avait
été prédite théoriquement par Triantafyllidis et Maker, (1985) [129]. Dans cet article, les auteurs avaient
également remarqué que le problème global perdait son ellipticité lorsque le problème local atteignait une
bifurcation.

Partant de ce constat, nous avons cherché à caractériser la rupture en compression des composites
à fibres longues en associant notre approche multi-échelle avec une condition de perte d’ellipticité au
niveau macroscopique [17, Art]. Il est connu que cette rupture est due à une instabilité locale appelée
micro-flambage et que celle-ci est fortement influencée par les ondulations des fibres et la non-linéarité
du comportement de la matrice. Nous avons montré des prédictions de rupture très proches de la solution
analytique par bandes de cisaillement [18]. Ceci montre qu’une modélisation de type EF2 associée à une
condition de perte d’ellipticité donne une procédure claire et robuste de prédiction de la rupture compres-
sive, qui peut être aisément appliquée à d’autres composites que les fibres longues, sans limitations sur la
géométrie et le comportement des matériaux ; voir la figure 1.

A noter que cette approche multi-échelle du premier ordre a l’inconvénient de ne pas décrire préci-
sément la réponse de la structure au voisinage de la rupture. Cela ne permet pas non plus de prédire les
longueurs d’ondes de micro-flambage, qui ne peuvent être obtenues qu’avec un modèle macroscopique à
longueur interne. Pour cela, une technique d’homogénéisation du second ordre a été également adaptée
dans le cadre de la méthode MAN multi-échelle [46, 36, Conf] ; voir la figure 2. Dans cette technique, le
double gradient de déformation macroscopique est considéré dans la transition cinématique micro-macro.
Le tenseur des contraintes macroscopiques et le tenseur des contraintes d’ordre élevé sont extraits en utili-
sant une extension de la condition de Hill-Mandel. Un milieu continu d’ordre supérieur est obtenu au niveau
macroscopique, tandis que le problème aux limites microscopique reste classique. Ainsi, le calcul d’homo-
généisation du second ordre établit directement une réponse de comportement du second ordre au niveau
macroscopique sans hypothèses supplémentaires au niveau microscopique. Par conséquent, cette extension

1. Actuellement Laboratoire d’Étude des Microstructures et de Mécanique des Matériaux (LEM3)
2. Actuellement Université de Lorraine
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FIGURE 1 – Etude numérique analysant le défaut de compression d’un composite à fibre longue ; (a) Géo-
métrie et conditions aux limites pour la structure macroscopique ; (b) Le paramètre de chargement λ en
fonction du déplacement d’un point situé en haut au centre de la structure pour la microstructure présentée
sur la figure (d) ; (c) Le diagramme contrainte-déformation de la microstructure ; (d) La configurations dé-
formées de la microstructure d’un composite à fibres longues aux différents points présentés sur les figures
(b) et (c). Le changement des comportements macroscopique est microscopique a constaté au point B, qui
correspond au point de perte d’ellipticité ; pour plus des détails, voir [17, Art].

de la méthode MAN multi-échelle permet un meilleur conditionnement du problème macroscopique en
présence d’instabilités au niveau de la microstructure.

Deux autres pistes ont été également considérées pour améliorer le conditionnement du problème ma-
croscopique en présence d’instabilités. La première est une nouvelle méthode d’homogénéisation pour trai-
ter une séparation d’échelle arbitraire dans le cas d’un milieu non-linéaire hétérogène lorsque les échelles
ne sont pas séparées [24, Conf]. Cette approche est basée sur l’utilisation de l’opérateur de filtre passe-bas
au lieu de l’opérateur moyenne, et les fonctions non-locales de Green au lieu des opérateurs de localisa-
tion, qui sont utilisées dans le cadre de l’homogénéisation classique [140]. La deuxième piste concerne une
approche basée sur l’introduction d’une technique de projection au niveau microscopique. Étudiée pendant
le post-doctorat de Yu Cong, l’idée principale de cette approche est de réaliser l’analyse modale de ma-
nière indépendante sur la microstructure. Cette opération conduira à un ou plusieurs vecteurs de mode qui,
par projection, permettent de définir un espace vectoriel restreint, sur lequel le problème microscopique
recherche un état d’énergie minimale. Cela évitera la perte d’ellipticité du problème macroscopique [30,
Conf]. L’étude de ces deux techniques présentées est encore en cours.

Une méthode multi-échelle basée sur la méthode des séries de Fourier à coefficients variables a été éga-
lement introduite afin de modéliser les principales caractéristiques des rides, mais en utilisant des équations
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FIGURE 2 – Etude numérique comparant l’homogénéisation du second ordre avec celle du premier ordre ;
(a) La structure macroscopique du problème de compression d’un matériau composite à fibres longues ;
(b) La microstructure associée au matériau composite à fibres longue ; (c) Le paramètre de chargement λ

en fonction du déplacement d’un point situé en haut au centre de la structure pour les deux techniques et
pour différents maillages macroscopiques (le maillage m×n désigne un maillage avec m éléments dans la
longueur et n éléments dans la largeur). Cela montre une convergence assez rapide de la charge critique de
flambage pour l’homogénéisation du second ordre contrairement de l’homogénéisation du premier ordre.
Cette convergence confirme que la solution obtenue à l’aide de l’homogénéisation du second ordre ne
dépend pas du maillage macroscopique lorsque la taille de la microstructure n’est pas négligeable par
rapport à la longueur d’onde du champ de déformation macroscopique ; voir [36, Conf].

différentielles partielles uniquement à un niveau macroscopique [15, Art]. Dans cette méthode, la solution
est recherchée sous la forme de quelques termes de séries de Fourier dont les coefficients varient plus len-
tement que les oscillations. La contrainte macroscopique est définie par les coefficients de Fourier de la
contrainte microscopique. En ce sens, la technique actuelle est similaire à la théorie de l’homogénéisation
dans laquelle une analyse à double échelle permet de déduire le comportement global macroscopique à par-
tir de celui microscopique. Cette méthode est donc adaptée à la description du couplage entre instabilités
locale et globale.
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Autres études multi-échelle

Une approche multi-échelle pour l’analyse des vibrations des matériaux hétérogènes a été développée
dans le cadre du stage de Kodjo Attipou [M21] [19, Art]. Cette technique, basée sur la méthode EF2, a été
appliquée à l’étude des vibrations libres des matériaux hétérogènes viscoélastiques. Nous avons étudié no-
tamment l’influence sur les propriétés amortissantes de différents paramètres comme le rapport de rigidité,
la fraction volumique et la morphologie de l’inclusion.

Dans le cadre de la thèse de Yu Cong [T0a], une méthode d’homogénéisation numérique pour les
structures minces comportant des hétérogénéités à l’échelle microscopique a été proposée [18, Art]. Cette
approche multi-échelle couple deux échelles, où l’échelle macroscopique est décrite par un modèle coque
utilisant une cinématique enrichie à 7 paramètres, et un modèle volumique local. Elle permet un traitement
efficace des non linéarités et des instabilités par le biais de développements asymptotiques.

Enfin, dans le cadre des matériaux numériques, on utilise directement dans la simulation numérique
des images de la microstructure réelle, par exemple à partir de micro-tomographie. Dans ce contexte, la
méthode de la transformation rapide de Fourier (FFT) est souvent utilisée pour résoudre le problème des
cellules unitaires. Dans cette méthode, pour évaluer les équations constitutives à chaque itération, le produit
de convolution et les opérateurs de Green concernés sont évalués dans l’espace de Fourier. Pour éviter
l’utilisation de FFT, Yvonnet (2012) [139] a proposé une procédure similaire, appelée technique Space
Lippmann Schwinger, dans laquelle l’opérateur de convolution est calculé numériquement. Nous avons
proposé une extension de cette technique au cas des matériaux hétérogènes géométriquement non-linéaires
(les non-linéarités matérielle et géométrique) ; [41, Conf].

Vibrations non linéaires de NEMS

Mes travaux du post-doctorat au Laboratoire de Mécanique des Structures et des Systèmes Couplés
(LMSSC) - CNAM Paris, entre 2010 et 2011 concernaient la mise en place des modèles réalistes et ré-
duits pour modéliser des nano-systèmes électromécaniques (Nano Electro- Mechanical System : NEMS)
à actionnement et détection piézoélectrique. Ils se sont inscrits dans le projet ANR, NEMSPIEZO, dont
l’objectif principal était de concevoir et fabriquer ces nano-systèmes. Le but de notre étude était de fournir
des outils numériques pour simuler le comportement en vibration non linéaire de ces systèmes dans un
objectif de conception [42, 44, 40, 39, 35, Conf] ; voir la figure 3.

FIGURE 3 – Exemple de nano-poutre étudiée dans ce travail. (Gauche) photographie prise au microscope
électronique à balayage. (Centre) schéma du système étudié. (Droite) amplitude maximale W du déplace-
ment de la nano-poutre à x= 0,75lb (lb la longueur de la non-poutre) en fonction de la pulsation d’excitation
Ω. Les grandeurs adimensionnées W/eSi, avec eSi l’épaisseur de la couche de silicium, et Ω/ω1, avec ω1
la pulsation propre du premier mode du système, sont représentée.

Milieux divisés
En 2011, recruté comme Maître de Conférences, mes activités de recherche se sont poursuivies au sein

de l’équipe Conception en Structures (CS) du LMGC. Cette équipe s’intéressait à la conception morpholo-
gique des structures de forme libre et des grands systèmes à géométrie variable (par exemple les structures
déployables). Dans ce cadre, mes activités ont d’abord porté sur l’étude numérique des instabilités dans les
membranes [37, Conf]. Ensuite, comme la modélisation de la morphogenèse des tissus biologiques consti-
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tuait un sujet de recherche émergeant de l’équipe CS, mes actions de recherche ont été progressivement
orientées vers la modélisation des milieux cellulaires. Le caractère pluridisciplinaire de mes travaux et la
convergence d’une thématique de recherche forte autour des milieux divisés m’ont alors conduit à rejoindre
l’équipe nouvellement constituée PMMD en 2013. Cette équipe propose un projet pluridisciplinaire riche
qui couvre des problèmes allant de l’échelle des particules et des interactions colloïdales jusqu’aux milieux
continus, en abordant la transition discret-continu par une approche multi-échelle.

Dans le cadre des projets de l’équipe PMMD, mes travaux de recherche se sont centrés sur l’étude du
comportement des milieux divisés, en particulier les matériaux à particules déformables (cellules, poudres
métalliques. . . ). Les recherches menées s’appuient sur la modélisation de ces matériaux en prenant en
compte le comportement individuel des particules ainsi que leurs interactions. En vue d’applications à di-
vers matériaux et/ou procédés industriels (chimique, pharmaceutique, cosmétique, agroalimentaire. . . ), des
méthodes numériques pour la modélisation mécanique des matériaux à particules hautement déformables
ont été développées [16, 14, 11, Art]. Dans ce cadre, j’ai co-encadré les thèses de Thanh Hai Nguyen [T1]
et de Thi-Lo Vu [T2]. J’ai également co-encadré la thèse de Thanh Trung Vo [T3] sur l’étude numérique de
la rhéologie et le processus d’agglomération de matériaux granulaires humides impliquant des interactions
cohésives et visqueuses venant s’ajouter à celles de contact frottant.

Par ailleurs, j’ai initié la création de l’axe transversal Modélisation des Milieux Cellulaires (M2Cell)
dont j’ai assuré la responsabilité jusqu’à présent. Cet axe avait pour objectif de fournir un cadre d’échanges
et de collaborations autour de la modélisation mécanique des milieux cellulaires à différentes échelles.
En effet, ces milieux, tels que les mousses solides ou liquides et tissus biologiques, intéressent plusieurs
équipes du laboratoire et demandent le développement des modélisations novatrices. Dans le cadre de cet
axe, deux articles ont été publiés [16, 11, Art], et deux projets ANR et un projet régional (Chercheur
d’Avenir) ont été déposés. De plus, il convient de noter que globalement, j’ai déposé plusieurs projets de
recherche dont un projet (Agropolis Fondation) accepté et deux autres (ANR et MUSE) actuellement en
deuxième phase d’évaluation.

Pendant cette période, j’ai développé des activités de recherche avec l’INRAE Montpellier, notamment
avec le laboratoire IATE 3, dans le cadre d’un contrat de collaboration de recherche entre l’UM et l’INRAE
depuis 2015. Cette collaboration active a permis de publier plusieurs articles [13, 16, 14, 11, 12, 10, 7,
4, 2, 3, Art]. De plus, afin de développer des collaborations au niveau international, j’ai proposé un pro-
gramme de recherche pour initier une collaboration entre notre équipe PMMD et le groupe de recherche
de M. Ghadiri 4 de l’Université de Leeds. Ce groupe est très connu au niveau international dans le domaine
de la technologie des poudres et plus particulièrement dans la modélisation et l’expérimentation sur les
procédés industriels liés aux poudres et aux matériaux granulaires. Dans ce cadre, un projet commun a été
défini pour l’analyse du comportement de l’écoulement de poudres cohésives en considérant également
la déformabilité des particules. J’ai pu obtenir un “Congé pour Recherches ou Conversions Thématiques”
(CRCT) pour l’année scolaire 2018-2019 ainsi que le soutien de l’Agropolis Fondation pour une mobilité
internationale. Les résultats initiaux ont permis de publier quelques articles [5, 6, 4, Art].

Enfin, je me suis investi pleinement dans la vie de la communauté scientifique des milieux divisées à
travers différentes actions telles que la participation à l’organisation de la conférence internationale Pow-
ders and Grains. Cette conférence, qui est la plus importante dans le domaine des milieux divisés, a eu lieu
à Montpellier du 3 au 7 juillet 2017. J’ai été également coéditeur thématique du journal EPJ Web of Confe-
rences dans lequel ont été publiées les communications de cette conférence [1, Ouvr]. De plus, j’ai organisé
dans le cadre de la collaboration avec l’université de Leeds un colloque international intitulé Powders and
Granular Materials : Challenges and Future Trends (https://pgm2019.sciencesconf.org/), qui a eu lieu le 6
et le 7 juin 2019 à Montpellier.

3. Ingénierie des Agropolymères et Technologies Emergentes
4. http://ghadiri-group.leeds.ac.uk/
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Introduction générale

Dans cette partie, je présente la ligne directrice de mes activités de recherche sur les matériaux parti-
culaires et les différents travaux qui s’y rapportent. Ces travaux s’appuient pour une part sur les travaux de
thèse de Thanh-Hai Nguyen, Thi-Lo Vu et Thanh Trung Vo. Ces thèses ont été co-encadrées avec Farhang
Radjai et Serge Mora du LMGC et Jean-Yves Delenne (INRAE) de l’UMR IATE.

Les matériaux particulaires ou granulaires sont des formes complexes de la matière que l’on trouve
en abondance dans la nature et dans l’industrie. La grande majorité des produits de consommation se pré-
sentent sous forme de particules où l’ont été à l’une des étapes de leur fabrication. On peut citer comme
exemples les produits pharmaceutiques et alimentaires, les cosmétiques, les produits chimiques, les com-
bustibles nucléaire et de nombreux matériaux de construction. Les matériaux particulaires se présentent
sous la forme d’assemblages de particules bien individualisées qui interagissent par des contacts frottants,
des liaisons solides, des ponts liquides ou des forces chimiques [97, 101, 68]. Leurs comportements com-
plexes peuvent dépendre de la pression, de la densité et souvent du temps [137, 33]. Les milieux parti-
culaires peuvent se présenter sous une multitudes de formes avec des particules de géométries, tailles et
propriétés très variées qui peuvent évoluer sous l’effet des actions mécaniques (déformation ou fragmen-
tation) ou chimiques [42, 134, 8, 19]. La combinaison des réarrangements et des propriétés des particules
contrôle les caractéristiques rhéologiques comme la compressibilité ou l’écoulement mais aussi la micro-
structure. L’état de cette microstructure est sensible aux forces interfaciales entre les particules (frotte-
ment, adhésion...) et aux facteurs environnementaux (température, humidité...). La texture désordonnée et
la transmission des contraintes hétérogènes, caractéristiques des milieux particulaires a été étudiée en détail
par [48, 97].

Dans ce mémoire, on se concentre sur l’étude du comportement de matériaux granulaires humides ou à
particules molles. Les matériaux composés de particules molles constituent une classe importante mais peu
étudiée de milieux particulaires. Ils jouent un rôle majeur dans les sciences naturelles et dans de nombreux
procédés industriels. Ces matériaux sont composés d’un réseau désordonné de particules solides capables
de subir de grandes déformations mécaniques (élastiques ou inélastiques) sans rompre. Des exemples de ces
matériaux sont les mousses, les émulsions, de nombreuses suspensions colloïdales, les cellules biologiques
et les poudres métalliques (Figure 1). Les matériaux à particules molles diffèrent de ceux à particules dures
dont le comportement plastique est principalement régi par les réarrangements de particules et le glissement
par frottement. Pour ces derniers la compacité ne peut pas dépasser la limite de la compacité de l’assem-
blage aléatoire compact (Random Close Packing : RCP). Dans le cas de particules molles il est possible
de dépasser le seuil du RCP du fait du changement de forme tout en autorisant l’écoulement plastique en
raison du glissement des particules. Ces glissement peuvent se produire progressivement laissant les parti-
cules changer de forme sous l’effet de contraintes élastique ou inélastique (voir par exemple [22, 133]). Un
point important sera donc d’analyser les effets conjoints des réarrangements locaux et du changement de
forme des particules en tenant compte de l’évolution des propriétés d’assemblage à petite échelle au cours
des déformations. En particulier, quand l’assemblage des particules molles atteint des compacités dépas-
sant largement celle du RCP, une question centrale est de savoir si les lois rhéologiques connues pour les
matériaux granulaires à particules rigides continuent à s’appliquer. Ce point n’a pratiquement pas encore
été abordé par les chercheurs en physique et mécanique travaillant sur les milieux granulaires.

Par ailleurs, il est important de considérer également les matériaux granulaires plus complexes qui, en
plus du contact et du frottement, interagissent via des liaisons cohésives ou des forces visqueuses. Ces
interactions affectent la résistance et les propriétés d’écoulement du matériau à l’état solide sous charge ex-
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FIGURE 1 – Différents types de particules molles : (a) particules solides recouvertes de polymères absorbés
ou greffés, (b) particules de microgel, (c) polymères en étoile, (d) micelle de copolymères à bloc, (e)
émulsion de gouttelettes, (f) vésicule multi-lamellaire, (g) liposome, (h) cellules biologiques, et (i) poudres
métalliques ; [15].

terne et pendant leur écoulement en cisaillement. Un exemple typique est celui des matériaux granulaires
humides tels que les sols mouillés ou les poudres à forte humidité. Le liquide de liaison induit à la fois une
force de cohésion capillaire et une force visqueuse pendant l’écoulement granulaire. Un autre exemple est
celui des suspensions denses de particules colloïdales dans un fluide où les forces lubrifiantes et colloïdales
entrent en jeu. Les matériaux cohésifs ont été étudiés par des expériences et des simulations de la dyna-
mique des particules et appliqués au processus d’agglomération (Figure 2). De même, les effets des forces
visqueuses sur la rhéologie des milieux granulaires denses ont été analysés dans des suspensions et pour
des assemblages de particules interagissant par des forces de lubrification. Cependant, les effets conjoints
des forces visqueuses et cohésives ont été peu étudiés.

FIGURE 2 – Tambour de granulation.

Dans le contexte des matériaux particulaires, la simulation numérique peut contribuer à une meilleure
compréhension et une modélisation théorique de ces matériaux. Pour cela, deux principales approches
numériques peuvent être utilisées : (i) l’approche continue, dans laquelle les matériaux particulaires sont
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supposés constituer un milieu continu, et (ii) la modélisation par éléments discrets, dans laquelle, le com-
portement et les interactions des particules individuelles sont pris en compte. La première méthode est
basée sur la définition de lois de comportement phénoménologiques qui rendent compte de la dynamique
des particules. Un inconvénient particulier de l’utilisation de ces lois phénoménologiques est qu’une série
d’expériences complexes et coûteuses ou des développements théoriques complexes est souvent nécessaire
pour initialiser les paramètres de ces modèles. Une autre limite est que les comportements individuels, les
tailles et les formes des particules ainsi que leurs interactions ne peuvent pas être pris en compte dans ces
simulations des matériaux particulaires. En effet, il s’agit d’une limitation importante, car ces propriétés
des particules ont un impact majeur sur le comportement des matériaux particulaires [117, 144].

Une approche alternative est la classe des méthodes numériques en éléments discrets, qui offrent un
potentiel remarquable grâce au développement rapide de la puissance de calcul. Elles sont considérées au-
jourd’hui comme des approches mûres et bien établies pour une utilisation efficace dans les domaines de
la technologie des poudres, de la mécanique des sols et de la géologie. Ces approches ont été développées
pour la simulation d’assemblages de particules en supposant que ces dernières sont dures ou faiblement
déformables. Cependant, on peut adapter les approches discrètes aux systèmes particulaires dans lesquels
les interactions entre particules ou leur déformabilité sont pris en compte. Dans ce mémoire, on considère
ces approches discrètes pour étudier le comportement de matériaux granulaires humides ou à particules
déformables. Le document scientifique est ainsi structuré en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on aborde d’abord les méthodes discrètes les plus classiques – Molecular
Dynamics (MD) et Contact Dynamics (CD). Une extension de la méthode MD est ensuite présentée pour la
prise en compte des interactions cohésives et visqueuse en plus du contact frottant. Pour traiter les particules
déformables, qui peuvent subir de grandes déformations, deux stratégies numériques sont proposées : (i)
la modélisation des particules avec des approches continues –Material Point Method ou Finite Element
Method –, et (ii) une discrétisation des particules déformables par des particules primaires rigides. Dans les
deux cas, la méthode CD est utilisée pour traiter les contacts frottants. Ces outils sont à la base des études
numériques présentées dans les chapitres suivants.

Le deuxième chapitre concerne des matériaux à particules déformables. On analyse d’abord la com-
pression uni-axiale de ces matériaux en considérant différentes approches numériques et lois de compor-
tement (élastique ou plastique). Une étude de la rhéologie quasi-statique des assemblages cisaillés est
ensuite présentée. Enfin, une comparaison à l’échelle macroscopique et microscopique du comportement
sous compaction d’un assemblage de particules molles est montré dans les cas expérimental et numérique.

Le troisième chapitre est consacré à des matériaux granulaires humides. On se concentre d’abord sur la
rhéologie additive de l’écoulement de ces matériaux. On s’intéresse ensuite à la procédure de l’aggloméra-
tion dans un tambour tournant et en conditions périodiques d’écoulement sous l’effet d’un cisaillement. Un
essai de compression radiale est également effectué afin d’étudier la résistance mécanique des agglomérats.

Le document scientifique se termine par des conclusions générales sur l’ensemble de ces travaux et des
orientations futures de recherche.
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Chapitre 1

Modélisation des matériaux
particulaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la modélisation des milieux particulaires et plus particulièrement à
la mise en place des outils numériques utilisés dans mes travaux. Deux types d’approches dépendant de la
nature de particules sont présentés ci-dessous : les techniques pour des particules dures et molles. Pour les
particules dures, les stratégies numériques développées ne prennent en compte que les degrés de liberté d’un
corps rigide. Ceci permet de modéliser des systèmes avec un nombre important de particules. Par contre,
pour les particules molles, les degrés de liberté internes doivent être pris en compte pour simuler leurs
grandes déformations. Nous décrivons brièvement dans ce chapitre les approches numériques appliquées
aux études présentées dans les chapitres suivants.

1.1 Méthodes discretes pour les particules dures

Différentes méthodes ont été développées pour modéliser les matériaux particulaires. Des stratégies nu-
mériques efficaces fondées sur une modélisation par éléments discrets (Discrete Element Method : DEM)
peuvent être considérées comme l’outil le plus puissant et robuste pour la modélisation des assemblages
de particules dures en raison de leur potentiel à prendre en compte toutes conditions de chargement, dis-
tributions de taille et propriétés physiques des particules. Dans ces méthodes, les équations de mouvement
rigide des particules sont résolues en tenant compte des interactions entre les particules en contact. Les
stratégies numériques basées sur la DEM incluent la dynamique moléculaire (Molecular Dynamics : MD)
et la dynamique des contacts (Contact Dynamics : CD).

1.1.1 Méthode de dynamique moléculaire

La méthode MD, développée à l’origine pour la modélisation d’interactions moléculaires, a été pro-
posée par Cundall [25] pour modéliser les milieux granulaires. Elle est basée sur un schéma d’intégration
temporel explicite pour résoudre les équations du mouvement pour toutes les particules en prenant en
compte des interactions entre elles comme une loi force-déplacement. Les contacts entre les particules sont
donc supposés d’être localement souples bien que les particules sont traitées comme des objets rigides.
Les contacts obéissant à un comportement élastique dans lequel la variable de déformation au contact
est déduite des positions et déplacements relatifs des particules. Une force visqueuse peut être également
considérée pour prendre en compte le caractère inélastique du contact et des chocs entre particules. La MD
a été largement utilisée pour l’étude des matériaux particulaires [90, 131, 58, 132, 125, 125, 73, 40, 39, 1].

Dans la MD, le mouvement de chaque particule sphérique rigide i de rayon Ri est régi par la deuxième
loi de Newton sous l’action des forces de contact normales fn, tangentielles ft et du poids des particules
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où mi, Ii, ri et ω i sont, respectivement, la masse, la matrice d’inertie, la position et le vecteur de rotation
de la particule i, et g représente le vecteur d’accélération de la gravité. ni j est le vecteur unitaire normal au
plan de contact avec la particule j et pointant de j à i, ti j désigne le vecteur unitaire appartenant au plan
de contact i j et pointant dans la direction opposée au déplacement relatif des deux particules, et ci j est le
vecteur pointant du centre de la particule i au point de contact avec la particule j. La dissipation visqueuse
tangentielle, par rapport à la force de lubrification normale, est négligée [60].
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FIGURE 1.1 – Représentation schématique des lois de force de contact dans la DEM.

La force de contact normale fn implique deux composantes [104] :

fn = f e
n + f d

n . (1.2)

La force élastique normale f e
n = knδn est une fonction linéaire de la déflexion élastique normale δn, avec kn

comme constante de rigidité normale, et la force d’amortissement normale f d
n = γnδ̇n est proportionnelle à

la vitesse relative normale δ̇n, avec γn le paramètre d’amortissement normal. Ces deux forces n’apparaissent
que lorsqu’il y a chevauchement ; c’est-à-dire, pour δn < 0.

La force de contact tangentielle ft est également la somme d’une force élastique f e
t = ktδt et d’une

force d’amortissement f d
t = γt δ̇t , où kt est la rigidité tangentielle, γt indique le paramètre d’amortissement

visqueux tangentiel, et δt et δ̇t sont, respectivement, le déplacement tangentiel et la vitesse tangentielle en
contact. Selon la loi de Coulomb pour le frottement, la force tangentielle est limitée par un seuil de force
µs fn avec µs étant le coefficient de frottement [105, 115, 30, 66] :

ft =−min
{
(ktδt + γt δ̇t),µs fn

}
. (1.3)

Les forces de contact normales et tangentielles sont indiquées sur la figure 1.1.

La MD pour les particules humides

Dans les applications avancées de la MD, il est possible d’implémenter la présence d’un fluide inter-
stitiel ou d’une matrice de liaison solide [62, 100]. Pour simuler le fluide interstitiel, on peut coupler les
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j
<latexit sha1_base64="K7+Slfd/QaEyL7OpiD+zPYJqG38=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY96GAyCp7DrRY9BLx4TMA9IljA76U0mmZ1dZmaFsOQLvHhQxKtf4Xd48+anOHkcNLGgoajqprsrSATXxnW/nNza+sbmVn67sLO7t39QPDxq6DhVDOssFrFqBVSj4BLrhhuBrUQhjQKBzWB0O/WbD6g0j+W9GSfoR7QvecgZNVaqDbvFklt2ZyCrxFuQUuX0o/YNANVu8bPTi1kaoTRMUK3bnpsYP6PKcCZwUuikGhPKRrSPbUsljVD72ezQCTm3So+EsbIlDZmpvycyGmk9jgLbGVEz0MveVPzPa6cmvPYzLpPUoGTzRWEqiInJ9GvS4wqZEWNLKFPc3krYgCrKjM2mYEPwll9eJY3LsueWvZpN4wbmyMMJnMEFeHAFFbiDKtSBAcIjPMOLM3SenFfnbd6acxYzx/AHzvsP37uPLw==</latexit><latexit sha1_base64="kmm1ZasvwcHBisQQMxtpKHlnZT8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6lGRwSB4Crte9Bj04jEB84BkCbOTTjLJ7OwyMyuEJUdPXjwo4tWvyHd48xv8CSePgyYWNBRV3XR3BbHg2rjul7Oyura+sZnZym7v7O7t5w4OqzpKFMMKi0Sk6gHVKLjEiuFGYD1WSMNAYC0Y3E782gMqzSN5b4Yx+iHtSt7hjBorlfutXN4tuFOQZeLNSb54Mi5/P56OS63cZ7MdsSREaZigWjc8NzZ+SpXhTOAo20w0xpQNaBcblkoaovbT6aEjcm6VNulEypY0ZKr+nkhpqPUwDGxnSE1PL3oT8T+vkZjOtZ9yGScGJZst6iSCmIhMviZtrpAZMbSEMsXtrYT1qKLM2GyyNgRv8eVlUr0seG7BK9s0bmCGDBzDGVyAB1dQhDsoQQUYIDzBC7w6fefZeXPeZ60rznzmCP7A+fgBvgCQlQ==</latexit><latexit sha1_base64="kmm1ZasvwcHBisQQMxtpKHlnZT8=">AAAB6HicbVDLSgNBEOz1GeMr6lGRwSB4Crte9Bj04jEB84BkCbOTTjLJ7OwyMyuEJUdPXjwo4tWvyHd48xv8CSePgyYWNBRV3XR3BbHg2rjul7Oyura+sZnZym7v7O7t5w4OqzpKFMMKi0Sk6gHVKLjEiuFGYD1WSMNAYC0Y3E782gMqzSN5b4Yx+iHtSt7hjBorlfutXN4tuFOQZeLNSb54Mi5/P56OS63cZ7MdsSREaZigWjc8NzZ+SpXhTOAo20w0xpQNaBcblkoaovbT6aEjcm6VNulEypY0ZKr+nkhpqPUwDGxnSE1PL3oT8T+vkZjOtZ9yGScGJZst6iSCmIhMviZtrpAZMbSEMsXtrYT1qKLM2GyyNgRv8eVlUr0seG7BK9s0bmCGDBzDGVyAB1dQhDsoQQUYIDzBC7w6fefZeXPeZ60rznzmCP7A+fgBvgCQlQ==</latexit><latexit sha1_base64="2csPcsi3Kw6pm62Qxvud5lJvpzU=">AAAB6HicbVA9TwJBEJ3DL8Qv1NJmIzGxInc2UhJtLCGRjwQuZG+Zg4W9vcvungm58AtsLDTG1p9k579xgSsUfMkkL+/NZGZekAiujet+O4Wt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8H0fuF3nlBpHstHM0vQj+hI8pAzaqzUnAzKFbfqLkE2iZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgfNSP9WYUDalI+xZKmmE2s+Wh87JlVWGJIyVLWnIUv09kdFI61kU2M6ImrFe9xbif14vNWHNz7hMUoOSrRaFqSAmJouvyZArZEbMLKFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt/eZO0b6qeW/WabqV+l8dRhAu4hGvw4Bbq8AANaAEDhGd4hTdn4rw4787HqrXg5DPn8AfO5w/PwYzq</latexit>

k
<latexit sha1_base64="aEJhYJztQBSPwXVueqZFKVTzijQ=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxluMt6ilzWAQrMKuKbTSgI1lAuYCyRJmJ2eTMbOzy8ysEJY8gY2FIra+im9g59s4uRSa+MPAx/+fw5xzgkRwbVz328mtrW9sbuW3Czu7e/sHxcOjpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGt9O89YhK81jem3GCfkQHkoecUWOt+qhXLLlldyayCt4CSjeflUoVAGq94le3H7M0QmmYoFp3PDcxfkaV4UzgpNBNNSaUjegAOxYljVD72WzQCTmzTp+EsbJPGjJzf3dkNNJ6HAW2MqJmqJezqflf1klNeOVnXCapQcnmH4WpICYm061JnytkRowtUKa4nZWwIVWUGXubgj2Ct7zyKjQvyp5b9upuqXoNc+XhBE7hHDy4hCrcQQ0awADhCV7g1Xlwnp03531emnMWPcfwR87HDw3cjo8=</latexit><latexit sha1_base64="jJmqEfshuI4Rfo2w4s3AYY8ZRwo=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPeo3xFrW0GQyCVdjVQisN2FgmYC6QLGF2cjYZMzu7zMwKYckT2FgoYuur+AZ2vo2TTQpN/GHg4//PYc45QSK4Nq777aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGt9O89YhK81jem3GCfkQHkoecUWOt+qhXKrsVNxdZBm8O5ZvPi1y1Xumr249ZGqE0TFCtO56bGD+jynAmcFLsphoTykZ0gB2Lkkao/SwfdEJOrdMnYazsk4bk7u+OjEZaj6PAVkbUDPViNjX/yzqpCa/8jMskNSjZ7KMwFcTEZLo16XOFzIixBcoUt7MSNqSKMmNvU7RH8BZXXobmecVzK17dLVevYaYCHMMJnIEHl1CFO6hBAxggPMELvDoPzrPz5rzPSlecec8R/JHz8QPIyo8b</latexit><latexit sha1_base64="jJmqEfshuI4Rfo2w4s3AYY8ZRwo=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPeo3xFrW0GQyCVdjVQisN2FgmYC6QLGF2cjYZMzu7zMwKYckT2FgoYuur+AZ2vo2TTQpN/GHg4//PYc45QSK4Nq777aysrq1vbBa2its7u3v7pYPDpo5TxbDBYhGrdkA1Ci6xYbgR2E4U0igQ2ApGt9O89YhK81jem3GCfkQHkoecUWOt+qhXKrsVNxdZBm8O5ZvPi1y1Xumr249ZGqE0TFCtO56bGD+jynAmcFLsphoTykZ0gB2Lkkao/SwfdEJOrdMnYazsk4bk7u+OjEZaj6PAVkbUDPViNjX/yzqpCa/8jMskNSjZ7KMwFcTEZLo16XOFzIixBcoUt7MSNqSKMmNvU7RH8BZXXobmecVzK17dLVevYaYCHMMJnIEHl1CFO6hBAxggPMELvDoPzrPz5rzPSlecec8R/JHz8QPIyo8b</latexit><latexit sha1_base64="ELcrFKGftzQFsjXY5xP7otC0TeE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0m86EkKXjy2YNpCG8pmO2nXbjZhdyOU0F/gxYMiXv1J3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2rjut1Pa2Nza3invVvb2Dw6PqscnbZ1kiqHPEpGobkg1Ci7RN9wI7KYKaRwK7ISTu7nfeUKleSIfzDTFIKYjySPOqLFSazKo1ty6uwBZJ15BalCgOah+9YcJy2KUhgmqdc9zUxPkVBnOBM4q/UxjStmEjrBnqaQx6iBfHDojF1YZkihRtqQhC/X3RE5jradxaDtjasZ61ZuL/3m9zEQ3Qc5lmhmUbLkoygQxCZl/TYZcITNiagllittbCRtTRZmx2VRsCN7qy+ukfVX33LrXcmuN2yKOMpzBOVyCB9fQgHtogg8MEJ7hFd6cR+fFeXc+lq0lp5g5hT9wPn8A0BGM5w==</latexit>

Rj
<latexit sha1_base64="VMORCVEfdXic0YSGG/DWbsa9PKI=">AAAB6nicbVC7TsNAEFyHVwivACXNiYBEFdk0UEbQUIZHHlJiRefLOjlyPlt3Z6TIyifQUIAQLd9AzTfQ8SH0XBIKSBhppdHMrnZ3gkRwbVz308ktLC4tr+RXC2vrG5tbxe2duo5TxbDGYhGrZkA1Ci6xZrgR2EwU0igQ2AgG52O/cYdK81jemGGCfkR7koecUWOl66vObadYcsvuBGSeeD+kVDn4ensHgGqn+NHuxiyNUBomqNYtz02Mn1FlOBM4KrRTjQllA9rDlqWSRqj9bHLqiBxapUvCWNmShkzU3xMZjbQeRoHtjKjp61lvLP7ntVITnvoZl0lqULLpojAVxMRk/DfpcoXMiKEllClubyWsTxVlxqZTsCF4sy/Pk/px2XPL3qVN4wymyMMe7MMReHACFbiAKtSAQQ/u4RGeHOE8OM/Oy7Q15/zM7MIfOK/f8VGQfg==</latexit><latexit sha1_base64="fAU4INXLnH7zOOJSAcsmhvlLeRs=">AAAB6nicbVC5TgMxEJ0NV0g4ApQ0FgGJKtqlgTKChjIcOaRkFXkdb2LitVe2N1K0yifQUIAQLd/AD/AHdHwI1DhHAQlPGunpvRnNzAtizrRx3U8ns7S8srqWXc/lNza3tgs7uzUtE0VolUguVSPAmnImaNUww2kjVhRHAaf1oH8x9usDqjST4tYMY+pHuCtYyAg2Vrq5bt+1C0W35E6AFok3I8Xy4dfb+yD/XWkXPlodSZKICkM41rrpubHxU6wMI5yOcq1E0xiTPu7SpqUCR1T76eTUETqySgeFUtkSBk3U3xMpjrQeRoHtjLDp6XlvLP7nNRMTnvkpE3FiqCDTRWHCkZFo/DfqMEWJ4UNLMFHM3opIDytMjE0nZ0Pw5l9eJLWTkueWvCubxjlMkYV9OIBj8OAUynAJFagCgS7cwyM8Odx5cJ6dl2lrxpnN7MEfOK8/6fGR+A==</latexit><latexit sha1_base64="fAU4INXLnH7zOOJSAcsmhvlLeRs=">AAAB6nicbVC5TgMxEJ0NV0g4ApQ0FgGJKtqlgTKChjIcOaRkFXkdb2LitVe2N1K0yifQUIAQLd/AD/AHdHwI1DhHAQlPGunpvRnNzAtizrRx3U8ns7S8srqWXc/lNza3tgs7uzUtE0VolUguVSPAmnImaNUww2kjVhRHAaf1oH8x9usDqjST4tYMY+pHuCtYyAg2Vrq5bt+1C0W35E6AFok3I8Xy4dfb+yD/XWkXPlodSZKICkM41rrpubHxU6wMI5yOcq1E0xiTPu7SpqUCR1T76eTUETqySgeFUtkSBk3U3xMpjrQeRoHtjLDp6XlvLP7nNRMTnvkpE3FiqCDTRWHCkZFo/DfqMEWJ4UNLMFHM3opIDytMjE0nZ0Pw5l9eJLWTkueWvCubxjlMkYV9OIBj8OAUynAJFagCgS7cwyM8Odx5cJ6dl2lrxpnN7MEfOK8/6fGR+A==</latexit><latexit sha1_base64="kxqHcHw+xdR5qH1kkKW3fb01eF0=">AAAB6nicbVC7TsNAEFyHVwivACXNiQiJKrJpSBlBQxkeeUiJFZ0v6+TI+WzdnZEiK59AQwFCtHwRHX/DJXEBCSOtNJrZ1e5OkAiujet+O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU0nGqGDZZLGLVCahGwSU2DTcCO4lCGgUC28H4eua3n1BpHssHM0nQj+hQ8pAzaqx0f9d/7JcrbtWdg6wSLycVyNHol796g5ilEUrDBNW667mJ8TOqDGcCp6VeqjGhbEyH2LVU0gi1n81PnZIzqwxIGCtb0pC5+nsio5HWkyiwnRE1I73szcT/vG5qwpqfcZmkBiVbLApTQUxMZn+TAVfIjJhYQpni9lbCRlRRZmw6JRuCt/zyKmldVD236t26lfpVHkcRTuAUzsGDS6jDDTSgCQyG8Ayv8OYI58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwAm8I2v</latexit>

Rk
<latexit sha1_base64="tFYf4J7ynJA2/ixw2/0vJmZ1gbk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEE8S8OIxPvKAZAmzk9lkyOzsMtMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFSRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eG+P+6XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342P3VKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuiuGVnwmVpMgVWywKU0kwJrO/yUBozlBOLKFMC3srYSOqKUObTsmG4C2/vEpaF1XPrXp3l5X6dR5HEU7gFM7BgxrU4RYa0AQGQ3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8ogI2w</latexit><latexit sha1_base64="tFYf4J7ynJA2/ixw2/0vJmZ1gbk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEE8S8OIxPvKAZAmzk9lkyOzsMtMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFSRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eG+P+6XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342P3VKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuiuGVnwmVpMgVWywKU0kwJrO/yUBozlBOLKFMC3srYSOqKUObTsmG4C2/vEpaF1XPrXp3l5X6dR5HEU7gFM7BgxrU4RYa0AQGQ3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8ogI2w</latexit><latexit sha1_base64="tFYf4J7ynJA2/ixw2/0vJmZ1gbk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEE8S8OIxPvKAZAmzk9lkyOzsMtMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFSRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eG+P+6XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342P3VKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuiuGVnwmVpMgVWywKU0kwJrO/yUBozlBOLKFMC3srYSOqKUObTsmG4C2/vEpaF1XPrXp3l5X6dR5HEU7gFM7BgxrU4RYa0AQGQ3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8ogI2w</latexit><latexit sha1_base64="tFYf4J7ynJA2/ixw2/0vJmZ1gbk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEE8S8OIxPvKAZAmzk9lkyOzsMtMrhCWf4MWDIl79Im/+jZNkD5pY0FBUddPdFSRSGHTdb6ewtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWiZONeNNFstYdwJquBSKN1Gg5J1EcxoFkreD8c3Mbz9xbUSsHnGScD+iQyVCwSha6eG+P+6XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFXyCQ1puu5CfoZ1SiY5NNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342P3VKzqwyIGGsbSkkc/X3REYjYyZRYDsjiiOz7M3E/7xuiuGVnwmVpMgVWywKU0kwJrO/yUBozlBOLKFMC3srYSOqKUObTsmG4C2/vEpaF1XPrXp3l5X6dR5HEU7gFM7BgxrU4RYa0AQGQ3iGV3hzpPPivDsfi9aCk88cwx84nz8ogI2w</latexit>

Ri
<latexit sha1_base64="j/7Dq1ebrEDv/7mYE2yAQ4if77o=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RQUbm8UgWIU7Gy2DNpaJmg9Ijri32UuW7O0du3NCOPITbCwUsfUX2dn4W9x8FJr4YODx3gwz84JECoOu++XkVlbX1jfym4Wt7Z3dveL+QcPEqWa8zmIZ61ZADZdC8ToKlLyVaE6jQPJmMLye+M1Hro2I1T2OEu5HtK9EKBhFK93ddkW3WHLL7hRkmXhzUqoc1b4fAKDaLX52ejFLI66QSWpM23MT9DOqUTDJx4VOanhC2ZD2edtSRSNu/Gx66picWqVHwljbUkim6u+JjEbGjKLAdkYUB2bRm4j/ee0Uw0s/EypJkSs2WxSmkmBMJn+TntCcoRxZQpkW9lbCBlRThjadgg3BW3x5mTTOy55b9mo2jSuYIQ/HcAJn4MEFVOAGqlAHBn14ghd4daTz7Lw577PWnDOfOYQ/cD5+ALQEj5M=</latexit><latexit sha1_base64="a000XZT23ZbXyLqAWpeAXAfhlTE=">AAAB6nicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKujZYhNpaJmgckS5id3CRDZmeXmVkhLPkEGwtFbG39C7/AzsZvcfIoNPHAhcM593LvPUEsuDau++VkVlbX1jeym7mt7Z3dvfz+QV1HiWJYY5GIVDOgGgWXWDPcCGzGCmkYCGwEw6uJ37hHpXkk78woRj+kfcl7nFFjpdubDu/kC27RnYIsE29OCqWj6jd/L39UOvnPdjdiSYjSMEG1bnlubPyUKsOZwHGunWiMKRvSPrYslTRE7afTU8fk1Cpd0ouULWnIVP09kdJQ61EY2M6QmoFe9Cbif14rMb1LP+UyTgxKNlvUSwQxEZn8TbpcITNiZAllittbCRtQRZmx6eRsCN7iy8ukfl703KJXtWmUYYYsHMMJnIEHF1CCa6hADRj04QGe4NkRzqPz4rzOWjPOfOYQ/sB5+wEFVJFP</latexit><latexit sha1_base64="a000XZT23ZbXyLqAWpeAXAfhlTE=">AAAB6nicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKujZYhNpaJmgckS5id3CRDZmeXmVkhLPkEGwtFbG39C7/AzsZvcfIoNPHAhcM593LvPUEsuDau++VkVlbX1jeym7mt7Z3dvfz+QV1HiWJYY5GIVDOgGgWXWDPcCGzGCmkYCGwEw6uJ37hHpXkk78woRj+kfcl7nFFjpdubDu/kC27RnYIsE29OCqWj6jd/L39UOvnPdjdiSYjSMEG1bnlubPyUKsOZwHGunWiMKRvSPrYslTRE7afTU8fk1Cpd0ouULWnIVP09kdJQ61EY2M6QmoFe9Cbif14rMb1LP+UyTgxKNlvUSwQxEZn8TbpcITNiZAllittbCRtQRZmx6eRsCN7iy8ukfl703KJXtWmUYYYsHMMJnIEHF1CCa6hADRj04QGe4NkRzqPz4rzOWjPOfOYQ/sB5+wEFVJFP</latexit><latexit sha1_base64="J+8xg5Zce7oSQ6ZQ+FIILHjuFi8=">AAAB6nicbVC7TsNAEFyHVwgvAyXNiQiJKrJpoIygoQyPPKTEis6XdXLK+WzdnZEiK59AQwFCtHwRHX/DJXEBCSOtNJrZ1e5OmAqujed9O6W19Y3NrfJ2ZWd3b//APTxq6SRTDJssEYnqhFSj4BKbhhuBnVQhjUOB7XB8M/PbT6g0T+SjmaQYxHQoecQZNVZ6uO/zvlv1at4cZJX4BalCgUbf/eoNEpbFKA0TVOuu76UmyKkynAmcVnqZxpSyMR1i11JJY9RBPj91Ss6sMiBRomxJQ+bq74mcxlpP4tB2xtSM9LI3E//zupmJroKcyzQzKNliUZQJYhIy+5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY9Op2BD85ZdXSeui5ns1/86r1q+LOMpwAqdwDj5cQh1uoQFNYDCEZ3iFN0c4L86787FoLTnFzDH8gfP5AyVsja4=</latexit>

i

f ij
c

<latexit sha1_base64="XQspTKNagBfdt7H+LDIh1WbSB8s=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQPMhoVdCTDLx4nOBeoKslzdItLk1Lkgqj9IN48at48aCIFw+C38asq0M3Hwj8+P+fJ3ny92NGpbKsL6O0sLi0vFJeraytb2xumds7LRklApMmjlgkOj6ShFFOmooqRjqxICj0GWn7w8ux374nQtKI36hRTNwQ9TkNKEZKS555knbzSxzR993Uqll5HU3BLiALvBRntym9yzLPrP74cAr2LFRBUQ3P/Oj2IpyEhCvMkJSObcXKTZFQFDOSVbqJJDHCQ9QnjkaOQiLdNN8rgwda6cEgEvpwBXP190SKQilHoa87Q6QGctYbi/95TqKCczelPE4U4XjyUJAwqCI4Tgr2qCBYsZEGhAXVu0I8QAJhpfOs6BDmvjwPreOabdXs69Nq/aKIowz2wD44BDY4A3VwBRqgCTB4AE/gBbwaj8az8Wa8T1pLRjGzC/6U8fkN4W2eIA==</latexit><latexit sha1_base64="XQspTKNagBfdt7H+LDIh1WbSB8s=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQPMhoVdCTDLx4nOBeoKslzdItLk1Lkgqj9IN48at48aCIFw+C38asq0M3Hwj8+P+fJ3ny92NGpbKsL6O0sLi0vFJeraytb2xumds7LRklApMmjlgkOj6ShFFOmooqRjqxICj0GWn7w8ux374nQtKI36hRTNwQ9TkNKEZKS555knbzSxzR993Uqll5HU3BLiALvBRntym9yzLPrP74cAr2LFRBUQ3P/Oj2IpyEhCvMkJSObcXKTZFQFDOSVbqJJDHCQ9QnjkaOQiLdNN8rgwda6cEgEvpwBXP190SKQilHoa87Q6QGctYbi/95TqKCczelPE4U4XjyUJAwqCI4Tgr2qCBYsZEGhAXVu0I8QAJhpfOs6BDmvjwPreOabdXs69Nq/aKIowz2wD44BDY4A3VwBRqgCTB4AE/gBbwaj8az8Wa8T1pLRjGzC/6U8fkN4W2eIA==</latexit><latexit sha1_base64="XQspTKNagBfdt7H+LDIh1WbSB8s=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQPMhoVdCTDLx4nOBeoKslzdItLk1Lkgqj9IN48at48aCIFw+C38asq0M3Hwj8+P+fJ3ny92NGpbKsL6O0sLi0vFJeraytb2xumds7LRklApMmjlgkOj6ShFFOmooqRjqxICj0GWn7w8ux374nQtKI36hRTNwQ9TkNKEZKS555knbzSxzR993Uqll5HU3BLiALvBRntym9yzLPrP74cAr2LFRBUQ3P/Oj2IpyEhCvMkJSObcXKTZFQFDOSVbqJJDHCQ9QnjkaOQiLdNN8rgwda6cEgEvpwBXP190SKQilHoa87Q6QGctYbi/95TqKCczelPE4U4XjyUJAwqCI4Tgr2qCBYsZEGhAXVu0I8QAJhpfOs6BDmvjwPreOabdXs69Nq/aKIowz2wD44BDY4A3VwBRqgCTB4AE/gBbwaj8az8Wa8T1pLRjGzC/6U8fkN4W2eIA==</latexit><latexit sha1_base64="XQspTKNagBfdt7H+LDIh1WbSB8s=">AAACHHicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQPMhoVdCTDLx4nOBeoKslzdItLk1Lkgqj9IN48at48aCIFw+C38asq0M3Hwj8+P+fJ3ny92NGpbKsL6O0sLi0vFJeraytb2xumds7LRklApMmjlgkOj6ShFFOmooqRjqxICj0GWn7w8ux374nQtKI36hRTNwQ9TkNKEZKS555knbzSxzR993Uqll5HU3BLiALvBRntym9yzLPrP74cAr2LFRBUQ3P/Oj2IpyEhCvMkJSObcXKTZFQFDOSVbqJJDHCQ9QnjkaOQiLdNN8rgwda6cEgEvpwBXP190SKQilHoa87Q6QGctYbi/95TqKCczelPE4U4XjyUJAwqCI4Tgr2qCBYsZEGhAXVu0I8QAJhpfOs6BDmvjwPreOabdXs69Nq/aKIowz2wD44BDY4A3VwBRqgCTB4AE/gBbwaj8az8Wa8T1pLRjGzC/6U8fkN4W2eIA==</latexit>

f ij
vis

<latexit sha1_base64="M30VrFnQtQObOEkd5AOmHvtteWQ=">AAAB83icdVDLSgNBEOyNGmN8RT16GQ2Cp7DrRU8S0IPHCOYBSQyzk9lkzOzsMtMbCMv+hhcPinj1Z7z5N04ShfgqaCiquumi/FgKg6777uSWllfyq4W14vrG5tZ2aWe3YaJEM15nkYx0y6eGS6F4HQVK3oo1p6EvedMfXUz95phrIyJ1g5OYd0M6UCIQjKKVOkEvHQuT3abiLuuVyl7FnYG4v8iXVa4e5C+rAFDrld46/YglIVfIJDWm7bkxdlOqUTDJs2InMTymbEQHvG2poiE33XSWOSNHVumTINJ2FJKZuniR0tCYSejbzZDi0Pz0puJfXjvB4KybChUnyBWbPwoSSTAi0wJIX2jOUE4soUwLm5WwIdWUoa2puFjC/6RxUvHcindt2ziHOQqwD4dwDB6cQhWuoAZ1YBDDPTzCk5M4D86z8zJfzTmfN3vwDc7rBwjhkw4=</latexit><latexit sha1_base64="zG9vb7EtGGiNev8MZ5xhwUGvgjc=">AAAB83icdVC7SgNBFL0bXzG+opY2o0GwCrM2WklAC8sI5gHJGmYns8mY2dllZjYYlv0NGwtFbC3EP7Hzb5wkCvF14MLhnHu5h+PHgmuD8buTm5tfWFzKLxdWVtfWN4qbW3UdJYqyGo1EpJo+0UxwyWqGG8GasWIk9AVr+IPTsd8YMqV5JC/NKGZeSHqSB5wSY6V20EmHXGdXKb/OOsWSW8YTIPyLfFmlyu7iGX65ea12im/tbkSTkElDBdG65eLYeClRhlPBskI70SwmdEB6rGWpJCHTXjrJnKF9q3RRECk70qCJOnuRklDrUejbzZCYvv7pjcW/vFZigmMv5TJODJN0+ihIBDIRGheAulwxasTIEkIVt1kR7RNFqLE1FWZL+J/UD8suLrsXto0TmCIPO7AHB+DCEVTgHKpQAwox3MI9PDiJc+c8Ok/T1ZzzebMN3+A8fwBvZZTa</latexit><latexit sha1_base64="zG9vb7EtGGiNev8MZ5xhwUGvgjc=">AAAB83icdVC7SgNBFL0bXzG+opY2o0GwCrM2WklAC8sI5gHJGmYns8mY2dllZjYYlv0NGwtFbC3EP7Hzb5wkCvF14MLhnHu5h+PHgmuD8buTm5tfWFzKLxdWVtfWN4qbW3UdJYqyGo1EpJo+0UxwyWqGG8GasWIk9AVr+IPTsd8YMqV5JC/NKGZeSHqSB5wSY6V20EmHXGdXKb/OOsWSW8YTIPyLfFmlyu7iGX65ea12im/tbkSTkElDBdG65eLYeClRhlPBskI70SwmdEB6rGWpJCHTXjrJnKF9q3RRECk70qCJOnuRklDrUejbzZCYvv7pjcW/vFZigmMv5TJODJN0+ihIBDIRGheAulwxasTIEkIVt1kR7RNFqLE1FWZL+J/UD8suLrsXto0TmCIPO7AHB+DCEVTgHKpQAwox3MI9PDiJc+c8Ok/T1ZzzebMN3+A8fwBvZZTa</latexit><latexit sha1_base64="qsFjv+BXEy8e3duaZ1TlMlMXYsg=">AAAB83icdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKex60ZMEvHiMYB6QrGF20puMmZ1dZmYDYdnf8OJBEa/+jDf/xslDiK+ChqKqmy4qSATXxnU/nMLK6tr6RnGztLW9s7tX3j9o6jhVDBssFrFqB1Sj4BIbhhuB7UQhjQKBrWB0NfVbY1Sax/LWTBL0IzqQPOSMGit1w1425jq/y/h93itXvKo7A3F/kS+rAgvUe+X3bj9maYTSMEG17nhuYvyMKsOZwLzUTTUmlI3oADuWShqh9rNZ5pycWKVPwljZkYbM1OWLjEZaT6LAbkbUDPVPbyr+5XVSE174GZdJalCy+aMwFcTEZFoA6XOFzIiJJZQpbrMSNqSKMmNrKi2X8D9pnlU9t+rduJXa5aKOIhzBMZyCB+dQg2uoQwMYJPAAT/DspM6j8+K8zlcLzuLmEL7BefsEy0iSIw==</latexit>

f ik
vis

<latexit sha1_base64="7aZJ0Voqv/rdk5X3SFS2ew3IUfc=">AAAB83icdVDLSgNBEOyNrxhfUS+CIINB8BR2vehJAnrwGME8IIlhdtKbDJmdXWZmA2HZ3/DiwSBe/Rlv/o2TRCG+ChqKqm66KD8WXBvXfXdyS8srq2v59cLG5tb2TnF3r66jRDGssUhEqulTjYJLrBluBDZjhTT0BTb84dXUb4xQaR7JOzOOsRPSvuQBZ9RYqR100xHX2X3Kh1m3WPLK7gzE/UW+rFLl6PpgAgDVbvGt3YtYEqI0TFCtW54bm05KleFMYFZoJxpjyoa0jy1LJQ1Rd9JZ5oycWKVHgkjZkYbM1MWLlIZaj0PfbobUDPRPbyr+5bUSE1x0Ui7jxKBk80dBIoiJyLQA0uMKmRFjSyhT3GYlbEAVZcbWVFgs4X9SPyt7btm7tW1cwhx5OIRjOAUPzqECN1CFGjCI4QGeYOIkzqPz7LzMV3PO580+fIPz+gGf1ZN+</latexit><latexit sha1_base64="deClvpxNltidqjUYdvvaOTwwdrA=">AAAB83icdVDLSsNAFL2pr1pfVTeCIMEiuCqJG11JQRcuK9gHtLFMppN27GQSZm4KJeQrBDcuFHHrH/gV7vwbp61CfR24cDjnXu7h+LHgGh3n3crNzS8sLuWXCyura+sbxc2tuo4SRVmNRiJSTZ9oJrhkNeQoWDNWjIS+YA1/cDb2G0OmNI/kFY5i5oWkJ3nAKUEjtYNOOuQ6u075IOsUS27ZmcB2fpEvq1TZO9+5xdebaqf41u5GNAmZRCqI1i3XidFLiUJOBcsK7USzmNAB6bGWoZKETHvpJHNmHxilaweRMiPRnqizFykJtR6FvtkMCfb1T28s/uW1EgxOvJTLOEEm6fRRkAgbI3tcgN3lilEUI0MIVdxktWmfKELR1FSYLeF/Uj8qu07ZvTRtnMIUediFfTgEF46hAhdQhRpQiOEOHuDRSqx768l6nq7mrM+bbfgG6+UDskGVCw==</latexit><latexit sha1_base64="deClvpxNltidqjUYdvvaOTwwdrA=">AAAB83icdVDLSsNAFL2pr1pfVTeCIMEiuCqJG11JQRcuK9gHtLFMppN27GQSZm4KJeQrBDcuFHHrH/gV7vwbp61CfR24cDjnXu7h+LHgGh3n3crNzS8sLuWXCyura+sbxc2tuo4SRVmNRiJSTZ9oJrhkNeQoWDNWjIS+YA1/cDb2G0OmNI/kFY5i5oWkJ3nAKUEjtYNOOuQ6u075IOsUS27ZmcB2fpEvq1TZO9+5xdebaqf41u5GNAmZRCqI1i3XidFLiUJOBcsK7USzmNAB6bGWoZKETHvpJHNmHxilaweRMiPRnqizFykJtR6FvtkMCfb1T28s/uW1EgxOvJTLOEEm6fRRkAgbI3tcgN3lilEUI0MIVdxktWmfKELR1FSYLeF/Uj8qu07ZvTRtnMIUediFfTgEF46hAhdQhRpQiOEOHuDRSqx768l6nq7mrM+bbfgG6+UDskGVCw==</latexit><latexit sha1_base64="RoCPaObyMrBwc6mqt8o5wcSA6ls=">AAAB83icdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKex6MScJePEYwTwgWcPsZDYZMju7zPQGwrK/4cWDIl79GW/+jZOHEF8FDUVVN11UkEhh0HU/nMLa+sbmVnG7tLO7t39QPjxqmTjVjDdZLGPdCajhUijeRIGSdxLNaRRI3g7G1zO/PeHaiFjd4TThfkSHSoSCUbRSL+xnE2Hy+0yM83654lXdOYj7i3xZFVii0S+/9wYxSyOukElqTNdzE/QzqlEwyfNSLzU8oWxMh7xrqaIRN342z5yTM6sMSBhrOwrJXF29yGhkzDQK7GZEcWR+ejPxL6+bYljzM6GSFLlii0dhKgnGZFYAGQjNGcqpJZRpYbMSNqKaMrQ1lVZL+J+0LqqeW/Vu3Ur9allHEU7gFM7Bg0uoww00oAkMEniAJ3h2UufReXFeF6sFZ3lzDN/gvH0CzM2SJA==</latexit>

FIGURE 1.2 – Schéma de deux cas différents de ponts capillaires : particule i en contact avec la particule j
et sans contact avec la particule k.

méthodes DEM avec la méthode LBM (Lattice Boltzmann Method) [84, 29, 5] ou plus généralement la
méthode CFD (Computational Fluid Dynamics) [126, 143, 142]. Cependant, de telles applications néces-
sitent beaucoup plus de puissance de calcul et de mémoire pour discrétiser les degrés de liberté associés à
la phase interstitielle. Pour cette raison, dans les simulations MD de matériaux granulaires humides, il est
nécessaire de mettre en place une stratégie de modélisation en faisant des choix appropriés qui permettent
un compromis entre l’efficacité du calcul (grand nombre de particules) et le réalisme physique. Dans le cas
de matériaux granulaires humides insaturés, des expériences montrent que la phase fluide peut être cor-
rectement représentée par ses effets cohésifs et visqueux dans les interactions particules-particules [103].
C’est pourquoi nous nous appuyons sur cette approche pour modéliser le pont capillaire dans les matériaux
granulaires humides.

Les équations de mouvement pour une particule i s’écrivent :

mi
d2ri

dt2 = ∑
j
[( f i j

n + f i j
c + f i j

vis)n
i j + f i j

t ti j]+mig

Ii
dω i

dt
= ∑

j
f i j
t ci j× ti j (1.4)

où fc et fvis sont les forces capillaire et visqueuse. En raison de la prédominance des effets cohésifs et
visqueux normaux par rapport aux forces tangentielles cohésives et visqueuses, on ne considère que les
expressions théoriques du premier ordre (composantes normales) de la force capillaire fc et de la force
visqueuse fvis agissant entre deux particules ; voir Figure 1.2.

La force cohésive capillaire fc entre deux particules de rayons Ri et R j agit le long de l’axe reliant les
centres des particules. Cette force cohésive est une fonction du volume de liquide Vb de la liaison capillaire,
de la tension superficielle liquide-vapeur γs et de l’angle de contact particule-liquide-gaz θ [104, 62, 103] ;
voir la figure 1.2. La force capillaire est obtenue en intégrant l’équation de Laplace-Young [62, 72, 118].
A l’état pendulaire (voir la figure 1.3), une solution approximative est donnée par l’expression suivante
[105, 32, 61], qui est en accord avec les expériences [103, 72] :

fc =


−κ R pour δn < 0,
−κ R e−δn/λ pour 0≤ δn ≤ drupt ,
0 pour δn > drupt ,

(1.5)

où R =
√

RiR j est le rayon géométrique moyen de deux particules, et le pré-facteur de force capillaire κ

est [105] :
κ = 2πγs cosθ . (1.6)

Cette force existe jusqu’à une distance de décollement drupt donnée par [62] :

drupt =

(
1+

θ

2

)
V 1/3

b . (1.7)
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(a)
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(c)
<latexit sha1_base64="Zyg146szKWSAsKlUJvfL0NeRt/I=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2U2UW3WHIr7gxklXgLUqqeTiYfAFDrFr86vZilEUrDBNW67bmJ8TOqDGcCx4VOqjGhbEj72LZU0gi1n81OHZNzq/RIGCtb0pCZ+nsio5HWoyiwnRE1A73sTcX/vHZqwms/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mPa6QGTGyhDLF7a2EDaiizNh0CjYEb/nlVdK4rHhuxbu3adzAHHk4gTMogwdXUIU7qEEdGPThGV7hzRHOizNx3uetOWcxcwx/4Hz+AH0Tj3Q=</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="EKdNkcHfRAYDQrwFDyPveTeT1mk=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2iZONeMtFstYdwNquBSKt1Cg5N1EcxoFkneCye3c7zxxbUSsHnGacD+iIyVCwSha6aHKLgfliltzFyDrxMtJBXI0B+Wv/jBmacQVMkmN6Xlugn5GNQom+azUTw1PKJvQEe9ZqmjEjZ8tTp2RC6sMSRhrWwrJQv09kdHImGkU2M6I4tisenPxP6+XYnjtZ0IlKXLFlovCVBKMyfxvMhSaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmU7IheKsvr5P2Vc1za969W2nc5HEU4QzOoQoe1KEBd9CEFjAYwTO8wpsjnRfn3flYthacfOYU/sD5/AGJQY1E</latexit>

(d)
<latexit sha1_base64="F4DnxvMkey61XZKisFNuGuia9Bk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmZzvJkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pe8xxk1VnoohxfdYsmtuDOQVeItSKl6Opl8AECtW/zqhDFLI5SGCap123MT42dUGc4EjgudVGNC2ZD2sW2ppBFqP5udOibnVglJL1a2pCEz9fdERiOtR1FgOyNqBnrZm4r/ee3U9K79jMskNSjZfFEvFcTEZPo3CblCZsTIEsoUt7cSNqCKMmPTKdgQvOWXV0njsuK5Fe/epnEDc+ThBM6gDB5cQRXuoAZ1YNCHZ3iFN0c4L87EeZ+35pzFzDH8gfP5A36Yj3U=</latexit><latexit sha1_base64="JOCvsROrRpUqvNlPD0GcQtzXoDU=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT0KEixCvZRdL3qSghePFe0HtEvJZrNtaJJdkqxQlv4ELx6U6tVf5M1/Y7btQVsfDDzem2FmXpBwpo3rfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41NJxqghtkpjHqhNgTTmTtGmY4bSTKIpFwGk7GN3mfvuJKs1i+WjGCfUFHkgWMYKNlR6q4UW/XHFr7gxolXgLUqmfTnO8N/rlr14Yk1RQaQjHWnc9NzF+hpVhhNNJqZdqmmAywgPatVRiQbWfzU6doHOrhCiKlS1p0Ez9PZFhofVYBLZTYDPUy14u/ud1UxNd+xmTSWqoJPNFUcqRiVH+NwqZosTwsSWYKGZvRWSIFSbGplOyIXjLL6+S1mXNc2vevU3jBuYowgmcQRU8uII63EEDmkBgAM/wCm8Od16cqfMxby04i5lj+APn8wfb1ZE6</latexit><latexit sha1_base64="JOCvsROrRpUqvNlPD0GcQtzXoDU=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT0KEixCvZRdL3qSghePFe0HtEvJZrNtaJJdkqxQlv4ELx6U6tVf5M1/Y7btQVsfDDzem2FmXpBwpo3rfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41NJxqghtkpjHqhNgTTmTtGmY4bSTKIpFwGk7GN3mfvuJKs1i+WjGCfUFHkgWMYKNlR6q4UW/XHFr7gxolXgLUqmfTnO8N/rlr14Yk1RQaQjHWnc9NzF+hpVhhNNJqZdqmmAywgPatVRiQbWfzU6doHOrhCiKlS1p0Ez9PZFhofVYBLZTYDPUy14u/ud1UxNd+xmTSWqoJPNFUcqRiVH+NwqZosTwsSWYKGZvRWSIFSbGplOyIXjLL6+S1mXNc2vevU3jBuYowgmcQRU8uII63EEDmkBgAM/wCm8Od16cqfMxby04i5lj+APn8wfb1ZE6</latexit><latexit sha1_base64="3h07KPJ6Fy8B4zswpdus/5x8LyY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSLUS0m86EkKXjxWtB/QhrLZbNqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dtbWNza3tks75d29/YPDytFx2ySZZrzFEpnobkANl0LxFgqUvJtqTuNA8k4wvp35nSeujUjUI05S7sd0qEQkGEUrPdTCi0Gl6tbdOcgq8QpShQLNQeWrHyYsi7lCJqkxPc9N0c+pRsEkn5b7meEpZWM65D1LFY258fP5qVNybpWQRIm2pZDM1d8TOY2NmcSB7YwpjsyyNxP/83oZRtd+LlSaIVdssSjKJMGEzP4modCcoZxYQpkW9lbCRlRThjadsg3BW355lbQv655b9+7dauOmiKMEp3AGNfDgChpwB01oAYMhPMMrvDnSeXHenY9F65pTzJzAHzifP4rGjUU=</latexit>

FIGURE 1.3 – Schématisation des différents états de l’eau dans un matériau granulaire : (a) état pendulaire,
(b) état funiculaire, (c) état capillaire, et (d) état de gouttelettes [74].
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FIGURE 1.4 – Force cohésive capillaire fc diminue en valeur absolue en fonction du gap δn entre deux
particules dans le contact du pont capillaire pour différentes valeurs du volume liquide Vb de la liaison
capillaire et le rapport de taille des particules (α = dmax/dmin). La force capillaire existe jusqu’à la distance
de rupture drupt [10, Art].

La longueur caractéristique λ dans l’équation (1.5) est donnée par :

λ = c h(r)
(

Vb

R′

)1/2

, (1.8)

où R′ = 2RiR j/(Ri+R j) et r=max{Ri/R j;R j/Ri} sont le rayon moyen harmonique et le rapport des tailles
entre deux particules. L’expression (1.5) correspond bien à la force capillaire obtenue par l’intégration di-
recte de l’équation de Laplace-Young en définissant h(r) = r−1/2 et c' 0.9[98, 104, 105] ; voir la figure1.4.
Il est également très proche de l’expression utilisée dans [55].

La force visqueuse normale fvis est due à l’effet de lubrification des ponts liquides entre les particules.
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Son expression classique pour deux sphères lisses et sphériques est [60, 38] :

fvis =
3
2

πR2
η

δ̇n

δn
, (1.9)

où η est la viscosité du liquide et δ̇n désigne la vitesse normale relative supposée positive lorsque l’écart δn
diminue. Cette expression implique que la force visqueuse diverge lorsque l’écart δn tend vers zéro. Avec
cette singularité, deux particules rigides ne peuvent pas entrer en collision dans un temps fini. Cependant,
pour des particules légèrement rugueuses, les surfaces ne sont plus parallèles et la taille caractéristique des
aspérités permet une collision en temps fini. Par conséquent, nous introduisons une longueur caractéristique
δn0 représentant la taille des aspérités avec la force de lubrification donnée par :

fvis =
3
2

πR2
η

δ̇n

δn +δn0
pour δn > 0, (1.10)

pour δn > 0, c’est-à-dire, pour un écart positif. Cette expression garantit que la singularité ne se produira
pas tant qu’il n’y aura pas de contact. Lorsqu’un contact apparait, c’est-à-dire pour δn < 0, on suppose que
la force de lubrification reste égale à sa valeur maximale donnée par :

fvis =
3
2

πR2
η

δ̇n

δn0
pour δn ≤ 0. (1.11)

Cette méthode a été utilisée au cours de la thèse de Thanh Trung Vo [T3].

1.1.2 Méthode de dynamique des contacts
La méthode CD a été développée par J.J. Moreau et M. Jean au LMGC [75, 76, 80, 77, 78, 81, 54, 49,

53, 52, 50, 51]. Elle est fait appel à la formulation mathématique de dynamique non-régulière (avec des
sauts de vitesse) et des développements algorithmiques par J.J. Moreau et M. Jean. La différence essen-
tielle entre la CD et la MD est dans le traitement des interactions de contact. Dans la CD, les interactions
de contact sont traitées sans introduire des lois de force spécifiques. La résolution des équations du mou-
vement de corps rigide est basée sur un schéma d’intégration temporelle implicite en prenant en compte
les contraintes cinématiques résultant des interactions de contact. Comme cette résolution implicite rend
la méthode inconditionnellement stable, la CD admet des pas de temps bien plus grands que la MD. Dans
la CD, grâce à un algorithme itératif, les forces de contact et les vitesses des particules sont simultané-
ment déterminées à tous les contacts potentiels entre les particules. De plus, un avantage important de la
CD est le traitement des contacts frottants sans régularisation. Cette méthode a été largement appliquée
pour étudier les matériaux granulaires [79, 97, 101, 17, 99, 89, 70, 123, 113, 9, 8, 108, 96, 85], ainsi que
d’autres systèmes mécaniques composés des corps rigides avec des interactions de contact frottant tels que
la maçonnerie et la structure de tenségrité [2, 87]

1.2 Modélisation des matériaux à particules molles
Les matériaux à particules molles intéressent de nombreux domaines tels que les cosmétiques, la chi-

mie, la pharmacie, l’agroalimentaire... Il peut s’agir par exemple de pâtes colloïdales, de vésicules, de
microgels ou de suspensions. Même si le comportement et le domaine d’application de ces matériaux sont
très variées, ils présentent le dénominateur commun d’être des milieux discrets avec des particules qui
peuvent subir de grandes déformations sans rupture [15]. Par conséquent, pour la modélisation des maté-
riaux à particules molles, les méthodes discrètes présentées ci-dessus, sont incapables de rendre compte de
modèles de comportement réalistes pour les particules individuelles. Afin de permettre à chaque particule
de se déformer en fonction de modèles de comportement continu, et aussi pour décrire les interactions
de contact, il est nécessaire de combiner la DEM avec une méthode appropriée pour la simulation de la
déformation des particules. La première idée peut être de représenter chaque particule déformable comme
un agrégat de particules primaires rigides avec des interactions cohésives telles qu’une particule peut se
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déformer en raison des mouvements relatifs de ses particules primaires tout en restant ensemble comme
une particule solide. Nous allons appeler cette technique, le modèle de particules liées (Bonded Particle
Method : BPM) [14, Art]. Une autre stratégie consiste à discrétiser chaque particule comme un ensemble
d’éléments finis ou points matériels. Dans ce contexte, nous avons développé une technique prometteuse
combinant une formulation implicite de la méthode de points matériels (Material Point Method : MPM)
avec la méthode CD pour un traitement rigoureux des contacts frottants [16, Art]. Une technique alternative
consiste à combiner la méthode des éléments finis (Finite Element Method : FEM) avec la DEM [8, Art].
Par la suite, nous allons décrire brièvement ces approches.

1.2.1 Méthode BPM
La méthode BPM a été développée au cours de la thèse de Thanh-Hai Nguyen [T1]. Dans cette tech-

nique, chaque particule déformable est représentée comme un agrégat de particules primaires rigides. Ces
dernières interagissent par des interactions comportant une partie d’attraction pour empêcher la dispersion
des particules primaires tout en permettant leurs déplacements et réarrangements selon les forces exté-
rieures exécrées sur ses bords par d’autres agrégats. Les interactions entre particules primaires appartenant
à un agrégat sont les mêmes, mais peuvent être différentes pour un autre agrégat. Notons que ce modèle
peut être utilisé pour la simulation des particules sécables lorsque ces interactions peuvent être rompues à
un certain seuil [112, 135, 67, 85]. Pour permettre de grandes déformations des particules molles sans perte
irréversible des interactions entre les particules primaires, nous avons remplacé l’interaction de contact (qui
est toujours courte-distance) par une force d’attraction longue portée de type Lennard-Jones et un contact
inélastique non-frottant. Pour la force d’attraction agissant entre les deux particules primaires de rayons R1
et R2, nous avons utilisé la partie attractive de la force de Lennard-Jones [46, 45] :

Fa = F0

(
1+

δ

a0

)−γ

, (1.12)

où a0 = R1 +R2, δ est la distance entre les particules primaires et F0 représente la valeur maximale de
la force d’attraction pour δ = 0. L’exposant γ pour la partie attractive de la force de Lennard-Jones est
égal à γ = 7 [14, Art]. Par ailleurs, la partie répulsive de l’interaction entre particules primaires est activée
uniquement lorsque les deux particules se touchent (δ = 0). Pour la simulation des particules primaires,
nous avons utilisé la méthode CD.

Dans la méthode BPM, les particules molles se caractérisent par un comportement élastique-(parfaitement)
plastique avec une contrainte seuil plastique égale à une contrainte caractéristique pI = F0/ < a0 >. Le rap-
port entre la pression de confinement p et cette contrainte seuil contrôle donc le comportement mécanique
d’un assemblage de particules BPM. Si p/pI < 1 , la déformation des particules est faible et les réarrange-
ments des particules régi principalement l’assemblage comme un assemblage de particules indéformables.
Par contre, pour p/pI � 1, les particules se déforment fortement et ces déformations dominent le compor-
tement de l’assemblage [14, Art].

1.2.2 Approche MPM-CD
Pour modéliser des assemblages de particules déformables, nous avons développé l’approche MPM-

CD basée sur une formulation implicite de la MPM couplée avec la méthode CD pour le traitement des
contacts frottants entre les particules [16, Art]. La MPM est une méthode mixte basée sur la combinaison
des descriptions Eulérienne et Lagrangienne du matériau [120, 121]. La description Lagrangienne consiste
à discrétiser chaque corps en un ensemble de points matériels, et la description Eulérienne est basée sur
un maillage sous-jacent. A chaque pas de temps, l’information portée par ces points est projetée sur le
maillage sous-jacent, dans lequel sont résolues les équations du mouvement. Cette solution est ensuite uti-
lisée pour mettre à jour les informations associées aux points matériels. Cette technique a été appliquée
aux problèmes en grandes déformations [136], aux calculs de taux de dissipation de l’énergie [124], à la
mécanique de la rupture [20, 37] et aux matériaux granulaires [11, 12, 24]. Dans la suite, nous présentons
brièvement l’approche MPM-CD.
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Considérons un domaine Ω dans RD, D étant la dimension de domaine, avec un bord extérieur ∂Ω,
décrivant un corps continu. La conservation de sa masse et de sa quantité de mouvement peuvent être
définies par les équations suivantes :

∂ρ(x, t)
∂ t

+∇ · (ρ(x, t)v(x, t)) = 0 dans Ω , (1.13)

∇ ·σ(x, t)+b(x, t) = ρ(x, t)a(x, t) dans Ω , (1.14)

où ρ(x, t) est la densité du matériau, v(x, t) est la vitesse, σ(x, t) est le tenseur des contraintes de Cauchy,
b(x, t) représente la force volumique et a(x, t) est l’accélération à la position x et au temps t.

Dans le cadre de la MPM, le corps est divisé en Np points matériels représentant une quantité de
matière fixe, permettant de satisfaire la conservation de la masse (1.13). En outre, de manière similaire à la
méthode des éléments finis, ces points servent de points d’intégration sur le volume dans une formulation
faible utilisant une fonction de Dirac. De ce fait, la densité est discrétisée pour un élément sous la forme
suivante :

ρ(x, t) =
Np

∑
p=1

ρp δ (x−Xp(t)) , (1.15)

où ρp et Xp(t) représentent la densité et la position d’un point matériel, respectivement, et δ est la fonction
de Dirac. Notons que la densité des points matériels est égale à ρp = mp/Vp, rapport de la masse mp sur
le volume Vp associé au point matériel. Ainsi, en présence de contacts entre les corps, la forme faible de
l’équation du mouvement (1.14) sous la forme discrétisée peut s’écrire :

M anodal(t) = Fint(t)+Fext(t)+FC(t) , (1.16)

où anodal est l’accélération nodale, FC est la force de contact (voir ci-dessous), Fext représente la force
extérieure appliquée, et :

M =
Ne

∑
e=1

Np

∑
p=1

mp Np matrice de masse nodale , (1.17)

Fint =−
Ne

∑
e=1

Np

∑
p=1

Gp σ p Vp vecteur de la force intérieure . (1.18)

Dans les équations (1.17) et (1.18), Np et Gp représentent, respectivement, la matrice et le gradient de
la fonction de forme. Afin de résoudre le problème (1.16), nous considérons une approche implicite dans
le cadre de la MPM [16, Art]. Les solutions nodales sont ensuite projetées sur les points matériels, ce qui
permet de mettre à jour l’information portée par ces points.

Pour étudier un assemblage de grains déformables, les forces de contact FC entre les grains nécessitent
d’être calculées à l’aide d’un algorithme de contact prenant en compte la condition de non-interpénétration
de la matière ainsi que la loi de frottement de Coulomb. Comme nous utilisons un schéma implicite pour
l’implémentation de la MPM, la méthode CD est un choix naturel pour le traitement des points de contact.
Cependant, contrairement à des particules parfaitement rigides, la méthode de résolution doit être adaptée
aux grains discrétisés en points matériels. De ce fait, dans la MPM, un algorithme de contact multi-maillage
est développé pour implémenter des lois de contact tels que la loi de frottement de Coulomb ou des lois
d’adhésion au niveau des points de contact. Dans ce modèle, les variables de contact sont calculées en
même temps que celles associées au comportement volumique.

Considérons deux grains déformables (α et β ) ; voir la figure 1.5(a). Dans le cadre de l’algorithme
multi-maillage, un maillage sous-jacent approprié à chaque grain est défini. Un point de contact à l’in-
terface entre les deux grains peut être traité par l’introduction d’un maillage sous-jacent commun avec le
même type de grille pour le transfert de quantités nodales de maillages appropriés au maillage commun. Les
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FIGURE 1.5 – (a) Schéma de l’algorithme de contact multi-maillage dans la MPM; Conditions de contact :
(b) Condition de Signorini reliant la vitesse normale relative vn et la force normale fn ; (c) Loi de frottement
de Coulomb reliant la vitesse de glissement vt et la force de frottement ft ; µs est le coefficient de frottement.
Les lignes pointillées représentent des relations linéaires extraites des équations de la dynamique.

points de contact entre les grains α et β sont traités au niveau des noeuds voisins appartenant au maillage
sous-jacent commun. Leurs valeurs nodales impliquent des contributions des deux grains. A un noeud de
contact potentiel i, un vecteur normal unité ni, orienté du grain β vers le grain α , et un vecteur tangentiel
unité ti sont définis [44]. Tant que la vitesse relative normale, vn = (vα

i −vβ

i ) ·ni, reste positive, rien ne se
passe. Mais quand vn = 0, une force normale répulsive fn est mobilisée au niveau du noeud de contact. Ces
conditions définissent la condition de Signorini en vitesse comme le montre la figure 1.5(b) [98]. D’autre
part, en combinant les équations du mouvement Pα

nodal =Mα vα
nodal et Pβ

nodal =Mβ vβ

nodal au noeud commun,
on obtient une relation linéaire fn = Mnvn +Kn, où Mn est la masse réduite et Kn représente une force com-
pensée dépendant d’autres forces de contact à ce noeud. Les forces normales à tous les noeuds de contact
sont obtenues par une procédure itérative en intersectant cette relation linéaire avec le graphe de Signorini,
comme le montre la figure 1.5(b). Dans la même veine, la loi de frottement sec de Coulomb est une relation
complémentaire entre la force de frottement ft et la vitesse tangentielle, vt = (vα

i − vβ

i ) · ti, au noeud de
contact ; voir la figure 1.5(c). Les équations de mouvement au noeud commun donnent une relation linéaire
ft = Mtvt +Kt . En intersectant cette dernière avec le graphe de Coulomb, la force de frottement ft peut être
calculée à tous les noeuds de contact simultanément dans la même procédure itérative utilisée pour calculer
les forces normales. La convergence vers la solution à la fois pour les forces de contact et les contraintes
internes est lisse, et une précision élevée peut être obtenue.

Nous avons utilisé les formulations de la MPM dans le contexte de l’hypothèse des déformations infi-
nitésimales [16, 14, Art] et la théorie des déformations finies [11, Art]. Ces formulations sont applicable
à une large classe de comportements matériels - élastique ou inélastique. Notons que les résultats de deux
formulations sont similaires si le pas de temps reste assez petit [11, Art]. De plus, pour améliorer les
performances de calcul, une procédure de parallélisation a été proposée dans le cadre de cet algorithme.
L’algorithme parallèle proposé est du style SPMD (Single Program, Multiple Data), basé sur MPI (Message
Passing Interface). Les particules dans le domaine de simulation sont réparties entre des sous-domaines. En
choisissant un nombre de sous-domaines égal au nombre de processeurs disponibles, les données associées
aux particules dans le même sous-domaine sont stockées dans la mémoire d’un seul processeur. L’effort de
calcul dépend de la résolution de l’équation du mouvement pour chaque particule, ce qui est étroitement
liée au volume de la particule. Les forces de contact étant calculées sur le processus principal (Master),
les seuls échanges de données entre les particules (et donc les processeurs) sont les forces de contact. Bien
que l’efficacité de cette procédure diminue avec l’augmentation du nombre de processeurs, elle est toujours
utile pour réduire le coût de calcul [11, Art].

1.2.3 Approche FEM-CD

Plusieurs auteurs ont proposé de coupler la FEM pour la déformation d’une particule individuelle avec
la DEM classique pour les interactions entre particules pour simuler un assemblage de particules défor-
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mables [83]. Par exemple, Gethin et al. (2001) [34] ont appliqué cette technique à la compaction de poudres
métalliques. D’autres exemples d’application de la FEM-DEM peuvent être trouvées dans [82]. Cependant,
dans le cadre du logiciel LMGC90 [65], un couplage entre la FEM et la méthode CD a été développée et
implémentée. Cette approche utilise un schéma d’intégration implicite avec un pas de temps plus important
que celui avec la DEM classique. Les forces de contact entre les particules nécessitent d’être calculées à
l’aide d’un algorithme de contact prenant en compte la condition de non-interpénétration de la matière ainsi
que la loi de frottement de Coulomb. Le grand avantage de ce couplage FEM-CD est que nous pouvons
non seulement simuler le vrai comportement des particules déformables en prenant en compte les degrés
de liberté globaux (déplacement et rotation) et les degrés de liberté internes des particules, et aussi traiter
le contact frottant et non frottant entre particules avec le pas de temps raisonnable [8, Art]. Cette approche
a été utilisée au cours de la thèse de Thi-Lo Vu [T2].
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Chapitre 2

Étude des particules molles

Pour les matériaux à particules molles, la déformation et la compressibilité des particules constituent
un mécanisme important de déformation et d’écoulement, et l’existence d’une contrainte caractéristique
fait dépendre leur rhéologie de la pression de confinement. A cet égard, ces matériaux diffèrent des maté-
riaux à particules dures dont le comportement plastique est principalement dicté par des réarrangements et
des glissements frictionnels, et dont la compacité ne peut dépasser celle d’un assemblage aléatoire com-
pact (Random Close Packing : RCP). Les particules molles peuvent atteindre une compacité plus élevé
par changement de forme des particules ainsi que par écoulement plastique [22, 133]. La compaction, le
changement de volume sous cisaillement et les propriétés de texture complexes de ces particules sont restés
inexplorés en raison de l’absence d’outils numériques et expérimentaux appropriés. La recherche expéri-
mentale sur les systèmes à particules molles est actuellement en cours [71, 7] malgré les difficultés d’accès
à des mécanismes locaux ou à l’échelle de particules. Dans ce contexte, les simulations numériques peuvent
fournir des informations intéressantes et suggérer des stratégies expérimentales originales. Les simulations
numériques permettent également, grâce à des outils de visualisation numérique uniques, d’avoir accès à
une multitude d’informations détaillées, pas toujours faciles à obtenir à partir de tests expérimentaux.

Dans le chapitre précédant, trois approches numériques ont été proposées pour la modélisation des
systèmes à particules molles. Dans ce chapitre, nous présentons les études effectuées concernant des as-
semblages de particules molles en utilisant ces techniques. Nous considérons les compressions uni-axiale
et bi-axiale des assemblages de particules molles. Les résultats présentés sont issus de plusieurs travaux y
compris les thèses de Thanh Hai Nguyen [T1] et Thi-Lo Vu [T2].

2.1 Compaction d’assemblages de particules molles
Dans cette section, on s’intéresse à la compression uni-axiale d’assemblages de particules déformables.

Pour étudier ces assemblages, les trois approches numériques présentées dans le chapitre précédent ont été
utilisées. Nous décrivons également une étude expérimentale effectuée dans le cadre de la thèse de Thi-Lo
Vu. Nous allons mettre en évidence l’influence du changement de forme des particules sur les propriétés
de remplissage d’espace, la transmission des efforts et la texture au-delà de l’état RCP. Nous allons nous
focaliser plus particulièrement sur l’évolution de la contrainte appliquée et de la connectivité en fonction
de la compacité.

2.1.1 Assemblages de particules élastiques linéaires
Nous considérons d’abord un assemblage de 300 particules de faible polydispersité de taille (diamètres

∈ [1,4 , 2,4] mm) confinées dans une boîte rectangulaire dans laquelle seule la paroi supérieure est mobile.
Nous avons utilisé la procédure MPM-CD pour analyser la compaction de cet assemblage. La configuration
initiale est préparée en utilisant la DEM. A partir de cette configuration initiale, on modélise la procédure de
compaction en déplaçant la paroi supérieure vers le bas à une vitesse constante. Deux cas sont étudiés : 1)
sans frottement et 2) avec un coefficient de frottement µs = 0,5 entre les particules (le frottement entre les
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particules et les parois étant nul). L’effet de la gravité est négligé afin d’éviter les gradients de contrainte
supplémentaires. On considère un comportement élastique linéaire isotrope pour les particules avec le
module de Young E = 10 MPa, coefficient de Poisson ν = 0,45 et densité ρ = 990 kg/m3.

(a) ε = 0 et Φ = 0,65 (b) ε = 0,17 et Φ = 0,80 (c) ε = 0,45 et Φ = 0,99

(d)

FIGURE 2.1 – Trois états de compaction au cours de la compression uni-axiale d’un assemblage de par-
ticules molles simulée par l’approche MPM-CD (a-c) ; Zoom sur l’image du dernier état de compaction
(d). Les cercles pleins sont des points matériels. Notons que les gaps apparents observés sur les clichés des
simulations entre les particules sont liés à la résolution spatiale ; voir [14, Art].

Les figures 2.1(a-d) montrent trois états de compaction au cours de la compression uni-axiale pour le
cas sans frottement. A la fin de la compaction, tout l’espace est presque rempli par le changement de forme
des particules. En effet, les formes des particules changent graduellement d’une forme circulaire à une
forme presque polygonale comme on peut voir sur la figure 2.1(d).

La figure 2.2 montre la compacité Φ (Φ = VS/V , où VS est le volume de particules et V le volume
total) en fonction de la contrainte verticale σ , calculées à partir des forces agissant sur la paroi inférieure et
normalisée par la contrainte de consolidation σ0, définie pour une compacité Φ0. Notons que les résultats
sont présentés à partir de l’état de référence (σ0,Φ0) et nous avons choisi Φ0 ' 0,8 qui correspond au
début de blocage des particules [14, Art]. La relation entre la compacité et la contrainte est linéaire, ce qui
reflète le comportement élastique linéaire de chaque particule. De plus, le frottement entre particules a peu
d’effet sur la compacité.

Trois paramètres contrôlent la relation la compacité-contrainte : (i) les réarrangements des particules,
(ii) le changement de volume des particules, et (iii) les changements de forme des particules. Nous savons
que les réarrangements à partir du point de référence (point de blocage) sont négligeables et que les par-
ticules ne changent significativement pas de volume car ν = 0,45 pour les particules et il est proche d’un
matériau incompressible (c’est-à-dire, ν = 0,5). Donc, seul le dernier paramètre permet à la compacité de
dépasser considérablement la compacité RCP.

Pour décrire quantitativement l’évolution de la contrainte appliquée en fonction de la compacité, comme
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FIGURE 2.2 – Compacité en fonction de la contrainte axiale normalisée pour les assemblages de parti-
cules MPM sans (©) et avec (�) frottement. La ligne continue indique la prédiction du modèle simple de
compaction ; voir l’équation (2.2).

un modèle élastique linéaire a été utilisé pour les particules déformables, on suppose que l’assemblage se
comporte comme un milieu élastique avec un module effectif d’élasticité isostatique Keff reliant l’évolution
du volume dV à l’incrément de la contrainte dσ :

Keff dV
V

=−dσ . (2.1)

Il est plausible de considérer une déformation uniforme, la même pour les particules et pour les pores, de
sorte que la règle de mélange de Voigt s’applique [128]. Par conséquent, le module d’élasticité isostatique
effectif augmente proportionnellement à la compacité : Keff ∝ ΦK, où K est le module d’élasticité isosta-
tique d’une particule. En supposant de plus que la variation du volume des particules est du second ordre
par rapport au changement de forme des particules, on obtient [14, Art] :

Φ−Φ0 =
α

K
(

σ

σ0
−1) , (2.2)

avec α ' 0,73. C’est une relation linéaire entre la compacité et la contrainte normalisée, comme observée
sur la figure 2.2.

2.1.2 Assemblages de particules néo-Hookéens
Effet de compressibilité

Un nouvel assemblage de 300 particules de polydispersité de taille avec diamètres ∈ [2 , 4] mm avec les
conditions similaires à l’assemblage précédent est considéré. On suppose qu’il n’y a aucun frottement entre
les particules et entre les particules et les parois. L’approche MPM-CD dans le contexte de l’hypothèse des
déformations finies est utilisée car on considère un comportement hyper-élastique de néo-Hookéen pour
les particules [21, Art] :

S = (λ ln(J)−µ) C−1 +µ I , (2.3)

où S est la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff, C = FT F la déformation de Cauchy-Green droit et
J = det (F) avec F étant le gradient de déformation. λ et µ représentent les coefficients de Lamé. Dans
cette étude, nous avons considéré µ = 1,5 MPa, ρ = 990 kg/m3 et trois valeurs de λ = 0, 3 et 100 MPa. Ces
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(a) Etat Initial : Φ = 0,78 (b) λ = 100 MPa et ε = 0,25

(c) λ = 3 MPa et ε = 0,33 (d) λ = 0 MPa et ε = 0,45

FIGURE 2.3 – État initial de l’assemblage (a) et trois états de l’assemblage compacté de particules néo-
Hookéennes pour une compacité de 0,97 et plusieurs valeurs de λ (b-d). On constate que, malgré la même
valeur de la compacité, le volume des assemblages est différent en raison des compressibilités différentes
des particules. Les points noirs représentent les points matériels.

différentes valeurs de λ définissent la compressibilité de la particule ; c’est-à-dire, pour λ = 0, la particule
est entièrement compressible alors que pour λ = 100 MPa, la particule est quasi incompressible.

La figure 2.3 montre les états de l’échantillon au cours de l’essai de compaction pour différentes valeurs
de λ . La compacité Φ augmente avec le changement de forme des particules et, à la fin de la compaction,
presque tout l’espace est rempli par les particules. La forme des particules passe progressivement de circu-
laire à presque polygonale, comme le montre sur la figure 2.3. Notons que, comme précisé précédemment,
les gaps observés entre les particules sont liés à la résolution de maillage, qui peut être augmentée pour une
discrétisation plus fine de la zone de contact. De plus, étant donné que les particules moins compressibles
peuvent s’allonger plus, les pores entre ces particules sont remplis plus rapidement, même pour une faible
déformation globale.

Ce phénomène est plus clairement mis en évidence sur la figure 2.4. Elle montre la déformation vo-
lumique cumulée des particules définie par ln(VS/VSi), où VSi est le volume initial des particules, et la
déformation verticale cumulée ε en fonction de la compacité Φ. Ce dernier devrait varier en raison du
changement de volume élastique des particules résultant de la compressibilité élastique des particules ainsi
que de la variation du volume total V due aux réarrangements de particules et au changement de forme.
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FIGURE 2.4 – Déformation verticale cumulée, ε , et le changement total du volume de particules, ln(VS/VSi),
en fonction de la compacité, Φ, pour plusieurs valeurs de λ .

Puisque la largeur de la boîte est constante, nous avons

ln
(

VS

VSi

)
= ln

(
Φ

Φi

)
+ ε (2.4)

avec ε = ln(h/hi), où hi est la hauteur initiale de la boîte. Sur la figure 2.4, les données pour trois valeurs
de λ coïncident jusqu’à Φ ' 0,8. Au-delà de cette compacité, ε et ln(VS/VSi) varient à des taux presque
linéaires et différents pour chaque valeur λ . Comme prévu, ce taux augmente lorsque λ (ou la compressibi-
lité) diminue. Notons que pour λ = 100 MPa (les particules quasi incompressibles), la variation de volume
des particules est négligeable, comme le montre sur la figure 2.4. De plus, on peut considérer que Φ' 0,8
est le point de blocage au-dessus duquel il n’y a plus de réarrangement de particules, et donc l’évolution
de l’assemblage est uniquement due au changement de forme des particules.

L’évolution de la contrainte appliquée σ au-delà du point de blocage permet une analyse macroscopique
de l’évolution de l’assemblage. La figure 2.5 montre σ , calculée à partir des forces de contact agissant sur
la paroi inférieure et normalisée par le module d’onde de compression des particules M (M = λ + 2µ)
en fonction de Φ. Nous constatons un comportement non linéaire pour trois cas avec des taux différents.
Nous observons également que la force nécessaire pour comprimer l’assemblage augmente avec la com-
pressibilité des particules. Ces observations peuvent s’expliquer par le fait qu’au-delà du point de blocage,
l’assemblage se comporte presque comme un milieu continu, puisqu’il n’y a plus de réarrangements de
particules. Ainsi, au-delà de l’état RCP, la contrainte appliquée σ peut être liée à la déformation verticale
cumulée ε par un module effectif d’onde de compression Meff :

σ = Meff
ε . (2.5)
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FIGURE 2.5 – Contrainte appliquée normalisée par le module d’onde de compression M en fonction de la
compacité pour plusieurs valeurs de λ . Les lignes représentent le comportement prédit par le modèle de
compaction introduit dans [11, Art] ; voir l’équation (2.9).

On peut également supposer que le module d’élasticité isostatique des particules K relie l’incrément de
volume dVS des particules à l’incrément de la contrainte effectif dσS des particules :

K
dVS

VS
=−dσS . (2.6)

σ peut être liée à σS comme suit :
σ = c1ZΦσS , (2.7)

où c1 est une constante de matériau à déterminer. Étant donné que dε = dVS/VS−dΦ/Φ et en utilisant les
équations(2.5), (2.6) et (2.7), l’équation différentielle suivante à résoudre est obtenue :

(1+
Meff

c1KZΦ
)dσ =

[
Meff

c1KZΦ
(

dZ
Z

+
dΦ

Φ
)+

dMeff

Meff

]
σ −Meff dΦ

Φ
. (2.8)

En sachant que Meff et Z sont liés à Φ (voir ci-dessous), l’intégration de l’équation différentielle (2.8)
donne :

σ =− Meff

1+ Meff

c1KZΦ

(ln(Φ)+ c2) , (2.9)

où c2 est la constante d’intégration. En considérant la règle de mélange de Voigt pour un milieu continu
hétérogène, Meff = ΦM (pour plus des détails, voir [11, Art]). Les prédictions de ce modèle (2.9) sont en
bon accord avec nos simulations MPM-CD présentées sur la figure 2.5 avec c2 ' 0,27 et c1 ' 0,01 pour
λ = 100 MPa, c1 ' 0,23 pour λ = 3 MPa et c1 ' 1,3 pour λ = 0 MPa. Notons que, bien que ce modèle
semble bien prédire la contrainte appliquée σ en fonction de Φ, à des compacités élevées, les particules
néo-Hookéennes peuvent remplir les petits pores restants seulement pour des contraintes beaucoup plus
élevées (impliquant des rayons de courbure de plus en plus petits). En conséquence, lorsque la compacité
tend vers 1, la contrainte appliquée correspondante doit tendre vers l’infini. Ce modèle n’est donc pas valide
pour des valeurs élevées de la compacité. Par ailleurs, dans nos simulations, pour résoudre correctement
les faibles rayons de courbure au niveau des zones de contact entre les particules, il convient d’affiner dans
la même proportion la discrétisation.
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Effet de frottement

Dans le cadre de la thèse de Thi-Lo Vu [1, Art], nous avons effectué une étude numérique de la com-
paction par la méthode FEM-CD en considérant trois assemblages de 400 particules néo-Hookéennes de
diamètres ∈ [10 , 15] mm. Ces assemblages confinés dans une boîte rectangulaire, sont soumis à une com-
pression uni-axiale dans le cadre de l’hypothèse des déformations planes et dans le régime quasi-statique
en imposant le déplacement de la paroi du haut. Pour les particules néo-Hookéennes, le module de cisaille-
ment est µ = 0,15 MPa et la densité du matériau est ρ = 1180 kg/m3. Ces particules sont supposées être
quasi-incompressibles en fixant ν = 0,495. Différentes valeurs du coefficient de frottement µ f sont consi-
dérées entre les particules tandis qu’il n’y a aucun frottement entre les particules et les parois. La figure 2.6
présente les trois états de compaction pour un assemblage avec µ f = 0,2.

FIGURE 2.6 – Trois états de la compaction d’un assemblage de 400 particules néo-Hookéennes avec le
coefficient de frottement de µ f = 0,2 : (a) Φ= 0,80, (b) Φ= 0,86 et (c) Φ= 0,98. Le niveau de gris indique
les valeurs de la composante yy de la contrainte de Cauchy (la direction de la compression), normalisées
par le module de Young des particules, σyy/E.

FIGURE 2.7 – Valeur moyenne de la contrainte normale appliquée par l’assemblage à la paroi inférieure,
〈σyy〉Y=0, normalisée par le module de Young E des particules, en fonction de la compacité excédentaire
Φ−ΦJ , échelle log-log, pour deux valeurs du coefficient de frottement (µ f = 0 et µ f = 0,8). Les lignes
pointillées sont la loi de puissance de K(Φ−ΦJ)

α avec K et α comme paramètres d’ajustement. Encart :
les valeurs de ΦJ (axe gauche) et α (axe droit) en fonction du coefficient de frottement µ f .

39



La figure 2.7 présente à l’échelle log-log, la valeur moyenne de la composante yy de la contrainte de
Cauchy obtenue sur la paroi inférieure du système, 〈σyy〉Y=0, en fonction de l’excès de compacité Φ−ΦJ
(où ΦJ est la compacité au point de blocage) pour quatre coefficients de frottement µ f . Dans l’encart
de cette figure, nous montrons que ΦJ , comme cela a déjà été rapporté dans la littérature [133], diminue
lorsque µ f augmente. Les barres d’erreur de la figure 2.7 représentent la variabilité statistique de 〈σyy〉Y=0
obtenu à partir des trois configurations initiales. Par ailleurs, nous observons que 〈σyy〉Y=0 suit bien une loi
de puissance 〈σyy〉Y=0 ∝ (Φ−ΦJ)

α sur une large plage de valeurs de Φ. Une telle loi de puissance a déjà
été démontrée dans des expériences [68, 69] et des simulations numériques en compression bi-axiale, mais
dans une plage beaucoup plus réduite de compacité [92, 69]. Dans nos simulations, l’exposant α diminue
avec le coefficient de frottement µ f . Il varie de α = 1,32± 0,4 pour µ f = 0 à la valeur asymptotique de
α = 1,45±0,4 pour µ f > 0,6. Ces valeurs de α sont différentes de celles obtenues expérimentalement par
d’autres auteurs pour la compression bi-axiale avec une résolution limitée de la mesure de force [68, 69], et
sont également différentes des simulations effectuées dans le cadre de l’hypothèse de déformations infinité-
simales [91, 92]. Ces divergences peuvent résulter de différences dans la géométrie de chargement, la taille
du système ou la polydispersité des tailles. De plus, la validité de l’approximation de l’élasticité infinitési-
male (Hookéen) faite dans les études précédentes est douteuse. Même proche du point de blocage, puisque
la contrainte est générée par une petite quantité de particules dans les principales chaînes de force [97], la
déformation de ces particules est finie. Par conséquent, des simulations prenant correctement en compte les
déformations finies des particules sont nécessaires même pour la détermination d’une loi d’échelle proche
du blocage. L’exposant trouvé dans la littérature est proche de 1, qui est la valeur bien connue prévue pour
un contact hertzien entre deux particules ; c’est-à-dire, pour de petites déformations. Le traitement rigou-
reux de la grande déformation conduit ici à des exposants significativement plus élevés, du moins pour
les particules néo-Hookéennes. Étonnamment, les lois de puissance trouvées ici sont bonnes jusqu’à une
compacité de Φ = 0,93 ; voir la figure2.7. La divergence de σyy pour Φ' 1 mentionnée ci-dessus implique
naturellement que les lois de puissance ne sont plus applicables pour les compacités élevées. En fait, pour
Φ > 0,93, on quitte le domaine dans lequel 〈σyy〉Y=0 suit la loi de puissance pour entrer dans un nouveau
domaine avec une augmentation plus forte de 〈σyy〉Y=0 lorsque Φ augmente [1, Art].

2.1.3 Assemblages de particules plastiques

Simulations numériques par la MPM-CD

Nous réalisons les simulations numériques sur l’assemblage de 300 particules présenté dans la sec-
tion 2.1.2 en considérant deux types de loi de comportement : élastique et élasto-plastique avec écrouis-
sage isotrope linéaire [6]. Pour les deux comportements, le module de Young, le coefficient de Poisson et
la densité de la particule sont fixés, respectivement, à E = 10 MPa, ν = 0.45 et ρ = 1000 kg/m3. Pour la
loi élasto-plastique, la limite d’élasticité est égale à σy = 0,4MPa et nous avons considéré trois valeurs de
dureté H = 0, 1 et 3 MPa. Notons que les simulations MPM-CD ont été effectuées à deux dimensions dans
le cadre de l’hypothèse des déformations planes.

La figure 2.8 montre la configuration initiale et les états de l’assemblage à la compacité de Φ = 0,97
pour les particules élastiques et plastiques. On voit que les formes des particules passent progressivement
de circulaires à polygonales et que les particules plastiques ont une forme polygonale avec des courbures
plus grandes que les particules élastiques ; voir les zooms sur les assemblages sur la figure 2.8. En effet, la
plasticité permet à ces particules de remplir les pores avec des contraintes plus faibles en comparaison avec
les particules élastiques.

Afin de mettre en évidence cette caractéristique, la valeur moyenne de la courbure maximale des par-
ticules κ et la compacité Φ en fonction de la contrainte appliquée σ sont présentées sur la figure 2.9.
Comme mentionné précédemment, les particules plastiques atteignent des valeurs plus élevées de κ pour
une contrainte σ plus petite que les particules élastiques. Nous observons aussi que pour les particules
plastiques, lorsque la dureté H diminue, la courbure κ augmente ; c’est-à-dire, on a besoin de moins de
contrainte pour remplir les pores d’un assemblage de particules en compression lorsque la dureté H des
particules est faible. Ce point se retrouve également dans l’évolution de la compacité Φ en fonction de la
contrainte appliquée σ . On observe un comportement non linéaire pour les particules élastiques et plas-
tiques avec des taux différents. Pour comprimer les particules élastiques, nous avons besoin d’une force
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(a) Initial state : Φ = 0,78 (b) Elastic

(c) Plastic H=3 MPa (d) Plastic H=1 MPa (e) Plastic H=0 MPa

FIGURE 2.8 – État initial de l’assemblage (a) et quatre états de l’assemblage compacté de particules élas-
tiques et plastiques pour une compacité de Φ = 0,97 et zoom sur ces images (b-e).

plus importante que pour les particules plastiques, et la force nécessaire augmente pour les particules plas-
tiques lorsque le durcissement augmente.

Sur la figure 2.9, nous observons également que les résultats plastiques divergent des résultats élastiques
pour σ & 0,35 MPa. Cette valeur est inférieure à la limite d’élasticité d’une particule plastique (σy = 0,4
MPa) puisque toutes les particules de l’assemblage ne subissent pas en même temps une déformation
plastique. De plus, dans tous les cas, un changement de régime est observé autour de la compacité de
0,8. Ce point de changement peut être considéré comme le point de blocage, Φc ' 0,8. Comme précisé
au-dessus, au-delà de ce point, le réarrangement des particules est négligeable et le changement de forme
des particules contrôle essentiellement l’évolution de l’assemblage. On peut donc utiliser le modèle donné
par l’équation (2.9). On suppose seulement qu’au-delà du point de blocage le volume des particules et des
pores change comme un matériau poreux. Le module effectif d’onde de compression Meff est donc donné
par :

Meff =
Geff(4Geff−Eeff)

3Geff−Eeff , (2.10)
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FIGURE 2.9 – Contrainte appliquée σ en fonction de la valeur moyenne de la courbure maximale des
particules κ normalisée par leur diamètre moyen < d > (a) et la compacité Φ (b) pour les particules
élastiques et plastiques.

où Eeff est le module d’Young effectif défini comme [56] :

Eeff = E
(

1− p
pc

) fE
, (2.11)

et le module de cisaillement effectif Geff est [57] :

Geff = G
(

1− p
pc

) fG
, (2.12)

avec p la porosité (p = 1−Φ). Ici, fE et fG sont les exposants caractéristiques des modules de Young et
de cisaillement. pc est la porosité à laquelle les modules de Young et de cisaillement effectifs deviennent
nuls ; c’est-à-dire, juste avant le point de blocage.

La relation ci-dessus est définie pour les particules élastiques. Pour les particules plastiques, la contrainte
appliquée σ peut être décomposée en une partie élastique σe et une partie plastique σp comme suit :

σ = (1− fp)σe + fpσp , (2.13)

où fp est la fraction volumique plastique définie comme le rapport entre le volume des régions plastiques
des particules et leur volume total. Pendant la compaction, fp est nul avant le blocage, mais au-delà du
point de blocage, on peut supposer que fp augmente comme une loi de puissance avec ε− εc :

fp = a(ε− εc)
b , (2.14)

où a et b sont les paramètres constants à déterminer, et εc correspond au point de blocage Φc ' 0,8. De
plus, la contrainte plastique σp peut être définie comme suit en considérant l’équation (2.9) :

σp = σy−
Meff

p

1+
Meff

p
c1p KpZΦ

(ln(Φ)+ c2p) , (2.15)

avec

Meff
p =

Geff
p (4Geff

p −Eeff
p )

3Geff
p −Eeff

p
. (2.16)

Eeff
p = Ep

(
1− p

pc

) fEp

, (2.17)
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FIGURE 2.10 – Excès de contrainte appliquée σ −σc en fonction de la compacité Φ pour les particules
élastiques et plastiques par les simulations MPM-CD. σc correspond au point de blocage Φc ' 0,8. Les
lignes montrent les comportements prévus au-delà de l’état RCP par les modèles de compaction présentés
dans les équations (2.9) et (2.13).

Geff
p = Gp

(
1− p

pc

) fGp

. (2.18)

Ici, Ep est le module tangent plastique lié à H par : Ep = EH/(E + H), et Gp désigne le module de
cisaillement plastique (Gp = Ep/2(1+ νp)). Notons que, en supposant que la variation de volume due
à la déformation plastique est négligeable, on conclut à l’égalité des coefficients de Poisson élastique et
plastique ; c’est-à-dire, νp = ν .

Pour déterminer les paramètres dans les modèles élastiques (2.9) et plastiques (2.13), nous considérons
d’abord les résultats de simulation élastique, permettant de fixer les paramètres élastiques. De la même ma-
nière, on peut déterminer les paramètres plastiques à partir d’un des résultats de simulations plastiques en
fixant les paramètres élastiques obtenus. Sur la figure 2.10, nous observons que les prédictions des modèles
élastiques et plastiques sont en bon accord avec toutes les simulations MPM-CD en fixant fE = fEp ' 1,4,
fG = fGp ' 0,2 et pc ' 0,21, c1 = c1p ' 1, c2 = c2p ' 0,3, a ' 1 et b ' 0,55. Néanmoins, aux compa-
cités élevées, une divergence entre les modèles et les simulations numériques est perceptible. Pour bien
reproduire les prédictions, la discrétisation des particules peut être affinée afin de résoudre correctement
les petits rayons de courbure aux zones de contact entre particules [4, Art].

Simulations numériques par la BPM

En considérant le même assemblage et la condition de compaction similaire à la section 2.1.1, nous
effectuons les simulations numériques en utilisant l’approche BPM. Notons que, comme indiqué dans la
section 1.2, les particules modélisées par la BPM ont un comportement élastique-parfaitement plastique.
Les particules de l’assemblage sont discrétisées par 100 000 particules primaires rigides non-frottantes de
densité 2000 kg/m3 et de polydispersité de taille avec les diamètres ∈ [0,07 , 0,13] mm. Ainsi, chaque
particule est composée d’un minimum de 200 particules primaires ; voir la figure 2.11(a). La relation (1.12)
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définit les interactions entre les particules primaires dans chaque particule avec F0 = 100 N et γ = 7. La
figure 2.11 montre trois états de l’échantillon au cours de l’essai de compaction sans frottement.

(a) ε = 0 and Φ = 0,65 (b) ε = 0,17 and Φ = 0,8 (c) ε = 0,45 and Φ = 0,99

(d)

FIGURE 2.11 – Trois états de compaction au cours de la compression uni-axiale d’un assemblage de parti-
cules molles simulé par la méthode BPM (a-c) ; Zoom sur l’image du dernier état de compaction (d). Les
cercles pleins sont des particules primaires rigides ; voir [14, Art].

Sur la figure 2.12, la compacité Φ en fonction de la contrainte appliquée σ est présentée. La compacité
de l’échantillon BPM est calculée en considérant les volumes des particules définis à partir des particules
primaires appartenant à leurs contours. Les micro-pores entre particules primaires ne sont pas comptées. On
observe une augmentation presque exponentielle de la compacité en fonction de σ . Comme les particules
BPM ne changent pratiquement pas de volume à cause de la rigidité des particules primaires, l’évolution
de la compacité est due au changement plastique des formes des particules.

Pour trouver une relation compacité-contrainte dans le cas BPM, nous supposons que toutes les parti-
cules sont au seuil plastique. Cela donc suggère que la variation dσ de la contrainte est proportionnelle à
une variation de la surface de contact entre particules et donc par une variation dΦ de la compacité. On
peut également considérer que l’effort nécessaire dépend au volume disponible et donc, proportionnel à la
porosité 1−Φ de l’assemblage. Dans cette approximation linéaire, nous avons donc dΦ ∝ (1−Φ)dσ , ce
qui conduit à une augmentation exponentielle de Φ en fonction de σ :

Φ = 1− (1−Φ0)e
−α( σ

σ0
−1)

, (2.19)

où α est un paramètre qui caractérise la compressibilité de l’assemblage. La figure 2.12 montre qu’une
forme exponentielle ajuste assez bien les données des simulations BPM jusqu’à une compacité Φ ' 0,98
avec α ' 0,27. Au-delà de cette limite, les pores entre les particules sont presque de même taille que les
pores à l’intérieur des particules. Pour cette raison, l’évaluation de la compacité dans cette plage dépend
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FIGURE 2.12 – Compacité en fonction de la contrainte axiale normalisée pour les assemblages de parti-
cules BPM sans (©) et avec (�) frottement. La ligne continue indique la prédiction du modèle simple de
compaction Eq. (2.19).

de la convention utilisée pour la détermination de l’interface entre les particules. En d’autres termes, la
compacité peut varier d’une valeur qui est égale à la porosité le long de toutes interfaces particule-particule
[14, Art].

2.1.4 Connectivité des particules et la compaction

La microstructure d’un assemblage de particules molles peut être caractérisée à l’ordre le plus bas,
comme dans le cas des particules rigides, par son nombre de coordination Z, qui est le nombre moyen de
contacts actifs par particule impliquée dans la transmission de contraintes. Pour les grandes déformations
de l’assemblage, les particules sont suffisamment déformées pour que les contacts ne puissent plus être
décrits comme des contacts ponctuels. Dans ce régime, la forme des particules peut être bien approximée
par des polygones et Z représente alors le nombre de côtés de ces polygones. Pour une faible polydispersité
de tailles des particules, chaque particule est souvent entourée par 6 voisines (à deux dimensions), mais on
y trouve aussi des particules avec 5 ou 7 voisines.

La figure 2.13 montre l’évolution de Z en fonction de la compacité Φ pour les assemblages soumis
à la compression uni-axiale présentés précédemment dans cette section. Dans tous les cas, Z augmente
lorsque Φ augmente. Cette augmentation résulte de mécanismes que l’on peut décrire comme suit : à faible
compacité, les particules subissent des réarrangements pour trouver des états d’équilibre dans la structure.
Elles obtiennent donc facilement les nouveaux voisins. A une compacité plus élevée, Z augmente grâce à
l’effet de la déformation des particules. De plus, on voit qu’en normalisant Z−Zc par Z1−Zc, où Zc est
le nombre de coordination correspondant à Φc, et Z1 et Φ1 correspondent à n’importe quel état après le
point de blocage, tous les points de donnée se superposent et une loi en puissance 0,5 ajuste bien la courbe
[92, 133, 141], [11, Art] :

Z−Zc

Z1−Zc
=

√
Φ−Φc

Φ1−Φc
. (2.20)

Cette dépendance du nombre de coordination par rapport à la compacité est assez robuste et pratiquement
indépendante du potentiel d’interaction, de la polydispersité ou du frottement [92].
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FIGURE 2.13 – Évolution de l’excès de nombre de coordination Z−Zc (figures du haut) et le nombre de
coordination Z (figure du bas) en fonction de l’excès de compacité Φ−Φc pour les assemblages présentés
ci-dessus. Les lignes sont la loi de puissance (Φ−Φc)

0,5 ; voir la relation (2.20) [1, 4, 11, 14, Art].

2.1.5 Simulations vs. Expériences

Dans le cadre de la thèse de Thi-Lo Vu, on s’est intéressé également à la modélisation expérimen-
tales des matériaux à particules déformables. Pour cela, une nouvelle méthode de mesure adaptée à ces
matériaux en 2D est développée. Avant étudier expérimentalement le comportement d’un assemblage de
particules déformables, une expérience de compression d’une particule (cylindrique en silicone), associée à
un appareil d’imagerie à haute résolution a été mise en place. Le champ de déplacement sur la surface de la
particule hyper-élastique peut être mesuré par un algorithme de corrélation d’images numériques (Digital
Image Correlation : DIC) rapide et adapté pour prendre en compte les grandes déformations. Le champ de
déformation a été dérivé du champ de déplacement et comparé à des résultats numériques obtenus par des
simulations FEM-CD. Un bon accord qualitatif a été observé. Vous pouvez trouver plus des détails dans [9,
Art].

Nous avons appliqué cette méthode expérimentale à trois assemblages de particules soumis à la com-
pression uni-axiale ; voir la figure 2.14. A cause de la taille du dispositif expérimental, un nombre de parti-
cules limité est considéré (100 particules). Les particules cylindriques sont fabriquées en silicone réticulé
avec deux rayons différents D1 = 20 mm (70 particules) et D2 = 30 mm (30 particules), et avec la même
épaisseur H. Les particules peuvent être décrites par le modèle néo-Hookéen isotrope. Le module de ci-
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FIGURE 2.14 – Schéma du dispositif expérimental : un assemblage bi-disperse de 100 particules cylin-
driques en silicone réticulé de diamètres D1 = 20 mm et D2 = 30 mm, et d’épaisseur H, reposé sur la
surface plane d’un scanner optique. L’assemblage est comprimé pas à pas par une paroi mobile tandis que
la face inférieure des particules cylindriques est scannée. Les dimensions du dispositif sont L = 286 mm et
W = 202 mm.

saillement de ces particules est égal à µ = 0,15 MPa et les particules sont quasi-incompressibles (ν ' 0,5).
Leur densité est ρ = 1180kg/m3. De l’huile végétale qui n’est pas absorbable par le silicone est ajoutée
entre les particules, entre les particules et les parois et entre les particules et le plancher de la cellule afin de
lubrifier les contacts et d’améliorer la transmission optique. Nous effectuons les expériences de compres-
sion pour trois systèmes équivalents, mais avec des configurations initiales différentes. Cela permet d’avoir
une idée de l’influence de la configuration initiale sur les paramètres mesurés, et ainsi d’avoir quelques
éléments statistiques.

Pour réaliser des simulations numériques par la méthode FEM-CD correspondant à ces expériences
avec un temps de calcul raisonnable, nous considérons une approximation qui consiste à approcher les
systèmes réels (expérimentaux) par des systèmes numériques à deux dimensions dans le cadre de l’hypo-
thèse de déformations planes. Par ailleurs, comme les déformations dans le système expérimental ne sont
pas planes, afin d’établir la correspondance entre les deux systèmes, les particules réelles qui sont quasi-
incompressibles sont modélisées par un matériau effectif ayant le coefficient de Poisson égale à 1/3 [8,
Art].

Une comparaison systématique des mesures expérimentales et de résultats numériques obtenus est réa-
lisée. Un des paramètres importants à déterminer dans le système expérimental est le coefficient de frot-
tement. Plusieurs tests numériques effectués en changeant le coefficient de frottement, µ f = [0 , 0,1 , 0,2
, 0,3 , 0,7 , 1], nous ont permis de retenir µ f = 0,3 qui correspond le mieux aux résultats expérimentaux
[8, Art]. La figure 2.15 présente trois états de la compaction d’un assemblage de particules néo-Hookéen
obtenus par les simulations numériques (figures du haut) et par les expériences (figures du bas). Ces deux
assemblages ont la même configuration initiale. En raison de la nature intrinsèquement désordonnée de ces
assemblages et de leur grande sensibilité aux fluctuations, les simulations numériques et les expériences
ne conduisent pas à des états identiques à l’échelle des particules individuelles, comme le montrent les
positions différentes des particules ou des chaînes de force.

La figure 2.16 montre l’énergie de déformation stockée dans les particules en fonction de la compacité
pour les simulations numériques et les expériences. Ces résultats sont obtenus en calculant la moyenne
de l’énergie de déformation sur les trois configurations initiales. Nous observons que, comme indiqué
précédemment, en comparant avec les résultats numériques pour les coefficients de frottement µ f = 0,1 et
µ f = 0,7 (voir l’encart), le meilleur accord est trouvé pour le coefficient de frottement µ f = 0,3.

Comme paramètre micro-structural, les nombres de coordination Z numérique et expérimental sont
présentés en fonction de la compacité sur la figure 2.17 pour une configuration initiale unique. La simu-
lation numérique est effectuée en prenant µ f = 0,3. Nous observons un accord quantitatif entre les deux
approches. On constate également que la relation (2.20) peut bien ajuster le résultat expérimental [8, Art].
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FIGURE 2.15 – Trois états de compaction lors de la compression uni-axiale d’un assemblage de particules
à silicon. Le code de couleurs est la valeur de la densité d’énergie de déformation Ψ calculée à partir
des champs de déformations et des équations constitutives des matériaux considérés. Les trois images
représentées en haut sont issues d’une simulation numérique avec µ f = 0,3. Les trois images du bas sont
issues des expériences analysées par DIC [8, Art].

2.2 Compression bi-axiale d’assemblages de particules molles

L’analyse du comportement des assemblages de particules molles soumis à la compression uni-axiale
présentée plus haut a montré l’influence du changement de forme des particules sur les propriétés de rem-
plissage d’espace, la transmission des efforts et la texture au-delà de l’état RCP. Dans cette section, on
étudie la compression bi-axiale des assemblages de particules molles à partir d’une configuration initiale
préparée par compression isotrope en utilisant la méthode BPM. Les résultats présentés ici sont basés sur
la thèse de Thanh Hai Nguyen.

2.2.1 Compression isotrope

Nous considérons le même assemblage que celui présenté dans la section 2.1.1. La discrétisation par
particules primaires est similaire aux simulations de la compaction utilisant la BPM avec la même inter-
action cohésive. Il n’y a aucun frottement entre les particules et entre les particules et les parois. Avant
l’étude de la compression bi-axiale, nous préparons des échantillons par compression isotrope pour diffé-
rentes valeurs de la pression de confinement ; pc = 0,2 , 0,4 , 0,5 , 0,6 , 0,7 , 0,8 , 1 , 1,1 , 1,2 , 1,6 , 2
, 2,4 , 2,8 , 3,2 et 3,6 MPa. L’assemblage est soumis à pc sur la paroi supérieure et sur la paroi de droite,
les deux autres parois étant toujours fixes ; voir la figure 2.18. Le système devient isotrope lorsque l’équi-
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FIGURE 2.16 – Énergie de déformation totale en fonction de la compacité lors de la compaction d’un
assemblage de particules néo-Hookéennes. Les données numériques sont calculées avec le coefficient de
frottement µ f = 0,3. Encart : comparaison expérience-numérique de l’énergie de déformation en prenant
cette fois des coefficients de frottement µ f = 0,1 et µ f = 0,7 [8, Art].

FIGURE 2.17 – Évolution des nombres de coordination Z numérique et expérimentale en fonction de la
compacité Φ. La ligne continue correspond à la relation (2.20).

libre atteint ; c’est-à-dire, σxx = σyy = pc. Par ailleurs, la contrainte caractéristique (ou le seuil plastique
pI = F0/a0) dans le modèle BPM pour cet assemblage varie entre 0,77 MPa et 1,43 MPa en considérant
que F0 = 100 N et les diamètres des particules primaires sont entre 0,07 et 0,13 mm. En prenant la valeur
moyenne 〈a0〉 de la distance entre particules primaires, on obtient une contrainte caractéristique de pI ' 1
MPa. Notons que les valeurs de la pression de confinement pc considérées sont inférieures ou supérieures
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FIGURE 2.18 – Schéma de la compaction isotrope.

à pI . Ceci nous permettra d’analyser plus clairement l’influence de la pression de confinement par rapport
à la contrainte caractéristique.
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FIGURE 2.19 – Compacité Φ en fonction de la pression de confinement pc dans l’état isotrope, normalisée
par la contrainte caractéristique pI .

La figure 2.19 montre la compacité Φ dans l’état isotrope à l’équilibre en fonction de la pression de
confinement pc. Nous constatons que les valeurs de Φ, dans tous les cas, dépassent la compacité de l’état
RCP. On observe aussi que Φ augmente de façon quasi-logarithmique en fonction de pc :

Φ = Φ(pI)+CΦ log10
pc

pI
, (2.21)

avec CΦ ' 0,13 et Φ(pI)' 0,92.
Afin de comparer nos résultats avec ceux obtenus en mécanique des sols, on considère l’évolution de

l’indice de vide e (e = 1/Φ− 1) en fonction de pc comme sur la figure 2.20. On constate également une
évolution logarithmique comme c’est le cas dans la mécanique des sols [137] :

e = e(pI)−Ce log10
pc

pI
, (2.22)
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FIGURE 2.20 – Indice des vides e en fonction de la pression de confinement pc dans l’état isotrope, norma-
lisée par la contrainte caractéristique pI .

avec Ce ' 0,15 et e(pI) ' 0,08. Pour les argiles qui subissent les variations importantes de volume, cette
dépendance logarithmique a été bien démontrée. En effet, les argiles sont composés d’agrégats qui peuvent
se déformer plastiquement sous l’effet des contraintes comme dans notre système modèle ; voir la fi-
gure 2.24(a-b). Cette forme logarithmique peut physiquement s’expliquer par la variation du volume des
pores qui est d’autant plus faible que ce volume est petit.
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FIGURE 2.21 – Nombre de coordination Z en fonction de la pression de confinement pc dans l’état isotrope,
normalisée par la contrainte caractéristique pI .

On voit sur la figure 2.21 que le nombre de coordination Z varie également logarithmiquement avec la
pression de confinement pc :

Z = Z(pI)+CZ log10
pc

pI
, (2.23)

avec CZ ' 1,3 et Z(pI)' 4,8. Il est intéressant de noter que l’on peut écrire une relation linéaire entre Z et
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FIGURE 2.22 – Nombre de coordination Z en fonction de la compacité Φ dans l’état isotrope.

Φ en considérant les équations (2.21) et (2.23) :

Z−Z(pI) =
CZ

CΦ

(Φ−Φ(pI)) . (2.24)

On peut voir sur la figure 2.22, que cette relation est très bien vérifiée avec une ligne droite de pente
CZ/CΦ ' 10. Cependant, elle est contraire à la loi de puissance proposée dans la section 2.1.4 pour la
compression uni-axiale. Cela montre que la relation entre la connectivité et la compacité dépend du chemin
de chargement. Ce point mérite donc d’être approfondi en considérant des assemblages de particules molles
soumis aux différents chargements.

2.2.2 Compression bi-axiale

y

x

p0

v0

FIGURE 2.23 – Schéma de la compaction bi-axiale.

La compression bi-axiale est appliquée aux assemblages obtenus précédemment par compression iso-
trope en imposant la pression de confinement constante pc sur la paroi de droite et en déplaçant la paroi
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supérieure vers le bas à une vitesse constante v0 ; voir la figure 2.23. Pour assurer la condition quasi-statique
des simulations, la vitesse appliquée est fixée à v0 = 0,01 m/s. Cela permet au paramètre d’inertie I d’être
inférieur à 10−3 pour toutes les valeurs de pc [33]. Chaque assemblage est cisaillé jusqu’à ce que l’état
stationnaire soit atteint. La figure 2.24 montre deux états de la compression bi-axiale pour la pression de
confinement pc = 0,4 et 1,6 MPa.

(a) εq = 0 and Φ = 0,86 (b) εq = 0 and Φ = 0,91

(c) εq = 0,6 and Φ = 0,83 (d) εq = 0,6 and Φ = 0,97

(e) (f)

FIGURE 2.24 – Clichés de deux états au cours de la compression bi-axiale d’un assemblage de particules
molles pour les pressions de confinement pc = 0,4 MPa (a, c) and pc = 1,6 MPa (b, d). Ces états corres-
pondent aux déformations de cisaillement εq = 0 et 0,6 ; zoom sur l’image des derniers états de cisaillement
(e, f). Les cercles pleins sont les particules primaires rigides des particules.
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FIGURE 2.25 – Rapport de contrainte ζ , la déformation volumique εv, la compacité Φ et le nombre de
coordination Z en fonction de la déformation de cisaillement εq pour les pressions de confinement pc = 0,2,
0,4, 0,8, 1,6 et 3,2 MPa.

Dans un essai de compression bi-axiale, les contraintes et les déformations principales sont orientées
suivant les directions de compression (ici, y) et d’extension (ici, x). Dans ce cas, pour décrire le comporte-
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ment des assemblages, on utilise la pression moyenne p et le déviateur des contraintes q :

p =
1
2
(σ1 +σ2) , (2.25)

q =
1
2
(σ1−σ2) , (2.26)

où σ1 = σyy et σ2 = σxx = pc. De la même façon, ε1 = εyy et ε2 = εyy. On défini donc la déformation de
cisaillement εq et la déformation volumique εv comme suit :

εq = ε1− ε2 , (2.27)

εv = ε1 + ε2 . (2.28)

L’évolution du déviateur des contraintes q normalisé par la pression moyenne p, ζ = q/p, de la défor-
mation volumique εv, de la compacité Φ et de la connectivité Z en fonction de la déformation de cisaille-
ment εq est présentée sur la figure 2.25 pour quelques valeurs de la pression de confinement pc. ζ augmente
pendant la compression bi-axiale et passe par un pic pour les valeurs de pc inférieures à la contrainte ca-
ractéristique pI , et se stabilise à une valeur ζ ∗ constante dans l’état stationnaire. Pour pc > pI , ζ croît de
façon monotone vers sa valeur ζ ∗ avec beaucoup moins de fluctuations. Les fluctuations pour de faibles
valeurs de pc sont dues au faible nombre de particules. Lorsque les déformations des particules sont plus
importantes pour les valeurs de la pression plus élevées, le comportement n’est plus contrôlé uniquement
par les réarrangements, mais aussi par les déformations des particules, ce qui a pour conséquence de réduire
les fluctuations.
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Φ
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FIGURE 2.26 – Valeurs stationnaires de la compacité Φ∗ et du rapport de contrainte ζ ∗ en fonction de la
pression de confinement pc.

Par ailleurs, nous observons une dilatance positive (dilatation) pour des valeurs faibles de pc et une
dilatance négative (contraction) pour des valeurs grandes de pc ; voir la figure 2.25(b-c). Il est intéressant
de constater que la dilatance tend à s’annuler lorsque la pression de confinement augmente. Cela peut
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s’expliquer par le fait que pour des valeurs plus grandes de pc, le très faible volume des pores (par exemple,
Φiso ' 0,98 pour pc = 3,2 MPa) ne permet pas une large variation de volume.

Dans le cas des assemblages des particules rigides non-frottantes, les assemblages présentent une ré-
sistance au cisaillement non-nulle mais une dilatance nulle [23]. Cette résistance est due à des exclusions
stériques entre particules et à la dissipation par collisions inélastiques. Bien que l’on constate le même
phénomène pour nos particules molles, des valeurs de ζ sont plus élevées. Ces valeurs élevées peuvent être
le résultat de la déformation plastique des particules et aussi partiellement des interactions par des contacts
rugueux entre particules primaires. Cependant, contrairement au cas des particules rigides, l’évolution de
ζ dépend de la pression p pour les particules molles. En effet, lorsque la pression p augmente, la variation
de ζ change ; voir la figure 2.25(a).

La figure 2.26 montre les valeurs stationnaires de Φ∗ et de ζ ∗ en fonction de pc. La compacité Φ∗

augmente de manière régulière avec pc et tend vers 1. Cependant, ζ ∗ ne varie pas de façon monotone
avec pc. Pour les valeurs de pc inférieures à pI , la valeur de ζ ∗ augmente et pour pc > pI , elle diminue.
Ce comportement non-trivial peut être expliqué par les mécanismes de cisaillement de particules molles.
Pour les valeurs pc < pI , puisque la déformation des particules est faible, le comportement au cisaillement
d’assemblages est dominé par réarrangements des particules. L’augmentation de pc augmente donc les fac-
teurs jouant sur la résistance au cisaillement : le nombre des contacts, l’anisotropie du réseau des contacts
et les chaînes de forces. Pour les valeurs élevées de pc, la déformation plastique des particules induisant
leur changement de forme diminue l’anisotropie du réseau des contacts. Donc, la variation de ζ ∗ est pro-
portionnelle à pI/pc et elle diminue avec l’augmentation de pc. Dans la limite de très grandes pressions
de confinement, le comportement de l’assemblage devient proche d’un système continu et sa résistance
globale est égale à celle des particules.
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Chapitre 3

Milieux granulaires humides

Dans ce chapitre, on s’intéresse au comportement rhéologique des matériaux granulaires humides insa-
turés. Les matériaux granulaires évoluent la plupart du temps en milieu humide dans des processus indus-
triels tels que l’industrie sidérurgique, la métallurgie des poudres ou la fabrication pharmaceutique, ainsi
qu’en géologie et en génie civil, ou dans des phénomènes naturels tels que les glissements de terrain et les
avalanches. Les matériaux granulaires insaturés présentent une résistance plus élevée que ceux qui sont à
l’état sec ou totalement saturé, et cet effet de renforcement dépend de la quantité de liquide ou du degré
de saturation. En termes de quantité de liquide, les matériaux granulaires insaturés peuvent se trouver dans
trois états différents : l’état pendulaire, l’état funiculaire et l’état capillaire (voir la figure 1.3), la phase
liquide passant progressivement de ponts liquides isolés vers des amas de liquide [74, 47].

Dans le cadre de la thèse de Thanh Trung Vo, nous avons étudié par simulations numériques la rhéo-
logie et le processus d’agglomération de matériaux granulaires humides, en présence d’une petite quantité
de liquide à l’état pendulaire. Dans cet état, ces matériaux sont caractérisés par un réseau de liaisons ca-
pillaires, qui donnent lieu à une force de cohésion capillaire et à une force visqueuse entre les particules.
Dans les simulations DEM, cela implique des interactions cohésives et visqueuses venant s’ajouter à celles
de contact-frottant entre particules ; voir la section 1.1.1. On présente par la suite les résultats importants
issus de cette thèse qui sont publiés sous la forme de 4 articles [12, 10, 2, 3, Art].

3.1 Écoulement des matériaux granulaires humides
La plupart des études sur la rhéologie des matériaux granulaires, menées au cours des trois dernières

décennies, ont porté sur les matériaux secs. Par exemple, le comportement en régime permanent a fait
l’objet d’études approfondies et des modèles basés sur le nombre inertiel I ont été proposés et appliqués à
diverses géométries d’écoulement [33, 27]. Ces modèles sont basés sur des milieux granulaires composés
de particules rigides avec seulement des interactions de contact frottant. Dans ce cas, l’écoulement génère
une pression inertielle (ou cinétique) σi ∼ ρs〈d〉2γ̇2, où ρs est la densité des particules, 〈d〉 représente le
diamètre moyen des particules, et γ̇ est le taux de cisaillement. Par conséquent, le coefficient de frottement
apparent µ = τ/σp (le rapport entre la contrainte de cisaillement τ et la contrainte de confinement σp) et
la compacité Φ peuvent uniquement être exprimés en fonction du rapport I2 ≡ σi/σp, qui représente les
effets concurrents de l’inertie et du confinement de particules.

Pour les matériaux granulaires cohésifs, les interactions des particules ne sont pas purement friction-
nelles et la force de contact cohésive fc existe entre particules. Dans ces matériaux, l’action moyenne
de la contrainte cohésive résultante σc ∼ fc/d2 est similaire à une contrainte de confinement [104, 106].
Comme les contraintes sont additives, on peut prendre en compte la contrainte cohésive au même titre que
la contrainte de confinement en remplaçant σp par une combinaison linéaire des contraintes de cohésion
et de confinement, σn = σp +ασc. Par conséquent, on peut remplacer I2 par I2

c ≡ σi/σn = I2/(1+αξ ),
où ξ = σc/σp est l’indice de cohésion [14]. De même, dans les écoulements granulaires immergés, où la
force de résistance visqueuse σv est présente, σi peut être remplacé par une combinaison linéaire σi +βσv,
conduisant à un nombre visco-inertiel I2

v ≡ (σi +βσv)/σp = I2(1+β/St), où St≡ σi/σv est le nombre de
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Stokes. Dans les suspensions denses, Iv s’avère être le paramètre de contrôle pour µ et Φ [130, 5].
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FIGURE 3.1 – (a) Système simulé de particules sphériques humides soumis à une pression de confinement
constante σp et cisaillé par une vitesse horizontale constante v de la paroi supérieure rugueuse. Les couleurs
des particules sont proportionnelles aux diamètres des particules ; (b, c) Instantané des chaînes de force de
compression (grises) et de traction (bleues). L’épaisseur de la ligne est proportionnelle à la force normale ;
(d) Instantané des forces de contact (violettes) et des forces capillaires sans contact (vertes) ; (e) Instantané
du champ de vitesse des particules en écoulement continu.

Dans [2, Art], afin de définir une description unifiée de l’écoulement des matériaux granulaires com-
plexes, nous avons réalisé des simulations 3D de cisaillement en régime d’écoulement stationnaire d’as-
semblages granulaires composés de près de 20 000 particules sphériques en utilisant le modèle numérique
présenté dans la section 1.1.1. Dans ces simulations, une large gamme de valeurs de viscosité η , de tension
superficielle γs, de contrainte de confinement σp et de taux de cisaillement γ̇ a été utilisée. Les clichés de la
figure 3.1 montrent les conditions aux limites, les chaînes de force de compression et de traction, les forces
de contact et à distance (dues aux ponts capillaires) et les vitesses des particules en écoulement continu.

La figure 3.2 présente le coefficient de frottement apparent µ et la compacité Φ en fonction du nombre
inertiel I pour toutes nos 281 simulations. La contrainte de confinement σp a varié dans la plage [15 , 1000]
Pa, l’indice de cohésion ξ dans la plage [0 , 3] (en faisant varier γs ou σp), la viscosité de liquide η dans
la plage [ηw,800ηw], où ηw est la viscosité de l’eau, et le taux de cisaillement γ̇ dans la plage étendue
[0,31 , 10,6] s−1. Comme dans les écoulements secs [27], µ augmente et Φ diminue avec l’augmentation
de I, mais avec des valeurs différentes et à taux différents en fonction de la viscosité η et l’indice de
cohésion ξ . Ces différences sont observées à la fois à de faibles valeurs (débit quasi-statique) et à des
valeurs élevées (écoulement inertiel) de I, et la variabilité de µ et Φ avec la variation de I est du même
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FIGURE 3.2 – Le coefficient de frottement apparent µ (a) et la compacité Φ (b) en fonction du nombre iner-
tiel I. La moyenne des valeurs est calculée sur l’état d’équilibre. Les barres d’erreur représentent l’écart-
type des données dans chaque simulation. Pour chaque ensemble de simulations, les symboles et leurs
couleurs correspondent aux paramètres qui varient avec leurs plages, tous les autres paramètres étant main-
tenus constants.

ordre de grandeur que pour les paramètres visqueux et cohésifs.
Comme on peut voir sur la figure 3.3, toutes ces différentes valeurs du frottement apparent et de la

compacité peuvent être mises à l’échelle en fonction d’un nombre inertiel modifié Im qui combine la tension
superficielle, la viscosité du liquide, la pression de confinement et le taux de cisaillement :

Im = I
(

1+β/St
1+αξ

)1/2

. (3.1)

Sur la figure 3.3, les valeurs de µ et Φ sont normalisées par µc et Φc, respectivement, qui correspondent à
leurs valeurs quasi-statiques (Im→ 0) et variées linéairement avec ξ , comme indiqué dans les deux encarts
de la figure 3.3. Les valeurs des paramètres constants α ' 0.062 et β ' 0.075, ont été déterminées à
partir de deux séries de simulations, mais nous constatons qu’elles conduisent à des résultats permettant
la superposition des données pour toutes les autres simulations. Ils reflètent les rôles relatifs des forces
visqueuses, inertielles et cohésives dans les mécanismes de dissipation collective. Ces courbes sont bien
ajustées par les relations suivantes :

µ

µc
= 1+

∆µ

1+ Iµ/Im
, (3.2)
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FIGURE 3.3 – (a) Le coefficient de frottement effectif normalisé µ/µc et (b) la compacité effective normali-
sée φ/φc en fonction du nombre inertiel modifié Im défini par l’équation (3.1) avec α ' 0,062 et β ' 0,075.
Les barres d’erreur représentent l’écart-type de l’état d’équilibre. Les lignes continues noires sont les ex-
pressions analytiques (3.2) et(3.3). Les encarts montrent l’évolution des fonctions quasi-statiques µc et Φc
avec l’indice de cohésion ξ , avec des ajustements linéaires (lignes bleu-solides).

Φ

Φc
=

1
1+ Im/IΦ

, (3.3)

avec ∆µ ' 1,100, Iµ ' 0,095 et IΦ ' 2,010. Il est intéressant de noter que ces relations sont les mêmes
que dans les écoulements granulaires secs lorsque Im est remplacé par I. Notons également que Im n’est pas
seulement le paramètre d’échelle pour les variables macroscopiques (µ et φ ), mais aussi pour les variables
micro-structurelles (pour plus de détails, voir [2, Art]).

La rhéologie additive des matériaux granulaires est une conséquence de la nature des matériaux granu-
laires, dans lesquels les interactions des particules se produisent au niveau de points de contact, et la dyna-
mique locale est contrôlée par le taux de cisaillement. Ainsi, en distinguant soigneusement les contraintes
en fonction du taux de cisaillement (σi et σv) de celles qui en sont indépendantes (σp et σc), on peut définir
un seul paramètre au moyen de la propriété d’additivité des contraintes. A cet égard, le nombre visco-
cohésif-inertiel obtenu Im généralise le nombre inertiel classique I et étend la validité de ce cadre théorique
aux cas des interactions humides entre particules. Notons que son application aux écoulements cohésifs
nécessite la normalisation de la compacité et du coefficient de frottement apparent par leurs valeurs dans la
limite quasi-statique (valeurs qui dépendent uniquement de l’indice de cohésion) ; voir la figure 3.3.
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3.2 Agglomération des matériaux granulaires humides

L’agglomération humide de particules solides fines en particules plus grosses, appelées granules ou ag-
glomérats, est une technique très répandue dans les procédés industriels tels que la fabrication de produits
pharmaceutiques [47, 21], engrais et produits alimentaires [107, 13], métallurgie [88] et fabrication du fer
[111, 3]. L’augmentation de la taille des granules modifie les propriétés rhéologiques du matériau granu-
laire et peut améliorer les propriétés d’écoulement, réduire la ségrégation de différents types de particules
primaires ou améliorer la perméabilité au gaz interstitiel entre les grains [107, 109, 122, 41, 64, 63]. Le
mouillage des particules primaires est réalisé soit en les mélangeant avec un liquide de liaison avant le
procédé, soit en égouttant ou en pulvérisant le liquide sur le matériau pendant le procédé [63, 138, 4, 16,
28, 93, 95, 94]. Les granules se forment à la suite des interactions collisionnelles-frictionnelles/capillaires-
visqueuses des particules primaires humides et grandissent ensuite en taille par incorporation du liquide
disponible, accrétion de particules primaires plus fines et coalescence avec les autres granules [31]. Les
granules existants peuvent survivre, croître ou disparaître, selon la quantité de liquide disponible et le taux
d’érosion par rapport à celui de l’accrétion (stratification) et coalescence [47, 119].

Dans ce contexte, la nécessité de développer des approches systématiques de modélisation et d’analyse
afin de bien comprendre le processus d’agglomération, ont largement motivé le travail de thèse de Thanh
Trung Vo. Nous avons réalisé une vaste étude paramétrique des écoulements cohésifs par simulations DEM
3D en tenant compte de l’agglomération des particules. Cette étude qui a été menée dans le cas d’écoule-
ments simples [3, Art] et de tambours tournants [10, Art], a permis de traiter, de façon générique, plusieurs
questions liées aux matériaux granulaires cohésifs. De plus, une étude de la résistance mécanique des ag-
glomérats a été effectuée [12, Art]. Dans cette section, nous décrivons brièvement ces travaux basés sur des
simulations utilisant la méthode numérique dans la section 1.1.1.

3.2.1 Évolution d’un agglomérat dans un tambour tournant
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FIGURE 3.4 – (a) Schéma du lit granulaire composé de 5000 particules au total et 100 pour le granule : Il
montre la répartition des particules sèches (en blanc), et des particules humides (en noir) à la fois celles qui
se trouvent initialement à l’intérieur du granule défini au centre du lit et celles qui se trouvent à l’extérieur
du lit ; (b) Instantané de l’écoulement stable dans le tambour. Les couleurs montrent l’amplitude des vitesses
de particules variant de rouge (particules rapides à la surface libre) à bleu (particules les plus lentes au
milieu du tambour).

Dans [10, Art], nous avons étudié la croissance/érosion d’agglomérats dans un tambour tournant. La
géométrie du tambour permet de créer un écoulement dense et régulier de particules sphériques afin d’étu-
dier la croissance d’un seul granule pré-nucléé composé de particules humides agissant comme un grain ;
voir la figure 3.4. Notons que le régime d’écoulement dans le tambour tournant dépend principalement
de la valeur du nombre de Froude (Fr = ω2dc/2g, où ω et dc sont la vitesse de rotation et le diamètre du
tambour, respectivement, et g l’accélération gravitationnelle). Pour les particules sèches, la valeur Fr = 0,5
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conduit à un régime d’écoulement intermédiaire entre les régimes de roulement et de cascade. Comme ces
régimes ont été établis pour les particules sèches, nous avons étudié l’effet des particules humides en com-
parant les profils de vitesse pour les particules sèches, d’une part, et en présence de particules humides,
d’autre part, pour Fr = 0,5. Nous avons observé pratiquement les mêmes profils de vitesse dans les deux
cas ; voir [10, Art].

Le granule peut croître en capturant les particules humides libres à l’intérieur de l’écoulement gra-
nulaire, ou rétrécir en perdant ses particules humides. L’hypothèse importante faite ici est que le liquide
disponible est transporté par les particules et que celles-ci ne forment des liaisons capillaires qu’entre par-
ticules « humides ». Bien que l’évolution de la distribution du liquide composant les liaisons soit un aspect
clé du processus d’agglomération, il est important de distinguer deux échelles temporelles : 1) un temps
associé au mouillage et à la redistribution du liquide, et 2) un temps associé au cisaillement. Dans nos
simulations, nous avons supposé que tout le liquide est au préalable distribué dans l’échantillon granulaire,
à la fois à l’intérieur du granule et au niveau de particules individuelles dispersées uniformément dans le
matériau. Dans les écoulements inertiels, le temps de redistribution est supérieur au temps d’écoulement.
Par conséquent, une particule mouillée transportera le liquide et ne pourra le partager qu’avec une autre
particule humide. Avec ces hypothèses, la capture progressive des particules humides libres conduit à une
croissance du granule exponentielle avec le nombre de rotations du tambour. Il est intéressant de noter
qu’au contraire, le nombre de particules érodées augmente linéairement avec le temps ; voir les figures 3.5
et 3.6. Comme le liquide disponible (ou le nombre équivalent de particules humides) est limité, la taille des
granules tend vers une valeur constante.

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 0  10  20  30  40  50

α

N
g
+
 (

p
ar

ti
cl

es
)

Nr

2

3

4

5

(a)

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

 16

 0  10  20  30  40  50

α

N
g
-  (

p
ar

ti
cl

es
)

Nr

2

3

4

5

(b)

FIGURE 3.5 – L’accrétion (a) et l’érosion (b) cumulés des particules en fonction du nombre de rotations
du tambour Nr pour différentes valeurs du rapport de taille α , dmin = 10 µm, η = 1 mPa.s et µ = 0.5. Les
lignes sont des fonctions d’ajustement par les équations (3.4) et (3.5).

Nous avons étudié l’effet des 4 paramètres du matériau sur l’accrétion et l’érosion des particules : le
rapport de taille des particules (α = dmax/dmin), la taille moyenne des particules < d >, le coefficient
de frottement entre particules µ et la viscosité du liquide η . L’effet de ces paramètres est parfois contre-
intuitif. L’accrétion et l’érosion augmentent avec le rapport de taille ou le coefficient de frottement (les
figures 3.5 et 3.6a). Par contre, l’accrétion diminue alors que l’érosion augmente lorsque la taille moyenne
des particules augmente (la figure 3.6b). L’accrétion augmente alors que l’érosion diminue lorsque la vis-
cosité du liquide augmente (la figure 3.6c). Par ailleurs, les nombres de particules accrétées N+

g et érodées
N−g varient avec le nombre de rotations du tambour Nr comme suit [12, Art] :

N−g = k−Nr (3.4)

N+
g = {Nw(1− k−/k+)−Ng0}(1− e

−k+
Nw Nr)+ k−Nr (3.5)

où k+ et k− sont les taux relatifs d’accrétion et d’érosion, respectivement, Nw est le nombre de particules
humides et Ng0 représente le nombre de particules constituant le granule initial. Ces relations ajustent
bien les résultats numériques. Nous avons également déterminé le diagramme de phase de l’agglomération
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(c) α = 5, dmin = 10 µm et µ = 0,5

FIGURE 3.6 – L’accrétion (lignes pleines) et l’érosion (lignes pointillées) cumulative de particules humides
en fonction du nombre de rotation du tambour Nr pour différentes valeurs du coefficient de frottement µ

(a), de la taille moyenne des particules < d > (b), et de la viscosité du liquide η (c). Les lignes sont les
fonctions d’ajustement données par les équations (3.4) et (3.5).

en variant systématiquement le rapport de taille des particules et leur taille moyenne ; voir la figure 3.7.
Notons que, bien que nous ayons pu analyser séparément les processus d’accrétion et d’érosion, il n’a pas
été possible d’effectuer une analyse détaillée des mécanismes à l’échelle des particules en raison de la
complexité de l’écoulement dans le tambour tournant.
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FIGURE 3.7 – Diagramme de phase du croissance des granules dans l’espace paramétrique de 〈d〉 vs. α

pour η = 1 mPa.s et µ = 0,5. Le granule ne croît que dans la région bleu clair et disparaît ailleurs.
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3.2.2 Évolution d’un agglomérat en écoulement de cisaillement

5

H

�̇

v
<latexit sha1_base64="3WKzBfQ5ccPs0DZGctwVI3A/+0Y=">AAAB6HicbZC7SwNBEMbnfMb4ilraLAbBKtzZaCMGbSwTMA9IjrC3mUvW7O0du3uBcATsbSwUsfWfsbfzv3HzKDTxg4Uf3zfDzkyQCK6N6347K6tr6xubua389s7u3n7h4LCu41QxrLFYxKoZUI2CS6wZbgQ2E4U0CgQ2gsHtJG8MUWkey3szStCPaE/ykDNqrFUddgpFt+RORZbBm0Px+jN/9QgAlU7hq92NWRqhNExQrVuemxg/o8pwJnCcb6caE8oGtIcti5JGqP1sOuiYnFqnS8JY2ScNmbq/OzIaaT2KAlsZUdPXi9nE/C9rpSa89DMuk9SgZLOPwlQQE5PJ1qTLFTIjRhYoU9zOSlifKsqMvU3eHsFbXHkZ6uclzy15VbdYvoGZcnAMJ3AGHlxAGe6gAjVggPAEL/DqPDjPzpvzPitdceY9R/BHzscPUTiOww==</latexit><latexit sha1_base64="D79GDQkqmbypsOq9vYBaFusrV/o=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8EgWIVdG23EoI1lAuYCyRJmJ2eTMbMXZmYDYckT2FgoYqsPY28jvo2TS6GJPwx8/P85zDnHTwRX2nG+rdzK6tr6Rn7T3tre2d0r7B/UVZxKhjUWi1g2fapQ8AhrmmuBzUQiDX2BDX9wM8kbQ5SKx9GdHiXohbQX8YAzqo1VHXYKRafkTEWWwZ1D8erDvkzev+xKp/DZ7sYsDTHSTFClWq6TaC+jUnMmcGy3U4UJZQPaw5bBiIaovGw66JicGKdLgliaF2kydX93ZDRUahT6pjKkuq8Ws4n5X9ZKdXDhZTxKUo0Rm30UpILomEy2Jl0ukWkxMkCZ5GZWwvpUUqbNbWxzBHdx5WWon5Vcp+RWnWL5GmbKwxEcwym4cA5luIUK1IABwgM8wbN1bz1aL9brrDRnzXsO4Y+stx9Cx5A3</latexit><latexit sha1_base64="D79GDQkqmbypsOq9vYBaFusrV/o=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8EgWIVdG23EoI1lAuYCyRJmJ2eTMbMXZmYDYckT2FgoYqsPY28jvo2TS6GJPwx8/P85zDnHTwRX2nG+rdzK6tr6Rn7T3tre2d0r7B/UVZxKhjUWi1g2fapQ8AhrmmuBzUQiDX2BDX9wM8kbQ5SKx9GdHiXohbQX8YAzqo1VHXYKRafkTEWWwZ1D8erDvkzev+xKp/DZ7sYsDTHSTFClWq6TaC+jUnMmcGy3U4UJZQPaw5bBiIaovGw66JicGKdLgliaF2kydX93ZDRUahT6pjKkuq8Ws4n5X9ZKdXDhZTxKUo0Rm30UpILomEy2Jl0ukWkxMkCZ5GZWwvpUUqbNbWxzBHdx5WWon5Vcp+RWnWL5GmbKwxEcwym4cA5luIUK1IABwgM8wbN1bz1aL9brrDRnzXsO4Y+stx9Cx5A3</latexit><latexit sha1_base64="bcczsb0wr4xOsM/H9G8lgPJ/RsI=">AAAB6HicbVA9TwJBEJ3DL8Qv1NJmIzGxInc2UhJtLCGRjwQuZG+Zg5W9vcvuHgm58AtsLDTG1p9k579xgSsUfMkkL+/NZGZekAiujet+O4Wt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8HkfuF3pqg0j+WjmSXoR3QkecgZNVZqTgflilt1lyCbxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwHmpn2pMKJvQEfYslTRC7WfLQ+fkyipDEsbKljRkqf6eyGik9SwKbGdEzVivewvxP6+XmrDmZ1wmqUHJVovCVBATk8XXZMgVMiNmllCmuL2VsDFVlBmbTcmG4K2/vEnaN1XPrXpNt1K/y+MowgVcwjV4cAt1eIAGtIABwjO8wpvz5Lw4787HqrXg5DPn8AfO5w/h8Yz2</latexit>

(a)
<latexit sha1_base64="mEsJDF8lufbiFUWuOUaXqufzX/A=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2U6UW3WHIr7gxklXgLUqqeTiYfAFDrFr86vZilEUrDBNW67bmJ8TOqDGcCx4VOqjGhbEj72LZU0gi1n81OHZNzq/RIGCtb0pCZ+nsio5HWoyiwnRE1A73sTcX/vHZqwms/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mPa6QGTGyhDLF7a2EDaiizNh0CjYEb/nlVdK4rHhuxbu3adzAHHk4gTMogwdXUIU7qEEdGPThGV7hzRHOizNx3uetOWcxcwx/4Hz+AHoJj3I=</latexit><latexit sha1_base64="vFUXmRcYgtEwjJicGuL60Jvb+3U=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXnSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDXRpE3</latexit><latexit sha1_base64="vFUXmRcYgtEwjJicGuL60Jvb+3U=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXnSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDXRpE3</latexit><latexit sha1_base64="75VI/rMSWBByNYO5AajfTunWHoI=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFus5cs2ds7dveEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHWcKspaNBax6gaomeCStQw3gnUTxTAKBOsEk9u533liSvNYPpppwvwIR5KHnKKx0kMVLwfliltzFyDrxMtJBXI0B+Wv/jCmacSkoQK17nluYvwMleFUsFmpn2qWIJ3giPUslRgx7WeLU2fkwipDEsbKljRkof6eyDDSehoFtjNCM9ar3lz8z+ulJrz2My6T1DBJl4vCVBATk/nfZMgVo0ZMLUGquL2V0DEqpMamU7IheKsvr5P2Vc1za969W2nc5HEU4QzOoQoe1KEBd9CEFlAYwTO8wpsjnBfn3flYthacfOYU/sD5/AGGN41C</latexit>

(c)
<latexit sha1_base64="Zyg146szKWSAsKlUJvfL0NeRt/I=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2U2UW3WHIr7gxklXgLUqqeTiYfAFDrFr86vZilEUrDBNW67bmJ8TOqDGcCx4VOqjGhbEj72LZU0gi1n81OHZNzq/RIGCtb0pCZ+nsio5HWoyiwnRE1A73sTcX/vHZqwms/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mPa6QGTGyhDLF7a2EDaiizNh0CjYEb/nlVdK4rHhuxbu3adzAHHk4gTMogwdXUIU7qEEdGPThGV7hzRHOizNx3uetOWcxcwx/4Hz+AH0Tj3Q=</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="EKdNkcHfRAYDQrwFDyPveTeT1mk=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2iZONeMtFstYdwNquBSKt1Cg5N1EcxoFkneCye3c7zxxbUSsHnGacD+iIyVCwSha6aHKLgfliltzFyDrxMtJBXI0B+Wv/jBmacQVMkmN6Xlugn5GNQom+azUTw1PKJvQEe9ZqmjEjZ8tTp2RC6sMSRhrWwrJQv09kdHImGkU2M6I4tisenPxP6+XYnjtZ0IlKXLFlovCVBKMyfxvMhSaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmU7IheKsvr5P2Vc1za969W2nc5HEU4QzOoQoe1KEBd9CEFjAYwTO8wpsjnRfn3flYthacfOYU/sD5/AGJQY1E</latexit>

l

(b)
<latexit sha1_base64="Ey0JR7EuWvRS3pf/iX/dld3loBY=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2Ug4tuseRW3BnIKvEWpFQ9nUw+AKDWLX51ejFLI5SGCap123MT42dUGc4EjgudVGNC2ZD2sW2ppBFqP5udOibnVumRMFa2pCEz9fdERiOtR1FgOyNqBnrZm4r/ee3UhNd+xmWSGpRsvihMBTExmf5NelwhM2JkCWWK21sJG1BFmbHpFGwI3vLLq6RxWfHcindv07iBOfJwAmdQBg+uoAp3UIM6MOjDM7zCmyOcF2fivM9bc85i5hj+wPn8AXuOj3M=</latexit><latexit sha1_base64="Z1ITGkoQEJpu8AR7FHxtEngCTyk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kM5uOgWS27FnYGsEm9BStXTaYb3Wrf41elFLAm5QiapMW3PjdFPqUbBJJ8UOonhMWUjOuBtSxUNufHT2akTcm6VHulH2pZCMlN/T6Q0NGYcBrYzpDg0y14m/ue1E+xf+6lQcYJcsfmifiIJRiT7m/SE5gzl2BLKtLC3EjakmjK06RRsCN7yy6ukcVnx3Ip3b9O4gTnycAJnUAYPrqAKd1CDOjAYwDO8wpsjnRdn6nzMW3POYuYY/sD5/AHYy5E4</latexit><latexit sha1_base64="Z1ITGkoQEJpu8AR7FHxtEngCTyk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kM5uOgWS27FnYGsEm9BStXTaYb3Wrf41elFLAm5QiapMW3PjdFPqUbBJJ8UOonhMWUjOuBtSxUNufHT2akTcm6VHulH2pZCMlN/T6Q0NGYcBrYzpDg0y14m/ue1E+xf+6lQcYJcsfmifiIJRiT7m/SE5gzl2BLKtLC3EjakmjK06RRsCN7yy6ukcVnx3Ip3b9O4gTnycAJnUAYPrqAKd1CDOjAYwDO8wpsjnRdn6nzMW3POYuYY/sD5/AHYy5E4</latexit><latexit sha1_base64="hNxphi0fO8626qHDfUHxtZeOFBg=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2iZONeMtFstYdwNquBSKt1Cg5N1EcxoFkneCye3c7zxxbUSsHnGacD+iIyVCwSha6aEaXA7KFbfmLkDWiZeTCuRoDspf/WHM0ogrZJIa0/PcBP2MahRM8lmpnxqeUDahI96zVNGIGz9bnDojF1YZkjDWthSShfp7IqORMdMosJ0RxbFZ9ebif14vxfDaz4RKUuSKLReFqSQYk/nfZCg0ZyinllCmhb2VsDHVlKFNp2RD8FZfXiftq5rn1rx7t9K4yeMowhmcQxU8qEMD7qAJLWAwgmd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QOHvI1D</latexit>

(d)
<latexit sha1_base64="F4DnxvMkey61XZKisFNuGuia9Bk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmZzvJkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pe8xxk1VnoohxfdYsmtuDOQVeItSKl6Opl8AECtW/zqhDFLI5SGCap123MT42dUGc4EjgudVGNC2ZD2sW2ppBFqP5udOibnVglJL1a2pCEz9fdERiOtR1FgOyNqBnrZm4r/ee3U9K79jMskNSjZfFEvFcTEZPo3CblCZsTIEsoUt7cSNqCKMmPTKdgQvOWXV0njsuK5Fe/epnEDc+ThBM6gDB5cQRXuoAZ1YNCHZ3iFN0c4L87EeZ+35pzFzDH8gfP5A36Yj3U=</latexit><latexit sha1_base64="JOCvsROrRpUqvNlPD0GcQtzXoDU=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT0KEixCvZRdL3qSghePFe0HtEvJZrNtaJJdkqxQlv4ELx6U6tVf5M1/Y7btQVsfDDzem2FmXpBwpo3rfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41NJxqghtkpjHqhNgTTmTtGmY4bSTKIpFwGk7GN3mfvuJKs1i+WjGCfUFHkgWMYKNlR6q4UW/XHFr7gxolXgLUqmfTnO8N/rlr14Yk1RQaQjHWnc9NzF+hpVhhNNJqZdqmmAywgPatVRiQbWfzU6doHOrhCiKlS1p0Ez9PZFhofVYBLZTYDPUy14u/ud1UxNd+xmTSWqoJPNFUcqRiVH+NwqZosTwsSWYKGZvRWSIFSbGplOyIXjLL6+S1mXNc2vevU3jBuYowgmcQRU8uII63EEDmkBgAM/wCm8Od16cqfMxby04i5lj+APn8wfb1ZE6</latexit><latexit sha1_base64="JOCvsROrRpUqvNlPD0GcQtzXoDU=">AAAB6nicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT0KEixCvZRdL3qSghePFe0HtEvJZrNtaJJdkqxQlv4ELx6U6tVf5M1/Y7btQVsfDDzem2FmXpBwpo3rfjuFtfWNza3idmlnd2//oHx41NJxqghtkpjHqhNgTTmTtGmY4bSTKIpFwGk7GN3mfvuJKs1i+WjGCfUFHkgWMYKNlR6q4UW/XHFr7gxolXgLUqmfTnO8N/rlr14Yk1RQaQjHWnc9NzF+hpVhhNNJqZdqmmAywgPatVRiQbWfzU6doHOrhCiKlS1p0Ez9PZFhofVYBLZTYDPUy14u/ud1UxNd+xmTSWqoJPNFUcqRiVH+NwqZosTwsSWYKGZvRWSIFSbGplOyIXjLL6+S1mXNc2vevU3jBuYowgmcQRU8uII63EEDmkBgAM/wCm8Od16cqfMxby04i5lj+APn8wfb1ZE6</latexit><latexit sha1_base64="3h07KPJ6Fy8B4zswpdus/5x8LyY=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSLUS0m86EkKXjxWtB/QhrLZbNqlm03YnQgl9Cd48aCIV3+RN/+N2zYHbX0w8Hhvhpl5QSqFQdf9dtbWNza3tks75d29/YPDytFx2ySZZrzFEpnobkANl0LxFgqUvJtqTuNA8k4wvp35nSeujUjUI05S7sd0qEQkGEUrPdTCi0Gl6tbdOcgq8QpShQLNQeWrHyYsi7lCJqkxPc9N0c+pRsEkn5b7meEpZWM65D1LFY258fP5qVNybpWQRIm2pZDM1d8TOY2NmcSB7YwpjsyyNxP/83oZRtd+LlSaIVdssSjKJMGEzP4modCcoZxYQpkW9lbCRlRThjadsg3BW355lbQv655b9+7dauOmiKMEp3AGNfDgChpwB01oAYMhPMMrvDnSeXHenY9F65pTzJzAHzifP4rGjUU=</latexit>

�p
<latexit sha1_base64="HPjgSyAUlvHpzHN0MX59TeYDHnA=">AAAB73icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eRoPgKex60ZMEvHiMYB6QLKF3MpsMmZldZ2aVEAJ+gxcPinj1d7z5N04eB00saCiquunuilLBjfX9by+3srq2vpHfLGxt7+zuFfcP6ibJNGU1mohENyM0THDFapZbwZqpZigjwRrR4HriNx6YNjxRd3aYslBiT/GYU7ROarYN70nspJ1iyS/7U5BlEsxJqXL8KJ4AoNopfrW7Cc0kU5YKNKYV+KkNR6gtp4KNC+3MsBTpAHus5ahCyUw4mt47JqdO6ZI40a6UJVP198QIpTFDGblOibZvFr2J+J/Xymx8GY64SjPLFJ0tijNBbEImz5Mu14xaMXQEqebuVkL7qJFaF1HBhRAsvrxM6uflwC8Hty6NK5ghD0dwAmcQwAVU4AaqUAMKAp7hFd68e+/Fe/c+Zq05bz5zCH/gff4AhReRwg==</latexit><latexit sha1_base64="9j0Trd0GoJytpdZDElsDu8t3NBg=">AAAB73icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmNAhWYddGKwmksYxgHpAsYXYymwyZxzozq4QlhbWdIBaK2Po7dv6Nk0ehiQcuHM65l3vviRLOjPX9b29peWV1bT23kd/c2t7ZLezt141KNaE1orjSzQgbypmkNcssp81EUywiThvRoDL2G3dUG6bkjR0mNBS4J1nMCLZOarYN6wncSTqFol/yJ0CLJJiRYvnonj9Wnh+qncJXu6tIKqi0hGNjWoGf2DDD2jLC6SjfTg1NMBngHm05KrGgJswm947QiVO6KFbalbRoov6eyLAwZigi1ymw7Zt5byz+57VSG1+EGZNJaqkk00VxypFVaPw86jJNieVDRzDRzN2KSB9rTKyLKO9CCOZfXiT1s1Lgl4Jrl8YlTJGDQziGUwjgHMpwBVWoAQEOT/AKb96t9+K9ex/T1iVvNnMAf+B9/gBgpZMm</latexit><latexit sha1_base64="9j0Trd0GoJytpdZDElsDu8t3NBg=">AAAB73icbVC7SgNBFL3rM8ZX1NJmNAhWYddGKwmksYxgHpAsYXYymwyZxzozq4QlhbWdIBaK2Po7dv6Nk0ehiQcuHM65l3vviRLOjPX9b29peWV1bT23kd/c2t7ZLezt141KNaE1orjSzQgbypmkNcssp81EUywiThvRoDL2G3dUG6bkjR0mNBS4J1nMCLZOarYN6wncSTqFol/yJ0CLJJiRYvnonj9Wnh+qncJXu6tIKqi0hGNjWoGf2DDD2jLC6SjfTg1NMBngHm05KrGgJswm947QiVO6KFbalbRoov6eyLAwZigi1ymw7Zt5byz+57VSG1+EGZNJaqkk00VxypFVaPw86jJNieVDRzDRzN2KSB9rTKyLKO9CCOZfXiT1s1Lgl4Jrl8YlTJGDQziGUwjgHMpwBVWoAQEOT/AKb96t9+K9ex/T1iVvNnMAf+B9/gBgpZMm</latexit><latexit sha1_base64="ndd+SLHLcQmFaBwv1rSBKB8T1Yw=">AAAB73icbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhCswp2NVhKwsYxgPiA5wtxmL1myu3fu7gnhyJ+wsVDE1r9j579xk1yhiQ8GHu/NMDMvSgU31ve/vbX1jc2t7dJOeXdv/+CwcnTcMkmmKWvSRCS6E6FhgivWtNwK1kk1QxkJ1o7GtzO//cS04Yl6sJOUhRKHiseconVSp2f4UGI/7Veqfs2fg6ySoCBVKNDoV756g4RmkilLBRrTDfzUhjlqy6lg03IvMyxFOsYh6zqqUDIT5vN7p+TcKQMSJ9qVsmSu/p7IURozkZHrlGhHZtmbif953czG12HOVZpZpuhiUZwJYhMye54MuGbUiokjSDV3txI6Qo3UuojKLoRg+eVV0rqsBX4tuPer9ZsijhKcwhlcQABXUIc7aEATKAh4hld48x69F+/d+1i0rnnFzAn8gff5AyLcj/4=</latexit>

5

H

�̇

v
<latexit sha1_base64="3WKzBfQ5ccPs0DZGctwVI3A/+0Y=">AAAB6HicbZC7SwNBEMbnfMb4ilraLAbBKtzZaCMGbSwTMA9IjrC3mUvW7O0du3uBcATsbSwUsfWfsbfzv3HzKDTxg4Uf3zfDzkyQCK6N6347K6tr6xubua389s7u3n7h4LCu41QxrLFYxKoZUI2CS6wZbgQ2E4U0CgQ2gsHtJG8MUWkey3szStCPaE/ykDNqrFUddgpFt+RORZbBm0Px+jN/9QgAlU7hq92NWRqhNExQrVuemxg/o8pwJnCcb6caE8oGtIcti5JGqP1sOuiYnFqnS8JY2ScNmbq/OzIaaT2KAlsZUdPXi9nE/C9rpSa89DMuk9SgZLOPwlQQE5PJ1qTLFTIjRhYoU9zOSlifKsqMvU3eHsFbXHkZ6uclzy15VbdYvoGZcnAMJ3AGHlxAGe6gAjVggPAEL/DqPDjPzpvzPitdceY9R/BHzscPUTiOww==</latexit><latexit sha1_base64="D79GDQkqmbypsOq9vYBaFusrV/o=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8EgWIVdG23EoI1lAuYCyRJmJ2eTMbMXZmYDYckT2FgoYqsPY28jvo2TS6GJPwx8/P85zDnHTwRX2nG+rdzK6tr6Rn7T3tre2d0r7B/UVZxKhjUWi1g2fapQ8AhrmmuBzUQiDX2BDX9wM8kbQ5SKx9GdHiXohbQX8YAzqo1VHXYKRafkTEWWwZ1D8erDvkzev+xKp/DZ7sYsDTHSTFClWq6TaC+jUnMmcGy3U4UJZQPaw5bBiIaovGw66JicGKdLgliaF2kydX93ZDRUahT6pjKkuq8Ws4n5X9ZKdXDhZTxKUo0Rm30UpILomEy2Jl0ukWkxMkCZ5GZWwvpUUqbNbWxzBHdx5WWon5Vcp+RWnWL5GmbKwxEcwym4cA5luIUK1IABwgM8wbN1bz1aL9brrDRnzXsO4Y+stx9Cx5A3</latexit><latexit sha1_base64="D79GDQkqmbypsOq9vYBaFusrV/o=">AAAB6HicbZC7SgNBFIbPxltcb1FLm8EgWIVdG23EoI1lAuYCyRJmJ2eTMbMXZmYDYckT2FgoYqsPY28jvo2TS6GJPwx8/P85zDnHTwRX2nG+rdzK6tr6Rn7T3tre2d0r7B/UVZxKhjUWi1g2fapQ8AhrmmuBzUQiDX2BDX9wM8kbQ5SKx9GdHiXohbQX8YAzqo1VHXYKRafkTEWWwZ1D8erDvkzev+xKp/DZ7sYsDTHSTFClWq6TaC+jUnMmcGy3U4UJZQPaw5bBiIaovGw66JicGKdLgliaF2kydX93ZDRUahT6pjKkuq8Ws4n5X9ZKdXDhZTxKUo0Rm30UpILomEy2Jl0ukWkxMkCZ5GZWwvpUUqbNbWxzBHdx5WWon5Vcp+RWnWL5GmbKwxEcwym4cA5luIUK1IABwgM8wbN1bz1aL9brrDRnzXsO4Y+stx9Cx5A3</latexit><latexit sha1_base64="bcczsb0wr4xOsM/H9G8lgPJ/RsI=">AAAB6HicbVA9TwJBEJ3DL8Qv1NJmIzGxInc2UhJtLCGRjwQuZG+Zg5W9vcvuHgm58AtsLDTG1p9k579xgSsUfMkkL+/NZGZekAiujet+O4Wt7Z3dveJ+6eDw6PikfHrW1nGqGLZYLGLVDahGwSW2DDcCu4lCGgUCO8HkfuF3pqg0j+WjmSXoR3QkecgZNVZqTgflilt1lyCbxMtJBXI0BuWv/jBmaYTSMEG17nluYvyMKsOZwHmpn2pMKJvQEfYslTRC7WfLQ+fkyipDEsbKljRkqf6eyGik9SwKbGdEzVivewvxP6+XmrDmZ1wmqUHJVovCVBATk8XXZMgVMiNmllCmuL2VsDFVlBmbTcmG4K2/vEnaN1XPrXpNt1K/y+MowgVcwjV4cAt1eIAGtIABwjO8wpvz5Lw4787HqrXg5DPn8AfO5w/h8Yz2</latexit>

(a)
<latexit sha1_base64="mEsJDF8lufbiFUWuOUaXqufzX/A=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2U6UW3WHIr7gxklXgLUqqeTiYfAFDrFr86vZilEUrDBNW67bmJ8TOqDGcCx4VOqjGhbEj72LZU0gi1n81OHZNzq/RIGCtb0pCZ+nsio5HWoyiwnRE1A73sTcX/vHZqwms/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mPa6QGTGyhDLF7a2EDaiizNh0CjYEb/nlVdK4rHhuxbu3adzAHHk4gTMogwdXUIU7qEEdGPThGV7hzRHOizNx3uetOWcxcwx/4Hz+AHoJj3I=</latexit><latexit sha1_base64="vFUXmRcYgtEwjJicGuL60Jvb+3U=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXnSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDXRpE3</latexit><latexit sha1_base64="vFUXmRcYgtEwjJicGuL60Jvb+3U=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXnSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDXRpE3</latexit><latexit sha1_base64="75VI/rMSWBByNYO5AajfTunWHoI=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFus5cs2ds7dveEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFySCa+O6305hY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftHWcKspaNBax6gaomeCStQw3gnUTxTAKBOsEk9u533liSvNYPpppwvwIR5KHnKKx0kMVLwfliltzFyDrxMtJBXI0B+Wv/jCmacSkoQK17nluYvwMleFUsFmpn2qWIJ3giPUslRgx7WeLU2fkwipDEsbKljRkof6eyDDSehoFtjNCM9ar3lz8z+ulJrz2My6T1DBJl4vCVBATk/nfZMgVo0ZMLUGquL2V0DEqpMamU7IheKsvr5P2Vc1za969W2nc5HEU4QzOoQoe1KEBd9CEFlAYwTO8wpsjnBfn3flYthacfOYU/sD5/AGGN41C</latexit>

(c)
<latexit sha1_base64="Zyg146szKWSAsKlUJvfL0NeRt/I=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2U2UW3WHIr7gxklXgLUqqeTiYfAFDrFr86vZilEUrDBNW67bmJ8TOqDGcCx4VOqjGhbEj72LZU0gi1n81OHZNzq/RIGCtb0pCZ+nsio5HWoyiwnRE1A73sTcX/vHZqwms/4zJJDUo2XxSmgpiYTP8mPa6QGTGyhDLF7a2EDaiizNh0CjYEb/nlVdK4rHhuxbu3adzAHHk4gTMogwdXUIU7qEEdGPThGV7hzRHOizNx3uetOWcxcwx/4Hz+AH0Tj3Q=</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="qMvo01GwgR7WatU4VTvkvGabFPc=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kOZXXSLJbfizkBWibcgperpNMN7rVv86vQiloRcIZPUmLbnxuinVKNgkk8KncTwmLIRHfC2pYqG3Pjp7NQJObdKj/QjbUshmam/J1IaGjMOA9sZUhyaZS8T//PaCfav/VSoOEGu2HxRP5EEI5L9TXpCc4ZybAllWthbCRtSTRnadAo2BG/55VXSuKx4bsW7t2ncwBx5OIEzKIMHV1CFO6hBHRgM4Ble4c2RzoszdT7mrTlnMXMMf+B8/gDaUJE5</latexit><latexit sha1_base64="EKdNkcHfRAYDQrwFDyPveTeT1mk=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2iZONeMtFstYdwNquBSKt1Cg5N1EcxoFkneCye3c7zxxbUSsHnGacD+iIyVCwSha6aHKLgfliltzFyDrxMtJBXI0B+Wv/jBmacQVMkmN6Xlugn5GNQom+azUTw1PKJvQEe9ZqmjEjZ8tTp2RC6sMSRhrWwrJQv09kdHImGkU2M6I4tisenPxP6+XYnjtZ0IlKXLFlovCVBKMyfxvMhSaM5RTSyjTwt5K2JhqytCmU7IheKsvr5P2Vc1za969W2nc5HEU4QzOoQoe1KEBd9CEFjAYwTO8wpsjnRfn3flYthacfOYU/sD5/AGJQY1E</latexit>

l

(b)
<latexit sha1_base64="Ey0JR7EuWvRS3pf/iX/dld3loBY=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ73JkNnZZWZWCEs+wYsHJXjx4Bd582+cPA6aWNBQVHXT3RUkgmvjut9Obm19Y3Mrv13Y2d3bPygeHjV0nCqGdRaLWLUCqlFwiXXDjcBWopBGgcBmMLyd+s0nVJrH8tGMEvQj2pc85IwaKz2Ug4tuseRW3BnIKvEWpFQ9nUw+AKDWLX51ejFLI5SGCap123MT42dUGc4EjgudVGNC2ZD2sW2ppBFqP5udOibnVumRMFa2pCEz9fdERiOtR1FgOyNqBnrZm4r/ee3UhNd+xmWSGpRsvihMBTExmf5NelwhM2JkCWWK21sJG1BFmbHpFGwI3vLLq6RxWfHcindv07iBOfJwAmdQBg+uoAp3UIM6MOjDM7zCmyOcF2fivM9bc85i5hj+wPn8AXuOj3M=</latexit><latexit sha1_base64="Z1ITGkoQEJpu8AR7FHxtEngCTyk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kM5uOgWS27FnYGsEm9BStXTaYb3Wrf41elFLAm5QiapMW3PjdFPqUbBJJ8UOonhMWUjOuBtSxUNufHT2akTcm6VHulH2pZCMlN/T6Q0NGYcBrYzpDg0y14m/ue1E+xf+6lQcYJcsfmifiIJRiT7m/SE5gzl2BLKtLC3EjakmjK06RRsCN7yy6ukcVnx3Ip3b9O4gTnycAJnUAYPrqAKd1CDOjAYwDO8wpsjnRdn6nzMW3POYuYY/sD5/AHYy5E4</latexit><latexit sha1_base64="Z1ITGkoQEJpu8AR7FHxtEngCTyk=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY+CDAYhXsKuFz1JwIvHiOYByRJmJ5NkyOzsMtMrhCWf4MWDEr36Rd78G2eTHDSxoKGo6qa7K4ilMOi6305ubX1jcyu/XdjZ3ds/KB4eNUyUaMbrLJKRbgXUcCkUr6NAyVux5jQMJG8Go9vMbz5xbUSkHnEccz+kAyX6glG00kM5uOgWS27FnYGsEm9BStXTaYb3Wrf41elFLAm5QiapMW3PjdFPqUbBJJ8UOonhMWUjOuBtSxUNufHT2akTcm6VHulH2pZCMlN/T6Q0NGYcBrYzpDg0y14m/ue1E+xf+6lQcYJcsfmifiIJRiT7m/SE5gzl2BLKtLC3EjakmjK06RRsCN7yy6ukcVnx3Ip3b9O4gTnycAJnUAYPrqAKd1CDOjAYwDO8wpsjnRdn6nzMW3POYuYY/sD5/AHYy5E4</latexit><latexit sha1_base64="hNxphi0fO8626qHDfUHxtZeOFBg=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoMQm3BnEysJ2FhGNB+QHGFvs5cs2ds7dueEcOQn2FgoYusvsvPfuEmu0MQHA4/3ZpiZFyRSGHTdb6ewsbm1vVPcLe3tHxwelY9P2iZONeMtFstYdwNquBSKt1Cg5N1EcxoFkneCye3c7zxxbUSsHnGacD+iIyVCwSha6aEaXA7KFbfmLkDWiZeTCuRoDspf/WHM0ogrZJIa0/PcBP2MahRM8lmpnxqeUDahI96zVNGIGz9bnDojF1YZkjDWthSShfp7IqORMdMosJ0RxbFZ9ebif14vxfDaz4RKUuSKLReFqSQYk/nfZCg0ZyinllCmhb2VsDHVlKFNp2RD8FZfXiftq5rn1rx7t9K4yeMowhmcQxU8qEMD7qAJLWAwgmd4hTdHOi/Ou/OxbC04+cwp/IHz+QOHvI1D</latexit>

(d)
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FIGURE 3.8 – (a) Système simulé d’un agglomérat humide dans un lit granulaire de particules sèches
soumises à un écoulement de cisaillement homogène ; (b) L’allongement et l’érosion de l’agglomérat ; (c)
L’allongement, l’érosion et l’endommagement ; (d) La dispersion spontanée des particules humides.

Dans [3, Art], l’étude de l’érosion et de la déformation d’un agglomérat cohésif unique est abordée en
conditions périodique d’écoulement sous l’effet d’un cisaillement simple ; voir la figure 3.8(a). Contraire-
ment au cas du tambour tournant cette configuration fournit des conditions aux limites presque homogènes,
rendant plus facile la caractérisation de l’évolution du granule. Une question importante est de préciser
comment l’indice de cohésion et le nombre inertiel contrôlent cette l’évolution. En effet, un granule peut
survivre sous l’effet du cisaillement, sans déformation ni érosion, être allongés sans dommage (perte de
contacts cohésifs), être endommagé, érodé ou simplement disparaître ; voir la figure 3.8(b-d). Les taux
d’allongement Kg, d’érosion Ke ou d’endommagement Kb (définis dans [3, Art] pour une étude paramé-
trique de l’évolution de l’agglomérat) sont montrés sur la figure 3.9(a,b,c). Comme prévu, les trois taux
augmentent avec I et diminuent avec ξ . Alors que Kg augmente presque linéairement, Kb et Ke augmentent
non-linéairement en fonction de I pour toutes les valeurs de ξ . Contrairement à l’allongement et à l’en-
dommagement, pour chaque valeur de ξ , il y a une limite inférieure de I en dessous de laquelle aucune
érosion ne se produit. Cette limite inférieure augmente avec ξ .

Afin de superposer tous les résultats sur une courbe maîtresse, le taux d’évolution de chaque mécanisme
peut être décrit par une fonction maîtresse d’une variable d’échelle combinant I et ξ . Ces derniers sont les
nombres sans dimension, mais Kg, Ke et Kb ont la dimension de l’inverse du temps. Nous utilisons donc
le temps de cisaillement ti = γ̇−1 pour adimensionner ces taux : Kgti, Kbti et Keti. On peut prendre un
paramètre général de mise à l’échelle Iα ξ β et rechercher les valeurs des exposants α et β . Si les résultats
se superposent sur une seule courbe pour une certaine valeur de ces exposants, ils se superposent alors
pour toute puissance de Iα ξ β , ce qui signifie que seul le ratio α/β est pertinent. Par conséquent, on définit
la valeur de β et on détermine α pour chaque taux noté par un indice (g pour l’allongement, b pour
l’endommagement et e pour l’érosion). Les figures 3.9(d,e,f) montrent ces courbes de mise à l’échelles en
échelles linéaire et log-log. Pour l’allongement et l’endommagement, nous fixons βg = βb = 1. Dans la
limite de notre précision statistique, on obtient αg = αb ' 1 avec une bonne approximation. Cela signifie

64



0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

10-4 10-3 10-2 10-1 100

0.00

0.03

0.06

0.09

0.12

8
7
6
5
4
3
2
1

0.000

0.007

0.014

0.021

0.028

0.035
0.00 0.10

0.00

0.10

0.20

0.30

0.05

0.15

0.25

0.02 0.04 0.06 0.08

10-4

10-3

10-2

10-1

100

10-4 10-3 10-2 10-1 100 101

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

0.00

0.10

0.20

0.30

0.05

0.15

0.25

0.35

10-3

10-2

10-1

100

10-4 10-3 10-2 10-1 100 101

0.00 0.100.02 0.04 0.06 0.08

(d)

(e)

( f )

FIGURE 3.9 – Taux d’allongement Kg (a), d’érosion Ke (b) et de l’endommagent Kb (c) de l’agglomérat
humide en fonction du nombre inertiel I pour différentes valeurs de l’indice de cohésion ξ ; (d) Le taux
d’allongement Kgti en fonction du paramètre d’échelle Ig = Iξ ; (e) Le taux d’érosion Keti en fonction du
paramètre d’échelle Ie = I1/4ξ−1 , et (f) Le taux d’endommagement Kbti en fonction du paramètre d’échelle
Ib = Iξ pour toutes nos simulations. Les lignes solides sont les fonctions d’ajustement présentées dans les
équations (3.7), (3.10) et (3.8).

que les paramètres d’échelle pour l’allongement et l’endommagement sont :

Ig = Ib ' ξ I, (3.6)

et les relations d’ajustement sont :
Kgti = AgIng

g , (3.7)

avec Ag ' 6,5×10−4 et ng '−0,88, et
Kbti = AbInb

b , (3.8)

avec Ab ' 3,0× 10−3 et nb ' −0,65. Pour le paramètre d’échelle de l’érosion, on pose βe = −1, et les
résultats se superposent pour αe ' 1/4 :

Ie ' Iαeξ
βe , (3.9)
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et comme on peut voir sur la figure 3.9(e), la courbe peut être ajustée par une loi de puissance tronquée :

Keti = Ae(Ine
e − Ine

0 ), (3.10)

avec Ae ' 4,5×10−2, I0 ' 5,2×10−2, et ne ' 1,4. Le seuil de coupure I0 est la valeur de Ie en dessous de
laquelle aucune érosion ne se produit.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10-3 10-2 10-1

FIGURE 3.10 – Diagramme de phase des états d’érosion dans l’espace de phase (I,ξ ). Les symboles remplis
et vides représentent les états d’érosion et de disparition de l’agglomérat, respectivement, pour toutes les
valeurs simulées de I et ξ avec une frontière de la loi de puissance ξ = I1/4/I0. Les symboles à moitié
remplis correspondent aux simulations où l’agglomérat se désagrège spontanément ; c’est-à-dire, sur un
pas de temps.

Ces résultats ont permis de proposer un diagramme de phases dans l’espace paramétrique (le nombre
inertiel I - l’indice de cohésion ξ ) ; voir la figure 3.10. On voit que même pour de grandes valeurs de
l’indice de cohésion, le granule peut être érodé si le nombre inertiel est suffisamment élevé. Cela montre
que le détachement des particules humides du granule est fortement dépendant des fluctuations de forces et
accentué par l’inertie des particules. On observe également que l’allongement pur du granule ne se produit
que dans le régime à faible inertie. Cependant, au cours de cet allongement, le granule est progressivement
endommagé par la perte irréversible de contacts cohésifs. Par ailleurs, la fonction ξ = Iαe/I0 définit la
limite entre les états d’érosion (en dessous de la courbe) et la disparition de l’érosion (au-dessus de la
courbe).

En conclusion, les taux d’allongement, d’endommagement ou d’érosion ne sont pas de fonctions simple
d’un paramètre d’échelle combinant le nombre inertiel et l’indice de cohésion. En effet, le nombre inertiel
décrit l’écoulement de particules non-cohésives, et non l’inertie à l’intérieur du granule. Par conséquent, les
effets inertiels sont surtout pertinents pour caractériser le niveau d’érosion plutôt que pour l’allongement
et l’endommagement. Finalement, on notera que l’image générale que l’on a pu se faire de la « simplicité
» des écoulements granulaire humides - en ce sens qu’un seul paramètre d’échelle tient compte des effets
de toutes les interactions - doit être nuancée. En effet, cette image ne s’applique pas facilement à l’ag-
glomération de particules qui est un processus non-homogène impliquant à la fois des interactions entre
particules cohésives et non cohésives. Dans de telles conditions, la représentation en diagramme de phase
se révèle être un outil précieux pour classer les différents comportements en lien avec les paramètres tels
que le nombre inertiel et l’indice de cohésion.

3.2.3 Résistance d’agglomérats granulaires humides

Dans [12, Art], la cohésion des agglomérats a été étudiée en réalisant des essais de compression diamé-
trale sur des granules sphériques pour une large gamme de valeurs de la taille de particules (α = dmax/dmin)
et de distance de décollement (drupt) (liée à la quantité de liquide) ; voir la figure 3.11. La figure 3.12 montre
que la courbe contrainte-déformation présente un plateau plastique avant apparition de la rupture. Nous
avons montré que la résistance plastique σp est proportionnelle à une contrainte capillaire caractéristique
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FIGURE 3.11 – (a) Représentation schématique de l’essai de compression diamétrale des granules com-
posés de 5 000 particules sphériques primaires (α = 1, 2 et 5). Instantané d’un granule sous compression
diamétrale pour α = 1. Les lignes sont des chaînes de force reliant les centres de particules.
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contrainte verticale cumulative ε pour différentes valeurs du coefficient de frottement µ , du rapport de
taille α et de la distance de décollement drupt .
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FIGURE 3.13 – Pré-facteur η (a) et sZΦ (b) dans l’équation (3.11) en fonction de la distance de décollement
drupt pour différentes valeurs α .

σc, à un pré-facteur η , à la compacité, au nombre de coordination humide, à la polydispersité des particules
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s et à la distance de décollement :
σp = η

sZΦ

2π
σc, (3.11)

avec

s =
〈d1/2〉〈d〉〈d3/2〉

〈d3〉 . (3.12)

Notons que η est quasi-indépendant du frottement inter-particulaire, mais dépend linéairement de la dis-
tance de décollement, et augmente avec le rapport taille ; voir la figure 3.13(a). Avec ce pré-facteur, l’équa-
tion (3.11) prédit que la dépendance de la résistance plastique normalisée σp/σc à α et drupt est arbitrée
par celle de sZΦ. La figure 3.13(b) montre sZΦ en fonction de drupt/dmax pour différentes valeurs de α . Il
est intéressant de noter que sZΦ est quasi-indépendant de α et une fonction presque linéaire de drupt/dmax.

Ce "granule modèle" peut être considéré comme un système de référence permettant une comparaison
directe sur la base des principaux paramètres physiques influant dans les expériences de granulation. C’est
le cas notamment pour les produits issus de granulateurs à tambour à particules fines comme les granules
de minerai de fer marquées par une structure complexe (essentiellement imputable à une large distribution
granulométrique de leurs particules primaires). Même dans ce cas, la résistance calculée grâce aux granules
modèles est en bon accord avec les tendances observées moyennant un pré-facteur que nous avons estimé
à partir des données numériques [12, Art].
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Conclusions

L’objet de ce document scientifique a été de présenter un bilan de mes travaux de recherche qui portent
sur l’étude des matériaux particulaires complexes. Ces travaux sont basés sur des méthodes numériques
et des outils de modélisation développés pour l’étude de la rhéologie et de la texture de ces matériaux en
prenant en compte la déformation réelle des particules et leurs interactions.

Les matériaux à particules molles sont très répandus. On peut citer par exemple les pâtes colloïdales,
vésicules, tissus biologiques, microgels, suspensions ainsi que de nombreuses poudres. La diversité de
ces matériaux et leur nombreuses utilisations technologiques les rend incontournables dans de nombreux
domaines scientifiques et industriels. Du point de vue de leur microstructure, ces matériaux sont compo-
sés d’un réseau désordonné de particules discrètes, qui peuvent subir de larges déformations mécaniques
(élastique ou inélastique). L’interaction entre le désordre, qui régit également les propriétés structurelles
des matériaux à particules dures, et les grandes déformations des particules molles conduit à de nouvelles
propriétés physiques et mécaniques qui sont hors de portée des modèles classiques de particules dures. La
grande déformabilité des particules molles sous une faible pression de confinement permet d’atteindre par
changement de forme des particules des compacités au-delà de celle d’un assemblage de particules dures.
Les matériaux à particules hautement déformables diffèrent des matériaux à particules dures dont le com-
portement plastique résulte principalement des réarrangements et des glissements et dont la compacité ne
peut pas dépasser celle du Random Close Packing (RCP). Les particules molles peuvent atteindre un taux
de remplissage plus élevé par changement de forme des particules ainsi que par écoulement plastique.

Afin de modéliser des systèmes à particules déformables, des méthodologies fondées sur la méthode des
éléments discrets (DEM) dans laquelle les éléments (particules) sont modélisés par la méthode des points
matériels (MPM) ou la méthode des élément finis (FEM) ont été proposées. Une autre approche, appelée
méthode de particules liées (BPM), a également été développée. Dans cette approche, chaque particule dé-
formable est représentée comme un agrégat de particules primaires rigides. Ces dernières interagissent par
des forces d’attraction de type Lennard-Jones et par des contacts inélastiques non-frottants. Même en l’ab-
sence de frottement entre particules primaires, les particules molles se caractérisent par un comportement
élasto-plastique avec une contrainte seuil plastique égale à une contrainte caractéristique.

Ces méthodologies numériques ont été utilisées pour étudier les propriétés de compaction et de ci-
saillement d’assemblages de particules molles en considérant différentes lois de comportement pour les
particules (élastique ou plastique). Nos résultats ont permis de mettre en évidence le caractère non-linéaire
de la compressibilité lorsque la compacité augmente progressivement au-delà de celles des assemblages
de particules dures. Sous cisaillement, un état critique est atteint avec une dilatance contrôlée par la pres-
sion de confinement. Une modélisation expérimentale des matériaux à particules molles a été également
effectuées. Pour cela, une méthode de mesure adaptée à ces matériaux en 2D a été développée. Un accord
quantitatif entre cette technique et la méthode FEM a été montré, qui permet de valider à la fois la méthode
expérimentale pour l’étude de milieux granulaires à particules déformables, et d’autre part l’approche nu-
mérique.

Un autre volet de mes travaux a concerné la rhéologie et le processus d’agglomération de matériaux
granulaires humides. Pour cela, des simulations numériques 3D ont été réalisées sur la base de la modélisa-
tion discrète avec des interactions cohésives et visqueuses. Les simulations d’écoulements en cisaillement
ont montré que les variables caractérisant le comportement (coefficient de frottement effectif et compacité)
ainsi que celles décrivant la texture (nombre de coordination et anisotropie) peuvent être décrites comme
fonction d’un nombre sans dimension, incorporant les forces inertielles, cohésives et visqueuses. L’évolu-
tion d’un agglomérat à l’intérieur d’un écoulement de particules sèches cisaillées ainsi que dans un tambour
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tournant contenant des particules humides a été analysée. La dépendance de la dynamique d’accrétion et
d’érosion de l’agrégat aux interactions cohésives a été observée. On a présenté des diagrammes de phase en
termes de croissance, de déformation, d’endommagement et d’érosion en fonction de l’indice de cohésion
et du nombre inertiel. Enfin, on a montré que la résistance des agglomérats sous compression diamétrale
est proportionnelle à la force d’adhésion entre particules avec un pré-facteur qui dépend de la connectivité
des particules primaire.

70



Projet de recherche

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire ouvrent la voie à de nombreux développements.
Certains constituent une poursuite directe des travaux en cours. D’autres définissent des perspectives à plus
ou moins long terme. Quelques perspectives, qui me semblent d’un intérêt particulier, sont présentées ici.

Particules molles
Les particules molles ont été et restent un thème majeur de mes travaux de recherche. Dans ce cadre,

j’ai déposé plusieurs projets de recherche (plusieurs ANR JCJC, Agropolis fondation. . . ). Récemment, j’ai
déposé un projet ANR JCJC et un projet local MUSE (Montpellier Université d’Excellence) actuellement
en deuxième phase d’évaluation. Dans le cadre de ces deux projets, je souhaite également développer plus
loins notre collaboration avec l’Université de Leeds. De plus, j’ai initié une collaboration avec la faculté
de Pharmacie de l’UM sur la problématique de la compaction des poudres dans le cadre du projet MUSE.
Dans la suite, quelques pistes d’études sont proposées.

Méthodologie

Nous avons montré tout le potentiel de l’approche MPM-CD pour simuler le comportement des ma-
tériaux à particules molles. Les études effectuées restent toutefois limitées au cas bidimensionnel et aux
interactions de contact frottant sans cohésion. Or, les mécanismes locaux d’enchevêtrement, d’imbrication,
de changement de forme, ont une expression spécifique en 3D qui n’apparait pas dans une géométrie bi-
dimensionnelle. Cette modélisation 3D nécessite de repenser l’approche déjà développée. En effet, le coût
en termes de temps de calcul et d’espace de stockage est beaucoup plus important qu’en 2D, ce qui a un
impact considérable sur la taille des systèmes à simuler. A court terme, il est illusoire de vouloir simuler
le comportement de grands systèmes pour lesquels les effets de paroi sont négligeables. Pour surmonter ce
problème, il est nécessaire de développer des conditions aux limites périodiques dans les 3 directions de
l’espace avec la possibilité de changements de volume pour tenir compte du comportement d’expansion
ou de contraction des systèmes de particules molles. Son principe consiste à appliquer une déformation
ou contrainte homogène (champ affine) à l’assemblage des particules en annulant la valeur moyenne des
champs non affines (fluctuations). Une parallélisation efficace de notre approche permettra également de
réduire de façon significative le temps de calcul. Notons que l’approche MPM-CD a déjà été parallèlisée
[11, Art], mais une optimisation reste nécessaire.

Nous avons observé une convergence rapide de la formulation implicite de la MPM dans les travaux
précédents (voir le chapitre 1). Afin d’améliorer et d’optimiser l’approche MPM-CD, une résolution ex-
plicite de la MPM [11] sera adoptée, ce qui permet de réduire le coût de calcul (en particulier la mémoire
de calcul). Cependant, une résolution implicite de contact basée sur la méthode CD sera considérée pour
chaque étape explicite de la MPM. Ce nouvel algorithme de contact traitera les interactions entre parti-
cules à l’échelle des points matériels, contrairement à l’algorithme de contact développé dans les travaux
précédents. Ainsi, il pourra modéliser efficacement les contacts frottant-cohesifs. En outre, le nouvel algo-
rithme de contact permet de calculer plus précisément les forces de contact (forces normales, de frottement
et cohésives) et la surface de contact, et de définir différentes interactions de frottement et de cohésion à
courte ou longue distance (van der Waals, capillaire ou électrostatique) entre points matériels en contact.
Un avantage majeur de l’approche MPM-CD est que les interactions entre particules sont indépendantes de
leurs formes. Pour cette raison, l’utilisation d’une forme de particule arbitraire ne représente pas un coût de
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calcul supplémentaire. La stratégie développée peut être enrichie en le couplant avec la méthode CD pour
les particules rigides et la méthode BCM [85] pour les particules fragiles. Cela permettra de modéliser des
mélanges de particules dures, fragiles et molles dans un cadre unifié.

Compaction

Cette méthodologie pourra être appliquée aux différentes problématiques liées aux matériaux particu-
laires. Dans ce contexte, la compaction des matériaux particulaires est l’un des procédés industriels les plus
importants [116]. Elle est utilisée pour fabriquer des composants de forme nette ou quasi-nette à géométrie
complexe et à haute tolérance, pour une large gamme d’applications, telles que les comprimés pharmaceu-
tiques, la métallurgie des poudres, les barres et les pastilles nucléaires, les composants céramiques, etc. Ces
composants peuvent être fabriqués avec peu ou pas d’usinage et différents matériaux peuvent être mélangés
pour obtenir les propriétés voulues du matériau, qui peuvent être difficiles à obtenir par d’autres moyens.
En effet, le procédé de compaction transforme un matériau particulaire lâche en un produit compacté d’une
densité plus élevée.

Au début de la compaction, les particules se déplacent et une déformation localisée se produit aux points
de contact entre les particules. Ce réarrangement produit une déformation globale de l’assemblage et réduit
considérablement la porosité bien que l’assemblage soit encore lâche. A mesure que la pression appliquée
de compaction augmente, les particules qui sont coincées commencent à subir une déformation plastique si
elles sont ductiles, ou à se fragmenter si elles sont fragiles. La déformation plastique permet d’augmenter
le nombre de contacts et les surfaces de contact entre les particules et donc, de remplir les porosités inter-
particulaires. Ainsi, le matériau compacté peut théoriquement atteindre une compacité voisine de 1. De
même, la fragmentation conduit à une nouvelle phase de réarrangement et donc, à l’augmentation de la
compacité. Notons que, pendant la compaction, la cohésion et le frottement entre les particules, et entre les
particules et la paroi de la matrice jouent également un rôle clé dans les variations locales de densité du
comprimé.

Lors de la décompaction (l’éjection dans le procédé de compaction), l’énergie emmagasinée est libé-
rée, ce qui conduit à une déformation élastique du composant. Il est donc essentiel que les particules se
déforment plastiquement ou se fragmentent pour réduire les contraintes élastiques stockées, qui agissent
pour affaiblir la résistance du comprimé lors du déchargement. Le comprimé peut également être soumis
à des contraintes de traction provenant de la matrice. En effet, de fortes contraintes de traction peuvent
évoluer lors de l’éjection, ce qui peut entraîner une altération du composant ou des propriétés indésirables.

Il est évident que les propriétés du composant final produit par le procédé de compaction dépendent
fortement des comportements individuels des particules. En effet, la variation des propriétés et du com-
portement des particules conduit à des propriétés rhéologiques et microstructurelles complexes, qui ont été
peu explorées en raison du manque d’outils numériques et expérimentaux appropriés. Dans ce cadre, notre
méthodologie numérique permettra d’étudier la relation entre le comportement mécanique macroscopique
et les caractéristiques physiques des matériaux particulaires soumis au chargement et au déchargement par
compaction.

Écoulement

Une autre problématique importante est l’écoulement des matériaux granulaires. En effet, une prédic-
tion réaliste de leur écoulement est une étape essentielle au développement et à l’optimisation des processus
industriels afin de maîtriser les aléas et les risques, et de limiter les énergies consommées en production ou
de répondre aux exigences de plus en plus contraignantes d’éco-conception. La plupart des recherches pas-
sées sur les systèmes divisés se sont concentrées sur les particules dures ou rigide-fragiles [33, 86], et les
matériaux à particules molles, malgré leur importance dans divers domaines et applications, ont reçu peu
d’attention. L’approche MPM-CD permettra donc une modélisation réaliste de l’écoulement des particules
molles et de leurs assemblages en tenant compte du changement de forme des particules.

Une question clé dans ce contexte est de comprendre l’influence de la pression de confinement sur la
relation contrainte-déformation, la dilatation et l’état critique de cisaillement. Comme le montre la thèse de
Thanh Hai Nguyen, puisque la déformabilité et le changement de forme des particules dépendent de leur
contrainte caractéristique – c’est-à-dire, de leur comportement matériel–, la résistance au cisaillement ne
s’adapte pas à la pression de confinement et il n’est donc pas possible de caractériser l’état critique de ci-
saillement par un simple coefficient de frottement interne comme dans les assemblages de particules dures.
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L’état de cisaillement peut en outre être caractérisé en appliquant des chemins de déformation complexes
(cisaillement cyclique. . . ), ce qui dans le cas des particules plastiques peut révéler le rôle du changement
de forme des particules sur l’hystérésis de cisaillement.

Milieux granulaires cohésifs
Le sable humide, la neige ou le café moulu sont des exemples de milieux granulaires, constitués de

particules cohésives liées par différentes forces. Des ponts capillaires peuvent se former en utilisant la
tension de surface de l’eau contenue dans les matériaux, ce qui fait qu’un château de sable doit être mouillé
pour ne pas s’effondrer, mais on retrouve également des forces de van der Waals ou électrostatiques, issues
d’interactions de surface, ainsi que des forces de frottement et de cisaillement. Le détail de leur rôle est mal
connu, ce qui complique la modélisation et la compréhension de la rhéologie des milieux granulaires.

Dans ce cadre, un paramètre important est la taille des particules dans un milieu granulaire. Par exemple,
pour une poudre fine sèche, les forces de van der Waals et électrostatiques entre particules peuvent dépasser
le poids des particules de plusieurs ordres de grandeur. En présence d’humidité, les forces capillaires et
visqueuses peuvent également s’ajouter à ces forces. Nous avons déjà montré que pour un milieu granulaire
humide dominé par les forces capillaires et visqueuses, un nombre visco-cohésif peut rendre compte des
propriétés des écoulements. Lorsque les forces liées à la cohésion et à la viscosité s’annulent, on retrouve
le nombre inertiel, déjà utilisé pour les écoulements de matériaux granulaires non cohésifs. Le nombre
visco-cohésif est ainsi une généralisation de ce nombre inertiel, unifiant ainsi les modèles de matériaux
granulaires humides et secs pour décrire leur comportement dans un même cadre [2, Art]. Il est donc
intéressant de proposer un nouveau paramètre d’échelle unique pour l’écoulement des poudres fines en
prenant en compte également les forces de van der Waals et électrostatiques.

Un autre sujet de recherche dans le cadre des milieux granulaires cohésifs est de simuler le comporte-
ment des matériaux granulaires dans des situations où l’auto-gravité doit être prise en compte. La connais-
sance des propriétés physique des petits corps du système solaire, tels que les astéroïdes ou les comètes,
est essentielle notamment dans le cadre de l’étude de la formation et de l’évolution du système solaire,
car ces derniers sont des reliquats de son époque primordiale. Cependant, la structure interne de ces corps
demeure très mal connue. Une grande partie d’entre eux se présenterait sous la forme d’agrégats gravita-
tionnels de matière sans cohésion interne, poreux, capable d’endurer des déformations plastiques [102, 43].
La modélisation discrète peut donc être adoptée aux agrégats gravitationnels. On a commencé une étude
préliminaire dans le cadre du stage de Pierre-Eloi Nielen [M25] et les résultats sont encourageants (voir la
figure 1). Les études plus approfondies sont nécessaires en considérant un grand nombre de particules de
taille différente et de forme variée.

(a) (b)

(c)

Figure 2.2: Des étapes de l’e�ondrement du nuage de particules, avec d’abord la formation de petits
agglomérats (a), puis la formation de ce qui va devenir le corps final (b) et qui attire vers lui ce qu’il reste
de particules. À la fin, certaines particules sont satellisées ou éjectées (c).

les unes contre les autres. Une partie de l’énergie cinétique de translation est ainsi transformée en
énergie cinétique de rotation. Plus précisément, nous étudions, à chaque pas de temps, l’écart-type
des vitesses de rotation calculé sur l’ensemble des particules. Si l’on suppose qu’une fois formé le
corps à une rotation sur lui même du type d’un rotation rigide, alors quelle que soit sa position
dans le corps, une particule doit avoir la même vitesse de rotation autour de l’axe de rotation du
corps. Cela doit se traduire par des vitesses de rotation des particules sur elles mêmes identiques
ou au moins proches, de façon un peu analogue une rotation synchrone due aux marées. De plus
si le système a atteint l’équilibre ces valeurs ne doivent plus évoluer. Le résultat pour cette simu-
lation est visible sur la Figure 2.3. Initialement, la valeur de l’écart type est nulle car toutes les
vitesses de rotation ont été prises nulles, et il faut attendre les premières collisions pour avoir des
valeurs di�érentes de zéro. Il y a une période où la valeur de l’écart type évolue beaucoup. C’est
le moment où le corps se forme et où les collisions sont nombreuses. Le dernier "échelon" entre
les itérations 300 et 320 environ correspond à la formation du satellite formé de deux particules.
On trouve bien le fait qu’après formation du corps, la valeur n’évolue plus. Cependant, elle est
très éloignée de zéro. On peut expliquer cela en considérant que les particules en orbite autour
du corps principal n’ont pas a avoir la même vitesse de rotation car elle ne font pas partie de celui-ci.

Suivi de l’évolution du système : pour suivre de façon un peu plus quantitative l’évolution du
système, du début de l’e�ondrement à la formation du corps final, nous avons tracé, à chaque pas
de temps, l’énergie cinétique massique moyenne des particules et leur énergie de rotation moyenne
rapportée à leur moment d’inertie (la moyennes est calculée à chaque pas de temps sur l’ensemble
des particules). Le tracé de l’énergie cinétique de translation (Figure 2.4) met en évidences plu-
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FIGURE 1 – Des étapes de l’effondrement du nuage de particules, avec d’abord la formation de petits
agglomérats (a), puis la formation de ce qui va devenir le corps final (b) et qui attire vers lui ce qu’il reste
de particules. À la fin, certaines particules sont satellisées ou éjectées (c).

Enfin, la modélisation des argiles est également un sujet émergent dans notre équipe PMMD. Les argiles
ont été modélisées en utilisant la méthode de Dynamiques Moléculaires et en représentant des interactions
entre particules d’argiles par le potentiel de Lennard-Jones [46]. Ce potentiel est complété par le potentiel
répulsif de Coulomb. Cette problématique était déjà abordée dans un projet ERC (SOMEF) dans notre
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équipe et j’ai pu participer à l’encadrement d’un post-doctorant (Komlanvi Lampoh) sur ce sujet. Notons
que la méthode utilisée est proche de l’approche BPM (Thèse de Thanh Hai Nguyen). Nous nous sommes
intéressés à la compaction et l’écoulement, et l’évolution de la microstructure. Ces simulations ont été
effectuées en 2D. Récemment, dans le cadre de notre collaboration avec l’INRAE, on s’est intéressé à la
modélisation 3D des argiles et les travaux sont en cours (Figure 2).

FIGURE 2 – Modèle 3D des plaques d’argile sous développement.

Milieux cellulaires
Les milieux cellulaires sont des milieux biphasés composés d’une phase solide et d’une phase liquide

ou gazeuse. Dans ces milieux, les propriétés mécaniques dépendent de la composition des parois cellulaires
et de la microstructure à l’échelle de la cellule. Divers matériaux cellulaires sont rencontrés dans les tissus
végétaux ou animaux [35, 26], mais aussi dans les processus industriels comme les solides cellulaires
[36], les mousses métalliques [10, 110] ou les matériaux cellulaires architecturés [114]... Dans le cas du
bois, par exemple, les cellules sont vides (lumen) et peuvent jouer un rôle dans le déclenchement de la
rupture (Figure 3). Les matériaux cellulaires n’ont pas de matrice homogène bien définie et leurs propriétés
mécaniques ne peuvent pas être entièrement comprises à partir des champs de contrainte locaux induits par
les pores [59]. Elles dépendent plutôt du désordre géométrique (distribution de la taille et de la forme des
constituants) et du désordre topologique (connectivité et interactions des constituants) de la microstructure.
Ces propriétés de texture locale contrôlent la capacité de résistance aux contraintes, les modules d’élasticité
et le comportement à la rupture de ces matériaux. De plus, les matériaux cellulaires peuvent s’effondrer ou
subir des instabilités de flambage, et leur ténacité s’échelonne comme une loi de puissance avec l’épaisseur
des parois cellulaires.

L’importance de ces matériaux m’a amené à initier l’axe transversal Modélisation des Milieux Cellu-
laires (M2Cell) avec l’objectif de fournir un cadre d’échanges et de collaborations au LMGC autour de
la modélisation mécanique des milieux cellulaires à différentes échelles. Les milieux tels que les mousses
solides ou liquides et tissus biologiques intéressent plusieurs équipes du laboratoire et demandent des mo-
délisations nouvelles. Dans ce cadre, je me suis intéressé à deux problématiques biologiques. La première
concerne la croissance (et la dégradation), l’organisation et les réarrangements des cellules et tissus épithé-
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FIGURE 3 – Coupe transverse montrant de bois en formation (b-e) confiné par l’écorce (a) : (b) division
cellulaire,(c) grossissement cellulaire, (d) rigidification, et (e) bois mature.

liaux, et leur comportement rhéologique. Il s’agit en particulier d’estimer le rôle des contraintes mécaniques
extérieures ou issues des interactions entre cellules sur la structuration du cytosquelette et sur la morpho-
genèse tissulaire. La deuxième problématique est l’étude à la fois du comportement mécanique du bois et
la biomécanique de sa formation lors de la croissance de l’arbre, qui se produit par division, croissance
et rigidification des cellules en milieu semi-confiné (Figure 3). Pour la modélisation de ces milieux cel-
lulaires, la MPM semble être un outil particulièrement adapté, car elle permet de simuler un gain ou une
perte de masse par le retrait ou l’ajout de points matériels, et les processus de rigidification par l’adapta-
tion de la loi de comportement de chaque point matériel. Dans ce cadre, des collaborations ont été initiées
principalement avec J. Averseng [16, 11, Art] et T. Alméras du LMGC et X. Frank de l’INRAE [11, Art],
et 3 projets ANR et régional ont été déposés. Ces efforts seront poursuivis afin de développer une approche
numérique adéquate pour l’étude des milieux cellulaires biologiques. La MPM peut être utilisée de façon
générale pour la modélisation des milieux cellulaires en grandes déformations.

Un autre aspect du comportement des milieux cellulaires qui mérite d’être étudié est la résistance et les
propriétés de rupture de ces milieux. Cette problématique sera présentée plus bas.

Rupture des matériaux poreux
Les matériaux poreux sont classiquement décrits comme une matrice homogène comprenant des pores

connectés ou déconnectés (ouverts) et associés à des modèles d’homogénéisation essentiellement basés
sur l’analyse d’un seul pore ou d’une seule fissure. Cette description ne couvre pas une large classe de
matériaux poreux dans lesquels la porosité est une propriété intrinsèque de leur microstructure de base
en tant qu’assemblage dense de constituants élémentaires. Ces matériaux poreux structurés comprennent
les solides granulaires, fibreux et cellulaires. La compréhension de l’influence de la microstructure à petite
échelle sur les propriétés élastiques et la rupture des matériaux poreux structurés présente un intérêt pratique
pour de nombreuses applications telles que la rupture du béton, les composites chargés de particules denses,
la fracture des roches et la mouture des céréales.

Pour étudier la rupture des matériaux poreux, on s’intéresse à deux approches numériques : la méthode
LEM (Lattice Element Method) [127] et la méthode peridynamique [7, Art]. Dans la LEM, la discrétisation
FEM élémentaire est remplacée par une simple représentation d’un matériau élastique avec des noeuds
en treillis interagissant par une énergie potentielle linéaire ou non linéaire. Elle présente l’avantage de
permettre l’endommagement et la rupture du matériau d’une manière "naturelle". Dans la méthode péri-
dynamique, comme dans la LEM, le matériau est représenté comme un réseau de noeuds en interaction.
Mais, contrairement à la LEM dans laquelle la dynamique est locale et les interactions sont confinées aux
premiers voisins, la méthode de péridynamique est basée sur une formulation non locale (intégrale) des
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(a) (b) (c)

FIGURE 4 – Propagation des fissures sous force de traction dans un matériau granulaire cimenté (a), un
matériau poreux (b), et un matériau cellulaire (c). Les simulation sont effectuées en utilisant la méthode de
peridynamiques par X. Frank (INRAE) [12, 13, Conf].

équations de la dynamique à l’intérieur d’un “horizon” donné. Les événements de rupture des liaisons
conduisent à des dommages ou à une rupture lorsqu’un nombre critique de liaisons est endommagé.

Notons que, dans ce cadre, en plus de la collaboration actuelle avec l’INRAE, une collaboration est
en train d’être développée avec l’université de Newcastle en encadrant un étudiant de Master, Jack Colli-
shaw [M26]. La problématique étudiée concerne la rupture dans les géo-matériaux cohésifs en utilisant la
méthode LEM. Les résultats numériques obtenus seront comparés avec les résultats des expériences de la
compression tri-axiale observés par le micro-tomographie aux rayons X (Figure 5).

FIGURE 5 – Image topographique d’une couche du géo-matériau étudié.
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