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Introduction

En 2014, j’ai commencé & réfléchir aux liens entre mouvement brownien et
algébre de Kac-Moody affine. Ce sont ces liens que je me propose d’exposer
dans ce mémoire, tels qu’ils me sont apparus depuis. On trouvera dans cette
introduction non pas 1’état de ’art dans mon domaine de recherche mais la
description de mes contributions dans un champ que je m’efforcerai de préciser
dans le corps du mémoire. Ces contributions ont toutes un analogue dans un cadre
souvent qualifié de cadre compact ou semi-simple, tandis qu’elles interviennent
dans un cadre que l'on qualifiera de cadre affine. Je commence par rappeler les
résultats du cadre compact dont mes contributions sont un analogue. Davantage
que sur les résultats eux mémes c’est sur leur structure que je souhaite insister,
telle qu’elle perdure dans un cadre affine.

Le cadre compact. Les résultats que nous rappelons pour le cadre com-
pact sont tous bien connus.

Norme d’un brownien de dimension trois. On appelle partie radiale d’un
vecteur de R3 la norme euclidienne de ce vecteur. Les orbites pour l'action du
groupe SO(3) sur R? sont les sphéres de R3 et la partie radiale d’un vecteur dé-
termine l'orbite a laquelle il appartient. Si on considére un mouvement brownien
standard sur R3 alors le processus de sa partie radiale est un processus de Bessel
de dimension trois. C’est aussi une transformation de Doob d’un brownien réel
tué en 0, via la fonction harmonique h définie sur Ry par h(z) = =, z > 0. La
projection dans une direction d’un brownien de R3 est un brownien réel et il y
a ainsi deux fagons, illustrées a la figure (1| d’obtenir un Bessel 3 & partir d’un
brownien de dimension trois. Sur le diagramme - c¢’est une convention que nous
utiliserons toujours - les fléches noires figurent une transformation déterministe,
tandis que la grise désigne une opération sur des mesures. Pour finir rappelons
que la loi en un temps fixé du brownien dans R3 conditionnellement & sa partie
radiale est la mesure de probabilité uniforme sur 'orbite correspondante. On a
pour la transformée de Fourier de la probabilité uniforme p, sur la sphére S? de
rayon 7 la formule suivante

. in(r\
/ elA(U,Z)'uT(dZ) — SIH(;’\‘ )’ A c R7 (1>
S2 r

pour tout vecteur u € R? de norme 1. Autrement dit la coordonnée dans une
direction quelconque donnée d’un point choisi selon la mesure uniforme sur une
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FIGURE 1 — Transformation de Doob et Bessel 3

sphére de rayon r est uniformément distribuée sur l'intervalle [—r, 7] E| Tout ceci
est bien connu. Nous allons maintenant changer de point de vue et décrire ces
propriétés dans un cadre un peu différent, qui présente I’avantage de mieux mettre
en évidence les propriétés structurelles qui nous intéressent.

Brownien sur le dual de su(2). Considérons l'ensemble de matrices su(2)
défini par
su(2) = {M € My(C) : M + M* = 0, tx(M) = 0},

une base de su(2)

/0 1\ (0 i\ (i 0
T 1 077G o0) T o =)

et sa base duale {e;, ey, e;}. On définit une action Coadjointelﬂ Ad* de SU(2) sur
le dual su(2)* de su(2) en posant pour ¢ € su(2)*, u € SU(2), M € su(2)

(Ad*(u)@) (M) = p(u™" Mu).

Pour toute forme ¢ dans su(2)* il existe un unique réel positif et un élément
u € SU(2) tels que
Ad*(u)(p) = re..

Autrement dit 'espace quotient su(2)* /Ad*(SU(2)) s’identifie & Ry e,. On appelle
re, la partie radiale de ¢. En fait, si

@ = aeg + bey + ce,

3. Ce résultat est connu sous le nom de théoréme d’Archimede. C’est ’autre poussée d’Ar-
chiméde : poussée vers 'avant de la mesure uniforme sur une sphére par la projection sur une
direction.

4. C’est & dessein que nous travaillons ici sur le dual de su(2) et non sur su(2). En effet, si en
dimension finie, il est indifférent de considérer un espace vectoriel ou son dual, il sera essentiel
dans le cadre infini-dimensionnel qui est le nétre de considérer, conformément & ’esprit de la
méthode des orbites de Kirillov, non pas les orbites adjointes mais les orbites coadjointes.
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pour a,b,c € R, alors r = va? + b? + ¢?. Munissons maintenant su(2)* du pro-
duit scalaire usuel et considérons un brownien standard {b; : ¢ > 0} sur su(2)*,
ie.

by = ey + yrey + 2€,, t >0,

ott {(z¢,ys,2) : t > 0} est un brownien standard sur R3. Dans ce contexte, la
projection sur une direction d’un vecteur de R? devient la projection sur le dual
d’une sous-algébre de Cartan de su(2) et les propriétés du brownien de dimension
trois rappelées plus haut s’énoncent de la fagon suivante. D’une part, le processus
de la partie radiale de {b; : ¢ > 0} et celui de sa projection sur Re, tuée en 0
et conditionnée au sens de Doob a rester dans Ry e, ont méme loi. D’autre part,
en un temps fixé t > 0, la loi de b; conditionnellement & son Ad*(SU(2))-orbite
est la mesure uniforme sur cette orbite. L’avantage d’une telle présentation est
qu’on peut immédiatement en donner une traduction valable lorsque SU(2) est
remplacé par un groupe de Lie compact connexe semi-simple quelconque. Pour
indiquer comment considérons un tel groupe Gy et son algébre de Lie go. On
suppose sans perte de généralité que Gy est un groupe de matrices.

Brownien sur gj. L’action coadjointe notée Ad* de G sur g;; est définie de
méme que celle de SU(2) sur su(2)*. On considére un tore maximal 7' de Gg et
son algébre de Lie t qui joue le role de Rz, et on choisit une chambre de Weyl
Cyw dans t* qui joue le role de Ry e,. Il existe pour chaque classe d’équivalence
dans g/Ad*(Gp) un unique représentant dans Cyy. Par exemple, lorsque Gy est
le groupe spécial unitaire SU(n), on peut choisir pour T 'ensemble des matrices
diagonales de SU(n) et pour Cy 'ensemble

n—1
{ZA/&Z tAL > > A > 0),
k=1

ol e (x) = @y, si « est une matrice de taille n x n dont les éléments diagonaux
sont ixq,...,ix,. On appelle partie radiale d’'une forme sur gg le représentant
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dans Cy de l'orbite a laquelle elle appartient. On munit gj d’un produit sca-
laire Ad*(Gy)-invariant. Alors le processus de la partie radiale d’un mouvement
brownien standard sur gg et celui de sa projection sur t* tuée sur le bord de
Cw et conditionnée au sens de Doob & rester dans Cyy ont méme loi. Le dia-
gramme commutatif représenté en figure [2] illustre cette observation. En outre,
la loi en un temps fixé du brownien sur g conditionnellement & son Ad*(Gyp)-
orbite est la mesure de probabilité uniforme sur cette orbite. Dans ce contexte,
la formule devient une formule de Harish-Chandra, équivalente dans ce cadre
compact & une formule des caractéres de Kirillov, ou & la formule de Itzykson—
Zuber lorsque Gy = SU(n). Elle donne la transformée de Fourier de la mesure
de Duistermaat—Heckman normalisée associée a ’action du tore T' sur une orbite
coadjointe, c¢’est-a-dire la mesure image par la projection canonique sur t* de la
mesure de probabilité uniforme sur cette orbite.

Le théoréme de Pitman. La transformation de Pitman P opére sur les che-
mins & valeurs réelles, c’est-a-dire les fonctions continues f : Ry — R telles que
f(0) = 0. Elle est définie par

PI(t)=f(t) =2 inf f(s), t=0.

Le théoréme de Pitman s’énonce ainsi : si {b(¢),t > 0} est un mouvement brow-
nien réel standard, alors {Pb(t),t > 0} est un processus de Bessel de dimension
trois. Ce théoréme établit donc une relation trajectorielle entre le brownien sur
R et la transformation de Doob sur R, . Philippe Biane, Philippe Bougerol et
Neil O’Connell ont montré dans [7] qu'une telle relation existait entre le mou-
vement brownien sur t* et celui dans le cone Cyy. Elle s’obtient en appliquant
au brownien sur t* des transformations de type Pitman associées aux symétries
orthogonales par rapport aux hyperplans perpendiculaires aux racines simples de
go- On peut donc ajouter une fleche au diagramme de la figure [2| comme indiqué &
la figure[3] Par ailleurs, la mesure normalisée de Duistermaat—Heckman s’obtient
en considérant en un temps fixé la loi du brownien sur t* conditionnellement a
son image par les transformations de Pitman.



Le cadre affine. Tres rapidement, un enjeu important de ma recherche a
été de comprendre ce qu'un diagramme tel que celui représenté en figure[2| pouvait
devenir dans un cadre affine. Dans un second temps, s’est posée la question de
Iexistence d’un théoréme de type Pitman dans ce cadre. Dans la suite Gg est un
groupe de Lie supposé compact, connexe, simple et simplement connexe et on
considére un produit scalaire (-|-) Ad(Gy)-invariant sur go.

Algébres affines, algébres de lacets. Les algébres de Lie affines font par-
tie d'une classe d’algébres de Lie appelées algébres de Kac—Moody qui contient,
outre les algébres de Lie semi-simples complexes, des algébres de Lie de dimen-
sion infinie. Bien que de dimension infinie les algébres affines partagent avec les
algébres de Lie semi-simples de nombreuses propriétés. Nous les présentons dans
le chapitre|l} Dans ce mémoire nous considérons une classe particuliére d’algebres
affines : les algébres de lacets a valeurs dans une algébre de Lie simple complexe
avec extension centrale. Dans la perspective d’un diagramme commutatif, on doit
travailler sur la partie compacte d’une telle algébre. Nous considérons donc 1’al-
gébre de lacets L(go) & valeurs dans gg - les lacets sont indexés par le cercle S*
identifié & R/Z - et son extension centralelﬂ

L(go) = L(go) © Re,

munie d’un crochet de Lie défini par

1
€+ Mo+ sl = [l + ([ (€@nte)as ) )

pour §,m € L(go), A\, v € R, ott [-,]g, est le crochet de Lie sur gg et [£, 7]y, est
défini point par point. Le crochet définit une action adjointe de Z(go) sur elle-
méme. En considérant 'exponentielle de cette action on définit ’action adjointe
d’un groupe de lacets L(Gyg) a valeurs dans G sur L(go). On considére action
coadjointe Ad* de L(Gp) sur L(go)* qui en découle. On écrit

L(go)* = L(go)* ® RAg
ou Ag est un poids dit fondamental défini par
Ao(c) =1, Ao(L(go)) =0.

L’algébre t ® Rc est une sous-algébre abélienne maximale de z(gg) et son dual
est t* & RAg. Il nous faut maintenant décrire ce qui remplace dans ce cadre les
objets du diagramme de la figure

Browniens espace-temps. Le premier travail effectué dans cette voie est ex-
posé dans le chapitre 2| qui reprend les résultats de [16] en les modifiant légére-
ment, de sorte qu’ils répondent & une exigence de cohérence. Il a permis d’obtenir

5. Ici comme dans la suite nous ne précisons pas le degré de régularité des lacets et supposons
qu’ils sont toujours aussi réguliers qu’on peut le souhaiter.
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des candidats pour les processus de la base du diagramme. Pour cela, je me suis
inspirée de ce que nous savions du cas compact. Dans ce cas en effet, comme
on peut le voir dans les travaux de Philippe Biane [5], le diagramme peut se
comprendre comme une dégénérescence commutative d’un diagramme analogue
valable pour des variables aléatoires non commutatives. Ces variables aléatoires
sont par nature liées a la théorie des représentations de gg et dans un contexte
non commutatif le brownien sur t* est remplacé par une marche sur le réseau des
poids de go et le brownien dans Cyy par un processus de Markov sur celui de
ses poids dominants. Les pas de la marche sont distribués selon une mesure de
probabilité uniforme sur I’ensemble des poids d’une représentation complexe de
dimension finie de gg et le noyau du processus de Markov s’exprime en fonction de
la dimension des composantes isotypiques d’un produit tensoriel de représenta-
tions. Un théoréme central limite relie ces processus a temps discret au brownien
sur t* d’une part et au mouvement brownien dans Cyy d’autre part. La théo-
rie des représentations des algébres de Kac-Moody affines posséde de nombreux
points communs avec celle des représentations des algébres de Lie semi-simples
complexes et moyennant quelques ajustements on peut mimer la construction de
ces processus dans un cadre affineffl On obtient alors une marche sur le réseau
des poids d’une algébre affine et un processus de Markov sur celui de ses poids
dominants. Le cas affine difféere cependant du cas compact sur plusieurs points
essentiels. Le plus important & mentionner ici est sans doute la présence pour
les processus discrets introduits et leurs limites en temps long d’une coordonnée
temporelle déterministe le long du poids fondamental Ag. C’est le niveau des
poids des représentations considérées qui apparait ainsi. Finalement, ’étude des
limites en temps long des processus discrets nous permet de placer sur la base
du diagramme, & gauche un processus espace-temps

{tAoertStZO}

ou {b; : t > 0} est un brownien standard sur t*, & droite un processus espace-
temps conditionné au sens de Doob a rester dans une chambre de Weyl fondamen-
tale Cy dans Ry Ag+ t*. Nous obtenons ainsi la base du diagramme représentée

ala ﬁgure Dans le cas ou gy = su(2), l'algébre affine est de type Agl) et les

6. La construction est en fait valable pour une algébre de lacets avec extension centrale
augmentée d’une dérivation. Il est cependant inutile d’ajouter la dérivation pour cet exposé
liminaire, car si elle joue un grand role dans la construction des processus, il n’en reste pas
trace dans I’énoncé des résultats.

10
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ensembles Ry Ag + t* et (Njw s’identifient respectivement & Ry x R et
{(t,z) e R xR: 0 < x <t}

On représente a la figure [5|la base du diagramme dans ce cas.

Drap brownien. Une fois obtenue une premiére ligne du diagramme commu-
tatif, il restait & déterminer deux processus, I’'un devant jouer le réle du brownien
sur gg et 'autre celui du processus de sa partie radiale dans Cyy. C’est ce que j’ai
fait dans [I7]. Dans [22], Igor Frenkel définit une notion de partie radiale pour
les formes de RAg @ L(go)* s’écrivrant

1
@:WﬁA«M@ma

avec t un réel strictement positif et {z(s) : s € [0, 1]} un chemin régulier a valeurs
dans gg, c’est-a-dire

1
B0 = tet o) = [ (o)) ds

pour y € L(gp). Dans ce cas, il existe un unique élément dans I'intersection de
la chambre de Weyl fondamentale Cyy et de Porbite Ad*(L(Go)){®}. Clest cet
élément qu’on appelle partie radiale de ®. Il s’obtient en résolvant 1’équation
différentielle (en s)

tdX(s) = X(s)dx(s),

avec X (0) = I, ou I est la matrice identité dans G et en considérant 1'orbite
de X (1) dans Gy pour I’action par conjugaison de Gy sur lui-méme. C’est cette
orbite dans Gy qui détermine orbite de ® dans L(go)*. Nous I'avons dit, dans
le cas compact, la mesure uniforme sur une orbite peut s’obtenir en considérant
la loi d’une gaussienne sur g;; conditionnellement a sa partie radiale. Dans [22]
Igor Frenkel a 'idée, pour définir une mesure sur une orbite coadjointe dans un
cadre affine, de remplacer la trajectoire réguliére par un mouvement brownien
{zs : s € [0,1]} sur go, de considérer le processus {X; : s € [0,1]} issu de I,
solution de ’équation différentielle stochastique

tdX = X odx,

11



{tho + [, (| dat) : t > 0}

Projection sur

{tho + (-]2t) : t >0} Conditionnement Browrfen espace-temps
de Doob dans Cy

FIGURE 6 — Partie radiale et conditionnement de Doob - Le cas affine

ol o désigne 'intégrale de Stratonovitchm et de définir une mesure sur une orbite
coadjointe & partir de la loi de {zs : s € [0,1]} conditionnellement a 'orbite de
X1 dans Gg. C’est pour une telle mesure que Frenkel établit une formule des
caractéres de Kirillov dans un cadre affine. Cette formule donne la transformée
de Fourier de la mesure image par la projection sur RAg & t* de la mesure de
Frenkel sur une orbite. Ainsi dans ce cadre c’est un couple formé d’un réel positif
t et d’un brownien {z; : s € [0,1]} qui joue le role de la gaussienne sur g et ce
couple doit étre pensé comme une forme aléatoire

1
tho+ [ (1w, (3)

Nous sommes désormais en mesure de compléter le diagramme de la figure 2] dans
un contexte affine. Au sommet se trouve un processus de Lévy a valeur dans
L(go)* dont la projection sur RAg @ t* est un brownien espace-temps {tAg + b; :
t > 0} et qui en chaque temps fixé ¢, a méme loi que pour un brownien bien
choisi. Un tel processus s’obtient en considérant un drap brownien {z! : s,¢ > 0}
sur go et en lui associant le processus

{tAg+/01(~|d:cZ):t20}.

Le processus de la partie radiale s’obtient en résolvant pour chaque t ’équation
différentielle stochastique (en s)

tdXs = X, odxi,,

avec Xg = I et en considérant I'orbite dans GGy de X;. On obtient alors le dia-
gramme commutatif représenté en figure [6]

7. Une telle solution est un processus a valeurs dans Gy.

8. Dans notre travail, tous les calculs sont faits en utilisant le mouvement brownien ou le
drap brownien sur go qui sont bien définis. L’écriture sous forme de forme aléatoire est utilisée
dans l'introduction comme dans le corps du mémoire pour rappeler que les lois des trajectoires
sur go jouent dans le cadre affine le role de mesures sur des orbites coadjointes.

12



Théoréme de localisation et formule de Kirillov—Frenkel. Faisons une
parenthése dans la présentation de nos contributions. Nous I’avons dit, Igor Fren-
kel établit dans [22] une formule des caractéres de type Kirillov dans le cadre des
algébres affines. Dans un cadre compact, la formule des caractéres de Kirillov est
au coeur du diagramme commutatif de la figure [2] Il en va de méme pour notre
diagramme, représenté en figure [0} et la formule des caractéres de Frenkel. Celle-
ci permet en effet d’obtenir une relation d’entrelacement d’opérateurs & partir de
laquelle on démontre a la fagon de Chris Rogers et Jim Pitman [38] l'identité en
loi entre le transformé de Doob et le processus de la partie radiale. Comprendre le
travail de Frenkel a donc été pour mon propre travail une étape essentielle. Dans
le cadre compact la formule de Kirillov peut se voir comme une formule de lo-
calisation de Duistermaat et de Heckman. Il m’a semblé intéressant de présenter
celle de Frenkel comme une formule de localisation en dimension infinie. C’est ce
que nous faisons dans le chapitre [3] Dans le contexte symplectique, la mesure de
Wiener, qui joue le role de mesure sur une orbite coadjointe dans la formule des
caractéres, apparait naturellement lorsque 1’on considére I’action hamiltonnienne
d’un cercle sur une orbite. Cette idée n’est pas nouvelle, le chapitre [3| en propose
néanmoins une réécriture, qui me parait un peu originale, sous une forme adaptée
a notre contexte.

Un théoréme de Pitman. Nous 'avons rappelé, Philippe Biane, Philippe
Bougerol et Neil O’Connell ont établi dans [7] un théoréme de représentation de
type Pitman pour le brownien dans la chambre de Weyl Cyy associée a 1’algébre de
Lie gg. Le mouvement brownien dans Cyy s’obtient en appliquant successivement
a un brownien dans t* des transformations de Pitman associées aux réflexions
simples engendrant le groupe de Weyl associé a gg. Comme cela est indiqué
par les auteurs, les transformations de Pitman jouent un réle important dans
les modéles de chemins de Littelmann qui sont des modéles combinatoires pour
les représentations d’algébres de Lie. Ces modéles sont valables pour les algébres
affines et il est donc naturel de chercher une représentation de type Pitman pour le
brownien espace-temps apparu précédemment dans la chambre fondamentale Cyy
associée a une algébre affine. Dans le cas compact, le nombre de transformations
a appliquer au processus non conditionné est la longueur de 1’élément le plus
long du groupe de Weyl. Le groupe de Weyl associé a une algébre affine est de
cardinal infini et il n’existe pas de plus long élément. On ne peut donc espérer
qu’un résultat asymptotique. Philippe Bougerol et moi-méme avons traité le cas
de l'algébre affine Agl) dans [I0]. 11 est exposé dans le chapitre 5, Dans ce cas le
groupe de Weyl est engendré par deux réflexions auxquelles correspondent deux
transformations de Pitman. Un résultat inattenduﬂ de [10] est que le brownien
espace-temps conditionné de la figure[f|ne s’obtient pas exactement en appliquant
successivement et alternativement ces transformations a un brownien espace-
temps. Un théoréme de représentation existe cependant qu’on obtient en ajoutant
une petite correction & la suite de ces transformations successives, correction
provenant du manque de régularité des trajectoires browniennes. Définissons les

9. Nous ne I'attendions pas en tous cas!
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|
‘ o, .
" Conditionnement Brownien espace-temps dans

de Doob {(t,z) eRy xR:0< z <t}

Brownien espace-temps
dans Ry xR

lim7L~>oo £7L+1P7L v 7DO

(1)

FIGURE 7 — Transformation de Doob et transformation de Pitman - Le cas A;

transformations de Pitman Py et P; correspondant aux deux réflexions ainsi que
des versions modifiées Ly et L. Elles agissent sur un chemin (espace-temps)
n(t) = (t, f(t)),t € Ry, on f(t) € Ret f(0) =0, de la fagon suivante. Pour ¢ > 0
on a

Pon(t) = (6. £(0) + 2int(s = f(s))), Pun(t) = (&S (0) — 21t f(s))
Lon(t) = (4.4 + in(s = (s)) Lin®) = (&, (8) — inf £(5).

On pose Po, = Po, Lon = Lo, Ponr1 = P1 et Lopr1 = L1, n > 0. Nous
avons montré que si {B(t) = (t,bt) : t > 0} est un brownien espace-temps et
{A(t) = (t,at) : t > 0} le brownien espace-temps de la figure |5| conditionné a
rester dans

{(t,z) e Ry xR: 0 < x <t}

alors les suites de processus
{Lns1Pp... PoB(t) : t >0} et {Ln11Pp... P1B(t):t >0}, n>0,

convergent en loi vers {A(t) : t > 0} quand n tend vers U'infini. Ce résultat nous
permet d’ajouter une fleche au diagramme de la figure 5| comme indiqué & la
figure [7] Notons que notre motivation premiére pour ce travail était I'obtention
d’un théoréme de représentation pour le brownien dans I'intervalle, qu’on déduit
du premier en appliquant une inversion temporelle au processus espace-temps
conditionné. Disons enfin que comme dans le cas compact la loi en un temps fixé
du brownien conditionnellement & son image par nos transformations successives
est une mesure de Duistermaat—Heckman, ici la mesure image par la projection
sur le dual d'un tore maximal de SU(2) de la mesure de Frenkel sur une orbite
coadjointe de L(su(2))*.

Produit de fusion. Parlons enfin d’un dernier point qui occupe une place un

peu & part dans le mémoire dont les diagrammes des figures [6] et [7] composent la
charpente, puisqu’il porte sur des résultats n’intervenant pas directement dans
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ces diagrammes. Il concerne ’hypergoupe de la fusion obtenu a partir de ce qu’on
appelle le produit de fusion, tel qu’il est défini dans [27]. Pour un entier k fixé,
I’hypergoupe de la fusion est ’ensemble des poids dominants entiers de niveau k
d’une algébre affine E(go) muni d’une loi de composition donnée par le produit
de fusion. Il est trés important de remarquer qu’ici le niveau des poids est fixé,
contrairement & ce qu’on observe lorsque 'on considére un produit tensoriel de
représentations d’une algébre de Lie affine. Nous présentons dans le chapitre [6]les
résultats de [14] qui donnent une interprétation probabiliste & ce produit. Bien
qu’un peu & part, comme nous l'avons dit, au sein du mémoire, ces résultats
ne sont cependant pas sans rapport avec les questions que nous avons jusqu’ici
abordées.

On reconnaitra d’une part dans un probléme de Horn multiplicatif 'esprit
de 'approximation semi-classique de la mesure Duistermaat—Heckman ou encore
de la méthode des orbites de Kirillov. Rappelons en effet informellement la cin-
quiéme recommandation du « User’s guide » de [30] : si vous souhaitez décrire la
décomposition d’un produit tensoriel de représentations, vous devez considérer la
somme des orbites correspondantes que vous devez ensuite décomposer en orbites
coadjointes. J’ai établi dans [14] qu’une relation similaire existait entre le produit
de fusion et le produit de convolution sur un groupe de Lie compact, les orbites
étant cette fois les orbites pour I’action par conjugaison du groupe sur lui-méme.
Ce résultat résout une conjecture de [40].

On reconnaitra d’autre part dans le lien établi entre le produit de fusion
et certaines marches dans des alcoves la logique de construction de chaines de
Markov a valeurs dans des chambres de Weyl a partir de produits tensoriels de
représentations. Je montre en effet dans [14] que les coefficients de fusion jouent
pour une large classe de marches aléatoires dans des alcoves le méme role que les
coefficients de Littelwood-Richardson et leurs généralisations pour les marches
dans une chambre de Weyl associée & une algébre de Lie semi-simple. Nous avons
ainsi répondu positivement & une question posée par David Grabiner dans [23]
quant & ’existence de liens éventuels entre certaines marches aléatoires dans des
alcoves et la théorie des représentations.

Pour finir. Le schéma de la figure[§| est une tentative de synthése des résultats
exposés dans cette introdution, ceux concernant le produit de fusion en étant
cependant exclus. Pour A € Cy, O, y est 'orbite de A sous ’action coadjointe
de L(Gy). Les fleches impliquant la transformation de Pitman corrigée ne peuvent
pour l'instant étre tracées que dans le cas d’une algeébre de Lie affine de type Agl).
Le chapitre[7]dont nous n’avons pas encore parlé porte sur une réflexion en cours
dont 'objectif est d’établir un tel diagramme dans un contexte de probabilités non
commutatives. Disons enfin que les lemmes, propositions ou théorémes énoncés
dans ce mémoire, a I'exception du théoréme [3.1.1]de Duistermaat et de Heckman,
et du theoréme[1:2.T]dont la paternité revient a Igor Frenkel, sont issus de travaux
que j’ai écrits entre 2014 et aujourd’hui.

10. C’est-a-dire ’ensemble des poids ayant une coordonnée le long de Ao égale a k.
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Projection sur RAy & t*

‘ Mesure de Frenkel sur 6A

{tAo + [y (Jdat) : t > 0}

Sachant la partie
radiale égale & A

Partie radiale

Mesure de
Duistermaat-Heckman

Conditionnement

{tAo + (|2}) : t > 0} Processus dans
de Doob

la. chambre (NIW

mation de Pitman corrigée

Sachant la transformation de Pitman
corrigée égale a A

10.

FIGURE 8 — Schéma de synthése

— PUBLICATIONS —

. Avec Philippe Bougerol, Pitman transforms and Brownian motion in the interval

viewed as an affine alcove, a paraitre aux Annales Scientifiques de |'Ecole normale
supérieure

. Kirillov—Frenkel character formula for loop groups, radial part and Brownian sheet,

Annals of probability (2019), 20 pp.

Affine Lie algebras and conditioned space-time Brownian motions in affine Weyl
chambers, Probability Theory and Related Fields (2016), 17 pp.

Fusion coefficients and random walks in alcoves, Ann. Inst. Henri Poincaré Probab.
Stat. (2016), 20 pp.

An interacting particle model and a Pieri-type formula for the orthogonal group,
Journal of Theoretical Probability (2012), 21 pp.

Interacting particle models and the Pieri-type formulas : the symplectic case with
non equal weights, Electron. Commun. Probab. 17 (2012), no. 32, 12 pp.

Avec Francois Chapon, Quantum random walks and minors of Hermitian Brownian
motion, Canad. J. Math. 64 (2012), 16 pp.

Generalized Laguerre unitary ensembles and an interacting particles model with a
wall, Electron. Commun. Probab. 16 (2011), 11 pp

Orbit measures, random matrix theory and interlaced determinantal processes, Ann.
Inst. Henri Poincaré Probab. Stat. 46 (2010), 41 pp.

Orbit measures and interlaced determinantal processes, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser.
| 346 (2008).

16



Chapitre 1

Les algébres affines et leurs
représentations

ot l'on dit deuz ou trois choses que l'on doit savoir d’L(g)

Les algébres de Kac—Moody forment une classe d’algébres de Lie sur C que
I’on peut définir par générateurs et relations a partir d’une matrice de Cartan gé-
néralisée. Cette classe contient, outre les algébres de Lie semi-simples complexes,
des algébres de Lie de dimension infinie, et parmi elles, des algébres de Kac—
Moody de type affine non tordu. Ces derniéres présentent 'immense avantage de
posséder une réalisation simple & partir d’une algébre de dimension finie. Certains
de nos résultats sont valables pour une algébre affine quelconque. Cependant, ce
sont celles de type non tordu que nous avons choisi de considérer exclusivement
dans ce mémoire, pour la simplicité de leur présentation, mais surtout parce que
leur réalisation & partir d’une algébre de lacets sera dans les chapitres [3| et [4] plus
ajustée a nos questionnements. Les définitions et propriétés énoncées sont toutes
issues du livre de Victor G. Kac [27].

1.1. Algébres de Kac—Moody affines

Nous définissons dans cette section les algebres de lacets E(g) a valeurs dans
g, avec extension centrale et dérivation, oli g est une algébre de Lie complexe
simple. Remarquons que la dérivation sera fondamentale dans notre travail. En
effet, les caractéres de certaines représentations de E(g) y jouent un role essentiel
et ils ne sont pas définis si on restreint ces représentations a ’algébre sans sa
dérivation. Par ailleurs, d’un point de vue plus analytique, la dérivation provient
d’'une action hamiltonienne du cercle S' qui apparait de maniére fondamentale
dans le chapitre [3| portant sur les théorémes de localisation en dimension infinie.
Comme nous le verrons cependant, méme si la dérivation est cruciale pour nos

constructions, nos résultats ne portent a la fin que sur l'algébre sans dérivationﬂ

1. C’est-a-dire l'algébre affine dite dérivée. ..
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1.1.1. Extensions d’algébres de lacets

Considérons une algébre de Lie simple complexe g de dimension finie munie
d'un crochet de Lie [-, |4 et I’algébre de lacets

‘C(g) =L ASc 9,

ot £ est l'algébre C[z71, 2] des polynomes de Laurent en 2. Autrement dit £(g)
est I’ensemble des polynomes de Laurent a coefficients dans g. Poser z = 277,
0 € [0, 1], identifie £L(g) a une algébre de lacets. C’est une algébre de Lie pour le
crochet [-, -] défini par

P®z,Q®y]=PQ®r,yly, z,ycg PQeL.

On munit g d’'une forme bilinéaire symétrique (+|-) invariante et non dégénérée
puis on considére ’extension centrale avec dérivation de I’algébre de lacets

D)

(9) = L(g) & Cca Cd,
munie d’un crochet, qu’on note toujours [-, -], défini par

[2" @ z1®aic @ bid, 2™ ® xo B azc @ bad]
= yutnz g [1‘1,1‘2]9 + b1n22™ @ x9 — bon12™ @ a1

+ N10n, 40,y (T1]22)0C, (1.1)

pour x; € g, a;,b; € C, n; € Z, i € {1;2}. L’algébre de Lie de dimension infinie
ainsi obtenue est une réalisation d’algébre de Kac—Moody de type affine non
tordu. Plus précisément si g est une algébre de Lie de rang n de type X,, alors

~

L(g) est une algebre affine de type xV.

1.1.2. Racines et coracines de Z(g)

On choisit une sous-algébre de Cartan § de g supposée de rang n. On considére
la décomposition en sous-espaces radiciels

g=be P o (1.2)

acd

ou ® 'ensemble des racines de g et go = {z € g : Vh € b, [h,z] = a(h)z}.
On choisit un sous-ensemble de racines simples II = {aq,...,a,} et on note
@, l'ensemble des racines positives. On considére une sous-algébre abélienne

maximale de £(g) R
h=hpCcadCd

et on étend les racines de ® & h en posant a(c) = a(d) = 0, a € ®. Alors
Pensemble des racines de 'algébre de Lie £(g) est

d={a+ki:acd keZU{ks:keZ},
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ot § est la racine nulle, qui est nulle sur h @ Cc et vérifie 5(d) = 1. On a en fait
la décomposition en sous-espaces radiciels par rapport a b

L@=bo P L@t ® P Lok, (1.3)

acd, keZ kez*

avec L(g)atrs = 2" @ g, a0 € Ok € Z, et L(g)es = 2* ® b, k € Z*. Pour
a € 11, les sous-espaces radiciels g, sont de dimension 1 et on choisit un triplet
(honeaafa) € b X ga X g_q tel que

[eaafa] = hou [homeoz} = 2eq, [hm foz} = _Qfa-
On identifie § et h* via
v:hebh— (hl])eb’, (1.4)

et on munit h* du produit scalaire induit par cet isomorphisme. On choisit une
normalisation telle que (0]0) = 2, ou 6 est la racine la plus haute de g. La forme
(*|') est ainsi la forme bilinéaire invariante dite standard normalisée. On pose
ap = 0 — 0. On choisit un triplet (hay, €ags fao) € H X L(8)ay X L£(8)—a, tel que

[eoq)a fozo] = hOé()J [hoc()) eao] = 260407 [h’oc()a fozo] = _2f040‘
Alors ha, = ¢ — 6" ou 8 est la coracine la plus haute, et

ﬁ:{aozé—e,al,...,an}

~

est un ensemble de racines simples de L£(g) et
Y = {af = hag, &) = hayy---s00 = ha, }

est 'ensemble des coracines simples.

Remarquons que les décompositions en sous-espaces radiciels et
permettent d’identifier respectivement h* et h* aux sous-espaces des formes de
g* et de E(g)* nulles sur les sous-espaces radiciels autres que la sous-algebre de
Cartan.

1.1.3. Groupe et chambre de Weyl affine
On consideére ’élément Ag de E* défini par
Ao(ag) =1, Ag(d) =0, Ag(e))=0, ie{l,...,n}

Alors {Ag, ag,...,an} est une base de b*. On considére la forme bilinéaire (-]*)
que 'on restreint a b et étend & h en posant pour x € b,

(clz) = (d|z) = (cle) = (d|d) =0, et (c|d) =1.

L’isomorphisme linéaire v : h € b~ (h|-) € b*, identific h et h*. La forme
bilinéaire (-|-) sur h* induite par l'identification vérifie

Blos) =0, i=0,....n, (3]6)=0, (8|A)=1.
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Le groupe de Weyl W de E(g) est un sous-groupe de GL(E*) engendré par les
réflexions fondamentales s, a € II, définies par

sa(B) =B —B(@V)a, Beb.

La forme (+]-) est W-invariante. Notons Q" le réseau des coracines de get Wle
groupe de Weyl engendré par les réflexions s, pour a € II. Le groupe de Weyl
affine W est le produit semi-direct W x I' o1 I est le groupe des transformations
ty, v € v(QV), définies par

BO) = A+ A — (A) + 5 (NS, Aeb™

On note hR =& =1 Ray ®RA®Rc et f)R I’ensemble des formes linéaires & valeurs
réelles sur hR, ie. F)R =@ Ra; & RAg ® RJ. L’ensemble

Cw ={Nebhh: MaY) >0, acll}

est appelé chambre fondgr\nentale ou chambre de Weyl. C’est un domaine fonda-
mental pour 'action de W sur un cone de by appelé cone de Tits.

1.2. Représentations, représentations intégrables

On note P (resp. P.) lensemble des poids entiers (resp. dominants) défini
par R R
P={\ebh" : \N&))€Z,i=0,...,n},
(resp. Py ={A e P: A(a))>0,i=0,...,n}).
Le niveau d’un poids A € P, est Dentier (5|)), i.c. la coordonnée le long de Ag.

Pour k € N, on note P¥ (resp. ﬁf) I’ensemble des poids entiers (resp. dominants)
de niveau k, i.e.

PF={xe P:(§|]\) =k}.
(resp. PF = {x e Py : (5]\) = k}.)
Un Z(g)—module V est dit h-diagonalisable s'il admet une décomposition en es-
paces de poids V' =, B V) ot V) est défini par
Va={veV:Vheh, ho=Ah)}.

La catégorie monoidale O est définie comme ’ensemble des Z(g)-modules Vv /b\-
diagonalisables dont les espaces de poids sont de dimension finie et tels qu’il
existe un nombre fini d’éléments A1, ..., As € h* tels que

P(V)C U {uebh : N\ —peNb,}, (1.5)

ot P(V) = {\ € b* : V) # {0}}. Les modules de cette catégorie, bien que de
dimension infinie, partagent de nombreuses propriétés avec les modules d’algébres
de Lie semi-simples complexes de dimension finie. Tout d’abord, le fait que les
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espaces de poids d'un module de O soient de dimension finie et la condition ({1.5)
assurent qu’on puisse définir pour un module V' de O un caractére formel ch(V)

en posant
Z dim(V,
pEP(V)

Nous verrons dans le chapitre [2] une procédure de construction de chaines de
Markov & partir de décompositions en composantes irréductibles de produits
tensoriels de représentations. La catégorie O posséde une sous-catégorie dont
les modules sont complétement réductibles. C’est la catégorie des modules inté-
grables, sur lesquels les générateurs de Chevalley e;, f;, ¢ € {0,...,n} agissent de
maniére localement nilpotente. Elle est notée O;. Leb modules 1rreduct1bles de
Oint sont les modules ayant un plus haut poids dans P+ Pour \ € P+ on dispose
pour un module V() de plus haut poids A, d’une formule de Weyl des caractéres
qui s’écrit

ZMGVAV det(w)e w(A+p)—p

ch(V(N)) = I, (1- e_a)mult(a)’

(1.6)

ot mult(a) est la dimension de I'espace radiciel £(g)s et p est un vecteur de
H* appelé vecteur de Weyl, choisi tel que p(a)) = 1, pour tout i € {0,...,n}.
Notons (-, -) 'appariement dual canonique entre 6 et 6* Pour un module V de
plus haut poids A € P de Oy et h € E la série

Z dim(V;,)el)
nepP(V)

est absolument convergente si et seulement si Re(d, h) > 0. Ce résultat de conver-
gence est trés important pour nous, puisque les caractéres évalués en des vecteurs
bien choisis nous permettront de définir les processus de Markov introduits au
chapitre

1.3. L’algébre de Kac—Moody affine L(sl,(C)).

Nous précisons dans cette section ce que sont les objets définis ci-dessus dans
le cas ou g est l'algébre de Lie sl3(C) définie par

sly(C) = {M € M(C) : tr(M) = 0}.

1 0 0 1 00
(o B)e= (o))
forment une base de sly(C) vérifiant les relations de commutation
[hve] = 2e, [h’vf] = -2, [ev.ﬂ =

La sous-algébre des matrices diagonales Ch est une sous-algébre de Cartan et
slo(C) posséde une seule racine positive «; définie par a;(h) = 2. On munit

Les matrices
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5l3(C) d’une forme sesquilinéaire (-|-) définie par (z|y) = tr(zy*), x,y € sla(C).
On consideére l'algébre de Lie

L(slH(C)) = L(sly(C)) & Ce & Cd,
le crochet de Lie étant défini par . C’est une algébre de Lie de type Agl).
Racines et sous-espaces radiciels. On pose 6 = Ch® Cc® Cd et on ¢tend
a1 & b en posant aq(c) = ai(d) = 0. On définit la racine nulle € h* en posant
d(c) =9(h) =0 et 0(d) = 1.
On pose ag = § — ay. On vérifie facilement que ’on a pour n € Z,

[h, 2" ®e]=22"®e, [d,2"®e]=nz"®e,
[h,2"® fl=—2"® f, [d, 2" ® f] =nz" ® f,
[d, 2" ® h|=nz" & h,
ce qui montre que les sous-espaces radiciels sont
L(51(C))ayns = C2" @ €, L(512(C))—ay4ns = Cz" @ f, n € Z,

~

L(sla(C))ns =C2"®@ h, n € Z7,
et les générateurs de Chevalley
aY:th:l@h? €a1:1®€, fa1:1®fa

v -1
oy =hay =Cc—hayy, €ay =20 f, fo=2 ®e.

Ensemble des poids et ensemble des poids dominants. Soit le poids
fondamental Ag défini par Ag(h) = Ag(d) = 0 et Ag(c) = 1. L’ensemble des poids

~

de L(sl2(C)) est
P= {xA0+y%+25:x,yEZ,z e C},
et celui des poids dominants
13+ :{:UAO—I—y%—i-Z(S::U,yEZ,zE(C,O <y<uz}.
Groupe de Weyl et domaine fondamental. Le groupe de Weyl associé a
5l3(C) est le groupe des transformations engendré par la réflexion s,, définie par
Saq (TAo +ya1/2) = zho — ya1 /2, z,y €R,

Le réseau des coracines est QY = Zay et ici v(QY) = Zay. Ainsi le groupe de
Weyl affine W est le produit semi-direct {sq,,Idy+} x I" ot I' est le groupe des
transformations txq,, k € Z, définies par

thay (TAo +ya1/2) = Ao + (y + 2kx)ar /2 — (ky + K*x)6, x,y €R, k € Z.
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FIGURE 1.1 — Chambre de Weyl pour 'algebre 2(5(2(((:))

La chambre de Weyl est ici
GW:{on—i—yal/Q—i—zé:Ogygaz, z,y € R}, z € R}.

Elle est représentée en figure C’est le domaine compris entre les deux hyper-
plans gris. Remarquons que si ’on considére ’action de W sur l'espace quotient
Ao + Rag + Ré mod 6, alors le groupe de Weyl s’identifie au groupe de trans-
formations de R engendré par les réflexions par rapport aux entiers. Vu dans
I’espace quotienté par R4,

{Ao+za1/24yd:0<z<1,yecR}

s’identifie a l'intervalle [0, 1] qui est un domaine fondamental de ce groupe de
transformations non-linéaires. Il est représenté sur la figure [1.1] par la ligne en
pointillés.

Formule des caractéres de Weyl. Le vecteur p = 2Ag + %oq est un vecteur
de Weyl et la formule des caractéres de Weyl s’écrit pour A = Ay + yay /2 et
z = ad + bay, avec a > 0,

S ez SIh(b(y + 1) 4 2bk(x + 2))e @Dk (2+2))
B S rez Sinh(b + bk)e—#(E+2?)

> pezsinh((y +1)(b+ ak))e~ (@ 2)(2k0+Ka)
- > pez sinh(b + ak)e—2(k2b+k2a) :

ch(V(X))(=) (1.7)

(1.8)
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Chapitre 2

Browniens espace-temps et
représentations d’algébres affines

ot l’on met de petits poids sur les bas poids

Les formules de Clebsch—Gordan donnent en particulier la décomposition en
composantes irréductibles du produit tensoriel d’une représentation de dimension
finie de SU(2) et de la représentation standard de ce groupe. Dés 1975, Bernard
Roynette [24] remarque que ces formules fournissent les probabilités de transition
d’un Bessel 3 discret. Au début des années 90, Philippe Biane fait apparaitre ce
Bessel dans un contexte non commutatif [5], donnant ainsi un nouvel éclairage
a cette coincidence. Outre la joie des correspondances, que nous apporte un tel
rapprochement ? Le processus de Bessel 3 discret est un processus de Markov &
valeurs dans ’ensemble des entiers naturels, c’est-a-dire le réseau des poids do-
minants de SU(2). Sa loi est la transformation de Doob de celle de la marche
simple sur Z tuée en —1. Les pas de la marche simple sont eux distribués selon
la mesure de probabilité uniforme sur I’ensemble des poids de la représentation
standard de SU(2). Si on remplace ce groupe spécial unitaire par un groupe de
Lie compact connexe semi-simple quelconque et la représentation standard par
une représentation complexe de dimension finie du groupe, on peut de la méme
maniére associer & celle-ci deux processus, une marche aléatoire et un processus
de Markov. Les pas de la marche sont distribués selon la mesure de probabilité
uniforme sur les poids de la représentation comptés avec leur multiplicité et le
noyau de transition du processus de Markov s’exprime & partir de la dimension
des composantes isotypiques d’un produit tensoriel de représentations. Les re-
présentations irréductibles du groupe sont déterminées par leur plus haut poids
et on obtient ainsi une marche a valeurs dans le réseau des poids du groupe et
un processus de Markov & valeurs dans I’ensemble de ses poids dominants. Ces
processus fournissent d’une part une approximation d’un brownien dans le dual
d’une algébre de Cartan de ’algébre de Lie du groupe, d’autre part une approxi-
mation du brownien conditionné au sens de Doob & vivre dans une chambre de
Weyl associée au systéme de racines du groupe. La combinatoire des représenta-
tions de ce groupe éclaire alors certaines propriétés de ces browniens. C’est une
approche possible par exemple du théoréme de Pitman et de ses généralisations,
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qui se trouvent ainsi liés au modeéle combinatoire des chemins de Littelmann [7].
Pour nous, une telle approche dans un cadre affine aura fourni les processus de
la base du diagramme représenté a la figure [§] de 'introduction.

Dans [I5] et [16] nous considérons en effet des processus a valeurs dans le
réseau des poids d’une algébre de Lie affine ou dans celui de ses poids dominants
construits selon un canevas analogue & celui que nous venons de décrire briéve-
ment. Ces processus sont pour la premiére fois introduits dans [35]. Le cas affine
différe du cas compact sur plusieurs points essentiels. Tout d’abord, les repré-
sentations irréductibles considérées sont de dimension infinie et il n’existe pas de
mesure de probabilité uniforme sur ’ensemble des poids d’une telle représenta-
tion. Nous sommes donc amenés a affecter & ces poids un poids de Boltzmann.
D’autre part, les processus discrets introduits présentent une coordonnée tempo-
relle le long d’un poids fondamental tout comme en conséquence les processus
limites qui apparaissent par ailleurs & une échelle de temps de 'ordre de n, et
une échelle d’espace de 'ordre de % au lieu du facteur % habituel.

Nous détaillons dans la section [2.1] le cas de la marche simple sur Z avec un
drift éventuel conditionnée a rester positive. Nous expliquons dans quelle mesure
cette marche est liée aux représentations complexes de dimension finie de sly(C).
La vocation de cette section dans laquelle est décrite une situation trés simple
est de dégager des éléments de structure qui perdurent dans des situations plus
complexes. Nous exposons le cas affine dans la section 2.2} Le théoréme est
le principal résultat du chapitre. Il fait apparaitre des processus limites qui sont
pour notre travail des objets essentiels que nous reverrons aux chapitres [ et
Leur mise en évidence aura été la premiére étape de notre exploration des liens
entre mouvement brownien et algébre de Kac—Moody affine.

2.1. Marches aléatoires et représentations de sly(C)

Représentations de sl(C). Déterminer les représentations complexes de di-
mension finie du groupe compact SU(2) revient & déterminer celles de I'algébre
de Lie complexifiée de I’algébre de Lie su(2) de SU(2). Cette algebre est I'algebre
sl (C) définie par

sly(C) = {M € My(C) : tr(M) = 0},

1 0 0 1 00
=0 B) = o) = (o)

forment une base de sl3(C). Une représentation V' de dimension finie de slz(C)
se décompose en espaces de poids

et les matrices

v=v.

2€Z

ouV, ={v eV :hwv=zv}. SiV estirréductible il existe un unique entier z € N
tel que V, # {0} et Vyyo = {0}. On dit que z est le plus haut poids de V et
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que V est la représentation de plus haut poids z. On la note V(z). L’ensemble
des entiers naturels est ’ensemble des poids dominants de sl3(C). Pour x € N,
il existe une représentation irréductible V(x) de sly(C) de plus haut poids z.
L’action de slp(C) sur V(z) est donnée par

h-v; = (x — 2i)v;
e-v;=(x—i+4+1)v—1
fvi = (i + v,

pour i € {0,...,x}, ott vg € V (), v_1 = 0 et v; = (1/i!)f* - vo. L’ensemble des
poids de V(x) est {x —2i : i € {0,...,x}}, et chaque poids apparait avec une
multiplicité 1. Le caractére ch(V') d’une représentation de dimension finie V' de
sly(C) est défini par

ch(V)(q) = Z dim(V,)q*, q € RY.

2€EZ
En particulier pour z € N,
x o+l —(a+1)
-2 _ 4 q
h(V(@)(g) = g =t L
i=0 -4

la derniére identité n’étant rien d’autre que la formule des caractéres de Weyl.

Marches aléatoires, principe de réflexion et transformation de Doob.
Fixons un réel strictement positif g. On considére une marche aléatoire simple
{X(n),n > 0} avec drift de noyau de transition
v "
K(z,y) = mﬂm—y\:l: z,y € L.

Ici nous considérons le cas d’une marche avec drift car il montre davantage de
similitudes que le cas centré avec ce que nous ferons dans le cas affine. On intro-
duit le temps d’atteinte de —1 qu’on note T'. Une étude rapide de suite récurrente
linéaire d’ordre 2 montre qu’a un coefficient multiplicatif prés, il existe pour la
marche tuée {X(n A T),n > 0} une unique fonction harmonique sur NU {—1},

positive sur N et nulle en —1. C’est la fonction x € NU {—1} — ¢ "s,(q), on
sz(q) est la fonction de Schur définie par
q$+1 _ q—(;t+1)
sz(q) = = — x e NU{-1}. (2.1)

On définit une transformation de Doob de la marche tuée via cette fonction
harmonique. C’est le processus de Markov a valeurs dans N de probabilité de
transition

q_ysy(q)

Ly = q *s2(q)

K(z,y), zyeN (2.2)
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FIGURE 2.1 — Principe de réflexion

Un principe de réflexion pour ¢ = 1 illustré en figure suivi d’un théoréme de
Girsanov, montre que pour x,y > —1, on a

P.(X(n) =y, T>n+1)=P(X(n) =y) — ¢**P(X(n) = —y — 2),
ou de maniére équivalente,

q_ySy(Q)

ey = 4 s2(q)

(K"(z,y) — 2K (x, —y — 2)) (2:3)
Nous allons voir que ce dernier processus fait partie d’une classe de processus
obtenus & partir de produits tensoriels de représentations, en donnant une procé-
dure un peu systématique de construction de marches aléatoires et de processus
de Markov, a valeurs respectivement dans le réseau des poids Z de sly(C) et dans
celui de ses poids dominants N, procédure que nous appliquerons ensuite dans le
cadre des algébres affines.

Marches aléatoires, représentations et transformation de Doob. Choi-
sissons un réel strictement positif ¢ et un entier naturel non nul w et considérons
la représentation irréductible V(w) de sl2(C) de plus haut poids w. On associe
alors a la représentation V' (w) une marche aléatoire {X,(n),n > 0} sur Z, dont
les accroissements sont distribués selon une loi u,, définie par

(v) < { 2 2wh (24)

HolY) = ———~—, YE W, —wt2...,w+2w;. .
N ch(V(w))(q)

En particulier pour w =1 et ¢ = 1, {X,(n),n > 0} est la marche simple sur Z.
Pour z € N, on considére la décomposition en composantes irréductibles

Viz) @ V(w) ~ @ Mgz, V(z)
z€eN
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ou de maniére équivalente,
ch(V(z)) x ch(V(w)) = ZM;M ch(V(z)), (2.5)
z€N

ot M , est la multiplicité du module V'(z) dans le produit tensoriel V(x)®@V (w).
On définit un noyau markovien L, sur N en posant

 avE)w .
Lole.?) = G @@ @)@ e T2 EN (26)
Autrement dit
Ly(z,z) = _sele) Mz, z,zeN (2.7)

52(q)8w(q)

Quand w = 1, les coefficients M7 ,, z € N, valent 1 si 2 € {z — 1,2 + 1} et
0 sinon. La décomposition ([2.5) évaluée en ¢ dit dans ce cas que la fonction
x — ¢ "sz(q) est harmonique pour la marche X tuée en —1 et le noyau L, est

alors la probabilité de transition L définie plus haut.

Principe de réflexion et régle de Brauer et de Klimyk. Pour une algébre
de Lie semi-simple complexe, la régle de Brauer et de Klimyk [4I] fournit une
expression des multiplicités des composantes irréductibles dans un produit tenso-
riel de représentations montrant une somme alternée de dimensions d’espaces de
poids portant sur le groupe de Weyl associé au systéme de racines de ’algébre de
Lie. Dans un cadre probabiliste ou combinatoire de telles formules sont connues
sous le nom de formules de Lindstrom-Gessel-Viennot ou Gessel-Zeilberger qui,
sous le prisme de la théorie des représentations, se comprennent donc comme des
formules de multiplicitélﬂ . La régle de Brauer et de Klimyk pour I’algébre de Lie
gl,,(C) par exemple est équivalente a une formule de Gessel et de Zeilberger por-
tant sur le nombre de trajectoires possibles d’'un point & un autre d’une marche
simple sur Z™ dont les coordonnées sont assujetties a ne pas se croiser. Plus gé-
néralement, on peut faire la méme remarque pour toute marche aléatoire dont
les pas sont & valeurs dans une réunion d’ensembles de poids de représentations
minuscules d’une algébre de Lie semi-simple complexe fixée. Nous détaillons ici
les régles de Brauer et de Klimyk et leur lien avec le principe de réflexion dans
le cas de sly(C). Dans la suite nous notons

s:(¢) = ("™ — @) /(g —¢7Y),

pour tout z € Z, ¢ € R*. Pour une représentation V' de dimension finie de sly(C),
si, pour y € Z, my (y) est la multiplicité du poids y dans V', on a immédiatement,
pour z € N, I'identité

s:(0)ch(V)(q) = > my (y)sz4y(q)-

YEZ

1. On pourrait aussi citer Karlin-McGregor, pour le cas des chemins en temps continu.
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Cette identité est connue sous le nom de régle de Brauer—Klimyk [41]. Elle découle
de la formule de Weyl. Si Mg, est la multiplicité de V(z) dans V @ V(x) ,
la régle de Brauer—Klimyk implique que

My gy, =my(z —z) —my(—(2 +1) — (z +1)). (2.8)
En prenant V = V(w)®", on obtient

52(‘])
sz(q)s1(q)"

qui est l'identité ([2.3) lorsque w = 1.

Lij(z,2) = (Mmy(wyen(z — ) = myen(—(2 + 1) — (z + 1))),

Convergence vers le brownien. Soit v un réel positif. La fonction ¢, définie
sur Ry par
Py(x) =1—e 2", xRy,

est harmonique pour le brownien standard sur R avec drift v tué en 0, positive
sur R4 et nulle en 0. On considére le transformé de Doob {A] : t > 0} via la
fonction ¢~ du brownien avec drift tué en 0. Ses densités de transition {q; : t > 0}
s’expriment en fonction du noyau de la chaleur {p; : ¢ > 0} sur R. On a

P4y _
al@,9) = 2D o,y) - e Pp(—a,y), @yt > 0.

O ()
Considérons {Z™ (k) : k > 0} la transformation de Doob issue de 0 de la marche
simple tuée en —1 dont le noyau est donné par 1} avec ¢ = 7V, On a alors
la convergence en loi,

2™ ([nt])
vn

qui s’obtient aisément en utilisant la convergence de la marche simple vers le

brownien et en considérant L™(y/nx,/ny), ot L™ est donnée en (2.3)) avec g =

¢?/V_Une telle convergence reste valable dans le cas d'un processus de Markov

de noyau de transition défini par (2.6)).

2.2. Marches aléatoires et représentations d’algébres af-
fines

Nous remplagons maintenant 1’algébre de Lie sla(C) par une algébre de Kac—
Moody affine. Contrairement a celles des algébres de Lie semi-simples complexes,
les représentations de plus haut poids d’une telle algébre ne sont pas de dimension
finie. Dans la situation décrite dans la section précédente, affecter la valeur 1 au
paramétre ¢ revient & munir ’ensemble des poids d’une représentation d’une
mesure de probabilité uniforme. Cela n’a pas de sens dans un cadre affine, les
représentations que nous considérons ayant une dimension infinie. Cependant
nous pouvons mettre en ceuvre la procédure décrite ci-dessus avec un drift bien
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choisi pour lequel les quantités considérées pour sla(C) gardent un sens. Nous
obtenons alors une marche sur le réseau des poids d’une algébre affine et un
processus de Markov sur le réseau de ses poids dominants.

On se place dans le cadre du chapitre [I} On considére une algébre de Lie
simple complexe et 'algébre affine associée. Nous I'avons vu plus haut, 'algébre
de Lie sl3(C) n’intervient pas directement dans la description des marches et des
processus de Markov. Seules comptent les décompositions en espaces de poids
des représentations ou leur décomposition en composantes irréductibles. Nous
n’avons besoin de considérer que la sous-algébre de Cartan

h=bhoCcoCd,

ainsi que sa partie réelle

ER = bhr P Re® Rd,
ou hg = vectg{ay : i € {1,...,n}}. Nous considérons de méme le dual de la
sous-algébre de Cartan H* et sa partie réelle

i = b & RAg @ R4,

ou by = vectgr{a; : i € {1,...,n}}. Nous considérons le réseau des poids P
qui jouera le role de Z et celui des poids dominants ]3+ qui jouera le roéle de
N. Notons qu’une forme sur H est déterminée par sa restriction a H]R- Dans ce
chapitre, les poids sont vus comme des éléments de /h\ﬁi qu’on peut, quand c’est
nécessaire pour les définitions, étendre a H par C-linéarité. Nous ’avons rappelé,
les représentations irréductibles de la categorle Oint de Dalgébre affine sont les
représentations de plus haut poids dans P+ Pour un poids dominant A\ € P+,
on considére le caractére de la représentation V' (\) de plus haut poids A. Il est
défini par une série formelle

> dim(V(A

B

ot V(X)g est 'espace de poids § de V(). Nous avons rappelé que la série
> " dim(V(A)g)et* M
B

converge absolument pour tout & dans Y avec Y = {h € b : Re({5,h)) > 0}.
Pour h € Y, on pose

chy(h) = " dim(V(A)g)e!®M,

Marche aléatoire sur le réseau des poids. Fixons un poids dominant non
nul w € P,. Pour h € Yg avec Yg = Y Nbhg, on définit une mesure de probabilité
Uy sur P en posant

dim(V(w)p) S8
chy, (h) ’

On considére une marche aléatoire issue de zéro {X,(n),n > 0} a valeurs dans
P dont les accroissements sont distribués selon la loi .

po(B) = BeP. (2.10)
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Chaine de Markov sur le réseau des poids dominants. Pour un poids
dominant A, on considére la décomposition suivante

Viw) @V = > M V(B), (2.11)

pePy

ou M? W est la multiplicité du module de plus haut poids 8 dans la représentation
V(w) ® V()). Cela permet de définir comme nous I'avons fait dans la section
précédente une probabilité de transition @), sur ﬁ+ en posant, pour 5 et A deux
poids dominants,

Qw(Avﬁ) = m WA\

(2.12)

On considére une chaine de Markov issue de zéro {Z,, (k) : k > 0} a valeurs dans
13+ de probabilité de transition (). La question qui nous a intéressée est celle de
la convergence, aprés mise a 1’échelle, des suites de processus { X, ([nt]), ¢ > 0} et
{Z,([nt]) : t > 0}, n > 0. Il est important de noter que les poids d’une représen-
tation irréductible sont tous de méme niveau. Ainsi X, (k) et Z, (k) sont, pour
k € N, des poids de niveau k(d,w). Autrement dit la coordonnée le long de Ag
de ces processus, qui est donc a penser comme une coordonnée temporelle, vaut
k(0,w). Une renormalisation standard en 1/4/n fait apparaitre une coordonnée
explosant le long de Ag. Il semble donc plus naturel, afin de conserver la coor-
donnée le long de Ag, de chercher une suite {h,,n > 1} a valeurs dans Yg, telle

que si Xo(Jn) et Z(gn) sont respectivement la marche et la chaine définies par 1)
et (2.12), avec h = hy, alors les suites de processus

{%X}f”([nt}) .£> 0} et {%fo‘)([nt]) >0}, n>1,

convergent. En fait, pour une suite {h, : n > 1} telle que les h, ~ %, avec
h € Yg, les projections de ces processus sur RAg @ hp convergent tandis que leurs
coordonnées le long de § divergent. C’est aux parties convergentes que nous nous
intéressons. La projection sur by est ce que nous appellons la partie spatiale. La
coordonnée le long de Ay est la coordonnée temporelle. Enfin, la coordonnée le
long de § peut étre pensée comme une version discréte de I’énergie du brownien,
qui apparait dans ’expression symbolique

/ Fa)e 24 dy
C([0,17,bz)

de l'intégrale d’une fonction contre la mesure de Wlener sur ensemble des che-
mins & valeurs dans hj (voir chapitre [3| section . Pour un élément £ € E)R,
nous notons £ la projection de € sur RAg & br-

Principe de réflexion, régle de de Brauer et de Klimyk. Comme dans le

cas de sl(C), le processus de Markov sur le réseau des poids dominants satisfait
un principe de réflexion. Il résulte comme dans le cas semi-simple d’une régle de
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Brauer et de Klimyk. Pour une représentation V de Oy, et A € ]3+, cette régle
donne, pour 3 € P, une expression de la multiplicité My gy (B) de V(B) dans
V @ V(\) comparable a lexpressmn , la somme portant dans ce cas sur le
groupe de Weyl affine 1% [41]. On a ainsi la formule suivante qui relie les multi-
plicités My gy (x)(8) aux dimensions des espaces de poids de la représentation V'

Mygyoy(8) = ) det(w)my (w(B + p) — (A + p)), (2.13)
weWw

ot my(f) est la dimension de I’espace de poids V3. Nous l'avons dit, c’est la
projection Z., de la chaine Z,, sur RAg @ by qui nous importe. Si A; et Ay sont
deux poids dominants tels que A\; = Ao mod §, alors les modules irréductibles
V(A1) et V(A2) sont isomorphes. Le processus (Zy,(k), k > 0) reste donc marko-
vien. On note @, sa probabilité de transition. La formule appliquée a la
représentation V = V(w)®" permet d’obtenir pour @w I’expression suivante.

Proposition 2.2.1 Soient 8 et A deuzx poids dominants de RAg @ by, et n un

entier naturel. La probabilité de transition @w vérifie

~ chg( =
QLA B) = Chf o Y det(w)elmO 090 Br(u{F ) - 5, )
wew

ot ]3w est la probabilité de transition de la projection )?w de X, sur RAg @ bg.

2.3. Brownien espace-temps et algébres affines

Ici b est muni de la forme bilinéaire standard normalisée (+|-) que 'on étend a
E comme dans le chapitre . On rappelle que I'isomorphisme linéaire v est défini
par R R

v:hebh— (h])€br,

qu'il identifie /b\ et E* et qu’on note toujours (+|-) la forme bilinéaire sur E* induite
par l'identification. Dans [16] nous avons considéré une suite de drifts {h,, : n > 1}
avec h,, = %U_l(ﬁ), ol p est un vecteur de Weyl. Les processus limites possédent
alors eux-méme un drift =1(p). Ici nous présentons les résultats pour une suite
{hn, : n > 1} avec un drift nul sur b, afin d’obtenir des processus limites eux-
mémes sans drift spatial, c’est-a-dire des browniens espace-temps standard. Les
cas avec ou sans drift ne présentent pas de différences essentielles pour nous. Ils
sont liés par un théoréme de Girsanov.

Soit {b; : ¢ > 0} un mouvement brownien standard sur hy et un processus

{By =tAo+b;:t >0}

Comme pour les marches introduites dans la section précédente, la coordonnée
temporelle est le long de Ag tandis que la partie spatiale est la projection sur by.
Le processus B peut ainsi étre vu comme un brownien espace-temps. La chambre
de Weyl affine, vue dans I'espace quotient by /R identifié & RAg @ b, est

Cw = {A € RA) @ b : A()) > 0,7 € {0,...,n}},
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ot n est le rang de h. Si {Ag : k > 0} est une suite de plus hauts poids telle que
A ~ kX, avec A € Cy, et {hy : k > 0} une suite a valeurs dans Yg telle que
hi ~ h/k, avec h € Yg, alors le numérateur de ch(V'(\g))(hy) dans la formule de
Weyl converge vers

> det(w)el A, (2.14)

weWw

Pour A € 5W et h €Y, on pose

@h()\) h/5 Z det w)\,h>.
wEW

ot m(-) = [Tr_ (™) — e=max()) On peut montrer que cette expression est
bien définie par continuité pour tout vecteur A dans Y. La proposition suivante
permet de considérer un conditionnement de Doob du brownien espace-temps
tué sur la frontiére de éw.

Proposition 2.3.1 La fonction ©gq est harmonique pour le brownien espace-
temps tué sur la frontiére de Cy . Elle est strictement positive a l'intérieur de
Cw et nulle sur sa frontiére.

Définition 2.3.2 Le processus
{At :tA(]—{—(ZtZtZO}

est un processus de Markov issu de 0, a valeurs dans l'intérieur de 5’W passé le
temps initial. C’est le transformé de Doob issu de 0 via $q du brownien espace-
temps {By : t > 0} tué sur la frontiére de Cyy .

Il est notable que le brownien tué satisfait un principe de réflexion analogue &
celui énoncé dans la proposition 2:2.1} C’est un point important pour les preuves.
Notons T' le temps d’atteinte de la frontiére de Cyy .

Proposition 2.3.3 Pour r,t > 0 et A un élément de niweau r dans lintérieur
de Cyw, on a

P(burnr € dy| Br = A) = Y det(w)e™ N D, (w(X) — rig, y)dy,
wEW

ot py est le noyau de la chaleur sur by.

Pour énoncer le théoréme, nous prenons w = Ag. Un autre plus haut poids
non nul conviendrait, les parties temporelles et spatiales des processus limites ne
dépendant du plus haut poids choisi qu’a travers deux constantes multiplicatives.
Pour un entier n > 1, considérons la marche { X ™ (k) : k > 0} issue de 0, dont les
accroissements sont distribués selon la loi 5, définie par avec h = %d, et
la chaine de Markov {Z(™ (k) : k > 0} issue de 0, dont la probabilité de transition
est le noyau 5, défini en avec h = %d. On considére les projections X (™)

et Z(™ de ces processus sur RAg @ hi. On a alors le théoréme suivant.
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Théoréme 2.3.4 (M.D, [16]) Quand n tend vers l’infini,

1. la suite de processus {%X(”)([nt]) :t >0}, n >0, converge en loi vers le
brownien espace-temps

{B;y =tAo+b; : t >0},

2. la suite de processus {%Z(”)([nt]) 1t >0}, n >0, converge en loi vers le
brownien espace-temps conditionné

{At:tAo—i—atitZO}.

Ces processus espace-temps sont trés importants pour nous. Ils réapparaitront
au chapitre [4] construits a partir d’une algébre affine quelconque et au chapitre
en prenant g égale a sly(C).

2.4. Le cas de l’algébre affine 2(5[2((@))

Dans cette section nous précisons ce que sont les processus précédents lorsque
I’algebre affine est ’algebre affine associée a sl (C). Ces processus réapparaitront
dans le chapitre [5] et nous pourrons ainsi nous y référer plus facilement. Nous
reprenons les notations de la sectlon u du chapitre |1} Dans ce cas, hR = Rec®
Ray @& Rd et f)R = RAg @ Ray @ RS. L'espace R3 et son dual fournissent une
réalisation de ces espaces. On munit R? du produit scalaire usuel. En identifiant
R3 et son dual on peut poser

d=(0,0,1), c=(1,0,0), af = (0,1,0)

et
A0 = (170’0)5 0= (0707 1)7 ay] = (07270)

Nous choisissons pour définir les mesures sur les poids et les plus hauts poids
une suite {h, : n > 1}, h, = %d. Le facteur 2 que nous ajoutons ici a pour
simple vocation de faire apparaitre un brownien standard le long de «;/2 dans
le théoréme limite. C’est la normalisation que nous considérons dans le chapitre

Gl

Marches et processus de Markov. Les accroissements de la marche aléatoire
{X™M)(K) : k > 0} issue de zéro sont distribués selon la mesure pp, définie en
, avec w = Ag, et h = hy,. Le support de pp, est I'intersection de ’enveloppe
convexe de TV - {Ao} avec l'ensemble Ay + Za; + 70, c’est-a-dire 'ensemble des
points a coordonnées entiéres de

{Ag —tza; — (1 —t)z?5 : x € Z,t € [0,1]}.

Il est représenté a la figure la coordonnée le long de Ag étant omise. La
marche { X (k) : k > 0} est a valeurs dans

{kAo—i—x%—iryé,keN,x,yeZ}:Nxzz.
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FIGURE 2.2 — Support de pp,

Le processus de Markov {Z(™ (k) : k > 0} dont le noyau de transition est donné
par 'identité dans laquelle on aura posé w = Ag, et h = h,,, est & valeurs
dans o

{kAg —l—a:?l +y5,0<z<kkazeNyeZL).

Par ailleurs, pour pour tout k € N, les coordonnées de X (k) et de Z(™ (k) le
long de Ag sont toutes les deux k.

Brownien espace-temps et brownien espace-temps conditionné. La
projection Z™ (k) de Z™ (k) sur RAg @ b3 est dans Cyy qui est ici défini par

Cw = {tho+z01/2:0<z <t} ={(t,z) e R*: 0 <z < t}.

On représente Cw en figure L’axe temporel RAq représenté en figure par
I’axe des ordonnées est ici représenté par celui des abscisses, comme c’est 1'habi-
tude pour les représentations graphiques des processus. On définit une fonction
Paq sur Cyy en posant

Poa(t,w) =Y (x + 2kt)e 20 (¢ 2) € Cyy.
kEZ

Et on considére le processus
{tho + bt% 1> 0} ={(t,b):t >0},

ott {b; : t > 0} est un brownien réel standard sur R. La fonction (a4 est harmo-
nique pour le processus {(t,b;) : t >} tué sur les bords de Cy . Elle est nulle sur
les bords de Cyy et de signe constant sur Cyy. Le processus espace-temps

{tAo + ara1/2:t >0} = {(t,a¢) : t > 0} (2.15)

35



a1/2 +

7
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Ao

FIGURE 2.3 — Chambre de Weyl dans RAy @ Ra; /2

est la transformation de Doob via poq du brownien espace-temps i(t7 b)) it >
0} tué sur les bords de Cy. C’est un processus a valeurs dans Cy passé le
temps initial. Le théoréme [2.34] devient ici le théoréme de convergence en loi

finie dimensionnelle suivant.

Théoréme 2.4.1 Quand n tend vers l'infini, les processus {%X(”)([nt]) ct >
0} et {%Z(")([nt]) it > 0} convergent respectivement vers {(t,b;) : t > 0} et
{(t,ar) : t > 0}.
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Chapitre 3

Formule de localisation en
dimension infinie

ot l’on mise sur les orbites

Les formules de localisation de Duistermaat et de Heckman [19] interviennent
dans un cadre symplectique, une forme symplectique sur une variété de dimension
finie fournissant une mesure naturelle sur cette variété : la mesure de Liouville.
Ces formules permettent d’exprimer la transformée de Fourier de I'image de cette
mesure par une application moment associée & l’action hamiltonienne d’un tore
sur la variété comme une somme portant sur les points critiques du champ fonda-
mental de cette action. Selon les mots de Michéle Audin [4], les orbites coadjointes
constituent pour les formules de Duistermaat et de Heckman «a machine pro-
ducing examples». Par ailleurs, la méthode dite des orbites de Kirillov, qui est
davantage une philosophie qu’un théoréme, parie sur une correspondance entre
les orbites coadjointes pour ’action d’un groupe de Lie G sur son algébre de Lie
et les représentations irréductibles de G. Dans le cas d’un groupe compact, la
formule des caractéres de Kirillov et la formule de localisation coincident.

Igor Frenkel [22] a le premier établi & la maniére de Kirillov une correspon-
dance entre intégrale orbitale et caractére de représentation pour un groupe G
égal & un groupe de lacets agissant sur une algébre de Kac—Moody affine, c¢’est-
a-dire une algébre de lacets avec extension centrale et dérivation pouvant étre
considérée comme 1’algébre de Lie de G. Les formules de localisation de Duister-
maat et de Heckman ne sont pas valables de maniére rigoureuse dans le cadre
infini-dimensionnel considéré par Igor Frenkel. Cependant, beaucoup des objets
que le théoréme de localisation met en jeu possédent un analogue défini dans le
cadre des algébres de lacets. En les substituant aux objets intervenant dans la
formule de localisation usuelle, on obtient au moins formellement une formule
de type localisation pour les algébres de lacets qui est la formule de Kirillov—
Frenkelll]

1. Jean-Michel Bismut a également proposé une preuve de la formule de Kirillov-Frenkel.
Son approche est expliquée par exemple dans [9].
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Il est selon moi intéressant d’introduire la formule de Kirillov—Frenkel en la
présentant comme une formule de localisation en dimension infinie et nous dé-
veloppons ce point de vue dans ce chapitre qui n’a pas vocation & présenter des
énoncés complétement rigoureux. Nous considérons en effet 'action sur une al-
gébre de lacets d’un groupe de lacets a valeurs dans un groupe compact. Espaces
tangents, différentielles etc, sont « définis » par simple analogie avec le cas fini-
dimensionnel. De méme, nous appelons chemin toute application suffisamment
réguliére, sans préciser le degré de régularité. Nous présenterons dans le chapitre
suivant la formule de Kirillov—Frenkel telle qu’elle est présentée dans [22] et re-
prise dans [I7]. Aucun théoréme original n’est énoncé dans ce chapitre ou I'on
fait simplement pour changer de point de vue un petit pas de coté.

Dans ce chapitre Gy est un groupe de Lie compact connexe simplement
connexe d’algébre de Lie gg. On supposera sans perte de généralité que Gg est
un groupe de matrices. L’action adjointe de G sur son algébre de Lie notée
Ad est alors laction par conjugaison. Nous notons Ad* laction codadjointe qui
en découle et nous munissons go d’un produit scalaire Ad(Gp)-invariant qu’on
note (+|-).

3.1. Formule de localisation de Duistermaat et de He-
ckman

Le cadre usuel est le suivant. On dispose d’une variété symplectique compacte
(M,w) de dimension 2n et d’un tore T agissant sur M de fagon hamiltonienne,
I’application moment associée étant ici notée H. On note t 'algébre de Lie de T'.
On rappelle que H est une application de M dans t*. Pour X € t, My(X) désigne
I’ensemble des points critiques en X, c’est-a-dire I’ensemble des points de M ou
le champ fondamental X associé & X s’annule. Le théoréme de Duistermaat et
de Heckman tel qu'il est repris dans [3] s’énonce ainsi.

Théoréme 3.1.1 Soit X € t tel que My(X) soit de cardinal fini. Alors

HX(€)

HX An €
/Me WMo D PF(Le(X))’

EEMo(X)

ol x signifie proportionnelle dEL HX(&) = H()(X) et Le(X) € L(TeM, Te M),
est Uaction infinitésimale de X sur Te M Uespace tangent a M en &, Pf(Le(X))
désignant son pfaffien, pour orientation associée ¢ w’™.

La mesure image par H de la mesure w”" est appelée mesure de Duistermaat—
Heckman associée a 'action hamiltonienne de T sur M. Considérons ’exemple
classique d'une varié¢té M égale & une orbite dans gj pour l'action coadjointe
de Go sur gj. Si T' est un tore maximal de G d’algébre de Lie t, la formule
de localisation de Duistermaat et de Heckman, pour une application moment
égale a la projection canonique sur t*, devient la formule de Harish-Chandra

2. la constante de proportionnalité ne dépendant pas de X.
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pour les groupes compacts, ou encore la formule des caractéres de Kirillov. Dans
ce contexte, la formule de localisation porte sur la transformée de Fourier de la
mesure image par la projection canonique sur t* de la mesure uniforme sur une
orbite coadjointe. Nous détaillons ci-aprés le cas ou Gy = SU(n).

Formule de localisation pour Gy = SU(n). Notons su(n) 'algébre de Lie
de SU(n). Pour A € su(n)* considérons 'orbite Oy de A sous l'action de SU(n),
ie.

Oy = {Ad*(u)(\) : uw € SU(n)},

ot Ad* désigne l'action coajointe de SU(n) sur su(n)*. Pour X € su(n), on note
X le champ fondamental associé & X qui est défini par

d
Xe= 2 Ad(€)(©))-,, €€O0x

Ce champ fondamental est donc défini par la relation
(X, V) =(([Y,X]), (€0, Y €su(n),
ou (.,.) est appariement dual canonique. L’espace tangent & Oy en & est
TeO\ ={X,: X €su(n)}.

On choisit A € su(n)* distinct du vecteur nul. L’orbite est ainsi non réduite & un
point. On définit une forme symplectique w sur Oy en posant

wf(&’y ):<£a [X’YD’ §€Ox.

Alors (Oy,w) est une variété symplectique et 'action coadjointe de SU(n) sur
O, est symplectique. L’application identité est une application moment pour
laction coadjointe de SU(n) sur O). Considérons un tore maximal 7" de SU(n),
qu’on choisit égal a 'ensemble des matrices diagonales de SU(n). La restriction de
I’application moment a ’algébre de Lie t du tore reste une application moment.
On suppose que A € t*. On choisit un élément X de t dont les valeurs propres
sont distinctes, ce qui assure que My(X) soit de cardinal fini. On a

My(X) ={Ad*(o)(\) : 0 € &, },

ot &, est le groupe des permutation de [1;n] et o est un élément de SU(n) dont
I’action adjointe sur t est I’action de permutation des éléments diagonaux par o.
L’action infinitésimale de X en £ € My(X) est donnée par

LAX)(Ve) = (AT () (AT (e,
= adx(¥),

Les valeurs propres de L¢(X) sont {+i(x; —xy) : 1 <1 < k < n}, ot les ixy, sont
les valeurs propres de X. La mesure de Liouville étant Ad-invariante le théoréme

39



donne la formule suivante, qui est la formule de Harish-Chandra pour le
groupe spécial unitaire.

(Ad" (w)(1).X) 1 (Ad* () (V). X)
/S : e du ANAX) Z det(o)e , (3.1)
(n) ceG,
o A(N) = [[i;(\ Eii — Ejj), AX) = [[,;(zi — z;). Si l'on interpréte la

somme dans le membre de droite comme le numérateur d’un caractére de re-
présentation du groupe SU(n) tel qu’il apparait dans la formule des caractéres
de Weyl, on reconnait une formule des caractéres de Kirillov [29]. Ici la mesure
de Duistermaat—Heckman normalisée est I'image par la projection canonique sur
t* de la mesure de probabilité uniforme sur Oy et la formule (3.1) en donne la
transformée de Fourier (en remplacant X par i X).

3.2. Algébres de lacets, orbites coadjointes

Nous identifions le cercle S' a4 R/Z. Nous appelons boucle ou lacet, tout
chemin défini sur S* suffisament régulier et considérons I’ensemble L(Gy) (resp.
L(go)) des boucles a valeurs dans G (resp. go). L(go) est un R-espace vectoriel
que nous munissons d’un produit scalaire Ad(Gp)-invariant toujours noté (-|-) en
posant

1
(n]€) = /0 (n(s)|E(s)) ds, n.€ € L(go).

Nous construisons l’extension centrale avec dérivation de l'algébre de lacets a
valeurs dans go comme nous l'avons fait dans le chapitre [I] C’est cette fois une
algébre de Lie sur R.

Algébre de lacets avec extension centrale et dérivation. Le crochet de
Lie sur go est noté [, ]g,. On considére I'extension centrale avec dérivation

~

L(go) = L(go) ® Re ® Rd

qu’on munit d'un crochet de Lie [, -] en posant

(€ + Ae+ Bd,n+ pe+ vd] = [€,n]g + (€' n)e+ By’ — v€, (3.2)

pour £, € L(go), A\, B, i, v € R, o [§,n]g, est défini point par point. Munie

o~

de ce crochet L(go) est une R-algébre de Lie. Une sous-algébre de Cartan de

~

L(go) est la sous-algébre t & Rc & Rd, ou t est identifié a I’ensemble des boucles
constantes a valeurs dans t. Le crochet de Lie définit une action qu’on note ad
de L(go) @ Re & Rd sur elle méme qui, restreinte a L(go) @ Rd, est donnée par

ad(€ + Bd)(n + pe + vd) = [, 1]g, + (&' |n)c + By’ —vE',

pour tout faﬁ € L(go),ﬁ,M,V eR.
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Action de S* x L(Gp). On considére les actions de S! sur L(Go) et sur L(go)
définies par

O-7)(s) =7(s+0), (0-n)(s)=n(s+0), 6seS5

v € L(Gy), n € L(go). Nous considérons le produit semi-direct S x L(Gy), c’est-
a-dire le groupe produit S' x L(Gy) muni d’'une opération de groupe donnée
par

(01,71)(02,72) = (61 + 02,71 (01 - 12)), 61,02 € S*, 71,72 € L(Gy),

et définissons une action Adg de S' x L(Gp) sur L(go) en posant pour 6 € St et
v E L(GO)a
Ado(0,7)n = (0 - n)y~", 0 € L(go)-

L’action coadjointe Adf de S* x L(Gp) sur L(go)* est donnée par

Adé(ev ’y)qb = ¢ © AdO((ev 7)_1)
= ¢ o Ady(—0,(~0) -77").

On notera Adf(v) au lieu de Ad(0,7). On définit une action Ad de S x L(Gy)
sur L(gg) ® Re @ Rd en posant

Ad(0,7)(n + pe + vd) = Ade(0,7)(n) — vy'y ' + vd
— v _ _
(N0 = S0 T ) (33)

pour tout v € L(Gy), (n,\,v) € L(go) x R x R. C’est I'action adjointe de St x
L(Gy) sur L(go) @ Rc @ Rd. Elle Vériﬁelﬂ

ad(0d + €) = %Ad(t@, €[

Considérons l’espace dual Z(gg)* = L(go)* ® RAy @ RJ, ou
Ao(L(go)) = 6(L(g0)) = 0(c) = Ag(d) =0, Ao(c) = é(d) = 1.
L’action coadjointe Ad* de S* x L(Gp) sur E(go)* est donnée par

Ad*(0,7) (¢ + TAg + 16) = (¢ + TAg + v6) 0o Ad((0,7) 1)
= (¢ + 7Ag + v8) 0 Ad(—6, (—=0) -y 71).

On obtient ainsi

Ad*(0,7)(¢ + TAo + v8) = [Ad}(0,7)¢ — T(Y'v[-)] + v + TAo

F@((=0) 7Y = ST TS (34)

3. Nous surtout.
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pour tout ¢ € L(go)*,7 € R. On notera Ad*() au lieu de Ad*(0,~). Pour a € t,
en notant ¢, = (al|-), alors, pour v € L(Gy), 6 € S*, Ad*(0,7) (¢, + TAg) vaut

1

_ _ 1 _ _
(vay ' =79y ) + TAo — Z(H’Ya”)’ F= 7'y Y2 = lal?)é. (3.5)

On remarque que cette quantité ne dépend pas de 0. La coordonnée le long de
0 est une fonctionnelle d’énergie. Notons par ailleurs que les actions coadjointes
n’affectent pas la coordonnée le long de A0E|.

Orbite coadjointe. On considére pour { € E(go)* Porbite
O¢ = {Ad*(0,u)() : (6,u) € 5" w L(Go)}.

Le champ fondamental 8d + X associé & 0d + X est donné par

<91d + X1£7 O2d + X2> = <§> [eld + X, Oad + X2]>a
e (54, 02 € R, Xy € L(gp). L'espace tangent en & € (’3§ est
T:Oc = {0d+ X, : 0 € R, X € L(go)},

et on munit @C d’une forme symplectique w en posant pour & € @C,

W§(01d + X1§7 02d + X2£) - <§7 [02d + X27 eld + X1]>7

01,02 € R, X1, X9 € L(go).

Application moment. L’action de S' x L(gg) sur @C est une action hamil-
tonienne, 'application identité étant une application moment pour cette action.
Ainsi I'action du tore S' x T sur (54 est hamiltonienne, ’application H de pro-
jection canonique sur RAg @ t* définie par

H(E) =€ E€ O,

étant une application moment pour cette action.

Action infinitésimale. FEn un point critique £ € 647 I’action infinitésimale de
fd + X sur T¢O¢, pour § € R, X € L(go) est donnée par

Le(0d + X)(kd + V) = ad(0d + X)(rd +Y),,

keR, Y € L(go).

4. Et que ce sont des actions!
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3.3. Une formule de localisation en dimension infinie

Nous allons maintenant substituer aux orbites coadjointes de dimension finie
pour lesquelles la formule de localisation de Duistermaat et de Heckman du théo-
réme [3.1.1] est valable, les orbites coadjointes considérées a la section précédente,
et obtenir dans ce contexte, formellement au moins, une formule de localisation.
Avec les notations de la section précédente, pour 6 € R, X € ¢, et { € E(go), tels
que My(fd + X) soit de cardinal fini, la formule du théoréme deviendrait

HX)(g)
(0,X) e
7 N

/@ Z Pf(Le(0d + X))’

fEMo(Qd-i—X)

(3.6)

ot HOX)(¢&) = €(8d+X), ¢ € @C. Cette formule fait intervenir plusieurs quanti-
tés non définies. Dans le membre de gauche, la mesure contre laquelle on intégre,
si elle existait, devrait étre une mesure L(Gp)-invariante et on sait qu’'une telle
mesure n’existe pas. Dans celui de droite, le pfaffien de 'opérateur linéaire en
dimension infini n’est pas défini. Il existe cependant un produit appelé produit
zéta-regularisé qui permet de donner un sens a ce pfaffien. Il est utilisé dans un
contexte proche par Wendt dans [43]. Nous allons donc essayer de donner un sens
acceptable aux quantités apparaissant dans .

Afin de ne pas asphyxier le lecteur avec de nouvelles définitions, on considére
A partir de maintenant et jusqu’a la section que Gy est le groupe spécial
unitaire SU(n). On choisit un tore maximal 7" dans SU(n) égal & '’ensemble des
matrices diagonales de SU(n). On munit su(n) du produit scalaire (M|N) =
ﬁtr(MN*), M, N € su(n).

3.3.1. La somme discréte
On considére pour 7 € R et a € t, Uorbite (/Q\TAOJF%, ol ¢, = (.]a).

Points critiques. Soit 0 un réel strictement positif et b une matrice diagonale
de su(n) dont les valeurs propres 2imby, ..., 2imh, satisfont

{ > k=1be =0, (3.7)

by >--->b,>b — 0.
Posons pour m € Z, k,l € {1,...,n}, avec k <,
Xih(t) = X" By — e P By, YH(t) = i€ By + ie” " By,
et pour m > 1, k,l € {1,...,n}, avec k <,
lell’f(t) = icos(2mmt)(Exr — Ey), Z,ZLZ’Jr(t) = isin(2mmnt)(Exe — Ey),

ou {Ej; :i,j € {1,...,n}} est la base canonique de M,,(C). On a pour m € Z,
k,le{l,...,n}, avec k <,

)

ad(0d +b)(Xj7) = 2m(mf + by — b)Y (3.8)
ad(0d +b)(Yh) = —2m(mb + by, — b) X '
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et pourm > 1, k,l € {1,...,n}, avec k <,

{ ad(0d+b)(Z)y7) = —2amlZy;t 59)

ad(0d+b)(Z,;") = 20mbZy;" .
En évaluant 6d + b, en les matrices X,?:‘l, Yk’g‘, Z,Tl’_ et ZlTl’+ et en utilisant les
conditions (3.7) on obtient que
¢ e (/,)\TA0+¢a est un point critique si et seulement si £ € RAg & R & Rt*.

Supposons maintenant que 7 est choisi strictement positif et que a est une matrice
diagonale de su(n) dont les valeurs propres 2imay, ..., 2imwa, satisfont

{ 210k =0, (3.10)

ay >--->ap >a1 —T.

L’expression (3.5 permet de montrer que I’ensemble des boucles v € L(Gy) telles
que
Ad*(7)(TAo + ¢a) € RAg &R & RE"

est le sous-groupe ﬁ/\o de L(Gp) défini par
Wo = {Yoe € L(Go) : 7 € A, 0 € &},

ol Y 2(8) = de®®, s € St et ot A est le noyau de 'application exponentielle qui
est ici le réseau engendré par

{2im(Brr — Bty (1)) 1 k€ {1,...,n = 1}}.

L’action de Wo s’identifie & celle du groupe de Weyl affine W définie au chapitre
[l On a en effet, pour o € &, et x € A

Ad* (3,0)(Tho + ¢0) = (o(a = T2)o']-) + ((aloac ™) - 2 (ala))s.

Pfaffien de ’action infinitésimale. Les identités (3.8)) et (3.9) montrent que
I’ensemble des valeurs propres de l'action inifnitésimale de 0d + b sur Tz Orp 14,
est

{£2imm :m > 1} U{2in(£mb £+ (b — b)) :m > 1, k, 1€ {1,...,n}, k <l},

les valeurs propres dépendant de 6 et de b étant de multiplicité 1. Le produit
infini des valeurs propres n’est pas défini mais la méthode dite de régularisation
zéta permet de donner une version régularisée du pfaffien [43]. On obtient ici

Pf(Le(0d + b)) = det(o) ] sin(g(bk—bl)),

1<k<i<n

pour € = Y5..(TAg + @), avec 0 € &, et x € A.
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Formule de localisation. Dans la formule (3.6|) le membre de droite devient
pour ( = TAg + ¢o, X = b,

. det(o)e! (Vo) (TAo+a), 0d+b) 3.11
[Ti<k<i<nsin(g(bx — br)) Z (@) (3.11)

066n7xeA

Cette expression a un sens puisque la série est convergente. Comme dans la
somme est & comparer au numérateur d’un caractére de représentation tel qu’il
apparait dans la formule des caractéres de Weyl . Cette fois, il s’agit d’un
caractére de représentation d’algébre affine. Il reste & donner un sens au membre

de gauche de (3.6).

3.3.2. L’intégrale orbitale

Soit 7 un réel strictement postif et @ un élément de t. Remarquons d’abord
que l'expression montre qu’une forme de @T Ao+¢a €St déterminée par sa pro-
jection canonique sur E( go)* ou E(gg) est ’algébre considérée dans 'introduction
du mémoire telle que

L(go) = L(go) ® Re.

Etant donné un élément & de @TAOJF%, dont la projection sur E(go)* est

1
TAo-l-/ ('|C'Cs)d8,
0

avec & € L(go), on détermine v € L(Gop) telle que Ad*(y)(7Ao + @) = £ en
résolvant

r XX = dz,

avec X (0) = I, ou I est la matrice identité dans Gy et en posant y(s) =
X(s)"ty(0)e sa/T, s € St ot y(0) est un élément de G choisi tel que

X(1) = ~(0) exp(a/7)7(0)".

On établit ainsi une correspondance entre 6TA0+¢>a et 'ensemble des chemins a
valeurs dans G dont la valeur finale est dans 'orbite de exp(a/7) pour l'action
adjointe de G sur lui-méme. Cette correspondance est classique. On la trouvera
exposée dans [39] par exemple.

Revenons maintenant a l’intégrale orbitale de . Nous avons dit que la me-
sure contre laquelle on intégrait dans cette intégrale devait étre L(Gg)-invariante.
S’il existait une telle mesure, en notant y, sa mesure image par la projection sur
L(go) et OTA0+¢>a I'image de OTA0+¢>a par cette projection, l'intégrale orbitale
s’écrirait, avec 6 > 0,

/~ 0 =291, (dg). (3.12)
OTA0+¢0.

La mesure

va(dg) = e~ 101" 1, (dgy),
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serait quasi-invariante, c’est-a~dire vérifierait pour v € L(Gg)

AL (Vo _ —6o(7~1)~2 Iy 1
dv, ’

ott Ad*(7y).v, serait la mesure image de v, par Ad*(vy). Si on néglige les questions
de régularité des trajectoires, on connait une telle mesure : c’est la loi de

1
TAo + / (.| dbs),
0

ol \/9/in est un brownien standard sur gg, dont I’enroulement sur Gy a la
vitesse 7, est conditionné & avoir une valeur en 1 dans 'orbite de exp(a/T) pour
I’action de conjugaison de Gg sur lui méme. C’est ainsi que Frenkel construit
effectivement l'intégrale orbitale, la mesure du brownien conditionné par ’orbite
du bout de son enroulement jouant le réle dans le cadre affine de la mesure de
probabilité uniforme sur une Ad*(Gy)-orbite dans gf; du cadre compact qu’on
peut elle aussi décrire comme une mesure gaussienne sur g conditionnée & vivre
dans 'orbite. Nous verrons cela plus précisément au chapitre suivant. Notons que
Michael Atiyah et Andrew Pressley démontrent dans [2] un théoréme de convexité
de type Kostant dans un contexte infini-dimensionnel. C’est dans leur travail je
crois qu’apparait pour la premiére fois I’énergie comme application moment d’une
action du cercle sur une orbite coadjointe. C’est cette action qui fait donc surgir
la mesure de Wiener comme mesure naturelle sur les orbites codajointes.
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Chapitre 4

Enroulement de draps browniens

ot l’on met et les formes et le temps

Space is a swarming in the eyes,
and Time a singing in the ears,
says John Shade, a modern
poet, as quoted by an invented
philosopher ("Martin Gardiner"
[sic]) in The Ambidextrous
Universe.

Vladimir Nabokov[} Ada or
Ardor : A Family Chronicle

Un mouvement brownien réel tué en 0 conditionné au sens de Doob & res-
ter positif a la méme distribution qu’un processus de Bessel de dimension trois.
Considérons plus généralement ’action coadjointe d’un groupe de Lie compact
connexe semi-simple G sur le dual g de son algebre de Lie g, muni d’un pro-
duit scalaire invariant pour cette action. On peut définir une application « partie
radiale » sur g; telle que le processus de la partie radiale d'un mouvement brow-
nien sur cet espace ait la méme distribution qu’'un brownien sur le dual d’une
sous-algébre de Cartan t de gg, conditionné a rester dans une chambre de Weyl
associée au systéme de racines du groupeE]. Dans [17] nous considérons I'action
coadjointe d’'un groupe de lacets & valeurs dans un groupe de Lie compact sur
le dual de I’extension centrale de son algébre de Lie et établissons dans ce cadre
une correspondance analogue.

Lorsque nous avons commencé a travailler sur le brownien et ses liens avec
les représentations d’algébres affines, I'un des enjeux était de compléter dans ce
contexte un diagramme commutatif analogue a celui représenté en figure
Comme nous 'avons rappelé au chapitre [2| on construit une approximation dis-
créte du brownien conditionné & rester dans une chambre de Weyl associée au
systéme de racines de gg en considérant des produits tensoriels de représenta-
tions de gg. Dans ce méme chapitre, une construction analogue faisant intervenir

1. Nabokov citant Gardner citant Nabokov, ¢a boucle ici aussi.
2. Nous lavons expliqué dans U'introduction, le cas du bessel 3 correspond & Gy = SU(2).
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Brownien sur gg

L} ueyre)) op

21qS[e snos oun,p
renp o[ ans uorpelorg

Brownien sur t*

Conditionnement de Doob

Brownien dans une

chambre de Weyl

21q93[e-snos dun,p
renp o[ ans uorposloig

3 @ OV ueyze)) op

Brownien espace-temps
dans RA @ t*

Processus sur z(go)* ?

Conditionnement de Doob

Brownien espace-
temps dans Cy

FIGURE 4.1 — Diagramme commuta-
tif - Le cas compact

FIGURE 4.2 — Diagramme commuta-
tif - Le cas affine

des représentations de plus haut poids d’une algébre affine a fait apparaitre un
processus limite dans une chambre de Weyl associée au systéme de racines d’une
telle algébre. Cette construction a constitué la premiére étape dans I’élaboration
d’un diagramme et nous a fourni des candidats pour compléter une premiére
ligne, comme nous l'indiquons sur la figure avec les notations du chapitre
L’ensemble C w que nous définissons plus 10111 y est un sous-ensemble de RAy®t*
s'identifiant  la chambre de Weyl Cyy introduite dans le Chapltrel Il restait a
construire un processus dont la partie radiale pour 'action d’un groupe serait le
processus conditionné & rester dans ce domaine.

C’est dans cette perspective que nous avons entamé la lecture du travail de
Igor Frenkel [22]. En effet, on trouve au coeur du diagramme commutatif de la
figure une formule de Harish-ChandraP] équivalente dans le cas des groupes
de Lie compacts a une formule des caractéres de Kirillov. Dans [22] Igor Fren-
kel établit une formule des caractéres de type Kirillov dans un contexte infini-
dimensionnel en considérant une mesure gaussienne sur le dual d’une algébre
de lacets & valeurs dans une algébre de Lie simple compacte, essentiellement un
mouvement brownien sur cette algébre. Sa formule est au coeur de la correspon-
dance que nous avons établie. Une part importante de notre travail a consisté a la
comprendre. Une part importante du précédent chapitre a consisté a la présenter.
Nous I’énoncons plus rigoureusement maintenant. Nous indiquons ensuite dans
la section .3 notre contribution.

Dans la suite, G est un groupe de Lie compact simple, connexe et simplement
connexe, d’algébre de Lie go, T est un tore maximal de Gy, d’algébre de Lie t.
Nous supposons comme habituellement et sans perte de généralité que Gy est
un groupe de matrices. On note Ad ’action adjointe de Gy sur gg, c’est-a-dire
Paction par conjugaison de Gg sur go. On munit gy d’'un produit scalaire Ad-
invariant noté (-|-). On note g = go @ igo 'algébre complexifiée de gy et b le

3. Hans Duistermaat et Gert Heckman [I9] le disent ainsi : "[Harish-Chandra] obtained [his]
formula as a consequence of the computation of the radial part of the G-invariant differential
operators on g. Conversely the formula for the radial part can be obtained from [his| formula
using the theory of Fourier integrals." On trouvera aussi dans [26] une illustration de cette idée
pour le groupe unitaire U(n).
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complexifié de t.

4.1. Partie radiale et mouvement brownien sur g

Nous redonnons quelques définitions nécessaires a 1’énoncé de la formule de
Frenkel et de nos résultats, afin que ceux-ci puissent étre exposés sans références
trop fréquentes aux chapitres précédents.

Orbites coadjointes. Considérons l'algébre de lacets L(gg) de S' dans gg, S*
étant identifié a R/7Z, sans préciser le degré de régularité des lacets. Sur ce point,
nous renvoyons le lecteur & [I7]. On considére son extension centrale

L(go) = L(go) ® Re,

définie au chapitre 3} munie du crochet de Lie défini par (3.2). L’intégrale orbitale
1»

de la formule du chapitre précédent porte sur les formes dans L(go)*. Nous
considérons comme précédemment le poids fondamental Ag dans L(go)* défini par

Ao(L(g0)) =0, Ao(c) =1,

et considérons l'action coadjointe Ad* de L(Gy) sur L(go)*®RA( définie par (3.4))
en prenant # = 0 et en quotientant par Rd. On a pour v € L(Gy), ¢ € L(go)*,
T € R,

Ad*(7)(¢ + o) = [Ad5(7) — T(v'v7 )] + T Ao, (4.1)

ott Ad§(7)é(.) = ¢(y~L.v). Pour un élément ¢ de L(go)* nous notons (54 l'or-
bite coadjointe Ad*(L(Go)){¢} dans L(go)* . Nous avons vu dans le chapitre
précédent qu’étant donnée une forme £ de 5(, on détermine v € L(Gy) tel que
¢ = Ad*(7)({) en résolvant une équation différentielle, pourvu que le niveau de
¢, c’est-a-dire la coordonnée le long de Ay de ¢, soit non nulle. Ainsi un élément
& s’écrivant

1
€= 7ho+ /0 (|i5) ds,

avec & € L(go) et 7 > 0, est dans 6TA0+(aI-) pour a € t si et seulement si la
solution {X; : s > 0} issue de I de ’équation différentielle

TdX = Xdx

est telle que X7 € Ad(Go){exp(a/7)}. Les orbites dans 7Ag+ L(go)* pour 'action
coadjointe de L(Gg) sont donc en correspondance avec celles de Gy pour l'action
par conjugaison de Gy sur lui-méme. Pour paramétrer celles-ci il est plus naturel
de travailler avec les racines réelles du groupe GOE| plutét qu’avec ses racines
infinitésimales (voir [II] pour ces notions).

4. A ne pas confondre avec les racines réelles de I’algébre affine... On nous tend des piéges.
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Racines réelles. Nous l'avons vu, ce sont les racines réelles du groupe Gg plu-
tot que ses racines infinitésimales qui apparaissent naturellement dans le cadre
des orbites coadjointes décrites dans le chapitre [3] Elles remplaceront ici les ra-
cines infinitésimales considérées dans les chapitres [I] et 2] Nous les noterons en
caractére gras, ainsi que les ensembles associés. Nous rappelons leur définition ci-
dessous. L’introduction des racines réelles ajoute une difficulté & ’exposé qui peut
paraitre inutile. J’ai cherché une solution qui me permette de les éviter. Toutes
possédaient leur lot d’inconvénients et j’ai finalement choisi la présentation qui
me semble la moins désagréable. Elle implique 'utilisation de ces racines qui dif-
ferent d’un facteur 2im des racines infinitésimalesPl Considérons donc Iensemble
des racines réelles de gg

®={ach*:3X cg\ {0}, VH € b, [H,X] = 2ira(H)X}.

On suppose g de rang n et on choisit un ensemble de racines réelles simples

1
II = {ak = ﬂ&k, ke {1,...,7’L}},
les racines {oy : k € {1,...,n}} étant les racines infinitésimales simples de g. On
note @, I’ensemble des racines réelles positives. L’ensemble des coracines simples

réelles est
Y = {a) = 2iray), k€ {1,...,n}},

oules ), k € {1,...,n}, sont les coracines simples de g. Pour e € II, la réflexion
Sav est definie sur t par

sqv(z) =2 — a(r)a’, pourxct.
On considére le groupe de Weyl affine étendu engendré par les réflexions sqv et
les translations par a, x € t— x + o, pour a € II. Un domaine fondamental
pour l'action de ce groupe sur t est

A={zret:Vaec ®,, 0<a(r) <1}

Le groupe Gy étant simplement connexe, le noyau de I'application exponentielle
exp : go — Go est le réseau QY engendré par les coracines de ITY et I’ensemble
des classes de conjugaison Go/Ad(Gg) est en correspondance bijective avec le
domaine fondamental A [II]. Ainsi pour tout u € Gy, il existe un unique z € A
tel que u € Ad(Gg){exp(z)}. Pour 7 € R, on définit 'alcove A, de niveau 7 par

Ar={zet:Vae ®,, 0<a(x) <71},

le. A, =TA.

5. La solution ne me satisfait pas entiérement mais en rédigeant ce mémoire j’ai trouvé
quelque soutien dans les mots de T. Lancester et de S. J. Blundell s’exprimant ainsi, dans
Quantum Field Theory for the gifted amateur, a propos d’un facheux facteur 27 : «We will try
to formulate our equations so that every factor of dk comes with a (27), hopefully eliminating
one of the major causes of insanity in the subject, the annoying factors of 27.» .
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Partie radiale. Soit 7 un réel strictement positif. Nous avons rappelé une
correspondance bijective entre les orbites dans 7Ag + L(go)* et celles dans Gy.
On définit ainsi la partie radiale d’un élément £ s’écrivant

£ =ho +/01(-:'cs>ds,
avec & € L(go), comme 'unique élément a € A; tel que
X1 € Ad(Go){exp(a/T)}
ot X est la solution {X; : s > 0} issue de I de I’équation différentielle
TdX = Xdx.
Si x est un brownien & valeurs dans gg 1’équation différentielle stochastique
7dX = X odx, (4.2)

ol o désigne une intégrale de Stratonovitch, a une unique solution issue de 1.
Une telle solution est un processus a valeurs dans Gy. C’est I’exponentielle sto-
chastique de Stratonovitch de £. On la note {¢(7,7)s,s > 0}. En remplacant
la trajectoire réguliére par un brownien et I’équation différentielle usuelle par
cette équation différentielle pour la définition de la partie radiale, on obtient
naturellement la définition suivante.

Définition 4.1.1 Pourt € RY, et x = {5 : s € [0, 1]} un mouvement brownien
sur go, on définit la partie radiale de TAg + fol(-|dars) qu’on note rad(TAo +

fol(-’dms» par
1
rad(TAo + / (‘|dzs)) = 7Ao + (-]a),
0
ol a est l'unique élément de A, tel que

e(r,z)1 € Ad(Go){exp(a/T)}.

4.2. Une formule des caractéres de Kirillov—Frenkel

On note O la plus grande racine réelle, i.e. @ = 0/(2im), ou 0 est la plus
haute racine de g, et on pose ag = § — 0. On considére 0¥ = 2i7" et on pose
ay =c—6". On considére

G = Vectc{ay,af,...,a,,d} et H* = Vectc{ap, a1,...,a,, Ao}
On rappelle que pour ¢ € {0,...,n}
Oéz(d) = (SZ'(), 5(0(2/) = 0, Ao(a;/) = 52'0, Ao(d) =0.

On pose

O={a;:ic{0,....,n}} et I ={a):ie{0,...,n}}
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Alors (G,ﬁ,ﬁv) est une réalisation de matrice de Cartan généralisée de type
affine et on peut considérer les objets associés & ce triplet de méme que dans
les chapitres 1 et 6 de [27]. Nous les notons en caractére gras pour marquer la
différence avec ceux associés a un triplet construit avec les racines infinitésimales
comme dans le chapitre EI.\Cette réalisation permet de faire coincider I'action sur
[) du groupe de Weyl W défini plus bas avec celle groupe de Weyl affine Wo
dans L(Gy) sur . L'isomorphisme

v: het— (h]) et

identifie t et t*. On note (-|-) le produit scalaire sur t* induit par cet isomorphisme.
A partir de maintenant le produit scalaire sur gy est normalisé de telle sorte que
(6/6) = 2. Remarquons que v(0Y) = 0 et (670Y) = (0\0) = 2. On définit
le groupe de Weyl affine w comme le sous-groupe de GL([) ) engendré par les
réflexions fondamentales sq, @ € H définies par

sa(f)=B-B)a, Beb .

La forme (-|-) est W -invariante. Le groupe de Weyl affine W est le produit semi-
direct W x I', ot W est le groupe de Weyl associé au systéme de racines de G,
et T est le groupe de transformations ¢, v € v(Q"), définies par

HO) = A+ M — [Oh) + 5(A@]5 A€

Un domaine fondamental pour I’action de W sur lespace quotient (RyAg+t*+
R§)/Ro est N R
Cw={eRA Dt : ANa") >0, € IT}.

On remarque que par définition de l'alcove A; un élément A de RAg +t* est dans
Cyy si et seulement si il existe 7 € Ry et a € A, tels que A = TAg + ¢, on
¢q = (a|-). Pour 0,7 € R% , X € t, a € A7, on définit @yy, x(TAo + ¢q) par

P 1 w(T
Poarx (TAo + ¢a) = ~X/0) Z e{w(TAo+da).0d+X)

weWw

ou m(X) = [[;~; sin(re;(X)). Soit {xg/e, s > 0} un mouvement brownien sur go
tel que {/6/ 72/ s> 0} soit un mouvement brownien standard|’} Le théoréme
suivant donne la formule des caractéres de Kirillov-Frenkel.

Théoréme 4.2.1 (I.B. Frenkel, [22]) Pour X €t, 0,7 € R%, a € Ay,

Poarx(TAo + da)
Poa(TAo + ¢a)

1
E(e(xlxl/9)|md(7’Ao + / (-|dz7/?)) = Ao + ) =
0

6. Le 0 ici n’a rien a voir avec la racine la plus haute!
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La mesure image par la projection canonique sur RAg @ t* de la loi de 7Ag +
1 T/6 " N
Jo Clzs"") ds conditionnellement &

1
{rad(7A¢ + / (-|dw§/9)) =7Ao + ¢a},
0

peut se comprendre comme une mesure de Duistermaat—Heckman associée a
I’action hamiltonienne de T sur 'orbite 6TA0+¢a munie de la mesure de Frenkel.
Le théoréme en donne la transformée de Fourier (en remplagant X par iX). Pour
Go = SU(n), on obtient, dans une version normalisée, la méme expression que
celle donnée au chapitre [3| dans la formule (3.11)).

4.3. Partie radiale d’un drap brownien

Nous pouvons maintenant compléter le diagramme de la figure Comme
nous l'avons expliqué dans l'introduction du mémoire, il s’agit de trouver un
processus de Lévy a valeurs dans E(go)* dont la projection sur RAg & t* soit de
méme loi que {tAg+b; 1t > 0} ot {b; : t > 0} est un brownien standard de t* et
dont la loi en chaque temps fixé t > 0 soit la méme que 7Ag + fol(-|x§/9) ds pour
des paramétres 7 et 6 bien choisis. Un tel processus s’obtient & partir d’un drap
brownien standard

{x! :5,t>0}

a valeurs dans gg. Ce drap est un processus gaussien indexé par ]R?F tel que pour
tout t € R%, {z!/+/t : s > 0} est un brownien standard a valeurs dans gg et pour
tout t, ¢’ € Ry,
4t ot
{287 — 2l s >0}

est un processus indépendant de o(z}, 7 <¢,0 < s) et de méme loi que {:c’;/ 152>
0}. Il permet de construire un processus qui doit étre pensé comme un processus
de Lévy

1
{tA0+/O (-|dzt) : t > 0} (4.3)

a valeurs dans RAg @ L(go)*. La projection canonique du processus (4.3)) sur
RAg @ t* est
{tAo + (|z}) : t > 0},

ot la forme (:|z}) est restreinte a t. Si l'on identifie racines réelles et racines
infinitésimales, c’est le brownien espace-temps {B; : ¢t > 0} du théoréme [2.3.4]

Proposition 4.3.1 L’application $, est une fonction harmonique positive pour
le processus {tAg + (-|z%) : t > 0} tué sur les bords de Cy .

Si l'on identifie racines réelles et racines infinitésimales, le transformé de Doob
via @, du processus {tAg+(-|z%) : t > 0} tué sur les bords de Cyy est le processus
{A4; :t > 0} du théoréme Ainsi on a le théoréme suivant.
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{tho + [, (| dat) : t > 0}

-
=
n
o
8
=
Q
=
2
&~
{tho + (-]2t) : t >0} Conditionnement Brownien espace-temps
de Doob dans (NJW

FIGURE 4.3 — Diagramme commutatif - Le cas affine

Théoréme 4.3.2 (M. D. [17]) Soit {zL : s,t > 0} un drap brownien standard
a valeurs dans gg. Alors le processus

{tho + (Jat) : t > 0}

est un brownien espace-temps standard sur RAg @ t*, la coordonnée temporelle
étant le long de Ag. Et le processus

1
{rad(tAo —I—/ (-|dzt)) : t > 0}
0
est le transformé de Doob via @, du processus
{tho+ (Jat) : £ > 0}
tué sur les bords de éw,

On peut ainsi compléter le diagramme commutatif de la figure [4.2] On donne en
figure [4.3] le diagramme commutatif complété.
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Chapitre 5

Transformations de Pitman et
brownien espace-temps

ot l’on file notre Queneau

couleurs de la corde
dépodt de cette image
cristaux du temps
traces d’espace

Desiderata, Raymond QueneauE]

Le théoréeme de Pitman donne une représentation du brownien conditionné
au sens de Doob a rester positif par une fonctionnelle du mouvement brownien
réel. Les modéles de chemins de Littelmann sont des modéles combinatoires pour
les représentations d’algeébres de Lie. La fonctionnelle du théoréme de Pitman y
joue un réle important, ce qui offre une voie possible pour sa preuve (au théo-
réme) : montrer d’abord une version a temps discret impliquant les marches et
les processus de Markov introduits dans la section [2.I] puis la version a temps
continu par une application du théoréme central limite.

Le brownien espace-temps conditionné {(¢,a;) : t > 0} introduit & la section
[2.4]est la limite d’une suite de processus de Markov construits & partir de produits
tensoriels de représentations d’une algébre affine de type Agl) . La théorie de
Littelmann est valable pour une telle algébre et il est naturel de se demander
s’il existe une représentation a la Pitman du brownien espace-temps conditionné.
Nous avons démontré dans [I0] qu’une telle représentation existait et obtenu
comme conséquence une représentation de méme type du brownien conditionné
a vivre dans un intervalle. Ph. Biane, Ph. Bougerol et N. O’Connell ont établi
dans [§] une représentation de type Pitman du brownien conditionné a vivre dans

1. Dans L’instant fatal, 1948. Il semble que Raymond Queneau, dont on connaissait le
gotlit pour 'analyse matricielle du langage, se soit aussi intéressé aux algébres affines et aux
cristaux de Kashiwara (plus de quarante ans avant I'invention de ces derniers, on apergoit déja
la puissance de 'inversion temporelle). On peut en effet proposer la traduction mathématique
suivante pour les quatre vers cités : 0 ou 1/application moment /cristaux de niveau ¢/coordonnée
spatiale.
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un domaine fondamental pour I'action d’un groupe de Coxeter fini. Le théoréme
de représentation que nous présentons est une variation nouvelle sur le théoréme
originel faisant intervenir un groupe de Coxeter infini : le groupe de Weyl associé
au systéme de racines de lalgebre affine £(sly(C)). La preuve repose sur une
approximation de ce groupe par des groupes diédraux, qui sont des groupes de
Coxeter de cardinal fini, pour lesquels nous disposons des résultats de [§].

Nous présentons dans la section [5.1] le théoréme de Pitman et un exemple
de généralisation pour un groupe de coxeter de cardinal fini. Nos théorémes de
représentation sont énoncés dans la section Ils s’obtiennent en considérant
des transformations du brownien espace-temps {(¢,b;) : ¢ > 0} introduit dans la
section Nous expliquons dans la section [5.3] comment nos résultats s’envi-
sagent a travers le prisme des modéles de chemins de Littelmann. La section [5.4]
porte sur la mesure de Duistermaat-Heckman associée a 'action hamiltonienne
d’un tore maximal de SU(2) sur une orbite coadjointe de L(su(2))* munie d'une
mesure de Frenkel. Nous y indiquons comment cette mesure apparait lorsque ’'on
considére la loi jointe du brownien espace-temps {(t,b) : ¢ > 0} et de son image
par nos transformations. Enfin nous avons avons évoqué dans l'introduction du
mémoire la présence d’'un terme dit correcteur dans les théorémes de représen-
tation. Nous faisons dans la trés courte section [5.5| quelques remarques sur cette
correction.

5.1. Le théoréme de Pitman et ses généralisations

Nous présentons le théoréme de Pitman ainsi qu'un théoréme de représenta-
tion du brownien dans un cone d’angle 7/4 établi dans [7]. Nous espérons ainsi
faire apparaitre dans la section suivante notre théoréme de représentation comme
une extension naturelle du théoreme de représentation de Pitman originel, valable
pour un processus dans un domaine fondamental associé au groupe de Coxeter de
cardinal infini qu’est le groupe de Weyl associé au systéme de racines de I'algébre
affine £(sl(C)).

5.1.1. Le théoréme de Pitman

La transformation de Pitman P opére sur les chemins & valeurs réelles, c’est-
a~dire les fonctions continues f : Ry — R telles que f(0) = 0. Elle est définie
par

Pf(t)= f(t)—2 inf f(s), t > 0.
£() = 1) — 2 int f(s), ¢
Le théoréme de Pitman s’énonce ainsi : si {b(¢),t > 0} est un mouvement brow-
nien réel standard, alors {Pb(t),t > 0} est un processus de Bessel de dimension
trois, c’est-a-dire un mouvement brownien réel tué en 0 conditionné au sens de
Doob a rester positif. Nous I’avons vu dans les chapitres antérieurs, ses densités
de transition sont

h(y .
Qt(x,y) = hEm;p?("Bay% T,y € R+7 > 07
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FIGURE 5.1 — Transformation de Pitman

oit h est la fonction h(z) = x, * € Ry, et pY est la densité de transition du
brownien tué en 0, qu’un principe de réflexion usuel permet d’écrire

pe(x,y) = pr(w,y) — pe(—2,y), ©,y € R, £ >0,
avec p; le noyau de la chaleur sur R. Faisons dés & présent quelques remarques
simples qui s’avéreront, je l'espére, éclairantes.
1. Le Bessel de dimension trois vit dans R .

2. R est un domaine fondamental pour le groupe de transformations de R
engendré par la symétrie par rapport a 0.

3. La densité de transition du brownien tué en 0 s’exprime comme une somme
alternée portant sur ce groupe de transformations.

4. La transformée Pf s’obtient en appliquant a certaines portions de la
courbe représentative de f une symétrie par rapport a I’axe des abscisses
(voir la figure [5.1)).

5. P envoie tout chemin sur un chemin & valeurs positives.

6. Les chemins & valeurs positives sont laissés invariants par la transforma-
tion P.
5.1.2. Brownien dans un cone d’angle 7 /4

Nous décrivons ici le cas ot le groupe de Coxeter est le groupe de Weyl associé
a un systéme de racines de type Bz ou (Y, c’est-a-dire le groupe de transforma-
tions de R? engendré par les symétries orthogonales s; et sy par rapport aux
hyperplans Hi et Hs représentés en figure On note W (BC3) ce groupe. Les
symeétries s1 et so sont définies par
s1(z) = x — 2(ea|z)eg, et so(z) =2 — (e — ea]z) (e —e2), x € R
ot (-]-) est le produit scalaire usuel sur R? et {e;,es} la base usuelle de R

L’adhérence du cone ouvert C d’angle /4

C={(x1,72) €ER*: 0 < 9 < 21},

o7



H,

€2

\i

e1 H,

FI1GURE 5.2 — Chambre de Weyl de type BCs

représenté en figure est un domaine fondamental pour l'action de W (BC5)
sur R? : pour tout € R?, il existe un unique vecteur dans lintersection de

W(BC3) - {z} et de I'adhérence de C.

Brownien dans le céne. Considérons l’application h définie sur R? par
h(z) = z129(2f — 23), 2 = (x1,22) € RZ.

La fonction h est strictement positive sur C et nulle sur la frontiére de C. Elle est
harmonique pour le brownien sur R? tué sur les bords de C et le transformé de
Doob de ce processus a pour densités de transition

h(y) /4
Qt(l‘ay) = mpt/ (:E7y)a T,y € Cv t> 07
ol pf/ * est la densité de transition du brownien du plan tué sur les bords de C.

Comme pour le cas du brownien tué en 0, un principe de réflexion montre que

My = Y det(w)pi(e, wy),
wEW(BCQ)

ol p; est le noyau de la chaleur sur R2.

Les transformations de Pitman. Nous avons vu que le théoréme de Pitman
faisait intervenir une transformation de chemins obtenue & partir de la symétrie
par rapport & 0. Considérons les transformations de Pitman P; et P, respecti-
vement associées aux symétries s1 et so. Elles agissent sur les chemins & valeurs
dans R?, c’est-a-dire les applications continues 7 & valeurs dans R?, définies sur
R4, et telles que n(0) = 0, de la facon suivante

Pin(t) =n(t) — 2isr%ft(ezln(5))ez

Pan(t) =n(t) — isrg(m —e2ln(s))(e1 —e2), t>0,
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P1P2n P2P1Pan

FIGURE 5.3 — Transformations de Pitman P; et Py

La figure montre les transformations successives d’un chemin 7 tracé dans
R?, par les applications P; et Py. Nous remarquons qu’en appliquant ces trans-
formations successivement et alternativement au chemin 7 on envoie celui-ci en
quatre transformations au plus sur un chemin & valeurs dans ’adhérence du coéne
C. Cette remarque est en fait une propriété dont la démonstration non triviale
utilise le fait que W (BC3) posséde un unique plus long élément

Wo = 85185285159 = §928515951 — *Id,

qui est de longueur quatre. Ainsi tout vecteur de R? est envoyé dans I'adhérence
de C par application de quatre réflexions s1 et so au plus. Et quatre applications
successives des transformations P; et P envoient tout chemin dans ’adhérence

de C.

Un théoréme de représentation de type Pitman. Le théoréme de Pitman
dans ce cadre s’énonce ainsi : si {b(¢),t > 0} est un brownien standard du plan
alors

{P1P2P1P2b(t),t > 0}

est le brownien conditionné a rester dans C défini plus haut.

5.2. Transformations de Pitman et brownien espace-
temps

5.2.1. Théoréme de représentation

Considérons un brownien espace-temps réel standard {(¢,b;) : ¢ > 0} et le
processus espace-temps {(t,a;) : t > 0} considéré en (2.15). C’est le brownien
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espace-temps tué sur la frontiére du cone
Cw ={(t,z): 0 <z <t}

conditionné au sens de Doob & rester a 'intérieur du cone passé le temps initial.
Sur la figure C~’W est la partie hachurée délimitée par les hyperplans Hy et
H;. Le cone W est un domaine fondamental pour 'action sur Ry x R d’un
groupe W engendré par deux symétries sg et s1 définies par

so(x) =z + 2(e1 — ez|x)es = (1, —x2 + 227),

si(x) =z — 2(ez|z)eq,
x € R%. La premiére est la symétrie par rapport a 'hyperplan H{ représenté
en figure [5.4] parallélement a ep. La seconde est la symétrie orthogonale par

rapport a I’hyperplan H;. Remarquons que les deux symétries laissent invariante
la coordonnée le long de e;.

Les transformations de Pitman. Considérons les transformations de Pitman
Ps, et Ps, correspondant aux symétries sg et s1. Elles agissent sur un chemin
(espace-temps) n(t) = (t, f(t)),t € Ry, ou f(t) € R, de la fagon suivante.

Paor(t) = (¢, /(1) + 2inf(s — f(5)))
Ps177(t) = (tv f(t) - 2§%£f(3))7 t>0.

La figure montre les transformations successives d'un chemin 7 par Py, et
Ps, -

Applications successives de transformations de Pitman. Le groupe 1%
est de cardinal infini et n’a pas de plus long élément. On peut montrer que si f
est C! par morceaux sur [0, T}, alors il existe k tel que pour ¢ € [0, T]

Psy - P Psyn(t) € Cwy,
ou Ps,, = Ps, et Ps,,,; = Ps, . Dans ce cas, pour n > k,

Ps,. - PsyPsgn(t) = Ps,, ... Ps, Pson(t), t €[0,T].

Transformations de Pitman et trajectoires browniennes. Il est naturel
de se demander ce qu’il advient quand on remplace 1 par un brownien espace-
temps {B(t) = (t,b:),t > 0}. En fait, dans ce cas, la limite de Ps, ... Ps,B(t)
quand n tend vers l'infini n’existe pas. On peut montrer que

T [Pay - PoBE) = P, Po B =2, (5.1)

dés que t > 0. Cependant, en introduisant les transformations L, et £, définies
par

Laon(t) = (8, (1) + inf(s — f(5))),  Layn(t) = (¢, (1) — 1nf f(5)),

s<t

pour n(t) = (¢, f(t)),t > 0, on a le résultat de convergence suivant, en posant
’65271 = ‘CSO et £52n+1 = Ls,.
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FIGURE 5.4 — Transformations de Pitman Py et Py

Théoréme 5.2.1 (Philippe Bougerol, M.D, [10]) Les suites de processus
{Lsp 1 Ps, ... PsyB(t),t >0} et {Ls,,\Ps, ... Ps,B(t),t >0}, n>0,
convergent en loi vers le processus conditionné {(t,a;),t > 0}.

La preuve de ce théoréme repose sur une approximation du brownien espace-
temps par un brownien du plan, et du processus conditionné {(¢t,a;) : ¢ > 0}
par un brownien du plan conditionné & rester dans un cone de R? d’angle 7/m,
pour lequel nous disposons des résultats de Biane et al. [7]. Enfin une inversion
du temps permet d’obtenir une représentation de type Pitman du brownien dans
I'intervalle. Elle est énoncée dans le théoréme [5.2.3

5.2.2. Le brownien dans l’intervalle

Le brownien conditionné au sens de Doob a rester dans (0, 1) est un processus
de Markov issu de 0, et & valeurs dans 'intervalle (0, 1), passé le temps initial.
Ses densités de transition sont

sin(7y)

72t/2 0,1
y , T, Y € 05 1 )
Sin(ﬂ'l?)e pt (‘,Zj y) z,y ( )

a(z,y) =

.01 o o . . o
ot p; " est la densité de transition du brownien tué en 0 et en 1. Un principe de
ol L 1 .
réflexion permet d’écrire pg " comme une somme alternée de noyau de la chaleur
pe sur R. On a ainsi

p%l(may) = Zpt(xay+ 2k) _pt(‘rv _y+ 2k)7 T,y € (07 1) (52)
keZ
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On remarque que la somme porte cette fois sur le groupe engendré par la sy-
métrie par rapport a 0 et les translations de +2 ou —2, qui est aussi le groupe
engendré par la symétrie par rapport a 0 et la symétrie par rapport a 1. Par
ailleurs, l'intervalle [0, 1] est un domaine fondamental pour ce groupe de trans-
formations. Ici, le groupe présente une différence essentielle avec les groupes de
transformations précédents : ses transformations ne sont pas linéaires. Travailler
dans la chambre affine plutét que dans l'intervalle aura donc été une maniére
de linéariser le probléme. Pour déduire du théoréme de représentation [5.2.1] un
théoréme de représentation du brownien dans l'intervalle, on remarque que pour
une trajectoire issue de zéro {f(t),t > 0} a valeurs réelles, on a I’équivalence

(Vt>0,0< f(t)<1) & (VE>0,0<tf(1/t) <t).
La loi du brownien est invariante par la transformation

{£(t),t >0} = {tf(1/t),t > 0},
et on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 5.2.2 Si {Z;,t > 0} est un Brownien issu de 0, conditionné a
rester dans (0,1), alors {(t,tZy;),t > 0} a la méme loi que {(t,a;) : t > 0}.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme de représentation du brownien dans
I'intervalle de [I0]. I implique les transformations de chemins £ et P; définies
par

Lyp(t) = p(t) — ngétso(é*), Prp(t) = p(t) — 2Og;f§ts0(8), t>0,

pour ¢ : Ry — R, tel que ¢(0) = 0. Ce sont les transformations de Lévy et de
Pitman usuelles. Nous introduisons les transformations Ly et Py de ¢ en posant

Lop(t) = ¢(t) + Oiggfgt(s —p(s)), Pop(t) = p(t) + 201§gfgt(8 —p(s)), t=>0.

Alors, si {b; : t > 0} est un brownien réel standard, en notant pour n > 0,
Pan = Po, Lon = Lo et Popt1 = P1, Lont1 = L1, on a le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.3 (Philippe Bougerol, M.D, [10]) Les suites de processus
{tLyp11Ppn - P1Pob(1/t), t > 0} et {tLys1Pn - PaP1b(1/t), t > 0}

convergent en loi, quand n tend vers linfini, vers le mouvement brownien issu de
0, conditionné a rester dans l'intervalle (0,1).

5.3. Modéles de chemins de Littelmann

Les modeéles de chemins de Littelmann sont des modéles combinatoires dé-
veloppés dans le cadre de la théorie des représentations. Le théoréme dont
découle le théoréme fait intervenir un brownien conditionné & rester dans
un domaine fondamental pour 'action du groupe de Weyl associé au systéme de
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racines de I'algébre affine £(sly(C)). Ce brownien est apparu dans le chapitre
comme limite d’un processus de Markov sur les plus hauts poids de représenta-
tions de L(slz(C)). Les transformations Py et P; jouent un rdle important dans
le contexte des modéles de chemins associés & ces représentations. Pour autant,
notre démonstration du théoréme [5.2.7] n’utilise aucunement les modeéles de Lit-
telmann. Il nous semble cependant intéressant pour plusieurs raisons d’expliquer
comment ce théoréme peut s’envisager dans ce cadre. D’abord, cela nous permet-
tra de l'intégrer & un édifice que nous espérons cohérent dans lequel sont explorés
les liens entre propriétés du brownien et théorie des représentations. Ensuite, ces
modéles étant valables pour une algébre de Kac—Moody quelconque, ils ouvrent la
voie & un théoréme de représentation du brownien dans un domaine fondamental
associé a une algébre de Kac—-Moody affine autre que 2(5[2(((3)). Enfin, 'approche
par les modéles de chemins était la notre quand nous avons commencé & réfléchir
a la question d’une représentation de type Pitman dans un cadre affine. Malgré
nos efforts, certains points techniques n’ont pu étre surmontés. Pourtant si ce
point de vue ne nous a pas permis d’aboutir au théoréme de représentation final,
il a largement contribué, par 'intuition qu’il nous a donné, & son élaboration.

5.3.1. Le cas de sl,(C)

Nous indiquons d’abord ce qu’est le modéle des chemins de Littelmann [36]
pour 'algébre de Lie sly(C) et rappelons son lien avec le théoréme de représen-
tation de Pitman, tel qu’il a été mis au jour dans [7] et approfondi dans [§].

Module de Littelmann. Considérons V' = Ray, ol ay est la racine positive
de sl3(C). Un chemin 7 a valeurs dans V' est une application continue 7 : Ry — V'
telle que w(0) = 0. Il peut s’écrire, pour s > 0, 7(s) = f(s)a; ou f(s) € R. Un
chemin dominant est un chemin & valeurs dans une chambre de Weyl, qui est
ici Ryag. Ainsi 7 est dominant si f est a valeurs positives. On fixe ¢ > 0. Un
chemin intégral sur [0,¢] est un chemin linéaire par morceaux tel que 2f(t) et
2ming<; f(s) soient dans Z. Pour un module irréductible de plus haut poids w
de sl3(C), si on choisit un chemin dominant 7 intégral sur [0, ¢] tel que 7(¢) = w,
alors l'ensemble B, des chemins intégraux n sur [0, ] tels que Py, n vaille m, avec

Payn(s) = (p(s) — 20%32590@))041, s € [0,1],

o 7(s) = ¢(s)a1, est un module de Littelmann associé au module de plus haut
poids w (voir P. Littelmann [36]). On reconnait dans P,, la transformation de
Pitman.

Théoréme de Pitman. Cette approche fournit une preuve du théoréme de
représentation de Pitman. Considérons en effet un plus haut poids w de sly(C),
c’est-a-dire un élément de Nav; /2, et un chemin dominant 7 intégral sur [0, 1] tel
que (1) = w. On considére une suite (7;);>1 de chemins aléatoires indépendants
identiquement distribués selon une mesure de probabilité uniforme sur le module
de Littelmann B, et on pose pour t € [k — 1, k|, k > 1,

n(t) =mu* - xme(t),
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ol * est la concaténation usuelle de chemins. Notons que lorsque w = ay/2,
{n(k) : k > 0} est en identifiant n & na;/2 la marche simple sur Z. La théorie de
Littelmann assure que le processus

{7’&177(/{)7 k> O}

est un processus de Markov & valeurs dans ’ensemble des poids dominants de
sl(C) dont le noyau de transition, si 'on identifie n & na;/2, est donné par
, avec ¢ = 1. Par la méme identification, c¢’est la marche simple conditionnée
a rester positive lorsque w = a1 /2. Le processus {ﬁn(nt), t > 0} converge vers
un brownien de V' quand n tend vers 'infini et le processus {#’Pmn(nt), t >0}
converge vers un processus de Bessel de dimension trois. La transformation de
Pitman commutant avec la multiplication par un scalaire, on obtient ainsi le
théoréme de représentation de Pitman.

~

5.3.2. Le cas de L(sl»(C))

Expliquons maintenant ce que donne cette approche lorsque 'on remplace
sly(C) par L(sl5(C)), c’est-a-dire sl5(C) par une algébre affine de type Agl). Une
réalisation d’une sous-algébre de Cartan HJR{ est ici donnée par R?. On identifie
Hfé a R3 et on note

c=(1,0,0), af =(0,1,0), d = (0,0,1)
Ao =(1,0,0), oy = (0,2,0), § = (0,0,1).

On pose af = ¢ —ay et ag = § — a;. Le groupe de Weyl est engendré par les
réflexions sq, et so, définies sur by par

Sa; (V) = v — <’U7a;/>04i7

v E Hﬁi et i € {0,1}. Ce sont les réflexions par rapport aux murs de la chambre
de Weyl

Cw = {tAo + za1 /2 + yd, (t,2) € Cy,y € R} = Cy x R.

L’action du groupe de Weyl sur I'espace quotienté par Ré s’identifie a celle du
groupe de transformation sur R? considéré dans la section

Module de Littelmann. Dans la théorie de Littelmann, un chemin est main-
tenant une application continue et affine par morceaux 7 : R™ — b telle que
7(0) = 0. On définit les transformations de chemins P,,, i € {0, 1}, par
_ _ s Vy o
Pan(t) =n(t) — Inf {n(s), o7 ).
Remarquons que dans ’espace quotienté /b\i /RS identifié & R? on a P, n(t) =
Ps;n(t), pour n(s) = (s, f(s)), s > 0. Un chemin dominant est un chemin a
valeurs dans Cyy et un chemin intégral sur [0, ¢] est un chemin 7 tel que

\ : \ s
<n(t)’ Q; >7 0?;2t<77(3)7 Q; > € Z’ 1= 0’ L.
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Pour un réel t > 0 et un chemin dominant 7 intégral sur [0,¢], on définit le
module de Littelmann B, engendré par m comme étant I’ensemble des chemins
intégraux n sur [0,¢] tels qu'il existe n € N tel que

Pa,Pay 1 - '770117)04077(5) =m(s)

pour 0 < s < ¢, ol g = g et a1 = ay pour k € N. Ce module donne
une description du cristal de Kashiwara de plus haut poids 7(¢) qui est un objet
combinatoire paramétrant les poids de la représentation de plus haut poids 7 ()
de L(sly(C)) (voir M. Kashiwara [28]). Pour un chemin intégral n sur [0,¢], il
existe k € N tel que pour tout n > k,

Pan to Paon(s) = Pak e '7304077(5)’

pour 0 < s < t. On note alors

~

737](8) = Pay, - 7)01077(5)'

Le chemin 7317 est dominant.

Marches aléatoires et chaines de Markov sur le réseau des poids. Nous
avons dit que la preuve du théoréme [5.2.3| reposait sur une approximation du
brownien espace-temps conditionné {(¢,a;) : ¢ > 0} par un brownien du plan
conditionné & rester dans un céone de R? d’angle 7/m. Nous avons vu dans le
chapitre 2] une autre approximation de ce processus espace-temps. Indiquons son
lien avec le modéle des chemins. Considérons un chemin dominant 7 intégral sur
[0,1] tel que 7(1) = Ag et pour tout n > 0, une suite (1;);>1 de chemins aléatoires
indépendants, identiquement distribués, de loi

P(nl = C) = /’LAO(C(]‘))7 ¢ € By,

ou i, (qui dépend de n) est donnée dans la section . On construit comme pré-
cédemment un processus aléatoire {n(t),t > 0} par concaténation de ces chemins.
La théorie de Littelmann montre que

{Pn(k) : k >0}

est le processus de Markov de noyau de transition @5, défini dans la section @
Nous pouvons déduire des résultats de cette section que la suite de processus

on(fot]) £ > 0)

converge dans ’espace quotient Hﬁ% /RJ vers un brownien espace-temps, la coor-
donnée temporelle étant le long de Ag et la coordonnée spatiale le long de «a1/2,
et que la suite

(- Pa(fnd]) £ > 0}
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converge dans I'espace quotient vers {(¢,at) : t > 0}. La convergence ({5.1) montre
que dans I'espace quotient by /Rd I'interversion des limites dans

. . 1
nlingo kli)ngo Pesr - .Pao(ﬁn([nt])
n’est pas valable. Il serait cependant intéressant d’établir une preuve du théoréme
[-2.7] empruntant la voie des chemins de Littelmann. Cela serait en effet une
premiére étape importante pour ’obtention d’un théoréme de Pitman valable
pour toute algébre de Kac—Moody affine.

5.4. Cristaux de Kashiwara et mesure de Duistermaat—
Heckman

Considérons le groupe Gg et son algébre de Lie gg considérés au chapitre
précédent. Nous avons défini dans un cadre affine la mesure de Duistermaat—
Heckman comme la mesure image par la projection sur RAg @ t* d’une mesure de
Frenkel sur une orbite coadjointe de z(go)*. Dans un cadre compact la mesure de
Duistermaat—Heckman associée a ’action d’un tore maximal de G sur une orbite
coadjointe de ggj peut s’obtenir par approximation semi-classique des poids d'une
représentation irréductible de go dont le plus haut poids est grand. Les cristaux
de Kashiwara sont des objets combinatoires qui paramétrent les poids des repré-
sentations irréductibles d’une algébre de Lie et on peut ainsi décrire la mesure de
Duistermaat—Heckman comme la mesure image par une fonction « poids » d’une
mesure définie sur une version continue des cristaux de Kashiwara. Dans un cadre
affine, comme observé dans [I0], la mesure de Duistermaat—Heckman apparais-
sant aux chapitres [3| et [4] s’obtient de méme par approximation semi-classique et
se décrit de méme comme une mesure image par une fonction « poids » d’une
certaine mesure sur un analogue continu d’un cristal de Kashiwara. Pour le type
Agl) notre modéle brownien fournit une construction possible de la mesure a
considérer sur un tel cristal. Nous expliquons comment dans cette section.

Coordonnées en corde. Rappelons dans le contexte de la section précédente,
ce que sont les coordonnées en corde d’un chemin intégral. On associe & un chemin
7 intégral sur [0,¢], une suite d’entiers (zx)r>o nulle & partir d’un certain rang,
définie par

n
Po, - Pagn(t) =n(t) + Zxkak.
k=0
Les xg, k > 0, s’appellent les coordonnées en corde de 7 sur [0, ¢].

Cristaux. Pour A\ un poids dominant, i.e. A un élément de Cy & coordonnées
entiéres, on pose

B(A) ={z € B(c0) : 2 < (A — Z T, @) ) pour tout k > 0},
i=k+1
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B(o) = {x = (x;,) e N® . i > Thtl > 0, pour tout k > 1}.
E— k+1

Les ensembles B(oo) et B(\) sont des paramétrisations des cristaux de Kashi-
wara, respectivement associés au module de Verma et au module de plus haut
poids A. Si 7 est un chemin dominant intégral sur [0,¢] tel que w(t) = A, alors
B, et B(A) sont isomorphes en tant que cristal. Les coordonnées en corde d’'un
chemin intégral quelconque sont dans B(oco) et les coordonnées en corde d’un
chemin de B, sont dans B(\).

Coordonnées en corde d’un chemin brownien. On considére le processus
{B(t) = (t,b;) : t > 0} ou {b; : t > 0} est un brownien standard réel standard.
On définit, pour ¢ > 0, une suite {(t) de variables aléatoires positives (£x(%))r>0
par

P, - PayB(t) = B(t) + Y _ &(Hag, n > 0.
k=0

Nous nous placons désormais dans l'espace quotient b /Ré identifié a R2. Les
racines et coracines s’écrivent dans I’espace quotient

ap = (0,-2), a1 = (0,2), af = (1,-1), af = (0,1).
Dans cet espace

Pa, - - PaygB(t) = Ps,, ... Ps, B(t),

n n °

et
n—1
1
Lo Ps,y - PayB(t) = B(t) + kZ_Ofw)ak + 5én(Dan.

Cristaux continus. Pour décrire la loi des &, £ > 0, on introduit des ana-
logues continus des cristaux de Kashiwara. Pour une suite z = (z;) € RY on
pose, quand la limite existe

n—1

1
o(x) = lim Zxkak + —zpan. (5.3)
k=0

n——+o00 2

On définit pour \ € éw,

(o) = {z = (1) e RN : % > ]jki_:ll > 0, pour tout k > 1, zg > 0, o(z) existe},
k
IF'A) ={z €T (c0): 2 < (A\—o(x) + inai, )y, pour tout k > 0}.
i=0
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Mesure de Duistermaat—Heckman. Les convergences dans le théoréme[5.2.]
sont en fait presque stires et si on pose pour t > 0,

At) = lim L., Py, ... PoB(t).

La loi de &(t) conditionnellement a {A(t) = A} fournit une mesure sur I'(\). Si
I’on identifie les racines réelles de G a ses racines infinitésimales, I'image de cette
mesure par la fonction « poids » A\ — o est une mesure de Duistermaat—Heckman.
En remplagant la fonction « poids » par le brownien, on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 5.4.1 (Philippe Bougerol, M.D, [10]) La loi de B(t) condition-
nellement a A(t) = A est la mesure de Duistermaat-Heckman associée a l’action
d’un tore maximal de SU(2) sur une orbite de Oy de L(su(2))* munie d’une
mesure de Frenkel.

5.5. Remarque sur le terme correcteur

L’introduction dans la section précédente des cristaux de Kashiwara et de leur
version continue nous permet de faire quelques nouvelles remarques & propos du
terme correcteur apparaissant dans le théoréme de représentation [5.2.1} Nous
avons dit qu’il provenait d’un manque de régularité des trajectoires browniennes.
L’examen des cristaux nous permet de nous forger une intuition plus algébrique
de l'origine de cette correction. On remarque en effet que z € I'(o0) est dans
I'(A) si et seulement si pour tout k& > 0,

k—1
1
(o(z) — Zifiaz’ — 5%k, aly < (N ap). (5.4)
=0

Ainsi I'(\) est défini de telle sorte que les conditions d’appartenance fassent appa-
raitre un coefficient 1/2, tout comme la transformation de Lévy. Cela sera décisif
pour les preuves. Par ailleurs un cristal de plus haut poids B(\) pour A dominant
montre la méme correction et si on suppose qu’'un théoréme de représentation
du méme type que celui que nous avons montré existe pour une algébre de Kac—
Moody affine quelconque, cette observation permet d’augurer la correction qu’il
faudra effectuer.
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Chapitre 6

Produit de fusion et produit de
convolution

ot l’on fusionne et convole

Ce chapitre est un peu a part dans I’ensemble du mémoire dans la mesure ou
les résultats qui y sont énoncés n’interviennent pas dans les diagrammes présen-
tés dans l'introduction qui avaient jusqu’a présent, du moins je ’espére, donné a
I’ensemble son architecture. Il n’est cependant pas sans rapport avec les questions
que nous avons abordées pour l'instant. Dans le cadre semi-simple nous avons
rappelé deux approximations de mesures standard obtenues & partir de repré-
sentations. La premiére implique les poids d’une représentation irréductible dont
le plus haut poids est grand. Une mesure sur ces poids fournit une approxima-
tion de la mesure de Duistermaat—Heckman associée & une orbite coadjointe. La
seconde implique de grandes puissances tensorielles d’une représentation fixée.
Leur décomposition en composantes irréductibles fournit un processus de Mar-
kov qui est une approximation d’un processus & temps continu dans une chambre
de Weyl. Nous présentons dans ce chapitre les résultats de [14]. Ils relévent, dans
le cadre de la fusion, des deux types de procédé mis en ceuvre dans ces approxi-
mations. Les orbites dans un groupe compact pour ’action par conjugaison du
groupe sur lui-méme remplacent ici les orbites coadjointes, le produit de fusion
tel qu’il est défini dans [27] remplace le produit tensoriel et des processus de
Markov dans des alcoves, les processus dans des chambres de Weyl. Nous défi-
nissons le produit de fusion et les coefficients de fusion dans la premiére section,
et donnons dans la deuxiéme, notamment & travers des exemples simples, une
interprétation probabiliste de ces coefficients. Nous y voyons qu’il jouent pour
une large classe de marches aléatoires dans des alcoves le méme réle que les
coefficients de Littelwood-Richardson et leurs généralisations pour les marches
dans une chambre de Weyl associée a une algébre de Lie semi-simple. Nous expo-
sons dans la troisiéme section leur lien avec la convolution sur un groupe de Lie
compact et décrivons I'’hypergroupe de la fusion comme une approximation de
celui des classes de conjugaison sur ce groupe. Ce dernier aspect est a rapprocher
du travail de Eckhard Meinrenken [37| portant sur des applications moments a
valeurs dans un groupe compact.
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Nous considérons comme habituellement un groupe de Lie Gy simple, com-
pact, connexe et simplement connexe, qu’on suppose sans perte de généralité
étre un groupe de matrices. Son algébre de Lie est notée go. On considére un tore
maximal T de Gy, d’algébre de Lie t. On note Ad I'action adjointe de Gg sur gg,
c’est-a-dire I’action par conjugaison de G sur go. On munit go d’un produit sca-
laire Ad-invariant noté (-|-) et on note g = go @ igo 'algébre de Lie complexifiée
de go et b le complexifié de t.

6.1. Produit de fusion et coefficients de fusion

Les définitions suivantes se trouvent dans le chapitre 13 de [27]. Nous repre-
nons les notations de la section de notre chapitre |1}, que nous rappelons le
plus souvent afin de faciliter la lecture. Nous munissons comme dans ce chapitre
lalgébre de Cartan b de la forme bilinéaire invariante standard normalisée (-|-).
On rappelle que hr = it. Pour tout y € by, on écrit ¢, pour la translation définie
sur hp par

ty(z) =x+y, x¢€bg.

Pour £ € N* on considére le groupe Wy engendré par le groupe de Weyl W
associé a g et les translations ¢(;,v)g, out 6 est la racine la plus haute de g et hY
le nombre de Coxeter dual qui vaut 1+ p(6Y), p étant la demi-somme des racines
positives et Y la coracine la plus haute. En fait W}, est le produit semi-direct
W x T(k+hV)M, ou M = V(Qv) et T(k+h\/)M = {t(k+hv T €M}, QV étant le
réseau des coracines et v l'isomorphisme défini par . Ainsi pour w € Wy, on
définit det(w) comme le determinant de la composante linéaire de w. On rappelle
que
Y ={o/,i=1,...,n}

est 'ensemble des coracines simples de g supposée de rang n. Un domaine fon-
damental pour I'action de W, sur by est

Ay ={Aebi:N0Y)<k+h"et0< A()),i=1...,n}.

On consideére le réseau des poids P de g et Py celui de ses poids dominants. On
introduit le sous-ensemble Pf de Py défini par

Pi={\e Py :)\0Y) <k},
qu’on appelle alcove de niveau k.

Remarque 6.1.1 Remarquons que, dans le cadre affine, Pf s’identifie a l’en-

semble des poids de ﬁJr dans RAg @ by dont la coordonnée le long du poids fon-
damental Ag est k.

Définissons les caractéres discrétisés Y, de niveau k pour A € P. Ils sont définis
sur ’alcove discréte Pﬁ ce qui justifie 'expression choisie pour leur nom. Pour
A€ Py, ona

. 1,0+
Tx(o) = chy( — 2imv 1<k+hp\/))’ o€ Pk,
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ch) étant le caractére de la représentation de plus haut poids A de g. Pour A € P,
Ty est défini de méme en utilisant pour chy I'expression donnée par la formule
des caractéres de Weyl. On a pour tout A € P et w € Wy,

Yow(rtp)—p = det(w) Ty, (6.1)
ce qui implique en particulier que T = 0 lorsque (A + p) est sur un mur
{z € by () =0}
pour un o € IV, ou sur le mur
{zebp a(®)=k+n"}.
Notons que pour A € Pﬁ on a

[aco, sin(m(A + pla)/(k + hY))
[aco, sin(m(pla)/(k+ V)

ot 1 est I'ensemble des racines positives. En particulier T, (0) est positif pour
tout A € Pk Les coefficients de fusion Nﬂ de niveau k, pour \,7, 8 € P¥, sont
les constanteb de structure de I’ hypergroupe des caractéres discrétisés de niveau
k. Ce sont les uniques entiers positifs tels que

T (0) = (6.2)

Vo € Pf, TA(0)Yy(0)= > N{ Ts(0),. (6.3)
BePk

Ni 'unicité, ni la positivité des coeflicients de fusion ainsi définis ne s’obtiennent
immeédiatement. L’unicité est démontrée dans [27]. On trouvera une preuve de la
positivité dans le chapitre 16 de [21]. Notons que cette définition des coefficients
de fusion donnée par Victor G. Kac dans [27] coincide avec celle intervenant dans
le cadre des modéles de Wess-Zumino-Witten.

Lorsque Gy = SU(2). Donnons 'exemple de sl3(C) qu’on trouve dans [27].

Choisissons un entier k. Les plus hauts poids de sl2(C) sont en correspondance

avec les entiers naturels et I’alcove de niveau k avec {0, ..., k}. Pourn € {0,...,k},
le caractére discrétisé YT, de niveau k est ici donné par

1 1 1
To(m) = sin " i(gl ) /Sm[ﬂ(;::z ), (6.4)
m € {0,...,k}. De plus pour i,j € {0,...,k}, on a
k
Y=Y Ni;Y, (6.5)
s=0
ou
ye L sili—gl S s Smini4j,2k—i—j), eti+j+se2z
i 0 sinon.
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6.2. Marches dans une alcove

La remarque montre que le réseau des poids dominants de 'algébre de
Kac-Moody affine £(g) s’identifie & la réunion des alcoves. Dans le chapitre
nous avons construit, en considérant des produits tensoriels de représentations
d’une algébre affine, des marches aléatoires & valeurs dans un tel réseau dont le
niveau augmente a chaque pas. Dans [23] David Grabiner considére des marches
aléatoires dans des alcoves de niveau fixé afin d’établir pour ces derniéres des
formules de type Karlin—-McGregor. Ce sont des marches au plus proche voisin
pour lesquelles il établit des formules donnant le nombre de trajectoires possibles
assujetties a rester dans une alcove, la valeur initiale, la valeur finale et le nombre
de pas étant fixés. Il pose explicitement la question de leur lien éventuel avec la
théorie des représentations. Suivant une idée de Ph. Bougerol, j’ai montré dans
[14] qu'un tel lien existait en effet. Il implique non plus le produit tensoriel de
représentations mais le produit de fusion. Nous expliquons comment dans cette
partie.

6.2.1. Principes généraux

Coeflicients de fusion et marche dans une alcove. Fixons un niveau k > 1
et choisissons un poids v dans ’alcove Pf. On associe aux coefficients de fusion
un noyau sous-markovien K sur P_]ff défini par

1
K\ B)=-——— N2 \BePk, 6.6
ot V(7) est une représentation de plus haut poids v de g. Les régles de fusion
données par (6.3)) permettent de déterminer les fonction propres de K. Pour tout
o€ Pf, la fonction définie sur Pf par

z € PF s Yu(0)

est une fonction propre de K associée a la valeur propre Y, (c)/dim V(). On
diagonalise ainsi K. On obtient la fonction propre de Perron-Frobenius pour
o = 0 et on définit une transformation de Doob ) de K en posant

Q. 8) = Nf_ - 180

k
Mm, A B € Py (6.7)

On dit qu’un poids entier dominant 7 est minuscule lorsque 'orbite de v sous
I’action du groupe de Weyl est ’ensemble des poids de la représentation de plus
haut poids . Pour un tel poids v, on a pour 3, \ € P¥,

s _J1 siB—AeW - {y}et3e Pt
Ay 0 sinon.

Dans le cas minuscule donc, K est le noyau restreint a P_’kﬁ d’une marche aléatoire
a valeurs dans P dont les pas sont uniformément distribués sur W - {~v}. En
considérant différentes algébres de Lie et différentes représentations minuscules
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on obtient les marches dans les alcoves considérées par David Grabiner et retrouve
ainsi d’'une maniére unifiée les formule de type Karlin-McGregor qu’il a établies.
En effet, comme nous le voyons dans le paragraphe suivant, dans la perspective
de la fusion, ces formules peuvent étre vues comme des formules du méme type
valables pour les coefficients de fusion.

Coefficients de fusion et nombre de trajectoires possibles dans une

alcove. Définissons en effet pour p > 1, et \,v,5 € P_]f_:, les coeffcients vap

comme les uniques coeflicients positifs tels que pour tout o € P_’ﬁ

Ta(o)T4(0) = Y Ny Ts(o).
Bepk

Si pour 8 € P on note my(,)er(8) la multiplicit¢ du poids 8 dans le module
V(7)®P de g, alors on a identité

mep = Z det(w)my (e (w(B + p) — (A + p)), (6.8)
weWy,

qui est ’analogue dans le cadre de la fusion de l'identité . On trouvera
dans [42] une preuve de cette formule pour p = 1. La preuve est la méme pour p
quelconque. Lorsque v est minuscule on montre facilement (voir proposition 5.2
de [14]) que N /\’8 ~p €5t le nombre de trajectoires possibles d'une marche allant, en
restant dans l'alcove P, de A & 8 en p pas de W.{y}. Le coefficient my (,)2» ()
est le nombre de trajectoires possibles d’une marche allant de A & 5 en p pas de
W.{~} mais pouvant sortir de 'alcove. Ainsi dans le cas minuscule, la formule
est une formule de type Karlin—-McGregor pour la marche tuée de noyau K.

Coefficients de fusion et asymptotique du nombre de trajectoires. La
mesure 4 définie sur P_’fﬁ par

u(z) = x=(0)%, ze€ P,

est @-invariante (proposition 5.6 de [14]) et les résultats standard sur les chaines
de Markov permettent d’obtenir une approximation de N f o lorsque p est grand

proportionnelle &
T, (0)PYA(0)Y5(0),

le coefficient de proportionnalité ne dépendant pas de «, A, 5, et moyennant des
conditions sur A — 3 et p dépendant de la périodicité de la chaine @ (proposition
5.7 de [14]). En particulier dans le cas o vy est minuscule, on obtient une ap-
proximation pour le nombre de trajectoires possibles de la marche tuée de noyau
K défini par , les points initiaux et finaux et le nombre de pas étant fixés.
Nous retrouvons ainsi, toujours de maniére unifiée, les approximations obtenues
par Christian Krattenthaler dans [34] pour une large classe de marches aléatoires.
On pourra se reporter & la section 6 de [14] pour des exemples détaillés. Nous en
développons deux dans la section suivante.
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6.2.2. Marches aléatoires dans une alcove de type A

Un premier exemple. Fixonsd > 1. Ici nous donnons I’exemple d’une marche
aléatoire construite & partir d’une représentation minuscule de l'algébre de Lie
slg(C) des matrices de taille d x d de trace nulle a coefficients dans C. Considérons
{e1,...,eq} la base usuelle de R?. Une marche aléatoire sur Z¢ dont les pas
sont distribués selon la mesure uniforme sur {ej,...,eq} se décompose en une
somme impliquant une marche aléatoire déterministe et une marche aléatoire
{X (k) : k> 0} dont les pas sont distribués uniformément sur

1 1
{el_gea”'ved_ge}7

ou e =% e Ainsi Pensemble des pas de {X (k) : k > 0} est I'ensemble des
poids de la représentation standard de sl;(C). L’ensemble des racines de slz(C)
est ® = {e; —ej,1 # j}, 'ensemble des poids dominant est

d
Pr={AeR": ) N=0A-ApeNie{l,...,d-1}}

i=1
La plus haute coracine est Y = e; — eg, et pour k > 1, 'alcdve de niveau k est
Pr={NePi: )\ — N\ <k}

La demi-somme des racines positives vaut p = 3 Z?Zl(d —2i+ 1)e; et le nombre
de Coxeter dual h" vaut d. La représentation standard de sly(C) a pour plus
haut poids e; — ée. Pour A € Pf_ et v =e; — ée dans 1} les coefficients de
fusion valent
g :{ 1 sif—Mefe;—e/d:ie€{l,...,d}} et B PF
V’Y

0 sinon.

On considére K le noyau de transition défini par dans notre situation. C’est
le noyau de la marche {X (k) : k > 0} tuée en dehors de P¥, et le noyau markovien

Q de (6.7) vaut ici

_dYg(0) k
Q(A’B)_WK(A’B)’ A B € Py,
ou
. Ti—T;+j—1
1.0 = ] ST ) e ph (6.9)

1<i<j<d Sin(ﬂi;g)

Moyennant des conditions sur n € N, z,y € Pﬁ, dépendant de la périodicité
de la chaine, le nombre de trajectoires possibles d’une marche dans P_]ff dont les
pas sont dans {e; — ée, N ée}, le point initial étant x, le point final y, et
nombre de pas n étant fixé, est équivalent, d’aprés ce qu’on a vu, pour n grand
(& une constante multiplicative prés qui ne dépend pas de (z,y)) a

ﬁ (S?n(ﬁﬁ))n H Sin(ﬂ‘:vi —z;+j— i) Sin(ﬂ‘yi —yi+Jj— i)‘

Pl (s1n(7rd+k))" 1<ivi<d k+d k+d
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FIGURE 6.1 — Particules FIGURE 6.2 — Joueurs

Variation sur le premier exemple. Au lieu de la marche aléatoire précé-
dente, on peut considérer une marche sur P dont les pas sont uniformément
distribués sur

{x(e; —e/d):ie{1,...,d}},

considérer une telle marche tuée en dehors de ’alcove P_]ﬁ et poser pour celle-ci
les mémes questions que précédemment. La méme méthode peut étre mise en
ceuvre moyennant quelques ajustements. Il faut cette fois considérer au lieu de
la décompostion avec 7 = e; — e/d, la décomposition de

(Yer—e/a+ T (ey—e/ay) Ths

pour A € P¥ en somme de caractéres discrétisés, ot Y _(ey—e/a) est le caractere
discrétisé associé a la représentation de plus haut poids —(eq — e/d) de sl;(C),
c’est-a-dire la représentation standard duale. Si on note K le noyau de la marche
tuée en dehors de Pf on peut exprimer cette décomposition en fonction de K.
On a en effet pour \ € Pf

1
2 Ter—e/a+ Tteqmesa) Tx = > K\ B)Ys. (6.10)

k
BePk

Comme dans I’exemple précédent, les caractéres discrétisés donnent les fonctions
propres de l'opérateur K. Les formules exactes ou asymptotiques donnant le
nombre possible de trajectoires de la marche dans une alcéve s’obtiennent de
méme.

Particules et ruine de joueurs. Ce dernier exemple est lié & deux modéles
probabilistes largement étudiés : un modéle de particules auto-évitantes évoluant
sur les sommets d’un polygone et un modéle de ruine de joueurs en dualité avec
le premier. En effet, la décomposition permet de déterminer les fonctions
propres du noyau d’une marche symétrique simple sur le cercle discret (Z/NZ)?
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tuée lorsque deux coordonnées se rencontrent. Cette décomposition est ainsi liée
a un modéle de particules assujetties a rester ordonnées comme indiqué a la figure
[6.1] Ce modele est par exemple étudié par Wolfgang Koning et Neil O’Connell
dans [32] dans un tout autre contexte. Sur la figure, six particules évoluent sur
un dodécagone. Le modéle de ruine de joueurs a d joueurs tel qu’il est décrit dans
[20] s’étudie de méme dans le contexte de la fusion. On suppose que d joueurs
sont assis autour d’une table ronde. Chacun posséde un certain nombre de piéces
au temps initial et le total des piéces vaut N. A chaque instant entier, I'un
d’entre eux est choisi selon une mesure de probabilité uniforme, qui choisit lui-
méme de facon équiprobable I'un de ses voisins. Les deux joueurs jouent ensuite
a un jeu de pile ou face avec une piéce équilibrée et le vainqueur recoit une
piéce du perdant. Le jeu continue tant qu’il reste & chacun de 'argent. Les deux
modeéles sont en dualité comme indiqué aux figures et les écarts entre les
particules devenant les sommes possédées par chaque joueur. Sur la figure [6.2]
six joueurs sont autour d’une table sur laquelle chacun a empilé ses piéces devant
lui. Le modéle de la ruine de joueurs se comprend donc de méme que celui des
particules dans le contexte de la fusion.

6.3. Un probléme de Horn compact

Le probléme de Horn qui porte sur le spectre de la somme de deux matrices
hermitiennes est lié, comme l’explique Klyachko dans [31I] et comme nous le
rappelons plus bas, & la décomposition en composantes irréductibles de produits
tensoriels de représentations du groupe unitaire. Nous avons montré dans [14]
que ’hypergroupe de la fusion fournissait quant & lui une approximation de celui
des classes de conjugaison d’un groupe de Lie compact. Notre travail établit donc
un pont entre le produit de fusion d’une part et un probléme de décomposition
en classes de conjugaison d’autre part, qu’on peut qualifier de probléme de Horn
multiplicatif. Notre résultat résout une conjecture de [40].

Probléme de Horn. Le probléme de Horn s’énonce ainsi : étant données deux
matrices hermitiennes de méme taille dont seuls les spectres sont connus, que
peut-on dire du spectre de leur somme ? Ce probléme est lié via I’approximation
semi-classique a une question de théorie des représentations du groupe unitaire.
Considérons en effet deux matrices hermitiennes A et B de taille d x d. Notons
ai,...,aq et by, ..., by les valeurs propres ordonnées (comptées avec multiplicité)
de A et de B telles que

ar=---=>aqg et by = =>bg

Considérons la décomposition

V(na)) @ V(b)) = € V(x)®m,

x€E,(A,B)

ot [na] = ([nai,...,[naq)), [nb] = ([nb1],...,[nbg]) et ot pour z € N V(x)
est la représentation de plus haut poids x de U(d). Alors si u est une variable
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aléatoire distribuée selon la mesure de Haar sur U(d), la mesure

Z mg dim V() 5
- - x/ns

B (A.B) dim V ([na]) dim V ([nb))

converge vers la loi des valeurs propres de A + uBu* quand n tend vers Uinfini.

Nous avons montré dans [14] un résultat analogue dans lequel le produit tensoriel

est remplacé par le produit de fusion et la somme de matrices hermitiennes par

un produit de matrices dans un groupe de Lie tel que Gj.

Probléme de Horn compact. On considére
A={xebhr:2(0Y)<1,0<2(a)f),i=1,...,n}.

Le groupe Gq étant simplement connexe, ’ensemble des classes de conjugaison
dans Gy est en correspondance bijective avec A. Choisissons £ et v deux éléments
de A et (&)n>1 €t (9n)n>1 deux suites a valeurs dans Py telles que les suites
(%fn) et (%’yn) convergent respectivement vers £ et v quand n tend vers l'infini
et telles que pour tout k € N*, &, € PF, ~;, € Pﬁ. On définit une suite (pg)r>1
de mesures de probabilité sur A en posant

T5(0)
= NB 5—5 . 6.11
" sz Sk T&k(O)T’Yk(O) ’fi’ﬁ/ ( )
Pk

Alors la suite (u)p>1 converge étroitement vers une mesure pg -, pour laquelle
on a le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.1 (M.D, [14]) Si u est une variable aléatoire distribuée selon
la mesure de Haar sur Gy alors

exp(2inv ™ (€))uexp(2imv(y))u*
a la méme loi que
wexp(2imvH(B))u,
ot (3 est distribuée selon la loi pue .
Ce théoréme résout la conjecture de [40]. Nous en donnons une illustration

lorsque le groupe Gy est le groupe spécial unitaire SU(2). On considére un tore

maximal de SU(2)

eZer

T (1= () e )izl

Choisissons un entier k. Les plus hauts poids de SU(2) sont les entiers naturels,
lalcove de niveau k est {0, ..., k} et pour n € {0,...,k}, nous avons rappelé que
le caractére discrétisé T, de niveau k est dans ce cas donné par

m(n+1)(m+1)
kE+2

m(m+1)

Y, (m) = sin| |/ sin| T2 I,
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m € {0,...,k}. Pouri,j € {0,...,k}, on a

Y=Y Ni;Y, (6.12)

ol

NS 1 sili—j|<s<min(i+j,2k—i—j), eti+j+s€2Z
471 0 sinon.

On choisit a et b dans l'intervalle ]0,1[. La mesure py définie pour & = [ka] et
i = [kb] vaut ici

k

sin[r(s+1)/(k + 2)]sin[r/(k + 2)] S

He = 2% Nial i sin[r([ka] + 1)/(k + 2)] sin[r ([kb] + 1)/ (k + 2)] #+2

Par ailleurs pour tout X dans SU(2) il existe un unique x € [0, 1] tel que X =
uTw/yf1 pour un u dans SU(2). On appelle x la partie radiale de X. On montre
par un calcul élémentaire que si u est choisi selon la mesure de Haar sur SU(2)
alors la partie radiale de uTa/gu_lTb/g, pour a,b € [0,1], a une densité définie
sur R par
1 msin(rz) . R
2 sin(ma) sin(7b) ral(7), @ ER,
ot r = min(|a—b|, min(a+b,2—(a+b))), s = max(|a—b|, min(a+b,2— (a+D))).
C’est aussi ce que dit le théoréme [6.3.1] Cet exemple est & comparer a 'exemple
de SU(2) de [40] (voir aussi [1§]).
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Chapitre 7

Bruit blanc quantique a temps
discret

ot l’on fait des projets d’avenir

Les différentes questions que nous avons abordées dans ce mémoire témoignent
toutes d’un lien entre certaines mesures sur les orbites coadjointes dans le dual
d’une algébre de Lie et les représentations de cette algébre. Il me semble que
dans le cas des algébres de Lie semi-simples complexes c’est pour un probabiliste
lapproche non commutative développée par Philippe Biane [5] qui révéele de la
maniére la plus lumineuse la nature de ce lien. En effet, pour ces algébres et dans
un contexte non commutatif, les mesures sur les orbites apparaissent comme des
limites en loi de variables aléatoires non commutatives et ainsi certaines de leurs
propriétés comme ’écho de phénoménes liés par nature a la théorie des repré-
sentations. Je méne aujourd’hui une réflexion - précisons que c’est une réflexion
collective - visant & développer une analyse semblable pour des algébres affines. I1
s’agit principalement de donner un fondement algébrique & la formule des carac-
téres de Kirillov—Frenkel discutée au chapitre [3| et de mieux comprendre, dans ce
contexte algébrique, le réle de ’enroulement du brownien. J'explique briévement
dans ce chapitre le cadre dans lequel nous - un nous exclusif donc ici - avons
inscrit notre réflexion.

Avant cela je fais quelques rappels sur I’approche non commutative, reprenant
le formalisme de Benoit Collins et Piotr Sniady [13]. Ce formalisme fait apparaitre
naturellement des variables aléatoires & valeurs dans des espaces duaux et me
semble ainsi s’accorder tout & fait & la philosophie de la méthode des orbites de
Kirillov.

Notons que le point de vue non commutatif est celui que Frangois Chapon et
moi-méme avions adopté dans [12] donnant ainsi une interprétation algébrique
aux résultats de [I]. Nous ne parlerons cependant pas de ce travail ici.
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7.1. Variables aléatoires non commutatives

Considérons I'ensemble £°°(€2) des variables aléatoires sur 2 a valeurs réelles
admettant des moments de tous les ordres. Alors ’espérance E définit une forme
linéaire positive sur £7°°(2) vérifiant E(1) = 1 et 'ensemble £7°°(£2) est ainsi
une R-algébre unitaire involutive munie d’une forme linéaire normalisée et posi-
tive. On a plus généralement la définition suivante.

Définition 7.1.1 Un espace de probabilité non commutatif est un couple (U, ),
ou U est une R-algébre unitaire munie d’une involution x et ¢ est un état, c’est-
a-dire une forme linéaire sur U, normalisée, positive et traciale, i.e. vérifiant
e(1) =1, p(xx*) > 0 pour tout élément x non nul de U et p(xy) = p(yx) pour
tout x,y dans U. Un élément de U est une variable aléatoire non commutative.

Vecteur aléatoire non commutatif. Soit V' un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et v : £ — V un vecteur aléatoire usuel. On définit le moment d’ordre
k € N de v en posant

mp(v) =E(v® - ®@v) € VO,

Autrement dit si B = {ei,...,e,} est une base de V et v = Y ' | a;e;, avec
a; € L7°(9), alors

mi(v) = Z E(ai, ... ai)ei, @--- R e,

Ainsi la donnée des moments de v est la donnée des moments joints de ses coor-
données dans la base B. Le vecteur aléatoire v peut étre vu comme un élément de
L7°(Q) ® V. Pour un espace de probabilité non commutatif (U, ), on appelle
vecteur aléatoire non commutatif & valeurs dans V un élément v € Y ® V. On
définit le moment d’ordre k d’un élément v =Y. a; ® ¢; de Y ® V par

my(v) = Z o(ai, ...a;)e; @ - @ ej,.

U1 yeeeylik

Ainsi si v est pensé comme une collection {a; : ¢ € {1,...,n}} de variables
aléatoires non commutatives, alors les moments de v fournissent les moments
joints non commutatifs de ces variables aléatoires.

Définition 7.1.2 Soit V' un espace vectoriel sur R, (A, ) un espace de proba-
bilité non commutatif et {(An, pn) : n > 0} une famille d’espaces de probabilité
non commutatifs.

1. On dit que deuz vecteurs aléatoires v € A1 @V, v9 € Ao ® V' ont méme
loi s’ils ont les mémes moments.

2. On dit qu’une suite de vecteurs aléatoires {vy, : n > 0} telle que v, €
A, ® V' converge en loi vers v € A®V si les moments de v, convergent
vers les moments de v.
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Définition 7.1.3 Soit V un espace vectoriel sur R et {(A¢,¢) : t € T} une
famille d’espaces de probabilité non commutatifs, avec T =N, ou T = Ry, et
As C As, pour s < t. Un processus non commutatif est une famille de vecteurs
non commutatifs {vy : t € T'} avec vy € 44 V.

On dit qu’une famille {v}’ : t € T}, n > 0, de processus non commuta-
tifs converge en loi vers un processus non commutatif {v; : t € T} si pour
t1,...,ty € T, le vecteur non commutatif (v{‘l,...,v&) converge en loi vers
(Vt1,...,vy,) quand n tend vers I'infini.

7.2. Représentations et mesures d’orbites

Un exemple classique de vecteur aléatoire non commutatif est celui d’un vec-
teur aléatoire obtenu & partir d’une représentation d’algébre de Lie simple com-
plexe g. On pourra le trouver décrit dans [13]. Un tel vecteur aléatoire est a
valeurs dans le dual gj de la partie compacte gog de g. L’avantage du cadre non
commutatif est qu’il fournit des approximations de mesures classiques sur g qui
partagent avec elles une propriété d’invariance en loi pour ’action coadjointe sur
gy du groupe Gg dont gg est I'algébre de Lie.

Il y a deux grands types d’approximation. D’abord, une représentation irré-
ductible de grande dimension fournit une approximation de la mesure uniforme
sur une orbite coadjointe dans gj. Dans cette perspective, la formule des carac-
téres de Kirillov apparait comme une dégénérescence commutative d’une formule
analogue impliquant le caractére de la représentation et valable dans un contexte
non commutatif. D’autre part, une puissance tensorielle de représentations de de-
gré élevé fournit une approximation de la mesure gaussienne sur g et une famille
de produits tensoriels de représentations une approximation d’un brownien sur
gp- Nous avons rappelé au chapitre |4 que le processus de la partie radiale d’un
mouvement brownien sur gg a la méme distribution qu’'un brownien sur le dual
d’une sous-algébre de Cartan, conditionné & rester dans une chambre de Weyl
associée au systéme de racines de g;. Dans un cadre non commutatif, en évaluant
les moments de I'approximation du brownien sur g sur le centre de ’algébre
enveloppante de g, on obtient une version non commutative de cette identité en
loi, qui apparait donc elle aussi comme I’écho d’un phénomeéne discret lié a la
théorie des représentations.

7.3. Représentations d’algébres affines et mesure de Wie-
ner

Igor Frenkel a établi pour les algébres affines une formule des caractéres de
type Kirillov. Comme dans le cas semi-simple on peut associer & certaines re-
présentations d’une telle algébre, une famille de variables aléatoires. Il s’agit
cependant maintenant d’une famille infinie. Dans le travail de Frenkel, c’est la
mesure de Wiener sur la forme compacte go qui fournit une mesure sur une orbite
coadjointe dans Z(go)*. On peut construire & partir d’une représentation de E(g)
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une famille de variables aléatoires non commutatives qui partage avec la me-
sure de Wiener une propriété de quasi-invariance en loi remplagant la propriété
d’invariance en loi valable dans le cas semi-simple. Nous indiquons dans cette
partie comment sont construites ces variables aléatoires non commutatives. Il est
probable qu’elles fournissent une approximation de la mesure de Frenkel sur une
orbite coadjointe. Nous considérons ensuite le cas d’une puissance tensorielle de
représentations. Dans le contexte d’une algébre semi-simple complexe, une puis-
sance tensorielle de représentations fournit une approximation de la gaussienne
sur la forme compacte de cette algébre. Une famille de produits tensoriels de
représentations fournit quant a elle une approximation du brownien sur la forme
compacte. Dans le cas des algébres affines, la méme construction est possible. Le
bruit blanc sur la forme compacte go remplace la gaussienne, et une famille de
bruits blancs associée & un drap brownien sur gg remplace le brownien.

7.3.1. Représentations d’algébres affines et variables aléatoires
non commutatives

Considérons 'algébre affine E(g) associée a g définie dans le chapitre |1} Sa
forme forme compacte £(g)o s’écrit

L(g)o = L(g)o ® Rd & Re,

ou L(g)o s’identifie & un sous-ensemble de boucles & valeurs dans gg. L’algébre go
est munie d’un produit scalaire Ad(Gy)-invariant et nous munissons £(g)o d'un
produit scalaire (-|-) défini par

1
() = /0 (2alys) ds,

dérons une représentation (p, V') de Z(g) de la catégorie O;n¢['l Elle fournit une

famille de variables aléatoires non commutatives. Considérons en effet 1'algébre

enveloppante U(L(g)o) de L(g)o et I'algeébre enveloppante vue dans cette repré-
sentation

x,y € L(g)o et choisissons une base orthonormée {ey, : k € Zide L(g)o. Consi-

Up(L(g)o) = {p(x) : 2z € U(L(g)o)},
munie de l'involution p(z)* = —p(x). Pour un réel strictement positif r, nous
munissons U,(L£(g)o) d'un état 7, en posant

rp(d) ~
r3lola)) = T @ < U(E(g)o)
La famille {p(e) : k € Z} forme alors une famille de variables aléatoires non
commutatives sur (Z/lp(Z(g)o), 7,), qu'on peut écrire sous la forme d'une somme
formelle
p=">>_pler)ei + p(c)ho.
kEZ

1. On suppose que V' est un produit tensoriel de représentations irréductibles de plus haut
poids de sorte que I’état 7, sera bien défini.
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Remarquons que la représentation p est ici restreinte a ’algébre affine sans dé-
rivation. Cette dérivation est cependant essentielle pour que la trace définissant
I'état existe. La loi des variables aléatoires {p(e) : k € Z} est déterminée par les
moments d’ordre k

my(p) = Z Ty (€ - e )ef, @ ®e,

U1 yeenlk

On exclut volontairement la variable p(c) qui commute avec toutes les autresﬂ
La loi du vecteur construit ici satisfait une propriété de quasi-invariance pour
'action coadjointe d'un sous-groupe de lacets de L(Gy). Considérons en effet le
groupe de Lie complexe simplement connexe G associé & g. Nous notons L(G)
I’ensemble des boucles & valeurs dans G et f(g) I’algebre de Lie complexifiée de
L(go). On peut déﬁnir une action adjointe Ad de L(G) sur L(g) qui coincide
avec celle de L(Gg) sur L(go) définie au chapitre [3| Si z est un élément d’un
sous-espace radiciel de £(g) autre que la sous-algébre de Cartan, alors ad(z) et
p(z) agissent de maniére localement nilpotente et ’action adjointe satisfait

p(Ad(exp(2))(z)) = exp(p(2))p(x) exp(—p()).

Ainsi si v est un élément de L(Gy) s’écrivant
v = exp(z1) ... exp(zn),

ou 21, ..., 2z, sont des éléments de sous-espaces radiciels de £(g) alors pour k € N
et x1,...,x, € L(g)o on a

Ad*(y)mi(p) (21 ® -+~ @ ax) = 75 (p(Ad(y ) (21)) ... p(Ad(y™) ()
= 7—;(6—5(“/’Tln’fl)p(C)—Tp(v’w’l)p(xl) p(xp)).

Finalement si p est une représentation de plus haut poids de niveau n alors

Ia—1 A fa—1

Ad* (V) m(p)(x1 ® - @ ag) = 7 (e7 0TI ) () ().
Cette derniére identité devra étre comparée a 'identité (7.2)).
7.3.2. Produit tensoriel de représentations d’algébres affines et
bruit blanc non commutatif

Commengons par rappeler que la dérivée d’'un brownien {z; : ¢ > 0} a valeurs
sur go, si elle n’existe pas, s’exprime usuellement comme une somme formelle

drs = Zake}z, (7.1)

kEZ

la famille {ay, : k € Z} étant une famille de gaussiennes centrées indépendantes et
identiquement distribuées. Cette somme formelle est le bruit blanc. Si elle n’est

2. Nous ne considérerons que des représentations dont les poids sont tous de méme niveau
et p(c) sera donc toujours déterministe.
3. On trouvera les détails dans [22] .
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pas convergente pour une norme L2, elle a cependant un sens dans le dual d'un
certain espace fonctionnel. Nous avons pu montrer que pour une représentation
p de L(g) particuliére de niveau 1, la suite de variables aléatoires

1
{=p%"(ex) : k €Z}, n>1,
n

les variables aléatoires pA@”(ek), k € Z, étant définies sur l’eace de probabilité

non commutatif (U,en (L£(g)o), T;®n), avec 7 = 1/n, converge[t| quand n tend vers

linfini vers la famille de variables aléatoires {ay : k € Z}. La représentation p®™
doit donc étre pensée comme une approximation non commutative du bruit blanc
sur go donné en (|7.1)), ou plutot, si on veut garder I'information de niveau, une
approximation de la forme

1
0

Cette approximation partage avec ® une propriété de quasi-invariance en loi. En
effet les moments de ® s’écrivent

mi(®) =Y E(D(es,) ... Bley))e, @ - @, k€N,

ik7
et pour v € L(Gp), Ad*(7)mi(P)(z1 ® - - - @ xp) vaut

=1

E(e~2 Jo (s s D ds—Jo 0 1de) (1)) . B(ay)), (7.2)

ce qui traduit le caractére quasi-invariant de la mesure de Wiener. Quant a la
famille de processus

{lp@’[”ﬂ (t>0h, n>1,
n

elle fournit une approximation du processus

1
{tA0+/O (-|dzt) : t > 0},

considéré au chapitre 4} out {x, : s, > 0} est un drap brownien standard sur go.

4. & un facteur i prés qu’on peut omettre moyennant quelques identifications.
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