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Introduction générale 

0.1 Préliminaire 

Cette thèse traite de la géométrie différentielle affine. On étudie des hypersurfaces Mn d'un 
espace affine Rm dans le cadre du programme d'Erlangen de Félix Klein [20) : ~<la géométrie 
est l'étude des propriétés qui restent invariantes sous l'action d'un groupe de transformations 
donné ». Les groupes de transformations utilisés sont : 

(1) le groupe engendré par les transformations vectorielles qui préservent le volume et les 
translations (La géométrie correspondante est dite équiaffine ou de Blaschke) ; 

(2) le groupe de toutes les transformations vectorielles (La géométrie correspondante est 
dite centroaffine). 

L'étude de la géométrie différentielle affine a été initiée par W. Blaschke et ses collègues au 
début du siècle précédent. Ces vingt cinq dernières années, on a vu une reprise d'intérêt dans 
ce domaine ; beaucoup de géomètres célèbres tels que A. L Bobenko, E. Calabi, S. S. Chern, 
K. Nomizu, U. Pinkall, T. Sasaki, U. Simon, C. L. Terng et S. T. Yau ont contribué au 
développement de la théorie. 

Le premier problème fondamental qu'on rencontre est le suivant : 

« Comment peut-on, à partir de la structure équiaffine donnée par ( D, w) sur JRm, intro­
duire une structure équiaffine sur la sous variété Af? ». 

Cette question a été posé par K. l\omizu en 1985. Pour les hypersurfaces, ce qui est traité 
dans cette thèse, la solution est bien connue ; dans le cas où la codimension est plus grande, 
le problème a été récemment résolu par M. Wiehe, en suivant les techniques développées par 
K. Nomizu et L. Vrancken. 

Avant de donner plus de détails sur les géométries équiaffine et centroaffine .. nous allons 
d'abord introduire la notion d'immersion affine. 

Soit (Mn, \7) une variété affine, c'est-à-dire une variété différentiable Afn de dimension 
n munie d'une connexion \7 de torsion nulle. Alors une immersion f : Mn --+ Rn+l est dite 

v 



affine si et seulement s ïl existe un champ de vecteurs transversaux "7 tel que : 

pour tous x, y E x(M), Dxf*(Y) = f,.(\7 x Y)+ h(X, Y)TJ, (1) 

où D est la dérivée covariante sur JRn+l. 

Réciproquement, pour une immersion f : Mn----+ JRn+I, le choix d'un champ de vecteurs 
transversaux "7 entraîne l'introduction d'une connexion \7 de torsion nulle sur M vérifiant 
l'équation (1), de sorte que f : (M, v) ----+ JR.n+l devienne une immersion affine. De plus, la 
même formule nous donne une forme bilinéaire h sur x(M). Bien sûr, le choix d'un autre 
champ de vecteurs transversaux introduit une autre connexion et une autre forme bilinéaire 
et par la suite une autre géométrie. 

Mais il faut remarquer que le fait que h soit dégénérée ou non dégénérée ne dépend pas 
du choix du champ de vecteurs transversaux "7 ; ceci est une propriété de l'immersion f. Lors­
qu'on a choisi un champ de vecteurs transversaux "7 correspondant à une forme bilinéaire h 
non dégénérée, nous disons que l'immersion f est non dégénérée. 

Désormais, nous allons toujours supposer que l'immersion est non dégénérée. Bien sûr, 
tous les choix possibles du champ "7 n'ont pas une signification géométrique: pour qu'il y en 
ait, il faut que TJ reste invariant sous l'action d'un groupe de transformations sur JRn+l. Nous 
pouvons par exemple considérer les situations suivantes : 

(1) Nous prenons pour champ de vecteurs transversaux, la normale euclidienne N. Ce choix 
est invariant sur l'action des isométries euclidiennes de JRn+l. La géométrie ainsi obtenue 
est euclidienne. 

(2) Nous supposons que le champ de vecteurs position est transversal à l'immersion et 
nous prenons pour champ de vecteurs transversaux le champ de vecteurs position. Ce 
choix est invariant par les transformations vectorielles. La géométrie correspondante est 
centroaffine. 

(3) On peut choisir un champ de vecteurs transversaux ç, appelé le normal équiaffine, 
invariant par les transformations wctorielles qui préservent le volume et les translations 
(on peut voir plus de détails sur ce choix, dans le Chapitre 1). Cela donne lieu à la 
géométrie de Blaschke (appelée aussi la géométrie équiaffine). 

Revenons maintenant aux immersions affines arbitraires non dégénérées. Comme la forme 
bilinéaire h associée est non dégénérée. h s'appellera la métrique équiaffine. Le théorème 
classique de L. Berwald dit que, pour que v soit la connexion de Le\"i-Civita de la métrique 
équiaffine h.il faut et il suffit que Mn soit quadratique non dégénérée. Le tenseur de 
différence est obtenu en prenant la différence entre la connexion affine \7 et la connexion de 
Levi-Civita ~ de la métrique équiaffine. 
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0.2 Présentation du travail 

Après l'introduction générale, nous allons présenter les différents chapitres de ce travail. 

0.2.1 Sur le chapitre 1 

Le chapitre 1 comporte des rappels. On y présente des équations fondamentales en géométrie 
différentielle affine; elles sont utiles pour les preuves des théorèmes que l'on verra dans la suite. 

0.2.2 Sur le chapitre 2 

Nous traitons des problèmes de géométrie de Blaschke. Dans ce cas, la connexion V' et la 
forme volume associée à h déterminent toujours une structure équiaffine sur Mn. 

La courbure moyenne est définie en prenant la trace de l'opérateur de forme affineS, 
qui est obtenu en dérivant la normale équiaffine Ç. E. Calabi a montré que l'annulation de la 
courbure moyenne est équivalente au fait que le volume de l'hypersurface est extrémal. Dans 
le livre de K. Nomizu et T. Sasaki [39, théorème 8.1], le théorème fondamental exprime que 
les invariants V', h, S déterminent complètement l'hypersurface et donne une relation entre la 
géométrie différentielle affine et les variétés statistiques ; cela mène à des applications dans 
l'étude des équations de Monge-Ampère. Pour plus de détails, on peut se référer au livre [39] 
de K. N omizu et T. Sasaki. 

Une hypersurface affine M est appelée une sphère affine si l'on a l'une des conditions 
suivantes: 

(1) tous les normaux affines passent par un point fixe (J..;f est alors une hypersphère 
propre); 

(2) tous les normaux affines sont parallèles (M est alors une hypersphère impropre). 

Sous la condition (2), llf est en correspondance avec les solutions des équations différentielles 
de Monge-Ampère. 

Dans ce travail. on s'intéresse tout particulièrement au théorème de classification des sur­
faces affines dans la géométrie équiaffine de JR3 . 

• On commence par les travaux dans [19] faits par M. Katou qui a présenté les surfaces 
vérifiant, pour un certain champ de tenseurs L E { h, S, V' h, V' S}, les conditions suivantes : 

L=O 

\i'L = 0 

R·L=O 

où Rest le tenseur de courbure associé à la connexion \7. 
Pour cette égalité (4), dans le cas où L ='VS, le problème reste encore ouvert. 
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• En géométrie euclidienne, les conditions (2) à ( 4) ont été étudiés dans le cas où le 
tenseur L = h, c'est à dire : 

h=O 

Vh=O 

R·h=O. 

(5) 

(6) 

(7) 

On a considéré d'abord les sous variétés totalement géodésiques (i.e. les variétés vérifiant 
h = 0), puis les sous variétés parallèles (i.e. vérifiant Vh = 0) , et finalement les sous-variétés 
semi-parallèles (i.e. vérifiant R · h = 0). Pour les variétés parallèles, on peut consulter les 
travaux [10], [11], [12], [13] de D. Ferus. 

• En géométrie riemannienne, on peut aussi s'intéresser aux variétés riemanniennes sa­
tisfaisant l'une des conditions suivantes : 

R=O, 

VR=O, 

R·R=O. 

(8) 
(9) 

(10) 

Les études ont d'abord porté sur les variétés plates (i.e. les variétés telles que R = 0), 
et ensuite sur les variétés localement symétriques (i.e. vérifiant la condition V R = 0). 
Pour de plus amples informations, on peut se référer, par exemple, au livre [16] de S. Helga­
son. Plus tard, beaucoup d'articles ont été publiés sur les variétés semi-symétriques (i.e. 
vérifiant R · R = 0), et même sur les généralisations des variétés pseudo-symétriques comme 
celles introduites dans [7] par R. Deszcz en 2004. 

• Dans ce travail, nous nous intéressons aussi aux conditions ( 2) à ( 4), dans le cadre de la 
géométrie équiaffine des surfaces dans IRa. Nous regardons les tenseurs les plus simples qu'on 
peut construire avec les données de la géométrie équiaffine, c'est-à-dire : 

• 1 'opérateur de forme S, 
• le tenseur VS, 
• la forme cubique C = V h. 

Nous considérons donc chacune des conditions suivantes : 

S=O 

VS=O 

R·S=O. 

(11) 

(12) 

(13) 

Par définition, le fait que S = 0 implique que l'hypersurface affine est impropre et donc 
que la normale équiaffine est un vecteur constant Ç. Lorsqu'on prend Ç = (0, 0, 1), la surface 
est un graphe dans la direction z , autrement dit un graphe d'une fonction 

f : (x, y) f-t f(x,y) = (x,y,g(x,y)). 
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où g est une solution de l'équation de Monge-Ampère. 
D'un autre côté, en 1992, W. Jelonek a classifié les surfaces vérifiant VS= O. 

Théorème 0.2.1. (18} 
Soit f : M -r JR3 une immersion équiaffine non dégénérée satisfaisant la condition VS = O. 
Alors 111 vérifie l'une des situations suivantes : 

( 1) M est une sphère affine ; 

(2) M est localement congruente avec la surface définie par : 

f(x, y)= (x, y, yex + q)(x)); 

(3) M est localement congruente avec la surface définie par : 

f(x,y) = (x,y,ytanx+q)(x)), 

où q) est une fonction arbitraire qui dépend seulement de x. 

Les surfaces de JR3 satisfaisant la condition (13) sont toutes connues; ce sont : 
• les sphères affines, 
• les surfaces affines minimales réglées. 

Comme pour S (voir les conditions (11),(12),(13)), nous étudions les conditions suivantes: 

portant sur C = V h. 

C=O 

'VC= 0 

R·C=O, 

(14) 

(15) 
(16) 

Si C = 0 (autrement dit si 'Vh = 0), on sait que 'V est la connexion de Levi-Civita de la 
métrique riemannienne h. 

On sait aussi que C = 0 si et seulement si la surface est quadratique. 
D'un autre côté en 1989, K. l\ornizu et U. Pinkall ont montré le suivant. 

Théorème 0.2.2. {38} 
Soit f : M -r JR3 une immersion équiaffine non dégénérée, satisfaisant la condition VC =O. 
Alors on a l'une des situations suzvantes : 

( 1) l'vi est quadratique ; 

(2) M est localement congruente avec la surface de Cayley donnée par l'équation : 

f(x, y) = (x, y, xy + x3
). 
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En utilisant l'identité de Ricci, un calcul élémentaire montre que la condition (16) ca­
ractérise les sphères affines impropres et les surfaces affines minimales réglées. 

Nous reprenons les égalités ( 2), ( 3), ( 4) dans le cas où le tenseur L = \1 S, à savoir : 

vs= 0 

\1· vs= 0 

R · \lS =O. 

(17) 

(18) 

(19) 

Rappelons que les surfaces affines vérifiant la condition (17) (à savoir : \1 S = 0) ont été 
classifiées par W. Jelonek en 1992(cf. théorème 0.2.1). 

D'un autre côté en 2005, M. Katou a classifié les surfaces affines vérifiant la condition 
(18), à savoir : \7.\1 S = 0 : 

Théorème 0.2.3. {19] 
Soit a un champ de tenseurs défini par a = \1 S sur une surface affine J\,1 dans JR3 avec un 
invariant de Pick constant. Alors, 

(i) \la est un (1,3)-champ de tenseurs totalement symétrique si et seulement si fl.1 est 
une sphère affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale 
réglée. 

(ii) De plus, \1 a = 0 si et seulement si M est une sphère affine ou une surface déterminée 
par l'une des équations suivantes : 

(a) 
(b) 

(c) 

z = yex + <l>(x), 

z = ytanx + <P(x). 

Ai(x) 
z =y Bi(x) + <P(x), 

où Ai et Bi sont des fonctions d'Airy linéairement indépendantes et où <1> = <P(x) est 
une fonction différentiable. 

Par définition. les fonctions d'Airy Ai et Bi sont deux solutions linéairement indépendantes 
de l'équation différentielle 

1/J"(x) = x'ljJ(x), pour tout xE JR, 

où 7/•" est la dérivée seconde de 'ljJ (cf. [26]). 

Passons maintenant à la condition (19). Notons que toutes les sphères affines et les surfaces 
affines minimales réglées satisfont cette condition. En 2007. nous avons obtenu le résultat 
suivant. 
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Théorème 0.2.4. [44} 
Soit M une surface affine dans R.3 satisfaisant la condition R · \1 S = O. On suppose que 
\1 S 1= O. Alors M est localement équiaffine équivalente à une surface affine détérminée par 
l'une des immersions dans R.3 suivantes : 

(1) ( ( {35:;) v2 c f3Ju (cos~ ( y%t)) ( {35:; )) 
f(u, v)= sin y -fu ,v, Z +Cf y v::; sin' ( y%t) dt. sin y -fu , 

où cl et ,\1 sont des constantes arbitraires, avec cl i= 0, ,\1 > 0 et é = ±1; 

où c2 et ,\1 sont des constantes arbitraires, avec c2 i= 0 et ,\1 < 0; 

(3) 
(

. h
1 

( ~t)) ( ,\ ) 2 u sm a V ~ 
f(u, v)= (cash (fEPu) , v, v2 - J:, J 2 (~,\ ) J ( ~) dt 

3 1 cosh2 3( ->.1) t 
2 

. cosh (J~~;L) ). 
où C3 et .\1 sont des constantes arbitraires, avec C3 i= 0 et .\1 < 0; 

(4) 
cash~ ( ~t) 3 -,\1 v2 é u v -"-2 

f(u v)= sinh ( ) u v --- dt ' ( ( fEP ) ' ' 2 CI J (.inh, ( ~~)) 
"nh ( {3(->:J )) .s1 y --'2u , 

où c4 et ,\1 sont des constantes arbitraires telles que c4 i= 0 et ,\1 < 0; 

(5) M est localement équiaffine équivalente avec la surface réglée définie par 

où 
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• les fonctions 001, oo2, oo3 sont définies par 

oo1(u) fu (- y'(t)f3l(u) +y(t)f3~(t))dt, 

oo2(u) = fu (- y'(t)f32(u) + y(t)f3~(t))dt, 

oo3(u) 05 fu exp (1 k(t)dt)dx, 

• 05 est une constante d'intégration, 
• les fonctions y, k et {3 = (/31 , {32 , 0) sont réliées par les équations différentielles 

Il k' J.l -y + y +y=-
p 

(3" + {3 = k/3' 

et où p, J.l sont des fonctions arbitraires dépendantes de u. 

Nous démontrerons ce théorème 0.2.4 dans la section 2.2 du Chapitre 2. 

0.2.3 Sur le chapitre 3 

Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes intéressés à la géométrie centroaffine de 
JRn+l. Comme d'habitude, nous prenons comme champ de vecteurs transversaux ~ le champ 
de vecteurs position f (i.e. ~ = f); l'opérateur de forme S est alors donné par : S = -1. 
De plus, on suppose que la forme bilinéaire h est définie: h est alors appelé la métrique 
centroaffine. Nous pouvons toujours supposer que la métrique centroaffine h soit définie 
positive, c'est à dire si h est définie négative pour Ç = f [resp. Ç = - f], nous pouvons prendre 
~ = - f [resp. ~ = + f] pour qu'elle soit définie positive. Dans ce cas là, nous pouvons avoir 
S = ±I. Nous avons S = I [resp. S = -I] si~=- f [resp. ~ = + f]. 
Un espace affine A1 est appelé : 

• une sphère affine hyperbolique si S = -I. L'exemple typique est l'hyperboloïde 
centrée à 1· origine. 

• une sphère affine elliptique siS= I. L'exemple typique dans ce cas est l'ellipsoïde. 
Puisque S = ±I, alors la courbure moyenne est toujours une constante différente de 

zéro. Donc, dans ce cas, cette courbure et l'opérateur de forme S n'ont pas de signification 
géométrique. Par contre il a été découvert parC. P. \Vang (voir [58]) que le rôle de l'opérateur 
de formeS est le même que celui de l'opérateur de Tchebychev qui est introduit de la façon 
suivante. 

Nous introduisons d'abord le tenseur de différence K par la différence entre la connexion 
induite V' et la connexion de Levi-Civita ~ de la métrique centroaffine h : 

KxY =~x Y- ~x Y, pour tous X. Y E X(M). 
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Alors, en utilisant la proposition 4.1 dans le livre [39] de K. Nomizu et T. Sasaki, la forme 
cubique C = \1 h satisfait : 

C(X, Y, Z) = -2h(KxY, Z), pour tous X, Y, Z E X(M). 

Sachant que C est totalement symétrique, pour tout champ de vecteurs tangents X fixé, 
l'opérateur Kx, 

Kx :Y~-+ KxY 

est symétrique par rapport à h : 

h(KxY, Z) = h(Y, KxZ), pour tous X, Y, Z E X(M). 

La forme de Tchebychev Tet le champ de vecteurs de Tchebychev T# sont 
définies respectivement, pour tout XE X(M), par : 

h(T#, X)= T(X), 

T(X) = ~traceKx, où n = dimAJ. 
n 

Il est bien connue que la forme de Tchebychev T est fermée. 
Dans l'article [58], C. P. Wang a obtenu les équations d'Euler-Lagrange pour l'opérateur 

fonctionnel de l'aire centroaffine. Il a montré que les points critiques de cet opérateur sont 
caractérisés par le fait que la trace de l'opérateur de Tchebychev Test zéro. Cet opérateur 
Test défini comme la dérivée covariante du champ de vecteurs de Tchebychev, c'est-à-dire : 

~ 

où \1 est la connexion de Levi-Civita de la métrique centroaffine h. Cela implique qu'en 
géométrie centroaffine, T joue le même rôle que l'opérateur de forme S de la géométrie 
équiaffine ou de la géométrie euclidienne. 

Si on considère les sphères affines propres en géométrie centroaffine (avec, comme origine, 
le point d'intersection des champs de vecteurs transversaux), alors pour cette classe d'hyper­
surfaces, on sait que le champ de vecteurs de Tchebychev s'annule automatiquement. 

Une hypersurface est dite de Tchebychev si et seulement si l'opérateur Test un multiple 
de l'identité. 

Trivialement tous les sphères affines propres sont des hypersurfaces de Tchebychev. De 
plus, il faut noter que la classe de toutes les sphères affines propres est tellement large 
que, même en imposant des conditions supplémentaires assez fortes, on ne parvient pas à 
la déterminer de façon complète. 

Depuis la parution de l'article [58] de C. P. Wang en 1994, beaucoup de travaux ont été 
menés pour aboutir à une meilleure compréhension du rôle de l'opérateur de Tchebychev en 
géométrie centroaffine. 
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On peut mentionner que dans les travaux [27] de A. M. Li, H. Li, U. Simon, on peut 
trouver beaucoup d'exemples d'hypersurfaces non dégénérées qui ne sont pas des sphères 
affines propres, mais qui satisfont la condition T =O. Plusieurs de ces exemples sont complets 
pour la métrique centroaffi.ne. Dans ce cadre, beaucoup d'autres exemples ont été obtenus 
récemment (voir [27],[14],[52],[53]). 

Comme il a été déjà mentionné auparavant, l'équation 

traceT = 0 

est l'équation d'Euler-Lagrange fonctionnelle de l'aire centroaffine. Elle caractérise les points 
critiques de l'opérateur T; ces points se nomment les hypersurfaces centroaffines cri­
tiques. Beaucoup d'exemples locaux complets de ces hypersurfaces sont connus; dans les 
travaux [58] et [27], des classifications partielles ont été même obtenues. 

Une famille d'exemples qui jouent un rôle très important dans toutes ces classifications 
est celle des hypersurfaces centroaffines canoniques introduites par A. M. Li et C. P. Wang 
[30] en 1991. 

Une hypersurface centroaffine est dite canonique si les deux conditions suivantes sont 
satisfaites : 

a) la métrique centroaffine h est plate 
b) la forme cubique est parallèle par rapport à la connexion de Levi-Civita de la métrique 

centroaffine h. 
Vue cette condition b), ces hypersurfaces sont de Tchebychev. 

On a la caractérisation suivante. 

Théorème 0.2.5. [30} 
Soit f : M ---+ JRn+l une immersion centroaffine elliptique canonique d'une hypersurface M 
dans JR.n+l. Alors M est équivalente à une hypersurface définie par une équation de la forme : 

Xalxa2 Xan+l _ 1 
1 2 · · · 'n+l - ' 

où aiE JR+ pour tout i E {1, · · · , n + 1}. 

D'autres résultats liés à cette classe d'hypersurfaces ont été obtenus dans [27],[32],[33],[17]. 
De notre côté, nous avons obtenu, en 2007, la classification suivante des hypersurfaces hyper­
boliques et elliptiques plates de Tchebychev dans la géométrie centroaffine de 1R4

. c·est ce qui 
fait l'objet des deux résultats suivants. 

Théorème 0.2.6. [45} 
Soit x : M ......,; IR4 une immersion centroaffine hyperbolique d'une hypersurface M dans JR4

. 

Soient X un champ de vecteurs tangents sur III et a: une fonction différentiable sur IR. On 
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suppose que (M, h) est une variété riemannienne plate et que V xT# = o:X. Alors lvf est cen­
troaffinement équivalente à une hypersurface canonique dans JR4 définie par l'une des équations 
suivantes : 

( •) 0:1 0<2 0<4 - 1 • xl x2 ... x4 - . 

(ii) 

(iii) 

où 0:1 =1= 0, 0:2 :2::: 0, a3 :2::: 0, a4 :2::: 0, et où o:1 + a2 + 0'.3 + a4 > 0 ; 

exp ( -a1 arctan ::) (xi+ x~t2 x~3 + x~4 = 1, 

où ai + a~ =1= 0, a3 > 0, a4 > 0 et où 2a2 + a3 + 0'.4 > 0 ; 

X4 = -
2

1 (x~+···+ x~-1) - (a2x2 + · · · + O:v-lXv-l) 
Xl 

-xl (o:1lnx1 + · · · + a4lnx4), 

où 2 :::; v :::; 4, ai > 0 pour tout i 2:: v et où a 1 + O:v + · · · + o:4 > O. 

Théorème 0.2.7. {46} 
Soit x : M __, JR4 une immersion centroaffine ell1ptique d'une hypersurface A1 dans JR4 . Soient 
X un champ de vecteurs tangents sur l'v! et o: une fonction différentiable sur IR. On suppose que 
(111, h) est une variété riemannienne plate et que V xT# = aX. Alors 111 est centroaffinement 
équivalente à une hypersurface canonique dans IR4 définie par l'une des équations suivantes : 

(ii) 

(iii) 

exp ( -a1 arctan ::) (xi+ x~t2 x~3 + x~4 = 1, 

où aî + a~ =1= 0, 0:3 > 0, 0'.4 > 0 et où 2a2 + a3 + 0:4 > 0 ; 

X4 = 
2

1 (x~+···+ x;_l) - (o:2x2 + · · · + O'.v-lXv-d 
.Tl 

-x1(o:1lnx1 + · · · + o:4lnx4). 

où 2 :::; v :::; 4, O'.i > 0 pour tout i 2:: v et où a1 + O:v + · · · + a4 > O. 

Au moins en dimension 3, ces deux théorèmes impliquent que, pour obtenir une hypersur­
face canonique. il suffit qu'elle soit une hypersurface de Tchebychev plate. Donc il n'est pas 
nécessaire d'imposer que le tenseur C soit parallèle par rapport à la connexion de Levi-Civita 
V ( ce qui se traduit par : VC = 0). 
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Chapitre 1 

Rappéls de géométrie affine 

1.1 Introduction 

Dans tout ce travail, nous ne considérons que des variétés connexes. La notion de différentiabilité 
sera entendue au sens crx; en particulier. les variétés. les champs de tenseurs ainsi que les 
fonctions considérés seront toutes différentiables en ce sens. 

Les définitions et les résultats figurant dans ce chapitre peuvent être trouvés, par exemple 
dans les ouvrages suivants : [5], [4] , [39]. 

Sauf précision contraire, nous adopterons les notions suivantes : 

1. M est une variété de dimension n ; 

2. :F(Af) est l'anneau des fonctions différentiables sur M: 

3. X(M) est le F(Af)-module des champs (différentiables) de vecteurs tangents sur .M. 

4. TpM est l'espace tangent à Men un point quelconque p E M. 

5. Par abus de langage. un champ de tenseurs (sur M) sera tout simplement appelé tenseur. 

6. Les indices i, j, k, l, r, s, t varient de 1 à n = dim M. 

1.2 Connexion affine 

Définition 1.2.1. 
Une connexion affine (ou une dérivation covariante) sur AI est une application 

D : X.(l\1) x X(Af) ~ X(M) 

(X. Y) ~---> Dx }' 
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vérifiant, pour tous X, Y, X1, X2 , Y1, Y2 E X(M) et pour tout cjJ E Y(M), les égalités sui­
vantes : 

où X(cjJ) = dcjJ(X). 

Dxl+x2Y = DxlY + Dx2Y, 

DtPxY = c/JDxY, 

Dx(Yi + Y2) = DxY1 + DxY2, 

Dx(c/JY) = X(cjJ)Y + c/JDxY, 

(1.1) 

(1.2) 
(1.3) 
(1.4) 

Pour tous champs X, Y E X(M), DxY s'appelle la dérivée covariante du champ Y 
suivant le champ X. 

Soit {xl,··· , xn} un système de coordonnées locales au voisinage d'un point p E M. 
• Suivant ce système, la dérivée covariante DL. 8~1 s'écrit : 

8x' 

a L k a DL_ -a . = rija k' 
8x' xJ x 

k 

où les coefficients r:j désignent les symboles de Christoffel. 
• Soient X, Y E X(M) s'écrivant localement sous la forme : 

Exprimons alors D x Y : 

= L (L: ai~~: + L aibJr~1) a~k 
k 1 IJ 

=~[~a. ( :!: + ~b;r~;)] 8~, 

Nous obtenons ainsi l'écriture locale de DxY: 
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Nous savons qu'on peut généraliser la notion de dérivation covariante aux champs de 
tenseurs sur M ; mais, spécialement pour ce travail, nous ne présenterons que les trois cas 
suivants: 

• Soit fE :F(/1.1). La dérivée covariante Dxf de f suivant X est définie par : 

Dxf = X(f). 

• Soit L un champ de tenseurs de type (0, s). La dérivée covariante DxL deL suivant 

X est définie, pour tout (X1, · · · , Xs) E ( X(M)) s, par : 

(DxL)(Xl, X2, .. · , Xs) =X(L(Xl, X2, · .. , Xs)) 
s 

-L L(Xl, x2, ... 'DxX, ... l Xs)· (1.5) 
i=l 

• Soit L: ( X(l\f)) s --+ X(M) une applications-linéaire. On sait qu'on peut considérer L 
comme un champ de tenseurs de type (1, s) sur M. La dérivée covariante DxL de 

L suivant X est définie, pour tout ( X1, · · · , Xs) E (X( M)) s, par : 

(DxL)(X1,X2, ... ,Xs) =Dx(L(X1.X2, ... ,Xs)) 
s 

- LL(X11X2, ... ,DxX" ... . Xs)· (1.6) 
•=1 

Notation. 
Soit L un tenseur sur M. On note DL l'application définie par : 

DL: X E X(M) f-+ DxL. (1.7) 

Exemple 1.2.2. 
On considère l'application 

D : X(IR.m) x X(IR.m) --+ X(IR.m) 

(X, Y) f-+ Dx Y= ( X(y1), X(y2) ... · , X(ym)), 

où les Yi sont les composantes de Y dans la base canonique de IR.m. D est une connexion sur 
l'espace standard IR.m; on l'appelle la connexion naturelle sur 1Rm. 
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1.3 Tenseur de torsion 

Commençons par rappeler la définition du crochet de deux champs de vecteurs. 

Définition 1.3.1. 
Soient X, Y des champs de vecteurs tangents à M. Le crochet de X et Y est le champ de 
vecteurs tangents à lvi. noté [X, Y], défini par : 

[X,Y]=XY-YX. 

Rappelons que [X, Y] est l'opération de dérivation définie sur :F(M) comme suit : 

[X, Y] : :F(M)-+ :F(M) 

f ~[X, Y](f) = x(YU))- Y(XU)). 

L'opération crochet vérifie les propriétés suivantes. 

Proposition 1.3.2. [4] 

(1.8) 

Soient X, Y, Z des champs de vecteurs tangents à A1, a, b des nombres réels et j, g des 
fonctions différentiables sur Af. Alors : 

(1) [X, Y]= -[Y, X]; 
(2) [aX + bY. Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] ; 
(3) [[X, Y], Z] +[[Y, Z], X]+ [[Z, X], Y]= 0; 
(4) [jX,gY] = fg[X, Y]+ fX(g)Y- gY(f)X; 

(5) [X, Y](fg) = g[X. Y](f) + f[X. Y](g); 

(6) [X, Y](af + bg) = a[X, Y](!)+ b[X, Y](g). 

Définition 1.3.3. 
Soit D une connexion affine sur M. Le tenseur de torsion assoczé à D est l'application 
bilméaire antisymétrique T: X(JH) x X(A1) ---+ X(M) définie par: 

T(X. Y)= DxY- Dy X- [X. Y], pour tous X, Y E X(Af). (1.9) 

En coordonnées locales. on a : 

( a a) ,ka 
T ox' ' oxJ = L: T,J oxk. 

où on a posé: 
T k ['k ['k 

tj = >j - )2" 
(1.10) 

Nous aurons à considérer le cas où le tenseur Test nul. 
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Définition 1.3.4. 
Une connexion affine D est dite de torsion nulle si son tenseur de torsion T est égal à zéro. 

Remarque 1. 
Une connexion affine D est de torsion nulle si et seulement si ses symboles de Christoffel sont 
symétriques : 

1.4 Tenseur de courbure 

Soit D une connexion affine sur M. 

Définition 1.4.1. 
Le tenseur de courbure associé à D est l'application trilinéaire, notée R, définie de la façon 
suivante : 

R: x(M) x x(M) x x(M) ---. x(M), 

(X, Y, Z) f-7 R(X, Y)Z = DxDyZ- DyDxZ- D[x,Y]Z· (l.ll) 

En coordonnées locales, on a : 

où les coefficients Rjkl sont donnés par : 

Dans toute la suite, nous supposerons que la connexion D est de torsion nulle. Dans ces 
conditions, nous obtenons les deux identités de Bianchi suivantes. 

Proposition 1.4.2. {39} 
Soit R le tenseur de courbure associé à D. Pour tous X, Y, Z E x(M), on a la première 
identité de Bianchi suivante : 

R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X) Y= O. (1.12) 
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Proposition 1.4.3. {39} 
Soit R le tenseur de courbure de D. Pour tous X, Y, Z E x(Af), on a la deuxième identité 
de Bianchi suivante : 

(DxR)(Y, Z) + (DyR)(Z, X)+ (DzR)(X, Y)= 0, (1.13) 

où, pour tous a, (3, "f, 8 E x(A1), on a posé: 

En utilisant les deux tenseurs Ret T, nous pouvons introduire les définitions suivantes. 

Définitions 1.4.4. 
Soit R [respectivement T} le tenseur de courbure [respectivement le tenseur de torsion} associé 
à D. On dit que 

(1) D est plate si 
R=O; 

(2) D est localement symétrique si 

T = 0 et DR= O. 

1.5 Tenseur de Ricci et équiaffinité locale 

L'objectif de ce paragraphe est de présenter rapidement la notion de connexion localement 
affine. Soient D une connexion affine sur JV!. R le tenseur de courbure associé à D. 

Définition 1.5.1. 
La connexion D est dite localement équiaffine si. pour tout pomt de 1\I, zl existe une forme 
volume parallèle w, ce qui signifie que : 

Dw=O. 

Dans ce cas, on dit que ( D, w) est une structure équiaffine sur JU lorsque D est de 
torsion nulle. 

On peut caractériser une connexion localement équiaffi.ne au moyen de son tenseur de 
Ricci. 
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Définition L5.2. 
Le tenseur de Ricci associé à D est le tenseur de type (0, 2) noté Rie et défini par : 

pour tous Y, Z E X(M), Ric(Y, Z) =trace{ X f-+ R(X, Y)Z}. (1.14) 

En coordonnées locales, les cœfficients Rjk =Rie ('ÎiJ, b) sont donnés par : 

Rjk = Rie ( 0~j , o~k) = 2;: Rkij. 
t 

Proposition 1.5.3. 
Une connexion est localement équiaffine si et seulement si son tenseur de Ricci est symétrique. 

1.6 Connexion de Levi-Civita 

Théorème 1.6.1. [41} 
Sur une variété Riemannienne ( M, g), il existe une unique connexion V satisfaisant les condi­
tions suivantes : 

a) V est de torsion nulle, 

b) V est compatible avec la métrique riemannienne 9, en ce sens que : 

pour tous X, Y, z E X(M), x(9(Y, Z)) = 9 (v x Y, z) + 9 (Y, Vxz). 

Cette connexion V s'appelle la connexion de Levi-Civita sur M. 

Cette condition b) équivaut au fait que la métrique g est parallèle (suivant la connexion 
V) en ce sens que : 

V9=0. 

On peut trouver une démonstration détaillée de ce théorème 1.6.1, par exemple dans le 
livre [41, page 61] de B. O'Neill . 

Remarque 2. 
La connexion de Levi-Civita V est caractérisée par la formule de Koszul suivante : 

29 (v x Y, z) = x(9(Y. z)) + Y(9cz. X)) - z(9(X. Y)) 
- 9(X, [Y, Z]) + 9(Y, [Z, X])+ g(Z, [X, Y]), 

pour tous X, Y, Z E X(.llf). 
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Relativement à un système { x1 , ... , xn} de coordonnées locales sur M, notons ffj les co­

efficients de Christoffel de V (ces coefficients s'appellent alors les symboles de Riemann­
Christoffel). Nous avons : 

( 
~ a a ) (~ ~k a a ) ~ ~k ( a a ) 

g 'V éJ~' 8xJ' ax1 = g L..t r.j axk l ax1 = L..t rijg ax1' axk 
k=l k=l 

D'un autre côté, en vertu de réquation (1.15), nous avons : 

Par suite, nous obtenons : 

Puisque la matrice (gzk)z,k admet comme inverse la matrice (g1k)l,k' nous en déduisons 
que: 

(1.16) 

1. 7 Immersion affine 

Soient AI, l'vf deux variétés de dimensions respectives m, iii; on suppose que m :::::; iii et 
on pose k = m - m. 

Définition 1. 7 .1. 
Une application différentiable f : l\I -+ 1'11 est a1!J!...elée une immersion si, pour tout p E l\1, 
l'application linéair-e tangente J,P: TpM-+ Tf(p)l'vi est injective. Dans__::__e cas, 

• on dit que lv! est une sous-variété de codimension k ~ans l\1; 
• lorsque k = 1, on dit que 1U est une hypersurface de JU. 

1Iaintenant, on munit I\1 d'une connexion D. On note : 

TM= U Tpi\1. 
pEM 
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On considère une immersion f: M ____. M de M dans M. Introduisons la notion de champ de 
vecteurs le long de f. 

Définitions 1.7.2. 
• Un champ de vecteurs le long de f est une application V de M vers T Af définie 

comme suit: 

Vp E M, V(p) E Tf(p)M. 

• Ce champ V est dit tangent à AI s'il existe un champ X de vecteurs tangents à .M tel 
que : 

Maintenant, nous introduisons la notion de dérivation covariante pour les champs de 
vecteurs le long de f. 

Définition 1. 7.3. 

( 1) Soient p E M et W (p) E Tp( M). Pour tout champ de vecteurs V le long de f. on définit 
la dérivée covariante Dw(p) V du champ de vecteurs V suivant la direction 
lV (p) de la façon suivante : 

étar;!_ donné un système de coordonnées locales y = (y1 , ... , Ym) au voisinage de f(p) 

dans A1 suivant lequel on a : 

on pose : 

m a 
V - ~l7._ 

-L,.;~J[jj' 
J=l y 

(1.17) 

où les \~ sont des fonctions définies sur un voisinage de p et r~ est le kèrne composante 
- 8 

de D..L&J· 
8y' y 

(2} Pour tout champ TV de vecteurs tangents à M et pour tout champ de vecteurs V le long 
de f, on note : 

Dw V : p E llf r--> Dw(p) V 

On définit alors une opération appelée une dérivation D des champs de vecteurs 
le long de f. 
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Le résultat suivant justifie que la définition 1.7.3 ne dépend pas du choix du système de 
coordonnées locales. 

Proposition 1. 7 .4. 
Soient V un champ de vecteurs le long de f, I un intervalle ouvert dans .IR. Soit 
a : I ----* M une courbe dans M; on pose : a(O) = p et a'(O) = W. Il existe un champ de 
vecteurs V défini sur M par : 

et vérifiant : 

Démonstration. 
Comme f est une immersion, la composée 

foo.:I---*M 

est une courbe régulière sur M. Il existe alors (voir le chapitre 0 du livre [4] de M. Do Carmo) 
un système de coordonnées locales : 

Y : U C JRm ---' M 

et des constantes (a2 , ... ,am) tel que : 

Vt E I, (f o a)(t) = y(t, a2, ... ,am). 

Sachant que 

nous pouvons poser 

- m a 
F(q) = ~ Vi(a o p1 o y-1)(q) ayi. pour tout q E M, 

où p1 note la projection sur la première composante. De cette façon, nous obtenons un champ 
de vecteurs V sur M. 

En vertu des propriétés d'une connexion, nous avons : 
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Comme 

VJ (f(p)) = V 3 (! o a(O)) = lS ( a(O)) = Vj(p) 

- d- d 
f*(W)(VJ) = dt (Vj of o a)it=ü = dt (Vj o a)it=O = W(Vj), 

donc, nous avons la formule ( 1.17). Ce qui achève la démonstration. 
0 

Remarque 3. 
L'opération de derivation D obtenue dans la définition 1. 7.3 vérifie les propriétés d'une 
connexion (vo2r la définition 1.2.1}. 

Dans toute la suite, par abus de notation, cet opérateur D sera notée abusivement D. 

En vue de définir ce qu'est une immersion affine et d'écrire la dérivation des champs de 
vecteurs tangents à M suivant les champs de vecteurs le long de/, nous énonçons la suivante. 

Remarque 4. 
Supposons qu'il existe une k-distribution différentiable 

telle que, pour tout p E M, NP est un supplémentaire de TpM dans TJ(p)M : 

(1.18) 

Alors, en projetant D sur l'espace tangent à M (suivant cette somme directe), on obtient 
une connexion D sur M vérifiant la propriété suivante : 

Dxf*(Y) = f*(DxY) + a(X. Y), pour tous X, Y E X(.M), (1.19) 

où pour tout p E M, a(X, Y)p E NP. 

Définition 1.7.5. 
On suppose que la variété 1\[ est munie d'une connexion D ~(on rappelle que D est une 
connexion sur J\.I}. On dit alors que l'immersion f : M --+ M est affine si les conditions 
suivantes sont satisfaites : 
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(1) Il existe une k-distribution différentiable 

telle que~ pour toutp E M, Np vérifie la décomposition (1.18). 

(2) Pour tous X, Y E X(M), la dérivée Dxf*(Y) se décompose, suivant la somme directe 
(1.18), sous laforme (1.19). 

Dans ces conditions, pour tout point p E M, tout vecteur Çp E Np est appelé un vecteur 
normal à M en p pour la distribution N. 

Pour la suite de ce chapitre, nous nous intéressons spécifiquement au cas où 
• M est l'espace JRn+l muni de sa connexion affine naturelle plate (cf. exemple 1.2.2); 
• 111 est une hypersurface orientable de JRn+l ; 

• f : M --+ JRn+l est l'immersion de M dans JRn+l. 

Comme M est orientable, il existe un champ différentiable 

de vecteurs transversaux tel que : 

où span {Çp} désigne la droite vectorielle engendrée par Çp. De plus, tout autre champ de 
vecteurs transversaux 'f7 peut s'écrire sous la forme 

'f7 = <pf, + f*(Z) 

où Z est un champ de vecteurs tangents à J\,1 et où <p est une fonction réelle non nulle sur M. 
En utilisant ce champ de vecteurs transversaux, nous avons la proposition suivante. 

Propos~tion 1.7.6. [39} 
Soient D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de f, Ç un champ de vecteurs 
transversaux sur III. Alors D induit sur 111 une connexion \7 de torsion nulle satzsfaisant la 
formule de Gauss suivante : 

Dxf*(Y) = f*(V'xY) + h(X, Y)Ç, pour tous X. Y E X(Af), (1.20) 

où h est une forme bilinéaire symétrique sur X( M). 
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Défini ti on 1. 7. 7. 
On reprend les notations de la proposition 1. 7.6. La forme bilinéaire symétrique h obtenue 
s'appelle la forme fondamentale affine (relative au champ de vecteurs transversaux 
Ç); f est l'immersion affine de l'hypersurface JI.! dans IRn+l. 

Ainsi, pour l'immersion f : M --+ IRn+l de l'hypersurface ./1.1 dans IRn+l, le choix d'un 
champ de vecteurs transversaux Ç permet d'obtenir une connexion induite \7 sur l'vf, de sorte 
que f devienne une immersion affine. 

Nous pouvons aussi appliquer la dérivation D sur le champ de vecteurs transversaux Ç. 

Proposition 1. 7.8. {39} 
Soit f : M--+ IRn+l l'immersion de l'hypersurface M dans IRn+l. Soit Ç un champ de vecteurs 
transversaux sur M. Alors on a la formule de Weingarten suzvante : 

DxÇ = - f*(SX) + r(X)Ç, pour tout x E x(M), (1.21) 

où S est un tenseur de type (1, 1) et où r est une 1-forme. 

Définition 1. 7 .9. 
On reprend les notations de la proposition 1. 7.8. Le tenseurS obtenu s'appelle l'opérateur 
de forme (affine); la l-forme r s'appelle la forme de la connexion transversale. 

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour transformer une immersion affine 
en une autre. 

Proposition 1. 7.10. {39} 
Soit (M, 'V) une variété différentwble de dimension n munze d'une connexion affine 'V de 
torswn nulle. Soient j : (M, \7) --+ IRn+l et J : (AI, v) --+ IRn+l deux immersions affines 
relatives à deux champs de vecteurs transversaux Ç et € respectivement. Les objets h, S, et r 
de~ sont notés par h, S, et f. On suppose que : 

r =f. 

Alors il existe une transformation A tel que J = Af. 

En 1986. Vv. lvi. Boothby [3] a démontré le lemme suivant. 
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Lemme 1.7.11. [3] 
Soit f : (M, \7) ---> JRn+l une immersion affine d'une hypersurface Af dans JRn+l. Soient 
X1, ... , Xn des champs de vecteurs de classe coo sur un ouvert U de M. On suppose que les 
deux conditions suivantes sont vraies : 

(i) {X1(q), ... , Xn(q)} sont linéairement indépendants pour tout q EU; 
(ii} [X~, Xj] = 0 sur U, 1 ::; i, j ::; n. 

Alors, pour tout point p E U, il existe un voisinage V de p et une application g 

g: V ---> M 

(xl' ... , xn) r-+ g(xl' ... , xn) 

telle que : 

Maintenant, nous appliquons ce lemme 1.7.11 à une immersion f: 111---> JRn+l. 

Corollaire 1.7.12. 
Soit f : (M. \7) ---> JRn+l une immersion affine d'une hypersurface M dans JRn+l. Soient 
X1 , ... , Xn des champs de vecteurs de classe C00 sur un ouvert U de M vérifiant les deux 
conditions du lemme 1. 7.11. Soit g: V--+ AI l'application qui en découle. Alors, on a: 

où 

1.8 Equations fondamentales et Exemples 

Nous allons maintenant écrire les équations fondamentales d'une immersion de l'hyper­
surface f : AI ---> JRn+l. 

Premièrement, nous considérons le cas où le champ de vecteurs transversaux Ç est arbitraire. 
::'\ous avons: 
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Théorème 1.8.1. [39} 
Soit Ç un champ de vecteurs transversaux sur Al. La connexion induite V' de torsion nulle, 
la forme fondamentale h, l'opérateur de forme S et la forme de la connexion transversale r 
satisfont les équations suivantes : 

• L'équation de Gauss : 

R(X, Y)Z = h(Y, Z)SX- h(X, Z)SY, pour tous X, Y, Z E X(M). (1.22) 

• L'équation de Codazzi pour h : 

(V' xh)(Y, Z) + r(X)h(Y, Z) = (V'yh)(X, Z) + r(Y)h(X, Z), (1.23) 

pour tous X, Y, Z E X(.M). 
• L'équation de Codazzi pour S : 

(V' xS)(Y) + r(X)SY = (V'yS)(X) + r(Y)SX, pour tous X, Y E X(M). (1.24) 

• L'équation de Ricci : 

h(X, SY)- h(SX, Y)= dr(X, Y), pour tous X, Y EX( !II), (1.25) 

où dr(X, Y)= Xr(Y)- Yr(X)- r ([X, Y]). 

Corollaire 1.8.2. [39} 
Le tenseur de Ricci de la connexion induite est donné par : 

Ric(Y, Z) = h(Y. Z) traceS- h(SY, Z), pour tous Y, Z E X(M). (1.26) 

Remarque 5. 

(1) En vertu des équations (1.25) et (1.26), le tenseur Rie est symétrique si et seulement si 
dr= O. 

(2) Dans l'équation (1.23) de Codazzi pour h. nous voyons que le côté gauche est symétrique 
par rapport à X, Y et par rapport à Y, Z. 
Par suite, en posant : 

C(X, Y, Z) = (V'xh)(Y, Z) + r(X)h(Y, Z). pour tous X, Y, Z E X(.M), (1.2ï) 

nous obtenons un tenseur C symétrique par rapport à toutes les variables. C se nomme 
la forme cubique de l'immersion affine. 

(3) Les équations figurant dans le théorème 1.8.1 sont indépendantes. 
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Maintenant, nous allons nous intéresser à la structure équiaffine dans .JRn+1. Elle nous 
permettra de fixer un élément volume parallèle n, donné par le déterminant. 

Soit f : .M ---+ .JRn+l une immersion de l'hypersurface M dans .JRn+l. Soit ~ un champ 
de vecteurs transversaux sur M. ~ et n induisent une connexion \7, une forme fondamentale 
affine h et un élément volume e sur M définis de la façon suivante : 

(1.28) 

Clairement, e est un élément volume dans M. 

Définition 1.8.3. 
Le tenseur(} défini dans l'équation (1.28) est appelé l'élément volume induit. 

Nous nous sommes intéressés à la question de savoir si (} définit une structure équiaffine 
(au sens de la définition 1.5.1), autrement dit si ve =O. La réponse de cette question est la 
suivante. 

Proposition 1.8.4. [39} 
Soit f: M--+ .JRn+l l'immersion de l'hypersurface M dans .JRn+l. Soit Ç un champ de vecteurs 
transversaux sur M. Soient_e l'élément volume induit, \7 la connexion induite, T la forme de 
la connexion transversale, D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de f associés à 
Ç. Nous avons : 

\7 xe= r(X)e, pour tout X E TpM, p E 1\f. (1.29) 

Il suit que, les deux conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) \7 xe= 0, pour tout X E X(M); 

(2) r(X) = 0, c'est à dire, DxÇ est tangent à M pour tout XE X(M). 

En vertu de la proposition 1.8.4, il est commode de donner la définition suivante. 

Définition 1.8.5. 
Soit f : M --+ ffi.n+l une immersion de l'hypersurface M dans .JRn+l. Un champ de vecteurs 
transversaux~ est dit équiaffine si Dx~ est tangent à 111 (autrement dû T(X) = 0), pour 
tout X E TpM et pour tout p E M. Un champ de vecteurs transversaux équiaffine est parfois 
appelé une normalisation relative. 

En utilisant un champ de vecteurs transversaux équiaffine ~, nous avons une structure 
équiaffine (\7, e) sur A1. Ainsi nous pouvons appeler f : (M, \7, e) ---+ .JRn+l une immersion 
équiaffine. Alors, la formule de Weingarten (1.21) est simplifiée par: 

Dx~ =- f*(SX), pour tout XE X(Af). 

16 



Nous verrons d'autre conséquences de la condition r = 0 dans les équations fondamentales 
de l'immersion affine. 

Théorème 1.8.6. {39} 
Si f : M -t JRn+l est une immersion affine munie d'un champ de vecteurs transversaux 
équiaffine, alors : 

• L'équation de Codazzi pour h s'écrit: 

(Vxh)(Y, Z) = (\?yh)(X, Z), pour tous X, Y, Z E X(M). (1.23*) 

• L'équat~on de Codazzi pour S s'écrit: 

(\7 xS)(Y) = (\?yS)(X), pour tous X, Y EX( li!). (1.24*) 

• L 'équation de Riec s'écrit : 

h(X, SY) = h(SX, Y), pour tous X, Y E X(M). (1.25*) 

Remarque 6. 
Si (\7, h) satisfait l'équation de Codazzi (1.23*), alors la forme cubique C définie par: 

C(X, Y, Z) = (Vxh)(Y, Z), pour tous X, Y, Z E X(.M) 

est un tenseur symétrique. 

Maintenant, nous allons étudier l'effet du changement d'un champ de vecteurs transver­
saux sur une immersion donnée f. 

Proposition 1.8.7. {39} 
On suppose qu'on remplace le champ de vecteurs transversaux Ç par le champ [ défini par : 

où Z est un champ de vecteurs tangents à 1II et où rp une fonction réelle non nulle. Alors la 
forme fondamentale affine h, la connexion induite \7, la forme de la connexion transversale 
r et l'opérateur de forme affine S deviennent : 

- 1 
h = ""j;h ; (1.30) 

- 1 
V x Y= VxY- ""j;h(X, Y)Z, pour tous X, Y E X(M) ; (1.31) 

1 
f(X) = r(X) + ""j;h(Z, X)+ X (lni<Pi), pour tout X E X(iv!) ; (1.32) 

SX = cf;SX- \7 xZ + r(X)Z, pour tout XE X(l\1) ; (1.33) 
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Remarque 7. 
L'équation (1.30) montre que le rang d'une forme fondamentale affine h est indépendant de 
choix de champ de vecteurs transversaux. 

Cette remarque mène aux suivants. 

Définitions 1.8.8. 

• Le rang de l'hypersurface M (ou de l'immersion f : M --+ lli:.n+l de l'hypersurface M 
dans lli:.n+l) est le rang de la forme fondamentale affine h. 

• En particulier, lorsque le rang est n, c'est à dire si h est non dégénérée, nous disons 
que l'hypersurface (ou l'immerszon de l'hypersurface) est non dégénérée. 

Desormais, nous allons toujours nous placer dans le cas où l'hypersurface est non dégénérée. 

Définition 1.8.9. 
Soit f : M ---+ lli:.n+l une immersion affine. On dit que f est centroaffine si le champ de 
vecteurs 

f: M--+ Tlli:.n+l 

p ~---> J(p) E Tf(p)lli:.n+l ~ lli:.n+l et J(p) ~ f(p). 

est transversal, c'est à dire que : 

Dans ce cas, en posant NP= span{f(p)} et en utilisant l'équation (1.19), nous avons: 

pour tous X, Y E :t(M), Dxf*(Y) = 'VxY + h(X, Y)(- J). (1.34) 

où 'V x Y E :t(J\,1). 
On peut vérifier que 'V est une connexion de torsion nulle et que h est une forme fon­

damentale symétrique. 'V s'appelle la connexion centroaffine induite et h la métrique 
centroaffine. Dans ce cas là, 

• le tenseur de courbure Rest donné par : 

R(X, Y)Z = h(Y, Z)X- h(X. Z)Y, pour tous X, Y, Z E :t(lvl) 

• le tenseur de Ricci Rie est donné par : 

Ric(Y, Z) = (n- l)h(Y, Z), pour tous Y, Z E :t(A1). 
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Définitions 1.8.10. 

• Le tenseur normal de Ricci, noté"(, est défini par: 

'Y(X, Y)= -
1
-Ric(X, Y), pour tous X, Y E X(M). 

n-1 

• Le tenseur de courbure projective de Weyl, noté W, est défini par: 

(1.35) 

W(X, Y)Z = R(X, Y)Z- ['Y(Y, Z)X- 'Y(X, Z)Y], pour tous X. Y, Z E X(J\I). 

• La connexion induite \7 dans l'hypersurface centroaffine est dite projectivement plate 
sz : 

W=O. 

Les exemples 

Exemple 1.8.11. (Immersion isométrique) 
Soit M une variété riemannienne orientable de dimension n, munie d'une métrique g associée 
à la connexion de Levi-Civita V. Soit g la métrique habituelle sur ffi.n+l associée à la connexion 
de Levi-Civita D. On suppose que f : (M, g) --> (ffi.n+l, 9) est une immersion isométrique. 
Alors 
f : (M. V) --> (ffi.n+l, D) est une immersion affine dont le champ de vecteurs transversaux 
équiaffine est le champ de vecteurs unitaires normaux. 

Exemple 1.8.12. (Hypersurface centroaffine) 
Soient 0 l'origine de l'espace affine ffi.n+r, 111 une variété différentzable de dimension n. Soit 
f : M --> ffi.n+l- {0} l'immersion de l'hypersurface M dans JRn+1 - {0} telle que le vecteur 

---+ ---+ 
position 0 f (p) est toujours transversal à f ( M) pour tout p E M. On prend Ç = -0 f (p). En 
considérant la fornwle de Weingarten {1.21}, nous avons : 

DxÇ =-X. 

Donc 
T = 0 et S = I. 

Par conséquent : 
• L'équation de Gauss (1.22) devient : 

R(X, Y)Z = h(Y, Z)X- h(Z, Y)X, pour tous X, Y, Z E X(AJ). 
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• Le tenseur normal de Ricci (1.35) devient : 

~i(X, Y) = h(X, Y), pour tous X, Y E X(M). 

On a remarqué dans cet exemple 1.8.12 que nous avons: W =O. Donc nous avons prouvé 
que la connexion induite de l'hypersurface centroaffine est projectivement plate. 

Réciproquement, nous énonçons la proposition suivante. 

Proposition 1.8.13. {39} 
Soient ( M, \7) une variété de dimension n muni d'une connexion affine plate et projective 
\7 et à tenseur de Ricci symétrique. Alors ( M, V) peut être localement immergée comme une 
hypersurface centroaffine dans JRn+l. 

Exemple 1.8.14. (Immersion équiaffine) 
Soit f : (M, \7) ~ JRn+l une immersion affine avec un champ de vecteurs transversaux Ç. 
Nous supposons qu'il existe un élément volume parallèle w dans JRn+l et un élément volume 
parallèle w dans A1. Alors nous pouvons trouver une fonction cP telle que ~ = cjyÇ soit le 
champ de vecteurs transversaux équiaffine et que f : (AI, \7, w) ~ ]Rn+ 1 soit une zmmersion 
équiaffine. 

En effet, soit e l'élément volume induit par la donnée de Ç. Nous avons une fonction non 
nulle cP telle que w = dJO. Alors il s'en suit facilement que l"élément volume induit par~= qJÇ 
est égal à w, tandis que la connexion induite par~ ne change pas, en vertu de l'égalité (1.31) 
de la proposition 1.8.î. 

Exemple 1.8.15. {Immersion d'un graphe) 
Soit 0 un ouvert dans ]Rn et F une fonctwn différentiablE sur 0 à valeurs réelles. On note f 
l'immersion du graphe de F : 

f : ]Rn 

Le champ de vecteurs transversaux est : 

ç = (0, ... . 0, 1). 

Soient D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de f sur ]Rn, V la connexion induite 
de torsion nulle associée à Ç. 

Comme Ç est un champ de vecteurs transversaux constant. nous avons : 

DxÇ =O. pour tout X E X(.Af). 
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Il s 'ensuit que : 

S = 0 et T =O. 

Nous pouvons calculer la forme fondamentale affine h. Pour simplifier les notations, nous 
écrivons ai au lieu de 8~, , Fi au lieu de ~;. et F2j au lieu de 8~~Jx1 • Alors nous avons : 

Par conséquent nous obtenons : 

ce qui zmplique que : 

et que 

f*(8I) = (1, 0, · · · , 0, F1), 

j*(82) = (0, 1, · · · , 0, F2), 

"\7 a, aj = o. 
Cette dernière équation signifie que { x1, x 2 , · · · . x 71

} est un système de coordonnées plat 
pour la connexion induite "\7. 

Réciproquement, nous avons la suivante. 

Proposition 1.8.16. {39} 
Soit f : lvi ----. JRn+l une immersion affine telle que la connexion indmte \7 sur M est plate. 
Alors elle est localement équivalente à l'immersion affine de graphe associée à une certaine 
fonction 

F: 111-+ R 

1.9 Immersion de Blaschke 

Soit f : M ----. JRn+l une immersion affine non dégénérée de l'hypersurface orientable Af 
dans JRn+l. Nous prenons l'élément volume fixé dans JRn+l donné par la fonction déterminant. 
::vlaintenant, nous allons introduire la théorie classique dans la géométrie affine. 
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Définition 1.9.1. 
Soit Ç un champ de vecteurs transversaux sur !If, on note h la forme fondamentale affine{non 
dégénérée), \7 la connexion induite et(} l'élément volume induit associés à Ç. Soit {X1 , ... , Xn} 
une base unimodulaire pour(} dans Tpllf, p E M, c'est à dire : B(X1 , ... , Xn) = 1. 
L'élément volume de la métrique non dégénérée h, noté wh, est défini par : 

Remarque 8. 
• Le déterminant deto(h) de la matrice (hij = h(X~, Xj))~,j est indépendant du choix de 

la base unimodulaire {X1 , ... , Xn}· 
e Wh= (f Si et Seulement si ideto hi = 1. 

Si nous choisissons un champ de vecteurs transversaux arbitraire Ç, alors nous obtenons 
sur M, la forme fondamentale affine h, la connexion induite \7 et l'élément volume induit B. 
Kous voulons réaliser. par un choix approprié de Ç, les deux conditions suivantes : 

( I) (\7, (}) est une structure équiaffi.ne, telle que, \7 (} = 0 

(II) (} coïncide avec rélément volume wh de la métrique non dégénérée h. 

:r\ous avons le résultat suivant. 

Théorème 1.9.2. {39} 
Soit f : M -+ JRn+l une immersion affine non dégénérée de l'hypersurface orientable 1H dans 
JRn+l. Pour tout point p E Af, il existe un unique champ de vecteurs transversaux Ç défini 
dans un voisinage de p satisfaisant les conditions (I) et (II) précédentes. 

On peut trouver la démonstration de ce théorème dans le livre [39, page 40] de K. :\omizu 
et T. Sasaki. 

Définitions 1.9.3. 
Soit f : M ----. JRn+l une immersion affine non dégénérée de l'hypersurface orientable M dans 
JRn+l. L'unique champ de vecteurs transversaux satisfaisant (I) et (II) est appelé un champ 
normal de Blaschke. 

Soit p E M. Nous prenons la ligne à travers p dans la direction du vecteur normal affine 
Çp. Cette ligne quz est indépendante du choix du signe de Ç est appelée le normal affine à 
travers p. 
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Définitions 1.9.4. 
Soient f : .1\! -t JRn+l une immersion affine non dégénérée de l'hypersurface M dans JRn+l et 
~ un champ normal de Blaschke. Soient \1 une connexion induite, h une forme fondamentale 
affine et S un opérateur de forme affine associés à ~ et déterminés par la formule de Gauss 
(1.20) et de Weingarten (1.21). Alors, 

• h est appelée la métrique affine, 
• ('V, h, S) est appellée la structure de Blaschke sur l'hypersurface M, 
• f: (M, \1) -t (JRn+l, D) munie d'un champ normal de Blaschke Ç est appelée immer­

sion de Blaschke, 
• 11.1 est une hypersurface de Blaschke, 
• \1 est appellé la connexion de Blaschke. 

Cette connexion \1 est indépendante du choix du signe de Ç. 

Remarque 9. 

(1} En utilisant l'unicité du champ de vecteurs dans le théorème 1.9.2, il découle que la 
structure de Blaschke est invariante par des transformations équiaffines 
SL(n + 1, JR) t>< JRn+l de l'espace JRn+l. 

(2} Si M est une hypersurface non dégénérée orientable, alors le champ normal affine~ est 
défini globalement, à savoir : 

En prenant les conditions émises dans le théorème 1.9.2, nous avons le théorème suivant. 

Théorème 1.9.5. [39} 
Soit lvf une hypersurface de Blaschke munie d'une structure de Blaschke ('v, h, S). Soit e 
[respectivement wh] l'élément volume induit [respectivement l'élément volume de la métrique 
non dégénérée h} sur M. On a les équations fondamentales suivantes : 

• L'équation de Gauss : 

R(X, Y)Z = h(Y, Z)SX- h(X, Z)SY, pour tous X, Y, Z E X(11.1). (1.36) 

• L'équation de Codazzi pour h : 

(\lxh)(Y, Z) = (''Vyh)(X, Z), pour tous X, Y, Z E X(.l\1). (1.37) 

• L'équation de Codazzi pour S : 

(\7 xS)Y = (\lyS)X, pour tous X, Y E X(M). (1.38) 
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• L 'équation de Ricci : 

h(X, SY) = h(SX, Y), pour tous X, Y E x(.M). (1.39) 

• La condition d' équiaffine : 
VO=O. 

• La condition de volume : 

• La condition d' apolarité : 

En vertu de ce théorème 1.9.5, nous avons la proposition suivante. 

Proposition 1.9.6. {39} 
Soit M une hypersurface orientable non dégénérée de dimension n;:::: 2 mume d'une structure 
de Blaschke (V, h, S). Soit R le tenseur de courbure associé à V. On a : 

(1) S = 0 si et seulement siR= 0; 

(2) Rie= 0 si et seulement siS= 0; 

(3) siS= ).J où ..\ est une fonction scalaire, alors ..\ est une constante. 

Cette proposition 1.9.6 mène aux suivants. 

Définitions 1.9.7. 
Sozt M une hypersurface de Blaschke munie d'un opérateur de forme S. On dit que : 

• .M est une hypersphère affine impropre si 

8=0: 

• M est une hypersphère affine propre sz 

s = ..\1, 

où ..\ est une constante non nulle. 

Proposition 1.9.8. {39} 

(1) SiM est une hypersphère affine impropre alors les normaux affines sont parallèles dans 
JRn+l. 
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(2) Si M est une hypersphère affine propre alors les normaux affines se rassemblent en un 
seul point dans JRn+l (appelé le centre). 

L'inverse de chacun de ces énoncés est aussi valable et on le suivant. 

Lemme 1.9.9. [39} 
Soit V un espace vectoriel réel de dimension n muni d'un produit intérieur h. On suppose 
qu'un endomorphismeS vérifie, pour tout XE V tel que h(X, X) i= 0 : 

SX=ÀX, 

où À est un scalaire qui peut dépendre à X. Alors, 

S= ÀI, 

où À est une constante. 

Maintenant, il est instructif de citer des exemples. Puisque la structure de Blaschke d'une 
hypersurface non dégénérée est déterminée dès que nous obtiendrons le champ normal affine, 
nous montrons comment ceci peut être fait dans des cas concrets. 

Procdure pour trouver le normal affine de Blaschke 1.9.10. 

( 1) On choisit un champ de vecteurs transversaux arbitrazre Ç, puis on calcule T. 

(2} En utilisant l'équation (1.20) de la formule de Gauss, on détermine la forme fondamen­
tale affine h associée à Ç. On vérifie que h est non dégénérée. 

(3) On détermine l'élément volume induit(} de Ç défini par: 

( 4} On choisit une base unimodulaire {X 1 , · · · , Xn} telle que : 

(}(XI,··· , Xn) = 1, 

on pose hi] = h( xl' xj) et on calcule deto h = det( htJ). 
1 -

(5) On prend <jJ = ideto h!n+2 et on pose Ç = cf;Ç + f*(Z), où Z est déterminé par 

r(X) + ~h(Z,X) + X(ln<f;) = 0, pour tout XE X(A-f). 

Si T = 0, alors cette équation est simplifiée par : 

h(Z, X)= -X(q)), pour tout XE X(M). 
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(6} Une fois qu'on connaît le champ normal affine ~' on peut calculer la métrique affine 
- h 
h = -;-, l'opérateur de forme affine S et la connexion induite 'V. 

<p 

Maintenant, nous illustrons cette méthode dans les exemples suivants. 

Exemple 1.9.11. (Paraboloïde elliptique) 
Soit f l'immersion définie par : 

(xl, ... . xn) t-t (xl, ... , xn, ~ i)xi)2) . 
2 

i=l 

On note par Bx' les champs de vecteurs 8 j 8xt dans Rn, on a : 

f*(Ox•) = (o, ... ,0,1,0, ... ,O,xi), 

le nombre 1 apparaît sur la ième composante. 
On prend Ç = (0, · · · , 0, 1) comme un champ de vecteurs transversaux arbitraire. On calcule 
l'élément volume correspondant et on a : 

fJ(Oxl 1 Ox2 1 " • , Oxn) = det (f*(Oxl), "·, f*(Oxn), Ç) 

~ det ( :, :
2 

~ Ï) ~ L 

D'où { Oxl, ... , Bxn} est une base unimodulazre. 
On a: 

• Dax,J*(ox.) = (0. · · · , 0, 1) = Ç, pour tout i E {1, · · · , n}, 

• DaxJ*(oxJ) = (0, · · · , 0) = DaxJ*(Ox• ), pour tous i =/= j E {1, · · · , n }. 

Ce qui nous donne 

• 'V {)x' OxJ = 0, 

• h(Bx•·Ox•) = 1, 

• h(Bx•,OxJ) = 0, 

Alors, 

pour tous i,j E {1, ... ,n}, 

pour tout i E {1, · · · , n}, 

pour tous i =f- jE {1, · · · , n}. 

det eh= 1. 

Donc Ç lui-même est le champ normal affine de Blaschke (c'est à dire cp= 1, Z = 0}. 
Évidemment, S = 0 (sphère affine impropre) et la connexion induite \7 est plate et { :r1

. · · · , xn} 
est un système de coordonnées plat pour 'V. La métrique affine h est définie positive. 
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Exemple 1.9.12. (Graphe d'une fonction en général) 
Soit 

xn+l = F(xl' ... , xn) 

une fonction différentiable sur un ouvert G dans :!Rn. On considère l'immersion f définie par : 

f: G 

Soient i, j E { 1, · · · , n}. On note par ai le champ de vecteurs a~· tangent à G. 
Comme dans l'exemple précédent, on choisit un champ de vecteurs transversaux arbitraire 

Ç = (0, · · · , 0, 1). Alors 

donc: r =O. 
On a: 

Da/.= 0, 

f*(aJ) = (0,··· ,0,1,0,··· ,O,FJ), 

le nombre 1 apparaît sur la lme composante et Fi = g~ . Ainsi 

ce qui implique : 
Va,a3 = 0 et h(8i, 8J) = FiJ· 

Ainsi l'immersion est non dégénérée si et seulement si det(FiJ) i- O. On calcule l'élément 
volume correspondant : 

donc { a1 , · · · , an)} est une base unimodulaire. Alors : 

det oh= det(Ftj)· 

1 

D 'où on prend c/J = 1 det ( FiJ) 1 n+2 • 

Finalement, nous pouvons trouver un champ de vectreurs Z tel que J;Ç + Z soit le champ 
normal affine. Z est la solution de l'équation 

où: 

acjJ n 

- + ""' h · Z3 = 0 axt L...t tJ 
J=l 
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Soit ( pij) . . l'inverse de la matrice ( Fij). . Nous pouvons trouver le champ de vecteurs nor-
t,J t,J 

maux ( de la forme : 

Nous continuons cette section avec une hypersurface non dégénérée f : M ______. JRn+l 

munie d'une structure de Blaschke ('V, h, S). Nous nous intéressons ici sur le théorème 1.9.2 
et le théorème 1.9.5. 

D'après l'équation de Codazzi pour h du théorème 1.9.5, on voit que la forme cubique C 
est symétrique par rapport à X, Y et Z et qu'elle est définie par : 

C(X, Y, Z) = ('Vxh)(Y, Z), pour tous X, Y, Z E X(M). 

Maintenant, en ajoutant la connexion induite 'V sur Al, nous pouvons considérer la 
connexion de Levi-Civita V de la métrique affine h. 

Définition 1.9.13. 
Soient 'V la connexion induite et V la connexion de Levi-Civita de la métrique affine h sur 
M. Le tenseur de différence associé à 'V et V de type (1, 2), noté K est défini par : 

K(X, Y)= 'V x Y- VxY, pour tous X, Y E X(Af). (1.40) 

Puisque les deux connexions 'V et V sont de torsion nulle, alors on a : 

K(X, Y) = K(Y. X). 

On peut aussi écrire 

KxY = K(X, Y), pour tous X. Y E X(JII). 

et K x est un tenseur de type ( 1. 1) défini par : 
~ 

Kx ='V x - 'V x : X(M) --> X(jvf) 

Y ~---r Kx Y = 'V x Y - 'V x Y 

On peut trouver une relation entre le tenseur de différence K et la forme cubique C. 

Proposition 1.9.14. {39} 
Nous avons: 

C(X, Y, Z) = -2h(KxY, Z), pour tous X, Y, Z E X(M). 
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Remarque 10. 
D'après l'équation (1.41), nous avons : 

h(KxY, Z) = h(Y, KxZ), pour tous X, Y, Z E X(M), 

ce qui indique que l'opérateur Kx est symétrique par rapport à h. 

Corollaire 1.9.15. 
Les trois conditions suivantes sont équivalentes : 

• V'= v, 
• K=O, 
• c = V'h =o. 

Concernant ces deux tenseurs, nous avons les suivants. 

Théorème 1.9.16. [39] 
Soit K le tenseur de différence sur M. La condition d'apolarité est définie par: 

traceKx = 0, pour tout XE X(M); 

c 'est à dire : pour tout i fixé, 

n 

LKlJ =0, 
j=l 

Théorème 1.9.17. [39} 

a n 1 a 
où K_iL -

8 
. = '""'Kl)-a 1 · 

ax• xJ L x 
l=l 

(1.42) 

Soient X, Y E X(M). La condition d'apolarité (1.42) est équzvalente à chacune des trois 
conditions suivantes : 

{1) pour tout XE X(M), traceh {(Y, Z) f-+ C(X, Y, Z)} = 0, 
c 'est à dire, pour tout i fixé : 

où 

• ctjl = c (a~· ' 8~J ' lxr) ' 

n 

L hJ
1
Cijl = O. 

j.l=l 

• la matrice (hJ1
) j,l est l'inverse de la matrice (hjz)J.l 

• hjt = h(a~n /xr) · 
{2) pour tout X E X(.M), traceh (V' xh) = 0; 
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(3) traceh K = 0, c'est à dire, pour tout i fixé: 

n 

L hjlK~l =O. 
j,l=l 

Nous finissons ce chapitre en énonçant le théorème suivant qui est très important dans la 
géométrie affine. 

Théorème 1.9.18. {39} 
Soient f : M---* JRn+l l'hypersurface non dégénérée muni d'une structure de Blaschke et 
n = dim M ~ 2. Si la forme cubique C est identiquement nulle, alors f(M) est une hyper­
surface quadratique dans JR.n+l. 

On peut trouver la démonstration de ce théorème dans le livre [39, page 53] de K. Komizu 
et T. Sasak.i. 
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Chapitre 2 

Surfaces en géométrie équiaffine de 
Blaschke 

Introduction 

Dans ce chapitre, nous présenterons la classification des surfaces affines dans la géométrie 
équiaffine de Blaschke de JR3 . 

Sauf précision contraire, M est une surface affine non dégénérée dans JR3 munie de la structure 
de Blaschke (V, h, S) où V indique la connexion affine de torsion nulle, h est la métrique affine, 
S est l'opérateur de forme affine sur llf. Soit R le tenseur de courbure associé à \7. 

Nous regarderons les tenseurs les plus simples qu'on peut construire avec les données de 
la géométrie équiaffine de Blaschke, c'est à dire : la métrique affine h, l'opérateur de forme 
S, la forme cubique C = V h et le tenseur VS. Avec ces tenseurs, nous nous intéresserons de 
trouver toutes les surfaces vérifiant : 

où LE {h, S, Vh, VS}. 

L=O, 

\i'L = 0, 

V L est totalement symétrique 

R·L=O, 

~ous commençons par des résultats connus, puis nos résultats. Pour plus de détails sur la 
géométrie affine, nous nous référons à [37]. 

En 1992, \V. Jelonek [18] d'un côté, R. Niebergall et P. J. Ryan [36] d'autre côté ont 
classifié toutes les surfaces munies d'un opérateur de forme parallèle, c'est à dire \7 S = O. 

W. Jelonek [18] a prouvé qu'une hypersurface satisfait R · S = 0 si et seulement si 
l'opérateur de forme est une identité multiple d'une constante, ou 5 2 = 0 et le rang(S) S 1. 

En 2005, M. Belkhelfa et M. Katou [1] ont prouvé que toute surface avec un invariant 
de Pick constant satisfaisant R · S = 0 est une sphère affine ou une surface affine minimale 
réglée. 
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En 2005, M. Katou [19] a présenté toutes les surfaces affines dans JR3 satisfaisant les quatre 
cas suivants: R · h = 0, \7(\lS) totalement symétrique, \7(\lS) = 0 et R · C =O. 

Les classifications des surfaces affine dans JR3 avec quelques propriétés ont été connues 
comme dans le tableau 1 suivant. Nous avons l'intention de remplir toutes les cases blanches 
dans ce tableau. 

L: Champ de h: métrique S : Opérateur C = V'h :Forme 
tenseur affine de forme cubique a= V'S 

1 : toutes les 2 : toutes les 3 : toutes les sphères 
L=O - sphères affines surfaces affines, 

impropres quadratiques z = yex + <P(x) ou 
z = ytanx + <P(x) 

4 : toutes les 5 : toutes les sphères 6 : toutes les 7: 
V'L = 0 surfaces affines, surfaces 

quadratiques z = yex + oi>(x) ou quadratiques, 
z =y tan x+ oi>(x) ou surface 

de Cayley 
V'L 10 : toutes les 11: 
est sphères 

totalement 8: toujours 9: toujours affines 
symétrique 

12: 13 : toutes les 14: 15: 
sphères affines 

R(X.Y) ·L = 0 ou toutes les 
surfaces affines 

minimales réglées 

Tableau 1 : Classification des surfaces affines dans JR3 . 

Nous lisons ce tableau comme suit : par exemple la case 5 signifie que toutes les sur­
faces affines qui satisfont \7 S = 0 sont toutes les sphères affines ou les surfaces données par 
z = yex + <I>(x) ou celle donnée par z =y tan x_!_ <I>(x) où <I>(x) est une fonction arbitraire. 

Dans la section 2.1, nous trouvons les résultats présentés par M. Katou [19]. Il a rempli 
les cases 7, 11. 12 et 14. On présente et on démontre les théorèmes suivants : théorème 2.1.1. 
théorème 2.1.2, théorème 2.1.3. 

Dans la section 2.2, nous présenterons nos résultats sur les surfaces affines satisfaisant 
R · \7 S = O.(cf. Théorème 2.2.1). ~ous remplirons la case 15. 

2.1 Surfaces affines avec des champs de tenseurs pa­
rallèles 

En 2005. M. Katou [19] a trouvé les trois les théorèmes suivants. 
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Théorème 2.1.1. [19} 
Une surface affine llf dans JR.3 satisfaisant R(X, Y) · h = 0 pour tous champs de vecteurs X 
et Y tangents à M, est une sphère affine. 

Théorème 2.1.2. [19} 
Soit a: un champ de tenseurs défini par o: = \l S sur une surface affine M dans JR.3 avec un 
invariant de Pick constant. Alors, 

(i) \la est un {1,3)-champ de tenseurs totalement symétrique si et seulement si 111 est 
une sphère affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale 
réglée . . 

(ii) De plus, \la: = 0 si et seulement si M est une sphère affine ou une surface déterminée 
par l'une des équations suivantes : 

z = yex + <I>(x), 

z =y tan x+ <I>(x), 

Ai( x) 
z =y Bi(x) + <I>(x), 

(2.1) 
(2.2) 

(2.3) 

où Ai et Bi sont des fonctions d'Airy linéairement indépendantes et où <I> = <I>(x) est 
une fonction différentiable. 

Par définition, les fonctions d'Airy Ai et Bi sont deux solutions linéairement indépendantes 
de l'équation différentielle 

1/J''(x) = x1j;(x), pour tout xE JR., 

où 1/J" est la dérivée seconde de '1/J (cf. [26]). 

Théorème 2.1.3. [19} 
Soit M une surface affine dans R3 avec un invariant de Pick constant. 
Alors, R(X, Y) · C = 0 pour tous champs de vecteurs différentiables X et Y sur Nf si et 
seulement si M est une surface quadratique ou une surface affine minimale réglée. 

Le théorème 2.1.1 est une généralisation du théorème de Pick-Berwald qui caractérise 
une surface vérifiant \lh = O. Le théorème 2.1.2 est une généralisation du théorème de Vv. 
Jelonek [18] qui caractérise une surface vérifiant \l S = O. Ensuite, le théorème 2.1.3 est une 
généralisation ·d'un théorème de K. Nomizu et U. Pinkall [38] qui caractérise une surface 
vérifiant \JC =O. 
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2 .1.1 Définitions et propriétés 

Soit Mn une hypersurface de Blaschke dans J.Rn+l. Soient Ç le champ de vecteurs normaux 
affine à M, f : 111 f--4 J.Rn+l l'immersion de Blaschke et (\7, h, S) est la structure de Blaschke 
de f sur M. La connexion naturelle D sur J.Rn+l induit la connexion de torsion nulle \7 et 
la métrique affine h par l'équation (1.20) de la formule de Gauss. S est l'opérateur de forme 
affine associé à Ç. 
On rappelle que dans la structure de Blaschke, \7 S est toujours symétrique. Nous rappelons 
aussi les définitions suivantes. 

• La courbure moyenne affine, notée H est une fonction définie par : 

1 
H =-traceS. 

n 

• On dit que fvf est une hypersphère affine dans J.Rn+l si S est une identité multiple 
d'une constante. Il est claire que, sur une hypersphère affine, S = HI. 

• on dit que !II est une hypersurface affine minimale si H =O. 
• L'invariant de Pick, noté J est une fonction définie par: 

1 
J = 4n(n- 1) h(C, C), 

où 
* C est la forme cubique sur M : C(Xi, X 1 , Xk) = Ctik, 

n 

h(c C) ""' hiPhiqJ krc C * ' ' = L...t /. tJk pqr• 

i,j,k,p,q,r 

* la matrice (hii)t,J est l'inverse de lamatrice (hiJ = h(Xi, X1))i,J' 
Maintenant, nous considérons le cas où n = 2. Soit f : 111 ~--> IR3 l'immersion de Blaschke 

de l'hypersurface .U dans IR3 . 

• M est dite une surface réglée si et seulement si h est une métrique indéfinie et J - 0 
(cf. [39, pp.89, 90, définition 11.1. et théorème 11.3, 11.4]). 

En vertu de ces définitions, on a les propositions suivantes. 
• La surface vérifiant J = 0 est quadratique ou réglée, parce que d'après la définition de 

h, J = 0 signifie que C = O. 
• C est parallèle par rapport à \7 si et seulement si l'immersion lvi est une surface qua­

dratique ou la surface de Cayley donnée par l'équation z = xy + ~x3 . 
• S est parallèle par rapport V (c'est à dire 'VS= 0) si et seulement si l'immersion M 

est une sphère affine ou une surface détérminée par l'une des équations (2.1) ou (2.2) 
du théorème 2.1.2 (cf. [18]). 

En 2005, M. Belkhelfa et M. Katou [1] ont obtenu le théorème suivant. 
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Théorème 2.1.4. {1] 
(i) Toute surface affine munie d'un invariant de Pick constant dans R3 satisfaisant la condi­
tion :pour tous champs de vecteurs X et Y tangents à M, R(X, Y) · S = 0, est une sphère 
affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale réglée. 
(ii) Toute surface affine minimale réglée peut être écrite comme z = y\ll'(x) + <P(x), où w 
est une fonction différentiable et non constante en x et où <P est une fonction quelconque 
différentiable en x. Réciproquement, chaque surface qui peut être écrite comme ci-dessus est 
une surface affine minimale réglée. 

Remarque 11. 
La classification des sphères affines avec une courbure métrique constante a été montrée d'un 
côté par M. A. Magid et P. J. Ryan [35] en 1990 et d'autre côté parU. Simon [48} en 1991. 
Une telle sphère est affinement congruent à une surface dans JR3 définie par l'une des équations 
suivantes : 

xyz - 1· 
' 

(2.4) 
(x2 + y2)z - 1· 

' 
(2.5) 

z - x2 + y2; (2.6) 
z - xy + <P(x); (2.7) 

x2 + y2 + z2 - 1· 
' 

(2.8) 
x2 _ y2 _ z2 - 1· ) (2.9) 

f(u,v) uA(v) +A'( v); (2.10) 

où <P est une fonction quelconque différentiable en x, et A est une fonction différentiable 
à valeur dans JR3 en v telle que le det[A, A', A"] est une constante non nulle. 

2.1.2 Métrique affine h et le champ de tenseurs a= \lS 

Dans cette section, on démontre le théorème 2.1.1 et le théorème 2.1.2. Premièrement, on 
a le lemme suivant qui est équivalent à l'assertion connue sous le nom de l'identité de Ricci 
(cf. [21, p.79]). 

Lemme 2.1.5. {21} 
Soient L un champ de tenseurs arbitraires et V' une connexion de torsion nulle sur 111n. Si 
L = V' L est totalement symétrique, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes : 
(i) V' L est totalement symétrique: 
(ii) R(X, Y)· L = 0 pour tous X. Y, Z E X(A1). 
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Démonstration. (Preuve du Théorème 2.1.1) 
Si on choisit l'opérateur L comme la métrique affine h dans le lemme 2.1.5, alors Lest la forme 
cubique C. On sait que la symétrie totale de \JC est équivalente à la condition que la surface 
est une sphère-affine (cf. [2]). Par conséquent, il est équivalent à la condition R(X, Y, Z) · h = 0 
pour tous X, Y, Z E x(M). Donc on obtient le théorème 2.1.1. 

D 

Démonstration. (Preuve du Théorème 2.1.2) 
Si on choisit l'opérateur L comme l'opérateur de forme S dans le lemme 2.1.5, alors L est 
égale a. D'après l'hypothèse dans le théorème 2.1.4 (i), J est une constante, la condition 
R(X, Y)· S = 0 pour tous X, Y E x(M) est équivalente à la condition que la surface est une 
sphère affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale réglée. 
Par conséquent, elle est équivalente à la symétrie totale de \la. Donc on obtient (i) du 
théorème 2.1.2. 

Ensuite, on va démontrer (ii) du théorème 2.1.2. Si Va est nul, alors il est totalement 
symétrique, et si a est nul alors il est parallèle. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour 
que a soit parallèle est que la surface est une sphère affine ou une surface affine minimale 
réglée avec une certaine condition qui contient (2.1) et (2.2) (cf.[18]). 

On suppose maintenant que la surface n'est pas une sphère affine. On la note par M. 
Alors, elle doit être une surface affine minimale réglée et d'après le théorème 2.1.4 (ii) elle 
peut être écrite comme z = y\ll(x) + <I>(x). 
Soit f : M --+ ~3 l'immersion définie par : 

f: (x,y) f----? ( : ) . 

y\ll(x) + <I>(x) 

Nous cherchons le normal affine de Blaschke Ç en utilisant la méthode dans la sous­
section 1.9.10 du chapitre 1. 

Soient D la connexion naturelle sur ~3 et~= (0, 0, 1) un champ de vecteurs transversaux 
sur Af. Soient Ji, \7 respectivement la forme fondamental affine et la connexion affine associées 
à~. Nous avons: 

(ô) ( 1 ) (ô) ( 0 ) f* - = 0 , f* - = 1 et 
ôx y"W'(x) + <I>'(x) ôy w(.r) 

( 
1 0 ) 

f* = 0 1 
y"W'(x) + <I>'(x) \ll(x) 
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Kous cherchons les expressions de ÏÏ et V'. D'après la formule de Gauss, nous avons : 

i5 ~ f. (:x) = ( w.t) ) = f. (v t, :x) + Jï ( ~' :x) ~ ; 

i5 ~ f. ( ~) = 0 ) = !. ( \7:, ~) + Jï (:y' :J ~ 
Ce qui nous donne : 

-a-a-a-a 
V'a-=V'a-=V'a-=V'a-=0· 

8x ax 8x ay 8y ax 'liii ay ' 

- ( a a ) , ) , - ( a a ) '( ) - ( a a ) h ax'ax =y'I! (x +<I> (x), h ax'ay ='If x' h ay'ay =O. 

On calcul () ( fx , gY) : 

(2.11) 

(2.12) 

() (: , : ) = det (1* (: ) , f* (: ) . Ç) = det ( ~ ~ ~1 ) = 1, 
x Y x Y y'I!'(x) + 4>'(x) \I!(x) 

donc { gx, gy} est une base unimodulaire. 

On calcul le det0 ÏÏ : 

d h h ax' &x - &8x' OJI '.:!:' '*' 'If'O(x) = - (\I!'(x))2. - ( 8 8) ïi(.Q_ .Q_) -1 y'T'"(x) + if.."(x) 1 
ete = ïi(.Q_ .ft.) h( a) - 'I!'(x) 

&x ' &y &y ' &y 

On prend p = \det0 h\~ = \'I!'(x)\ 112
. 

Comme~= (0, O. 1), donc D iL~= Da~= 0, ce qui nous donne: 7 =O. Alors, le champ de 
8x 8y 

vecteurs normaux affine de Blaschke est défini par : 
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où Z vérifie l'équation: h(Z, X) = -Xp, pour tout XE X(M). 
On cherche Z = z1 :x + z2 %Y qui vérifie cette équation, nous avons : 

Ce qui nous donne : 

{ 
(yw"(x) + ~"(x))z1 + w'(x)z2 =- (1w'(x)l 112)'' 

w'(x)z1 =o. 

En résolvant ce système, nous trouvons : 

Ensuite : 

Donc, le champ de vecteurs normaux affine de Blaschke est défini par : 

~ = (lw'(x)l-1/2)' . 
( 

0 ) 

(lw' (x) l-1/2\lf (x))' 

(2.13) 

(2.14) 

Soient h, \7 et S respectivement la métrique affine, la connexion induite et l'opérateur 
de forme affine associés à Ç. Considérons le cas où w'(x) ;?: 0, pour tout (x, y) E M, donc 
IW'(x)l = w'(x). 

Nous allons chercher les expressions de h, \7 et S. 
• D'après l'équation (1.30) de la proposition 1.8.7 dans le chapitre 1, nous avons : 

h(X, Y) = ~Ti( X, Y), pour tous X, Y E X(M) et (x, y) E A1. 
. \ll'(x) 

Ensuite en utilisant l'équation (2.12), nous avons : 

h (!___, ~) = y\ll"~'(x), h (t, !___) = Jw'(x) et h (~y' ~Y) =O. (2.15) 
ox ox \ll'(x) ox oy u u 

• D'après l'équation (1.31) de la proposition 1.8.7 dans le chapitre 1, nous avons : 

- 1 -
"VxY="VxY- ~h(X,Y)Z 

V \ll'(x) 
="V x Y- h(X, Y)Z, pour tous X, Y E X(M) et (x, y) E M. 
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Ensuite en utilisant les équations (2.11), (2.13) et (2.15), nous avons : 

ô ô ô 1 ô ( )
/ 

\1 ix ax = -h ( ax' ax) ~ ây 

- - w" x <I>" x 
1 1 !!._ ( ) ( )

/ 

- (y ( )+ ( )) ~ ~ ôy 

= -~(yw"(x)+<I>"(x)) (w'~x))' :Y. 
En faisant les mêmes calculs, nous avons : 

• D'après l'expression de Ç dans l'équation (2.14), nous avons : 

En appliquant la dérivation Î5 suivant la direction fx à Ç, nous avons : 

Ce qui nous donne : 
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(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 



En appliquant la dérivation D suivant la direction gy à Ç, nous avons : 

Ce qui nous donne : 

(2.20) 

Nous cherchons les expressions de o:(X, Y)= ('VS)(X, Y), pour tous X, Y E { gx, gy}· 
Par définition : pour tous X, Y E { gx. gy}, 

a(X, Y)= ('VxS)Y = 'Vx(SY)- S('VxY). 

D'après l'équation de Codazzi pour S (1.24*) du théorème 1.8.6 du chapitre 1, a: est une 
application bilinéaire symétrique. 
En appliquant cette formule et en utilisant les équations (2.16) à (2.20), nous avons : 

Alors, 

a:(!...,!...) = ( ((w'(x)rl/2)111 + ((w'(x)rl/2)" ( w"(x))) ~- (2.21) ax ax 2\li'(x) ay 

Ensuite, 

Nous cherchons les expressions de \7 o:. Par définition : 

(V' xa) (Y, Z) = \7 x (o:(Y, Z))- a (\7 x Y, Z)- a (Y Y'xZ) pour tous X, Y, Z E X(Jvf). 
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Nous avons: 

En faisant des calculs similaires dans le cas où 'lr'(x) -< 0, nous avons trouvé que : 

(2.24) 

En utilisant les équations (2.22) et (2.23), nous avons : 

Par conséquent la condition nécessaire et suffisante pour que o: soit parallèle est : 

( 
(jw'(x)j-1/2)")" = 

j'lr'(x)j-1/2 O. 

On considère d'abord le cas où 

( 
(lw'(x)j-1/2)")' = 

j'lr'(x)j-1/2 -O. 

Alors, W satisfait : 

où q est une constante. 
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• Si q = 0, alors la surface peut être écrite comme : 

z = ±y j (c1x + c2)-2dx + <P(x) 

{ 
Y ( =j= CI(CI;+C2) + C3) + <P(x) (si 

y(±c22x + c3) + <P(x) (si 

où c1, c2, et c3 sont des constantes. 

Cl ={= 0) ; 

c1 = 0) ; 

Dans le cas où c1 =f= 0, en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

nous avons: 

(:) 0 
{ U= X; 

v= ci(±c3y =F z) ; 
w = (1 =F c1c2c3)y ± c1c2z. 

ce système est équivalent au système suivant : 

{ ::(~v +w) ; 
z= (~=r~)v+c3w. 

(2.26) 

En changeant les expressions de x. y et ::dans l'équation (2.26) de cette surface, nous avons : 

Donc: 
w =uv± c1(c1u + c2)<I>(u). 

Dans le cas où c1 =O. en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

et en faisant la même méthode du calcul précédent. l'équation de cette surface devient : 

Donc: 
w =uv+ <P(u). 
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Par conséquent, en réécrivant { u, v, w} par {x, y, z }. dans les deux cas, la surface est écrite 
comme (2.7), qui est une sphère affine. 

• Si q > 0, alors la surface peut être écrite comme : 

z ±y j (c1efox + c2e-foxr2 
dx + <I>(x) 

{ 

Y ( =f 2c
1
fo( q~2,;q"+c2 ) + C3) + <I>(x) (si 

y ( ± 2c?foe2fox +cg)+ <I>(x) (si 

où c1, c2 et c3 sont des constantes. 

Cl =j:. 0) ; 

Cl= 0) ; 

De la même manière, si c1 =f. 0, en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

0 
±2cîc3y'q 

1 =f 2c1c2c3y'q 

1' équation de cette surface devient : 

Donc: 

w = ·veu ± 2cl yq (cleu+ c2) <I> (__!!__) . 
2y'q 

Dans le cas où c1 = 0 , en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

( 

'U ') ( 2vq 
v = 0 
'W 0 

l'équation de cette surface devient : 

Donc: 

·w = ve11 + <I> (~) . 
)vq/ 

Par conséquent, en réécrivant {u.c·.w} par {.r,y.z}. dans les deux cas, la surface est écrite 
comme (2.1). 
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• Si q < O. alors la surface peut être écrite comme : 

z = ±y J (c1sinNx+c2cos..;::::qx)-
2

dx+<P(x) 

{ 

Y ( =f c1 yl-q(c1 t~.vqx+c2 ) + C3) + <P(x) (si C1 =/:: 0) ; 

y(±c~}-:qtanFcyx+c3)+<P(x) (si c1 =0); 

où c1, c2 et c3 sont des constantes. 

Dans le cas où c1 =/= 0, en utilisant une transformation affine dans IR3 définie par : 

(~)=(1 
l'équation de cette surface devient : 

Donc: 

w=vtanu±c1v'=ïi(c1tanu+c2)<P (A)· 
Dans le cas où c1 = 0 , en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

l'équation de cette surface devient : 

±c~c3\;'=qv + w = ±c~v=<iv ( ± c§~ tanu+ cs) + <P (À) · 
Donc: 

w = v tanu + <P (A) . 
Par conséquent, en réécrivant { u, t', w} par {x, y,::} dans les deu..x cas. la surface est écrite 
comme (2.2). 

Maintenant, on considère le cas : 

( 

(l'll'(x)[-1/2)") Il -

['ll'(x)[-1/2 = 0 mais 
( 

(l'll'(x)!-1/2 r) 1 

l'll'(x)l_ 1, 2 est non nulle, 
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alors \li satisfait : 
(l'll'(x)l-1/2)" =(px+ q)lw'(x)l-1/2, 

où p est une constante non nulle et q est une constante quelconque. 
Alors elle satisfait : 

lw'(x)l-1/2 = clAi (pl/3x + qp-2/3) + c2Bi (pl/3x + qp-2/3)' 

où c1 et c2 sont des constantes. 
Donc: 

'll(x) = ± J ( c1Ai (p113x + qp-213 ) + c2Bi (p113x + qp-213 )) -

2 

dx. 

En raison du fait que, pour tout x E IR (cf. [26]), Ai'(x)Bi(x) - Ai(x)Bi'(x) _ -1/'Tr, la 
surface peut être écrite comme : 

z = ±y J ( c1Ai(p113x + qp-213 ) + c2Bi(p113x + qp-213 )) -
2 
dx + <I>(x) 

(si c1 -=/:- 0) ; 

(si c1 = 0) ; 

où c3 est une constante. 

Dans le cas où c1 i- 0, en utilisant une transformation affine dans IR3 définie par : 

0 0 

l'équation de cette surface devient : 

Donc: 
w = t'Ai(u) ::r:: ~c p1/3 (c Ai(u) + c) <I> (p-1/311_ :i.). 

Bi(u) '1r 
1 1 Bi(u) · 2 p 

Dans le cas où c1 = O. en utilisant une transformation affine dans JR3 définie par : 

0 
:T: 7r 

T c~pl/3 

-C3 

0 
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l'équation de cette surface devient : 

Donc: 

w = vAi(u) + q> (p-lf3u _lj_). 
Hi(u) p 

Par conséquent, en réécrivant { u, v, w} par {x, y, z }, dans les deux cas, la surface est écrite 
comme (2.3) et on obtient le théorème 2.1.2. 

0 

2.1.3 Tenseur de courbure de la forme cubique C 

Dans cette section, on démontre le théorème 2.1.3. 

Démonstration. 
On suppose d'abord que J est une constante non nulle, alors, nous avons le lemme suivant. 

Lemme 2.1.6. [1} 
Si J est une constante non nulle. nous pouvons choisiT deux champs de vecteurs diffàentiables 
X 1· X2 définis localement sur un voisinage U dans ;_\J satisfazsant : 

(2.27) 

(2.28) 

où Sz = ±1 respectivement et 6zJ est le symbolE de Kmnecker. Ens·uite. il existent trois 
fonctwns différenhables a, b, H sur U telles que : 

( H + 3slb,.,lsd/2 J X1- 3ay'sd/2X2, 

( -3::1e-2aJc1J/2) X1 + (H- 3slbJsd/2) X2, 
(2.29) 

(2.30) 

46 



D'après l'équation de Gauss, nous avons : 

En utilisant cette équation (2.31), et les équations (2.27), (2.29), nous trouvons : 

R (X1, X2) X1 =h (X2, X1) SX1- h (XI. X1) SX2 

=- c1SX2 

= ( 3c2ayic;JJ2) X1 + ( -ElH + 3byic;JJ2) X2 ; (2.32) 

R (X1, X2) X2 =h (X2, X2) SX1- h (X1, X2) SX2 

=c2SX1 

= (~2H + 3c1s2bVc1J/2) X1- (3c2ayic;JJ2) X2. (2.33) 

Nous savons que: pour tous X, Y, Z, V, lV E :f.(.M), 

(R(X, Y)· C)(Z, V, W) =- C(R(X, Y)Z, V, W)- C(Z, R(X, Y) V, lV) 
-C(Z,V,R(X,Y)W). (2.34) 

En utilisant les équations (2.28), (2.32), (2.33) et (2.34), on obtient : 

(R(X1, X2) · C) (X1, X1, X1) = -3C(R(Xl, X2)X1, X1. X1) 

= 9c2aJ ; (2.35) 

(R(X1, X2) · C) (X1, X1, X2) = -2C(R(X1, X2)X1, X1, X2) - C(R(X1, X2)X2, X1, X1) 

= 3c1s2 (H ~- bJ) ; (2.36) 

(R(X1, X2) · C)(X1, X2, X2) = -C(R(X1, X2)X1, X2. X2) - 2C( R(X1. X2)X2. X1, X2) 

= 3c1aJ ; (2.37) 

(R(X1, X2) · C) (X2, X2, X2) = -3C(R(Xl, X2)X2, X2. X2) 

= -3 ( H y'2r::1J + 3bJ) . (2.38) 

Maintenant on suppose que : 

Alors d'après les équations (2.35), (2.36), (2.37), (2.38), on obtient : 

a= b= H =O. (2.39) 
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En utilisant l'équation (2.39) et l'équation (2.30), nous avons : 

J=O. 

C'est une contradiction. 
Par conséquent, il n'y a aucune surface munie d'un invariant de Pick J constant différent de 
zéro satisfaisant R(X, Y)· C =O. Ainsi nous pouvons considérer le cas J =O. SiC= 0 (c'est 
à dire la surface est une surface quadratique), alors évidemment, R(X. Y) · C =O. 

Ainsi on suppose que C # 0 et on va utiliser le lemme suivant. 

Lemme 2.1.7. {1} 
Si J = 0 et C # 0, on peut choisir deux champs de vecteurs différentiables X 1, X2 définis 
localement sur un voisinage U dans M satisfaisant : 

h(Xi, Xi)= 1- 6ii' 

{ 
C(X1, X1, X1) = -2, 

C(X1, X1, X2) = C(X1, X2, X2) = C(X2. X2, X2) =O. 

Il existe aussi trois fonctions différentiables a. b, H telles que : 

SX1 = HX1- 3bX2, SX2 = HX2. 

H = -X1b- X 2a- 2ab. 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

En utilisant le lemme 2.1. 7 et en faisant la même méthode aux calculs précédents , nous 
obtenons: 

( R(X1, X2) · C) (X1, X1, X1) 

(R(X1, X2) · C) (X1, X1, X2) 

(R(X1. X2) · C) (X1, X2, X2) 

(R(X1, X2) · C) (X2, X2. X2) 

On suppose maintenant que : 

-3C(R(Xl, X2)X1, X1, X1) = 6H : (2.44) 

-2C(R(Xl, X2)X1, X1, X2) - C(R(X1. X2)X2, X1, Xl) = 0: 

-C(R(X1, X2)X1. X2, X2) - 2C(R(Xl. X2)X2, X1, X2) = 0 : 

-3C(R(Xl, X2)X2. X2, X2) =O. 

Alors, d'après l'équation (2.44), on obtient : 

H =0. 

Par conséquent, la surface est une surface affine minimale réglée. 
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Réciproquement, si la surface est une surface quadratique, alors C est nulle et R(X, Y)· C 
est aussi automatiquement nul. 
Pour une surface affine minimale réglée, par le théorème 2.1.4 (ii), elle peut être écrite comme: 

z = y\ll(x) + <P(x). 

Sur cette surface : pour tous X, Y E X(M), nous allons vérifier si R(X, Y)· C est nul ou non 
nul. 
Nous commençons par calculer les R(X, Y)Z et C(X, Y, Z) pour tous X, Y, Z E {:X,~}· En 

utilisant les équations (2.15), (2.19) et (2.20), nous avons : 

R - - - -h - - S- - h - - S-( a a) a (a a) a (a a) a ax·ay ax- ay'ax ax ax'ax ay 
=vw'(x) ( (w'(x)r112

)" :Y ; (2.45) 

( a a) a (a a) a (a a) a R 8x. 8y 8y =h 8y' 8y Sax - h ax' 8y S 8y = O. (2.46) 

En utilisant les équations (2.15). (2.16), (2.17) et (2.18), nous avons: 

Ensuite. pour tous X, Y Z, V. iV E { gx' gy}, nous calculons les (R(X, Y) · C)(Z, ~~ vV). 

En utilisant les équations (2.32), (2.33), (2.47). (2.48) , (2.49), (2.50) et la formule (2.34), 
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nous avons: 

( R Ux' :v) · C) Ux' :x' :x)=-ac( R Ux' :J :x':,:.") 
= -3)w'(x) ( (w'(x)r

112
)" c (:y' :x' :x)= o; 

= 0; 

( (a a) ) (a a a) (a (a a\ a a) R ax' ay . C ax' ay' ay = - 20 a x' R a x' ay) ay' ay 

( ( a a) a a a) - C R ax' ay a x' ay' ay = 0 : 

( (a a) ) (a a a) ( (a a\ a a a) R ax' ay . C ax' ay' ay =- 30 R a.r· ay) ay· ay' ay =O. 

Donc, pour tous X, Y E .X(l\1). nous avons : R(X, Y) · C = 0 et le théorème 2.1.3 est 
démontré. 

0 

Finalement, on a aussi rempli les quatre cases blanches 7, 11. 12. 14 dans le tableau 1 
de l'immersion affine de Blaschke f : ]1.:[2 --+ JR.3 munie d'un invariant de Pick constant. Ces 
résultats sont donnés dans les théorèmes 2.1.1. 2.1.2 et 2.1.3. On obtient donc le tableau 2 
suivant. 
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L: Champ de h: métrique S : Opérateur C = 'ilh: Forme 
tenseur affine de forme cubique a= 'VS 

1 : toutes les 2 : toutes les 3 : toutes les sphères 
L=O - sphères affines surfaces affines, 

impropres quadratiques z=yex +W(x), ou 
z =y tan x+ w(x) 

4 : toutes les 5 : toutes les sphères 6 : toutes les 7 : toutes les sphères 
'ilL= 0 surfaces affines surfaces affines, 

quadratiques z = yex + w(x), ou quadratiques, z = yex + w(x), 
z =y tan x+ w(x) ou surface z =y tan x+ w(x), ou 

de Cayley z =y~ +W(x) 
'JL- 10 : toutes les 11: toutes 
est sphères sphères affines, 

totalement 8 :toujours 9: toujours affines ou toutes les 
symétrique surfaces affines 

minimales réglées 
12: toutes 13 : toutes les 14 : toutes les 15: 
les sphères sphères affines surfaces 

R(X,Y) ·L =0 affines ou toutes les quadratiques, 
surfaces affines ou toutes les 

minimales réglées surfaces affines 
minimales réglées 

Tableau 2 : Classification des surfaces affines obtenues dans cette section. 

Consernant la case 15 du tableau 2, c'est à dire les surfaces satisfaisant la condition 
R ·'VS= 0, nous avons la proposition suivante qui donne quelques exemples. 

Proposition 2.1.8. 
Toutes les sphères affines et les surfaces affines minimales réglées satisfont la cond2tion 
R(X, Y)· 'VS= 0 pour tout X, Y E X(M). 

Démonstration. 
Si la surface est une sphère affine, alors pour tout X. Y E X(M), a= 'VS= 0 et R(X. Y)· 'VS 
est automatiquement nul. Pour une surface affine minimale réglée, par le théorème 2.1.4 (ii), 
elle peut étre écrite comme : 

z = y\lf(x) + <I>(x). 

Sur cette surface : pour tous X, Y E X(M), nous allons vérifier si R(X, Y)· o est nul ou non 
nul. 
~ous savons que. pour tous X, Y, Z. W E X(.M), 

(R(X, Y)· a)(Z, W) = R(X, Y)· a(Z, lV)- a(R(X, Y)Z, W)- a(Z, R(X. Y)lV). (2.51) 

En utilisant la formule (2.51) et les équations (2.21), (2.32) et (2.33), nous avons : 
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=o. 

D'après les équations (2.22) et (2.23), nous avons trouvé : 

donc: 

Alors, 
R(X, Y)· o: = 0 pour tous X, Y E X(M). 

0 

Dans la section suivante, nous allons présenter notre résultat. 

2. 2 Classification des surfaces affines satisfaisant R · \7 S = 0 

Ici, nous étudierons les surfaces affines satisfaisant R · \J S = 0. En 2007. nous avons 
obtenu le résultat suivant. 

Théorème 2.2.1. [44] 
Soit M une surface affine dans ffi.3 satisfaisant R · \J S = 0. On suppose que \J S =1- 0. Alors M 
est localement équiaffine équivalente à une surface affine détérrninée par l'une des immersions 
dans ffi.3 suivantes : 

( ( 
{35:; ) v2 E J3 fu (cos~ ( {if-t)) . ( {35:; ) ) 

(1) f(u,1')=_ sin V2u ,v,2+ C'fV2>:; sin2({if-t) dt·sm V2'11 ' 
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où C1 et .À1 > 0 sont des constantes arbitraires non nulles et é = ±1; 

où C2 et >..1 < 0 sont des constantes arbitraires non nulles; 

(3) 
(

. h
1 

( ~t)) 3(-..\I) v2 c 3 u sm 
3 V ~-2-

f(u,v) =(cosh (fEfilu) ,v,2- c2 r:s(->..) j ( N) dt 
3 Y~ cosh2 3(->-l)t 

2 

h(!30J)) ·COS v~u , 
où C3 et >..1 < 0 sont des constantes arbitraires non nulles; 

(4) 
h l (N(-Àl)t) 

( (fEfiï( , ) 2 /;I;;Ju (cos 
3 

-
2 

) . -.Al) v é 3 
f(u,v) = smh 2 u ,v,2- cz 2(->..) (N) dt 

4 1 . h2 3(-Àl)t sm ~ 

·h(V3(->..I) )) ·sm 
2 

u , 

où C4 et >..1 < 0 sont des constantes arbitraires non nulles; 

(5) M est localement équiaffine équivalente avec la surface réglée définie par 

où 
• les fonctions a1, a2, a3 sont définies par 

a1(u) fu ( -y'(t),Bl(u)+y(t)f]~(t))dt, 
a2(u) fu (- y'(t)pz(u) + y(t)(J;(t))dt, 

a3( u) = Cs fu exp ( 1 k(t)dt) dx, 
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• c5 est une constante d'intégration, 
• les fonctions y, k et (3 = (;JI. (32 , 0) sont réliées par les équations différentielles 

-y" + ky' + y = !:!:. 
p 

(3" + (3 = k/3' 

et où p, f..L sont des fonctions arbitraires dépendantes de u. 

2.2.1 Préliminaires 

Soit !11 une surface affine dans ~a. Soient D, 0 respectivement, la connexion naturelle et 
l'élément volume sur JR3 . Soient Ç le champ de vecteurs normaux affine sur Met f : M---+ lR3 

l'immersion affine de la surface M dans JR3 . Nous supposerons toujours que M est non­
dégénérée. En utilisant l'élément volume 0 sur JR3 donnée par le déterminant, nous pouvons 
induire un élément volume e défini par : 

pour tous champs de vecteurs X 1, X 2 tangents à M. 
Soient \7, S, h respectivement, la connexion induite de torsion nulle, l'opérateur de forme, la 
forme fondamentale affine non dégénérée associés à Ç. Nous avons : 

DxY 

DxÇ 

f*(\7 x Y)+ h(X, Y)Ç. 

- f*(SX). 

2\"ous rappelons la condition d'apolarité suivante : 

2 

L h'1 (\i'h)(ek,ei,ej) = 0, pour tout k fixé. 
t,J=l 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

où (h'1 ),,j est la matrice inverse de la matrice (h(ei,e1)),,j et {e1,e2} est une base de Tpllf, 
p E M, telle que O(e1, e2) = 1. 
:\ous définissons la courbure moyenne affine H et la courbure affine K par : 

H = trace(S) et K = det(S). 

Définition 2.2.2. 
Soit T un champ de tenseurs de type ( r, s) qui est contravariant de degré r et covariant de 
degré s. On dit que le champ de tenseurs R · T = 0 si : 
pour tous X. Y, Z 1 , ... , Zs E x(llf), 

s 

R(X, Y)· T(Z1, .... Zs)- LT(Z1J .... R(X, Y)Z1 , .•• , Zs) = Ü. 

•=1 
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En utilisant cette définition, l'équation R ·"VS= 0 est équivalent à l'équation: 

R(X, Y)( ("iJzS) W) = ("iJR(X.Y)zS) W + ("iJzS) (R(X, Y)W). (2.55) 

En 1990, L. Vrancken a établi le résultat suivant. 

Lemme 2.2.3. [54, pp.lB0-181} 
Soit M une surface affine dans 1R3 à courbure moyenne affine constante H et à courbure affine 
constante K. Qui te à remplacer Ç par -Ç, l'une des assertions suivantes est vérifiée : 

1. Pour tout point p E Af, il existe une base {e1 , e2 } de Tplvf telle que : 

h(e1, e1) = 1, 

h(e2, e2) = s, 

h(e1, e2) = 0, 

Se1 = À1e1. 

Se2 = À2e2, 

où s = ±1, et où À1 , À2 sont deux constantes distinctes sur M. 

2. Pour tout point p E M, il existe une base { e1 , e2 } de TpM telle que : 

h(e1, e1) = 1, 

h(e2,e2) = -1, 

h(e1,e2)=0, 

Se1 = ae1 + f3e2, 

Se2 = -8e1 + ae2, 

où a, et B sont deux constantes sur .M et (3 i= 0. 

3. Il existe deux ouverts U1 et U2 de M tels que 
• .u = U1 u u2, 
• sur u2 : 

S= ÀI. 

pour une certaine constante À sur Al, 
• pour tout point p de U1 , il existe une base {e1 , e2 } de TpM telle que : 

h(e1, e1) = 0, 

h(e2, e2) = 0, 

h(e1, e2) = 1, 

Se1 = Àe1 + e2, 

Se2 = Àe2, 

pour une certaine constante À sur NI. De plus, dans le cas où lv! est convexe (autre­
ment dd h est définie positive ou négative), on a : U2 = Jvf. 
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Pour une sphère affine, on a le suivant. 

Lemme 2.2.4. 
Si .M est une sphère affine, alors VS = O. 

Démonstration. 
Supposons que M soit une sphère affine. Nous savons alors qu'il existe une constante À. telle 
que S = .XI. Il suit que, pour tous champs X, Y de vecteurs tangents à M, on a : 

Lemme 2.2.5. 

(V xS) Y= V x(SY)- SV x Y 
= Vx(.XY)- .XVxY 

= .XVxY- .XVxY 

=o. 

0 

Supposons que la situation 2 du lemme 2.2.3 soit vrai et que R · VS = O. Alors : VS = O. 

Démonstration. 
~ ous savons que : 

R(X, Y)Z = -R(Y, X)Z, pour tous X, Y, Z E X(M), 

alors nous pouvons fixer X = e1, Y= e2. Soient Z, TV E { e1 , e2}. L'équation (2.55) devient : 

(2.56) 

(2.57) 

où a1, a2, as, a 4, as et a:6 sont des fonctions différentiables définies sur un voisinage de p E M. 
En appliquant l'équation (2.56) et l'équation (2.31) pour tous Z, W E { e1, e2} , nous avons : 

pour (Z, W) = (e1. e1) : 

( -aa2 + 2aas + ai(3, -aa1 + 2aa4 + 3a2,B) = (0, 0) : 
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pour (Z, W) = (e2. e2) : 

(2aa3- aa6- 3a5,6, 2aa4- aa:5- a 6,6) = (0, 0). 

Alors, nous obtenons : 
0:1 = a2 = 0:3 = a4 = a5 = a6 = O. 

Donc pour tous X, Y E {e1 , e2 }, nous avons: 

(VxS)Y =O. 

0 

Lemme 2.2.6. 
Supposons que la situation 1 du lemme 2. 2. 3 soit vrai, det( S) =/= 0 et que R · VS = 0. Alors : 
vs= o. 

Démonstration. 
En appliquant l'équation (2.56) et l'équation (2.31) pour tous Z, W E { e1, e2}, nous avons : 

pour (Z, f!V) = (e1 . el) : 

(o:2À1 + 2o:3À2. -o:1À2 + 2o:4À2) =(O. 0) ; 

pour (Z, W) =(el. e2) : 

pour (Z, lV) = (e2, e2) : 

( -2o:3À1 + a6À1. -2a4À1- a5Àz) = (0, 0). 

Alors, nous obtenons : 

Lemme 2.2.7. 

D 

Supposons que la situation 3 du lemme 2.2.3 soit vrai, cas pour un ensemble U1 tel que 
det(S) =/= 0 et R ·VS= O. Alors :VS= O. 
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Démonstration. 
En appliquant l'équation (2.56) et l'équation (2.31) pour tous Z, W E { e11 e2}, nous avons : 

Alors, nous obtenons : 

Donc pour tous X, Y E {e1 , e2}, nous avons: 

(V'xS)Y =O. 

D 

Ainsi, si Af est une surface dans JR3 satisfaisant R · V' S = 0 et V' S #- 0, alors, en faisant 
une restriction à un sous-ensemble ouvert dense et après un remplacement de Ç par -Ç, nous 
trouvons run des cas suivants : 

où .X 1 #- 0 et E = ±1: 

Se1 = œ2, Se2 = 0, h(e1, e1) = h(e2, e2) = 0, h(e11 e2) = 1, 

OÙ E = ±1. 

(2.58) 

(2.59) 

Si le cas (2.58) est vrai, nous appelons M une surface affine du premier type et si le 
cas (2.59) est vrai, nous appelons 111 une surface affine du second type. 

2.2.2 Surface affine du premier type 

Dans cette sous section, nous supposerons toujours que M est une surface affine du 
premier type (voir le cas (2.58)). En utilisant les conditions précédentes de cette surface, 
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nous obtenons qu'il existe des champs de vecteurs e1 et e2 , définis sur un voisinage U de 
p E M tels que : 

Se1 = À1e1, Se2 = 0, 

h(e1,e1) = êh(e2,e2) = 1, h(e1,e2) = 0, 

où À1 =/= 0 et c = ±1. 
Alors, nous pouvons exprimer la connexion \7 de M de la façon suivante : 

(2.60) 

où r~l' fil' fi2, rb, q2, ql' r~l' q2 et r~2 sont des fonctions différentiables définies sur un 
voisinage de p E M. 

Les lemmes suivants donnent quelques relations entre ces fonctions et les fonctions Q 1 , Q 2, Qg, Q4, Q5 

et Q6. 

Lemme 2.2.8. 
En utilisant les expressions précédentes de la connexion \7, nous avon::; : 

Ql = Q2 = Qg = Û:4 = Û:6 = 0 : 

rî1 = r~2 = r~l = o : 
1 Q5 

r22 =- Àl ; 

et À1 est une constante non nulle. 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (2.56) et l'équation (2.31) pour tous Z. vl" E {e1, e2}, nous avons: 

pour ( Z, vV) = ( e2, e2) : 

( -2fQg,Àl + êQ6Àl, -2ê0:4Àl) = (0, 0). 

59 



Alors, nous obtenons : a 1 = 0, a2 = 0, a4 = 0, a6 = 2a3. 
Retournons à la définition de \1 S, nous avons : 

(\1 e1 S) e1 - O· 
' 

(\1 e1 S) e2 a3el ; 

(\1 e2 S) e1 (V'e1 S) e2 ; 

(\1 e2 S) e2 a 5e1 + 2a:3e2. 

En utilisant l'équation (2.61), nous avons : 

0 = (V' e1 S) e1 

Y'eJÀ1e1)- S(Y'e1 el) 

= e1(À1)e1 + À1rî1e2 

Donc: el(Àl) = 0 et ril =o. 
En utilisant l'équation (2.62), nous avons : 

Donc: fi2 = -~. 

a:3e1 (V' q S) e2 

Y'e1 (Se2)- S(Y'e1 e2) 

-À1ri2e1. 

En utilisant l'équation (2.63), nous avons : 

a3e1 (Y' e2 S) e1 

V'e2 (Sel)- S(Y'e2 el) 

e2(À1)e1 + À1r~1 e2. 

Donc : e2(À1) = a:3 et r~ 1 =O. 
En utilisant l"équation (2.64), nous avons : 

Alors: r~2 = -~~ et a3 =O. 

(\1 e2 S) e2 

V'e2 (Se2)- S(Y'e2 e2) 

-À1n2e1 

Comme e1(À1) = e2(À1) = 0, alors À1 est une constante. 
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Lemme 2.2.9. 
Nous trouvons : 

Démonstration. 
Pour la base choisie au début de cette sous section, l'équation (2.54) de la condition d'apolarité 
devient: 

('Vh)(ei, e1, e 1 ) + ('Vh)(ei, e2, e2 ) = 0, pour tout i E {1, 2}. 

ce qui est équivalente à : 

Ainsi, pour i = 1 et i = 2, nous obtenons : 

r~ 1 + ri2 = o, 
ql + f~2 =O. 

Finalement, d'après l'équation (1.37) de Codazzi pour h , nous obtenons : 

('Ve2 h)(el, e1) = ('Ve1 h)(e2, e1) ; 

(\7e2 h)(el,e2) = (\7e)1)(e2,e2)· 

D'après ces équations, nous obtenons : 

-2ràl 
1 os 

- 2f:f 11 + )q 

0, 

o. 

Ceci complète la preuve du lemme 2.2.9. 

Lemme 2.2.10. 
os satisfait les équations différentielles suivantes : 

3o2 
-€(-·5 + .À2) . 

2>.1 1 ' 
O. 
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Démonstration. 
D'abord, en utilisant l'équation (1.36) de Gauss, nous trouvons : 

R(e1, e2)e2 = h(e2, e2)Se1- h(e1, e2)Se2 

= cÀ1e1. 

D'autre part, en utilisant l'équation (1.11), nous avons : 

R( e1, e2)e2 - V' e1 V' e2e2 - 'V e2 'V e1 e2 - V' [e1,e2]e2 

( 
3a~ e1(a5)) (e2(o:5)) 

-s 2À~- À
1 

e1 +s ~ e2. 

En comparant ces deux valeurs de R(e1. e2)e2 , nous obtenons les deux équations (2.66) et 
(2.65). 

0 

Par conséquent, la connexion \7 est complètement déterminée par une fonction arbitraire 
o:5. En fait, nous obtenons : 

Y' e1 e1 
0:5 (2.67) c 2Àl el, 

Y'e1e2 
0:5 (2.68) -s 2Àl e2, 

Y'e2e1 0, (2.69) 

Y'e2e2 
0:5 

(2.70) = --el. 
Àl 

Lemme 2.2.11. 
Soit M une surface affine du premier type satisfaisant R · 'VS = 0 et vS -=/= O. Il existe des 
coordonnées u et v sur un voisinage de p E M, telles que l'un des cas suwants est vrai : 

(1) 

h(fu, fu)= 1, h(fv, fv) = sp2
, h(fu, fv) =o. 

'V f -V' f -0 'V J - ~.2iLJ V'f f - -p2 a:5 J fu V - fv U - l fu U - C 2Àl UJ '' V - ;_ 1 u· 

Sfu = Àifu, Sfv = 0, 

où p(u) =cl cos~ ( ~u) et fu désigne ~; 
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(2) 

(3) 

(4) 

Démonstration. 

h(fu, fu) = 1, h(fv, fv) = e:p2, h(fu, fv) = 0, 

\l J.Jv = \l Jvfu = 0, V J,Ju = e:ft fu, V Jvfv = -p25J:; fu, 

Sfu =>.du, Sfv = 0, 

où p(u) = C2exp ( -e:~u); 

À1 < 0, <>s ~ cÀ1 P( ~À,) coth ( P(~À,) u) , 

h(fu, fu) = 1, h(fv, fv) = e:p2, h(fu, fv) = 0, 

\l fufv = \7 JJu = Ü, \l fu fu = e:ft fu, \l Jvfv = -p25J:; fu, 

Sfu =>.du, Sfv = 0, 

où p(u) = C3 sinhi ( ~u) ; 

h(fu, fu)= 1, h(fv, fv) = E:p2
, h(fu, fv) = Ü, 

\7 fufv = \7 Jvfu = Ü, \l J,.fu = e:ft fu, \7 Jvfv = -p25J:; fu, 

Sfu = ÀIJu, Sfv = Ü, 

où p(u) = C4 coshi ( ~u). 

Soit p une fonction réelle positive définie sur un voisinage de p E M vérifiant p(p) = 1 et les 
deux équations suivantes : 

e1 (ln(p)) 

e2(ln(p)) -

e1 (p) 
p 

O. 
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Puisque la condition d'intégrabilité est clairement satisfaite, nous savons qu'une telle 
fonction p existera toujours. 
En utilisant les équations (2.68), (2.69) et (2.71), nous avons : 

V pe2 e1 = p'\7 e1 e2 = 0, 

'Y'e1 (Pel) = e1(p)e2 + p'Y'e1 el =O. 

Comme la connexion '\7 est de torsion nulle, nous avons : 

Par conséquent, en utilisant le lemme 1.7.11 et le corollaire 1.7.12 du chapitre 1, il existe des 
coordonnées u et v définies sur un voisinage de p E M telles que : 

Kous obtenons immédiatement que les fonctions a 5 et p dépendent seulement au variable u. 
De plus, d'après le lemme 2.2.10, nous obtenons : 

(2.73) 

Avant de résoudre cette équation ( 2. 73), nous devons considérer quatre cas différents. 

* Cas {1) : >..1 >O. 
Alors, en utilisant l'équation (2.73), nous trouvons que la fonction a 5 est donnée par : 

où C0 est une constante arbitraire d'intégration. Donc, il est clair qu'en changeant linéairement 
la coordonnée u, nous puissions supposer que C0 = 0 ct nous avons : 

Ensuite, en utilisant ce résultat et l'équation (2.71), nous avons: 

où cl est une constante arbitraire d'intégration. cl est déterminé par la condition p(p) = 1, 
où p E M. D'après ces formules. il est clair que nous obtenions le lemme 2.2.11 (1). 
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* Cas {2) : À1 < 0 et 2t a~+ ÀÎ = O. 
Alors: 

2 ,22(-.Xl) 
a5 = /\1 3 . 

Ici, nous pouvons supposer, en remplaçant e1 et e2 par -e1 et -e2 , que a 5 est positive. 
Alors, nous obtenons : 

- \ J2(-À1) 
Œ5 - -Al 

3 
, 

Ensuite, en utilisant l'équation (2.71), nous avons : 

où C2 est une constante arbitraire d'intégration. C2 est déterminée par la condition p(p) = 1, 
où p E 111. 

Ainsi, nous obtenons le lemme 2.2.11 (2). 

* Cas (3): À1 < 0, 2t a~+ ÀÎ =J 0 et \a5 \ > ( -À1)J 2
(-3À

1
). 

En intégrant l'équation (2.73), nous avons : 

(2.74) 

Ce qui nous donne : 

/2(=-iJ ( ~ ) Œ5 = -Àly~coth -êy~u+Co , 

où C0 est une constante arbitraire d'intégration. En changeant linéairement la coordonnée u, 
nous puissions supposer que C0 = O. Donc nous avons : 

- -\ J2( ->-..1) th (J3( ->-..1) ) a 5 - c/\1 3 
co 

2 
u . 

Ensuite, en utilisant ce résultat et l'équation (2.71), nous avons : 

où C3 est une constante arbitraire dïntégration. 
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Ainsi, nous obtenons le lenune 2.2.11 (3). 

* Cas (4) : À1 < 0, 2t o:g + ÀÎ i= 0 et !o:5! < ( -,\1) J2
(-;Àl). 

Similairement au cas(3), nous avons : 

o:5 = À J2( -,\1) h (J3( -ÀI) ) et E: 1 
3 

tan 
2 

u , 

p(u) = c,coshl ( J3(~>.1)u), 
où C4 est une constante arbitraire d'intégration. 
Ainsi, nous obtenons lemme 2.2.11 (4). 

Lemme 2.2.12. 

D 

Soit M une surface affine satisfaisant R · \l S = 0 telle que la situation ( 1) du lemme 2. 2.11 
soit vrai. Alors, M est localement équwffine équivalente à la surface affine orientée par : 

( ( 
{3):; ) v2 E: (3 fu (cos~ ( .fFt) ) ( {3):; ) ) 

f(u,v) = sin V -fu ,v, "2 +Cf V 2!;;" sin' ( .fFt) dt. sin V -fu , 

où 
• u, v E IR, 
• E: = ±1, 
• cl est une constante non nulle. 

Démonstration. 
Soit p E M. Puisque M est une surface affine satisfaisant R-\l S = 0 et satisfait le lemme 2.2.11( 1), 
il existe des coordonnées u. v définies sur un voisinage de p telles qu'en utilisant l'équation 
(2.52), nous avons : 

fuu = Df,.fu = \J fufu + h(fu. fu)Ç ; 

fuv = Df,.fv = \J fufv + h(Ju, fv)Ç ; 

fvv = Dfvfv = \Jfv.f,, + h(Jv. f,,)Ç; 

où fest l'immersion de M dans JR3 . Alors, nous avons : 

fuu 
é0:5 

2)../u + Ç, 

fuv 0, 

fvv ') ( Ü'5 ) p- - ,\
1 

fu+ sÇ , 
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En outre, en utilisant l'équation (2.53), nous savons que les dérivées de Ç suivant les directions 
u et v sont respectivement données par : 

Ce qui nous donne : 

Çu = Df,.Ç = -Sfu; 

Çv = DJvÇ = -Sfv· 

(2.78) 

(2.79) 

D'après 1 'équation ( 2. 76), il existe des fonctions arbitraires cp et <p définies sur M telles 
que: 

Alors, 

fu(u, v) 
fv(u, v) 

q/(u) et 

= r.p'( v). 

f(u, v)= cp(u) + rp(v). 

En utilisant l'équation (2.78), nous avons : 

ç =-)'lep. 

Xous obtenons à partir des équations (2.75), (2.77), (2.80) et (2.81) que : 

<f/' ( u) c;;
1 
cp'(u)- À1cp(u), 

:ç"(v) p
2 
(- ~:<P'(u)- cÀ1<j>(u)). 

L'équation (2.82) a une solution : 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 

(2.83) 

(2.84) 

où $1 et <{J2 sont deux solutions distinctes de l'équation (2.82) et C5 , C6 sont des constantes 
arbitraires dans JR3 . Alors, en prenant C5 = (1, 0, 0) et C6 = (0, 1, 0) nous pouvons représenter 
cp(u) par: 

</>(u) = (<Pl(u). cfJ2(u), o). (2.85) 

D'après l'équation (2.82), nous avons : 

Alors, il existe une fonction k définie sur lR telle que : 

cp"(u) + À1q:>(u) = k(u)q/(u). (2.86) 
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En comparant l'équation (2.82) et l'équation (2.86), nous pouvons prendre k(u) 
Alors, nous avons : 

q/'( u) 

cp"(v) 

k(u)cf>'(u)- À14;(u) et 

tp2(u)(- 2k4>'(u)- ÀI</>(u)). 

(2.87) 

(2.88) 

Nous savons que cp dépend seulement de v et q), k et p dépendent seulement de u. Alors, en 
utilisant l'équation (2.88), nous avons : 

où c7 est une constante arbitraire dans JR3 . 

En utilisant les équations (2.87) et (2.89), nous avons : 

Alors, nous avons : 

<P" = 3k(u)4>'- 2k(u)4>'- À1</> 

k( ) 
, EC7 

3 u 4> + p2(u)' 

cp"( v) = 

2k(u)<P'(u) + À1q)(u) 

<P"(u) 

En intégrant (2.90), nous obtenons que : 

v2 
~(v)= CT-2 +Csv+ Cg, 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91) 

(2.92) 

où Cs et Cg sont des vecteurs constants dans JR3 . Nous voyons qu'en appliquant une translation 
de JR3 , nous pouvons supposer que Cg = O. Alors nous obtenons : 

v2 
cp( v)= Cr2 +Csv. (2.93) 

En résolvant l'équation (2.91), nous avons : 

cf>(u) = (é~7 r;;ju (cosl('!/t;.t)) dt+ C10) sin ( ~u) , (2.94) 
1 V~ sm2( ~t) V 2 

où C10 est un vecteur constant dans JR3 . Utilisons le fait que l'immersion est non-dégénérée, 
nous obtenons que C7 • Cs et C10 sont linéairement indépendants. Nous pouvons supposer : 

C7 = (0, 1, 0), C8 = (0, 0, 1) et C10 = (1, 0, 0). 
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Alors, nous obtenons : 

f(u,v) = (sm ( fiu) ,v, v:+ q/i; r ( :: [~:?)dt sin ( fiu)). 
Ceci accomplit la preuve du lemme 2.2.12. 

0 

Les preuves des lemmes suivants sont semblables à la preuve du lemme 2.2.12. 

Lemme 2.2.13. 
Soit !vi une surface affine satisfaisant R · \JS = 0 telle que la situation {2) du lemme 2.2.11 
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente à la surface affine orientée par : 

f(u,v) ~ (exp ( -·V3(-;,)u). v, v;+ 5q~~À,) ex+r~>.,) u)) 
où C2 est une constante arbitraire non nulle et où s = ±1. 

Lemme 2.2.14. 
Soit M une surface affine satisfaisant R · \l S = 0 telle que la situation {3) du lemme 2. 2.11 
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente à la surface affine orientée par : 

où C3 est une constante arbitraire non nulle et où é = ±1. 

Lemme 2.2.15. 
Soit M une surface affine satisfaisant R · \JS = 0 telle que la situation (4) du lemme 2.2.11 
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente à la surface affine orientée par : 

( . (V3(-À1 ) ) v2 E f;J;;Ju (coshi(Ht)) 
f(u,v) = smh u ,v,-:-- C 2 2(-') ~ dt 

2 2 4 "1 sinh2( V ~t) 

. h (v3( -Àl) ) ) .sm 
2 

u , 

où C4 est une constante arbitraire non nulle et où é = ±1. 
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2.2.3 Surface affine du second type 

Dans cette sous section, nous supposerons toujours que M est une surface affine du second 
type (voir le cas (2.59)). Alors, h est indéfinie et il existe des champs de vecteurs tangents e1 

et e2 définis sur un voisinage de p E M tels que : 

Se1 = êe2, Se2 = 0, 

h(e1, e1) = h(e2. e2) = 0, h(e1, e2) = 1, 

où é = ±1. 
Nous définissons l'opérateur 'VS avec les fonctions a 1 , ... , a 6 comme dans le système 

(2.57) et la connexion 'V avec les fonctions q 1, ... , r~2 comme dans le système (2.60). 

Nous avons les relations suivantes. 

Lemme 2.2.16. 
Nous trouvons : 

Démonstration. 
En appliquant l'équation (2.56) et l'équation (1.36) pour tous Z, W E { e1, e2} , nous avons : 

pour (Z, W) = (el. e1) : 

( -sa5, sa3 - êet6 ) = (0. 0) ; 

(0, éll5) = (0, 0). 

Alors, nous avons : 

0 

Retournons à la définition du champ de tenseurs 'VS, nous avons : 

('V e 1 S) el a1e1 + a2e2. (2.95) 

('V e1 S) e2 
lll f2.96) -e2 2 ) 

('V e2 S) e1 ('VqS) e2, (2.97) 

('V e2 S) e2 o. (2.98) 
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Lemme 2.2.17. 
Nous avons: 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (2.95), nous avons : 

(V' e1 S)el 

ri2sel - s(fÎl - fÎ2)e2. 

En utilisant l'équation (2.96), nous avons : 

En utilisant l'équation (2.97), nous avons : 

En utilisant l'équation (2.98). nous avons : 

0 (V' e2 S)e2 

- -f~2se2. 

En résolvant ces équations, nous obtenons : 

Lemme 2.2.18. 
Nous avons: 

ri2 = r~2 = o:1 = o:4 = o, 

r~2 = nl, 
rî2 = w'2 + rL. 
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Démonstration. 
Pour la base choisie au début de cette sous section, les conditions d'apolarité de l'équation (2.54) 
deviennent : 

(V'h)(ei, e1, el)+ (V'h)(ei, e2, e2) = 0 pour tout i E {1, 2}. 

En utilisant cette équation pour i = 1 puis i = 2, nous avons : 

2ril + m:2 0, 

2n1 - o. 

Enfin, d'après l'équation (1.37) de Codazzi pour h, nous avons : 

En utilisant cette équation, nous avons : 

Ceci complète la preuve de ce lemme 2.2.18. 
D 

Par conséquent, la connexion V' est complètement déterminée par les fonctions arbitraires 
0:2 et fi1. En fait, nous avons : 

Y' e1 e1 
0:2 2 

= -é2el + r 11 e2, 

Y'e1e2 
0:2 

é-e2 
2 ' 

Y' e2e1 0, 

Y'e2 e2 o. 

Lemme 2.2.19. 
Les fonctions a 2 et fî1 satisfont les équations différentielles suivantes : 

o. 
-é. 

Démonstration. 
D'abord, en utilisant l'équation (1.36) de Gauss, nous trouvons : 
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D'autre part, en utilisant l'équation (1.11), nous avons : 

R(e1,e2)e1 - 'Ve1 'Ve2el- 'Ve2 'Ve1el- 'V[er,e2]el 
-ê 

- 2e2(a2)e1- e2Cfi1)e2. 

En comparant ces deux valeurs de R(e1, e2)e1 , nous obtenons les équations (2.103) et 
(2.104). 

0 

Lemme 2.2.20. 
Soit M une surface affine du second type et p E M. Alors, il existe des coordonnées u et v 
sur un voisinage de p, telles que : 

ril (u, v) = -e:p(u)v + J.L(u), où f.L( u) est une fonction arbitraire, 

a2(u, v) - a2(u), 

h(fu, fu) - h(fv, fv) = 0, h(fu, fv) = p, 

'V Jufv '\7 Jvfu = 0, 
0::2 fil 

\7 Jvfv = 0, - '\7 J,.fu = -ê2 fu + p fv, 

p(u) - Cexp (-fu êa2~t) dt). 

Démonstration. 
Soit p une fonction réelle positive définie sur un voisinage de p E M vérifiant p(p) = 1 et les 
deux équations suivantes : 

(2.105) 

(2.106) 

Puisque la condition d'intégrabilité est clairement satisfaite, nous savons donc qu'une telle 
fonction p existera toujours. En utilisant les équations (2.100) et (2.106), nous avons : 

'V pe2el = p\7 e2el = 0 : 

\7 e1 (pe2) = e1 (p )e2 + p'\7 e1 e2 

=0. 

Par conséquent, en utilisant le lemme 1.7.11 et le corollaire 1.7.12 du chapitre 1, il existe 
des coordonnées u et v définies sur un voisinage de p telles que : 
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Nous obtenons immédiatement que les fonctions o:2 et p dépendent seulement du variable 
u. En outre, d'après le lemme 2.2.19, nous obtenons que : 

-epv + f.L, 

p(u) Cexp (-fu so:2~t) dt). 

Lemme 2.2.21. 

(2.107) 

(2.108) 

0 

Soit M une surface affine du second type vérifiant le lemme 2.2.20. Alors, M est localement 
équiaffine équivalente à la surface affine orientée par : 

où 

a1(u) fu (- y'(t)f3I(t) + y(t)f3~(t) )dt, 

a2(u) fu (- y'(t)f32(t) + y(t)f3~(t) )dt, 

u,(u) ~ c, r p(t)dt ~ c, r (exp (J\(s)ds) }tt 
C1, C5 sont des constantes arbitraires dans lR et {31, ;32 sont des fonctions différentiables sur 
R 

Démonstration. 
Soit p E Jlf. Puisque M est une surface affine du second type vérifiant le lemme 2.2.20, il 
existe des coordonnées u, v définies sur un voisinage de p telles que : 

fuu -sa:2 -spv + f.L 
- 2-Ju+ p fv, (2.109) 

fuv pf,. (2.110) 

fvv 0, (2.111) 

où f est l'immersion de Af dans JR3 . En outre, nous savons que les dérivées de Ç suivant 
les directions u et v sont respectivement données par : 

f.u 

çv 

fv 
-ë-

p 
O. 

74 

(2.112) 

(2.113) 



D'après les équations (2.109), (2.112) et (2.113), il existe des fonctions arbitraires a et f3 
(8 =f 0 et /3' =f 0) dans JR3 telles que : 

f(u,v) = a(u) +vf3(u). (2.114) 

En comparant les dérivées de f(u, v) suivant la direction de u et de v avec l'équation (2.109), 
nous avons: 

Ce qui implique que 

pf, = fuv = f3'. 

!3' 
Ç=-. 

p 

En utilisant les équations (2.114), (2.115) et (2.112), nous avons : 

Çu(u) = ~ (f3'(u)) = -éf3(u). 
au p(u) p(u) 

Alors, 
f3"(u)p(u)- p'(u)f3'(u) = -cp(u)f3(u). 

Nous obtenons à partir des équations (2.109). (2.114) que : 

rT"(u) _a2 (u) '( ) + J.L(u)B(u) 
v = -c.-2-a u p(u) , 

f3"(u) -é ( a2~u) f3'(u) + f3(u)). 

L'équation (2.118) a une solution: 

(2.115) 

(2.116) 

(2.117) 

(2.118) 

(2.119) 

où !31 et !32 sont deux solutions distinctes de l'équation (2.118) et c3, c4 sont des constantes 
arbitraires dans JR3 . Alors, nous pouvons exprimer f3 par : 

(2.120) 

D'après l'équation (2.118), nous avons : 

lf3"(u) f3'(u)l = El/3'(u) f3(u)l. 

Ce qui implique que 
IB"(u) + cj3(u) ,6'(u)l =O. (2.121) 

Alors, il existe une fonction k définie sur IR telle que : 

f3"(u) + cf3(u) = k(u)f3'(u). (2.122) 

75 



En comparant les équations (2.116), (2.118) et (2.122), nous pouvons prendre 

k(u) = -sodu). 
2 

Alors, nous avons : 

O"" ( u) 

j3"(u) 

où O" = ( 0"1, O"z, 0"3) et j3 = (/31, t3z, 0). 

k(u)Œ'(u) + JL(~~~iu) 
k(u)j3'(u)- sj3(u), 

En utilisant l'équation (2.124), nous avons : 

O"~(u) = k(u)O"~(u). 

Alors, en prenant la valeur de k(u) dans l'équation (2.123), nous avons: 

Œs(u) = C1 r p(t)d/ =Cs r (exp(/ k(s)ds) }ft, 
où cl et c5 sont des constantes arbitraires d'intégration. 

D'après les équations (2.124) et (2.125), nous avons : 

( ) " ( )' JL(u)( ) O"I(u),O"z(u) = k(u) O"I(u),O"z(u) + p(u.) Pl(u),f3z(u) . 

(2.123) 

(2.124) 

(2.125) 

(2.126) 

Comme, {/3, /3'} est une base d'un plan, alors. il existe x et y des fonctions arbitraires 
dépendent seulement de u telles que : 

(ŒI(u), 0"2(u))' = x(u)j3(u) + y(u);3'(u). 

En utilisant les équations (2.126) et (2.127), nous avons : 

Alors, 

et 

x(u) 
JL(u) 
p(u) 

= y'(u). 

-y"(u) + k(u)y'(u) -i- y(u). 

0"1(u) fu ( -y'(t)(3l(t) +y(t)p~(t))dt, 

O"z( u) fu (-y' (t);32(t) + y(t);3~(t)) dt, 

Œs(u) = c,f p(t)dt =Cs r ( e>.-p (J' k(s)ds) )dt 
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Chapitre 3 

Hypersurfaces en géométrie 
centroaffi.ne 

3.1 Introduction 

En 1995, H. Liu et C. Wang [32] ont présenté la surface centroaffine dans IR3 avec un 
champ de vecteurs de Tchebychev parallèle. Ils ont prouvé le théorème suivant : 

Théorème 3.1.1. (32] 
Soit x : M --t R3 une immersion de la surface centroaffine non dégénérée M dans IR3 avec un 
champ de vecteurs de Tchebychev parallèle. Alors M est centroaffinement équivalente à une 
surface dans R3 définie par l'une des équations suivantes : 

( i) les sphères équiaffines propres de centre 0 E JR3 

(ii) xfxgx~ = 1, où a;Jy(a + /1 +'"Y) =1= 0 ; 

(iii) exp ( -aarctan ::) (xi+ x~) 13 xl= 1, où "1(2/1 + 1) (o? + /32
) =1= 0: 

(iv) X3 = -x1(alogx1 + ,8logx2), où ,B(a + ,8) =1= 0; 

(v) x= (ev. ~.p(v)eu, ~(v)eu), où {~.p(v), 'lfl(v)} sont des solutions fondamentales 

de l'équation diférentielle y"(v)- y'( v)- B(v)y(v) = 0 et où e est 

une fonction arbitraire différetiable en v telle que e' (v) =1- 0' 

où a, ,6 et "'! sont des constantes. 

Soit R le tenseur de courbure associé à la connexion de Levi-Civita t'. Soit T# le champ de 
vecteurs de Tchebychev défini sur M. On peut prouver aussi pour une surface hyperbolique l'vi 
de R3 :«pour tous X, Y, Z E X(M) et pour toute fonction différentiable a, R(X, Y)Z = 0 et 
f9xT# = o:X, alors o: doit être identiquement nulle>>. Ce qui implique que fJ).;T# =O. Alors, 

77 



en utilisant ce théorème 3.1.1, cette surface hyperbolique M est centroaffinement équivalente 
à l'une de ces cinq surfaces précédentes. 

Dans les deux sous sections suivantes, nous allons élargir la dimension de notre espace. 
Nous étudierons toutes les hypersurfaces hyperboliques et elliptiques de Tchebychev dans la 
géométrie centroaffine. 

On rappelle qu'une immersion de l'hypersurface f : A1 .....,.... JR.n+1 de M dans JR.n+l est 
appelée centroaffine si son vecteur position f est toujours transversal à f*(T .M) dans JR.n+1. 

Si f(M) est centroaffine, alors pour tous champs de vecteurs X, Y tangents à M, on peut 
décomposer Dxf*(Y) par ses composants tangentiels et transversaux, où D est la connexion 
canonique plate sur JR.n+l. On peut l'écrire comme : 

(3.1) 

où h est un tenseur symétrique de type (0,2). 

Nous supposerons que h est non dégénérée et définie. Dans ce cas, nous disons que 111 est 
elliptique si h est définie négative, tandis que nous disons M hyperbolique si h est définie 
positive. Dans ces deux cas, on choisit habituellement un champ de vecteurs transversal Ç = E.f 
tel que E = 1 si lvf est hyperbolique et E = -1 si M est elliptique. De cette façon, nous pouvons 
décomposer : 

Dxf*(Y) =!*(\lx Y)+ Eh(X, Y)f. 

Dxf = f*(X), 

(3.2) 

(3.3) 

où h, dans ce cas-ci, est une forme bilinéaire définie positive, appelée la métrique cen­
troaffine. 

Nous appelons "V la connexion induite et V la connexion de Levi-Civita de (M, h), R le 
tenseur de courbure de V et f{ le tenseur de différence \7- V sur M. En prenant la trace 
de K, on obtient la forme Tchebychev T(X) = *trace{Y _, K(X, Y)}. Alors, le champ de 
Tchebychev y# peut être défini par h(T#, X) = T(X). La forme et le champ de vecteurs de 
Tchebychev jouent un rôle important dans la géométrie différentielle, et en particulier dans 
la géométrie centroaffine (voir, par exemple l'article [42] de B. Opozda). 

Pour une hypersurface centroaffine, T = 0 implique que l'hypersurface, considérée comme 
hypersurface de l'espace équiaffine, est une sphère affine centrée à l'origine. Un résultat 
intéressant sur des sphères affines est donné par L. Vrancken [55] en 2000. 
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3.2 Hypersurface hyperbolique plate de Tchebychev dans 
la géométrie centroaffine de IR4 

3.2.1 Introduction 

Dans cette section, nous étudierons les hypersurfaces hyperboliques de Tchebychev dans 
la géométrie centroaffine de IR4

, vérifiant les conditions suivantes : 
pour tous champs de vecteurs X, Y, Z tangents à M, 

(1) M est plate, c'est à dire, le tenseur de courbure R de la connexion de Levi-Civita V de 
la métrique centroaffine satisfait R(X, Y)Z = 0; 

(2) le champ de vecteurs de Tchebychev y# vérifie V xT# = aX avec a est une fonc­
tion différentiable sur M, c'est à dire, A1 est une surface de Tchebychev introduite par 
S. L. Samelson de son travail [47] en 1991. 

Dans toute cette section nous supposerons toujours que M est une hypersurface centroaf­
fine hyperbolique. 

Nous rappelons les notions de base de la géométrie centroaffine dans IR4 suivantes. Nous 
savons que le tenseur de différence K défini par : 

KxZ = K(X, Z) = \lxZ- VxZ (3.4) 

est un champ de tenseur symétrique de type (1.2), c'est à dire, il satisfait 

K(X, Y)= K(Y, X). 

La forme Tchebychev Tet le champ de vecteurs de Tchebychev y# de M sont respecti­
vement définis par : 

T(X) = (~)traceKx ; 
h(T#, X)= T(X). 

(3.5) 

(3.6) 

Pour les hypersurfaces hyperboliques, nous avons les formules et les relations suivantes : 
pour tous X, Y Z E TpA1, 

h(KxY.Z) = h(Y,KxZ); (3.7) 

R(X, Y)Z = ~{- h(Y, Z)X + h(X, Z)Y- h(Y. Z)X + h(X, Z)Y} (3.8) 

- [Kx,Ky]Z; 

(vK) (X,Y,Z) = (vK) (Y,X,Z) = (vK) (Y,Z,X); (3.9) 
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où 

(vK) (X, Y, Z) = Vx(K(Y, z))- K (v x Y. z)- K (Y, vxz). 

Soient e1. è2 et es des champs de vecteurs tangents à M, tels que { e1, e2, es} constitue une 
base de l'espace tangent à M. Nous exprimons la connexion de Levi-Civita V et le tenseur de 
différence K de M de la façon suivante : 

s 
Ve,ej = I:r~jer, 

r=l 

où les r~i sont des symboles de Christoffel, et 

s 
Ke,ej = L ktjrer, 

r=l 

où les kijr sont des fonctions différentiables sur M. 

Comme V est une connexion de Levi-Civita de h et { e1 , e2 , e3} est une base locale ortho­
normale , nous avons : 

alors, pour tous i, j, k E {1, 2, 3}, nous avons : 

Donc: 

Alors, nous avons : 

0 = (vekh) (e,eJ) 

= ek(h(ei, e3 )) - h (veket, ei) - h (et. VekeJ) 

- r) ri -- ki- k]" 

r j - f' ki-- k)• pour tous i,j,k E {L2,3}. 

De même en utilisant (3.4) et (3.7) nous avons : 
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Nous savons que T(X) = ~trace{ X ---+ K(X, .)}, alors: 

1 3 

h(T#, X)= T(X) = 3 :2:: h(K(X, ei), ei) 
t=l 

1 3 

= 3:2:: h(K(ei, ei), X) 
t=l 

= ~h (t K(ei, ei), x) . 
3 

i=l 

1 3 

T# = 3 L K(ei, ei)· 
t=l 

Donc: 

Dorénavant nous supposerons également que A1 est plate, c'est à dire : 

R(X, Y)Z = 0 pour tous X, Y, Z E l:(M) 

(3.12) 

(3.13) 

et est une hypersurface de Tchebychev, c'est à dire, il existe une fonction différentiable a telle 
que: 

(3.14) 

Ensuite, nous trouvons le théorème suivant : 

Théorème 3.2.1. {45) 
Soit x : 1\I ---+ JR4 une immersion centroaffine hyperbolique d'une hypersurface M dans R4 . 

Soient X un champ de vecteurs tangents sur M et a une fonction différentiable sur R. On 
suppose que ( M, h) est une variété riemannienne plate et que fl x T# = a X. Alors Af est cen­
troaffinement équivalente à une hypersurface canonique dans JR4 définie par l'une des équations 
suivantes : 

(ii) 

('iii) 

exp ( -a1 arctan :~) (xi+ x~t'2 x~3 x~4 = 1, 

où ai+ a~=/= 0, na > 0, a 4 > 0 et où 2a2 + a3 + a4 > 0 ; 

X4 = -
2

1 (x~+···+ X~_ 1 ) - (a2X2 + · · · + Œv-lXv-1) 
X! 

-x1(arlnx1 + · · · + a4lnx4), 

où 2 ::::; v ::::; 4, ai > 0 pour tout i ~ v et où a1 +av+···+ a4 > O. 
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3.2.2 Démonstration du théorème 3.2.1 

Soit p E M. Nous construirons une base orthonormale spéciale au point p. 

Lemme 3.2.2. 
Soitp E 1\1. Alors il existe une base orthonormale {e1,e2 ,e3 } telle que le tenseur de différence 
a la forme suivante : 

Démonstration. 
Soit p EMet soient {e1 , e2, e3} une base orthonormale en p. On définit les composantes du 
tenseur de différence K de la façon suivante : 

( 

kn1 kn2 kn3 ) ( k2u k212 k213 ) ( k3u ks12 k313 ) 
Ke1 = k121 k122 k123 ; Ke2 = k221 k222 k223 ; Ke3 = ks21 k322 k323 · 

k131 k132 k133 k2s1 k232 k233 k331 k332 ks33 

Nous choisissons maintenant une base orthonormale adaptée par rapport à la métrique 
affine h au point p de la même façon qu'au travail [9] de F. Dillen, L. Vrancken et S. Yaprak 
en 1994. 
Soit U Mp = { u E TpM / h( u, u) = 1}. Puisque h est définie positive, U Mp est compact. Nous 
définissons une fonction rnp sur U Mp par : 

rnp :U Mp--+ IR. 

u f--7 rnp( u) = h(K( u, u), u). 

Soit e1 un élément de U 1\IP tel que rnp atteint un maximum absolu. 
Soit u E U Mp tel que h( u, e1) = 0, et soit 91 une fonction, définie par : 

Alors, 

9l(t) = rnp( cos(t)e1 + sin(t)u). 

9~ (t) =- 3 cos2 (t) sin(t)h(K(e1, el), e1) 

+ (6cos2 (t) sin(t)- 3sin3 (t))h(K(u, u), e1)­

( 6 cos(t) sin2 (t) - 3 cos3 (t)) h (K( e1 , e1), u) 

+ 3 cos(t) sin2 (t)h(K(u. u), u). 

Puisque 91 atteint un maximum absolu à t = 0, nous avons : 

(3.15) 

9~(0) = 3h(K(e1 , e1), u) = 0 pour tout u E Tp(M) tel que h(u, e1) =O. (3.16) 
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Donc, pour u = e2 et u = e3, nous avons : 

ku2 = ku3 =O. 

Alors e1 est un vecteur propre de la mtrice Ke1 , avec une valeur propre k111 . Comme la mtrice 
Ke1 est symétrique, nous pouvons prendre e2, e3 deux vecteurs orthonormaux , orthogonaux 
à e1 , comme des vecteurs propres de la mtrice Ke1 avec les valeurs propres respectivement 
k122, k133· Donc, nous avons trouvé la mtrice Ke1 • 

En utilisant (3.11), nous avons : 

k211 = kl21 = k112 = 0 ; 

k231 = k213 = k312 = k123 = 0 ; 

k311 = k131 = ku3 = O. 

Maintenant, nous présentons par kiel toutes les fonctions arbitraires k 1cl, kcli, ktic et kilc 

avec i ::; c ::; l. 
Enfin, nous avons trouvé les matrices Ke1 , Ke2 et Ke3 de ce lemme 3.2.2. 

0 

Lemme 3.2.3. 
Soit p E M et soit { e1 , e2 , e3} une base orthonormale construite dans le lemme précédent. 
Alors, nous avons les relations entre les kijl suivantes : 

1 + k 111 k 122 - kî22 = 0 ; 

1 + kmk133- kÎ33 = 0 ; 

k223(k122- k133) = 0 ; 

k233(k122 - kl33) = 0 ; 

1 + k122k133- k~23 + k222k233- k~33 + k223k333 = 0 ; 

avec k[jl désigne kijl puissance r. 

Démonstration. 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

D'après nos hypothèses : le tenseur de courbure Rest nuL c'est à dire R(X, Y)Z = 0 pour 
tous champs de vecteurs X. Y, Z tangents à Met d'après l'équation (3.8), nous avons : 

0 - R(ei, e:J)el 

- ~{ h(e3 , et)Sei- h(et, et)Sej + h(Sej, el)ei- h(Sei, et)ej} - [Ke,, KeJ el. 

Donc: 
(3.22) 
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Pour : i = 1, j = 2 et l = 2, l'équation (3.22) devient : 

(1 + kn1k122- kÎ22)el- (k223(k122- k133) )e3 =O. 

D'où Péquation (3.17) et (3.19) : 

1 + km k122 - kÎ22 

k223 ( kl22 - kl33) 

O· 
' 

O. 

Pour : i = 1, j = 3 et l = 3, l'équation (3.22) devient : 

(1 + k1nk133- kÎ33)el + (k233(k122- k133) )e2 =O. 

D'où les équations (3.18) et (3.20) : 

1 + kn1k133 - kî33 = 0 ; 

k233(kl22- kl33) =o. 

Pour : i = 2, j = 3 et l = 3, l'équation (3.22) devient : 

(k233(k122- k133))e1 + (1 + k122k133- k~23 + k222k233- k~33 + k223k333)e2 =O. 

D'où l"équation (3.21) : 

Lemme 3.2.4. 
Soit p E M et soit { e1, e2, e3} une base construite comme avant. 

Alors, k122 = k133 =/:: 0 et kn1 = kh2
2
:

1
. 

Démonstration. 
Comme e1 est un maximum absolu de mp, donc nous avons : 

D 

(3.23) 

.:-.;ous savons que si h(u,e1 ) = 0, alors h(K(e1 ,e1 ),u) = 0 (voir l'équation (3.16)). donc: 

g~ (t) = 3 ( 2 cos(t) sin2(t) - cos3( t)) h( K( e1, e1), e1) 

+ 3 (2 cos3(t) - 7 cos(t) sin2 (t)) h (K( u, u), e1) 

+ 3 (2 cos2 (t) sin(t) - sin3 (t)) h(K( u, u), u). 

84 

(3.24) 



Alors: 

g~(O) = -3h(K(eb e1), e1) + 6h(K(u, u), e1) ~O. 

Si u = e1, l'inéquation (3.25) devient : -3k111 + 6k122 ~O. 
Si u = e2, l'inéquation (3.25) devient : -3k111 + 6k133 ~ O. 
Ces deux inégalités précédentes sont équivalentes aux : 

km - 2k122 ;::: 0 ; 

km - 2kl33 ;::: O. 

En faisant la différence entre l'équation (3.17) et l'équation (3.18), nous avons: 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

D'après les inéquations (3.26) et (3.27), le seul cas possible pour que l'équation (3.28) soit 
nulle est : 

kl22 = kl33· 

Ensuite, en utilisant l'équation (3.17), nous trouvons que k122 ne peut pas être nulle et nous 
avons: 

k - kÎ22- 1 
111 - k . 

122 

0 

Notons que, en utilisant l'équation (3.26) et cette expression de km, nous trouvons k122 < 
o. 

Lemme 3.2.5. 
Soit p E M et soit { e1, e2, e3} définie comme avant. Alors nous pouvons choisir e2 et e3 telles 

k 0 k _j. 0 t k kb-l-kb que 223 = , 233 r e 222 = · k
233 

• 

Démonstration. 
D'après le lemme 3.2.4, k122 = k133. Donc pour tout champ de vecteurs u , tel que h( u. e1) = 0, 
nous avons: 

Ce qui implique que nous avons toujours une rotation libre dans le plan orthogonal à e1. 
Soit U M; = { u E TpM / h( u, u) = 1 et h( u. e1) = 0}. Puisque M est localement convexe, 

donc U .u; est compacte. Nous définissons une fonction mp2 sur U M; par mp2( u) = h(K( u, u). u). 
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Soit e2 un élément de U M; tel que mp2 atteint un maximum absolu. 
Soit u E U M; tel que h(u, e1) = 0, h(u, e2) = 0 et g2 une fonction définie par : 

donc: 

92(t) mp2( cos(t)e2 + sin(t)v) 

= h( K ( cos(t)e2 + sin(t)v, cos(t)e2 + sin(t)v), cos(t)e2 + sin(t)v) 

cos3 (t)h( K(e2, e2), e2) + 3 cos(t) sin2(t)h(K( v, v), e2) 

+3 cos2(t) sin(t)h(K( e2, e2), v) + sin3 (t)h( K( v, v), v), 

-3 cos2(t) sin(t)h( K( e2, e2), e2) + ( 6 cos2(t) sin(t) - 3 sin3 (t)) 

h( K (v, v), e2) - ( 6 cos(t) sin2(t) - 3 cos3(t)) h( K( e2, e2), v) 
+3 cos(t) sin2(t)h( K( v, v), v). 

Puisque g2 atteint un maximum absolu pour t = 0, nous avons : 

Donc, en utilisant l'équation (3.29), nous trouvons : 

Donc, si u = e3, l'équation (3.30) devient : k223 =o. 

Supposons que k233 = 0, alors l'équation (3.21) devient : 

c'est une contradiction. Donc, k233 =/=O. 
Alors, en utilisant l'équation (3.21) et les résultats précédents, nous avons aussi : 

k2 1 k2 
k - 233- - 122 
222-

k233 

(3.29) 

(3.30) 

0 

Ensuite, nous montrons comment étendre la base à un point p E !vf à une base ortho­
normale locale { e1, e2, e3 } dans un voisinage de p tel que pour chaque point de ce voisinage 
le tenseur de différence a la même expression. Notons qu'en utilisant l'équation (3.17), nous 
devons avoir : 

km =/= 2k122· 

Soit p E M. Nous prouverons que si mp atteint un maximum absolu en v, nous pouvons 
étendre v différentiablement à un champ de vecteurs V au voisinage U de p tel que h(\1, V) = 1 
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et à chaque point q de U, mq atteint un maximum absolu dans V(q). Afin de faire ceci, soient 
{U1, U2, U3} une base différentiable arbitraire h-orthonormale définie sur un voisinage U de 
p telle que U1 (p) = v. Alors, nous définissons une fonction 'Y par : 

où pour tout k = 1, 2, 3, 

3 

bk= L aiajh(Ku,Uj, Uk)- kmak. 
2,]=1 

En utilisant le fait que mp atteint un maximum absolu en U1 (p), nous obtenons alors que : 

si k # m; 
si k = m = 1; 
s·i k = m # 1. 

Par conséquent, le théorème de fonction implicite prouve qu'il existe des fonctions différentiables 
a1 , a2, a3 définies au voisinage U' de p telles que le champ de vecteurs local V défini par : 

satisfait V(p) =v et KFF = kmF. Définissons Il\" 11 2= h(F, V), alors Il\/ Il est non nulle 
au voisinage U' de p. En outre le champ de vecteurs vr défini par H' = \lj Il v Il satisfait : 

1\wHT = (kud lllr ji)Vi'r. 

Alors, prenons e1 =V et e2 , e3 sont des champs de Yeeteurs localement orthonormaux à e1 . 

Puis, on choisi e2 de la même manière (voir. [57]). 

Lemme 3.2.6. 
Soit A1 une hypersurface plate de Tchebychev, c'est à dire : 
R(X, Y)Z = 0 et TJxT# = aX pour tous X, Y, z E x(lv!). 
Alors, a: est une fonction constante. 

Démonstration. 
Soit { e1 , e2 , e3 } une base orthonormale locale. Nous avons. pour tous i, j E {1, 2. 3} : 
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Comme M est une hypersurface plate de Tchebychev, nous avons: 
R(ei, ej)T# = 0 et VeiT#= aej, pour tous i,j E {1, 2, 3}. 
Par conséquent, l'équation (3.31) devient : 

0 = Ve,(aej)- Vei(o:ei)- a[ei,ej] 

= ei(a)e3 +aV e,ej- ej(a)ei- a.Ve
1
ei- a[ei, ej] 

= ei(o:)ej- ej(a)ei + o: ( Ve,ej- Ve
1
et) - a[ei, ej]· 

Puisque la connexion de Levi-Civita est de torsion nulle, cette équation devient : 

0 = e1 (a)e3 - e3 (a)ei. 

Ce qui implique que ei(a) = 0, pour tout i E {1, 2, 3}. 
Par conséquent o: est une fonction constante. 

Suite aux résultats précédents, nous avons le suivant. 

Lemme 3.2. 7. 
Nous trouvons : 

e3(k233) = -2k122ri2 - k233r~2 et 
e2(k333) = -4k122ri2- 4k233r~2 - k333r~2· 

où er ( k1jz) indique la dérivation de kijl suivant la direction de er. 
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Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.9), pour tous i,j,l E {1,2,3}, nous avons: 

Donc, 

0 = (~K) (ei,ej,ez)- (~K) (ej,ei,ez). 

~e,K(e1 , ez)- K ( ~e,ej, ez) - K (ej, Ve,ez) - ~e1 K(ei, ez) 

+ K (ve1 ei, ez) + K (ei, Ve1 ez) =O. 

En appliquant l'équation (3.32), pour i = 1,j = 2 et l = 1, nous avons: 

( 
(1 + ki22) (k122ri1 + e2(k122))) 

- k2 el 
122 

(
(1+ki22)rî1 2 ql 2 ) + k - k233r11 + -k + k122r21 + e1(k122) e2 

233 122 

+ ( -k233rf1 + ~1~:2 + k122r~1) e3 =O. 

(3.32) 

Alors, les coefficients de ces champs de vecteurs suivant les directions e1, e2 et e3 doiYent 
être nuls. Ce qui nous donne un système de trois équations à trois inconnus e1 (k122), e2(k122) 
et rf1. En résolvant ce système. nous trouvons ces trois inconnus. 

En appliquant l'équation (3.32), pour i = 1, j = 2 et l = 2 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, nous avons un système de deu..x équations à deux inconnus e1(k233) et q 1. En 
résolvant ces deux équations, nous trouvons ces deux inconnus. 

En appliquant l'équation (3.32), pour 'i = 1, j = 3 et l = 1 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 
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Alors, nous avons un système de trois équations à trois inconnus e3 ( k233), f~1 et f~1 . En 
résolvant ce système, nous trouvons ces trois inconnus. 

En appliquant l'équation (3.32), pour i = 1, j = 3 et l = 3 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

( 
k122k333ql + 4ff2 + 4ki22rr2 + 4k~33rr2 + k~33rr2 + k233k333r§l + k233el ( k333)) e3 = o. 

k233 

En résolvant cette équation, nous trouvons e1(k333). 

En appliquant l'équation (3.32), pour i = 2, j = 3 et l = 2, nous avons : 

( 
(1 + ki22 + k~33)(2k122rr2 + k233r~2 + e3(k233))) 

- ~ ~ 
233 

(
-k122k333rr2- k233k333r~2 + r~2 + k~33r~2 + kî22(-fi1 + r~2) + k233e2(k233)) _ 0 + k e3- . 

233 

Alors, nous avons un système de deux équations à deux inconnus e2(k233) et e3(k233). En 
résolvant ce système, nous trouvons les expressions de e2(k233 ) et e3(k233). 

Pour finir, nous appliquons l'équation (3.32), pour i = 2,j = 3 et l = 3. nous avons: 

(4k122ri2 + 4k233r~2 + k333r~2 + e2(k333))e3 =o. 

En résolvant cette équation, nous trouvons !"expression de e2(k333). 

Lemme 3.2.8. 
Nous avons: 

rî1 = - ( Jki22k233 ( 1 + 2k~22- 2k~33 + kf22(5- 2k~33 + k~33) 

+ kÎ22 ( 4- 4k~33 + k533 - k~33( 4 + k~33))) 0:) 1 

( (1 + kÎ22 )(kÎ22 + k~33 ) ( 1 + 4k~22 + kÎ22 (6 --r- 4k~33 + k~33 ) + k~22 (12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22(13 + 4k~33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33)))) : 

n2 = Jkf22k233k333o:; ( ( 1 + 4k~22 + kî22(6 + 4k~33 + k~33) + k~22(12 + sk~33 + k~33) 

+ k{22 ( 13 + 4k~33 -+- 2k~33 + k~33 ( 12 + k~33)))) 
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r~l = - ( 3k~22k~aa(l + 6k~22 + k~22(6 + 2k~33 + k~aa) + ki22(11 + 6k~33 + 2k~aa))a:) 1 

( (1 + kÎ22)(k~22 + k~aa) ( 1 + 4k~22 + k~22(6 + 4k~aa + k~ss) + k~22(12 + 8k~as + k~as) 

+ k{22 (13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33 (12 + k~33)))). 
Démonstration. 
En utilisant la deuxième hypothèse (voir l'équation (3.14)) de notre espace, nous avons: pour 
tout j E {1, 2, 3}, 

Alors: 
(\?K) (ej,el,el) + (\?K) (ej,e2,e2) + (\?K) (ej,es,es) -3a:ej =O. (3.33) 

En utilisant l'équation (3.33) pour j = 1, nous avons le résultat suivant : 

( 

( (1 + ki22) (2kr22fÎ1 + k122(fî1 - k~safîi) + k2ssr§1 + ki22(kaasff2 + 3k23ar§l))) ) 
_ - 3a: e1 

kf22k233 

( 
nl 2 3 r§l kbr§l 2 ) 

+ - -k - 3k122r 11 - k333r 12 + -k + k - 2k233r 21 e2+ 
122 233 233 

( 
kr22k333rrl + rr2 + 2kf22rf2 + kÎ22((3 + 2k~33 + k~aa)rf2 + k233k333ql)) 

- 2 ea =O. 
kl22k233 

Par conséquent, nous avons un système de trois équations à trois inconnus fi1 , ff2 et f§1. 

En résolvant ce système, nous trouvons respectivement les expressions de fî1 , ff2 et r~1 . 0 

Lemme 3.2.9. 
Nous avons: 

r~2 = ( 3k~33k333 (ki~2 + k~33 + k~22(2 + 5k~aa) + kÎ22k~aa(5 + 4k~33 + k~aa) 

+ ki22k~33 ( 8 + 4ki33 + k~33 + k~33(8 + k~33)) -r k~22 ( 1 + 8kia3 + kis3(9 + k~33))) a) 1 

( (1 + -kÎ22 + k~33) (1 + kf22 + 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) + k~33( 4 + k~a3)) 
( 1 + 4k~22 + kÎ22 (6 + 4k~33 + k~33 ) + k~22 (12 + 8k~33 + k~33) 

+ k{22 (13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33 (12 + k~33)))) 
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r~2 =- (3k233 ( 2kg2 + k~33 + 2ki33 + k}gz(7 + 12k~33) + kizzk~33 ( 6 + 8ki33 + k533 

+ 2k~ss(7 + kisa)) + kfzz(1 + 8k~33 + 3k~aa(6 + k~as) + 4kiss(9 + k~ss) 
+ 2k~33 (12 + k~33)) + k~22 (9 + 26ki33 + k~33 (33 + 2k~33)) + k~22 (5 + 24k~33 

+ k~aa(34 + 4k~aa) + kiaa(50 + 4k~aa))) a) 1 ( (1 + kÎ22 + k~sa) (1 + kf22 + 4kiaa 

+ kÎ2zC2 + 4k~sa) + k~sa(4 + k~aa)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~aa + k~sa) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~aa) + ki22(13 + 4kiaa + 2k~aa + k~as(12 + k~as)))) · 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.33) pour j = 2, et le lemme 3.2.8, nous avons le résultat suivant : 

( - 3œ + ( 4kf22ki33 k,,,rl, - Sk(22kl,,r;, - ( 1 + kl22)' ( 1 + 4k/22 + kl22 ( 4 + ki,)) r;, 

- 2kÎ22k~sa(4 + 14kf22 + kÎ22(18 + k~sa))r~2- (1 + kÎ22) 2 k~ss(3 + 20k~22 + 4kf22(9 + k~ss) 
+ kÎzz(19 + 3k~ss))r~2- (1 + kÎz2)kiss(2 + 36k~z2 + 2kÎ2z(ll + k~sa) + kfz2(56 + 5k~ss))r~2 
+ (1 + kÎzz?kz33((1 + kÎ22)(l + 2kÎ22) 2ksssf~2 + kÎz2(1 + kÎzz)kl33f~z- 3kfzz(1 + 2kÎzz)a) 

+ k~sa ( (1 + kÎzz)2(1 + 8kÎ22 + 12kf22)kssaf~2 + kÎz2(1 + 3kÎ2z + 2kfz2)k~33r~2 
+ 3kÎzz(1 + 2ki22 - 3k{22 - 4k~22 )o. + 3k{22k~33a) + k~33 (4kÎ22kaaaf~2 + 6k~22 (2kaaaf~2- a) 

+ kf'z2 (16kaaaf~2 + k~33f~2 + 6o:))) 1 ( k~33 ( 1 + 4k~22 + kÎ22 (6 + 4k~33 + k~33 ) 

+ k~, (12 + ski,, + ki,) + kf, ( 13 + 4kj33 + 2kif,, + ki,, (12 + ki33))))) e, 

( 
(1 + ki2z)f~2 . a ( (· ( s .z ( ~2 __!__ 2 ) + - k

233 
- ka3ar 32 - k2a3 2 1 + 4k122 + k122 6 + 4k2a3 , kaaa 

+ k~22 ( 12 + 8k~33 + k~33) + ki22 ( 13 + 4kiaa + 2k~33 + k~33 ( 12 + k~aa))) r~2 

+ 3k(,(1 + kl22)k333Œ)) j [ 1 + 4k:22 + k1,(6 + 4kl,3 +ki,,) 

+ k~22 (12 + Skl,3 +ki,)+ kf22 ( 13 + 4ki33 + 2ki33 + ki33 (12 + ki,3))]) es ~O. 
Alors, les coefficients de ces deux champs de vecteurs suivant les directions ez et es doivent 

être nuls. Ce qui nous donne un système de deux équations à deux inconnus q 2 et f~2 . En 
résolvant ce système, nous trouvons respectivement l'expression de nz et r~2· 0 
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Lemme 3.2.10. 
Nous avons: 

e3(k333) = ( 3 ( 1 + 8kÎ~2 + 8k~33 + k~33 ( 4 + k~33) + ki33(8 + k~33)+ (3.34) 

kg2( 40 + 56k~33 + k~33) + kig2 (84 + 152ki33 + 5k~33 + 2k~33(108 + 7k~33)) + 
k~22(8 + 32k~33 + k~33 + 12k~33(6 + k~33) + k~33(32 + 10k~33 + kj33) 

+ ki33(64 + 17k~33 + kj33)) + k~22(97 + 200k~33 + 10k~33 + ki33(424 + 37k~33) 
+ k~33(332 + 46k~33 + kj33)) + kf22(32k~~3 + 5(6 + k~33) + 4kg33(28 + 3k~33) 
+ k~33(224 + 36k~33 + kj33) + k~33(120 + 35k~33 + 3kj33) + ki33(224 + 56k~33 + 3kj33)) 

+ k~22(68 + 128k~33 + 10k~33 + 36k~33(10 + k~33) + k~33(440 + 77k~33 + 2kj33) 

+ k~33 (264 + 58k~33 + 3kj33))) a)/ ( (1 + kÎ22 + k~33 ) ( 1 + 4kg2 + 4k~33 + k~33 ( 4 + k~33 ) 
+ kig2(20 + 24k~33 + k~33) + k~22(41 + 52ki33 + 4k~33 + k~33(92 + 9k~33)) 
+ kÎ22(8 + 16kg33 + k~33 + 8ki33(5 + k~33) + k~33(32 + 10k~33 + kj33)) + kf22(26 + 16k~33 
+ 4k~33 + 8k~33 (8 + k~33) + 2k~33 (48 + 13k~33 + kj33) + ki33 (120 + 24k~33 + kj33)) 

+ k~22 ( 44 + 48k~33 + 6kj33 + 8ki33 (17 + 2k~33 ) + k~33 (136 + 26k~33 + kj33)))). 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.33) pour j = 3, et les lemmes précédents, nous avons : 

( - 3<> - 3 ( 4k:j, + k)l, ( 4 + 7 k~,) + !!'233 ( -1 + 414,,) + k?,, ( - 1 + 16kl33 + 4A:g33 ( 4 + kj,) 

- 2k~33(6 + k~33)- k~33(12 + k~33)) + k~22(12 + 100k~33 + 7k~33(9 + kj33) + 12ki33(12 + k~33)) 
+ kÎg2(23 + 76ki33 + 4k~33(20 + k~33)) + kf22(- 4 + 16k~~3 + 4k~33(6 + k~33) + 4kg33(8 + k~33) 
- 2ki33(16 + k~33)- k~33(34 + 5k~33)) + k~22(- 2- 12k~33 + 64kg33 + 4k~33(28 + 3k~33) 
+ ki33 ( 48 + 11 k~33))) a + ( 1 -!- kÎ22 + k~33 ) ( 1 + 4kg2 + 4ki33 + k~33 ( 4 + k~33) 
+ kig2(20 + 24k~33 + k~33) + k~22(41 + 52k~33 + 4k~33 + k~33(92 + 9k~33)) + kÎ22(8 + 16k~33 + k~33 
+ 8ki33(5 + k~33) + k~33(32 + 10k~33 + kj33)) + kf22(26 + 16k~33 + 4k~33 + 8kg33(8 + k~33) 
+ 2k~33(48 + 13k~33 + kj33) + ki33(120 + 24k~33 + kj33)) + k~22(44 + 48kg33 + 6k~33 

+ 8ki33 (17 + 2k~33 ) + k~33 (136 + 26k~33 + kj33)) )e3(k333)/ ( (1 + k~22 + k~33 ) (1 + kf22 + 4ki33 

+ kÎ22(2 + 4k~33) + k~33(4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) 

+ kl22 (12 + 8kl33 + k].,) + k122 (13 + 4kj33 + 2ki,3 + kl33(12+ kj,)))) )es= O. 
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Alors, le coefficient de ce champ de vecteurs suivant la direction de e3 doit être nul. Ce 
qui nous donne une équation à un inconnu e3(k333). 

En résolvant cette équation, nous trouvons l'expression de e3(k333). 0 

Corollaire 3.2.11. 
En remplaçant les valeurs trouvées des riil qui sont en fonction de kijl pour i, j, lE {1, 2, 3}, 
nous avons les résultats suivants : 

e~ ( k122) = ( 3kÎ22 ( 2kÎg2 + k~33 + k~22(7 + 2k~33 + k~33) 
+ k~22(9 + 6k~33 + 4ki33 + 2k~33) + kÎ22(1 + 4ki33 

+ k~33(4 + k~33)) + ki22(5 + 4k~33 + k~33 + k~33(7 + k~gg) 

+ ki33(8 + k~33))) 0:) 1 ( (1 + kÎ22) (kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 
+ kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) + k~22(12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~gg)))) 

(3.35) 

e2(k122) = ( 3kf22 k233 (1 + 2k~22 - 2k~22 + kf22 (5- 2k~33 + k~33 ) (3.36) 

+ kÎ22 ( 4- 4ki33 + k~33 - k~33( 4 + k~33))) a) 1 ( (1 + kÎ22) 

(kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) + k~22(12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33)))) ; 

eg(k122) =- ( 3kf22 (1 + kÎ22 )kgggo:) 1 ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) (3.37) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~33) + ki22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33))) 

e1 (k233) = ( 3k~22k233 ( 4k~22 + k~33 + 2k~22 (5 + k~33 + k~33 ) (3.38) 

+ kÎ22 (2 + 2ki33 + k~gg(2 + k~33)) + kf22 (3k~33- 2ki33 + 2( 4 + k~33))) a) 1 

( (1 + kÎ22)(kÎ22 + k~gg) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~33) + kf22 (13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33)))) 
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e2(k233) = ( 3k~33 ( 8kÎ~2 + k~33 + 2k~33 + ki33 (3 + k~33 ) + kÎi2( 42 + 50k~33 + 3k~33) (3.39) 

+ kg2(93 + 116ki33 + llk~33 + k~33(209 + 24k~gg)) + kî22(1 + 8k~33 + 6k~gg(4 + k~gg) 
+ k~33(11 + 2k~33) + ki33(27 + 9k~33 + k~33)) + kÎ~2(113 + 122kg33 + 16k~33 
+ k~33(363 + 47k~33) + 3k~33(119 + 23k~33 + k~33)) + kf22(9 + 8ki~3 + k~33 
+ k~33( 40 + 6k~33) + k~33(57 + 14k~33 + kj33) + k~gg(98 + 20k~33 + k~33) 
+ kigg(114 + 31k~33 + 2k~gg)) + k~22(36 + 8kig3 + 5k~33 + 6k~33(12 + k~33) 
+ k~gg(214 + 38k~33 + k~33) + k~33(174 + 43k~33 + 3kjgg) + ki33(290 + 68k~33 
+ 4k~33)) + k~22 ( 82 + 56k~33 + 12k~33 + 4k~33 ( 65 + 8k~33) + ki33 ( 44 7 + 92k~33 + 4kj33) 

+ k~33 (325 + 76k~33 + 5k~33))) a) 1 ( (1 + kÎ22 )(kÎ22 + k~33)(1 + kÎ22 + k~33) 
( 1 + kf22 + 4ki33 + kÎ22( 2 + 4k~33) + k~33 ( 4 + k~gg)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22 ( 6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~33) + k{22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~gg(12 + k~gg)))) ; 

e3(k233) =- ( 3k233k333(2kg2 + ki33 + kÎg2(6 + llk~33 ) + kÎ22ki33 (5 + 4k~33 + k~33) (3.40) 

+ kf22ki33(8 + 4ki33 + k~33 + k~33(8 + k~33)) + k~22(6 + 21ki33 + 2k~33(11 + k~33)) 

+ k~22 (2 + 16k~33 + k~33 (11 + 2k~33 ) + ki33 (25 + 3k~33 )) )a) 1 ( (1 + kÎ22 + k~33 ) 
( 1 + k{22 + 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) + k~33(4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + ki22(6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~33) + k{22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~gg(12 + k~33)))) ; 

e1(k333) =- (3kf22 (- 1 + 2k{22 + kÎ22 (1 + 2k~33))k333a )1(1 + 4k~22 + kÎ22 (6 (3.41) 

+ 4k~33 + k~gg) + k~22(12 + 8k~33 + k~gg) + kf22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 -t- k~33))) 
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e2(k333) =(3k233k333(- 2kg2 + k~33 - 2ki33 - k~g2 (5 + 12k~33) + kÎ22 k~33 (6- (3.42) 

Ski33 + k~33- 2k~aa(3 + k~33)) + kf22(1 + 4kia3- 8k~33- 2k~33(4 + k~a3) 
+ 3k~33(6 + k~33)) + k~22(1 + 10k~33- 24k~33- 2ki33(9 + 2k~33))- k~22(3 + 26ki33 

+ k~33(15 + 2k~33))) a) 1 ( (1 + kÎ22 + k~33) ( 1 + kf22 + 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) 
+ k~33( 4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) + k~22(12 + 8k~33 + k~33) 

+ k{22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33)))) ; 

Ainsi, pour tous i,j E {1, 2, 3}, la connexion de Levi-Civita ~e,ej est définie par: 

où 

~el el= rile2 + rïle3 ; 
~ele2 = -filel + rï2e3 ; 
~qe3 = -rr1e1- rï2e2 ; 

\7 e2el = r§l e2 + fÏ2e3 ; 
~e2 e2 = -r§1e1 + q 2e3 : 
~ e2 e3 = - rr2el - r~2e2 ; 

ve3 e1 = rr2e2 + r~1 e3 ; 

Ve3 e2 = -rr2e1 + q 2e3 ; 
Ve3e3 = -r~1 e1- q 2e2 : 

fil = (3kf22(1 + kÎ22)k333a) 1 ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) (3.43) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~33) + k{22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33(12 + k~33))) 

r~l =- ( 3k~22 (1 + 2k{22 + kÎ22(3 + 2k~33) )a) 1 ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~aa) (3.44) 

+ k~22(12 + 8k~33 + k~a3l + kf22(13 + 4ki33 + 2k~33 + k~aa(12 + k~3a))) ; 

ril, rr2, ql sont définis dans le lemme 3.2.8 et r~2' q2 sont définis dans le lemme 3.2.9. 

Lemme 3.2.12. 
Les ktjl vérifient les deux équatwns suivantes : 

k~22k333 ( ki~2 + ki33 + 4k~33 + 6kii2 ( 1 + k~33) -'- kg33 ( 4 + k~33) + ki§2 ( 15 + 17 ki33 + k~33 ( 31 + k~33)) 
+ kÎg2 (2o + 36k~33 + ki33 (73 + 3k~33 ) + k~33 (66 + 4k~33)) + kÎ22 k~33 ( 2 + 20k~33 + k~33 (13 + 2k~33) 

+ ki33 (32 + 5k~33)) + k~22 ( 15 + 24k~33 + 2k~33 (62 + 5k~33 ) + k~33 (74 + 6k~33 ) + ki33 (127 + 10k~33)) 
+ kf22 ( 1 - 16k~~3- 8k~~3(2 + k~33) + k~33(15 -l- k~33) + ki33(55 + 8k~33) 

- k~33 ( -52+ kj33) + k~33 (104 + 17k~33 + ki33 )) + k~22 ( 6 + 60k~33 - 16k~~3 

+ k~33 (46 + 4k~33 ) + ki33 (114 + 13k~33 ) + k~33 (164 + 23k~33 + kj33))) a 2 = 0 : (3.45) 
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ki22k233k333(1 + 3kÎ22 + 3k{22 + k~22 - 3kâ33- 6kÎ22kâ33 - 3k{22kâ33 

+ 4k~33 - k~33k~33 - kÎ22k~33k~33 + ki33k~33)o:2 = o. 

Démonstration. 
Nous savons que : 

(3.46) 

Par conséquent, pour toute fonction différentiable f définie sur M, nous trouvons une 
équation suivante : 

En utilisant cette équation (3.47) pour i = 1, j = 3 et f 
équation suivante : 

k122, nous trouvons une 

( 36k~22k333 ( ki~2 + ki33 + 4k~33 + 6kii2 ( 1 + k~33) + kg33 ( 4 + k~33) + kg2 ( 15 + 17 ki33 

+ kâ33(31 + k~33)) + kig2(20 + 36kg33 + ki33(73 + 3k~33) + k533(66 + 4k~33)) 
+ kÎ22k~33 (2 + 20kg33 + k~33(13 + 2k~33) + ki33(32 + 5k~33)) + k~22 (15 + 24k~33 
+ 2kg33(62 + 5k~33) + kâ33(74 + 6k~33) + ki33(127 + 10k~33)) + kÎ22 (1 - 16ki~3 
- 8kig3(2 + k~33) + k~33(15 + k~33) + ki33(55 + 8k~33) - k~33( -52+ kj33) 

+ k~33(104 + 17k~33 + kj33)) + k~22 ( 6 + 60k~33- 16k~g3 + k~33( 46 + 4k~33) 

+ ki33(114 + 13k~33) + kg33(164 + 23k~33 + kj33))) a?)/ ( (1 + kÎ22) (kÎ22 + k~33) 2 

(1 + k{22 + 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) + k~33(4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + ki22(6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22(12 + 8k~33-+- k~33) + k{22(13 + 4ki33-+- 2k~33 + kâ33(12 + k~33)))) =o. 

Comme le dénominateur de l'expression à côté gauche de cette égalité est non nul, donc, 
le numérateur doit être nul, ce qui nous donne l'équation (3.45). 

Ensuite, en utilisant cette équation (3.47) pour i = 2, j = 3 et f = k122, nous trouvons 
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1' équation suivante : 

( 36ki22k233k333(kÎ22 + 2ki22 + k~22 + k~33 + kÎ22k~33 + 5kf22k~33 + 4kÎ22ki33 + kÎ22k~33k~33) 
(1 + 3kÎ22 + 3kf22 + k~22- 3k~33- 6kÎ22k~33- 3kf22k~33 + 4kg33- k~33k~33 

- kÎ22k~33k~33 + ki33k~33)o?)/((1 + kÎ22)(kÎ22 + k~33) 2 (1 + ki22 

+ 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) + k~33( 4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22 (12 + 8k~33 + k~33 ) + kf22 (13 + 4ki33 + 2k~33 + k~33 (12 + k~33)))) =O. 

Comme l'expression suivante est non nulle, 

k233(kÎ22 + 2ki22 + k~22 + k~33 + kÎ22k~33 + 5kf22k~33 + 4kÎ22ki33 + kÎ22k~33k~33) 1 

((1 + kÎ22)(kÎ22 + k~33) 2 (1 + ki22 + 4ki33 + kÎ22(2 + 4k~33) + k~33(4 + k~33)) 
( 1 + 4k~22 + kÎ22(6 + 4k~33 + k~33) + k~22(12 + 8k~33 -1- k~33) + kf22 (13 + 4ki33 

+ 2k~33 + k~33(12 + k~33)))) i= 0 

donc l'équation précédente devient : 

ki22k333(1 + 3kÎ22 + 3kf22 + k~22 - 3k~33 - 6kÎ22k~33 - 3kt22k~33 -:- 4kg33 - k~33k~33 
- kÎ22 k~33 k~33 + ki33 k~33) ci = 0. 

D'où l"équation (3.46). 

En considérant les résultats précédents, nous avons le suivant. 

Lemme 3.2.13. 
Nous devons avoir : 

Démonstration. 

k122 i= 0, k333 i= 0 et o = O. 

En utilisant l'équation (3.46), nous avons : 

k122 = 0 ou 

k333 = 0 ou 

(1 + 3kÎ22 + 3kf22 + k~22- 3k~33 - 6kÎ22k~33- 3kf22k~33 + 4k~33 - k~33k~33 
-kî22k~33k~33 + ki33k~33) = 0 ou 
o: =O. 
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* Supposons que k122 = O. 
Alors, l'équation (3.17) devient 1 = 0, c'est une contradiction, donc k122 i= O. 

* Supposons que k333 = O. 
Alors, e3(k333) = e3(0) =O. 
Et d'autre part, en utilisant l'expression de e3(k333) dans l'équation (3.34) du lemme 3.2.10 
et en prenant k333 = 0, nous trouvons : 

e3(k333) = ( (1 + 4k~22 + 2k~33 + 4ki33 + 2k~22 (5 + 8k~33 ) + ki22 (9 + 22k~33 + 20ki33) 

+4kÎzz(1 + 2k~aa + 3kiaa + k~33)) o:) / ( 1 + 2k~zz + 3k~a3 + 2ki3a + k~zz(7 + 8k~33) 

+ki22 (9 + 19k~33 + 10ki33) + kÎ22 (5 + 14k~33 + 12ki33 + 4k~33)) i= O. 

En comparant ces deux dérivations de e3(k333 ). nous trouvons une contradiction. Alors, 
k333 #-O. 

* Supposons que : 

Alors, 

(3.48) 

Avant de résoudre l'équation (3.48). regardons d'abord si (k~33 + kî22k~33 - ki33 ) est nulle ou 
non nulle. 

En changeant la valeur de k233 par =:J1 + kî22 dans l"équation (3.48). nous trouvons : 

Donc c'est une contradiction. Alors, (k~33 + kÎ22k~33 - ki33 ) i= O. 
Si nous résolvons l'équation (3.48), en prenant k333 comme un inconnu, nous trouvons : 

k333 = é 
(1 + kîzz- 2k~33)2(1 ~ kîzz + k~33) -1-

0 r avec ê = ±1. 
k2 ( 1 + k 2 k2 ') 233 122- 233 
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~ous utilisons cette expression de k333 dans l'équation (3.45). L'équation (3.45) devient : 

(12k~22(1 + kÎ22) 5 k~33(kÎ22 + k~33)\/(1 + ki22- 2k§33)2(1 + ki22 + k§3s) 

(1 + kf22 + kÎ22(2 + k~33))a?)/(k~33(1 + kÎ22- k~33 )) 213 =O. 

Donc, le seul cas possible pour que cette expression soit nulle est a = O. 

Corollaire 3.2.14. 
Les k122, k233 , kss3 sont des constantes et pour tous i, j, l E {1, 2, 3}, r~i =O. 

Démonstration. 

0 

D'après le corollaire 3.2.11, pour tous i,j,l E {1,2,3}, et pour tout k E {k122,k23s,k333} les 
r~j et les ej(k) sont tous multiples de Œ. Ensuite, d'après le lemme 3.2.13, Œ =o. Donc : 

Alors, les k122, k233, kss3 sont des constates et 

D'après ce corollaire 3.2.14. nous avons : 
pour tous i, j, l E {1, 2, 3}, 

Alors, 

(ve,K) (ej,ez) =0. 
Donc, M est une hypersurface centroaffine canonique. 

0 

(3.49) 

(3.50) 

On définit l'indice négatif de la métrique de Blaschke h (voir l'équation (3.1)), noté 
NŒ), par: _ 
N(h) =nombre des composantes négatives de la métrique h. 

Ensuite, nous rappelons le théorème suivant de A. M. Li etC. Wang dans son travail [30, 

théorème 1.3] en 1991 qui était aussi démontré pour N(h) = n(= dim.l\1) par H. Trabelsi [52] 
en 2006. 
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Théorème 3.2.15. [30, 52} 
Soit x : !vf ~ n:tn+l une immersiE_n de l'ly:]Jpersurface ~ntroaffine canonique M dans JRn+l 

munie de la métrique de Blaschke h. Si N(h) ::; 1 ou N(h) = n, alors Af est centroaffinement 
équivalente à une hypersurface canonique dans .JRn+l définie par l'une des équations suivantes: 

où a1 =/= 0, et où pour tout i 2 2. ai > O. et où a1 + · · · + an+l > 0 ; 

(ii) ( t X1 ) ( 2 2) Cl<2 0<3 Œn+l 1 exp -a1 arc .an Xz x 1 + x2 x3 · · · xn+l = , 

et où pour tout i 2 3, a 2 > 0 et où 2a2 + a3 + · · · + an+l > 0 ; 

(iii) 

et où pour tout i 2 v. a, > 0, et où a1 + Ctv + · · · + Ctn > O. 

Comme notre hypersurfac!: est hyperbolique, donc h est définie positive par rapport au 
vecteur position :r:. Alors, N(h) = O. Donc, en utilisant ce théorème 3.2.15, dans le cas où 
n = 3, la démonstration de notre théorème 3.2.1 est achevée. 

3.3 Hypersurface elliptique plate de Tchebychev dans 
la géométrie centroaffi.ne de IR4 

3.3.1 Introduction 

Dans cette section. nous étudierons les hypersurfaces elliptiques de Tchebychev dans la 
géométrie centroaffine de JR4 , vérifiant les conditions suivantes : 
pour tous champs de vecteurs X, }r. Z tangents à JU, 

(1) M est plate, c'est à dire. le tenseur de courbure R de la connexion Levi-Civita de la 
métrique centroaffine satisfait R(X, Y)Z = 0: 

(2) Le champ de vecteurs de Tchebychev T# Yérifie flxT# = aX avec a est une fonction 
différentiable sur li!, c'est à dire. M est une surface de Tchebychev introduite par 
S. L. Samelson de son travail [47] en 1991. 

Pour cette section, nous allons utiliser les mêmes notations et les mêmes formules qu'à 
la section précédente sauf. pour une hypersurface elliptique de Tchebychev, le tenseur de 
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courbure R devient : 

R(X, Y)Z = ~{ h(Y, Z)X- h(X. Z)Y + h(Y. Z)X- h(X, Z)Y} 

- [Kx,Ky]Z. 

(3.51) 

Dans toute cette section, nous supposerons toujours que 111 est une hypersurface centroaf­
fine elliptique de dimension trois dans 1R4 . 

:\ous supposerons aussi que lU est plate, c'est à dire : 

R(X, Y)Z = 0 pour tous X, Y, Z E l:(M) (3.52) 

et une hypersurface de Tchebychev, c'est à dire. il existe une fonction différentiable a telle 
que: 

(3.53) 

Dans les sous sections suivantes, nous donnerons la démonstration du théorème suivant. 

Théorème 3.3.1. {46} 
Sozt::; : lii --+ JR4 une immersion centroaffine elliptique d'une hypersurface ki dans JR4

. Soient 
X un champ de vecteurs tangents sur A1 et a une fonction différentiable sur R On suppose que 
( M, h) est une variété rzemannienne plate et que ~x y# = a X. Alors M est centroaffinement 
équivalente à une hypersurface canonique dans JR4 définie par l'une des équations suivantes : 

(i) xfl x~2 ... x~4 = 1. 

où 0:1 i= o. (}2 ~ o. 0:3 ~ o. 0:4 ~ o. 

~'ii) exp ( -a1 arctan :~) (xî + x~t2 x~3 x~4 = 1, 

(iii) 

où o:î + 0:~ i= o. Q3 > 0, 0:4 > 0 et où 2o:2 + 0:3 + 0:4 > 0 ; 

1 
X4 = -

2 
(x~+···+ x;_l) - (a2.r2 + · · · + O:v-lXv-1) 

.Tl 

-x1(o:1lnx1 + · · · + o:4lnx4), 

où 2 :::; l' :::; 4. a 1 > 0 pour tout i ~ 1' et où a1 + 0:1, + · · · + 0:4 > O. 
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3.3.2 Premières équations 

D'abord nous prenons un point p de M et nous construirons une base orthonormale 
spéciale au point p. En utilisant la même méthode comme dans le chapitre précédent, nous 
avons les lemmes suivants. 

Lemme 3.3.2. 
Soit p E 1\1, il existe une base orthonormale { e1, e2 , e3} telle que le tenseur de différence a la 
forme suivante : 

(~ 0 

k~, ) 
( k~, 

kl22 

k~,,) kl22 k~:.la+1-kb Ke1 = 0 k122 ' Ke2 = 
k233 

0 0 0 

( k~, 
0 km) 

Kes = 0 k233 . 

k233 k333 

Lemme 3.3.3. 
Soit M une hypersurface plate de Tchebychev, c'est à dire, VeJT# = aej, pour toutj E {1, 2. 3}. 
Alors, a est une fonction constante. 

Avant de continuer la démonstration du théorème 3.3.1, nous énonçons le lemme suivant. 

Lemme 3.3.4. 
Soit p E M et soit { e1 , e2 , e3 } une base construite comme avant. Alors, nous avons : 

k122 E]- oo, -1]U]0.1]. 

Démonstration. 
En utilisant la même méthode de la section précédente, nous avons : 

kÎ22 + 1 - 2k > 0 . 
k 122 - ' 

122 

d'où 

Alors 
k122 E] - oo, -1]U]O, 1]. 

0 

103 



Ainsi, si ki22 = 1, nous appelons M un espace centroaffine du premier type. 
Si k122 E]- oo, -1[U]O, 1[, nous appelons 111 un espace centroaffine du second type. 

Pour ces deux espaces, nous allons prouver le théorème 3.3.1. 

3.3.3 Espace centroaffi.ne du premier type 

Dans cette sous section, nous appelons M un espace centroaffine du premier type et 
k122 = c où c = ±1. Alors. en utilisant le lemme 3.3.2, nous avons : 

ki22 + 1 = 2c • 
k122 ~ ' 

k~33 + 1 - kÎ22 - k _j_ 0 
k - 233 r · 

233 

En considérant ces conditions, nous avons les lemmes suivants. 

Lemme 3.3.5. 
Nous avons : 

rîl = o ; 

ri1 = o; 
r 3 r3 . 

21 - 12 ' 
e1(k233) = -k233r~l ; 

où er ( k,1z) indique la dérivation de k,jl suivant la direction er. 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.9). pour tous i, j, l E {1. 2, 3}, nous avons : 

Donc, 

0= (~K) (e,.e1 ,e1)- (~K) (eJ.e,,et). 

~e,K(e1 , ez)- K (~e,e1 • ez)- K (ej, ~e,ez)- ~eJ{(e,, ez) 

+ K (~eJe,, ez) + K (e,, ~eJe1) =O. 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 2 et l = 1, nous avons : 

- (k233fî1)e2- (k233fi1)e3 =O. 
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Alors, 
r~l = 0 et rrl = o. 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 2 et l = 2 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, nous avons : 

Lemme 3.3.6. 
Nous avons: 

Démonstration. 

0 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 3 et l = 2 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, 

r
2 _ r3 t r3 _ k333rr2 + k233r~1 
31 - 12 e 31 -

k233 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 3 et l = 3 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, nous avons l'expression de e1 (k333). 0 
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Lemme 3.3.7. 
Nous avons: 

Démonstration. 

(k ) 
_ k233k333r~2 - k~33r~2 + k333rr2s 

e2 233 - k 
233 

e3(k233) = -k233r~2- 2rf2c ; 

e2(k333) = -4k233r~2- k333r~2- 4rf2c. 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et l = 2 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, nous avons les expressions de e2(k233) et e3(k233). 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et l = 3 et en considérant les résultats 
précédents, nous avons : 

Alors, nous avons l'expression de e2(k333). 

--
Lemme 3.3.8. 
Nous avons: 

Démonstration. 
En utilisant la deuxième hypothèse (voir l'équation (3.53)) de notre espace, nous avons: 
pour tout j E {1, 2, 3}, 

Alors: 

0 

( '9' K) (ej, e1, e1) + ( ~ K) (ej, e2. e2) + ( '9' K) (ej, e3, e3) - 3cxe3 =O. (3.57) 

En utilisant l'équation (3.57) pour j = 1, nous avons le résultat suivant : 

-3ae1- (k333rf2 + 2k233r~l) e2- ( 2k233rf2 + k~~::r2 + k333r~l) e3 =o. 
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Alors, nous avpns : a = 0 et rr2 = f~1 = O. 

En utilisant l'équation (3.57) pour j = 2, nous avons le résultat suivant : 

Alors, nous avons : f~2 = rg2 = O. 
Ensuite, en utilisant l'équation (3.57) pour j = 3, nous avons le résultat suivant : 

Alors, e3(k333) =O. 0 

Corollaire 3.3.9. 
En utilisant le lemme 3.3.5 jusqu'au lemme 3.3.8, nous avons: 
pour tout i E {1, 2, 3}, ei(k233) = et(k333) =O. Alors k233, k333 sont des constantes et pour 
tous i, j, l E {1, 2, 3}, fij = 0. 

En utilisant ce corollaire 3.3.9, nous avons : 
pour tous i,j,l E {1,2,3}, 

Alors, 

(vK) (ei,ej,ez) =o. 

Donc, M est une hypersurface centroaffi.ne canonique. 

(3.58) 

(3.59) 

Comme notre hypersurface est ellip!!que, par conséquent E = -1, donc h est définie 
négative (voir l'équation (3.1)). Alors, N(h) = 3( = dim Af). Donc, en utilisant le théorème 3.2.15, 
dans le cas où n = 3, la démonstration de notre théorème 3.3.1 est achevée. 

3.3.4 Espace centroaffi.ne du second type 

Dans cette sous section, nous appelons M un espace centroaffi.ne du second type tel que 
k122 E]- oo, -1[U]O, 1[. 
~ ous avons les lemmes suivants. 
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Lemme 3.3.10. 
Soit p E AI et soit { e1, e2, e3} construite comme avant. 
Alors, 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 2 et l = L nous avons : 

( 
( -1 + kf22) ( kl22ril + e2 ( kl22)) ) 

- k2 el 
122 

( 
( -1 + kf22)ril k r2 ( -1 + kî22)r~1 (k )) + k - 233 11 + k + e1 122 e2 

233 122 

+ ( -k233rrl - [1:~ + k122r~l) e3 = o. 

Alors. nous avons un système de trois équations à trois inconnus rf1.e1(k122),e2(k122). En 
résolvant ce système, nous avons les résultats de ce lemme 3.3.10. 

Lemme 3.3.11. 
Nou& avons : 

Démonstration. 
En appliquant l'équation (3.56). pour i = 1. j = 2 et l = 2, nous avons : 

et 

(
/ ( -1 + kf22 + k~33) ( 2k122fÎl + k233nl + el ( k233))) 

') e2 
k233 

- ( ( -1 + kf22 + ~~33) (rf2 - r~l)) e3 =o. 
k233 

Alors. nous avons les résultats de ce lemme 3.3.11. 
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Afin de continuer notre démonstration du théorème 3.3.1, nous considérerons deux cas 
suivant: 

- 1 + kÎ22 + k~33 = 0 ou 

- 1 + kÎzz + k~33 i O. 

Si l'équation (3.62) est vraie, alors : 

k233 = fV1- kr22 , où f = ±1. 

Lemme 3.3.12. 
Soit p E M. Si k333 i= 0 et l'équation (3. 62) est vraie, alors nous avons : 

r 3 r3 . 
21 = 12 ' 

r 2 r3 . 
31 = 12 ' 

r 3 _ k122fJ1- ktz2ft1 + .sJ1- ktzzk3s3fiz + (1- kî22)q1 
31- 2 (1- klzz) 

r3 - k122rr2 . 
zz-- 1 2' 

éy 1- k122 

e3(kl22) = .sJ 1 - kt22r~2 ; 

k333 (k1zzft1 + k333fiz + .sJ1- kizznl) 
e1 (k333) = - -~----r======:;;:::=------'­

cJl- kt22 

ez(kss3) = -k3ssf~2 . 

Démonstration. 
En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 2 et l = 3 nous avons : 

(k333( -fi2 + f~1 ))es =O. 

Comme k333 i= 0 alors, nous avons l'équation (3.64). 
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(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 



Alors, nous avons un système de trois équations à trois inconnus f~1 , f~1 , e3(k122). En résolvant 
ce système, nous avons les équations (3.65), (3.66) et (3.68). 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 1, j = 3 et l = 3 nous avons : 

En résolvant cette équation, nous avons l'expression de e1(k333 ) dans l'équation (3.69). 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et l = 2, nous avons : 

- ( kl22k333r~2 + k r3 ) e = o. J k2 333 22 3 
E 1- 122 

En résolvant cette équation, nous avons l'expression de f~2 dans l'équation (3.67). 

En appliquant l'équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et l = 3, nous avons : 

En résolvant cette équation, nous trouvons l'expression de e2(k333) dans l'équation (3.70). 

Lemme 3.3.13. 
Si l'équation (3.62} et le lemme 3.3.12 sont vrais, alors nous avons : 

Démonstration. 

3ki22 (3 + kî22( -3 + 2k~33)) C\'é 

Jl- kî22(1 + kî22(-1 + k~33)) 

D 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

Supposons que l'équation (3.62) et le lemme 3.3.12 sont vrais. Alors, en utilisant l'équation 
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(3.57) pour j = 1, nous avons le résultat suivant : 

( 

cy'l - kr22 ( ( -2k122 + 3k~22)nl - cy'1- kt22r~l + kÎ22 ( k333r~2 + 3cy'l - kr22r~l) ) ) 
-3o: + 3 e1 

k122 

Par conséquent, nous avons un système de trois équations à trois inconnus rr1, f~2 et q 1. En 
résolvant ce système, nous avons les expressions de ces trois inconnus. 

0 

Lemme 3.3.14. 
Si l'équation (3.62), le lemme 3.3.12 et le lemme 3.3.13 sont vrais, alors nous avons : o: = 0, 
fil = q2 = r~l = r~2 = 0, et k122, k333 sont des constantes. 

Démonstration. 
En utilisant l'équation (3.57) pour j = 2, nous avons le résultat suivant : 

Par conséquent, nous avons un système de deux équations à deux inconnus f~2 et o:. En 
résolvant ce système, nous avons : n2 = 0 et o: =O. 
Alors, en utilisant l'équation (3.57) pour j = 3, nous avons : 

( e3(k333)) e3 = O. 

D'où: 
e3(k333) =O. 

Comme o: = 0, alors en utilisant le lemme 3.3.13, nous avons : fi1 = ff2 = f§1 = O. 

Par conséquent, en utilisant le lemme 3.3.10 et le lemme 3.3.12. nous avons : pour tout 
i E {1. 2, 3} ei(k333) = 0 et ei(k122) =O. Alors k122, k333 sont des constantes. 

0 
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En utilisant ce lemme 3.3.14, nous avons : 
pour tous i,j,l E {1,2,3}, 

Alors, 

(vK) (ei,ej,ez) =o. 
Donc, M est une hypersurface centroaffine canonique. 

(3.74) 

(3.75) 

Comme notre hypersurface est elliptigue, par conséquent c = -1, donc h est définie 
négative (voir 1 'équation ( 3.1)) . Alors, N ( h) = 3( = dim M). 
Si l'équation (3.62) est vraie, alors, en utilisant le théorème 3.2.15. la démonstration de notre 
théorème 3.3.1 est accomplie pour un espace centroaffine du second type. 

Corollaire 3.3.15. 
Soit p E M. Si l'équation (3.63) est vraie, alors nous pouvons utiliser la même méthode qu'à 
la sous section précédente, puis nous avons : 

e1(k122) = ( 3kÎ22 ( 2kÎg2 + k~33 + k~22 ( -7 + 2k~33 + k~33 ) + k~22 (9- 6k~33 + 4ki33- 2k~33) 
+ kÎ22 ( 1 + 4ki33 + k~33( -4 + k~33)) + k{22 ( - 5 + 4k~33 + k~33 - k~33( -7 + k~33) 

+ ki33( -8 + k~33))) a) 1 ( ( -1 + kÎ22)(kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 
+ kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22( -12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33 ( -12 + k~33)))) ; 

e2(k122) =- ( 3kf22k233 ( 1 - 2k~22 + 2k~33 + k{22 (5 + 2k~33 - k~33 ) + kÎ22 (- 4 + 4ki33 + k~33 

+ k~33( -4 + k~33))) a) 1 ( ( -1 + kÎ22)(kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 + kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + ki22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33 ( -12 + k~33)))) 

e3(k122) =- ( 3kf22 ( -1 + kÎ22 )k333a) 1 ( 1 + 4k~22 + kÎ22 ( -6 + 4k~33 + k~33 ) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + kf22 (13 + 4ki33- 2k~33 + k~33( -12 + k~33))) 
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e1 (k2aa) = ( 3kf22k233 ( 4k~22 - k~33 + 2k~22 ( -5 + k~33 + k~33 ) + k{22( -8 + 3k~33 + 2k~33 + 2k~33) 

- kÎ22 (2 + 2k~33 + k~33( -2 + k~33)) )a:) 1 ( ( -1 + kÎ22)(kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 
+ kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22( -12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22 ( 13 + 4k~33 - 2k~33 + k~33( -12 + k~33)))) ; 

e2(k233) = ( 3k~33 ( 8kÎ~2 + kii2( -42 + 50k~33 + 3kj33) - k~33 (1 + 2ki33 + k~33 ( -3 + k~33)) 
+ kg2(93 + 116k~33- 11k~33 + k~33(-209 + 24k~33)) + ki~2( -113 + 122kg33 + 16k~33 
+ k~33 ( -363 + 47k~33 ) + kÎ22 (1 + 8kg33 + 6k~33 ( 4 + k~33 ) + k~33 (11 + 2k~33 ) 

+ k~33 (27 + 9k~33 + kj33)) + 3k~33 (119- 23kj33 + kj33))- k{22 (- 9 + 8k~~3 + k~33 
+ k~33 ( -40 + 6k~33 ) + ki33( -114 + 31kj33 - 2kj33) + k~33 (98- 20k~33 + kj33) 

+ k~33 (57- 14k~33 + kj33))kÎ22 (1 + 8k~33 + 6k~33 ( -4 + k~33 ) + k~33 ( -11 + 2k~33 ) 

+ ki33(27- 9k~33 + kj33)) + k~22 (- 36 + 8k~~3 + 5k~33 + 6k~33 ( -12 + k~33) 
+ ki33( -290 + 68k~33 - 4kj33) + kg33 (214- 38k~33 + kj33) 

+ k~33(174- 43k~33 + 3kj33)) + k~22 (82 + 56k~33- 12k~33 + 4kg33( -65 + 8k~33) 

+ k~33 ( -325 + 76k~33 - 5kj33) + ki33 ( 447 - 92k~33 + 4kj33))) o:) 1 

( ( -1 + kÎ22) ( -1 + kî22 + k~33) ( kÎ22 + k~33) ( 1 + ki22 + 4ki33 + kÎ22 (-2 + 4k~33) 
+ k~33 ( -4 + k~33 )) ( 1 + 4k~22 + kÎ22 ( -6 + 4k~33 + k~33 ) + k~22 ( -12 + 8k~33 + k~33 ) 

+ k{22 (13 + 4k~33 - 2k~33 + k~33 ( -12 + k~33 )))) ; 

e3(k233) =- ( 3k233k333 ( 2kg2 + ki33 + kÎg2( -6 + llk~33) + kÎ22ki33 ( -5 + 4k~33 + k~33 ) 
+ k~22 ( 6 + 21kisa + 2k~ss( -11 + k~33)) + kf22kiss (8 + 4kisa - k~33 + k~33( -8 + kjss)) 

+ k~22 (- 2 + 16kg33 + k~33(11 - 2k~33) + l.;i33( -25 + 3k~33))) 0:) 1 

( ( -1 + kÎ22 + k~as) ( 1 + kf22 + 4kiss + kÎ22( -2 + 4k~s3) + k~33 ( -4 + k~sa)) 
( 1 + 4k~22 + kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22( -12 + 8k~33 + k~33) 

+ k{22 (13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33 ( -12 .,- k~33 )))) 
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e1(k333) =(3ki22(1- 2kf22 + kÎ22(1- 2k~33))k333a: )1(1 + 4k~22 + kÎ22 (-6 + 4k~33 + k~33 ) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + kf22(13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33( -12 + k~33))) ; 

e2(k333) =- ( 3k233k333 ( 2kg2 + k~33 + 2ki33 + k~~2 ( -5 + 12k~33) + kf22 (- 1 - 4ki33 + 8k~33 
- 3k~33( -6 + k~33) + 2k~33( -4 + k~33)) + kÎ22k~33 (- 6 + 8ki33k~33 
+ 2k~33( -3 + k~33)) + k~22(3 + 26ki33 + k~33( -15 + 2k~33)) 

+ k~22 (1-10k~33 + 24k~33 + 2ki33(-9 + 2k~33)) )a); 

( ( -1 + kÎ22 + k~33) (1 + ki22 + 4ki33 + kÎ22( -2 + 4k~33) + k~33( -4 + k~33)) 
( 1 + 4k~22 + kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22( -12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33( -12 + k~33)))) ; 

e3(k333) = ( 3 (- 1 + 8kÎi2 + 8k~33 + ki33( -8 + k~33) - k~33( -4 + k~33) 
+ kg2( -40 + 56k~33 + k~33) + k~g2(84 + 152ki33- 5k~33 + 2k~33( -108 + 7k~33)) 
+ k~22 ( - 97 + 200k~33 + 10k~33 + ki33 ( -424 + 37k~33) + k~33 (332 - 46k~33 + kj33)) 

+ kÎ22 (8 + 32k~33- k~33 + 12kg33( -6 + k~33) + ki33(64- 17k~33 + kj33) 

- k~33(32- 10k~33 + kj33)) + k~22(68 + 128k~33- 10k~33 + 36k~33( -10 + k~33) 
+ k~33( -264 + 58k~33- 3kj33) + ki33( 440- 77k~33 + 2kj33)) + ki22(32k~g3 
-t- 5( -6 + k~33) + 4k~33( -28 + 3k~33) + ki33( -224 + 56k~33- 3kj33) 

+ k~33(224- 36k~33 + kj33) + k~33(120- 35k~33 + 3kj33)) )a:) 1 ( ( -1 + ki22 + k~33) 
( 1 + 4kg2 + 4ki33 + k~33( -4 + k~33) + kig2( -20 + 24k~33 + k~33) 
+ k~22(41 + 52ki33- 4k~33 + k~33(-92 + 9k~33)) + k~22(- 44 + 48kg33 + 6k~33 
+ 8ki33( -17 + 2k~33) + k~33(136- 26k~33 + kj33)) + kf22 (26 + 16k~33- 4k~33 

+ skg33 ( -8 + k~33 ) + k:i33 (120- 24k~33 + kj33 )) + 2k~33 ( 48- 13k~33 + kj33)) 

+ 8ki33( -.5 + k~33) + k~33(32- 10k~33 + kj33))). 
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Ensuite, pour tous i,j E {1,2,3}, la connexion de Levi-Civita Ve;ej est définie par: 

où 

ve1e1 = ri1e2 + rr1e3; 
ve1e2 = -ri1e1 + rï2e3 ; 
{7 el €3 = -rïlel - rï2e2 ; 

ve2e1 = r~1 e2 + r12e3 ; 
ve2 e2 = -r~1e1 + r~2e3 ; 
ve2e3 = -rï2e1- r~2e2 ; 

Ve3 e1 = r12e2 + r~1 e3 ; 

ve3 e2 = -rr2e1 + n2e3 ; 
Ve3 e3 = -q1e1- r~2e2 ; 

r~l =(3kt22( -1 + k~22)k333o:) 1 ( 1 + 4k~22 + k~22 ( -6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + kt22 (13 + 4k~33- 2k~33 + k~33( -12 + k~33))) 

r~l =- ( 3k~22(1 + 2kt22 + kÎ22C -3 + 2k~33)) o:) 1 ( 1 + 4k~22 + kÎ22C -6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + ki22(13 + 4k~33- 2k~33 + k~33(-12 + k~33))) ; 

ql = ( 3kt22k233 ( 1 - 2k~22 + 2k~33 + ki22(5 + 2k~33 - k~33) + kî22 ( - 4 + 4ki33 + k~33 

+ k~gg( ~4 + k~33)) )o:) 1 ( ( -1 + kÎ22)(k~22 + k~33) ( 1 + 4k~22 + kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + k{22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33 ( -12 + k~33)))) ; 

r~2 =3kf22 k233k333o:/ ( ( 1 + 4k~22 + k~22 ( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22 ( -12 + sk~33 + k~33 ) 

+ ki22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33( -12 + k~33)))) ; 

r~l = ( 3kr22ki33 ( 1 - 6k~22 + kÎ22 ( -6 + 2k~33 + k~33) + kt22 ( 11 - 6k~33 - 2k~33)) 0:) 1 

( ( -1 + k~22) ( kÎ22 + k~33) ( 1 + 4k~22 + kÎ22 ( -6 + 4k~33 + k~33) + k~22 ( -12 + 8k~33 + k~33) 

+ ki22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 + k~33 ( -12 + k~33)))) 
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r~2 = ( 3k~33ksss ( kig2 + k~33 + k~22C -2 + 5k~33) + kÎ22k~33( -5 + 4k~33 + k~33) 

+ ki22k~33 ( 8 + 4ki33 - k~33 + k~33 ( -8 + k~33)) + k~22 ( 1 + 8ki33 + k~33 ( -9 + k~33))) a)/ 
( ( -1 + kÎ22 + k~33) ( 1 + kf22 + 4ki33 + kÎ22(-2 + 4k~33) + k~33 ( -4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 
+ kÎ22 (-6 + 4k~33 + k~33) + k~22 ( -12 + 8k~33 + k~33) + kf22 ( 13 + 4ki33 - 2k~33 

+ k~33 ( -12 + k~33)))) ; 

r~2 = - ( 3k233 ( 2kg2 + k~33 ( -1 + 2k~33) + kig2( -7 + 12k~33 ) + kÎ22 k~33 ( 6 + Bki33 

- k~33 + 2k~33( -7 + k~33)) + kf22(1 + 8k~33 + 2k~33( -12 + k~33)- 4ki33( -9 + k~33) 
+ 3k~33( -6 + k~33)) + k~22(9 + 26ki33 + k~33( -33 + 2k~33)) + k~22(- 5 + 24k~33 

+ k~33 (34- 4k~33 ) + k~33 ( -50+ 4k~33))) a)/ ( ( -1 + kÎ22 + k~33 ) (1 + kf22 + 4k~33 
+ kÎ22( -2 + 4k~33) + k~33( -4 + k~33)) ( 1 + 4k~22 + kÎ22( -6 + 4k~33 + k~33) 

+ k~22( -12 + 8k~33 + k~33) + ki22(13 + 4ki33- 2k~33 + k~33( -12 + k~33)))). 

Lemme 3.3.16. 
En utilisant la même méthode de la sous section précédente, les k,jz vérifient les deux équations 
suivantes : 

k~22k333(ki~2 + ki33 + 4k~33 + 6kii2(-1 + k~33) + k~33(-4 + k~33) + kg2(15 + 17ki33 

+ k~33( -31 + k~33)) + ki22k~33 (2- 20k~33 + ki33(32- 5k~33) + k~33( -13 + 2k~33)) 
+ ki~2 ( - 20 + 36k~33 + k~33 ( 66 - 4k~33) + ki33 ( -73 + 3k~33)) + k~22 ( 15 + 24k~33 
+ ki33(127 -10k~33) + 2k~33(-62 + 5k~33) + k~33(-74 + 6k~33)) 
+ k~22(- 6- 60k~33- 16k~~3 + k~33(46- 4k~33) + ki33( -114 + 13k~33) 
+ k~33(164- 23k~33 + kj33)) - kf22(- 1 + 16k~~3- k~33( -15 + k~33) + 8k~~3( -2 + k~33) 

+ ki33 ( -55+ 8k~33 ) + k~33 (-52 + kj33 ) + k~33 (104- 1 7k~33 + kj33))) o? = 0 : (3. 76) 

(3.77) 
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Lemme 3.3.17. 
Nous devons avoir 

Démonstration. 
En utilisant l'~quation (3.77), nous avons : 

ou 

a=O. 

( -1 + 3kÎ22 - 3kf22 + k~22 - 3k~ss + 6kÎ22k~33 - 3kf22k~ss + 4kgss 

ou 

ou 

+ kis3k~33 - kÎ22ki3sk~33 + ki3sk~ss) = ( ( -1 + kÎ22 - 2k~s3? 

( -1 + kÎ22- 2k~33)2 ( -1 + kÎ22 + k~33) + k~33k~33(1- kÎ22 + k~33)) = 0 

(kÎ22- 2ki22 + k~22 + k~33- 6kÎ22k~33 + 5ki22k~33 
+ 4kÎ22ki33 + kÎ22k~33k~33) = 0 

a=O. 

• Supposons que k333 =O. 
Alors, e3(k333) = e3(0) =O. 

(3.78) 

(3.79) 

(3.80) 

(3.81) 

D'ailleurs, en utilisant l'expression de e3(k333) dans le corollaire 3.3.15 et en prenant 
ks33 = 0, nous trouvons : 

e3(k333) = ( 3(1- 4kÎ22 + 9kf22 - 10k~22 + 4k~22 - 2k~33 + 8kÎ22 k~33 - 22ki22k~33 
+ 16k~22ki33 + 4ki33 - 12kÎ22k~a3 + 20k{22kis3 + 8kÎ22kg33) a)/ 
( 1 + 2k~22 - 3k~33 + 2ki33 + k~22 ( -7 + 8ki33) 

+ kf22 (9- 19kâ3s + 10ki3s) + kÎ22 ( -5 + 14k~33- 12ki33 + 4kg33)) · 

Le numérateur de ce e3(k333) est égal : 

( 3(1- 4kÎ22 + 9kf22 - 10k~22 + 4k~22 - 2k~33 + 8kÎ22k~33 - 22k{22 k~33 
+ l6k~22k~33 + 4kiss- 12kÎ22kiss + 20k{22kiss + 8kÎ22kgss)a) 

= 3 ( E3 + 8kÎ22kg33) a 
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avec 

où 

E3 =1 - 4kÎ22 + 9k{22 - 10k~22 + 4k~22 - 2ki33 + 8kÎ22ki33 - 22k{22ki33 

+ 16k~22ki33 + 4k~33 - 12kÎ22ki33 + 20ki22ki33 

=(( -1 + kÎ22) 2(1- 2kÎ22 + 4k{22)) + (2( -1 + kÎ22)(1- 3kÎ22 + 8k{22))ki33 

+ ( 4(1 - 3kÎ22 + 5ki22)) k~33 
=c+bX +aX2

; 

c = ((-1 + kÎ22)2(1- 2kÎ22 + 4ki22)) 

b = (2( -1 + kÎ22)(1- 3kÎ22 + 8ki22))ki33 

a = ( 4(1 - 3kÎ22 + 5k{22)) ki33 et 

x= k~33• 

Nous allons regarder le signe de ce polynôme E3. 
Pour tout k122 E]- oo, -1[U]O, 1[, le discriminant 1::::. de ce polynôme est égal: 

1::::. = b2 
- 4a.c = -4( -1 + kÎ22 )4 (3- 8kÎ22 + 16kf22) < O. 

D'où, nous avons : 
E3 >O. donc E3 + 8kÎ22 kg33 >O. 

Si a=/= 0 alors, le numérateur de e3(k333) est non nul, donc : 

En comparant ces deux dérivations de e3(k333), nous trouvons une contradiction, donc : 
pour tout k122 E] - oo, -1[U]O, 1[, 

k333 =!= o. 

• Pour les trois autres cas possibles (voir les équations (3.79),(3.80),(3.81)). nous les 
étudions suivant les valeurs de k122. 

*Supposons que k122 E] - oo. -1[, 
alors l'équation (3.80) devient : 

(kÎ22- 2ki22 + k~22 + ki33- 6kÎ22ki33 + 5k{22k~33 + 4kÎ22ki33 + kÎ22ki33k~33) 
= ( -1 + ki22)2kÎ22 + ( -1 + kÎ22)( -1 + 5kÎ22)k~33 + 4kÎ22ki33 + kÎ22k~33k~33 >o. 

Par conséquent l'équation (3. 77) est vraie si et seulement si l'équation (3. 79) est vraie ou a= O. 
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Si l'équation (3.79) est vraie, alors nous devons avoir (1- kî22 + k~33) < 0 et 

k 
_ ( -1 + kt22- 2k~33) 2 ( -1 + kb + k~33) ...~-

0 333 - é - 2 ( ,2 2 Î . 
k233 1 - k122 + k233) 

En utilisant cette expression de k333 , l'équation (3.76) devient : 

( -1 + ki22- 2k~33)2 ( -1 + ki22 + k§33) 

k~33(1- ki22 + k~33) 

Cette équation est vraie si et seulement a: = O. 

* Supposons que k122 E]O, 1[, 
alors, l'équation (3.79) est vraie si (-1 + kî22 + k~33) < 0 et 

_ ( -1 + kt22 - 2k~33)2( -1 + kb + k~33) =1= 
0 

k~33(1 - ki22 + k~33) . 

En utilisant cette expression de k33s, l'équation (3.76) devient : 

( -1 + kt22 - 2k~33)2 ( -1 + kr22 + k~33) 
k~33 (1 - ki22 + k~33) 

Cette équation est vraie si et seulement si a:= O. 

Si ( -1 + kî22 + k~33 ) > 0 alors l'équation (3.79) devient: 

( -1 + kÎ22- 2kâss)
2
( -1 + kÎ22 + ki3s) + k~ssk~ss(1 - kÎ22 + kâss) > O. 

Alors, l'équation (3.77) est équivalente à l'équation (3.80) ou a = O. Si l'équation (3.80) est 
fausse, alors a =O. 
Si l'équation (3.80) est vraie, alors, 

1 ') ( 2 ) 1 kf22 ') _J_ k333 = c 6- --::-2" + kï22 -5 + --::-2" - - 2-- - 2-- 4k§33 -r O. 
kl22 k233 k233 k233 

Par conséquent, l'équation (3.76) devient : 

2 4 2 v 1 ') ( 2 ) 1 kf22 k2 - 36( -1 + k122)k122k233é 6- k2 + kÏ22 -5 + k2 - k2 - ~- 4 233 
122 233 233 233 

(kÎ22 + k~33) 2 ((1- kÎ22) 2 + kÎ22k~33)a2 = 0, 
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cette équation est vraie si et seulement si o: =O. 
Enfin, a: doit être nulle. 

0 

Corollaire 3.3.18. 
Les k122 , k 233 , k 333 sont des constantes et pour tous i, j, lE {1, 2, 3}, rL =O. 

Démonstration. 
En utilisant le corollaire 3.3.15 et le lemme 3.3.17, pour tous i,j,l E {1,2,3}, et pour 
tout k E {k122, k233, k333} les rij et les ej(k) sont tous multiples de o:. Ensuite, d'après le 
lemme 3.3.17, o: =O. 

Donc: 

Alors les k 122 . k233 , k333 sont des constantes. 

En utilisant ce corollaire 3.3.18, nous avons : 
pour tous i, j.l E {1. 2, 3}, 

Alors, 

Donc, }\,f est une h:y-persurface centroaffine canonique. 

0 

(3.82) 

(3.83) 

Comme notre hypersurface est elliptique, par conséquent ê = -1, donc h est définie 
négative (voir l'équation (3.1)). Alors, N(h) = 3(= dimlt1). 
Si l'équation (3.63) est \Taie, alors, en utilisant le théorème 3.2.15 pour n = 3, la démonstration 
de notre théorème 3.3.1 est accomplie pour un espace centroaffine du second type. 
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Resume de la thèse 
Le sujet de cette thèse se situe dans le domaine de la géométrie différentielle affine. Dans ce 
domaine on étudie des hypersurfaces M de l'espace affme de dimension n+ 1. Cette étude fait partie 
du programme d'Erlangen de Felix Klein:« la géométrie est l'étude des propriétés qui restent 
invariantes sous l'action d'un groupe de transformations donné ». Les groupes de transformations 
utilisés dans la géométrie différentielle affine sont : 

• le groupe engendré par les transformations vectorielles qui préservent le volume et les 
translations. On appelle la géométrie correspondante la géométrie équiaffine ou la 
géométrie de Blaschke. 

• le groupe de toutes les transformations vectorielles. On appelle la géométrie correspondante 
la géométrie centroaffine. 

Cette thèse contient aussi bien des résultats en géométrie equiaffine que en géométrie centroaffine. 
En géométrie équiaffine nous obtenons une classification des surfaces pour lesquelles R.(VS)=O. 

En géométrie centroaffine nous nous intéressons aux hypersurfaces de Tchebychev qui sont plates. 
Nous obtenons une classification de ces hypersurfaces en dimension 3. Un résultat similaire en 
dimension 2 a été obtenu par Wang. 

Summary of the thesis 

The subject of this thesis is in the domain of differentiai geometry. ln this field one studies 
hypersurfaces M ofthe (n+l)-dimension vector space. This study can be seen as part ofthe 
Erlangen program of Felix Klein: "geometry is the study of the properties which remain invariant 
under the a•:::tion of a given group of transformations". The groups of transformations used in this 
work are: 

• the group generated by the linear transformations which preserve volume and the 
translations. One calls the corresponding geometry the equiaffine geometry or Blaschke 
geometry 

• the group of alllinear transformations. One caUs the corresponding geometry the 
centroaffine geometry 

This thesis contains as results in both equiaffine geometry and centroaffine geometry. In equiaffine 
geometry we obtain a classification of surfaces for which R.(VS)=O. In centroaffme geometry we 
are interested in flat Tchebychev hypersurfaces. We obtain a classification ofthese hypersurtâces 
in dimension 3. A similar result in dimension 2 was obtained by Wang. 
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