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Introduction générale

0.1 Préliminaire

Cette these traite de la géométrie différentielle affine. On étudie des hypersurfaces M™ d’un
espace affine R™ dans le cadre du programme d'Erlangen de Félix Klein [20] : « la géométrie
est I’étude des propriétés qui restent invariantes sous 'action d’un groupe de transformations
donné ». Les groupes de transformations utilisés sont :

(1) le groupe engendré par les transformations vectorielles qui préservent le volume et les
translations (La géométrie correspondante est dite équiaffine ou de Blaschke);

(2) le groupe de toutes les transformations vectorielles (La géométrie correspondante est
dite centroaffine).

L’étude de la géométrie différentielle affine a été initiée par W. Blaschke et ses collégues au
début du siecle précédent. Ces vingt cing derniéres années, on a vu une reprise d’intérét dans
ce domaine ; beaucoup de géometres célébres tels que A. 1. Bobenko, E. Calabi, S. S. Chern,
K. Nomizu, U. Pinkall, T. Sasaki, U. Simon, C. L. Terng et S. T. Yau ont contribué au
développement de la théorie.

Le premier probleme fondamental qu’on rencontre est le suivant :

« Comment peut-on, & partir de la structure équiaffine donnée par (D, w) sur R™, intro-
duire une structure équiaffine sur la sous variété AL 7 ».

Cette question a été posé par K. Nomizu en 1985. Pour les hypersurfaces, ce qui est traité
dans cette these, la solution est bien connue; dans le cas ou la codimension est plus grande,
le probleéme a été récemment résolu par M. Wiehe, en suivant les techniques développées par
K. Nomizu et L. Vrancken.

Avant de donner plus de détails sur les géométries équiaffine et centroaffine, nous allons
d’abord introduire la notion d’immersion affine.

Soit (M™, V) une variété affine, c’est-a-dire une variété différentiable M™ de dimension
n munie d’une connexion V de torsion nulle. Alors une immersion f : M™ — R™*? est dite



affine si et seulement s'il existe un champ de vecteurs transversaux 7 tel que :
pour tous X,Y € (M), Dxf(Y) = f(VxY)+h(X,Y)n, (1)

ou D est la dérivée covariante sur R**1,

Réciproquement, pour une immersion f : M™ — R™*! le choix d'un champ de vecteurs
transversaux n entraine l'introduction d’une connexion V de torsion nulle sur M vérifiant
Péquation (1), de sorte que f : (M,V) — R""! devienne une immersion affine. De plus, la
méme formule nous donne une forme bilinéaire h sur X(M). Bien siir, le choix d’un autre
champ de vecteurs transversaux introduit une autre connexion et une autre forme bilinéaire
et par la suite une autre géométrie.

Mais il faut remarquer que le fait que h soit dégénérée ou non dégénérée ne dépend pas
du choix du champ de vecteurs transversaux 7 ; ceci est une propriété de 'immersion f. Lors-
qu’on a choisi un champ de vecteurs transversaux 7 correspondant & une forme bilinéaire h
non dégénérée, nous disons que I'immersion f est non dégénérée.

Désormais, nous allons toujours supposer que 'immersion est non dégénérée. Bien siir,
tous les choix possibles du champ 7 n’ont pas une signification géométrique: pour qu’il y en
ait, il faut que 7 reste invariant sous I'action d’un groupe de transformations sur R"*. Nous
pouvons par exemple considérer les situations suivantes :

(1) Nous prenons pour champ de vecteurs transversaux, la normale euclidienne N. Ce choix
est invariant sur l'action des isométries euclidiennes de R™*!. La géométrie ainsi obtenue
est euclidienne.

(2) Nous supposons que le champ de vecteurs position est transversal & l'immersion et
nous prenons pour champ de vecteurs transversaux le champ de vecteurs position. Ce
choix est invariant par les transformations vectorielles. La géométrie correspondante est
centroaffine.

(3) On peut choisir un champ de vecteurs transversaux £, appelé le normal équiaffine,
invariant par les transformations vectorielles qui préservent le volume et les translations
(on peut voir plus de détails sur ce choix, dans le Chapitre 1). Cela donne lieu & la
géométrie de Blaschke (appelée aussi la géométrie équiaffine).

Revenons maintenant aux immersions aflines arbitraires non dégénérées. Comme la forme
bilinéaire h associée est non dégénérée, h s’appellera la métrique équiaffine. Le théoréme
classique de L. Berwald dit que, pour que V soit la connexion de Levi-Civita de la métrique
équiaffine h.l faut et il suffit que M" soit quadratique non dégénérée. Le tenseur de
différence est obtenu en prenant la différence entre la connexion affine V et la connexion de
Levi-Civita V de la métrique équiaffine.

vi



0.2 Présentation du travail

Apres Pintroduction générale, nous allons présenter les différents chapitres de ce travail.

0.2.1 Sur le chapitre 1

Le chapitre 1 comporte des rappels. On y présente des équations fondamentales en géométrie
différentielle affine ; elles sont utiles pour les preuves des théorémes que I'on verra dans la suite.

0.2.2 Sur le chapitre 2

Nous traitons des problémes de géométrie de Blaschke. Dans ce cas, la connexion V et la
forme volume associée & h déterminent toujours une structure équiaffine sur M™.

La courbure moyenne est définie en prenant la trace de 'opérateur de forme affine §,
qui est obtenu en dérivant la normale équiaffine £. E. Calabi a montré que I'annulation de la
courbure moyenne est équivalente au fait que le volume de ’hypersurface est extrémal. Dans
le livre de K. Nomizu et T. Sasaki [39, théoreme 8.1], le théoréme fondamental exprime que
les invariants V, h, S déterminent complétement ’hypersurface et donne une relation entre la
géométrie différentielle affine et les variétés statistiques; cela meéne & des applications dans
I’étude des équations de Monge-Ampere. Pour plus de détails, on peut se référer au livre [39]
de K. Nomizu et T. Sasaki.

Une hypersurface affine M est appelée une sphére affine si 'on a 'une des conditions
suivantes :

(1) tous les normaux affines passent par un point fixe (M est alors une hypersphére
propre) ;
(2) tous les normaux affines sont paralléles (M est alors une hypersphére impropre).

Sous la condition (2), M est en correspondance avec les solutions des équations différentielles
de Monge-Ampére.

Dans ce travail, on s’intéresse tout particuliérement au théoréme de classification des sur-
faces affines dans la géométrie équiaffine de R3.

B On commence par les travaux dans [19] faits par M. Katou qui a présenté les surfaces
vérifiant, pour un certain champ de tenseurs L € {h, S, Vh, VS}, les conditions suivantes :

L=0 (2)
VL=0 (3)
R-L=0 (4)

ol R est le tenseur de courbure associé & la connexion V.
Pour cette égalité (4), dans le cas ot L = VS, le probléme reste encore ouvert.
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B En géométrie euclidienne, les conditions (2) & (4) ont été étudiés dans le cas ou le
tenseur L = h, c’est a dire :

h=0 (5)
Vh=0 (6)
R-h=0. (7)

On a considéré d’abord les sous variétés totalement géodésiques (i.e. les variétés vérifiant
h = 0), puis les sous variétés paralléles (i.e. vérifiant Vh = 0) , et finalement les sous-variétés
semi-paralléles (i.e. vérifiant R - h = 0). Pour les variétés paralléles, on peut consulter les
travaux [10}, {11], [12], [13] de D. Ferus.

B En géométrie riemannienne, on peut aussi s’intéresser aux variétés riemanniennes sa-
tisfaisant 'une des conditions suivantes :

R =0, (8)
VR =0, (9)
R-R=0. (10)

Les études ont d’abord porté sur les variétés plates (i.e. les variétés telles que R = 0),
et ensuite sur les variétés localement symétriques (i.e. vérifiant la condition VR = 0).
Pour de plus amples informations, on peut se référer, par exemple, au livre [16] de S. Helga-
son. Plus tard, beaucoup d’articles ont été publiés sur les variétés semi-symétriques (i.e.
vérifiant R - R = 0), et méme sur les généralisations des variétés pseudo-symétriques comme
celles introduites dans [7] par R. Deszcz en 2004.

B Dans ce travail, nous nous intéressons aussi aux conditions (2) a (4), dans le cadre de la
géométrie équiaffine des surfaces dans R®. Nous regardons les tenseurs les plus simples qu’on
peut construire avec les données de la géométrie équiaffine, c’est-a-dire :

e 'opérateur de forme S,

¢ le tenseur VS,

e la forme cubique C = V.

Nous considérons donc chacune des conditions suivantes :

S=0 (11)
VS =0 (12)
R-S=0. (13)

Par définition, le fait que S = 0 implique que I'hypersurface affine est impropre et donc
que la normale équiaffine est un vecteur constant £. Lorsqu’on prend £ = (0,0, 1), la surface
est un graphe dans la direction z , autrement dit un graphe d’une fonction

f:(mmemw:(n%mmm)
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ol g est une solution de I'équation de Monge-Ampére.
D’un autre c6té, en 1992, W. Jelonek a classifié les surfaces vérifiant VS = 0.

Théoréme 0.2.1. [18]

Soit f: M — R® une immersion équiaffine non dégénérée satisfaisant la condition VS = 0.
Alors M vérifie 'une des situations suivantes :

(1) M est une sphére affine ;

(2) M est localement congruente avec la surface définie par :
flz,y) = (ﬂ:,y,ye‘” + ¢(-’E));
(8) M est localement congruente avec la surface définie par :

f@,y) = (z.yytanz + o()),

ou ¢ est une fonction arbitraire qui dépend seulement de x.

Les surfaces de R? satisfaisant la condition (13) sont toutes connues; ce sont :
e les spheres affines,
o les surfaces affines minimales réglées.

Comme pour S (voir les conditions (11),(12),(13)), nous étudions les conditions suivantes :

C=0 (14)
VC =0 (15)
R-C =0, (16)

portant sur C = Vh.

Si C = 0 (autrement dit si VA = 0), on sait que V est la connexion de Levi-Civita de la
meétrique riemannienne h.

On sait aussi que C = 0 si et seulement si la surface est quadratique.
D’un autre c6té en 1989, K. Nomizu et U. Pinkall ont montré le suivant.

Théoreme 0.2.2. [38]
Soit f: M — R? une immersion équiaffine non dégénérée, satisfaisant la condition VC = 0.
Alors on a l'une des situations suwantes :

(1) M est quadratique ;

(2) M est localement congruente avec la surface de Cayley donnée par I’équation :

flz,y) = (z,y, 7y + =%).
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En utilisant l'identité de Ricci, un calcul élémentaire montre que la condition (16) ca-
ractérise les spheres affines impropres et les surfaces affines minimales réglées.

Nous reprenons les égalités (2), (3), (4) dans le cas ol le tenseur L = VS, & savoir :

VS =0 (17)
V.VS=0 (18)
R-VS=0. (19)

Rappelons que les surfaces affines vérifiant la condition (17) (& savoir : VS = 0) ont été
classifiées par W. Jelonek en 1992(cf. théoréme 0.2.1).

D’un autre c6té en 2005, M. Katou a classifié les surfaces affines vérifiant la condition
(18), a savoir : V.VS =0:

Théoréme 0.2.3. [19/

Soit o un champ de tenseurs défini par a = V.S sur une surface affine M dans R® avec un
invariant de Pick constant. Alors,

(1) Va est un (1,3)-champ de tenseurs totalement symétrique si et seulement si M est
une sphére affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale
réglée.

(it) De plus, Va = 0 si et seulement si M est une sphére affine ou une surface déterminée
par l’une des équations suivantes :

(a) z=ye" + ®(x),
(b) z=ytanx + &(z).
Ai(r)

(© ==viy + (@),

ou Ai et Bi sont des fonctions d’Airy linéairement indépendantes et o ® = ®(z) est
une fonction différentiable.

Par définition. les fonctions d’Airy Ai et Bi sont deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation différentielle

Y'(z) = z(z), pour tout x € R,
ol ¢/ est la dérivée seconde de ¢ (cf. [26]).
Passons maintenant & la condition (19). Notons que toutes les sphéres affines et les surfaces

affines minimales réglées satisfont cette condition. En 2007. nous avons obtenu le résultat
suivant.



Théoréme 0.2.4. [44]

Soit M une surface affine dans R® satisfaisant la condition R - VS = 0. On suppose que

VS #£ 0. Alors M est localement équiaffine équivalente & une surface affine détérminée par
l'une des immersions dans R® suivantes :

(1) f(u,v)=}sin (\/—3—> 02\/2—)‘1/ (:::3 :: tt)) dt.sin (\/-?-_%—;u) )

ou Cy et A\ sont des constantes arbitraires, avec Cy 0, Ay >0 et e = 1,

3(—=X1) v? 3¢ 2(—X)
2 = —£ —_——t ———— —_
(2) flu,v) (exp( 5 u) 0,5 +5C§(-)\1) exp | € 7 U
ou Cy et Ay sont des constantes arbitraires, avec Co # 0 et Ay < 0;
( X
30 smh3 o t)
(3) f(u,v)=| cosh |4/ ——=u], ,—— — dt
2 2 C )\1 cosh2 3( Al)t)
.cosh ( Mu) ),
2
ou Cs et A; sont des constantes arbitraires, avec Cs # 0 et A\; < 0;
hs (/3R
o, gl Ul
(4)  f(u,v) =| sinh , U, = dt
2 C 2( /\1 smh2( 3( Al)t)
sinh( ————3(_2/\1)u)),

ou Cy et A1 sont des constantes arbitraires telles que Cy £ 0 et Ay <0

(5) M est localement équiaffine équivalente avec la surface réglée définie par

flu,v) = (al(u) + vf1(u), az(u) + vha(u), CYg(U)),

ol



e les fonctions oy, o, az sont définies par
@ = [ (~v@s +y@80),
@ = [ (~vOK+u080)d,

az(u) = Cs /uexp(/;k(t)dt)dx,

o (5 est une constante d’intégration,
o les fonctions y, k et § = (£1, 2,0) sont réliées par les équations différentielles

k=
8"+ 8= ks

et ou p, p sont des fonctions arbitraires dépendantes de u.

Nous démontrerons ce théoréme 0.2.4 dans la section 2.2 du Chapitre 2.

0.2.3 Sur le chapitre 3

Dans ce dernier chapitre, nous nous sommes intéressés & la géométrie centroaffine de
R"*!. Comme d’habitude, nous prenons comme champ de vecteurs transversaux &£ le champ
de vecteurs position f (i.e. & = f); Popérateur de forme S est alors donné par : S = —I.
De plus, on suppose que la forme bilinéaire h est définie: h est alors appelé la métrique
centroaffine. Nous pouvons toujours supposer que la métrique centroaffine h soit définie
positive, c’est & dire si h est définie négative pour £ = f [resp. £ = — f], nous pouvons prendre
§ = —f [resp. £ = +f] pour qu’elle soit définie positive. Dans ce cas 14, nous pouvons avoir
S = =+I. Nous avons S =1 [resp. S = —1I| si £ = —f [resp. £ = +f].

Un espace affine M est appelé :

e une sphére affine hyperbolique si S = —I. L’exemple typique est '’hyperboloide

centrée a l'origine.

e une spheére affine elliptique si S = I. L’exemple typique dans ce cas est l’ellipsoide.

Puisque S = =1, alors la courbure moyenne est toujours une constante différente de
zéro. Donc, dans ce cas, cette courbure et 'opérateur de forme S n’ont pas de signification
géométrique. Par contre il a été découvert par C. P. Wang (voir [58]) que le rdle de 'opérateur
de forme S est le méme que celui de 'opérateur de Tchebychev qui est introduit de la facon
suivante.

Nous introduisons d’abord le tenseur de différence K par la différence entre la connexion
induite V et la connexion de Levi-Civita V de la métrique centroaffine A :

‘xY = VxY — VY, pour tous X.Y € X(M).
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Alors, en utilisant la proposition 4.1 dans le livre [39] de K. Nomizu et T. Sasaki, la forme
cubique C = Vh satisfait :

C(X,Y,Z) = -2h(KxY,Z), pour tous X,Y, Z € X(M).

Sachant que C est totalement symétrique, pour tout champ de vecteurs tangents X fixé,
l'opérateur K,

KX YHK)‘Y

est symétrique par rapport a h :
hMEKxY,Z) = h(Y,KxZ), pour tous X,Y,Z € X(M).

La forme de Tchebychev T et le champ de vecteurs de Tchebychev T# sont
définies respectivement, pour tout X € X(M), par :

h(T#,X) = T(X),
T(X) = %traceKX, oun =dim M.

Il est bien connue que la forme de Tchebychev T est fermée.

Dans l'article [58], C. P. Wang a obtenu les équations d’Euler-Lagrange pour l'opérateur
fonctionnel de aire centroaffine. Il a montré que les points critiques de cet opérateur sont
caractérisés par le fait que la trace de 'opérateur de Tchebychev 7 est zéro. Cet opérateur
T est défini comme la dérivée covariante du champ de vecteurs de Tchebychev, c'est-a-dire :

T =YT,

ot V est la connexion de Levi-Civita de la métrique centroaffine h. Cela implique qu’en
géométrie centroaffine, 7 joue le méme réle que l'opérateur de forme S de la géométrie
équiaffine ou de la géométrie euclidienne.

Si on considére les spheres affines propres en géométrie centroafline (avec, comme origine,
le point d’intersection des champs de vecteurs transversaux), alors pour cette classe d’hyper-
surfaces, on sait que le champ de vecteurs de Tchebychev s’annule automatiquement.

Une hypersurface est dite de Tchebychev si et seulement si 'opérateur 7 est un multiple
de l'identité.

Trivialement tous les sphéres affines propres sont des hypersurfaces de Tchebychev. De
plus, il faut noter que la classe de toutes les spheéres affines propres est tellement large
que, méme en imposant des conditions supplémentaires assez fortes, on ne parvient pas a
la déterminer de fagon complete.

Depuis la parution de l'article [68] de C. P. Wang en 1994, beaucoup de travaux ont été
menés pour aboutir & une meilleure compréhension du réle de I'opérateur de Tchebychev en
géométrie centroaffine.
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On peut mentionner que dans les travaux [27] de A. M. Li, H. Li, U. Simon, on peut
trouver beaucoup d’exemples d’hypersurfaces non dégénérées qui ne sont pas des spheres
affines propres, mais qui satisfont la condition 7" = 0. Plusieurs de ces exemples sont complets
pour la métrique centroaffine. Dans ce cadre, beaucoup d’autres exemples ont été obtenus
récemment (voir [27],[14],[52],[53]).

Comme il a été déja mentionné auparavant, 1’équation

traceT =0

est I’équation d’Euler-Lagrange fonctionnelle de 'aire centroaffine. Elle caractérise les points
critiques de 'opérateur T'; ces points se nomment les hypersurfaces centroaffines cri-
tiques. Beaucoup d’exemples locaux complets de ces hypersurfaces sont connus; dans les
travaux [58] et [27], des classifications partielles ont été méme obtenues.

Une famille d’exemples qui jouent un réle trés important dans toutes ces classifications
est celle des hypersurfaces centroaffines canoniques introduites par A. M. Li et C. P. Wang
[30] en 1991.

Une hypersurface centroaffine est dite canonique si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

a) la métrique centroaffine h est plate

b) la forme cubique est paralléle par rapport & la connexion de Levi-Civita de la métrique
centroaffine h.

Vue cette condition b), ces hypersurfaces sont de Tchebychev.

On a la caractérisation suivante.

Théoréme 0.2.5. [30]
Soit f : M — R™! une immersion centroaffine elliptique canonique d'une hypersurface M
dans R™*. Alors M est équivalente & une hypersurface définie par une équation de la forme :

[ 3P« 1] Qni41
Ty Tyt iy = L

ot oy € R pour touti € {1,--- ,n+1}.

D’autres résultats liés & cette classe d’hypersurfaces ont été obtenus dans [27],{32],[33],[17].
De notre c6té, nous avons obtenu, en 2007, la classification suivante des hypersurfaces hyper-
boliques et elliptiques plates de Tchebychev dans la géométrie centroaffine de R*. Cest ce qui
fait I'objet des deux résultats suivants.

Théoréme 0.2.6. [}5]

Soit x : M — R* une immersion centroaffine hyperbolique d’une hypersurface M dans R*.
Soient X un champ de vecteurs tangents sur A et o une fonction différentiable sur R. On
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suppose que (M, L) est une variété riemannienne plate et que VxT# = aX. Alors M est cen-

troaffinement équivalente d une hypersurface canonique dans R* définie par l’une des équations
suivantes :

(1) =zg?.. . x3t =
0t o1 #£0,00>0,03>0,04 >0, eton a;+as+as+as>0;
. z
(i4) exp (“011 arctan —i) (;1:% + 1;%)0‘2 z$ 4 2%t =1,
2

on a§+a§7é0,a3>0,a4>0 et ot 200 +az+ays>0;

(’LZZ) Ty = Ex—' (.’Eg + - 1’3_1) ~ (QQIL'Q 4 4 av—llv—l)
1

—z1(yInzy + - -+ aglnzy),

ot 2<v<4,0a;>0pourtouti>v eton ay+a,+---+ag>0.

Théoreme 0.2.7. [/6/

Soit  : M — R* une immersion centroaffine elliptique d’une hypersurface M dans R*. Soient
X un champ de vecteurs tangents sur M et o une fonction différentiable sur R. On suppose que
(M, h) est une variété riemannienne plate et que VxT% = aX. Alors M est centroaffinement
équivalente & une hypersurface canonique dans R* définie par l'une des équations suivantes :
(1) =Tz .xit=1,

ot a; #0,a0 20,03 >0,a4 >0, etout ar+as+az+as>0;
" X o
(¢1) exp (—al arctan —l) (2} +23) " 2§ + 254 =1,

T2

ot a%+a§7é0,a3>0,a4>0 etot 2ap+azt+ag>0;

1
(7i1) z4= N (z5+-+ rf,_l) — (oo + -+ + Cy1Ty-1)
—z1(ayInzy + -+ + aylnzy),

ot 2<v<4,0;,>00pourtouti>v etou aq;+ay+---+as>0

Au moins en dimension 3, ces deux théoremes impliquent que, pour obtenir une hypersur-
face canonique. il suffit qu’elle soit une hypersurface de Tchebychev plate. Donc il n'est pas

nécessaire d’'imposer que le tenseur C' soit paralléle par rapport a la connexion de Levi-Civita
V ( ce qui se traduit par : VC = Q).
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Chapitre 1

Rappels de géométrie affine

1.1 Introduction

Dans tout ce travail, nous ne considérons que des variétés connexes. La notion de différentiabilité
sera entendue au sens C°; en particulier, les variétés. les champs de tenseurs ainsi que les
fonctions considérés seront toutes différentiables en ce sens.

Les définitions et les résultats figurant dans ce chapitre peuvent étre trouvés, par exemple
dans les ouvrages suivants : [5}, [4] , [39].
Sauf précision contraire, nous adopterons les notions suivantes :

M est une variété de dimension n;

F (M) est I'anneau des fonctions différentiables sur A :

X(M) est le F(AI)-module des champs (différentiables) de vecteurs tangents sur M.
T, M est U'espace tangent & M en un point quelconque p € M.

Par abus de langage. un champ de tenseurs (sur Al) sera tout simplement appelé tenseur.

A

Les indices i, 5, k, [, 7, s,t varient de 1 & n = dim M.

1.2 Connexion affine

Définition 1.2.1.
Une connexion affine (ou une dérivation covariante) sur Al est une application

D: E(M) x X(M) — X(M)
(X.Y) — DxY

1



vérifiant, pour tous X, Y, X1, X5, Y1, Yo € X(M) et pour tout ¢ € F(M), les égalités sui-

vantes
Dx,ix,Y = Dx,Y + Dy,Y,
DyxY = ¢DxY,
Dx (Y1 +Ys) = DxY1 + DxYa,
Dx(¢Y) = X(¢)Y + ¢DxY,
ou X(¢) = do(X).

(1.1)
(1.2)
(1.3)
(1.4)

Pour tous champs X, Y € X(M), DxY s’appelle la dérivée covariante du champ Y

suivant le champ X.

Soit {z!,--- ,z"} un systéme de coordonnées 1oca.les au voisinage d'un point p € M.

. Sulvant ce systeme la dérivée covariante D 2 @ s’écrit :

a=1 8:37 Z gl 5;1:’“’

ol les coeflicients I’fj désignent les symboles de Christoffel.
e Soient X, Y € X(M) s'écrivant localement sous la forme :

0 0

Exprimons alors DyY :
DxY = a;D o Zb-i
: - = - 7 B
ob; 0 0
0T LD
by, 0
- (z o2 zaibjrzz) 2
k (2 4]
8bk 0
Nous obtenons ainsi écriture locale de DY :

=5 [Sa (2 5o)| o

2



Nous savons qu’on peut généraliser la notion de dérivation covariante aux champs de
tenseurs sur M ; mais, spécialement pour ce travail, nous ne présenterons que les trois cas
suivants :

e Soit f € F(M). La dérivée covariante Dy f de f suivant X est définie par :

Dxf = X(f).

¢ Soit L un champ de tenseurs de type (0, s). La dérivée covariante DxL de L suivant
X est définie, pour tout (X, .-, X;) € (Zf(M)) , par :

(DxL)(X1, X, -+, Xs) =—‘X(L(X1,X2, e 7Xs))

=Y L(Xy, Xa,-+ , Dx X,y Xo): (1.5)

i=1

$
e Soit L: (%(M )> — X(M) une application s-linéaire. On sait qu’on peut considérer L
comme un champ de tenseurs de type (1, s) sur M. La dérivée covariante DxL de
L suivant X est définie, pour tout (X7, -, X,) € (.’f(M)) , par :

(DXL)(X17X23 e va) :DX(L(X17X27 te 7Xs))

=S L(X1 Xp.o+, Dx X, Xy). (1.6)

=1

Notation.
Soit L un tenseur sur M. On note DL Papplication définie par :

DL: X € X(M) — DxL. (1.7)

Exemple 1.2.2.
On considére ’application

D: xR™) x XR™) — X(R™)
(X,¥) = Dx¥ = (X, X(w) - Klum)),

ot les y; sont les composantes de Y dans la base canonique de R™. D est une connexion sur
l'espace standard R™ ; on Uappelle la connexion naturelle sur R™.



1.3 Tenseur de torsion

Commencons par rappeler la définition du crochet de deux champs de vecteurs.

Définition 1.3.1.

Soient X, Y des champs de vecteurs tangents @ M. Le crochet de X et Y est le champ de
vecteurs tangents ¢ M. noté [X,Y], défini par :

(X,Y]= XY -YX.

Rappelons que [X, Y] est I'opération de dérivation définie sur F(M) comme suit :

(X,Y]: F(M) — F(M)
;o= XY =X(Y(0) -Y(X). (18)

L’opération crochet vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 1.3.2. /4]

Soient X,Y, Z des champs de vecteurs tangents ¢ M, a, b des nombres réels et f, g des
fonctions différentiables sur M. Alors :

(1) X, Y]=-[Y. X];
(2) [aX +bY.Z] = a|X, Z] + b)Y, 2] ;

(3) XY, Z}+ ¥, Z], X] + [[Z, X].Y] = 0;
(4) [fX gYl=f9lX, Y]+ [X(g)Y —gY ()X :
(5) [X.Y](fg) = glX.YI(f) + FIX.YI(g);

(6) [X,Y](af +bg) = alX,Y](f) +b[X,Y(g)-

Définition 1.3.3.

Soit D une connexion affine sur M. Le tenseur de torsion associé a D est 'application
bilinéaire antisymétrique T : X(M) x X(M) — X(M) définie par :

T(X.Y)=DxY — Dy X — [X.Y], pourtous X,Y € X(M). (1.9)

En coordonnées locales. on a :
g d d
—_— ) = T — .
T <8x” B:L‘J> ; Y gk

k__1Tk k :
Tk =Tk - Tk, (1.10)

ol on a posé :

Nous aurons a considérer le cas ol le tenseur T est nul.



Définition 1.3.4.
Une connezion affine D est dite de torsion nulle si son tenseur de torsion T est égal a zéro.

Remarque 1.

Une connezion affine D est de torsion nulle si et seulement si ses symboles de Christoffel sont
symétriques :

k __ k _ 1Tk

1.4 Tenseur de courbure

Soit D une connexion affine sur M.

Définition 1.4.1.

Le tenseur de courbure associé a D est lapplication trilinéaire, notée R, définie de la facon
sutvante :

R:X(M) x £(M) x X(M) — X(M),
(X, }r, Z) = R(X, Y)Z = DnyZ — DyDXz - D[Xy]Z. (111)

En coordonnées locales, on a :

8 8\ 8 .9
R (55 521 ) 75 = 2 Pz

1

olt les coefficients RY,; sont donnés par :

. ori.  ari. , ‘
= ot~ ot + 2 (TEThn — T Tim).

Dans toute la suite, nous supposerons que la connexion D est de torsion nulle. Dans ces
conditions, nous obtenons les deux identités de Bianchi suivantes.

Proposition 1.4.2. [39]

Soit R le tenseur de courbure associé ¢ D. Pour tous X, Y, Z € X(AI), on a lo premiere
identité de Bianchi suivante :

R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0. (1.12)



Proposition 1.4.3. [39]

Soit R le tenseur de courbure de D. Pour tous X,Y,Z € X(M), on a la deuxiéme identité
de Bianchi suivante :

(DxR)(Y, Z) + (DyR)(Z, X) + (DzR)(X,Y) =0, (1.13)
ou, pour tous o, B.7v,8 € X(M), on a posé :

(Do R)(8,7)8 = Da(R(8,7)8) — R(DaB3,7)8 — R(B. Da¥)8 — R(B,7) Dab.
En utilisant les deux tenseurs R et T, nous pouvons introduire les définitions suivantes.

Définitions 1.4.4.

Soit R [respectivement T] le tenseur de courbure [respectivernent le tenseur de torsion] associé
a D. On dit que

(1) D est plate si
R=0;

(2) D est localement symétrique si

T=0et DR=0.

1.5 Tenseur de Ricci et équiaffinité locale

L’objectif de ce paragraphe est de présenter rapidement la notion de connexion localement
affine. Soient D une connexion affine sur M. R le tenseur de courbure associé a D.

Définition 1.5.1.

La connezion D est dite localement équiaffine si. pour tout pownt de A, i existe une forme
volume paralléle w, ce qui signifie que :

Dw = 0.

Dans ce cas, on dit que (D,w) est une structure équiaffine sur M lorsque D est de
torsion nulle.

On peut caractériser une connexion localement équiaffine au moyen de son tenseur de
Ricci.



Définition 1.5.2.
Le tenseur de Ricci associé a D est le tenseur de type (0,2) noté Ric et défini par :

pour tous Y, Z € X(M), Ric(Y,Z) = trace{X + R(X,Y)Z}. (1.14)

En coordonnées locales, les ceefficients R;; = Ric (5%, —ag) sont donnés par :

R, = Ric ( g &rk) ZRW

Proposition 1.5.3.
Une connezion est localement équiaffine si et seulement si son tenseur de Ricci est symétrique.

1.6 Connexion de Levi-Civita

Théoréme 1.6.1. [/1]

Sur une variété Riemannienne (M, g), il existe une unique connezion V satisfaisant les condi-
tions sutvantes :

a) V est de torsion nulle,

b) V est compatible avec la métrigue riemannienne g, en ce sens que :

pour tous X,Y, Z € X(M), X(g(Y, Z)) =g (@XY, Z) +g (Y €7XZ) .
Cette connezion V s’appelle la connexion de Levi-Civita sur M.

Cette condition b) équivaut au fait que la métrique g est paralléle (suivant la connexion
V) en ce sens que :

6g=0.

On peut trouver une démonstration détaillée de ce théoréme 1.6.1, par exemple dans le
livre [41, page 61] de B. O'Neill .

Remarque 2.
La connezion de Levi-Civita V est caractérisée par la formule de Koszul suivante :

29 (%Y, Z) - X(g(Y. Z)) + Y(g(z. X)) - Z(g(X, Y))
- 9(X, [V, Z]) + g(, 12, X]) + 9(Z, [ X, Y]), (1.15)
pour tous X,Y, Z € X(A).



Relativement & un systéme {z!,...,z"} de coordonnées locales sur M, notons I'Y; les co-

efficients de Christoffel de ¥ (ces coeflicients s’appellent alors les symboles de Riemann-
Christoffel). Nous avons :

s 0 0 o 00 LI 8 0
g (V%EE’@> =g (k=1 szgx——k'a 5}7) —%I‘mg 'a—xl-,-é—ﬁ
n -
= Thau.
k=1
D’un autre c6té, en vertu de I’équation (1.15), nous avons :

g,90 o0\_1(o O 0O
I\V &b 07 ) T 2 \ap ¥t T 5t T 5 )

Par suite, nous obtenons :

0 0 0
ZF ]glk 8 1g]l B.TJ gil - %}gm .

Puisque la matrice (gy);, admet comme inverse la matrice (™) .- Dous en déduisons

que :
8 0
) Z (a ooadit L angij) g". (1.16)

1.7 Immersion affine

Soient M, M deux variétés de dimensions respectives m, m ; on suppose que m < m et
on pose k=m —

Définition 1.7.1. .
Une application différentiable f : Al — M est appelée une immersion si, pour tout p € M,
Vapplication linéaire tangente f.,: T,Al — Tyqy M est injective. Dans ce cas,

e on dit que M est une sous-variété de codimension k dans M ;
e lorsque k = 1, on dit que A est une hypersurface de A/.

Maintenant, on munit M d'une connexion D. On note :

TM = | J T,M.
peM
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On considere une immersion f : M — M de M dans M. Introduisons la notion de champ de
vecteurs le long de f.

Définitions 1.7.2.

¢ Un champ de vecteurs le long de f est une application V' de M vers TM définie
comme suit :

Vp € M, V(p) € TymM.

o Ce champ V est dit tangent a M s’il eziste un champ X de vecteurs tangents a M tel
que :

V= f.(X).

Maintenant, nous introduisons la notion de dérivation covariante pour les champs de
vecteurs le long de f.

Définition 1.7.3.

(1) Soientp € M et W(p) € T,(M). Pour tout champ de vecteurs V' le long de . on définit
la dérivée covariante Ew(p)V du champ de vecteurs V suivant la direction
W (p) de la facon suivante :

étant donné un systéme de coordonnées locales y = (y1, ..., ym) au voisinage de f(p)
dans M suivant lequel on a :

m P m 9
- ;V’Eﬁ’ et f. (W(p)) = ZWf‘aTy?'

on pose :

DwV = Z W.V;(0)T5 (f(p)

1,5,k=1

(1.17)

m
o) ; ") dyf

ou les V, sont des fonctions définies sur un voisinage de p et I‘k est le k¥™¢ composante
de D

By fip)

8yJ

(2) Pour tout champ W de vecteurs tangents a M et pour tout champ de vecteurs V le long
de f, on note :

D'WV 'p € M — ﬁW@)V

On définit alors une opération appelée une dérivation D des champs de vecteurs
le long de f.



Le résultat suivant justifie que la définition 1.7.3 ne dépend pas du choix du systéme de
coordonnées locales.

Proposition 1.7.4.

Soient V un champ de vecteurs le long de f, I un intervalle ouvert dans R. Soit
a: I — M une courbe dans M ; on pose : a(0) = p et o/(0) = W. Il existe un champ de
vecteurs V défini sur M par :

Vtel, V(a(t)) =7((foa)t))

et vérifiant ; . _
DwV = DswV.

Démonstration.
Comme f est une immersion, la composée

foa:I——>]\7

est une courbe réguliére sur M. Il existe alors (voir le chapitre 0 du livre [4] de M. Do Carmo)
un systeme de coordonnées locales :

y:UCRm—»]Tf

et des constantes (ag, ...,an) tel que :

Viel, (foa)(t)=uy(t az,...,an).

Sachant que

V(at)) = zﬁ:(vi °a)(t) 5=
i=1

I1ouUs pouvons poser

V(g) = ZVi(a op; 0 y—l)(q)é%;. pour tout g € M,

i=1

ol p; note la projection sur la premiere composante. De cette fagon, nous obtenons un champ
de vecteurs V sur M.

En vertu des propriétés d'une connexion, nous avons :

m

Df.(w V= Z (f(p ) ( p))a - +§: £V ByJ = Dy V.
3=1

10



Comme

Vi(5®) = Vi(f 0 a(@) =5 (a(0) = Vi(p)

£.W)(T5) = $(V0 f 0a)leo = (Vs 0 a)limo = W(T}),

&

donc, nous avons la formule (1.17). Ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.
L'opération de derivation D obtenue dans la définition 1.7.8 vérifie les propriétés d’une

connexion (voir la définition 1.2.1).
Dans toute la suite, par abus de notation, cet opérateur D sera notée abusivement D.

En vue de définir ce qu'est une immersion affine et d’écrire la dérivation des champs de
vecteurs tangents & M suivant les champs de vecteurs le long de f, nous énoncons la suivante.

Remarque 4.
Supposons qu’il existe une k-distribution différentiable

N:p€ M N, C TypM,
telle que, pour tout p € M, N, est un supplémentaire de T,M dans Tf(p)M :
TinM = £.(T,A1) & N, (1.18)

Alors, en projetant D sur espace tangent & M (suivant cette somme directe), on obtient
une connexion D sur M vérifiant la propriété suivante :

Dxfu(¥) = £(DxY) + a(X.Y), pour tous X.Y € X(M), (1.19)

ou pour tout p € M, a(X.\Y), € N,

Définition 1.7.5. _
On suppose que la variété M est munie d’une connexion D (on rappelle gue D est une

connezion sur M ). On dit alors que Uimmersion f : M — M est affine si les conditions
suivantes sont satisfaites :

11



(1) Il existe une k-distribution différentiable
N:pEMHNpCTf(p)M,

telle que, pour tout p € M, N, vérifie la décomposition (1.18).

(2) Pour tous X,Y € X(M), la dérivée Dy f+(Y) se décompose, suivant la somme directe
(1.18), sous la forme (1.19).

Dans ces conditions, pour tout point p € M, tout vecteur &, € N, est appelé un vecteur
normal & M en p pour la distribution N.

Pour la suite de ce chapitre, nous nous intéressons spécifiquement au cas ol
o M est 'espace R™"! muni de sa connexion affine naturelle plate (cf. exemple 1.2.2);

e M est une hypersurface orientable de R**!;
o f: M — R™! est 'immersion de M dans R™+1,
Comme M est orientable, il existe un champ différentiable

£: M — TR

de vecteurs transversaux tel que :
Vp € M, TjnyR™ = f,(T,M) & span {&,}

ou span {&,} désigne la droite vectorielle engendrée par &,. De plus, tout autre champ de
vecteurs transversaux 7 peut s'écrire sous la forme

n =&+ f(Z)

ol Z est un champ de vecteurs tangents & M et ou ¢ est une fonction réelle non nulle sur M.
En utilisant ce champ de vecteurs transversaux, nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.7.6. [39]

Sotent D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de f, & un champ de vecteurs

transversaux sur M. Alors D induit sur A une connezion V de torsion nulle satisfaisant la
formule de Gauss suivante :

Dxf(Y) = f(VxY)+ h(X,Y)E, pour tous X.Y € X(7), (1.20)

ou h est une forme bilinéaire symétrique sur X(M).

12



Définition 1.7.7.

On reprend les notations de la proposition 1.7.6. La forme bilinéaire symétrique h obtenue
s’appelle lo forme fondamentale affine (relative au champ de vecteurs transversaux
€); f est l'immersion affine de ’hypersurface M dans R™H!,

Ainsi, pour Pimmersion f : M — R"*! de ’hypersurface M dans R™*!, le choix d’'un
champ de vecteurs transversaux £ permet d’obtenir une connexion induite V sur M, de sorte
que f devienne une immersion affine.

Nous pouvons aussi appliquer la dérivation D sur le champ de vecteurs transversaux €.

Proposition 1.7.8. [39/

Soit f : M — R™! immersion de I’hypersurface M dans R"*. Soit € un champ de vecteurs
transversaux sur M. Alors on a la formule de Weingarten swiwvante :

Dx€ = —f,(SX) + 7(X)&, pour tout X € ¥(M), (1.21)

ou S est un tenseur de type (1,1) et ou 7 est une 1-forme.

Définition 1.7.9.

On reprend les notations de la proposition 1.7.8. Le tenseur S obtenu s’appelle l'opérateur
de forme (affine); la 1-forme 7 s’appelle la forme de la connexion transversale.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour transformer une immersion affine
en une autre.

Proposition 1.7.10. /39/

Soit (M, V) une variété différentiable de dimension n munie d'une connexion affine V de
torsion nulle. Soient f : (M,V) — R et f : (M, V) — R™* deuz immersions affines
relatives o deux champs de vecteurs transversauz £ et € respectivement. Les objets h, S, et T
de € sont notés par h, S, et 7. On suppose que :

h = h. 5=25, T

I
L

Alors il eziste une transformation A tel que f = Af.

En 1986. W. M. Boothby [3] a démontré le lemme suivant.
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Lemme 1.7.11. /3]

Soit f : (M,V) — R™! une immersion affine d’une hypersurface M dans R**!. Soient
X1, ..., Xn des champs de vecteurs de classe C™ sur un ouvert U de M. On suppose que les
deuz conditions suivantes sont vraies :

(1) {X1(q), ..., Xn(q)} sont linéairement indépendants pour tout g € U ;
(1) [X,,X;]=0surlU,1<4,5 <n.
Alors, pour tout point p € U, il eziste un voisinage V de p et une application g

g: 'V - M

(g}, .., 2™) — gzt ..., z")

0
o (5w) = %

Maintenant, nous appliquons ce lemme 1.7.11 4 une immersion f : M — R+,

telle que :

Corollaire 1.7.12.

Soit f 1 (M.V) — R™! une immersion affine d'une hypersurface M dans R™. Soient
X1, .., Xn des champs de vecteurs de classe C™ sur un ouvert U de M wvérifiant les deux
conditions du lemme 1.7.11. Soit g : V — A lapplication qui en découle. Alors, on a :

(%) = (7 09),

ot
fog:V — R

1.8 Equations fondamentales et Exemples

Nous allons maintenant écrire les équations fondamentales d'une immersion de ’hyper-
surface f: Al — R+,

Premiérement, nous considérons le cas ol le champ de vecteurs transversaux £ est arbitraire.
Nous avons :

14



Théoréme 1.8.1. /39]

Soit £ un champ de vecteurs transversauz sur M. La connezion induite V de torsion nulle,

la forme fondamentale h, l'opérateur de forme S et la forme de la connezion transversale T
satisfont les équations suivantes :

e L’éguation de Gauss :
R(X,Y)Z = h(Y,Z)SX — h(X, Z)SY, pour tous X,Y, Z € X(M). (1.22)
o L’équation de Codazzi pour h :
(Vxh)(Y,Z)+ 1(X)MY, Z) = (Vyh)(X, Z) + 7(Y)h(X, Z), (1.23)

pour tous X,Y, Z € X(AM).
o L’équation de Codazzi pour S :

(VxS)(Y) +7(X)SY = (VyS)(X) + 7(Y)SX, pour tous X,Y € X(M).  (1.24)
o L’équation de Ricci :
h(X,8Y) — h(SX,Y) = dr(X,Y), pour tous X,Y € X(Al), (1.25)
ot dr(X,Y) = X7(Y) - Y7(X) - 7 ([X,Y]).

Corollaire 1.8.2. [39/
Le tenseur de Ricci de la connerion induite est donné par :

Ric(Y,Z) = h(Y. Z) trace S — h(SY, Z), pour tous Y,Z € X(M). (1.26)

Remarque 5.

(1) En vertu des équations (1.25) et (1.26), le tenseur Ric est symétrique si et seulement st
dr = 0.

(2) Dans Véquation (1.23) de Codazzi pour h, nous voyons que le coté gauche est symétrique
par rapport @ X, Y et par rapport ¢ Y, Z.
Par suite, en posant :

C(X,Y,Z) = (Vxh)(Y, Z) + 7(X)h(Y. Z). pour tous X,Y,Z € X(M),  (1.27)

nous obtenons un tenseur C symétrique par rapport & toutes les variables. C' se nomme
la forme cubique de l'immersion affine.

(3) Les équations figurant dans le théoréme 1.8.1 sont indépendantes.
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Maintenant, nous allons nous intéresser & la structure équiaffine dans R™*!. Elle nous
permettra de fixer un élément volume paralléle 2, donné par le déterminant.

Soit f : M — R™! une immersion de ’hypersurface M dans R**!. Soit £ un champ
de vecteurs transversaux sur M. £ et () induisent une connexion V, une forme fondamentale
affine h et un élément volume 6 sur M définis de la fagon suivante :

(X1, Xo,- -+, Xn) = QU Xy, -+, Xn, §), pour tous Xy, ..., X, € X(Al). (1.28)

Clairement, 6 est un élément volume dans M.

Définition 1.8.3.
Le tenseur 6 défini dans I’équation (1.28) est appelé I’élément volume induit.

Nous nous sommes intéressés a la question de savoir si # définit une structure équiaffine

(au sens de la définition 1.5.1), autrement dit si V6 = 0. La réponse de cette question est la
suivante.

Proposition 1.8.4. [39]

Soit f : M — R Uimmersion de I’hypersurface M dans R"*!. Soit £ un champ de vecteurs
transversauz sur M. Soient 6 'élément volume induit, V la connerion induite, 7 la forme de

la connezion transversale, D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de f associés a
£. Nous avons :

Vx0=1(X)8, pour tout X € T,Al, p € AL (1.29)

Il suit que, les deuz conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Vx8 =0, pour tout X € X(M);
(2) 7(X) =0, c'est & dire, D€ est tangent & M pour tout X € X(M).

En vertu de la proposition 1.8.4, il est commode de donner la définition suivante.

Définition 1.8.5.
Soit f : M — R une immersion de Uhypersurface M dans R"™. Un champ de vecteurs
transverseuz £ est dit équiaffine si Dx& est tangent a M (autrement dit 7(X) = 0), pour

tout X € T,M et pour tout p € M. Un champ de vecteurs transversaux équiaffine est parfois
appelé une normalisation relative.

En utilisant un champ de vecteurs transversauzr égquiaffine &, nous avons une structure
équiaffine (V,0) sur M. Ainsi nous pouvons appeler f : (M,V,0) — R™"! une immersion
équiaffine. Alors, la formule de Weingarten (1.21) est simplifiée par :

Dxé = —f,(SX), pour tout X € X(M).
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Nous verrons d’autre conséquences de la condition 7 = 0 dans les équations fondamentales
de Pimmersion affine.

Théoréme 1.8.6. [39]

St f: M — R™! est une immersion affine munie d’un champ de vecteurs transversaur
équiaffine, alors :
e L’équation de Codazzi pour h s’écrit :

(Vxh)(Y,Z) = (Vyh)(X,Z), pourtous X,Y,Z € X(M). (1.23%)
e L’équation de Codazzi pour S s’écrit :
(VxS)Y) = (VyS)(X), pourtous X,Y € X(MI). (1.24%)
o L’équation de Ricc s’écrit :

R(X,SY) = h(SX,Y), pourtous X,Y € X(M). (1.25%)

Remarque 6.
Si (V, h) satisfait Uéquation de Codazzi (1.23*), alors la forme cubique C' définie par :

C(X.Y,Z) = (Vxh)(Y,Z), pourtous X,Y,Z € X(M)

est un tenseur symétrique.

Maintenant, nous allons étudier 1'effet du changement d’un champ de vecteurs transver-
saux sur une immersion donnée f.

Proposition 1.8.7. [39/ _
On suppose qu’on remplace le champ de vecteurs transversauzs & par le champ & défini par :

ot Z est un champ de vecteurs tangents a M et ol ¢ une fonction réelle non nulle. Alors la
forme fondamentale affine h, la connexion induite V, la forme de la connexion transversale
7 et Popérateur de forme affine S deviennent :

- 1
h=—h: (1.30
3 )
VY = VyY — %h(X, ¥)Z, pour tous X,Y € E(M) : (131)
F(X) = 7(X) + -;;h(z,X) + X (Inlg]), pour tout X € E(M) : (1.32)
SX = ¢S8SX —VxZ+7(X)Z, pour tout X € X(M) ; (1.33)
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Remarque 7.

L’équation (1.30) montre que le rang d’une forme fondamentale affine h est indépendant de
choiz de champ de vecteurs transversauz.

Cette remarque meéne aux suivants.
Définitions 1.8.8.

o Le rang de Uhypersurface M (ou de limmersion f : M — R™! de Uhypersurface M
dans R"*!) est le rang de la forme fondamentale affine h.

e En particulier, lorsque le rang est n, c’est a dire si h est non dégénérée, nous disons
que Uhypersurface (ou l’'immersion de Uhypersurface) est non dégénérée.

Desormais, nous allons toujours nous placer dans le cas ol ’hypersurface est non dégénérée.

Définition 1.8.9.

Soit f : M — R™ une immersion affine. On dit que f est centroaffine si le champ de
vecteurs

f: M — TR
p f(p) € TynR™ = R™ et f(p) = f(p).

est transversal, c’est a dire que :
TyR™" = £, (TPM> @ span{f(p)}.

Dans ce cas, en posant N, = span{f(p)} et en utilisant I'équation (1.19), nous avons :

pour tous X,Y € ¥(M), Dxfu(Y) = VxY + (X, Y)(-f). (1.34)
ot VxY € X(M).

On peut vérifier que V est une connexion de torsion nulle et que h est une forme fon-

damentale symétrique. V s'appelle la connexion centroaffine induite et h la métrique
centroaffine. Dans ce cas 13,

e le tenseur de courbure R est donné par :

R(X,Y)Z=h(Y,Z)X — h(X.Z)Y, pour tous X.Y,Z € X(M)

e le tenseur de Ricci Ric est donné par :
Ric(Y,Z) = (n— 1h(Y, Z), pour tous Y, Z € X(M).
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Définitions 1.8.10.

e Le tenseur normal de Ricci, noté v, est défini par :

1

YXY) = —

Ric(X,Y), pour tous X,Y € X(M). (1.35)
e Le tenseur de courbure projective de Weyl, noté W, est défini par :
W(X,Y)Z = R(X,Y)Z - [y(Y, Z2)X —v(X, Z2)Y], pour tous X.Y,Z € X(M).

o La connezion induite V dans U’hypersurface centroaffine est dite projectivement plate
st

W=0.

Les exemples

Exemple 1.8.11. (Immersion isométrigue)
Soit M une variété riemannienne orientable de dimension n, munie d’une métrique g associée
a la connezion de Levi-Civita V. Soit § la métrique habituelle sur R™*! associée d la connezion

de Levi-Civita D. On suppose que f : (M,g) — (R™1,3) est une immersion isométrique.
Alors

[ (M.V) — (R", D) est une immersion affine dont le champ de vecteurs transversauzx
équiaffine est le champ de vecteurs unitaires normaus.

Exemple 1.8.12. (Hypersurface centroaffine)

Soient 0 'origine de l'espace affine R™™Y, M une variété différentiable de dimension n. Soit

[+ M — R — {0} Uimmersion de Uhypersurface M dans R™™* — {0} telle que le vecteur
—_— _

position 0f (p) est toujours transversal & f(M) pour tout p € M. On prend £ = —0f(p). En
considérant la formule de Weingarten (1.21), nous avons :

Dx€&=—X.

Donc
=0 et S=1.
Par conséquent :
o L’équation de Gauss (1.22) devient :

R(X,Y)Z = h(Y, Z)X — h(Z,Y)X, pour tous X,Y,Z € E(M).
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o Le tenseur normal de Ricci (1.35) devient :

+(X,Y) = h(X.Y), pour tous X,Y € X(M).

On a remarqué dans cet exemple 1.8.12 que nous avons : W = 0. Donc nous avons prouvé
que la connexion induite de I'hypersurface centroaffine est projectivement plate.

Réciproquement, nous énoncons la proposition suivante.

Proposition 1.8.13. [39/

Soient (M, V) une variété de dimension n muni d’une connerion affine plate et projective
V et a tenseur de Ricci symétrique. Alors (M, V) peut étre localement immergée comme une
hypersurface centroaffine dans R"!.

Exemple 1.8.14. (Immersion équiaffine)

Soit f : (M,V) — R" une immersion affine avec un champ de vecteurs transversauz §.
Nous supposons qu’il existe un élément volume paralléle & dans R™ et un élément volume
paralléle w dans M. Alors nous pouvons trouver une fonction ¢ telle que £ = ¢€ soit le
champ de vecteurs transversaur équiaffine et que f : (M, V,w) — R™1 soit une ymmersion
Equiaffine.

En effet, soit € 1'élément volume induit par la donnée de £. Nous avons une fonction non
nulle ¢ telle que w = ¢f. Alors il s’en suit facilement que 1'élément volume induit par £ = of
est égal & w, tandis que la connexion induite par £ ne change pas, en vertu de I'égalité (1.31)
de la proposition 1.8.7.

Exemple 1.8.15. (Immersion d’'un graphe)

Soit 2 un ouvert dans R™ et F une fonction différentiable sur 2 & valeurs réelles. On note f
l’tmmersion du graphe de F :

f - R™ —_— R77+1
. ’In) ot f(gj) == (1;111-2’... 7:1',‘”,1‘7‘<.'13))ﬁ

Le champ de vecteurs transversaur est :

Soient D la dérivation sur les champs de vecteurs le long de [ sur R™, V la connezion induite
de torsion nulle associée a €.

Comme & est un champ de vecteurs transversaur constant. nous avons :

Dx€& = 0. pour tout X € X(A).
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Il s’ensuit que :
S=0 e 7=0.

Nous pouvons calculer la forme fondamentale affine h. Pour simplifier les notations, nous
-, . Ly . . 2
écrivons 0; au lieu de %, F; au lieu de —g% et F,; au hieu de (—921—;;;. Alors nous avons :

f*(al) = (1707 707 F1)7
f*(a2) = (07 1’ 70’ F2)a

f*(a‘n) = (070 715Fn)-

Par conséquent nous obtenons :

Ds,f.(8;) = (0,0,--- .0, Fy;),

ce qui mmplique que ;
et que
Vs,0; = 0.

Cette derniére équation signifie que {z*,z2,--- .z™} est un systéme de coordonnées plat
pour la connezion induite V.

Réciproquement, nous avons la suivante.

Proposition 1.8.16. [39/
Soit f: M — R™? une immersion affine telle que la connezion indurte V sur M est plate.

Alors elle est localement équivalente a limmersion affine de graphe associée d une certaine
fonction

F:M-—-R

1.9 Immersion de Blaschke

Soit f : M — R™! une immersion affine non dégénérée de 'hypersurface orientable M
dans R**!. Nous prenons 1'élément volume fixé dans R"*! donné par la fonction déterminant.
Maintenant, nous allons introduire la théorie classique dans la géométrie affine.
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Définition 1.9.1.

Soit £ un champ de vecteurs transversauz sur A, on note h la forme fondamentale affine(non
dégénérée), V la connezion induite et § ’élément volume induit associés & &. Soit { X1, ..., Xn}
une base unimodulaire pour 6 dans T,Al, p € M, c’est & dire : 6(X3,..., X)) = 1.

L’élément volume de la métrique non dégénérée h, noté wy, est défini par :

Wn(X, ooy Xn) = /[deta(R)].

Remarque 8.
o Le déterminant detg(h) de la matrice (hi; = h(X,, Xj))
la base unimodulaire {X1, ..., X, }.
o wy =0 si et seulement si |detg h| = 1.

Wi €5t indépendant du choiz de

Si nous choisissons un champ de vecteurs transversaux arbitraire £, alors nous obtenons
sur M, la forme fondamentale affine A, la connexion induite V et I’élément volume induit 6.
Nous voulons réaliser. par un choix approprié de £, les deux conditions suivantes :

(I) (V,#6) est une structure équiaffine, telle que, V8 = 0
(II) 6 coincide avec 1'élément volume wy, de la métrique non dégénérée h.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.9.2. [39]

Soit f : M — R™! une immersion affine non dégénérée de 1 hypersurface orientable M dans
R™*1. Pour tout point p € M, il existe un unique champ de vecteurs transversauz £ défini
dans un voisinage de p satisfaisant les conditions (I) et (II) précédentes.

On peut trouver la démonstration de ce théoréme dans le livre [39, page 40] de K. Nomizu
et T. Sasaki.

Définitions 1.9.3.

Soit f : M — R™ une immersion affine non dégénérée de I’hypersurface orientable Al dans
R™*1. L'unique champ de vecteurs transversauz satisfaisant (I) et (II) est appelé un champ
normal de Blaschke.

Soit p € M. Nous prenons la ligne a travers p dans la direction du vecteur normal affine

&p. Cette ligne qui est indépendante du choiz du signe de £ est appelée le normal affine a
travers p.
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Définitions 1.9.4.

Soient f: M — R™ une immersion affine non dégénérée de I’hypersurface M dans R** et
& un champ normal de Blaschke. Soient V une connezion induite, h une forme fondamentale

affine et S un opérateur de forme affine associés d & et déterminés par la formule de Gauss
(1.20) et de Weingarten (1.21). Alors,

o h est appelée la métrique affine,
o (V,h,S) est appellée la structure de Blaschke sur ’hypersurface M,

o f:(MV)— (R 5) munie d’un champ normal de Blaschke & est appelée immer-
sion de Blaschke,

e Af est une hypersurface de Blaschke,
o V est appellé la connexion de Blaschke.
Cette connexion V est indépendante du choix du signe de §.

Remarque 9.

(1) En utilisant l'unicité du champ de vecteurs dans le théoréme 1.9.2, il découle que la

structure de Blaschke est invariante par des transformations équiaffines
SL(n+ 1,R) x R"*! de l’espace R**!.

(2) Si M est une hypersurface non dégénérée orientable, alors le champ normal affine & est
défint globalement, & savoir :

£: M — TR™,
En prenant les conditions émises dans le théoréme 1.9.2, nous avons le théoreme suivant.

Théoréeme 1.9.5. [39]

Soit M une hypersurface de Blaschke munie d’une structure de Blaschke (V,h,S). Soit 0
[respectivement wy] I’élément volume induit [respectivement I’élément volume de la métrique
non dégénérée h] sur M. On a les équations fondamentales suivantes :

e L’équation de Gauss :

R(X,Y)Z = h(Y,Z)SX — h(X, Z)SY, pour tous X,Y,Z € X(M). (1.36)

o L’équation de Codazzi pour h :
(Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z), pour tous X,Y,Z € X(M). (1.37)

e L’¢quation de Codazzi pour S :

(VxS)Y = (VyS)X, pour tous X,Y € X(M). (1.38)
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L’équation de Ricci :

hX,SY) = h(SX,Y), pour tous X.Y € X(M). (1.39)
e La condition d’équiaffine :
Vo=0
e La condition de volume :
9 = Wh.
e La condition d’apolarité :
th = 0.

En vertu de ce théoreme 1.9.5, nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.9.6. [39/

Soit M une hypersurface orientable non dégénérée de dimension n > 2 munie d'une structure
de Blaschke (V,h,S). Soit R le tenseur de courbure associé ¢ V. On a :

(1) S =0 si et seulement si R=0;
(2) Ric =0 si et seulement s1 S =0;

(8) si S = Al ou X\ est une fonction scalaire, alors X est une constante.

Cette proposition 1.9.6 meéne aux suivants.

Définitions 1.9.7.

Soit M une hypersurface de Blaschke munie d’un opérateur de forme S. On dit que :
e A est une hypersphere affine impropre si

S=0:
e M est une hyperspheére affine propre s:
S = A,

ou A est une constante non nulle.

Proposition 1.9.8. [39]

(1) Si M est une hypersphére affine impropre alors les normauz affines sont paralléles dans
R
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(2) Si M est une hypersphére affine propre alors les normauz affines se rassemblent en un
seul point dans R™! (appelé le centre).

L’inverse de chacun de ces énoncés est aussi valable et on le suivant.

Lemme 1.9.9. [39]

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n muni d’un produit intérieur h. On suppose
qu’un endomorphisme S vérifie, pour tout X € V tel que h(X,X) #0 :

SX = AX,
ot A est un scalaire qui peut dépendre ¢ X. Alors,
S =Al,
ot A est une constante.
Maintenant, il est instructif de citer des exemples. Puisque la structure de Blaschke d'une

hypersurface non dégénérée est déterminée deés que nous obtiendrons le champ normal affine,
nous montrons comment ceci peut étre fait dans des cas concrets.

Procdure pour trouver le normal affine de Blaschke 1.9.10.

(1) On choisit un champ de vecteurs transversauz arbitraire &, puis on calcule T.

(2) En utilisant U'équation (1.20) de la formule de Gauss, on détermine la forme fondamen-
tale affine h associée a &. On vérifie que h est non dégénérée.

(8) On détermine Uélément volume induit 6 de € défini par :
H(le e ~Xn> = dEt(f*Xlu Tty f*Xmg)
(4) On choisit une base unimodulaire {Xy,--- , X,} telle que :
6()(17 e 5Xn) = 1’
on pose h;; = h(X,, X;) et on calcule dety h = det(h,,).
(5) On prend ¢ = |detg hlﬂ_i_f et on pose £ = ¢& + f.(Z), ot Z est déterminé par
1
7(X) + Eh(Z,X) + X(lng) =0, pour tout X € X(M).
Si T =0, alors cette équation est simplifiée par :

h(Z,X)=~X(#), pourtout X € X(M).
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(6) Une fois qu’on connait le champ normal affine &, on peut calculer la métrique affine

h = - Uopérateur de forme affine S et la connezion induite V.

Maintenant, nous illustrons cette méthode dans les exemples suivants.

Exemple 1.9.11. (Paraboloide elliptique)
Soit f Uimmersion définie par :

f . R" — Rn+1

1 Z” .

1 n 1 i\2
(x,...‘x)y—)(a’;,...,x'ﬂ,E (.’r))
On note par O, les champs de vecteurs 8/9x* dans R™, on a :

f*(ax,) —_ (0’... ,0,1,0,--- ,0,:ci),

le nombre 1 apparait sur la i*™ composante.

On prend £ = (0,---,0,1) comme un champ de vecteurs transversauz arbitraire. On calcule
l'élément volume correspondant et on a :

0(0y1,0,2, -+ ,Opn) = det (fu(Op1), -+, fu(Opn), &)

1 0 0 0
0 1 0 --- 0
= det . = 1.
xl z? 1
Dot {Og1,..., 0} est une base unimodulare.
Ona:

. E@xzf*(ﬁmz) =(0.---,0,1) =€, pourtoutie {l,---,n},
e Eaﬂf*(a_ﬂ) =(0,---,0)= Eaﬂf*(axz), pour tous i # j € {1,--- ,n}.
Ce qui nous donne
. Vo ,0m =0, pour tous i,j € {1,--+ ,n},

e h(0..0,)=1, pourtoutie{l,---,n},
e Nh(0..04) =0, pourtousi#j€{l, -+ ,n}

Alors,

det gh = 1.
Donc € lui-méme est le champ normal affine de Blaschke (c’est d dire p =1, Z =0).
Evidemment, S = O (sphére affine impropre) et la connezion induite V est plate et {z*.--- ,z"}

est un systéme de coordonnées plat pour V. La métrique affine h est définie positive.
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Exemple 1.9.12. (Graphe d’une fonction en général)
Soit
zn+1 — F(l‘l, . ’In)

une fonction différentiable sur un ouvert G dans R™. On considére 'immersion f définie par :
f : G — Rn+1
(=}, --- ,Z™) (3;1,--- ™ F(z!, .- ,a:"))

Soient 1,7 € {1,--- ,n}. On note par 8; le champ de vecteurs 5?—; tangent a G.

Comme dans l’ezemple précédent, on choisit un champ de vecteurs transversaux arbitraire
§=(0,---,0,1). Alors

56,§ = 07

donc : 7 = 0.

Ona:
f*(aj)z(oa )071707"' ;01};})7

le nombre 1 apparait sur la j*™ composante et F; = —3@%. Ainsi

°F

Ea,f*(aj) = Fijf, ol Fz‘j = W’

ce qui implique :
Vaﬁj =0 et h(a, BJ) = Fl]

Ainsi Uimmersion est non dégénérée si et seulement si det(F;,) # 0. On calcule l’élément
volume correspondant :

6(Dr, -+ .0n) = det (£.(B1), -+ fuln)€) =1
donc {8y,--+ ,0,)} est une base unimodulaire. Alors :
det ph = det(F,;).
D’ot on prend ¢ = |det (F”)F%§

Finalement, nous pouvons trouver un champ de vectreurs Z tel que o& + Z soit le champ
normal affine. Z est la solution de [’équation

9 | < 5 _
5—;+;h13Z =0

o : .
Z = Z 7',
=1
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Soit (Fij)ij Vinverse de la matrice (Fy;), . Nous pouvons trouver le champ de vecteurs nor-

mauz € de la forme :

s\~ [ pri09

f= 3 (Feg%) fonves
ol ¢ = | det (Fjj) |72

Nous continuons cette section avec une hypersurface non dégénérée f : M —s R™HL

munie d’une structure de Blaschke (V, h, S). Nous nous intéressons ici sur le théoréme 1.9.2
et le théoréme 1.9.5.

D’apres 1'équation de Codazzi pour h du théoréme 1.9.5, on voit que la forme cubique C
est symétrique par rapport & X,Y et Z et qu’elle est définie par :

C(X,)Y,Z)=(Vxh)(Y,Z), pourtous X,Y,Z € X(M).

Maintenant, en ajoutant la connexion induite V sur Af, nous pouvons considérer la
connexion de Levi-Civita V de la métrique affine h.

Définition 1.9.13.

Soient V la connerzion induite et V la connerion de Levi-Civita de la métrique affine h sur
M. Le tenseur de différence associé a V et V de type (1,2), noté K est défini par :

K(X,Y)=VxY —VxY, pourtous X,Y € X(M). (1.40)

Puisque les deux connexions V et V sont de torsion nulle, alors on a :

KX, V) = K(Y.X).
On peut aussi écrire
KxY = K(X,Y), pour tous X.Y € X(Al).

et Kx est un tenseur de type (1.1) défini par :

Kx =Vx—Vx : X(M) — X(M)
Y = KyY = VyY — ViV

On peut trouver une relation entre le tenseur de différence K et la forme cubique C.

Proposition 1.9.14. [39/
Nous avons :

C(X,Y,Z) = —2h(KxY,Z), pourtous X,Y,Z € X(M). (1.41)
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Remarque 10.
D’aprés Uéquation (1.41), nous avons :

MKxY,Z)=h(Y,KxZ), pourtous X,Y,Z € X(M),

ce qui indique que 'opérateur Kx est symétrique par rapport a h.

Corollaire 1.9.15.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

e V=V,
e K=0,
e (=Vh=0.

Concernant ces deux tenseurs, nous avons les suivants.
Théoréme 1.9.16. [39/
Soit K le tenseur de différence sur M. La condition d’apolarité est définie par :

trace Kx =0, pour tout X € X(M); (1.42)
c’est a dire : pour tout i fixé,

oz

Jj=1 =1

oL . ] ", 9
ZKZJZO ou K_a__gx—J:ZKu—a—w—l'

Théoréme 1.9.17. [39]

Soient X, Y € X(M). La condition d'apolarité (1.42) est équivalente & chacune des trois
conditions suivantes :

(1) pour tout X € X(M), trace, {(Y,Z) — C(X,Y,Z)} =0,
c’est a dire, pour tout ¢ fizé :
Z hﬂC’ijl - O

ji=1
ot
® C'le =C (%7 "5%) b%f);
o la matrice (hﬂ)ﬂ est linverse de la matrice (hj),,
L ] h'jl == h(-a—z—a, 8—(1{)
(2) pour tout X € X(M), tracep,(Vxh)=0;
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(8) trace, K = 0, c’est a dire, pour tout i firé :

n

Y WKy =

Ji=1

Nous finissons ce chapitre en énoncant le théoréme suivant qui est trés important dans la
géométrie affine.

Théoréme 1.9.18. [39/

Soient f : M — R™"* Phypersurface non dégénérée muni d’une structure de Blaschke et

n=dimM > 2. §i la forme cubigue C est identiquement nulle, alors f(M) est une hyper-
surface quadratique dans R™,

On peut trouver la démonstration de ce théoréme dans le livre [39, page 53] de K. Nomizu
et T. Sasaki.
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Chapitre 2

Surfaces en géométrie équiaffine de
Blaschke

Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons la classification des surfaces affines dans la géométrie
équiaffine de Blaschke de R3.

Sauf précision contraire, M est une surface affine non dégénérée dans R3 munie de la structure
de Blaschke (V, h, S) ou V indique la connexion affine de torsion nulle, h est la métrique affine,
S est l'opérateur de forme affine sur Af. Soit R le tenseur de courbure associé a V.

Nous regarderons les tenseurs les plus simples qu’on peut construire avec les données de
la géométrie équiaffine de Blaschke, c'est & dire : la métrique affine h, 'opérateur de forme
S, la forme cubique C = Vh et le tenseur V.S. Avec ces tenseurs, nous nous intéresserons de
trouver toutes les surfaces vérifiant :

L =0,

VL =0,

VL est totalement symétrique
R-L=0,

ou L € {h,S,Vh,VS}.

Nous commencons par des résultats connus, puis nos résultats. Pour plus de détails sur la
géométrie affine, nous nous référons & [37].

En 1992, W. Jelonek [18] d’un c6té, R. Niebergall et P. J. Ryvan [36] d’autre c6té ont
classifié toutes les surfaces munies d'un opérateur de forme parallele, c'est & dire VS = 0.

W. Jelonek [18] a prouvé qu'une hvpersurface satisfait R - S = 0 si et seulement si
I'opérateur de forme est une identité multiple d'une constante, ou 5% = 0 et le rang(S) < 1.

En 2005, M. Belkhelfa et M. Katou [1] ont prouvé que toute surface avec un invariant
de Pick constant satisfaisant R -S = 0 est une sphére affine ou une surface affine minimale
réglée.
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En 2005, M. Katou [19] a présenté toutes les surfaces affines dans R3 satisfaisant les quatre
cas suivants : R-h = 0, V(VS) totalement symétrique, V(VS)=0et R-C =0.

Les classifications des surfaces affine dans R® avec quelques propriétés ont été connues
comme dans le tableau 1 suivant. Nous avons I'intention de remplir toutes les cases blanches

dans ce tableau.

L : Champ de | h : métrique S : Opérateur C = Vh : Forme
tenseur affine de forme cubique a=VS§
1 : toutes les 2 : toutes les 3 : toutes les spheres
L=0 —_— spheres affines surfaces affines,
impropres quadratiques z = ye* + @(x) ou
z = ytanz + ®(x)

4 : toutes les | 5 : toutes les spheres 6 : toutes les 7:

VL=0 surfaces affines, surfaces

quadratiques z = ye® + ®(z) ou quadratiques,
z = ytanz + ®(x) ou surface
de Cayley

VL 10 : toutes les 11:

est spheres

totalement 8 : toujours 9 : toujours affines

symétrique
12 13 : toutes les 14 . 15
spheres affines
R(X.Y)-L=0 ou toutes les
surfaces affines
minimales réglées

Tableau 1 : Classification des surfaces affines dans R3.

Nous lisons ce tableau comme suit : par exemple la case 5 signifie que toutes les sur-
faces affines qui satisfont V.S = 0 sont toutes les spheres affines ou les surfaces données par
z = ye® + ®(z) ou celle donnée par z = ytanz - ®(z) ol ¢(x) est une fonction arbitraire.

Dans la section 2.1, nous trouvons les résultats présentés par M. Katou [19]. Il a rempli
les cases 7, 11. 12 et 14. On présente et on démontre les théorémes suivants : théoreme 2.1.1.
théoreme 2.1.2, théorgme 2.1.3.

Dans la section 2.2, nous présenterons nos résultats sur les surfaces affines satisfaisant
R-VS = 0.(cf. Théoreme 2.2.1). Nous remplirons la case 15.

2.1 Surfaces affines avec des champs de tenseurs pa-
ralleles

En 2005. M. Katou [19] a trouvé les trois les théorémes suivants.
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Théoreme 2.1.1. [19]

Une surface affine M dans R® satisfaisant R(X,Y) - h = 0 pour tous champs de vecteurs X
et Y tangents a M, est une sphére affine.

Théoreme 2.1.2. [19]
Soit o un champ de tenseurs défini par o = VS sur une surface affine M dans R® avec un
tnvariant de Pick constant. Alors,

(i) Va est un (1,3)-champ de tenseurs totalement symétrique si et seulement si M est
une sphére affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale
réglée.

(#) De plus, Va = 0 si et seulement si M est une sphére affine ou une surface déterminée
par U'une des €quations suivantes :

z = ye + &(z), (2.1)
z =ytanz + ®(z),
z= ygzg; + &(x), (2.3)

ou At et Bi sont des fonctions d’Airy linéairement indépendantes et ou ® = ®(z) est
une fonction différentiable.

Par définition, les fonctions d’Airy A et Bi sont deux solutions linéairement indépendantes
de Véquation différentielle

¥"(z) = z)(z), pour tout z € R,

o1 ¢ est la dérivée seconde de ¢ (cf. [26]).

Théoréme 2.1.3. [19]

Soit M une surface affine dans R® avec un invariant de Pick constant.
Alors, R(X,Y) - C = 0 pour tous champs de vecteurs différentiables X et Y sur M si et
seulement si M est une surface quadratique ou une surface affine minimale réglée.

Le théoreme 2.1.1 est une généralisation du théoreme de Pick-Berwald qui caractérise
une surface vérifiant Vh = 0. Le théoréme 2.1.2 est une généralisation du théoreme de W.
Jelonek [18] qui caractérise une surface vérifiant V.S = 0. Ensuite, le théoréme 2.1.3 est une

généralisation d’un théoréeme de K. Nomizu et U. Pinkall [38] qui caractérise une surface
vérifiant VC = 0.
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2.1.1 Deéfinitions et propriétés

Soit M™ une hypersurface de Blaschke dans R***. Soient £ le champ de vecteurs normaux
affine & M, f: M — R 'immersion de Blaschke et (V,h, S) est la structure de Blaschke
de f sur M. La connexion naturelle D sur R™! induit la connexion de torsion mulle V et
la métrique affine A par I’équation (1.20) de la formule de Gauss. S est I'opérateur de forme
affine associé a £.

On rappelle que dans la structure de Blaschke, VS est toujours symétrique. Nous rappelons
aussi les définitions suivantes.

e La courbure moyenne affine, notée H est une fonction définie par :

H = lz‘,raceS.
n

e On dit que M est une hyperspheére affine dans R"*! si S est une identité multiple
d'une constante. Il est claire que, sur une hypersphere affine, S = HI.

e on dit que Al est une hypersurface affine minimale si H = 0.

e L’invariant de Pick, noté J est une fonction définie par :

1
J = mh(c, C),

ou
* C est la forme cubique sur M : C(X;. X,, Xi) = Cjx,
n

* h(C,C) = Y HPWIR"C,pCpy,
VLA 2Ry
* la matrice (k). est l'inverse de lamatrice (hy, = h(X;, X)), -
Maintenant, nous considérons le cas ott n = 2. Soit f : M +— R3 Pimmersion de Blaschke
de Phypersurface Al dans R3.
e 1 est dite une surface réglée si et seulement si h est une métrique indéfinie et J =0
(cf. [39. pp.89, 90, définition 11.1. et théoreme 11.3, 11.4}).
En vertu de ces définitions, on a les propositions suivantes.
e La surface vérifiant J = 0 est quadratique ou réglée, parce que d’apres la définition de
h, J = 0 signifie que C = 0.
o ( est paralléle par rapport & V si et seulement si 'immersion M est une surface qua-
dratique ou la surface de Cayvley donnée par 'équation z = zy + %x:”.
e S est parallele par rapport V (c'est & dire V.S = 0) si et seulement si I'immersion A
est une sphére affine ou une surface détérminée par 'une des équations (2.1) ou (2.2)
du théoréme 2.1.2 (cf. [18]).
En 2005, M. Belkhelfa et M. Katou [1] ont obtenu le théoreme suivant.
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Théoréme 2.1.4. [1]

(1) Toute surface affine munie d’un invariant de Pick constant dans R® satisfaisant la condi-
tion : pour tous champs de vecteurs X etY tangents ¢ M, R(X,Y) S = 0, est une sphére
affine avec une courbure métrigue constante ou une surface affine minimale réglée.

(it) Toute surface affine minimale réglée peut étre écrite comme z = y¥(z) + ®(x), o ¥
est une fonction différentiable et non constante en x et ou @ est une fonction quelcongue
différentiable en x. Réciproguement, chaque surface qui peut étre écrite comme ci-dessus est
une surface affine minimale réglée.

Remarque 11.
La classification des sphéres affines avec une courbure métrique constante a été montrée d’un
coté par M. A. Magid et P. J. Ryan [35] en 1990 et d’autre coté par U. Simon [48] en 1991.

Une telle sphére est affinement congruent d une surface dans R® définie par l'une des équations
sutvantes :

Tyz = 1 (2.4)
(#+v))z = L (2.5)

z = 495 (2.6)

z = zy+ (), (2.7)

2 +y?+ 22 = 1 (2.8)
2?22 = 1 (2.9)
flu,v) = uA(v)+ A'(v); (2.10)

ot ® est une fonction quelconque différentiable en x, et A est une fonction différentiable
a valeur dans R® en v telle que le det[A, A, A"] est une constante non nulle.

2.1.2 Meétrique affine h et le champ de tenseurs a = VS§

Dans cette section, on démontre le théoréme 2.1.1 et le théoréme 2.1.2. Premierement, on

a le lemme suivant qui est équivalent & 'assertion connue sous le nom de [’identité de Ricci
(cf. [21, p.79)]).

Lemme 2.1.5. [21]

Soient L un champ de tenseurs arbitraires et V une connezion de torsion nulle sur M™. Si
L = VL est totalement symétrique, alors les deur conditions suivanies sont équivalentes :
(i) VL est totalement symétrique :

(it) R(X,Y) L =0 pour tous X.Y,Z € X(M).
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Démonstration. (Preuve du Théoreéme 2.1.1) _

Si on choisit I'opérateur L comme la métrique affine h dans le lemme 2.1.5, alors L est la forme
cubique C. On sait que la symétrie totale de VC est équivalente & la condition que la surface
est une sphére affine (cf. [2]). Par conséquent, il est équivalent 3 la condition R(X,Y, Z)-h =0
pour tous X,Y, Z € X(M). Donc on obtient le théoréme 2.1.1.

O

Démonstration. (Preuve du Théoréme 2.1.2) _

Si on choisit 'opérateur L comme l'opérateur de forme S dans le lemme 2.1.5, alors L est
égale a. D’aprés I'hypothése dans le théoréme 2.1.4 (i), J est une constante, la condition
R(X,Y)-S =0 pour tous X,Y € X(M) est équivalente & la condition que la surface est une
sphere affine avec une courbure métrique constante ou une surface affine minimale réglée.

Par conséquent, elle est équivalente & la symétrie totale de Va. Donc on obtient (i) du
théoréme 2.1.2.

Ensuite, on va démontrer (ii) du théoreme 2.1.2. Si Va est nul, alors il est totalement
symétrique, et si v est nul alors il est parallele. Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour
que « soit parallele est que la surface est une sphere affine ou une surface affine minimale
réglée avec une certaine condition qui contient (2.1) et (2.2) (cf.[18]).

On suppose maintenant que la surface n’est pas une sphére affine. On la note par M.
Alors, elle doit étre une surface affine minimale réglée et d’apres le théoréme 2.1.4 (ii) elle
peut étre écrite comme z = y¥(x) + &(z).

Soit f : M — R?® I'immersion définie par :

T
iz, y)— Y
y¥(z) + o(x)

Nous cherchons le normal affine de Blaschke £ en utilisant la méthode dans la sous-
section 1.9.10 du chapitre 1.

Soient D la connexion naturelle sur R® et £ =(0,0,1) un champ de vecteurs transversaux

sur M. Soient h, V respectivement la forme fondamental affine et la connexion affine associées
a £. Nous avons :

9 L 9 0
fa ——) = 0 y e ——) = 1 et
(Bx y¥'(z) + 9'(x) (By V()



Nous cherchons les expressions de & et V. D’aprés la formule de Gauss, nous avons :
0
~ a 0
D_a_a_f*<58->= 0 f,,(va;) h(a 8)5,
T y¥"(z) + () o

0
= 0 g 0 \-=
\Iﬂ?x) ) = <v7’%5—y> R (395’ ay) ¢

£;
v
Bor (D)= (0)=r (v, 2)+7(2.2)
&7 \ay )~ 0 — I\ V& oy dy’ By
Ce qui nous donne
= 0 = 0 = 0 <= 0
V%%—V%@—V%%—V%ggzo, (211)
~/0 8 , , —(0 0 ({0 0
— )} =¥ ' —_— ] = —, — | =0. 2.12

h(@z’am y¥'(z) + ®"(z), h 8m’8y> \If(x),h(ay By) 0 (2.12)

On calcul ¢ (5%, a%) :

’ (%’%> o (f* <5%> o <%) .g) ~ ( y\pf(xi@/(x) \If((l)z) % ) -t

donc { (;1, ai est une base unimodulaire.
On calcul le detg h -

i

(75
(5

On prend p = |det9 —hjl ]\Il (z)|2.
Comme £ = (0,0.1), donc D 2 § Do 5 = (, ce qui nous donne : 7 = 0. Alors, le champ de
vecteurs normaux affine de Blaschke est défini par :

£ = pE+ fu(2),

detg_ﬁ =

FloFle
Flole

{ y\If”( )+¢I>”(z) \I//(."L')
' (z) 0

sl

= - (V'(x))*.
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ot Z vérifie I'équation : h(Z, X) = —Xp, pour tout X € X(M).
On cherche Z = 2' & + z2-§’—y qui vérifie cette équation, nous avons :

el 8
R(Z,2)=-2p,
7 8} = _2
h ,5—& ———-ggp

{ (y9"(2) + ¥(@)) 2 + ¥ (2)22 = - (W @))
U'(z)z! = 0.

Ce qui nous donne :

En résolvant ce systeéme, nous trouvons :
_ 1 =172\ _?__
Z = (|\1; ()| ) 5 (2.13)
Ensuite :
/2%
=¥ (@)|"*E+ 1.(2).

Donc, le champ de vecteurs normaux affine de Blaschke est défini par :

0
£ = ( (1 (z) =72’ ) . (2.14)

(19 (z)|-/2%(x))’

Soient h, V et S respectivement la métrique affine, la connexion induite et 1’'opérateur

de forme affine associés & £. Considérons le cas ou ¥'(z) > 0, pour tout (z,y) € M, donc
|V ()] = ¥'(z).

Nous allons chercher les expressions de h, V et S.
e D’apres ’équation (1.30) de la proposition 1.8.7 dans le chapitre 1, nous avons :

1
V¥ ()

Ensuite en utilisant 'équation (2.12), nous avons :

o D’apres ’équation (1.31) de la proposition 1.8.7 dans le chapitre 1, nous avons :

h(X,Y) = Rh(X,Y), pour tous X,Y € X(M) et (z,y) € M.

—_ 1 —
VxY = VY — ——h(X,Y)Z
V¥ (z)

=VxY — h(X,Y)Z, pour tous X,Y € X(M) et (z,y) € M.
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Ensuite en utilisant les équations (2.11), (2.13) et (2.15), nous avons :

8 5 8 1 \ o
e (5 %) () &
= — (y¥"(z) + ®"(z)) ( NGO ) (\/—\1;1@_)
1, " 1\ 8
= —5(:‘/\1/ (:C +® (SC)) <\IJI(I>) S‘y_

En faisant les mémes calculs, nous avons :

8 1t II .

V%é} ( II/ Ll,‘)-f-q? ( > -, (216)
a 3 U (z )
0

V%a—y = O (218)

e D’apres Pexpression de £ dans I’équation (2.14), nous avons :

0
- (wey™)
(@)™ v + (w@)"

En appliquant la dérivation D suivant la direction % a £, nous avons :

(~397(2) (w(2)) W (@) + §u () (¥() )

Ce qui nous donne :

s ((\Iﬂ(x))“l/z)"f-. (2.19)



En appliquant la dérivation D suivant la direction % a £, nous avons :
0
~ 15}
D%ﬁ—- (0) ——f*(Sé—z-/-)‘

Ce qui nous donne :
9 (2.20)

[en]

Nous cherchons les expressions de a(X,Y) = (VS)(X,Y), pour tous X,Y € {—O%, a%}'

Par définition : pour tous X,Y € {2%- a%}’

a(X,Y) = (VxS)Y = Vx(5Y) - S(VxY).
D’aprés 1'équation de Codazzi pour S (1.24*) du théoreme 1.8.6 du chapitre 1, a est une

application bilinéaire symétrique.
En appliquant cette formule et en utilisant les équations (2.16) & (2.20), nous avons :

a 0 0 0
(52m) =V (52) -5 (Vez)

—V, (((\p’(r))”m)" a%) - s( - %(y\I’"(LI:) +9"(x)) (mim)l ;y).

Alors,
o (%’ %) = ( (@) ™) + (@)™ (%—%) ) a%‘ (2.21)
Ensuite,
2 (2.23)

0 0 0
() ~vs (55) s (Taz) o

Nous cherchons les expressions de Va. Par définition :

(Vxa) (Y, 2)=Vx (Y, Z)) — a(VxY,Z) —a(Y,VxZ) pourtous X,Y,Z € X(M).
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Nous avons :

o 0 a 0 0 4
(V%a) (-(9—50’ 5;) :V% (a (a, 5—;) ) -2 (V_L%gg;, E{)

+ (y\I/”(I + '(a) ) (\Iﬂ( >>/ <‘% %)
{ (W@) )" 2 ((¥() 1/2)’” (2\1’\1:'((3;)))
(v ))—1/2)” ((-2%%)““ (2\11\1///'((?»2)}%

= — (((\p'(x))—lﬂ)")" ( )*1/2 d
(W) oy

En faisant des calculs similaires dans le cas olt ¥'(z) < 0, nous avons trouvé que :

(v o a) (ai ;%) =— (%) l@'(x)]“1/25%_ (2.24)

En utilisant les équations (2.22) et (2.23), nous avons :

(Vo) (a‘i aay) (Vea) (5%,%) = (vga) (%%) —0.  (2.25)

Par conséquent la condition nécessaire et suffisante pour que « soit paralléle est :

(r@2"\"
@) T

On considére d’abord le cas ou
(r@2)"\ _
|W'(z)|-12 )

(1W'(@)7/?)" = g ¥' (@)%

Alors, U satisfait :

ol ¢ est une constante.
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e Si g = 0, alors la surface peut étre écrite comme :
z = iy/(clx + ¢o)~2dz + @(x)

_ y (:{:——-———CI(C]iﬂﬁ + 03) +@(z) (st ¢ #0);
y(Ec %z + c3) + o(z) (si a=0);

ol ¢y, €2, et c3 sont des constantes.

Dans le cas ol ¢; # 0, en utilisant une transformation affine dans R? définie par :

U 1 0 0 x
v | = 0 =£cic ¥ vy,
w 0 1Fciees ZFceico z

NOuS avons :
U=21I;
v =ci(Eesy F2) ;
w = (1 F cyeoc3)y £ c1092.

ce systéme est équivalent au systéme suivant :
r=u;
= 52 N
Yy e + w) ;

~ (2 1
z o :}I%)v—l—%w.

(2.26)

En changeant les expressions de z.y et > dans I'équation (2.26) de cette surface, nous avons :

CoCs 1 Co 1
— Fs|vtaw=|—v+w)|F—F——+cz)+Pu)
e i ¢ c(cu + c)

w=uv x ci{qu + c2)P(u).

Done :

Dans le cas ol ¢; = 0. en utilisant une transformation affine dans R® définie par :

U 1 0 0 T
T = 0 ﬂ:cz_ 20 Yy
u 0 —c3 1 z

et en faisant la méme méthode du calcul précédent. 'équation de cette surface devient :

tc3cav + w = £csv(Ecs *u + ¢3) + (u).

Donc :
w = uv + ®(u).
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Par conséquent, en réécrivant {u.v,w} par {r,y, z}. dans les deux cas, la surface est écrite
comme (2.7), qui est une spheére affine.

¢ 5i g > 0, alors la surface peut étre écrite comme :

z = :f:y/ (creV® + CQe_\/a”’)—2 dz + ®(z)

Y <:F261\/(_j(0122‘/az+02) + CS) + @(CE) (SZ Cq 75 0) |

Y (:{:%}\/——aez\@z + cs) + ®(z) (sii c1=0);

ol ¢;, ¢y et ¢3 sont des constantes.
De la méme maniére, si ¢; # 0, en utilisant une transformation affine dans R3 définie par :

U 2\/q 0 0 x
v | = 0 +2cies /g F2c3./q y |,
w 0 17 2cicacs/q F2c102\/q z

I'équation de cette surface devient :

£ 1 + caw CQv‘w)( ! +c>+®< - )
—_— T — v = | — —_ .
1 T 2c3./q ’ a :cmlﬁ(cleu +o) 2\/4

Donc :

u
w = ve" & 2¢14/q (c e“—b—cz)@(———).
1\/_ 1 2\/5

Dans le cas o1 ¢; = 0, en utilisant une transformation affine dans R® définie par :

w 2yg 0 G T
1

v = 0 im 0 Yy

w 0 —C3 1 <

I’équation de cette surface devient :

~ 1 \ U
+2c5c34/qu + w = £2c3+/qv (:té?—\/——a-e“ + cs) + @ (ﬁ) .

) &

Donc :
U

2,/
Par conséquent, en réécrivant {u.v.w} par {r,y.z}. dans les deux cas, la surface est écrite
comme (2.1).

w = e’ + & (
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e 51 g < 0. alors la surface peut étre écrite comme :

by
!

= :i:y/(clsm\/_w—i—czcos\/_z) dr + ®(x)

y $C1\/—(C1ti.n\/‘.’t+c2) +63) +®(z) (st a #0);
vyl \/—tan\/_1‘+63)+@() (si a=0),;

ol ¢y, ¢y et ¢3 sont des constantes.

Dans le cas oll ¢; # 0, en utilisant une transformation affine dans R? définie par :

U v 4 0
0] = 0 ic%cm/—q ?cﬂ/
w 0 1 Fcieacs/—q ZEcican/— q

I"équation de cette surface devient :

A ! v+ cgw e + ! +c3 )+ @ ( Y
|V = —=v+w i
C1 ¥ A2\ —q 3 c1 q:ch/—q(cl tanu + ca) 3 v—q

Donc :

e 8

u
w=vtanu + c;v/—q(c; tanu + )P (ﬁ) .

Dans le cas oii ¢; = 0, en utilisant une transformation affine dans R3 définie par :

u v/ —q 0 0

w 0 — 63 1

N e R

I"équation de cette surface devient :

1 U
+cles/— qu w = £/~ qu ————tanu+c +<I><————->.
2C3 + 2 ( r—q 3) =5

Done :

] vtanu+®( 4 >
w = —_—
v—q

Par conséquent, en rééerivant {u,v, w} par {z,y, 2} dans les deux cas. la surface est écrite
comme (2.2).

Maintenant, on considére le cas :
7
vl 1/2 ) ‘I’ [ 1/2
<(l]—\1/(2)}1—17_2) ) =0 mais (W) est non nune’
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alors ¥ satisféit : "
(' (@) = (pz + )| ¥ ()| 772,

ol p est une constante non nulle et ¢ est une constante quelconque.
Alors elle satisfait :

W' (2) 72 = ¢ 4i (p33 + qp™%) + o Bi (%2 + o),

oll ¢; et ¢p sont des constantes.
Donc :

-2
¥(z) = i/ (clAz' (0" + qp™*®) + 2 Bi (p'/*z + qp*7) ) dz.

En raison du fait que, pour tout z € R (cf. [26]), Ai'(z)Bi(z) — Ai(z)Bi'(z) = —1/7, la
surface peut étre écrite comme :

-2
z = 4y / (clAi(pl/Sx +gp~%3) + ¢, Bi(p'/ 3z + qp‘2/3)) dz + &(z)

y|x

A,(pl/gﬁ‘,p—z/a +cg | +Q(z) (st 1 #0);
= cpt/3 (cl m%—q)

TAi (p1/3x+qp_2/3) . _ .
Y (ch§p1/3Bz(p1/3$+qp‘2/3) +c3 ]+ CI)(I> (52 c1 = O) 3

oll c3 est une constante.

Dans le cas oti ¢; # 0, en utilisant une transformation affine dans R® définie par :

u pl/3 0 0 gp~ /3 T
v | 0 Ficicgp!/? :}:%c%pl/s 0 y
w | 0 1= Zcicacsp'® ;%clczpl/?’ 0 z
1 0 0 0 1 1
I’équation de cette surface devient :
(225 o0 ) vrew = (Zv+w) (2 i s e (pu-2).
i cip c1 cp/? (Cl ;z% T 02) P
Donc : Aiw) 1 Ailw)
Y= Bitw T 7 ( Biu) - ) (” )
Dans le cas olt ¢; = 0. en utilisant une transformation affine dans R définie par :
u p1/3 0 0 qp—2/3 T
v | 0 :Fg;T/_z 0 0 y
w 0 —C3 1 0 Z
1 0 0 0 1 1
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I’équation de cette surface devient :

Lo s Lo mAi(u) -1/3 q
IF;T—czcgp ’U+’U)=3F7—T'(22p v :Fm-i-(l;g +®|p u—-z—) .

Donc :

w = vgzz% +&® (p”1/3u - %) :

Par conséquent, en réécrivant {u, v, w} par {z,y, z}, dans les deux cas, la surface est écrite
comme (2.3) et on obtient le théoréme 2.1.2.

O

2.1.3 Tenseur de courbure de la forme cubique C

Dans cette section, on démontre le théoreme 2.1.3.

Démonstration.
On suppose d’abord que J est une constante non nulle, alors, nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.1.6. [I]

St J est une constante non nulle, nous pouvons choisir deux champs de vecteurs différentiables
X1. Xo définis localement sur un voisinage U dans Al satisfaisant :

h(X,. X)) = £.6,,. (2.27)
C(_Xl.Xl‘.X{) = ”:’1\/251J.,
C(Xy, Xo. Xo) = cav/221d, (2.28)
)

C(X1. X1 Xo

ot £, = x1 respectivement et §,, est le symbole de Kronecker. Ensuite. il ezistent trois
fonctions différentiables a, b, H sur U telles que :

SX; = (H -+ 3516\/51;]//2} XNy — 3&«/51']/2}(2, 2 29)
SXQ = (-——351:‘2(1\/ 81J(/2\}\ };1 -+ !':fg - 3515\/ 51_J/2) }(23 B
H = zX;(b) + Xo(a) — 90 —516° — J . (2.30)
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D’apres ’équation de Gauss, nous avons :

R(.Xv.,;1 Xj)Xk = h(Xj,Xk)SXi - h(X'i,Xk)SXJ, pour tous X,,,,Xj, Xy € x(M) (231)
En utilisant cette équation (2.31), et les équations (2.27), (2.29), nous trouvons :
R (X1, X2) X1 =h(Xs, X1) SX) — h (X1, X1) 5Xa
_— EISXQ
= (382a\/51J/2> X1+ (—51H + 36\/51J/2) Xs; (2.32)
R (Xl, XQ) X2 =h (XQ, Xg) SX] - h (X], Xz) S.X2
:625X1
= (22l + 35152b\/51J/2) X1 - (3e20v/21072) Xo. (2.33)
Nous savons que : pour tous X,Y, Z, V,W € X(A]),
(RX,Y)-CY(Z,V,W) =~ C(R(X,Y)Z,V,W) - C(Z,R(X,Y)V, W)
- C(Z,V,R(X,Y)W). (2.34)
En utilisant les équations (2.28), (2.32), (2.33) et (2.34), on obtient :
(R(Xl, X2) . C) (Xl, le Xl) = -3C(R(X1, Xz)X}_, Xl. Xl)
; = 9eqad ; (2.35)
(R(X1,X3) - C) (X1, X1, Xa) = —2C(R(X1, X2) X1, Xa, Xo) — C(R(X1, Xp) Xy, X3, Xi)
= 361z (H\/251J - bJ) : (2.36)
(R(X], Xz) : C) (Xl, )(2, X2) - ——C(R(Xl, XQ)X], Xz. Xz) - ZC(R(Xl. XQ)XQ. Xl, XQ)
= 3e1aJ ; (2.37)
(R(Xl, Xz) . C) (X2, XQ, Xg) = —3C(R(X1, XQ)X;), Xz. XQ)
- -3 <H\/261J + 3bJ) . (2.38)
Maintenant on suppose que :
R(Xl, XQ) . C = 0
Alors d’apres les équations (2.35), (2.36), (2.37), (2.38), on obtient :
a=b=H=0. (2.39)
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En utilisant 1'équation (2.39) et I'équation (2.30), nous avons :
J=0.

C’est une contradiction.

Par conséquent, il n'y a aucune surface munie d’un invariant de Pick J constant différent de
zéro satisfaisant R(X,Y)-C = 0. Ainsi nous pouvons considérer le cas J = 0. Si C = 0 (c’est
a dire la surface est une surface quadratique), alors évidemment, R(X.Y) - C =0.

Ainsi on suppose que C # 0 et on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 2.1.7. [1]

SiJ =0etC # 0, on peut choisir deux champs de vecteurs différentiables Xy, Xo définis
localement sur un voisinage U dans M satisfaisant :

h(Xl, X]) =1- 5'ija (240)
{ C(Xl,XlaXI) = - (241)
C(X1, Xy, Xo) = C(X1, Xo, X2) = C(X2. X2, X2) = 0.

Il existe aussi trois fonctions différentiables a.b, H telles que :

SX;=HX, —3bXs, SXo=HXo, (2.42)
H= —-le - Xza — 2ab. (243)

En utilisant le lemme 2.1.7 et en faisant la méme méthode aux calculs précédents , nous
obtenons :

(R(X1. X2) - C) (X1, X1, X1) = —3C(R(X1, X2) X1, X1. X1) = 6H ; (2.44)
(R(X1, X2) - C) (X1, X1, X2) = —2C(R(X1, X2) X1, X1, Xo) — C(R(X1, X3) X5, X1, X1) =0
(R(X1 X3) - C) (X1, Xo, X3) = —C(R(X1,X2)X1. X2, Xa) — 2C(R(X1. X2)Xa, X1, X2) = 0
(R(X1. X3) - C) (X2, X2, X2) = —3C(R(Xy, X2)Xo. X2, X2) = 0.

On suppose maintenant que :
R(X:,X3)-C =0.
Alors, d’aprés ’équation (2.44), on obtient :
H=0.

Par conséquent, la surface est une surface affine minimale réglée.
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Réciproquement, si la surface est une surface quadratique, alors C est nulle et R(X,Y)-C
est aussi automatiquement nul.

Pour une surface affine minimale réglée, par le théoréme 2.1.4 (ii), elle peut étre écrite comme :
z =y¥(zx) + ®(z).

Sur cette surface : pour tous X,Y € X(M), nous allons vérifier si R(X,Y’) - C est nul ou non
nul.

Nous commencons par calculer les R(X,Y)Z et C(X,Y, Z) pour tous X, Y, Z € { B By} En
utilisant les équations (2.15), (2.19) et (2.20), nous avons :

o 0 aJ o 0J d o & 0
R(aa‘y)éz*h(éa’a—x)s'ér"(‘az E’)Sa—y

- 0
V(z) (¥ ()™ ; 2.45
@ ((v@) ™) & (2.45)
0 d\ 0 0 0 0 g 0 0
Ew)atGn) s ) s 0o

En utilisant les équations (2.15), (2.16), (2.17) et (2.18), nous avons :

o0 a 0 0 a 0 g 9
¢ (555‘5) =5z (h (?3' 5‘)) —2h (Vﬁx’ 5‘)

(y\Il//(x + ®"(x) ) + \If” .’[) + @”(JE)) (\Iﬂtx) ; (2.47)
8 8 a\ 8 g 9 8 8
¢ (59?55’?’95> :8:r( oz’ dy ) %o’ 6?) —h (6‘7 V%B_y>
1/2 \I’”@ Ty
((\1:( )) ) —0- 2\11’(9:)) V() =0; (2.48)

o 4 0 0 o 9 a 0
(& w) *5z<h ("a‘y*a;)) (a5 5)
U"(z) 5 d
— 9 9Y_g. 2.49
2<2‘1”($))h<8y’8y) v 24
0 0 0 0 0 0
(a5°5) ay(h(ay’ay)> ) (230

Ensuite. pour tous X,Y. Z,V.W € {%, a-%}, nous calculons les (R(X,Y) - C)(Z,V,W).
En utilisant les équations (2.32), (2.33), (2.47). (2.48) , (2.49), (2.50) et la formule (2.34),
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ous avons .

o 9 g o0 0 0 9\ 9 o0 0
(R (5) 'C> (G aa) =2 (R (=) 5‘8—3—)

0 0 g o0 0 g o\ d d 0
(R (= 5) 'C) (=53) —*3C(R (%) a—ya—ya—y) ~¢

Donc, pour tous X,Y € X(M). nous avons : R(X,Y)-C = 0 et le théoréme 2.1.3 est
démontré.

O

Finalement, on a aussi rempli les quatre cases blanches 7, 11. 12. 14 dans le tableau 1
de l'immersion affine de Blaschke f : M? — R3 munie d'un invariant de Pick constant. Ces
résultats sont donnés dans les théoremes 2.1.1. 2.1.2 et 2.1.3. On obtient donc le tableau 2
suivant.
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L : Champ de | h : métrique S : Opérateur C = Vh : Forme
tenseur affine de forme cubique a=VS
1 : toutes les 2 : toutes les 3 : toutes les spheres
L=90 — sphéres affines surfaces affines,
impropres quadratiques z =ye* + ®(z), ou
z=ytanz + ®(x)
4 : toutes les | 5 : toutes les sphéres 6 : toutes les 7 : toutes les spheéres
VL =0 surfaces affines surfaces affines,
quadratiques | z = ye* + ®(z), ou quadratiques, z = ye® + 0(z),
z = ytanz + ®(z) ou surface z=ytanz + ®(z), ou
de Cayley z= ygﬁ + ®(x)
VL - 10 : toutes les 11 : toutes
est sphéres sphéres affines,
totalement 8 : toujours 9 : toujours affines ou toutes les
symétrique surfaces affines
minimales réglées
12 : toutes 13 : toutes les 14 : toutes les 15:
les spheres sphéres affines surfaces
R(X,)Y)-L=0 affines ou toutes les quadratiques,
surfaces affines ou toutes les
minimales réglées surfaces affines
minimales réglées

Tableau 2 : Classification des surfaces affines obtenues dans cette section.

Consernant la case 15 du tableau 2, c'est & dire les surfaces satisfaisant la condition
R -VS =0, nous avons la proposition suivante qui donne quelques exemples.

Proposition 2.1.8.
Toutes les sphéres affines et les surfaces affines minimales réglées satisfont la condition
R(X,Y)-VS =0 pour tout X,Y € X¥(M).

Démonstration.

Si la surface est une sphére affine, alors pour tout X.Y € X(M),a = VS =0et R(X.Y)-VS
est automatiquement nul. Pour une surface affine minimale réglée, par le théoreme 2.1.4 (ii),
elle peut étre écrite comme :

z = y¥(z) + &(z).
Sur cette surface : pour tous X,Y € X(M), nous allons vérifier si R(X,Y) - a est nul ou non
f\l:(lalt-).s savons que. pour tous X,Y, Z. W € X(M),
(R(X,Y) a)(Z,W) = R(X,Y) {Z, W) —a(R(X,Y)Z,W) —a(Z R(X.Y)W). (251)
En utilisant la formule (2.51) et les équations (2.21), (2.32) et (2.33), nous avons :
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o 4. a 0 0o d g 9 g 0\ 0 0
(R (w) ) () =*(@m) o (m) 2 (R (&) 5 5‘)

=< ((w@)™?)"

(o () o (2 4) -
= 0.

D’apres les équations (2.22) et (2.23), nous avons trouvé :
w22V _o(2 2o
oz’ Oy ) oy'oy)
a 0 9 0 g 9 g 0
(R (%) ) (%) - (R (5 %) ) ()=

R(X,Y) -a=0 pourtous X,Y € X(M).

donc :

Alors,

Dans la section suivante, nous allons présenter notre résultat.

2.2 Classification des surfaces affines satisfaisant R - VS =0

Ici, nous étudierons les surfaces affines satisfaisant R - VS = 0. En 2007. nous avons
obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.2.1. [{4]

Soit M une surface affine dans R® satisfaisant R-VS = 0. On suppose que VS # 0. Alors M

est localement équiaffine équivalente g une surface affine détérminée par l'une des immersions
dans R? suivantes :

. 30 cos% %lt) . \/73_);
(1) flu,v) = |sin (\/ > 021/2>\1/ . 3/\11‘> dt - sin —2—11
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ou Cy et A; > 0 sont des constantes arbitraires non nulles et € = £1;

3(—)\1) ’U2 3z 2(—/\1)
2 ) = PPN e Sa vk — = 2
(2) flu,v) (exp( 3 5 u) Uy 3 +50§(_>\1) exp | ¢ 7 U
ou Cy et A; < 0 sont des constantes arbitraires non nulles;
3( >\1)
3= .2 smh3 t)
(3) f(u,v) ={ cosh | 4/ —u —_— —2 dt
2 2 3 cosh2 3( Al)t)
+cosh ( ?L—;\zzu) )
2
ou Cy et')\l < 0 sont des constantes arbitraires non nulles;
cosh3 ( >‘1
. 3(=\1) / >
4 = — dt
(@) f(w) (smh( . ) e =D
-sinh( §(;2/\—1—)u)>,

ou Cy et A\ < 0 sont des constantes arbitraires non nulles ;

(5) M estlocalement équiaffine équivalente avec la surface réglée définie par

F(u,v) = (a1(u) + v (), a2(w) + vha(u), as(u)),

ou
o les fonctions oy, aa, as sont définies par

aw = [ (-vO8w+u0F50)d
) = [ (~vOmw+1OH0)

az(u) = Cs /u exp(Lk(t)dt)dx,
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o (s est une constante d’intégration,
e les fonctions y, k et 3 = (f1, B2,0) sont rélides par les équations différentielles

—y”—l—ky’-%yz%

/Bll‘f-ﬂ:kﬂ,

et ou p, p sont des fonctions arbitraires dépendantes de u.

2.2.1 Préliminaires

Soit M une surface affine dans R3. Soient D, ) respectivement, la connexion naturelle et
1'élément volume sur R3. Soient £ le champ de vecteurs normaux affine sur M et f : M — R3
I'immersion affine de la surface M dans R3. Nous supposerons toujours que Al est non-
dégénérée. En utilisant 'élément volume ) sur R® donnée par le déterminant, nous pouvons
induire un élément volume 6 défini par :

(X1, X2) = Q (fu(X1), f+(X2),€) = Det [fu(X1), fo(X2), €],
pour tous champs de vecteurs X;, X, tangents a M.
Soient V, S, h respectivement, la connexion induite de torsion nulle, I'opérateur de forme, la
forme fondamentale affine non dégénérée associés a £. Nous avons :
DxY = fJ(VxY)+h(X,Y)E. (2.52)
Dxé = —£.(SX). (2.53)
Nous rappelons la condition d’apolarité suivante :

2
Z hY(Vh)(ex, e e;) =0, pour tout k fixé. (2.54)

1,7=1

ol (h¥),; est la matrice inverse de la matrice (h(e;, €;)).; et {e1, ez} est une base de T, A1,
p € M, telle que (e, ep) = 1.
Nous définissons la courbure moyenne affine H et la courbure affine K par :

H =trace(S) et K = det(S5).
Définition 2.2.2.
Soit T un champ de tenseurs de type (r,s) qui est contravariant de degré r et covariant de

degré s. On dit que le champ de tenseurs R-T =0 si :
pour tous X.Y, 21, ..., Zs € X(AI),

RX,Y) T(Z1,.... 2= > _T(Zy,....R(X,Y)Z,, ..., Z) = 0.
=1
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En utilisant cette définition, I’équation R - V.S = 0 est équivalent a I’équation :
R(X,Y)((VzS)W) = (Vrixx)zS) W + (V2S) (R(X. Y)W). (2.55)

En 1990, L. Vrancken a établi le résultat suivant.

Lemme 2.2.3. /54, pp.180-181]
Soit M une surface affine dans R® & courbure moyenne affine constante H et & courbure affine
constante K. Quite a remplacer £ par —&, l'une des assertions suivantes est vérifiée :

1. Pour tout point p € M, il existe une base {e1,e2} de T,M telle que :

h(ei,e1) =1,

h{es,e0) = ¢,

h{ei,e2) = 0,
Ser = e,
Sez = Agea,

ottt = %1, et ot A\, Ay sont deuz constantes distinctes sur M.
2. Pour tout point p € M, il existe une base {e1.e2} de T,M telle que :

hiei,e;) =1,
h(ez, e2) = —1,
h(eh 62) = 03

Se; = ae; + Beo,
Seg = '-861 + aeo,

ou «, et 3 sont deur constantes sur M et 3 # 0.
3 1 existe__c_ieu:r ouverts Uy et Uy de M tels que
e N =U,UU,,
e surlls :
S = Al
pour une certaine constante A sur Al
e pour tout point p de Uy, il existe une base {ey,ex} de T,M telle que :

h{ei,e1) =0,

h(es, e3) =0,

hiey, es) = 1,
Se; = Aey + eq,
Se, = Aea,

pour une certaine constante A sur M. De plus, dans le cas ou M est convezre (autre-
ment dit h est définie positive ou négative), on a : Uy = M.
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Pour une sphere affine, on a le suivant.

Lemme 2.2.4.
Si M est une sphére affine, alors VS = 0.

Démonstration.

Supposons que M soit une sphére affine. Nous savons alors qu’il existe une constante X telle
que S = AI. Il suit que, pour tous champs X,Y de vecteurs tangents & M, on a :

(VxS)Y = Vx(SY) — SVxY
= Vx(\Y) — A\VxY
= A\VxY — AVyY
= 0.

Lemme 2.2.5.
Supposons que la situation 2 du lemme 2.2.8 soit vrai et que R- VS = 0. Alors : VS = 0.

Démonstration.
Nous savons que :

R(X,Y)Z = -R(Y,X)Z, pourtous X,Y,Z € X(M),
alors nous pouvons fixer X = e;,Y = ey. Soient Z, W € {ey, e2}. L’équation (2.55) devient :
R(e1,€2)((V2S)W) = (VR(ey,e0)25) W + (V2S5) (Rles. e2)W). (2.56)
Nous exprimons le champ de tenseurs VS de M de la fagon suivante :
(Ve 5) 1 = azer + agey,
sy s 25
(Ve,S) e2 = ase; + ages,

ol a1, ag, 03, 04, a5 €t ag sont des fonctions différentiables définies sur un voisinage de p € Af.
En appliquant 1'équation (2.56) et '’équation (2.31) pour tous Z,W € {e1, e} , nous avons :

pour (Z,W) = (e1.€1) :
(—aas + 2aas + a1 3, —aay + 2004 + 3a23) = (0,0) :
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pour (Z,W) = (e;,es) :
(g — aay + aos — azf, aas — aos + aog + ayf) = (0,0) ;
pour (Z, W) = (eg. e9) :

(2aas — aag — 3a50, 2aa4 — aas — o) = (0,0).

Alors, nous obtenons :
(11:&23043—‘:04:015:&6:0.

Donc pour tous X,Y € {e;, e}, nous avons :

(VxS)YY =0.

Lemme 2.2.6.

Supposons que la situation 1 du lemme 2.2.83 soit vrai, det(S) # 0 et que R-V.S = 0. Alors :
VS8 =0.

Démonstration.
En appliquant I'équation (2.56) et I'équation (2.31) pour tous Z,W € {e,, e2}, nous avons :

pour (Z,W) = (ey.e7) :
(agA1 + 2a3he. —a1 g + 2a4X9) = (0.0) ;
pour (Z, W) = (ey.e2) :
(=11 + g1 + ashre, —agA1 — azds + agha) = (0,0) :
pour (Z,W) = (es, €3) :

(—2a3)\1 + agAr1. —2047 — 05/\3> = (0, O)

Alors, nous obtenons :
():1:&2:&3:0{4:&5:016:0.

Lemme 2.2.7.

Supposons que la situation 8 du lemme 2.2.8 soit vrai, cas pour un ensemble Uy tel que
det(S) #0 et R-VS =0. Alors : VS = 0.
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Démonstration.
En appliquant I’équation (2.56) et ’équation (2.31) pour tous Z, W € {e;1, e2}, nous avons :

pour (Z, W) = (e;.€1) :
(—2e03 — a1\ eq; — 2eay — 3aA) = (0,0) ;
pour (Z, W) = (e, ez) :
(—ase + as), caz — eag — ag)) = (0,0) ;
pour (Z, W) = (eg.€2) :
(BasA, eas + ag)) = (0,0).

Alors, nous obtenons :
a1=a2:a3=a4:a5:a6=0.

Donc pour tous X,Y € {e1, ez}, nous avons :
(VxS)Y =0.
a
Ainsi, si M est une surface dans R3 satisfaisant R- V.S = 0 et V.S # 0, alors, en faisant
une restriction & un sous-ensemble ouvert dense et apres un remplacement de £ par —£, nous
trouvons l'un des cas suivants :
Se; = Ae;. Sea =0, hley,e1) =ch(es,en) =1, h(e,e2) =0, (2.58)
ol Ay #£Oetg=41:
Se; = ey, Ses =0, hler.er) = h(ez,e2) =0, hley,er) =1, (2.59)

ou & = =+1.

Si le cas (2.58) est vrai, nous appelons M une surface affine du premier type et si le
cas (2.59) est vrai, nous appelons A une surface affine du second type.

2.2.2 Surface affine du premier type

Dans cette sous section, nous supposerons toujours que M est une surface affine du
premier type (Voir le cas (2.58)). En utilisant les conditions précédentes de cette surface,
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nous obtenons qu'il existe des champs de vecteurs e; et e;, définis sur un voisinage U de
p € M tels que :

561 = )\161, 562 = O,
h{ei,e1) = eh(ez,e3) =1, hlej,er) =0,

ou A # 0ete==1.
Alors, nous pouvons exprimer la connexion V de M de la fagon suivante :

Ve,e1=Tle; + T2 e ;
Veleg = 1"%261 + P%zeg ;
Vee1=The1 + 56
Ve,eo = Tler + Thes ;

(2.60)

ot I'Yy, T}, T}, I, T2, T3, T2, TL, et T'2, sont des fonctions différentiables définies sur un
voisinage de p € M.

Les lemmes suivants donnent quelques relations entre ces fonctions et les fonctions aq, oo, g, oy, a5
et ag.

Lemme 2.2.8.
En utilisant les expressions précédentes de la connexion V, nous avons :

a1:a2=a3=a4:a6=0;
2 _rrl _ 12 __ .
1_‘11“1-‘12'_1-‘21_0'

Qg

F%2:_r1' ;

et Ay est une constante non nulle.

Démonstration.
En utilisant 'équation (2.56) et I'équation (2.31) pour tous Z. W™ € {e;. ez} , nous avons :

pour (Z.W) = (er,e1) -
. (eanAy, 0) = (0,0) ;
pour (Z. W) = (ey,e3) :

(—EOzlAl -+ C(4k1. —EQ2>\1) = (0, O) N
pour (Z, W) = (eq, €2) :

(—2&'&3)\1 + 60(6/\1, -—2€O¢4/\1) = (0, 0)
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Alors, nous obtenons : a; = 0,05 = 0,4 = 0, ag = 203.
Retournons & la définition de VS, nous avons :

(vel S) er. = 0;

(Ve,S)ea = aser;

(vezs) €1 = (vq S) €23
(Ve,S)ea = ase; + 2azes.

En utilisant ’équation (2.61), nous avons :

0 = (VeIS) €1
= Ve (Me1) - S(Ve,e1)
= 61()\1>61 -+ )\1P%162

Donc: e (\)=0etT? =0.
En utilisant ’équation (2.62), nous avons :

aze; = (Ve S) e
= vel(Se2)—S(v6162)

1

. 1 _ o
Donc : Iy = —%2.

En utilisant ’équation (2.63), nous avons :

Qg€ = (VSQS) €1
Ve, (Ser) — S(Veye1)
= 62(/\1)61 + )\1].-‘%162.

Donc: ey(\) =aszet I3 =0.
En utilisant 'équation (2.64), nous avons :

aser +2azer = (Ve,5) e

Il

— 1

Alors : T}, = —‘f\‘—f et az = 0.
Comme e;(\1) = ea(A;) = 0, alors A; est une constante.
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Lemme 2.2.9.
Nous trouvons :

F%Q - Fél - 07
Tl =28
10Ny
Qs
2, = —c—>.
12 52)\1

Démonstration.

Pour la base choisie au début de cette sous section, '’équation (2.54) de la condition d’apolarité
devient :

(Vh)(ei,e1,e1) + (Vh) (e e2,e2) =0, pour tout 7 € {1,2}.

ce qui est équivalente & :
—2h(Ve,e1,€1) — 2h(V, e2,e2) = 0.
Ainsi, pour i = 1 et i = 2, nous obtenons :

I+ =0,
F%l + ng = O

Finalemeﬁt, d’apres ’équation (1.37) de Codazzi pour h , nous obtenons :

(Vesh)(er, e1) = (Ve h)(ez, €1)
(Vesh)(er, e2) = (Ve h) (e, €2).

D’apres ces équations, nous obtenons :

(a4
—26Fi1+)\—j = 0.

Ceci complete la preuve du lemme 2.2.9.

O
Lemme 2.2.10.
as satisfait les équations différentielles suivantes :
3 2
erfas) = —e(52 + 23 ; (2.65)
2M1
62(045) = 0. (266)
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Démonstration.
D’abord, en utilisant I’équation (1.36) de Gauss, nous trouvons :

R(ey, ex)es = h(es, e2)Se; — h(ey, e2)Ses
= E/\lel.

D’autre part, en utilisant 'équation (1.11), nous avons :
R(ela 62)62 = velvezeQ - vezvele2 - v[el,eg]eQ
302  ei(as) ez(as)
= (*5—2-5\-%‘ ————)\1 e;+¢ —2A1 €9

En comparant ces deux valeurs de R(ej,ez)es, nous obtenons les deux équations (2.66) et
(2.65).

ad

Par conséquent, la connexion V est completement déterminée par une fonction arbitraire
as. En fait, nous obtenons :

(611

Velel = E-Q-X;Eil, (267)
o

Ve, €2 = —52—)\5162, (2.68)

VE2€1 = 0, (269)

Ve,er = —=e,. (2.70)
A1

Lemme 2.2.11.

Soit M une surface affine du premier type satisfaisant R-VS = 0 et VS # 0. 1l eziste des
coordonnées u et v sur un voisinage de p € M, telles que l'un des cas suwwants est vrai :

12\ 3A
(1) A >0, Qg = —£A1 —Bitan (\ -—2-1-’11) s

R(fu. fu) =1, A(fo, fo) = 0%, B(fu. fo) = 0.
Vfufv = vafu = 0» Vfuf'u = E%fuv vf@fv = _PQ%fu-
Sfu = /\lfua va =0,

ot p(u) = Cy cos? (\ / %lu) et f, désigne %5;
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2(—1)

(2) A1 <0, a5 =—-X CI

W(fur fu) = 1, Wfo, fu) = €0, h{fus f) =0,
Vfufv = vafu = O, vfufu == 8'2%5;]0”, vafv = ——pZ%‘lifu’
Sfu = )\lfu, va = 0’

ou p(u) = Cyexp (—e L%\Qu) ;

(3) A <0, ag =) g(—_g/\—l)-co’ch ( 3—(%/\1—)~u> ,

h(fuafu) = 11 h'(fv,fv) - Epzv h(fm fu) = 0»
Vfuf'u = vfl.fu =0, vfufu = E'jo;‘ilfuy vf,)f'u = —pZ%fu:
Sfu = Alfu, va =0,

ot p(u) = Cs sinh3 ( i—_—‘D;ﬁlu) ;

= —-A
(4) A1 <0, a5 =2 z(-—?)—/\l-)—tanh( 3( > 1)u> ,

h(fu,fu) =1, h(fv, fv) = 5/’2, h(fuafv) =0.
Vfufv zvf,,fuzoa vfuf'u:s%%fua Vfufv = —p2%‘fu:
Sfu = )\lf’u.» Sf’u = O:

ot p(u) = Cy cosh3 (, /é:%ﬁlu) .

Démonstration.

Soit p une fonction réelle positive définie sur un voisinage de p € M vérifiant p(p) = 1 et les
deux équations suivantes :

ex(ln(p)) = ewlp) _ e (2.71)

P 227
ez(In(p)) =

<D
~
b
-3
N
~—
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Puisque la condition d’intégrabilité est clairement satisfaite, nous savons qu'une telle
fonction p existera toujours.

En utilisant les équations (2.68), (2.69) et (2.71), nous avons :

vpegel = Pve152 =0,
Ve (pe1) = er(p)ea + pVee1 = 0.

Comme la connexion V est de torsion nulle, nous avons :
[61. 62] =0.

Par conséquent, en utilisant le lemme 1.7.11 et le corollaire 1.7.12 du chapitre 1, il existe des
coordonnées u et v définies sur un voisinage de p € M telles que :

fu=-e1 et f, = pes.

Nous obtenons immédiatement que les fonctions o et p dépendent seulement au variable u.
De plus, d'apres le lemme 2.2.10, nous obtenons :

3
ag(u) = —e | =—ai(u) + A2 ). (2.73)
2
Avant de résoudre cette équation (2.73), nous devons considérer quatre cas différents.

* Cas (1) : A1 > 0.
Alors, en utilisant 1'équation (2.73), nous trouvons que la fonction as est donnée par :

/ A
ay = —gX; —Q%tan( §71~'u+00>,

ol1 Cp est une constante arbitraire d’intégration. Donc, il est clair qu'en changeant linéairement
la coordonnée u, nous puissions supposer que Cy = 0 ¢t nous avons :
?

12 1 3A
Qs = —&MN ——gl-tan< ——éiu)

Ensuite, en utilisant ce résultat et 'équation (2.71), nous avons :
VAN e
_ s )30
p(uy = Cjcos? (\/ 5 u) .

ou (] est une constante arbitraire d’intégration. C; est déterminé par la condition p(p) =1,
olt p € M. D’aprés ces formules, il est clair que nous obtenions le lemme 2.2.11 (1).
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* Cas (2): M <O et 55a2 + A} =0.
Alors : ol
of = 2N
Ici, nous pouvons supposer, en remplagant e; et eo par —e; et —eg, que as est positive.
Alors, nous obtenons :

2(—A
Qs = —>\1 ( 3 1)7

Ensuite, en utilisant I’équation (2.71), nous avons :

p(u) = Caexp (——s £:%)-u),

ou Cy est unc constante arbitraire d’intégration. C, est déterminée par la condition p(p) = 1,
oupe€ M.

Ainsi, nous obtenons le lemme 2.2.11 (2).

x Cas (3): M <0, g0 + N #0 et as| > (=) Z32.

En intégrant I'équation (2.73), nous avons :

/1_ ( ai(u) 2(u)> du = —g()\?) / du. (2.74)

a0’ Y5

Ce qui nous donne :

sy = =X\ ?-(;—ééﬁcoth (—s §—(—_2—)\—1—)—u+00>1

ol Cy est une constante arbitraire d'intégration. En changeant linéairement la coordonnée w,
nous puissions supposer que Cy = 0. Donc nous avons :

- -\
a5 = £\ g%l—)—coth ( ?)—(—5—1—)15) .

Ensuite, en utilisant ce résultat et I’équation (2.71), nous avons :

ICYEENY
p(u) = Cssinh3 (\/3( 2/\1)11) ;

ou Cj est une constante arbitraire d'intégration.
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Ainsi, nous obtenons le lemme 2.2.11 (3).

* Cas (4) 1\ <0, od + 23 # 0 et fas] < (=) /250

Similairement au cas(8), nous avons :

ay = 6)\1 (3)\1)t h( ﬂ-_QA—l)U), et

plu) = C'4cosh§< —3——(:2—{1—1u>,

ou Cy est une constante arbitraire d’intégration.
Ainsi, nous obtenons lemme 2.2.11 (4).

Lemme 2.2.12.
Soit M une surface affine satisfaisant R- VS = 0 telle que la situation (1) du lemme 2.2.11
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente a la surface affine orientée par :

e r3 coss ‘”‘t) o 3
flu,v) = sm( ) 02 2)\1/ — t) dt.sm( U ;

ot
e uveR,
o ¢ =Z1,
e ( est une constante non nulle.

Démonstration.

Soit p € M. Puisque M est une surface affine satisfaisant R-V S = 0 et satisfait le lemme 2.2.11(1),
il existe des coordonnées u.v définies sur un voisinage de p telles qu'en utilisant I’équation
(2.52), nous avons :

f'U«’U = Dfufv = Vfufv + h’(fu' fl’)g ;
fvv = Dfufv = va.fv + h(f'b fl’)g

ol f est 'immersion de M dans R3. Alors, nous avons :

fuu = €a5fu+§ (2.75)
fuw = 0, (2.76)
fo = (—%msg), (2.77)
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En outre, en utilisant ’équation (2.53), nous savons que les dérivées de £ suivant les directions
u et v sont respectivement données par :

§u=Dgp=—5fu;
& =Dgl =-S5
Ce qui nous donne :
§u = ~Mfu; (2.78)
& = 0 (2.79)
D’apres Péquation (2.76), il existe des fonctions arbitraires ¢ et ¢ définies sur M telles
que : ‘
fulu,v) = ¢'(u) et
folu,v) = ¢'(v).

Alors,
F(,0) = 6(w) + p(w). (2.80)
En utilisant I"équation (2.78), nous avons :
£=—-\0o. (2.81)
Nous obtenons & partir des équations (2.75), (2.77), (2.80) et (2.81) que :
&) = enzd(u) = Mo(u), (2.82)
2\
o) = o (-0 - eno). (2.83)
1

L’équation (2.82) a une solution :

¢(u) = Csé1(u) + Ceoa(u), (2.84)

ou ¢, et ¢, sont deux solutions distinctes de l'équation (2.82) et Cs, Cg sont des constantes
arbitraires dans R®. Alors, en prenant Cs = (1,0,0) et Cg = (0,1, 0) nous pouvons représenter
¢(u) par :
o(u) = (¢1(u). g2(u), 0). (2.85)
D’apres ’équation (2.82), nous avons :
10" ¢'| = Ml @] = |¢" + Mo ¢|=0.
Alors, il existe une fonction k définie sur R telle que :

8" (u) + Mig(u) = k(u)e'(u). (2.86)
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En comparant I’équation (2.82) et I’équation (2.86), nous pouvons prendre k(u) = E‘%&Q.
Alors, nous avons :

¢"(u) = k(u)¢'(u) — \o(u) et (2.87)
O'(v) = Epz(u)( — 2% (u) — Alqs(u)). (2.88)

Nous savons que ¢ dépend seulement de v et ¢, k et p dépendent seulement de u. Alors, en
utilisant I’équation (2.88), nous avons :

#'(v) = Cr = ep(w) ( — 2K(u)¢'(u) — Mo(w) ), (2.89)

ot C7 est une constante arbitraire dans R3.
En utilisant les équations (2.87) et (2.89), nous avons :

o' = 3k(u)d' — 2k(u)d' —

. EC7
= 3k(wd+ pP(u)’
Alors, nous avons :
¢'(v) = Cr; (2.90)
()¢ () + M(u) = —e%; (2.91)
#() = )+ S (2.92)

En intégrant (2.90), nous obtenons que :

\2

olv) = 07% + Csv + Cg,

o1 Cg et Cg sont des vecteurs constants dans R3. Nous voyons qu’en appliquant une translation
de R3, nous pouvons supposer que Cyg = 0. Alors nous obtenons :

2
o(v) = 07'-‘— + Cy. (2.93)

En résolvant I'équation (2.91), nous avons :

coss 3’\t
= 507,/ / ) dt + Cio | sin \/&u , (2.94)

ot Cyp est un vecteur constant dans R3. Utilisons le fait que I'immersion est non-dégénérée,
nous obtenons que Cy, Cg et C1g sont linéairement indépendants. Nous pouvons supposer :

C7 = (0, 1,0),08 = (0,0, 1) et 010 - (1,0,0)
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Alors, nous obtenons :

f(u,v) = | sin (F ) 02 \/;/ :i% 3 dt.sin (\/%\—;u)

Ceci accomplit la preuve du lemme 2.2.12.

Les preuves des lemmes suivants sont semblables & la preuve du lemme 2.2.12.

Lemme 2.2.13.

Soit M une surface affine satisfaisant R- VS = 0 telle que la situation (2) du lemme 2.2.11
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente a la surface affine orientée par :

f(u,v) = (exp (—E 3(—;\1)u) U, — v -E)C,—z%ng)—exp (e 2(—;\1)u> ),

ou Co est une constante arbitraire non nulle et ot ¢ = +1.

Lemme 2.2.14.

Soit M une surface affine satisfaisant R - VS = 0 telle que la situation (3) du lemme 2.2.11
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente d la surface affine orientée par :

h3 3( /\1

| ) T sin )

f(u,v)—<cosh( ~—-2—— >, ,—2- CQVQ( )\1 / 3( *”t) a
.cosh( ?L(:;;\;)U> >,

ou C3 est une constante arbitraire non nulle et ot & = x1.

Lemme 2.2.15.

Soit M une surface affine satisfaisant R - V.S = 0 telle que la situation (4) du lemme 2.2.11
soit vrai. Alors, M est localement équiaffine équivalente d la surface affine orientée par :

. [3(—A / cosh3( A /\l)t)
flu,v) =<Smh< - 2 1) ’ ’_-2" 02 )\1 / 3( /\) @
1 t)

smh2
.sinh ( 3(‘—2)\1)11) ),

ou Cy est une constante arbitraire non nulle et o1 £ = 1.
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2.2.3 Surface affine du second type

Dans cette sous section, nous supposerons toujours que M est une surface affine du second
type (voir le cas (2.59)). Alors, h est indéfinie et il existe des champs de vecteurs tangents e,
et e, définis sur un voisinage de p € M tels que :

Se; = eey, Seqy =0,
h(el,el) = h(eg. 62) = O, h(el, €2> = ].,
ole==l.

Nous définissons 'opérateur VS avec les fonctions o ,..., ag comme dans le systéme
(2.57) et la connexion V avec les fonctions T};,..., '3, comme dans le systéme (2.60).

Nous avons les relations suivantes.

Lemme 2.2.16.
Nous trouvons :

)
a3=a5=a6=0 eta4=—§—.

Démonstration.
En appliquant I'équation (2.56) et ’équation (1.36) pour tous Z, W € {e;,es} . nous avons :

pour (Z,W) = (ej.e1) :
(—2eas,e0; — 2ea4) = (0,0) :
pour (Z,W) = (e, ez) :
(—eab,eas — cag) = (0.0) ;
pour (Z,W) = (es.€9) :
(0,ea3) = (0,0).
Alors, nous avons :

43!
a3 =05 =0 =0 et a4=?.

O
Retournons & la définition du champ de tenseurs V.S, nous avons :
(Ve,S)er = aier + ages. (2.95)
(Ve,S)es = %62, 12.96)
(Ve,S)er = (Ve,S) e, (2.97)
(Ve,S)es = O. (2.98)
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Lemme 2.2.17.
Nous avons :

1 1 — —
2 _ 11
r22 - F21’

2 1

Démonstration.
En utilisant ’équation (2.95), nous avons :

(€1 + ey = (Vels>€1
= Tlce; — (T} —T'2)es.

En utilisant I’éguation (2.96), nous avons :

%leg = (Ve,S)es

= —Theex.
En utilisant I’équation (2.97), nous avons :

o
"'2—1-62 = (Ve S)er

En utilisant 1'équation (2.98). nous avons :
0 = (ve2S)€2
En résolvant ces équations, nous obtenons :
T, =T =a; =a;=0,
r gz = Félv

2 1

Lemme 2.2.18.
Nous avons :

2 =T} =0 et} =2

(3]
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Démonstration.

Pour la base choisie au début de cette sous section, les conditions d’apolarité de I'équation (2.54)
deviennent :

(Vh)(e;,e1,e1) + (Vh) (e, ea,e2) =0  pour tout 1 € {1,2}.

En utilisant cette équation pour 7 = 1 puis ¢ = 2, nous avons :

2T}, +eay = 0,

Enfin, d’aprés I’équation (1.37) de Codazzi pour h, nous avons :
(Vh)(e2, e1,€e1) = (Vh)(e1, ea,€1).
En utilisant cette équation, nous avons :
—2T3, = 0.

Ceci complete la preuve de ce lemme 2.2.18.
O

Par conséquent, la connexion V est completement déterminée par les fonctions arbitraires
as et T2,. En fait, nous avons :

v51€1 = —6%261 + 1"%162, (299)
Ve,eg = 8-05%62, (2100)
V8261 = 07 (2101)
Ve = 0. (2.102)

Lemme 2.2.19.
Les fonctions ag et T'%, satisfont les équations différentielles suivantes :

ea(as) = 0. (2.103)
ea(T?) = —c (2.104)

Démonstration.
D’abord, en utilisant ’équation (1.36) de Gauss, nous trouvons :

R(el, 62)61 = £€9.
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D’autre part, en utilisant ’équation (1.11), nous avons :

R(ei,ez)er = Ve Veer — Ve, Ve 81 — Vi, €1
-
= —2—62(a2)61 — 62(1—‘%1)62.

En comparant ces deux valeurs de R(e;,ep)e; , nous obtenons les équations (2.103) et
(2.104).

a

Lemme 2.2.20.

Soit M une surface affine du second type et p € M. Alors, il eriste des coordonnées u et v
sur un voisinage de p, telles que :

I3 (u,v) = —ep(u)v+u(u), ou u(u) est une fonction arbitraire,
oo(u,v) = aglu),

M) = Rl f) =0, h(fufi) =0
2
Vido = Vado=0 Vito=-eFh+Eh, Vifi =0,

p(u) = Cexp (— /ueo%@—dt> .

Démonstration.

Soit p une fonction réelle positive définie sur un voisinage de p € M vérifiant p(p) = 1 et les
deux équations suivantes :

61(111 (p(u))> = 61(;22?» = —ea?‘éu). (2.105)

eg(ln(p(u))) = 0. (2.106)

Puisque la condition d’intégrabilité est clairement satisfaite, nous savons donc qu'une telle
fonction p existera toujours. En utilisant les équations (2.100) et (2.106), nous avons :

vpegel = pv6261 =0:
vel (peg) = 61(9)62 + pvme?
= Q.

Par conséquent, en utilisant le lemme 1.7.11 et le corollaire 1.7.12 du chapitre 1, il existe
des coordonnées u et v définies sur un voisinage de p telles que :

fu =e et fv = peég,
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Nous obtenons immédiatement que les fonctions a; et p dépendent seulement du variable
u. En outre, d’apres le lemme 2.2.19, nous obtenons que :

I'?, = —epv+y, (2.107)
p(u) = Cexp (-—/ 5a22(t)dt). (2.108)
O

Lemme 2.2.21.

Soit M une surface affine du second type vérifiant le lemme 2.2.20. Alors, M est localement
équiaffine équivalente & la surface affine orientée par :

flu,v) = (01 (u) + vB1(u), a2 + vBa(u), a;:,(u)),
) = [ (~v060 +v080)d
ww) = [ (~v 080 +vOsK)d

o3(u) = C /u p(t)dt = Cs /u (exp (/tk(s)ds> )dt,

C1, Cs sont des constantes arbitraires dans R et B, 32 sont des fonctions différentiables sur
R.

Démonstration.

Soit p € M. Puisque M est une surface affine du second type vérifiant le lemme 2.2.20, il
existe des coordonnées u, v définies sur un voisinage de p telles que :

—£0 —Epv +
= —fut PRy (2.109)
P
fuo = pE. (2.110)
foo = 0, (2.111)

ou f est 'immersion de M dans R®. En outre, nous savons que les dérivées de ¢ suivant
les directions u et v sont respectivement données par :
&w = ——5-f3 ; (2.112)
P
& = 0 (2.113)
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D’apres les équations (2.109), (2.112) et (2.113), il existe des fonctions arbitraires o et 3
(8# 0 et 3 #0) dans R3 telles que :

flu,v) = o(u) + vB(u). (2.114)

En comparant les dérivées de f(u,v) suivant la direction de v et de v avec ’équation (2.109),
NOUS avons :
pE = fuwn = /6/'
Ce qui implique que
!
=2 (2.115)
p
En utilisant les équations (2.114), (2.115) et (2.112), nous avons :

fulw) = = (5'(”)) _ S

~ 5u\ o) o)
Alors,
8" (wplu) - o' (W8 () = —ep(u) B(w). (2.116)
Nous obtenons & partir des équations (2.109). (2.114) que :
v el o p(w))
o'(u) = 5 (u) + PO (2.117)
o) = e (2w + o). 2.118)

L’équation (2.118) a une solution :

B(u) = Csb1(u) + CyBa(u), (2.119)

ol f3; et (B sont deux solutions distinctes de ’équation (2.118) et Cs, C; sont des constantes
arbitraires dans R3. Alors, nous pouvons exprimer 3 par :

B(u) = C3p1(u) + Cafa(u). (2.120)

D’apres ’équation (2.118), nous avons :

18" (w) B'(uw)| =elf(u) Blu)l.

Ce qui implique que

[8"(u) + eB(u)  B(u)] =0. (2.121)
Alors, il existe une fonction k£ définie sur R telle que :
8" (u) + £B(u) = k(w)8'(u). (2.122)
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En comparant les équations (2.116), (2.118) et (2.122), nous pouvons prendre

k(u) = *EOZT(“). (2.123)

Alors, nous avons :
o"(u) = k(u)a'(u)—%%f)(u), (2.124)
B'(w) = k(u)f'(u) —ef(u), (2.125)

oli 0 = (01,03,03) et 8 = (81, 52,0).
En utilisant I'équation (2.124), nous avons :

a3 (u) = k(u)og(u).

Alors, en prenant la valeur de k(u) dans P'équation (2.123), nous avons :

as(u) = Cy /u p(t)dt = Cs /u (exp (/t k(s)ds) )dt,

ou C; et Cs sont des constantes arbitraires d’'intégration.
D’apres les équations (2.124) et (2.125), nous avons :

A\ ‘ 1 M(U> '
— 5 aO) . 12
(1), 0a(w)) = k() (or(w), o2(w) ) + o (81(w), B2(w)) (2.126)
Comme, {3, 3’} est une base d'un plan, alors, il existe z et y des fonctions arbitraires
dépendent seulement de u telles que :

(o1(u), 02(w)) = z(u)B(u) + y(u)d'(u). (2.127)

En utilisant les équations (2.126) et (2.127), nous avons :

z(v) = y'(w).
igﬁ; = —¢"(0) + k(u)y'(u) + y(u).
Alors,
nw = [ (-vonn+unsn)de
wat) = [ (=v @m0+ 050,
os(u) = 4 /u p(t)dt = Cj /u (exp (/ k(s)ds) )dt
et

flu,v) = (Ul(u) + v 51 (u), o2(u) + vha(u). 03(u)>.
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Chapitre 3

Hypersurfaces en géométrie
centroaffine

3.1 Introduction

En 1995, H. Liu et C. Wang [32] ont présenté la surface centroaffine dans R® avec un
champ de vecteurs de Tchebychev parallele. Ils ont prouvé le théoreme suivant :

Théoréme 3.1.1. [32/

Soit x : M — R3 une immersion de la surface centroaffine non dégénérée M dans R3 avec un
champ de vecteurs de Tchebychev paralléle. Alors M est centroaffinement équivalente & une
surface dans R® définie par l'une des équations suivantes :

(i) les sphéres équiaffines propres de centre 0 € R3

(i) z¥z8zl =1, otafyla+B+~)#0;
Yo
7=

(11d) exp (-—a arctan %) (22 + x%)ﬁ 2l =1, ou~(28+7) (a®+3%) #0:
2

(iv) 5= —ar(clogz + Blogas), o fla+B) #0;

(v) z= (" pv)e*,Y(v)e"), ot {pv),¢¥(v)} sont des solutions fondamentales
de l’équation diférentielle y"(v) — y'(v) — 0(v)y(v) =0 et ou 6 est
une fonction arbitraire différetiable en v telle que 6'(v) # 0,

ot a, 3 et~ sont des constantes.

Soit R le tenseur de courbure associé & la connexion de Levi-Civita V. Soit T# le champ de
vecteurs de Tchebychev défini sur M. On peut prouver aussi pour une surface hyperbolique M

de R3 :« pour tous X,Y,Z € X(M) et pour toute fonction différentiable a,AR(X, Y)Z =0 et
VxT# = aX, alors o doit étre identiquement nulle ». Ce qui implique que V 7% = 0. Alors,
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en utilisant ce théoreme 3.1.1, cette surface hyperbolique M est centroaffinement équivalente
a I'une de ces cing surfaces précédentes.

Dans les deux sous sections suivantes, nous allons élargir la dimension de notre espace.

Nous étudierons toutes les hypersurfaces hyperboliques et elliptiques de Tchebychev dans la
géométrie centroaffine.

On rappelle qu'une immersion de 'hypersurface f : M — R"! de M dans R™"! est
appelée centroaffine si son vecteur position f est toujours transversal & f,(T'M) dans R+
Si f(M) est centroaffine, alors pour tous champs de vecteurs X,Y tangents & M, on peut

décomposer Dx f.(Y) par ses composants tangentiels et transversaux, oit D est la connexion
canonique plate sur R**!. On peut P’écrire comme :

Dxfu(Y) = [(VxY) + H(X,Y)/, (3.1)
ol h est un tenseur symétrique de type (0,2).

Nous supposerons que h est non dégénérée et définie. Dans ce cas, nous disons que 1M est
elliptique si h est définie négative, tandis que nous disons M hyperbolique si & est définie
positive. Dans ces deux cas, on choisit habituellement un champ de vecteurs transversal £ = ¢ f

tel que € = 1si M est hyperbolique et ¢ = —1 si M est elliptique. De cette fagon, nous pouvons
décomposer :
DxfY) = fi(VxY) +eh(X,Y)]. (3.2)
Dxf = fu(X), (3.3)

ol h, dans ce cas-ci, est une forme bilinéaire définie positive, appelée la métrique cen-
troaffine.

Nous appelons V la connexion induite et ¥V la connexion de Levi-Civita de (M, R), Rle
tenseur de courbure de ¥ et K le tenseur de différence V — V sur M. En prenant la trace
de K, on obtient la forme Tchebychev T(X) = ttrace{Y — K(X,Y)}. Alors, le champ de
Tchebychev T# peut étre défini par A(T#, X) = T(X). La forme et le champ de vecteurs de
Tchebychev jouent un réle important dans la géométrie différentielle, et en particulier dans
la géométrie centroaffine (voir, par exemple D'article [42] de B. Opozda).

Pour une hypersurface centroaffine, T = 0 implique que '’hypersurface, considérée comme
hypersurface de I'espace équiaffine, est une sphére affine centrée & l'origine. Un résultat
intéressant sur des spheéres affines est donné par L. Vrancken [55] en 2000.
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3.2 Hypersurface hyperbolique plate de Tchebychev dans
la géométrie centroaffine de R*

3.2.1 Introduction

Dans cette section, nous étudierons les hypersurfaces hyperboliques de Tchebychev dans
la géométrie centroaffine de R, vérifiant les conditions suivantes :
pour tous champs de vecteurs X, Y, Z tangents a M,

(1) M est plate, c’est a dire, le tenseur de courbure R de la connexion de Levi-Civita V de
la métrique centroaffine satisfait R(X,Y)Z = 0;

(2) le champ de vecteurs de Tchebychev T# vérifie VxT# = aX avec a est une fonc-
tion différentiable sur M, c’est & dire, M est une surface de Tchebychev introduite par
S. L. Samelson de son travail [47] en 1991.

Dans toute cette section nous supposerons toujours que M est une hypersurface centroaf-
fine hyperbolique.

Nous rappelons les notions de base de la géométrie centroaffine dans R* suivantes. Nous
savons que le tenseur de différence K défini par :

KxZ=K(X,2)=VxZ—VxZ (3.4)
est un champ de tenseur symétrique de type (1.2), c’est & dire, il satisfait
K(X,Y)=K(Y,X).

La forme Tchebychev T et le champ de vecteurs de Tchebychev T# de M sont respecti-
vement définis par :

T(X) = (%)tmceK’X ; (3.5)
hT*, X) = T(X). (3.6)

Pour les hypersurfaces hyperboliques, nous avons les formules et les relations suivantes :
pour tous X,Y.Z € T,M,

h(KxY.Z) = (Y, KxZ) ; (3.7)

RX,Y)Z = %{ —h(Y, Z)X + h(X, 2)Y — k(Y. Z)X + h(X, Z)Y} (3.8)
— [Kx, Ky]Z ;

(VK) (x,v,2) = (ﬁK) (v, X,2) = (VK) (v,2,X) ; (3.9)
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(€7K) (X,Y,2Z) = Vx(K(Y,2)) - K (€7XY. Z) - K (Y, %XZ) .

Soient €5, e; et e3 des champs de vecteurs tangents & M, tels que {e1, €2, €3} constitue une

base de 'espace tangent & M. Nous exprimons la connexion de Levi-Civita V et le tenseur de
différence K de M de la fagon suivante :

3
. T
V516j~ E sze-,»,
r=1

ol les Ffj sont des symboles de Christoflel, et

3
Ke,ej: E kzj’reru
r=1

ou les k;; sont des fonctions différentiables sur M.

Comme V est une connexion de Levi-Civita de h et {e;, €2, €3} est une base locale ortho-
normale , nous avons :

h(e., e;5) = &i;,

alors, pour tous ¢, j, k € {1,2, 3}, nous avons :

<6ekh) (e, ¢,) = 0.
Donc :
0= <§ekh) (€, €)
= e (h(ei, e])) —h (6%6“ ej) —h (el‘ ﬁek@)

=T - i‘g'
Alors, nous avons :
I‘ii = —TI'},, pour tous 4,5,k € {1,2,3}. (3.10)
De méme en utilisant (3.4) et (3.7) nous avons :
kiyr = kjri = krjg = kjir = Kirj = krji. (3.11)
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Nous savons que T'(X) = itrace{X — K(X,.)}, alors :

WT#, X) = T(X) = % i‘ h(K(X, ), )
i=1

1 3
=3 Z h(K (ei,e:), X)

1=1

1 3
= §h (Z K(ei,ei),X> .

i=1

3
Donc : T# = %ZK(ei, €i). (3.12)

=1

Dorénavant nous supposerons également que M est plate, c’est a dire :

R(X,Y)Z =0 pour tous X,Y, Z € X(M) (3.13)

et est une hypersurface de Tchebychev, c’est & dire, il existe une fonction différentiable « telle
que :

VxT# = aX. (3.14)
Ensuite, nous trouvons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. [45]

Soit x : M — R* une immersion centroaffine hyperbolique d’une hypersurface M dans R*.
Soient X un champ de vecteurs tangents sur M et a une fonction différentiable sur R. On
suppose que (M, h) est une variété riemannienne plate et que VxT# = aX. Alors M est cen-

troaffinement équivalente ¢ une hypersurface canonigque dans R* définie par l'une des équations
suivantes :

(2) zPx? ...zt =1,

ot a; #0,00>0,03>0,04>0. etot oay+as+ag+as>0;

. x], o
(#) exp (——al arctan -—-) (ﬁ + Ig) 2 I;gazgz; =1,
T2

ou af+a§#0,a3>0,a4>0 etot 2m+o3+as>0;

(l’LZ) Ty = -2-1‘— (Ig R o IE%_l) - ((Xz.TQ + -+ av_lx,,_l)
1

—.’171(041 Inzy+---+ a4lnx4),

ot 2<v<4, ;>0 pourtouti>v etot oa1+ay+---+og>0.
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3.2.2 Démonstration du théoréme 3.2.1
Soit p € M. Nous construirons une base orthonormale spéciale au point p.

Lemme 3.2.2.

Soit p € M. Alors il existe une base orthonormale {e1, ea, e} telle que le tenseur de différence
a la forme suivante :

k111 0 0 0 k122 0 0 0 kl33

K, = 0 ko O i Key = | Fizo koo kozs | 1Keg = 0  kozz koss

0 0  kiz3 0 kooz ko33 ki3s3 koss kaa3
Démonstration.

Soit p € M et soient {ej, ez, e3} une base orthonormale en p. On définit les composantes du
tenseur de différence K de la fagon suivante :

ki kue ks ko11 ko2 ko1 k11 ksiz kas
Ke, = | ko1 k1o ks | ;Key = | koor koo koos | 1 Keg = | Kazr kzzz Kaos
kis1 kis2 kiss kos1 koza Kkosz kss1 kaza kass

Nous choisissons maintenant une base orthonormale adaptée par rapport & la métrique

affine h au point p de la méme fagon qu’au travail [9] de F. Dillen, L. Vrancken et S. Yaprak
en 1994.

Soit UM, = {u € T,M / h(u,u) = 1}. Puisque h est définie positive, UM, est compact. Nous
définissons une fonction m, sur UM, par :

my, UM, - R
U my(u) = h(K(u, u),u)

Soit e; un élément de U AL, tel que m, atteint un maximum absolu.
Soit u € UM, tel que h(u,e;) = 0, et soit g; une fonction, définie par :

91(t) = m,( cos(t)e; + sin(t)u).

Alors,
g1(t) = — 3cos’(¢) sin(t)h (K (e1, €1), €1) (3.15)
+ (6 cos®(¢) sin(t) — 3sin’(t)) (K (u,u), e1)—
(6 cos(t) sin®(t) — 3 cos®(t)) h(K (€1, €1), u)
+ 3 cos(t) sin’(t)h (K (u. u), u).
Puisque g; atteint un maximum absolu a ¢ = 0, nous avons :
91(0) = 3h(K(e1,€1),u) =0 pour tout u € T,(A) tel que h(u,e;) =0. (3.16)
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Donc, pour u = e; et u = e3, NOUS avons :
k112 = ks = 0.

Alors e, est un vecteur propre de la mtrice K,,, avec une valeur propre k;;;. Comme la mtrice
K., est symétrique, nous pouvons prendre ey, e3 deux vecteurs orthonormaux , orthogonaux
& ey, comme des vecteurs propres de la mtrice K., avec les valeurs propres respectivement
k122, k133. Donc, nous avons trouvé la mtrice K, .

En utilisant (3.11), nous avons :

koy = ks = k112=0;
ky3i = kays = k3in = k123 =0
k311 = k131 = k113 = 0.

Maintenant, nous présentons par k;y toutes les fonctions arbitraires k.o, ke, kiic €t i
aveci <e <l

Enfin, nous avons trouvé les matrices K., , K., et K., de ce lemme 3.2.2.
O

Lemme 3.2.3.

Soit p € M et soit {e1, ez, e3} une base orthonormale construite dans le lemme précédent.
Alors, nous avons les relations entre les k;j suivantes :

1+ kiikios — kfzz =0; (3.17)
1+ kyirkias — kg = 0 ; (3.18)
kozs(ki22 — k133) = 0 ; (3.19)
koss(ki22 — kizs) = 0 ; (3.20)
1 + kigokizs — k§23 + kosokass — ks + koaskass = 0 ; (3.21)

s .
avec k; désigne ki puissance T.

Démonstration.

D’apres nos hypotheses : le tenseur de courbure R est nul, c’est & dire ﬁ(X ,Y)Z = 0 pour
tous champs de vecteurs X.Y, Z tangents & M et d’aprés 'équation (3.8), nous avons :

0 = Rlee,)e
= -;—{h(ej, e1)Se; — h(e,, e)Se; + h(Sej, er)e; — h(Se;, el)ej} — [Ke, Ke, €1

Donc :
K(ei, K(e;, el)) - K(ej, K(e;, el)) + h{ej, e1)e; — hie,. e))e; = 0. (3.22)
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Pour:i=1,5 =2 et [ = 2, I'équation (3.22) devient :
(1+ k1yakios — k3go)er — (Kaoa(k1ze — kiss))es = 0.
D’ol I'équation (3.17) et (3.19) :
1+ kipikizg — K29y = 0
kaoa(ki2o — k133) = 0.
Pour:i=1,5 =3 et [ = 3, I'équation (3.22) devient :
(1 + Kyi1kiss — kiaz)er + (koss(kiae — kiss)) ez = 0.
Dot les équations (3.18) et (3.20) :

1+ kinkiss — kg3 =0
koz3(ki22 — ki33) = 0.
Pour : i = 2,j =3 et [ = 3, I'équation (3.22) devient :
(kass(kr22 — Kiss))er + (1 + kiaokias — kg -+ kaookoss — kg3 + kooskass)en = 0.

D’on l'équation (3.21) :

1+ k12aki133 — k§23 + kggokass — k§33 + kogzkass = 0.

Lemme 3.2.4.
Soit p € M et so0it {e1, e, e3} une base construite comme avant.

2
Alors, kigp = k133 # 0 et ki1 = kkoml'

Démonstration.
Comme e; est un maximum absolu de m,, donc nous avons :

g7(0) = %mp<cos(t)el + sin(t)u) lf:() <0. (3.23)

Nous savons que si h(u,e) = 0, alors h(K(eq, €1), u) = 0 (voir I'équation (3.16)). donc :

g1 (t) = 3(2cos(t) sin®(t) — cos’(t)) h(K (e1, €1), 1) (3.24)
+ 3(2cos(t) — 7 cos(t) sin®(t)) h (K (u, u), 1)
+ 3(2cos?(t) sin(t) — sin®(t)) A (K (u, ), u).
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Alors :

g/(0) = —3h(K(e1,e1),e1) + 6h(K (u,u),e1) < 0. (3.25)
Si u = ey, I'inéquation (3.25) devient : —3ki11 + 6k100 < 0.
Si u = eg, l'inéquation (3.25) devient : —3k111 + 6k133 < 0.
Ces deux inégalités précédentes sont équivalentes aux :
ki1 — 2k 2 05 (3.26)
k111 — 2k133 2 0. (3.27)

En faisant la différence entre 1’équation (3.17) et 'équation (3.18), nous avons :

(k122 — k33) (K111 — kize — Kass) = 0. (3.28)
D’apres les inéquations (3.26) et (3.27), le seul cas possible pour que 1'équation (3.28) soit
nulle est :
k122 = kia3.

Ensuite, en utilisant ’équation (3.17), nous trouvons que kjz2 ne peut pas étre nulle et nous
avons : :

ko — 1

k122

ki =
a

Notons que, en utilisant ’équation (3.26) et cette expression de k11, nous trouvons kg <

Lemme 3.2.5.
Soit p € M et soit {e;1, es,e3} définie comme avant. Alors nous pouvons choisir ey et es telles

12
que kooz = 0 , kazz # 0 et kgoo = Ko1Ky

Démonstration.

D’aprés le lemme 3.2.4, k12p = k33. Donc pour tout champ de vecteurs u , tel que h(u.e;) = 0,
nous avons :

Kelu = k122’u.

Ce qui implique que nous avons toujours une rotation libre dans le plan orthogonal a e;.
Soit UM, = {u € T,M / h{u,u) =1 et h(u.e;)=0}. Puisque M est localement convexe,
donc U M] est compacte. Nous définissons une fonction mys sur U M,, par mys(u) = h(K (u, ). u).
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Soit e un élément de U MI’, tel que mpy atteint un maximum absolu.
Soit u € UM, tel que h(u,e;) = 0, h(u, ez) = 0 et g; une fonction définie par :

g2(t) = mye(cos(t)ey + sin(t)v)
= h(K(Cos(t)62 + sin(t)v, cos(t)ez + sin(t)v), cos(t)es + sin(t)v)

= cos’(t)h(K (e €2), €2) + 3 cos(t) sin’(£)h(K (v, v), e2)
+3 cos®(t) sin(t)h (K (2, €2),v) + sin®(t)h (K (v, v), v),

donc :

g5(t) = —3cos’(t)sin(t)h(K (ez, e2), e2) + (6cos’(t)sin(t) — 3sin’(¢))
h(K (v,v), e2) — (6 cos(t) sin®(t) — 3cos®(t)) k(K (2, €2), v)
+3 cos(t) sin®(t)h (K (v, v),v).

Puisque go atteint un maximum absolu pour ¢ = 0, nous avons :
g2(0) = 0.
Donc, en utilisant I'équation (3.29), nous trouvons :
h(K (e, €2),u) = 0.
Donc, si u = e3, I'équation (3.30) devient : koo = 0.
Supposons que ko33 = 0, alors I'équation (3.21) devient :
1+ k2 =0,

c'est une contradiction. Donc, ko33 # 0.
Alors, en utilisant 'équation (3.21) et les résultats précédents, nous avons aussi :
kas — 1 — kipy

k 222 =
k233

(3.29)

(3.30)

O

Ensuite, nous montrons comment étendre la base & un point p € M & une base ortho-
normale locale {e;, ez, e3} dans un voisinage de p tel que pour chaque point de ce voisinage
le tenseur de différence a la méme expression. Notons qu’en utilisant 1'équation (3.17), nous

devons avoir :
ki1 # 2k12s.

Soit p € M. Nous prouverons que si m, atteint un maximum absolu en v, nous pouvons
étendre v différentiablement & un champ de vecteurs V' au voisinage U de p tel que h(V, V) =1
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et & chaque point ¢ de U, m, atteint un maximum absolu dans V(g). Afin de faire ceci, soient
{U1,U,, U3} une base différentiable arbitraire h—orthonormale définie sur un voisinage U de
p telle que U;(p) = v. Alors, nous définissons une fonction ~y par :

v:R®x U — R®: (a1,a2,0a3,9) — (a1, ag. az. q) = (by, ba, bs),
ol pour tout k= 1,2, 3,
3
= Z a;a; MKy, U;, Ug) — k1110
2,7=1

En utilisant le fait que m,, atteint un maximum absolu en U;(p), nous obtenons alors que :

3b
k (1 0,0, p) = 2h(Ku, () Un(p), Ur(p)) — k1116km
0 st k#m;
= ]{7111 sik=m=1 ;

(2k122 — k1) sik=m#1.

Par conséquent, le théoreme de fonction implicite prouve qu’il existe des fonctions différentiables
a1, ag, az définies au voisinage U’ de p telles que le champ de vecteurs local V' défini par :

V = a Uy + aylUs + a3Us

satisfait V(p) = v et Ky'V = ky3;V. Définissons || 17 ||2= h(V, V), alors || V' || est non nulle
au voisinage U’ de p. En outre le champ de vecteurs N~ défini par W = V/ || V || satisfait :

KyW = (ku/ |V ()W
Alors, prenons €7 = V et e, e3 sont des champs de vecteurs localement orthonormaux a e;.

Puis, on choisi e; de la méme maniere (voir. [57]).

Lemme 3.2.6.

Soit M une hypersurface plate de Tchebychev, c¢’est a dire :
R(X, Y)Z =0 et VxT# = aX pour tous X,Y,Z € X(M).
Alors, « est une fonction constante.

Démonstration.
Soit {e1, €2, €3} une base orthonormale locale. Nous avons. pour tous 4,7 € {1,2.3} :

Rle, ey T* =V, V. T* -V, V. T* — V. . T*. (3.31)

87



_ Comme M est une hypersurface plate de Tchebychev, nous avons :
R(e;, €;)T# =0 et V., T# = ae;, pour tous i,j € {1,2,3}.
Par conséquent, ’équation (3.31) devient :

~ o~

0 = Ve, (ae;) — Ve, (ae;) — ale;, ¢j]
= e;(a)e, + a@ezej —ej{a)e; — a%ejei — ale;, €]
=ei(a)e; —ej(a)e; + (6616‘1 - 6ejez> — ale;, €]
Puisque la connexion de Levi-Civita est de torsion nulle, cette équation devient :
0 =ela)e, —e,(a)e;.
Ce qui implique que e;(a) = 0, pour tout 7 € {1,2,3}.

Par conséquent o est une fonction constante.

Suite aux résultats précédents, nous avons le suivant.

Lemme 3.2.7.
Nous trouvons :

2 2 2
e1(kiz2) = —*(1——*_1-?2-2-2—& + kagsl] — Zi — k12oT3 ;
233 129
3, = T3 + k3ools;
k122kass
ea(kiz2) = —k12ol'5; ;
e1(kazs) = —2k12oT2, — kogal'2, ;
Fgl =T ?2 ‘
o Th R,
e3(kio2) = Tnss ;
I‘gl = F?z :
rs, = k12oT'%; + KassDdy + Kozsl'3, ;
kass
e1(ksz3) = _k122k3331“§1 + 40y + 4k3pI'Yy + 4h35T%, + kssTo + kosshassl'5, 1
kas3
ea(kosz) = — (=FizoT'T) — Fizokassl s — kassksasly + Ty + KippT'%) + Ksal'3p) ;
k233
e3(kosz) = —2k120T3, — kogslsy et

e2(kazs) = —4kiol3y — 4koaT5y — kaaslos.

ot er(kyi) indique la dérivation de k;j suivant la direction de e,.
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Démonstration.
En utilisant I’équation (3.9), pour tous ¢,7,! € {1,2,3} , nous avons :

0= (€7K> (eirej,€1) — (€7K) (ej,€i,€1).
Donc,

@ezl‘((e], e)— K (ﬁelej, el) - K (ej, §elel) - 663K(ei,el)
+ K (6%% el> +K (ei,ﬁe]el = 0. (3.32)
En appliquant I’équation (3.32), pour ¢ = 1,7 = 2 et [ = 1, nous avons :

( (1 + K250) (k1ooT3; + 62(k122))) .
- 1

.2
}“122

1+ k3)I% ¥
N (( 122 kosal?, + 2L 4 kypol'2; + e1(k1z) | €2
k33 k122

F3
+ (—k233l_€1 -+ k_122!2— -+ kugrgl) €3 — 0

Alors, les coefficients de ces champs de vecteurs suivant les directions ey, es et es doivent
étre nuls. Ce qui nous donne un systéme de trois équations & trois inconnus e;(kjaz), e2(Fi22)
et T'3,. En résolvant ce systéme. nous trouvons ces trois inconnus.

En appliquant ’équation (3.32), pour ¢ = 1,j = 2 et [ = 2 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

(1 + k:%22 + k§33) (2]{122]:%1 ‘i‘ k233rgl ‘+‘ 61 (k233)) Com ((1 + k%22 + k%BB)(F:;)Q - r%1)> 63 -
k§33 2 k233

Alors, nous avons un systeme de deux équations & deux inconnus e){kess) et r3,. En
résolvant ces deux équations, nous trouvons ces deux inconnus.

En appliquant ’équation (3.32), pour i = 1,7 = 3 et [ = 1 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

(14 k) (T, + Kol + kosses(kize)) S (1 + kip) (I}, — T'5) .
kinokass a

k122

k120ka33 T
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Alors, nous avons un systéme de trois équations 3 trois inconnus es(kss3),['%; et I'S;. En
résolvant ce systéme, nous trouvons ces trois inconnus.

En appliquant I’équation (3.32), pour ¢ = 1,5 = 3 et | = 3 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

(k122k333F%1 + A1) + 4k35pT5s + 4k Ty + k3asTly + osskaasls; + k233e1(k333)> es =0
ka33 ‘

En résolvant cette équation, nous trouvons e;(kss3).

En appliquant 1'équation (3.32), pour ¢ = 2,7 = 3 et [ = 2, nous avons :

(1 + kyp + K35) (120D, + kosal3s + e3(koss)) .
ki3s3 ’

+ <~—k122k3331”'§’2 — kassks3aT3y + TS5 + k3as T + Koo (=T1 + I'5y) + kassea( k233)) es =0

kass '

Alors, nous avons un systeme de deux équations & deux inconnus es(kags) et es(koss). En
résolvant ce systéme, nous trouvons les expressions de es(koss) et es(koss).

Pour finir, nous appliquons ’équation (3.32), pour i = 2,7 = 3 et | = 3. nous avons :
(4]43122:[1?2 -+ 4k233Fg2 -+ k333F§2 -+ 62(k333))63 = 0.

En résolvant cette équation, nous trouvons l'expression de ey(ksss). O

Lemme 3.2.8.
Nous avons :

[, = = (ks (1-+ 248~ 263+ Kie(5 — 26 + )
+ kix (4 — 4k3gs + kias — k(4 + kgss))) a’)/
((1 + k250) (klps + Ks3) <1 + 4k, + kigp(6 + dkas + k3sg) + kDyp(12 + 8K3gs + K3sa)

+ Koo (13 + 4k5gg + 2k3q5 + k3gg(12 + k§33)))) :

I, = 3k§22k233k33304/((1 + 4kSgy + kian(6 + 4k3ss + kias) + KSyp(12 + 8k3gs + Kiss)

+ ki (13 + dkiyy + 2k335 + k355(12 + k§33)))> ;
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I3 =- (3’“?22’9333 (1 + 6Ky + kigg(6 + 2k3ss + kisz) + Kkipp(11 + 6kdag + 2k§33))a>/

((1 + K230) (Kpp + kg5) (1 + 4k + k35p(6 + 4k3gg + kiss) + kS0(12 -+ 8k3a3 + Kiss)

Kipp (13 + 4kjgg + 2k333 + kss(12 + k333)))>

Démonstration.
En utilisant la deuxieme hypothese (voir Iéquation (3.14)) de notre espace, nous avons : pour

tout j € {1,2,3},
X:K(ez,ez et €7€JT# = ae,.

Alors : o
(@K) (ej,€1,€1) + (€7K) (€5, €2, €2) + (eK) (ej €3, e3) — 3ae; = 0. (3.33)

En utilisant I’équation (3.33) pour j = 1, nous avons le résultat suivant :

((1 + k122) (2k122r 21+ K1oo(T%) — kZ53T3)) + kassD's) + Kfpo(ksasl's, + 3k233F§1)))

—3a | e
3
kigokass

2 Ty k2,07
+ (—E—IL ~ 3ki2oT%) — kagal'Fy + 2= + 222 — 2k2331“21) eat

122 kas3 ka3
k3goksssl's) + I3y + 2kiy,I3, + k2o (3 + 2k333 + k3sa) 3, + ko3skasal'%,) en = 0
-— 3 — .
kfaoka33

Par conséquent, nous avons un systéme de trois équations & trois inconnus I'};, I'S, et T'Z;.
En résolvant ce systéme, nous trouvons respectivement les expressions de I'?,, '3, et I'3,. O

Lemme 3.2.9.
Nous avons :

I3 = <3k233k333 (k122 + kg + Kip(2 + 5k3a) + ipokdaa(5 + 4k3a3 + Kizg)
+ Kigokdas (8 4 4kisa + Kkiag + k3aa(8 + Kiag)) + Kgy (1 + 8kias + K3ag(9 + kggg)))“)/
((1 ‘*’»k%m + kday) (14 kg + k335 + Klpo(2 + 4k353) + Kiaa(4 + ki)
(1 + 4kigy + kiag(6 + Akday + Kigg) + kDpo (12 + 8k3ss + Kisa)

+ kg (13 + 4k333 + 2k3as + k3as(12 + k’§33))>> ;
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Iy = <3k233 (2k122 + kg + 2kpgs + k19 (7 + 12k355) + Kippkass (6 + 8kiyss + ks

+ 2k355(7 + k§33)) + kg (1 + 8kfyg + 3kds3(6 + kiss) + 4k3a3(9 + k3as)
+ 2k333(12 + k2gs)) + kTop(9 -+ 26k3s5 + k233(33 -+ 2kZ45)) + kSop (5 + 24K5,,

k333(34 + 4k3gs) + k333(50 + 4k§33))) ) ((1 + kg + Kds3) (1 + kigy + 4kss
+ kipp(2 + 4k3s3) + kss(4 + k§33)) (1 + 4y + ki (6 + 4kZss + k3g3)

kD29(12 + 8k3g3 + k3g3) + ks (13 + 4kjs + 2k353 + k3z3(12 + kgae.))))

Démonstration.

En utilisant I’équation (3.33) pour j = 2, et le lemme 3.2.8, nous avons le résultat suivant :

( - 3a+ (479‘1122@33’53331-‘%2 — Bkinokaal sy — (1 + kipp)* (1 + dkfy + k(4 + k§33))f‘§2

~ 2kTpak35s (4 + 14K1a + k3o (18 + kisa)) T35 — (1 + Kipy) ke (3 + 20kSy, + 4k (9 + Kiss)

+ kT9p(19 + 3k333)) T3, — (1 + Kipo)Kiag (2 + 3659 + 2k350(11 + K3a3) + King(56 + 5k333)) I3,
+ (14 kfp0) Kasa (1 + Kizo) (1 + 2k39) ksasT', + Kiog(1 + King)k3saT 50 — Bkina(1 + 2kip5) )

+ ka3 (1 + kiag)*(1 + 8kay + 12k}50)kassT'sy + kipo(1 + Bkiny + 2ky0)k3ss 5

+ 3kTa (1 + 2kny — By — 4k$ng) + Bkiaok3ss0r) + kigs(4kigokasal3, + 6kTys(2kass o — @)

+ kiap(16k33sTay + ki[5, + 60‘))) / <k233 (1 + 4Ky + Kigo(6 + 4k + k3ss)
+ kD90 (12 + 8k3g5 + klgg) + - kigg (13 + 4k3gg + 2k3gs + kia3(12 + k§33>)>>>€2

4 ( 1+ ki22)T3s

Tgas — k3333, — (k233 (2 (1 + 4kl + Kipo(6 + 4k + Kigg)

+ kS0 (12 + 8k353 + kia3) + 122(13 + 4k3as + 2k3a3 + k3gg(12 + A333)))F32

+ ag(12 + Blsg + Ky) + Ky (13 + kg + 2Bg + Kpg 12+ kggg))]) es = 0.
Alors, les coefficients de ces deux champs de vecteurs suivant les directions e; et e doivent
étre nuls. Ce qui nous donne un systéme de deux équations & deux inconnus I'§, et I'3;. En

résolvant ce systéme, nous trouvons respectivement 1'expression de '3, et I'3,. O
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Lemme 3.2.10.
Nous avons :

es(ksss) = (3 (1 + 8kigy + 8k3gs + Ki33(4 + Kisg) + Kias(8 + kis)+ (3.34)

k152(40 + 56k255 + k3gs) + ki (84 + 152k3s; + 5k3gs + 2k3a3(108 + Tk3ss)) +
koo (8 + 32k355 + kiss + 12k533(6 + Kdgs) + K3a3(32 + 10k335 + ki)
+ K35 (64 + 17kZg3 + Kiaz)) + kboo (97 + 200kSs; + 10k3ss + k333(424 + 37k3ss)
+ k333(332 ++ 46k3s5 + kis3)) + ki (32K395 + 5(6 + k333) + 4K355(28 + 3k335)
+ k833(224 4 36k255 + kig) + k2a3(120 + 35k255 + kies) + Kis3(224 + 56k355 + 3k355))
+ k55 (68 + 128K5,5 -+ 10k235 + 36kS55(10 + k3g3) + kg3 (440 + T7k3s3 + 2k333)
+ k333(264 + 58k35, + 3k 33))) )/((1 + iy + Kigs) (1 + k3, + Akas + Kizs(4 + kigs)

+ k195(20 + 24K355 -+ k3a3) + Koo (41 + 52k33s + 4kZss + kag3(92 + 9k3s3))

+ K2y (8 + 16333 + kg3 + 8k3a3(5 + k3s3) + K333(32 + 10335 + K333)) + Kz (26 + 16553
+ k333 + 8k3g5(8 + klgs) + 2Kk355(48 + 13k3s5 + kiss) + Kias (120 + 24k3ss + ki)

+ KDgp (44 + 48K355 + 6k3ss + 8kss (17 + 2kZ55) + ki33(136 -+ 26k333 + kgs:s)))) .

Démonstration.

En utilisant ’équation (3.33) pour j = 3, et les lemmes précédents, nous avons :

< — 3o —3 (4]"%32 + ki3a(4 + Th3gs) + kaga(—1 + 4k3gs) + k%zz( 1 + 16k353 + 4k955(4 + kiss)

— 2k3q3(6 + K3s3) — k3ag(12 + k§33)) + k122(12 + 100k3y5 + Thiss(9 + k3ss) + 12k555(12 + k§33))
+ k1% (23 + T6k3ss + 4k355(20 + k333)) + k122( 4+ 16k395 + 4kS55(6 -+ k3ss) + 4k3g5(8 + kss)
— 2k33(16 + k3sg) — kas3(34 + Bkis3)) + kiaa( — — 12345 + 64kS55 + 4k533(28 + 3k3s3)

+ kjs3(48 + 11’03%33)))& + (1 + kg + kZ53) (1 -+ 4}532 + 4kas + k3s3(4 + kiss)

+ k195(20 + 24k3g; + k2g5) + K,y (41 + 52k55 + 4k3a3 + Kag3(92 + 9k3s3)) + k2 (8+ 16k535 + k3s3
+ 8k5s3(5 + k3s3) + Kk333(32 + 10kZs5 + A333)) + kg (26 + 16k355 + 4k3g5 + 8k333(8 + k3s3)
+ 2k2,,(48 + 13k§33 + Ei) + Kias(120 + 24kZ,; + kiass)) + kS50 (44 + 48KS55 + 6k3ag

+ 8kj3(17 -+ 2k335) + k3g3(136 + 26k333 + k333))>33(k333) ((1 + kiag + Kiagg) (1 + Kigp + 4kias

+ k359(2 + 4k3g3) + KZss(4 + k§33)) (1 + 4kSog + KIpp(6 + dkigg + Kiss)

+ Kiop(12 + 8k3a3 + Kias) + King (13 + 4Raas + 2k3ss + k3z5(12 + kgs:s))))) es = 0.
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Alors, le coefficient de ce champ de vecteurs suivant la direction de ez doit étre nul. Ce
qui nous donne une équation & un inconnu ez(ksss).

En résolvant cette équation, nous trouvons l'expression de e3(ksss). O

Corollaire 3.2.11.
En remplagant les valeurs trouvées des T';; qui sont en fonction de kij pouri, j,1 € {1,2,3},
nous avons les résultats suivants :

e1(kigz) = <3l~122 (2k122 + k3gg + kiga(7 + 2k3as + kig5) (3.35)

+ 990(9 + 6k3g5 + 4kias + 2k3ss) + k122(1 + 4kss
+ k3334 + k333)) + kg (5 + 4kS35 + ki3s3 + Kkaas(7 + K3gs)

+ k533(8 + k§33)))a) / ((1 + k3y5) (Klop + K33) (1 + 4kl
K399(6 + 4k3s3 + K3gg) + kiaa(12 + 8K355 + ki)

Kiao (13 + dkiags + 2K3s3 + k335(12 + k§33))>) ;

ea(kiz2) = (3k§22k233 (1 + 2kD55 — 2K855 + k155(5 — 2k3a3 + Kiss) (3.36)

+ 29y (4 — 4k3as + kiss — kjgs(4 + k§33)))a>/((1 + k2p)
(K250 + k333) (1 + 4k, + KTy (6 + 4kdss + kgs) + K9p0(12 + 8k355 + ki)

+ kiao (13 + 4kisy + 2k3gs + kzq(12 + k§33)))> ;

ea(kins) = — (Bh3pa 1+ kg hssser) /(1 + ki + ka6 + 4 + ki) (3.37)
+ k$30(12 + 8K3ss + kiag) + kipp (13 + 4kbas + 2k3g5 + kias(12 + k333))) ;
e1(kass) = (3k122k233 (4k122 + khas + 2K105(5 + kiss + K3ss) (3.38)
+ kia (2 + 2k555 + k3ss(2 + kgss)) + ko (Bk3ss — 2k3s3 + 2(4 + k§33))>0¢>/
((1 + Klpp) (Kiag + k3s3) (1 + 4k 59 + ki (6 + 4k3ss + Kis3)

+ kS99 (12 + 8kigg + K3ss) + king (13 + dkggs + 2k3a3 + kd33(12 + k§33)))) :
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ea(kas3) =

es(kas3) =

e1(kass) = —

(3k233 (8]9122 + k2ag + 2kgs + k3a3(3 + kigg) + ki5p(42 + 50k3gs + 3kss) (3.39)

+ k155(93 + 116k555 + 11kZy5 + k333(209 + 24k3s3)) + k2 (1 + 8kSag + 6kSsq(4 + k355)
+ k233(11 + 2k333) + kiggg (27 + OkZgy + K3az)) + Kige (113 + 122kS55 + 16k,

k333(363 + 4Tk3ss) + 3k353(119 + 23k3s3 + ksa)) + Kiao(9 + 8kags + kiss

k353(40 + 6k333) + k335(57 + 14k3Zs5 + k3z) + K335(98 + 20k333 + kias)

233(114 + 31kZ;3 + 2k333)) + kS5 (36 + 8k335 + Bkiss + 6ks5(12 + kiss)
+ KS33(214 + 38kZ55 + Kitas) + kizg3 (174 + 43k355 + 3kises) + kig3(290 + 68k25,
+ 4k5g3)) + Kiop (82 + 56k3ss + 12k35 + 4kS33(65 + 8kZa3) + k3as(447 + 92k3s5 + dkigs)

+ k335(325 + 76kZ55 + 5k§33)))0‘> / ((1 + k3y0) (kiag + k3ss) (1 + kipg + kg
(1 + Klap + ks + kip(2 + dkdss) + Kiaz(4 + k3zs)) ( + 4kay + k75 (6 + 4k355 + Kigs)

+ k55 (12 + 8klag + k3s3) + k§22(13 + 4kjss + 2kZgg + k3s3(12 + k§33)))) ;

(3k233k333 <2’~1§2 + kg + ki9a(6 + 11k355) + Kigokags(5 + 4kday + kigg) (3.40)
+ Klooklay (8 + 4kiss + kigs + k353(8 + K3s3)) + Kgp (6 + 21k355 + 2K555(11 + K3z3))
+ kD25 (2 + 16k355 + kigs (11 + 2k355) + k335(25 + 3k 33))> >/<(1 + ko + kzs)
(1 + Kigs + 4kiss + kip(2 + 4h3as) + kaga(4 + A333)) (1 + dkpp + Kig(6 + 4k3ss + kdzs)

+ K95 (12 + Bk3ag + kigs) + kigo (13 + 4kigg + 2kdss + K3gs(12 + k§33))>> ;

(3832 ( — 1+ 2hlay + (1 + 2l s ) / (1 + 4k + K6 (3.41)

+ 4kdss + kigs) + kipp(12 + Bkdas + kdgg) + k122(13 4Ak3as + 2355 + k3gs(12 + k§33))> ;
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ea(ksss) = <3k233k333( ~ 2ki5 + ka3 — 2k355 — kiga(5 + 12k335) + ippkdas (6 (3.42)

8kjss + K3sg — 2k353(3 + kigs)) + kipy (1+ 4k5es — 8k233 2kSa3(4 + K333)
+ 3kja3(6 + ’\333)) + k122(1 + 10k355 — 24kg5 — 2k5s3(9 + 2k333)) Ky (3 + 26k535

+ k333(15 + 2’”’%33)))‘*) / ((1 + kg + ki) (1 + kg + 4k5ag + Kipa(2 + 4k3s3)
+ k3a3(4 + k%:ss)) (1 + 4KDg0 + KTyp(6 + 4kSas -+ Kdgg) + k3aa(12 + 8K355 + kiss)

+ K (13 + 4k3g5 + 2k3g5 + K3g5(12 + kgzs)))) ;

Ainsi, pour tous i,j € {1,2,3}, la connezion de Levi-Civita 6616]' est définie par :

Ve,ea = —Ther + Thes ; Y ey = —F21€1 +Tes ; Vesez = ~T3,e1 +Tes 5
Vees = =T e; — ey ; Ves€3 = —I35e; — e ; Veses = —I'3e1 — T3oes
ou
I3 —(3k122(1 + k122)k3336¥)/(1 + 4Ky + Kiny(6 + 4k355 + ki) (3.43)

- Ko (12 + Bhag = Klag) + ko (13 + kg + 2 + Kigg (12 + kiag)) )

I3 =— ( 122(1 + 2kiyy + kiny(3 + 2]“%33)) )/(1 + 4kSoy + K3go(6 + 4kjgs + K3gs)  (3.44)
+ k122(12 + 8kdas + kis3) + Kia (13 + 4kgs + 2k3ag + k3ag(12 + k§33))> ;

1'%, 1%, T% sont définis dans le lemme 3.2.8 et T3y, '3, sont définis dans le lemme 8.2.9.

Lemme 3.2.12.
Les k.5 vérifient les deur équations suivantes :

kiooksass (k%§2 + kg -+ 4kls + 6k15(1 + K3ga) — kSaa(4 + kizs) + ki (15 + 1Tk + Kig(31 + kgss))
+ ki3 (20 + 36K333 + kisa(73 + 3k3ss) + k3a3(66 + 4k333)> + kfaokias (2 + 20k5s3 + k335(13 + 2kis;)
+ k33(32 + 5k§33)) + kg (15 + 24k355 + 2K533(62 + Bhigy) + kaag(T4 + 6kisg) + Koz (127 + 10k§33))
+ "122( 16k33; — 81{233(2 + kigs) + k233(10 + }*:?33) + k230(55 + 81‘333)

+ k333(46 + 4kZas) + Kigag (114 + 13k2,5) + kSya (164 -+ 23k3,; + k§33))>a2 =0: (3.45)
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kiaokassksas(1 + 3kigy + 3kigy + kiyy — Bkiss — 6kipokiss — 3kiokass
+ 4kSg3 — Kigak3as — Kigakasaksas + kasskass)a® = 0. (3.46)

Démonstration.
Nous savons que :

[es,e5] = eie; —eje, = Vg5 — Ve €,

Par conséquent, pour toute fonction différentiable f définie sur M, nous trouvons une
équation suivante :

ei(ej(f)) — & (ez(f)) - (66‘63‘) (f)+ (66361) (f) =0 puortousi,j e {1,2,3}. (3.47)

En utilisant cette équation (3.47) pour i = 1,5 = 3 et f = kg, nous trouvons une
équation suivante :

(36k122k333 (k%% + ks + 4kag + 6k13,(1 + kdsg) + kSss(4 + K3zg) + K13 (15 + 1Tk5g,

+ k233(31 + k3a3)) + K195 (20 + 36355 + Kiaq(73 -+ Bkigg) + kia3(66 + 4k333))
KZpokass (2 + 20555 + k3g5(13 + 2k353) + k3a3(32 + 5k3ag)) + kiop (15 + 24K353

+ 2k233(62 + 5k333) + k‘233(74 + 5k333 + k233(127 + 10]{333)) + k122 (1 16k233

— 8k33(2 + K3ss) + K333 (15 + kia3) + K333(55 + 8kZag) — Kaa(—52 + k3z3)

+ k3(104 + 17Ky + Kiag)) + k§az (6 + 60k5ss — 16k395 + kis3(46 + 4k3s,)

+ k333(114 + 13k3g5) + kSa3(164 + 23k355 + k§33))>0‘2> / ((1 + Kipp) (Kiag + k3gs)’
(1 + kg + Akjsg + kipy(2 + AkZs3) + kdgs(4 + k§33)) (1 + 4kog + K30p(6 + 4k3gg + k3g)

+ k995(12 + 8Bk3gs + k355) + k122(13 + 4kisg + 2k3ss + kags(12 + kgss)))) =0.

Comme le dénominateur de l'expression & coté gauche de cette égalité est non nul, donc,
le numérateur doit étre nul, ce qui nous donne I’équation (3.45).

Ensuite, en utilisant cette équation (3.47) pour 7 = 2,5 = 3 et f = kigo, nous trouvons
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I’équation suivante :
(36k122k233k333(k122 + 2Kigy + kDo + K3 + Kigokiss + Skiaokias + 4kTaokiss + Kiaok3sskiss)
(1 + 3kTyy + 3kigy + klyp — k333 — 6kTgpkias — BKinokiss + 4k — Kgskias
~ kiaoklazk3as + k§33k§33)02) / ((1 + KTga) (Klap + K33)® (1 + ki
+ 4Kiss + KTap(2 + 4K333) + K335(4 + Kis3)) (1 + 4kpg + kipp(6 + 4k3ss + k3z)

+ kiao (12 + 8k5gg + Kis) + Kin (13 + 4kSgq + 2k3a3 + kds3(12 + kgas)))) =0.
Comme l'expression suivante est non nulle,
kasa(KTaa + 2kia0 + Kiap + k3gs + Kinokdas + Skiaokiss + 4Kiaokiss + kiaokiskias)/
((1 + Kiap) (KTa + K333) (1 + Ky + 4KSss + kipo(2 + 4kla3) + kdas(4 + kiss))
(1 + 4kyy + kian(6 + 4k3ss + ka3) + Kiap(12 + 8Ky + kifzs) + King (13 + 4kigy
+ 2k3s + kg3 (12 + k§33)))> #0
donc l'équation précédente devient :

kaokass(1 + 3k3yy + 3Kigy + kSpp — 3kiss — 6kIgokass — Bkinokiss + 4kSas — K3s3k3ss
— kiyoksskias + Kysskiss)a? = 0.

D’ou I'équation (3.46).

En considérant les résultats précédents, nous avons le suivant.

Lemme 3.2.13.
Nous devons avoir :

kioo #0, kszs #0 et a=0.

Démonstration.
En utilisant ’équation (3.46), nous avons :

k120 = 0 ou

k333 = 0 ou

(14 3kipy + 3Ky + Ky — k355 — 6kTpokays — BhTyokgs + 4hsag — Klaahiss
~kTankasskiss + kasskia;) = 0 ou

o =0.
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* Supposons que kjzp = 0.
Alors, I’équation (3.17) devient 1 = 0, c’est une contradiction, donc k9 # 0.

* Supposons que k333 = 0.
A].OIS, 63(k333) = 63(0) =0.
Bt d’autre part, en utilisant I'expression de ez(ks33) dans l'équation (3.34) du lemme 3.2.10
et en prenant kss33 = 0, nous trouvons :

es(kszs) = ((1 + dhkyp + 2kj33 + 4Kjas + 2K0(5 + 8kis) + Kiap(9 + 22K355 + 20k33;)
+4k200(1 + 2k3g5 + 3k3ag + kg33))a)/(1 + 2k%5, + Bk3ag + 2k3gg + kSyy(7 + 8kis3)

k(9 + 1935y + 10kds) + k(5 + 14k, + 12Ky + 4kss) ) # 0.

En comparant ces deux dérivations de es(kss3). nous trouvons une contradiction. Alors,
kasz # 0.

* Supposons que :

(14-3K390+3KT99+ Koy —3k3gs— 6k790kss — 3K igokass -+ 4k5ss — Kagsksss —KiaokasakasstKassksas) = 0.

Alors,

k3s3(K3ss + Kigokass — Kaas) =1+ Bkiyy + 3klpy + Ky — 3kdss
— 6k pokias — 3kiagkiaay + 4kSag. (3.48)

Avant de résoudre 'équation (3.48). regardons d'abord si (k335 + kisok2ss — k3s3) est nulle ou
non nulle.

P2 2 1.2 4 — .

kogs = e/ 1+ k?,, avec &=l

En changeant la valeur de kog3 par =4/1 + k%, dans 'équation (3.48). nous trouvons :
2(1 + kfp)® = 0.

Donc c’est une contradiction. Alors, (k3g + k3pokssq — kass) # 0.
Si nous résolvons 'équation (3.48), en prenant k333 comme un inconnu, nous trouvons :

PY®: ~ r
k33 =¢ (L Ko — 2h50)* (1~ Ko + oy #£0 avec &=zl
Kiiaq (1 + kipp — kis3)
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Nous utilisons cette expression de k33 dans 'équation (3.45). L’équation (3.45) devient :

(72’3:?22(1 + K209) k3s5 (ki + k§33)2\/(1 + klyy — 2k333)2(1 + kfpo + K333)

2/3
(1 + Ky + Kipp(2 + kgss))02>/(k§33(1 + kipp — kgzs)) =0,

Donc, le seul cas possible pour que cette expression soit nulle est a = 0. O

Corollaire 3.2.14.
Les k129, koss, kss3 sont des constantes et pour tous 1,7,1 € {1,2,3}, Fﬁj =0.

Démonstration.

D’apres le corollaire 3.2.11, pour tous 3, ,! € {1, 2,3}, et pour tout k € {kiao, koss, k3ss} les
I‘ij et les e;(k) sont tous multiples de . Ensuite, d’aprés le lemme 3.2.13, a = 0. Donc :

ej(k) = 0.

Alors, les ki99, kass, k333 sont des constates et

I
r,;=0.
O
D’apres ce corollaire 3.2.14. nous avons :

pour tous 7,7, € {1,2,3},

Vee, = 0. (3.49)
Alors,

(%K> (ej,e1) = 0. (3.50)

Donc, M est une hypersurface centroaffine canonique.

_On définit I'indice négatif de la métrique de Blaschke h ( voir I'équation (3.1)), noté
N(h), par :

N(h) = nombre des composantes négatives de la métrique h.
Ensuite, nous rappelons le théoréme suivant de A. M. Li et C. Wang dans son travail [30,

—~

théoréme 1.3] en 1991 qui était aussi démontré pour N(h) = n(= dim M) par H. Trabelsi [52]
en 2006.
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Théoreme 3.2.15. /30, 52)

Soit z : M — R™! yne immersion de ['hypersurface centroaffine canonique M dans R™*!
munie de la métrique de Blaschke h. St N(h) < 1 ou N(h) = n, alors M est centroaffinement
équivalente a une hypersurface canonique dans R"*! définie par 'une des équations suivantes :

(1) zPx§?...zpn' =1, oty #0, et ot pour touti > 2.0; >0. etot g+ + appy >0

.. I [o%] N
(43) exp (—al arctan a:_> (23 +23)¥ 2§ apnit =1, ona+al#0,
2

et ou pour tout i > 3,a, >0 et o 20+ az+ -+ Que1 >0 ;

1
(1) Zpy1 = o0 (zg +oet 1‘3—1) —(02T2 + + @p1Zy-1)
—zi(arlnz; + o, Inz, + - + o, lnxy,), on2<v<n+1,

et ou pour touti > v.a, >0, etol a;+ay,+---+a, >0

Comme notre hypersurface est hyperbolique, donc h est définie positive par rapport au
vecteur position x. Alors, N(h) = 0. Donc, en utilisant ce théoréme 3.2.15, dans le cas ol
n = 3, la démonstration de notre théoreme 3.2.1 est achevée.

3.3 Hypersurface elliptique plate de Tchebychev dans
la géométrie centroaffine de R*

3.3.1 Introduction

Dans cette section. nous étudierons les hypersurfaces elliptiques de Tchebychev dans la
géométrie centroaffine de B4, vérifiant les conditions suivantes :
pour tous champs de vecteurs X, Y. Z tangents & A7,

(1) M est plate, c’est & dire, le tenseur de courbure R de la connexion Levi-Civita de la
métrique centroaffine satisfait R(X,Y)Z = 0:

(2) Le champ de vecteurs de Tchebvchev T'% vérifie @XT # = o X avec a est une fonction
différentiable sur M, c'est a dire. M est une surface de Tchebvchev introduite par
S. L. Samelson de son travail [47] en 1991.

Pour cette section, nous allons utiliser les mémes notations et les mémes formules qu’a
la section précédente sauf. pour une hypersurface elliptique de Tchebychev, le tenseur de
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courbure R devient :

—~

R(X.Y)Z = -;—{h(Y, Z)X — h(X. Z)Y + h(Y.Z)X — h(X, Z)Y} (3.51)
— [Kx, Ky]Z.

Dans toute cette section, nous supposerons toujours que A/ est une hypersurface centroaf-
fine elliptique de dimension trois dans R*.

Nous supposerons aussi que A est plate, c’est & dire :

o~

R(X,Y)Z =0 pour tous X,Y, Z € X(M) (3.52)

et une hypersurface de Tchebychev, c’est a dire. il existe une fonction différentiable «a telle
que :

VxT* = aX. (3.53)
Dans les sous sections suivantes, nous donnerons la démonstration du théoréme suivant.

Théoreme 3.3.1. [{6]

Sout = - M — R* une immersion centroaffine elliptique d 'une hypersurface M dans R*. Soient
X ur champ de vecteurs tangents sur M et o une fonction différentiable sur R. On suppose que
(M, h) est une variété memannienne plate et que VxT% = aX. Alors M est centroaffinement
€quivalente & une hypersurface canonique dans R* définie par 'une des équations suivantes :

(1) 2. zyt =1
ou a3 F0,ap >20.a3>0,042>0, etot oar+ar+az+a;>0;
.. l I as
(7¢) exp (—al arctan —) (:c% -+ g;g) 229329 = 1,
ZT9 B

o a?+a§#0.a3>0,a4>0 et ot  2a0+ o3 +ay >0

1
(”2) Ly = '2—1—__ (.733 et 112;—1) - (QQIQ + e av-—lxv—l)
1

—zri{a1lnzy + - + aglnzy),

ot 2<v<4. o, >0pourtouti>v etou o1+a,+---+ag>0
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3.3.2 Premiéres équations

D’abord nous prenons un point p de M et nous construirons une base orthonormale
spéciale au point p. En utilisant la méme méthode comme dans le chapitre précédent, nous
avons les lemmes suivants.

Lemme 3.3.2.

Soit p € M, il existe une base orthonormale {e;, s, €3} telle que le tenseur de différence a la
forme suivante :

00 O im0
Ke1 = 0 k122 0 ) Kez - k122 EE%%;—]CRZ 0
0 0 ki 0 0 koss

0 0 ki

K, = 0 0 oss

kiag koss Ksss

Lemme 3.3.3.

Soit M une hypersurface plate de Tchebychev, c’est & dire, @ejT# = ae;, pour tout j € {1,2.3}.
Alors, a est une fonction constante.

Avant de continuer la démonstration du théoréme 3.3.1, nous énongons le lemme suivant.
Lemme 3.3.4.
Soit p € M et soit {e1, ea, €3} une base construite comme avant. Alors, nous avons :

k1o E] — 00, —I]U]O. 1].

Démonstration.
En utilisant la méme méthode de la section précédente, nous avons :

Matl op .50,
v 122 20
d’on
1 — Ky, >0
ko T
Alors

k120 E] — 00, —-1}U]0, 1}
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Ainsi, si k25, = 1, nous appelons M un espace centroaffine du premier type.
Si k192 €] — 00, —1[U]0, 1], nous appelons A un espace centroaffine du second type.

Pour ces deux espaces, nous allons prouver le théoreme 3.3.1.

3.3.3 Espace centroaffine du premier type

Dans cette sous section, nous appelons M un espace centroaffine du premier type et
k122 = € olt ¢ = £1. Alors. en utilisant le lemme 3.3.2, nous avons :

2
—-——-k12k2 +1 =2z (354)
122
k23 + 1 - k22r)
288 I3 ko33 # 0. (355)
k233

En considérant ces conditions, nous avons les lemmes suivants.

Lemme 3.3.5.
Nous avons :

I";’1:0;
F31=F§2§

€1(k233) = “k233F§1 3

ot e,(k,y) indique la dérivation de k,j suivant la direction e, .
Démonstration.
En utilisant 1'équation (3.9). pour tous ¢, 7,1 € {1,2, 3}, nous avons :

0= (@K) (e,. €5, €1) — (@K) (e,. €., €.

Donc,

T

@elK(eT e)— K (6816]. ez> - K ’ej., ﬁelel\, - '\A7ejlx'(el, er)
+ K (68362,@) + K (61,66361) =0. (3.56)
En appliquant 1’équation (3.56), pour i = 1,j = 2 et [ = 1, nous avons :

~ (k2333 )e2 — (kassld))es = 0.
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Alors,
2, =0 etI3 =0

En appliquant I'équation (3.56), pour 2 = 1, j = 2 et [ = 2 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

(k233F§1 +é& (k233)) €9 + k233 ('—'F?Q + Fgl) €3 = 0.

Alors, nous avons :

Pgl = F?z ;
61(k233) = —k233I‘§1.
O
Lemme 3.3.6.
Nous avons :
T5 =T%;
1'\3 — k333F?2 + k233F%1
. ka33
e1(kss3) = —4k3saT %y — kiasTSs — k233k333F§1.

k233

Démonstration.

En appliquant l’équation (3.56), pour ¢ = 1, j = 3 et [ = 2 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

kass(—T35 + T%)es + ( — kagsT3y + kasa(—T'5; + T5;))es = 0.

Alors,
ksssT3, + kogsT3,
k33

I3 =Th etl§=

En appliquant 1’équation (3.56), pour ¢ = 1, j = 3 et | = 3 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

4k2..T3, + k2.3 + kosskassl'2
<81(k333)+ 2331 12 T K333 19 1 K233K333 21>e320‘

ko33

Alors, nous avons 'expression de e1(ksss). O
¥
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Lemme 3.3.7.
Nous avons :

kassksasT'sy — k3asl'ss + kaasl'e

ex(kas3) = P ;
233

e3(koaz) = —kaaslse — 2T%0¢ ;

62(k333) = —4k233I‘32 — k333I‘§2 — 411:;26.

Démonstration.

En appliquant I’équation (3.56), pour ¢ = 2, j = 3 et [ = 2 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

kosakazs 3, — k2,513, + kass['3ye
(— k233F32 - 2F‘;’28 - 63(k233))62 + (ez(k233) . 28 5 kzzz 22 333”12 ) ez = 0.

Alors, nous avons les expressions de ez(koss) et eg(kass).

En appliquant I’équation (3.56), pour i = 2,j = 3 et | = 3 et en considérant les résultats
précédents, nous avons :

(4k233F32 + k333F§2 + 4F§2 -+ 62(k333))€3 = 0.

Alors, nous avons 'expression de ea(kss3). O

Lemme 3.3.8.
Nous avons :

a =0, P?Z = I‘gl = F§2 = ng =0 et 63(k333) = 0.

Démonstration.

En utilisant la deuxiéme hypotheése (voir I'équation (3.53)) de notre espace, nous avons :
pour tout j € {1,2,3},

T#:éZK(e,,el) et ﬁeJT#:aeJ.

Alors :
(§\7K) (ej,e1,€1) + (€7K) (ej.e9.€2) + (@K) (ej.e3,e3) — 3ae; = 0. (3.57)

En utilisant I’équation (3.57) pour j = 1, nous avons le résultat suivant :

k2 F3
—3&61 - (k333F?2 -+ 2k233F§1) €9 — (2}6233F?2 -+ 323 12 + k333F§1> €3 = 0.
233
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Alors, nous avons : @ = 0 et I'3, = I'}; = 0.
En utilisant I’équation (3.57) pour j = 2, nous avons le résultat suivant :

(kgggng - 2k233F§2) €9 — (2]{?2331—‘%2 - k333I‘§2) €3 = 0.

Alors, nous avons : '3, =I'3, = 0.
Ensuite, en utilisant ’équation (3.57) pour j = 3, nous avons le résultat suivant :

(63(k333))€3 =0.

AlOI‘S, 63(k333) =0. O

Corollaire 3.3.9.
En utilisant le lemme 3.3.5 jusqu’au lemme 3.3.8, nous avons :

pour tout i € {1,2,3}, e;(kass) = e,(kssz) = 0. Alors koss, kass sont des constantes et pour
tous i,3,1€{1,2,3}, I‘ﬁj =0.

En utilisant ce corollaire 3.3.9, nous avons :
pour tous i, 7,0 € {1,2,3},

Vee, =0. (3.58)
Alors,
(6[() (6,‘, €5, el) =0. (359)

Donc, M est une hypersurface centroaffine canonique.

Comme notre hypersurface est elliptique, par conséquent ¢ = —1, donc . est définie
négative (voir I'équation (3.1)). Alors, N'(h) = 3(= dim M). Donc, en utilisant le théoréme 3.2.15,
dans le cas ot n = 3, la démonstration de notre théoreme 3.3.1 est achevée.

3.3.4 Espace centroaffine du second type
Dans cette sous section, nous appelons M un espace centroaffine du second type tel que

k122 €] — 00, —1[UJ0, 1].
Nous avons les lemmes suivants.
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Lemme 3.3.10.
Soit p € M et soit {ey, ez, e3} construite comme avant.

Alors,
er(kiz) = (k12 — Ky + Kuooklsg) TSy + (1 — kipp)kosal'3,
E120koss '
ea(kize) = —klzzr\%l :
s o (Z1+Ri)l;
H ki2okass
Démonstration.

En utilisant I’équation (3.56), pour i =1, j = 2 et [ = 1, nous avons :

( (=1 + kiyp) (k12oT%s + e2(k122))> .
- 1

k35
+ ((‘”1 + ki5o)Th
ko33

(=14 k})T5

— kossT%, + T
122

+ 61(k122)> €s
PB
-+ (—k233l_“;’1 - Kilg -+ klggl—‘gl) ez = 0.

Alors. nous avons un systéme de trois équations & trois inconnus I'3.e;(ki), e2(k120). En
résolvant ce systéme, nous avons les résultats de ce lemme 3.3.10.

O
Lemme 3.3.11.
Nous avons :
(=1 + 2y + k355) (2k12002) + kogsly + 61(;\"233)) —0 e (3.60)
73333
(=1 + K3 + Kdg5) (T3, — T3)) —0. (3.61)
kass
Démonstration.
En appliquant ’équation (3.56), pour i = 1, j = 2 et [ = 2, nous avons :
(=1 + K2y + k2y3) (2K122T2; + kosaT3 + e1(kaza)) .
2
'333
_ ((‘1 + Ky + k3s3) (TF, — F%)) e =0
ko33 ’ .
Alors, nous avons les résultats de ce lemme 3.3.11. O
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Afin de continuer notre démonstration du théoréme 3.3.1, nous considérerons deux cas
suivant :

~ 1+ k3 + k=0 ou (3.62)
— 1+ K2, + k2q3 # 0. (3.63)

Si I'équation (3.62) est vraie, alors :

Lemme 3.3.12,
Soit p € M. Si kssz # 0 et Uéquation (3.62) est vraie, alors nous avons :

- (3.64)
=1, 569
3. — k12961/1 — kipol'S) + €4/ 1 — KipoksssTdy + (1 — kfpp)T5; (3.66)
31 (1—K2p,) |
3
8, = - k12211 (3.67)

£ \/ 1 - k%zz ’
Raas (ko3 + FsgoT, + /1 = Kool

ev/1— ki

ea(ksss) = —ksasl. (3.70)

e1(kass) = — (3.69)

Démonstration.
En appliquant 'éguation (3.56), pour i = 1, j = 2 et | = 3 nous avons :

Comme k333 # 0 alors, nous avons ’équation (3.64).

En appliquant 'équation (3.56), pour i =1, j = 3 et { = 1, nous avons :
(5\/ L — kipp (=1 + kpo)T%s + €v/1 — kippes(kizo)) e — (=14 ki) (T% — T5) e
Ky

+ (E V11— Ky (kmr"{l + kzal'3s + €4/1 — kipp (T — Fgl)))

k12»

k122

6320.
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Alors, nous avons un systéme de trois équations & trois inconnus I'2}, 'S, , e3(k122). En résolvant
ce systéme, nous avons les équations (3.65), (3.66) et (3.68).

En appliquant I'équation (3.56), pour i = 1, j = 3 et [ = 3 nous avons :

k333 (k122P2{1 + kazsT3, + /1 - k%zﬂ%)

ev/1— k2o

En résolvant cette équation, nous avons l'expression de e;(ks33) dans I’équation (3.69).

e1(ksa3) + ez = 0.

En appliquant I’équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et [ = 2, nous avons :

~ (k122k3gari’2

ev/1— ki

En résolvant cette équation, nous avons l'expression de I'3, dans I’équation (3.67).

+ k333F§2) es = 0.

En appliquant I’équation (3.56), pour i = 2, j = 3 et [ = 3, nous avons :
_ (k3331"§2 =+ 62(k333))63 = (.

En résolvant cette équation, nous trouvons l'expression de es(k3s3) dans 1'équation (3.70).

O
Lemme 3.3.13.
Si Uéquation (3.62) et le lemme 3.3.12 sont vrats, alors nous avons :
" V1= Ky (1 + by (=1 + kiss))
3k3gokszzae
rd, = 1227833 : (3.72)
* V1 = Faa (1 + kfpa(—1 + K3z))
r2 - Bkiap (1 + kipn(3 — 2k3s3) + Kipp(—4 + k§33))0“ (3.73)

(=1 + k2p0) (1 + K2pp(—1 + Kg3))

Démonstration. i
Supposons que 1’équation (3.62) et le lemme 3.3.12 sont vrais. Alors, en utilisant I’équation
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(3.57) pour j = 1, nous avons le résultat suivant :

—3a +

e/ T= W (~ g + K8) T3, — e/ T Rl + i (b, + 36 T= RiT3:) )

3
k122

F2
-+ ('El'ljz bt 3k122F%1 — k‘333F?2 - 36\/ 1 - k'{’zzl‘gl) €9
~kbenlh = T + b (M — Kl — T Righwl3) )
€3 = U.
kfage\/1 — kigee ’

Par conséquent, nous avons un systéme de trois équations & trois inconnus I'};, IS, et I'3,. En
résolvant ce systéme, nous avons les expressions de ces trois inconnus.

+

O

Lemme 3.3.14.

Si Uéquation (3.62), le lemme 8.8.12 et le lemme 3.3.13 sont vrais, alors nous avons : a = 0,
T8 =T% =13 =T%,=0, et ks, kszz sont des constantes.

Démonstration.
En utilisant I'équation (3.57) pour j = 2, nous avons le résultat suivant :

3k, ae
( 3 ) . k333 (‘\/f——%-i;‘; — D% — k(14 k§33)I’§2)

—1+ ki 1+ kfpo(—1 + K3a3)

63:0.

Par conséquent, nous avons un systéme de deux équations & deux inconnus I'S, et a. En
résolvant ce systéme, nous avons : [5, = 0 et a = 0.
Alors, en utilisant 1’équation (3.57) pour j = 3, nous avons :

(63(k333))63 =0.
D'ou :
63(]9333) =0.

Comme « = 0, alors en utilisant le lemme 3.3.13, nous avons : T3, =T%, =T% = 0.

Par conséquent, en utilisant le lemme 3.3.10 et le lemme 3.3.12. nous avons : pour tout
1 € {1.2,3} e;(kss3) = 0 et e;(k1ae) = 0. Alors ky99, k333 sont des constantes.
O
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En utilisant ce lemme 3.3.14, nous avons :
pour tous i, 7,1 € {1,2,3},

Ve.e; = 0. (3.74)
Alors,
(ﬁK) (€5, €5, e1) = 0. (3.75)

Donc, M est une hypersurface centroaffine canonique.

Comme notre hypersurface est elliptique, par conséquent ¢ = —1, donc h est définie
négative (v01r I’équation (3.1 ) Alors, N(h) = 3(= dim M).

Si I’équation (3.62) est vraie, alors, en utilisant le théoreme 3.2.15. la démonstration de notre
théoréme 3.3.1 est accomplie pour un espace centroaffine du second type.

Corollaire 3.3.15.

Soit p € M. Si ’équation (3.63) est vraie, alors nous pouvons utiliser la méme méthode qu’a
la sous section précédente, puis nous avons :

e1(kizz) = (3k122 (2k122 + k333 + kipa(—7 + 2k355 + K333) + Kiap(9 — 6k335 + 4kiss — 2K353)
ka2 (1 + 4Kfas + k3sa(—4 + k3a3)) + kino ( — 5 + 4kSas + k3yy — Kaa(—T7 + kiss)
+ k§33(_8 - k§33)))0‘) / <( 1+ k122)(k122 + kgzz&) (1 + 4k19°
+ kfgp(—6 + 4kdaz + Kag) + kipo(—12 + 8Kz + ki)

+ k%22(13 + 4kg3 — 2k3gg + kdsz(—12 + k§33)>)> ;

ez(ki22) = — (3]9?22’“233( — 2Ky, + 2haq + Kiao(5 + 2K353 — Kizs) -+ king (— 4+ 4K3s5 + Kisg
+ Kga(—4 + kgs:a)))"‘)/(( 1+ kia0) (Kipg + K3a3) (1 + 4kSay + Kiap(—6 + 4k + Kiss)

+ k5o (—12 + 8kZ35 + kigs) + kipo (13 + 4k3sq — 2k3gs + kg (—12 + k%se;)))) 3

es(kize) = — (3’@?22(—1 + k%zz)k333a>/(1 + 4Ky + Kigo (=6 + 4k3ss + Kias)

+ k93p(—12 + 8k333 + kigg) + Kipo (13 + 4k5ss — 253 + kiza(—12 4 kgsa))) ;
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e1(kas3) = (3k122k233 (4"3122 kg3 + 2k500(—5 + kdag + k3gg) + kiga(—8 + 3k3sg + 2k3s3 + 2k3ss)

62(k233)

83(k233) = -

— kl5p (2 + 2k + kipa(—2 + kgss))) ) (( 1+ k299) (ki + kiss) (1 + 4kly

Kno(—6 + 4kdsg + Kigs) + kS (—12 + 8kdas + kisg)

122(13 + 4ksg — 2k3ag + k3gg(—12 + k333)))) ;

(3k233 (8k122 ki5o(—42 + 50k3ss + 3kdss) — kiss (1 + 2k3g5 + k3g3(—3 + k§33))

ki35 (93 + 116k3s5 — 11k3s3 + k355(—209 + 24k353)) + ki ( — 113 + 122k555 + 16k3s;
+ A233( ~363 + 47k3a) + Klgo(1 + 8kbag + 6K3g3(4 + Kisa) + kiaa(11 + 2k3s;)
k3a3(27 + ka3 + kisa)) + 3ki35(119 — 23k3 33 + k5s3)) — Kiao( — 9 + 8kggs + kizs
233( ~40 + 6k33) + Kiza(—114 + 31k3s — 2Kk333) + kS35(98 — 20k3; + k333)
+ kg3 (57 — 14335 + Kigs)) kiog (1 + 8kGa5 + 6kdas(—4 + kiga) + kaaa(—11 + 2k335)
+ ki33(27 — Oklss + Kigs)) + King (— 36 + 8333 + 5kas + 6kss(—12 + ki)
+ ki33(—290 + 68k355 — 4k3s3) + k355(214 — 38k3e5 + Kias)
+ k333(174 — 43k3s5 + 3kiss)) + kipn (82 + 56k5sy — 12k355 + 4k3a3(—65 + 8k353)

+ ks3(—325 + T6k3g5 — Bkigs) + kggs(447 — 92k3ss + 4k§33)))¢*)/
(( 1+ kipp)(—1 + kipy + kias) (Kiny + k3s3) (1 + kg + 4k3eg + Kipp(—2 + 4kds)
+ k3sa(—4 + K353)) (1 + dkToy + Kiog(—6 + 4k3as + kiss) + kipp(—12 + 8k3z5 + kis3)

-+ k‘er_,(lS + 4kgs — 2k3a3 + K3gg(—12 + A§33)))> ;

(3k233k333 (2’?%%2 + kg + kiop(—6 + 11k355) + kiaokias(—5 + 4hdgs + Kias)

+ Kion (6 + 21K355 + 2Kas5(—11 + Ki3)) + Kiypkigs (8 + 4kias — Kiay + Kas(—8 + kiss))
+ k122( 2 + 16kSsq + k33a(11 — 2k3ss) + has(—25 + 3A333))) >/

<(‘1 + ETpy + K3ag) (1 + Kigy + 4ksg + Kipa(—2 + 4k3g3) + F3gs(—4 + K3gs))

(1 + 4kDyy + kiny(—6 + dkias + Kigs) + kSoo(—12 + 8k355 + k3ss)

+ ki (13 + dhigs — ~k§33+k§33(—12“‘k§33)))) 5
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e1(kss3) = (37‘339’22( ~ 2k, + K25p(1 — 2k§33))k3330‘)/(1 + 4k + kipp(—6 + dkZgs + Kiss)

ea(ksss) =

+ Efag(—12 + 8kZy5 + K3g3) + ki (13 + 4k — 2k3g5 + kass(~12 + k§33))> ;

~ Bkja3(—6 + kis3) + 2kSa3(—4 + ’v333)) +k 22k§33( 6 + 8ka33kas
+ 2k335(—3 + k333)) + kS (3 + 26355 + k335(—15 + 2k333))

+ k?m(l — 10k355 + 24k5s5 + 2k533(—9 + 2k§33))>a)/
((‘1 + Kfpp + kiss) (1 + Kigp + dkss + King(—2 + 4k3g5) + kisa(—4 + kgzs))
(1 + 4kSgy + Kipp(—6 + 4k3sg + kiss) + kSpp(—12 + Bklgg + kiss)

+ k395 (13 + 4k355 — 2Kk3ss + klag(—12 + k§33)))> ;

es3(kszs) = (3( 1 + 8ki3, + 8k3gs + Kass(—8 + k3gs) — kas3(—4 + k355)

+ ki32(—40 + 56k355 + k3s3) + kigy (84 + 152k355 — Skisy + 2kda5(—108 + Tkiss))
+ Ko — 97 + 200kSs5 + 10kZ;5 + ks (—424 + 37k3g3) + k3q3(332 — 46k3ss + kiss))
+ k350 (8 + 32kSs — kigs + 12K355(—6 + kiss) + Kia(64 — 17k3s5 + kisa)
— k333(32 — 10k2;5 + kz3)) + KSpp (68 + 128k555 — 10k2s5 + 36kS55(—~10 + E3ss)
+ kiga(—264 + 58k3y; — 3Kias) + ki (440 — TThZys + 2k3s,)) + Kizo (32385
+ B(—6 + kig5) + 4k (—28 + 3k2ss) + Kiga(—224 + 56k3,; — 3k3s3)

+ k§35(224 — 36k3g5 + Kia3) + k3as(120 — 35k3s5 + 3k§33))>a> / ((‘1 + kipy + K3ss)

(1 + Aki3, + 4k3ss + ksg(—4 + k3s3) + kisa(—20 + 24k3ss + k3g)

+ ko (41 + 52k3as — 4k3gg + k3gg(—92 + 9k§33)) + kmz( 44 + 48k35 + 6k3a;
+ Bkiag(—17 + 2k3s3) + k3gs(136 — 26k3,5 + lv333)) + kg (26 + 16k333 — 4k3s3
+ 8kg5(—8 + k3ss) + kizz(120 — 24k3ag + k333)) + 2k333(48 — 13k3s5 + 7”333))

+ 8k3g5(—5 + kia3) + kia3(32 — 10ki; + k§33))) :
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Ensuite, pour tous i,j € {1,2,3}, la connezion de Levi-Civita €7eiej est définie par :

\V/ - 2 e +T3.6:: V - T2 3 o VA 3 3 o, -
\V/ — T2 3 oo - \V/ — T2 3 o VA 3 3 o -
< — T3 3 o . \V/ — T3 3 oo - VA 3 3 o -

6163 —_ "'Fllel - F1262 y 3263 -— "‘F1261 h F2262 3 3 —F3161 - F32€2 )

ou

r$ -( klo(—1+k 22)k333&)/(1 + 4Ky + k2pp(—6 + 4k3g5 + kis3)

+ D95(—12 + 8Ky + k) + ks (13 + 4k3ag — 2k3gg + K3ss(—12 + kgss))) ;

I =-— ( 122(1 + 2Ky + kipy(—3 + 2k333)) )/(1 + Akg + Kigp(—6 + 4k3ag + Kisa)

+ kSop(—12 + 8kZgg + kiss) + k‘1122(13 + 4kjag — 2k333 + k3za(—12+ ’"333))) ;

I} = (319‘1122]9233 (1 — 2k%00 + 2355 + k30 (5 + 2kJay — kisg) + K205 (— 4+ 4kpzs + Kz
+ k3aa(—4 + kgaa)))&> / ((—1 + Kipg) (K3pg + K3s3) (1 + 4kSyy + king(—6 + 4kl + K3g3)

+ kfpe(—12+ 8k3as + Kigs) + k122(13 + Akgy — 2k3gs + K3s3(—12 + k 33))))

I3, =3k5 o kassksszc/ <(1 + AKSyy + kipp(—6 + 4k3gs + kias) -+ KSpp(—12 + 8k333 -+ K3s3)

+ k90 (13 + dkjgg — 2k3gs + Kdgs(—12 + k§33)))) )

I3 =(3ki°’22k§33 (1~ 6kDpz + kin(—6 + 2kig + Kigs) + kipp(11 — 6k355 — 2k§33))0‘>/
((‘1 + kfp) (ko + Kiga) <1 + Akfap + kigp(—6 + 4kdss + Kiaz) + kipa(—12 + 8k3sq + Kiag)

+ ki, (13 + dkjgq — 2k + kaga(—12 + k333)))) ;
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Iy, = (3]9%33]‘5333 (k%gz + K3ag + kiap(—2 + BkZag) + kippkZaa(—5 + 4kiss + kis3)
+ Kipokdas (8 + 4kyag — kg3 + kass(—8 + k§33)) + k?zz(l + Bk + kysa(—9 + k§33)))a)/

(( 1+ Kiog + k2g5) (1 + kigy + 4klas -+ kipp(—2 + 4k353) + kiag(—4 + k3s3)) (1 + 4k,

+ klpg(—6 + dkZgg + kBa3) + kipp(—12 + 8kd3 + k3ss) + k122(13 + 4kyzs — 2kdsg
+ kjgs(—12+ kgss)))) ;

P%Z = - (3k233 (2k 122 + k233( 1 + 2k233) + k122( 7 + 12’\/233) + k ’}2k§33 (6 '+‘ 8k§33
— Kias + 2k3a3(—T + kizs)) + Kiap (1 + 8Ky + 2kS55(—12 + kiz3) — 4kiss(—9 + ki)
+ Bk3a3(—6 + k3g5)) + k¥ap (9 + 26k3ss + kJgs(—33 + 2k335)) + kbyp ( — 5 + 24KS5
k333(34 — 4k3ss) + Kia3(—50 + 4k333)))a> / (("1 + kigp + k333) (1 + Kiog + 4K3as

+ k3pp(—2 + 4kda3) + k3gg(—4 + k3ss)) (1 + 4kSos 4 klpo(—6 + 4k3gs + Ki3gs)

+ Kfpo(—12 + 8k3a3 + kjgs) + King (13 + 4kj3gg — 2k3as + kass(—12 + kgss”)) .

Lemme 3.3.16.
En utilisant la méme méthode de la sous section précédente, les k,j vérifient les deur équations
suwantes :

kiokass <k122 + ks + 4kiag + 6k130(—1 + k3a3) + kSaa(—4 + kiss) + Kz (15 + 17k
+ kzaz( =31+ k333)) + k3 2k233( ?0k233 + k233( 2- 5k333) + k233( 13 + 2k§33))

+ k233(1°7 10k355) + 2k355(—62 + Bkgs) + kasa(—T4 + 5k333))

+ KSpo (= 6 — 60k3g; — 16k33; + kgs(46 — 4k3ss) + kizg(—114 + 13k355)
+ lv233(164 — 23k3ss + k333)) — kipo( — 1+ 16k33; — ’v233( 15 + k3g5) + 8k335(—2 + kiss)

kpokasskass(kiny — 2kiag + kdgp + kag — 6kingkaas + Bkisokdas + 4kipokdas + kipokisakaas)
(=1 + k3, — Bkigy + kS — Bk3ss + 6kTyok3ss — 3kipokass + 4kSss + k3azkiss
-k 22k233k§33 + kgskiss)a? = 0. (3.77)
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Lemme 3.3.17.
Nous devons avoir

Démonstration.
En utilisant 'équation (3.77), nous avons :

ksgs =0
ou

(=1 + Bkfyy — 3kipy + Koy — ka5 + 6KTpokias — 3Kingkiss + 4kSss

+ K3agkiss — Klgokaaskss + ksakiss) = (( ~1 4 k3yy — 2k3s3)*

(=14 Kipg — 2k3a5)*(—1 + king + kdgs) + kaaahkias(l — kipy + k§33)) =0
ou

(klag — 2Kigy + kS + K335 — 6k3pokaas + Bkinokss
+ 4k30ok3as + kigpkasskass) = 0

o =0.

e Supposons que kzaz = 0.
Alors, e3(kss3) = e3(0) = 0.

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

D’ailleurs, en utilisant ’expression de e3(k3ss) dans le corollaire 3.3.15 et en prenant

k3zs = 0, nous trouvons :

es(kssa) = (3(1 — 4Ky + Oklyy — 10KDy, + 4kigy — 2k3a; + 8kTankiss — 22K1a0kds

+ 16kS55k3s3 + 4hgeg — 12K355k550 + 20k 0ksss + 8KipokSss) a)/

(14 2o — BBy + 2y + ki (7 + BkBsg)

+ ki (9 — 19k355 + 10k233) + K2y (=5 + 14k355 — 12555 + 4k5s3) )

Le numérateur de ce e3(ksss) est égal :

(3(1 — 4kly + Oklyy — 10kDy, + 4kTpy — 2kdys + 8kDpokdss — 22k122kds

+ 16k35,k3a5 + 4kigg — 12k3p0k3e3 + 20K150k505 + 8k§22kg33)0‘)
= 3 (B3 + 8k%ks,) a
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avec
E3 =1 — 4kly, + 9kipy — 10kDy, + dkiyy — 2K3aq + Bhigokiag — 22K1aokiass
+ 16KS55k555 + 4k3as — 12k300k555 + 20k]po ki3s3
=((—1 + ki) 2(1 — 2k3yy + 4kiyy)) + (2(=1 + k3pp) (1 — 3kZpy + 8kipy)) ks
+ (4(1 = 3k2,5 + 5Kiyy)) ks
=c+bX +aX?;
ol
c=((—1+k3p)*(1 — 2k35, + 4kiay))
b= (2(-1+ kia) (1 — 3kip + 819[1;22))’“%33
a= (4(1 - 3k%22 + 5kf22))k§33 et
X = kgas-

Nous allons regarder le signe de ce polynéme E3.
Pour tout ki22 €] — 00, —1[U]0, 1], le discriminant A de ce polyndme est égal :

A =0 —dac=—4(—1+ k2,,)*(3 — 8kip, + 16kiy) < 0.

D’ou, nous avons :
E3 > 0. donc E3 + 8kipkSs; > 0.

Si a # 0 alors, le numérateur de e3(kass) est non nul, donc :

63(:16333) 75 0.

En comparant ces deux dérivations de e3(ks33), nous trouvons une contradiction, donc :
pour tout kg0 €] — oo, —1][UJ0, 1],
ksaz # 0.

e Pour les trois autres cas possibles (voir les équations (3.79),(3.80),(3.81)). nous les
étudions suivant les valeurs de kqq0.

* Supposons que kjgp €] — 00. —1,
alors ’équation (3.80) devient :

(k3pp — 2k1ag + KSog + K3gg — 6K3gokiss + Bkigokiss + 4kinoksss + Kiaokasskiss)
= (=14 klp) kiny + (=1 4 klpp) (=1 + Bkipg) kagg + 4kiagkiss + Kingkisshias > 0.

Par conséquent ’équation (3.77) est vraie si et seulement si I'équation (3.79) est vraie ou & = 0.
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Si Péquation (3.79) est vraie, alors nous devons avoir (1 — k?y, + k353) < 0 et

kags = € (=14 Ky — 2k355)2 (=1 + kg + K3)
k333(1 — Kz + ks3)

En utilisant cette expression de k333, ’équation (3.76) devient :

£0.

9

_ _("1+k%22“2k 33)2(—1 4 k2oy 4 k333)
1 — kfpo + kdss

ka3(1 — kigg + k33)

(8k122( 1+ kip)®e

(Kfag + K332)° (1 + Kigg + klpa(—2 + k§33))a2) =0.
Cette équation est vraie si et seulement o = 0.

* Supposons que kigy €]0, 1],
alors, 'équation (3.79) est vraie si (—1 + k%5, + k253) < 0 et

( 1+ Ky — 2k355)%(—1 + kiyy + ks3)
K333(1 — kfpg + K333)

En utilisant cette expression de ks33, I’équation (3.76) devient :

_______9______< (=1 + k2,,)%¢ __( 1+ kg — 2k333)%(—1 + k3o + k333)
I R 122 1227 = k333(1 — kipp + K333)

(k2 + K233)2 (1 — k) + k§22k§33)a2) —0.

Cette équation est vraie si et seulement si o = 0.

k33 =£

£ 0.

Si (=1 + k%, + k253) > 0 alors 'équation (3.79) devient :
(=14 klpy — 2k355)° (=1 + Kipy + kigg) + K3gakiag(1 — K3gg + kigg) > 0.

Alors, Véquation (3.77) est équivalente & 1’équation (3.80) ou o = 0. Si 'équation (3.80) est
fausse, alors o = 0.
Si I'équation (3.80) est vraie, alors,

1 2 1 K ,
kgssze\/a—-—— 192( 5‘A2 )- — — 22— 4k3, # 0.

.2 .
l"12‘2 233 k233 k233

Par conséquent, 'équation (3.76) devient :

[ 1 9 1 K
—36(—1+ k122)k§22k233~\/6 “‘ ks ( 5+ 2 > —mo T kén 4k344
233 233 233

(KZap + Kisa)? (1 — Kipe)® + A122k233) a? =0,
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cette équation est vraie si et seulement si a = 0.
Enfin, o doit étre nulle.

Corollaire 3.3.18.
Les ki, kass, ksss sont des constantes et pour tous 14,j,l € {1,2,3}, T\, =0.

Démonstration.
En utilisant le corollaire 3.3.15 et le lemme 3.3.17, pour tous i,7,] € {1,2,3}, et pour

tout k€ {kioo, kos3, kass} les I‘ﬁj et les e;(k) sont tous multiples de «. Ensuite, d’apres le
lemme 3.3.17, a = 0.

Donc :
ej(k) =0 et Pij = 0

Alors les ki99. k233, k333 sont des constantes. O

En utilisant ce corollaire 3.3.18, nous avons :
pour tous ¢, 7.1 € {1.2,3},

Ve,ej =0. (382)
Alors,
(@K) (€n€5.€1) = 0. (3.83)

Donc, M est une hypersurface centroafline canonique.

Comme notre hypersurface est elliptique, par conséquent ¢ = —1, donc h est définie
négative (voir I'équation (3.1)). Alors, N(h) = 3(= dim M).
Sil'équation (3.63) est vraie, alors, en utilisant le théoréme 3.2.15 pour n = 3, la démonstration
de notre théoréme 3.3.1 est accomplie pour un espace centroaffine du second type.
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Resume de la thése

Le sujet de cette these se situe dans le domaine de la géométrie différentielle affine. Dans ce
domaine on étudie des hypersurfaces M de 'espace affine de dimension n+1. Cette étude fait partie
du programme d'Erlangen de Felix Klein : « la géométrie est I'étude des propriétés qui restent
invariantes sous l'action d'un groupe de transformations donné ». Les groupes de transformations
utilisés dans la géométrie différentielle affine sont :

e le groupe engendré par les transformations vectorielles qui préservent le volume et les

translations. On appelle la géométrie correspondante la géométrie équiaffine ou la
géométrie de Blaschke.

e le groupe de toutes les transformations vectorielles. On appelle la géométrie correspondante
la géométrie centroaffine.

Cette theése contient aussi bien des résultats en géométrie equiaffine que en géométrie centroaffine.
En géométrie équiaffine nous obtenons une classification des surfaces pour lesquelles R.(VS)=0.

En géométrie centroaffine nous nous intéressons aux hypersurfaces de Tchebychev qui sont plates.
Nous obtenons une classification de ces hypersurfaces en dimension 3. Un résultat similaire en
dimension 2 a été obtenu par Wang.

Summary of the thesis

The subject of this thesis is in the domain of differential geometry. In this field one studies
hypersurfaces M of the (n+1)-dimension vector space. This study can be seen as part of the
Erlangen program of Felix Klein: “geometry is the study of the properties which remain invariant

under the action of a given group of transformations”. The groups of transformations used in this
work are:

e the group generated by the linear transformations which preserve volume and the
translations. One calls the corresponding geometry the equiaffine geometry or Blaschke
geometry

e the group of all linear transformations. One calls the corresponding geometry the
centroaffine geometry

This thesis contains as results in both equiaffine geometry and centroaffine geometry. In equiaffine
geometry we obtain a classification of surfaces for which R.(VS)=0. In centroaffine geometry we
are interested in flat Tchebychev hypersurfaces. We obtain a classification of these hypersurtaces
in dimension 3. A similar result in dimension 2 was obtained by Wang.
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