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Résumé

Ce travail de thèse porte sur l’optique transformationnelle et ses applications. Les
capes et tapis d’invisibilité, ainsi que les revêtements mimétiques sont étudiés au tra-
vers de simulations dans les hyperfréquences à l’aide du logiciel COMSOL Multiphysics.
Ces simulations permettent de comprendre les phénomènes en jeu et d’appréhender les
difficultés de réalisation expérimentale. Nous abordons divers systèmes et discutons de
leurs performances ainsi que de leur faisabilité. La réalisation de revêtements d’optique
transformationnelle (OT) est un challenge important, pour lequel nous proposons une
architecture des revêtements sous la forme d’une structuration multicouches. Les per-
mittivités diélectriques et perméabilités magnétiques requises dans les revêtements d’OT
étant peu communes, une part importante de ce travail s’est concentré sur les métamaté-
riaux constitués de réseaux d’inclusions résonantes. Leur phénoménologie est abordée,
ainsi que les techniques d’homogénéisation, permettant de leur affecter des propriétés
effectives homogènes. Enfin, nous envisageons l’intégration de matériaux dispersifs en
fréquence dans des capes, et proposons une méthodologie permettant aux revêtements
de fonctionner sur une large bande fréquentielle.

Mots clés : métamatériaux, optique de transformation, cape d’invisibilité, tapis d’invi-
sibilité, hyperfréquences, homogénéisation
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Abstract

The present thesis work relates to transformational optics and its applications. In-
visibility cloaks and carpets, as well as mimetic coatings, are studied using simulations
with the commercial software COMSOL Multiphysics in the micro-wave domain. First,
these simulations help in the understanding of the phenomena at stake and allow us to
evaluate how challenging it would be to develop experimental devices. Based on ob-
jective criteria, we consider multiple systems and discuss their efficiency and feasibility.
The realization of transformation optics coatings is a difficult challenge, so we suggest a
multilayer design for the coatings. As dielectric permittivity and magnetic permeability
required in the OT coatings are unusual among natural materials, we worked on reso-
nant metamaterials composed of a lattice of small conducting structures. The physical
origin of the phenomenon is investigated, as the homogenization technics allowing com-
putation of effective homogeneous parameters. Finally, we consider the realization of
invisibility cloaks using frequency dispersive metamaterials and developed a design al-
lowing broadband operations.

Keywords: metamaterials, transformation optics, invisibility cloak, invisibility carpet,
microwave, homogenization
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Introduction générale

Dans la littérature scientifique aussi bien que dans la fiction, l’invisibilité est une thé-
matique récurrente qui a motivé de nombreux auteurs et fasciné le grand public. L’in-
visibilité électromagnétique ou "cloaking" a été théoriquement rendue possible en 2006
grâce aux travaux fondateurs des équipes de John Pendry et de Ulf Leonhardt. En s’ins-
pirant des équations de Maxwell dans le cadre de la relativité générale, les conditions
permettant de rendre un objet invisible aux hyperfréquences, dans l’infrarouge et dans
le domaine optique ont été établies. Ces travaux ont inspiré la communauté de l’électro-
magnétisme et ont ouvert un nouveau champ de recherche, l’optique de transformation
(OT), aboutissant à la réalisation de plusieurs démonstrateurs en laboratoire. Une mul-
titude de dispositifs alternatifs à la cape d’invisibilité ont également émergé, comme les
tapis d’invisibilité permettant de masquer des défauts de structure localisés sur des sur-
faces.

L’émergence de l’optique de transformation n’a été rendue possible que par le déve-
loppement des métamatériaux, une famille de structures composites dont les proprié-
tés électromagnétiques de permittivité diélectrique et de perméabilité magnétique at-
teignent des valeurs introuvables parmi les matériaux naturels. En particulier, le magné-
tisme artificiel a été imaginé autour des années 2000 et permet d’envisager la réalisation
de matériaux magnétiques jusque dans le domaine optique, auparavant impensable. La
réalisation de revêtements d’invisibilité étant très complexe de par la nature extrême
des propriétés matériaux requises, seuls des métamatériaux peuvent convenir pour la
conception de prototypes. Malgré les avancées rapides de ces dernières années dans ce
domaine, il reste encore de nombreux verrous à lever avant de voir apparaître un revê-
tement d’invisibilité pleinement opérationnel.

Dès 2006, un premier démonstrateur de cape d’invisibilité dans le domaine hyperfré-
quence fut réalisé afin de valider par l’expérience les effets du revêtement. Ces travaux
et ceux qui suivirent ont mis en lumière la validité de la théorie tout autant que les
nombreuses difficultés de conception et leur impact sur les performances. Deux grands
courants ont émergé ces dernières années dans la littérature concernant les revêtements
d’OT : une première approche orientée optique transformationnelle, a pour objectif de
diminuer les contraintes imposées par l’OT sur les propriétés matériaux requises dans les
revêtements. La seconde approche est, quant à elle, orientée matériaux, et plus précisé-
ment métamatériaux. Les recherches visent à concevoir des métamatériaux aux proprié-
tés les plus proches possibles de celles théoriquement requises. Les réalisations actuelles
et celles à venir sont le fruit de compromis aboutissants à un revêtement le plus perfor-
mant possible, tenant compte des métamatériaux à disposition.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons à l’optique de transformation avec
pour application des capes mais aussi des tapis d’invisibilité et de mimétisme. Nous cher-
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chons à resserrer le lien existant entre les métamatériaux et les revêtements d’OT, en
imaginant des structures fonctionnelles les plus efficaces possibles et dont la réalisation
soit envisageable à l’aide des technologies actuelles. Le recours à la fabrication additive,
la gravure ou encore à l’usinage plus conventionnel est envisageable. A l’instar des tout
premiers travaux expérimentaux sur le sujet, le domaine fréquentiel considéré dans ce
manuscrit est celui des hyperfréquences, prioritairement à l’infrarouge et à l’optique.
La conception de métamatériaux dans la gamme hyperfréquence nécessite en effet des
moyens bien moins onéreux que pour des domaines de plus hautes fréquences. En parti-
culier, le magnétisme naturel existe dans les hyperfréquences, ce qui simplifie le travail
de conception des revêtements. Cependant, les simulations, calculs et conclusions de ce
manuscrit sont en grande partie transposables à toutes les gammes de fréquence. Les ap-
plications hyperfréquences envisagées sont nombreuses et variées, elles concernent en
particulier les domaines des télécommunications, de la discrétion et de la compatibilité
électromagnétique (CEM).

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous abordons l’optique de transformation
et les revêtements d’invisibilité du point de vue théorique ainsi que du point de vue
phénoménologique. Une démonstration partielle du principe est donnée, ainsi que des
résultats de simulations de capes d’invisibilité réalisées sous le logiciel commercial COM-
SOL Multiphysics. Nous abordons ensuite la thématique des métamatériaux au travers
d’une étude bibliographique en lien avec l’OT.

Dans le deuxième chapitre sont abordées diverses applications de l’OT, alternatives à
la cape d’invisibilité. Nous définissons dans un premier temps la notion de mimétisme,
faculté qu’a un objet de ressembler à un autre objet, permise par l’OT. Nous étudions
ensuite, par la simulation, différents revêtements que nous avons imaginés et dont les
fonctions sont susceptibles de mener à des systèmes présentant un intérêt industriel. L’ef-
ficacité de ces dispositifs est évaluée au moyen de critères objectifs chiffrés.

Le troisième chapitre du manuscrit aborde une méthode de structuration des revê-
tements d’OT requérant une anisotropie uniaxe. Nous présentons une approche de la
conception en multicouches requérant un nombre raisonnable de matériaux magnéto-
diélectriques. Un code de calcul permet de générer une simulation de la structure mul-
ticouche de la cape ou du tapis afin de valider son fonctionnement par le calcul. Nous
proposons enfin un tapis de mimétisme dont la réalisation peut être envisagée exclusive-
ment à l’aide de matériaux conventionnels.

Dans la suite du manuscrit, est abordée la thématique des métamatériaux constitués
de réseaux d’inclusions conductrices résonantes. Ces métamatériaux sont indispensables
à la réalisation de revêtements d’invisibilité, tandis que ceux de mimétisme n’en re-
quièrent pas nécessairement. Dans le quatrième chapitre, une approche phénoméno-
logique de la résonance de ce type de structure est proposée, mettant en avant des
principes fondamentaux de la conception des métamatériaux. L’objectif est à la fois de
comprendre la physique sous-jacente tout autant que de faciliter l’ingénierie des revête-
ments d’OT.
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La très vaste problématique de l’homogénéisation des réseaux d’inclusions résonantes
est abordée dans le cinquième chapitre. Nous proposons une méthodologie pratique et
rapide permettant de calculer les propriétés effectives des métamatériaux au travers de
l’étude d’une maille unitaire. Une généralisation de la formule de Clausius-Mossotti est
étendue aux matériaux présentant un comportement bi-anisotrope : les effets complexes
de couplages électro-magnétiques sont ainsi pris en compte et évalués.

La dispersion fréquentielle des métamatériaux, et des réseaux d’inclusions résonantes
en particulier, réduit drastiquement la bande de fonctionnement des revêtements d’OT.
Dans le sixième chapitre, nous mettons au point une méthode d’adaptation des capes à
la dispersion des matériaux et montrons, à l’aide d’une simulation, son principe de fonc-
tionnement. Le revêtement est donc dispersif mais présente malgré tout une efficacité
de fonctionnement sur une bande de fréquence relativement large.
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1 Optique de transformation et cloaking
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1.1 Introduction

L’électromagnétisme est décrit depuis la fin du XIXème siècle grâce aux équations de
Maxwell, du nom de James Clerk Maxwell qui les a établies en 1864. Dans le cadre de
la relativité générale, dans lequel l’espace peut être courbe, ces équations sont toujours
valides. Une approche par la géométrie différentielle montre en effet qu’il existe une
invariance des équations par changement de repère inertiel.

La formulation des équations de Maxwell dans un système de coordonnées générali-
sées a permis à Ward et Pendry [1] de montrer en 1996 qu’il est possible à l’aide d’un
maillage régulier de l’espace de simuler des géométries complexes, en introduisant une
notion de métrique courbe dans les équations. En d’autres termes, plutôt que de mailler
une géométrie complexe, on préfèrera partir d’un quadrillage régulier et lui faire subir
une déformation de l’espace, mimée à l’aide de tenseurs de permittivité diélectrique ε et
de perméabilité magnétique µ.
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Cette idée d’invariance des équations de Maxwell et d’équivalence avec des propriétés
matériaux particulières amena John Pendry et al. [2] d’une part et Ulf Leonhardt et al.
[3] d’autre part à publier en 2006 des articles posant les bases de l’optique de trans-
formation (OT) et du "cloaking" ou invisibilité électromagnétique. L’idée de l’optique
de transformation consiste à transposer expérimentalement les principes appliqués à la
simulation dans [1] en créant des revêtement structurés mimant une transformation
d’espace. Le cloaking, quant à lui, est une application particulière de l’OT cherchant à
rendre invisible un objet vis à vis des ondes électromagnétiques en mimant un espace
courbant les rayons autours des celui-ci. Du point de vue des ondes électromagnétiques,
la matière classique peut se comporter dans l’espace de manière équivalente à un espace
déformé.

Dans ce chapitre, nous verrons les principes de l’OT et de l’invisibilité électromagné-
tique. Nous montrerons par des simulations dans les hyperfréquences le fonctionnement
de capes d’invisibilité. Ensuite, nous aborderons les difficultés de réalisation de ces revê-
tements et le recours aux méta-matériaux.

1.2 Description de l’optique de transformation

1.2.1 Déformation de l’espace

Figure 1.1 – Déchirement de l’espace autour d’un point. Par l’esprit, on modifie la
structure de l’espace autours d’un point central afin de créer une zone
"hors-espace", ignorée par la physique. La métrique à proximité de la
déformation est modifiée et les longueurs ne sont par conséquent pas
conservées.

Dans cette partie nous abordons de manière imagée le principe de l’optique de trans-
formation au travers de son application la plus médiatisée, la cape d’invisibilité. On peut
se figurer l’espace Ω tel une surface déformable et déchirable. Selon le type de transfor-
mations que l’on va réaliser, nous avons classiquement Ω = R2 ou Ω = R3. La première
étape de l’optique de transformation consiste à chercher une fonction mathématique
explicitant la manière dont on veut que l’espace se déforme : localement, les distances
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entre deux points vont être comprimées ou au contraire s’étendre, les points vont se dé-
placer de sorte à ce qu’apparaisse une zone de vide, telle que sur la figure 1.1.

A partir d’un point origine O, on agrandit l’anse (au sens topologique) en comprimant
localement la surface ou le volume. Dans les cas d’une cape d’invisibilité, il est tout à fait
possible de choisir la manière dont l’espace va se déformer autour de la déchirure. On
crée une anse aussi grande qu’on le souhaite, et on comprime progressivement ou rapide-
ment aux abords de cette anse. La création d’une anse donnée peut amener à déformer
l’espace de différentes manières : ce principe est montré sur la figure 1.2. Les dimensions
de la zone perturbée peuvent par exemple varier. La transformation mathématique évo-
quée précédemment dans ce chapitre associe chaque point de la nappe intacte (Ω = R2

ou Ω = R3) à son point image sur la nappe déchirée et déformée. Mathématiquement,
cette transformation doit être :

— bijective : on ne retire aucun morceau de nappe, on n’ajoute aucun morceau de
nappe ;

— continue (hors origine) : on ne découpe pas de morceau de nappe pour les coller
ailleurs.

— f − Id à support compact (Id désignant l’identité) : la zone de déformation de la
nappe est spatialement finie.

Figure 1.2 – Zone de déformation autour du point central. Selon la transformation
d’espace choisie, la zone dont la métrique est perturbée peut être aussi
grande que l’on veut.

Cette approche permet de reproduire à l’intérieur de la cape les perturbations de l’es-
pace tandis qu’elle laisse totalement invariante la physique à l’extérieur. Un observateur
à l’intérieur du revêtement se verra dans un espace courbe tandis qu’un observateur
à l’extérieur ne sera pas en capacité de percevoir de différence avec l’espace libre. En
procédant de la sorte, une zone ne pouvant voir aucune onde électromagnétique a été
créée : c’est la zone centrale au coeur du revêtement. Il est ainsi possible de masquer un
objet de n’importe quelle nature en le plaçant dans la zone rendue invisible. Sa géomé-

17



Figure 1.3 – Équivalence entre la cape et l’espace déformé. La cape est composée d’un
milieu dont les propriétés sont dictées par l’OT. Du point de vue des champs
électromagnétiques et par conséquent des ondes, ce milieu se comporte
comme un espace dont on aurait modifié la métrique.

Figure 1.4 – Tracé de rayon et front d’onde lors de la traversée d’une cape d’invisibilité.
Le front d’onde est restitué à l’identique après la traversée du milieu, sans
perturbation apparente de la propagation.

trie, sa composition ou encore sa taille n’ont en théorie aucun impact sur le rayonnement
électromagnétique.

1.2.2 Propriétés matériau équivalentes

Les tenseurs de permittivité diélectrique ε et de perméabilité magnétique µ du revête-
ment permettant la déformation de l’espace que nous venons de décrire, sont donnés par
des formules que nous expliciterons plus loin. Ces tenseurs, qui dépendent de la trans-
formation d’espace, ne correspondent en général à aucun matériau connu, et cumulent
trois caractéristiques principales :

— anisotropie : ε, µ 6= λId, (λ ∈ R) ;
— inhomogénéité : ε = ε(−→r ) , µ = µ(−→r ) ;
— spectre de valeurs propres dans R+ .

La réalisation de telles propriétés au sein d’un revêtement est hautement non-triviale :
les spécificités requises rendent insuffisante l’utilisation de matériaux conventionnels.
On peut se convaincre de ces difficultés en observant les chemins optiques parcourus
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Figure 1.5 – Chemins optiques entre deux points de l’espace. La longueur curviligne est
plus longue si l’espace est courbé.

par les ondes dans le revêtement, sur la figure 1.4. A chaque chemin optique de l’espace
régulier est associé un chemin optique de l’espace déformé : le chemin optique image est
supposé conserver le long de son parcours la même phase que l’onde se propageant le
long du chemin régulier. En effet, l’invariance des phénomènes électromagnétiques par
déformation d’espace assure que la phase de l’onde à un point donné sera identique à la
phase de l’onde en son point image dans l’espace déformé.

On observe que la déformation d’un espace dilate certaines longueurs et en comprime
certaines autres. La dilatation de ces longueurs constitue un problème de taille : la dis-
tance réelle parcourue par les ondes peut être plus longue que la longueur parcourue par
l’onde dans l’espace que l’on veut mimer. Si la distance réelle parcourue est plus grande,
cela signifie que l’indice optique réel doit être inférieur à celui de l’espace que l’on mime,
le plus souvent constitué d’air ou de vide. On devra en effet vérifier l’égalité suivante :∫

C1
n1ds1 =

∫
C2
n2(s2)ds2 (1.1)

où n1 = 1 et n2 désignent les indices optiques respectivement dans l’air et du revê-
tement d’OT. Le chemin C2 étant plus longs que le chemin C1, nous nous apercevons
que n2 prend des valeurs sous l’unité. Cette propriété rend difficile l’utilisation de l’op-
tique de transformation, car les matériaux naturels n’atteignent que rarement ce type
de valeurs. De plus, la surface réelle est de genre 1 tandis que l’on cherche à mimer un
espace continue de genre 0. La transformation mathématique appliquée entre ces deux
espaces n’est donc pas homéomorphe : il existe une discontinuité qui peut sous certaines
conditions se traduire par l’apparition d’indices tendant localement vers l’infini.

Obtenir un indice optique inférieur à 1 est techniquement possible mais présente de
nombreuses limitations. En effet, il faut pour cela travailler avec des matériaux présen-
tant des permittivités et perméabilités relatives inférieures à l’unité. Certains matériaux
possèdent naturellement ce type de propriétés sur des plages fréquentielles restreintes.
De nombreux travaux ont porté ces dernières années sur la réalisation de propriétés
matériaux inférieures à l’unité grâce notamment à des méta-matériaux composés de
structures métalliques résonantes. Cependant, l’obtention de propriétés effectives à l’aide
d’une structure composite pose de très nombreuses questions et ce depuis le début du
XXe siècle. On peut citer par exemple Garnett en 1904 [4] et Bruggeman en 1935 [5]
qui développèrent une théorie de l’homogénéisation des propriétés électromagnétiques
dans les milieux composites. Cette question sera abordée ultérieurement dans ce cha-
pitre.
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Figure 1.6 – Equivalence entre "bulk" et métamatériaux. L’homogénéisation est la disci-
pline ayant pour objectif d’établir les principes d’équivalence entre méta-
matériaux et matériaux homogènes. Ici, une maille de métamatériau est
représentée avec en son centre un résonateur à anneau fendu, ou Split-Ring
Resonator (SRR).

1.3 Point de vue mathématique

Dans la section précédente nous avons abordé la transformation d’espace d’un point de
vue général, sans prendre en considération l’aspect calculatoire. Ici, nous cherchons une
justification mathématique des phénomènes en jeu dans l’OT. Les équations régissant le
comportement des champs électromagnétiques dans la matière sont les quatre équations
de Maxwell :

— Equation de Maxwell-Gauss, décrivant les charges ρ comme étant les sources du
champ électrique E. Elle fait intervenir la permittivité relative εijr du matériau :

∂iε0ε
ij
r Ej = ρ (1.2)

— Équation de Maxwell-flux, permettant de décrire le champ magnétique B comme
rotationnel d’un potentiel vecteur. Elle fait intervenir la perméabilité relative µijr
du matériau :

∂iµ0µ
ij
r Hj = 0 (1.3)

— Equation de Maxwell-Faraday, décrivant les variations temporelles de champ ma-
gnétique comme étant une source de champ électrique :

εijk∂jEk = −µ0
∂µijr Hj

∂t
(1.4)

— Equation de Maxwell-Ampère, décrivant les deux types de sources du champ ma-
gnétique que sont les courants électriques J et les variations temporelles de champ
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électrique :

εijk∂jHk = ε0
∂εijr Ej
∂t

+ J i (1.5)

où εijk est le symbole de Levi-Civita permettant ici d’écrire le rotationnel, ε0 est la
permittivité diélectrique du vide et µ0 la perméabilité magnétique du vide.

L’idée maîtresse de l’optique de transformation consiste à essayer de mimer un chan-
gement de métrique à l’aide d’une modification des propriétés matériaux, à savoir les
tenseurs εijr et µijr qui décrivent respectivement la réaction à un champ électrique et
la réaction à un champ magnétique. Si on applique un changement de coordonnées

(x1, x2, x3) f−→ (x′1, x′2, x′3), il est possible de réécrire dans la nouvelle base les équations
en utilisant la matrice jacobienne de f .

Chaque composante des champs E et H, ainsi que du courant J se transforme comme
une forme linéaire :

Ej′ = ∂jj′Ej

Hj′ = ∂jj′Hj

J j
′ = ∂j

′

j Jj

(1.6)

avec ∂i
′
i = ∂xi′

∂xi
.

Le symbole de Lévi-Civita subit également une transformation, qui n’est pas celle d’une
forme trilinéaire classique car ce n’est pas à proprement parler un tenseur. Le tenseur de
Lévi-Civita ε̃ijk est lié aux coefficients de la jacobienne et au symbole de Lévi-Civita par
la relation 1.7 :

ε̃i
′j′k′ = 1√

g′
∂i
′
i ∂

j′

j ∂
k′
k ε

ijk (1.7)

avec g′ le déterminant du tenseur métrique gi′j′ = ∂ki′∂
k
j′ . En notant Jf la matrice

jacobienne de la transformation f, ceci nous permet de déduire la relation entre le déter-
minant du tenseur métrique et le jacobien de la transformation :

g′ = det(Jf )2 (1.8)

Les détails concernant le changement de coordonnées du rotationnel peuvent être
trouvés dans [1], [3] ou [6]. En partant des équations de Maxwell 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5,
on réalise des changements de coordonnées à l’aide des ∂i

′
i , et on obtient après simplifi-

cation :

∂i′
∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )ε0ε
ij
r E
′
j = ρ

det(Jf ) (1.9)

∂i′
∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )µ0µ
ij
r H

′
j = 0 (1.10)

ε̃i
′j′k′∂j′Ek′ = −

∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )µ0µ
ij
r

∂Hj′

∂t
(1.11)
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ε̃i
′j′k′∂j′Hk′ =

∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )ε0ε
ij
r

∂Ej′

∂t
+ ∂i

′
i

det(Jf )J
i (1.12)

Nous obtenons alors les quatre équations de Maxwell dont les champs électriques et
magnétiques ainsi que les opérateurs vectoriels sont exprimées dans les coordonnées
(x′1, x′2, x′3), tandis que les sources et propriétés matériaux sont exprimées dans les an-
ciennes coordonnées (x1, x2, x3). On cherche donc à exprimer les propriétés matériaux
εr et µr dans le nouveau système de coordonnées :

εi
′j′
r =

∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )ε
ij
r

µi
′j′
r =

∂i
′
i ∂

j′

j

det(Jf )µ
ij
r

(1.13)

On obtient de manière analogue les sources ρ et J :

ρ′ = ρ

det(Jf )

J i
′ = ∂i

′
i

det(Jf )J
i

(1.14)

Dans la suite, nous ne nous intéresserons pas à ces sources, puisque nous travaillerons
dans des milieux sans sources. Les nouveaux tenseurs εr et µr, exprimés dans l’équation
1.13 décrivent dans les coordonnées (x′1, x′2, x′3) les propriétés matériaux permettant au
milieu d’être l’image exacte, d’un point de vue électromagnétique, du milieu (εijr , µijr ) par
la transformation d’espace. On peut alors réécrire 1.13 en écriture matricielle :

ε′r =
Jf εrJ

T
f

det(Jf )

µ′r =
JfµrJ

T
f

det(Jf )

(1.15)

Dans un milieu présentant les tenseurs ε′r et µ′r, la propagation des ondes se produit
de manière analogue à celle qui se produirait dans l’espace initial avec les tenseurs εr et
µr. Cette propriété se vérifie en multipliant les équations 1.9, 1.10, 1.11 et 1.12 par les
∂ij adaptés. Les équations de Maxwell écrites sous cette forme nous montrent que l’on
peut parler indifféremment de transformation d’espace ou de changement des propriétés
de matériaux. Ainsi, dans l’espace décrit par les coordonnées (x′1, x′2, x′3), un matériau
présentant les propriétés décrites par l’équation 1.15 mimera l’espace (x1, x2, x3) muni
des propriétés matériaux εr et µr. A l’inverse, il est possible réciproquement de partir de
l’espace (x1, x2, x3) et d’appliquer des propriétés matériaux tel que l’on mime l’espace
image par la transformation f :
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ε̃r =
J−1
f ε′rJ

−T
f

det(J−1
f )

µ̃r =
J−1
f µ′rJ

−T
f

det(J−1
f )

(1.16)

Les tenseurs ε̃r et µ̃r, injectés dans les équations de Maxwell à la place de εr et µr
respectivement permettent à l’espace (x1, x2, x3) de mimer (x′1, x′2, x′3). Prenons pour dé-
monstration l’équation de Maxwell Faraday dans les coordonnées (x1, x2, x3) et injectons
les nouvelles propriétés matériaux :

εijk∂jEk +
∂ii′∂

j
j′

det(J−1
f )

µ0µ
i′j′
r

∂Hj

∂t
= 0 (1.17)

On obtient alors, par opération inverse de celles permettant d’obtenir 1.11 :

∂i
′
i

det(Jf )ε
ijk∂jEk + ∂i

′
i

det(Jf )
∂ii′∂

j
j′

det(J−1
f )

µ0µ
i′j′
r

∂Hj

∂t
= 0

Ce qui donne après simplification, en utilisant le fait que det(Jf ) det(J−1
f ) = 1 et que

les indices j et k du premier terme peuvent être changés en j′ et k′ car ils forment des
produits contractés :

ε̃i
′j′k′∂j′Ek′ + µ0µ

i′j′
r

∂Hj′

∂t
= 0

Notons MF l’expression de Maxwell Faraday avec comme arguments le champ élec-
trique, le champ magnétique et le tenseur de perméabilité magnétique. L’équation pré-
cédente s’écrit alors de manière concise MF (E′, H ′, µ′) = 0. Nous venons de montrer
l’équivalence suivante :

MF (E,H, µ̃r) = 0 ⇐⇒ MF (E′, H ′, µ′r) = 0 (1.18)

Cette équivalence se retrouve de manière analogue pour toutes les équations de Max-
well. La création d’un espace localement déformé à l’aide de propriétés matériaux par-
ticulières peut avoir de multiples applications. La plus répandue d’entre elles et celle
qui nous intéresse particulièrement dans ce chapitre est la cape d’invisibilité. Pour réa-
liser cette dernière, il faut établir, comme expliqué en première partie du chapitre, une
bijection entre l’espace tridimensionnel standard et un espace de genre 1, c’est à dire
comportant une anse. Puisque les équations de Maxwell sont toujours valides dans un
espace déformé et qu’il est possible de mimer ces déformations à l’aide de propriétés ma-
tériaux établies dans l’équation 1.16, on peut créer une zone de l’espace qui soit invisible
du point de vue électromagnétique.
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1.4 Applications de l’optique de transformation

1.4.1 Invisibilité

Dans la première section de ce chapitre, nous avons abordé l’optique de transforma-
tion à travers l’exemple le plus répandu dans la littérature, la cape d’invisibilité. Afin de
masquer un objet vis à vis des ondes électromagnétiques, plusieurs types de transforma-
tions peuvent être utilisées. Nous aborderons dans cette partie les deux familles les plus
courantes, les transformations sphériques et les transformations cylindriques.

1.4.1.1 Transformation sphérique

La transformation sphérique a été étudiée pour la première fois par Pendry dans son
article fondateur du cloaking en 2006 [2] . Elle a fait l’objet de nombreuses recherches
théoriques [7] [8], qui n’ont à ce jour aboutit à aucune réalisation expérimentale. Cette
transformation permet de rendre invisible une sphère de rayon R1 à l’aide d’une cloak
elle-même délimitée par une sphère concentrique de rayon R2. Il existe un nombre infini
de transformations permettant de rendre invisible la sphère de rayon R1. La plus cou-
ramment utilisée est la transformation affine, qui est obtenue par simple interpolation
linéaire en utilisant les conditions aux bords :

f(R1) = 0
f(R2) = R2

(1.19)

La première condition permet la création d’une cavité invisible de rayon R1, tandis
que la deuxième traduit la continuité spatiale de la transformation.

R1

R2

La transformation mathématique utilisée est la suivante, en notant S1 la sphère de
rayon R1 et S2 la sphère de rayon R2 :
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(r′, θ′, φ′) =

 (r, θ, φ) si M(r, θ, φ) /∈ S2

(R1 + r
R2 −R1
R2

, θ, φ) si M(r, θ, φ) ∈ S2
(1.20)

Cette transformation est égale à l’identité dans {R3 − S2} et comprime l’espace dans
S2. Il s’agit d’une compression radiale par laquelle l’image de la sphère S2 est le domaine
{S2 − S1}. Ainsi, R3 est en bijection avec {R3 − S1} : la sphère S1 est "masquée" par la
transformation. En appliquant la méthode expliquée dans la partie précédente, on ob-
tient dans le domaine {S2− S1}, les tenseurs de permittivité et de perméabilité suivants
en coordonnées sphériques :

εr,θ,φ = µr,θ,φ =


R2

R2 −R1

(r −R1)2

r2 0 0

0 R2
R2 −R1

0

0 0 R2
R2 −R1


r,θ,φ

(1.21)

Ces tenseurs peuvent être exprimés en coordonnées cartésiennes par un changement
de repère, grâce à J la matrice Jacobienne :

J =


cos (θ) sin (φ) −r sin (θ) sin (φ) r cos (θ) cos (φ)

sin (θ) sin (φ) r cos (θ) sin (φ) r sin (θ) cos (φ)

cos (φ) 0 −r sin (φ)

 (1.22)

Ce qui donne après simplification :

εxx = R2

r2(R2 −R1)
[
(cos (θ))2 (sin (φ))2 (r −R1)2 + (sin (θ))2 r2 + (cos (θ))2 (cos (φ))2 r2]

εxy = R2

r2(R2 −R1)
[
cos (θ) (sin (φ))2 (r −R1)2 sin (θ)− cos (θ) sin (θ) r2 + cos (θ) sin (θ) (cos (φ))2 r2]

εxz = R2

r2(R2 −R1)
[
cos (θ) sin (φ) (r −R1)2 cos (φ)− cos (θ) cos (φ) r2 sin (φ)

]
εyx = R2

r2(R2 −R1)
[
cos (θ) (sin (φ))2 (r −R1)2 sin (θ)− cos (θ) sin (θ) r2 + cos (θ) sin (θ) (cos (φ))2 r2]

εyy = R2

r2(R2 −R1)
[
(sin (θ))2 (sin (φ))2 (r −R1)2 + (cos (θ))2 r2 + (sin (θ))2 (cos (φ))2 r2]

εyz = R2

r2(R2 −R1)
[
sin (θ) sin (φ) (r −R1)2 cos (φ)− sin (θ) cos (φ) r2 sin (φ)

]
εzx = R2

r2(R2 −R1)
[
cos (θ) sin (φ) (r −R1)2 cos (φ)− cos (θ) cos (φ) r2 sin (φ)

]
εzy = R2

r2(R2 −R1)
[
sin (θ) sin (φ) (r −R1)2 cos (φ)− sin (θ) cos (φ) r2 sin (φ)

]
εzz = R2

r2(R2 −R1)
[
(cos (φ))2 (r −R1)2 + (sin (φ))2 r2]

(1.23)
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Vue en 3D du cas d’étude 

Géométrie du cas d’étude Maillage des surface

Cape d’invisibilité sphérique

0.03m

0.06m

PML Sphère métallique

Cape 
d’invisibilité

Air

Figure 1.7 – Géométrie de la cape sphérique sous COMSOL : une sphère métallique
est recouverte d’une cape sphérique, baignant dans l’air. L’ensemble est
entouré d’une PML (Perfectly Matched Layer) permettant de simuler
l’espace infini.
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Figure 1.8 – Valeurs propres de permittivité dans la cape sphérique : on remarque que
des valeurs très basses (tendant vers 0) sont présentes en composante
radiale, à proximité de la frontière intérieure de la cape.

L’expression des tenseurs de permittivité et de perméabilité en coordonnées carté-
sienne n’est pas pratique du point de vue analytique mais permet de réaliser des si-
mulations sous le logiciel commercial COMSOL Multiphysics. Afin de simuler l’effet de
cloaking, il existe deux possibilités différentes mais équivalentes. La première consiste
à créer un matériau vierge auquel on affecte trois propriétés : conductivité électrique,
permittivité diélectrique et perméabilité magnétique. Ce matériau étant totalement fic-
tif, il serait plus convenable de parler d’un milieu théorique plus que d’un matériau. La
deuxième consiste à définir dans l’onglet décrivant l’électromagnétisme en domaine fré-
quentiel une équation d’onde modifiée. Dans cette équation d’onde il est possible de
spécifier la nature des propriétés de permittivité et de perméabilité des zones sélection-
nées. Ces propriétés peuvent être scalaires, anisotropes ou encore tensorielles.

Le cas d’étude est réalisé grâce à l’outil de conception 3D de COMSOL. La géométrie
est donnée dans la figure 1.7, ainsi qu’un aperçu du maillage des surfaces permettant le
calcul par éléments finis. Les propriétés matériaux calculées grâce à l’optique de trans-
formation sont données dans la figure 1.8. Les vecteurs propres sont orientés selon les
vecteurs de la base des coordonnées sphériques. On obtient donc une permittivité ra-
diale, et deux permittivités orthoradiales selon les directions des angles θ et φ. Étant
données les symétries du problème, on trouve que les deux composantes orthoradiales
sont partout égales.

Une onde plane polarisée linéairement est envoyée sur la cape d’invisibilité. Les résul-
tats de la simulation sont donnés à 3 GHz dans la figure 1.9 à titre d’exemple, mais la
cape fonctionne théoriquement quelle que soit la fréquence d’excitation. On observe sur
cette figure le phénomène de "cloaking". Tandis que la sphère métallique diffracte l’onde
plane en réémettant une onde diffusée dans toutes les directions de l’espace, l’ajout d’une
cape semble rendre parfaitement invisible la sphère. Les fronts d’ondes, visibles sur les
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Sphère métallique sans cape Sphère métallique avec cape

Carte du champ 
électrique 
instantané

(valeur absolue)

Carte de la 
norme du champ 

électrique

Champ électrique (V/m)
0 2

Figure 1.9 – Cartes de champ électrique avec et sans cape d’invisibilité sphérique, à
3 GHz. En haut, le champ électrique instantané, en bas sa norme. La
sphère métallique sans cape perturbe les fronts d’ondes en diffusant une
partie du champ : la norme du champ électrique, supposée spatialement
constante en présence d’une onde plane est perturbée par la structure
métallique. On remarque que l’ajout d’une cape permet de conserver le
front d’onde incident sans aucune perturbation apparente : la norme du
champ électrique est constante à l’extérieur de la cape.
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cartes de champ électrique instantané, ne sont aucunement perturbés par la présence
de la sphère métallique et de sa cape alors qu’une ombre importante apparaît lorsque la
sphère métallique seule est éclairée. La norme du champ électrique est laissée invariante
à l’extérieur de la cape.

Ces observations basées sur une simulation en hyperfréquence illustrent l’approche
théorique de l’optique transformationnelle. Il est donc possible de rendre invisible un
objet au moyen d’un revêtement présentant des propriétés électromagnétiques particu-
lières.

1.4.1.2 Transformation cylindrique

Dans le cas d’un problème en dimension 2, on réalise une transformation mathéma-
tique dans le plan et non plus dans l’espace : l’analogue de la cape sphérique est la cape
cylindrique, décrite entre autres dans les travaux de l’Institut Fresnel [9] [10]. Cette
cape permet de masquer non plus une sphère mais un cylindre, invariant selon la direc-
tion longitudinale. Elle a beaucoup été étudiée puisque sa réalisation est plus aisée que
la cape sphérique. La majorité des expérimentations ont été réalisées sur des modèles de
capes cylindriques [11] [12] [13] [14]. La transformation géométrique la plus simple à
mettre en oeuvre est donnée par l’équation 1.24.

(r′, θ′, z′) =

 (r, θ, z) si M(r, θ, φ) /∈ C2

(R1 + r
R2 −R1
R2

, θ, z) si M(r, θ, z) ∈ C2
(1.24)

Dans cette approche, nous tentons de masquer un cylindre de section circulaire par
un revêtement dont la frontière extérieure est également un cylindre. Nous parlons ici
de cylindres au sens mathématique du terme, c’est à dire des cylindres de hauteurs infi-
nies. La section du cylindre à masquer C1 est de rayon R1 tandis que celui du cylindre
délimitant la frontière extérieure C2 de la cape est noté R2.
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R2

R1

Les équations de l’optique de transformation nous donnent alors les tenseurs de per-
mittivité et de perméabilité de la cape.

εr,θ,z = µr,θ,z =


r −R1
r

0 0

0 r

r −R1
0

0 0
(

R2
R2 −R1

)2 r −R1
r


r,θ,z

(1.25)

Afin de pouvoir réaliser des simulations sous COMSOL, les tenseurs doivent être ici
aussi exprimés en coordonnées cartésiennes. Nous effectuons donc, comme dans le cas
sphérique, un changement de repère avec J la matrice Jacobienne :

J =


cos (θ) −r sin (θ) 0

sin (θ) r cos (θ) 0

0 0 1

 (1.26)

On obtient alors les coefficients des tenseurs de permittivité et de perméabilité :
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Figure 1.10 – Valeurs propres de permittivité dans la cape cylindrique : on remarque
que des valeurs très hautes (tendant vers l’infini) et très basses (tendant
vers 0) sont présentes, en particulier à proximité de la frontière intérieure
de la cape.

εxx = r −R1

r
cos(φ)2 +

(
R2

R2 −R1

)2 r −R1

r
sin(φ)2

εxy = (r −R1

r
− r

r −R1
)sin(φ)cos(φ)

εxz = 0

εyx = (r −R1

r
− r

r −R1
)sin(φ)cos(φ)

εyy = r −R1

r
sin(φ)2 + r

r −R1
cos(φ)2

εyz = 0

εzx = 0

εzy = 0

εzz =
(

R2

R2 −R1

)2 r −R1

r

(1.27)

Connaissant l’expression dans une base cartésienne des tenseurs de permittivité et de
perméabilité, on simule la cape cylindrique de la même manière que la cape sphérique.
Il est inutile dans le cas présent de réaliser la simulation en 3D, puisque cette cape est
invariante par translation selon l’axe z : le cas est donc bien plus simple à simuler. Les
trois valeurs propres de permittivité de la cape d’invisibilité cylindrique sont représen-
tées sur la figure 1.10. La géométrie du cas d’étude est donnée dans la figure 1.11.

Les résultats de la simulation sont donnés à 5 et 10 GHz sur la figure 1.13. On peut
observer le champ électrique diffusé par un cylindre métallique de rayon R1 = 5 cm ainsi
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Cape d’invisibilité

Cylindre métalliquePML
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Maillage dans le planGéométrie du cas d’étude

Cape d’invisibilité cylindrique

Figure 1.11 – Géométrie de la cape cylindrique sous COMSOL. De manière analogue
au cas sphérique, nous avons ici un cylindre métallique recouvert d’une
cape d’invisibilité cylindrique, baignant dans l’air. Une PML permet ici
aussi de simuler l’espace infini.

  

Flux de puissance dans la cape cylindrique

Figure 1.12 – Flux de puissance dans la cape cylindrique. On observe un mouvement
de contournement de la puissance électromagnétique autours de la zone
centrale de la cape.
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Figure 1.13 – Cartes de champ électrique avec et sans cape d’invisibilité cylindrique,
à 5 GHz et 10 GHz. En haut, le champ électrique instantané, en bas sa
norme. Le cylindre métallique sans cape perturbe les fronts d’ondes en
diffusant une partie du champ : la norme du champ électrique, supposée
spatialement constante en présence d’une onde plane est perturbée par la
structure métallique. On remarque ici aussi qu’à 5 et à 10 GHz, l’ajout
d’une cape permet de conserver le front d’onde incident sans aucune
perturbation apparente : la norme du champ électrique est constante à
l’extérieur de la cape.

33



que l’impact de l’ajout de la cape cylindrique de rayon R2. L’ajout de la cape permet de
rétablir les fronts d’onde et de laisser la norme du champ électrique invariante : l’onde
électromagnétique ne voit pas le cylindre métallique ni la cape. Nous avons vérifié sur un
cas 2D le fonctionnement d’une cape d’invisibilité cylindrique. Le flux de puissance élec-
tromagnétique contournant le cylindre central est visible sur la figure 1.10. L’approche
théorique formulée par Pendry et al. [2] et par Leonardt et al. [3] est donc encore une
fois vérifiée par la simulation.

Les propriétés de permittivité et de perméabilité de la cape ne sont pas dépendantes
de la fréquence, c’est pourquoi la cape théorique fonctionne aussi bien à 5 qu’à 10 GHz.
Nous verrons plus loin que la dispersion fréquentielle des matériaux réels complique la
réalisation de telles capes.
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1.4.2 Mimétisme

Historiquement, l’invisibilité ou "cloaking" a été la première application envisagée de
l’optique de transformation. Cependant, l’OT est un concept bien plus général et permet
de modifier la métrique perçue par les champs électromagnétiques. Ainsi, il est théo-
riquement envisageable de faire ressembler n’importe quel objet en un autre objet à
l’aide d’un revêtement spécifique. En pratique, très peu des applications sont réalisables
expérimentalement et il est le plus souvent nécessaire de faire des approximations ou
simplifications dans les réalisations pour mettre en oeuvre les concepts théoriques.

Le mimétisme est une notion permettant de regrouper une grande partie des applica-
tions de l’OT sous la même appellation. Il s’agit, dans un cadre très général, de mimer
le comportement électromagnétique d’un objet à l’aide d’un système présentant une
géométrie différente et des matériaux différents. Cette notion a été présentée dans un
article fondateur par Lai et al. en 2009 [15]. Dans ce travail, l’optique de transformation
nous est présentée non plus comme un moyen de rendre invisible les objets mais plutôt
comme un outil bien plus général, permettant de faire ressembler un objet en n’importe
quel autre objet.

  

Cape de mimétisme

Objet réel à transformer
Objet apparent

Figure 1.14 – Principe de fonctionnement des capes mimétiques : l’objectif consiste à
transformer un objet réel en lui donnant une apparence choisie, à l’aide
d’une cape de mimétisme.

Le mimétisme décrit en fait l’ensemble des possibilités offertes par l’optique de trans-
formation. On peut voir le "cloaking" comme un cas particulier du mimétisme dans lequel
l’objet auquel on veut ressembler est le vide. Des approches très exotiques apparaissent
dans la littérature, permettant par exemple de réaliser du cloaking externe [15], [16].
Dans ce cas précis, on cherche à rendre invisible un objet, comme dans le cas classique
du cloaking, mais l’objet est situé à l’extérieur de sa cape d’invisibilité. Cette approche,
bien que très intéressante du point de vue théorique semble bien plus difficile à conce-
voir que les capes classiques étant données les propriétés matériaux requises. Nous ne
nous attarderons donc pas sur ces sujets dans la suite de ce manuscrit.
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1.5 Difficultés de réalisation d’un revêtement d’OT

Nous avons vu que l’optique de transformation permet de réaliser des capes d’invisi-
bilité, en dimension 2 ou 3, et permet dans le cas général de faire ressembler un objet
réel en un objet apparent fictif. Les applications potentielles de cette méthodologie sont
nombreuses et des démonstrateurs de cape d’invisibilité ont été réalisés dès 2006. Avant
de nous intéresser plus en détail aux réalisations expérimentales de revêtements d’OT,
les simulations permettent de prendre conscience des difficultés soulevées.

Nous avons vu au travers des exemples de capes d’invisibilité cylindrique et sphérique
que les propriétés requises dans les revêtements d’OT sont tensorielles et donc aniso-
tropes dans le cas général. Elles sont également hétérogènes et atteignent des valeurs
peu communes parmi les matériaux naturels : en particulier les permittivités et perméa-
bilités relatives tendent localement vers 0. Nous essayons dans cette section de nous
rendre compte de la sensibilité des capes vis à vis des propriétés matériaux : l’objectif
est de pouvoir, qualitativement, se donner un ordre d’idée des précisions requises dans
la conception, du point de vue de l’anisotropie, de l’hétérogénéité ainsi que des valeurs
extrêmes de permittivité et perméabilité.

1.5.1 Sensibilité de l’anisotropie

Dans un premier temps, nous cherchons à déterminer l’impact sur les performances de
la cape d’un écart à la consigne concernant l’anisotropie des propriétés du revêtement.
Nous modifions pour cela dans la simulation COMSOL les paramètres de sorte à ce que
l’anisotropie ne dépasse pas une valeur limite. Cette valeur limite d’anisotropie nous per-
met de nous faire une idée des valeurs à atteindre pour obtenir les effets du cloaking
et de les confronter aux valeurs atteignables par la réalisation. Nous choisissons arbi-
trairement de conserver exacte la composante radiale de permittivité et de perméabilité
et de modifier les deux autres composantes afin de borner l’anisotropie. Les nouvelles
propriétés du revêtement d’optique transformationnelle sont donc données par :

εr,cape = εr,theorique

εθ,cape = min(εθ,theorique , kaεr,theorique)

εz,cape = min(εz,theorique , kaεr,theorique)

(1.28)

avec ka le coefficient d’anisotropie maximale, εr,theorique, εθ,theorique et εz,theorique cor-
respondent aux permittivités respectivement selon r, θ et z de la cape cylindrique théo-
rique. Nous réalisons une étude paramétrique en faisant varier ka en tout point de la
cape : ce paramètre varie de 3 à 100 avec un pas de 1. En nous basant sur une cape
d’invisibilité cylindrique telle que celle décrite précédemment dans ce chapitre, nous
analysons l’impact de cet écart par rapport à la théorie grâce à l’analyse des cartes de
norme du champ électrique et à l’atténuation de la Surface Équivalente Radar (SER en
français ou RCS en anglais). Les résultats sont présentés dans la figure 1.15.
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(a) Carte de la norme du champ électrique d’un cylindre excité 
par une onde plane à 3GHz Norme du champ 

électrique (V/m)
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(b) Impact de l’anisotropie maximale sur l’efficacité de la cape 
cylindrique : atténuation RCS et carte de champ électrique

Figure 1.15 – Sensibilité à l’anisotropie d’une cape cylindrique. La figure (a) montre la
carte de la norme du champ électrique d’un cylindre métallique de 3.5cm
de diamètre éclairé à 3 GHz par une onde plane polarisée linéairement. La
figure (b) montre l’apport de l’ajout d’une cape en fonction du paramètre
d’anisotropie maximale. Des cartes du champ électrique sont également
données pour certaines valeurs d’anisotropie afin de se figurer de l’impact
qu’elle a sur le fonctionnement du revêtement.
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Les résultats montrent qu’en deçà d’une anisotropie de 6, la cape d’invisibilité rend
l’objet plus visible qu’il ne l’est sans la cape. La cape produit donc l’effet inverse de ce
qui est recherché : pour une anisotropie de 25, une atténuation de 30dB est calculée par
la simulation. On peut en conclure que des valeurs d’anisotropie au moins égales à 25
seront nécessaires afin de réaliser une cape fonctionnelle. Avec une anisotropie de 100,
l’atténuation atteint près de 60dB, une très bonne performance en terme d’atténuation
du champ diffusé.

1.5.2 Sensibilité de la discrétisation

Les revêtements étant hétérogènes, un gradient de propriétés est nécessairement pré-
sent dans les revêtements. En pratique, ce n’est pas un gradient parfaitement continu
qui pourra être réalisé mais plutôt un revêtement discrétisé spatialement, tel un mul-
ticouche. Un article publié en 2010 par Ming-Ji et al. [17] propose une méthode de
structure de cape d’invisibilité en multicouche. Il apparaît au regard de la littérature que
l’atténuation de la SER est une fonction linéaire du nombre de couches présentes dans
la cape.

Une étude détaillée de structures en multicouches est donnée dans le chapitre 3 de ce
manuscrit.

1.5.3 Sensibilité des valeurs extrêmes de permittivité et perméabilité

Dans l’étude de sensibilité de l’anisotropie, nous avons tronqué les valeurs "hautes"
de permittivité et perméabilité dans la cape tout en conservant les valeurs basses, cor-
respondant aux propriétés radiales. Ici, nous allons nous intéresser à la sensibilité vis à
vis de ces valeurs basses. En effet, les valeurs requises tendent vers 0 à mesure que l’on
se rapproche de la frontière interne de la cape cylindrique. Cependant, comme nous le
verrons plus loin dans ce chapitre ainsi que dans le chapitre 5 de ce manuscrit, la réalisa-
tion de matériaux à permittivité proche de 0 (ou Epsilon-Near-Zero ENZ) et perméabilité
proche de 0 (ou Mu-Near-Zero MNZ) constitue un défi technique important. Nous veri-
fions ici l’importance de ces valeurs proches de 0 au travers d’une étude paramétrique
portant sur la valeur minimale atteignable en permittivité et perméabilité.

Les paramètres matériaux de la cape utilisés pour cette étude sont les suivants :

εr,cape = max(εr,theorique , εmin)

εθ,cape = max(εθ,theorique , εmin)

εz,cape = max(εz,theorique , εmin)

(1.29)

avec εmin la valeur minimale de permittivité. Dans l’étude que nous avons réalisée, ce
paramètre prend des valeurs allant de 0.001 à 1. Les résultats de l’étude apparaissent
dans la figure 1.16 : on observe une forte dégradation des propriétés de la cape pour
une permittivité minimale autour de 0.3. Avec une permittivité minimale à 1, la cape
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(b) Impact de la permittivité minimale sur l’efficacité de la cape 
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Figure 1.16 – Sensibilité aux valeurs extrêmes d’une cape cylindrique. La figure (a)
montre la carte de la norme du champ électrique d’un cylindre métallique
de 3.5cm de diamètre éclairé à 3 GHz par une onde plane polarisée
linéairement. La figure (b) montre l’apport de l’ajout d’une cape en
fonction de la valeur minimale de permittivité. Des cartes des champs
électriques sont également données pour certaines valeurs du paramètre
afin de se figurer l’impact qu’il a sur le fonctionnement du revêtement.
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Capes avec valeurs minimales de permittivité et perméabilité à 0.1

Cape cylindrique (simulation 2D)Cape sphérique (simulation 3D)

Atténuation 6 dB Atténuation 70 dB

Norme du champ 
électrique, (V/m)

Figure 1.17 – Comparaison de la robustesse des capes sphériques et cylindriques. Les
valeurs de permittivité et de perméabilité sont modifiées de sorte à être
toujours supérieures à 0.1. Les effets de cette approximation sont beaucoup
plus importants sur la cape sphérique que sur la cape cylindrique, car les
permittivités et perméabilités tendent plus rapidement vers 0 dans le cas
sphérique.

n’est plus fonctionnelle car la SER est amplifiée plutôt qu’atténuée.

Nous avons ici étudié une dégradation de la cape cylindrique : la même étude réalisée
sur une cape sphérique aboutit à des résultats plus contraignants encore concernant les
valeurs basses de permittivité et perméabilité. La figure 1.17 montre une carte de norme
du champ électrique pour des conditions similaires d’éclairement mais dans le cas d’une
cape sphérique. Dans cette étude, la valeur minimale acceptée pour les permittivités et
perméabilités est de 0.1. Le résultat est très mitigé, le revêtement ne remplissant déjà
plus son rôle de cape d’invisibilité. Ceci est dû au fait que dans le cas sphérique, les
permittivités radiales décroissent bien plus rapidement à mesure que l’on s’approche de
la frontière intérieure de la cape. Interdire les valeurs inférieures à 0.1 a donc bien plus
d’impact en sphérique qu’en cylindrique.

En conclusion de cette dernière étude paramétrique de sensibilité, il apparaît que l’uti-
lisation de matériaux ENZ et MNZ est indispensable à la réalisation de capes d’invisibilité.
Il est impossible de se satisfaire uniquement de matériaux aux propriétés sur-unitaires.
Les propriétés requises par l’OT doivent être respectées scrupuleusement car les capes
semblent très sensibles à toute variations par rapport à la théorie. Une étude de la sensi-
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bilité des capes d’invisibilité cylindriques peut également être trouvée dans [18].

1.6 Métamatériaux

1.6.1 Introduction sur les métamatériaux

Le terme métamatériau désigne l’ensemble des structures artificielles composites conçues
dans le but d’obtenir des propriétés particulières, voire inédites, dans le domaine de
l’électromagnétisme, de la thermique ou encore de la mécanique. L’étude des métama-
tériaux est ancienne puisque l’on retrouve dès le début du XXème siècle [19] [20] des
références étudiant le comportement électromagnétiques de milieux composites. L’his-
toire des métamatériaux est étroitement liée à celle de l’homogénéisation, qui consiste à
affecter des valeurs effectives homogénéisées à une structure inhomogène.

Winston Cock fut l’un des pionniers des métamatériaux dans les années 1940 et 1950
[21] [22] : il utilisa un réseau périodique de petits éléments métalliques sub-longueurs
d’onde afin de créer un matériau diélectrique artificiel lui permettant de contrôler la
phase sur une antenne. Veselago étudie en 1960 [23] le comportement des ondes dans
un milieu dont la permittivité et la perméabilité seraient simultanément nulles. Il men-
tionne la possibilité d’utiliser un matériau structuré gyrotrope et magnétique afin de
créer un matériau à indice négatif.

L’essor des métamatériaux ne prend réellement qu’à l’aube du XXIème siècle, lorsque
John Pendry [24] développe le concept de super-lentille grâce à la réfraction négative
de Veselago. La super-lentille est un dispositif à indice optique négatif permettant d’ob-
tenir une focalisation parfaite d’un objet sans limite de diffraction ni d’angle d’incidence
(stigmatisme rigoureux) ce qui constituerait une avancée majeur dans le domaine de
l’imagerie. Un article a été publié en 2005 montrant une première réalisation expéri-
mentale [25]. Ces matériaux à indice négatif sont également appelés matériaux "main
gauche", car la propagation d’une onde dans un tel milieu se fait avec E, H et k formant
un trièdre orienté dans une règle de la "main gauche".

John Pendry publie ensuite l’article fondateur du cloaking [2] en 2006, nécessitant
également l’utilisation de méta-matériaux. Le cloaking est une application particulière
de l’optique de transformation (OT), que nous avons abordé précédemment dans ce cha-
pitre.

Pour ces deux applications que sont le cloaking et les superlentilles, les permittivités
et perméabilités requises sont pratiquement introuvables dans la nature. De nombreuses
dénominations sont apparues permettant de classer les métamatériaux en fonction de
leurs propriétés. On a tout d’abord les matériaux main gauche ou matériaux à indice né-
gatifs dont nous avons parlé précédemment concernant les superlentilles. Il y a ensuite
les matériaux hyperboliques, dont le tenseur de permittivité admet une valeur propre
négative [26] [27] [28] et dont la surface isofréquence est hyperbolique. Ces matériaux
sont par conséquent très fortement anisotropes ce qui permet d’envisager leur utilisation
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dans des systèmes d’imagerie ou encore des superlentilles.

On trouve aussi dans la littérature les matériaux epsilon-near-zero (ENZ) et mu-near-
zero (MNZ) dont la permittivité et la permeabilité atteignent des valeurs comprises entre
0 et 1 sur une bande de fréquence donnée [29] [30]. Des matériaux à indice proche de
zéro ou near-zero-index (NZI) font également l’objet d’études approfondies étant don-
née leur importance dans la réalisation de capes d’invisibilité [31]. Ces matériaux offrent
également des possibilités intéressantes concernant le contrôle de la phase et des fronts
d’onde [32].

Les méta-matériaux sont à bien des égards proches des cristaux photoniques, si bien
que ces derniers sont parfois considérés comme un genre à part de métamatériaux [33]
[34] [35]. Des cristaux photoniques structurés en multicouches telles les miroirs de
Bragg permettent de créer, pour une incidence donnée, un réflecteur par phénomène
d’interférences constructives. Cependant, il est important de noter que les cristaux pho-
toniques sont utilisés à une fréquence pour laquelle ils ne sont pas homogénéisables
puisque la longueur d’onde est de l’ordre de grandeur de la taille des inclusions. De
manière plus générale, les empilements de couches minces constituent une classe de
métamatériaux permettant de réaliser des propriétés anisotropes. Si, à la différence des
miroirs de Bragg, les dimensions de structurations sont très inférieures aux longueurs
d’ondes dans les couches, on peut alors envisager d’obtenir des propriétés homogénéi-
sées. Ces matériaux ont de nombreuses applications et peuvent servir d’absorbants [36],
constituer des matériaux hyperboliques [37] [38] ou encore créer des matériaux à indice
négatif [39].

1.6.2 Métamatériaux à faible indice

Les métamatériaux les plus étudiés depuis le début des années 2000 sont certaine-
ment les réseaux de particules résonantes permettant de créer des ENZ, MNZ ou NZI.
Ces matériaux sont constitués le plus souvent de fils conducteurs imprimés sur des ma-
trices polymères. L’un des motifs les plus courants est le Split-Ring Resonator (SRR)
étudié pour la première fois en 1981 par Hardy et Whitehead [40]. Leur objectif était
d’obtenir dans la gamme hyperfréquence des résonateurs magnétiques dont les dimen-
sions seraient inférieures aux cavités résonantes classiques. Le dispositif est constitué
d’un anneau métallique fendu excité par une ligne coaxiale. Ces travaux ont ensuite été
repris par Pendry [41] dans le but de fabriquer des métamatériaux magnétiques en dis-
posant les SRR en réseau, non plus dans une ligne coaxiale mais dans l’espace libre. Il
leur détermine alors analytiquement une perméabilité magnétique effective à partir des
courants de surfaces. Une étude des SRR seuls et couplés dans différentes configurations
a été réalisée afin de déterminer analytiquement le rôle de la réponse dipolaire magné-
tique dans le champ diffusé par la particule [42]. Il apparaît que la réponse magnétique
semble avoir un rôle important dans les couplages entre SRR proches, validant le carac-
tère magnétique des réseaux de SRR. Les couplages entre SRR en mode edge-coupled
ou broadside-coupled ont également été abordés de manière analytique dans [43].

L’utilisation des SRR permet de créer à des fréquences au delà de la dizaine de GHz
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des matériaux magnétiques artificiels. Tandis qu’à plus haute fréquence aucun matériau
classique ne présente de propriété magnétiques, les réseaux de SRR ont été validés au-
tour de 100 THz [44], permettant d’envisager le magnétisme effectif jusque dans le
domaine optique.

Par la suite, de nombreuses variantes du SRR ont été testées, en particulier le SRR-
complémentaire ou CSRR [45] [46]. L’idée est de découper un réseau d’anneaux fendus
dans une plaque métallique et de s’intéresser aux propriétés sélectives en fréquences de
la surface obtenue. Par ce moyen, il est par exemple possible d’obtenir des filtres passe-
bande ou passe-haut. Ce ne sont pas directement les surfaces sélectives en fréquence
(frequency-selective-surface FSS) qui nous intéressent dans cette thèse mais plutôt les
SRR en temps qu’inclusion unitaire d’un réseau 3D formant un métamatériau. Une étude
a également été menée afin de rendre ajustable les propriétés d’un réseau de SRR grâce
à l’utilisation de capacités variables [47].

Il est possible de diminuer les dimensions du résonateur afin de créer des structures
très petites devant la longueur de résonance. Cette approche, développée dans [48], per-
met de diminuer la maille unitaire du réseau du métamatériau et ainsi de s’assurer de
l’homogénéisabilité de celui-ci. Des métamatériaux à faible indice ont ainsi été utilisés
dans la première réalisation expérimentale de cape d’invisibilité cylindrique en 2006
[14]. Une étude avait alors été réalisée sur des SRR afin de pouvoir contrôler, grâce à
un paramètre géométrique, la perméabilité magnétique équivalente du métamatériau.
Un gradient de propriété a ainsi été réalisé afin de satisfaire aux propriétés dictées par
l’optique transformationnelle.

1.6.3 Chiralité artificielle

Nombre de métamatériaux constitués de réseaux d’inclusions résonantes présentent
une chiralité issue de leur géométrie : il peut y avoir un ou plusieurs centres d’asymétrie,
une forme en spirale ou encore un plan de chiralité. Cette chiralité n’est pas requise
dans l’optique de transformation mais apparaît très fréquemment lors des tentatives
de réalisation de matériaux à faible indices. Elle a pour conséquence de rendre fausse
l’équation constitutive classique des magnéto-diélectrique car il devient nécessaire de
prendre en compte des tenseurs de couplages électro-magnétiques :(

D
B

)
=
(
ε a

b µ

)(
E
H

)
(1.30)

De nombreux travaux traitent de ce sujet [49] [50] et décrivent le comportement des
ondes dans de tels milieux. Certains travaux [51] [52] [53] ont même tenté de concevoir
des milieux à faible indices ou à indice négatif effectif en tirant partie de la chiralité des
métamatériaux. La thématique des métamatériaux chiraux est abordée plus en détail
dans le chapitre 5 de ce manuscrit.
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1.6.4 Circuits maxwelliens

Le comportement des méta-matériaux à réseaux d’inclusions métalliques peut être
modélisé par des circuits électriques équivalents. On appelle parfois circuit maxwelliens
ce type d’inclusions. Les phénomènes en jeu dans un circuit maxwellien et dans un cir-
cuit électrique présentent de nombreuses similitudes. Des approches analytiques ont été
développées afin d’établir des équivalences entre les circuits maxwelliens et les circuits
électriques [54] [55] [56]. Ainsi, de nombreuses équivalences entre inclusions et circuits
électriques sont données dans [57].

Cette approche permet dans une certaine mesure de prédire le comportement des
résonances des inclusions métalliques vis à vis des excitations électromagnétiques, en
déterminant les caractéristiques du circuit électrique équivalent. Nous évoquons les cir-
cuits Maxwelliens dans les chapitres 4 et 5 de ce manuscrit.

1.7 Conclusion

Dans ce premier chapitre nous avons abordé l’optique de transformation et aperçu
quelques-unes des applications théoriques des revêtements d’invisibilité. Nous avons
également étudié la sensibilité des capes en fonction des paramètres constitutifs du re-
vêtement. Les possibilités offertes par l’optique transformationnelle sont extrêmement
vastes et permettent d’imaginer des applications très diverses.

Les capes d’invisibilité requièrent des propriétés matériaux peu conventionnelles et
très exigeantes, qu’aucun matériau naturel ne saurait fournir. La recherche s’est donc
concentrée depuis quelques années sur la création de méta-matériaux permettant de
réaliser ces revêtements. Dans le chapitre 5 de ce manuscrit est abordée la thématique
de l’homogénéisation des méta-matériaux, permettant de déterminer et de garantir la
fiabilité des paramètres effectifs de permittivité et de perméabilité.
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2.1 Introduction

La réalisation de capes de mimétisme ou d’invisibilité telles que celles présentées dans
le chapitre 1 constitue un défi de taille tant les propriétés électromagnétiques à obtenir
sont spécifiques. Nous avons évoqué les métamatériaux et leurs propriétés électroma-
gnétiques particulières comme piste privilégiée permettant de réaliser les revêtements
d’optique transformationnelle.

Dans un premier temps, ce chapitre s’intéresse à l’état de l’art des réalisations de re-
vêtements et aux stratégies mises en oeuvre pour satisfaire aux exigences de l’OT. Nous
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proposerons, dans un second temps, des pistes d’approches permettant d’envisager la
réalisation expérimentale de systèmes à l’aide de métamatériaux. L’objectif est double :
trouver des applications à la fois utiles et réalistes. Afin de juger de l’utilité d’un revête-
ment, nous définirons des critères objectifs permettant de qualifier leur fonctionnement.
Nous aborderons ensuite le cas des tapis d’invisibilité, des capes de mimétisme et des
portions de cylindres masquées par compressions radiales sphériques et cylindriques.

2.2 Etat de l’art des réalisations

2.2.1 Capes d’invisibilité

La cape d’invisibilité, qu’elle soit cylindrique ou sphérique, présente une très grande
difficulté de réalisation si bien que peu de systèmes expérimentaux ont actuellement vu
le jour. La première cape d’invisibilité cylindrique a été développée par Schurig et al.[14]
en 2006 dans le domaine des micro-ondes. Afin de simplifier la réalisation de la cape, les
propriétés matériaux requises ont été modifiées de sorte à correspondre à leurs capacités
de fabrications. En effet, en multipliant toutes les propriétés matériaux théoriquement
requises par une fonction bien choisie de l’espace, les auteurs font en sorte de n’avoir
qu’une seule composante de perméabilité sous-unitaire au lieu de deux requises norma-
lement pour les capes cylindriques. En d’autres termes, les trajectoires des rayons sont
conservées mais une réflection apparaît à la surface de la cape. Ce revêtement n’est donc
pas strictement une cape d’invisibilité, mais plutôt une version simplifiée.

Une autre démonstration expérimentale de cape cylindrique ne s’appuyant pas directe-
ment sur l’optique transformationnelle a été réalisée à l’aide de lignes de transmissions
permettant de guider l’énergie électromagnétiques autours d’un objet à masquer [58]
[11]. Cette application permet de rétablir un coefficient de transmission proche de 1,
mais l’onde transmise n’a pas la phase qu’elle aurait avec une cape parfaite. L’objet est
donc techniquement détectable, mais le dispositif permet néanmoins de diminuer forte-
ment l’onde rétro-diffusée.

2.2.2 Mapping conforme et quasi-conforme

Devant la grande difficulté que représente la réalisation des capes d’invisibilité, les
tapis se sont rapidement imposés comme une alternative bien plus réaliste et tout aussi
utile. Le concept fut développé par Li et Pendry en 2008 [59]. Dans cet article est expo-
sée une méthode permettant de masquer un défaut de surface à l’aide d’un tapis utilisant
un transformation optique quasi-conforme. Trois idées majeures entrent en compte dans
cette approche. Tout d’abord, l’OT n’est pas utilisée pour rendre invisible un objet mais
plutôt pour le faire ressembler à un autre : on est donc dans une approche mimétique.
Ensuite, la transformation utilisée est une transformation quasi-conforme, c’est à dire
qu’elle respecte autant que possible localement la valeur des angles. Il est possible de
montrer que l’utilisation d’une telle transformation minimise l’anisotropie dans le revê-
tement d’OT [59] [60], permettant ainsi de la négliger. Enfin, la troisième idée dans cet
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article et que l’on retrouve déjà dans [14] consiste à ne s’intéresser qu’à l’indice optique
dans le revêtement afin de ne pas être contraint d’utiliser des matériaux magnétiques.
Ce choix se fait au prix d’un saut d’impédance à l’interface entre la cape et l’air, provo-
quant une réflexion à la surface. Il permet en revanche d’imaginer des designs de capes
jusqu’aux fréquences optiques, grâce à une approche tout-diélectrique [61].

Les méthodes de mapping conforme ou quasi-conforme permettent donc de réaliser
des transformations très douces et par conséquent simplifient grandement la réalisation
en supprimant l’anisotropie dans le revêtement. Cependant, ces approches se font au prix
d’une très grande épaisseur, ce qui réduit drastiquement les applications potentielles de
ces dispositifs. Dans [59], le tapis d’invisibilité est près de dix fois plus épais que le dé-
faut que l’on tente de masquer. Une réalisation expérimentale a été réalisée en 2009
par Liu et al. [62], dans laquelle le revêtement est cette fois-ci cinq fois plus épais que
le défaut à masquer. Une cape d’invisibilité conforme a également été conçue en 2013
par Ma et al. [12], pour laquelle l’épaisseur de cape est là encore très grande au regard
des dimensions de l’objet à masquer et l’invisibilité n’est obtenue que pour une direction
d’incidence unique.

L’approche quasi-conforme ou conforme semble donc intéressante du point de vue
des réalisations expérimentales et de la validation de la théorie de l’optique transforma-
tionnelle. Cependant, par la nature même des transformations, les revêtements obtenus
sont très épais au regard des dimensions caractéristiques du problème : il semble diffi-
cile d’intégrer sur des systèmes existants de tels dispositifs tant leur encombrement est
important.

2.2.3 Tapis par contrôle de phase

Afin de pallier ce problème d’épaisseur des revêtements, une approche alternative a
été développée, celle des tapis ultra-minces par saut de phase. On ne s’intéresse plus ici
aux techniques d’optique de transformation, l’idée consiste cette fois ci à ne s’intéresser
qu’au déphasage provoqué par le défaut [63] [64] que l’on souhaite masquer. L’objectif
est de mettre au point un revêtement mince permettant de redresser le front de l’onde
réfléchi et ainsi de recréer la réflexion spéculaire malgré un défaut. En se basant sur
les lois de Snell-Descartes généralisées développées dans [65], il est possible de relier
l’angle de réflexion, l’angle d’incidence ainsi que la phase de l’onde sur la surface :

sin(θr)− sin(θi) = 1
ki

dΦ(x)
dx

(2.1)

avec Φ(x) la distribution de phase en fonction de la position et ki le nombre d’onde
dans le milieu d’incidence. La loi de Snell-Descartes généralisée permet de lier la dis-
tribution de phase à réaliser à la surface dans le but de mimer un plan métallique, en
fonction du profil y(x) décrivant le défaut :
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Figure 2.1 – Schéma d’un défaut de surface éclairé par une onde plane.

Φ(x) = 2k0cos(θG)
∫ dy(x)

dx√
1 +

(
dy(x)
dx

)2
dx (2.2)

en écrivant θG l’angle d’incidence global de l’onde plane.

Il est possible de réaliser par la simulation ou expérimentalement des dispositifs minces
basées sur des métasurfaces sélectives en fréquence permettant réaliser le saut de phase
adapté à la géométrie du défaut, afin que pour tout x on ait θr = −θG. Les métasurfaces
utilisées peuvent être constituées de diélectriques ou de réseaux d’inclusions métalliques
dont le saut de phase est déterminé par un ou plusieurs paramètres géométriques de
contrôle.

Cette approche a permis la réalisation de dispositifs expérimentaux jusqu’aux fré-
quences optiques [66]. Ces méthodes semblent efficaces mais sont limitées en bande
fréquentielle et en bande angulaire : dans [66], le tapis ne fonctionne que pour une
longueur d’onde de 730nm et en incidence normale. Avec un angle d’incidence de 15°,
on distingue sur les cartes de champ électrique des lobes secondaires de diffusion. Des
métasurfaces actives, dites Non-Foster, c’est à dire dont la réactance (partie imaginaire
de l’impédance) ne croît pas de manière monotone avec la fréquence, peuvent être uti-
lisées dans la fabrication de capes minces afin d’augmenter la bande de fréquence de
fonctionnement [67].

2.2.4 Capes par annulation de la diffusion

Une dernière catégorie de cape et tapis fut développée parallèlement à cela, mais ne
s’appuyant pas non plus sur les techniques d’optique transformationelle : la "scattering
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Figure 2.2 – Principe de fonctionnement de la technique de "scattering cancellation" : un
coeur diélectrique est enveloppé dans un revêtement à faible indice. L’ho-
mogénéisation quasi-statique d’un tel objet garantit une surface équivalente
radar nulle : l’ensemble est invisible pour un observateur extérieur.

cancellation", ou méthode d’annulation de la diffusion. Cette méthode a été décrite pour
la première fois en 2005 par Alù et Engheta [68] avant même que les articles fondateurs
du cloaking n’aient été publiés. On se concentre ici sur la minimisation des coefficients
de la décomposition multipolaire d’un objet donné grâce à l’ajout à proximité d’un ma-
tériau complémentaire réalisant une diffusion opposée. L’exemple donné dans l’article
fondateur d’Alù et Engheta concerne un petite sphère diélectrique que l’on recouvre d’un
matériau de faible permittivité. La surface équivalente radar s’exprime en fonction des
coefficients du développement multipolaire du rayonnement de l’ensemble, conformé-
ment à la théorie de Mie [69] :

Q = 2π
|k0|2

+∞∑
n=1

(2n+ 1)
(
|cTEn |2 + |cTMn |2

)
(2.3)

avec cTEn et cTMn les amplitudes complexes des harmoniques pour les ondes sphériques
TE et TM. La condition d’annulation des coefficients de Mie est donnée grâce à l’utilisa-
tion d’une loi d’homogénéisation quasi-statique des deux sphères concentriques :

a =3
√

(εc − ε0)(2εc + ε)
(εc − ε)(2εc + ε0)ac (2.4)

avec a le rayon de la sphère du diélectrique, ac le rayon de la sphère de revêtement,
ε0 la permittivité du vide, εc la permittivité du revêtement et ε la permittivité du coeur
diélectrique.

Cette méthode prometteuse a été testée par simulation jusque dans l’infrarouge en
utilisant un revêtement en graphène [70]. Une approche consistant à doper le graphène
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pour contrôler la fréquence de fonctionnement de la cape a été investiguée. Cette ap-
proche fournit sur des plages étroites de fréquences des résultats prometteurs sur des
objets petits devant la longueur d’onde d’intérêt.

2.2.5 Conclusion

A l’heure actuelle, des réalisations expérimentales permettant de valider l’optique
transformationnelle et le concept de cape d’invisibilité ont été réalisées. Cependant, le
potentiel de cette méthode n’est pas totalement exploité puisque les réalisations concernent
des versions amoindries de revêtements d’invisibilité ou de mimétisme. Ceci s’explique
par la grande difficulté de réalisation des propriétés de permittivité et perméabilité re-
quises dans les capes et décrites dans le premier chapitre de cette thèse.

Dans la suite de ce chapitre, nous cherchons à mettre au point des cas d’utilisation de
revêtements d’optique transformationnelle qui soient à la fois utiles et réalisables. Afin
de qualifier les performances des revêtements imaginés, nous définissons dans un pre-
mier temps des critères objectifs de mimétisme.

2.3 Notion de mimétisme, qualification des revêtements
d’optique transformationnelle

2.3.1 Introduction

Nous avons vu que l’optique transformationnelle permet de mettre au point des revê-
tements permettant de modifier l’aspect d’un système afin de lui donner l’apparence d’un
système différent. En théorie, aucune approximation n’est faite dans les équations, donc
un revêtement respectant les propriétés requises respectera parfaitement sa fonction.
Nous nous intéressons désormais à la réalisation expérimentale de ces revêtements d’op-
tique transformationnelle : les spécificités requises ne seront pas parfaites. Une question
d’importance à traiter est donc celle de l’objectivisation des performances d’un revête-
ment.

En ce qui concerne les capes d’invisibilité, les performances sont faciles à objectiver. Le
but est de rendre un objet donné invisible aux ondes : autrement dit, le système doit dif-
fuser le moins de puissance possible dans toutes les directions de l’espace. Ainsi, on peut
se contenter de regarder la surface équivalente radar bistatique (SER) afin de se rendre
compte du niveau d’atténuation du champ diffusé. Nous pouvons alors aisément, sur la
base de l’atténuation de SER, juger de l’efficacité d’un modèle de cape sur une plage de
fréquence et comparer les performances de différents dispositifs. Pour les revêtements
de mimétisme en revanche, nous ne cherchons pas à supprimer le champ diffusé mais
plutôt à le faire ressembler à celui d’un objet donné. La qualification de ces revêtements
ne peut pas se faire par une simple étude de leur surface équivalente radar, car celle-ci
n’apporte aucune information sur la nature du champ diffusé (polarisation, développe-
ment multipolaire). Afin de pallier à ce problème, nous avons donc cherché à mettre au
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point un critère de mimétisme, permettant de juger plus précisément de l’efficacité de
ces revêtements.

2.3.2 Vocabulaire

Pour traiter de la problématique du mimétisme ainsi que celui de l’atténuation de la
diffusion, nous devons définir dans un premier temps les différents systèmes étudiés.
Afin de simplifier le raisonnement, nous utilisons dans ce chapitre du vocabulaire issu
du biomimétisme :

— Le modèle : système de référence imité par le mime.
— Le mime : système réel, imitant le comportement du modèle.
— Le dupe : observateur lointain ne possédant pas la capacité de différencier le mime

du modèle.

A l’aide de ces définitions, nous cherchons à définir un critère permettant de quantifier
le comportement mimétique du système recouvert d’un revêtement. Il est tout d’abord
nécessaire de définir une surface Ω représentant le point de vue des dupes. Il peut s’agir
d’une surface fermée si toutes les directions de l’espace nous intéressent. Cette surface
peut également ne pas être fermée, si seules certaines directions de l’espace nous inté-
ressent. L’exemple le plus naturel consiste à prendre une sphère centrée sur le mime et
de rayon très grand devant la longueur d’onde de la source et devant les dimensions
caractéristiques de la structure.

2.3.3 Critère de mimétisme

Nous définissons un critère MΩ,−→E source
, fonction de

−→
E source le champ électrique de la

source et défini pour Ω et sources fixées, prenant comme variables le modèle Mod et le
mime Mim. Ce critère permet de quantifier le mimétisme du revêtement de la manière
suivante :

MΩ,
−→
E source

(Mod,Mim) =

∫∫
Ω
‖−→E diff (−→E source,Mod)−−→E diff (−→E source,Mim)‖dΩ∫∫

Ω
‖−→E diff (−→E source,Mod)‖dΩ

(2.5)

Plusieurs définitions peuvent être données pour la norme : les conclusions tirées dé-
pendront de ce choix. L’intégrale du numérateur quantifie la différence existant entre le
champ électrique diffusé par le modèle et le champ électrique diffusé par le mime, du
point de vue des dupes. On divise cette intégrale par l’intégrale de la norme du champ
électrique diffusé par le modèle pour rendre MΩ,−→E source

adimensionnel et ainsi pouvoir
rendre comparables les valeurs de MΩ,−→E source

prises pour des sources différentes. On
remarque enfin que si MΩ,−→E source

(Mod,Mim) est nul, le mimétisme est parfait.

Afin de quantifier l’efficacité d’un revêtement, nous posons une nouvelle application
EΩ,−→E source

(Σ1,Σ2,Σ3) comparant les deux critères MΩ,−→E source
(Σ1,Σ2) et MΩ,−→E source

(Σ1,Σ3) :
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EΩ,−→E source
(Σ1,Σ2,Σ3) = 1−

MΩ,−→E source
(Σ1,Σ2)

MΩ,−→E source
(Σ1,Σ3) (2.6)

Avec :
— Σ1 le modèle ;
— Σ2 le mime dont on veut quantifier l’efficacité ;
— Σ3 le mime sans son revêtement.

L’efficacité EΩ,−→E source
permet de quantifier le comportement mimétique du revêtement.

Si l’efficacité est égale à 1, le revêtement joue parfaitement son rôle. Dans le cas général,
ce critère sera compris entre 0 et 1 et fournit donc un pourcentage d’efficacité du revê-
tement. A l’aide de l’efficacité et du mimétisme, nous pouvons étudier avec précision les
systèmes d’OT dans la suite de ce chapitre.

2.4 Revêtement mimétique : transformer les carrés en cercles

Afin de mettre en pratique la notion d’efficacité, nous avons réalisé un cas d’étude
sous COMSOL permettant de transformer un cylindre métallique à section carrée en un
cylindre métallique à section circulaire. Ceci permet de montrer les performances de
l’optique transformationnelle dans un exemple non-canonique et de tester le critère de
mimétisme.

L’étude de ce revêtement se fait à l’aide de 3 simulations différentes sous COMSOL :
une première simulation permet de voir le comportement du cylindre à section carrée
tandis qu’une deuxième montre le comportement du cylindre à section circulaire (mo-
dèle). La troisième simulation met en jeu le cylindre à section carrée et sa cape de
mimétisme (mime) lui permettant de ressembler à un cercle.

  

Modèle : cylindre à section circulaire Mime : cylindre à section carrée + capeCylindre à section carrée

20cm
20cm

PML PML PML

air air air

cape

métal métal métal

Figure 2.3 – Cas d’études mimétiques : les deux premiers cas sont le cylindre à section
carrée et le cylindre à section circulaire. Le troisième représente le cylindre
à section carrée revêtu d’une cape lui donnant l’apparence du cylindre à
section circulaire.
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Le revêtement mimétique utilisé dans ce cas d’étude est une simple compression ra-
diale cylindrique. Posons Ra(θ) le rayon du modèle en fonction de l’angle, Rb(θ) le rayon
du mime non revêtu et Rc(θ) le rayon du mime revêtu. Dans le cas général, on peut réa-
liser une cape mimétique en utilisant une fonction de compression radiale :

  

Norme du champ électrique

Champ de déplacement électrique instantané

Section carrée Section circulaire Section carrée + cape

Section carrée Section circulaire Section carrée + cape

0 2

0 2.10-11

Norme du champ électrique (V/m)

Valeur absolue du champ de 
déplacement électrique (C/m2)

Figure 2.4 – Cartes des champs de l’étude mimétique. Les normes du champ électrique
ainsi que la valeur absolue du champ de déplacement électrique instantané
sont donnés pour chacune des configurations. On observe que l’ajout de la
cape sur la section carrée permet de retrouver la même allure des champs
proches que dans le cas circulaire.
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r′(θ) = Rc(θ)−Ra(θ)
Rc(θ)−Rb(θ)

(r(θ)−Rb(θ)) +Ra(θ)

θ′ = θ

(2.7)

Dans le cas présent, Ra(θ) décrit un cercle, Rb(θ) décrit un carré et Rc(θ) décrit une
forme étoilée permettant de réaliser le mimétisme. Cette forme étoilée a été choisie de
sorte que la dérivée de r′ en fonction de r soit spatialement constante. Nous avons créé
sous COMSOL les cas d’études correspondants, visibles sur la figure 2.3.

Les simulations de ces différents systèmes sont réalisées à 1 GHz, l’excitation est une
onde plane polarisée TE arrivant du haut de la figure. Les résultats sont donnés sous
forme de cartes des champs dans la figure 2.4.

  

E=83 %

Figure 2.5 – Carte de champ lointain de l’étude mimétique. La norme du champ élec-
trique est donnée en fonction de l’angle pour les différents cas d’étude. On
remarque une grande similitude entre le mime et le modèle. L’efficacité du
revêtement mimétique est évaluée à 83%. Cette efficacité n’est pas parfaite
à cause des gradients très importants de propriétés au sein de la cape et au
fait que le maillage ne permet pas de décrire parfaitement le revêtement.
En théorie, cette cape permet d’atteindre 100% de mimétisme.

Nous observons sur toutes les configurations de la figure 2.4 que la norme du champ
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électrique forme des franges d’interférence dans la direction d’incidence (backward), tan-
dis qu’une ombre apparaît dans la direction opposée (forward). Cependant, l’allure de
ces franges et de l’ombre ne sont pas identiques selon que le cylindre est à section carrée
ou circulaire. On voit nettement que l’ajout du revêtement étoilé sur le cylindre à section
carrée permet de retrouver une allure des champs très semblable à celle du cas circulaire.
Afin d’obtenir une validation plus complète du fonctionnement de ce revêtement, nous
avons également tracé la norme du champ lointain à la figure 2.5. D’autre part, le cri-
tère de mimétisme, appliqué à ce cas, donne une valeur de 83%. L’écart observé entre
le mime et le modèle est dû aux insuffisances de la modélisation électromagnétique, en
particulier du maillage.

Cette étude n’est qu’un exemple permettant de mettre en application les notions de
biomimétisme définies précédemment. Nous remarquons que malgré les singularités géo-
métriques du cas d’étude, le mimétisme est réalisé numériquement à hauteur de 83%
dans ce cas de figure pour une fréquence d’excitation de 1GHz. Transformer des carrés
en cercle n’est à priori pas très utile pour des applications concrètes mais le principe
peut être repris pour tout autre type de géométrie. Un article de Diatta et Guenneau
[71] propose une étude des revêtements mimétiques, donnant un aperçu de ce qui est
réalisable par ce type de méthodes.

2.5 Tapis d’invisibilité par troncature de cape

2.5.1 Motivations et objectif

Les tapis d’invisibilité, évoqués précédemment dans ce chapitre, permettent de mas-
quer des défauts ou des changements d’inclinaisons de plans, le plus souvent métalliques.
Ils permettent en particulier de restaurer une réflexion spéculaire parfaite à l’arrivée
d’une onde incidente, sans lobes de diffraction. Dans ce type de système, le modèle est
donc le plan métallique, mimé par un plan déformé sur lequel on ajoute la cape. Parmi
les méthodes citées précédemment, aucune ne permet de masquer des objets dont les
dimensions seraient de l’ordre de grandeur de l’onde incidente dans le vide à l’aide d’un
revêtement d’épaisseur raisonnable. Les approches utilisant des méta-surfaces sont très
dispersives en fréquence et peuvent être sensibles en incidence [66] tandis que l’ap-
proche quasi-conforme aboutit à des revêtements très épais [12].

Nous nous plaçons ici dans le cas où nous souhaitons, à l’aide de l’optique transfor-
mationnelle, masquer un défaut de surface à l’aide d’un tapis fonctionnant quelle que
soit l’incidence. Nous développons une idée originale consistant à utiliser des portions
de capes cylindriques ou sphériques à cet effet.

2.5.2 Description de l’approche

Considérons une demi-cape sphérique classique placée à la surface d’un plan métal-
lique. Si le défaut de surface est contenu dans la demi-sphère intérieure masquée par la
cape, alors il sera invisible aux ondes. Ce phénomène est illustré à la figure 2.6.
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Figure 2.6 – Demi-cape sphérique sur une surface métallisée.

Une démonstration de ce phénomène relativement simple consiste à imaginer par
l’esprit une cape sphérique complète. Dans la moitié supérieure de la cape, le milieu de
référence est l’air : dans cette moitié la cape se comporte de manière classique. Dans
la moitié inférieure, le milieu de référence est un conducteur parfait. Dans les deux
parties de la cape, les permittivités s’écrivent en fonction des données du problème : la
permittivité du métal εmetal et la permittivité de l’air εair.

ε1(r, θ, φ) = εairε
′(r, θ, φ)

ε2(r, θ, φ) = εmetalε
′(r, θ, φ)

(2.8)

avec ε′ le produit de la jacobienne de la transformation d’espace avec son inverse, tel
que définie dans le premier chapitre. ε1 et ε2 décrivent respectivement la permittivité
de la cape dans la demi-sphère supérieure et la demi-sphère inférieure. ε1 est similaire
à la permittivité d’une cape d’invisibilité classique, tandis que ε2 est plus singulière. La
permittivité du métal entrant dans la demi-sphère inférieure, est donnée en fonction de
sa conductivité.

εmetal = ε∞ − i
σmetal
ωε0

(2.9)

Dans le domaine des hyperfréquences, les métaux courants sont très conducteurs et
la norme de la partie imaginaire de leur permittivité très grande devant 1 de plusieurs
ordres de grandeur. Si on se place dans l’approximation du conducteur parfait, satisfaite
dans le domaine hyperfréquence, alors on peut considérer que la conductivité est infi-
nie. Cette hypothèse simplifie l’équation 2.8 et on obtient les permittivités données par
l’équation 2.10.

ε1(r, θ, φ) = ε
′(r, θ, φ)

ε2(r, θ, φ) = εmetalI3

(2.10)

avec I3 la matrice unité en dimension 3. L’idée sous-jacente derrière ces équations
est que l’image d’un métal par une transformation d’espace sera un métal. Aux basses
fréquences devant les fréquences plasma (vers le visible en général), le métal repousse
les champs électromagnétiques et stoppe à sa surface la propagation des ondes : l’épais-
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Figure 2.7 – Image des plans de coupe sur une cape sphérique. Les surfaces images
des plans de coupes ne sont pas nécessairement des plans. Seule la coupe
médianne a pour image elle-même. Dans le cas général, on crée une surface
courbée en creux ou en bosse selon la hauteur de la coupe.

seur de peau, de l’ordre du micron, est négligeable devant la longueur d’onde. Ainsi, un
revêtement d’OT supposée mimer un conducteur parfait est lui-même équivalent à un
conducteur parfait. La seconde moitié de la cape, dans le métal, n’a donc en réalité pas
besoin d’être réalisée, le conducteur parfait étant image de lui-même.

La demi-cape cylindrique constitue donc, lorsqu’elle est placée en surface d’un plan
métallique, un tapis d’invisibilité pouvant cacher un défaut de surface. Les propriétés
matériaux du milieu constituant la cape sont les mêmes que pour une cape sphérique
classique. La réalisation d’un tel système se révèle donc être de même difficulté qu’une
cape d’invisibilité complète.

La figure 2.7 nous montre différentes possibilités de troncature de cape. Si on coupe le
revêtement en 2 au niveau du plan 1, on obtient le tapis d’invisibilité évoqué précédem-
ment, la zone invisible est alors une demi-sphère de rayon R1. Ce plan de coupe n’est pas
le seul possible et on peut choisir de tronquer la cape à une hauteur différente, comme
pour le plan 2 et le plan 3. En plaçant le plan métallique à ces niveaux, on obtient alors
des objets images particuliers. Ces surfaces correspondent simplement à l’image du plan
de coupe par la transformation géométrique et représentent ce que les ondes perçoivent,
elles ne sont pas un objet physique réel. En conclusion, si on ne coupe pas la cape en son
plan médian, alors l’image du plan métallique frontière ne sera pas lui-même.

On peut alors raisonner avec la logique inverse en se posant la question : quelles an-
técédents géométriques ont pour image un plan? En métallisant l’antécédent du plan
métallique, on réalise une géométrie qui sera vue par un observateur comme le plan lui-
même. Un exemple de troncature adaptée est donné sur la figure 2.8 : on remarque que
les coupes 2 et 3 passent au dessus du cercle de rayon R1 et que par conséquent la partie
de la cape présentant des valeurs propres de permittivité et perméabilité tendant vers 0
a été tronquée intégralement. Les valeurs minimales à atteindre sont donc strictement
supérieures à 0 et dépendant de la hauteur à laquelle on réalise la troncature. La bosse
métallique dont l’image par la transformation géométrique donne le plan constitue donc
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Figure 2.8 – Allure des défauts de surface pouvant être masqués par troncature de cape.
Pour chacune des trois coupes, l’image par la transformation optique donne
un plan métallique.

un défaut de structure dissimulable par ce tapis.

Il ne s’agit donc ici pas de cloaking à proprement parler, ni d’invisibilité, puisqu’aucune
zone de l’espace n’est rendue inatteignable par manipulation de la métrique apparente.
Cette technique s’apparente d’avantage à du mimétisme puisqu’on transforme l’appa-
rence extérieure d’un objet pour le faire ressembler à un autre. Ces bosses permettant
de mimer des plans doivent être bien évidemment métallisées pour ressembler in fine à
un plan lui-même métallique. Il est important de préciser que cette méthode ne peut pas
fonctionner en l’état avec une surface de base magnéto-diélectrique, puisque dans ce cas
l’onde peut traverser l’interface et perçoit non pas seulement la géométrie de la surface
mais bien l’ensemble de l’objet.

D’un point de vue mathématique, si on note P le plan, f la transformation d’espace
réalisée par le mime et B la surface bossue, on a alors :

B = f−1(P ) (2.11)

B dépend donc de la transformation utilisée ainsi que du plan que l’on veut mimer.
Il existe donc toute une classe de défauts en forme de bosse que l’on peut dissimuler
sous un revêtement afin de le faire ressembler à un plan. Nous cherchons donc à définir
l’équation de la surface bossue B, en choisissant f la transformation linéaire sphérique
classique et P le plan z = z0. La surface B peut être paramétrée de la manière suivante :
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x =

√
u2 + v2 + z2

0 −R1√
u2 + v2 + z2

0

R2
R2 −R1

u

y =

√
u2 + v2 + z2

0 −R1√
u2 + v2 + z2

0

R2
R2 −R1

v

z =

√
u2 + v2 + z2

0 −R1√
u2 + v2 + z2

0

R2
R2 −R1

z0

(2.12)

avec les deux paramètres u et v définis tels que : −R2 < u < R2 et −
√
R2

2 − u2 − z2
0 <

v <
√
R2

2 − u2 − z2
0 . Cette surface est donc représentable sur des logiciels tels que COM-

SOL, permettant ainsi de réaliser des simulations. Un analogue peut être fournit en
dimension 2, permettant de réaliser un tapis par troncature de cape cylindrique :

x =

√
u2 + y2

0 −R1√
u2 + y2

0

R2
R2 −R1

u

y =

√
u2 + y2

0 −R1√
u2 + y2

0

R2
R2 −R1

y0

(2.13)

avec le paramètre u tel que −R2 < u < R2.

2.5.3 Simulations full-wave

Nous nous plaçons désormais en dimension 2 afin de réaliser plus aisément les simu-
lations électromagnétiques grâce à la méthode de troncature de cape décrite ci-dessus.
La figure 2.9 montre les trois cas d’études simulés sous COMSOL permettant d’évaluer
la méthode. Cette figure montre également la géométrie de la bosse, avec comme para-
mètre y0 = 3cm. Les dimensions de la cape cylindrique de base sont avec R1 = 5cm
et R2 = 6.5cm. La première simulation est donc une simulation de plaque seule, consti-
tuant le modèle. La deuxième représente la plaque avec son défaut de surface, la bosse.
Enfin, la troisième représente le mime, constitué du système avec la bosse et son tapis
d’invisibilité.

Nous définissons une onde plane polarisée linéairement avec le champ électrique per-
pendiculaire au plan de la simulation. L’étude est réalisée à une fréquence de 5 GHz et
avec différents angles d’incidence explicités avec les résultats dans la figure 2.10. Ces
résultats sont présentés sous forme de cartes des normes de champ électrique : on re-
marque que l’ajout du tapis d’invisibilité permet de masquer totalement la contribution
de la bosse et rétablit une réflexion spéculaire identique à celle obtenue avec la plaque
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Plaque seule Plaque avec défaut Plaque avec défaut et tapis

Plaque métallique 

AirPML
Bosse métallique Tapis d’invisibilité

30cm

2.
3c

m

3.
5c

m

Figure 2.9 – Géométries des cas COMSOL permettant d’évaluer l’efficacité du tapis
d’invisibilité par troncature de cape cylindrique. Sont représentées les
géométries de la plaque seule (à gauche), de la plaque avec défaut (au
centre) et de la plaque avec défaut et tapis (à droite). L’étude est réalisée
en 2D, des PML permettent ici encore de simuler l’espace libre. La hauteur
de la bosse est de 2.3 cm à son sommet, tandis que celui de la cape culmine
à 3.5 cm au dessus du plan de la plaque.

métallique seule.

Afin de calculer le critère d’efficacité du tapis, nous nous intéressons au champ élec-
trique lointain diffusé par le modèle ainsi que le mime avec et sans le tapis. Les résultats
sont visibles sur la figure 2.11 et montrent une très grande similitude entre le modèle et
le mime, et ce pour chaque incidence d’étude.

Nous avons donc mis en évidence le fonctionnement des tapis par troncature de cape
cylindrique, permettant de masquer un défaut de surface métallisé présentant une forme
particulière. Cette méthode valide une application potentiellement utile de l’optique
transformationnelle et plus réaliste que la cape d’invisibilité classique. En effet, le pro-
cessus de troncature de la cape permet de mettre de côté les valeurs extrêmes requises
normalement à proximité de la frontière intérieure. Nous verrons dans le chapitre 3 une
approche détaillée de la structuration d’un tel dispositif à l’aide de matériaux les plus
réalistes possible.
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Figure 2.10 – Résultats de la simulation de la plaque seule, de la plaque avec défaut et de
la plaque avec défaut et tapis d’invisibilité. Sont représentées les cartes de
norme du champ électrique pour différentes incidences : incidence normale
à la plaque (90°), oblique (45°) et rasante (0°). Les franges horizontales
observées sur la plaque seule traduisent une réflexion spéculaire pour
les incidences de 90° et 45°, tandis que la présence de la bosse affecte
fortement ces franges. Finalement, on remarque que l’allure du champ
électrique est totalement rétablie grâce à l’ajout du tapis d’invisibilité,
qui semble au premier abord jouer parfaitement son rôle.
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Incidence 
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Incidence 
45°

Incidence 
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Cartes de champ électrique lointain, norme 

E=95.1 %

E=94.5 %

E=74.9 %

Figure 2.11 – Courbes de champ lointain pour le tapis par troncature de cape cylindrique.
Est représentée pour chaque cas de simulation la courbe de norme du
champ lointain électrique. On visualise une grande similitude entre le
modèle et le mime pour chacune des incidences. L’efficacité mimétique
du tapis est évaluée à 95.1% en incidence normale, 94.5% en incidence
oblique et 74.9% en incidence rasante.
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Figure 2.12 – L’objet que l’on cherche à masquer est constitué d’une portion de cylindre
fermé aux deux extrémités par deux demi-sphères de même rayon que le
cylindre.

2.6 Invisibilité d’un objet longiligne

2.6.1 Positionnement de l’étude

Dans le chapitre 1 ont été abordées les capes d’invisibilité les plus couramment men-
tionnées dans la littérature que sont les capes à compression radiale sphérique et cy-
lindrique. Les capes cylindriques sont privilégiées expérimentalement car plus facile à
concevoir qu’une structure sphérique. En pratique, les réalisations concernent des capes
cylindriques de longueur faible au regard du diamètre de la section : la structure de la
cape est donc quasi-plane, rendant plus aisée sa réalisation. Dans cette partie, nous étu-
dions le comportement de cylindres métalliques longs recouverts de revêtements d’OT.

Dans la littérature, l’invisibilité de cylindre métalliques longs a été réalisée expérimen-
talement grâce à la méthode réseau de ligne de transmission [72]. Cette méthode, déjà
évoquée au début de ce chapitre, permet de diminuer le coefficient de réflexion mais ne
permet pas à proprement parler de diminuer la SER bistatique. L’onde transmise après
avoir traversé la cape ne possède pas la phase qu’aurait l’onde traversant du vide. Nous
cherchons dans cette partie à diminuer la SER bistatique de l’objet, prenant ainsi en
compte le champ diffusé dans toutes les directions de l’espace.

La réalisation d’une cape cylindrique en espace libre est une tâche très difficile notam-
ment du point de vue de la faisabilité technique, point sur lequel nous porterons tout
particulièrement notre attention. Précédemment, nous avons tronqué des capes d’invisi-
bilité afin de réaliser des tapis de mimétisme. Cette approche permet de s’affranchir des
valeurs de permittivité et perméabilité les plus problématiques (proches de 0), mais ne
dispense toutefois pas des valeurs sous-unitaires. Nous cherchons ici à nous affranchir
totalement de ces valeurs sous-unitaires en ne mimant plus de l’air mais un magnéto-
diélectrique donné.

Cette idée de mimer un matériau plutôt que de l’air nous provient des travaux de
Schurig et al. [14]. Dans cet article cependant, la cape d’invisibilité cylindrique réalisée
expérimentalement n’est pas parfaite puisque les valeurs requises de permittivité et per-
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méabilité ont été modifiées par rapport à la théorie. Afin de simplifier la réalisation, les
expérimentateurs ont en effet sacrifié l’impédance en prenant soin de conserver l’indice
optique n = √εµ. Ainsi, cette cape ne mime pas parfaitement l’air mais plutôt un maté-
riau hétérogène. De même, nous nous inspirons de cette méthode pour agir sur les va-
leurs sous-unitaires en décidant de mimer non pas de l’air mais un magnéto-diélectrique
donné.

En tentant de mimer un matériau à indice plutôt que de l’air, les propriétés requises
dans le revêtement se trouvent modifiées, conformément aux équations de l’OT dévelop-
pées dans le chapitre 1 : un choix judicieux de matériau à mimer permet de s’affranchir
d’une grande partie des valeurs sous-unitaires de permittivité et perméabilité.

Nous définissons un cas d’étude dans lequel un barreau métallique est revêtu d’un
revêtement à relativement fort indice. Sa géométrie est simple, il s’agit d’un cylindre
terminé en ses deux extrémités par une demi-sphère, comme présenté sur la figure 2.12.
L’objectif que nous nous fixons consiste, à l’aide de l’OT, à minimiser tant que possible la
SER de cet objet de base. Pour ce faire, nous proposons de remplacer le revêtement du
barreau métallique par un revêtement d’OT permettant de masquer la partie métallique
au profit de la partie magnéto-diélectrique. En d’autres termes, plutôt que de voir un
barreau métallique revêtu, un dupe ne devra distinguer qu’un simple barreau magnéto-
diélectrique. Ceci permet en particulier d’éviter les phénomènes de résonance dipolaire
de la structure métallique, visible lorsque la longueur d’onde d’excitation est égale au
double de la longueur du cylindre. L’objectif ici est donc d’obtenir un système présentant
sur une bande de fréquence donnée une SER bien inférieure à celle d’un cylindre métal-
lique.

2.6.1.1 Définition du revêtement d’OT

L’objet géométrique à masquer étant constitué d’une portion de cylindre terminée à
chaque extrémité par une demi-sphère, il est naturel de réaliser sur la portion cylindrique
une cape par compression radiale cylindrique, et sur les deux portions sphériques des
capes à compression radiales sphériques. La permittivité et la perméabilité du matériau
magnéto-diélectrique du revêtement sont prises égales à 10. Ce faisant, les propriétés re-
quises dans la cape se trouvent toutes rehaussées d’un facteur 10, diminuant fortement
la présence de valeurs de permittivité et perméabilité sous-unitaires dans le revêtement.
Les propriétés électromagnétiques de la cape sont récapitulées dans le tableau 2.1. Les
exposants c et s indiquent respectivement qu’on se situe dans la zone cylindrique et
sphérique. En indice, les coordonnées sont (rc, θc, z) en cylindrique et (rs, θs, φ) en sphé-
rique. Enfin, on note εm et µm les valeurs de permittivité et perméabilité du magnéto-
diélectrique que l’on souhaite mimer, 10 dans notre cas.

Dans la figure 2.13, nous représentons les valeurs de permittivité et perméabilité en
fonction de la position dans le revêtement. Pour d’avantage de réalisme, nous imposons
comme valeur minimale 1 et comme valeur maximale 100. En utilisant les fonctions max
et min de COMSOL, il est possible de fixer les valeurs de permittivités dans les couches
de revêtements en les bornant à la plage de valeurs acceptables que nous avons choisie.
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Zone cylindrique Zone sphérique
(rc, θc, z) (rs, θs, φ)

εcr(rc) = µcr(rc) = εm
rc −R1
rc

εsr(rs) = µsr(rs) = εm
R2

R2 −R1

(
rs −R1
rs

)2

εcθ(rc) = µcθ(rc) = εm
rc

rc −R1
εsθ(rs) = µsθ(rs) = εm

R2
R2 −R1

εcz(rc) = µcz(rc) = εm

(
R2

R2 −R1

)2 (rc −R1)
rc

εsφ(rs) = µsφ(rs) = εm
R2

R2 −R1

Table 2.1 – Permittivités dans les zones sphériques et cylindrique de la cape masquant
l’objet longiligne

Par exemple, la composante radiale sphérique de permittivité, qui devraient théorique-
ment prendre des valeurs tendant vers 0, s’écrit de la manière suivante :

εsr(rs) = max
(
εm

R2
R2 −R1

(
rs −R1
rs

)2
, εmin

)
(2.14)

2.6.1.2 Définition des cas de simulations

Trois cas de simulations sont réalisés sous COMSOL. Ces cas sont répertoriés dans la
figure 2.14 : le barreau métallique et son revêtement de magnéto-diélectrique, le même
barreau revêtu cette fois-ci de la cape de mimétisme, enfin le barreau entièrement consti-
tué du matériau magnéto-diélectrique.

L’étude est réalisée aux abords de la première fréquence de résonance du barreau
métallique revêtu, avec comme excitation une onde plane polarisée linéairement dont
le champ électrique est orienté selon la longueur du cylindre. La réalisation de simula-
tions pour le deuxième système est une tâche beaucoup plus délicate à cause des valeurs
propres élevées du tenseur de permittivité et du tenseur de perméabilité. En effet, plus
ces grandeurs sont élevées, plus l’indice optique équivalent neff = √εeffµeff l’est éga-
lement. Ceci a pour conséquence immédiate de diminuer la longueur locale des ondes
dans le milieu. Ainsi, si on souhaite obtenir une simulation valide, il est nécessaire de
réaliser un maillage suffisamment fin pour décrire correctement la propagation dans ces
zones. L’affinage du maillage et la réalisation de maillages spécifiques pour l’étude des
couches limites alourdit très fortement le cas d’étude et rend sa convergence plus dif-
ficile. Nous avons donc cherché un compromis entre justesse de simulation et coût de
calcul.
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Figure 2.13 – Propriétés électromagnétiques dans les différentes zones de la cape pseudo-
cylindrique. Les valeurs théoriquement requises qui sortent localement de
l’intervalle acceptable de valeurs, ont été ramenées aux bornes définies
par les frontières min et max.
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Cape de mimétisme 

magnéto-diélectrique Magnéto-diélectrique

Zone 2 Cuivre Cuivre Magnéto-diélectrique
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magnéto-diélectrique.
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Figure 2.14 – Définition des trois cas d’étude COMSOL. Le cas 1 correspond à l’objet
initial, le cas 2 est le mime tandis que le troisième cas correspond au
modèle, un simple barreau de magnéto-diélectrique.
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Cas 1 : mime sans sa cape 

Cas 2 : mime avec sa cape 

Cas 3 : modèle supposé 

Plan de coupe des différents 
systèmes, simulation à 200MHz
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Norme du champ électrique (V/m)
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Figure 2.15 – Plans de coupe des différents systèmes étudiés, à 200MHz. Est représentée
la norme du champ électrique : on remarque une grande similitude entre
les systèmes 1 et 2, tandis que le système 2 était supposé ressembler
d’avantage au système 3, le modèle.
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2.6.2 Résultats et écarts par rapport aux attentes

Nous montrons sur la figure 2.15 les cartes de champs des différentes simulations.
Nous remarquons que le champ électrique dans le système avec cape ne ressemble pas
au modèle qu’il est supposé mimer. Au contraire, il semble que son comportement reste
globalement assez similaire à celui du système de base, non revêtu de la cape. Partant
de ce constat, nous avons cherché à trouver une explication concernant l’écart entre l’at-
tente et la réalité pour cette cape de mimétisme.

Le faible effet de la cape peut s’expliquer de façon relativement simple : la compres-
sion radiale cylindrique transforme le cercle frontière intérieur de la cape en un point.
Le problème étant invariant par translation selon la normale au plan de ce point, l’image
de la portion de cylindre métallique est donc un segment de droite, lui même métallique.
L’image mathématique du barreau métallique est représenté à droite sur la figure 2.16.

Le seul effet de la cape d’OT que nous venons de simuler est de diminuer la section
apparente du cylindre. Cependant, la section du cylindre, tant qu’elle est petite devant
la hauteur, n’a qu’un impact secondaire sur la SER. La SER de l’objet de référence et celle
de l’objet revêtue de la cape sont donc très similaires, comme le montrent les courbes
bleues et noires de la figure 2.17.

Plutôt que de masquer totalement la partie métallique de l’objet, la cape de mimé-
tisme a eu pour seul effet de minimiser sa section apparente du point de vue des dupes.
Cependant, étant donné que nous cherchions à réduire la SER sur la bande de fréquence
d’étude, ce mimétisme n’est pas convenable. Nous pouvons conclure que les revêtements
d’OT en deux dimensions sont à utiliser avec beaucoup de précautions. L’image du mime
par la transformation peut, sous certaines conditions, être elle-même un objet présentant
une grande signature radar.

Figure 2.16 – Antécédents et images dans les capes classiques. L’image d’un cylindre
intérieur est un objet de dimension 1, tandis que l’image de la sphère
métallique intérieure est un objet de dimension 0.
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Figure 2.17 – SER des différents cas de simulations étudiés. Le mime avec sa cape (en
rouge) ressemble d’avantage à un fin barreau métallique (en bleu) qu’au
cylindre magnéto-diélectrique (en vert). Le mimétisme n’est pas celui
attendu et ne permet pas de minimiser la SER de l’objet comme prévu.
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 Mime, antenne et revêtement de mimétisme

    Cas 1 
   Système de base, antenne revêtue d’un magnéto-diélectrique

            Cas 3
Modèle supposé, cylindre magnéto-diélectrique

Cas 4
Modèle effectif, antenne fine revêtue d’un magnéto-diélectrique 

Cuivre

Cape de mimétisme

Magnéto-diélectrique

Légende

Remplacement du revêtement 
par une cape de mimétisme

Figure 2.18 – Mimétisme cylindrique : cette figure résume les observations issues des
simulations réalisées sur la cape de mimétisme cylindrique. Au lieu de
ressembler au modèle attendu, signant peu dans la gamme de fréquence
d’étude, le mime est toujours très visible.
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2.6.3 Cape par compression sphérique

Afin de minimiser la contribution de l’objet métallique longiligne de cette étude, une
compression sphérique peut être envisagée. En procédant de la sorte, l’image du cylindre
métallique ne sera plus une ligne mais au contraire un point. L’approche consiste à uti-
liser la compression radiale en coordonnées sphériques sur l’objet longiligne à masquer.
La transformation géométrique utilisée est alors donnée par l’équation 2.15, en notant
(r, θ, φ) les coordonnées sphériques.

r′(r, θ, φ) = r −Ri(θ, φ)
Re(θ, φ)−Ri(θ, φ)Re(θ, φ) (2.15)

Ri(θ, φ) est le paramétrage en coordonnées sphériques du cylindre métallique à mas-
quer tandis que Re(θ, φ) est un paramétrage analogue décrivant la surface extérieure de
la cape. En d’autres termes, cette transformation est similaire à celle d’une cape sphé-
rique classique, à la différence près que les rayon R1 et R2 normalement utilisés sont
ici remplacés respectivement par Ri(θ, φ) et Re(θ, φ). On comprime l’espace de sorte
à ce que le cylindre intérieur soit masqué par le revêtement. Afin de simplifier les cal-
culs dans la suite du développement, nous définissons la grandeur k par l’équation 2.16.
Cette quantité est assimilable à un coefficient de compression des longueurs dans la cape
d’invisibilité.

k(r, θ, φ) = r′(θ, φ)
r −Ri(θ, φ) = Re(θ, φ)

Re(θ, φ)−Ri(θ, φ) (2.16)

On peut alors appliquer les formules de l’optique transformationnelle permettant ainsi
de déterminer les valeurs de permittivité et de perméabilité requises dans la cape. Les
éléments diagonaux du tenseur de permittivité sont donnés par l’équation 2.17.

εr(r, θ, φ) =

(
r −Ri(θ, φ)

r
k(θ, φ)

)2

√
k(θ, φ)2 +

(1
r

∂r′(r, θ, φ)
∂θ

)2
+
( 1
rsin(θ)

∂r′(r, θ, φ)
∂φ

)2

εθ(r, θ, φ) =
√
k(θ, φ)2 +

(1
r

∂r′(r, θ, φ)
∂θ

)2
+
( 1
rsin(θ)

∂r′(r, θ, φ)
∂φ

)2

εφ(r, θ, φ) =
√
k(θ, φ)2 +

(1
r

∂r′(r, θ, φ)
∂θ

)2
+
( 1
rsin(θ)

∂r′(r, θ, φ)
∂φ

)2

(2.17)

Les éléments hors de la diagonale ne sont pas nuls et doivent également être pris en
compte dans la simulation. Nous ne les explicitons pas pour des raisons de lisibilité du
paragraphe.

Afin de d’obtenir dans le revêtement des propriétés raisonnables, nous devons limiter
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magnéto-diélectrique 

Magnéto-diélectrique

Zone 2 Cuivre Cuivre Magnéto-diélectrique
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Cylindre métallique 
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Figure 2.19 – Définition des trois cas d’étude COMSOL. Le cas 1 correspond au mime
dépourvu de sa cape, le cas 2 est le mime avec sa cape tandis que le
troisième cas correspond au modèle, un simple barreau de magnéto-
diélectrique.
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Figure 2.20 – SER des différents cas de simulations étudiés. Dans le cas d’une cape
sphérique, le modèle est correctement mimé. Le système avec cape (en
noir) ressemble bien au cylindre diélectrique (en vert), aucune résonance
n’est visible sur la bande d’étude.

tant que possible la valeur du coefficient k en tout point de la cape. Si nous reprenions
exactement la même géométrie externe que précédemment, à savoir un revêtement d’OT
d’épaisseur constante, le taux de compression k dans la direction longitudinale du cy-
lindre serait très importante. Une compression des longueurs trop forte dans certaines
directions de l’espace conduit à des propriétés électromagnétiques déraisonnables. Ainsi,
il est préférable d’allonger la cape aux extrémités, de sorte à rendre k spatialement
constant.

Nous avons réalisé une étude mettant en oeuvre cette idée sur un cylindre métallique
dont les données géométriques sont visibles sur la figure 2.19. Les résultats sont donnés
sous forme de SER sur la figure 2.20. On observe une importante réduction de la SER
grâce à l’ajout de la cape à compression sphérique. Cette étude valide notre approche
car le mimétisme est ici correctement réalisé par le revêtement d’OT : un observateur
extérieur ne voit qu’un cylindre magnéto-diélectrique.

En conclusion, la compression sphérique semble être plus efficace que la compression
cylindrique dans le cas d’objets longilignes tel que le barreau métallique que nous avons
étudié.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé une définition du mimétisme à l’aide de notions
issues du biomimétisme : le mime, le modèle et le dupe. Nous avons ensuite proposé
des critères permettant d’évaluer le fonctionnement d’un revêtement d’OT. En particu-
lier, le critère d’efficacité mimétique donne une évaluation sous forme de pourcentage de
ressemblance au système que l’on souhaite mimer. Ces définitions nous ont permis d’ap-
préhender avec plus de facilité l’étude de cas spécifiques d’utilisation de l’OT. A travers
trois exemples concrets, nous avons cherché à montrer diverses possibilités d’utilisation
de l’OT présentant un intérêt expérimental.

Le premier exemple a donné une démonstration de la transformation d’un cylindre
à section carrée en un cylindre à section circulaire. Pour le deuxième cas, nous avons
proposé une structure de tapis d’invisibilité basé sur la troncature d’une cape d’invisibi-
lité cylindrique ou sphérique. Les résultats sont encourageants et prédisent qu’une bosse
métallique peut être masquée efficacement par ce procédé. Cela nous permettra par la
suite de proposer une structuration de tapis de mimétisme et de tapis d’invisibilité.

Enfin, nous avons cherché à masquer un contributeur métallique de forme longiligne,
d’abord grâce à une transformation 2D puis grâce à une transformation 3D. Nous avons
mis en évidence les limites des transformations 2D dans le cas précis d’une résonance
mettant en jeu des déplacements de charges dans la direction d’invariance de la trans-
formation. L’approche utilisant une transformation 3D donne une alternative permettant
malgré tout de masquer ce type de résonance.
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3 Structuration des revêtements
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3.1 Introduction

Nous avons déterminé dans le chapitre 2 que le défi majeur des revêtements d’optique
de transformation, qu’ils soient mimétiques ou d’invisibilité, réside dans leurs propriétés
électromagnétiques, permittivité et perméabilité. Nous nous intéressons dans ce chapitre
à un point en particulier, l’anisotropie. La plupart des matériaux naturels tels que les mé-
taux, céramiques ou polymères sont isotropes tant du point de vue de leur permittivité
et perméabilité que de leur conductivité.

En optique, les phénomènes de biréfringence sont une manifestation de l’anisotro-
pie diélectrique naturelle présente dans certains cristaux. Cette biréfringence qui peut
être uniaxe ou biaxe, traduit à l’échelle macroscopique les effets de la structure cristal-
line. Une anisotropie uniaxe correspond par exemple à un système cristallin hexagonal
comme le quartz (voir figure 3.1) tandis qu’une anisotropie biaxe correspondra à une
structure monoclinique, triclinique ou orthorombique. Dans le cas uniaxe, deux indices
optiques sont nécessaires pour décrire le comportement du cristal alors que trois sont
nécessaires dans le cas biaxe.
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Figure 3.1 – Exemple de maille hexagonale avec son axe optique. Une telle structure
peut présenter une anisotropie, la différence entre ε1 et ε2 étant de l’ordre
de quelques pourcents.

Dans le cas des cristaux uniaxes et biaxes, l’anisotropie est une conséquence directe
de la structure cristalline et donc de la disposition relative des atomes au sein du réseau.
Cette structuration est naturelle et se produit à l’échelle inter-atomique. En exagérant la
différence entre le paramètre c et le paramètre a sur la figure 3.1, on peut par l’esprit
se figurer que c est beaucoup plus grand que a. Dans ce cas, la structure cristalline hexa-
gonale est constituée de plans successifs denséments chargées d’atomes, empilés dans
la direction de l’axe optique. On obtient une structure multicouche non-invariante par
rotation autour d’un axe et responsable de l’anisotropie de permittivité. Les valeurs natu-
relles de biréfringence cristalline se chiffrent en quelques pourcents de différences pour
l’indice optique. Les matériaux naturellement anisotropes ne peuvent donc en aucun cas
convenir à la création de revêtements d’invisibilité, pour lesquels l’anisotropie doit être
beaucoup plus importante.

Afin de créer des propriétés fortement anisotropes, il est possible de s’inspirer de la
biréfringence naturelle dans la structuration de composites. La création de propriétés
anisotropes peut alors se faire par structuration de la matière à la manière du quartz,
structuré en feuillets multicouches.

Les cristaux photoniques constituent une catégorie de matériaux structurés artificiel-
lement et dont l’objectif consiste, entre autre, à recréer une anisotropie. La structuration
des cristaux photoniques peut être unidimensionnel, bidimensionnel ou tridimensionnel
selon les besoins de l’expérience. Dans les miroirs de Bragg par exemple, des couches
diélectriques d’indices différents sont empilées de sorte à créer un réflecteur. Les cristaux
photoniques, qui sont le plus souvent assimilés aux structures à bande interdite photo-
nique ou électromagnétique, tirent profit des phénomènes d’interférences constructives
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et destructives des ondes. Il est impossible d’affecter des valeurs de permittivité et per-
méabilité effectives homogènes à de tels systèmes. En effet, lorsqu’on essaie d’affecter
des propriétés effectives à un matériau structuré, la notion d’homogénéisabilité de la
structure doit être prise en compte. La thématique de l’homogénéisabilité est abordée
plus en détail dans le chapitre 5 de ce manuscrit. Dans le cadre de l’optique de transfor-
mation, la permittivité et la perméabilité sont le coeur du problème : dans ce chapitre,
nous verrons comment il est possible de structurer la matière de sorte à obtenir l’aniso-
tropie forte requise par l’OT.

3.2 Homogénéisation, création d’anisotropie

3.2.1 Bornes de Wiener

Nous avons vu dans le chapitre 1 que de nombreuses lois ont été établies dans la
littérature afin de déterminer les propriétés effectives des mélanges de matériaux diélec-
triques. Une loi établie en 1913 par Wiener et Préault [73] [74] permet de donner un
encadrement de la permittivité effective d’un mélange dans l’équation 3.1. Cet encadre-
ment n’est cependant pas valide pour les structures conductrices résonantes, les effets
d’interface étant prépondérants dans ce cas.

〈ε−1〉−1 ≤ ε̃ ≤ 〈ε〉 (3.1)

où le symbole 〈〉 désigne la moyenne spatiale sur l’échantillon étudié et ε̃ correspond
à la valeur effective de permittivité. Ces bornes nous permettent de définir l’anisotro-
pie maximale atteignable dans un matériau : en effet, elles sont calculées indépendam-
ment de toute notion d’incidence ou de polarisation des ondes. Ce sont simplement des
moyennes spatiales, vraies pour toute excitation. La valeur effective ε̃ de permittivité, en
revanche, peut potentiellement dépendre de l’orientation du champ électrique.

ε1, ε2 et ε3 étant les valeurs de permittivité selon les vecteurs propres du tenseur des
permittivités, l’anisotropie A est définie comme le rapport maximal entre deux permitti-
vités :

A = max
i,j∈{1,2,3}

(
εj
εi

)
(3.2)

En utilisant les bornes définies dans 3.1, on peut donner un encadrement de A :

1 ≤ A ≤ 〈ε〉
〈ε−1〉−1 (3.3)

Nous cherchons dans cette partie à comprendre à quoi correspondent ces bornes, afin
de réaliser des structures maximisant l’anisotropie. On peut comprendre ces bornes par
analogie avec des éléments de circuits électriques, dans l’approximation des régimes sta-
tiques. Cette dernière hypothèse revient à dire que la phase de l’onde électromagnétique
incidente reste constante sur la géométrie d’étude. La figure 3.2 donne le schéma équi-
valent d’un multicouche de diélectrique éclairé par un champ électrique orthogonal aux
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Figure 3.2 – Schéma équivalent entre un multicouche diélectrique et des capacités en
série.

couches.

Nous cherchons à déterminer dans ces conditions la valeur de la permittivité diélec-
trique équivalente à l’empilement des n couches. La capacité équivalente du circuit élec-
trique est obtenue par loi de sommation des capacités en série :

1
Ceq

=
n∑
i=1

1
Ci

(3.4)

La capacité de chaque couche s’exprime en fonction de la permittivité εi, de l’épaisseur
ei et de la surface S de la couche :

Ci = εiS

ei
(3.5)

S est indépendante de la couche dans le problème étudié. La capacité équivalente que
nous cherchons s’écrit de manière analogue, faisant intervenir la permittivité équivalente
que nous cherchons :

Ceq = εserieS
n∑
i=1

ei

(3.6)

En combinant les équations 3.4 3.5 et 3.6 on obtient une relation liant εeq et les εi :

εserie =
(

n∑
i=1

qiε
−1
i

)−1

= 〈ε−1〉−1

(3.7)

où qi = ei/
n∑
i=1

ei est le taux de charge relatif de la couche i.

Nous venons de déterminer que l’association série des couches diélectriques corres-

78



pond à la valeur minimale de permittivité. De manière tout à fait analogue on peut
montrer que l’association parallèle des couches diélectriques, qui correspond à une po-
larisation électrique dans le plan des couches revient à maximiser la permittivité équiva-
lente.

εparallele =
n∑
i=1

qiεi

= 〈ε〉

(3.8)

Par analogie avec des circuits électriques il est donc possible dans le cas d’un multi-
couche structuré à une échelle petite devant la longueur d’onde, d’atteindre facilement
les bornes de Wiener. A plus haute fréquence, des termes correctifs doivent être ajoutés
en raison de la non-localité de la réponse [75]. Ce type de structure, anisotrope par
excellence, semble donc particulièrement appropriée pour la création de propriétés ani-
sotropes nécessaires aux revêtements d’optique transformationnelle. Ces lois d’homogé-
néisation série et parallèle sont communément utilisées pour le design de métamatériaux
[36] [17].

3.2.2 Cape sphérique et structure multicouche

L’exemple de la cape d’invisibilité sphérique permettant de masquer un objet lui-même
sphérique a été présenté dans le chapitre 1. L’anisotropie requise dans ce type de struc-
ture est très importante et tend localement vers l’infini en théorie. La permittivité radiale
relative requise dans ces capes prend des valeurs plus faibles que l’unité, tandis qu’elle
est supérieure à l’unité pour ce qui est des deux composantes orthoradiales. Nous pro-
posons ici d’utiliser la structuration multicouche et ses lois d’homogénéisation afin de
concevoir par simulation une cape d’invisibilité sphérique. Cette approche fait suite aux
travaux de Huang et al [76] qui le premier a proposé une structuration des capes sphé-
riques en multicouche, utilisant des matériaux intrinsèquement isotropes. Ces travaux
furent repris par Qiu et al [8], qui proposa en 2009 une analyse des capes multicouches
par la théorie de Mie.

3.2.2.1 Axe optique

Pour une cape d’invisibilité sphérique, la symétrie centrale du problème permet de
n’avoir à considérer pour les tenseurs de permittivité et perméabilité que deux valeurs
propres distinctes : une valeur radiale et une valeur orthoradiale. En se plaçant dans les
coordonnées sphériques (r, θ, φ), on a donc εφ = εθ. Le revêtement est localement un
matériau biréfringent uniaxe, dont l’axe optique est orienté dans la direction radiale. De
plus, on sait par le calcul que les permittivités radiales requises dans les capes sphériques
sont toujours plus faibles que les permittivités orthoradiales (voir figure 3.3). On peut
résumer la morphologie du revêtement par l’inégalité :
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Figure 3.3 – Anisotropie et inhomogénéité dans les capes d’invisibilités sphériques.

εr < εθ = εφ (3.9)

Les métamatériaux multicouches constitués de matériaux isotropes sont par leur struc-
ture des matériaux également biréfringents uniaxe dont l’axe optique est orthogonal au
plan des couches. En se plaçant dans un repère (u, v, n), avec u et v les directions tangen-
tielles et n la normale au plan, on a εu = εv. La morphologie d’un matériau multicouche
peut donc se résumer par l’inégalité :

εn < εu = εv (3.10)

La comparaison des équations 3.9 et 3.10 incite donc à concevoir une cape sphérique à
l’aide de matériaux multicouches. L’idée d’une cape sphérique multicouche consiste donc
à faire localement coïncider les directions (θ, φ) avec les directions (u, v), et la direction
n avec la direction r. De cette manière, l’axe optique local de la cape est confondu
avec l’axe optique du multicouche. On va rechercher à créer en tout point de la cape
les égalités suivantes de l’équation 3.11. Nous faisons implicitement l’hypothèse que le
rayon de courbure des couches est grand au regard de leurs épaisseurs.

εr = εn
εθ = εu
εφ = εv

(3.11)

Par cette structuration, on obtient un revêtement constitué d’un assemblage de couches
concentriques sphériques. Il reste à déterminer si en tout point de la cape une composi-
tion multicouche permet d’atteindre les valeurs cibles requises dans la cape sphérique.

3.2.2.2 Equation du multicouche

On envisage dans cette section une structuration multi-échelles pour la confection de
la cape : on la découpe en étage de discrétisation et au sein de chaque étage on divise en
plusieurs couches matériaux permettant de créer l’anisotropie. Les lois d’association série
et parallèle développées précédemment nous permettent d’écrire l’équation matricielle
du multicouche à n matériaux au sein du kieme étage :
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(3.12)

Le vecteur de droite correspond au vecteur des propriétés requises par l’optique trans-
formationnelle dans l’étage k, tandis qu’à gauche la matrice des propriétés matériaux
multiplie le vecteur des taux de charges. Cette équation ne prend cependant pas en
compte le fait que la somme des qi doit être égale à 1 afin que la solution soit valide
et décrive la composition complète du kième étage. On peut prendre en compte cette
condition en écrivant une égalité supplémentaire sur les qi, permettant de considérer
une couche d’air dont le taux de charge est donné par 3.13 :

qair = 1−
n∑
i=1

qi (3.13)

En incorporant cette hypothèse dans l’équation 3.12, on s’assure du fait que la somme
des taux de charges sera bien égale à 1.
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1
µ1
− 1 1

µ2
− 1 . . .

1
µn
− 1





q1

q2

.

.

.

qn


=



εθ(k)− 1

1
εr(k) − 1

µθ(k)− 1

1
µr(k) − 1


(3.14)

Afin de simplifier la résolution du problème on fixe deux approches différentes pour
la conception de l’architecture :

— Soit on fixe les épaisseurs de couche qi et on cherche pour chaque étage les pro-
priétés matériaux nécessaires εi et µi.

— Soit on fixe les εi et µi et on joue sur les épaisseurs relatives qi.
La première méthode sera désignée sous le nom de "structuration par contrôle des pro-

priétés matériaux" tandis que la deuxième portera le nom de "structuration par contrôle
de l’épaisseur".

3.2.2.3 Choix du nombre de matériaux par étage

La structure de la cape sphérique peut être composée d’un nombre illimité de couches
et de matériaux dans chaque étage. Cependant, nous cherchons à rendre réaliste la fa-
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brication d’une cape d’invisibilité et devons donc poser des contraintes afin d’obtenir
une structure fonctionnelle la plus simple possible. La première question à laquelle il
est nécessaire de répondre est celle du nombre minimal de matériaux à utiliser. Pour ce
faire, un raisonnement simple se basant sur les lois d’homogénéisation de Wiener nous
apporte la réponse.

Considérons une famille de matériaux caractérisés par leur permittivité et leur per-
méabilité (εi, µi). La permittivité orthoradiale est la somme des permittivités de chaque
couche pondérée par leurs taux de charge tandis que l’inverse de la permittivité radiale
est une somme des inverses de permittivités de chaque couche pondérée par leurs taux
de charge. On peut donc donner des encadrements évidents de la permittivité orthora-
diale et de la permittivité radiale du multicouche.

min
i=1,n

εi < εr < max
i=1,n

εi

min
i=1,n

εi < εθ = εφ < max
i=1,n

εi
(3.15)

Par conséquent, il est nécessaire de disposer à minima d’un matériau plus fort que la
valeur maximale requise pour εθ et d’un matériau de permittivité plus faible que la plus
faible valeur requise pour εr. En d’autres termes, un matériau au moins doit jouer le rôle
de diélectrique fort tandis qu’un autre doit être le diélectrique faible. De même pour les
perméabilités, on doit avoir un matériau magnétique faible et un matériau magnétique
fort afin de s’assurer en première approche qu’on pourra atteindre toute la plage de pro-
priétés requises pour la confection d’une cape. Cette condition est nécessaire mais non
suffisante puisqu’il faut prendre en compte le détail des lois de mélange afin de s’assurer
de l’atteignabilité des valeurs cibles pour une bibliothèque matériau donnée.

Dans la suite de cette partie, nous allons chercher à structurer les étages à l’aide de
quatre couches matériaux.

3.2.2.4 Structuration par contrôle des propriétés matériaux

Dans cette approche nous fixons les épaisseurs des couches et cherchons à déterminer
les propriétés des quatre matériaux constituant l’étage. Chaque matériau étant caracté-
risé par sa permittivité et sa perméabilité que nous supposons ici réelles, nous avons huit
inconnues au problème pour quatre équations données par l’équation matricielle 3.14.
Afin de rendre ce problème soluble, on doit fixer certaines des inconnues.

Nous choisissons de considérer que les matériaux jouant le rôle de diélectrique fort et
de diélectrique faible ne sont pas magnétiques, leur perméabilité relative est donc l’unité.
Ce choix nous permet d’écarter deux inconnues du problème en faisant une hypothèse
très vraisemblable. De même, nous faisons l’hypothèse que le matériau magnétique fort
et le matériau magnétique faible ne sont pas diélectriques, leurs permittivité relatives
sont donc égales à l’unité. Cette hypothèse est bien plus discutable car les matériaux
magnétiques sont aussi diélectriques : elle ne sert ici qu’à simplifier l’approche dans
l’exemple.
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On obtient ainsi un problème à quatre équations et quatre inconnues. Dans le cas
d’une cape d’invisibilité, les valeurs requises pour la permittivité et la perméabilité sont
égales : le système est donc parfaitement symétrique en ε et en µ. On peut se restreindre
à résoudre le problème sur les deux équations de la permittivité et déduire les mêmes
solutions en perméabilité. Fixons comme condition que tous les qi soient égaux et cher-
chons les valeurs matériaux requises.

Nous avons un système de deux équations à deux inconnues 3.16, l’indice 1 se référant
au matériau diélectrique fort et l’indice 2 au diélectrique faible. Les permittivités ε3 et ε4
sont égales à 1, conformément aux hypothèses.

1
εr

= 1
4ε1

+ 1
4ε2

+ 1
2

εθ = 1
4ε1 + 1

4ε2 + 1
2

(3.16)

  

6

2

Figure 3.4 – Cape sphérique à compression radiale linéaire avec R2 = 2R1. En noir, les
permittivités des matériaux 1 et 2 en fonction de la position radiale de
l’étage k. En rouge, les permittivités radiales et orthoradiales des étages
en fonction de leur position (cibles à atteindre dans le système 3.16).
On remarque bien que le matériau fort est toujours plus fort que les
permittivités requises dans la cape, et le matériau faible est toujours plus
faible.

On peut alors résoudre ce système en ε1 et ε2 : les résultats sont donnés pour un
exemple de cape sphérique à la figure 3.4 en fonction de la position de la couche k
dans la cape. La permittivité du matériau à faible indice est en deçà de la valeur de
permittivité radiale, elle est partout très proche de 0. Le matériau diélectrique fort reste
pratiquement égal à 6 quelle que soit la position de l’étage dans la cape. Etant donnée
la symétrie du problème, les résultats sont les mêmes concernant la perméabilité magné-
tique. Cette approche nous permet de trouver pour chaque étage de la cape les valeurs
de permittivité et de perméabilité des différents matériaux entrant dans la composition
des couches.
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Le principal inconvénient de cette méthode réside dans le fait que chaque étage est
composé de matériaux différents, en particulier en ce qui concerne les permittivités et
perméabilités faibles (courbe ronds noirs sur la figure 3.4). Si on construit une cape à
n étages, on aura besoin de 4n matériaux différents, ce qui est considérable. L’approche
par contrôle de l’épaisseur permet de pallier ce problème.

3.2.2.5 Structuration par contrôle de l’épaisseur

Il n’est pas raisonnable de prendre comme inconnue de l’équation 3.14 du multicouche
les propriétés matériaux, car cela implique l’utilisation d’une quantité très importante
de matériaux différents. Dans l’approche par contrôle de l’épaisseur, on considère au
contraire que les propriétés matériaux sont imposées et que seules leurs épaisseurs rela-
tives permettent de contrôler les paramètres effectifs de chaque étage.

Afin de pouvoir couvrir une étendue la plus large possible de paramètres effectifs de
permittivité et de perméabilité, la plage de propriétés des matériaux de la bibliothèque
doit être la plus large possible. En effet, l’étendue des valeurs atteignables par un assem-
blage de deux matériaux diélectriques est d’autant plus grande que le diélectrique faible
est faible et que le diélectrique fort est fort.

  

10

Cibles 1/εε
radial

ε
orthoradial

1

Cible ε
orthoradial +∞ 

ε
1
-1

ε
1

ε
2

ε
2
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Valeurs cibles

Valeurs atteignables 

Valeurs inatteignables 

ε

ε-1

Figure 3.5 – En bleu, permittivités cibles pour une cape d’invisibilité sphérique à com-
pression radiale linéaire. Sont superposées les zones atteignables (vert) et
inatteignables (rouge) de permittivités pour un système à deux matériaux
de valeurs respectives ε1 et ε2.

La figure 3.5 nous donne un aperçu des valeurs à atteindre ainsi que les zones attei-
gnables pour un matériau constitué de deux diélectriques de permittivités relatives ε1
et ε2. Les permittivités radiales et orthoradiales sont données en fonction des taux de
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charges q1 et q2 par les formules suivantes :

1
εr

= q1

( 1
ε1
− 1

)
+ q2

( 1
ε2
− 1

)
+ 1

εθ = q1 (ε1 − 1) + q2 (ε2 − 1) + 1
(3.17)

Pour un multicouche composé de deux matériaux, nous obtenons un système à deux
variables de contrôle, q1 et q2, avec comme condition q1 + q2 ≤ 1. Deux matériaux par
couche εfaible et εfort sont suffisants afin de réaliser les propriétés radiales et orthora-
diales requises. Les perméabilités magnétiques effectives du multicouche suivent des
lois parfaitement analogues à celles des diélectriques.

Les taux de charges étant directement liés aux épaisseurs, ces dernières sont alors obte-
nues par inversion dans l’équation 3.14 de la matrice des propriétés électromagnétiques
des quatre matériaux. Si on se réfère au même exemple de cape que dans la section
précédente, on obtient en fonction de la position de l’étage dans la cape les épaisseurs
relatives des différentes couches matériaux.

Nous avons donc la méthode de calcul des propriétés matériaux nécessaires à la confec-
tion d’une cape sphérique. L’architecture de la cape étant ainsi définie, il reste à évaluer
sa performance à l’aide d’un calcul électromagnétique. Cependant, les simulations en
3D de multicouches aussi complexes est un vrai challenge numérique. Pour une cape
constituée de 80 couches, on estime que le maillage nécessaire serait constitué de 25 à
100 millions de mailles pour un total d’environ 500 millions de degrés de liberté, tan-
dis que nos machines nous permettent de monter jusqu’à environ 10 millions de degrés
de liberté. Cette estimation est basée sur les maillages réalisés sur les capes sphériques
à gradient continu présentées dans le premier chapitre du manuscrit. Afin de montrer
les performances des structures multicouches, nous avons donc développé une approche
similaire sur des capes et tapis cylindriques, et moins coûteuse du point de vue du calcul.

3.2.3 Cape cylindrique et structure multicouche

Une cape cylindrique est un peu plus complexe à réaliser qu’une cape sphérique, mais
le calcul qui en résulte est plus raisonnable. En effet, la cape cylindrique ne possède pas
la symétrie centrale permettant d’avoir un revêtement localement uniaxe. Au contraire,
les trois composantes de permittivité (et de perméabilité) (εr, εθ, εz) sont différentes dans
le cas général. L’approche multicouche étant uniaxe, elle ne peut pas être directement
utilisée pour la conception des capes cylindriques.

Afin d’adapter la structuration multicouche aux capes cylindriques, il est nécessaire
de sacrifier une polarisation afin de n’avoir par exemple plus qu’une composante de
perméabilité sur trois et deux composantes de permittivité sur trois à réaliser dans le
revêtement. Si on ne considère que la polarisation avec le champ magnétique dans la
direction z (axe du cylindre) et le champ électrique dans le plan de coupe, seuls les
paramètres µz, εr et εθ jouent un rôle. Afin de pouvoir inverser la matrice des propriétés
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matériaux, celle-ci doit être de dimension 3 par 3. Ceci conduit à une nouvelle équation
matricielle décrivant le multicouche cylindrique dans les composantes d’intérêt :

ε1 − 1 ε2 − 1 ε3 − 1

1
ε1
− 1 1

ε2
− 1 1

ε3
− 1

µ1 − 1 µ2 − 1 µ3 − 1




q1

q2

q3

 =



εθ(k)− 1

1
εr(k) − 1

µz(k)− 1


(3.18)

De manière analogue au cas sphérique, une inversion du tenseur des propriétés maté-
riaux nous permet alors de déterminer les épaisseurs de couches relatives qi au sein de
chaque étage. Tant que la matrice des propriétés est inversible, il existera un vecteur so-
lution pour les qi. Un critère indispensable n’est cependant pas pris en compte dans cette
équation : il est impératif que les qi soient des grandeurs positives, pour que la solution
ait un sens physique. Dans le cas d’un choix de matériaux inadaptés étant données les
propriétés effectives à atteindre, la résolution de l’équation 3.18 donne des solutions non
physique. Il est donc nécessaire de corriger ces solutions non physiques d’une part, et
de minimiser leur occurrence d’autre part. Deux types de problèmes peuvent apparaître
lors du calcul des couches : soit une couche matériau peut voir son taux de charge qi
dépasser 1, auquel cas son épaisseur empiète sur les autres étages, soit son épaisseur est
trop faible pour être réaliste. Dans le cas où l’épaisseur est trop faible, on la réduit de
sorte à ce qu’elle ne dépasse pas l’épaisseur de l’étage tandis que si elle est trop faible
voire négative, on la maintient à une valeur fixe de 1%. Ces valeurs de 99% et 1% sont
bien évidemment arbitraires et peuvent être ajustées aux contraintes de conception du
revêtement.

Afin de minimiser le nombre d’occurences de ces résultats non physiques, il faut faire
dans chaque étage un choix de matériaux rendant possible l’obtention des valeurs cibles
de permittivité et perméabilité. Ce choix doit se faire au regard des valeurs à atteindre et
suit une logique très simple : dans les zones où les permittivités (resp. perméabilité) sont
hautes on utilisera davantage les matériaux de hautes permittivité (resp. perméabilité)
et réciproquement pour les valeurs basses. Ce choix permet d’ajuster la zone des va-
leurs atteignables telle que celle représentée sur la figure 3.5. Pour la cape cylindrique,
certains des paramètres tendent vers 0 ou l’infini à mesure qu’on se rapproche de la
frontière interne de la cape : ces valeurs extrêmes ne sont donc pas atteignables et une
approximation doit dans tout les cas être réalisée dans les couches les plus profondes.

En utilisant l’outil Livelink de COMSOL nous avons mis au point un code de calcul
permettant de réaliser les simulations des capes d’invisibilité 2D. L’architecture globale
du code est décrite dans la figure 3.6. L’utilisateur peut définir les propriétés de son revê-
tement d’optique transformationnelle ainsi que les matériaux dont il dispose. Un calcul
basé sur l’inversion du tenseur des propriétés matériaux de l’équation 3.18 permet de
déterminer étage par étage les épaisseurs relatives de couches matériaux. Lorsque les ma-
tériaux de la bibliothèque ont des valeurs trop hautes ou trop basses qui ne permettent
pas d’obtenir les propriétés effectives de l’étage, des approximations sont nécessaires
afin d’obtenir les propriétés les plus proches possible des valeurs de consigne. Nous pre-
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Interface utilisateur Matlab

Mise au point et calcul du cas COMSOL

Calcul Matlab kième étage 

Choix d’une bibliothèque matériaux

Calcul des épaisseurs de couches 

Choix des matériaux à utiliser dans cette étage 

Calcul des propriétés du kième étage 

Si épaisseur inférieure à 1 % de l’étage Si épaisseur supérieure à 100 % de l’étage

Épaisseur abaissée à 99 %Épaisseur augmentée à 1 %

k=k+1 k=1

k=nombre total d’étage ?

non

oui

Création de la géométrie du multicouche avec un code compatible 
COMSOL 

Création du maillage et du cas de simulation

Simulation du cas

Architecture du code de calcul des multicouches avec « COMSOL with 
Matlab »

   Choix des paramètres de la cape : dimensions, transformation, nombre d’étages… 

Validation de la structure d’optique 
transformationnelle

Figure 3.6 – Architecture du code de calcul développé sur Livelink (COMSOL with
Matlab). En utilisant l’interface de développement de Matlab, un fichier
COMSOL est généré avec la géométrie complète du revêtement et les
propriétés matériaux adaptées. La simulation électromagnétique COMSOL
permet alors de valider les performances du revêtement.
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Description Matériau Permittivité εε
r

Perméabilité εμ
r

Diélectrique Matériau 1 6 1

Diélectrique fort Matériau 2 80 1

Magnétique faible 
(MNZ) Matériau 3 1 0.05

Magnétique Matériau 4 1 10

Diélectrique faible 
(ENZ) Matériau 5 0.02 1

Diélectrique faible 
(ENZ)

Matériau 6 0.15 1

Figure 3.7 – Liste des matériaux utilisés dans la bibliothèque pour constituer une cape
d’invisibilité. Certains de ces matériaux sont conventionnels tandis que
d’autres sont des ENZ et MNZ. On néglige pour l’exemple les pertes dans
tous ces matériaux.

nons comme exemple le cas d’une cape cylindrique à compression radiale linéaire, avec
R2 = 2R1. Les propriétés des matériaux de la bibliothèque sont données dans le tableau
de la figure 3.7 .

L’algorithme de calcul que nous avons mis au point nous donne une répartition permet-
tant de réaliser les propriétés requises dans la cape. Cependant, si les solutions trouvées
sont non-physiques (taux de charges négatifs ou supérieurs à 1 dans une couche), alors
les valeurs sont corrigées de manière à retrouver un sens physique. Par conséquent, nous
nous écartons de la valeurs cible effective que l’on cherchait à obtenir. Les graphiques
de la figure 3.8 nous donnent pour chaque valeur de permittivité et de perméabilité
d’intérêt les valeurs cibles théoriques ainsi que les valeurs d’après l’homogénéisation de
Wiener obtenues à partir de l’algorithme. On remarque que dans les couches les plus pro-
fondes, qui sont les plus exigeantes en termes de propriété matériaux, un écart important
apparaît entre valeur théorique et valeur effective. Dans l’ensemble des autres couches,
les propriétés cibles sont obtenues sans difficulté, cela nous permet de considérer que
les propriétés théoriques à obtenir pour le revêtement sont globalement respectées. Ces
écarts avec la théorie auront toutefois des répercussions mesurables sur l’efficacité de la
cape.

Un aperçu de la géométrie du cas d’étude est donné figure 3.9, et permet de visualiser
les différentes couches matériau et leurs propriétés de permittivité et perméabilité. Les
épaisseurs relatives des différentes couches forment un gradient bien visible. Les change-
ments brusques d’épaisseurs coïncident avec les changements de matériaux d’un étage à
l’autre. Une fois la structure déterminée et la géométrie réalisée sous COMSOL, la simu-
lation peut être réalisée.
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Zone 
correcte

Zone 
incorrecte

Vue en coupe de la cape d’invisibilité

Propriétés de la cape d’après l’homogénéisation de Wiener

Zone 
incorrecte

Zone 
correcte

Figure 3.8 – Valeurs des permittivités et perméabilités dans la cape cylindrique d’après
les lois d’homogénéisation de Wiener. On peut voir que dans les couches
les plus profondes les propriétés exigeantes requises ne sont pas atteintes
dans le multicouche. On a donc une zone correcte (en vert) et une zone
incorrecte (en rouge) du point de vue des propriétés EM.
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Permittivité diélectrique relative dans la cape multicouche 

Perméabilité magnétique relative dans la cape multicouche 

Permittivité 
et 

perméabilité 
relatives

Figure 3.9 – Structure du tapis d’invisibilité, composé d’un assemblage de six matériaux
différents. Un aperçu de la répartition des propriétés matériaux est donné
sur cette figure. Tous les matériaux sont isotropes, l’anisotropie est obtenue
grâce à la structuration.
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Norme du champ électrique, 1 GHz

Sans cape Avec cape

V/m

Carte de champ diffusé

Sans cape
Avec cape

Figure 3.10 – Résultats de la simulation à 1GHz. On observe en haut de la figure
les cartes de norme du champ électrique : avec l’ajout d’une cape, la
norme reste quasi-constante à l’extérieur du système. Une comparaison
des diagrammes de champ lointain nous montre la norme du champ diffusé
est réduite dans toutes les directions grâce à l’ajout de la cape.
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-10dB

2.3GHz

Figure 3.11 – Atténuation de la Surface Equivalente Radar (SER) intégrée sur toutes
les directions de l’espace (bistatique) sur la gamme de fréquence [0.5,4]
GHz. On voit très nettement une dégradation des propriétés de la cape à
mesure que la fréquence augmente. On sort du domaine de validité des
lois de Wiener, ce qui affecte les propriétés effectives de permittivité et
de perméabilité dans la cape. Notre objet, de diamètre 6 cm, peut être
masqué par le revêtement jusqu’à une fréquence de 2.3GHz environ.

Les résultats de la simulation sont donnés sous la forme de cartes des champs et d’un
diagramme de champ lointain à 1GHz sur la figure 3.10 : les performances de la cape
sont globalement très satisfaisantes malgré l’écart entre les propriétés effectives et les
propriétés théoriques. On observe sur la carte de champ électrique que l’onde plane
semble se reconstruire correctement après avoir parcouru la cape. La norme du champ
électrique est constante autour de la cape, ce qui montre que les champs ne sont pas
perturbés par la présence du dispositif. Enfin, les diagrammes de champ lointain nous
renseignent précisément sur le rayonnement diffusé par la structure : il est très inférieur
au rayonnement du cylindre sans cape d’invisibilité.

L’étude a été menée dans le domaine fréquentiel entre 0.5 et 4 GHz afin de vérifier
le comportement en fréquence de la cape : l’approximation quasi-statique, hypothèse
des lois de Wiener n’est plus vraie à mesure que la fréquence augmente. L’atténuation
de la Surface équivalente Radar (SER) est donnée sur la figure 3.11 en fonction de la
fréquence. On observe un comportement très efficace à basse fréquence et une détério-
ration à mesure que la fréquence augmente.
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3.3 Vers un revêtement réaliste

Les capes d’invisibilité présentées sont constituées de matériaux présentant des per-
mittivités et perméabilités relatives sous-unitaires, dont les valeurs sont très proches de
0 : à titre d’exemple, dans la cape cylindrique il est nécessaire de descendre jusqu’à une
permittivité relative de 0.01 pour réaliser une cape fonctionnelle. Ces valeurs ne sont pas
réalistes du point de vue de la conception des matériaux : non seulement un matériau
sous unitaire est toujours dispersif en fréquence, mais il semble également irréaliste de
garantir un tel degré de précision sur la valeur de permittivité effective de celui-ci.

Afin d’utiliser la structuration multicouche pour réaliser des revêtements d’optique
transformationnelle, nous devons trouver un moyen de nous affranchir de ces valeurs
de paramètres proches de 0. Pour ce faire, deux solutions ont été envisagées : soit on se
place dans un milieu à indice plus fort que l’air, soit on tronque les capes d’invisibilité de
sorte à ne plus avoir besoin des étages les plus problématiques. Nous verrons également
qu’il est possible de coupler ces deux approches afin de ne plus avoir aucune propriété
matériau sous-unitaire dans la structure de la cape. La présence ou l’absence de proprié-
tés sous-unitaire est enjeu important. En effet, si aucun matériau de ce type n’est requis,
les matériaux des bibliothèques peuvent être des céramiques et polymères convention-
nels, dont la dispersion fréquentielle sera en outre généralement moindre que celle d’un
métamatériau ENZ ou MNZ. Une telle démarche permet donc non seulement de faciliter
la création des revêtements en évitant d’avoir à intégrer des inclusions miniaturisées au
sein des couches minces, mais également de garantir un fonctionnement bien plus large
bande des dispositifs d’invisibilité.

3.3.1 Tapis d’invisibilité

Le principe du tapis d’invisibilité a été développé dans le chapitre 2 de ce manuscrit.
L’idée consiste à tronquer une portion de la cape cylindrique de sorte à créer une surface
courbe dont l’image par la transformation optique donnera un plan. L’objectif consiste
donc à masquer une protubérance, une cavité, ou tout autre défaut de planéité afin de
reconstituer en apparence une surface plane. On s’intéresse exclusivement ici à l’applica-
tion de ce type de revêtement d’invisibilité sur des surfaces métalliques.

Le tapis d’invisibilité ne permet donc pas, contrairement à la cape, d’empêcher les
champs électriques et magnétiques de voir l’objet, mais lui donne au contraire un aspect
différent de ce qu’il est réellement. La méthode de troncature de cape présentée dans
le chapitre 2 peut être appliquée aux revêtements multicouches : elle permet de sélec-
tionner une portion de la cape cylindrique ou sphérique, qui, disposée sur un ressaut
métallisé, réalisera le tapis. En procédant ainsi, on s’affranchit des étages les plus pro-
fonds du multicouche, ceux qui sont les plus exigeants du point de vue des propriétés
effectives. En particulier, les couches de cape cylindrique qui n’étaient pas réalisables
dans le paragraphe précédent peuvent ne plus apparaître dans le tapis.

On contrôle par les paramètres géométriques du ressaut et de la cape les couches qui
apparaîtront ou non dans le revêtement. Étant donné que les couches les plus difficiles
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Permittivité diélectrique relative dans le tapis multicouche 

Perméabilité magnétique relative dans le tapis multicouche 

Permittivité et 
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Figure 3.12 – Coupe du tapis multicouche cylindrique constitué d’une portion de cape
cylindrique. Un défaut métallique sur un plan doit être masquée par
le revêtement d’optique de transformation afin de ressembler au plan
métallique seul. Une alternance de couches de différentes épaisseurs et
valeurs de permittivité et perméabilité permet par homogénéisation de
Wiener de créer les propriétés attendues.

n’ont plus à être réalisées, il est possible de réduire les contraintes sur les propriétés des
matériaux de la bibliothèque. Nous utilisons ici encore la bibliothèque décrite dans la
figure 3.7 à l’exception du matériau 5.

Une fois cette troncature réalisée, la géométrie doit être réalisée sous COMSOL pour
permettre une validation par un calcul électromagnétique. Nous avons développé un
code Livelink (COMSOL with Matlab) adapté et basé sur le même modèle que celui pré-
senté dans la figure 3.6. Il permet de créer le fichier COMSOL du cas d’étude, qui ensuite
peut être simulé. Le maillage de ce type de structure est souvent délicat, il est donc systé-
matiquement nécessaire de le réaliser "à la main" en adaptant les propriétés du maillage
à chaque domaine géométrique en fonction de ses caractéristiques.

Une coupe du tapis d’invisibilité est donnée figure 3.12 et permet de voir les propriétés
de permittivité et de perméabilité relatives présentes dans chacune des couches. Ce tapis
cylindrique épouse la forme du défaut à masquer. Les simulations sont ensuite réalisées
à l’aide de COMSOL et les résultats sont donnés dans la figure 3.13 : on observe une très
bonne correspondance entre le rayonnement diffusé par le modèle et celui diffusé par le
mime. Le coefficient d’efficacité est de 98%, nous pouvons donc conclure que le défaut
est correctement masqué .
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Figure 3.13 – Résultats de la simulation du tapis d’invisibilité. Sont données les cartes de
champ électrique ainsi que le champ électrique lointain diffusé pour trois
cas de figure : plaque seule, plaque avec défaut, plaque avec défaut et cape.
L’ajout de la cape rétablit parfaitement le champ lointain, l’invisibilité
du ressaut est totale.
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3.3.2 Tapis de mimétisme

En réalisant la troncature de cape dans un milieu à indice, on peut s’affranchir com-
plètement de tous les paramètres sous-unitaires : en effet, les couches les plus profondes
de la cape cylindrique sont tronquées car non-nécessaires à l’élaboration du tapis.

  

Description Matériau Permittivité εε
r

Perméabilité εμ
r

Diélectrique Matériau 1 60 1

Diélectrique fort Matériau 2 100 1

Magnéto-diélectrique Matériau 3 15 15

Magnétique fort Matériau 4 10 100

Magnéto-diélectrique Matériau 5 20 15

Magnéto-diélectrique Matériau 6 30 15

Figure 3.14 – Liste des matériaux utilisés dans la bibliothèque pour constituer le tapis
de mimétisme. Tous les matériaux sont conventionnels : il n’y a pas de
propriétés sous-unitaires.

Considérons une cape de mimétisme réalisée uniquement des matériaux convention-
nels, ne présentant aucune valeur sous-unitaire. L’application de notre algorithme de
conception ne parvient pas dans ce cas à réaliser totalement les valeurs requises dans le
revêtement, en particulier dans les couches les plus profondes. Le tableau de la figure
3.14 nous donne les différents matériaux utilisés. Dans la zone externe de la cape, on est
capable de réaliser parfaitement les valeurs requises par l’optique transformationnelle
sous la seule hypothèse quasi-statique. Si on décide de tronquer cette cape pour en faire
un tapis analogue au tapis présenté dans la section précédente, alors on décrit un dispo-
sitif réalisable en utilisant exclusivement des matériaux conventionnels.

Une coupe du tapis de mimétisme est donnée figure 3.15 avec un aperçu des diffé-
rentes couches et de leur propriétés. Ce tapis est composé de 60 couches d’épaisseurs
comprises entre 100 µm et 1 mm. Cinq matériaux sur les six de la bibliothèque sont
requis pour la création du revêtement. Les simulations sont ensuite réalisées sous COM-
SOL dans les mêmes conditions que précédemment : les résultats sont donnés à la figure
3.16. Le coefficient d’efficacité est ici supérieur à 99%.

Le fonctionnement de ce tapis ne dépend pas de la fréquence, dans la mesure où les
propriétés intrinsèques des matériaux ne dépendent elles-même pas de la fréquence. Le
tapis fonctionne quelle que soit l’incidence tant qu’elle reste dans le plan. Un analogue
sphérique peut être imaginé sur le même modèle, et permettrait de masquer un défaut
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Permittivité diélectrique relative dans le tapis multicouche 

Perméabilité magnétique relative dans le tapis multicouche 
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relatives

Figure 3.15 – Coupe du tapis de mimétisme cylindrique constitué d’une portion de
cape cylindrique. Ce multicouche n’est constitué d’aucun matériau aux
propriétés sous-unitaires. Les valeurs de permittivité et de perméabilités
sont comprises entre 1 et 100. On fait l’hypothèse qu’il n’y a aucune perte
dans les matériaux.
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Figure 3.16 – Résultats de la simulation sur le tapis de mimétisme. Sont données les
cartes de champ électrique ainsi que le champ électrique lointain diffusé
pour trois configurations : plaque seule, plaque avec défaut, plaque avec
défaut et cape.

98



de symétrie axiale quelle que soit l’incidence et la polarisation de l’onde.

3.4 Intégration de matériaux anisotropes

La méthode présentée jusqu’à maintenant ne considère dans les différentes couches du
revêtement que des matériaux intrinsèquement isotropes. En faisant cette hypothèse, on
peut faire appel dans les bibliothèques utilisées à une grande majorité des matériaux exis-
tants naturellement ou des métamatériaux. Nous avons vu dans les exemples précédents
qu’il est indispensable d’avoir pour les capes et tapis d’invisibilité, contrairement à ceux
de mimétisme, des couches à indice sous-unitaire ENZ ou MNZ. Considérer l’existence
de matériaux ENZ et MNZ dans la bibliothèque n’est donc pas nécessairement compa-
tible avec l’hypothèse d’isotropie intrinsèque des couches. Il faut au contraire considérer
que ces couches de matériaux ont une anisotropie intrinsèque pour déterminer les pro-
priétés effectives du multicouche. Les matériaux ENZ et MNZ disposent le plus souvent
d’un paramètre εr ou µr sous unitaire dans une direction de l’espace. Les paramètres
effectifs dans les deux autres directions étant alors supérieurs à l’unité. Un exemple de
méta-matériau présenté dans le chapitre 5 de ce manuscrit permet par exemple de réa-
liser un MNZ selon une direction de l’espace en conservant dans le plan orthogonal une
valeur proche de 1.

Ce constat permet d’imaginer des structures dans lesquelles l’anisotropie est réalisée
grâce à une structuration multi-échelles : le revêtement est constitué d’un multicouche,
dans lequel certaines des couches sont elles-même structurées, constituées de réseaux
d’inclusions dans une matrice. Dans ce cas de figure, l’équation du multicouche sphé-
rique devient par exemple :



εu,1 − 1 εu,2 − 1 εu,3 − 1 εu,4 − 1

1
εn,1
− 1 1

εn,2
− 1 1

εn,3
− 1 1

εn,4
− 1

µu,1 − 1 µu,2 − 1 µu,3 − 1 µu,4 − 1

1
µn,1

− 1 1
µn,2

− 1 1
µn,3

− 1 1
µn,4

− 1





q1

q2

q3

q4


=



εθ(k)− 1

1
εr(k) − 1

µθ(k)− 1

1
µr(k) − 1


(3.19)

où u est une direction unitaire dans le plan du multicouche et n la normale au multi-
couche. Intégrer des réseaux d’inclusions résonantes dans ce type de structure, dont les
épaisseurs caractéristiques de couches sont très faibles (de l’ordre de λ0/100), constitue
cependant un challenge. La miniaturisation des métamatériaux constitués de réseaux de
structures résonantes métalliques sera abordée dans les chapitres 4 et 5 de ce manuscrit.
La prise en compte de leur dispersion fréquentielle est quant à elle abordée dans le cha-
pitre 6.
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3.5 Perspectives

3.5.1 Structuration en voxels

Nous avons travaillé sur des capes de géométrie sphérique ou cylindrique en mono-
polarisation, requérant une anisotropie uniaxe en tout point du revêtement. Cette ani-
sotropie a donc pu être réalisée par un assemblage multicouche de matériaux isotropes.
Dans le cas général, les revêtements d’optique de transformation ne sont pas uniaxes
mais biaxes. Trois valeurs propres distinctes apparaissent donc dans les tenseurs de per-
mittivité et de perméabilité, ce qui complexifie la structuration.

Les vecteurs propres des tenseurs de permittivité et de perméabilité d’un revêtement
d’optique transformationnelle sont toujours orthogonaux. On peut se convaincre de cette
particularité en analysant les équations de l’OT. Les permittivités des revêtements sont le
produit d’une matrice jacobienne et de sa transposée. Les matrices de permittivités sont
donc diagonales réelles et par conséquent diagonalisables dans une base orthonormée.

La géométrie de la cape peut donc être définie comme un assemblage de cellules uni-
tés, assimilées à des cubes de taille suffisamment petite devant la longueur dans le vide
de l’onde d’excitation. Ces cubes peuvent être appelés "voxel", l’analogue tridimension-
nel du pixel. Le voxel est l’unité de discrétisation choisie et sur laquelle la structuration
va reposer. Chaque voxel doit exhiber un tenseur de permittivité et de perméabilité ef-
fectives correspondant à ceux requis par la théorie de l’optique transformationnelle.

3.5.2 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis au point une méthode de structuration des revê-
tements d’OT uniaxes à l’aide d’une superposition de couches minces. Cette méthode
permet de concevoir les gradients de propriétés et l’anisotropie requises dans les capes
et tapis d’invisibilité et de mimétisme, uniquement à partir de matériaux isotropes.

Dans le cas des revêtements d’invisibilité, certains des matériaux requis sont des ENZ
et MNZ, tandis que les revêtements de mimétisme ne requièrent que des matériaux
conventionnels, dont les propriétés sont toutes sur-unitaires. Il est donc possible d’ima-
giner à l’aide de moyens technologiques avancées de fabrication additive la réalisation
d’un tel dispositif à partir de polymères et de céramiques magnétiques et diélectriques.

Concernant les revêtements d’invisibilité, une étude approfondie des ENZ et MNZ est
nécessaire avant de pouvoir imaginer une réalisation. Cette thématique est étudiée dans
les chapitres 4, 5 et 6 de ce manuscrit. L’intégration de matériaux ENZ et MNZ dans une
structure multicouche doit prendre en compte la potentielle anisotropie des métamaté-
riaux utilisés. Nous pouvons également imaginer une généralisation de la structuration
des revêtements d’OT aux cas biaxes, par une décomposition en voxels plutôt qu’en mul-
ticouches.
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4 Métamatériaux conducteurs résonants
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4.1 Introduction

Nous avons évoqué dès le chapitre 1 l’utilisation de métamatériaux constitués de ré-
seaux d’inclusions résonantes pour la conception de revêtements d’OT. Dans ce chapitre,
nous abordons plus en détails cette thématique et cherchons à expliquer les raisons phy-
siques des comportements observés. Dans le cadre de la réalisation de revêtements d’OT,
la connaissance des principes physiques sous-jacents pourrait permettre de guider la
conception des métamatériaux en fonction des besoins requis. En particulier, la question
principale que l’on est amené à se poser dans ce contexte concernent la réalisation, sans
bi-anisotropie, de permittivités et perméabilités proches de 0. De nombreuses questions
secondaires se posent également, concernant par exemple le facteur de qualité des réso-
nances, la fréquence de résonance ou encore l’homogénéisabilité des structures.

Nous abordons dans ce chapitre le phénomène de résonance apparaissant dans les
méta-atomes, qui a été abondamment étudié dans la littérature. Nous proposons en-
suite une approche phénoménologique de la résonance de particule basée sur l’étude
des modes de surface. L’idée consiste à prévoir et justifier l’impact du substrat, du métal
et de la géométrie globale de la particule élémentaire sur la réponse de celui-ci à une
excitation électromagnétique.
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4.2 Bibliographie

L’étude des structures métalliques est très diversifiée dans la littérature, en particulier
dans le cadre de l’étude des antennes. En effet, il est primordial de connaître la réparti-
tion des courants le long de la structure afin de pouvoir déterminer l’allure des champ
diffusés et ainsi déduire les performances du dispositif au regard de la fonction qu’il
doit remplir. Dans cette étude bibliographique, nous nous intéressons en particulier aux
méthodes intégrales de surface, qui sont privilégiées dans la littérature pour l’étude de
géométries complexes. Nous aborderons ensuite les modèles de circuits électriques équi-
valents, utilisés pour la description des résonances de métamatériaux.

Nous n’utiliserons pas dans le cadre de cette thèse les méthodes intégrales pour l’étude
des métamatériaux mais proposons une approche simplifiée permettant de décrire la
phénoménologie des structures métalliques tubulaires. Nous validons cette approche
dans l’exemple des SRR en la confrontant à des simulations par éléments finis. Des ré-
sultats analogues peuvent être obtenus par les méthodes intégrales dans des références
que nous citons.

4.2.1 Étude de la diffraction d’un objet

Dans un réseau de particules résonantes, chaque élément unitaire diffracte le rayon-
nement incident ainsi que le rayonnement de ses voisins. Le calcul de la diffraction des
ondes sur un diffuseur peut se faire par l’utilisation de méthodes basées sur des équa-
tions intégrales, en particulier les méthodes EFIE (Electric Field Integral Equation) et
MFIE (Magnetic Field Integral Equation). La combinaison de ces deux méthodes, déve-
loppée pour résoudre des problèmes de stabilité dans les calculs, s’appelle la méthode
CFIE (Combined Field Integral Equation). MFIE et CFIE sont réputées plus robustes mais
ne peuvent être utilisées que sur des surfaces fermées, contrairement à l’EFIE. Bien que
convergeant plus difficilement, l’EFIE est quant à elle réputée donner de meilleurs résul-
tats. Une discussion concernant les avantages et inconvénients de chaque méthode peut
être trouvée dans Chew et al. [77].

L’équation 4.1 est la forme dyadique de l’EFIE, liant le champ électrique E au courant
J.

Ediff = −jωµ
∫
V

G(r, r′).J(r′) (4.1)

avec G(r, r′) la fonction de Green donnée par l’équation 4.2.

G(r, r′) = 1
4π

[
I + ∇∇

k2

]
G(r, r′) (4.2)

G est la fonction de Green de l’équation de Helmholtz homogène en dimension 3, I le
tenseur identité et ∇ l’opérateur nabla. Ces équations, très utilisées dans l’étude des an-
tennes, permettent de connaître le champ diffusé connaissant la répartition de courant
le long d’une surface. L’utilisation de conditions de bord permet de déterminer le cou-
rant J. Pour un conducteur parfait, on considère que le champ électrique E tangentiel

102



est nul à l’interface avec le métal tandis que le rotationnel de l’induction magnétique H
est égale au courant de surface.

Le calcul de la diffraction au moyen des équations EFIE ou MFIE se fait ensuite géné-
ralement soit par méthode des moments [78] [79], soit par discrétisation en éléments
finis [80] [81]. Ces méthodes de résolution sont assez coûteuses, si bien qu’il est souvent
nécessaire de paralléliser massivement le calcul pour obtenir la diffraction d’objets com-
plexes. Dans la méthode des moments, on construit un système d’équations linéaires en
projetant l’EFIE sur une base de fonctions orthogonales, permettant ainsi de paralléliser
le calcul. L’utilisation de la méthode des moments permet d’obtenir des résultats perti-
nents aussi bien pour des objets canoniques (sphères, cylindres...) que sur des surfaces
arbitraires [82]. Il n’est donc pas nécessaire de calculer la propagation des ondes dans
tout l’espace, les équations de surface sont suffisantes pour déterminer l’allure du champ
diffracté.

Nous nous intéressons dans ce chapitre à des structures composées de fils métalliques.
Dans ce contexte, l’EFIE prend une forme simplifiée appelée équation de Pocklington.
Cette équations s’établit en prenant en faisant l’hypothèse que le fil est un conducteur
parfait.

Eis = −j
ωε

∫
s′
Js(s′)

[
k2s.s′ + ∂2

∂s∂s′

]
e−jk|r−r′|

4π|r− r′|ds
′ (4.3)

avec s la coordonnée curviligne le long du fil métallique, Js le courant longitudinale et
Eis le champ électrique incident selon s. Pour déterminer le courant le long du fil, on doit
dans un premier temps estimer le champ électrique source et dans un second temps in-
verser le noyau de l’intégrale. Cette équation peut s’appliquer à n’importe quelle géomé-
trie de fils métalliques fins bien que l’on trouve principalement traité le cas des barreaux
droits dans la littératures [83]. Les métamatériaux peuvent également être étudiés via
l’équation de Pocklington [84].

En ajoutant comme condition que le rayon du fil est très petit devant sa longueur curvi-
ligne et devant la longueur d’onde dans le vide de l’excitation, nous pouvons simplifier la
fonction de Green dans l’équation de Pocklington. En considérant que les courants dans
le fil sont symétriques J(s) = J(−s), on obtient alors l’équation intégrale de Hallén :∫ l/2

−l/2
Js(s′)

e−jkR

4πR ds′ = −j
√
ε

µ
[B1cos(ks) + C1sin(k|s|)] (4.4)

avec B1 et C1 des constantes. La résolution de l’équation de Hallén est un problème
ancien mais toujours d’actualité : elle n’admet pas de solution exacte sous cette forme
à cause de l’approximation faite sur le noyau [85] [86]. Des solutions approchées sont
également envisagées [87] .

Avec les moyens informatiques actuels, le calcul de la diffusion d’un objet peut se faire
au moyen d’une simulation aux éléments finis, dans laquelle on réalise une discrétisa-
tion de l’espace que l’on souhaite simuler. C’est le cas par exemple du logiciel COMSOL
Multiphysics que nous utilisons dans cette thèse pour réaliser les simulations : les équa-
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tions de Maxwell sont alors résolues soit par une méthode directe soit par une méthode
itérative en fonction du cas d’étude. Ces moyens permettent d’avoir une connaissance du
champ diffracté par un objet sans avoir à passer par une mesure. Les simulations n’étant
pas parfaitement exactes et reposant sur une idéalisation des géométries par rapport aux
objets réels, la validation expérimentale demeure in fine le moyen ultime d’évaluation
de la diffraction.

4.2.2 Les circuits équivalents

Les inclusions résonantes ont été d’abord étudiées via des modèles effectifs de permit-
tivité et de perméabilité équivalentes. Pendry et al. [41], dans l’article présentant le ma-
gnétisme artificiel, propose une méthode d’étude des réseaux de particules résonantes.
En partant d’une définition de la perméabilité magnétique reposant sur une intégrale
des champs, les auteurs calculent le rapport entre le champ magnétique B moyen et
l’induction magnétique H moyenne dans la cellule unité.

µeff = < B >

µ0 < H >
(4.5)

avec µeff la perméabilité magnétique effective du métamatériau et <> le symbole
désignant la moyenne sur la cellule unité. L’induction magnétique est déterminée par
le calcul des courants dans la structure métallique. Dans le cas simple d’un réseau de
cylindre conducteur, l’équation 4.6 fournit l’induction magnétique H en fonction du cou-
rant par unité de longueur.

H = H0 + j− πr2

a2 j (4.6)

avec a le paramètre de maille du matériau, r le rayon des cylindres et j le courant
par unité de longueur. Afin de déterminer les courants de surface et de déduire ainsi
l’induction magnétique, il est nécessaire de s’intéresser à la structure de la particule :
des capacités et inductances sont calculées à partir des données géométriques et de la
conductivité du métal utilisé. Ces calculs sont à adapter à chaque type de géométries et
dépendent de plusieurs paramètres et approximations. Par exemple, en considérant que
le rayon du fil métallique est très petit devant sa longueur, on aboutit pour le SRR à une
équation de type lorentzienne pour sa perméabilité magnétique [88].

µSRR = 1− Fω2

ω2 − ω2
0 + iΓω (4.7)

avec F le taux de remplissage ou taux de charge du SRR, ω0 une pulsation plasma
dépendant des données géométriques du problème et Γ le facteur d’amortissement, dé-
pendant du rayon du SRR et de la conductivité du métal. Ce type de loi de comportement
est phénoménologiquement en accord avec les simulations et observations expérimen-
tales, bien qu’il soit très difficile d’estimer avec précision les différents paramètres du
modèle lorentzien. On peut citer comme principale limite la répartition non homogène
du courant le long du fil métallique, rendant très ardue l’estimation des pertes Joules et
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du facteur d’amortissement [89].

Afin d’obtenir une plus fine description des courants le long de la structure, la théorie
des circuits Maxwelliens a été développée en 2003 par Mei [54] en se basant sur l’équa-
tion de Hallén. Cette méthode consiste à analyser les structures métalliques des méta-
matériaux de manière analogue à des circuits électriques en construisant une équation
différentielle vérifiée par le courant. L’approche est appliquée à de nombreuses géomé-
tries de SRR et CSRR (Complementary Split-Ring Resonators) dans Baena et al. [57], qui
donne également les schémas électriques équivalents. L’utilisation de cette méthode par
Shen et al. [56] a permis de montrer dans le cas de SRR et d’anneaux conducteurs que
le courant vérifie une équation de Helmholtz à une dimension. Les solutions prennent
donc des formes simples qui dépendent des conditions aux limites.

Les différentes méthodes évoquées permettent de comprendre la phénoménologie de
la résonance des métamatériaux en exploitant des analogies avec les circuits électriques
dans l’approximation des régimes quasi-statiques. Pour chaque géométrie de résonateur,
il est possible de développer, à la manière de Baena et al. [57], un modèle de circuit équi-
valent. Cependant, chaque géométrie doit être analysée indépendamment et il n’existe
pas de principe universel régissant le comportement des particules résonantes. Nous ten-
tons dans ce chapitre de développer une approche phénoménologique de la résonance
des métamatériaux permettant de déduire des principes de bases de leur conception,
quelle que soit la géométrie.

4.3 Interface métal-diélectrique courbée

Dans cette partie, l’objectif consiste à étudier la propagation des courants et des
champs le long d’un tube métallique. Nous allons expliciter les équations de Maxwell
dans un repère adapté, prenant en compte la géométrie du tube. Finalement, nous éta-
blirons des équations de propagation du courant le long du tube métallique. Ces équa-
tions nous permettront de mieux appréhender la physique sous-jacente et d’expliquer le
comportement des méta-matériaux.

4.3.1 Description de la géométrique du fil métallique

Afin d’établir des équations portant sur les fils métalliques, nous devons dans un pre-
mier temps spécifier précisément le type de géométries que nous souhaitons traiter. Ma-
thématiquement parlant, un fil métallique enroulé de sorte à former une spirale, un
Split-Ring Resonator (SRR) ou une particule Omega constitue un tube. Ce type de géo-
métrie est créée par l’extrusion d’une section circulaire de rayon R1 le long d’une courbe
dans l’espace.

Considérons une courbe c(s) dans un paramétrage normal, le long de laquelle est
réalisée l’extrusion. Dans le cas d’un SRR, la courbe c(s) est un arc de cercle, tandis que
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c’est une hélicoïde dans le cas du ressort, etc... Le vecteur tangentiel unitaire est défini
par :

τ (s) = dc(s)
ds

(4.8)

Le plan normal à c(s) est le plan vectoriel engendré par la normale unitaire ν(s) et le
vecteur binormal b(s) :

ν(s) = 1
γ(s)

dτ (s)
ds

b(s) = τ (s) ∧ ν(s)

(4.9)

avec γ(s) la courbure de la courbe c(s). L’inverse de cette courbure est appelé rayon de
courbure. Une paramétrisation possible du tube est donnée par :

X(u, s, r) = c(s) + rcos(u)ν(s) + rsin(u)b(s) (4.10)

Cette équation paramétrique est constituée de deux inconnues si on s’intéresse à la
surface du tube : u et s. Cependant, les équations de Maxwell sont données dans un
espace de dimension 3 et les opérateurs de dérivation spatiale ne peuvent être valides
en l’état si on se restreint à une surface. Nous devons donc prendre en compte le rayon r
comme un paramètre et non une constante. Ainsi, en faisant varier u, v et r nous sommes
capable de décrire le volume inclus dans le tube et d’y écrire les équations de Maxwell.
Le repère (τ (s),ν(s),b(s)) constitue donc une base orthonormée directe naturelle pour
la géométrie du tube.

  

M(s)
τ(s)

ν(s) 

b(s) 
c(s) 

Plan orthogonal à c(s) en M(s)

MétalSubstrat 
diélectrique

Figure 4.1 – Repère (τ (s),ν(s),b(s)) utilisé pour décrire l’espace le long du tube.

Les métamatériaux les plus utilisés sont assimilables à des tubes métalliques : les cou-
rants qui produisent leur réponse électromagnétique se développent principalement en
surface. Il nous faut déterminer un repère qui convienne à la description de cette surface.
Nous cherchons donc à définir un repère de Frenet sur la surface du tube, permettant
de définir une base composée de deux vecteurs tangentiels et d’un vecteur normal à la
surface extérieure. On obtient ce repère en dérivant l’équation 4.10 par les différents
paramètres.
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xs = ∂X(u, s, r)
∂s

= τ (s) + rcos(u)∂ν(s)
∂s

+ rsin(u)∂b(s)
∂s

xu = ∂X(u, s, r)
∂u

= −rsin(u)ν(s) + rcos(u)b(s)

xr = ∂X(u, s, r)
∂r

= cos(u)ν(s) + sin(u)b(s)

(4.11)

Nous venons de construire (xs,xu,xr) le repère de Frenet du tube dans l’espace. Ce
repère nous permet d’écrire les équations dans un repère adapté au problème. Les vec-
teurs xs et xu sont tangents à la surface tandis que xr est normal. Afin de calculer les
opérateurs gradients et divergence dans cette nouvelle base, nous devons être capables
de calculer les dérivées spatiales. Pour ce faire, nous devons calculer les coefficients hs,
hu et hr définis par :

hs =
√(

∂x

∂s

)2
+
(
∂y

∂s

)2
+
(
∂z

∂s

)2

hu =
√(

∂x

∂u

)2
+
(
∂y

∂u

)2
+
(
∂z

∂u

)2

hr =
√(

∂x

∂r

)2
+
(
∂y

∂r

)2
+
(
∂z

∂r

)2

(4.12)

Ces coefficients peuvent être déterminés à condition de définir de manière plus précise
la géométrie du système. Dans le cas général, c(s) peut désigner n’importe quelle courbe
dans l’espace, mais nous allons ici faire une hypothèse largement vérifiée dans la plupart
des motifs d’inclusions métalliques : nous considérons que le rayon R1 de la section cir-
culaire est très inférieur à γ(s), le rayon de courbure de c(s), et ce sur toute sa longueur.
Cette hypothèse nous permet de traiter une portion du tube en l’assimilant localement à
une portion de tore de grand rayon R2. L’approximation nous sert uniquement à déter-
miner les coefficients hi, nécessaires pour les calculs dans la base (xs,xu,xr).

En considérant la portion de tore présentée sur la figure 4.2, nous pouvons écrire c(s)
dans une base (x,y,z) adaptée où la courbe se trouve dans le plan (x, y) :

c(s) = R2cos(s/R2)x +R2sin(s/R2)y (4.13)

Sous ces hypothèses, nous pouvons déterminer le repère (τ (s),ν(s),b(s)), repère de
Frenet associé à c(s) :

τ (s) = −sin(s/R2)x + cos(s/R2)y

ν(s) = −cos(s/R2)x− sin(s/R2)y

b(s) = z

(4.14)
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c(s)
c(s)

ν(s) 

τ(s)b(s)

ν(s) 

τ(s) b(s)

x
r

R
1

x
u

x
s

Figure 4.2 – Représentation des repères (τ (s),ν(s),b(s)) et (xs,xu,xr) dans le cadre
de l’approximation R1 << R2, (ie) on considère localement notre tube
comme une portion de tore. Le repère en vert est une base pratique pour
projeter les équations de l’électromagnétisme.

Nous pouvons alors définir notre repère de Frenet surfacique en fonction de x,y et z :

xs =
(
rcos(u)
R2

sin(s/R2)− sin(s/R2)
)

x +
(
cos(s/R2)− rcos(u)

R2
cos(s/R2)

)
y

xu = r sin(u) cos(s/R2) x + r sin(u) sin(s/R2) y + r cos(u) z

xr = cos(u) cos(s/R2) x + cos(u) sin(s/R2) y + sin(u) z
(4.15)

Nous disposons désormais du repère de Frenet exprimé dans un repère fixe. On re-
marque que dans l’expression du vecteur xs apparaissent des termes en r/R2 : nous
avons déterminé précédemment que le rayon R1 de la section du tube est très petite de-
vant R2. Les valeurs de r d’intérêt étant proches de R1, ces termes seront par conséquent
négligés dans la suite des calculs. Nous nous ramenons ainsi à un repère cylindrique avec
s l’analogue de z, u l’analogue de θ et r. Les coordonnées du repère de Frenet s’écrivent
également dans la base (x, y, z) au moyen de dérivées partielles :

xs = ∂x

∂s
x + ∂y

∂s
y + ∂z

∂s
z

xu = ∂x

∂u
x + ∂y

∂u
y + ∂z

∂u
z

xr = ∂x

∂r
x + ∂y

∂r
y + ∂z

∂r
z

(4.16)
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Nous pouvons donc par association entre les équations 4.15 et 4.16 déterminer cha-
cune des dérivées partielles en jeu. Connaissant les dérivées partielles de (x, y, z) selon
les coordonnées (s, u, r), nous pouvons calculer les hi sous l’hypothèse que r << R2 :

hs = 1
hu = r
hr = 1

(4.17)

Les hi sont donc les mêmes que ceux issus des coordonnées cylindriques sous l’hypo-
thèse que R1 est petit devant R2. Les paramètres s et r sont des longueurs exprimées
en mètres tandis que u est un angle, d’où les unités obtenues pour les hi. Nous avons
donc défini un repère pratique permettant d’exprimer les équations de Maxwell le long
du tube. Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel et laplacien scalaire peuvent
alors être définis dans le repère (xs,xu,xr). Soient φ un champ scalaire et F un champ
vectoriel :

grad(φ) = ∂φ

∂s
xs + 1

r

∂φ

∂u
xu + ∂φ

∂r
xr (4.18)

div(F) = ∂Fs
∂s

+ 1
r

∂Fu
∂u

+ 1
r

∂(rFr)
∂r

(4.19)

rot(F) = 1
r

(
∂rFu
∂r
− ∂Fr

∂u

)
xs +

(
∂Fr
∂s
− ∂Fs

∂r

)
xu +

(1
r

∂Fs
∂u
− ∂Fu

∂s

)
xr (4.20)

∆(φ) = ∂2φ

∂s2 + 1
r2
∂2φ

∂u2 + 1
r

∂φ

∂r
+ ∂2φ

∂r2 (4.21)

4.3.2 Équations dans le repère de Frenet

L’objectif de cette section consiste à décrire le comportement d’une particule tubu-
laire dans une matrice diélectrique. Nous cherchons à obtenir des lois phénoménolo-
giques universelles concernant cette classe de structure, et ne ferons donc pas intervenir
d’autres hypothèses que celle d’une structure tubulaire. Nous avons mis en place un re-
père permettant aux abords de l’interface métal-diélectrique de décrire l’espace le long
du tube. Nous considérons donc que les phénomènes d’intérêts que sont les apparitions
de sources, courants et charges, sont confinés à cette zone.

Nous avons mis en évidence dans la section précédente que le repère de Frenet tu-
bulaire est localement identique à un repère en coordonnées cylindriques, sous l’hypo-
thèses que le rayon de la section est très petit devant les rayons de courbures principaux
du tube. L’utilisation d’un tel repère nous permet de développer des équations similaires
à celles établies pour les cylindres conducteurs de longueur finie.

Nous prenons comme relations constitutives l’équation 4.22.
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D = ε0εE

B = µ0µH
(4.22)

Nous intégrons les sources libres en régime harmonique et les sources liées dans les co-
efficients ε et µ et nous considérons qu’il n’y a pas de source libre statique. Les équations
de Maxwell s’écrivent donc :

∇.D = 0

∇.B = 0

∇×E = −∂B
∂t

∇×H = ∂D
∂t

(4.23)

A partir des équations écrites sous cette forme, on établit l’équation de propagation
du champ d’induction électrique D. Pour ce faire, on prend le rotationnel de l’équation
de Maxwell-Faraday.

∇×∇×E = − ∂

∂t
∇×B (4.24)

En utilisant les relations constitutives, l’équation de Maxwell-Ampère peut se réécrire
en fonction de E et B :

∇×B = µ0ε0µε
∂E
∂t

(4.25)

En combinant 4.25 avec 4.24, on obtient l’équation de propagation du champ élec-
trique, dont les sources sont prises en compte dans ε et µ.

∆E− εµ

c2
∂2E
∂t2

= 0 (4.26)

Nous nous intéressons particulièrement à la composante de champ électrique selon
xs, car c’est la composante qui traduit le déplacement de charges longitudinalement. En
développant le laplacien scalaire de la composante selon xs grâce à l’équation 4.21, nous
obtenons l’équation 4.27.

∂2Es
∂s2 + 1

r2
∂2Es
∂u2 + ∂2Es

∂r2 + 1
r

∂Es
∂r
− εµ

c2
∂2Es
∂t2

= 0 (4.27)

Nous aboutissons à une équation de propagation dépendant des trois variables spa-
tiales et du temps. L’équation est similaire à celle d’un cylindre conducteur infini , mais
nous ne pouvons pas, dans le cas présent, supposer une invariance du champ dans la
direction de xs. Aucun des termes de l’équation 4.27 ne peut donc être négligé. Nous
allons maintenant chercher à résoudre cette équation par la méthode de séparation des
variables.
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4.3.3 Résolution par séparation des variables

Nous cherchons une solution à Es en postulant que les courants s’écrivent comme le
produit de trois fonctions spatiales et d’une fonction temporelle :

Es(s, u, r, t) = S(s)U(u)R(r)T (t) (4.28)

On remplace Es dans l’équation 4.27 à l’aide du produit de fonctions décorrélées, puis
nous procèdons à une séparation des variables. Nous obtenons l’équation 4.29 :

1
S(s)

∂2S(s)
∂s2 + 1

R(r)U(u)

(
R(r)
r2

∂2U(u)
∂u2 + U(u)∂

2R(r)
∂r2 + U(u)

r

∂R(r)
∂r

)

− 1
T (t)

εµ

c2
∂2T (t)
∂t2

= 0

(4.29)

Nous avons regroupé en trois termes l’équation de propagation du champ électrique.
Le premier terme dépend uniquement de s, le second dépend de r et de u, tandis que le
dernier ne dépend que du temps. Chacun de ces termes est constant, nous posons donc
k, kr et ks des constantes telles que :

1
S(s)

∂2S(s)
∂s2 = −k2

s

1
R(r)U(u)

(
R(r)
r2

∂2U(u)
∂u2 + U(u)∂

2R(r)
∂r2 + U(u)

r

∂R(r)
∂r

)
= −k2

r

− 1
T (t)

εµ

c2
∂2T (t)
∂t2

= −k2

(4.30)

La deuxième équation de 4.30 permet d’obtenir une équation de Helmholtz cylin-
drique :

1
U(u)

∂2U(u)
∂u2 + r2

R(r))
∂2R(r)
∂r2 + r

R(r)
∂R(r)
∂r

+ r2k2
r = 0 (4.31)

Ayant isolé un terme dépendant de u, nous pouvons ensuite poser n tel que :

1
U(u)

∂2U(u)
∂u2 = −n2 (4.32)

La constante n est un entier relatif étant donnée la périodicité spatiale de la fonction
U [90]. Finalement, l’équation de Helmholtz cylindrique prend la forme d’une équation
de Bessel :

r2∂
2R(r)
∂r2 + r

∂R(r)
∂r

+R(r)
(
r2k2

r − n2
)

= 0 (4.33)
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La résolution de cette équation de Bessel se fait traditionnellement en distinguant le
milieu dans lequel on se trouve. Afin d’obtenir une dérivée nulle au coeur du brin mé-
tallique en r = 0, la solution se met sous la forme d’une fonction de Bessel de première
espèce Jn dans le métal. Dans le diélectrique, les conditions d’annulation à l’infini per-
mettent d’écrire la solution comme une fonction de Hankel. Le détail des solutions ne
nous intéresse pas ici, nous pouvons cependant retenir que la propagation existe dans
la direction radiale du brin. Les constantes de propagation dans le métal kr,m et dans
le diélectrique kr,d dépendent des propriétés des milieux respectifs. La partie imaginaire
négative de la permittivité dans le métal induit des pertes importantes et donc une dif-
fusion de l’énergie sur une longueur caractéristique courte. Dans un diélectrique ayant
des pertes plus raisonnables, les ondes peuvent se propager sur des longueurs caractéris-
tiques bien plus grandes.

Rm(r) = Jn(ikr,mr)

Rd(r) = Hn(kr,dr)
(4.34)

avec Rd la fonction R dans le diélectrique, Rm la fonction R dans le métal, Hn la
fonction de Hankel, représentant une onde se propageant radialement dans le diélec-
trique. Cette fonction s’écrit comme une combinaison linéaire des fonctions de Bessel de
première et deuxième espèce.

Dans la direction longitudinale, l’équation 4.30 est une équation de Helmholtz qui
nous permet d’écrire la fonction S dans le métal et dans le diélectrique comme la somme
d’une onde se propageant dans le sens des s croissants et d’une onde se propageant dans
le sens des s décroissants.

Sm(s) = S+
me
−jks,ms + S−me

+jks,ms

Sd(s) = S+
d e
−jks,ds + S−d e

+jks,ds
(4.35)

avec ici encore les indices d et m désignant respectivement métal et diélectrique.

4.3.4 Équation des modes de surface

A l’interface entre le métal et le diélectrique, la condition de continuité du champ
électrique nous impose :

S+
me
−jks,ms + S−me

+jks,ms = S+
d e
−jks,ds + S−d e

+jks,ds (4.36)

On en déduit l’égalité entre les constantes des deux milieux :

ks,m = ks,d = ks (4.37)

A l’aide de la relation 4.30 dans le diélectrique, nous pouvons alors écrire :

k2
s + k2

r,d = k2
0εd (4.38)

Nous cherchons à déterminer des modes se propageant à l’interface métal-diélectrique :
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ainsi, dans ces conditions, nous faisons l’hypothèse que la constante de propagation ra-
diale kr,d est négligeable dans le diélectrique devant la constante de propagation longi-
tudinale ks. Cette hypothèse nous conduit à une relation de dispersion simple :

ks = ±ω
c

√
εd (4.39)

Dans le métal, nous pouvons faire l’approximation classique consistant à considérer
que les variations normales à la surface sont très grandes devant les variations tangen-
tielles [91]. Ceci est dû à l’absorption très rapide des champs à l’interface. L’équation
4.30 appliquée dans le métal donne :

kr,m = k0
√
εm (4.40)

Ayant intégré les sources libres dans la permittivité du métal, nous pouvons lier la
conductivité σm à la permittivité εm :

εm = −jσm
ε0ω

(4.41)

Dans l’équation 4.41, nous avons considéré que les effets des charges liées sont négli-
geables au regard des charges libres. Nous obtenons donc kr,m :

kr,m = i− 1
δ

(4.42)

où δ est l’épaisseur de peau définie dans l’équation 4.43.

δ =
√

2
ωσµ0

(4.43)

4.3.5 Résonance de corde vibrante

Nous avons déterminé l’allure du champ électrique se propageant le long de la struc-
ture métallique. Dans le métal, nous considérons que le courant et le champ électrique
sont proportionnels et que le lien de l’un à l’autre se fait grâce à la conductivité, dans
l’équation 4.44.

J = σmE (4.44)

Dans la suite de ce paragraphe, nous écrivons Js le courant longitudinal dans le métal.
A partir de la solution Sm dans l’équation 4.35, nous pouvons écrire Js grâce à l’équation
4.44 comme la somme d’une onde se propageant dans le sens des s croissants et d’une
onde se propageant dans le sens des s décroissants, :

Js = J+
s e
−jkss + J−s e

jkss (4.45)

Nous faisons maintenant l’hypothèse communément faite dans l’étude des antennes
[92], que le courant s’annule aux extrémités. Les conditions limites en s = 0 et en s = L
permettent de déterminer une relation entre les constantes J+

s et J+
s .

J−s = J+
s (4.46)
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Le courant Js peut alors s’écrire comme une somme de modes stationnaires :

Js =
+∞∑
n=1

Jnsin(nπs
L

) (4.47)

avec Jn l’amplitude du neme mode. L’existence de ce mode stationnaire est vérifiée
sous la condition d’égalité entre la constante de propagation ks et la constante des modes
propres :

ks = nπ

L
(4.48)

L’équation 4.48 nous permet finalement de trouver la pulsation d’apparition du neme

mode propre :

ωn = nπc

L
√
εd

(4.49)

Une condition similaire est trouvée pour la longueur d’onde λn,0 dans le vide du neme

mode propre :

λ0,n = 2L√εd
n

(4.50)

Dans l’air, avec une permittivité relative égale à 1, ce modèle prédit l’apparition d’une
première résonance pour une longueur d’onde deux fois supérieure à la longueur curvi-
ligne du tube. Des résonances peuvent apparaître pour tous les multiples entiers de la
première pulsation de résonance.

En conclusion de cette section, nous pouvons résumer les différents modes selon les di-
rections du repère de Frenet. Dans la direction radiale, nous avons des modes propagatifs
dans le diélectrique et diffusifs dans le métal tandis que dans la direction longitudinale,
nous avons des modes stationnaires pouvant faire apparaître des résonances. La validité
de ce modèle dépend des conditions aux limites : nous avons considéré le courant nul
aux extrémités du tube. Des écarts à ce modèle peuvent également apparaître si le rayon
de la section n’est plus négligeable devant les rayons de courbure du tube.

4.4 Courants le long d’un SRR

Dans cette section, nous étudions les courants linéiques parcourant la surface d’une
structure de type Split-Ring Resonator(SRR) au moyen de simulations réalisées sous
COMSOL. Un SRR type constitué de cuivre est simulé en espace libre. La figure 4.3 nous
donne la géométrie du SRR étudié, constitué d’une portion de tore. Afin de décrire cor-
rectement les courants à la surface du métal, un maillage de couche limite très précis a
été réalisé. Une représentation de ce maillage est donnée sur la figure 4.4.

Nous avons réalisé une simulation à 2.1GHz, une fréquence proche de la première
fréquence de résonance du SRR. Nous envoyons une onde plane progressive polarisée li-
néairement, dans une polarisation naturelle d’excitation : le champ électrique est orienté
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Figure 4.3 – Géométrie du SRR utilisé dans cette étude : il est constitué d’une portion
de tore couvrant un secteur angulaire de 350°, de grand rayon 10mm et
de petit rayon 0.2mm. Afin de vérifier l’hypothèse faite sur les courbures
dans le début du chapitre, le rapport du grand rayon sur le petit rayon est
très important.

dans la direction du gap, le champ magnétique est orienté selon la normale au plan du
tore. Des cartes de champ sont données à la figure 4.5, montrant l’intensité du champ
électrique et du champ magnétique. On observe que le champ électrique est à son maxi-
mum autour du gap tandis que le champ magnétique est maximal à l’opposé. Les champs
électrique et magnétique traduisent la présence respectivement des charges et des cou-
rants sur le SRR. Les charges s’accumulent aux extrémités du tube, tandis que le courant
semble plus fort au milieu du tube.

L’extraction du courant est une opération délicate car le maillage ne collant pas par-
faitement à la géométrie, de très fortes fluctuations qui ne sont que des artefacts de
simulations apparaissent. Ces fluctuations sont visibles sur la figure 4.6 et rendent im-
possible l’extraction du courant sur des lignes géométriques. Lors d’une extraction le
long d’une arête du SRR ou le long d’une courbe paramétrée en 3D, de très faibles im-
précisions spatiales ont un impact très important sur la valeur des courants. En effet, à
proximité de l’interface entre l’air et le métal, les gradients de courant sont extrêmement
élevés.

Afin de pallier ce problème, nous avons développé une approche permettant une ex-
traction du courant sans avoir recours à une estimation point à point le long d’une arête
géométrique ou d’une courbe paramétrée dans l’espace. Nous avons décidé de réaliser
une évaluation indirecte du courant basée sur l’extraction du champ magnétique et l’uti-
lisation du théorème d’Ampère : ∫

C

−→
Bd
−→
l = µ0Ienl (4.51)

Avec
−→
B le champ magnétique, µ0 la perméabilité magnétique du vide et Ienl le courant

enlacé par le contour fermé C. En réalisant des extractions du champ magnétique sur
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Figure 4.4 – Maillage du SRR utilisé pour le cas d’étude. L’épaisseur de peau est maillée
très finement afin de rendre compte des phénomènes de diffusion sur de
très courte distance dans le conducteur.
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Figure 4.5 – Cartes des champs électriques et magnétiques issus de la simulation d’un
SRR en espace libre soumis à une onde plane polarisée rectiligne à 2.1GHz.
Les zones à forte intensité de champ trahissent la présence des sources.

des contours proches du SRR, il est possible de remonter avec précision à la valeur du
courant longitudinal parcourant le fil métallique sur toute sa longueur. Nous choisissons
4 courbes 3D d’extraction du champ magnétique, constituées chacune de 1000 points
de mesure. Nous travaillerons donc par la suite avec un courant non pas volumique
mais intégré dans les directions radiale (paramètre r) et orthoradiale (paramètre u). Les
courbes le long desquelles est extrait le champ magnétique sont disposées à une distance
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Évaluation surfacique du courant

Figure 4.6 – L’extraction du courant est problématique avec les outils COMSOL. Le
maillage n’étant qu’une approximation de la géométrie, les évaluations sur
courbes paramétrées et arêtes sont très bruitées. Les cartes de champ sur
la surface font apparaître des taches correspondant aux points du maillage.

de 0.1mm de la surface métallique afin de ne pas trop subir le bruit dû à la discrétisation
du maillage.

Nous discrétisons l’intégrale de l’équation 4.51 afin de calculer le courant :

Ienl(s) = πrext
2µ0

4∑
i=1

Bi(s) (4.52)

avec rext le rayon du cercle décrit par les points d’extraction et Bi(s) la valeur du
champ magnétique extraite sur la ieme courbe d’extraction. Connaissant la valeur li-
néique du courant en fonction de l’abscisse curviligne, nous réalisons la décomposition
en modes propres, grâce à une projection sur la base des sinus. Il faut cependant no-
ter que l’hypothèse faite sur les conditions limites du courant aux extrémités n’est pas
tout à fait exacte, le résultat présenté figure 4.7 issu du calcul par le théorème d’Am-
père donne une valeur non nulle en 0 et en 1. Un résultat similaire peut être trouvé en
utilisant les méthodes d’intégrales de surface [93]. Afin de ne pas perturber la décompo-
sition en modes propres basée sur l’hypothèse de nullité de courant aux extrémités, nous
avons soustrait la valeur en 0 à l’ensemble du courant. Cette valeur représente 2.5% de
l’amplitude maximale du courant, l’approximation semble donc raisonnable. L’allure du
courant linéique est donnée en fonction de l’abscisse curviligne réduite dans la figure
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Figure 4.7 – (a) Courant linéique évalué à l’aide du théorème d’Ampère en extrayant
les valeurs du champ magnétique à proximité du SRR. Le courant n’étant
pas tout à fait nul aux extrémités, nous avons soustrait la valeur aux
extrêmités à l’ensemble des valeurs avant de réaliser la projection sur la
base des modes propres. (b) Coefficients associés au poids relatif de chacun
des modes propres du courant sur le SRR. On remarque que 2.1GHz, est
une valeur proche de la première résonance théorique du SRR, le premier
mode est donc prépondérant. Les modes d’ordres pairs sont nuls en raison
de la symétrie de la géométrie.
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Figure 4.8 – Courant Js extrait de la simulation dans la profondeur du tube métallique
(en bleu). En rouge, allure du courant tel que décrit par l’équation de la
diffusion. Le deux courants sont normalisés à la surface.

4.7 (a) ainsi que son modèle basé sur la décomposition en modes propres. Le module
des coefficients issus de la décomposition en modes propres sont donnés dans la figure
4.7 (b).

On remarque qu’à cette fréquence de 2.1GHz, le premier mode est prépondérant, on
se situe à proximité de la première résonance du SRR. Son poids relatif est de 94% tan-
dis que celle du troisième mode est d’environ 3%. La contribution des autres modes est
négligeable : en particulier, les modes d’ordre pairs sont tous nuls, traduisant un effet de
la symétrie centrale du SRR. Cette observation valide dans le cas du SRR l’hypothèse de
symétrie des courants permettant d’obtenir l’équation de Hallén à partir de l’équation de
Pocklington.

Il convient maintenant de vérifier que la dépendance radiale du courant est bien en
accord avec le modèle que nous avons développé. Dans la figure 4.8, une extraction du
courant le long de la direction radiale est comparée à son allure théorique telle qu’éta-
blie dans ce chapitre. On remarque dans la figure 4.8 une bonne correspondance entre
l’allure théorique issue de l’équation de l’équation de Bessel 4.33 et le courant extrait de
la simulation.

4.5 Etude paramétrique d’un SRR

Nous réalisons dans cette partie une étude paramétrique du SRR afin de tester la
validité du modèle phénoménologique que nous avons établi.
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4.5.1 Impact de la longueur curviligne

Nous avons établi dans notre modèle que la longueur curviligne L du résonateur est
un paramètre influant sur la pulsation de résonance. Afin de vérifier la validité de ce
modèle, nous réalisons la simulation d’un SRR en espace libre et cherchons à déterminer
l’impact de L sur sa première résonance.

Si nous prenons comme substrat l’air, la relation liant L à la première pulsation de
résonance est donnée par l’équation 4.53.

ω0 = cπ

L
(4.53)

Qui peut être réécrite :

λ0 = L

2 (4.54)

avec λ0 la longueur d’onde dans le vide de l’excitation. Nous avons simulé le SRR
décrit par la figure 4.3 en appliquant un coefficient de mise à l’échelle que nous faisons
varier dans une étude paramétrique. Nous réalisons un balayage de ce coefficient entre
les valeurs 0.5 et 1.5. Une étude en fréquence est alors menée entre 0.7 et 2.8GHz afin
de repérer pour chaque dimension de SRR la fréquence de résonance.

La norme du champ électrique diffusé est extraite au niveau d’un point à proximité
du SRR, critère neutre permettant de distinguer la fréquence à laquelle chaque structure
sera la plus visible. Sur la figure 4.9, ces extractions sont données pour les différentes
valeurs du coefficient d’homothétie. Les longueurs curvilignes L correspondant à chaque
valeur du coefficient sont indiquées pour chaque courbe.

La figure 4.10 donne pour chaque cas d’étude la fréquence de résonance obtenue par
simulation ainsi que la fréquence attendue par notre modèle. La correspondance entre
les deux courbes est bonne pour le SRR. Des observations similaires ont été raportées
par Serdyukov et al. [50] concernant la longueur d’onde à la résonance pour des Omega-
particles. Il semble donc valide dans cette configuration de considérer la résonance de
SRR de manière analogue à une résonance de corde vibrante.

4.5.2 Impact de la permittivité du substrat

Nous avons déterminé l’impact de la longueur curviligne sur la fréquence de réso-
nance avec l’air comme substrat. Nous vérifions désormais l’impact d’une permittivité
non-unitaire sur la résonance. D’après l’équation 4.49 et en considérant que la permitti-
vité du métal est très grande devant celle du substrat, nous avons comme condition à la
résonance :

ω0 = cπ

L
√
εd

(4.55)

avec εd la permittivité relative du diélectrique utilisé comme substrat. L’équation peut
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Figure 4.9 – Norme du champ électrique diffusé extrait en un point à proximité du
SRR. La valeur de ce champ permet de discerner la fréquence de résonance
pour les différentes géométries de SRR. Pour chaque courbe est indiquée la
longueur curviligne du SRR correspondant. On remarque que la fréquence
de résonance croît à mesure que la longueur curviligne du SRR diminue,
comme attendu.
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Figure 4.10 – Fréquence de résonance du SRR en fonction de sa longueur curviligne.
On observe une bonne corrélation entre la fréquence de résonance prédite
par l’approche phénoménologique et la fréquence issue de la simulation.
Dans les deux cas, cette fréquence est inversement proportionnelle à la
longueur curviligne.

être réécrite du point de vue de la longueur d’onde :

λ0 = L
√
εd

2 (4.56)

Afin de vérifier le modèle, nous réalisons à partir du SRR décrit par la figure 4.3 une
étude paramétrique sur la valeur de la permittivité du substrat. La valeur de εd varie
de 1 à 5 par pas de 0.5. La norme du champ électrique diffusé, extraite pour chaque va-
leur de permittivité étudiée, est montrée à la figure 4.11 et fait apparaître les résonances.

Nous relevons pour chaque permittivité la fréquence de résonance issue de la simula-
tion afin de la comparer avec la fréquence calculée par le modèle. Les différentes valeurs
sont comparées à la figure 4.12. Nous constatons ici encore une bonne correspondance
entre la simulation et le modèle, avec une fréquence de résonance inversement propor-
tionnelle à la racine de la permittivité relative du substrat.

4.5.3 Impact de la conductivité

L’impact de la conductivité sur les résonances de SRR a été étudié par Pendry et al.
[41] dans son article présentant le magnétisme artificiel. La conductivité du métal utilisé
dans la structure a un impact sur les pertes induites dans celle-ci. Une approche déve-
loppée par Cummer et al. [89] s’intéresse à l’impact de la conductivité dans les SRR sur
le facteur de qualité de la résonance.

Nous vérifions dans cette section l’impact qualitatif de la conductivité sur le facteur de
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Figure 4.11 – Norme du champ électrique diffusé extrait en un point à proximité du
SRR. La valeur de ce champ permet de discerner la fréquence de résonance
pour les différentes valeurs de permittivité du substrat. La permittivité du
substrat est indiquée pour chaque courbe. A mesure que la permittivité
augmente, la fréquence de résonance diminue.
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Figure 4.12 – Fréquence de résonance du SRR en fonction de la permittivité du substrat.
On observe ici aussi une bonne corrélation entre la fréquence de résonance
prédite par l’approche phénoménologique et la fréquence issue de la simu-
lation. Dans les deux cas, cette fréquence est inversement proportionnelle
à la racine de la permittivité relative.
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Figure 4.13 – Surface équivalente radar du SRR pour différentes valeurs de conductivité.
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Figure 4.14 – Facteur de qualité de la résonance du SRR en fonction de la conductivité
du fil. On observe une croissance du facteur de qualité à mesure que la
conductivité augmente. A partir de 106S/m, il atteint un plateau.

qualité de la résonance sur les SRR. En utilisant à nouveau la géométrie de base décrite
dans la figure 4.3, nous réalisons un changement dans le matériau utilisé. Plutôt que
d’utiliser du cuivre, nous affectons un matériau vierge dont nous paramétrons la conduc-
tivité. Les simulations sont réalisées pour 6 valeurs distinctes de conductivité allant de
104 à 107 S/m. La surface équivalente radar est représentée sur la figure 4.13. Nous nous
intéressons ici à la SER et non à une simple extraction de champ électrique pour avoir
une mesure objective de l’amplitude de la résonance et de son facteur de qualité.

Nous constatons que le pic de résonance diminue avec la conductivité. Cette dernière
n’a en revanche qu’un faible impact sur la fréquence de résonance, conformément à ce
qui était attendu. Les facteurs de qualité sont représentés sur la figure 4.14 en fonction
de la conductivité. Une baisse de la conductivité a pour conséquence l’augmentation des
pertes dans le métal, et donc une diminution du facteur de qualité. Au delà d’une valeur
seuil d’environ 106S/m, la conductivité n’impacte plus la réponse du SRR.

Le facteur de qualité d’une résonance traduit le rapport des puissances totales et dissi-
pées dans le système :

Q = Energie totale contenue dans le système
Energie dissipée

(4.57)

Les pertes au sein de la structure du SRR peuvent être décomposées en deux catégo-
ries : les pertes joules, dues à la conductivité, et les pertes radiatives, dues au rayonne-
ment. Des pertes diélectriques provenant du substrat peuvent également être observées
si εd n’est pas réel.
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Le palier observé sur la figure 4.14 à partir de 106S/m correspond au facteur de qua-
lité du SRR réalisé à partir d’un conducteur parfait. A partir de cette valeur de conduc-
tivité, on peut considérer que les pertes radiatives du SRR sont prépondérantes devant
les pertes joules, négligeables. Ainsi, la conductivité n’a plus aucun impact au dessus de
cette valeur. Cette valeur de 106S/m est vraie dans cette exemple mais dépend des don-
nées géométriques du problème. Pour un autre type de résonateur, elle serait différente.

La conductivité présente donc un grand intérêt dans le design de métamatériaux. En
effet, nous avons vu qu’elle permet de contrôler le facteur de qualité en ne modifiant
que peu les caractéristiques de la résonance de la structure. Dans le cas de la réalisation
d’ENZ et de MNZ, il peut être intéressant d’avoir des propriétés matériaux ne présentant
pas de résonances très sélectives en fréquence. Un comportement plus doux peut per-
mettre d’une part d’élargir la bande de fréquence d’intérêt de ce type de matériaux et
d’autre part d’éviter les couplages trop importants entre particules voisines. Une discus-
sion sur le sujet peut être trouvée dans Lerat et al. [94].

Cette étude de l’impact de la conductivité nous a amené à considérer des conducteurs
moins bons que le cuivre et l’or dans nos travaux en général et dans le chapitre 5 en
particulier.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons cherché à établir une loi phénoménologique permet-
tant de prévoir les fréquences de résonances des structures métalliques tubulaires. En
nous basant sur une équation de Helmholtz dans des coordonnées de Frenet adaptées à
l’étude d’un tube, nous avons décrit les modes propagatifs dans le substrat diélectrique,
les modes diffusifs dans le métal ainsi que les modes stationnaires le long de la structure.

L’existence de modes stationnaires longitudinaux permet de prédire les phénomènes
de résonance. Nous avons vérifié par une étude paramétrique la validité de notre ap-
proche phénoménologique. Elle prend bien en compte l’impact du substrat et de la lon-
gueur du tube. Nous avons également réalisé une étude portant sur la conductivité du
métal constituant le résonateur. La diminution de cette conductivité entraine une aug-
mentation des pertes et donc une diminution du facteur de qualité de la résonance.
Toutefois, ce paramètre permet de contrôler l’allure de la résonance sans en modifier
significativement la fréquence.

La résonance de plus basse fréquence apparaît lorsque la longueur d’onde de l’exci-
tation dans le substrat est égale au double de la longueur curviligne du résonateur. Ce
principe permet d’envisager la miniaturisation des résonateurs en enroulant du fil métal-
lique pour former des structures spirales. De telles structures ont été étudiées par Bilotti
et al. [48]. La miniaturisation permet en particulier d’obtenir une meilleure homogénéi-
sabilité du métamatériau. La problématique de l’homogénéisation est abordée dans le
chapitre 5 de ce manuscrit.
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5 Homogénéisation bi-anisotrope
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5.1 Introduction

L’obtention de propriétés de permittivité et de perméabilité sous-unitaires ne peut se
faire qu’à l’aide de méta-matériaux résonants. La réalisation technique de ces réseaux
peut être compliquée : en fonction de la fréquence de résonance recherchée et du de-
gré de miniaturisation souhaité pour le méta-atome, des technologies de fabrication très
avancées peuvent être nécessaires. Cependant, nous nous intéressons dans ce chapitre
plutôt à la compatibilité de ces métamatériaux avec la structuration de revêtements d’OT.
En effet, l’utilisation de tels matériaux complexifie grandement la structuration d’un re-
vêtement d’invisibilité.
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5.2 Homogénéisation

Nous avons vu dans le chapitre 1 de ce manuscrit que l’histoire des méta-matériaux est
très liée à celle de l’homogénéisation. L’objectif de cette dernière consiste à affecter à un
milieu composite, périodique ou amorphe, des propriétés électromagnétiques effectives.
Les premières études de matériaux composites remontent à la seconde moitié du XIXème
siècle, avec les travaux de Clausius et Mossotti, déterminant la constante diélectrique
d’un milieu composite constitué de sphères métalliques en suspension à l’intérieur d’un
diélectrique [95]. Cette loi permet d’établir un lien entre la polarisabilité des particules
et la susceptibilité du matériau. En d’autres termes, la loi de Clausius-Mossotti permet de
rendre compte du comportement microscopique des inclusions à partir du comportement
macroscopique du métamatériau. Sous sa forme la plus classique, l’équation de Clausius-
Mossotti s’écrit :

Nα = 3
4π

εCM − 1
εCM + 2 (5.1)

avec N la densité de particules, α la polarisabilité d’une particule et εCM la permitti-
vité effective du milieu.

Lorentz et Lorenz déterminèrent quelques années plus tard une loi donnant l’indice
optique d’un milieu en fonction de la polarisabilité des molécules qui le composent. La
loi de Lorentz-Lorenz et la loi de Clausius-Mossotti sont équivalente et le lien entre les
deux est aisé. Maxwell étudia également vers la fin du XIXème siècle le comportement
de particules en suspension dans un milieu en cherchant à déterminer la conductivité
d’un matériau constitué de particules conductrices dans un matériau également conduc-
teur.

Ce n’est qu’au début du XXème siècle avec les travaux de Maxwell-Garnett [96], puis
de Bruggeman [5] qu’apparaissent véritablement les premières lois d’homogénéisation.
Ils mirent au point la théorie des milieux effectifs, permettant sous certaines hypothèses
de déterminer les propriétés d’un ensemble de sphères métalliques réparties de manière
aléatoire dans un milieu magnéto-diélectrique. La loi d’homogénéisation de Maxwell-
Garnett, sous l’hypothèse que le milieu est faiblement chargé en particules, est donnée
par :

εMG =
1 + 1 + 2f

3 (ε− 1)

1 + 1− f
3 (ε− 1)

(5.2)

avec f la fraction volumique de l’inclusion et ε la permittivité de l’inclusion. Cette loi est
valide dans l’approximation des grandes longueurs d’ondes, lorsque rapportés à l’échelle
d’une particule, les champs électromagnétiques peuvent être considérés comme quasi-
statiques. Si le milieu hôte des inclusions n’est pas constitué de vide mais d’un matériau
diélectrique, la substitution ε → ε/εh permet de retrouver à partir de l’équation 5.2 la
permittivité équivalente, avec εh la permittivité du milieu hôte. Cette expression est dé-
montrée en utilisant, entre autres, les théories de Lorentz-Lorenz et Clausius-Mossotti
mentionnées précédemment.
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La formule de Bruggeman est une généralisation de la loi de Maxwell-Garnett permet-
tant de prendre un compte un mélange de plusieurs matériaux, quels que soient leurs
taux de charge relatifs dans le milieu. On considère dans cette approche, souvent ap-
pelée estimation auto-cohérente, qu’il est possible de remplacer le milieu dans lequel se
trouve la cellule représentative du matériau par le matériau de permittivité effective εBG.
On traite donc le cas d’une sphère constituée de la cellule représentative diluée dans un
milieu composé d’un diélectrique de permittivité effective. La permittivité de Bruggeman
est donc donnée en résolvant l’équation suivante :

N∑
n=1

fn
εn − εBG
εn + 2εBG

= 0 (5.3)

avec εBG la permittivité effective de Bruggeman, εn la permittivité intrinsèque du
matériau n et fn sa fraction volumique. D’autres méthodes basées sur des approches
similaires ont émergé pendant le XXème siècle, telle que celle de Böttcher [97] et celle
de Looyenga [98]. Il existe de très nombreuses lois de mélange permettant en fonction
du cas d’étude de déterminer les propriétés effective du composite que l’on peut divi-
ser en deux grandes catégories [99] : les approches directes (DSA) et indirectes (ISA)
de la diffusion. Dans le cas de l’approche indirecte, on considère le champ diffusé par
une particule comme une surintensité par rapport au champ local tandis que dans l’ap-
proche directe on traite le problème de diffusion comme un problème aux limites. Les
approches de Maxwell-Garnett et Bruggeman sont des exemples de méthodes ISA, tandis
que d’autres travaux [100] [101] [102] présentent des méthodes basée sur la résolution
des équations de Maxwell dans le matériau composite. Ce calcul est le plus souvent nu-
mérique car il porte sur des géométries complexes.

Des approches spécifiques ont été développées avec l’avènement des méta-matériaux.
En effet, la diversité de structures et de matériaux utilisés pour la création de composites
électromagnétiques a contraint les chercheurs à se tourner vers des méthodes adaptées
leur permettant d’extraire expérimentalement ou par la simulation des paramètres ef-
fectifs [103]. Parmi les méthodes les plus couramment rencontrées dans la littérature,
on peut citer les méthodes par intégrale des champs [103] [94] ou encore la méthode
de Nicolson-Ross-Weir et ses dérivées [104] [105] [106] [107]. Cette dernière méthode
s’appuie sur l’utilisation des paramètres S afin de retrouver une permittivité et une per-
méabilité équivalente au matériau. Cette approche est très répandue et relativement
facile à mettre en oeuvre tant expérimentalement que par la simulation.

Les méthodes basées sur les intégrales des champs ont été développées dans le but de
définir des propriétés effectives ne dépendant pas de la géométrie ou de la composition
des méta-matériaux. Avec le développement des Split-Ring Resonators et des inclusions
résonantes abordées au chapitre 1, il a été nécessaire de s’affranchir des hypothèses
faites par l’ensemble des méthodes classiques d’homogénéisation. On ne peut bien sou-
vent plus considérer que l’on se trouve dans l’approximation quasi-statique car on est en
présence de structures métalliques suffisamment longues pour entrer en résonance.

La méthode de Smith et Pendry [103] s’appuie sur les équations constitutives des
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matériaux : la permittivité est définie comme le rapport de la moyenne du champ de
déplacement électrique divisée par la moyenne volumique du champ électrique.

εi = Di(0, d, d)
Ei(0, d, d)

(5.4)

avec εi la permittivité dans la direction i et d le demi-paramètre de maille de la cellule
unitaire. Le symbole barre au dessus des grandeurs vectorielles signifie que l’on fait la
moyenne sur le volume de la cellule unitaire de matériau. Cette égalité se réécrit sous
forme intégrale :

εi = ε0

∫ 2d

0
Eidxj

2dE0
(5.5)

Avec i la direction d’intérêt et j la direction de propagation de l’onde incidente. Un
développement en série de Fourier permet ensuite d’aboutir à une forme plus simple au
premier ordre :

εi = ε0ε
′
i

sin(qjd)
qjd

(5.6)

avec ε′i la moyenne de permittivité calculée sur une face de la cellule unitaire et qj la
constante de propagation dans la direction j. De manière analogue, il est possible par
intégrale des champs de retrouver la perméabilité magnétique ainsi que les coefficients
de chiralité de la structure étudiée.

Des approches plus analytiques permettent de déterminer le comportement des in-
clusions métalliques résonantes en étudiant les courants et charges à la surface de la
structure métallique [108]. Il est alors possible de calculer en fonction de paramètres
dépendant de la géométrie de l’inclusion, les polarisabilités électrique et magnétique de
la structure.

Nous avons vue dans cette partie un bref aperçu des méthodes d’homogénéisation de
composites électromagnétiques. Elles permettent de rendre compte du comportement
des méta-matériaux mais présentent des limitations : on ne s’intéresse le plus souvent
pas au comportement microscopique des méta-atomes ni au lien entre l’échelle micro-
scopique et le comportement effectif global. Enfin, il est nécessaire de s’assurer de la
pertinence même de l’homogénéisation, qui requièrent une différence d’échelle consé-
quente entre la micro-structure et la longueur d’onde dans le matériau.

5.3 Décomposition du rayonnement lointain

L’homogénéisation des métamatériaux peut être réalisée par simulation ou expérimen-
talement. Dans une démarche itérative d’ingénierie des métamatériaux, il est pratique
de pouvoir en premier lieu valider la conception par la simulation plutôt que par la
mesure. Elle permet de tester à moindre coût un grand nombre de structures, afin d’affi-
ner au mieux les performances. Cependant, les réseaux d’inclusions résonantes sont des
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problèmes multi-échelles nécessitant un maillage fin le long de chaque élément de la
structure. Il est toujours difficile de simuler sur un logiciel commercial tel que COMSOL
un réseau 3D comprenant un grand nombre de résonateurs. Pour pallier ce challenge de
simulation, nous nous sommes intéressés à des approches basées sur l’étude du rayonne-
ment des méta-atomes.

5.3.1 Décomposition multipolaire des méta-atomes

La théorie de la diffusion de Mie [109], montre qu’il est possible de décomposer le
rayonnement d’une particule en une somme de contributions d’harmoniques sphériques.
On peut ensuite à partir des contributions harmoniques retrouver la décomposition en
moments multipolaires de la source ponctuelle équivalente du diffuseur. Cette méthodo-
logie est décrite par Jackson [91] et permet d’obtenir une description équivalente de la
distribution de charges et de courants du diffuseur.

L’étude du rayonnement des particules unitaires est la clé permettant la compréhen-
sion du comportement macroscopique d’un méta-matériau. Zeng et al. [42] ont ainsi
calculé la contribution des moments dipolaires magnétiques et électriques dans le rayon-
nement de Split-Ring Resonator (SRR) couplés. La contribution des moments d’ordres
supérieurs est également au coeur des préoccupations, et fut étudiée par Cho et al. dans
le cas de métamatériaux optiques [110]. Dans son étude visant à restaurer la significa-
tion des paramètres homogénéisés des métamatériaux, Alù [111] se base également sur
une décomposition multipolaire d’une particule unitaire pour déterminer les paramètres
macroscopiques du réseau.

Une approche développée en 2011 par Mülhig [112] consiste à étudier le constituant
unitaire du méta-matériau de manière indépendante en réalisant une décomposition
multipolaire de son rayonnement diffusé. L’étude de la maille unitaire a pour principal
intérêt une bien plus grande légèreté des calculs par rapport à la simulation d’un réseau.
Mühlig et al. ont ainsi décomposé en moments dipolaires et quadrupolaires le rayonne-
ment de structures telles que le SRR.

Dans notre recherche d’outils d’ingénierie des métamatériaux, nous sommes partis
d’une approche similaire à celle de Mülhig, en établissant une méthode rapide de dé-
composition multipolaire. Cette méthode a donné lieu à la publication d’un article au
congrès ICEAA IEEE à Grenade en 2019 [113]. Cette décomposition multipolaire est
ensuite utilisée afin d’établir, à l’aide de l’équation de Clausius-Mossotti des paramètres
équivalents macroscopiques du réseau de méta-atomes. Enfin, nous avons généralisé
cette méthode aux matériaux bi-anisotropes en considérant qu’il n’y a pas de couplage
entre les particules voisines.
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5.3.2 Décomposition du premier ordre

5.3.2.1 Méthode

Les méta-atomes constituant la structure de base des métamatériaux sont l’analogue
des atomes dans la matière. Autrement dit, le rôle de dipôle microscopique joué dans la
matière par les atomes et molécules sont remplacé dans les méta-atomes par les inclu-
sions dont l’échelle est typiquement millimétrique voire centimétrique dans le domaine
des hyperfréquences. Ainsi, il est légitime de s’intéresser aux moments dipolaires des
méta-atomes, comme dans les travaux cités dans la section précédente.

Le méta-atome étant l’analogue de l’atome, faisons l’hypothèse que sous l’action d’un
champ électromagnétique extérieur il se polarise en étant assimilable à la somme d’un
dipôle électrique et d’un dipôle magnétique. Cette hypothèse revient à négliger les contri-
butions d’ordres supérieurs [114] [115] : l’approximation est vérifiée en première ap-
proche dans le cas d’inclusions suffisamment petites devant la longueur d’onde incidente
[112] mais nécessite d’être approfondie par la suite.

Les champs électriques et magnétiques produits par un dipôle électrique sont définis
dans [91] par :

H = ck2

4π (n× p)e
ikr

r

(
1− 1

ikr

)

E = 1
4πε0

(
k2(n× p)× ne

ikr

r
+ (3n(n.p)− p)

( 1
r3 −

ik

r2

)
eikr

) (5.7)

avec c la célérité de la lumière dans le vide, k le nombre d’onde dans le vide, p le moment
dipolaire électrique, n le vecteur unitaire dans la direction du point d’observation et r
la distance entre le point d’observation et la source. Dans l’approximation du champ
lointain, en considérant que le produit kr est très grand devant 1, on obtient les champs
radiatifs :

Hr,e = ck2

4π (n× p)e
ikr

r

Er,e = ck2Z0
4π ((n× p)× n)e

ikr

r

(5.8)

en notant Er,e et Hr,e respectivement le champ électrique et le champ magnétique
radiatif du dipôle électrique. De manière analogue, on peut écrire le champ lointain
d’un dipole magnétique :

Er,m = −Z0k
2

4π (n×m)e
ikr

r

Hr,m = k2

4π ((n×m)× n)e
ikr

r

(5.9)

en notant m le dipôle magnétique, Er,m et Hr,m respectivement le champ électrique
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et le champ magnétique radiatif du dipôle magnétique. D’après l’hypothèse de dipolarité
du méta-atome, on peut écrire son champ électrique lointain :

Er,ma = Z0ck
2

4π
eikr

r
((n× p)× n− n×m/c) (5.10)

avec Er,ma le champ électrique diffusé par le méta-atome, supposé dipolaire. A partir
de l’équation 5.10 il est possible de déterminer l’orientation des champs en fonction de
l’orientation des dipôles et de n, la direction d’observation.

En faisant des hypothèses sur l’orientation de p et m, cohérentes avec la géométrie et
les conditions d’éclairement du méta-atome, des informations concernant leurs normes
peuvent être déduites de l’extraction du champ électrique dans des directions choisies.
Supposons pour l’exemple qu’on traite le cas d’un Split-Ring Resonator éclairé par une
onde TEM en espace libre dans sa polarisation naturelle. Le dipôle électrique résultant
est orienté dans la direction du champ électrique de l’onde incidente, il en est de même
pour le dipôle magnétique avec le champ magnétique incident. Cette hypothèse, dont
nous discuterons plus loin le domaine de validité, nous permet de considérer que les
dipôles électriques et magnétiques sont orthogonaux. Ainsi, une extraction du champ
électrique en un point A dans la direction du dipôle électrique nous donnera un champ
total ne dépendant que de m, car le produit n× p est nul :

Er,ma(A) = −mZ0k
2

4π
eikr

r
sin(p̂ m) (5.11)

avec p̂ m l’angle orienté entre p et m prenant les valeurs −π/2 étant donné les hy-
pothèses faites sur l’orientation des dipôles par rapport aux champs incidents. Ainsi, on
peut réécrire l’équation 5.11 de sorte à isoler le moment magnétique :

m = Er,ma(A) 4πr
Z0k2eikr

(5.12)

Ainsi l’extraction du champ électrique dans une direction bien choisie nous permet
de remonter directement à la valeur du dipôle magnétique. De manière analogue, en
s’intéressant à un point B dans la direction de m, on obtient le lien entre le champ
électrique mesuré et le dipôle électrique :

p = Er,ma(B) 4πr
Z0ck2eikr

(5.13)

Les équations 5.12 et 5.13 sont valides en considérant que les moments d’ordres supé-
rieurs ne contribuent pas au rayonnement de manière significative et que les réactions
électriques et magnétiques sont orientées dans les directions des excitations respective-
ment électriques et magnétiques.

Cette approche permet de réaliser une décomposition dipolaire rapide du rayonne-
ment émis par le méta-atome sans avoir à réaliser une extraction complète des champs
que nécessiterait une décomposition multipolaire. Par sa simplicité, elle représente un
gain significatif en temps de calcul. Il est possible de vérifier la pertinence de cette ap-
proche en comparant le champ rayonné par le modèle dipolaire dont l’expression est
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donnée par 5.10 et le rayonnement réel, expérimental ou simulé, du méta-atome. Afin
de tracer cette comparaison, nous avons défini un critère de validité du modèle :

Id =

∫
Ω
||Er,ma(θ, φ)−Er,md(θ, φ)||dΩ∫

Ω
||Er,ma(θ, φ)||dΩ

(5.14)

avec Ω le domaine d’angle solide et dΩ = sin(θ)dθdφ sa différentielle. La méthode a
été testée sur plusieurs géométries de méta-atome et nous avons appliqué le critère de
comparaison afin de juger de la pertinence du modèle dipolaire pour décrire le rayonne-
ment diffusé.

5.3.2.2 Application aux méta-atomes

La figure 5.1 recense les différentes géométries étudiées, avec leur diamètre et leur
longueur curviligne. Ces géométries sont pour la plupart des cas classiques que l’on re-
trouve abondamment dans la littérature, comme le Split Ring Resonator (SRR) [41]
[50]. Les conditions d’excitation de ces méta-atomes en espace libre correspondent à la
polarisation « naturelle », c’est-à-dire une polarisation susceptible d’offrir une réponse
la plus importante possible. Dans le cas du SRR par exemple, le champ magnétique inci-
dent est orienté selon la normale à la boucle métallique, tandis que le champ électrique
est orienté tangentiellement au fil métallique au niveau du gap, de sorte à créer un effet
capacitif.

Les simulations sont réalisées sous COMSOL Multiphysics à l’aide du module RF :
le méta-atome est simulé dans une sphère d’espace libre entourée d’une PML sphérique
(voir figure 5.2). Un maillage 3D est ensuite réalisé, comportant en moyenne 100 000 élé-
ments de domaine. Une onde plane polarisée linéairement conformément aux données
de la figure 5.1 est alors définie grâce au module d’étude dans le domaine fréquentiel.
On procède à un balayage en fréquence autour de la première fréquence de résonance
de chaque méta-atome qui est la bande d’intérêt pour la plupart des applications envisa-
gées. On extrait enfin de chaque simulation le champ électrique diffusé par la particule
afin d’appliquer la méthode de développement dipolaire isotrope.

La figure 5.3 donne le développement pour la spirale plate, en partie réelle et imagi-
naire. On remarque bien la résonance des moments dipolaires électriques et magnétique,
pour une longueur d’onde d’excitation d’environ 3 fois la longueur curviligne. Le rapport
de la longueur d’onde de résonance sur la longueur curviligne de la spirale n’est pas de
2 comme dans le cas du SRR présenté dans le chapitre 4 : une analyse des courants
que nous ne détaillerons pas ici nous montre que l’extrémité intérieure de la spirale ne
correspond pas à un nœud de courant. Ainsi l’hypothèse de nullité de courant aux ex-
trémité n’est pas valide dans le cas des spirales. Avec des spirales très compactes telles
que celles développées dans [48], nous avons observé des résonances à λ/4 : dans ce
cas, l’extrémité intérieure de la spirale correspond à un ventre de courant : c’est une ré-
sonance quart d’onde. Dans le cas présent, nous sommes en présence d’un intermédiaire
entre une résonance quart d’onde et une résonance demi-onde.
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Nom du 
méta-atome

Diamètre 
(plus grande 
dimension)

Longueur 
curviligne 
métallique

Géométrie
Orientation 
« naturelle » 
d’excitation

Conductivité 
du matériau

SRR 0.02 0.06 6.106

Wire 0.02 0.02 6.106

Omega 0.02 0.04 6.106

Hélice 0.02 0.65 106

Spirale plate 0.02 0.25 105

H
E

E
H

E

E

H

E

H

H

Figure 5.1 – Descriptif des différents méta-atomes étudiés par la méthode du déve-
loppement dipolaire isotrope. Nous avons choisi différentes valeurs de
conductivités permettant d’obtenir des facteurs de qualités similaires pour
les résonances.

  

PML Méta-atome

Air
x

y

z

Figure 5.2 – Cas d’étude de la spirale sous COMSOL. La particule est simulée dans
l’espace libre infini. Une PML sphérique permet d’absorber le rayonnement
émis au loin.

L’allure des courbes de la figure 5.3 révèle plusieurs informations concernant le com-
portement de la spirale plate vis à vis de l’excitation électromagnétique. Tout d’abord,
nous pouvons noter qu’en dehors de la zone de résonance, le moment dipolaire magné-
tique est quasi-nul : ce constat est rassurant étant donné qu’aucun matériau intrinsèque-
ment magnétique n’intervient ici. Ce n’est pas le cas du dipole électrique, qui en dehors
de la plage de résonance n’est pas nul : la polarisation électrique du méta-atome est
due à une accumulation de charges à ses extrémités. Enfin, on remarque une parfaite

135



Figure 5.3 – Développement dipolaire isotrope de la spirale plate. On observe le phéno-
mène de résonance pour une longueur d’onde d’excitation 3 fois supérieure
à la longueur curviligne.

opposition de phase entre le dipôle électrique et le dipôle magnétique. A un facteur i
près, les courbes décrivant p et m sont similaires. Par analogie avec un circuit électrique,
nous pouvons en déduire que le méta-atome ne possède aucune puissance active tandis
que la puissance totale est purement réactive. Électriquement parlant, la source qu’est
l’onde plane d’excitation n’est pas adaptée à la charge.

La figure 5.4 montre les indices de validité du modèle dipolaire isotrope pour les
différentes géométries étudiées. Cet indice est donné en fonction du rapport de la lon-
gueur d’onde sur la longueur curviligne. On remarque que cette approche donne une
description correcte à environ 10% près pour la plupart des méta-atomes autour de leur
première fréquence de résonance. La seule exception est le cas de l’hélice, qui est très
mal décrite par cette approximation isotrope et dont l’écart entre le modèle et le rayon-
nement du méta-atome se situe autour de 100% sur toute la gamme étudiée.

Au regard de ces résultats, il semble que l’approche soit prometteuse et permette de
décrire correctement le rayonnement de la plupart des méta-atomes. Cependant, l’hypo-
thèse d’isotropie semble contredite par le cas de l’hélice, dont l’indice Id est très élevé. Ce
constat nous a conduit à développer une approche plus complète en prenant en compte
l’anisotropie de la réponse dipolaire.

5.3.3 Décomposition anisotrope du premier ordre

Les suppositions faites concernant la direction des dipôles p et m ne sont pas vérifiées
dans le cas général. En effet, elles ne permettent pas de prendre en compte une réponse
anisotrope de la particule à une excitation externe. Il est possible de mettre en place
une méthode un peu plus générale permettant de prendre en compte cette anisotropie
et ne nécessitant donc pas d’hypothèses quant à la direction des dipôles. On a donc un
problème à 6 inconnues, les trois composantes du vecteur p et les trois composantes du
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10 % 

Figure 5.4 – Indices de validité de l’approche dipolaire isotrope donnés pour les différents
méta-atomes étudiés.

vecteur m.

Afin de résoudre ce problème, il est nécessaire d’obtenir d’avantages d’équations liant
le champ électrique diffusé et les inconnues du problèmes. En procédant à une extraction
du champ dans la direction (θ, φ) = (0, 0), une projection selon les directions x, y et z
donne le système d’équation suivant :

Escat,far(0, 0).x = Z0ck
2

4π
eikr

r
(px −my/c)

Escat,far(0, 0).y = Z0ck
2

4π
eikr

r
(py +mx/c)

Escat,far(0, 0).z = 0

(5.15)

On obtient alors deux équations non-triviales faisant intervenir quatre des grandeurs
inconnues. La projection selon z ne nous apporte aucune information puisque le champ
électrique lointain est orthogonal à sa direction de propagation. En procédent de ma-
nière analogue dans la direction (θ, φ) = (π/2, 0) et dans la direction (θ, φ) = (π/2, π/2)
on obtient un système de six équations liant les six inconnues du problème. Ce système
peut alors s’écrire sous forme matricielle :
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4πre−ikr

Z0k2



Ey(π/2, 0)

Ez(π/2, 0)

Ex(π/2, π/2)

Ez(π/2, π/2)

Ex(0, 0)

Ey(0, 0)


=



0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 −1 0

1 0 0 0 0 −1

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 −1 0 0


.



px

py

pz

mx/c

my/c

mz/c


(5.16)

Une inversion de la matrice 6*6 permet d’obtenir les pi et le mj en fonction des com-
posantes du champ électrique extrait de la simulation ou de l’expérience. On vérifie
informatiquement que cette matrice est inversible.

Une extraction du champ électrique dans les trois directions d’intérêt provenant des
simulations nous permet d’appliquer la méthode aux différents méta-atomes présentés
dans le tableau 5.6. On observe que contrairement à l’hypothèse qui avait été faite précé-
demment, la réponse dipolaire des méta-atome n’est pas toujours isotrope. En effet, les
dipoles électriques et magnétiques ne sont pas nécessairement alignés dans le sens des
excitations électriques et magnétiques.

On définit le critère I1 comme l’analogue du critère Id pour le modèle anisotrope du
premier ordre :

I1 =

∫
Ω
||Er,ma(θ, φ)−Er,1(θ, φ)||dΩ∫

Ω
||Er,ma(θ, φ)||dΩ

(5.17)

avec Er,1 le champ rayonné par le modèle anisotrope d’ordre 1.

5.3.3.1 Application aux méta-atomes

En nous basant sur les simulations réalisées dans la partie précédente, nous avons ex-
trait le champ électrique diffusé en trois point de l’espace. La figure 5.5 donne les indices
de validité du modèle dipolaire pour les différentes géométries étudiées. Cet indice est
donné avec deux abscisses différentes : la première représentation donne I1 en fonction
de la longueur d’onde ramenée à la longueur curviligne, tandis que la seconde montre
I1 en fonction de la longueur d’onde ramenée au diamètre. En comparant les critères
I1 aux critères Id, on observe que pour plusieurs méta-atomes, l’approche anisotrope est
bien plus précise que l’approche isotrope. On remarque cependant toujours des écarts
entre le modèle au premier ordre et le champ total rayonné par le méta-atome, en parti-
culier pour les hautes fréquences. Ces écarts traduisent de manière plus que probable la
présence d’ordre supérieurs contribuant au rayonnement de la particule.

L’observation de ces graphes permet de tirer plusieurs conclusions. Tout d’abord, la
validité du modèle dépend avant tout du rapport entre la longueur d’onde dans le vide

138



  

5 % 

5 % 

Figure 5.5 – Indices de validité donnés pour les différents méta-atomes étudiés. Cet
indice est donné en fonction de la longueur d’onde ramenée à la longueur
curviligne de chaque méta-atome (en haut) et ramené au diamètre de
chaque méta-atome (en bas). On remarque que les méta-atomes pour
lesquels la description dipolaire est la plus fiable sont les méta-atomes
dont la longueur curviligne est la plus grande au regard du diamètre. Est
représentée la limite arbitraire des 5% définie comme le critère de validité
du modèle.
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de l’onde incidente et le diamètre de la particule. En effet à la première fréquence de
résonance de la spirale plate et de l’hélice, le rapport λ/diamètre est très élevé, supérieur
à 10. Or, ces deux méta-atomes sont les seuls à ne pas dépasser la limite des 5% fixée
arbitrairement comme critère de validité du modèle dipolaire.

La résonance étant avant tout déterminée par la longueur curviligne des méta-atomes
[48] [116], les particules qui présentent une grande longueur curviligne au regard de
leur diamètre apparent sont susceptibles de voir apparaître des phénomènes de réso-
nance tout en étant petites devant la longueur d’onde. Ceci permet d’obtenir des méta-
matériaux dont les éléments unitaires sont petits devant la longueur d’onde, critère indis-
pensable à leur homogénéisation. De plus, nous venons de vérifier que les particules de
petites tailles rayonnant principalement de façon dipolaire contrairement à celles dont
la taille est comparable à la longueur d’onde et dont le rayonnement devient multipo-
laire. Ce constat s’explique par le fait qu’une particule petite devant la longueur d’onde
incidente peut être étudiée sous l’approximation électrostatique [109]. Ainsi, les charges
et les courants peuvent être approximés par des contributions dipolaires électriques et
magnétiques. Ceci n’est plus vrai à mesure que la longueur d’onde diminue par rapport
à la taille de la particule. La répartition spatiale des charges ne peut plus être approxi-
mée par une unique contribution dipolaire et les multipoles sont alors nécessaires pour
décrire le rayonnement.

Afin de déterminer si le comportement des méta-atomes est principalement électrique
ou magnétique, il est nécessaire de s’intéresser aux puissances développées par les deux
dipôles, électriques et magnétiques. La puissance rayonnée par un dipôle électrique est
donnée par :

Pe = c2Z0k
4

12π |p|
2 (5.18)

La puissance rayonnée par un dipôle magnétique est quant à elle donnée par :

Pm = Z0k
4

12π |m|
2 (5.19)

Le calcul de ces puissances permet de déterminer si la résonance est davantage élec-
trique ou magnétique.

Les principaux résultats des développements dipolaires de méta-atomes sont synthéti-
sés dans le tableau 5.6. Plusieurs informations y sont compilées, telles que la longueur
d’onde adimensionnée à la résonance, la direction des dipôles électriques et magnétiques
ainsi que l’écart entre le modèle et le rayonnement du méta-atome. Les informations pro-
venant de ce tableau nous permettent d’analyser le comportement des méta-atomes :

— La longueur d’onde à la résonance ramenée au diamètre permet de se figurer la
dimension apparente du méta-atome : plus le méta-atome est petit au regard de
la longueur d’onde, plus le paramètre de maille du réseau le sera également, ce
qui est un facteur favorable à l’homogénéisabilité d’un réseau constitué de telles
inclusions.

— La longueur d’onde ramenée à la longueur curviligne de la particule nous permet
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Nom du 
méta-atome

Géométrie
 λ  / diamètre 

(à la 
résonance)

λ  / longueur 
curviligne (à 
la résonance)

Direction 
E 

incident

Direction 
p induit

Direction 
H incident

Direction 
m induit

Prépondérance 
à la résonance

Écart à la 
résonance avec 

le modèle 
dipolaire

SRR 7.05 2.35 y y z z Aucune 6.5 %

Wire 2.5 2.5 y y z x,y,z Électrique 4 %

Omega 4.2 2.1 y y z x,z Aucune 28 %

Hélice 78 2.4 y z z z Aucune 0.11 %

Spirale plate 37.5 3.0 y y z z Magnétique 1.6 %
x

yz

y

xz

z

y

xz

y

xzz

z

xy

Figure 5.6 – Synthèse des résultats obtenus pour la décomposition dipolaire des diffé-
rents méta-atomes.

de vérifier que la résonance se produit à une longueur d’onde deux à trois fois
supérieure à la longueur du fil métallique. C’est donc ce paramètre qui est le plus
déterminant pour le contrôle de la fréquence de résonance.

— La direction des champs incidents et des dipôles induits nous permet d’analyser
l’isotropie de la réponse du méta-atome. En vert sont données les directions d’ex-
citation similaires aux directions des dipôles induits, et en rouge les directions
d’excitation et de réponse orientées dans des directions différentes.

— La prépondérance électrique ou magnétique nous permet d’imaginer des métama-
tériaux présentant un comportement respectivement diélectrique ou magnétique,
tandis que ceux ne présentant aucune prépondérance marquée auront un compor-
tement à la fois électrique et magnétique.

— L’écart entre le modèle dipolaire et le rayonnement du méta-atome à la résonance
nous donne un indicateur sur la validité de la méthode.

La figure 5.5 montre l’indice de validité de la décomposition dipolaire en fonction de
la longueur d’onde réduite pour les différents méta-atomes présentés dans le tableau 5.6.

5.3.3.2 Le cas du SRR

Le développement dipolaire du SRR est donné à la figure 5.7 : on observe une réponse
dipolaire à la fois électrique et magnétique forte aux abords de sa première fréquence
de résonance, pour une longueur d’onde dans le vide égale à 2.4 fois à sa longueur cur-
viligne. La réponse électrique s’explique par l’accumulation de charges aux extrémités
du SRR, créant un effet capacitif important au niveau du gap. Par la loi de conservation
de la charge, l’apparition de charges à la surface d’un conducteur indique la présence
de courants électriques. Ainsi, cette réponse électrique est accompagnée d’une réponse
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Figure 5.7 – Résultats du développement dipolaire du SRR. Les moments dipolaires
électriques et magnétiques sont donnés en fonction de la longueur d’onde
adimensionnée par la longueur curviligne. On observe une réponse électrique
principalement selon y et une réponse magnétique principalement selon z.

dipolaire magnétique également, car les courants créés le long de la structure du méta-
atome tournent globalement tous dans la même direction. Cette rotation de courants
crée par le théorème d’Ampère un dipôle magnétique résultant.

La figure 5.8 nous montre que le SRR de présente pas un comportement prépondérant
magnétique ou électrique à sa résonance mais correspond plutôt à la somme d’un dipôle
électrique et d’un dipôle magnétique. A des fréquences supérieures à la fréquence de
résonance, le dipôle magnétique devient prépondérant tandis qu’à plus basse fréquence
c’est le dipôle électrique qui rayonne une plus grande puissance. Il est intéressant de
noter l’analogie entre le comportement du SRR et le comportement d’un circuit RLC
série : à haute fréquence, l’énergie est stockée sous forme de courants dans la bobine
tandis qu’à plus basse fréquence, l’énergie est stockées sous forme de charges dans le
condensateur. Les courants sont responsables du comportement dipolaire magnétique et
les charges du comportement dipolaire électrique.

L’indice d’évaluation élevé observé pour le SRR sur la figure 5.5 traduit le fait qu’une
contribution multipolaire non négligeable est présente dans le rayonnement lointain. A
basse fréquence, le modèle dipolaire est représentatif puisque I1 est inférieur à 2%. A
mesure que la fréquence augmente, l’écart entre le modèle dipolaire et le rayonnement
du méta-atome croît fortement, pour atteindre 6.5% à la résonance et 20% à la plus
haute fréquence de l’étude. Nous ne sommes alors plus dans le cadre de l’approxima-
tion dipolaire et la prise en compte des moments d’ordre supérieurs devient nécessaire
pour obtenir une description correct du rayonnement. Ainsi, la projection dipolaire est
insuffisante pour décrire la particule et une analyse plus approfondie du rayonnement
permettrait de comprendre plus en détail la phénoménologie.
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Figure 5.8 – Courbe du dessus : Puissance développée par les dipôles électriques et
magnétiques pour le SRR. Courbe du dessous : indice de validité I1 du
modèle dipolaire. A basse fréquence le modèle est inférieur à 2% tandis
qu’à la résonance il est déjà à 6.5%.

5.3.4 Décomposition d’ordre 2

La décomposition dipolaire permet de comprendre qualitativement le comportement
globale d’un méta-atome vis à vis d’une onde électromagnétique incidente. Cependant,
nous avons vu que l’hypothèse de dipolarité de la réponse est souvent mise à mal, en
particulier lorsque la longueur d’onde dans le vide est de dimension comparable au dia-
mètre apparent de la particule. Lorsqu’on perd l’hypothèse de quasi-staticité, des ordres
supérieurs semblent intervenir dans le rayonnement et doivent être pris en compte.

Afin d’affiner notre modèle, nous avons choisi de prendre en compte l’ordre deux dans
la décomposition du rayonnement des méta-atomes. Cet ordre deux ne nous permet pas
d’affiner le modèle du point de vue des paramètres effectifs, puisque la permittivité et la
perméabilité d’un matériau homogène sont intrinsèquement liés à une réponse collective
dipolaire. Au contraire, la prise en compte de l’ordre deux nous permet de nous rendre
compte de manière plus précise de la prépondérance ou non des dipoles électriques et
magnétiques dans le champ diffusé.

Réécrivons l’équation 5.10 en prenant en compte le deuxième ordre électrique et ma-
gnétique :

Er,ma = Er,2 = Z0ck
2

4π
eikr

r

((
n×

(
p− ik

6 Qe(n)
))
× n− n×

(
m− ik

6 Qm(n)
)
/c

)
(5.20)
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avec Er,2 le champ lointain diffusé par le modèle d’ordre deux, Qe(n) et Qm(n) des
vecteurs dépendant respectivement du tenseur des moments quadrupolaires électriques
Qeα,β et magnétiques Qmα,β, ainsi que de la direction d’observation n :

Qe(n) =
∑
β

Qeαβ nβ

Qm(n) =
∑
β

Qmαβ nβ
(5.21)

Nous cherchons à déterminer les moments dipolaires et quadrupolaires, électriques
et magnétiques, par décomposition du rayonnement lointain. Les tenseurs de moments
quadrupolaires sont des matrices 3*3 symétriques et de diagonales nulles. Ainsi, on a
cinq inconnues pour chaque tenseur quadrupolaire. Les dipoles sont quant à eux des
vecteurs dans un espace de dimension 3, il en résulte donc un total de 16 inconnues
nécessaires pour caractériser entièrement notre diffuseur d’ordre 2.

Afin de déterminer les coefficients de dipoles et quadrupoles, il n’est plus possible
comme dans le cas du modèle d’ordre 1 de se restreindre à une extraction du champ
lointain en deux directions de l’espace. Le problème est désormais plus complexe que
précédemment : nous ne pouvons pas non plus présager par avance de la direction des
réponses quadrupolaires. En procédant à une extraction du champ électrique dans une
direction arbitraire de l’espace (θ, φ) = (0, 0), il est possible grâce à une projection selon
les vecteurs unitaires dans les directions x,y et z d’associer les composantes du champ
électrique à certaines des inconnues du problème :

Escat,far(0, 0).x = −Z0k
2

4π
eikr

r

(
my −

ik

6 Qmxz

)
+Z0ck

2

4π
eikr

r

(
px −

ik

6 Qexz
)

Escat,far(0, 0).y = −Z0k
2

4π
eikr

r

(
−mx + ik

6 Qmyz

)
+Z0ck

2

4π
eikr

r

(
py −

ik

6 Qeyz
)

Escat,far(0, 0).z = 0

(5.22)

Nous obtenons dans l’équation 5.22 deux équations non-triviales correspondant aux
projections dans les directions x et y. Le champ diffusé lointain selon z est nul car la pro-
pagation des champs électromagnétiques se fait orthogonalement au champ électrique
(et magnétique) en espace libre. Les projections du champ en un point d’évaluation
arbitraire nous permet donc d’obtenir deux équations non-triviales liant huit variables
d’intérêt. Nous disposons dans ce problème de 16 variables à déterminer, ce qui corres-
pond donc à 8 directions d’évaluations différentes et indépendantes.

A l’aide d’un ensemble de 8 points d’évaluation, nous obtenons un système de 16 équa-
tions liant les 16 inconnues du système aux composantes du champ électrique lointain
diffusé par le méta-atome. Ce système d’équation peut être écrit de manière concise dans
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une équation matricielle :

4πre−ikr
Z0ck2 E = M.X (5.23)

où :
— E est un vecteur dans un espace de dimension 16 donnant les projections selon x,

y et z du champ électrique complexe diffusé par le méta-atome (2 projections par
direction d’observation) ;

— M est une matrice inversible de 16 par 16 dépendant de l’ensemble des 8 direc-
tions d’observations choisies. On vérifie informatiquement que cette matrice est
inversible ;

— X est un vecteur dans un espace de dimension 16, composé des 16 variables du
système : pµ,mν/c, − ik

6 Qeµν et − ik
6cQmµν .

Afin de résoudre le système, une inversion de la matrice M permet de déterminer
les inconnues du système. Cette méthode de décomposition multipolaire est applicable
quelle que soit la géométrie du méta-atome et quelle que soit la polarisation de l’onde
incidente. Le champ électrique peut être obtenu aussi bien par simulation numérique
que par des mesures expérimentales.

Le modèle d’ordre 2 est plus précis que le modèle d’ordre 1 puisque ses hypothèses
sur le champ diffusé sont moins contraignantes : on considère en effet que la puissance
rayonnée par les moments quadrupolaires n’est pas nécessairement négligeable par rap-
port à celle rayonnée par les moments dipolaires. Cependant, nous supposons toujours
que les ordres supérieurs à deux contribuent de manière négligeable. Cette hypothèse se
doit d’être vérifiée, à l’aide d’un critère de comparaison entre le champ rayonné par le
modèle et le champ du méta-atome, provenant de la simulation ou de l’expérience.

En prenant un critère analogue à celui présenté précédemment dans l’équation 5.14,
on définit le critère de validité du modèle d’ordre 2 :

I2 =

∫
Ω
||Er,ma(θ, φ)−Er,2(θ, φ)||dΩ∫

Ω
||Er,ma(θ, φ)||dΩ

(5.24)

A partir du calcul numérique du champ électrique diffusé par les différents méta-
atomes du tableau 5.6, nous avons déterminé le critère de validité du modèle d’ordre 2.
La figure 5.10, donnant pour le SRR le critère de validité d’ordre 1, le critère de validité
d’ordre 2 ainsi que les puissances comparées entre les dipoles et quadrupoles, nous ren-
seigne quant à la validité du modèle d’ordre 2. On observe que le modèle d’ordre 2 est
globalement meilleur que le modèle d’ordre 1 grâce à la comparaison entre I1 et I2. Ce
résultat permet de conclure que la prise en compte des moments quadrupolaire permet
une description plus fidèle du rayonnement des méta-atomes, en particulier aux abords
de la première fréquence de résonance.

Les résultats pour les autres méta-atomes sont donnés dans la figure 5.10 et confirment
la tendance observée avec le SRR : l’ordre 2 permet d’obtenir une meilleur description
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Figure 5.9 – Courbe en haut : Puissance développée par les dipôles et quadrupôles
électriques et magnétiques pour le SRR. Courbe en bas : indices de validité
I1 et I2 du modèle dipolaire et quadupolaire. Nous constatons une précision
accrue dans le modèle d’ordre 2.

que l’ordre 1. Cette précision accrue est intéressante pour les "gros" méta-atomes, ceux
dont les dimensions apparentes sont non-négligeables au regard de la longueur d’onde
de l’excitation. Pour les particules comme la spirale, dont la longueur d’onde de réso-
nance est très grande devant le diamètre apparent, il n’est pas nécessaire de considérer
l’ordre 2.

5.3.5 Décomposition d’ordre n

Lorsque l’on décompose une répartition de charges en moments multipolaires carté-
siens, on obtient pour tout n entier, 3n moments d’ordre n. On a donc pour une descrip-
tion jusqu’à l’ordre n :

Nmoments(n) = 3 + 32 + 33 + ...+ 3n

= 3
2(3n − 1)

= O(3n)
(5.25)

avec le symbole grand O signifiant que l’on croit asymptotiquement de manière simi-
laire à 3n.

Cependant, cette formule s’appuie uniquement sur la méthode de décomposition en
coordonnées cartésiennes : elle permet de retrouver les moments multipolaires permet-
tant une compréhension physique des phénomènes. Il existe des relations reliant les
différents moments : par exemple, le tenseur de moments quadrupolaires à l’ordre 2
est constitué de 9 paramètres mais la condition de symétrie et la condition de trace
nulle portent en réalité à 5 et non à 9 le nombre d’inconnues. La décomposition mul-
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Figure 5.10 – Indices de validité d’ordre 2 donnés pour les différents méta-atomes
étudiés. Cet indice est donné en fonction de la longueur d’onde ramenée
à la longueur curviligne de chaque méta-atome puis par le diamètre de
chaque méta-atome. L’indice d’ordre 2 donne de meilleurs résultats que
l’indice d’ordre 1, les méta-atomes étudiés sont représentés correctement
sur toute la bande d’étude.

147



tipolaire en harmonique sphériques d’un rayonnement ne nécessite quant à elle pas la
connaissance d’autant de variables et se fait à l’aide de seulement 2n + 1 coefficients à
l’ordre n. Les harmoniques sphériques constituent ainsi une base naturelle pour décrire
le rayonnement Ainsi, on obtient pour un développement à l’ordre n :

Nspherique(n) = 3 + 5 + 7 + ...+ 2n+ 1
= n(n+ 2)
= O(n2)

(5.26)

Étant donné que l’on a des moments électriques et magnétiques à prendre en compte,
le nombre d’inconnues du système est égal à 2Nmoments(n) dans notre décomposition du
champ à l’ordre n. On a donc un nombre d’inconnues variant rapidement avec l’ordre de
décomposition : cette formule nous donne bien 6 inconnues à l’ordre 1 et 16 à l’ordre 2.

Il est donc possible de réaliser une décomposition rapide à des ordres supérieurs, en
augmentant le nombre de points d’extraction du champ électrique. Si on désirait passer
à l’ordre 3, une méthode analogue à celle présentée aux ordres 1 et 2 nécessiterait 15
points d’évaluation et l’inversion d’une matrice 30*30. A l’ordre 4, on aurait besoin de 24
points et de l’inversion d’une matrice 48*48. L’inversion d’une matrice de taille m*m est
une opération de complexité O(m3) par élimination de Gauss-Jordan. Ainsi, étant donné
que la résolution de l’ordre n génère une matrice de taille m*m avec m = 2n(n+ 2) on
peut évaluer la complexité globale de la méthode à un O(n6).

Cette complexité est donc polynomiale mais l’ordre étant relativement élevé, son coût
serait toutefois trop important pour un développement d’ordre élevé.

5.4 Homogénéisation magnéto-diélectrique scalaire

La décomposition du champ d’un méta-atome permet de connaître ses moments mul-
tipolaires jusqu’à l’ordre n. Cependant, nous avons vu pour les méta-atomes étudiés,
qu’aux abords de la première fréquence de résonance le champ diffusé est très majo-
ritairement dipolaire. Les ordres supérieurs ne contribuent que de manière marginale.
Il est donc possible d’approximer le rayonnement de la particule par la contribution
d’un moment dipolaire électrique et d’un moment dipolaire magnétique. Cette hypo-
thèse nous permet de réaliser une analogie entre les méta-atomes constituant un méta-
matériau et les atomes constituant la matière classique. En effet, la notion de matériau
magnéto-diélectrique repose sur l’hypothèse que la matière est constituée à l’échelle mi-
croscopique d’un ensemble de dipôles électriques et magnétiques. On considère donc
que chaque atome ou que chaque molécule possède une polarisabilité, traduisant le fait
que l’action d’un champ électrique ou magnétique extérieur génère un moment dipolaire
électrique ou magnétique en réaction.
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5.4.1 Inversion de la relation de Clausius-Mossotti

A l’image des atomes et molécules dans le modèle du matériau magnéto-diélectrique,
une assemblée de méta-atomes se comporte comme une assemblée de dipôles. On essaie
dans cette partie de pousser le plus loin possible le parallèle entre la matière classique et
les méta-matériaux constitués d’un réseau d’inclusions résonantes en assimilant le rayon-
nement des méta-atomes à ceux de dipôles électriques et magnétiques.

Nous supposons par la suite que la réponse électrique p est orientée dans la même di-
rection que l’excitation électrique locale El et que la réponse magnétique m est orientée
dans la même direction que l’excitation magnétique locale Hl. Cette hypothèse n’est pas
anodine et sa validité sera discutée plus tard dans ce manuscrit. Cette hypothèse revient
à dire que l’on éclaire le méta-atome avec des champs électriques et magnétiques orien-
tés respectivement dans les directions des vecteurs propres des tenseurs de permittivité
et de perméabilité. L’équation constitutive du matériau peut donc être écrite de la ma-
nière suivante :

D = ε0

εr,xx 0 0
0 εr,yy 0
0 0 εr,zz

E

B = µ0

µr,xx 0 0
0 µr,yy 0
0 0 µr,zz

H

(5.27)

Une hypothèse plus forte mais rarement vérifiée pour les méta-atomes consisterait à
considérer que la réponse est isotrope. Par ailleurs, nous négligeons pour l’instant les
couplages potentiels entre les réponses électriques et magnétiques, hypothèse qui sera
également discutée plus loin.

En considérant que les dipôles sont orientés dans les directions des champs locaux, on
ne s’intéresse alors plus qu’à leurs normes. Puisque nous sommes capable d’extraire ces
moments dipolaires, nous pouvons déduire la polarisabilité électrique et la polarisabilité
magnétique.

αe = p

ε0El
; αm = m

Hl
(5.28)

avec αe la polarisabilité électrique et αm la polarisabilité magnétique. Le lien entre
moment dipolaire et polarisabilité fait intervenir El et Hl, les champs locaux électriques
et magnétiques. Dans le cas présent, le méta-atome est simulé en espace libre, le champ
local est donc égal au champ de l’onde plane d’excitation. Il est donc possible de définir
pour un méta-atome une polarisabilité, qui va fortement dépendre des conditions d’ex-
citation.

Nous disposons grâce à la formule 5.28 de la polarisabilité des méta-atomes dans
les conditions d’excitation de la simulation. Nous avons vu dans la première partie de
ce chapitre que des formules ont été développées permettant de relier la réponse lo-

149



cale d’un atome à la réponse globale d’une assemblée constituée d’un grand nombre de
cet atome. En particulier, la relation de Clausius-Mossotti nous intéresse ici particuliè-
rement, car elle permet de relier la polarisabilité à la permittivité du matériau. Il est
possible de poursuivre l’analogie entre méta-atomes et atomes en appliquant la formule
de Clausius-Mossotti 5.1 à une assemblée de méta-atomes. On utilise un analogue de
Clausius-Mossotti décrit dans [117] pour déterminer la perméabilité magnétique à par-
tir du dipôle magnétique.

εr(ω)− 1
εr(ω) + 2 = p(ω)

3V ε0El
; µr(ω)− 1

µr(ω) + 2 = m(ω)
3V Hl

(5.29)

avec V le volume de la maille unitaire du méta-matériau. On a remplacé dans 5.1 la
densité de particule N par le volume de la maille unitaire en considérant V = 1/N . Une
inversion de ces relations nous permet de déterminer les permittivités et perméabilités
en fonction des moments dipolaires.

ε(ω) =
1 + 2p(ω)

3V ε0El
1− p(ω)

3ε0V El

; µ(ω) =
1 + 2m(ω)

3V Hl

1− m(ω)
3V Hl

(5.30)

A partir d’une simulation d’un méta-atome en espace libre excité par une onde plane,
on propose par cette méthode de déterminer des propriétés effectives d’un métamatériau
constitué de ce méta-atome. Les extractions de moments dipolaires réalisées précédem-
ment dans ce chapitre sont donc exploitables pour réaliser une homogénéisation.

5.4.2 Validation de la méthode

Afin de s’assurer de la validité de la méthode, nous l’avons comparée à une technique
plus classique d’extraction de paramètres équivalents, la méthode de Nicolson et Ross
[104] [106]. Pour cela, nous avons réalisé des simulations d’un réseau complet du méta-
atome en 3D sous le logiciel COMSOL.

La simulation sous COMSOL du réseau de méta-atome est réalisée à l’aide de l’outil
de Conception Assistée par Ordinateur (CAO) du logiciel. Notre méthode reposant sur
l’hypothèse que le champ proche d’un méta-atome est constitué de la contribution d’un
matériau environnant homogène, la simulation devrait idéalement porter sur un réseau
3-D de taille infinie. Des conditions périodiques sur les bords permettent d’étendre à l’in-
fini selon les directions transverses un réseau 1-D : notre réseau 1-D est ainsi constitué de
6 méta-atomes dans la direction de propagation de l’onde, ce qui nous a permis d’obtenir
à partir d’un réseau 1*1*6 un équivalent de∞*∞*6. Il serait intéressant d’augmenter le
nombre de méta-atomes dans la direction de propagation afin de nous rapprocher d’un
milieu 3d infini mais cela devient trop coûteux en termes de calcul.

L’extraction des paramètres de réflexion et de transmission permet par inversion de
Nicolson-Ross de retrouver la permittivité et la perméabilité complexes effectives de
l’échantillon de métamatériau. Cependant, cette méthode a pour inconvénient l’appari-
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Figure 5.11 – Résultats de l’homogénéisation d’une spirale plate éclairé sous une pola-
risation naturelle. Les deux méthodes d’homogénéisations trouvent des
résultats similaires : une résonance magnétique.

tion de sauts de propriétés, en particulier à haute fréquence et lorsqu’il y a des réso-
nances. Ces sauts de propriétés sont des artefacts de calculs dus à une indétermination
dans la phase de l’onde à 2π près. Ainsi, il n’est pas possible par seule analyse des co-
efficients de Fresnel de connaître avec certitude la phase de l’onde dans le matériau,
ce qui empêche la détermination de l’indice optique équivalent et de la permittivité
et la perméabilité effectives. Afin de conserver l’unicité de la solution après inversion
des relations de Fresnel, une méthode pas-à-pas de [105] a été utilisée. Par cette mé-
thode on permet à l’algorithme de prendre en compte le fait que la phase de l’onde peut
avoir changé d’un angle supérieur à π au cours de sa propagation dans l’échantillon
étudié. Pour mettre en oeuvre cette méthode, il est nécessaire de réaliser un balayage
en fréquence commençant à suffisamment basse fréquence pour ne pas être confronté
à l’indétermination. On incrémente ensuite la phase de l’onde en comparant la phase
à la fréquence fn à la phase à la fréquence fn+1 . En procédant ainsi avec des pas de
fréquence suffisamment petits, on lève l’indétermination en prenant en compte la phase
réelle de l’onde et non sa valeur modulo 2π.

Nous avons comparé les deux méthodes pour la spirale plate décrite dans le tableau
5.6 et représentée à la figure 5.11. Elle nous permet de dresser plusieurs constats. On
observe tout d’abord que les résultats concordent plutôt bien : la méthode par analyse du
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Figure 5.12 – Moments dipolaires d’une spirale plate éclairé sous une polarisation non-
naturelle. On observe une réponse magnétique orientée selon l’axe z tandis
que la méthode d’homogénéisation scalaire requière une réponse selon
l’axe y, colinéaire à l’excitation magnétique.

rayonnement prédisait un comportement principalement magnétique que l’on retrouve
effectivement par la méthode de Nicolson et Ross. On observe de faibles fluctuations de
permittivité tandis qu’une résonance importante est bien visible en perméabilité, à la
fréquence prédite par l’étude multipolaire.

D’autres approches prennent en compte la contribution des proches voisins de ma-
nière analytique par intégration des fonctions de Green permettant de déduire des coef-
ficients de couplages [111] [118]. Une approche similaire pourrait permettre d’obtenir
de meilleurs résultats pour des paramètres de maille faible en prenant en compte de
manière plus précise les couplages entre méta-atomes.

5.4.3 Limites du modèle

Afin de mettre en évidence les limites du modèle scalaire, nous avons mis au point un
cas d’étude pour lequel la méthode ne fonctionne pas. Dans ce cas d’étude, la spirale est
éclairée par une polarisation non "naturelle". Ainsi la réponse électrique et la réponse
magnétique ne sont pas orientées selon les champs électriques et magnétiques incidents.
Les résultats comparant la méthode scalaire et la méthode de Nicolson-Ross sont don-
nées pour la spirale plate à la figure 5.13. La décomposition multipolaire donnée dans la
figure 5.12 met en évidence un effet de bianisotropie qui n’est prise en compte ni dans la
méthode de Nicolson-Ross ni dans la méthode d’inversion de Clausius-Mossotti scalaire.
Afin de déterminer les proprités effectives de particules à comportement dipolaire dans
le cas général, il est nécessaire de prendre en compte une équation constitutive plus
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Figure 5.13 – Résultats de l’homogénéisation d’une spirale plate éclairé sous une pola-
risation non-naturelle. On observe une mauvaise concordance entre les
méthodes d’homogénéisation, car les hypothèses faites sur les orientations
des dipôles induits ne sont pas valides.
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générale que celle donnée par l’équation 5.27.

5.5 Homogénéisation bi-anisotrope

5.5.1 Méthode

Dans cette partie l’objectif consiste à prendre en compte une équation constitutive très
générale permettant de décrire n’importe quel réseau de méta-atome. Prenons l’équation
générale des matériaux bi-anisotropes telle que décrite dans [50] :(

D
B

)
=
(
ε a

b µ

)(
E
H

)
(5.31)

Dans cette équation matricielle, 36 paramètres sont à déterminer pour connaître par-
faitement le comportement du matériau. La polarisabilité d’un méta-atome dans ces
conditions prend une forme similaire :(

p
m

)
=
(

αe αem
αme αm

)
.

(
Eloc

Bloc

)
(5.32)

Le vecteur de gauche est constitué des moments dipolaires électriques et magnétiques,
tandis que le vecteur de droite est constitué des champs locaux. La matrice centrale
est composée de 36 coefficients de polarisabilité décrivant la réponse du méta-atome
aux champs extérieurs appliqués. Comme pour la méthode scalaire, il est nécessaire de
réaliser la simulation d’un méta-atome en espace libre pour pouvoir déterminer ses co-
efficients de polarisabilité. Cependant, avec une seule condition d’éclairage il n’est pas
possible de déterminer l’ensemble des paramètres. Ainsi, des simulations sous différentes
polarisations et incidences seront nécessaires pour acquérir suffisamment d’informations
pour déterminer tous les paramètres de la matrice.

En réalisant 6 simulations différentes impliquant des ondes planes de différentes po-
larisations et incidences, on peut construire l’équation matricielle suivante à partir de
l’équation 5.32 :

R =
(

αe αem
αme αm

)
.S (5.33)

avec

R =



p1
x p2

x p3
x p4

x p5
x p6

x

p1
y p2

y p3
y p4

y p5
y p6

y

p1
z p2

z p3
z p4

z p5
z p6

z

m1
x m2

x m3
x m4

x m5
x m6

x

m1
y m2

y m3
y m4

y m5
y m6

y

m1
z m2

z m3
z m4

z m5
z m6

z


; S =



E1
x E2

x E3
x E4

x E5
x E6

x

E1
y E2

y E3
y E4

y E5
y E6

y

E1
z E2

z E3
z E4

z E5
z E6

z

B1
x B2

x B3
x B4

x B5
x B6

x

B1
y B2

y B3
y B4

y B5
y B6

y

B1
z B2

z B3
z B4

z B5
z B6

z


(5.34)

Les matrices R et S sont obtenues par concaténation des vecteurs des 6 différentes
simulations :
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— R la matrice de réaction, définie pour i=1 à 3 par Rij = pij et pour i=4 à 6
par Rij = mi

j , en notant pij et mi
j la jeme composante du dipole électrique et

magnétique pour la ieme simulation.
— S la matrice source définie pour i=1 à 3 par Rij = Eij et pour i=4 à 6 par Rij = Bi

j ,
en notant Eij et Bi

j la jeme composante du champ local électrique et magnétique
pour la ieme simulation.

Les simulations sont réalisées en espace libre,on fait donc l’hypothèse comme pré-
cédemment que le champ local correspond au champ de l’onde plane d’excitation. On
définit un jeu de 6 ondes planes indépendantes polarisées linéairement, ce qui nous per-
met d’obtenir une matrice S inversible. Pour la suite de cette partie, nous avons choisi
les ondes planes définies dans la matrice S suivante :

S =



E E 0 0 0 0
0 0 E E 0 0
0 0 0 0 E E
0 0 E/c 0 E/c 0
E/c 0 0 0 0 −E/c

0 −E/c 0 −E/c 0 0


(5.35)

Avec E l’amplitude du champ électrique de l’onde incidente, identique dans tous les
cas de figure et c la vitesse de la lumière dans le vide. On vérifie informatiquement que la
matrice S est bien inversible, ce qui signifie que les ondes planes choisies n’apportent au-
cune information redondante et qu’aucune configuration ne peut être obtenue par com-
binaison linéaire des autres. La matrice R, quant à elle, est déterminée par extraction des
moments dipolaires électriques et magnétiques dans les 6 simulations. On détermine les
polarisabilités grâce à une inversion de la matrice S dans l’équation 5.33. Nous poursui-
vons alors notre raisonnement en cherchant à lier ce tenseur de polarisabilité anisotrope
au tenseur des propriétés homogénéisées de l’équation constitutive 5.31.

En poursuivant l’analogie avec la méthode scalaire, il est nécessaire de construire
un analogue bi-anisotrope de la relation de Clausius-Mossotti, permettant de lier les
coefficients de polarisabilité aux coefficients de l’équation 5.31. Dans un premier temps
on cherche à établir un lien entre les moments dipolaires et les champs électrique et
magnétique, à l’aide des coefficients de polarisabilité. En considérant un réseau de méta-
atomes, le champ local ne sera plus égal au seul champ de l’onde incidente mais au
contraire la contribution des voisins est impactante. En prenant des hypothèses similaires
à celles faîtes dans le paragraphe précédent, on peut écrire le champ local électrique.

Eloc = E + P
3ε0

(5.36)

avec P la polarisation électrique du milieu. L’analogue magnétique tel que défini dans
la référence [117] nous donne :

Bloc = B− 2µ0M
3 (5.37)

Il est possible de lier les polarisations électrique et magnétique aux moments dipo-
laires des méta-atomes en faisant intervenir le volume V d’une maille unitaire :
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P = p
V

M = m
V

(5.38)

Le champ local peut alors être remplacé dans l’équation 5.32 en utilisant les équations
5.36 et 5.37 :

(
p
m

)
=
(

αe αem
αme αm

)
.


E + p

3V ε0

B− 2µ0m
3V

 (5.39)

Après quelques manipulations de l’équation 5.39 on obtient l’équation liant les mo-
ments dipolaires au champs électrique Eb et magnétique Bb de l’onde plane.

(
p
m

)
=

I6 −
(

αe αem
αme αm

)
.


1

3V ε0
I3 0

0 −2µ0
3V I3



−1

.

(
αe αem
αme αm

)
.

(
Eb

Bb

)
(5.40)

Nous avons donc obtenu tel que nous le souhaitions, l’équation liant les moments
dipolaires au champs électrique et magnétique en utilisant la polarisabilité des méta-
atomes. Afin de manipuler plus simplement cette équation par la suite, nous introduisons
les notations suivantes : (

p
m

)
=
(

α
′
e α

′
em

α
′
me α

′
m

)
.

(
Eb

Bb

)
(5.41)

Les coefficients α′ sont déduits par identification avec l’équation 5.40. On peut alors
vérifier que si le volume V de la cellule unité augmente, alors les nouvelles pseudo-
polarisabilités définies dans 5.41 tendent vers les polarisabilités de l’équation 5.32.(

α
′
e α

′
em

α
′
me α

′
m

)
V−→+∞−−−−−→

(
αe αem
αme αm

)
(5.42)

L’équation 5.42 exprime le fait que si la densité de méta-atome est très faible dans le
méta-matériau, alors l’effet des voisins sur le champ local de l’une des particules sera
négligeable. Dans ce cas, le champ local est égal au champ de l’onde plane incidente.

Il nous reste désormais à manipuler l’équation 5.31 afin d’obtenir une équation si-
milaire à 5.40 utilisant des susceptibilités plutôt que les polarisabilités. Définissons les
tenseurs de susceptibilités bi-anisotropes :

P = ε0χe.E + ε0χem.H
M = χm.H + χme.E

(5.43)

Cette définition fait intervenir les champs de l’onde incidente et les vecteurs polarisa-
tion P et M que l’on peut facilement relier aux moments dipolaires grâce à l’équation
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5.38. Il nous reste maintenant à changer le champ H en un champ B pour pouvoir procé-
der à une identification avec l’équation 5.40. Le lien entre ces deux grandeurs est obtenu
grâce à l’équation constitutive 5.31 :

B = b.E + µ.H (5.44)

Cette équation peut être réécrite :

B = µ0χme.E + µ0
(
I3 + χm

)
.H (5.45)

Il est alors possible d’isoler H et de l’écrire en fonction de B et E :

H = 1
µ0

(
I3 + χm

)−1
. (B− µ0χmeE) (5.46)

On peut remplacer H avec l’expression 5.46 dans l’équation 5.43, le système peut être
écrit sous forme matricielle :

1
V

(
p
m

)
=


ε0

(
χe − χem

(
I3 + χm

)−1
χme

)
ε0
µ0
χem

(
I3 + χm

)−1

χme − χm
(
I3 + χm

)−1
χme

χm
µ0

(
I3 + χm

)−1

 .
 E

B


(5.47)

Les équations 5.40 et 5.47 lient toutes les deux la réponse microscopique dipolaire
d’un méta-atome avec les champs extérieurs. On peut alors effectuer une identification
bloc par bloc afin de lier les grandeurs microscopiques aux grandeurs macroscopiques.

Bloc 22 : χm =
(
I3 −

µ0
V
α
′
m

)−1 µ0
V
α
′
m

Bloc 12 : χem = µ0
ε0V

α
′
em

(
I3 + χm

)

Bloc 21 : χme =
[
I3 − χm

(
I3 + χm

)−1
]−1 α

′
me

V

Bloc 11 : χe = α
′
e

V ε0
+ χem

(
I3 + χm

)−1
χme

(5.48)

Le premier bloc à calculer est le bloc 22 permettant d’obtenir la susceptibilité χm
nécessaire au calcul des autres blocs. Ensuite, les blocs 12 et 21 peuvent être calculés afin
d’obtenir χem et χme. Enfin, le bloc 11 permet de trouver χe. Une fois les susceptibilités
calculées, il ne reste plus qu’à calculer les tenseurs de permittivité, perméabilité et de
couplage électrique-magnétique grâce à l’équation 5.49 :
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ε = ε0
(
I3 + χe

)
µ = µ0

(
I3 + χm

)
a = ε0χem

b = µ0χme

(5.49)

Dans cette partie nous avons donc trouvé un analogue de la relation de Clausius-
Mossotti qui est valide pour tous les matériaux bi-anisotropes qui vérifient l’équation
constitutive 5.31. A l’aide des équations développées ici, il devient possible pour tout
méta-matériau bi-anisotrope de calculer des paramètres homogénéisés. Afin de réali-
ser ce calcul, des simulations sous différentes conditions d’excitations sont nécessaires,
contrairement à la méthode scalaire qui n’a besoin que d’une seule simulation.

5.5.2 Critère de chiralité

La mise au point de cette méthode d’analyse bi-anisotrope est motivée par la nécessité
de connaître correctement le comportement des métamatériaux, quelle que soit l’excita-
tion électromagnétique. En particulier, cet aspect est primordial lorsque l’on s’intéresse
à l’intégration de métamatériaux dans des systèmes complexes tels que les capes d’in-
visibilité ou les super-lentilles. Pour toutes ces applications, la bi-anisotropie n’est pas
recherchée bien qu’elle soit parfois utilisée pour créer des permittivités et perméabilités
effectives proches de zéro [53] [51]. Dans le cas général, un revêtement d’optique trans-
formationnelle est supposé être fonctionnel pour toute incidence et toute polarisation.
Nous ne pouvons donc pas nous appuyer sur ces approches car elles ne sont pas robustes
en incidence. En outre, nous sommes à la recherche de métamatériaux présentant une
chiralité la plus faible possible. Afin de pouvoir juger de la pertinence des méta-atomes,
nous avons mis au point un indicateur de chiralité, construit comme le rapport des ré-
ponses chirales et non-chirales :

C = 1
2

(
1
Z0

||χem||
||χe||

+ Z0
||χme||
||χm||

)
(5.50)

L’impédance du vide Z0 intervient car il est égal au rapport entre le champ E et le
champ H d’excitation. Le premier terme de 5.50 est le rapport de susceptibilité chirale
et non chirale en réaction à une excitation électrique, tandis que le deuxième terme
est ce même rapport de susceptibilité en réaction à une excitation magnétique. Nous
avons construit le critère comme étant une moyenne arithmétique de ces deux termes.
La norme matricielle utilisée dans cette définition pour les tenseurs de susceptibilité est
la norme de Frobenius explicitée dans 5.51

||A|| =
√
trace(A∗A) (5.51)

avec A∗ la transposée de la matrice conjuguée.
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5.5.3 Application au cas de la spirale plate

Afin de valider notre méthodologie bi-anisotrope, nous l’avons appliquée au cas de
la spirale plate présentée dans le tableau 5.1. Les simulations sont réalisées dans des
conditions analogues à celle présentées dans la partie précédente, dans laquelle le méta-
atome est simulé en espace libre et est entouré de PML pour simuler l’espace infini. On
réalise la simulation pour 6 conditions d’excitation différentes et on extrait le champ
électrique vectoriel en 8 points pour chacune d’entre elles.

Il est alors possible de déterminer les moments dipolaires électriques et magnétiques
à chaque fréquence d’étude et pour chaque condition d’éclairage du méta-atome, puis
d’en déduire les tenseurs de polarisabilité grâce à l’équation 5.33. Ensuite on calcule
les pseudo-tenseurs de polarisabilité à l’aide des formules 5.40 et 5.41. Finalement, on
trouve grâce aux équations de 5.48 les tenseurs de susceptibilité, puis la permittivité, la
perméabilité et les tenseurs de couplage à l’aide de 5.49.

Les résultats du calcul avec la spirale plate comme méta-atome sont donnés sur la
figure 5.14 pour la perméabilité et la permittivité et sur la figure 5.15 pour les tenseurs
de couplage. Nous avons à nouveau pris comme paramètre de maille 2.8 cm, ce qui
est relativement faible au regard des dimensions du méta-atome. Ce choix nous permet
d’obtenir une densité élevée de particules dans le méta-matériau et ainsi espérer une
réponse forte de celui-ci. Les données des figures 5.14 et 5.15 sont exposées sous forme
tensorielle sur toute la plage de fréquence d’étude.

On observe tout d’abord que les tenseurs de permittivité et de perméabilité sont nuls
en dehors de la diagonale sur toute la plage de fréquence d’étude. Ceci signifie que les
vecteurs x, y et z sont les vecteurs propres de ces tenseurs. C’est un constat plutôt ras-
surant étant donné que la géométrie a été réalisée en prenant comme repère ces trois
vecteurs.

La réponse diélectrique est relativement stable en fréquence, au dessus de l’unité en x
et en y, à environ 1.5, tandis qu’elle est à 1 selon z. Il est facile d’expliquer ce phénomène
par une analyse géométrique de la spirale : la dimension selon x et y est de l’ordre de 2
cm, tandis qu’elle n’est que de 1 mm, soit 20 fois moins, selon z. Il est donc possible de
générer un moment dipolaire électrique plus élevé dans les directions x et y que dans la
direction z.

Le tenseur de perméabilité possède des propriétés plus intéressantes que le tenseur
de permittivité. Les composantes selon x et y sont stables en fréquences et proches de
l’unité tandis que la composante selon z voit apparaître une résonance de type lorent-
zienne. Grâce à cette résonance, la perméabilité µzz prend des valeurs proches de zéros,
voire négatives, sur une plage de fréquence autour de la fréquence de résonance. Ceci
permet d’imaginer des potentielles applications de ce méta-atome pour la réalisation de
matériaux à mu faible (Mu Near Zero) ou de matériau à mu négatif.

Les tenseurs de couplage a et b donnés dans la figure 5.15 sont nuls partout sauf en
position 13 et 23 pour le tenseur a et en position 31 et 32 pour le tenseur b. Cela montre
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Permittivités 

Perméabilités 

Figure 5.14 – Application de la méthode bianisotrope à la spirale plate : tenseurs de
permittivités (en haut) et perméabilités (en bas). On observe que seuls
les éléments diagonaux sont non-nuls.
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Tenseur a 

Tenseur b 

Figure 5.15 – Application de la méthode bi-anisotrope à la spirale plate : tenseur a (en
haut) et tenseur b (en bas). Seuls les coefficients a13 et a23 sont non nuls
pour le tenseur a de même pour le tenseur b avec les coefficients b31 et b32.
On remarque également que a13 = −b31 et a23 = −b32, ce qui nous permet
de vérifier pour ce matériau la relation d’Onsager Casimir : ce matériau
est donc réciproque, conformément à ce qui pouvait être attendu.
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bien que cette particule présente une certaine chiralité que notre méthode d’extraction
permet de déceler et de quantifier.

Il est difficile de comparer ces résultats à la méthode de Nicolson et Ross puisqu’il ne
semble pas au premier abord que le méta-matériau puisse être assimilé à un magnéto-
diélectrique classique étant donné les tenseurs de couplage a et b. Pour valider nos
résultats, nous pouvons cependant nous tourner vers des études analytiques et en parti-
culier nous nous intéressons à l’étude d’Isik et Esselle [119] décrivant le comportement
bi-anisotrope de spirales monofilaires, bifilaires, trifilaires et quadrifilaires. Nous étu-
dions ici une spirale monofilaire et nos résultats peuvent être confrontés à leurs calculs
théoriques pour validation. D’après [119], le tenseur des propriétés effectives d’un méta-
matériau constitué d’un réseau cubique de spirales monofilaires est de la forme :

(
ε a

b µ

)
=



ε0εr11 ε0εr12 0 0 0 a13
ε0εr21 ε0εr22 0 0 0 a23

0 0 ε0εr33 0 0 0
0 0 0 µ0µr11 µ0µr12 0
0 0 0 µ0µr21 µ0µr22 0
b31 b31 0 0 0 µ0µr33


(5.52)

Nous pouvons constater que nos résultats semblent en accord avec la théorie sur ce
point. Les composantes nulles selon Isik et Esselle le sont aussi pour nous d’après la figure
5.15. De plus, le principe d’Onsager-Casimir [120] [121] [122] prédit une relation liant
les tenseurs a et b :

a = −b
T

(5.53)

On observe bien les égalités a13 = −b31 et a23 = −b32 sur toute la bande fréquentielle,
tandis que toutes les autres composantes sont nulles. Les résultats obtenus par notre
méthode ne présupposaient pas de la réciprocité du méta-matériau, mais le fait de sa-
tisfaire au principe de réciprocité d’Onsager-Casimir est une validation supplémentaire
puisqu’aucun matériau non-réciproque n’est ici utilisé.

5.5.4 Application du critère de chiralité

D’après [119], la spirale monofilaire est chirale tandis que les spirales bifilaires, trifi-
laires et quadrifilaires ne le sont pas. Afin de tester la validité de notre approche ainsi
que celle de notre critère de chiralité, nous calculons le critère de chiralité sur la spirale
plate monofilaire présentée précédemment et sur une spirale bifilaire. Nous nous atten-
dons à trouver un critère de chiralité plus élevé dans le cas monofilaire tandis qu’il doit
être négligeable au premier ordre dans le cas bifilaire.

Les résultats du calcul de chiralité sont présentés à la figure 5.16 et confirment les cal-
culs réalisés par Isik et Esselle [119] : on observe une chiralité non nulle dans le cas de
la spirale monofilaire, tandis que la spirale bifilaire ne l’est pratiquement pas. Ce constat
avait été prédit en considérant la symétrie de la structure bifilaire que ne possède pas
la structure monofilaire. La chiralité représente selon notre critère jusqu’à 60% de la
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Monofilar spirale
Bifilar spirale

Figure 5.16 – Comparaison entre le coefficient de chiralité pour la spirale monofilaire
et la spirale bifilaire. On remarque que la réponse chirale de la spirale
monofilaire atteint jusqu’à 60% de la réponse totale du méta-matériau
à la fréquence de résonance tandis qu’il n’est que d’environ 3% à cette
même fréquence pour la spirale bifilaire.

puissance rayonnée dans le cas monofilaire tandis qu’elle n’excède pas 3% dans le cas
bifilaire.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé les méthodes d’homogénéisation de matériaux
composites électromagnétiques. Diverses lois de mélanges ont été développées depuis
le XXème siècle afin de définir des paramètres effectifs traduisant le comportement ho-
mogénéisé. Nous avons cherché à mettre au point une méthode d’étude des métama-
tériaux se basant sur la décomposition multipolaire de leur champ lointain. La mise en
place d’une équation matricielle nous a permis de réaliser à l’aide de seulement quelques
points d’extraction une décomposition du champ à l’ordre 1 et à l’ordre 2. Cette approche
peut se généraliser à l’ordre n.

A l’aide de cette décomposition multipolaire, nous avons, par inversion de la rela-
tion de Clausius-Mossotti, déterminé les permittivités et perméabilités équivalentes d’un
réseau de la particule unitaire. Ces équations permettent de faire le lien entre le com-
portement microscopique de la particule et la réponse macroscopique du matériau. Cette
méthode d’homogénéisation est ensuite généralisée aux matériaux bi-anisotropes, ce qui
élargit considérablement son domaine de validité et permet d’affiner la compréhension
physique du comportement des méta-atomes.
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6 Adaptation fréquentielle d’une cape
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6.1 Introduction

Nous avons vu dès le premier chapitre que des permittivités et perméabilités rela-
tives proches de 0 sont requises dans la réalisation de capes d’invisibilité. Nous avons
par la suite évoqué dans les chapitres 4 et 5 un moyen permettant d’obtenir ces va-
leurs inférieures à l’unité via l’utilisation de réseaux d’inclusions résonantes. Cependant,
la dispersion en fréquence de ces méta-matériaux réduit considérablement la bande de
fonctionnement que l’on peut espérer obtenir sur une cape qui en serait composée. En ef-
fet, il n’est à priori pas possible d’obtenir ces valeurs sur une large bande de fréquences
puisque ces comportements n’apparaissent que lorsque la structure est résonante, et
donc très dispersive par définition. Nous subissons par conséquent la dispersion des
méta-matériaux ENZ et MNZ dans les capes d’invisibilité.

Nous montrons dans ce chapitre l’impact de la dispersion des méta-matériaux consti-
tuant une cape sphérique sur le fonctionnement de cette dernière. Nous proposons en-
suite une méthodologie permettant, de concevoir une cape d’invisibilité sphérique modi-
fiée de sorte à ce qu’elle fonctionne sur une large bande de fréquences, et ce malgré la
dispersion fréquentielle du revêtement. Cette méthodologie a fait l’objet en 2019 d’une
publication dans Nature Scientific Reports [123].
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6.2 Impact de la dispersion fréquentielle sur la bande de
fonctionnement

6.2.1 État de l’art

Dans cette partie nous cherchons à évaluer l’impact de la dispersion fréquentielle des
ENZ et MNZ sur la bande de fonctionnement d’une cape d’invisibilité sphérique. Des
travaux semblables ont été réalisés sur ce sujet [124] [125] et mettent en évidence le
fait que les revêtements d’OT ne fonctionnent de ce fait que sur des bandes très étroites.

Kildishev et al. ont publié une étude en 2009 [126] dans laquelle est traitée la pro-
blématique de l’ingénierie de la dispersion. Sous condition d’une approximation d’ordre
1 de la dispersion fréquentielle du revêtement d’invisibilité, les auteurs donnent une
formule permettant de lier la transformation d’espace à la fréquence d’excitation. Ils par-
viennent ainsi à une condition sur la dispersion permettant le fonctionnement de la cape
sur une bande de fréquences, mais concluent cependant par la suite qu’il est très im-
probable de parvenir à satisfaire cette condition. Par ailleurs, Rajput et Srivastava [127]
ont réalisé une simulation d’une cape cylindrique ayant une bande de fonctionnement
élargie grâce à une approche perturbative similaire.

Nous cherchons dans ce chapitre à élargir la bande de fonctionnement d’une cape
d’invisibilité sphérique en prenant en compte dès le départ que les permittivités et per-
méabilités sous-unitaires seront dispersives en fréquence.

6.2.2 Définition du cas d’étude

Afin d’évaluer les effets de la dispersion des matériaux sur l’efficacité d’un revêtement
d’OT, nous avons réalisé une étude en fréquence d’un revêtement d’invisibilité sphérique
dont les propriétés électromagnétiques dans les directions radiales sont dispersives. L’ob-
jectif de cette étude consiste à comprendre la sensibilité en fréquence d’une cape d’invi-
sibilité et de répondre aux interrogations concernant la largeur de la bande de fonction-
nement. Ce type de simulation peut nous permettre d’illustrer le fait qu’une permittivité
ou une perméabilité sous-unitaire ne peuvent être obtenues que sur une bande de fré-
quences très étroite par des matériaux ou des méta-matériaux.

Considérons une cape d’invisibilité sphérique dont la transformation géométrique est
donnée par une compression radiale :

f(r) = r −R1
R2 −R1

R2 (6.1)

Le profil de permittivité à réaliser dépend de la position dans le revêtement : étant
données la géométrie et la transformation utilisée, ce profil présente une symétrie cen-
trale, nous pouvons donc l’exprimer en fonction du rayon, comme indiqué sur la figure
6.1. On note que la permittivité radiale dans ce revêtement est inférieure à l’unité dans
toute la cape. Afin de réaliser de telles propriétés dans le revêtement, nous faisons l’hypo-
thèse d’avoir recours à des métamatériaux résonants, tels que ceux développés dans les
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Figure 6.1 – Permittivités radiale et orthoradiale dans la cape d’invisibilité sphérique.
Dans cet exemple, la valeur du rayon de la sphère cachée vaut 5cm, tandis
que le rayon externe du revêtement vaut 10cm. La permittivité orthoradiale
est constante égale à 2 et la permittivité radiale tend vers 0 à mesure que
l’on se rapproche de la zone cachée.
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Figure 6.2 – Représentation de la permittivité d’un matériau de type plasma aux abords
de sa fréquence de coupure. Dans ce graphe, nous avons représenté un
plasma dont le produit ωpτ est égal à 10. Dans la suite de l’étude, nous
ferons comme approximation que le produit ωpτ est très grand devant 1.
Ainsi, les pertes sont négligées et la permittivité est réelle.

chapitres 3 et 4 de ce manuscrit. Nous pouvons imaginer, sans en détailler la structure,
qu’une cape d’invisibilité sphérique soit constituée d’un réseau de particules résonantes
permettant de réaliser les propriétés ENZ et MNZ requises. Nous n’allons pas ici lister
tous les différents profils de dispersions envisageables : prenons pour l’exemple une per-
mittivité et une perméabilité radiale dont le profil de dispersion se comporte comme un
plasma près de sa fréquence de résonance, tel que celui présenté sur la figure 6.2. Après
la fréquence plasma, la remontée entre 0 et 1 de la permittivité et/ou de la perméabilité
dans ce type de profil permet de créer localement les valeurs comprises entre 0 et 1,
recherchées pour la fabrication du revêtement.

Nous définissons un profil de permittivité et perméabilité sans pertes, ce qui corres-
pond par exemple à un métal de Drude dont le produit entre la pulsation plasma et
le temps de relaxation ωpτ est très grand devant l’unité. Bien que non-physique, cette
hypothèse nous permet de nous affranchir l’influence des pertes sur l’efficacité du revê-
tement. Pour une étude plus poussée concernant l’utilisation d’un matériau réel, la prise
en compte des pertes serait bien entendu nécessaire à l’évaluation des performances.
L’équation 6.2 donne la partie réelle de la permittivité et de la perméabilité à proximité
de la pulsation plasma.

εplasma(ω) = µplasma(ω) = 1−
ω2
p

ω2 (6.2)

La permittivité radiale dépend de l’éloignement par rapport au centre du système :
l’idée consiste à faire correspondre à chaque valeur de r une pulsation plasma données
afin que la valeur cible soit atteinte à la fréquence f0. La figure Fig.6.3 montre le profil
de dispersion pour quelques matériaux présentant cette dispersion fréquentielle. A la
frontière entre le revêtement d’invisibilité et la zone masquée, la valeur cible pour la
permittivité radiale est de 0 : le matériau approprié est donc celui dont la fréquence
plasma est égale à la fréquence cible. En s’éloignant du bord interne vers le bord externe
du revêtement, on ajuste la valeur cible de permittivité en faisant diminuer progressive-
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Figure 6.3 – Permittivité de plusieurs matériaux de type plasma, en fonction de la
fréquence. Il est possible en jouant sur la pulsation plasma des matériaux
dans le revêtement, d’obtenir n’importe quelle valeur de permittivité radiale
entre 0 et 1 à une fréquence donnée. Ici, les matériaux représentés prennent
des valeurs de 0 à 0.5 à la fréquence nominale de 1GHz.

Figure 6.4 – Fréquence plasma en fonction de la position dans le revêtement d’invisibilité.
Cette fréquence est imposée de sorte à ce que l’invisibilité soit effective à
une fréquence de 1GHz.

ment la pulsation plasma locale du revêtement.

On obtient donc la relation entre le rayon et la fréquence plasma du pseudo-matériau
décrivant la permittivité radiale en égalisant l’équation 6.2 avec la permittivité radiale à
atteindre.

1− ωp(r)2

ω2
0

= R2
R2 −R1

(
r −R1
r

)2
(6.3)

On résout cette équation en ωp, ce qui nous donne la relation entre pulsation plasma et
position dans le revêtement :

ωp(r) = ω0

√
1− R2

R2 −R1

(
r −R1
r

)2
(6.4)
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Figure 6.5 – Cartes de champs électrique à 0.5, 1 et 2 GHz d’une sphère métallique avec
et sans revêtement d’invisibilité. Le revêtement est conçu pour fonctionner
à 1GHz. Sa permittivité radiale est dispersive en fréquence, ce qui rend le
système fonctionnel sur une bande fréquentielle très étroite.

6.2.3 Résultats de la simulation et analyse

Les simulations du revêtement dispersif en fréquence sont réalisées sous COMSOL
Multiphysics à l’aide du module RF. Deux simulations différentes sont réalisées : une si-
mulation de la sphère métallique seule, sans revêtement ainsi qu’une simulation de cette
même sphère avec le revêtement d’invisibilité conçu pour fonctionner à 1GHz. L’excita-
tion électromagnétique est une onde plane progressive se propageant dans l’espace libre.
Une PML à géométrie sphérique (Perfectly Matched Layer) modélise l’espace libre à l’in-
fini.

Les résultats de la simulation sont donnés pour trois valeurs de fréquence à la figure
6.5. On remarque qu’à 1GHz, fréquence pour laquelle le revêtement a été réalisé, le phé-
nomène de cloaking est bien présent : la carte de champ électrique correspond à ce que
l’on retrouve habituellement pour les capes sphériques. A 0.5 et 2 GHz, la cape d’invisi-
bilité ne semble plus jouer correctement son rôle. En effet, on remarque que la norme
du champ électrique n’est pas constante égale à 1 en dehors du revêtement, comme
elle devrait l’être. Ici, les variations importantes dans l’intensité du champ proche sont la
conséquence de la dispersion des matériaux présents dans le revêtement. A 0.5 ou 2GHz,
la cape ne joue plus correctement son rôle puisque les valeurs cibles de permittivité et
perméabilité radiales données par la figure 6.1 ne sont pas respectées. On observe à
2GHz une zone d’ombre importante en "forward", c’est-à-dire derrière le système en sui-
vant la direction d’éclairement. Cette ombre importante traduit le fait que le revêtement
d’invisibilité non-adapté constitue un obstacle plus volumineux, qui perturbe davantage

169



Figure 6.6 – SER bistatique et atténuation en dB d’une sphère avec et sans cape
d’invisibilité. Les propriétés du revêtement sont dispersives dans la direction
radiale et la fréquence de fonctionnement est de 1GHz. L’atténuation à
cette fréquence est de -15dB.

la propagation des ondes que ne le fait la sphère métallique seule.

Les surfaces équivalentes radar des dispositifs avec et sans cape sont données dans
la figure 6.6. On note une très faible SER pour le dispositif revêtu autours de 1 GHz,
la fréquence nominale de fonctionnement. Autour de cette fréquence, la SER augmente
très rapidement et dépasse très largement celle de l’objet non revêtu. On valide donc le
constat fait à haute fréquence sur les cartes des champs de la figure 6.5.

D’après la figure 6.7, la bande d’atténuation à -10dB est comprise entre 0.93 et 1.06
GHz : la largeur d’intérêt potentiel de ce système n’excède donc pas 10% de largeur de
bande. En dehors de la bande [0.73 GHz ; 1.24 GHz] , la SER du système avec revêtement
est supérieure à celle du système sans revêtement. Ce phénomène est principalement dû
au fait que les dimensions de la sphère revêtue sont supérieures à celles de la sphère
métallique, ce qui lui confère une SER plus importante. La réalisation d’une cape d’in-
visibilité à l’aide de matériaux ou méta-matériaux dispersifs en fréquence semble donc
fortement limitée en termes de bande de fonctionnement. Le cas simplifié que nous ve-
nons d’étudier, dans lequel la permittivité et la perméabilité radiale suivent des profils
de type plasma, montre un cas pour lequel la bande d’utilisation n’excède pas les 10%
autour de la fréquence centrale.
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Figure 6.7 – Bande de fonctionnement de la cape d’invisibilité sphérique dispersive en
fréquence. L’atténuation à 1GHz est de -65dB.

6.3 Adaptation en fréquence de la cape

6.3.1 Équations d’état de la cape d’invisibilité sphérique

Nous avons vu dans le chapitre 1 qu’une déformation géométrique de l’espace décrite
par une fonction T est équivalente à un revêtement présentant les propriétés décrites
dans les équations 6.5 et 6.6.

ε = J
−1
T εmilieu J

−T
T

det(JT
−1

)
(6.5)

µ = J
−1
T µmilieu J

−T
T

det(J
−1
T )

(6.6)

J
−1
T est la matrice jacobienne inverse de la transformation d’espace utilisée et J

−T
T sa

transposée, tandis que εmilieu et µmilieu représentent les tenseurs de permittivité et de
perméabilité du milieu que l’on veut mimer. Dans le cas classique où l’on souhaite rendre
invisible l’objet placé sous le revêtement, les propriétés du milieu sont données par les
équation 6.7 et 6.8.

εmilieu = ε0I3 (6.7)

µmilieu = µ0I3 (6.8)

avec ε0 et µ0 respectivement la perméabilité magnétique et la permittivité diélectrique
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du vide et I3 la matrice identité en dimension 3. Considérons maintenant une transfor-
mation d’espace par compression radiale en coordonnées sphériques : elle rend inva-
riante l’orientation angulaire (θ, φ) du point image mais modifie son éloignement par
rapport au point d’origine du repère. On écrit cette transformation comme suit :

T (r, θ, φ) = (f(r), θ, φ) (6.9)

avec f une fonction C1 nécessairement, et réalisant une bijection du segment [R1, R2]
sur le segment [0, R2] tandis qu’en dehors de la sphère de rayon R2 la fonction f est la
fonction identité. R1 et R2 désignent respectivement le rayon de la sphère que l’on veut
rendre invisible et le rayon de la sphère de revêtement. Les éléments de longueurs sont
également transformés par T :

(dr, rdθ, rsin(θ)dφ) T−→ (df(r), f(r)dθ, f(r)sin(θ)dφ) (6.10)

La matrice jacobienne de la transformation s’écrit donc :

JT =


∂f(r)
∂r

0 0

0 f(r)
r

0

0 0 f(r)
r

 = J
T

T (6.11)

Dans le cas de figure où le milieu ambiant est constitué d’air ou de vide, on obtient
donc les tenseurs de permittivité et de perméabilité suivants en injectant la jacobienne
dans l’équation 6.5 :

ε = ε0



f(r)2

r2
1

∂f(r)
∂r

0 0

0 ∂f(r)
∂r

0

0 0 ∂f(r)
∂r


(6.12)

On remarque que ce tenseur est diagonal, nous pouvons donc introduire les notations
εr et ε⊥, désignant respectivement la composante radiale et les composantes orthora-
diales de la permittivité relative, telles qu’on ait :

ε = ε0

εr(r) 0 0
0 ε⊥(r) 0
0 0 ε⊥(r)

 (6.13)

Par identification des composantes des matrices dans les équations 6.12 et 6.13, on
écrit le système 6.14 liant les permittivités du système à la fonction de compression
radiale f :
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

εr(r) = f(r)2

r2
1

∂f(r)
∂r

ε⊥(r) = ∂f(r)
∂r

(6.14)

On remarque qu’il existe dans le cas des transformations par compression radiale sphé-
rique un lien très direct entre ε⊥ et f , puisque ces grandeurs sont égales, à une dérivation
près selon la variable r. En remplaçant la dérivée de f par ε⊥, le système 6.14 devient :

εr(r) ε⊥(r) = f(r)2

r2

ε⊥(r) = ∂f(r)
∂r

(6.15)

Nous cherchons à déterminer ε⊥ en fonction de εr et réciproquement, sans l’interven-
tion de la transformation mathématique T. Pour cela, nous intégrons la seconde équation
de 6.15 pour déterminer f(r) en fonction de ε⊥, puis nous exprimons à l’aide de la pre-
mière équation de 6.15 εr en fonction de ε⊥ uniquement.

εr(r) = 1
ε⊥(r)

(∫ r

R1
ε⊥(s)ds

)2

r2 (6.16)

L’équation 6.16 nous permet, connaissant ε⊥ de déterminer εr. Cette équation suppose
toutefois une conditions 6.23 portant sur l’intégrale de ε⊥ que nous discutons dans la
section suivante. Ainsi, si ε⊥ vérifie 6.23, la permittivité radiale calculée par cette for-
mule convient à la réalisation d’un revêtement d’invisibilité. Cependant, dans l’exemple
de la cape basée sur un matériau de type plasma que nous traitons, c’est εr que nous
imposons, et ε⊥ que nous cherchons à déterminer. Pour obtenir une équation similaire
donnant ε⊥ en fonction de εr, quelques calculs doivent être réalisés.
Posons la fonction α définie de la manière suivante :

α(r) =
√
εr(r)ε⊥(r) (6.17)

Considérons maintenant la relation suivante, issue du système 6.15, ainsi que sa déri-
vée selon r :

f(r) = r
√
εr(r)ε⊥(r)

∂f(r)
∂r

= ∂

∂r

(
r
√
εr(r)ε⊥(r)

)
(6.18)

Les calculs nous mènent alors à une équation différentielle en α :

∂α(r)
∂r

+ α(r)
r

= α(r)2

εr(r)r
(6.19)
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Cette équation différentielle est une équation de Bernouilli qui peut se résoudre connais-
sant la condition limite en α, à r = R2. On obtient alors l’expression pour α :

α(r) = 1

r

( 1
R2

+
∫ r

R2

−1
s2εr(s)

ds

) (6.20)

Nous obtenons finalement ε⊥ comme fonction de εr :

ε⊥(r) = 1

εr(r)r2
( 1
R2

+
∫ r

R2

−1
s2εr(s)

ds

)2 (6.21)

Nous venons d’écrire des relations permettant d’obtenir la permittivité radiale en fonc-
tion de la permittivité orthoradiale et réciproquement, sans que n’intervienne la fonction
de transformation d’espace. En d’autres termes, la connaissance d’une seule composante
de permittivité permet de déduire directement la structure entière de la cape.

6.3.2 Conditions sur εr et ε⊥

Il reste cependant préciser certaines conditions que doit respecter la fonction f qui ne
sont jusqu’à présent pas intervenues. En effet, la fonction de transformation f doit réali-
ser une bijection du segment [R1, R2] sur le segment [0, R2], de sorte à ce que l’espace
compris entre r = R1 et r = R2 soit vu comme l’espace libre entre r = 0 et r = R2 du
point de vue des champs électromagnétiques. Les conditions sur f, telles qu’établies dans
le premier chapitre, sont donc : {

f(R2) = R2
f(R1) = 0 (6.22)

Nous cherchons donc à traduire du point de vue des permittivités ces conditions néces-
saires à la réalisation d’une cape fonctionnelle. D’après la deuxième équation du système
6.15, nous pouvons écrire l’intégrale suivante :∫ R2

R1
ε⊥(r)dr =

∫ R2

R1

∂f(r)
∂r

dr

= f(R2)− f(R1)

On déduit alors une condition intégrale sur ε⊥ en utilisant les égalités de 6.22 :∫ R2

R1
ε⊥(r)dr = R2 (6.23)

L’équation 6.23 est une condition nécessaire sur ε⊥ pour pouvoir réaliser un revête-
ment d’invisibilité entre r = R1 et r = R2. Remarquons au passage que l’on peut déduire
de cette condition intégrale la valeur moyenne de la fonction ε⊥ sur le segment [R1, R2] :

< ε⊥(r) >[R1,R2]=
R2

R2 −R1
(6.24)

174



La valeur moyenne de ε⊥ est égale au rapport entre le rayon extérieur de la cloak
et son épaisseur. L’égalité 6.24 nous donne une indication sur l’ordre de grandeur des
valeurs à atteindre en termes de permittivité relative orthoradiale dans un revêtement
d’invisibilité sphérique. En effet, pour une sphère de rayon R1 fixé, plus le revêtement de
cloaking sera fin, autrement dit plusR2−R1 sera petit, plus la valeur moyenne de ε⊥ sera
grande. A titre d’exemple, si l’on souhaite réaliser un revêtement mince, dont l’épaisseur
soit 100 fois plus petite que le rayon de l’objet à masquer, alors la valeur moyenne de
permittivité relative orthoradiale se situera autours de 100, de même que la perméabi-
lité relative. Dans le cas d’une cape sphérique classique, à compression linéaire comme
évoquée dans le premier chapitre, la valeur de ε⊥(r) est constante et égale à la valeur

moyenne
R2

R2 −R1
.

De manière similaire, on peut repartir de 6.15 afin de trouver un critère sur εr permet-
tant de réaliser un revêtement d’invisibilité :

1
r2εr(r)

= ∂f(r)
∂r

1
f2 (6.25)

Cette équation peut s’intégrer entre r = R1 et r = R2, ce qui nous permet d’obtenir
une condition analogue de 6.23 pour la permittivité radiale :

limr→R1

(∫ R2

r

dx

x2εr(x)

)
→ +∞ (6.26)

Les équations 6.23 er 6.26 traduisent du point de vue des permittivités les conditions
aux limites de la fonction de transformation. Ces équations doivent donc être toujours
vérifiées pour que la cape d’invisibilité soit fonctionnelle. Toute fonction ε⊥ vérifiant
6.23 permet de réaliser une cape en utilisant l’équation d’état 6.16 pour déterminer εr.
Réciproquement, toute fonction εr vérifiant 6.26 permet de réaliser une cape en utilisant
l’équation d’état 6.21 pour déterminer ε⊥.

6.3.3 Dispersion en fréquence

Comme nous l’avons évoqué précédemment, les matériaux permettant de réaliser les
propriétés sous-unitaires de permittivité et de perméabilité sont dispersifs en fréquences.
Considérant les matériaux existants, la permittivité radiale d’une cape ne peut donc pas
être stable en fréquence. Elle est très dispersive, rendant à priori impossible le fonction-
nement de la cape sur une large bande. Cependant, les relations que nous avons établies
sur les permittivités sont valides quelle que soit la fréquence. Ainsi, nous devons recon-
sidérer l’enjeu de cette dispersion en tenant compte des équations d’état que nous avons
établies pour la cape d’invisibilité.

Aucune hypothèse particulière n’a été faite jusqu’à présent sur la dispersion fréquen-
tielle des permittivités pour aboutir aux équations développées ci-dessus. Ainsi, nous
pouvons simplement considérer la pulsation ω comme une variable supplémentaire,
nous donnant alors les nouvelles équations d’état de la cape d’invisibilité.
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Cape dispersive

Figure 6.8 – Illustration de la cape adaptée en fréquence : le revêtement disperse les
différentes fréquences composant un signal entrant pour ensuite le recons-
tituer dans le faisceau de sortie. On observe au sein de la cape un effet
arc-en-ciel.

Le système 6.27 permet de partir d’une dispersion spatiale et fréquentielle de ε⊥ afin
de trouver la fonction εr(r, ω) associée.



∃ R1(ω) /
∫ R2

R1(ω)
ε⊥(r, ω)dr = R2

εr(r, ω) = 1
ε⊥(r, ω)

R2 −
∫ R2

r
ε⊥(s, ω)ds

r


2 (6.27)

Le système 6.28 permet de partir d’une dispersion spatiale et fréquentielle de εr afin
de trouver la fonction ε⊥(r, ω) associée.



∃ R1(ω) / limr→R1(ω)

(∫ R2

r

dx

x2εr(x, ω)

)
= +∞

ε⊥(r, ω) = 1
εr(r, ω)r2

( 1
R2

+
∫ r

R2

−1
s2εr(s, ω)ds

)2

(6.28)

Dans ce second système, l’existence à une pulsation donnée d’une frontière interne
R1, pour laquelle l’intégrale de la première équation de 6.28 diverge, permet de respec-
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ter la condition sur εr. Il n’est par conséquent pas nécessaire d’avoir un R1 constant en
fréquence : la zone de fonctionnement effective de la cape varie donc en fonction de
la fréquence d’excitation. La seule condition étant que R1(ω) soit compris entre R1,0 la
frontière interne du revêtement physique et R2. En nous basant donc sur le système 6.28,
nous sommes capables d’associer à un profil de dispersion radial le profil de dispersion
orthoradial associé. En procédant de la sorte, nous créons une cape d’invisibilité adaptée
en fréquence.

Dans un dispositif tel que celui que nous décrivons, la trajectoire des ondes au sein du
revêtement dépend de leur fréquence : on s’attend ainsi à observer un effet arc-en-ciel.
Un faisceau polychromatique incident se retrouve dispersé dans la cape pour ensuite se
reformer en ressortant dans l’espace libre. Ce phénomène est représenté sur la figure 6.8
et permet de reconstituer le signal du faisceau à l’identique après avoir traversé la cape.

6.3.4 Conception de la cape dispersive

Nous venons de trouver une méthode pratique permettant à partir d’un profil de dis-
persion d’une permittivité de déduire le profil de dispersion complémentaire permettant
de réaliser une cape sur une bande fréquentielle. En pratique, les profils de dispersions
sont à déterminer en fonction des méta-matériaux que nous sommes capables de conce-
voir. Pour l’exemple, nous allons ici considérer que la dispersion en fréquence de la
permittivité radiale suit une loi similaire à celle d’un plasma.

εradial(r, ω) = µradial(r, ω) = 1− ω2
0
ω2

(
R2 − r
R2 −R1

)2
(6.29)

Afin de faciliter la réalisation des simulations et pour limiter le nombre de matériaux
plasmas, nous discrétisons la cape d’invisibilité sphérique en 20 étages. Il n’est pas ab-
solument nécessaire de procéder de la sorte, nous pourrions définir un unique milieu
pour le revêtement d’invisibilité. Cependant, la présence de sphères concentriques suc-
cessives constituant le revêtement permet de créer des points d’accroche réguliers pour
le maillage, le rendant ainsi plus robuste pour les simulations. En outre, cette discréti-
sation est plutôt réaliste du point de vue des technologies de réalisation. Les différentes
itérations de simulation nous ont montré que le calcul est meilleur lorsque le maillage
est contraint par les sphères. Chaque étage est constitué d’un matériau anisotrope dont
la composante radiale est définie par une pulsation plasma. La pulsation plasma dans
chaque étage est donnée par l’équation 6.30.

ωp,etage = ωp(retage) = R2 − retage
R2 −R1

ω0 (6.30)

Nous pouvons alors déduire les tenseurs de permittivité et de perméabilité à affecter
dans chaque couche de la cape d’invisibilité.
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Figure 6.9 – Permittivités radiale et orthoradiale dans la dixième couche de la cape
dispersive. La pulsation plasma radiale est d’environ 0.4 ω0.

εetage(ω) = µetage(ω) =
(

1−
ω2
p,etage

ω2

)1 0 0
0 αetage(ω) 0
0 0 αetage(ω)


(r,θ,φ)

(6.31)

avec αlayer une fonction de la fréquence donnant l’anisotropie pour chaque étage :

αetage(ω) =
(

1−
ω2
p,etage

ω2

)−2

retageR2
+
∫ retage

R2

−retage

s2

(
1− ωp(s)2

ω2

)ds

−2

(6.32)

Nous obtenons donc deux profils de dispersion fréquentielle différents pour chaque
couche. Tout d’abord, un profil que nous avons imposé de type plasma dans la direction
radiale. Nous en avons ensuite déduit un profil de dispersion orthoradiale permettant
d’assurer le fonctionnement du revêtement.

La géométrie du cas d’étude ainsi que le maillage utilisé sont représentés sur la fi-
gure 6.10. La sphère à masquer est de rayon 5cm tandis que le revêtement d’OT est
une sphère de rayon 10cm. Dans chacune des 20 couches, un matériau théorique est
créé, avec le profil de dispersion radial de type plasma et le profil de dispersion ortho-
radial donné grâce à la fonction αetage définie dans l’équation 6.32. On choisit comme
fréquence f0 = ω0/2π la fréquence 1GHz. Le balayage en fréquence se fait entre 200
MHz et 1GHz avec un pas de 100 MHz, de sorte à tester le fonctionnement de la cape
sur une large bande. Afin de réaliser la simulation, une PML est définie, de rayon interne
15 cm et de rayon externe 30 cm. Elle est très épaisse au regard des dimensions carac-
téristiques de la géométrie, afin de permettre l’absorption des ondes dans les fréquences

178



  

Géométrie du cas d’étude Maillage du cas d’étude 

5 cm

10 cm

PML

Air

Cape d’invisibilité
Sphère conductrice

Figure 6.10 – Géométrie et maillage de la cape d’invisibilité sphérique. La structure
est composées de 20 couches minces délimitées par des sphères concen-
triques. Le maillage réalisé pour ce cas d’étude s’appuie sur les sphères
concentriques.

les plus basses.

6.3.5 Résultats et analyses

Nous réalisons à nouveau les simulations sous COMSOL, en prenant en considération
les différentes propriétés matériaux calculées grâce à notre méthodologie. Les profils de
dispersion sont donnés à titre d’exemple dans la figure 6.9 pour le dixième étage de la
cape. Chaque couche a son profil de dispersion propre pour sa composante radiale et
sa composante orthoradiale, dépendant de sa position au sein du revêtement d’optique
transformationnelle. La figure 6.11 recense pour quatre valeurs de fréquences différentes
les cartes de propriétés au sein de la cape.

La sphère de rayon R1 disposée dans la cape est un conducteur parfait, présentant une
SER importante dans la gamme de fréquence de l’étude. Un maillage de la géométrie est
défini en prenant soin de n’avoir aucun élément de dimension supérieur à λ0/10, avec λ0
la longueur d’onde d’excitation dans le vide. Nous réalisons également une simulation
de la sphère métallique sans la cape multicouche afin de pouvoir calculer l’atténuation
de la SER due à la cape.

Les résultats de simulations sont donnés sur la figure 6.12 pour quatre valeurs de
fréquence différentes : 0.2f0, 0.4f0, 0.7f0 et f0. Une décade complète est ainsi presque
décrite. Le vecteur d’onde étant orienté verticalement, nous constatons le bon fonction-
nement de la cape d’invisibilité. Nous ne discernons en effet aucune ombre dans la di-
rection de propagation de l’onde ni de franges d’interférence dans la direction de la
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Figure 6.11 – Permittivités radiale et orthoradiale dans la cape dispersive pour 4 valeurs
de fréquences.

source : la norme du champ électrique semble globalement constante à l’extérieur de la
cape. On observe une zone d’ombre englobant progressivement les couches internes de
la cape à mesure que la fréquence décroît. Ce phénomène est dû à notre méthode de
conception : à mesure que la fréquence décroît, la zone masquée par la cape grandit. En
effet, la fonction R1(ω) n’est pas constante comme sur une cape classique. Au contraire,
c’est une variable qui dépend de la fréquence d’excitation. La zone bleue observée sur la
figure 6.12 au centre de la cape est donc la zone d’invisibilité, dont la taille dépend de
la fréquence.

Les cartes de champ électrique instantané nous permettent de constater le bon réta-
blissement du front d’onde dans la direction de propagation. La figure 6.13 nous montre
à une fréquence de 1GHz le champ électrique instantané avec et sans cape d’invisibilité.
On constate l’effet de cloaking par la présence d’un front d’onde correctement rétabli
dans et à l’extérieur de la cape. Les résultats à plus basse fréquence n’apportent visuel-
lement que peu d’informations étant donné que les fronts d’onde successifs sont très
éloignés car la longueur d’onde est plus grande.

Afin de se faire une idée plus objective du fonctionnement de cette cape, nous nous in-
téressons à la norme du champ électrique lointain. La figure 6.14 donne à la fréquence
f0 et à la fréquence 0.4f0 la norme du champ électrique diffusé avec et sans la cape
d’invisibilité. A la fréquence nominale, le champ diffusé par la cape est inférieur de plu-
sieurs ordres de grandeurs au champ diffusé par la sphère seule. A la fréquence de 0.4f0,
le fonctionnement de la cape est en revanche moins bon : le champ diffusé est moins
atténué. Afin d’évaluer la performance sur toute la bande fréquentielle de l’étude, les
résultats de l’atténuation de la SER sont donnés dans la figure 6.15. Nous observons
un fonctionnement globalement bon sur une large bande de fréquences en dessous de
f0 = 1GHz. A la fréquence nominale, l’atténuation est de l’ordre de -26 dB, tandis que
cette atténuation est moins forte à mesure qu’on s’approche des plus basses fréquences.
Ce phénomène s’explique par le nombre réduit de couches contribuant au cloaking pour
les fréquences les plus basses. En effet, plus le revêtement est fin au regard de la zone à
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Figure 6.12 – Cartes de norme du champ électrique pour la cape adaptée en fréquence.
La norme du champ est donnée pour quatre pulsations différentes : ω0,
0.7ω0, 0.4ω0 et 0.2ω0. La zone masquée par la cape comprend la sphère
de conducteur parfait ainsi qu’une portion du multicouches qui croît à
mesure que la pulsation décroît. La zone masquée par la cape dépend de
la fréquence.
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Figure 6.13 – Champ électrique instantané à 1GHz pour la sphère conductrice avec et
sans sa cape d’invisibilité. On constate avec la cape un rétablissement du
front d’onde après propagation au travers du revêtement.
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Figure 6.14 – Diagramme de champ lointain à 1GHz et à 400 MHz, avec et sans cape
d’invisibilité. On remarque à 1GHz, fréquence nominale de la cape, une
atténuation de plusieurs ordres de grandeur de la norme du champ diffusé.
A 400 MHz, le champ est toujours atténué grâce à la cape mais elle semble
moins performante.
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Figure 6.15 – Atténuation de la Surface Equivalente Radar à l’aide de la cape d’invi-
sibilité adaptée en fréquence. On observe sur cette figure une bande de
fonctionnement large, malgré l’utilisation de métamatériaux résonants. La
faible atténation à basse fréquence est due au nombre réduit de couches
contribuant à la réalisation du cloaking.

masquer, plus les propriétés nécessaires au bon fonctionnement sont extrêmes.

Contrairement à la cape dispersive non-adaptée présentée dans la figure 6.7, nous
disposons ici d’un revêtement fonctionnel sur une large bande.

6.3.6 Limites de performances

L’utilisation de métamatériaux présentant des profils de dispersion conduit à se poser
la question des pertes. Dans l’article posant les bases de la méthode [123], nous avons
déterminé grâce aux relations de Kramers-Krönig les parties imaginaires de permittivité
et de perméabilité. Ces relations permettent de respecter le principe de causalité que doit
vérifier tout matériau soumis à une onde électromagnétique. De ce fait, le fonctionne-
ment d’une cape réelle réalisée à l’aide matériaux dispersifs sera nécessairement altérée
par la présence de pertes.

Par ailleurs, le profil de dispersion orthoradial que nous avons calculé après avoir im-
posé le profil radial n’est pas un profil classique. En pratique, il est difficile de le réaliser
parfaitement à l’aide d’un matériau ou métamatériau existant. La réalisation expérimen-
tale de revêtements d’OT tirant parti de notre méthode de conception devra prendre en
compte la réalité des profils de dispersion, afin d’aboutir à des solutions les plus proches
possibles des profils existants. Pour le profil orthoradial déterminé dans le cas étudié, on
peut imaginer utiliser des T-circuits [46] ou des CSRR (complementary split-ring resona-
tors) [45], dont les profils de résonance disposent de la bonne allure fréquentielle.
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6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l’impact de la dispersion fréquentielle provenant
d’un métamatériau sur la bande de fonctionnement d’une cape sphérique. Les propriétés
de permittivité et de perméabilité fortement dépendantes de la fréquence, les propriétés
requises dans le revêtement, supposées être identique sur toute la bande de fréquences,
ne peuvent être correctement réalisées qu’à une fréquence nominale. Dès que l’excita-
tion s’écarte de cette fréquence nominale, les performances du revêtement s’effondrent.

Nous avons dans un deuxième temps défini pour la cape d’invisibilité sphérique des
équations d’état, permettant de lier entre elles les composantes radiales et orthoradiales
de permittivité, indépendamment de la transformation géométrique utilisée. Ces équa-
tions permettent de définir arbitrairement une fonction de répartition de permittivité et
d’en déduire la répartition de l’autre composante. Ces équations d’état peuvent s’appli-
quer à n’importe quelle fréquence. On peut donc subir la dispersion fréquentielle d’une
composante de permittivité et en déduire une dispersion fréquentielle pour la seconde
composante.

Nous avons mis au point un cas de simulation permettant de valider cette méthode
de conception sur une large bande de fréquences. Cette cape d’invisibilité sphérique dis-
perse le signal polychromatique d’un faisceau pour le reconstituer dans la direction de
propagation, sans perturbation apparente dans le domaine fréquentiel. L’intégration de
permittivités et perméabilités dispersives fréquentiellement permet d’envisager la mise
au point de revêtements d’OT fonctionnant sur de larges bandes de fréquence et utilisant
des réseaux d’inclusions résonantes.
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Conclusion générale

L’invisibilité aux ondes électromagnétiques a suscité au début du XXIème siècle beau-
coup d’engouement. Cet espoir se heurte aujourd’hui à des challenges essentiellement
liés aux propriétés des matériaux et aux technologies nécessaires pour réaliser les disposi-
tifs d’optique transformationnelle. A cet égard, les différents axes de recherches abordés
au cours de cette thèse ont pour objectif de concilier les métamatériaux et les revête-
ments d’optique transformationnelle. Grâce aux moyens technologiques modernes de
prototypage et d’usinage, des structurations complexes de revêtements peuvent émerger
dans les années à venir. Les différents chapitres tentent de faire le lien entre la théorie et
la réalité expérimentale et industrielle par le biais de simulations réalisées à l’aide d’un
logiciel commercial basé sur la méthode des éléments finis, COMSOL Multiphysics.

Les équations de l’optique de transformation nous permettent d’imaginer une grande
variété d’architectures pour des revêtements d’invisibilité ou de mimétisme, présentant
plus ou moins de difficultés à la réalisation. La théorie de l’OT a été validée à l’aide de
simulations dans le domaine des hyperfréquences sur plusieurs types de revêtements,
capes et tapis d’invisibilité. Le travail réalisé dans le cadre de cette thèse ouvre la voie à
la réalisation de dispositifs présentant de très bonnes performances. En ce qui concerne
les capes d’invisibilité, le critère d’intérêt est l’atténuation de la diffusion, tandis que le
critère de mimétisme défini dans le deuxième chapitre évalue quantitativement les per-
formances des autres systèmes. Plusieurs problèmes se posent concernant la réalisation
de ces revêtements. Les permittivités et perméabilités sont, dans le cas général, inho-
mogènes, anisotropes et atteignent des valeurs extrêmes. L’inhomogénéité ne peut être
réalisée au moyen de gradients continus de propriétés dans la cape : nous opérons une
discrétisation spatiale des revêtements, fine devant la longueur d’onde d’excitation dans
le vide. Dans chaque élément volumique issu de la discrétisation, une structuration en
multicouches permet de réaliser une anisotropie uniaxe. Dans le cas plus général d’une
anisotropie bi-axe, une structuration en voxels, plus complexe, est à envisager dans de
futurs travaux.

Le principal critère permettant de juger de la difficulté de réalisation d’un dispositif
d’OT est celui de la présence de valeurs de permittivité diélectrique et de perméabilité
magnétique inférieures à l’unité. Les propriétés sous-unitaires requises dans les capes et
tapis d’invisibilité font des métamatériaux des candidats d’intérêt, voire indispensables,
pour la réalisation de ces capes. Malheureusement, leurs propriétés de permittivité et
de perméabilité sont fortement dispersives en fréquence, rendant très étroite la bande
de fonctionnement d’un dispositif qui en serait constitué. Dans le quatrième chapitre de
cette thèse, nous étudions le comportement des inclusions conductrices résonantes afin
de dresser quelques principes utiles à la fois à la compréhension des phénomènes et à
l’ingénierie des métamatériaux. Leur homogénéisation et miniaturisation sont ensuite
traités dans le chapitre 5, permettant d’envisager leur intégration dans les revêtements

185



d’OT. La bi-anisotropie, ainsi que les pertes issues de ces réseaux, peuvent être éva-
luées par la simulation à l’aide de critères objectifs. La conception des métamatériaux
au moyen des méthodes proposées permet à moindre coût d’évaluer les caractéristiques
d’un design ainsi que sa compatibilité avec le revêtement d’OT dans lequel il doit être
intégré.

Le dernier chapitre de ce manuscrit montre le principe de fonctionnement d’une cape
s’adaptant à la dispersion fréquentielle des métamatériaux la constituant. Cela nous a
conduit à déterminer l’équation d’état des capes d’invisibilité sphériques à compression
radiale. Cette méthode permet de tirer parti des propriétés dispersives des matériaux,
transformant ainsi cette contrainte réelle en un avantage pour élargir la bande de fonc-
tionnement. Une approche similaire peut être envisagée dans un cadre plus général
regroupant tous les dispositifs d’OT.

Ainsi, ce travail a permis d’expliciter les contraintes liées à l’optique de transforma-
tion et des métamatériaux dans une vision d’application aux problèmes de discrétion.
En perspective de ce travail de thèse, la réalisation de prototypes peut être envisagée, of-
frant une démonstration expérimentale des méthodes et résultats présentés. Une étude
approfondie des matériaux hyperfréquences et des technologies associées à leur concep-
tion et mise en forme permettra d’évaluer les possibilités de dispositifs expérimentaux
de capes, tapis et autres revêtements mimétiques.
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