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Introduction

Le travail pr�esent�e ici concerne l'optimisation sous contraintes dans le contexte de l'op-

timisation des formes en M�ecanique des Solides. Nous nous restreindrons aux m�ethodes

d'optimisation stochastiques que sont les Algorithmes G�en�etiques.

Les m�ethodes d'optimisation, peuvent se diviser en deux classes : l'approche d�eter-

ministe et l'approche stochastique. Dans les deux cas il s'agit de m�ethodes it�eratives,

pour lesquelles l'�etape �el�ementaire consiste �a d�eterminer le ou les points de l'espace de

recherche �a examiner �a l'�etape n + 1 en fonction du ou des points connus �a l'�etape n.

Les m�ethodes d�eterministes utilisent des informations sur les valeurs au point courant

de la fonction, des contraintes, ainsi que de leur gradient. Les m�ethodes stochastiques

ne n�ecessitent aucune hypoth�ese de r�egularit�e (continuit�e, di��erentiabilit�e) portant sur

la fonction �a optimiser ou les contraintes. En particulier, il su�t de disposer d'une

description algorithmique (calculable) de l'objectif pour que les approches stochastiques

soient applicables. En Pratique, les m�ethodes stochastiques utilisent des tirages al�eatoires

pour d�eterminer les points de l'espace �a explorer �a l'�etape n + 1.

Les avantages et inconv�enients des deux types de m�ethodes sont connus : les m�ethodes

d�eterministes de type gradient garantissent une convergence robuste ... vers l'optimum lo-

cal le plus proche. Les m�ethodes stochastiques n'o�rent que des r�esultats de convergence

en probabilit�e, avec une vitesse de convergence g�en�eralement tr�es lente, mais sont par

contre capables de localiser, quand il existe l'optimum global, même pour des fonctions

ayant de nombreux optima locaux.

L'optimisation de formes recherche une con�guration g�eom�etrique d'un objet r�epon-

dant �a un cahier des charges concernant ses propri�et�es physiques. Les fonctions �a optimiser

et les contraintes sont g�en�eralement obtenus �a l'aide de simulations num�eriques. D'autre

part, la d�e�nition de l'espace de recherche lui-même est le r�esultat d'un compromis : si

les formes sont d�ecrites par un petit nombre de param�etres, le probl�eme d'optimisation

est plus facile, mais l'ensemble des solutions possibles est limit�e. Si par contre on �elar-

git l'espace de recherche, le probl�eme d'optimisation devient tr�es di�cile, voire insoluble

par des m�ethodes d�eterministes. Certains probl�emes d'optimisation de formes donnent

cependant naissance �a des probl�emes bien pos�es, pour lesquels la solution existe, est

unique dans un espace su�samment grand, et peut être approch�ee par une m�ethode de

type gradient. C'est le cas de l'optimisation de domaine et de la m�ethode d'optimisation

par homog�en�eisation de structures �elastiques.

Cependant, dans de nombreux cas, les probl�emes math�ematiques pos�es par les prob-
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6 Introduction

l�emes d'optimisation de formes sont d�e�nis sur des espaces non-standard, par des fonc-

tions et des contraintes peu r�eguli�eres et poss�edant de nombreux optima locaux. Dans

ce contexte, les m�ethodes stochastiques sont tout indiqu�ees. Parmi les travaux ant�erieurs

concernant l'utilisation des algorithmes g�en�etiques en M�ecanique des Structures, beau-

coup ont concern�e l'optimisation d'assemblages de barres. Goldberg et Samtani (1986),

Hajela(1992), Lin et Hajela(1992) et Schoenauer et Wu (1995) ont r�esolus des probl�emes

de dimensionnement de section ; Hajela et Al(1993) , Grierson et Pak (1993) et Wu

(1996) ont abord�e le probl�eme de l'optimisation topologique de treillis de barres. Des

r�esultats int�eressants ont �egalement �et�e obtenus pour l'optimisation des empilements de

mat�eriaux composites par Leriche et Haftka (1993), Leriche (1994). Dans le domaine de

l'optimisation topologique de formes, les premiers travaux utilisant les algorithmes g�en�e-

tiques sont dus �a Jensen(1992) et �a Chapman, Saitou et Jakiela (1994). Citons en�n

dans ce domaine Ghaddar, Maday et Patera (1994): cette approche, fond�ee sur le recuit

simul�e, a tout d'abord permis de d�e�nir un espace de description des formes polygonales

poss�edant les propri�et�es d'approximation souhait�ees. Ces r�esultats ont �et�e appliqu�es �a

l'optimisation de la section droite d'une barre en maximisant son moment d'inertie, ainsi

qu'�a l'optimisation de la forme d'un radiateur.

Nos travaux se situent dans la continuation de ces travaux ant�erieurs, dans le cadre

th�eorique propos�e par Ghaddar, Maday et Patera (1994) et partant d'une approche par al-

gorithmes g�en�etiques semblable �a celle propos�ee par Chapman, Saitou et Jakiela (1994).

L'originalit�e de nos travaux du point de vue des algorithmes g�en�etiques r�eside dans la

prise en compte des sp�eci�cit�es du probl�eme de l'optimisation de formes au niveau de

l'algorithme lui-même : ainsi, une �etude approfondie du codage et des op�erateurs de croise-

ment a amen�e la d�e�nition d'op�erateurs sp�eci�ques. Du point de vue de l'optimisation de

forme, cette utilisation des algorithmes g�en�etiques a permis d'obtenir de nombreux r�esul-

tats originaux, tels les premiers r�esultats d'Optimum Design en �elasticit�e non-lin�eaire.

Le plan de la th�ese est le suivant : le probl�eme de l'Optimisation de Formes est in-

troduit au premier chapitre, et les m�ethodes d�eterministes de variation de domaine et

d'homog�en�eisation sont rappel�ees bri�evement. Les algorithmes g�en�etiques, qui sont au

c�ur de ce travail, sont d�etaill�es dans le chapitre 2. Le chapitre 3 d�ecrit la r�esolution

que nous avons e�ectu�ee d'un probl�eme d'optimisation de formes param�etrique validant

l'approche algorithmes g�en�etiques dans le domaine de l'optimisation de forme en g�en�eral.

Le chapitre 4 rappelle le cadre de travail th�eorique d�e�ni par Ghaddar, Maday et Pa-

tera (1994) pour l'optimisation de forme topologique. Le chapitre 5 est la description

du codage et des op�erateurs que nous avons imagin�es pour pallier aux d�e�ciences des

op�erateurs g�en�etiques standards. Ces op�erateurs sont valid�es sur le probl�eme simple de

l'optimisation de la section d'une barre. Le probl�eme d'Optimum Design en �elasticit�e est

abord�e dans le chapitre 6 : le mod�ele est d�ecrit, puis di��erents types de performance sont

pr�esent�es et compar�es. Par ailleurs, la m�ethode des algorithmes g�en�etiques est compar�ee

en d�etail avec la m�ethode d'homog�en�eisation. En�n, le chapitre 7 pr�esente les principaux

r�esultats obtenus dans le domaine de l'Optimum Design : obtention de multiples solu-

tions quasi-optimales, optimisation d'une structure en fonction de plusieurs con�gurations

de chargement, ou pour r�esister �a un chargement sur la fronti�ere inconnue, et en�n les
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premiers r�esultats en �elasticit�e non-lin�eaire. La derni�ere partie tire les conclusions de ce

travail, et ouvre des voies pour des recherches ult�erieures.





Chapitre 1

Optimisation de formes

Dans ce chapitre nous posons le probl�eme de l'Optimisation de Formes et donnons une

id�ee de l'�etat de l'art en terme de m�ethodes sp�eci�ques d'optimisation utilis�ees dans la

litt�erature. Nous d�etaillons les trois instances du probl�eme que sont { de la plus simple �a la

plus complexe { l'optimisation des dimensions, qui se r�esume �a un probl�eme d'optimisation

param�etrique, l'optimisation de domaine et l'optimisation topologique. Nous donnons les

grandes lignes des m�ethodes classiques de r�esolution de ces deux probl�emes que sont la

m�ethode de variation de domaine et la m�ethode d'homog�en�eisation. Les limitations de

cette derni�ere nous conduisent �a utiliser des m�ethodes stochastiques (recuit simul�e et

algorithmes g�en�etiques). La pr�esentation d�etaill�ee de ces m�ethodes sera faite au chapitre

suivant, compte-tenu d'une part de leur relative nouveaut�e et d'autre part de ce que les

algorithmes g�en�etiques, ainsi que leur adaptation au probl�eme de l'optimisation de formes,

constituent la m�ethode utilis�ee dans cette th�ese.

1.1 G�en�eralit�es

L'Optimisation de Formes cherche une description g�eom�etrique d'un objet de dimension 2

ou 3 qui doit optimiser une fonction g�en�eralement appel�ee fonction coût tout en respectant

un certains nombre de contraintes. La fonction coût et/ou les contraintes sont li�ees au

comportement physique de l'objet consid�er�e.

Le probl�eme-type que nous consid�ererons dans toute cette th�ese est le probl�eme de la

minimisation du poids d'une structure solide avec des contraintes sur son comportement

m�ecanique.

Un exemple classique est donn�e �gure1: le probl�eme de la plaque-console (cantilever

dans la litt�erature anglo-saxonne) consiste �a minimiser le poids d'une plaque contenue

dans le domaine d�e�ni par le rectangle tout en imposant que le d�eplacement maximum

de cette plaque sous un chargement donn�e (ici une force appliqu�ee en un point donn�e) ne

d�epasse pas une valeur limite impos�ee. Nous d�etaillerons toutes les hypoth�eses m�ecaniques

dans le chapitre 6.
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10 Chapitre 1. Optimisation de formes

Force

Figure 1 : Exemple type de la plaque console(\cantilever")

On distingue en optimisation de formes trois grandes familles de probl�emes, suivant les

degr�es de libert�e laiss�es �a l'optimisation : l'optimisation des dimensions, l'optimisation

de structure et en�n l'optimisation topologique de forme. Nous allons en donner les traits

caract�eristiques et les illustrer par trois exemples sur le probl�eme de la plaque console.

1.1.1 Optimisation des dimensions

Elle consiste �a d�eterminer les dimensions g�eom�etriques d'une classe de formes donn�ees ;

il faut par exemple trouver l'�epaisseur d'une coque, la taille d'une barre dans un treillis,

ou encore le rayon d'une tige m�etallique dans un assemblage.

L'optimisation des dimensions permet seulement la variation d'un certain nombre de

param�etres de contrôle. Elle est par cons�equent limit�ee.
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0

Force

LL0 l

Figure 2 : Optimisation

dimensionnelle �a un seul param�etre

L.

Figure 3 : solution possible

Exemple

On consid�ere le probl�eme de minimisation du poids de la plaque console d�ecrite �gure 2.

Dans cette partie la structure est suppos�ee de forme trap�ezo��dale, et on doit trouver la

longueur optimale L. Dans ce cas on a �a r�esoudre le probl�eme suivant :

(

min

L

J(L) =

1

2

(L + L

0

); l

0

� L � L

0

D

Max

< D

Lim

si D

Max

est le d�eplacement de la plaque sous la charge

~

F et D

Lim

est la valeur impos�ee

que ne doit pas d�epasser ce d�eplacement.

Une solution possible est repr�esent�ee �gure 3. Remarquons que dans ce cas tr�es simple,

compte-tenu de la monotonie de D

Max

par rapport �a L, une m�ethode de r�esolution par

dichotomie peut traiter le probl�eme : on cherche L tel que D

Max

= D

Lim

. Il reste bien

entendu �a pr�eciser comment est calcul�e D

Max

, ce qui sera d�etaill�e au chapitre 6.

1.1.2 Optimisation de domaine

Encore appel�ee optimisation g�eom�etrique [51] [53], elle consiste �a rajouter par rapport

�a la premi�ere classe de probl�emes d'autres variables qui permettent des mouvements du

contour plus importants. Les variables (encore appel�ees degr�es de libert�e) du probl�eme

peuvent être simples (trouver le rayon d'une tige) ou beaucoup plus complexes (par ex-

emple pour trouver des points de contrôle qui d�eterminent une surface).
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Force

L

Points
de controle

Figure 4 : Optimisation

g�eom�etrique

Figure 5 : Solution possible

correspondante

Force

L

Points
de controle

Figure 6 : Exemple de forme de d�epart avec un trou

Exemple

Reprenons la plaque console (�gure 1) L est toujours variable mais la position des six

points de contrôle aussi (�gure 4).

L'optimisation de forme telle quelle, entendons par l�a l'optimisation g�eom�etrique, est la

plus courante, la plus trait�ee. Elle est utilis�ee principalement dans l'industrie automobile

ou a�eronautique.

Il convient de remarquer la relation primordiale qui existe entre la repr�esentation d'un

contour et l'optimisation de forme. Il existe une multitude de fa�cons de repr�esenter un

contour (lignes, arcs, splines ...). Chaque repr�esentation d�epend �evidemment du probl�eme

consid�er�e. Dans toutes les m�ethodes de r�esolution des probl�emes d'optimisation, on note

le d�ecouplage qu'il y a entre la repr�esentation du contour et la m�ethode d'analyse propre-

ment dite [13]. La principale m�ethode utilis�ee pour r�esoudre les probl�emes d'optimisation

g�eom�etrique est la m�ethode de variation de domaines.

Les m�ethodes de variation de domaine

� G�en�eralit�es
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Les m�ethodes classiquement utilis�ees en optimisation g�eom�etrique de formes sont

les m�ethodes de variations de domaine [13] encore appel�ees "Analyse de sensibilit�e".

Elles n�ecessitent le calcul de la d�eriv�ee de la fonction coût et des contraintes par

rapport aux variables de contrôle (voir Cea [13], Pironneau [53]), qui sont utilis�ees

dans des m�ethodes classiques de r�esolution de probl�emes d'optimisation sous con-

traintes (ex. m�ethode d'Uzawa).

Leur principe est simple : il consiste �a trouver des informations quantitatives sur la

fa�con dont la r�eponse d'une structure est a�ect�ee par de petites modi�cations des

variables qui d�e�nissent cette structure.

Ainsi, en partant d'une forme initiale donn�ee, on la modi�e de fa�con continue jusqu'�a

l'obtention d'une forme respectant les objectifs pr�ecit�es.

� Principe

Le probl�eme s'�ecrit de la mani�ere suivante:

min J(u; h) (1.1.1)

 

i

(u; h) = 0 ; i = 1; 2; ::::; m; (1.1.2)

 

i

(u; h) <= 0 ; i = m+ 1; m+ 2; ::::; k: (1.1.3)

avec :

{ J fonctionnelle �a minimiser ;

{ u = fu

1

; u

2

; ::::; u

m

g vecteur compos�e de m variables d'�etat ;

{ h = fh

1

; h

2

; ::::; h

n

g vecteur de n variables de contrôle ;

Les formes v�eri�ant les �equations 1.1.3 et 1.1.3, c'est-�a-dire celles qui respectent les

contraintes, sont dites formes admissibles.

Le probl�eme qui nous int�eresse ici est l'�etude de l'in
uence d'une variation des

variables de contrôle sur les propri�et�es de la structure. On consid�ere �a la fois les

deux types de variables, u et h, et leurs variations respectives u + � u et h + � h.

En lin�earisant les relations entre les variations de la fonction coût et les variations

des contraintes, en fonction des vecteurs � u et � h on obtient :

�J = (@J=@u)�u+ (@J=@h)�h

� 

i

= (@ 

i

=@u)�u+ (@ 

i

=@h)�h; i = 1; 2; ::::; k:

(1.1.4)

Les �equations lin�earis�ees correspondant �a (1.1.3) sont de la forme :

A�u + B�h = 0; (1.1.5)

O�u:

A =

2

6

6

6

6

6

6

4

@ 

1

=@u

1

:::::::: @ 

1

=@u

n

::::::::; :::::::: ::::::::

::::::::; :::::::: ::::::::

@ 

m

=@u

1

:::::::: @ 

m

=@u

n

3

7

7

7

7

7

7

5

; B =

2

6

6

6

6

6

6

4

@ 

1

=@h

1

:::::::: @ 

1

=@h

n

::::::::; :::::::: ::::::::

::::::::; :::::::: ::::::::

@ 

m

=@h

1

:::::::: @ 

m

=@h

n

3

7

7

7

7

7

7

5
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Il y a deux mani�eres de r�esoudre ce probl�eme :

{ Premi�ere approche

Les matrices A, B et les quantit�es @J=@u, @J=@h, @ 

i

=@u, @ 

i

=@h doivent

être calcul�es avec les valeurs non perturb�ees des variables.

Si A est non singuli�ere la variation des variables d'�etat s'�ecrit :

�u = �A

�1

B�h: (1.1.6)

En rempla�cant la derni�ere relation dans les expressions (1.1.4), on obtient les

variations �J et � 

i

, (i = m+ 1; :::; k) en fonction de �h.

�J = [�(@J=@u)A

�1

B + (@J=@h)]�h

� 

i

= [�(@ 

i

=@u)A

�1

B + (@ 

i

=@h)]�h

i = m + 1; m+ 2; ::::; k:

(1.1.7)

Ce qui donne la fonctionnelle J et les contraintes  en fonction des variables

de contrôle.

{ Seconde approche

La m�ethode la plus g�en�eralement utilis�ee pour �eliminer la d�ependance des fonc-

tionnelles par rapport �a �u est l�eg�erement di��erente.

En remarquant que �u apparâ�t dans toutes les expressions �a travers les termes

(@J=@u)�u et (@ 

i

=@u)�u, il semble naturel d'essayer de les �eliminer. Pour

cela on consid�ere k + 1 vecteurs �

i

tels que :

A

T

�

0

= (@J=@u)

T

;

A

T

�

i

= (@ 

i

=@u)

T

;

i = 1; 2; :::; k:

(1.1.8)

Les termes de l'�equation (1.1.7) comportant les d�eriv�ees partielles par rapport

�a u sont calcul�ees �a partir des valeurs courantes des vecteurs u et h, c'est-�a-

dire non perturb�ees.

En consid�erant la transpos�ee des deux membres de l'�equation (1.1.8) et en mul-

tipliant par �u il vient:

(�

0

)

T

A�u = (@J=@u)�u;

(�

i

)

T

A�u = (@ 

i

=@u)�u;

i = 1; 2; :::; k:

(1.1.9)

Grâce �a 1.1.5 on obtient

�(�

0

)

T

B�h = (@J=@u)�u;

�(�

i

)

T

B�h = (@ 

i

=@u)�u

i = 1; 2; :::; k:

(1.1.10)
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En rempla�cant (@J=@u), �u et (@ 

i

=@u)�u par leurs valeurs dans l'�equation

(1.1.4) on a :

�J = �(�

0

)

T

B�h+ (@J=@h)�h (1.1.11)

� 

i

= �(�

i

)

T

B�h+ (@ 

i

=@h)�h (1.1.12)

Ce qui peut encore s'�ecrire sous la forme :

�J = [r

h

J ]

T

�h (1.1.13)

� 

i

= [r

h

 

i

]

T

�h (1.1.14)

avec

[r

h

J ] = (@J=@h)

T

�B

T

�

0

(1.1.15)

[r

h

 

i

] = (@ 

i

=@h)

T

�B

T

�

i

(1.1.16)

Les composantes des vecteurs [r

h

J ] et [r

h

 

i

] sont appel�ees coe�cients de

sensibilit�e des contraintes et de la fonction coût par rapport aux variables de

contrôle.

Les coe�cients de sensibilit�e sont tr�es utiles car ils contiennent des informations

sur la fa�con dont un changement sur la forme peut a�ecter la fonction coût et

les contraintes. Pour plus de d�etails sur les m�ethodes de variations de domaine,

se r�ef�erer �a (Sokolowski-Zolesio) [34] Murat-Simon [51] Pironneau [53].

Le calcul des valeurs de ces coe�cients permet de voir quelles variables sont les

plus importantes c'est-�a-dire celles dont la modi�cation a une grande in
uence

sur les propri�et�es de la structure.

� Discussion

Un inconv�enient majeur de ces m�ethodes r�eside dans leur incapacit�e �a modi�er la

topologie de la solution initiale, c'est-�a-dire qu'on ne peut ni ajouter ni supprimer

de trous. Ainsi, �a partir de la plaque de la �gure 4, il est possible de trouver la

solution de la �gure 5 mais pas la solution de la �gure 7 qui n�ecessite de deviner la

topologie en partant par exemple de la solution initiale d�ecrite �gure 6.

Dans la partie suivante nous allons consid�erer les m�ethodes utilis�ees en optimisation

topologique de formes.

1.1.3 Optimisation topologique

Les probl�emes d'optimisation topologique, o�u l'ouvert solution n'est pas une d�eform�ee con-

tinue d'un l'ouvert de r�ef�erence, sont parmi les plus di�ciles en Optimisation de Formes.

C'est le plus g�en�eral des trois types d'optimisation de formes. Il concerne aussi bien les

modi�cations de la topologie que de la forme ou des dimensions.

Toute forme incluse dans le domaine initial peut être a priori consid�er�ee comme solution
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potentielle du probl�eme de l'optimisation topologique de forme; en particulier, il peut y

avoir apparition ou disparition de trous.

Exemple

L

Force

Figure 7 : Exemple de solution en optimisation topologique

Si l'on reprend le probl�eme (�gure 1), quelle que soit la solution initiale on doit arriver �a

la �gure 7.

Il existe �a notre connaissance deux familles de m�ethodes pour aborder ces prob-

l�emes : Les m�ethodes d'homog�en�eisation et les m�ethodes fond�ees sur des techniques

d'optimisation stochastique. Nous pr�esentons d'abord la premi�ere, la seconde �etant l'objet

de cette th�ese.

Les m�ethodes d'homog�en�eisation en �elasticit�e lin�eaire

� G�en�eralit�es

En optimisation topologique, o�u la topologie de la solution est inconnue, les m�eth-

odes d'homog�en�eisation sont les seules m�ethodes d�eterministes connues et util-

is�ees. Ces m�ethodes ont �et�e introduites en optimisation topologique par Bendsoe et

Kikuchi(1988).

Le probl�eme se g�en�eralise en consid�erant non plus des variables bool�eennes mati�e-

re/vide mais en utilisant une densit�e de mati�ere sur un ouvert englobant la solution.

A la �n de cette optimisation d�eterministe, la densit�e courante est forc�ee vers la

valeur 1 ou 0 ce qui repr�esentera la mati�ere pr�esente ou absente. Toutefois, cette

approche n�ecessite la construction d'un op�erateur homog�en�eis�e d�ecrit par Allaire

et Kohn(1993)[4], et par Allaire, Bonnetier, Francfort, Jouve(1996) [2]. Nous en

pr�esentons bri�evement les grandes lignes.

� Principe

Soit 
 un domaine born�e constitu�e d'un mat�eriau �elastique isotrope de loi de Hooke

A.

On suppose que sur une partie du contour @
 de 
 est appliqu�e un chargement f
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donn�e.

Les formes (ou topologies) dites admissibles sont obtenues en enlevant un sous-

ensemble H 2 
 de trous dans 
 ; les trous �etant en fait la limite d�eg�en�er�ee d'un

mat�eriau dont la loi de Hooke tend vers z�ero.

La loi de Hooke d'un mat�eriau isotrope est d�e�nie pour toute matrice sym�etrique "

par :

A" = 2�"+ �(tr")I (1.1.17)

o�u:

I d�esigne la matrice identit�e (en dimension 2 ou 3), � et � les constantes de Lam�e.

On a le syst�eme des �equations d'�elasticit�e

8

>

<

>

:

� = A"(~u) ;

div� = 0 dans 
 nH

� � ~n =

~

f sur @
;

(1.1.18)

avec

"(~u) = 1=2(r~u+r~u

t

) (1.1.19)

~u �etant le d�eplacement de la structure, "(~u) et � sont des tenseurs sym�etriques

respectivement de d�eformation et de contrainte.

La compliance est d�e�nie comme le travail des forces ext�erieures. Elle est donn�ee

par :

c(
 nH) =

Z

@


f � u

=

Z


nH

< Ae(~u); e(~u) >

=

Z


nH

< A

�1

�; � >

(1.1.20)

Le but des m�ethodes d'homog�en�eisation est de :

trouver H (ensemble des trous) qui minimise le poids avec une contrainte sur la

compliance, ou la compliance avec une contrainte sur le poids.

En introduisant un param�etre de p�enalisation � > 0 on se ram�ene �a un probl�eme

de minimisation sans contrainte :

Min

H

[c(
 nH) + � j 
 nH j] (1.1.21)

Sachant que :

j 
 nH j est le poids de la structure ( 
 priv�e des trous )

Allaire et Kohn [4] [10] montrent que le probl�eme de minimisation (1.1.21) est �equivalent

au probl�eme suivant :

Min

H

Z




J(�)dx; (1.1.22)
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avec

J(�) =

(

0 si � = 0

< A

�1

�; � > +� sinon

(1.1.23)

parmi les contraintes admissibles � v�eri�ant

(

div� = 0 dans 


� � ~n =

~

f sur @
:

(1.1.24)

Ils introduisent ensuite la formulation relax�ee de (1.1.22). Le probl�eme de minimisation

devient dans ce cas :

Min

A

�

2G

�

Z




< A

��1

�; � > +�� (1.1.25)

pour � admissible v�eri�ant 1.1.24.

Ou �(x) 2 [0; 1] est la densit�e de mati�ere au point x et

G

�

est l'ensemble des lois de Hooke que l'on peut construire par homog�en�eisation en

m�elangeant du mat�eriau A et du vide en proportion respective � et 1� �.

Pour toutes les d�emonstrations se r�ef�erer �a [4].

Des r�esultats de convergence (Kohn [44], Allaire [4]) font de l'homog�en�eisation une m�e-

thode robuste et sûre.

Discussion

Il faut noter cependant que plusieurs di�cult�es li�ees �a l'utilisation de ces m�ethodes sub-

sistent :

� cette approche est limit�ee au cadre strict de l'�elasticit�e lin�eaire ; l'utilisation de tout

autre mod�ele m�ecanique doit passer par la d�e�nition de l'op�erateur homog�en�eis�e

correspondant ;

� la solution homog�en�eis�ee doit être projet�ee sur l'espace des solutions r�eelles, c'est-�a-

dire, ne comportant que des zones de mati�ere de densit�e 1 ou des zones de vide

de densit�e 0 ; cette �etape de p�enalisation pose d'une part des di�cult�es tech-

niques, d'autre part elle nous fait sortir du cadre th�eorique (il n'y a plus de r�esultat

d'existence apr�es les it�erations p�enalis�ees).

� il est impossible �a l'heure actuelle de prendre en compte plus d'un unique chargement

dans le processus d'optimisation. On ne peut donc pas calculer la forme optimale

devant r�esister �a plusieurs con�gurations donn�ees ;

� la fonction coût et les contraintes, doivent être di��erentiables ; on ne peut pas

imposer une valeur limite �a ne pas d�epasser pour une grandeur physique li�ee au

comportement de la structure recherch�ee (correspondant �a une contrainte dans

L

1

non-di��erentiable) ; ainsi, pour respecter strictement une contrainte comme

D

Max

< D

Lim

(voir section 6.3.4), la m�ethode d'homog�en�eisation doit proc�eder par

\tâtonnement" et proposer deux solutions qui encadrent ce d�eplacement limite ;
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� il est impossible de traiter des probl�emes pour lesquels des conditions aux limites

sont impos�ees sur une fronti�ere inconnue de la solution (par exemple une pression

uniforme).

Pour rem�edier �a ces dif�cult�es, une possibilit�e est d'utiliser des m�ethodes d'optimisa-

tion stochastiques.

Ces m�ethodes travaillent sur des espaces quelconques, et sont capables d'optimiser des

fonctionnelles non di��erentiables, voire discontinues.

De plus, n'ayant besoin que des valeurs de J (la fonctionnelle �a minimiser), elles

peuvent s'a�ranchir des limitations de l'homog�en�eisation. C'est l'objet de cette th�ese de

le d�emontrer.





Chapitre 2

Les m�ethodes d'optimisation

stochastiques

2.1 Introduction

Nous pr�esentons dans ce chapitre les m�ethodes d'optimisation stochastiques que nous

utiliserons dans la suite pour les probl�emes d'�elasticit�e.

Cette pr�esentation nous semble n�ecessaire du fait de la relative nouveaut�e des AGs dans

le domaine de l'analyse num�erique. Elle se veut g�en�erale et sans lien imm�ediat avec le

probl�eme de l'Optimisation de Formes.

2.2 Les algorithmes g�en�etiques

2.2.1 G�en�eralit�es

Introduits par Holland en 1975 [32], puis popularis�es par, entre autres, Goldberg [22],

Michalewicz [48], les Algorithmes g�en�etiques (AGs) sont bas�es sur le paradigme naturel

de l'�evolution darwinienne des populations.

Dans la nature, les individus d'une population donn�ee sont souvent en comp�etition, que ce

soit pour la survie (recherche de nourriture par exemple) ou pour le choix d'un compagnon.

Seuls les mieux adapt�es d'entre eux survivent et se reproduisent. En d'autres termes, les

g�enes des individus performants vont se retrouver dans de plus en plus d'individus au �l

des g�en�erations. La combinaison des bons caract�eres des di��erents ancêtres peut conduire

�a des individus tr�es adapt�es, dont l'adaptation est encore plus grande que celle de cha-

cun des parents. C'est une description simpli��ee de la fa�con dont les esp�eces �evoluent de

mani�ere �a être de plus en plus adapt�ees �a leur environnement.

Les Algorithmes g�en�etiques utilisent une analogie directe, quoique caricaturale, de ce com-

portement naturel pour r�esoudre des probl�emes d'optimisation. L'adaptation est alors

mesur�ee en terme de valeurs de la fonction �a optimiser. Cette analogie explique la sp�e-

ci�t�e du vocabulaire utilis�e pour les algorithmes g�en�etiques. Nous allons par cons�equent

21
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commencer par introduire quelques d�e�nitions, et les grandes lignes de l'AG de base.

Soit le probl�eme mod�ele de maximisation d'une fonction :

MaxF (x), x 2 E

On appelle individu un point de E c'est-�a-dire une solution possible au probl�eme

donn�e. Tr�es souvent (particuli�erement dans le cadre original de Holland o�u E = f0; 1g

n

,

un individu est �egalement appel�e chromosome, constitu�e de g�enes (les bits 0/1). Les AGs

utilisent une population d'individus repr�esentant chacun une solution possible du probl�eme

donn�e, c'est donc un P-uplet (X

1

; :::; X

p

) 2 E

P

. A chaque individu on attribue une

performance �evaluant le m�erite de cet individu en tant que solution possible du probl�eme.

G�en�eralement, il s'agit directement de la valeur F (x).

Les individus sont choisis, ou encore s�electionn�es en fonction de leur performance : les

individus les moins adapt�es ont moins de chance d'être s�electionn�es pour se reproduire et

donc disparaissent naturellement.

Les meilleurs individus ont une plus grande probabilit�e de se reproduire par croisement

avec un autre individu de la population. Cette op�eration donne naissance �a des nouveaux

individus dont les g�enes sont issus de ceux de leurs parents.

En favorisant le croisement des meilleurs, les parties les plus int�eressantes de l'espace de

recherche sont ainsi explor�ees.

Chaque individu de la population a une certaine probabilit�e de muter. La mutation

est une perturbation al�eatoire d'un individu et favorise l'�emergence d'individus poss�edant

des caract�eristiques g�en�etiques nouvelles.

Toute une population de solutions possibles pour un probl�eme est donc produite en

choisissant les meilleurs individus par l'op�erateur s�election, puis en appliquant les op�era-

teurs croisement et mutation. Cette nouvelle population remplace les parents, et contient

une large proportion des caract�eristiques des bons individus de la g�en�eration pr�ec�edente.

Ce processus it�er�e sur plusieurs g�en�erations doit permettre de trouver les meilleurs carac-

t�eristiques de plus en plus souvent dans la population. Ces caract�eristiques sont m�elang�ees

ou �echang�ees avec d'autre bonnes caract�eristiques. Si ce processus s'est bien d�eroul�e, la

population doit converger vers une solution optimale du probl�eme.

Nous allons maintenant d�ecrire les di��erentes �etapes de l'algorithme g�en�etique clas-

sique.

2.2.2 L'Algorithme g�en�etique canonique

Notations et d�e�nitions

On cherche �a maximiser une fonction positive r�eelle donn�ee f sur l'ensemble E = f0; 1g

n

(cf Holland [32])

L'algorithme fait �evoluer une population d'individus �a travers plusieurs g�en�erations par

des op�erations que nous sch�ematisons par la �gure 8 et que nous d�etaillons ensuite.
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p individus )( 
Génération i

Population P i
1

Mutation

Croisement

Copie des
meilleurs

Echange de

Perturbation

Population P i

Population P i

2

3

Population P i+1
+1

Génération i

Sélection

matériel génétique

aléatoire

Population P i
( p individus )

Figure 8 : l'algorithme g�en�etique de base

2.2.3 Les op�erateurs classiques

La reproduction joue un rôle fondamental pour passer de la population P

i

(population de

la g�en�eration G

i

, i � 1) �a la population P

i+1

de la g�en�eration suivante. C'est lors de cette

phase que l'on choisit les individus qui seront combin�es deux �a deux pour donner d'autres

individus �a la g�en�eration suivante .

Les parents sont choisis al�eatoirement suivant une m�ethode qui favorisera les meilleurs

d'entre eux. C'est la phase dite de s�election, o�u apparâ�t le principe Darwinien de

l'�evolution. Certains individus peuvent être choisis plusieurs fois tandis que d'autres

ne seront jamais choisis. Il existe de nombreuses m�ethodes de s�election en fonction de la

performance. Nous pr�esentons plus en d�etail la s�election par roulette, utilis�ee dans les

travaux originaux de Holland, et qui illustre bien les ph�enom�enes mis en oeuvre.

La s�election par roulette

La s�election par roulette consiste �a copier les individus proportionnellement �a leur per-

formance. Sachant qu'en �n de compte le nombre total de copies est �egal �a la taille de

la population qui est �xe. Le comportement des AGs d�epend �enorm�ement de cette phase
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de s�election c'est-�a-dire du choix des individus qui vont se croiser et se reproduire.

Les individus sont donc s�electionn�es proportionnellement �a leur performance comme le

pr�econise Holland [32].

Soit (x

1

; ::::; x

P

) la population �a la g�en�eration t. La performance de chaque individu est :

F (x

i

); i = 1; :::: ; P: (2.2.1)

Chaque individu x

i

est copi�e en Fils(x

i

) fois, sachant que Fils(x

i

) est une variable al�ea-

toire v�eri�ant

Esp(Fils(x

i

)) =

F (x

i

)

�

F

: (2.2.2)

Avec:

�

F =

X

j=1

P

F (x

j

)

P

(2.2.3)

La taille de la population restant constante, on a de plus :

X

i=1

P

Fils(x

i

) = P (2.2.4)

L'esp�erance du nombre de �ls d'un individu n'est en g�en�eral pas un entier. Il faut ensuite

convertir ce nombre en entier sans que le r�esultat soit trop biais�e. Plusieurs m�ethodes

existent dont la meilleure est sans doute [8] L'Echantillonage stochastique universel.

Exemple

Pour �xer les id�ees supposons que l'on ait une population de 4 individus (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

).

Les performances des individus sont consign�ees dans le tableau 2.2.3 :

individu: x

1

x

2

x

3

x

4

performance: 1.2 0.6 0.2 0.4

Table : 2.2.3

On �evalue la performance de chaque individu par rapport �a la performance moyenne

de l'ensemble de la population.

La s�election par la roulette consiste �a repr�esenter les individus proportionnellement �a leur

performance [32], en lan�cant la boule 4 fois (taille de la population) de suite on obtient

les enfants. On recopie un �el�ement chaque fois que la boule s'arrête dans le secteur de la

roulette qui lui correspond.
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X
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X

X

X
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4

Figure 9 : S�election par la roulette

Cette m�ethode de s�election est biais�ee et ce biais et d'autant plus important que la

taille de la population est petite.

On verra dans la suite d'autres m�ethodes de s�election plus performantes (section 2.2.8).

Une fois s�electionn�es, les meilleurs individus ont une certaine probabilit�e de se repro-

duire par les op�erations de croisement et de mutation.

Le croisement

L'op�erateur de croisement transforme des couples d'individus, en recombinant certaines

de leur parties. L'id�ee de base est de tenter d'am�eliorer ainsi la performance des enfants.

8

<

:

I = xxxxxxxxxxx

J = yyyyyyyyyyy

Pcrois

=)

8

<

:

I

0

= xxxxxyyyyyy

J

0

= yyyyyxxxxxx

(I; J) est le couple parents s�electionn�e et (I

0

; J

0

) le couple enfants obtenu. L'exemple

pr�esent�e est un croisement �a un point [22]. C'est l'un des croisements les plus utilis�es. Un

même point de coupure est choisi al�eatoirement sur les deux châ�nes de bits et on permute

les deux châ�nes �a partir de ce point.

Il existe des croisements �a 2, 3 ou n points, le principe reste le même. Pour le croisement �a

2 points par exemple, deux sites de coupures sont al�eatoirement choisis et la permutation

se fait ensuite.

8

<

:

I = xxxxxxxxxxx

J = yyyyyyyyyyy

Pcrois

=)

8

<

:

I

0

= xxxyyyyxxxx

J

0

= yyyxxxxyyyy

Dans le cas de probl�emes discrets le croisement �a d�ecoupage de chromosome pr�ec�edemment

d�ecrit est parfaitement adapt�e. Dans tous les cas, on applique l'op�erateur de croisement

aux individus avec une certaine probabilit�e.

Si l'op�eration de croisement n'est pas appliqu�ee, les enfants sont obtenus juste en copiant

les parents.
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La mutation

Elle est caract�eris�ee par des perturbations g�en�etiques al�eatoires, destin�ees �a diversi��e les

�el�ements de la population : en l'absence de toute mutation aucune caract�eristique g�en�e-

tique nouvelle, c'est-�a-dire qui n'�etait pas pr�ec�edemment dans la population, ne peut

apparâ�tre. Tout comme le croisement, elle est appliqu�ee avec une certaine probabilit�e.

Les individus sont ainsi al�eatoirement d�eplac�es dans E. L'id�ee est d'�eviter les minima

locaux.

n

I = xxxxxxxxxxx

Pmut

=)

n

I

0

= xxxx�xxxxxxx

Apr�es toutes ces op�erations nous obtenons la population P

i+1

de la g�en�eration i+ 1.

2.2.4 Les param�etres

Même sur l'AG canonique, il existe un nombre important de param�etres �a �xer : c'est le

cas de la taille de la population Taille, la probabilit�e de croisement P

cross

, la probabilit�e

de mutation P

Mut

, le crit�ere d'arrêt (lorsque la solution n'est pas connue). Tous les op�era-

teurs �evolu�es que nous verrons ( section 2.2.8) n�ecessiteront en contrepartie l'introduction

de nouveaux param�etres. Pratiquement, les probl�emes pos�es par la mise en place d'un bon

algorithme g�en�etique se trouve principalement dans l'ajustement de tous ces param�etres.

La mise en place de ces param�etres critiques demande un temps de calcul non n�egligeable.

De plus, la m�ethodologie n�ecessite des moyennes sur plusieurs essais ind�ependants pour

valider l'approche stochastique.

Nous allons maintenant pr�esenter des r�esultats heuristiques et th�eoriques expliquant

le bon comportement des AGs.

2.2.5 Exploration et Exploitation

Tout algorithme d'optimisation doit comporter 2 phases pour trouver l'optimum global

d'un probl�eme.

Une phase d'exploration, qui permet d'explorer (�echantillonner) de nouvelles r�egions de

l'espace de recherche.

Une phase d'exploitation, qui utilise la connaissance que l'on a des parties de l'espace d�ej�a

visit�ees, et aide �a trouver les meilleurs points dans les meilleures r�egions d�ej�a explor�ees.

L'algorithme doit trouver un bon compromis entre ces deux phases.

La m�ethode de la recherche compl�etement al�eatoire est tr�es performante pour l'exploration

mais ne fait pas d'exploitation du tout, tandis que la m�ethode du gradient est tr�es bonne

pour l'exploitation alors que la partie exploration est tr�es peu d�evelopp�ee. La combinaison

de ces deux m�ethodes peut donner de tr�es bons r�esultats, seulement il est di�cile de

trouver la juste mesure entre la part d'exploration et celle d'exploitation : quand peut-on

juger qu'on a su�samment exploit�e les r�esultats avant d'explorer �a nouveau l'espace de
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recherche ?

Holland [32] a montr�e que les algorithmes g�en�etiques combinent ces deux phases. Si en

th�eorie ceci est v�eri��e, en pratique des probl�emes se posent. En e�et, dans ses travaux,

Holland suppose entre autre que :

La population est in�nie, que la performance doit re
�eter l'utilit�e de la solution et que les

g�enes d'un chromosome ne doivent pas interagir de fa�con signi�cative (probl�eme dit de

l'�epistasie) c'est-�a-dire que la fonction doit être s�eparable en terme de fonction de variables

r�eelles.

La premi�ere des hypoth�eses ne peut pas être r�ealis�ee.

Une cons�equence est que, même en l'absence de toute pression de s�election (c'est-�a-

dire pour une performance compl�etement constante), les individus de la population vont

converger vers un point de l'espace solution. Ceci s'explique de fa�con tr�es simple par

l'accumulation d'erreurs stochastiques.

Si un g�ene pr�edomine par hasard dans une g�en�eration donn�ee, il est �equiprobable qu'il

devienne encore soit plus pr�edominant �a la g�en�eration suivante soit moins in
uant. Si sa

pr�edominance augmente au cours de plusieurs g�en�erations, �etant donn�e que la population

est �nie, le g�ene peut se retrouver sur beaucoup d'individus et ce g�ene une fois �xe ne

bouge plus si on ne consid�ere que l'op�eration de croisement, qui ne peut pas changer les

g�enes. Au �l des g�en�erations les autres g�enes se �xent de cette fa�con. Ce ph�enom�ene

appel�e d�erive g�en�etique est la principale source de convergence pr�ematur�ee des AGs.

Les deux autres hypoth�eses peuvent quant �a elles être v�eri��ees par certaines fonctions

tests mais dans le cas r�eel elles sont rarement satisfaites.

2.2.6 Le th�eor�eme des sch�emas

La question qui se pose naturellement est de savoir comment les AGs obtiennent des r�e-

sultats aussi int�eressants �etant donn�ee la simplicit�e des op�erateurs d�ecrits pr�ec�edemment.

La plupart des recherches men�ees sur les algorithmes g�en�etiques ont consist�e jusqu'�a

pr�esent �a essayer de trouver des lois empiriques. Il n'y a pas vraiment de th�eorie g�en�erale

expliquant pourquoi les AGs ont de telles propri�et�es. Toutefois on avance plusieurs hy-

poth�eses qui peuvent expliquer partiellement le succ�es des AGs et nous aider �a impl�e-

menter un bon algorithme g�en�etique.

Le th�eor�eme des sch�emas de Holland(75) est la premi�ere explication du bon comporte-

ment des algorithmes g�en�etiques.

Il s'agit de chercher d'abord des similitudes entre les châ�nes dans la population, ensuite

de trouver des relations de cause �a e�et entre ces similitudes et les performances �elev�ees,

ce qui fournit de nouvelles informations permettant de mieux guider la partie exploration

de l'algorithme.

Consid�erons une châ�ne de caract�ere A de longueur l : A = a

1

a

2

a

3

::::a

l

avec a

i

2 f0; 1g

D�e�nition 2.2.1 (Sch�ema)
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Un sch�ema H est d�e�ni comme un sous-ensemble de châ�nes qui ont en commun des

caract�eristiques g�en�etiques.

Il peut être repr�esent�e en codage binaire par une châ�ne de caract�ere de f0,1,#g. Le

caract�ere # repr�esente les caract�eristiques qui ne sont pas communes.

D�e�nition 2.2.2 (Instance)

On dit qu'une châ�ne A = a

1

a

2

:::::a

l

est une instance d'un sch�ema H = b

1

b

2

#:::::b

l

si : 8i 2 f0; :::; lg tel que b

i

6= # on a a

i

= b

i

.

On dit que le chromosome A (châ�ne) est contenu dans H.

D�e�nition 2.2.3 ( Ordre d'un sch�ema)

L'ordre d'un sch�ema est le nombre de caract�eres �xes c'est-�a-dire les caract�eres

autres que # qu'il contient. Il est not�e o(H).

D�e�nition 2.2.4 ( Longueur utile d'un sch�ema)

La longueur utile d'un sch�ema, not�e l(H), est la distance entre les deux caract�eres

les plus externes autre que #.

Exemple 2.2.5

H = 1#1#0 est un sch�ema qui repr�esente toutes les châ�nes de caract�eres de

longueur 5 avec 1 en premi�ere et troisi�eme position et 0 en derni�ere. La longueur

utile du sch�ema ici l(H) = 5 et l'ordre o(H) = 3.

Comme exemple d'instance on a :

A = 11110, B = 10110 ,.....

Nous allons consid�erer maintenant les e�ets des di��erents op�erateurs de l'algorithme sur

les sch�emas.

La reproduction

L'op�eration de reproduction in
ue de mani�ere assez simple sur les sch�emas.

Soit A

i

= a

1

a

2

a

3

a

4

a

5

une châ�ne de caract�ere, a

i

2 f0; 1g. On se donne un ensemble de

châ�nes A = (A

j

)

j2[1;n]

qui forment la population A(t) �a la g�en�eration t, et un sch�ema H

d�e�ni sur l'alphabet f0, 1, # g, # �etant le symbole indi��erent.

On suppose qu'�a la g�en�eration t il y a m = m(H; t) exemplaires de H contenu dans A(t).

L'op�erateur de reproduction copie les châ�nes proportionnellement �a leur performance.

Une châ�ne A

i

est s�electionn�ee avec une probabilit�e p

i

= f

i

=

�

f

s

.

Ou f

i

est la valeur de la performance pour la i�eme châ�ne de caract�ere A

i

.

�

f

s

=

1

n

X

i=1

n

f

i

est la valeur moyenne de la performance pour les individus de toute la population A(t).

Pour une population de taille n, on a l'�equation d'adaptabilit�e (ou d'�evolution) :

Esp(m(H; t+ 1)) =

f(H)

�

f

s

m(H; t) (2.2.5)

qui donne l'esp�erance du nombre de repr�esentants du sch�ema H dans la population t+1,

f(H) �etant la performance moyenne des châ�nes repr�esentant le sch�ema H (instances de
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H) �a la date t c'est-�a-dire la valeur moyenne de la fonction performance pour les individus

du sch�ema H. Ainsi, tous les sch�emas d'une population se d�eveloppent ou d�ep�erissent en

fonction de leur moyenne de sch�ema f(H) du fait seul de l'op�erateur de reproduction. Si

un sch�ema H reste au dessus de la moyenne d'une valeur c

�

f

s

( c �etant une constante ),

l'�equation d'�evolution se r�e�ecrit :

Esp(m(H; t+ 1)) = (1 + c)m(H; t); (2.2.6)

L'in
uence du croisement

L'op�eration de reproduction n'in
ue pas sur l'exploration de nouvelles r�egions de l'espace

de recherche. Aucun nouveau point n'est explor�e et on ne fait que copier les individus.

C'est ici qu'apparâ�t le rôle du croisement qui permet un �echange d'information entre les

châ�nes.

On a vu pr�ec�edemment que le croisement est un processus al�eatoire de probabilit�e p

c

; la

d�ecision pour l'ex�ecuter est prise par un g�en�erateur de nombres al�eatoires uniform�ement

distribu�es entre 0 et 1 ; si le nombre g�en�er�e est inf�erieur �a p

c

le croisement a lieu, et dans

ce cas on d�etermine l'endroit sur la châ�ne de longueur l o�u l'op�eration a lieu.

Pour le th�eor�eme des sch�emas l'in
uence du croisement est consid�er�ee uniquement sous

l'angle n�egatif : vu la capacit�e du croisement �a d�etruire les sch�emas, on va compter ceux

qui sont d�etruits et borner ce nombre. Voyons comment l'op�eration de croisement peut

d�etruire un sch�ema particulier H, en partant d'un exemple concret.

Exemple 2.2.6
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On consid�ere deux châ�nes A

1

et A

2

en codage binaire de longueur l = 10, on g�en�ere

un point de coupure k = 4 ;

2

2

A1 = 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0=

= 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0

A

k=4

A’1 = 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0

A’

Figure 10 : Exemple de croisement

Consid�erons la châ�ne A

1

ci dessus et deux sch�emas H et H

0

qui la repr�esentent

A  = 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

H 

= * * 1 * * * 0 * * * 

= * * * * 1 * * * 1 *
k=4

H’

Figure 11 : In
uence du croisement sur les sch�emas

Dans ce cas de �gure le sch�ema H' pourra être d�etruit car des positions �xes sont situ�ees

de part et d'autre du point de coupure. Par contre, le sch�ema H survivra obligatoirement

car ses deux al�eles ( positions ) �xes se trouvent sur le même côt�e par rapport �a la position

de croisement, mais il ne sera pr�esent que dans l'une des deux châ�nes enfants.

On peut donc quanti�er l'e�et du croisement sur la vie d'un sch�ema particulier.

La probabilit�e P

d

pour qu'un sch�ema soit d�etruit est donn�ee par la probabilit�e d'avoir la

position de croisement entre la premi�ere et la derni�ere position �xe c'est-�a-dire entre 1 et

0 pour H'.

p

d

= l(H)=(l � 1) (2.2.7)

Si l'op�eration est faite avec la probabilit�e de croisement p

c

, on obtient la relation suivante :

p

d

� p

c

l(H)=(l � 1): (2.2.8)

Si le croisement est fait entre deux châ�nes qui repr�esentent le même sch�ema il ne sera

jamais d�etruit. Une borne inf�erieure sur la probabilit�e de survie p

s

du sch�ema s'en d�eduit

de mani�ere imm�ediate :

p

s

� 1� p

c

"

l(H)

(l � 1)

#

(2.2.9)
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Comme la reproduction et le croisement sont des op�erations ind�ependantes, on peut es-

timer le nombre de repr�esentants du sch�ema H dans la g�en�eration t + 1 par rapport �a

la g�en�eration t comme le produit du nombre esp�er�e par la seule reproduction avec la

probabilit�e de survie p

s

apr�es l croisement. En tenant compte de la reproduction et du

croisement on obtient apr�es t g�en�erations :

m(H; t) � (1 + c)

t

(

1� p

c

"

l(H)

(l � 1)

#)

t

m(H; 0): (2.2.10)

Le rôle de la mutation

De la même mani�ere, on consid�ere maintenant l'op�erateur de mutation qui est un change-

ment al�eatoire de certains �el�ements de la châ�ne. Cet op�erateur est appliqu�e avec une

probabilit�e p

m

. En introduisant des �el�ements nouveaux, la mutation pr�evient la perte

de caract�eristiques g�en�etiques. En fait, tout �el�ement de la châ�ne a une probabilit�e de

survie de (1 � p

m

) et comme les mutations sont ind�ependantes, la probabilit�e de survie

du sch�ema est : (1� p

m

)

o(H)

si o(H) est l'ordre du sch�ema.

m(H; t+ 1) � m(H; t)(1 + c)

(

1� p

c

"

l(H)

(l � 1)

#)

(1� p

m

)

o(H)

(2.2.11)

Th�eor�eme 2.2.7 ( \des sch�emas")

La probabilit�e de survie d'un sch�ema apr�es les op�erations de reproduction, croisement

et mutation s'obtient par:

m(H; t+ 1) � m(H; t)(1 + c)

(

1� p

c

"

l(H)

(l � 1)

#

� o(H)p

m

)

: (2.2.12)

Ainsi, un sch�ema Hde faible longueur d�e�nie, dont la performance moyenne est sup�erieure

�a la moyenne de la population, verra son nombre augmenter d'une g�en�eration �a l'autre.

La th�eorie des sch�emas explique le succ�es ou l'�echec des AGs suivant la mani�ere dont les

instances sont trait�ees. On remarque que ce \th�eor�eme" ne consid�ere les op�erateurs que

pour leurs actions destructrices de sch�emas. Il faut une �etude plus �ne pour tenir compte

des e�ets cr�eateurs de nouveaux sch�emas (voir section 5.4)

Pour une population de taille n, Holland a montr�e qu'un algorithme g�en�etique traite un

nombre de sch�emas de l'ordre de n

3

. C'est la th�eorie du parall�elisme implicite. C'est-�a-

dire que l'�evaluation de la performance d'un chromosome est �egalement l'�evaluation de

tous les sch�emas auxquels il appartient.

Les individus d'une population ont une certaine probabilit�e de se reproduire et d'avoir

des enfants. Le nombre de telles opportunit�es pour un individu donn�e est fonction de

sa performance. Les meilleurs individus contribuent donc plus de leurs g�enes pour la

g�en�eration suivante. La bonne performance d'un individu est due au fait qu'il poss�ede de

bonnes instances. En transmettant beaucoup de ses instances �a la g�en�eration suivante,

on augmente la possibilit�e de trouver de meilleures solutions.

Holland [32] a montr�e que la meilleure fa�con d'explorer l'espace de recherche est

d'allouer des essais de reproduction aux individus proportionnellement �a leur performance
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par rapport au reste de la population. De cette mani�ere les bons sch�emas re�coivent un

nombre d'essais croissant exponentiellement en fonction des g�en�erations.

La principale critique formul�ee contre ce \th�eor�eme" est de ne pas prendre en compte la

performance moyenne du sch�ema e�ectivement observ�ee dans la population (voir Radcli�e

[55]).

l'hypoth�ese de la construction des blocs

Selon Goldberg la puissance des AGs r�eside dans leur capacit�e �a trouver de bons blocs

constructifs (encore appel�es briques �el�ementaires), et de les recombiner.

D�e�nition 2.2.8 ( briques �el�ementaires)

Ce sont en fait des sch�emas de petite longueur d�e�nie qui consistent en des bits qui

mis ensemble conduisent �a une bonne performance.

Ces sch�emas courts d'ordre faible et tr�es bien adapt�es conduisent �a une meilleure perfor-

mance quand on les met dans un individu.

Les briques �el�ementaires sont s�electionn�ees, recombin�ees et reselectionn�ees pour former

des châ�nes encore plus adapt�ees.

2.2.7 Mod�elisation par châ�nes de Markov

Soit P

i

la population �a l'instant i, et P la taille de la population, X

i

= (X

i

1

; :::; X

i

P

) est

un vecteur dont les P composantes sont des châ�nes de longueur N sur f0,1g. On a vu

que pour passer de X

i

�a X

i+1

on suit le sch�ema :

X

i

S�el�ection

�! Y

i

Croisement

�! Z

i

Mutation

�! X

i+1

La suite X

i

est une châ�ne de Markov d'espace d'�etat (f0; 1g

N

)

P

, la loi de X

i

est d�eter-

min�ee de mani�ere unique par la donn�ee de la loi de X

0

et du m�ecanisme de transition

pr�ec�edemment d�ecrit.

Les principaux r�esultats th�eoriques de convergence sont :

� Un r�esultat tr�es g�en�eral de convergence globale, au sens de la convergence faible des

mesures de probabilit�es (Zhigljavsky [68])

� Des r�esultats partiels bas�es sur les algorithmes g�en�etiques en tant que châ�nes de

Markov (Davis [19] et Vose [66])

� Un r�esultat de convergence global bas�e sur la th�eorie de Freidlin-Wentzell des per-

turbations stochastiques de syst�emes dynamiques (Cerf [14])

On part d'un syst�eme non perturb�e : c'est-�a-dire d'un AG sans mutation ni croise-

ment, �a s�election caricaturale.

On perturbe ensuite ce syst�eme sachant que cette perturbation consiste en : une

s�election proportionnelle, une mutation et un croisement �a un point. Sous des hy-

poth�ese tr�es techniques concernant la mani�ere dont ces perturbations convergent
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vers 0 de mani�ere li�ee, Cerf [14] montre qu'il existe une taille de population P

�

appel�ee taille critique (calculable �a partir de F et des d�e�nitions des perturbations)

telle que, si P > P

�

,

8x 2 E

P

lim

i!1

P (P

i

� F

�

=P

0

= x) = 1

F est la fonction performance et F

�

est l'ensemble des maxima globaux de F .

Pour d'autres d�etails sur les principaux mod�eles th�eoriques des AGs voir les travaux

de Vose [66] et plus r�ecemment de G. Rudolph [57].

2.2.8 Les op�erateurs de s�election �evolu�es

Pourquoi de nouveaux op�erateurs ?

Deux ph�enom�enes motivent l'introduction de m�ethodes de s�election plus �evolu�es : la

convergence pr�ematur�ee et la convergence trop lente.

Un probl�eme courant pour les AGs est que les g�enes d'individus relativement perfor-

mants, mais non optimaux, dominent rapidement dans la population provoquant ainsi

une convergence pr�ematur�ee sur un maximum local.

C'est souvent le cas dans les premi�eres g�en�erations o�u peu d'individus sont performants,

l'�ecart type des performances des individus est tr�es �elev�e. L'esp�erance du nombre de �ls

souhait�es pour le meilleur individu, encore appel�ee pression s�elective, est tr�es importante.

Les meilleurs individus peu nombreux se reproduisent beaucoup. Il est donc important

de pouvoir contrôler la pression s�elective.

A l'inverse, la convergence peut être trop lente (stagnation) : Apr�es de nombreuses

g�en�erations la population a en grande partie converg�e mais peut ne pas avoir localis�e

pr�ecis�ement le maximum global ( cas d'un tr�es faible gradient autour du maximum). La

moyenne de la fonction performance est dans ce cas relativement �elev�ee. Ainsi il peut n'y

avoir qu'une assez faible di��erence entre le meilleur individu et les individus moyens.

La pression s�elective est tr�es faible dans ce cas et les individus se reproduisent tous de

mani�ere �a peu pr�es identique. Il est alors tr�es di�cile d'atteindre un maximum global.

Une fois que la population a converg�e, la capacit�e des AGs �a trouver de meilleures solutions

est presque nulle. En e�et, le croisement d'individus presque identiques ne produit pas

grand chose de neuf. Seul l'op�erateur de mutation reste pour explorer de nouvelles parties

de l'espace. Ce qui devient en fait une simple recherche al�eatoire.

Les mêmes techniques sont utilis�ees pour rem�edier �a ces deux types de probl�emes.

Le th�eor�eme des sch�emas stipule que l'on doit accorder des essais de reproduction �a un

individu proportionnellement �a sa fonction m�erite. Mais ce faisant on a une conver-

gence pr�ematur�ee de l'algorithme car la population n'est pas in�nie. Pour rendre optimal

l'algorithme g�en�etique, on doit modi�er la m�ethode de s�election des parents.

La mani�ere de modi�er le processus de s�election doit contrôler le nombre de tentatives

de reproduction de chaque individu pour qu'il ne soit ni trop �elev�e ni trop faible. Il faut

donc comprimer la marge de variation de la fonction m�erite de mani�ere �a ne pas avoir

brusquement un individu trop performant. Nous pr�esentons les di��erentes techniques de

mise �a l'�echelle utilis�ees, la s�election par le rang et les tournois.
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la pression s�elective

D�e�nition 2.2.9 (Pression s�elective)

On appelle pression de s�election � l'esp�erance du nombre de copies souhait�ees pour

le meilleur individu.

L'individu le plus performant aura donc (en esp�erance) � descendants. On cherche

g�en�eralement une pression s�elective �x�ee car, si � est trop faible, il n'y a pas de s�election

du tout. Si par contre � est trop forte il y a une convergence pr�ematur�ee vers probablement

un maximum local.

La mise �a l'�echelle lin�eaire

Les algorithmes g�en�etiques travaillent en terme de maximisation. Or, maximiser la fonc-

tion f ou �f + � est th�eoriquement �equivalent (pour � > 0) mais tr�es di��erent pour les

AGs ; f est donc remplac�ee par la fonction performance transform�ee f

0

= �f + � dans la

phase de s�election pour une g�en�eration donn�ee.

Soit :

�

f =

P

I2P

f(I)

n

(2.2.13)

et

f

max

= maxf(I); I 2 P (2.2.14)

�

f est la moyenne d'adaptation brute et

�

f

0

est la moyenne d'adaptation transform�ee.

� et � sont choisis de telle sorte que

�

f =

�

f

0

, ce qui assure que chaque individu d'adaptation

moyenne a un nombre de copie attendu �egal �a un et que f

0

max

= �

�

f , cette derni�ere

relation permet de contrôler le nombre de descendants de l'individu ayant l'adaptation

brute maximale. Ces deux relations d�eterminent � et � en fonction de �, f

m

ax et

�

f . �

est g�en�eralement choisi entre 1.0 et 2.0 .

Exemple 2.2.10
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La mise �a l'�echelle est la technique la plus r�epandue pour �eviter une trop rapide con-

vergence ou une uniformisation de la population. On peut l'utiliser sous deux formes

:

On �xe le nombre maximum de reproduction pour tous les individus �a 2.0 par exemple

(un individu ne peut pas avoir plus de deux copies dans ce cas).

Ce qui s'obtient en soustrayant une constante �a la performance brute puis en divisant par

la moyenne des performances ajust�ees.

Soustraire une valeur augmente le rapport entre la performance maximale et la moyenne

des performances. On doit de plus faire attention �a ce que la fonction performance ne

prenne pas de valeurs n�egatives.

La mise �a l'�echelle tend �a r�eduire les variations de la performance en d�ebut d'ex�ecution

ralentissant ainsi la convergence tout en augmentant la quantit�e d'exploration. Cepen-

dant, la pr�esence d'un seul individu extrêmement performant, avec par exemple une per-

formance 10 fois plus grande que la performance de n'importe quel autre individu, peut

conduire �a une surcompression de la fonction m�erite. Si par exemple l'�echelle des per-

formances est r�eduite de fa�con �a ce que le rapport maximum des performances sur la

moyenne des performances est de l'ordre de 2:1. Dans ce cas tous les autres membres de

la population auront leur performance regroup�ee autour de 1. Bien que l'on ait �evit�e une

convergence pr�ematur�ee, les variations de la fonction performance sont tellement r�eduites

que l'on risque de s'�eloigner du meilleur.

Il existe une autre m�ethode qui est une variante de la pr�ec�edente, la seule di��erence

est sur le terme �a soustraire.

Dans cette m�ethode, on consid�ere la performance minimale au cours de chaque g�en�eration,

la valeur e�ectivement soustraite est la valeur minimale observ�ee pendant les n g�en�era-

tions pr�ec�edentes (n �x�e).

Avec cette m�ethode la pression s�elective, c'est-�a-dire le rapport entre le nombre maxi-

mum d'essais de reproduction autoris�es et le nombre moyen, varie au cours de l'ex�ecution

et varie �egalement d'un probl�eme �a l'autre. La pr�esence d'un individu trop mauvais

peut provoquer une sous-expansion tandis que quelques individus trop performants peu-

vent toujours provoquer une convergence pr�ematur�ee puisqu'ils n'in
uencent pas le taux

d'�echelle appliqu�e.

Le probl�eme de ces deux types de m�ethodes est que l'intensit�e de la compression est

dict�ee par un seul individu le meilleur ou le pire. Elles seront donc peu e�cace si la

performance de cet individu est trop �elooign�ee de la performance moyenne. .

La mise �a l'�echelle exponentielle

La performance transform�ee est donn�ee par:

f

0

= f

k(n)

(2.2.15)

k est fonction des g�en�erations et n repr�esente la g�en�eration courante. [22]

k(n) =

�

s

�

s

0

�

p

1

�

tan(

n

N + 1

�

2

)

�

(p

2

(

s

0

s

�

)

�

)

(2.2.16)
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sachant que :

s

�

, s

0

, p

1

, p

2

sont des param�etres �a ajuster dans ]0; 1[. (voir Goldberg [22]).

Discussion :

� Si k ' 1 la transformation est inop�erante.

� Si k ' 0 il y a r�eduction des �ecarts de la performance, aucun individu n'est vrai-

ment favoris�e et l'algorithme g�en�etique se comporte comme un simple algorithme

de recherche al�eatoire, qui correspond �a une exploration de l'espace.

� Si k > 1 les �ecarts sont exag�er�es et seuls les bons individus sont s�electionn�es.

k varie donc des faibles valeurs vers de fortes valeurs au fur et �a mesure que le nombre de

g�en�erations augmente (voir Goldberg[22]).

’

f ’

f ’

f ’

f min

f k>1min

max

moy

ff moy fmax

k<1

Figure 14 : mise �a l'�echelle exponentielle

nN

k

1

2

Figure 15 : �evolution de k en fonction des g�en�erations



38 Chapitre 2. Les m�ethodes d'optimisation stochastiques

S�election par le rang

Une autre m�ethode �egalement tr�es utilis�ee est la s�election par le rang, m�ethode qui sur-

monte le probl�eme de la trop grande in
uence d'un seul individu.

Dans ce cas de �gure la performance n'est pas modi��ee mais les individus sont class�es selon

leur performance de d�epart. La probabilit�e pour qu'un individu se reproduise d�epend du

rang de l'individu. Cela peut être fait lin�eairement [7] ou exponentiellement [18].

Ceci donne un r�esultat analogue �a celui de la mise �a l'�echelle puisque le rapport (de la

performance maximum sur la moyenne) est normalis�e �a une valeur �x�ee ind�ependamment

des valeurs de la fonction performance.

Toutefois, cette m�ethode assure aussi que les nouvelles performances d'individus moyens

s'�etalent r�eguli�erement. Dans ce cas l'in
uence d'un ou de deux individus extrêmes sera

n�egligeable. En e�et, la m�ethode ne tient pas compte de l'amplitude de l'�ecart entre

leur performance et celles des autres �el�ements de la population. Le nombre d'essais de

reproduction allou�e aux k meilleurs individus sera toujours le même, quelle que soit la

performance de d�epart de ceux qui sont meilleurs ou moins bons.

Dans ce cas la surcompression de la performance du meilleur individu n'est plus un

probl�eme.

Prob(rang) = q(1� q)

rang�1

(2.2.17)

repr�esente la probabilit�e pour qu'un certain rang soit tir�e, avec q 2]0; 1[.

Exemple 2.2.11

Reprenons l'exemple introduit pour illustrer la s�election avec la roulette puis repris

dans la mise �a l'�echelle, 2.2.3. La taille de la population est de 4,

individu performance brute nouveau rang probabilit�e

1 2.5 2 0.158

2 1.8 3 0.144

3 5 1 0.4

4 0.7 4 0.0864

Certains r�esultats [18] [7] semblent prouver que la s�election par le rang m�ene �a de

meilleures solutions que les techniques de mise �a l'�echelle cit�ees pr�ec�edemment.

L'inconv�enient majeur du classement est que le comportement est le même pour les pre-

mi�eres ou les derni�eres g�en�erations.

En outre il requiert un tri des individus qui peut être tr�es coûteux en temps calcul dans

le cas de grandes populations.

S�election par tournoi

Cette m�ethode choisit les individus susceptibles de se reproduire sans recalculer explicite-

ment une fonction performance modi��ee.

Soit n 2 IN la taille du tournoi. Pour s�electionner un individu on choisit uniform�ement
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dans la population n individus, et on s�electionne le meilleur des n. Le tournoi de taille 2

et la s�election par le rang ont la même esp�erance.

Utiliser de grands tournois a pour e�et d'augmenter la pression s�elective car les in-

dividus inf�erieurs �a la moyenne ont peu de chances de gagner un tournoi alors que ceux

sup�erieurs �a cette moyenne ont de grandes chances de gagner.

Ce processus peut être g�en�eralis�e pour des pressions s�electives plus petites au tournoi

probabiliste. Dans ce cas de �gure, le meilleur individu gagne le tournoi avec une proba-

bilit�e p 2 ]0:5; 1[. Utiliser de plus petites valeurs pour p a pour e�et de baisser la pression

de s�election, les individus inf�erieurs �a la moyenne auraient alors plus de chance de rem-

porter le tournoi face �a d'autres qui sont sup�erieurs �a cette moyenne.

En ajustant la taille du tournoi ou la probabilit�e de gagner, la pression de s�election peut

être rendue arbitrairement grande ou petite.

Des comparaisons ont �et�e men�ees dans [26] entre ces di��erentes m�ethodes, la s�election

proportionnelle, le classement de la performance, les tournois, et bien d'autres m�ethodes

encore. De Jong a montr�e dans le cas du tournoi binaire que l'esp�erance est la même

que pour la s�election par le rang, mais que la variance est plus importante [20]. On peut

donc en conclure, pourvu que les param�etres soient bien choisis, que toutes ces m�ethodes,

mis �a part la s�election proportionelle brute, qui est vraiment mauvaise, sont �a peu pr�es

�equivalentes en ce sens que tous les r�esultats obtenus grâce �a elle sont bons. Il n'y a donc

pas une meilleure m�ethode �a proprement parler.

Une tendance r�ecente favorise cependant le tournoi, pour sa facilit�e d'impl�ementation : il

n'y a pas de calcul de coe�cients, ni de tri, mais seulement des comparaisons.

2.2.9 Le Partage

Le partage (sharing) est un autre op�erateur �evolu�e des AGs.

Pourquoi?

Il est utilis�e pour �eviter le regroupement d'individus performants, et assurer une certaine

diversit�e dans la population et empêcher ainsi une convergence pr�ematur�ee. Le partage

vise �a trouver tous les maxima. Cette technique est illustr�ee dans l'exemple de Goldberg

(voir Figure 16).
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f(
x)

Avec Partage (sans mutation) sans partage (sans mutation)

f(
x)

Figure 16 : Exemple de fonction �a pics d�ecroissants avec

ou sans partage

Principe

Le partage �evite l'agr�egation des individus dans une r�egion donn�ee en p�enalisant les in-

dividus qui ont trop de voisins proches. La notion de voisinage entre deux individus I et

I

0

est d�e�nie par :

�(I; I

0

) =

 

1�

 

d(I; I

0

)

�

!

�

!

+

(2.2.18)

o�u :

d(I; I

0

) est la distance entre deux individus. Cette distance mesure la dissimilarit�e entre

les individus I et I

0

. Une distance fr�equemment utilis�ee est la distance de Hamming

qui mesure la distance entre deux châ�nes de caract�eres en comptant le nombre de bits

di��erents.

� est un param�etre d�ependant du probl�eme trait�e, il est �x�e par l'utilisateur. Il permet

de d�elimiter le voisinage.

� permet d'ajuster l'intensit�e de la p�enalisation que l'on applique �a la performance

d'un individu.
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1
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Π(Ι , Ι’
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∆ = d(Ι, Ι’ )/δ

1 − ∆

1−∆1/4

1−∆

Figure 17 : Allure de la fonction partage

Pour e�ectuer le partage, la performance F (I) de I est remplac�ee par :

F

0

(I) =

F (I)

P

I

0

2P

�(I; I

0

)

(2.2.19)

La nouvelle performance est inversement proportionnelle au nombre de voisins d'un indi-

vidu.

Exemple 2.2.12
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On consid�ere le cas de trois individus et pour � �x�e �egal �a 1.

1

2

3

Figure 18 : Exemple de partage

On a :

d(1; 2) > � �! �(1; 2) = �(2; 3) = 0

d(1; 3) << � �! �(1; 3) ' 1

(2.2.20)

Dans ce cas la performance modi��ee devient :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

F

0

(1) =

F (1)

2

F

0

(2) = F (2)

F

0

(3) =

F (3)

2

(2.2.21)

2.2.10 Le codage

D�e�nition, probl�ematique

Dans la th�eorie originale de Holland, encore prôn�ee par un petit nombre d'irr�eductibles,

il su�sait de ramener un probl�eme d'optimisation dans f0; 1g

n

, puis de lancer la ma-

chine g�en�etique pour obtenir une solution au probl�eme initial. L'op�eration consistant �a

se ramener dans l'espace des châ�nes de bits f0; 1g

n

�etait appel�ee codage.

Par extension, on consid�ere aujourd'hui deux espaces : l'espace o�u est pos�e le probl�eme,

et sur lequel il est possible de calculer les valeurs de la fonction �a optimiser F , ou espace

ph�enotypique et l'espace o�u travaille les op�erateurs g�en�etiques (croisement, mutation) ou

espace g�enotypique. Le codage est le passage du ph�enotype au g�enotype (le d�ecodage

�etant l'op�eration inverse).

Importance du codage

Un bon codage est un codage qui favorise la formation des briques �el�ementaires qui seront

recombin�ees par l'op�erateur de croisement.

Deux questions importantes, et qui restent ouvertes, se posent naturellement :

� Est-il possible en g�en�eral de trouver des codages qui v�eri�ent les hypoth�eses de la

construction de briques �el�ementaires (voir section : 2.2.10) ?
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� Dans le cas o�u il ne serait pas possible de trouver de tels codages, peut-on mod-

i�er l'algorithme g�en�etique de fa�con �a am�eliorer sa performance, et dans ce cas,

comment?

Le codage binaire universel

Malgr�e toutes les critiques qui lui ont �et�e adress�ees, le codage le plus utilis�e reste le codage

binaire. Nous allons en d�ecrire un exemple, dans la mesure o�u il est repr�esentatif d'un

�etat d'esprit maintenant d�epass�e, et qui peut sembler surprenant aux sp�ecialistes de la

manipulation des nombres r�eels que sont les math�ematiciens appliqu�es.

La d�e�nition d'un codage binaire de longueur n �x�ee pour tous les r�eels x d'un intervalle

[a; b] se d�eroule comme suit. Pour coder x 2 [a; b], on calcule

x

bin

=

�

x� a

b� a

2

n

�

x

bin

est un entier de [0; 2

n

� 1]. Son expression en base 2 est un codage binaire obtenu

dans f0; 1g

n

L'entier n d�etermine la pr�ecision du codage.

Dans le cas du codage binaire, s'il y a plusieurs param�etres, on a plusieurs formes de

repr�esentation possibles. Pour la plus courante, les param�etres sont repr�esent�es par

une seule châ�ne. Le premier param�etre occupe les n

0

premi�eres places de la châ�ne,

le param�etre suivant les n

0

places suivantes et ainsi de suite. Dans ce genre de codage

une châ�ne repr�esente e�ectivement une solution possible du probl�eme. Les op�erations

standards du g�en�etique seront faites sur une seule châ�ne.

Exemple d'un probl�eme �a trois param�etres :

1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 

n0 0n0 n

Figure 19 : repr�esentation en une châ�ne unique

Les autres formes de codage

� Un chromosome est une suite de symboles. Classiquement, ces symboles sont bi-

naires, donc chaque symbole a une cardinalit�e (nombre de caract�eres dans l'alphabet)

de deux. Des symboles de plus grande cardinalit�e ont parfois �et�e utilis�es. Le prob-

l�eme reste ouvert pour savoir laquelle des repr�esentations permet d'avoir le plus

grand nombre de sch�emas et ainsi un plus grand degr�e de parall�elisme implicite.

� Pour un codage binaire on a 2

l

châ�nes de longueur l possibles, et 3

l

sch�emas. Pour

un codage utilisant un alphabet de cardinal k si l

0

est la longueur du codage on

a k

l

0

châ�nes et (k + 1)

l

0

sch�emas; il est facile de montrer que de tous les codages

possibles, c'est l'alphabet binaire qui pr�esente le nombre maximal de sch�ema par bit

d'information. Et comme ce sont les similarit�es (sch�emas) qui sont �a la base de la
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m�ethode d'exploration, il est tout naturel de maximiser leur nombre quand on met

au point un codage.

� Cependant Goldberg dans sa th�eorie sur l'alphabet virtuel [24] a montr�e que pour

les alphabets de grande cardinalit�e, chaque symbole converge tr�es vite (en l'espace

de quelque g�en�erations) ce qui laisse �evidemment peu de valeurs possibles, et revient

tout simplement �a dire que chaque symbole a en fait une faible cardinalit�e. Ceci

explique les bons r�esultats de certains codages non binaires.

Par ailleurs, une repr�esentation non binaire peut avoir beaucoup d'avantages quand

les param�etres utilis�es sont num�eriques, ce qui est souvent le cas dans les probl�emes

r�eels. Il peut donc être tr�es int�eressant d'utiliser des chromosomes dont chaque

symbole repr�esente directement un nombre r�eel. Cette repr�esentation directe des

param�etres r�eels n�ecessite de d�e�nir des op�erateurs sp�eci�ques.

Ainsi a �et�e d�e�ni le croisement barycentrique que l'on utilise pour les probl�emes de

type continus. Il consiste �a choisir deux g�enes P

1

(i) et P

2

(i) dans chacun des parents

�a la même position i, et �a d�e�nir les g�enes correspondants C

1

(i) et C

2

(i) chez les

enfants par combinaison lin�eaire :

(

C

1

(i) = �P

1

(i) + (1� �)P

2

(i);

C

2

(i) = (1� �)P

1

(i) + �P

2

(i);

(2.2.22)

Le coe�cient � est tir�e au hasard uniform�ement dans [0; 1]. On utilisera ce type de

croisement dans le chapitre 3.

La mutation g�en�eralement utilis�ee en cas de codage r�eel est la mutation gaussienne

des strat�egies d'�evolution [61] (que nous pr�esenterons �egalement au chapitre 3). On

pourra aussi se reporter au livre de Michalewicz [49].

2.2.11 La fonction Performance ou comment �evaluer un individu

Principe

A chaque solution on associe une fonction performance qui d�ecrit le m�erite de l'individu

que le chromosome repr�esente. Dans le cas de l'optimisation par exemple, la performance

est souvent la valeur de la fonction �a optimiser. Ce n'est cependant pas toujours le cas.

Construction de la fonction m�erite

Cette fonction est tr�es importante pour les AGs, au même titre que le codage. Beaucoup

d'�etudes ont �et�e men�ees pour optimiser les autres param�etres des AGs mais il s'av�ere

qu'ils ont peu d'impact sur leur e�cacit�e.

Grefenstette [27] montre qu'il existe un ensemble de param�etres id�eal pour les op�erateurs

classiques de l'AG , mais il conclut que le m�ecanisme de base des algorithmes g�en�etiques

est si robuste que dans d'assez grands intervalles le choix des param�etres n'est pas critique.

Ce qui est primordial �etant la fonction m�erite et le codage.

Pour que les AGs se comportent bien, nous devons trouver une mani�ere de construire

des fonctions m�erite ne comportant pas trop de maxima locaux ou pr�esentant un maximum
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global isol�e.

La construction de la fonction performance peut être assez �evidente pour certains pro-

bl�emes, dans le cas o�u l'on sait exactement ce que l'on veut optimiser ( voir par exemple

dans le chapitre 5 l'optimisation du moment d'inertie d'une barre en 
exion ).

En optimisation combinatoire, si l'on consid�ere par exemple le probl�eme du voyageur

de commerce [28] (probl�eme comportant beaucoup de contraintes), de nombreux points

dans l'espace de recherche repr�esentent des chromosomes invalides et donc ont une valeur

nulle. C'est aussi le cas pour la mise en place d'emploi du temps pour des classes [9]. Des

professeurs, des classes et des salles doivent être associ�es. La plupart des allocations de

classe et de professeurs dans une salle peut violer plusieurs contraintes �a savoir une salle

occup�ee par deux classes en même temps, ou une classe ou un professeur se trouvant dans

plusieurs salles au même moment, ou encore une classe se retrouvant avec un emploi du

temps ne comportant pas tous les cours qu'elle est suppos�ee recevoir.

� Pour que l'algorithme g�en�etique soit performant dans ces cas de �gures il faut con-

struire une fonction m�erite qui puisse �evaluer la performance d'un mauvais individu

en fonction de la capacit�e de ce mauvais individu �a guider l'algorithme vers un

bon chromosome. Dans ce genre de probl�emes on doit savoir o�u se trouvent les

bons chromosomes pour donner �a des points voisins de bonnes valeurs, aux points

�eloign�es des mauvaises valeurs.

� D'autres m�ethodes ont �et�e sugg�er�ees pour calculer la fonction m�erite lorsque le

but doit être tout ou rien. On peut par exemple consid�erer des sous-buts [17]et

r�ecompenser les chromosomes qui atteignent ces sous-buts. Pour le probl�eme des

emplois du temps par exemple on peut r�ecompenser toutes les classes qui ont leurs

cours bien allou�es.

� Une autre approche [22] consiste �a utiliser des fonctions de p�enalisation qui indiquent

�a quel point un chromosome est mauvais et construit la fonction m�erite comme la

di��erence entre une constante et la p�enalisation.

Quant �a la construction de ces fonctions de p�enalisation [35] il semble �evident que les

meilleures m�ethodes sont celles qui �evaluent la gravit�e de la violation des contraintes

et les pires sont celles qui indiquent simplement le nombre de contraintes viol�ees.

On peut �egalement construire de bonnes fonctions de p�enalisation en consid�erant le

coût de la r�eparation, c'est-�a-dire ce que coûterait de transformer un chromosome

non faisable en un chromosome faisable.

� Une autre fa�con de proc�eder est de consid�erer une fonction approch�ee dans le cas o�u

la vraie fonction est tr�es di�cile ou tr�es lente �a calculer [9]. Si une fonction beau-

coup plus rapide et plus simple peut être construite et si cette nouvelle fonction

donne approximativement la valeur de la fonction m�erite, les AGs peuvent trouver

pour un temps CPU donn�e, un meilleur chromosome que celui que l'on aurait eu

(pour le même temps)avec la vraie fonction m�erite.

Ainsi, si la nouvelle fonction est 10 fois plus rapide on aura 10 fois plus d'�evaluations

de la fonction m�erite dans le même temps.

Une �evaluation approch�ee de 10 points dans l'espace de recherche peut parfois être
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plus avantageuse qu'un unique calcul exact en un seul point. Les AGs sont su�sam-

ment robustes pour converger malgr�e la perturbation que repr�esente l'approximation

[22].

Remarques

Pour tout probl�eme donn�e il faut d�e�nir un codage, une performance, et des op�erateurs

adapt�es. C'est ce que nous verrons dans le chapitre 5.

2.3 La m�ethode du recuit simul�e

2.3.1 G�en�eralit�es

Introduite par Kirkpatrick et al. [58] cette m�ethode d'optimisation utilise l'analogie entre

l'optimisation et la thermodynamique du recuit d'un solide.

Le processus de recuit consiste �a chau�er le solide jusqu'�a la fusion puis �a le refroidir

jusqu'�a la cristallisation. Pour obtenir un �etat �nal de cristal parfait le refroidissement

doit être conduit de fa�con �a �eviter des minima locaux de l'�etat �energ�etique qui induisent

des imperfections.

Le comportement du corps solide pendant les variations de la temp�erature peut seulement

être expliqu�e par le comportement du syst�eme de l'�equilibre thermique, car le nombre

d'atomes est tr�es �elev�e ( = 10

23

=cm

3

) ; l'�equilibre �energ�etique est caract�eris�e par la dis-

tribution de Boltzmann qui donne la probabilit�e qu'un solide soit �a l'�etat �energ�etique i

avec l'�energie E

i

�a la temp�erature T

P

i

(X = i) =

1

Z(T )

exp(�

E

i

K

B

T

): (2.3.23)

o�u X est une variable stochastique repr�esentant l'�etat actuel du solide, et Z(T ) une fonc-

tion appel�ee fonction de partition d�e�nie par :

Z(T ) =

n

X

j=1

exp(�

E

j

K

B

T

) (2.3.24)

et n repr�esente le nombre d'�etats �energ�etiques possibles.

Pour simuler l'�evolution d'un solide vers l'�equilibre thermique �a une temp�erature donn�ee

T , M�etropolis et al [52] ont introduit un algorithme bas�e sur la technique de Monte-Carlo.

A l'it�eration K + 1, une petite perturbation est impos�ee au syst�eme, par exemple le

d�eplacement d'une particule, le changement �energ�etique correspondant �E est calcul�e.

� Si �E � 0,

le d�eplacement est accept�e et la con�guration est enregistr�ee comme point de d�epart

de la prochaine it�eration.
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� Si �E > 0,

la d�ecision est trait�ee en termes probabilistiques. Soit P (�E) = exp(�

�E

K

b

T

) Si

P (�E) > � la con�guration est accept�ee pour initialiser la prochaine it�eration,

sinon, elle est rejet�ee.

� est un nombre al�eatoire uniform�ement g�en�er�e dans [0,1].

Ce processus permet d'�eviter les minima locaux.

En r�ep�etant cette proc�edure plusieurs fois, le mouvement thermique des particules est

simul�e. Par un nombre d'it�erations tr�es �elev�e on doit atteindre l'�equilibre thermique.

Le terme P (�E) signi�e que le syst�eme �evolue vers la distribution de Boltzman, on

tend ainsi vers l'�equilibre thermique. Kirkpatrick et al [58] en faisant l'analogie entre

l'optimisation et le processus physique de recuit ont tir�e plusieurs conclusions :

La d�etermination de l'�etat de basse �energie d'un syst�eme est un probl�eme d'optimi-

sation. On a en e�et une �equivalence entre la solution d'un probl�eme d'optimisation �a

l'it�eration K et l'�etat �energ�etique d'un syst�eme physique �a l'it�erationK dans l'algorithme

de Metropolis. La fonction coût ou objectif joue le rôle de l'�energie.

En principe, dans les probl�emes d'optimisation il n'y a pas de param�etre temp�erature

\naturelle" mais la temp�erature peut être simul�ee simplement par un param�etre de con-

trôle qui jouera ce rôle.

Cela permet la r�esolution de probl�emes d'optimisation. L'algorithme d�ecrit en question

est le recuit simul�e.

Dans l'algorithme du recuit classique le processus commence avec une temp�erature

�elev�ee et des perturbations al�eatoires sont r�ealis�ees sur chaque variable.

Pour chaque perturbation al�eatoire une fonction coût est �evalu�ee puis compar�ee avec sa

valeur ant�erieure. Si on obtient une am�elioration, la solution courante et la valeur de

la fonction courante sont sauvegard�ees. Dans le cas contraire, la solution courante n'est

sauvegard�ee que si la probabilit�e de Boltzmann est plus grande qu'un nombre al�eatoire

uniform�ement g�en�er�e dans [0,1].

Cette proc�edure est r�ep�et�ee pendant un certain nombre de cycles jusqu'�a ce que l'�etat de

quasi �equilibre soit atteint.

Puis, la temp�erature est r�eduite et une nouvelle it�eration est ex�ecut�ee.

On montre que l'ensemble des points g�en�er�es converge vers un minimum global quand

la temp�erature tend vers 0.

2.3.2 Les param�etres critiques

Le principal probl�eme rencontr�e pour trouver le minimum global en un temps �ni, est �a la

d�etermination de l'ensemble des param�etres qui gouvernent la convergence de l'algorithme,

qu'on appelle encore le sch�ema de refroidissement. Ces param�etres sont la valeur initiale

du param�etre de contrôle ( la temp�erature initiale T

0

), le facteur de r�eduction de la

temp�erature (F

r

), le nombre d'it�erations (longueur de la châ�ne de Markov L

M

) pour

chaque valeur de temp�erature et le crit�ere d'arrêt.

Comment d�eterminer T

0

?

Dans le processus physique le solide doit être chau��e jusqu'�a ce qu'il fonde pour que
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dans la phase liquide les atomes ou particules puissent se d�eplacer et atteindre l'�equilibre

thermique.

Dans l'algorithme du recuit de base, le param�etre de contrôle initial doit être su�samment

�elev�e pour permettre �a toutes les transitions d'être accept�ees. Ce qui permet ainsi (on

l'esp�ere) de localiser l'endroit ou la zone o�u se situe le minimum global. Le param�etre T

0

varie d'un probl�eme �a l'autre.

Le taux d'acceptation des transitions approximativement �egal �a 1 dans le premier cycle

peut être pris comme crit�ere pour la d�etermination du facteur T

0

. En pratique[58], on

commence par une petite valeur et on la multiplie par un facteur sup�erieur mais proche

de 1 jusqu'�a l'obtention d'un taux d'acceptation proche de 1.

Le taux doit être calcul�e apr�es un nombre minimum d'it�erations.

Comment d�eterminer F

r

?

La valeur du facteur de r�eduction F

r

, responsable de la r�eduction du param�etre de contrôle

entre deux it�erations cons�ecutives, doit être inf�erieure mais proche de 1. Le refroidissement

doit être conduit comme pour le processus physique ( pour �eviter les minima locaux ).

En g�en�eral on choisit F

r

dans l'intervalle [0.8 ; 0.99] [1][58].

Comment d�eterminer la longueur de la châ�ne de Markov L

M

?

Le nombre d'it�erations ou longueur de la châ�ne de Markov doit être su�samment grand

pour que l'�equilibre thermique soit atteint (c'est-�a-dire pour que le rapport entre le nombre

d'acceptation n

a

et le nombre de rejet n

r

soit �egal �a 1) [58]. Dans le cas contraire on risque

d'obtenir des minima locaux ou, comme dans le processus physique, d'avoir des structures

en cristal pr�esentant des imperfections locales.

Le crit�ere d'�equilibre thermique est en g�en�eral trop s�ev�ere car il n�ecessite souvent un grand

nombre d'it�erations et est g�en�eralement remplac�e par la notion de quasi �equilibre [65].

On essaie de mettre �a jour le param�etre de contrôle apr�es un nombre minimal d'it�erations

et quand le rapport

n

a

n

r

2 [0:8; 1:25] [65].

Comment d�eterminer le crit�ere d'arrêt ?

On arrête le processus de recherche du minimum quand des am�elioration sensibles ne sont

plus r�ealis�ees ou quand le param�etre de contrôle est inf�erieur �a une certaine limite. Un

crit�ere d'arrêt couramment utilis�e [64] est :

< E > �E

min

< E >

< "

o�u < E > est la valeur moyenne de la fonction �a minimiser, E

min

�etant la solution

courante, et " repr�esente la pr�ecision souhait�ee.



Chapitre 3

Exemple d'optimisation g�eom�etrique

Dans ce chapitre nous pr�esentons un exemple d'optimisation g�eom�etrique : \Peut-on

entendre la forme du tambour ?" Ce probl�eme inverse a �et�e r�esolu par une m�ethode

de variation de domaine par Hutchinson & Niordsen [33]. Nous pr�esentons tout d'abord

leurs r�esultats �a titre de r�ef�erence. Nous d�etaillons ensuite deux approches bas�ees sur les

algorithmes g�en�etiques (voir �egalement [42]), insistant sur la repr�esentation utilis�ee, les

op�erateurs sp�eci�ques mis au point, et une m�ethode adapt�ee de r�eduction de l'espace de

recherche. Nous comparons �nalement nos r�esultats �a ceux de [33] sur le probl�eme du

tambour harmonique.

3.1 \Peut-on entendre la forme du tambour ?"

Le probl�eme auquel nous nous interressons ici est celui de l'identi�cation d'une forme de

tambour ayant un son donn�e (\Peut-on entendre la forme du tambour ?"). Plus pr�e-

cis�ement, il s'agit de trouver un domaine de IR

2

tel que certaines valeurs propres de

l'op�erateur de Laplace (avec conditions aux limites de Dirichlet) aient des valeurs don-

n�ees. D�etaillons tout d'abord le probl�eme direct.

3.1.1 Le probl�eme direct:

Soit 
 un ouvert de IR

n

de classe C

1

, de fronti�ere @
. Dans 
, l'op�erateur �� avec

conditions aux limites de type Dirichlet est d�e�ni de D(��


;D

) dans L

2

(
), avec

D(��


;D

) =

n

u 2 H

1

0

(
);� u 2 L

2

(
)

o

.

Cet op�erateur est auto-adjoint positif, et d'inverse compact. Il existe donc une base

Hilbertienne de L

2

(
),

n

u

i

2 D(��


;D

); i � 1

o

et une suite de r�eels strictement positifs

(�

i

)

i�1

telles que

8

>

>

<

>

>

:

0 < �

1

� �

2

� : : : �

i

� : : : < +1;

�� u

i

= �

i

u

i

dans 
; i = 1; 2; : : : ;

u

i

= 0 sur @
; i = 1; 2; : : : :

49
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On notera �

�

(
) le spectre de 
. Les valeurs propres �

i

sont caract�eris�ees par le principe

de Min-Max.

Remarquons en�n que si l'on change 
 en �
, pour une param�etre � positif, les valeurs

propres de �� sont divis�ees par un facteur �

2

. Il est donc en particulier toujours possible

d'imposer une valeur donn�ee �a lapremi�ere valeur propre de l'op�erateur de Laplace sur un

domaine de forme quelconque en dilatant ce domaine par un facteur bien choisi. Cette

remarque est �a la base de la m�ethode de r�eduction de l'espace de recherche que nous

introduirons section 3.5.

3.1.2 Le probl�eme inverse

Dans ce chapitre, nous nous proposons de r�esoudre le probl�eme inverse pos�e comme suit.

Etant donn�e un ensemble �ni � de valeurs r�eelles positives, trouver un domaine 
 telle que

ces valeurs soient les premi�eres valeurs propres de l'op�erateur de Laplace sur 
, c'est-�a-dire

(

� � �

�

(
)

8� 2 �

�

(
); � =2 �) � � � 8� 2 �

Le probl�eme de l'unicit�e d'une forme de spectre donn�e est un probl�eme encore ouvert.

Il existe cependant des �el�ements de r�eponse dans le cas d'un ouvert de fronti�ere r�eguli�ere

(C

1

), et des contre-exemples dans le cas d'un ouvert de fronti�ere seulement C

0

. Il en

d�ecoule que le probl�eme inverse dans la classe des ouverts de fronti�ere C

0

est un probl�eme

mal pos�e : : : ce qui n'emp�eche pas de chercher une forme ayant un spectre se rapprochant

le plus possible d'un ensemble de valeurs positives donn�ees.

3.1.3 Le tambour harmonique

Le probl�eme du tambour harmonique est le cas particulier le plus connu du probl�eme

g�en�eral pr�esent�e ci-dessus. Un tambour est dit harmonique si ses plus basses fr�equences

de vibration sont dans les rapports 2:3:3:4 : si par exemple la premi�ere fr�equence de

vibration, ou fondamentale est un Do, la suivante (double) doit être un Sol, suivie ensuite

par un Do a l'octave sup�erieur. Le probl�eme est ici de trouver la forme de tambour

pr�esentant ces caract�eristiques, dont le son est \harmonieux" �a l'oreille.

En termes de spectre de l'op�erateur ��, il faut que les premi�eres valeurs propres

v�eri�ent les relations suivantes :

s

�

2

�

1

=

s

�

3

�

1

=

3

2

; et

s

�

4

�

1

= 2

Compte-tenu de la propri�et�e de proportionnalit�e des valeurs propres par dilatation

du domaine (voir section 3.1.1 ci-dessus), on peut se �xer lapremi�ere valeur propre, et

se ramener au probl�eme inverse classique de d�eterminer la forme ayant pour deuxi�eme,

troisi�eme et quatri�eme valeurs propres les valeurs voulues.
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3.2 Approche par variation de domaine

La m�ethode classique que nous allons d�etailler est bas�ee sur des petites variations du

domaine 
. Soit " un petit param�etre, et 


"

le domaine perturb�e. La i�eme valeur propre

de ��




"

;D

s'obtient alors par une petite correction (de l'ordre de ") de la i�eme valeur

propre de ��


;D

. Cette formule d'approximation (formule de Hadamard) est le point

essentiel de l'algorithme de Hutchinson-Niordson :

A partir d'un domaine 


0

donn�e, on calcule les quatre premi�eres valeurs propres et les

vecteurs propres associ�es �a ce domaine. Ces valeurs propres permettent, en inversant la

formule d'Hadamard, de trouver la d�eformation du domaine �a e�ectuer pour se rapprocher

des valeurs propres d�esir�ees. Ce processus est r�ep�et�e pendant pendant un certain nombre

d'it�erations.

Formule d'Hadamard

Soit (s; ~n) une param�etrisation locale du bord @
 du domaine 
 suppos�e r�egulier (de

classe C

1

;

f(s2)

f(s )1

(b)

s

n

f(s)

Ωε

Ω Ω

Ωε

(a)

Figure 20 : variation du domaine

Soit �

i

la i�eme valeur propre de ��


;D

et u

i

le vecteur propre associ�e. On consid�ere le

domaine 


"

, pour un petit param�etre positif ", obtenu �a partir de 
 de la fa�ccon suivante :




"

= 
 + "f(s)~n(s);

o�u f est une fonction r�eguli�ere �a valeurs r�eelles, p�eriodique de p�eriode la longueur de la

fronti�ere @
. Ainsi, la fronti�ere @


"

de 


"

est donn�e par

@


"

= @
 + "f(s)~n(s):

Par soucis de simplicit�e d'expos�e uniquement, nous faisons l'hypoth�ese que f est stricte-

ment positive. Cette restriction n'est pas n�ecessaire pour �etablir la formule d'approxima-

tion. On note par �

"

i

et u

"

i

la i�eme valeur propre et le i�eme vecteur propre de l'op�erateur
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��




"

;D

. (�

"

i

; u

i

"

(x)) v�eri�ent donc l'�equation de Helmholtz suivante :

8

>

<

>

:

�u

i

"

+ �

i

"

u

i

"

= 0 dans 


"

;

u

i

"

= 0 sur @


"

:

(3.2.1)

Comme u

i

"

est de classe C

1

, nous pouvons �ecrire

u

i

"

j

@


= u

i

"

j

@


"

+"f(s)

@u

i

"

@n

j

@


+0("

2

): (3.2.2)

Ce qui donne

u

i

"

(x)j

@


= �"f(s)

@u

i

"

@n

j

@


+O("

2

): (3.2.3)

D'autre part, en d�eveloppant u

"

i

en puissance de " on obtient :

u

i

"

(x) = u

i

(0)

(x) + "u

i

(1)

(x) + ::: dans 
; (3.2.4)

o�u u

i

(0)

, u

i

(1)

sont deux fonctions r�eguli�eres d�e�nies dans 
. Et de la même mani�ere, nous

pouvons �ecrire un d�eveloppement de �

i

"

de la forme :

�

i

"

= �

i

(0)

+ "�

i

(1)

+ ::: (3.2.5)

Pour ces deux d�eveloppements asymptotiques, nous admettons que �

(0)

i

= �

i

et u

(0)

i

= u

i

.

Les �equations ( 3.2.3) et ( 3.2.4) conduisent �a

u

i

(0)

(x) + "u

i

(1)

(x) j

@


= �"f(s)

@u

i

(0)

@n

; (3.2.6)

u

i

(0)

(x) j

@


= 0; (3.2.7)

ou encore,

u

i

(1)

(x) j

@


= �f(s)

@u

i

(0)

@n

; (3.2.8)

u

i

(0)

(x) j

@


= 0: (3.2.9)

De plus, les fonctions u

(0)

i

et u

(1)

i

sont solutions des deux probl�emes suivants :

8

>

<

>

:

�u

i

(0)

+ �

i

(0)

u

i

(0)

= 0 dans 
;

u

i

(0)

= 0 sur @
;

(3.2.10)

et

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�u

i

(1)

+ �

i

(1)

u

i

(0)

+ �

i

(0)

u

i

(1)

= 0 dans 
;

u

i

(1)

= �f(s)

@u

i

(0)

@n

sur @
;

(3.2.11)
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En consid�erant le dernier probl�eme portant sur u

i

(1)

, en multipliant par u

i

(0)

et en int�e-

grant, nous obtenons :

Z




(�u

i

(1)

+ �

i

(0)

u

i

(1)

) �u

i

(0)

= ��

i

(1)

Z




j u

i

(0)

j

2

: (3.2.12)

de plus, nous avons :
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+ �
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i

u
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i

)u

i
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+ �
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i

@n

u
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u
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i
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i
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i
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i
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(0)

=
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i

@n

u

i

(0)

�

Z

@


u

(1)

i

@u
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i

@n

L'�equation 3.2.12 peut encore se mettre sous la forme :

�

Z

@


@u

i

(1)

@n

�u

i

(0)

+

Z

@


u

i

(1)

@u

i

(0)

@n

= ��

i

(1)

Z




j u

i

(0)

j

2

: (3.2.13)

De :

u

i

(0)

j

@


= 0;

et

Z




j u

i

(0)

j

2

= 1;

il vient

�

i

(1)

= �

Z

@


u

i

(1)

@u

i

(0)

@n

; (3.2.14)

soit �nalement:

�

i

(1)

= �

Z

@


f(s)

�

�

�

�

�

@u

i

(0)

@n

�

�

�

�

�

2

(s) ds: (3.2.15)

L'approximation cherch�ee de la valeur propre �

"

i

de l'ordre de "

2

est donc donn�ee alors

par la formule suivante

�

i

"

= �

i

+ "

Z

@


f(s)

�

�

�

�

�

@u

i

@n

�

�

�

�

�

2

(s) ds+ 0("

2

): (3.2.16)
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3.2.1 Mise en oeuvre num�erique

Soit donc un ensemble � = (�

i

)

N

i=1

form�e de N valeurs propres: il s'agit de trouver un

domaine 
 dont les N premi�eres valeurs propres de ��


;D

sont exactement les (�

i

)

N

i=1

.

On part d'un domaine initial 


0

sur lequel on connâ�t explicitement les premi�eres

valeurs propres et vecteurs propres de l'op�erateur ��




0

;D

(e.g. un cercle). A partir de

la formule d'approximation �etablie dans la section pr�ec�edente, nous allons d�eformer de

mani�ere continue le domaine 


0

. Deux cas de �gures peuvent se pr�esenter : soit on obtient

un domaine 
 solution, soit on est sûr apr�es un certain nombre d'it�erations de ne jamais

obtenir de solution au probl�eme en partant de la forme 


0

.

Trouver 
 �a partir de 


0

, revient �a trouver "f(s) t.q.

� �

i

= "

Z

@


f(s)

�

�

�

�

�

@u

i

@n

�

�

�

�

�

2

(s) ds; (3.2.17)

o�u � �

i

est la di��erence entre �

i

et la i�eme valeur propre associ�ee �a 


0

et son i�eme vecteur

propre.

On d�e�nit pour chacune des N fonctions propres u

i

, une fonction in
uence g

i

de la

mani�ere suivante :

g

i

(s) =

 

@u

i

@n

j

@


!

2

(s): (3.2.18)

Si les N fonctions d'in
uence associ�ees avec cet ensemble de valeurs propres sont lin�eaire-

ment ind�ependantes alors la variation de forme "f(s) qui doit induire une telle variation

sur les valeurs propres peut être cherch�ee sous la forme :

"f(s) =

X

i=1

N

f

j

g

j

(s); (3.2.19)

o�u les f

j

sont les coordonn�ees de "f dans (g

j

)

N

j=1

, �a d�eterminer. En utilisant la formule

d'approximation, nous obtenons

"f(s) = �

X

i=1

N

X

j=1

N

C

ij

�1

��

i

g

j

(s); (3.2.20)

o�u C

ij

est la matrice sym�etrique donn�ee par :

C

ij

=

Z

@


g

i

(s)g

j

(s)ds; (3.2.21)

Lorsque les fonctions d'in
uence ne sont pas ind�ependants - comme c'est le cas pour le

cercle unit�e - cette m�ethode ne marche pas.

Cette m�ethode a �et�e utilis�ee par Hutchinson [33]. Les r�esultats obtenus nous serviront de

test de validation pour notre approche, que nous pr�esentons maintenant.
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3.3 Approche g�en�etique

3.3.1 Repr�esentation

Nous allons chercher une solution au probl�eme dans l'ensemble des formes �etoil�ees, con-

struites �a partir d'un ensemble �ni de rayons donn�e. Une telle forme �etoil�ee est alors d�e�nie

de mani�ere unique par la donn�ee des N rayons. Un individu I pour l'algorithme g�en�etique

est alors un vecteur de IR

N

d�e�ni par la donn�ee de N longueurs de rayons (r

1

; r

2

; :::::; r

N

),

le domaine 


�

tant �etoil�e construite �a partir des (r

1

; r

2

; :::::; r

N

) (voir Figure 22).

En termes d'algorithme g�en�etique, nous utiliserons le codage r�eel d�ecrit dans la section

2.2.10.

3.3.2 La performance

La performance d'un individu (r

1

; r

2

; :::::; r

N

) sera une fonction des valeurs propres du

domaine 
 contruit �a partir de ces rayons. Le d�etail du calcul de la performance �a partir

des valeurs propres sera d�etaill�ee pour chaque probl�eme. Mais dans tous les cas, on peut

sch�ematiser l'algorithme g�en�etique de la mani�ere suivante :

(r

1

; r

2

; ::::r

n

) �! forme = 
 �! �

1

; �

2

; �

3

�! performance pour l'A.G. (3.3.22)

Pour r�esoudre le probl�eme direct, c'est �a dire pour calculer les n valeurs propres

�

1

; �

2

; ::::; �

n

d'un domaine 
 donn�e, nous utilisons la m�ethode des �el�ements �nis (m�ethode

de Lanczo de la biblioth�eque Modulef.

L'organigramme de l'algorithme est donn�e par la Figure 21. On utilisera une s�election

bas�ee sur la roulette avec une mise �a l'�echelle de facteur 2 d�ecrits dans le chapitre 2. Nous

allons maintenant pr�eciser les op�erateurs g�en�etiques que nous avons utilis�es.
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Figure 21 : l'organigramme

3.3.3 Les op�erateurs g�en�etiques

Un individu pour l'algorithme g�en�etique est donc un ensemble de rayons : (r

1

; r

2

; :::::; r

N

)

(voir Figure 22)
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i

r 1

r
Figure 22 : Mod�elisation d'un tambour

Les principes de bases cit�es dans (Radcli�e citeRadcli�e) concernant les op�erateurs

g�en�etiques nous conduisent �a mettre en oeuvre des op�erateurs de croisements non stan-

dards.

Le Croisement

Nous avons d�e�ni trois type de croisement, dont nous allons donner des exemples sur le

couple de parents repr�esent�e Figure 23.

Figure 23 : Les parents

Croisement par inversion
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Figure 24 : Inversion

Le croisement par inversion consid�ere les points correspondants aux deux plus petits

rayons. Les rayons des parents sont �echang�es entre ces deux rayons (Figure 24).

Croisement extr�eme

Figure 25 : Extreme

Le croisement extr�eme prend comme enfants les deux formes extr�emales construites �a

partir des parents pour la relation d'inclusion (Figure 25).

Croisement par combinaison

Figure 26 : Combinaison

On peut �egalement combiner lin�eairement les valeurs des rayons (voir �gure 26, rejoignant

le croisement classique en algorithem g�en�etique �a codage r�eel [55, 49] :

(r

i

); (r

i

0

)

Croisement

�!
(� � r

i

+ (1� �) � r

0

i

); ((1� �) � r

i

+ � � r

0

i

) avec � 2 [0; 1]

(3.3.23)

r

i

est le i

eme

rayon du premier parent, et r

0

i

le i

eme

rayon du second parent (voir un

exemple Figure 26).

La Mutation

Nous avons utilis�e la mutation standard des nombres r�eels inspir�ee par les strat�egies

d'�evolution ([61]) :

r

i

mutation

�! r

i

+ N(0; �)

(3.3.24)
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N(0; �) �etant la loi Gaussienne normale centr�ee en 0 de variance �

2

([61, 49]).

Le Sharing

A�n d'�eviter une convergence pr�ematur�ee de l'agorithme, nous avons mis en oeuvre la

technique du partage (sharing) d�ecite section 2.2.9. Toutefois, nous n'avons pas utilis�e

la distance euclidienne standard, mais d�e�ni une nouvelle distance plus appropri�ee au

probl�eme. Nous utiliserons comme distance entre deux individus la surface de la di��erence

sym�etrique entre les deux formes qu'ils repr�esentent (voir �gure 27)

d(A;B) = surf(A�B) = surf(A [B � A \ B) (3.3.25)

0

Figure 27 : Distance sp�eci�que

3.4 Construction d'une forme connaissant une partie

du spectre

Le premier des probl�emes auquel nous nous sommes attaqu�e est le probl�eme inverse aux

valeurs propres : trouver la forme ayant des valeurs propres donn�ees. Dans un souci

de simplicit�e, et a�n de permettre une analyse pr�ecise des r�esultats, nous sommes partis

d'une forme connue (le cercle unit�e) dont nous avons calcul�e les premi�eres valeurs propres.

L'objectif �etait donc de retrouver la forme de r�ef�erence (le cercle) �a partir de ces valeurs

propres.

3.4.1 La fonction Performance

La fonction performance doit mesurer la proximit�e en terme de spectre entre la forme de

r�ef�erence et la forme d�e�nie par l'individu courant.

On consid�ere donc une forme de r�ef�erence 


0

, forme �etoil�ee d�e�nie parN rayons r

0

1

,r

0

2

,:::,r

0

N

,
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et les n premi�eres valeurs propres de l'op�erateur �� sur 


0

�

obj

1

; : : : ; �

obj

n

.

Soit une forme �etoil�ee 
 de rayons r

1

; : : : ; r

N

. Si les n premi�eres valeurs propres de

l'op�erateur �� sur 
 sont �

1

; : : : ; �

n

, on d�e�nit la performance de 
 par :

F(
) = 1�

1

n

v

u

u

u

t

n

X

i=1

 

�

i

� �

obj

i

�

obj

i

!

2

(3.4.26)

3.4.2 Tests et r�esultats

Compte-tenu du caract�ere stochastique de l'algorithme, il ne faut rien d�eduire d'un unique

calcul. C'est pourquoi tous les r�esultats pr�esent�es sont des moyennes sur 15 calculs in-

d�ependants (c'est-�a-dire utilisant 15 populations al�eatoires di��erentes comme point de

d�epart).

Pour cet exemple, la forme de r�ef�erence 


0

ici le cercle unit�e (r

i

0

= 1; 8i 2 [1; N ]).

G�en�eration Num Pcross Pmut � rmin rmax

300 100 0.6 0.05 0.05 0.8 1.1

Table 3.4.2: les param�etres de l'algorithme.

La Table 3.4.2 donne les param�etres utilis�es pour cet exemple.

� G�en�eration est le nombre maximal de g�en�erations que nous utilisons pour suivre

l'�evolution de la population.

� Num est le nombre d'individus (formes �etoil�ees) de la population.

� Pcross repr�esente la probabilit�e de croisement entre deux individus.

� �

2

est la variance de la mutation gaussienne des rayons. Ce param�etre caract�erise

la \force" de lamutation des formes, et a �et�e ajust�e par essais-erreur.

� rmin et rmax repr�esentent respectivement le rayon minimal et maximal.

La Table 3.4.2 compare les trois premi�eres valeurs propres obtenues en utilisant notre

m�ethodes avec les valeurs de r�ef�erences, et donne l'erreur 1�F(
) correspondante (rap-

pelons qu'il s'agit d'une moyenne �evalu�ee sur 15 tests).

Valeurs propres Forme de r�ef�erence Meilleure moyenne Erreur

�

1

5.9883 5.987286

�

2

15.901 15.90049 2.705659600E-08

�

3

16.221 16.22468

Table 3.4.2: Analyse des trois premi�eres valeurs propres
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Figure 28 : La meilleure forme obtenue.

Les valeurs propres de la forme de r�ef�erence et celles de la meilleure forme trouv�ee sont tr�es

proche bien que les formes correspondantes soient l�eg�erement di��erentes (voir �gure 28)

Ceci peut r�esulter de la discr�etisation relativement grossi�ere que nous avons consid�er�ee.

3.5 Construction du tambour "harmonique"

Le tambour \harmonique" est caract�eris�e par un rapport de proportionnalit�e entre les

fr�equences correspondants aux 4 premiers modes propres :

p

�

1

=2 =

p

�

2

=3 =

p

�

3

=3 =

p

�

4

=4. Hutchinson et Niordsen [33] ont montr�e pour ce cas de tambour que les 4 premiers

modes propres �etaient su�sants pour d�eterminer grossi�erement la forme du tambour.

La forme solution n'est pas connue exactement: il n'est plus question ici de comparer les

valeurs propres d'une forme donn�ee �a celles d'une forme de r�ef�erence. Nous avons donc

choisi la fonction performance suivante pour notre algorithme g�en�etique :

f(�

1

; �

2

; �

3

; �

4

) = 100�

�

(

q

�

2

�

3

2

q

�

1

)

2

+ (

q

�

3

�

3

2

q

�

1

)

2

+ (

q

�

4

� 2

q

�

1

)

2

�

Comme dans l'exemple pr�ec�edent, le calcul de la performance requiert le calcul des

valeurs propres, qui sera ici e�ectu�e par appel �a la biblioth�eque Modulef.

Remarque: La propri�et�e d'harmonicit�e est invariante par dilatation. Les valeurs propres

d'une forme 
 et les valeurs propres de la forme dilat�ee �
, pour � 2 IR

�+

, v�eri�ent une

relation de proportionnalit�e.


 �! �


r

i

�! � � r

i

�

j

�!

1

�

2

� �

j

Cette remarque va nous permettre de r�eduire la taille de l'espace de recherche par une

normalisation des formes. Nous proposons dans la �n de ce chapitre deux m�ethodes de

normalisation.
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3.5.1 Normalisation moyenne

Nous imposons aux formes que nous manipulons d'avoir un rayon moyen �egal �a 1, c'est �a

dire de respecter la contrainte

1

N

N

X

i=1

r

i

= 1

Pour ce faire, nous appliquons �a toutes les formes cr�ees au cours de l'algorithme (durant

l'initialisation ou par application des op�erateurs g�en�etiques la transformation suivante:

r

i

�!

r

i

P

N

i=1

r

i

R�esultats

Les notations sont les mêmes que celles d�e�nies en section 3.2. la Table 3.5.1 r�esument

les param�etres que nous utilisons, et la Table 3.5.1 donne les quatre premi�eres valeurs

propres obtenues, ainsi que les rapports des valeurs propres (qui devrianet être �egaux).

G�en�eration Num Pcross Pmut � rmin rmax

600 100 0.6 0.05 0.05 0.7 1.4

Table 3.5.1 : Les param�etres de l'AG.

�

1

�

2

�

3

�

4

p

�

1

=2

p

�

2

=3

p

�

3

=3

p

�

4

=4

5.9883 14.612 16.829 25.809 1.2235 1.2741 1.3674 1.2701

Table 3.5.1 : Valeurs propres obtenues
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Figure 29 : Le meilleur tambour obtenu �a la g�en�eration 600
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Figure 30 : Le meilleur tambour obtenu �a la g�en�eration 700

Les r�esultats de cette m�ethode peuvent être am�elior�es en consid�erant un plus grand

nombre de g�en�erations (voir les �gures 29et 30). Nous nous heurtons �a l'un des probl�emes

connus des algorithmes g�en�etiques qui est le choix d'un crit�ere d'arrêt. Le crit�ere d'arrêt

que nous avons utilis�e est un nombre maximal de g�en�erations autoris�e, et son choix est

d�elicat; si on le choisit trop petit on n'atteint pas l'optimum, s'il est au contraire trop

grand le coût de calcul, d�ej�a important, devient insurmontable.

3.5.2 Normalisation par la premi�ere valeur propre

Une deuxi�eme possibilit�e de normalisation est d'imposer la premi�ere valeur propre:

�

1

= �

0

o�u �

0

est �x�e (nous l'avons pris �egal �a la premi�ere valeur propre du cercle unit�e ), �

1

est la premi�ere valeur propre de la forme de travail. Pour respecter cette containte, nous

appliquons ici encore une trandformation �a toutes les formes cr�ees au cours de l'�evolution.

Cette transformation est donn�ee par les �equations suivantes :

� =

�

1

�

0

r

i

= r

i

�

p

�

�

i

=

�

i

�

En utilisant les mêmes notations que pr�ec�edemment, et avec les mêmes param�etres

de l'AG que dans la section 3.5.1, nous avons obtenus les r�esultats pr�esent�es Table 6 et

Figure 31. La �gure 32 repr�esente un trac�e reconstitu�e du tambour harmonique obtenu

par la m�ethode de variation de domaine de [33] d�ecrite section 3.2.

�

1

�

2

�

3

�

4

p

�

1

=2

p

�

2

=3

p

�

3

=3

p

�

4

=4

5.9883 12.029 13.889 22.368 1.2235 1.1561 1.2423 1.1824

Table 6: Valeurs propres obtenues par la deuxi�eme m�ethode de normalisation;
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Figure 31 : Le meilleur tambour obtenue �a la g�en�eration

600.

Figure 32 : Le tambour harmonique (une esquisse)

3.5.3 Discussion

D'une mani�ere g�en�erale, la premi�ere m�ethode de renormalisation des formes a permis

d'obtenir des formes apparemment plus proches de la forme en tr�e
e. Notons que la

premi�ere m�ethode de normalisation est intrins�eque : seule la forme est prise en compte,

ce qui n'est pas le cas dans la deuxi�eme m�ethode, o�u la normalisation utilise la premi�ere

valeur propre, dont le calcul est in�evitablement entach�e d'erreur.

Cependant, les r�esultats obtenus montrent que l'algorithme est sur la bonne voie, se

rapprochant de la forme de tr�e
e esp�er�ee. Certes, nous n'obtenons jamais exactement

le bon rapport

�

i

�

1

. Mais la raison principale en est sans doute que \le vrai tambour" a

une forme r�eguli�ere ce qui ne peut être approch�ee que tr�es grossi�erement par une forme

polygonale avec 20 côt�es. Le probl�eme (ouvert) est de savoir �a quelle point la solution

obtenue est optimale dans l'espace de recherche consid�er�e.

3.6 Conclusion

Nous avons propos�e deux m�ethodes pour mod�eliser un tambour connaissant des propri�et�es

sur son spectre en utilisant les AGs. Les r�esultats obtenus sont satisfaisants mais, il reste

des probl�emes non n�egligeables :
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� La discr�etisation utilis�ee est trop grossi�ere (seulement 20 rayons d�ecrivent le tam-

bour). C'est probablement la principale raison pour les pi�etres �gures obtenues

en d�epit des relativement bonnes valeurs propres obtenues pour le premier exem-

ple. De plus l'unicit�e d'une forme pour un spectre donn�e n'est pas v�eri��e pour des

formes non r�eguli�eres (voir Gordon 89). Ce qui peut aussi expliquer la di�cult�e du

probl�eme dans l'espace des formes polygonales.

� L'autre inconv�enient est le temps de calcul que cette m�ethode utilise si on utilise

600 g�en�erations de 100 individus, il faut �a peu pr�es 10 heures de temps CPU sur

une station HP710.

En r�esum�e, la r�esolution par algorithmes g�en�etiques du probl�eme inverse aux valeurs

propres que nous avons pr�esent�e dans ce chapitre a montr�e a montr�e la faisabilit�e de

l'approche g�en�etique pour les probl�emes d'optimisation de forme en m�ecanique des solides.

Les r�esultats obtenus pourraient être probablement am�elior�es, d'une part en consid�erant

une discr�etisation plus �ne (les puissances de calcul se sont accrues de plus d'un facteur 10

depuis la �n de l'�etude pr�esent�ee dans ce chapitre), d'autre part en utilisant les derniers

ra�nements des m�ethodes d'optimisation par �evolution arti�cielle, comme par exemple

l'id�ee de mutation adaptative pour les variables r�eelles ionspir�ees par l'�ecole des Strat�egies

d'�evolution, o�u la variance des mutations gaussiennes est d�etermin�ee \gratuitement" par

l'�evolution elle-même.

Mias le temps nous a manqu�e pour mener �a bien ces exp�eriences, d'autant qu'il n'est

pas question pour les algorithmes g�en�etiques de tenter de lutter contre les m�ethodes

d�eterministes (telles la m�ethode de variation de domaine de [33]) lorsque ces derni�eres

s'appliquent, mais bien de r�esoudre des probl�emes jusqu'alors innaccessibles pour les

autres m�ethodes. C'est ce que nous allons tenter de montrer dans le chapitre 5, sur

des probl�emes d'Optimum Design en calcul de structures, apr�es avoir pr�ecis�e notre cadre

de travail au chapitre 4.





Chapitre 4

Un cadre th�eorique

Dans ce chapitre, nous commen�cons par pr�esenter rapidement le cadre de travail introduit

par Ghaddar, Maday et Patera (1994) [21] : D�e�nition des espaces d'approximation,

r�esultats de convergence et d'approximation pour le probl�eme-test de l'optimisation de la

forme de la section d'une barre droite. Nous �etendons ensuite ces r�esultats au cadre de

l'�elasticit�e lin�eaire.

4.1 Formulation math�ematique

Nous pr�esentons dans cette section le cadre math�ematique d�e�ni dans [21], commen�cant

par introduire la probl�eme-test { et donc la fonction objectif.

4.1.1 Le probl�eme test

Pour �etudier la r�esistance d'une barre de section droite S en (x,y) de longueur l (suivant

z) �a un moment exerc�e, posons :

I

yy

=

Z

S

(y � y

0

)

2

dxdy

I

yy

est le moment d'inertie de la barre par rapport �a la direction x et, (x

0

; y

0

) sont les

coordonn�es du centre de gravit�e O de la barre, d�e�nies par :

(x

0

; y

0

) =

R

S

(x; y)dxdy

R

S

dxdy

le but est de maximiser I

yy

, tout en minimisant le poids (i.e. le volume) de la pi�ece et le

nombre de \coins" que peut avoir cette pi�ece (la notion de coin sera d�e�nie formellement

dans la section suivante). Il faut de plus respecter les contraintes suivantes :

� il faut que 
 soit connexe, avec 
 � 


max

(


max

domaine de travail �x�e).

� 
 doit avoir partout une �epaisseur su�sante, pour des raisons de faisabilit�e tech-

nologique.

67
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Le probl�eme pos�e dans [21] est le suivant :

Min


�


Max

C(
) = �

0

A+ �

1

P + �

2

C + �

3

I

yy

; (4.1.1)

o�u A est l'aire de la section droite de la barre, P repr�esente le p�erim�etre de cette section,

C est le nombre de coins et �

0

; : : : ; �

3

sont des constantes positives.

La prise en compte des contraintes technologiques (�epaisseur minimum, nombre de coin)

et num�eriques (discr�etisation du domaine de travail) conduit �a la d�e�nition d'espaces

originaux [21] que nous allons rappeler maintenant.

4.1.2 D�e�nitions et hypoth�eses

On suppose que 


Max

= [0; L]� [0; L] � IR

2

. Soit

X

1

M

= fS 2 [0; L]

2

tel queS =

�

�

Sg;

On suppose de plus que @S, la fronti�ere de S, est compos�ee de K courbes polygonales




j

(1 � j � K). Pour chaque courbe ferm�ee 


j

, on notera m

j

le nombre de sommets de




j

, et a

i

j

(1 � i � m

j

) les sommets de 


j

. On fait les hypoth�eses suivantes :

� Les bords sont rectilignes et les m

j

sommets sont distincts : a

i

j

= (a

i

j

; b

i

j

) v�eri�ent

la condition de rectilin�earit�e

(b

i+1

j

� b

i

j

)(a

i+1

j

� a

i

j

) = 0;

� Les coins sont de \vrais" coins :

(b

i+1

j

� b

i�1

j

)(a

i+1

j

� a

i�1

j

) 6= 0;

� Pour toute courbe 


j

=

S

[a

i

j

;a

i+1

j

]; 1 � i � m

j

la condition suivante (courbe

simple) est v�eri��ee :

(a

i

j

;a

i+1

j

)

\

(a

k

j

;a

k+1

j

) = 0; si i 6= k

� Les 


j

sont d'intersection vide ;




k

\




j

= ;; si k 6= j:

� Tout �el�ement de X

1

M

a tout au plus un total de M coins.

V (S) =

K

X

k=1

m

k

�M:

� Le contour de S(2 X

1

M

) est orient�e de fa�con �a ce que la normale unitaire n, d�e�nie

partout sauf aux coins, soit orient�ee vers l'int�erieur du domaine. Elle peut ainsi être

d�e�nie en tout point du contour en prenant comme valeur de la normale au coin la

moyenne des normales des cot�es voisins. Le choix de l'orientation de la normale �a

l'int�erieur du domaine rend celui de 


k

unique.
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Il est alors possible de d�e�nir lesnotions d'�epaisseur et de co�epaisseur d'un �el�ement S

de X

1

M

:

� �a chaque cot�e [a

i

k

; a

i+1

k

] de S est associ�ee une famille de rectangles de largeur �

d�ecrite par les sommets ordonn�es (a

i

k

;a

i+1

k

; b

i+1

k

(�); b

i

k

(�))

avec b

i

k

(�) = a

i

k

+ �n(

1

2

(a

i

k

;a

i+1

k

))

� De même, �a chaque coin a

i

de S est associ�ee une famille de carr�es de cot�e � et de

diagonale [a

i

k

;a

i

k

+ �

p

2n].

L'�epaisseur E(S) est d�e�nie comme �etant le maximum de tous les � tels que tout rectangle

ou carr�e de cot�e � soit dans S pour tout k,1 � k � K pour tout i 1 � i � m

k

. La

co�epaisseur

�

E(S) est d�e�nie comme �etant l'�epaisseur de la fermeture du compl�ementaire

de S dans [0; L]

2

. L'�epaisseur et la co�epaisseur d'un �el�ement S de X

1

M

sont strictement

positives.

On peut ainsi d�e�nir, pour tous t et

�

t positifs, les espaces X

2

M

(t;

�

t) et X

3

M

(t;

�

t) par

X

2

M

(t;

�

t) = fS 2 X

1

M

j E(S) � t;

�

E(S) �

�

t; (t;

�

t) � t

max

g; et

X

3

M

(t;

�

t) = fS 2 X

2

M

(t;

�

t) j S connexeg

Les espaces X

i

M

(i 2 f1; 2; 3g), munis de la distance � d�e�nie par

�(A;B) = Aire (A�B); avec A�B = (A

[

B) n (A

\

B);

sont des espaces m�etriques.

Le probl�eme se ram�ene alors �a :
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S�X

3

M
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�
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+ a
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est le centre de gravit�e de S.
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4.1.3 R�esultats th�eoriques

Les r�esultats obtenus dans [21] sur le probl�eme de minimisation ci-dessus sont les suivants:

� Le probl�eme de minimisation de la fonction coût C a au moins une solution dans

X

3

M

2 
.

Cette d�emonstration repose sur le fait que (X

3

M

; �) est s�equentiellement compact et

que C est semi continue inf�erieurement sur (X

3

M

; �)

� R�esultats d'approximation dans le cas du probl�eme discret et estimation d'erreur

possible

Nous allons maintenant pr�esenter la transposition de ces r�esultats au cadre de l'�elasticit�e

lin�eaire.

4.2 R�esultats en �elasticit�e lin�eaire

4.2.1 Rappel

En utilisant les espaces de formes pr�ec�edemment introduits, nous allons montrer que les

fonctions que nous serons amen�es �a utiliser par la suite (voir Chapitre 5) sont semi con-

tinues inf�erieurement dans ces espaces.

La premi�ere fonction coût que nous avons utilis�ee (voir section 6.3.4) prend en compte

la surface de la forme consid�er�ee, ainsi que le d�eplacement maximal de cette structure

soumise �a un chargement donn�e. Elle est donn�ee par :

C(A) = Aire(A) + �(ju

A

j

L

1

(�

1

)

� u

Lim

)

+

(4.2.2)

Sa minimisation entraine celle de l'aire de la forme A, p�enalis�ee pour prendre en conpte

des contraintes sur le d�eplacement u

A

de cette structure, qui ne doit pas d�epasser la valeur

u

Lim

� 0, donn�ee.

La seconde fonction coût est bas�ee sur la notion de compliance introduite section 1.1.3,

et est donn�ee par :

C(A) = Aire(A) + �

Z

�

1

fu

A

da (4.2.3)

o�u f est l'intensit�e de la force appliqu�ee sur une partie �

1

de @A bord du domaine. u

A

est

le d�eplacement maximal obtenu. Minimiser cette fonction revient �a minimiser le poids et

le travail des e�orts externes.

Dans les ceux cas, nous allons chercher �a montrer la semi-continuit�e inf�erieure de la

fonction C, i.e. :

SoitA;B 2 X

3

M

(t;

�

t)

8" > 0, 9� > 0 tel que �(A;B) � � alors C(B) � C(A)� "
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Les deux fonctions coût d�ecrites ci-dessus font intervenir le d�eplacement u

A

de la

structure soumise �a un chargement donn�e. Nous nous p[la�cons dans le cadre de l'�elasticit�e

lin�eaire, et ce d�eplacement est obtenu comme solution du probl�eme classique :

La structure A � IR

2

est suppos�ee constitu�ee par un mat�eriau �elastique. Le d�eplace-

ment u

A

de A soumise �a des forces f sur la partie @�

1

de sa fronti�ere et �x�ee sur la partie

@�

2

de sa fronti�ere satisfait les �equations [16]

P

A

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�div� = 0 dans AnT;

� � n = 0 sur @An(�

1

[ �

2

);

� � n = f sur �

1

;

u

A

= 0 sur �

2

:

(4.2.4)

o�u :

� = K�(u

A

) = �tr"1

E

+ 2�" (4.2.5)

�(u) =

1

2

(ru+ru

T

) (4.2.6)

T = fT

i

; i 2 INg (4.2.7)

K est le tenseur d'�elasticit�e (loi de Hooke), � est le tenseur des d�eformations lin�earis�ees,

et T est l'ensemble des trous.

Toute fois, dans un souci de lisibilit�e, nous allons pr�esenter les r�esultats de continuit�e

dans le cadre plus simple o�u u

A

est solution du probl�eme de Laplace avec conditions de

Dirichlet dans A.

4.2.2 Position du probl�eme

Soit A un domaine dans X

3

M

(t;

�

t), et u

A

la solution du probl�eme S

A

:

A

1

Γ
Γ

0

Figure 33 : Domaine quelconque
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>
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>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

�u = 0 dans A;

@u

@n

= 0 sur @An(�

1

[ �

0

);

@u

@n

= f sur �

1

;

u = 0 sur �

0

:

(4.2.8)
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soit C(A) = C

1

(A) + C

2

(A)

O�u C

1

(A) =

Z

�

1

fu

A

da et C

2

(A) = Aire(A)

On veut montrer que cette fonction est semi continue inf�erieurement. La semi continuit�e

de C

2

r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition de la distance �. Il su�t donc de montrer

la semi continuit�e de C

1

dans X

3

M

(t;

�

t), i.e. :

8", 9� 8B , �(A;B) < � =) C

1

(B) � C

1

(A)� ": (4.2.9)

soit encore

C

1

(A)� C

1

B) =

Z

�

1

fu

A

da�

Z

�

1

fu

B

da � " (4.2.10)

Pour ce faire, nous allons consid�erer deux domaines A �x�e et B variable, avec u

A

et u

B

solutions respectifs de S

A

et S

B

Toujours par souci de simplicit�e, nous allons supposer

que le contour �

1

o�u sont appliqu�ees les charges est le même.

Les d�eplacements u

A

et u

B

v�eri�ent respectivement les syst�emes suivants :
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>

:

�u

A

= 0 dans A;

@u

A

@n

A

= 0 sur @An(�

1

[ �

0

);

@u

A

@n

A

= f sur �

1

;

u

A

= 0 sur �

0

:

S
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>
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>

:

�u

B

= 0 dans B;

@u

B

@n

B

= 0 sur @Bn(�

1

[ �

0

);

@u

B

@n

B

= f sur �

1

;

u

B

= 0 sur �

0

:

(4.2.11)

’

Γ1
Γ
2

Α

Β
Γ2

Figure 34 : deux domaines

Posons 
 = (A \ B) alors u = u

A

� u

B

v�eri�e le probl�eme suivant :

S

A\B

8

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

:

�u = 0 dans A \ B = 
;

@u

@n

= g sur @(A \B)n�

0

;

u = 0 sur �

0

:

(4.2.12)
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o�u la fonction g est donn�ee par :

g =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

@u

A

@n

B

sur @B \ (@(A \ B)n�

0

);

�

@u

B

@n

A

sur @A \ (@(A \ B)n�

0

);

0 sur @A \ @B:

(4.2.13)

Pour �eviter les probl�emes au coins, d�e�nissons la normale n �a @(A\B) de mani�ere faible

par dualit�e.

Pour toute fonction � su�samment r�eguli�ere,

Z

�

@u

@n

� =

Z




�u� +

Z




rur�:

Pour v 2 V = fv = (v

i

) 2 H

1

(
) tel que v = 0 sur �

0

g

Dans ce cas,

Z




�uv =

Z

�

gv �

Z




rurv

et donc pour v=u, il vient

0 =

Z

�

gu�

Z




(ru)

2

(4.2.14)

Utilisant l'in�egalit�e de Poincarr�e, on obtient :

Z

�

gu =

Z




(ru)

2

� C jj u jj

2

H

1

(
)

(4.2.15)

o�u C ne d�epend que de la constante de lipschitz du domaine, soit ici de (t;

�

t).

L'�evaluation de

R

�

1

f(u

A

� u

B

) nous donne :

j

R

�

1

f(u

A

� u

B

)j = j

R

�

1

fuj � jf j

0;�

1

juj

0;�

1

� jf j

0;�

1

juj

0;�

� C
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jf j

0;�

1

jj u jj

H

1

(
)

o�u C

0

est une constante qui ne d�epend que de t et

�

t ( voir Grisvard [30]). La relation

obtenue par l'in�egalit�e de Poincarr�e (voir 4.2.15) donne alors :
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Soit encore :
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H
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Il ne reste donc plus qu'�a �evaluer jgj

0;�

(avec g =

@(u

A

� u

B

)

@n

).

Sachant que

@u

A

@n

A

= 0, l'�evaluation de

Z

@B

@u

A

@n

ne pose pas de probl�eme loin des coins

de (@A \ @B) : tant que l'on est pas au voisinage d'un coin,

@u

A

@n

est proche de

@u

A

@n

A

et

donc dans ce cas:

@u

A

@n

= O(jA� Bj)

Par contre, plusieurs probl�emes se posent au voisinage des coins \intersections". Nous

allons d�etailler un cas de �gure illustr�e Figure 35.

A

τ
A

τ
A

n

coin litigieux
A

B

Γ

Γ
Α n B

n

n

n

Figure 35 : le probl�eme des coins

Au voisinage d'un coin de (@A \ @B) on a :

@u

A

@n

=

@u

A

@�

A

lorsque n = n

B

:

Cette d�eriv�ee tangentielle peut être tr�es grande lorsque les les e�orts exerc�es sont im-

portants, on a donc pas forc�ement

@

@n

(u

A

� u

B

) = O(jA � Bj). Il faut donc traiter le

probl�eme autrement. Pour cela, introduisons la proposition suivante :

Proposition 4.2.1

jj u

B

jj

H

1

(B)

� Cjf j

0;�

1

� C

Consid�erons maintenant les deux espaces V et V

1

d�e�nis par :

V

1

= fu 2 H

1

(A \ B) ; u = 0 sur �

0

g

V = fu 2 H

1

([0; L]

2

) ; u = 0sur sur �

0

g

[0; L]

2

est le compact qui contient A et tous les B est qui est d�e�nie dans X

3

M

(t;

�

t).
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0
L

L

Figure 36 : Prolongement

Introduisons en�n le th�eor�eme de prolongement de Cald�erone

Theorem 4.2.2

Soit U un ouvert lipschitzien de IR

N

. Alors il existe un op�erateur de prolongement

P : H

k

(U) �! H

k

(IR

N

).

jj Pu jj

H

k

(IR

N

)

� C

0

k

jj u jj

H

k

(U)

o�u C

0

k

ne d�epend que de la k et de la constante de lipschitz du domaine.

Remarque

On peut donc trouver un C

0

3

uniforme tel que :

jj u

B

jj

H

1

(IR

2

)

� C

0

3

jj u

B
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H

1

(B)

.

Si on confond u

B

avec son prolongement Pu

B

, et en utilisant la proposition 4.2.1, on peut

donc trouver une constante C

4

telle que:

8B 2 X
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(IR

2

)

� C

4

(4.2.16)

On peut �ecrire maintenant que pour tout v dans V

Z

�

1

fv =

Z

A
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A
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et que

Z

�

1

fv =

Z

B

ru

B
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pour v = u
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A
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) (4.2.17)

de la même fa�con il vient :

Z

�

1

f(u

B

� u

A

) =

Z
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B

� r(u

B

� u

A

) +

Z

B�(A\B)

ru

B

� r(u

B

� u
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) (4.2.18)
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La di��erence des �equations 4.2.18 et 4.2.17 donne :

Z

A\B

r(u

B

�u

A

) �r(u

B

�u

A

) =

Z

A�(A\B)
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d'o�u :

Z
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(3) (4)

Nous allons estimer chacun des termes de l'�egalit�e pr�ec�edente.

On a d�ej�a,

(3) :

R
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D'autre part

Z

Bn(A\B)

r(u

B

� u

A

) � r(u

B

� u

A

) � 0

donc :

Z

A\B

r(u

B

� u

A

) � r(u

B

� u

A

) � 2("

0

C

4

)



4.2. R�esultats en �elasticit�e lin�eaire 77

On obtient ensuite par l'in�egalit�e de Poincarr�e

c jj u

B

� u

A

jj

2

H

1

(A\B)

�

Z

A\B

r(u

B

� u

A

) � r(u

B

� u

A

) � "

1

et donc

j

Z

�

f(u

B

� u

A

)j � Cjf j

0;


jj u

B

� u

A

jj

H

1

(A\B)

� "

Ce qui assure la continuit�e de

R

�

fu

4.2.3 Le probl�eme d'�elasticit�e

Soit A 2 IR

2

constitu�e par un mat�eriau �elastique. On consid�ere le probl�eme P

A

suivant :

P

A

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�div� = 0 dans AnT;

� � n = 0 sur @An(�

1

[ �

2

);

� � n = F sur �

1

;

u = 0 sur �

2
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(4.2.19)

o�u :

� = K� = �tr"1

E

+ 2�" (4.2.20)

�(u) =

1

2

(ru+ru

T

) (4.2.21)

T = fT

i

; i 2 INg (4.2.22)

K est le tenseur d'�elasticit�e (loi de Hooke), � est le tenseur des d�eformations lin�earis�ees,

et T est l'ensemble des trous.

Remarques

� Pour montrer la continuit�e de la fonction coût le raisonnement est analogue au

pr�ec�edent, l'in�egalit�e de Korn �etant valable pour un domaine lipschtzien (voir Oleinik

[45]).

� Nous avons admis la semi continuit�e de la deuxi�eme fonction performance.





Chapitre 5

Codage et Op�erateurs

Dans ce chap̂�tre, nous nous int�eressons sp�eci�quement �a la repr�esentation d'une forme et

�a la construction des op�erateurs g�en�etique (voir [43]).

Le choix de l'espace de repr�esentation est l'un des principaux probl�emes des AGs. Le

codage binaire a longtemps �et�e le seul utilis�e, arguments a l'appui [24]. Ces arguments

ont cependant maintenant �et�e battus en br�eche [5, 55], et la tendance actuelle est plus

d'adapter le codage au probl�eme que de chercher �a tout prix �a utiliser le codage binaire.

L'exemple le plus frappant est le codage de param�etres r�eels [36, 49] o�u les algorithmes

g�en�etiques rejoignent les strat�egies d'�evolution [61]. Mais de nombreux autres domaines

d'application utilisent des repr�esentations adapt�ees (il existe par exemple de nombreuses

repr�esentations pour le probl�eme du voyageur de commerce [54]).

En�n, même en ne consid�erant que le cadre du codage binaire, pour un probl�eme

donn�e, il existe di��erents codages de coder conduisent �a des comportements di��erents

pour l'algorithme g�en�etique. Par exemple, l'utilisation du codage Gray (deux nombres

cons�ecutif ont un bit d' �ecart) peut modi�er compl�etement les r�esultats des algorithmes

g�en�etiques [12].

Dans ce chapitre nous consid�erons le probl�eme du choix d'une bonne repr�esentation

pour l'Optimisation Topologique de Formes : nous avons choisi un tableau de bits pour

repr�esenter une forme dans un domaine donn�e.

L'approche repr�esentation par tableau de bits a d�ej�a �et�e utilis�ee par Jensen [37], Chapman

et al. [15] pour le probl�eme particulier du cantilever. D'une part il s'agit de l'approche la

plus \naturelle" compte-tenu de la n�ecessit�e d'utiliser la m�ethode des �el�ements �nis (voir

chapitre 6). D'autre part, elle s'int�egre a priori parfaitement dans le cadre traditionnel

des algorithmes g�en�etiques d�ecrit au chapitre 2.

Nous allons n�eanmoins faire apparâ�tre la n�ecessit�e de d�e�nir des op�erateurs de croise-

ment sp�eci�ques pour le probl�eme de l'optimisation des formes: une matrice de bits n'est

pas, du point de vue des algorithmes g�en�etiques, �equivalent �a une châ�ne de bits. En�n,

les di�cult�es que rencontrent souvent les algorithmes g�en�etiques en �n d'optimisation

rendront utile la d�e�nition d'un op�erateur de mutation, sorte de m�ethode de descente

locale.

79
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La validit�e des id�ees d�evelopp�ees dans ce chapitre sera test�e sur le même probl�eme

d'optimisation de la section droite d'une barre pour maximiser son moment d'inertie

(voir Maday-Patera [21]). En e�et, les comparaisons exp�erimentales e�ectu�ees n�ecessi-

tent de tr�es nombreux calculs de fonction performance. Or l'�evaluation de la fonction

performance pour ce probl�eme est informatiquement parlant plus simple que celui des

probl�emes d'optimisation de structures �elastiques, tels celui de la plaques cantilever que

nous verrons dans la section 6. Ce qui nous permettra de faire plus simplement des com-

paraisons sur les di��erents param�etres qui gouvernent les algorithmes g�en�etiques.

Ce probl�eme test est d�e�ni dans la section 5.1. Il nous permettra de pr�eciser les dif-

�cult�es rencontr�es lors du d�ecodage, ou passage de l'espace g�enotypique (le tableau de

bits) �a l'espace ph�enotypique (ou est �evalu�ee une forme). Nous pr�esenterons ensuite dans

la section 5.2 la repr�esentation des formes sur une grille r�eguli�ere nous permettant de

d�e�nir l'espace g�enotypique, ou encore l'espace de recherche pour l'algorithme g�en�etique.

Dans la section 5.4 nous discutons �a priori, puis montrons exp�erimentalement la faible

performance des op�erateurs de recombinaison châ�nes de bits classiques, ce qui nous con-

duira �a d�e�nir des op�erateurs plus adapt�es. De même, on d�e�nira �egalement deux sortes

d'op�erateurs de mutation (section 5.5). Une strat�egie mixte concernant un changement

d'op�erateur durant l'�evolution va se d�egager, et une discussion concernant les r�esultats

suivra.

5.1 Choix du probl�eme

La di�cult�e majeure pos�ee par l'utilisation des m�ethodes d'optimisation stochastique en

optimisation de structure r�eside dans les calculs de la performance (ou fonction coût).

En e�et, un seul calcul de la fonction performance pour les probl�emes d'optimisation de

structures en �elasticit�e pr�esent�es au chapitre 6 n�ecessite une analyse par �el�ement �ni de

la forme (voir �egalement [37, 15, 41]). Or un calcul par �el�ements �nis est coûteux (entre

0.2 et 2 secondes par analyse pour une station HP haut de gamme (94), même avec une

discr�etisation est grossi�ere). C'est pour cela que, pour les tests et comparaisons que nous

souhaitons faire, nous avons choisis un probl�eme test tr�es simple : l'optimisation de la

section droite d'une barre pour maximiser son moment d'inertie suivant une direction

donn�ee tout en minimisant le poids.

Ce probl�eme a �et�e introduit est utilis�e pour les mêmes raisons dans [21] pour des m�ethodes

bas�ee sur le recuit simul�e. Ce choix est �egalement motiv�e par l'�etude th�eorique men�ee

dans [21] et que nous avons rappel�e dans le chapitre pr�ec�edent (4). Ceci nous permet de

nous placer dans les bons espaces d'existence et d'approximation de solutions.

5.1.1 Le probl�eme test

La fonction que l'on cherche �a maximiser, pour �etudier la r�esistance de la barre �a un

moment exerc�ee, est le rapport entre le moment d'inertie est le poids de la barre (ou

encore l'aire de la section droite).
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Les Hypoth�eses

Les hypoth�ese m�ecaniques sont les suivantes:

� la section droite de la barre est constante.

� On ne sp�eci�e pas comme les moments sont appliqu�es �a la barre.

� Le domaine de travail est le carr�e unit�e [0; 1]� [0; 1], et la forme \parfaite" solution

du probl�eme est la forme en \H".

� Le moment d'inertie de la barre par rapport �a la direction x est donn�ee par :

I

yy

=

Z

S

(y � y

G

)

2

dxdy

S en (x,y) est la section droite de la barre.

(x

G

; y

G

) repr�esente les coordonn�es du centre de gravit�e G de la section droite S.

avec

(x

G

; y

G

) =

R

S

(x; y)dxdy

R

S

dxdy

Les solutions de ce probl�eme sont les barres de section en \H" parfaits (la position

exacte de la barre du \H" �etant indi��erente).

5.2 G�enotypes et ph�enotypes

5.2.1 Le g�enotype

Que ce soit pour se placer dans le cadre de l'�etude th�eorique d'approximation de [21],

o�u dans le cadre des simulations num�eriques utilis�ees dans la plupart des probl�emes

d'optimisation de formes en m�ecanique, la recherche de la forme optimale passe par une

discr�etisation du domaine de travail, ou du moins de chacune des formes consid�er�ees du-

rant le processus d'optimisation. D'autre part, l'utilisation d'une discr�etisation di��erente

pour chaque forme consid�er�ee introduirait un bruit num�erique d�u au remaillage qui pour-

rait, en �n d'optimisation, oblit�erer totalement les di��erences de comportement entre

deux formes voisines, rendant non signi�catifs les r�esultats de l'optimisation.

Une repr�esentation \naturelle" d'une forme contenue dans un domaine de travail

r�egulier passe donc par la discr�etisation de ce domaine, puis par l'attribution �a chaque

�el�ement de cette discr�etisation d'une valeur mati�ere ou solide, i.e. 0 ou 1. Or il se trouve

que cette repr�esentation semble �egalement entrer parfaitement dans le cadre historiques

des algorithmes g�en�etiques [32, 22]. Ceci explique que tous les travaux ant�erieurs utilisant

les m�ethodes stochastiques pour les mêmes types de probl�emes ([31, 21, 37, 15, 41]) aient

utilis�e cette repr�esentation. Nous verrons cependant (section 5.3 que cette apparence

simplicit�e de la repr�esentation cache en fait quelques pi�eges.
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5.2.2 Du g�enotype au ph�enotype

Le d�ecodage semble lui aussi tout �a fait simple.

100100001000010
010011011111110
001000000000000
110000000011111
011000000010000
001111111010000

100000001110110

001000101010010

110000010000000

001011101110100
001111000100000
001010000000110
011001100000110
010000111110000

 

(a) (b)

Figure 37 : a - Le g�enotype en tableau de bits. b - Le

ph�enotype.

Repr�esentation d'une forme : l'AG s'applique sur le tableau

de bits (a) la performance est calcul�ee �a partir du

ph�enotype (b).

La �gure ( 37-a) donne, pour un maillage 15� 15, le tableau de bits et la forme corre-

spondante. Ce tableau est constitu�e de "0" ou de "1" suivant que l'�el�ement correspondant

est de la mati�ere ou du vide. Ce qui est repr�esent�e dans le ph�enotype ( 37-b) le gris sym-

bolisant la mati�ere et, le noir le vide.

Cette simple �etape de d�ecodage pose en fait des probl�emes du point de vue m�ecanique au

niveau de la d�e�nition d'une structure m�ecaniquement coh�erente.

5.2.3 Du ph�enotype �a la structure

D�eterminer la composante principale

Une fois le ph�enotype (une forme du domaine de travail) obtenu, on d�etermine tout

d'abord la composante connexe principale de la forme en question( 38-b). Puis on

recherche les trous (vide inclus dans la composante principale).

La composante trouv�ee constitue notre structure et l'analyse m�ecanique sera faite sur elle.

Le choix de la m�ethode de d�etermination de la connection est bas�e sur des consid�erations

m�ecaniques.
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(a) (b)

Figure 38 : a - Le ph�enotype. b - La vraie structure.

la performance est calcul�ee �a partir du ph�enotype (a), mais

le moment d'inertie d�epend uniquement de la composante

connect�ee (b)

Analyse g�eom�etrique

Nous avons choisi de consid�erer comme �el�ements connect�es deux �el�ements qui ont une

face commune, deux �el�ements n'ayant qu'un coin en commun sont consid�er�es comme

disconnect�es (voir �gure 39)

Figure 39 : exemple d'�el�ements non connect�es

Ce choix nous permet d'obtenir des formes a priori plus stables, qui peuvent par con-

s�equent supporter un moment de 
exion o�u de torsion. Cela �evite l'apparition de singu-

larit�es dans le mod�ele m�ecanique aux \coins de liaisons".

5.2.4 La fonction performance

Calculer la performance revient �a maximiser le rapport

Resitance

Poids

[15] et ceci ind�ependam-

ment de l'amplitude de l'e�ort de 
exion exerc�e sur la barre.

Le moment d'inertie de la masse de la section droite est pris comme mesure de la

r�esistance tandis que la surface de la mati�ere connect�ee repr�esente le poids. En r�esum�e,

la performance d'une forme peut être donn�ee par:

F =

I

xx

Poids

connecte

I

xx

repr�esente le moment d'inertie de la barre, et Poids est le poids de la section droite.

Il reste cependant ici deux probl�emes importants :
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� Pour qu'une forme soit viable, c'est-�a-dire que les contraintes m�ecaniques du prob-

l�emes soient respect�ees, il faut que les deux bords verticaux de la section droite

soient connect�es.

� Seul la mati�ere r�eellement reli�ee aux deux bords verticaux rentre en compte dans le

calcul du moment d'inertie. Les parties non connect�ees doivent être enlev�ees avant

le calcul du moment voir ( 38-b).

Pour remplir la premi�ere condition la performance d'une forme qui ne relie pas les

deux bords est mis �a 0 (c'est la \death penalty" voir Baeck [6]).

Par contre, il y a plusieurs fa�cons de r�esoudre le second probl�eme comme nous allons le

voir maintenant.

5.2.5 Composantes non connect�ees

Une fois la structure principale d�etermin�ees il reste comme nous l'avons vu sur la �gure

38(a) des composante non reli�ees �a la composante principale. Cette mati�ere restante

peut jouer un rôle sur l'�emergence de nouvelles structures. Par contre, la convergence de

l'algorithme doit aboutir �a des structures d�ebarrass�ees de cette mati�ere \inutile". Nous

avons consid�er�e 3 fa�cons de prendre en compte cette mati�ere.

La r�eparation

Cette op�eration consiste �a enlever, �a la fois du g�enotype et du ph�enotype les composantes

ou parties ne rentrant pas en compte dans la structure principale. Mais, cette m�ethode

conduit tr�es vite l'algorithme sur un optimum local car priv�e d'un mat�eriel g�en�etique

int�eressant les individus vont tr�es vite converger vers le moins mauvais. Quelques r�esultats

exp�erimentaux ( �gure 40) con�rment con�rment ce point de vue.

  

Figure 40 : Optimum local obtenu par la r�eparation. Aire

= 2.36 Inertie = 2.941562

5.2.6 La r�eparation \provisoire"

Dans ce cas de �gure, on garde le g�enotype tel quel (les parties non connect�ees ne sont

pas enlev�ees) mais, par contre pour �evaluer la performance, on consid�ere uniquement
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la composante connect�ee : les composantes inutiles sont ignor�ees dans le calcul de la

performance. Ce processus nous permet de garder le mat�eriel g�en�etiquement int�eressant

(contrairement au cas pr�ec�edent). Par contre, cette m�ethode introduit une d�eg�en�erescence

dans la repr�esentation (plusieurs g�enotypes �eventuellement tr�es di��erents correspondant

�a un même ph�enotype). En d'autres termes, deux individus compl�etement di��erents

peuvent avoir la même performance. La d�eg�en�erescence a en g�en�eral des e�ets n�efastes

sur la convergence de l'algorithme [54], comme le con�rment nos r�esultats num�eriques

(�gure 40). L'AG a beaucoup de mal �a converger au milieu de tous ces plateaux de

g�enotypes �equivalents en performance.

La p�enalisation de la performance

La troisi�eme m�ethode utilise une modi�cation de la fonction performance pour favoriser

la disparition progressive de la mati�ere non connect�ee.

On calcule d'abord le moment d'inertie sans tenir compte des parties non reli�ees. On

introduit ensuite un param�etre de p�enalisation relativement �a la surface non connect�ee.

Pour cette troisi�eme m�ethode la performance est donc donn�ee par :

F =

I

xx

poids

connecte

+ �poids

nonconnecte

I

xx

repr�esente toujours le moment d'inertie de la barre, poids

connecte

est l'aire de la section

droite, poids

nonconnecte

est l'aire restante, et � est le param�etre de p�enalisation.

Nous avons essay�e d'ajuster le facteur de p�enalisation � de fa�con �a ce que la forme de la

barre ne soit pas trop modi��ee tout en diminuant sensiblement la surface en trop. Trouver

le bon � n'est pas ais�e car :

� � trop grand nous enl�evera bien sûr tr�es vite toute la surface en trop mais p�enalisera

aussi le rapport Moment=Aire.

� De même � tr�es petit perd son utilit�e car on aura un bon rapport Moment=Aire

mais la surface en trop ne sera que tr�es peu p�enalis�ee. Ce probl�eme sera d�etaill�e sur

l'application Optimum Design (voir section 6.4.2)

Nous venons de voir le rapport entre le codage et la performance, et la n�ecessit�e de prise

en compte des ph�enom�enes m�ecaniques lors de la d�e�nition de la performance (ceci sera �a

nouveau montr�e au chapitre 7 sur des probl�emes d'optimisation de structures �elastiques).

Nous allons dans le paragraphe suivant �etudier la relation entre le codage et les op�erateurs

g�en�etiques que nous allons utiliser dans les chapitres suivants.

5.3 Châ�nes de bits vs matrice de bits

A priori, il existe une �equivalence formelle entre le g�enotype d�e�ni au paragraphe pr�ec�edent

(voir �gure 37) repr�esent�e par un tableau de bits, et une châ�ne de bits (voir par exemple

la repr�esentation machine d'une telle matrice). Seulement, nous allons voir que ces deux
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types de repr�esentation sont loin d'être �equivalentes quand on utilise les op�erateurs de

croisement standard de la th�eorie des algorithmes g�en�etiques.

Cette section est consacr�ee �a la d�emonstration de la proposition suivante:

100001100001111111100001100001100001

Different

6=

1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1

repr�esentation en châ�nes de bits repr�esentation en tableau de bits

Nous allons mettre en �evidence, tout d'abord en utilisant l'analyse des sch�emas (voir

chapitre 2), puis par des exp�erimentations num�eriques, cette di��erence entre ces deux

repr�esentation.

5.3.1 L'analyse des sch�emas

Supposons que l'on utilise un codage en châ�nes de bits �a la place d'un codage en tableau

de bits. Si nous consid�erons l'op�erateur de croisement on remarque apr�es l'analyse des

sch�ema que ce codage induit le probl�eme suivant :

Soit H un sch�ema 2D correspondant �a une barre verticale de longueur L. Dans une

repr�esentation bit-string classique H peut être vue comme un châ�ne de longueur L�M

(si le tableau a pour dimension N �M). Il s'en suit que H sera beaucoup plus perturb�e

par les croisement 1D �a 1-point o�u 2-points que ne le serait un sch�ema correspondant

cette fois ci �a une barre horizontale de même longueur.

Plus g�en�eralement si l'on utilise des tableau de bits pour des châ�nes de bits, les croisement

�a n points introduisent un fort biais contre l'�emergence de briques �el�ementaires verticales

( [22]).

Pour nous �xer les id�ees prenons l'exemple de deux sch�ema a et b.

Exemple 5.3.1

1..............
1..............

1..............

...............

...............

1..............
..............1

...............

...............

...............

(a) (b)

Figure 41 : Di��erences entre des instances de longueur

d�e�nies en 1 ou 2D

Le sch�ema (a) a une taille de 3 en 2D et de 21 en 1D. L'�emergence de ce sch�ema qui

peut être tr�es int�eressant pour un probl�eme 2D ne signi�e rien pour le codage bits string
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est �a toutes les chance d'être perturb�es par les croisement 1D classiques.

Par contre, le sch�ema (b) a une taille de 15 en 2D et une longueur de 2 en 1D. Bien qu'il

ne pr�esente aucun int�erêt pour un probl�eme 2D, il a toutes les chances d'être pr�eserv�e par

les croisements 1D classiques.

Quanti�er le biais introduit par l'utilisation des croisements de type n points reste

�a faire. Il faudrait par exemple �etudier la variance des performances sur les sch�emas,

comme fonction de la longueur des sch�emas (dans la suite de ce qui a �et�e fait dans [54]

pour �evaluer divers repr�esentation du probl�eme du voyageur de commerce).

N�eanmoins, l'ine�cacit�e (pr�evisible) des op�erateurs de croisements �a n points (con�rm�e

�a posteriori par les r�esultats num�eriques de la section 5.6). nous conduit �a introduire des

op�erateurs sp�eci�ques plus adapt�es a notre probl�eme 2D.

5.4 Op�erateurs de croisement

Nous d�e�nissions dans cette sections des op�erateurs adapt�es au probl�eme de l'optimisation

de formes, et montrons leur utilit�e a posteriori par des exp�erimentations num�eriques

comparatives.

5.4.1 Le croisement

Nous commen�cons par �etudier les op�erateurs de croisement pour la repr�esentation intro-

duite dans la section pr�ec�edente.

Dans toute la suite de ce paragraphe, pour illustrer les divers op�erateurs d�e�nis et util-

is�es, nous consid�erons toujours le même un couple symbolique de parents (voir �gure 42).

Dans la repr�esentation des enfants issus de ce couple, la couleur sert uniquement �a mon-

trer quel mat�eriel g�en�etique (bits) vient de quel parents, ind�ependamment de la valeur

0=1 (vide/mati�ere) des bits.

Figure 42 : Les parents

Les op�erateurs mono-dimensionnels

Pour �evaluer le biais introduit par l'utilisation d'un tableau de bits en tant que châ�nes de

bits, nous avons d'abord utilis�e des op�erateurs de croisement standard. C'est-�a-dire ceux

d�e�nis dans l'algorithme g�en�etique de base, introduits dans le chap̂�tre 3. Ces op�erateurs
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seront appel�es mono-dimensionnels. Nous avons consid�er�e les trois types d'op�erateurs de

croisement 1D suivant.

� Le croisement �a un point

La forme est repr�esent�ee par une châ�ne de "0" et de "1", un point est al�eatoire-

ment choisi sur cette châ�ne, c'est le point de coupure, les enfants sont obtenus en

�echangeant les deux parties droites des parents (voir 43 ).

Figure 43 : exemple d'un croisement un point 1D

� Le croisement �a deux points

Deux points sont al�eatoirement choisis sur la châ�ne, on permute les deux parties

comprises entre ces 2 points chez les parents. Les enfants sont le r�esultat de cette

op�eration(voir Figure 44 ).

Figure 44 : exemple d'un croisement deux point 1D

� Le croisement uniforme

Chaque bit d'un enfant est construit en choisissant al�eatoirement entre les deux bits

correspondants des parents. Les choix pour des positions di��erentes sont ind�epen-

dants (voir �gure 45).

Figure 45 : les enfants par croisement uniforme
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Comme on l'a d�ej�a vu dans la section (pr�ec�edente 5.3.1) les croisements �a un o�u 2

points induisent un biais g�eom�etrique: seules des bandes horizontales sont �echang�ees. Par

contre, le croisement uniforme qui lui ne sou�re pas de ce biais, il d�etruit (ou respecte!)

tous les sch�emas ind�ependamment de la g�eom�etrie.

Le croisement bidimensionnel

Pour palier �a la limite des op�erateurs 1D, nous avons utilis�e trois formes de croisement

2D.

� Le croisement diagonal

L'id�ee de base de ce croisement est de g�en�eraliser en dimension 2 le tr�es populaire

croisement �a 1-point dans le cas d'une dimension.

On choisit al�eatoirement deux points distincts qui seront situ�es au même endroit

sur les deux parents. Ces deux points vont g�en�erer une droite (ou diagonale), Les

enfants sont obtenus en permutant les deux parties correspondantes des deux parents

(�gure 46).

Figure 46 : Le croisement diagonale

� Le croisement bidiagonal

Ce croisement est une variante du pr�ec�edent. Deux droites qui seront les mêmes sur

les deux parents sont trouv�ees al�eatoirement. Les enfants sont obtenus en permutant

les parties comprises entre les deux droites chez les deux parents(voir �gure 47).
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1
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Figure 47 : Deux exemples de croisement bidiagonale

� Le croisement par blocs

Deux lignes horizontales h1 et h2 et deux lignes verticales v1 et v2, sont al�ea-

toirement g�en�er�ees ce qui subdivise chaque parent en 9 cases. On cherche ensuite

al�eatoirement le nombre et la position des cases �a permuter chez les parents, cette

m�ethode a �et�e utilis�ee par Jensen [37] et a depuis �et�e g�en�eralis�ee �a la dimension N

par Moon [40].

v2

h1

h2

v1 v2

h1

h2

v1

Figure 48 : Exemple de croisement 2-blocks

5.5 Les op�erateurs de mutation

On a utilis�e 3 types de mutation :

5.5.1 La mutation Classique

C'est la mutation standard des algorithmes g�en�etiques: chaque individu a une probabilit�e

de muter, et, pour chaque individu appel�e �a muter, chaque bit a une certaine probabilit�e
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de muter. Cette mutation n'introduit aucun biais g�eom�etrique particulier.

5.5.2 La mutation g�en�erale

C'est une mutation introduite pour garder une certaine diversit�e dans la population, et

empêcher ainsi une convergence pr�ematur�ee de l'algorithme. Les op�erateurs de mutation

usuels ne tiennent pas compte de l'uniformit�e �eventuelle de la population dans certaines

zones des formes consid�er�ees. Nous avons repris une mutation dite g�en�erale [11], c'est-

�a-dire prenant en compte les caract�eristiques de la population dans son ensemble. Pour

ce type de mutation chaque bit a une certaine probabilit�e de muter, et cette probabilit�e

est fonction de la variance des valeurs de tous les bits �a la même position dans toute la

population. Le processus est le suivant :

Au d�ebut de chaque g�en�eration la diversit�e des valeurs des bits �a chaque position de la

population est d�etermin�ee, et stock�ee dans une matrice de valeurs moyennes (D

i

).

D(i), la valeur moyenne des bits �a la position i, est calcul�ee comme suit:

D(i) =

1

N

j=N

X

j=1

bit

i

(j) (5.5.1)

bit

i

(j) est la valeur du i�eme bit dans le j�eme individu de la population de taille N .

Une diversit�e de 0:0 (resp. 1) signi�e que tous les bits de la population �a cette position

valent 0 (resp. 1), tandis qu'une diversit�e de 0:5 signi�e que la moiti�e des bits est �a 1 et

l'autre moiti�e �a 0.

Plus faible est la diversit�e �a un endroit dans une population, plus grande doit être la

probabilit�e de mutation �a cet endroit : cet op�erateur impose de fort taux de mutation

aux endroits qui ont d�ej�a converg�e.

ip

m0
i

0.5 1

p
min

maxp

Figure 49 : probabilit�e de mutation

La probabilit�e de mutation est donc contrôl�e par 2 param�etres: Pmin est le taux de

mutation minimal, Pmax le taux de mutation maximal.

La probabilit�e de mutation de chaque position est donn�ee par une parabole qui passe

par Pmax quand la diversit�e vaut 0:0 ou 1:0, et qui prend une valeur minimal Pmin

quand la diversit�e est de 0.5 (voir �gure 49):
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Pmut(i) = 4:0

h

(Pmax� Pmin)D(i)

2

� (Pmax� Pmin)D(i)

i

+ Pmax: (5.5.2)

Il faut noter que l'utilisation de cette m�ethode introduit deux param�etres (�a choisir par

l'utilisateur) au lieu du param�etre habituel. Cette m�ethode nous permet d'�eviter une

convergence pr�ematur�ee de l'algorithme ce qui n'est pas n�egligeable, mais elle ralentit

aussi la convergence :il faut trouver un compromis.

5.5.3 La mutation des composantes

Ce troisi�eme op�erateur de mutation est un op�erateur local con�cu sp�ecialement pour les

probl�emes d'optimisation de formes, permettant des petites modi�cations localis�ee sur

le contour de la forme. Cette approche utilise la topologie trouv�ee. L'id�ee de base de

cette mutation est que, pour une topologie donn�ee, c'est-�a-dire pour un nombre donn�e

de trous dans la forme il doit être ais�e de trouver la forme optimale pour cette topologie

en bougeant l�eg�erement le contour. Nous utiliserons principalement cette mutation en

�n d'�evolution c'est-�a-dire une fois que les caract�eristiques grossi�eres de la forme sont

trouv�ees nous avons besoin de ra�ner la forme en enlevant ou en rajoutant des pixels.

Concr�etement, les pixels entourant la topologie ont une plus grande probabilit�e de muter

que les autres pixels. Ce qui nous permet d'acc�el�erer la convergence en �n d' �evolution

(voir les r�esultats de la section 7.5).

5.6 R�esultats comparatifs

5.6.1 Les conditions exp�erimentales

Pour tous les tests e�ectu�es dans cette th�ese, l'algorithme g�en�etique utilis�e (CMAPX)

utilise un sch�ema de g�en�erations. Les param�etres sont les suivants :

� Type de s�election La s�election utilis�ee est la roue de loterie avec une mise �a l'�echelle

lin�eaire pour atteindre une pression s�elective de 2.0.

� Taille de la population La taille de la population not�ee Gen est de 90 sauf mention

contraire.

� Probabilit�e de croisement et de mutation On verra plus loin les valeurs utilis�ees pour

les probabilit�es de croisement et de mutation (p

mut

; p

cross

).

� Autres Notations

{ Pcross: la probabilit�e de croisement pour un couple donn�e.

{ Pmut

forme

: la probabilit�e pour qu'une forme mute .
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{ Pmut

pix

:la probabilit�e pour qu'un bit d'une forme donn�ee mute (mutation

standard).

{ Pmut

max

et Pmut

min

: les probabilit�es maximale et minimale pour qu'un bit

d'une forme donn�ee mute (mutation g�en�erale).

� Test d'arrêt L'algorithme s'arrête apr�es 100 g�en�erations sans aucune am�elioration

sur la meilleure performance obtenue, ou encore apr�es 2000 g�en�erations.

� Validation

{ Tous les tests sont e�ectu�es sur des tableaux de bits de 15 � 15 d�ecrits

ci dessous. Tous les r�esultats pr�esent�es sont des moyennes de 20 tests in-

d�ependants (20 points de d�epart di��erents du g�en�erateur de nombres pseudo-

al�eatoires).

{ Le probl�eme test pr�esent�e dans la section ( 5.1.1) est tr�es simple, presque tous

les tests ont aboutit �a une forme tr�es proche de la forme en "H" attendu. Il

n'est donc pas int�eressant comparer le taux de succ�es (optimum atteint). Pour

la comparaison des di��erents op�erateurs nous chercherons plutôt �a mesurer la

vitesse de convergence c'est-�a-dire que nous donnerons les courbes montrant

la progression de la moyenne sur les 20 essais des meilleures performances en

fonction des g�en�erations.

5.6.2 Le probl�eme

Reprenons le probl�eme test que nous avons assez bri�evement introduit dans les para-

graphes pr�ec�edents. On souhaite optimiser le moment d'inertie d'une poutre soumis �a des

e�orts de 
exion. On veut donc maximiser le moment d'inertie tout en minimiser le poids

de la section droite de la poutre. On se �xe comme hypoth�eses que :

� Le domaine de travail est le carr�e [0; 1]� [0; 1] subdivis�e en un tableau de 15 � 15

�el�ements qui sont soit de la mati�ere soit du vide.

� on suppose que la section droite est constante pour toute la poutre.

� On ne sp�eci�e pas comment les moments sont appliqu�es �a la poutre.

Le r�esultat attendu est de la forme (�gure 50) avec une performance de 1; 54008
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Figure 50 : forme de la section droite en "H" attendu

Il y a donc 15 solutions possibles suivant la position de la barre horizontale.

5.6.3 Comparaison des divers op�erateurs de croisement

En l'absence de toute mutation nous avons voulu voir l'in
uence du type de croisement

sur l'�evolution des performances.
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Figure 51 : Les op�erateurs de croisement

Une premi�ere remarque sur les mauvais r�esultats g�en�eral dû �a l'utilisation du seul

op�erateur de croisement : la forme optimale est rarement atteinte. La population devient

tr�es vite homog�ene ce qui explique que toutes les courbes de la �gure ( 51) s'arrêtent

brutalement entre les g�en�erations 150 et 250 bien que l'on ait autoris�e 2000 g�en�erations.

Ceci se porte en faux par rapport aux th�eorie historiques des AGs qui consid�eraient la

mutation comme un op�erateur mineur.

Mauvaises performance pour les op�erateurs 1D

On remarque que les op�erateurs 1D classiques (1-point et 2-points) sont distanc�es aussi

bien par le croisement uniforme que par les op�erateurs 2D. Pour les op�erateurs 2D Les

r�esultats obtenus sont e�ectivement ceux escompt�es d'apr�es le th�eor�eme des sch�emas (voir

la section 5.3.1 ), et con�rm�e par l'�etude tableau de bits 6= châ�ne de bits
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Comportement du croisement uniforme

La deuxi�eme remarque concerne la bonne performance du croisement uniforme.

En regardant plus pr�ecis�ement la courbe on se rend compte que ce croisement qui au d�epart

d�ebute mal, rattrape vite les autres \bons" croisements dans les derni�eres g�en�erations.

Ce ph�enom�ene est observ�e dans tous les autres r�esultats voir (section 6.3).

Au d�ebut de l'�evolution, le croisement uniforme perturbe de la même mani�ere tous les

sch�emas quelque soit leur ordre. Tandis que les autres croisements même les 1D pr�eservent

des parties assez importantes de l'espace.

Mais, au fur et �a mesure que la population converge et que des briques de base de

plus en plus grandes sont construites ces e�ets perturbatrices disparaissent, ce croisement

ne perturbe plus les sch�emas car le croisement de parties identiques chez deux parents ne

changent rien chez les enfants quelque soit le type de croisement utilis�e. Aucun croise-

ment ne peut perturber une partie qui a d�ej�a totalement converg�e. Mais par contre, le

croisement uniforme permet de garder une certaine diversit�e pour les autres parties. Et,

donc �a la �n on a d'aussi bons r�esultats que pour les croisements sp�eci�ques 2D.

5.6.4 Comparaison des divers op�erateurs de mutation

Dans ce paragraphe on suppose maintenant que la probabilit�e de croisement est nulle, et

que l'on utilise le seul op�erateur de mutation. Nous allons comparer les trois types de

mutation d�e�nies dans la section 5.5
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Figure 52 : Comparaison de la mutation standard, g�en�erale

et composante

en consid�erant la �gure 52 on remarque :

� Les r�esultats obtenus sont bien meilleurs que ceux obtenus par simple croisement et

sans la mutation (voir �gure 51) ce qui montre encore une fois le rôle de la mutation

(ces r�esultats sont con�rm�es par les r�esultats en �elasticit�e (chapitre 7)

� Comme l'on s'y attendait, la mutation du contour est le moins bon. Ce qui s'explique

tout simplement car cet op�erateur est un op�erateur d'optimisation local et favorise

donc une convergence pr�ematur�ee. Toutefois, quand on regarde plus pr�ecis�ement on
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se rend compte que cette mutation trouve exactement la solution "optimale" quand

il trouve le bon optimum local, et ceci, plus vite que les deux autres mutations qui

ont beaucoup de mal �a ajuster les derniers pixels. Ce r�esultat sera con�rm�e pour

le probl�eme du v�elo que nous verrons dans les probl�emes de chargements multiples

(voir section 7.5). Ce qui sugg�ere que la mutation des composantes doit être prin-

cipalement utilis�ee en �n d'�evolution. Son int�erêt r�eside surtout dans l'a�nage des

composantes. Appliqu�e avant la convergence cet op�erateur perturbe la recherche du

meilleur.

� En l'absence de tout croisement, il n'existe aucune di��erence notable entre la mu-

tation standard et la g�en�erale si l'on consid�ere les meilleurs r�esultats obtenues en

2000 g�en�erations. Ils atteignent respectivement les performances moyennes (et les

�ecarts type) de 1:49083(0:00772) et 1:4913(0:01523). De plus, la mutation g�en�erale

ralentit visiblement la convergence en tout d�ebut d'�evolution c'est e�ectivement le

r�esultat escompt�e.

5.6.5 Meilleurs r�esultats

Les r�esultats pr�esent�es jusqu'ici ont utilis�e un seul op�erateur g�en�etique c'est-�a-dire soit

le croisement soit la mutation. Les r�esultats que nous pr�esentons dans cette section par

contre concernent �a la fois ces deux op�erateurs. Nous consid�erons une mutation et un

croisement donn�es avec une certaine probabilit�e pour chaque �evolution. Vu les r�esultats

obtenus aux paragraphe pr�ec�edents (section 5.6.3 5.6.4), nous ne consid�ererons pas

ici les op�erateurs de croisement 1D (1-point et 2-points) pas plus que la mutation des

composantes.

Gen pop standard P

m

g�en�erale (p

max

; p

min

)

2000 90 0.001 (0.005,0.0001)

Table 5.6.5 Les param�etres

mutation standard mutation g�en�erale

uniforme 1.48805 (0.00784) 1.50936 (0.00702)

diagonal 1.49773 (0.00869) 1.49499 (0.00912)

2-block 1.49203 (0.01138) 1.50914 (0.00872)

3-block 1.50352 (0.01123) 1.5197 (0.0059)

Table 5.6.5 Moyenne des valeurs �nales de la performance (�ecart type) sur 20 tests.
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Figure 53 : Mutation - Croisements 2D
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Figure 54 : meilleure performance moyenne sur 20 tests,

zoom sur la �n d'�evolution

Le tableau 5.6.5 pr�esente les meilleurs r�esultats obtenus pour le probl�eme test. Les prob-

abilit�es de croisement et de mutation sont consign�ees sur le tableau 5.6.5. Ils ont �et�e

choisis apr�es de nombreux tests. Dans presque tous les tests, les r�esultats obtenus par

la mutation dite g�en�erale sont sensiblement meilleurs que ceux obtenus par la mutation

classique. Le croisement �a 3-blocs de son cot�e semble être le meilleur des croisements util-

is�es. De plus, l'association de ces deux op�erateurs ne donne pas seulement les meilleurs

r�esultats mais le fait aussi avec la plus petite d�eviation. La �gure 53 montre les r�esultats

obtenus pour la mutation g�en�erale suivant les op�erateurs de croisement utilis�es. Une fois

de plus on remarque le mauvais d�ebut pris par le croisement uniforme avant de rattraper

les autres op�erateurs comme pour les tests de la section pr�ec�edente (section 5.6.3). Ceci

est con�rm�e par tous les tests quelque soit l'op�erateur de mutation ou le taux de mutation

appliqu�e.

A ce point tous les r�esultats sugg�erent l'utilisation d'une strat�egie mixte. Le croise-

ment 3-blocs coupl�e avec la mutation g�en�erale semble être le meilleur choix. Mais, la
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bonne performance du croisement uniforme en �n d'�evolution montre qu'il est judicieux

de l'utiliser plutôt en �n d' ex�ecution. De plus, le fait que la mutation des composantes

soit locale sugg�ere d'utiliser cette mutation pour \polir" la meilleure solution trouv�ee dans

les derni�eres g�en�erations.

Strat�egie de changement d'op�erateurs

Nos tentatives ont consist�e �a commencer avec les param�etres utilis�es pour les courbes

de la �gure 52 en utilisant le croisement 3-blocs et la mutation g�en�erale, puis apr�es un

nombre donn�e de g�en�erations, de remplacer ces op�erateurs par le croisement uniforme et la

mutation locale. Les �gures suivantes ( 55 et 56) montrent les r�esultats obtenus en fonction

de la g�en�eration o�u l'on change les op�erateurs. La question qui se pose naturellement dans

ce cas et : quand peut on passer d'une strat�egie �a une autre ? Nous avons essay�e de

permuter les strat�egies en fonction des g�en�erations

� Nous avons d'abord consid�er�e un changement assez rapide.

Generations

F
it

ne
ss

0 1000500
1.4

1.5

1.45

Reference               
Change at generation 100
Change at generation 200
Change at generation 300

Figure 55 : changement de strat�egie avant o�u �a 300

g�en�erations : trop rapide

On se rend compte (voir Figure 55) qu'un changement pr�ecoce ici au bout de 100

ou 200 g�en�eration conduit �a une d�egradation. Les deux courbes correspondantes

sont en dessous de la courbe de r�ef�erence, et ne la rattrapent jamais.

� Si on change d'op�erateurs �a la g�en�eration 300, il ne se passe rien. Il n'y a aucun

changement c'est-�a-dire qu'on a ni am�elioration ni d�eg�en�erescence ( voir �gure 55).

�
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Figure 56 : changement de strat�egie entre 500 et 600

g�en�erations : am�elioration passag�ere.

Si par contre on attend 500 ou 600 g�en�erations avant de changer de strat�egie, on

remarque qu'il y a une am�elioration temporaire (voir Figure 56).

Cette am�elioration n'est pas signi�cative, l'augmentation est relativement faible et

la courbe de r�ef�erence rattrape assez vite les meilleures courbes. Toutes les courbes

�nissent �a peu pr�es au même endroit. Ce qui peut s'expliquer selon Spears [63]

: Le m�erite proviendrait plus du changement d'op�erateurs que des op�erateurs eux

mêmes.

Il serait cependant n�ecessaire de faire des tests sur des probl�emes plus complexes

pour voir la signi�cation et l'interpr�etation des r�esultats ci dessus. Toutefois, des

tests syst�ematiques sont di�ciles �a conduire pour des raisons de temps de calcul,

sur des probl�emes o�u il est besoin de faire une �etude d'�el�ements �nis .

5.7 Conclusion

5.7.1 Sur les op�erateurs

On a montr�e dans ce chap̂�tre la faiblesse d'une utilisation des AGs en boite noire : la

repr�esentation standard en bits strings n'est pas adapt�e pour repr�esenter les ph�enotypes

dans les probl�emes 2D.

Le biais g�eom�etrique induit par les croisements �a 1- ou 2-points in
uent n�egativement sur

les performances. \l'isotropie" du croisement uniforme permet d'obtenir de bons r�esultats

dans toutes les dimensions. Toutefois, les r�esultats obtenus par les op�erateurs sp�eciale-

ment con�cus pour le probl�emes 2D ont donn�e les meilleurs r�esultats.

Deux op�erateurs de mutation ont �et�e �etudi�es, en plus de la mutation classique \bit-
ip".

La mutation g�en�erale qui tend �a garder une certaine diversit�e le long des g�en�erations doit

être utilis�e avec pr�ecaution. Dans certains cas elle pourrait tout aussi bien empêcher toute

convergence. Une seconde mutation a �et�e mis en place pour permettre une optimisation

de forme locale.

Les r�esultats num�eriques sugg�erent que la meilleure strat�egie pourrait être une strat�egie

mixte avec en d�ebut un croisement 2D et une mutation classique ou g�en�erale et, le croise-



100 Chapitre 5. Codage et Op�erateurs

ment uniforme coupl�e avec la mutation des composantes en �n d'ex�ecution.

La question importante restant �a savoir �a quel moment on peut passer d'un op�erateur �a

l'autre. Les premi�eres r�esultats utilisant le changement apr�es un nombre �x�e de g�en�era-

tions montrent que la solution doit être cherch�ee de fa�con �evolutive.

� On pourrait par exemple coder dans les individus les op�erateurs les plus adapt�es

pour cet individu pour imiter ce qui est fait en \strat�egies �evolutives" pour ajuster

la mutation pour des chromosomes �a valeurs r�eelles (voir Schwefel [61]) ou dans

les AGs pour d�ecider s'il vaut mieux appliquer un croisement 2D ou le croisement

uniforme comme le sugg�ere Spears [67].

� Une autre approche serait de faire des tests de temps �a autre au fur et �a mesure des

g�en�erations. Ces tests permettraient de d�ecider des op�erateurs et param�etres qui

seraient les plus adapt�es pour les quelques prochaines g�en�erations sur la base d'une

analyse statistique (voir Gre�enstette [29]) ou encore en utilisant des techniques

d'apprentissage comme dans [62].

5.7.2 Sur le codage

Nous n'avons utilis�e qu'un seul codage au cours des travaux de cette th�ese, et avons cherch�e

�a adapter les op�erateurs et la fonction performance au codage plutôt que l'inverse. Nous

discuterons les m�erites et inconv�enients de cette approche au vu des r�esultats sur des

probl�emes d'optimisation de formes en �elasticit�e (chapitre 7).



Chapitre 6

La fonction performance

Ce chapitre est consacr�e �a la d�e�nition de la fonction performance pour le probl�eme de

l'optimisation topologique de formes en calcul de structures. A partir du même but,

obtenir la forme de poids minimal mais su�samment \solide" pour certaines conditions

d'utilisation (certains chargements), plusieurs approches sont possibles. Ainsi les m�etho-

des d'homog�en�eisation minimisent la compliance, ou travail des forces ext�erieures, dont

le principal int�erêt est d'être di��erentiable. Les approches par algorithmes g�en�etiques

ant�erieures utilisaient une d�e�nition de la rigidit�e bas�ee sur le rapport entre le poids de

la structure et son d�eplacement maximal sous le chargement impos�e. Mais un cahier des

charges d�e�nissant une structure m�ecanique requiert le plus souvent que cette structure

ait un d�eplacement maximal ne d�epassant pas une valeur impos�ee sous un chargement

donn�e. Nous avons �et�e ainsi amen�es �a d�e�nir le probl�eme de l'optimisation topologique

de formes comme un probl�eme d'optimisation sous contraintes.

Quelle que soit la performance utilis�ee, une �etape obligatoire est la simulation du com-

portement m�ecanique de la structure sous le chargement impos�e : Nous introduisons (sec-

tion 6.1) les mod�eles classiques que nous avons utilis�es (�elasticit�e lin�eaire et non lin�eaire en

grandes d�eformations). Nous pr�esentons ensuite en d�etail dans la section 6.2 les di��erentes

fonctions performances utilis�ees dans la litt�erature, en les discutant au vu d'exp�eriences

num�eriques. La �n du chapitre est consacr�ee �a l'optimisation sous contraintes dans le

cadre de l'optimisation topologique de formes. Il existe plusieurs possibilit�es de prise en

compte des contraintes par les algorithmes g�en�etiques. Nous pr�esenterons une approche

par p�enalisation, pour laquelle le probl�eme est la d�etermination des poids relatifs de la

fonction objectif et des termes de p�enalisation en cas de violation des contraintes. Une

�etude num�erique nous permettra de d�egager une strat�egie optimale pour les probl�emes

futurs (dans la section 6.4.2).

Tout au long de ce chapitre, nous utiliserons pour les diverses exp�eriences num�eriques

le probl�eme test de la plaque cantilever auquel nous appliquerons les r�esultats du chapitre

pr�ec�edent : repr�esentation en tableau de bits, croisement par blocs, mutation g�en�erale,

puis \composante".

101



102 Chapitre 6. La fonction performance

6.1 Le mod�ele m�ecanique

Nous rappelons ici succinctement le cadre m�ecanique dans lequel nous nous pla�cons, ren-

voyant �a [16] pour une pr�esentation d�etaill�ee et compl�ete du mod�ele th�eorique, et �a [39]

pour les mod�eles num�eriques.

6.1.1 Le mod�ele lin�eaire

Sauf mention contraire, tous les tests num�eriques que nous avons e�ectu�es utilisent le

mod�ele classique de l'�elasticit�e lin�eaire bidimensionnelle en contraintes planes. On n�eg-

lige les e�ets de la gravit�e et on se place sous l'hypoth�ese des petites d�eformations. Le

probl�eme d'�elasticit�e peut se formuler comme suit :

soit 
 � IR

2

un ouvert born�e.

Γ1

2

Ω

Ti

Tj

Γ

Figure 57 : Le domaine

On consid�ere le probl�eme P
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o�u :

� = K� (6.1.2)

�(u) =

1

2

(ru+ru

T

) (6.1.3)

T = fT

i

; i 2 INg (6.1.4)

K est le tenseur d'�elasticit�e (loi de Hooke), " est le tenseur des d�eformations lin�earis�e et

T est l'ensemble des trous T

i

.

Lorsque l'on veut r�esoudre un probl�eme d'�elasticit�e faisant intervenir de grandes d�e-

formations le mod�ele lin�eaire d�ecrit ci-dessus n'est plus valide.
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6.1.2 Le mod�ele non lin�eaire

Nous consid�erons �a pr�esent le probl�eme de l'�elasticit�e en contraintes planes dans le con-

texte des grandes d�eformations. Le mat�eriau ob�eit encore �a une loi lin�eaire, mais on

prend en compte les e�ets non lin�eaires dus �a l'hypoth�ese des grandes d�eformations. Une

description d�etaill�ee du mod�ele th�eorique peut être trouv�ee dans [16]. Le mod�ele EF

utilis�e et les d�etails de l'impl�ementation (it�erations quasi-Newton sur la non-lin�erit�e) sont

d�etaill�es dans [39] [39].

Les �equations consid�er�ees sont :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

�div(I +ru)� = 0 dans 


(I +ru)� � n = 0 sur @
 � (�

1

[ �

2

)

(I +ru)� � n = F (u) sur �

1

u = u

0

sur �

2

(6.1.5)

Avec la loi de comportement � = K� et � =

(I +ru)

T

(I +ru)� I

2

.

Pour nos calculs nous avons consid�er�es une loi de comportement lin�eaire isotrope (loi de

St Venant-Kircho�).

Exemple de fonction F

Certaines conditions aux limites, comme la condition de pression, peuvent introduire une

non-lin�earit�e suppl�ementaire. Lorsque, la pression est toujours normale �a la surface de

la con�guration d�eform�ee, la condition aux limites de pression qui s'�ecrivait en �elasticit�e

lin�eaire :

� � n = �pn sur �

1

:

devient en non lin�eaire :

(Id+ru)� � n = �p[det(Id+ru)](Id+ru)

�1

� n sur �

1

6.1.3 Le probl�eme test

Dans le cadre th�eorique d�e�ni ci-dessus, nous d�etaillons maintenant les �etapes du calcul de

performance. Nous illustrerons note d�emarche sur le probl�eme test de la plaque cantilever

pr�esent�e chapitre 1. Nous le rappelons ici pour des raisons de compl�etude et donnons

�egalement les param�etres utilis�es, choisis d'apr�es les r�esultats des chapitres pr�ec�edents.

Consid�erons un domaine de travail discr�etis�e en 10�20 pixels constitu�es soit de mati�ere

soit de vide (�gure 1).On suppose que la plaque a son côt�e gauche encastr�ee, le point

d'application de la force est le point (10,10).

La forme suppos�ee optimale est la plaque en \>" (�gure 58). Cette supposition est

bas�ee sur les r�esultats de la m�ethode d'homog�en�eisation d�ecrite paragraphe 1.1.3 dont on

trouvera une discussion d�etaill�ee paragraphe 6.3.2.
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Figure 58 : La forme attendue

Pour tous les tests de ce chapitre et du chapitre suivant nous utilisons :

le croisement par blocs appliqu�e avec un taux de 0.6 (section 5.4.1).

la mutation g�en�erale avec une probabilit�e (P

Max

= 0:1; P

Min

2 f0:05; 0:005g) P

max

et

P

Min

�etant les probabilit�es maximale et minimale de transformer un pixel (section 5.5.2).

Les valeurs de ces param�etres ont �et�e choisis apr�es de nombreuses exp�eriences num�eriques.

6.2 Calcul de la fonction performance

La fonction performance doit quanti�er la valeur d'une forme donn�ee par rapport aux

objectifs de poids minimal et de \solidit�e". Elle met donc en �uvre, outre le poids de la

structure, imm�ediat �a obtenir par analyse g�eom�etrique, son comportement m�ecanique sous

un chargement donn�e. Ce comportement peut être simul�e par une m�ethode d'�el�ements �-

nis. Toutefois, cette approche par �el�ements �nis ne pourra être e�ectu�ee que sur les formes

statiquement stables et l�a encore une analyse g�eom�etrique pr�ealable est n�ecessaire. Les

r�esultats de cette simulation et le poids de la structure servent conjointement �a quanti�er

la valeur de la forme

Les deux principales �etapes du calcul de la fonction performance, sont r�esum�es dans

la �gure 59.
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Ω

( tableau de bits )

Partition de Ω
en vide/matière

Analyse 
géométrique

Structure

EF

Déplacement

Compliance
mécaniques
Contraintes

Poids

Génotype

connectée

performance = 0 Performance

non connectée

Figure 59 : D�ecodage et calcul de la performance.
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6.2.1 Analyse g�eom�etrique

Consid�erons le probl�eme de la plaque cantilever repr�esent�e �gure 60. Le chargement est

appliqu�e au milieu du bord droit de la plaque, le bord gauche �etant �x�e.

Force

Figure 60 : Plaque encastr�ee

On impose l'existence de mati�ere aux points o�u sont appliqu�es les chargements. Il

faut ensuite que ces points de chargement soient connect�es au bord �xe par de la mati�ere

pour que le probl�eme m�ecanique ait un sens. Cette �etude de connection est e�ectu�ee de

la même mani�ere que pour le probl�eme de l'optimisation de la section droite d'une barre

pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent (section 5.2.3). En particulier, le même traitement est

utilis�e pour �eliminer les structures non connect�ees : elles leur alloue une performance nulle,

ind�ependamment de toute propri�et�e m�ecanique, et ne sont donc pas prises en compte lors

de l'�etape suivante de s�election darwinienne.

Il faut noter que, �a la di��erence de Chapman et al. [15] on n'impose pas de la

mati�ere sur certaines parties du contour o�u la plaque est suppos�ee �x�ee, . Le processus

d'optimisation choisira lui-même l'endroit o�u \accrocher" la structure sur le bord verti-

cal. Ceci permet une plus grande 
exibilit�e dans la r�esolution du probl�eme d'optimisation,

comme nous le verrons lors de la comparaison avec la m�ethode d'homog�en�eisation (para-

graphe 6.3.2). Cela permet aussi, dans certains cas, de pouvoir proposer des solutions

quasi-optimales diversi��ees comme nous l'illustrerons sur le probl�eme du cantilever mod-

i��e (section 7.2).

6.2.2 Simulation du comportement m�ecanique

Apr�es identi�cation de la composante mat�erielle reliant le point d'application du charge-

ment au bord �xe (si elle existe), on utilise une analyse par �el�ements �nis sur cette

composante. La m�ethode des �el�ements �nis utilis�ee est d�etaill�ee dans [39].

Notons encore, par rapport aux travaux ant�erieurs, que c'est la \vraie" structure qui est
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utilis�ee pour le calcul par �el�ements �nis, contrairement �a la fois �a Jensen (1992) et Chap-

man et al. (1994) qui consid�erent la totalit�e du domaine pour l'analyse EF, en assignant

un tr�es faible module de Young aux �el�ements repr�esentant du vide. Bien que les r�esultats

des deux approches ne di��erent pas de mani�ere signi�cative, utiliser la vraie structure

nous permet de prendre en compte plus simplement des forces appliqu�ees sur le contour

inconnu (comme pour le probl�eme du dôme sous pression pr�esent�e section 7.6), cette ap-

proche a en outre l'avantage de diminuer sensiblement le temps de calcul de la m�ethode

des �el�ements �nis puisque la taille de la matrice est r�eduite.

Notons en�n que cette approche nous permet de consid�erer des probl�emes de charge-

ments multiples (i.e. devant r�esister �a di��erents chargements). Il su�t en e�et d'e�ectuer

autant d'analyses E.F que de cas de chargement et de les prendre en compte (d'une

mani�ere �a pr�eciser) dans le calcul �nal de la performance. De tels probl�emes seront abor-

d�ees en section 7.5.

Une fois que l'on dispose du poids de la structure et des r�esultats de la (ou des)

simulation(s) num�erique(s) de son comportement m�ecanique, on est en mesure de calculer

une performance pour cette structure. Plusieurs expressions analytiques de la performance

sont discut�ees dans les prochaines sections.

6.3 Les fonctions performance

6.3.1 Les probl�emes

Le probl�eme g�en�eral de l'optimisation de structure est un probl�eme d'optimisation multi-

crit�eres : on cherche �a minimiser le poids de la structure tout en conservant de \bonnes"

propri�et�es m�ecaniques pour les cas de chargement consid�er�es. Ce probl�eme peut se for-

maliser de plusieurs mani�eres, que nous allons examiner plus en d�etail, sur le cas-test

pr�esent�e �gure 1.

6.3.2 Minimiser la compliance

Une mesure di��erentiable de la raideur d'une structure soumise �a un chargement donn�e

est bas�ee sur la compliance, ou travail des forces ext�erieures

C =

Z

�

1

Fu.

Le probl�eme de l'optimisation de structure devient alors : minimiser le poids et la com-

pliance.

Les m�ethodes d�eterministes d'optimisation de forme par des techniques de gradient

utilisent pour la plupart la compliance. Ainsi, la m�ethode d'homog�en�eisation minimise la

fonction Poids+ �C (section 1.1.3). Une fonction performance possible pour l'approche

par algorithmes g�en�etiques est

P

C

=

1

A + �C

(6.3.6)



108 Chapitre 6. La fonction performance

o�u � est un param�etre r�eel �a �xer par l'utilisateur, suivant que l'on veut favoriser

plutôt les structures de poids minimum (� petit) ou de compliance faible, mais de poids

plus important (� grand).

Comparaison AG-homog�en�eisation

L'utilisation de la fonction performance donn�ee par l'�equation 6.3.6 utilisant la compli-

ance nous permet de comparer les approches par homog�en�eisation et Ags.

Les comparaisons sont faites sur le cantilever de r�ef�erence 1 � 2 utilisant une discr�etisa-

tion r�eguli�ere de 10 � 20. Les �gures 61 montrent les solutions obtenues par l'approche

g�en�etique pour di��erentes valeurs de � :(1, 0:1 et 0:01). La taille de la population est de

75. On �xe le nombre maximum de g�en�erations �a 500. Les autres param�etres utilis�es sont

les mêmes que dans la section 7.2

(a) (b) (c)

Figure 61 : Optimisation de la compliance par AGs pour

un maillage grossier et di��erentes valeurs de alpha. (a):

� = 1, (b) : � = 0:1 et (c) : � = 0:01

Les(�gures 62) pr�esentent les r�esultats obtenus par la m�ethode d'homog�en�eisation telle

qu'elle est d�ecrite en section 1.1.3, pour di��erents maillages et � = 1.

Les r�esultats obtenus par ces deux approches di��erent fortement. On remarque que pour

la m�ethode d'homog�en�eisation la \projection" de la solution composite (densit�e de mati�ere

2 [0; 1] dans chaque cellule) sur une solution \classique" (chaque cellule est pleine ou vide)

est probl�ematique lorsque le maillage est trop grossier.
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(a) (b) (c)

Figure 62 : Optimisation de la compliance par la m�ethode

d'homog�en�eisation

pour � = 1, et di��erents maillages. (a) : 10 � 20 , (b) :

20 � 40 et (c) : 40 � 80

En revanche, cette m�ethode trouve pour un maillage �n une solution et cette solution

converge, lorsque l'on ra�ne le maillage, vers LA solution optimale continue. De plus,

l'�etape de p�enalisation (projection sur l'ensemble des structures r�ealistes vide/mati�ere)

est de plus en plus facile lorsque le maillage devient tr�es �n (�gure 62(c)).

Tout se passe comme si l'algorithme g�en�etique avait en quelque sorte contourn�e la

di�cult�e en trouvant des solutions optimales, mais dans un espace de recherche plus petit

allou�e (maillage grossier).

6.3.3 Maximiser la raideur

Une autre approche consiste �a utiliser la raideur de la structure en consid�erant le d�eplace-

ment maximal de cette structure sous le chargement prescrit. Le gros inconv�enient de

cette approche pour les m�ethodes classiques est que le d�eplacement maximal n'est pas

une grandeur di��erentiable. En revanche, ce n'est pas un probl�eme pour les m�ethodes

ne n�ecessitant que le calcul de valeurs de la fonction �a optimiser telles les algorithmes

g�en�etiques.

Comme dans le chapitre 5 l'aire A de la mati�ere connect�ee repr�esente le poids de la

structure. Si on suppose comme dans Jakiela [15] que la raideur de la pi�ece est inverse-

ment proportionnelle au d�eplacement maximal D

Max

du point d'application de la force,

maximiser la r�esistance de la plaque tout en minimisant son poids peut se formaliser par

le probl�eme de la maximisation de la fonction

P

R

=

Raideur

Poids

: (6.3.7)

sachant que la raideur est inversement proportionnel �a D

Max

, la performance devient

P

R

=

1

D

Max

A

(6.3.8)
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R�esultats Utilisant de la raideur

La meilleure forme avec un rapport raideur sur Poids maximal donne (�gures 63 et

../Ticite/chaprealbest.ps01) une forme l�eg�erement di��erente de la forme suppos�ee par-

faite (�gure 58 )

  

Figure 63 : A:0.44D

Max

:0.19

P

R

:11.91 La forme la plus l�eg�ere

obtenue n'a pas la meilleure

performance

Figure 64 : A:0.56 D

Max

:0.14

P

R

:12.61 meilleure performance

mais plus lourde.

La forme la plus l�eg�ere obtenue donnant une bonne performance est la forme montr�ee

�gure 63. La forme de la �gure 64 a une meilleure performance bien qu'elle soit moins

l�eg�ere. Si l'on compare l'�evolution de la surface des formes obtenues en fonction des

g�en�erations (�gure 65(a)) et que l'on prend comme forme de r�ef�erence la plaque suppos�ee

parfaite (�gure 58), on obtient les courbes suivantes :
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Figure 65 : Evolution de la surface et des d�eplacements.

Les r�esultats repr�esent�es �gures 65 ont �et�e obtenus avec la fonction performance utilisant

la raideur. Ces r�esultats sont des moyennes sur 20 tests utilisant respectivement des
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populations de taille 125 (en traits pleins) et 150 (en pointill�es).

En reprenant les mêmes tests mais en utilisant cette fois ci la performance p�enalis�ee

(�equation 6.3.9)pour des populations de taille 90, 100, 125 et 150, on obtient les �gures

72.
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Figure 66 : �evolution de la surface et des d�eplacements

pour D

Lim

= 0:2215

On remarque que les surfaces des structures obtenues par la performance utilisant la

raideur sont plus importantes que celle de la \forme parfaite" par contre, les d�eplacements

sont e�ectivement plus faibles, ce qui fait de la structure trouv�ee (par analyse de la raideur)

une structure tr�es stable mais �egalement tr�es �epaisse.

6.3.4 Minimiser le poids sous contraintes

Une approche sans doute plus r�ealiste du probl�eme du d�eplacement maximal est de con-

sid�erer l'optimisation de structures comme un probl�eme de minimisation (du poids) sous

contraintes (sur le d�eplacement maximal). En e�et, les cahiers des charges des bureaux

d'�etude contiennent plus facilement des sp�eci�cations sur le d�eplacement maximal sous

un chargement donn�e, faciles �a v�eri�er a posteriori, que sur la compliance ou la raideur

d�e�nie dans la section pr�ec�edente. C'est l'approche que nous avons adopt�ee.

Il existe de nombreuses approches des probl�emes d'optimisation sous contraintes par al-

gorithmes d'�evolution arti�cielle. Un aper�cu de ces m�ethodes peut être trouv�e dans [50].

N�eanmoins, la m�ethode la plus employ�ee car la plus facile �a mettre en �uvre reste la

m�ethode de p�enalisation : la performance est donn�ee par la fonction objectif, �eventuelle-

ment p�enalis�ee en cas de violation des contraintes :

P =

1

A + �(D

Max

�D

Lim

)

+

(6.3.9)

D

Max

est le d�eplacement maximal du point d'application de la force, D

Lim

est le d�eplace-

ment-limite impos�e, A repr�esente l'aire de la vraie structure (i.e. celle de la composante

connect�ee utilis�ee par les EF), x

+

signi�e que l'on prend la partie positive de x, et en�n
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� est un param�etre r�eel positif appel�e facteur de p�enalisation. La d�etermination de ce

param�etre reste la di�cult�e majeure de cette approche. Si des principes g�en�eraux peuvent

être appliqu�es [35], la m�ethode d'essai-erreur reste la plus utilis�ee en pratique. Nous

verrons dans la section 6.4.2 comment nous avons tent�e de r�esoudre cette di�cult�e.

Discussion

Parmi les trois types de fonctions performance que nous avons consid�er�es nous remarquons

que :

� ni la performance prenant en compte la compliance ni celle bas�ee sur la raideur ne

permettent un contrôle pr�ecis du d�eplacement maximal en charge de la structure

optimale, qui est g�en�eralement une donn�ee importante du cahier des charges.

� la performance utilisant la raideur ne nous donne pas la structure la plus l�eg�ere

possible mais une structure pr�esentant un bon rapport r�esistance sur poids (section

6.3.3).

� la performance utilisant une approche par p�enalisation proportionnelle �a la viola-

tion de la contrainte pose le probl�eme du r�eglage du param�etre de p�enalisation.

Pour de petites valeurs de �, la meilleure solution risque de ne pas respecter la

contrainte impos�ee, alors que de grandes valeurs de � risquent d'interdire certaines

r�egions de l'espace de recherche pouvant constituer des sortes de \raccourcis" pour

l'optimisation : la solution trouv�ee peut ne pas être optimale.

Dans toute la suite de cette th�ese, nous utiliserons n�eanmoins une fonction performance

prenant en compte le d�eplacement limite impos�e D

Lim

.

En fait, compte-tenu des probl�emes pos�es par les composantes de mati�ere non connec-

t�ees avec la structure principale (voir la discussion section 5.2.5), la fonction performance

utilis�ee est la suivante:

1

A

co

+ �A

nc

+ �(D

Max

�D

Lim

)

+

(6.3.10)

o�u A

co

est l'aire de la structure r�eelle, Aire

nc

est l'aire totale du mat�eriel non connect�e �a

la composante principale et " un (petit) param�etre positif,

D

Max

et D

Lim

sont respectivement le d�eplacement maximal de la structure (calcul�e par

�el�ements �nis) et la limite impos�ee sur ce d�eplacement, � est le param�etre de p�enalisation

�a ajuster. La �n de ce chapitre est consacr�ee �a une �etude plus d�etaill�ee de cette fonction

performance.

6.4 La performance p�enalis�ee

6.4.1 In
uence de D

Lim

En fonction du d�eplacement limite impos�e, la structure optimale a des topologies qui

peuvent être tr�es di��erentes. Pour l'exemple de la plaque console discr�etis�ee en 10� 20,
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on peut ainsi tendre vers les trois topologies repr�esent�ees par les �gures 67.

    

(a) (b) (c)

Figure 67 : (a:D

Max

=46.64) La forme la plus l�eg�ere

possible mais avec un D

Lim

autoris�e tr�es grand.

(b:D

Max

= 0:06 la forme la plus lourde on s'autorise un

D

Lim

tr�es petit (c:D

Max

= 0:27) la forme �a peu pr�es en

\>" un D

Lim

interm�ediaire

Observons le comportement de l'algorithme pour chacun de ces cas.

Grand d�eplacement limite (D

Lim

= 46:64)

Nous permettons �a la plaque de grands d�eplacements. La plaque \barre" se rapprochant

de la (�gure 67(a)) est e�ectivement obtenue au bout de quelques it�erations (voir �gure

68).

  

Figure 68 : D

Max

= 9:63, D

Lim

= 46:64 , Aire =0.17

D�eplacement limite interm�ediaire

Suivant les valeurs deD

Lim

on obtient une plaque en forme de \>" plus ou moins renforc�ee.

� D

Lim

= 0:30
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Figure 69 : �evolution de la surface et des d�eplacements

pour D

Lim

= 0:30

La �gure (69a) repr�esente l'�evolution de la surface du meilleur individu en fonction

des g�en�erations. Chaque courbe est une moyenne de 20 tests et les di��erentes courbes

obtenues sont compar�ees avec une courbe de r�ef�erence qui est l'aire de la plaque

en \>" suppos�ee parfaite. De mani�ere analogue, la �gure 69(b) donne l'�evolution

des d�eplacements de la meilleure plaque au cours des g�en�erations, moyenn�es sur

20 essais ind�ependants. Les courbes obtenues sont compar�ees avec le d�eplacement

limite impos�e.

Il se d�egage de ses �gures que les contraintes sont respect�ees et la surface tend vers

la surface minimale esp�er�ee.

� D

Lim

= 0:262

On s'impose une limite sur le d�eplacement plus faible que pr�ec�edemment et on refait

les mêmes exp�eriences. L'�evolution des meilleurs individus (moyenn�es sur 20 essais

ind�ependants) au cours des g�en�erations est repr�esent�ee par les �gures 70.
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Figure 70 : �evolution de la surface et des d�eplacements

pour D

Lim

= 0:262

La �gure 70(b) montre que les meilleurs respectent les contraintes. Il faut noter

cependant que chaque population interm�ediaire contient des individus ne respec-



6.4. La performance p�enalis�ee 115

tant pas les contraintes sur le d�eplacement. Les �gures 71(a) et (b) pr�esentent les

meilleurs formes obtenues dans ce cas.

    

(a) (b)

Figure 71 : type de structures obtenues

Tous les tests n'ont bien sûr pas donn�es ces formes optimales, ce qui explique

pourquoi la courbe des moyennes des meilleures surfaces n'a pas atteint la valeur

minimale esp�er�ee.

� D

Lim

= 0:2215 On s'impose un d�eplacement limite encore plus petit, et on refait les

mêmes tests que dans les parties pr�ec�edentes.
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Figure 72 : �evolution de la surface et des d�eplacements

pour D

Lim

= 0:2215

L'analyse des courbes d'�evolution nous montre que les contraintes sont parfaitement

respect�ees, mais les moyennes des meilleures surfaces sont loin de la forme en \>"

parfaite. Un bref coup d'oeil sur les structures obtenues (�gures 73 (a) et (b))

con�rme que les meilleurs formes obtenues pour ce D

Lim

sont lourdes.
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(a) (b)

Figure 73 : deux exemples de structures assez �epaisses

obtenues pour D

Lim

= 0:2215

D�eplacement limite petit(D

Lim

= 0:06)

Nous obtenons cette fois ci une plaque tr�es �epaisse mais pas compl�etement pleine (�gure

74).

 

Figure 74 : D

Max

= 0:081 , D

Lim

= 0:06 , Aire = 1.33

Au bout de 2000 g�en�erations (correspondant au test d'arrêt), les meilleures formes

obtenues ne respectent toujours pas la contrainte impos�ee.

Discussion

Les r�esultats obtenus d�emontrent la grande in
uence du D

Lim

impos�e, (on remarque la

grande di��erence entre les r�esultats obtenus pour D

Lim

= 0:26 et pour D

Lim

= 0:22).

Cela con�rme que les m�ethodes utilisant la compliance ou la raideur ne permettent pas

un contrôle pr�ecis de D

Lim

, or ce contrôle est n�ecessaire car une petite variation de D

Lim

peut entrâ�ner des di��erences non n�egligeables entre les structures obtenues (du moins

autour d'une valeur critique).
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Cependant, tous ces r�esultats ont �et�e obtenus avec un param�etre de p�enalisation �x�e

arbitrairement (ajust�e par essai-erreur). Nous allons maintenant �etudier l'in
uence que

ce param�etre peut avoir, et les solutions envisag�ees pour contourner ce probl�eme.

6.4.2 Le param�etre de p�enalisation

G�en�eralit�es

L'un des probl�emes fondamentaux pour l'utilisation de fonctions p�enalis�ees (et pas seule-

ment pour les AGs) est la d�etermination du poids respectif de la fonction objectif et des

p�enalit�es, r�egl�ee dans notre cas par le param�etre de p�enalisation �. Nous �etudions dans

cette section diverses strat�egies de p�enalisation.

Les exp�eriences sont faites sur le même probl�eme test de la plaque cantilever (voir sec-

tion 6.3). Nous supposons que tous les param�etres (en dehors bien entendu du param�etre

de p�enalisation) sont constants, en particulier D

Lim

= 0:3, correspondant �a une valeur

moyenne de la limite sur le d�eplacement maximal de la structure (voir section pr�ec�edente).

Premiers r�esultats

Pour � �x�e, �etudions exp�erimentalement l'in
uence de ce param�etre sur la solution.

� �=1

Les surfaces obtenues sont tr�es l�eg�eres mais la contrainte n'est pas respect�ee.

� � = 1000

Ce sont les meilleurs r�esultats obtenus : surfaces minimales et contraintes respect�ees.

� � = 100000

Les contraintes sont respect�ees. La surface des plaques optimales obtenues reste

assez importante, mais en augmentant le nombre de g�en�erations on arrive �a diminuer

cette surface.

Les param�etres � choisis sont caricaturaux, mais les r�esultats d�emontrent que l'in
uence

de � sur le probl�eme d'optimisation n'est pas n�egligeable. Nous verrons dans la section

suivante comment on peut arriver �a diminuer l'impact de ce param�etre sur les r�esultats

en le modi�ant au cours des g�en�erations.

Choix d'un param�etre � �evolutif

Il y a deux mani�eres de faire �evoluer � au cours des g�en�erations soit de mani�ere exog�ene, en

imposant un sch�ema d'�evolution �g�e, soit de mani�ere adaptative, en r�eglant � en fonction

des r�esultats.

Dans les deux cas, l'id�ee est d'utiliser un param�etre relativement faible au d�ebut, pour

ne pas empêcher l'�emergence de topologies qui peuvent d'abord violer les contraintes, mais

qui, au fur et �a mesure des g�en�erations, pourront donner naissance �a des individus respec-

tant les contraintes. Ce facteur de p�enalisation crô�t ensuite ensuite avec les g�en�erations
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de fa�con �a arriver en �n d'ex�ecution �a des structures respectant les contraintes et de plus

en plus l�eg�eres.

� Croissance de � impos�ee en fonction des g�en�erations

Une valeur moyenne de � est d'abord choisie, qui permet de d�eterminer une popula-

tion de structures l�eg�eres. Ensuite, au cours de l'�evolution, on augmente la valeur de

� g�eom�etriquement (toutes les n g�en�erations par exemple) pour assurer progressive-

ment le respect des contraintes. De telles m�ethodes utilisant les AGs it�er�ees ont �et�e

utilis�ees dans l'optimisation des treillis [60] aussi bien que dans d'autres domaines

d'application ([38]).

Le facteur de p�enalisation utilis�e �a la g�en�eration i est donn�ee par :

�

i

= �

0

(M)

[

i

n

]

:

�

0

est la valeur au d�epart, M est le facteur multiplicatif . [

i

n

] est la partie enti�ere

de

i

n

.

� � adaptatif en fonction de la population

L'autre possibilit�e consiste �a choisir le param�etre � en fonction de tous les indi-

vidus composant la population, en tenant compte �a la fois de leurs surfaces et du

respect des contraintes. Tout comme dans le paragraphe pr�ec�edent, � doit crô�tre

en fonction des g�en�erations. Le principe adopt�e pour construire ce param�etre �

i

de

la g�en�eration i est :

�

i

= max(�

i�1

; �

i

)

sachant que �

i

prend en compte toutes les contraintes viol�ees et l'aire des structures.

Etude comparative

Nous pr�esentons une �etude exp�erimentale des trois approches propos�ees sur le probl�eme

de la plaque cantilever : � �xe, � croissant g�eom�etriquement et � adaptatif. La �gure 75

montre l'�evolution de la surface des meilleures structures obtenues par les m�ethodes de

p�enalisation utilis�ees. La �gure 76 repr�esente elle l'�evolution de la fonction performance.

Ces r�esultats sont toujours des moyennes sur 20 essais ind�ependants.
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Figure 75 : �evolution de la surface Figure 76 : �evolution de la

performance
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Les r�esultats obtenus con�rment que prendre � constant (même apr�es une campagne

d'essais intensifs pour d�eterminer une valeur optimale) donne de moins bons r�esultats

qu'un param�etre qui �evolue au cours du temps soit en fonction des g�en�erations soit encore

en fonction de la population. On ne peut cependant pas dire laquelle des deux m�ethodes

�evolutives est la meilleure.

Pour essayer de voir laquelle de ces deux m�ethodes est vraiment la meilleure nous avons

consid�er�e une autre s�erie de tests. Les �gures (77 et 78) donnent les r�esultats de la

comparaison des deux cas utilisant un param�etre � variable. Il y a un l�eger avantage pour

le choix de � fonction de la population enti�ere. Le choix de � qui augmente en fonction

des g�en�erations est d'une certaine mani�ere \aveugle" et ne tient pas compte de l'�etat de

la population, ce qui peut expliquer ce d�esavantage.
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Figure 77 : �evolution de la surface Figure 78 : �evolution de la

performance

6.5 Conclusion

L'�etude de diverses formulations pour la fonction performance nous a conduit �a ne plus

consid�erer dans la suite que le probl�eme de minimisation du poids sous contraintes. Les

contraintes sont trait�ees par une m�ethode de p�enalisation de la fonction objectif. Le point

noir le plus important reste la d�etermination du param�etre de p�enalisation �. Les exp�eri-

ences num�eriques e�ectu�ees montrent l'importance de ce param�etre, et l'avantage qu'il

y a �a ne pas le �xer durant l'�evolution. Dans toutes la suite nous utiliserons le sch�ema

d'�evolution g�eom�etrique de � au cours des g�en�erations, qui s'est av�er�e sinon le plus per-

formant mais en tout cas le plus robuste.

Nous avons maintenant entre les mains tous les outils n�ecessaires �a une l'application

r�eussie des techniques des algorithmes g�en�etiques pour des probl�emes dif�ciles d'optimi-

sation topologique des formes en calcul des structures: c'est l'objet du chapitre suivant.





Chapitre 7

R�esultats

Dans ce chapitre nous pr�esentons les r�esultats originaux, du point de vue de l'Optimum

Design, que nous avons obtenus par l'approche Algorithmes g�en�etiques. Ce chapitre uti-

lisera donc tous les r�esultats et mises au point d�etaill�ees dans les chapitres pr�ec�edents :

les op�erateurs d�ecrits dans le chapitre 5 et la fonction performance introduite au chapitre

6. Une instance de probl�eme de plaque cantilever modi��ee nous servira d'exemple de

validation en section 7.2. Nous verrons ensuite l'application des algorithmes g�en�etiques �a

des probl�emes couramment �etudi�es en ing�enierie et plus sp�eci�quement en optimisation

topologique de structure.

Dans la section 7.4, la plaque cantilever est de nouveau modi��ee pour mettre en valeur

la capacit�e de l'approche g�en�etique �a r�esoudre les probl�emes ayant des solutions optimales

multiples (ou encore des solutions quasi-optimales).

Nous pr�esenterons ensuite des probl�emes plus complexes. Nous montrerons la facil-

it�e de mise en �uvre des probl�emes de multi-chargements (o�u des contraintes sur les

d�eplacements sous plusieurs cas de charge doivent être consid�er�ees) en section 7.5.

Nous verrons ensuite (section 7.6) un probl�eme de chargement sur la fronti�ere incon-

nue avec l'exemple du dôme sous pression. Ce type d'optimisation est aujourd'hui hors

de port�ee des m�ethodes d'optimisation de forme par homog�en�eisation.

Dans la section 7.7 nous nous int�eressons au mod�ele non lin�eaire en grands d�eplacements.

Dans ce cas, les e�ets g�eom�etriques de la non lin�earit�e du mod�ele peuvent conduire �a

des structures non viables �a moins d'introduire des contraintes sur le champ de con-

trainte m�ecanique. Ici encore, il s'agit de r�esultats originaux, la r�esolution de probl�emes

d'optimisation topologique de forme dans ce contexte m�ecanique n'ayant �a notre connais-

sance encore jamais �et�e r�ealis�ee auparavant.

7.1 Conditions exp�erimentales

Pour tous les tests nous consid�erons une population de taille 125, le nombre de g�en�era-

tions maximal est arbitrairement �x�e �a 1000. Notons qu'une ex�ecution compl�ete (1000

g�en�erations) n�ecessite environ 100000 analyses �el�ements �nis, ce qui n�ecessite environ 6

heures de calcul sur une station HP 755 pour une discr�etisation moyenne (par exemple

22� 32, cf section 7.2).
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Les op�erateurs g�en�etiques utilis�es sont d�ecrits dans les sections 5.4 et 5.5 : croisement

par blocs (�a 3 blocs) avec une probabilit�e de 0.6 et mutation g�en�erale avec des probabilit�es

P

max

et P

min

de 0.005 et 0.0001 respectivement.

Les structures instables, dont la composante connect�ee contenant le point d'application

n'est pas reli�e au bord �xe, ont une performance mise �a z�ero. La performance associ�ee

aux structures stables est celle d�e�nie au chapitre 6 par

P =

1

A

c

+ "A

nc

+ �(D

Max

�D

Lim

)

+

Le param�etre de p�enalisation � suit une �evolution g�eom�etrique d'un facteur 1:1 toutes

les 10 g�en�erations (section 6.4.2).

7.2 Un autre probl�eme de \cantilever"

On consid�ere toujours une plaque encastr�ee mais on modi�e les dimensions de la plaque par

rapport aux chapitres pr�ec�edents : la plaque est cherch�ee dans un domaine rectangulaire

de dimensions 1:6 � 1:1. Elle est �x�ee par son bord gauche, une force est appliqu�ee au

milieu du bord oppos�e (�gure 79).

MΩ

Figure 79 : La plaque cantilever standard 1:6� 1

R�esultats

Les �gures 80 montrent des r�esultats obtenus sur la plaque cantilever 1:6� 1:1 discr�etis�ee

selon un maillage r�egulier de 32� 22.

Chacune des �gures obtenues correspond �a une valeur donn�ee de la contrainte sur le

d�eplacement maximum D

Lim

. Chacun des r�esultats pr�esent�e est le plus signi�catif des

tests. Les r�esultats montr�es ont �et�e obtenus apr�es 5 ex�ecutions utilisant des populations

initiales di��erentes.

Les r�esultats di��erents d'une ex�ecution �a l'autre soulignent ainsi l'aspect stochastique

des algorithmes g�en�etiques. On peut ainsi remarquer que la seconde structure (b) bien

qu'�etant optimis�ee avec utilisation d'une contrainte plus forte sur le d�eplacement, est �a

la fois plus l�eg�ere et plus rigide que la troisi�eme. Ces di��erences ne sont toutefois pas

tr�es importantes sur la plaque cantilever 1:6 � 1. D'autre part, un e�et secondaire de
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cet aspect stochastique est la possibilit�e d'obtenir plusieurs solutions quasi-optimales, qui

sera illustr�ee plus en d�etails dans la section 7.5.

(a) (b) (c)

Figure 80 :

(a) (b) (c)

D

Lim

2.463 0.13 0.133

D

Max

2.439 0.13 0.133

A 0.2075 0.4675 0.49

Plaques cantilever optimale pour di��erentes valeurs des

contraintes sur le d�eplacement D

Lim

. La vraie valeur du

d�eplacement maximal de la structure est D

Max

.

Une discr�etisation plus �ne pour le même probl�eme donne par exemple comme r�esultat

la �gure 81.

Figure 81 : La d�eform�ee de la structure obtenue pour un

maillage 64� 44 pour la plaque 1:6� 1:1 D

Lim

= 0:18 ,

D

Max

= 0:178, A = 0:3725

Les d�eplacements limites impos�es ont �et�e respect�es. Les structures trouv�ees ont le

même aspect g�en�eral que celles obtenues par les m�ethodes d'homog�en�eisation (Allaire-

Bonnetier-Franckort-Jouve)[2]. On notera la tendance de l'algorithme, lorsque l'on ra�ne

le maillage, �a g�en�erer de multiples petits trous. Or nous savons que la solution optimale

au probl�eme pos�e dans l'espace relax�e (cf section 1.1.3) est compos�ee d'une in�nit�e de

micro-structures : l'algorithme g�en�etique va dans la bonne direction.
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7.3 L'exemple de la roue

Nous avons consid�er�e un autre exemple d'application dans le même cadre avec des condi-

tions aux limites di��erentes dont la solution devrait être une roue.

Domaine et chargement

Le probl�eme est repr�esent�e par la �gure (82). On souhaite trouver la forme optimale

contenant le mat�eriau impos�e repr�esent�e en gris sur la �gure (le point d'application de la

force est suppos�ee naturellement contenir de la mati�ere, le point extremum du bord en

bas �a droite aussi). On impose comme conditions aux limites les conditions �egalement

repr�esent�ees sur la �gure 82 on suppose que le point en bas �a droite est �x�e en y et libre

en x, et que tout point du bord gauche et �x�e en x et libre en y (conditions de sym�etrie

par rapport �a Oy).

y

x
Figure 82 : domaine et chargement

On consid�ere une population de taille 100.

Les solutions optimales satisfaisant les contraintes de d�eplacement sont repr�esent�ees �gu-

res 83 et 84.



7.3. L'exemple de la roue 125

(a) (b)

Figure 83 : Deux solutions optimales: imposition de la

mati�ere

 

Aire = 0.182000 Aire = 0.182000 Aire = 0.182000 Aire = 0.182000 Aire = 0.182000 

Figure 84 : Un r�esultat sans imposer de la mati�ere

La �gure 83(a) ressemble bien �a un quart de roue, c'est la solution esp�er�ee. Par contre,

la solution 83(b) montre que le r�esultat n'est pas sym�etrique, et si on compl�ete la \roue"

par sym�etrie on aboutit �a une forme plus ovale que ronde. La question qui se pose est :

a-t-on bien mod�elis�e au d�epart le probl�eme de la roue ? Utiliser une force verticale favorise

une direction. Il serait sans doute judicieux de modi�er le chargement (en consid�erant par

exemple plusieurs conditions de chargement di��erentes). Nous avons cependant pr�ef�er�e

valider la partie multi-chargement sur un probl�eme plus courant en Optimum Design, le

probl�eme du v�elo (section 7.5).
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Pour les deux premi�eres roues pr�esent�ees ci dessus, on a impos�ee l'existence de mati�ere

au point en haut �a gauche. Cette contrainte n'existait pas pour la troisi�eme \roue"

repr�esent�ee �gure 84 : l'absence de sym�etrie est accentu�e.

Remarques

Tous les probl�emes pr�esent�es jusqu'ici se placent dans le cadre de l'�elasticit�e lin�eaire et

peuvent être r�esolu facilement par la m�ethode d'homog�en�eisation. Ils nous ont servis

�a valider notre approche. Le but des m�ethodes g�en�etiques en Optimisation de Formes

n'est pas de concurrencer les m�ethodes d'homog�en�eisation, qui restent plus e�caces de

plusieurs ordres de grandeur pour les probl�emes d'�elasticit�e lin�eaire. Par contre, et c'est

l'objet des sections suivantes, notre m�ethode permet de r�esoudre des probl�emes que les

m�ethodes classiques ne peuvent pas envisager.

7.4 Solutions multiples

A�n d'illustrer la capacit�e des AGs �a trouver des solutions multiples, nous allons �etudier

le probl�eme d'une plaque cantilever de dimension 1 � 4, discr�etis�ee suivant un maillage

r�egulier de 10� 40, pour laquelle les contours gauche et bas sont �xes (voir �gure 85(a) )

(a) (b) (c)

Figure 85 : Le probl�eme et deux solutions optimales

Selon la hauteur du point d'application de la force et suivant la contrainte impos�ee sur

le d�eplacement, le même probl�eme peut avoir plusieurs solutions optimales. Un exemple

simple de tels cas est montr�e �gures 85 (b) et (c) : la force est appliqu�ee au point (10,10)

et, pourvu que l'on choisisse la contrainte sur le d�eplacement su�samment grande, les

deux structures (b) et (c) sont toutes deux optimales. De la même mani�ere, si le point

d'application est �x�e et que l'on relaxe graduellement la contrainte sur le d�eplacement,

il existe di��erentes solutions quasi optimales pour di��erentes valeurs de la limite sur

le d�eplacement D

Lim

. Nous pr�esentons dans la suite di��erents r�esultats parmi les plus

signi�catifs obtenus suivant le point d'application de la force.
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point d'application : (10,10)

D

Lim

0.4324 1.174 3.432

D

Max

0.2532 1.1704 1.1454 3.432

Aire 0.22 0.18 0.0.18 0.1
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point d'application de la force : (10,15)

D

Lim

0.144

Aire=0.74 D

Max

=0.143 Aire=0.52 D

Max

=0.14076

0:32

Aire=0.38 D

Max

=0.294

0:396

Aire=0.34 D

Max

=0.3919 Aire=0.27 D

Max

=0.3693 Aire=0.33 D

Max

=0.3927

0:42

Aire=0.39 D

Max

=0.405 Aire=0.26 D

Max

=0.3415

7:8

Aire=0.19 D

Max

=6.743 Aire=0.15 D

Max

=7.766

46:7

Aire=0.1 D

Max

=46.6
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point d'application de la force : (10,35)

0:429

 

Aire=0.33 D

Max

=0.4061 Aire=0.41 D

Max

= 0.428

0:559

Aire=0.34 D

Max

=0.5474

Les di��erents tests pr�esent�es illustrent parfaitement la capacit�e des algorithmes g�en�e-

tiques �a localiser plusieurs solutions quasi-optimales.

Il existe en fait deux mani�eres d'arriver �a ce r�esultat :

� En lan�cant plusieurs fois l'algorithme �a partir de points de d�epart di��erents, les

solutions obtenues sont g�en�eralement l�eg�erement di��erentes du fait du caract�ere

al�eatoire du processus.

� Par l'utilisation de la technique de partage (ou sharing) pr�esent�ee �a la section 2.2

qui permet de trouver plusieurs optima ou quasi-optima au cours d'un même essai.

Le seconde m�ethode est �a la fois plus �el�egante et plus sûre, puisqu'elle ne d�epend pas

de parcours chanceux dans l'espace des populations. Par contre, elle n�ecessite la mise

au point du facteur de partage, ce qui peut se r�ev�eler fastidieux (les quelques r�esultats

heuristiques de la litt�erature [25] sont de peu d'aide pour notre probl�eme). De plus, elle

requiert un surcout en temps calcul puisqu'il faut calculer les distances deux �a deux des

individus de la population. C'est pourquoi les r�esultats pr�esent�es ici ont �et�e obtenus par

la premi�ere m�ethode ...

7.5 Les probl�emes de chargements multiples

La plupart des situations r�eelles de fonctionnement des structures les soumettent �a plu-

sieurs cas de chargement. Nous nous sommes int�eress�es au cas du v�elo : le cycliste

p�edalant sur son v�elo sollicite le cadre de celui-ci de plusieurs mani�eres tr�es di��erentes

suivant les conditions de terrain (plat, mont�ee, descente), la vitesse �a laquelle il souhaite

de d�eplacer, le nombre de passagers qu'il transporte, : : :. Il est donc n�ecessaire de pr�evoir

un cadre qui r�esiste dans toutes ces situations.
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7.5.1 La fonction performance

Comme les AGs ne n�ecessitent que le calcul des valeurs de la fonction �a optimiser, la

prise en compte des chargements multiples se r�eduit ici �a une modi�cation de la fonction

performance.

La nouvelle performance d�epend du nombre de chargements consid�er�es. Nous l'avons

choisie de la même forme que les fonction performances utilis�ees jusqu'ici, c'est-�a-dire :

perf

Multicharge

=

1

Aire +

X

i=1

n

�

i

(D

Max

i

�D

Lim

i

)

+

: (7.5.1)

Sachant que �

i

est le param�etre de p�enalisation du d�eplacement pour le i�eme chargement.

D

Max

i

est le d�eplacement maximal sous le chargement i, et D

Lim

i

le d�eplacement limite

impos�e toujours pour ce chargement. Les param�etres �

i

varient au cours des g�en�erations

suivant la m�ethode d�ecrite dans la section 6.4.2.

7.5.2 Le probl�eme du v�elo

Domaine de travail

Ce probl�eme du v�elo �etudi�e par Rasmussen et Olho�(1992), [56] avec la m�ethode d'ho-

mog�en�eisation, a �et�e repris par Chirehdast [46] et par Allaire, Jouve [3]. Le but est

d'optimiser la rigidit�e d'une structure de bicyclette.

Une premi�ere formalisation possible du probl�eme est donn�ee �gure 86 : le gris repr�esente

la mati�ere impos�ee, les conditions de chargement sont indiqu�ees par des 
�eches (il y a ici

6 cas de chargement). Nous discr�etisons le domaine de travail en un maillage r�egulier de

25� 44 (le côt�e de chaque �el�ement mesure 25 mm).

Les points (0, 100) et (1100, 100) sont respectivement un point roulement sans glissement

et un point �x�e.

7500N

R 340

5000N

956N

150N

1000N
142N

Figure 86 : domaine de travail et chargement
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r�esultats

chge(F

x

; F

y

) (142, 0) (0, 956) (1500, 0) (0, -1000) (7500, 0) (0, -5000)

(D

Lim

;D

Max

(1:1411; ) (3:979; ) ((1.256, ); ) (5:182; ) (11:932; ) (38:772; )

Table 7.5.2: Charges et d�eplacement limites impos�es.

Le tableau 7.5.2 r�esume les charges appliqu�ees, les d�eplacements limites impos�es et les

d�eplacement maximaux obtenus pour la structure optimale calcul�ee et repr�esent�ee �gure

87

Figure 87 : Seuls d�eplacements sont contraints.

La structure trouv�ee est stable, et respecte les d�eplacements limites impos�es mais on

se rend compte qu'il peut y avoir des probl�emes pour le champ de contraintes voir les

�el�ements appartenant �a la structure mais se touchant par un coin.

7.5.3 Un autre mod�ele de v�elo

Le mod�ele que nous avons pr�esent�e dans la section pr�ec�edente n'est pas tr�es r�ealiste : il

ne permet pas le passage de la roue ! On doit modi�er le domaine de travail.

Le domaine de travail

Le nouveaau domaine de travail est d�e�ni �gure 88. La mati�ere est cette fois ci interdite

dans la parties noires. On indique �egalement sur cette �gure les conditions aux limites,

les chargements ainsi que les intensit�es correspondantes. Dans la premi�ere tentative, nous

n'avons utilis�e que les d�eplacements dus aux chargements successifs, ainsi la fonction

performance utilis�ee est la même que celle d�ecrite au paragraphe 7.5.1.
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1000N

150 N 1000 N

150N

5000N

7500N

Figure 88 : domaine de travail et chargement

Premiers r�esultats

chge(F

x

; F

y

) (150, 0) (0, 1000) (150, 0) (0, -1000) (7500, 0) (0, -5000)

(D

Lim

;D

Max

(9:5; 6:8) (136:5; 53:7) (9:3; 9:23) (32:0; 31:9) (63:40; 59:7) (269:8; 263:4)

(�

Lim

; �

Max

) (,) (,) (,) (,) (,) (,)

Table 7.5.3: charges, D

Lim

impos�es, et D

Max

obtenus

Figure 89 : prise en compte des seuls d�eplacements
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Les r�esultats obtenus sont loin de ressembler �a un v�elo classique (on penserait plutôt �a

un tricycle). En �etudiant le tableau 7.5.3 on remarque que les contraintes de d�eplacement

que l'on a impos�ees sont v�eri��ees. N�eanmoins, du point de vue m�ecanique la structure

trouv�ee n'est pas stable. Ce r�esultat se con�rme quand on examine le champ des con-

traintes m�ecaniques de la structure : les contraintes m�ecaniques maximales obtenues sont

trop fortes, et le mat�eriau doit casser.

Utilisation du champ de contraintes m�ecaniques

Compte-tenu des r�esultats obtenus pr�ec�edemment, nous consid�erons dans la suite le même

domaine de travail et les mêmes chargements; mais, la fonction performance est modi��ee

de mani�ere �a prendre en compte les contraintes m�ecaniques.

� Modi�cation de la fonction performance

La nouvelle fonction performance est donn�ee par :

perf

Multicharge

=

1

Aire+

X

i=1

n

�

i

(D

i

max

�D

i

Lim

)

+

+ �

i

(C

i

max

� C

i

Lim

)

+

(7.5.2)

Tout ce qui concerne les d�eplacements a d�ej�a �et�e introduit.

C

i

Max

est la norme maximale du champ de contraintes � de la structure (cf section

6.1.1), C

i

Lim

est la valeur limite impos�ee sur le champ de contraintes pour le charge-

ment i, �

i

est le param�etre de p�enalisation correspondant au champ de contraintes

m�ecaniques obtenu sous le chargement i. Les param�etres �

i

sont trait�es comme les

param�etres �

i

dans la section pr�ec�edentes.

� R�esultat

7500N

5000N

150N

1000 N

1000N

150 N

Figure 90 : prise en compte des d�eplacements et du champ

de contraintes

Pour ce r�esultat toutes les contraintes sont respect�ees. Le r�esultat ressemble d�ej�a

d'avantage �a un v�elo. N�eanmoins, il est clair que ce r�esultat gagnerait beaucoup �a

être r�egularis�e par une m�ethode d'optimisation locale.
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7.5.4 Un exemple d' �evolution

Il est int�eressant de voir comment la structure �emerge au �l des g�en�erations. Le tableau

7.5.4 nous donne l'historique du meilleur v�elo obtenu au cours des g�en�erations, pour l'essai

qui a abouti �a la �gure 90

Aire = 0.086374 Aire = 0.086374 

g�en�eration 0 300 600 900

g�en�eration 1200 1500 2949

Table 7.5.4 : Meilleur V�elo au cours des g�en�erations

� Pour la g�en�eration 0, les structures obtenues ne repr�esentent pas grand chose. La

structure g�en�er�ee al�eatoirement ne relie même pas les points d'application des char-

ges.

� A la g�en�eration 300 l'algorithme a trouv�ee une structure connect�ee reliant les dif-

f�erents points d'application des charges et les points o�u sont impos�es les conditions

aux limites. Les contraintes sont viol�ees.

� La g�en�eration 600 donne une structure qui respecte toutes les contraintes.

� La g�en�eration 900 pr�esente une structure respectant les contraintes mais qui est

encore assez lourde.
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� Les g�en�erations 1200 et 1500 donnent des structures de plus en plus l�eg�eres. Les

contraintes sont toujours respect�ees. La g�en�eration 1500 donne une forme proche

de la forme �nale.

On remarque qu'il a fallu autant de g�en�erations (1500 �! 2949) pour obtenir l'a�nage

�nal de la structure que pour obtenir sa forme approximative. Les algorithmes g�en�etiques

sont donc peu performants en �n de convergence.

Pour essayer de r�eduire le temps de calcul, on peut utiliser deux m�ethodes.

Optimisation locale

� Mutation des composantes

C'est �a ce niveau que la mutation du contour (qui accorde une plus grande probabil-

it�e de muter aux �el�ements entourant la structure) trouve son plein emploi. En e�et,

la structure est presque obtenue et il ne reste plus qu'�a ajuster les derniers bits. La

mutation du contour est l'outil ad hoc d'optimisation local. Les r�esultats obtenus le

con�rment : il faut deux fois moins de g�en�erations pour obtenir un v�elo de même

poids que celui de la �gure 7.5.4 �a partir de la même structure correspondant �a celle

de la g�en�eration 1500 du même essai.

� Couplage avec la m�ethode de variation de domaine

Une autre id�ee serait de coupler l'algorithme avec les m�ethodes de variation de

domaine [13] qui a�neraient la structure tr�es rapidement, une fois la topologie

g�en�erale de la pi�ece d�egrossie.

7.5.5 Autres cas de chargements

Si nous gardons les mêmes domaines de travail mais en consid�erant cette fois ci des cas

de chargements r�ealistes, soit A la position du guidon, B la position de la selle, et C celle

du p�edalier, on suppose que l'on a trois chargements suivants.

Les 3 forces sont donn�ees par :

chargement F

A

F

B

F

C

1

 

�0:15

1

!  

0:15

�1

!  

0

�1

!

2

 

�0:2

1

!  

0:

0

!  

0:2

�2

!

3

 

�0:6

0:7

!  

0:3

�0:5

!  

0:5

�1

!

Le chargement 1 repr�esente la position classique, le chargement 2 est la position du danseur

le cycliste n'est pas assis, le troisi�eme chargement repr�esente la position \en mont�ee".
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domaine 1 de travail

Les r�esultats obtenus avec les 3 cas de chargements repr�esent�es.

Figure 91 : le trichargement(les 3 chargements �a la fois) :

le v�elo optimal

(a) (b) (c)

Figure 92 : Les 3 cas de mono chargements correspondant

a: la position classique b: la position du danseur c: la

position de la mont�ee.

domaine 2 de travail

Les mêmes cas de chargements donnent pour le deuxi�eme domaine de travail :
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Figure 93 : le trichargement : le v�elo optimal

7.5.6 Les r�esultats obtenus par La m�ethode d'homog�eneisation

Les mêmes chargements sont utilis�es par (Jouve [39]) et pour un maillage deux fois plus

�n Les topologies obtenues pour les deux types de domaines de travail sont repr�esent�ees

sur les �gures 94 et 94

Figure 94 : R�esultats obtenus par homog�enisation avant et

apr�es p�enalisation pour le domaine 1 de travail.

Figure 95 : R�esultats obtenus par homog�enisation avant et

apr�es p�enalisation pour le domaine 2 de travail.
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7.6 Chargement sur la fronti�ere inconnue

Le probl�eme pr�esent�e maintenant est tr�es di��erent des pr�ec�edents. Les charges impos�ees

sont de type pression sur le contour inconnu de la structure qui va se dessiner au cours

du calcul. Nous consid�erons le probl�eme du dôme sous pression : Nous cherchons la

forme optimale de la structure dont le domaine de travail et les charges uniformes sont

repr�esent�ees �gure 96. La �gure 97 donne un exemple de con�guration d�eform�ee, on voit

que les chargements sont toujours normaux �a la surface.

Figure 96 : Exemple de probl�eme sous pression domaine et

chargement initial.

Figure 97 : exemple de con�guration d�eform�ee avec les

chargements
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P

f/2f/2

P = f/S

Figure 98 : In
uence de la pression

La �gure 98 sch�ematise comment la pression est prise en compte dans le calcul par

�el�ements �nis (voir [39] pour les d�etails). Quand la pression est appliqu�ee uniform�ement

sur une arête, elle est mod�elis�ee par deux forces �egales aux deux extr�emit�es de cet arête.

Si on n'impose pas d'existence de mati�ere, la forme optimale obtenue tend vers la barre

horizontale encastr�ee (une erreur de programmation a ainsi permis d'obtenir la solution

pr�esent�ee �gure 99). C'est e�ectivement la forme la plus l�eg�ere et de plus faible d�eplace-

ment qui soit !

Figure 99 : R�esultat sans mati�ere impos�ee

Il faut donc bien sûr imposer l'existence d'un point contenant de la mati�ere �a un endroit

de la structure autre que la fronti�ere �x�ee. La �gure 100 donne un r�esultat obtenu losqu'on

impose de la mati�ere au point (22,20) pour un maillage de taille 40� 40.

Figure 100 : R�esultat du dôme sous pression : on impose

de la mati�ere en un point central �elev�e.

La forme obtenue ressemble e�ectivement �a un dôme. Par contre, si on impose un

chargement tr�es important avec les mêmes limites sur le d�eplacement, la structure obtenue

est di��erente : l'�el�ement de structure vertical est d�eform�e par la pression, mais ne se
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d�eplace pas beaucoup. La forme g�en�erale de la structure obtenue tend �a se rapprocher de

la barre plate, qui elle r�esiste �a tout chargement en pression (�gure 101).

Figure 101 : Autre r�esultat du dôme sous pression pour une

compression importante

Rappelons ici que la m�ethode d'homog�en�eisation ne peut consid�erer de conditions aux

limites que sur la fronti�ere du domaine de travail, elle est par cons�equent incapable de

traiter ce probl�eme.

7.7 R�esultats en �elasticit�e non lin�eaire

Une autre limitation de la m�ethode d'homog�en�eisation est le mod�ele m�ecanique consid�er�e ,

�a ce jour, seul le mod�ele de l'�elasticit�e lin�eaire peut être pris en compte.

Par opposition, l'approche par algorithmes g�en�etiques est a priori capable de traiter

tout mod�ele m�ecanique pour lequel il existe une simulation num�erique �able et robuste,

dans la mesure o�u seuls des calculs directs du comportement m�ecanique des individus

sont requis. Nous allons en faire la d�emonstration exp�erimentale, mais une fois de plus il

faudra �eviter le pi�ege de la facilit�e consistant �a utiliser le mod�ele m�ecanique comme une

bô�te \noire".

Nous nous pla�cons maintenant dans le cadre du mod�ele non lin�eaire en grandes d�efor-

mations pr�esent�e dans la section 6.1.2.

Premiers r�esultats d�esastreux

Nous reprenons donc exactement le contexte de tous les exemples pr�ec�edents, �a part le

programme de simulation num�erique qui est maintenant bas�e sur le mod�ele des grandes

d�eformations.

En particulier, la fonction performance p�enalis�ee d�ecrite dans la section 6.2 est utilis�ee.

La �gure 102(b) donne les premiers r�esultats obtenus, la �gure 102(a) repr�esentant le

r�esultat pour le mod�ele lin�eaire dans les mêmes conditions de chargement.

La forme obtenue par le mod�ele non lin�eaire est loin de la forme attendue bien que la

contrainte sur le d�eplacement soit respect�ee. En particulier, on constate que la structure

(b) n'est pas r�ealiste : le \porte-�a-faux" qu'elle pr�esente ne saurait r�esister longtemps.

Cette impression est con�rm�ee si on regarde la valeur maximale du champ de contraintes

m�ecaniques pour les formes obtenues. On remarque que la forme pr�esente une trop grande
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valeur pour le champ de contrainte m�ecanique, et la structure doit e�ectivement atteindre

le seuil de rupture. Rappelons que le mod�ele non lin�eaire n'assure pas l'unicit�e de la solu-

tion pour un chargement donn�e, et certains des r�esultats peuvent pr�esenter des contraintes

plus fortes que d'autres. On notera en�n que sur un domaine aussi grossi�erement maill�e

que celui utilis�e pour la plaque cantilever, le calcul du champ de contraintes m�ecaniques

doit être pris avec pr�ecautions.

(a) (b)

Figure 102 :

D

Max

0.022607 0.0199

C

Max

0.076 0.77

Aire 0.41 0.20

(a): Petites (b): grandes

d�eformation. d�eformation.

Le tableau 7.7 donne une id�ee des e�ets de la non-lin�earit�e g�eom�etrique dans le cas de

deux structures simples que sont la forme \>" et la barre droite. Les d�eplacements et les

champs de contraintes maximaux sont donn�es pour divers chargements. On trouve les d�e-

placements auxquels on s'attendait; mais les valeurs du champ de contraintes m�ecaniques

sont parfois �etonnantes (par exemple pour F = 910

�3

).

Le cantilever \>" la barre

Load D

Max

�

Max

D

Max

C

Max

910

�6

0.0002360 0.0005968 0.04161 0.03035

910

�5

0.00235 0.0059 0.34499 0.28344

910

�4

0.02286 0.05312 0.80763 1.272

910

�3

1.06731 10.99 1.08208 1.11683

910

�2

1.249 2.0763 1.6871 4.3787

910

�1

2.9574 casse 3.177 casse

Table 7.7: Les e�ets de la non-lin�earit�e sur deux formes de r�ef�erences.

D

max

et C

Max

sont respectivement le d�eplacement et la contrainte m�ecanique maximale.

Reformulation du probl�eme

Ces r�esultats nous sugg�erent de contraindre �egalement le champ de contrainte m�ecanique

dans la fonction performance. Il se peut que de belles structures �echappent ainsi �a

l'algorithme, (par exemple pour F = 910

�3

, la forme \>" ne pourra pas être trouv�ee
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avec cette discr�etisation ... et ce programme �el�ements �nis) mais on obtient �a la place

d'autres structures pouvant être assez similaires avec les mêmes propri�et�es m�ecaniques et

a priori plus �ables en termes de contraintes m�ecaniques. La fonction performance que

nous avons utilis�ee pour prendre en compte les contraintes est similaire �a celle utilis�ee

pour le v�elo :

Perf =

1

Area+ �(D

Max

�D

Lim

)

+

+ �(�

Max

� �

Lim

)

+

(C

Lim

,C

Max

) correspondent respectivement �a la contrainte impos�e et la contrainte maxi-

male impos�ee sur la contrainte m�ecanique, � est un param�etre de p�enalisation non con-

stant.

La �gure 103 repr�esente les meilleures structures obtenues en utilisant cette fonction

performance modi��ee. Les r�esultats restent raisonnables tant que l'on impose une con-

trainte su�samment forte sur la contrainte m�ecanique.

A�n de mettre en �evidence les e�ets non-lin�eaires, nous avons utilis�e di��erents charge-

ments F en gardant un rapport F=D

Lim

constant (D

Lim

repr�esente la contrainte sur le

d�eplacement). Ces di��erents cas seraient strictement identiques dans le cadre lin�eaire.

(a) (b) (c)

Figure 103 :

F 0.009 0.018 0.09

D

Lim

0.22856 0.457 2.2856

C

Lim

0.53 1.0622 5.3

R�esultats optimaux des AGs en contraignant �a la fois le

d�eplacement �!

F

D

Lim

est gard�e constant.

Les trois r�esultats sont e�ectivement tr�es di��erents, tout en respectant totalement les

contraintes. Il y a bien prise en compte de la non-lin�earit�e lors de l'optimisation.
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Nous avons pr�esent�e dans cette th�ese une approche par algorithmes g�en�etiques du prob-

l�eme de l'optimisation topologique des formes.

Apr�es des rappels sur l'optimisation de formes (chapitre 1) et les algorithmes stochas-

tiques (chapitre 2), nous avons pr�esent�e au chapitre 3 un premier travail d'optimisation

g�eom�etrique de forme utilisant un algorithme g�en�etique �a codage r�eel. Le rappel de r�esul-

tats th�eoriques au chapitre 4 a naturellement amen�e la repr�esentation en tableau de bits

que nous avons utilis�ee pour les probl�emes d'optimisation topologique de forme. Cette

repr�esentation n'est cependant pas aussi �evidente qu'elle en a l'air du point de vue des

algorithmes g�en�etiques : c'est ainsi que nous avons �et�e amen�es, au chapitre 5, �a d�e�nir des

op�erateurs sp�eci�ques pour le probl�eme consid�er�e Le chapitre 6 a �et�e d�edi�e �a la d�e�nition

de la fonction performance pour le probl�eme de l'Optimum Design dans le contexte de

l'�elasticit�e. Nous avons envisag�e diverses d�e�nitions possibles, et avons �nalement abouti

�a d�e�nir le probl�eme de l'optimisation topologiques des structures comme un probl�eme de

minimisation (du poids de la structure) sous contraintes (sur le d�eplacement maximal de

la structure sous un ou plusieurs chargements donn�es), que nous avons abord�e en traitant

les contraintes par un terme de p�enalisation dans la fonction performance. La n�ecessit�e de

faire varier l'amplitude de ce terme au cours de l'�evolution a �et�e soulign�ee par des essais

num�eriques.

Cet arsenal a �nalement �et�e utilis�e dans le chapitre 7, et les e�orts d�eploy�es pour la mise

au point de notre l'approche dans sa globalit�e ont �et�e r�ecompens�es. Nous avons en e�et

obtenu des r�esultats originaux, qu'il n'est pas envisageable aujourd'hui d'atteindre par

les m�ethodes classiques : obtention de plusieurs solution quasi-optimales, entre lesquelles

l'expert pourra choisir selon des crit�eres non mod�elisables ; r�esolution du probl�eme avec

chargement sur la fronti�ere inconnue.

Mais, plus important encore, cela a permis la d�emonstration exp�erimentale, sur le mod-

�ele �elastique non lin�eaire en grandes d�eformations, que cette m�ethode peut se g�en�eraliser

�a tout mod�ele m�ecanique pour lequel il existe une simulation num�erique �able et robuste.

Les le�cons �a tirer de cette r�eussite sont qu'il ne faut consid�erer comme bô�tes noires

ni les algorithmes g�en�etiques { n�ecessit�e de red�e�nir des op�erateurs quand bien même les

op�erateurs usuels semblent s'appliquer { ni le domaine d'application { n�ecessit�e de prise

en compte des contraintes m�ecaniques pour obtenir des solutions viables pour le probl�eme

du v�elo et dans le contexte non-lin�eaire.

143
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Parmi les directions de recherches �evidentes ouvertes par ce travail, il faut citer le

couplage entre cette m�ethode et les techniques de variation de domaines : nous avons

vu que les solutions propos�ees par l'algorithme g�en�etique ont le plus souvent quelques

l�egers d�efauts qu'une m�ethode de variation de domaine pourrait corriger facilement. De

plus, comme il a �et�e vu sur le probl�eme du v�elo, il doit même être possible d'arrêter

l'algorithme g�en�etique avant sa convergence compl�ete : si la forme a la bonne topologie,

et est su�samment proche de la forme optimale, les m�ethodes d�eterministes n'ont plus

qu'�a plonger dans l'optimum local le plus proche, ce qu'elles feront beaucoup mieux que

les algorithmes g�en�etiques.

Cependant, le gros d�efaut de l'approche par algorithmes g�en�etique reste le coût (en

nombre d'�evaluations de la fonction performance n�ecessaires), dont il serait vain de faire

abstraction. Certains auteurs [23] a�rment que le principe même des algorithmes g�en�e-

tiques est contraire �a toute id�ee de convergence rapide, et que tout tentative d'acc�el�eration

du processus lui fera perdre les qualit�es de convergence globale. Il existe fort heureuse-

ment quelques contre-exemples [47], mais la plupart des exemples d'application con�rment

cependant ce point noir.

Une possibilit�e pour traiter ce probl�eme est bien sûr la mise en oeuvre sur machines

parall�eles, qui est tr�es facile conceptuellement : la parall�elisation au niveau du calcul

des performances, �etape la plus coûteuse dans les probl�emes r�eels, permet de r�eduire de

mani�ere quasi lin�eaire en fonction du nombre de processeurs (dans la limite de la taille de

la population) le temps global de calcul.

N�eanmoins, l'aspect coût-calcul de la m�ethode fait qu'il est di�cile d'envisager son

utilisation sur des gros probl�emes tridimensionnels par exemple. En e�et, la mise au

point des nombreux param�etres de l'algorithme requiert de tr�es nombreuses exp�eriences

num�erique, et le caract�ere stochastique de la m�ethode fait qu'on ne peut rien d�eduire d'un

ou deux essais. Or la mise en oeuvre de notre m�ethode sur des maillages plus cons�equents

a des cons�equences sur le temps calcul �a plusieurs niveaux:

� d'une part, la dur�ee d'une simulation num�erique augmente in�eluctablement avec la

taille du maillage ;

� d'autre part, la taille des chromosomes augmente elle aussi avec la taille du maillage.

Or il est bien connu que la taille de la population et le nombre de g�en�erations

n�ecessaires �a la convergence augmentent �egalement avec la taille du chromosome.

Le cumul de ces deux e�ets semble rendre le probl�eme trop complexe pour être en-

visageable. Mais le second inconv�enient d�epend uniquement de la repr�esentation utilis�ee,

et peut probablement être amoindri en changeant de repr�esentation. Il existe d'autres

repr�esentations possibles pour les formes, qui ne sont li�ees �a aucun maillage [59]. Cette

nouvelle direction de recherche semble d�es �a pr�esent tr�es prometteuse.
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