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Introduction

Cette th�ese est consacr�ee �a l'�etude des probl�emes inverses, c'est-�a-dire �a l'identi�cation de fonc-

tions qui participent �a un processus dont on connâ�t uniquement l'�etat initial et l'�etat �nal. En

g�en�eral, il est possible d'avoir certaines informations sur cette fonction, mais elles ne sont pas

su�santes pour utiliser des moyens d'approximation classiques.

Les probl�emes que nous allons �etudier sont d'une part l'identi�cation de la fonction isotherme

en chromatographie et d'autre part un probl�eme de robotique mobile, qui consiste �a trouver

une trajectoire r�ealisable par un v�ehicule pour se garer, �a partir d'un point quelconque, vers un

autre point.

Pour ces deux applications, nous utiliserons les algorithmes d'�evolution qui sont des algorithmes

d'optimisations stochastiques d'ordre 0 inspir�es de l'�evolution darwinienne. En d'autres termes,

ce sont le ou les structures les mieux adapt�ees �a un certain environnement qui survivront et

r�eussiront �a se reproduire. L'�evolution a lieu �a travers une succession de g�en�erations pendant

lesquelles on fait �evoluer une population de points de l'espace de recherche (individus), tout

en appliquant des op�erateurs de s�election, de mutation et de croisement a�n de donner nais-

sance �a des individus toujours plus performants. Le but de ces algorithmes est de minimiser

(ou maximiser) la fonction de performance ou fonction de �tness, fonction qui va de l'espace de

recherche vers IR et qui traduit la perfomance de chaque individu constituant la population. Par

rapport aux m�ethodes d�eterministes qui sont bas�ees sur l'existence de d�eriv�ees, les algorithmes

d'�evolution ne demandent que la connaissance de la valeur de la �tness de chaque individu de

la population. De plus, ils permettent de trouver un optimum global, ce qui n'est pas le cas

des m�ethodes classiques dont le r�esultat est li�e au choix des conditions initiales et qui donc ne

s'appliquent que localement.

La premi�ere application consiste �a identi�er la fonction isotherme en chromatographie. La

chromatographie est un processus physique qui a pour but la s�eparation des divers composants

constituant un m�elange chimique. Le principe consiste �a injecter le m�elange dans un tube

de grande longueur et de faible diam�etre empli d'un solide poreux que l'on appelle colonne.

Chaque composant entrâ�n�e par un uide vecteur, va passer d'une phase mobile correspondant

au d�eplacement des composants �a une phase stationnaire pendant laquelle il est retenu par le

milieu poreux et dont la dur�ee varie en fonction de chaque corps constituant le m�elange. Les

composants vont donc se propager le long de la colonne �a des vitesses di��erentes, ce qui en-

trâ�nera leur separation. En sortie de colonne, on constatera une variation de concentration �a

la sortie de chacun des composants chimiques et qu'on appelle chromatogramme.

La fonction isotherme, qui intervient dans le mod�ele math�ematique de propagation, est une

fonction de IR

M

vers IR

M

(M est le nombre de corps constituant le m�elange) qui traduit l'�etat

11
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d'�equilibre isotherme (c'est-�a-dire �a temp�erature constante) entre la phase mobile et la phase

stationnaire.

Connaissant les conditions exp�erimentales (dur�ee et vitesse d'injection du m�elange, �etat initial

de la colonne, quantit�e inject�ee dans la colonne) et la fonction isotherme, le mod�ele de prop-

agation nous permet d'obtenir les chromatogrammes (probl�eme direct). Le probl�eme inverse

consiste alors, �a partir des conditions exp�erimentales et des chromatogrammes exp�erimentaux, �a

retrouver la fonction isotherme. Pour cela, on utilisera plusieurs m�ethodes �evolutionnaires. La

performance d'un individu sera alors le r�esultat de la comparaison entre un chromatogramme

exp�erimental et le chromatogramme obtenu en r�esolvant le probl�eme direct. Ce probl�eme direct

sera quand �a lui r�esolu grâce aux conditions exp�erimentales et en utilisant l'individu comme fonc-

tion isotherme. Plusieurs mod�eles d'isotherme seront utilis�es comme les r�eseaux de neurones,

les fractions rationnelles coupl�ees ou non avec les r�eseaux de neurones ou encore les mod�eles

d'isotherme existants comme les isothermes de Langmuir ou de Moreau-Valentin.

La deuxi�eme application est un probl�eme test de contrôle non-lin�eaire. A partir d'une po-

sition quelconque et en contrôlant uniquement le braquage des roues, un r�eseau de neurones

doit être capable de garer un v�ehicule vers un endroit quelconque. Pour cela, �a chaque pas de

temps de notre simulation, le r�eseau devra donner l'angle de braquage des roues connaissant la

position du v�ehicule ainsi que son orientation, ce qui permettra de calculer la nouvelle position

de la voiture et par la suite de calculer la trajectoire qu'e�ectue un r�eseau \au volant" d'un

v�ehicule.

L'algorithme d'�evolution fera donc �evoluer une population de r�eseaux, son but �etant d'optimiser

l'ensemble des param�etres de celui-ci. On obtiendra par ailleurs la performance de chaque r�eseau

en calculant la distance minimum entre la trajectoire qu'il e�ectue et le but �x�e.

Pour r�esoudre ces deux probl�emes, nous avons mis au point un algorithme d'�evolution inspir�e

de l'algorithme GNARL de la programmation �evolutionnaire avec cependant des di��erences im-

portantes li�ees �a l'utilisation de nouveaux op�erateurs de mutations, de s�election et surtout une

strat�egie d'application des mutations qui consiste �a adapter pour chaque r�eseau la mutation qui

sera la plus e�cace �a un moment donn�e de l'�evolution.

Les deux premiers chapitres de cette th�ese pr�esentent les r�eseaux de neurones et les algo-

rithmes d'�evolution et, en particulier, l'algorithme que nous avons utilis�e ainsi que son adap-

atation pour l'optimisation param�etrique. Ensuite, nous pr�esenterons dans les chapitres trois et

quatre l'ensemble des r�esultats obtenus. Nous terminerons cette th�ese par un r�esultat th�eorique

sur l'adaptation d'une m�ethode de Newton et par une m�ethode de contination pour le calcul

d'un point �xe d'un r�eseau de neurones r�ecurrent.



Chapitre 1

Les r�eseaux de neurones

1.1 Introduction

Les r�eseaux de neurones math�ematiques sont une mod�elisation simpliste des r�eseaux de neurones

biologiques. Le but d'une telle mod�elisation est de retrouver certaines propri�et�es int�eressantes

du cerveau humain comme par exemple la capacit�e d'apprentissage, de m�emorisation ou celle

de traiter des informations oues, bruit�ees ou incompl�etes ainsi que son caract�ere hautement

parall�ele (tous les neurones agissent simultan�ement). Du point de vue math�ematique, un r�eseau

de neurones est une application de IR

n

vers IR

m

que l'on peut repr�esenter par un graphe ori-

ent�e, les sommets �etant les neurones et les arêtes les connexions entre neurones. Le r�eglage

des di��erents param�etres d'un r�eseau a�n d'obtenir un ensemble de r�eponses en fonction d'un

ensemble d'entr�ees constitue la notion d'apprentissage. Si un r�eseau a �et�e correctement entrâ�n�e,

il donnera une r�eponse correcte non seulement sur les cas qu'il a appris mais aussi pour d'autres

cas ne faisant pas partie de son entrâ�nement : c'est la capacit�e de g�en�eralisation. Les r�eseaux de

neurones peuvent ainsi être utilis�es entre autres pour des probl�emes de m�emoires associatives,

de reconnaissance de caract�eres, de pr�edictions de s�eries temporelles ou encore les probl�emes

d'identi�cations de fonctions et les probl�emes inverses qui font l'objet de cette th�ese.

Apr�es avoir pr�esent�e les r�eseaux de neurones, nous �etudierons un cas particulier de calcul qui

est l'adaptation d'une m�ethode de Newton pour le calcul d'une suite de points �xes d'un r�eseau

de neurones r�ecurrent. La m�ethode d'apprentissage que nous avons utilis�ee fera l'objet entre

autres du chapitre suivant.

1.2 Les neurones arti�ciels

Un neurone arti�ciel [MP43] est une unit�e de calcul form�ee de plusieurs connexions rentrantes

constituant l'entr�ee du neurone et d'une connexion sortante constituant la r�eponse du neurone

�a une certaine stimulation. A chaque connexion rentrante est associ�ee un poids (appartenant �a

IR ) qui repr�esente la m�emoire locale du neurone. De mani�ere g�en�erale, la r�eponse du neurone est

calcul�ee en appliquant une fonction dite de transfert �a la somme des valeurs d'entr�ee multipli�ee

par les poids des connexions (voir �gue 1.1).
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) avec fw
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les poids des connexions et g est la fonc-

tion de transfert. En g�en�eral, on utilisera une fonction de transfert dite sigmo��de g

�

(x) =

1

1+e

��x

,

avec � 2 IR (voir la �gure 1.3) ce qui implique que l'activit�e d'un r�eseau appartient �a l'intervalle

[�1;+1]. .

1.3 Les r�eseaux de neurones

La r�eponse d'un neurone peut constituer l'entr�ee d'autres neurones. Des neurones ainsi li�es

forment un r�eseau de neurones qui comporte une entr�ee form�ee de un ou plusieurs neurones

(neurones d'entr�ees) et une sortie form�ee aussi de un ou plusieurs neurones (neurones de sorties)

et dont l'�etat est la r�eponse du r�eseau �a une stimulation externe. Les neurones n'appartenant �a

aucune de ces deux cat�egories sont appel�es neurones cach�es ou interm�ediaires. On peut associer

au r�eseau un graphe orient�e dont les noeuds sont les neurones et les arêtes les connexions entre

neurones. Lorsque le graphe des connexions correspondant ne comporte aucun cycle on parle

de r�eseau feed{forward sinon on parle de r�eseau r�ecurrent. Les �gures 1.4 et 1.5 montrent un

exemple de ces deux types de r�eseaux.

L'ajustement de l'ensemble des param�etres d'un r�eseau que sont les poids des connexions, la fonc-

tion de transfert ou la topologie du r�eseau, a�n d'obtenir certaines sorties en fonction de certaines

entr�ees constitue la notion d'apprentissage. Il existe plusieurs types d'algorithmes e�ectuant
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Figure 1.3: Graphe de g

�

pour plusieurs valeurs de �

cette tâche, comme l'algorithme de retro{propagation ou encore les algorithmes d'�evolution que

nous pr�esenterons au chapitre suivant. L'algorithme de r�etro{propagation [RHW86, LC87] est

une m�ethode de descente de gradient stochastique et permet de r�esoudre de nombreux probl�emes

d'apprentissage. Les limites principales de cette m�ethode sont qu'elle d�epend fortement de

l'initialisation du r�eseau comme c'est le cas pour toutes les m�ethodes de gradient et elle agit �a

topologie du r�eseau �x�e ce qui peut parfois être p�enalisant. Par ailleurs, il faut connâ�tre un en-

semble de r�eponses du r�eseau (par rapport �a certaines entr�ees) pour pouvoir ajuster l'ensemble

de ses poids. Cela implique que cette m�ethode ne peut être appliqu�e pour r�esoudre certains

probl�emes comme les probl�emes inverses o�u la fonction �a identi�er intervient dans un processus

dont on connâ�t uniquement le r�esultat. Une alternative consiste alors �a utiliser un algorithme

�evolutionnaire comme cela sera le cas pour l'identi�cation de la fonction isotherme en chro-

matographie pr�esent�ee au chapitre 3. Il existe cependant certains probl�emes inverses o�u il est

possible d'adapter la m�ethode de retro-propagation, comme le probl�eme de contrôle �etudi�e au

chapitre 4 ([NW90]).

1.4 Les r�eseaux de neurones multi{couches

Comme leur nom l'indique ces r�eseaux sont organis�es en couches de neurones, la premi�ere consti-

tuant l'entr�ee du r�eseau et la derni�ere la sortie. Chaque neurone d'une certaine couche \re�coit"

des connexions de la couche pr�ec�edente et \envoie" des connexions vers la couche suivante. Ce

type de r�eseau est un cas particulier de r�eseau feed{forward pour lequel la seule condition est

qu'il ne contienne aucun cycle dans son graphe des connexions. Cependant en ajoutant des neu-

rones identit�es (sortie = entr�ee) on peut obtenir un r�eseau multi{couches �a partir d'un r�eseau

feed{forward.
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Figure 1.4: R�eseau de neurones �a deux couches comportant 9 entr�ees et 2 sorties

Le calcul de la r�eponse se fait couche par couche en ce sens que chaque neurone d'une certaine

couche aura pour entr�ee la r�eponse d'un neurone de la couche pr�ec�edente. Ainsi, connaissant les

valeurs d'entr�ees du r�eseau, on calcule les r�eponses de tous les neurones de la premi�ere couche

ce qui va permettre le calcul des couches sup�erieures et donc le calcul de la r�eponse du r�eseau.

Si fs

i

g

N

i=1

est l'entr�ee du r�eseau alors la r�eponse fx

k

i

g d'un neurone n

i

de la couche k sera :

8

<

:

x

k

i

= g(

P

j

w

ij

x

k�1

j

)

x

0

i

= s

i

avec w

ij

le poids de la connexion entre le neurone n

j

et le neurone n

i

(connexion de n

j

vers

n

i

).

1.5 Capacit�e d'approximation des r�eseaux de neurones en couches

Si un r�eseau de neurones multi-couches poss�ede k (resp. l) neurones d'entr�ees (resp. sortie),

alors on peut consid�erer ce r�eseau comme une application de IR

k

vers IR

l

.

Citons tout d'abord le th�eor�eme de Kolmogorov [HN89] qui dit que toute fonction continue de

IR

k

vers IR

l

peut s'�ecrire comme un r�eseau de neurones �a deux couches qui utilise l+1 fonctions

de transfert di��erentes. Ce th�eor�eme ne donne cependant pas d'indications sur ces fonctions de

transfert.

Th�eor�eme 1 Soit une fonction f : [0; 1]

k

! IR

l

continue. Alors on peut trouver un r�eseau de

neurones �a deux couches comportant k entr�ees, 2k + 1 neurones dans la premi�ere couche et l

neurones de sortie et qui est �egal �a f .

L'�etat des neurones de la premi�ere couche est calcul�ee de la mani�ere suivante :

z

i

=

k

X

j=1

�

i

	(x

j

+ i�) + i
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o�u � 2 RR et la fonction 	 sont ind�ependant de f (mais d�ependent de k) et la constante �

est un nombre rationnel positif.

La sortie du r�eseau est

y

j

=

2k+1

X

i=1

g

j

(z

i

)

o�u les g

j

; j = 1; :::; l sont des fonctions r�eelles continues d�ependant de f et �.

Le th�eor�eme suivant dit que les r�eseaux de neurones multi-couches sont capables d'approcher

toutes les fonctions en ce sens que l'espace des fonctions d�e�ni par un r�eseau est dense dans

l'espace L

p

(�) [H90] ou [W90]:

Soit R

k

(	) l'ensemble des fonctions calculables par un r�eseau �a deux couches utilisant la fonc-

tion de transfert 	 et comportant k entr�ees, 1 sortie et un nombre quelconque de neurones cach�es.

Th�eor�eme 2 Si 	 est born�ee et non constante, alors R

k

(	) est dense dans l'espace L

p

(�)

(1 � p <1) pour toute mesure �nie � de IR

k

i.e. 8f 2 L

p

(�) et 8" > 0; 9g 2 R

k

(	) tel que

�

Z

IR

k

jf(x)� g(x)j

p

d�(x)

�

1=p

< "

Le cas correspondant �a plusieurs couches et plusieurs unit�es de sorties se d�eduit grâce aux

corollaires 2.6 et 2.7 dans [HSW89]. Par ailleurs, si on rajoute l'hypoth�ese 	 continue, on a

alors le th�eor�eme suivant [H90]:

Th�eor�eme 3 Si 	 est continue, born�ee et non constante, alors R

k

(	) est dense dans C(X)

espace des fonctions continues sur X � IR

k

pour tout compact X de IR

k

.

On trouvera la d�emonstration de ces th�eor�emes dans [HSW89] et [H90].

1.6 Les r�eseaux de neurones r�ecurrents

Les r�eseaux de neurones r�ecurrents poss�edent au moins un cycle dans leur graphe de connexions.

Par rapport aux r�eseaux feed{forward, les r�eseaux de neurones r�ecurrents (qui en sont un

sur-ensemble) ont un �eventail de comportement plus large qui les rend peut-être mieux adapt�es

pour certains probl�emes.

On peut utiliser les r�eseaux de neurones r�ecurrents de deux mani�eres : dynamiquement pour

l'approximation de fonctions d�ependant du temps et la pr�ediction de s�eries temporelles; ou

consid�erer la r�eponse du r�eseau comme un �etat d'�equilibre atteint apr�es stabilisation (�etude

asymptotique). Etant donn�e que les fonctions que nous voulons identi�er ne d�ependent pas du

temps c'est la deuxi�eme approche qui a �et�e choisie. Le calcul de la r�eponse du r�eseau n'est

alors pas triviale : l'�etude d'un r�eseau de neurones r�ecurrent dans un tel contexte est alors

plus complexe que dans le cas d'un r�eseau feed{forward et rel�eve alors de l'�etude des syst�emes

dynamiques (existence de point(s) �xe(s), �etude de stabilit�e). Cela entrâ�ne une augmentation

de la complexit�e des calculs qui peut s'av�erer fortement p�enalisant sur certains probl�emes.

Le paragraphe suivant expose une m�ethode g�en�erale de calcul de l'attracteur lorsqu'il existe

ainsi qu'une �etude sur l'adaptation d'une m�ethode de Newton sur un cas particulier de calcul.
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Figure 1.5: R�eseau de neurones r�ecurrent

1.7 Calcul d'un point �xe d'un r�eseau de neurone r�ecurrent

L' �evolution en temps d'un r�eseau de neurones r�ecurrent de taille N peut être mod�elis�ee par

l'�equation di��erentielle

dy

dt

= �y + �(W;y; S) (1.1)

o�u y = fy

i

g

N

i=1

est le vecteur des activations, W = fw

ij

g

i;j=1;:::;N

est la matrice des poids

du r�eseau, � est la fonction sigmo��de dont le ou les param�etres peuvent d�ependre de chaque

neurone et S = fs

i

g

N

i=1

avec s

i

= 0 si le neurone i n'est pas un neurone d'entr�ee.

Cette �equation peut être discr�etis�ee par un sch�ema d'Euler, ce qui donne

(

y

n+1

= (1��t)y

n

+�t�(W;y

n

; S)

y

0

= 0

(1.2)

� La m�ethode couramment utilis�ee pour le calcul d'un point �xe est la m�ethode des approx-

imations successives : en notant y

n

i

l'activation du neurone i �a l'�etape n et en supposant

tous les neurones inactifs �a l'�etape 0 (y

0

i

= 0; 8i = 1; ::; N), elle consiste �a calculer les y

n

i

avec

(

y

n+1

i

= (1��t)y

n

i

+�t�(W;y

n

; S) 8i = 1; ::; N

y

0

i

= 0 8i = 1; ::; N

(1.3)

On d�e�nit a sortie du r�eseau a la pr�ecision P par
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�

�

�

�

�

1�

y

N

i

y

N�1

i

�

�

�

�

�

� P; 8i = 1; :::; N (1.4)

La valeur de P d�epend de la pr�ecision recherch�ee et on peut consid�erer que seuls les

neurones de sortie ont besoin de v�eri�er (1.4).

Si on �ecrit (1.3) sous la forme y

n+1

= f(y

n

) et si la matrice jacobienne de f poss�ede

uniquement des valeurs propres de modules inf�erieur �a 1 quelque soit les �etats y

n

alors on

convergera vers un point d'�equilibre unique pour une entr�ee S �x�ee.

� Une autre m�ethode, pr�esent�ee au chapitre 5, donne un r�esultat th�eorique sur une m�ethode

pour calculer un point �xe en utilisant uniquement un algorithme de Newton.

1.8 Cas particulier: calcul d'une suite de points �xes

Nous nous int�eressons au probl�eme suivant qui consiste �a calculer un nombre assez �elev�e de

points �xes lorsque les valeurs d'entr�ees successives sont proches (comme pour le probl�eme de la

chromatographie pr�esent�e au chapitre 3). A�n de r�eduire les temps de calculs (par une diminu-

tion du nombre d'it�erations), nous ne r�e-initialisons pas les valeurs des activations des neurones

�a z�ero pour le calcul suivant. Par exemple, si on doit calculer P points �xes correspondant

�a P valeurs d'entr�ees, on calcule le premier point �xe normalement. Les autres sont calcul�es

en ne r�e-initialisant pas les valeurs des activations des neurones (sauf les neurones d'entr�ees).

Cependant, si la norme de la matrice jacobienne est plus grande que 1 alors le r�esultat qu'on

obtient va d�ependre de l'�etat initial.

Pour e�ecuer ce type de calcul on peut alors soit utiliser la m�ethode des it�erations successives

soit utiliser un algorithme de Newton qui convergera plus rapidement (en nombre d'it�erations).

1.8.1 Utilisation de la m�ethode de Newton

On sait que la m�ethode de Newton construit une suite de points fx

i

g

i�1

tels que

x

n

= x

n�1

�Df(x

n�1

)

�1

f(x

n�1

)

= N

f

(x

n�1

)

= N

n

f

(x

0

)

la suite de Newton x

0

; x

1

; x

2

; ::: est d�e�nie et converge vers � avec f(�) = 0 pourve que x

0

soit \assez proche" de � (voir chapite 5).

L'adaptation d'une telle m�ethode pour les r�eseaux de neurones r�ecurrents est simple :

si l'on pose

�(y) = y � �(W;y; S)

alors un point �xe y

�

= fy

�

i

g

N

i=1

v�eri�e �(y

�

) = 0 et il su�t d'appliquer l'algorithme de

Newton �a la fonction � apr�es avoir calcul�e x

0

par une m�ethode classique.

Pour savoir si ce point �xe est stable, il faut que les valeurs propres de la matrice jacobienne de

la fonction I ��t� au point y

�

soient toutes �a l'int�erieur du cercle unit�e.
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1.8.2 Etude num�erique

Nous pr�esentons dans ce paragraphe une �etude num�erique comparative entre la m�ethode de New-

ton expos�ee ci-dessus et trois autres m�ethodes obtenues en utilisant trois valeurs di��erentes de

�t dans 1.2 (�t = 0:5; 0:75; 1) que l'on appellera respectivement Euler 0.5, Euler 0.75 et Euler 1.

Avant de pr�esenter les r�esultats nous faisons quelques pr�ecisions et remarques.

� Nous e�ectuons le test pour des r�eseaux comportant une entr�ee une sortie et h neurones

cach�es.

� On d�e�nit la densit�e de connexion d qui indique ind�ependamment du nombre de neurones

le nombre total de connexions d'un r�eseaux. Cette �echelle varie de 1 �a 10, 1 signi�ant

que chaque neurone est connect�e �a au moins un autre neurone et 10 signi�ant que chaque

neurone est connect�e �a (h + le nombre de neurones de sortie) autres neurones (certains

pouvant être les mêmes).

� Nous appellons parcours une suite de points appartenant �a [0,1] et constituant l'entr�ee d'un

r�eseau quelconque et PAS la di��erence en valeur absolue entre deux valeurs cons�ecutives du

parcours. On consid�erera quatre type de parcours : PAS2 [10

�5

; 10

�4

], PAS 2 [10

�4

; 10

�3

],

PAS2 [10

�3

; 10

�2

] et PAS 2 [10

�2

; 10

�1

].

� La PRECISION du calcul est la valeur de P dans 1.4. On consid�erera cinq valeurs de P :

10

�7

, 10

�6

, 10

�5

, 10

�4

et 10

�3

.

� On calcule les points �xes d'un certains nombre de r�eseaux sur chaque parcours pour

chaque valeur de PRECISION et pour les quatre m�ethodes en �xant h et d.

� On appelle pourcentage de r�eussite PER d'une m�ethode le pourcentage de r�eseaux pour

lesquels on a r�eussi �a calculer tous les points �xes d'un parcours lorsque la PRECISION,h

et d sont �x�es.

� Le temps total de calcul T d'une m�ethode (la PRECISION, h et d sont �x�es) est le

temps CPU n�ecessaire pour calculer l'ensemble des points �xes d'un parcours pour tous

les r�eseaux divis�e par PER.

Nous avons e�ectu�e plusieurs calculs pour des valeurs de h appartenant �a l'intervalle [1; 5],

[6; 10] et [11; 20] pour des valeurs de d appartenant �a l'intervalle [1; 3], [4; 7] et [8; 10] et sur des

parcours de 1000 points. Le nombre de r�eseaux test�es s'�el�eve en tout �a 12000 pour h 2 [1; 20]

et d 2 [1; 10]. Nous pr�esentons dans les �gures 1.6 et 1.7 l'ensemble des r�esultats signi�catifs.
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Figure 1.6: Temps total de calcul T (en haut) et pourcentage de r�eussite PER (en bas) pour les

quatre m�ethodes pour 12000 r�eseaux v�eri�ant h 2 [1; 20] et d 2 [1; 10].
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Comme on peut le constater, la m�ethode de Newton est en g�en�erale beaucoup plus coûteuse

que les trois autres m�ethodes. En e�et, de nombreuses conditions doivent être r�eunies pour

seulement obtenir des r�esultats comparables avec les m�ethodes plus classiques : le nombre de

neurones cach�es doit être assez petit (inf�erieur �a 5); la PRECISION doit être de 10

�7

ou 10

�6

et la densit�e assez �elev�ee. Toutes ces conditions impliquent un nombre d'it�erations �elev�es pour

les autres m�ethodes et un coût relativement faible pour une it�eration de la m�ethode de Newton.

Cependant, le fait que le nombre d'it�erations soit souvent largement inf�erieure aux m�ethodes

classiques ne compense que rarement le coût beaucoup plus plus �elev�e d'une it�eration de Newton.

Dans toute la suite, lorsque l'on devra calculer la sortie d'un r�eseau de neurones r�ecurrent, on

utilisera la m�ethode Euler 1. De plus, lorsque plusieurs points �xes devront être calcul�es (voir

le paragraphe 1.8), on ne r�e-initialisera pas chaque neurone. On a vu que cette m�ethode pouvait

entrâ�ner une di��erence de r�esultat pour une même entr�ee. Cependant, on esp�ere que de tels

r�eseaux seront �eliminer par la s�election (voir chapitre suivant).





Chapitre 2

Les algorithmes d'�evolution

2.1 Introduction

Les algorithmes d'�evolution sont des algorithmes d'optimisations stochastiques inspir�es de l'�evo-

lution darwinienne en ce sens que ce sont le ou les individus les mieux adapt�es �a un certain

environnement qui survivront et r�eussiront �a se reproduire.

Du point de vue math�ematique, c'est la fonction de performance ou fonction de �tness qui

traduit le degr�e d'adaptation d'un individu (ou point de l'espace de recherche). Il existe plusieurs

cat�egories d'algorithmes d'�evolution; cependant leur but est le même, �a savoir trouver un indi-

vidu qui minimise cette fonction. Pour cela, on fait �evoluer une population de points de l'espace

de recherche pendant un certain nombre de g�en�erations tout en appliquant des op�erateurs de

s�election, de mutation et de croisement a�n de donner naissance �a des individus toujours plus

performants et aussi d'�eliminer les plus mauvais.

Un des avantages des algorithmes d'�evolution est que ce sont des m�ethodes d'ordre 0 : contraire-

ment aux m�ethodes d�eterministes de type gradient par exemple, qui sont bas�ees sur l'existence

de d�eriv�ees, ils n'ont pas besoin de connâ�tre des informations autres que la valeur de la �tness

de chaque point de la population, ce qui leur permet donc de traiter un plus grand nombre

de probl�emes. Par ailleurs, leur succ�es n'est pas li�e �a l'initialisation de la population, ce qui

n'est pas le cas des m�ethodes d�eterministes pour lesquels le choix du point de d�epart est pri-

mordial. Autrement dit, les algorithmes d'�evolution s'appliquent globalement par opposition

aux m�ethodes d�eterministes qui ne s'appliquent que localement. Cependant, ces algorithmes

sont souvent assez coûteux en temps de calcul. De plus, leur nature stochastique implique qu'il

faut lancer plusieur calculs a�n d'arriver �a un minimum satisfaisant et il existe peu de r�esultats

th�eoriques expoitables sur la convergence de ces algorithmes.

Dans ce chapitre nous parlerons essentiellement des deux types d'algorithmes que nous avons

utilis�e : la programmation evolutionnaire (Evolutionary Programming ou EP) et les strat�egies

d'�evolution (Evolution Strategies ou ES). Nous pr�esentons dans les paragraphes suivant ces deux

types d'algorithmes ainsi que notre algorithme inspir�e de l'algorithme GNARL [A94, A93].

2.2 Les algorithmes d'�evolution

Le but des algorithmes d'�evolution est de minimiser la fonction de performance ou de �tness,

fonction qui va de l'espace de recherche vers IR . Pour cela, on consid�ere une population de taille

25
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S de points de l'espace de recherche (encore appel�es individus et on �evalue leur �tness. A chaque

g�en�eration on e�ectue les tâches suivantes :

� On s�electionne un ensemble de points appel�es aussi individus en fonction de leur �tness

a�n d'avantager les meilleurs. Cet ensemble d'individus est copi�e dans la population

interm�ediaire.

� On applique �a cette population les op�erateurs g�en�etiques de mutation et de croisement qui

ont pour but l'exploration de l'espace de recherche a�n de trouver si possible de meilleurs

individus. Le but du croisement est de recombiner plusieurs points de l'espace de recherche

a�n d'en former d'autres (en g�en�eral deux individus donnent naissance �a deux autres).

La mutation est un d�eplacement al�eatoire dans l'espace de recherche.

� On �evalue la performance de ces nouveaux individus.

� On choisit parmis tous les individus ceux qui feront partie de la nouvelle population qui

sera pr�esent�ee �a la prochaine g�en�eration.

On fait ainsi �evoluer la population au �l des g�en�erations jusqu'�a ce que l'on consid�ere qu'un

individu v�eri�e plus ou moins bien un ou plusieurs crit�ere.

Dans cette th�ese les r�esultats present�es ont �et�e trouv�es en appliquant deux types d'algorithmes

d'�evolution : les algorithmes de strat�egie d'�evolution (Evolution strategies ou ES) et la program-

mation �evolutionaire (Evolutionary programming, EP) dont l'algorithme GNARL fait partie et

qui a inspir�e notre algorithme.

2.2.1 Les strat�egies d'�evolution

Les strat�egies d'�evolution qui ont �et�e initialement cr�ees par I. Rechenberg [Rec73] et Schwefel

[Sch81] traitent les probl�emes d'optimisation param�etrique. Plus r�ecemment B�ack [B�a95] y a

apport�e une contribution entre autres par des nouvelles strat�egies de s�election ainsi que di��erents

types de mutations.

Le sch�ema de base de ces algorithmes consiste �a appliquer sur chaque individus (qui sont des

vecteurs appartenant �a IR

N

) d'une population de taille � une mutation gaussienne : ajout d'une

variable al�eatoire gaussienne centr�ee en z�ero et de variance � (ajust�ee au cours de l'�evolution).

Ensuite, les �meilleurs parmis les parents et ces nouveaux individus sont choisis pour faire partie

de la population qui constituera la population de la g�en�eration suivante. D'autres strat�egies plus

r�ecemment d�evelopp�ees consistent �a cr�eer �a partir de � parents � enfants (chaque parent cr�eant

�=� enfants avec � > �) et de garder pour la g�en�eration suivante les meilleurs � individus parmi

les � cr�ees (strat�egie (�,�)-ES) ou bien parmis les �+ � (strat�egie (�+ �)-ES). On remarquera

que le fait de choisir les meilleurs � individus parmis les � enfants rend la strat�egie (�,�)-ES

non �elitiste, c'est-a-dire que le meilleur individu d'une g�en�eration n'apparâ�t plus a la g�en�eration

suivante et donc la �tness peut augmenter, ce qui n'est pas le cas pour la strat�egie (�+ �)-ES.

Par ailleurs, on peut utiliser la mutation adaptative qui consid�ere que la variance � de la variable

al�eatoire gaussienne fait partie des param�etres de chaque individu et est donc aussi ajust�ee au

cours de l'�evolution.
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� Un premier choix consiste �a �xer d�e�nitivement au d�ebut de l'�evolution la variance �. Si

on note X 2 IR

N

un individu la mutation aura pour e�et de cr�eer l'individus

~

X avec

(

~

X = X +N(0; �)

� �x�e

et N(�; �) est la variable al�eatoire gaussienne de variance �.

� La r�egle dite des 1/5 [Rec73] consiste �a augmenter multiplicativement la valeur de la

variance � si au moins 1/5 des mutations produisent de meilleurs individus ou bien �a

diminuer cette valeur dans le cas contraire.

� Un premier type de mutation adaptative consid�ere la variance � comme faisant partie de

l'individu et est donc un param�etre qu'il faut r�egler.

(

~� = � � e

�N(0;1)

~

X = X +N(0; ~�)

et � est un param�etre que l'on �xe en fonction de N (dimension de l'espace de recherche)

au d�ebut de l'�evolution.

� Le même raisonement a �et�e fait pour ce deuxi�eme type de mutation adaptative mais ici

chacune des variable X

i

de X(= fX

i

g

N

i=1

) poss�ede son propre �

i

.

(

~�

i

= �

i

� e

�N(0;1)+�

0

N(0;1)

8i = 1; :::; N

~

X

i

= X

i

+N(0; ~�

i

) 8i = 1; :::; N

et � et �

0

sont des param�etres que l'on �xe en fonction de N au d�ebut de l'�evolution.

� Le cas le plus g�en�eral de la mutation adaptative consiste �a utiliser une matrice de covariance

sym�etrique ce qui conduit �a r�egler

N(N+1)

2

param�etres suppl�ementaires.

2.2.2 La programmation �evolutionnaire

Les algorithmes de programmation �evolutionnaire ont �et�e d�evelopp�es par L. J. Fogel [FOW66] en

Californie pendant les ann�ees 60. Ces algorithmes se distinguent des autres types d'algorithmes

d'�evolution par le fait qu'ils font g�en�eralement �evoluer des populations d'individus ayant une

structure quelconque par opposition aux algorithmes g�en�etiques ([Hol75] et [Gol89]) qui travail-

lent essentiellement sur des repr�esentations binaires de ces structures. Ainsi, on peut dire que

les algorithmes EP agissent sur l'espace des ph�enotypes alors que les autres agissent sur l'espace

des g�enotypes. Cela entrâ�ne que l'op�erateur de croisement est jug�e ine�cace car la structure

qui �evolue est consid�er�ee comme un tout et non pas comme un ensemble de sous-structures qu'il

est possible d'�echanger entre individus ([Fog95]). De mani�ere g�en�erale, chaque individu d'une

population de taille S subit une mutation dont la s�ev�erit�e est li�ee �a sa �tness. Ensuite, les S

meilleurs parmis les parents et les enfants sont choisis pour faire partie de la population �a la

g�en�eration suivante. D'autres m�ecanismes de s�election peuvent être utilis�es sur les 2S individus
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comme la s�election par tournoi mais la s�election reste toujours �elististe.

Dans cette th�ese, nous avons utilis�e un algorithme d'�evolution d�eriv�e de l'algorithme GNARL

[A94] pour faire �evoluer des r�eseaux de neurones r�ecurrents ou feed-forward. Apr�es avoir rappel�e

les caract�eristiques principales de cet algorithme, nous pr�esenterons en d�etail les modi�cations

que nous y avons apport�e.

2.2.3 L'algorithme GNARL

Cet algorithme qui est d�ecrit dans [A94] et [A93] a pour but de d�eterminer la structure ainsi

que tous les poids d'un r�eseau de neurones r�ecurrents a�n de r�esoudre une certaine tâche. Le

principe de cet algorithme est le suivant :

Une population de N r�eseaux �evolue pendant un certain nombre de g�en�erations. A chaque

g�en�eration, les N=2 meilleurs r�eseaux subissent une mutation (dont la s�ev�erit�e d�epend de sa

�tness) alors que les autres sont retir�es. La population de la g�en�eration suivante est constitu�ee

de ces N=2 r�eseaux ayant subit une mutation ainsi que de leurs parents. Deux cat�egories de

mutations sont utilis�ees dans cet algorithme : les mutations architecturales qui modi�ent la

structure du r�eseau et les mutations param�etriques qui modi�e les poids des connexions.

La di��erence principale entre l'algorithme GNARL et celui utilis�e ici r�eside principalement dans

l'application des di��erentes mutations disponibles. En e�et, en ce qui concerne notre algorithme

(que nous appellerons algorithme A), on utilise une strat�egie d'application des mutations. De

plus on introduit de nouvelles mutations dont les e�ets seront discut�es plus loin dans ce chapitre.

Notre algorithme e�ectue les tâches suivantes :

� Cr�eation de la population initiale ;

� Evaluation de la performance (ou �tness) de chaque individu ;

� Cr�eation de la population interm�ediaire ou s�election;

� Application des op�erateurs de mutations sur la population interm�ediaire.

Tout comme l'algorithme GNARL ainsi que tous les autres algorithmes de programmation

�evolutionnaire, nous n'avons pas introduit un op�erateur de croisement. En e�et, il nous semble

impossible de trouver un tel op�erateur pour un r�eseau de neurones r�ecurrent ou feed-forward qui

soit s�emantiquement signi�catif, c'est-�a-dire qui ait la valeur d'un croisement et non pas d'une

mutation comme cela serait le cas si on �echangeait une partie d'un r�eseau. Un croisement a un

sens si il agit sur l'espace des g�enotypes et non pas sur celui des ph�enotypes car un point de

ce dernier espace constitue un tout alors qu'un point appartenant �a l'espace des g�enotypes est

form�es �a partir d'un ensemble de sous{structures de bases permettant l'utilisation e�cace de

l'op�erateur de croisement.

2.3 L'algorithme A

2.3.1 Cr�eation de la population initiale

La population initiale est cr�e�ee al�eatoirement en respectant les possibles contraintes pouvant

exister et communes �a tous les individus. Ainsi, le nombre de neurones d'entr�ee et le nombre de

neurones de sortie sont �x�es �a l'avance et ne varient pas au cours de l'�evolution. Par ailleurs,
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le nombre de neurones cach�es est choisi al�eatoirement et uniform�ement sur un intervalle d�e�ni

auparavant par l'utilisateur. Il en est de même en ce qui concerne le nombre de connexions

totales de chaque r�eseau : la densit�e de connexions indique, ind�ependamment du nombre de

neurones, le nombre total de connexions d'un r�eseau. Cette �echelle varie de 1 �a 10, 1 signi�ant

que chaque neurone est connect�e �a au moins un autre neurone et 10 signi�ant que chaque neurone

est connect�e �a (nombre de neurones cach�es + nombre de neurones de sortie) autres neurones

(certains pouvant être les mêmes). La densit�e pour chaque r�eseau est tir�ee al�eatoirement et

uniform�ement sur tout intervalle inclus dans l'intervalle [1; 10]. En�n, la valeur des poids des

connexions est tir�e al�eatoirement et uniform�ement sur l'intervalle [�1; 1].

2.3.2 Evaluation de la performance de chaque individu

L'algorithme que nous utilisons a pour but de minimiser la fonction de �tness, ainsi le meilleur

individu d'une population est celui qui a la �tness la plus petite tandis que la �tness la plus

elev�ee sera en fait la �tness du plus mauvais individu.

2.3.3 Application de l'op�erateur de s�election

Connaissant la �tness de chaque individu, on veut avantager ceux dont la performance est

sup�erieure �a la moyenne (par rapport au reste de la population). Pour cela, on calcule pour

chaque individu le rapport

T (i) =

f

max

� f

i

f

max

�

�

f

i = 1; :::; S

ou S est la taille de la population,

f

max

est la performance du plus mauvais individu,

f

i

est la �tness de l'individu i,

�

f est la �tness moyenne sur toute la population.

L'individu i sera copi�e E[T (i)] fois (E[x] est la partie enti�ere de x) dans la population in-

term�ediaire et sa probabilit�e pour qu'il soit copi�e une fois de plus est T (i) � E[T (i)] tout en

maintenant constante la taille de la population (le plus mauvais ne �gure jamais dans la popu-

lation interm�ediaire).

On remarque que la s�election est moins d�eterministe que dans l'algorithme GNARL pour lequel

les S=2 meilleurs individus subissent une mutation alors que les autres sont retir�es.

2.3.3.1 Application des op�erateurs de mutations

La population interm�ediaire �etant cr�e�ee, on va maintenant pouvoir lui appliquer les op�erateurs

de mutations. On dresse tout d'abord une liste de ces op�erateurs.

Mutation des poids des connexions

Cette mutation ajoute un bruit gaussien au poids d'une connexion. L'importance de la pertur-

bation est li�ee �a la �tness du r�eseau auquel la connexion appartient.

Si w est le poids d'une connexion alors sa nouvelle valeur ~w est:



30 Chapitre 2. Les algorithmes d'�evolution

(

~w = w +N(0; T )

avec T = U(0; 1)

f

f

max

(2.1)

et N(�; �) est la variable al�eatoire gaussienne de variance �,

U(0; 1) est la variable al�eatoire uniforme sur [0; 1],

f est la �tness du r�eseau,

f

max

est la �tness maximum sur toute la population.

Dans l'algorithme qui a �et�e utilis�e, on a consid�er�e les mutations suivantes:

� mutation de tous les poids des connexions d'un r�eseau ;

� mutations de tous les poids des connexions rentrantes d'un neurone (choisi al�eatoirement) ;

� mutations de tous les poids des connexions sortantes d'un neurone (choisi al�eatoirement).

On note respectivement ces mutations W, W

in

et W

out

.

Mutation de la fonction de transfert

La fonction de transfert d'un neurone peut contenir un param�etre comme cela est le cas pour la

fonction sigmo��de standard : g

�

(x) =

1

1+exp(��x)

. On peut alors d�e�nir une nouvelle mutation

analogue aux mutations des poids des connexions en pr�ecisant que le facteur � d�epend de

chaque neurone et que lors de la cr�eation de la population initiale, le � de chaque neurone sera

tir�e al�eatoirement et uniform�ement sur un intervalle d�e�ni par l'utilsateur.

On d�e�nit alors une nouvelle mutation analogue aux mutations des poids des connexions.

La nouvelle valeur

~

� est:

(

~

� = � +N(0; T )

avec T = U(0; 1)

f

f

max

(2.2)

Cet op�erateur a pour e�et de multiplier tous les poids des connexions rentrantes d'un neurone

par une même constante. Le paragraphe 2.6 �etudie l'inuence de cette mutation (qui ne fait

pas partie des mutations utilis�ees dans l'algorithme GNARL) sur un probl�eme d'identi�cation

d'une fonction.

Mutations architecturales

Ces mutations sont les mêmes que dans [A93]:

� Mutation sur une connexion (la mutation `ajouter une connexion' est not�ee C+ et la

mutation `enlever une connexion' est not�ee C�) ;

� Mutation sur un neurone (la mutation `ajouter un neurone' est not�ee U+ et la mutation

`enlever un neurone' est not�ee U�).
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2.3.4 Classement des mutations

On consid�ere que l'on traite un r�eseau constitu�e de r sous{r�eseaux r

i

(i = 1; :::; r) (voir �gure

2.1). Le cas d'un r�eseau unique se d�eduit en consid�erant qu'il est constitu�e d'un seul sous{r�eseau.

On divise l'ensemble des mutations en deux classes : les mutations param�etriques et les mutations

architecturales. De plus, on consid�ere que deux mutations sont di��erentes même si elle sont

identiques mais qu'elles n'agissent pas sur le même sous{r�eseau.

R R

R
0

1 2

Figure 2.1: Exemple d'un r�eseau comportant 3 entr�ees et 2 sorties et constitu�e de 3 sous{r�eseaux

: le sous{r�eseaux R

0

a 3 entr�ees et 2 sorties et les sous{r�eseaux R

1

et R

2

ont une entr�ee et une

sortie.

Les mutations param�etriques

Ce type de mutation agit sur l'ensemble des poids de toutes les connexions ainsi que sur la

fonction de transfert. On appelle p

i

l'ensemble des mutations param�etriques agissant sur le

sous{r�eseau r

i

, p l'ensemble des mutations param�etriques agissant sur les connexions entre

sous{r�eseau et P l'ensemble de toutes les mutations param�etriques.

p

i

= fW

i

; �

i

;W

i

in

;W

i

out

g

p = fW;W

in

;W

out

g

P =

r

S

i=1

p

i

[ p

Les mutations architecturales

Ces mutations n'agissent que sur la structure des sous{r�eseaux car la structure du r�eseau ne

variera pas au cours de l'�evolution mais sera �x�ee et identique pour tous les r�eseaux. On appelle

a

i

l'ensemble des mutations architecturales agissant sur le sous{r�eseau r

i

et A l'ensemble de

toutes les mutations architecturales.

a

i

= fC

i

+

;C

i

�

;U

i

+

;U

i

�

g

A =

r

S

i=1

a

i



32 Chapitre 2. Les algorithmes d'�evolution

2.3.5 Strat�egie d'application des mutations

Ce paragraphe pr�esente la strat�egie d'application de chaque mutation tout au long de l'�evolution.

L'application d'une telle strat�egie a �et�e motiv�ee par la volont�e d'appliquer les di��erentes muta-

tions de mani�ere non d�eterministes et ainsi de pouvoir adapter le type de mutation pour chaque

r�eseau au cours de l�evolution. L'id�ee principale r�eside tout d'abord dans le fait que lorsque

l'on change la topologie d'un r�eseau, il faut lui laisser un certain nombre de g�en�eration pour

adapter l'ensemble de ses poids. Plus g�en�eralement, on laisse a chaque mutation param�etrique

un nombre de g�en�eration (�x�e au d�ebut de l'�evolution) pour augmenter la performance d'un

r�eseau. Si cette performance n'augmente pas pendant ce nombre de g�en�eration, on change de

type de mutation.

Avant de pr�esenter l'organigramme de cette strat�egie (�gure 2.2), nous faisons quelques remar-

ques importantes :

� Cette strat�egie s'applique de mani�ere ind�ependante �a chaque r�eseau.

� A la g�en�eration z�ero, tous les r�eseaux commencent avec la mutation W

i

avec i choisi

al�eatoirement.

� On consid�ere que le gain en �tness d'un r�eseau est su�sant si:

Fitness(t)� Fitness(t�B) >

Fitness(t)

100

o�u Fitness(t) indique la �tness du r�eseau �a la g�en�eration t, B est le nombre de g�en�erations

de base qui est �x�e au d�ebut de l'�evolution et qui est identique pour chaque r�eseau.

� Lorsqu'on choisit une nouvelle mutation, c'est selon une certaine probabilit�e qui a �et�e �x�ee

au d�ebut de l'�evolution pour chaque type de mutation.
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?

?

?

?

-

6

On applique M pendant

B g�en�erations

M = W

i

G�en�eration 0

M est architecturale ?

TEST:

nonoui

mutation M dans l'ensemble

On choisit une nouvelle

non

oui

on applique M pendant

une g�en�eration

-

6

�

mutation M dans l'ensemble

On choisit une nouvelle

le gain en �tness

est-il su�sant ?

fA

S

PgnM

TEST:

P

Figure 2.2: Organigramme de la strat�egie d'application de l'ensemble des mutations pour chaque

r�eseau.
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2.4 Adaptation de l'algorithme A pour l'optimisation param�e-

trique

Nous nous situons dans le cadre de l'optimisation param�etrique o�u l'espace de recherche est IR

N

(N �etant le nombre de param�etres �a identi�er). Nous travaillons directement sur l'espace de

recherche sans faire de projection sur l'espace f0; 1g

N

.

Mis �a part les �etapes de cr�eation de la population initiale et d'application des op�erateurs de

mutations, l'algorithme est identique �a celui utilis�e pour l'�evolution des r�eseaux de neurones.

La cr�eation de la population initiale consiste ici �a tirer al�eatoirement et uniform�ement une

s�erie de vecteurs appartenant �a IR

N

ou �a un sous{espace de IR

N

. L'application des op�erateurs

de mutations est quant �a lui remplac�e par l'application des op�erateurs de mutations et de

croisements.

2.4.1 Les mutations

Si l'on note l'individu x avec x = fx

i

g

n

i=1

alors cette mutation ajoute un bruit gaussien aux x

i

.

La nouvelle valeur de x

i

sera

(

~x

i

= x

i

+N(0; T )

avec T = U(0; 1)

f

f

max

(2.3)

et N(�; �) est la variable al�eatoire gaussienne de variance �,

U(0; 1) est la variable al�eatoire uniforme sur [0; 1],

f est la �tness de l'individu x,

f

max

est la �tness maximum sur toute la population.

Dans l'algorithme qui a �et�e utilis�e, on a consid�er�e les mutations suivantes:

� mutation de tous les x

i

, i = 1; :::; n (not�ee M

1

);

� mutation d'un seul x

i

avec i tir�e al�eatoirement (not�ee M

2

).

2.4.2 Croisement entre deux individus

Nous utilisons le même type de croisements introduit par [Mic92] et [Rad91].

� Un premier type de croisement entre deux individus X = fx

1

; :::; x

N

g et Y = fy

1

; :::; y

N

g

consiste �a choisir al�eatoirement un point de croisement (2 [1; N ]) et �a �echanger les frag-

ments se trouvant �a droite de ce point.

(x

1

; x

2

; :::; x

N�1

; x

N

)

(y

1

; y

2

; :::; y

N�1

; y

N

)

)

!

(

(x

1

; x

2

; :::; x

l

; y

l+1

; :::; y

N�1

; y

N

)

(y

1

; y

2

; :::; y

l

; x

l+1

; :::; x

N�1

; x

N

)

Ce croisement est not�e Cr

1

;

� Pour le croisement barycentrique on tire � uniform�ement sur [0,1] et on e�ectue l'op�eration

suivante :
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(x

1

; x

2

; :::; x

N�1

; x

N

)

(y

1

; y

2

; :::; y

N�1

; y

N

)

)

!

(

(�x

1

+ (1� �)y

1

; :::; x

N

+ (1� �)y

N

)

((1 � �)x

1

+ �y

1

; :::; (1 � �)x

N

+ �y

N

)

Ce croisement est not�e Cr

2

.

2.4.3 Strat�egie d'application des mutations et des croisements

Cet algorithme �etant une adaptation de l'algorithme A �a l'optimisation param�etrique, nous

avons donc juste adapt�e la strat�egie en fonction des nouveaux op�erateurs g�en�etiques.

Comme dans le cas des r�eseaux de neurones, nous faisons quelques remarques sur la strat�egie

d'application dont l'organigramme sera pr�esent�e dans la �gure 2.3.

� Cette strat�egie s'applique de mani�ere ind�ependante pour chaque individu.

� A la g�en�eration z�ero, chaque individu commence avec une mutation choisie al�eatoirement.

� On consid�ere que le gain en �tness est su�sant si:

Fitness(t)� Fitness(t�B) >

Fitness(t)

100

o�u Fitness(t) indique la �tness du r�eseau �a la g�en�eration t, B est le nombre de g�en�erations

de base qui est �x�e au d�ebut de l'�evolution et qui est identique pour chaque r�eseau.

� Lorsqu'on choisit une nouvelle mutation, c'est selon une certaine probabilit�e qui a �et�e �x�ee

au d�ebut de l'�evolution pour chaque type de mutation.

� Lorsque l'op�erateur g�en�etique est un croisement, il faut trouver un autre individu dans

la population dont l'op�erateur courant est identique. Si cet autre r�eseau n'existe pas, on

passe �a l'�etape suivante sans appliquer le croisement.
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Figure 2.3: Organigramme de la strat�egie d'application de l'ensemble des mutations pour chaque

r�eseau.
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2.5 Inuence du nombre de g�en�erations de base sur l'�evolution

Nous rappellons que le nombre de g�en�erations de base (not�e B) d�esigne le nombre de g�en�erations

laiss�ees �a une mutation param�etrique pour am�eliorer la performance de l'individu sur lequel on

applique cette mutation. Le but de ce paragraphe est de d�eterminer si il existe des valeurs

de B pour lesquels les r�esultats sont meilleurs ou bien si au contraire ce param�etre n'inue

pas signi�cativement sur l'�evolution. Pour cela, nous pr�esentons plusieurs s�eries de 30 calculs

e�ectu�es avec des valeurs di��erentes de B et pour le probl�eme d'identi�cation d'une fonction f

de IR dans IR avec f(x) =

15x

1+15x

en utilisant 11 points test r�epartis sur l'intervalle [0,1].

La table 2.5 donne la moyenne sur les 30 et les 25 meilleurs calculs des meilleurs �tness obtenus

pour plusieurs valeurs du nombre de g�en�erations de base (le nombre de g�en�erations maximale

est de 7500) et la table 2.5 pr�esente la r�epartition des 30 r�eseaux en fonction de leur �tness

�egalement pour plusieurs valeurs de B. Etant donn�e que les courbes d'�evolutions ne pr�esentent

pas des caract�eristiques sensiblement di��erentes, nous ne les pr�esenterons pas. Les di��erentes

G�en�erations de base 1 3 5 7 10 15 17 20 25 30 50

30 calculs 5.02 3.98 3.90 4.56 5.14 4.21 4.56 3.65 2.83 5.64 5.73

25 meilleurs calculs 3.85 3.32 3.45 3.6 3.77 3.08 3.04 2.72 2.20 3.03 3.69

Meilleur �tness 0.81 0.49 0.71 0.77 1.19 0.72 0.62 0.78 0.38 0.78 0.84

Table 2.1: Valeur de la moyenne sur les 30 calculs et les 25 meilleurs calculs des meilleurs

�tness ainsi que la valeur de la meilleur �tness (sur les 30 calculs) pour plusieurs valeurs du

nombre de g�en�erations de base (les valeurs des �tness ont �et�e multipli�ees par 100). Le nombre

de g�en�erations maximale est de 7500

Fitness �100

B

<1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 >10

1 1 3 4 6 6 2 4 0 2 0 2

3 2 5 2 6 5 5 2 2 1 0 0

5 1 2 6 7 6 5 3 0 0 0 0

7 1 7 2 4 1 9 2 1 1 0 2

10 0 2 9 5 2 6 3 0 0 0 3

15 2 6 3 7 3 4 1 0 2 1 1

17 2 5 6 8 1 2 2 1 0 0 3

20 1 5 6 12 2 3 0 0 0 0 1

25 6 6 5 5 5 2 0 0 0 1 0

30 3 4 5 7 4 1 0 2 0 1 3

50 2 2 5 7 4 0 5 0 0 1 4

Table 2.2: Nombre de r�eseaux en fonction de la �tness pour plusieurs valeurs du nombre de

g�en�erations de base B.
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tables nous permettent de montrer que pour B sup�erieur �a 15 et en particulier pour B=25

les r�esultats obtenus sont meilleurs si on raisonne aussi bien en terme de nombre de r�eseaux

performants qu'en performance du meilleur individus. Cependant, il semble �etrange de constater

des di��erences aussi prononc�ee lorsque le nombre de g�en�erations de base varie de 20 �a 25 ou de

25 �a 30 par exemple. On peut alors penser que ce r�esultat est li�e au nombre total de g�en�erations

et/ou au probl�eme d'identi�cation.

Dans les deux applications que nous pr�esenterons aux chapitres 3 et 4, nous avons choisi de �xer

le nombre de g�en�erations de base �a 25.

2.6 Inuence de la mutation � sur l'�evolution

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de d�emontrer l'e�cacit�e de la mutation � sur l'�evolution

d'une population de r�eseau de neurones.

Nous avons donc �etudi�e le probl�eme qui consiste �a identi�er la fonction f de IR dans IR avec

f(x) =

15x

1+15x

en utilisant 11 points test r�epartis sur l'intervalle [0,1] (même probl�eme que celui

du paragraphe pr�ec�edent).

Pour se rendre compte de l'inuence de la mutation �, nous avons lanc�e 30 calculs en utilisant

cette mutation, 30 calculs sans l'utiliser et pour deux valeurs de B ce qui repr�esente 4 types de

calculs.

La table 2.3 indique l'ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme et la �gure 2.4 donne la

moyenne sur les 30 calculs de l'�evolution de la �tness minimum ainsi que les meilleurs �evolutions

pour les deux types de calculs.

Taille de la population: 40

Nombre maximal de g�en�erations: 7500

G�en�erations de base : 5 et 25

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:45 et 0:30 pC

+

= 0:15

p� = 0 et 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:125

pW

out

= 0 pU

�

= 0:125

Table 2.3: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution pour les 120 calculs.
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�evolutions pour B=5 et B=25.
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Figure 2.5: Nombre de r�eseaux en fonction de la �tness pour les 60 calculs avec B=5 (en haut)

et B=25 (en bas). A gauche, sans utiliser la mutation � et �a droite en utilisant � avec une

probabilit�e de 0.15 (ex: pour B=5 et p

�

=0.15 il y a 7 r�eseaux sur 30 dont la �tness est comprise

entre 0.03 et 0.04).

Tout d'abord, on constate clairement que l'utilisation de la mutation � donne de meilleurs

r�esultats comme le montre la �gure 2.4. Plus pr�ecis�ement, cette mutation permet �a un moment

de l'�evolution de contribuer �a diminuer la �tness puisque l'on remarque que le nombre de r�eseaux

qui ont une �tness sup�erieure �a 0:1 est de 9 si on compte les deux cas de �gure o�u on n'utilise

pas la mutation � (B = 5 et B = 25) alors qu'il est nul lorsqu'on utilise cette mutation (�gure

2.5). Cependant, c'est la seule di��erence que l'on constate pour le cas o�u B = 5 alors que les

r�esultats sont nettement meilleurs comme le montre la r�epartition du nombre de r�eseaux \vers

les �tness basses" lorsque B = 25 et p

�

= 0:15.

Ainsi, dans les deux applications que nous pr�esenterons dans les chapitres 3 et 4, nous avons

�x�e la probabilit�e p

�

�a 0.15 et B �a 25.



Chapitre 3

Identi�cation de la fonction

isotherme en chromatographie

3.1 La chromatographie pr�eparative

La chromatographie est un processus physique qui a pour but la s�eparation des divers com-

posants constituant un m�elange chimique et qui est fond�ee sur l'a�nit�e di��erente de chaque

composant pour un milieu donn�e.

Le principe est le suivant : on injecte le m�elange dans un tube de grande longueur et de faible

diam�etre empli d'un solide poreux que l'on appelle colonne. Chaque composant va passer d'une

phase mobile (d�eplacement des composants) �a une phase stationnaire dont la dur�ee varie en

fonction de chaque corps constituant le m�elange. La phase mobile (gazeuse ou liquide) est as-

sur�ee par un uide vecteur inject�e en tête de colonne et dont le d�ebit est connu. La phase

stationnaire est la phase pendant laquelle un composant va être retenu par le milieu poreux. Il y

aura absorption si ce composant se �xe sur ce milieu solide (on parlera alors d'une phase station-

naire solide). Une autre possibilt�e est l'adsoption de ce composant par un liquide �x�e sur cette

structure poreuse (on parlera alors d'une phase stationnaire liquide). Par la suite, on utilisera

le terme d'adsorption aussi bien dans un cas que dans l'autre. La dur�ee de la phase stationnaire

d�epend du composant lui même ainsi que des autres composants en pr�esence. Les composants

vont donc se propager le long de la colonne �a des vitesses di��erentes si bien que chacun d'entre

eux en sortira �a un moment di��erent : ils seront s�epar�es. La variation de concentration en sortie

de colonne au cours du temps s'appelle le chromatogramme.

Les mod�eles de chromatographie que nous utiliserons sont des mod�eles adapt�es pour la chro-

matographie pr�eparative qui est le nom que l'on donne �a la chromatographie lorsqu'elle est

utilis�ee en temps que proc�ed�e industriel de s�eparation. De par sa nature la propagation dans ce

type de processus est non lin�eaire et la di�usion peut être n�eglig�ee.

Chaque combinaison entre phase mobile et phase stationnaire donne lieu �a un mod�ele di��erent

(chromatographie liquide-solide encore appel�ee chromatographie en phase liquide par exemple).

Les mod�eles �etudi�es sont valables pour la chromatographie en phase liquide ou gazeuse.

Les �equations du mod�ele de propagation sont volontairement simpli��ees a�n d'avoir une vue

d'ensemble du probl�eme et pour ne pas alourdir inutilement les notations. Cependant tous les

r�esultats ont �et�e obtenus en utilisant un mod�ele plus r�ealiste n�ecessaire �a l'utilisation de vraies

donn�ees exp�erimentales (vrais chromatogrammes). Dans ce chapitre, on s'int�eresse au probl�eme

41
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inverse qui consiste �a identi�er la fonction isotherme, que l'on appelera simplement isotherme

par la suite. Cette fonction non lin�eaire de IR

M

vers IR

M

, o�u M est le nombre de corps con-

stituant le m�elange, traduit l'�etat d'�equilibre isotherme (c'est-�a-dire �a temp�erature constante)

entre la phase mobile et la phase stationnaire et intervient dans le mod�ele math�ematique de

propagation.

Connaissant les conditions exp�erimentales (dur�ee et vitesse d'injection du melange, �etat ini-

tial de la colonne, quantit�e inject�ee dans la colonne) et cette fonction, le mod�ele nous permet

d'obtenir les chromatogrammes (probl�eme direct). Le probl�eme inverse consiste alors, �a partir

des conditions exp�erimentales et des chromatogrammes, �a retrouver la fonction isotherme. Pour

cela nous emploierons quatre m�ethodes �evolutionnaires que nous avons en partie pr�esent�ees au

chapitre 2.

Figure 3.1: Principe de la chromatographie : la colonne est vide, et au temps t = 0, on injecte

le m�elange constitu�e de M composants (ici M = 2) pendant une dur�ee t

inj

(on dit qu'on injecte

un \cr�eneau"). Les composants vont ensuite se propager �a des vitesses di��erentes et ainsi être

s�epar�es lorsqu'ils sortiront de la colonne.
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Figure 3.2: Chromatogramme obtenu pour une injection en tête de colonne au temps t = 0 d'un

m�elange (dans ce cas il y a un seul composant chimique) ayant une concentration de 0.5 mol/l

pendant 15 secondes �a une vitesse de 12.3 cm/s. La colonne mesure 25 cm.

3.2 Le probl�eme direct

On �etudiera uniquement des mod�eles de propagation en chromatographie pr�eparative. Pour la

mod�elisation les hypoth�eses suivantes ont �et�e faites :

� la colonne est consid�er�ee comme monodimensionelle (de longueur L) ;

� la temp�erature T est constante ;

� la di�usion axiale est n�eglig�ee ;

� la vitesse de transfert entre les phases stationnaires et mobiles est in�nie et il n'y a pas de

r�eaction chimique ;

� le processus chromatographique est quasi-statique (succession continue d'�etats d'�equilibres

thermodynamiques).

L'�ecriture des �equations de conservation de la masse nous m�ene alors �a un mod�ele de prop-

agation qui entre dans le cadre de la th�eorie des syst�emes hyperboliques non lin�eaires �a une

dimension d'espace du premier ordre et qui s'�ecrit de mani�ere tr�es g�en�erale [VG76, J90]

(

@

z

w + @

t

f(w) = 0; 0 � z � L; t > 0

w(0; t) = w

inj

(t); w(z; 0) = w

init

(z)

(3.1)

o�u (z; t) est dans le domaine [0; L]� [0;+1[, w(z; t) = (w

1

(z; t); :::; w

M

(z; t))

T

est le vecteur

des quantit�es des corps chimiques se propageant dans la colonne (w(L; t) exprime le chro-

matogramme) et f = (f

1

; :::; f

M

)

T

le ux du syst�eme (3.1) qui est une application r�eguli�ere

de IR

M

vers IR

M

. Le ux se d�ecompose en une partie lin�eaire et une partie non lin�eaire appel�ee
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isotherme et qui exprime l'�etat d'�equilibre isotherme entre la phase mobile et le phase station-

naire.

Usuellement, les systemes de lois de conservation s'�ecrivent avec l'espace et le temps invers�es par

rapport �a (3.1) mais l'�etude math�ematique reste la même. La donn�ee initiale usuelle est dans

notre cas la donn�ee d'injection (w(0; t)) et l'�etat initial de la colonne (w(z; 0)) est �equivalent �a

une condition aux limites.

De plus, le syst�eme (3.1) est un syst�eme de M �equations aux d�eriv�ees partielles �a M in-

connues. Pour des mod�eles d'isothermes simples, on arrive �a d�emontrer l'existence et l'unicit�e

d'une solution pour les syst�emes du type (3.1) ainsi que la convergence de certains sch�emas

num�eriques [J90]. Pour des mod�eles d'isothermes plus compliqu�es, ce n'est pas le cas, mais on

arrive cependant �a avoir une validation num�erique pour des sch�emas de Godunov ou de Van-Leer.

Connaissant les conditions exp�erimentales et la fonction isotherme, le probl�eme direct con-

siste alors �a r�esoudre le probl�eme (3.1). La solution peut ensuite être compar�ee avec des donn�ees

r�eelles (r�esultats d'une vraie simulation) a�n de valider le mod�ele.
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Figure 3.3: Le probl�eme direct : il peut être soit simul�e (on a alors besoin d'un mod�ele

d'isotherme) soit r�ealis�e exp�erimentalement.

Comme on l'a vu, pour r�esoudre ce probl�eme, il faut utiliser un sch�ema num�erique et un

mod�ele d'isotherme.

3.2.1 M�ethode num�erique de r�esolution

A�n de r�esoudre num�eriquement l'�equation (3.1), on utilise le proc�ed�e de discr�etisation de Go-

dunov ou sch�ema de Godunov [G59].

Les valeurs propres du jacobien du ux f �etant positives ou nulles, cela nous permet de d�eduire

une forme tr�es simple pour ce sch�ema :

(

w

n+1

j

= w

n

j

� �(f(w

n

j

)� f(w

n

j�1

))

w

0

j

= w

inj

j

; w

n

0

= w

init

n

(3.2)
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o�u � =

�z

�t

est constante, �z et �t �etant respectivement le pas d'espace et le pas de temps.

w

n

j

est une approximation de la solution w au point (n�z; j�t) et f = (f

1

; :::; f

M

)

T

le ux

du syst�eme (3.1) qui se d�ecompose en une partie lin�eaire et une partie non lin�eaire appel�ee

isotherme.

Comme on peut le constater, la complexit�e d'un tel sch�ema est en Z � R avec L = Z�z et

T = R�t (Z est le nombre de pas d'espace et R le nombre de pas de temps). Dans la pratique

elle est souvent inf�erieure et d�epend ainsi des conditions exp�erimentales. En e�et, on connâ�t

�a chaque pas de temps et pour chaque corps l'intervalle (2 [0; L]) o�u la concentration est non

nulle.

3.2.2 Les mod�eles d'isothermes

La fonction isotherme traduit l'�etat d'�equilibre isotherme (c'est-�a-dire �a temp�erature constante)

entre la phase mobile et la phase stationnaire et exprime la quantit�e (en nombre de moles) d'une

certaine esp�ece dans l'une des deux phases. Selon le type de chromatographie les contraintes sur

chaque phase et donc les relations d'�equilibre seront di��erentes.

On consid�ere que les interactions ont uniquement lieu en phase stationnaire.

L'isotherme de Langmuir

Ce mod�ele d'isotherme largement utilis�e [L16] prend en compte uniquement les interactions entre

les solut�es (composants chimiques constituant le m�elange) et l'adsorbant (liquide ou solide). On

a uniquement besoin des M �energies d'interaction entre solut�es et adsorbant pour exprimer

l'isotherme. L'�energie d'interaction E

m

entre une mol�ecule du composant m et l'adsorbant

permet de calculer le coe�cient de Langmuir K

m

.

A titre d'exemple, l'expression de l'isotherme pour un �equilibre gaz-solide s'�ecrit

h

m

(w) = N

�

w

m

1 +

M

P

m=1

w

m

; m = 1; :::;M

o�u N

�

d�esigne la quantit�e totale de mati�ere en phase stationnaire. On consid�erera un syst�eme

simpli��e de la chromatographie en posant N

�

= 1. Cependant, si l'on devait r�esoudre un

probl�eme avec des donn�ees r�eelles, il faudrait identi�er ce param�etre.

L'expression de l'isotherme peut s'�ecrire aussi en fonction de la concentration c

m

du corps m

h

m

(w) = N

�

K

m

c

m

1 +

M

P

m=1

K

m

c

m

; m = 1; :::;M

L'isotherme de Moreau-Valentin

Ce mod�ele d'isotherme est une g�en�eralisation de l'isotherme de Langmuir. On consid�ere qu'il y

a non seulement des interactions entre les solut�es et l'adsorbant (liquide ou solide) mais aussi

entre les mol�ecules en pr�esence.

La formulation analytique de cet isotherme est assez compliqu�ee et d�epend �evidemment des deux

phases. C'est pourquoi on ne donnera ici qu'une formulation tr�es g�en�erale de cet isotherme (pour
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plus de precision on renvoie �a [JV91]).

Pour ce mod�ele il faut pr�eciser le degr�e de l'isotherme. Plus le degr�e est �elev�e, plus on tient

compte des diverses possibilit�es d'interaction entre les solut�es. Ainsi, pour un probl�eme �a deux

corps et en consid�erant un isotherme de degr�e 4, on consid�erera entre autres l'interaction entre

trois mol�ecules du corps 1 et une mol�ecule du corps 2 (�energie d'interaction E

31

) alors que ce

n'est pas le cas pour un isotherme de degr�e 2.

De mani�ere g�en�erale, si l'on aM composants dans le m�elange et si l'on consid�ere un isotherme de

degr�e q, on aura besoin de

(q+1)(q+2):::(q+M)

M !

�1 �energies d'interaction pour exprimer l'isotherme.

Parmi ces param�etres, il y a les M coe�cients de Langmuir.

L'expression de l'isotherme de degr�e q pour un �equilibre gaz-solide s'�ecrit de mani�ere tr�es g�en�erale

h

m

(w) = N

�

w

m

@P

@w

m

qP

avec P polynôme de degr�e q en w

1

; : : : ; w

M

, fonction de divers param�etres dont tous les coe�-

cients �energ�etiques.

On retrouve l'expression d'un isotherme de Langmuir en posant q = 1 ou bien en consid�erant

que toutes les �energies d'interaction entres les solut�es en phase adsorb�ee sont nulles.

3.3 Le probl�eme inverse

La r�esolution du probl�eme inverse a pour but l'identi�cation de la fonction isotherme. Cette fonc-

tion n'est jamais pr�ecis�ement connue et le fait que seules quelques valeurs particuli�eres peuvent

etre calcul�ees rend impossible l'utilisation de m�ethodes d'approximation classique. Connais-

sant les conditions exp�erimentales et les r�esultats exp�erimentaux, on veut trouver la fonction

isotherme. Plusieurs approches pour r�esoudre ce probl�eme vont maintenant être pr�esent�ees. La

premi�ere a �et�e r�ealis�ee par Sepulveda [S94, JS94], tandis que les quatre autres sont l'objet de ce

chapitre.

3.3.1 La m�ethode du gradient

Le but de cette m�ethode ([S94]) est d'identi�er les coe�cients des isothermes pr�esent�es ci-dessus

connaissant le chromatogramme exp�erimental et les conditions initiales. On se ram�ene alors

alors �a un probl�eme de minimisation sous contraintes d'une fonction coût d�e�nie dans l'espace

des param�etres caract�erisant le mod�ele d'isotherme choisi. Pour r�esoudre ce probl�eme, on d�e�nit

un Lagrangien associ�e et on r�esout sous certaines hypoth�eses de regularit�e le syst�eme adjoint,

ce qui permet alors d'appliquer une m�ethode de gradient conjugu�e.

Cette m�ethode a montr�e qu'elle �etait capable de r�esoudre des probl�emes �a deux corps en chro-

matographie liquide-solide avec un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 (5 coe�cients

�a identi�er) �a partir de vrais chromatogrammes exp�erimentaux. Les inconv�enients de cette

m�ethode sont principalement l'importance du choix du point de d�epart (pour le gradient con-

jugu�e) et du type d'isotherme que l'on va utiliser pour l'identi�cation ce qui implique qu'il faut

connâ�tre le plus grand nombre d'informations possibles.
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3.3.2 Les m�ethodes �evolutionnaires

Nous allons maintenant pr�esenter plusieurs m�ethodes utilisant les algorithmes d'�evolution. Par

rapport �a la m�ethode du gradient, l'avantage de ces algorithmes est que leur r�eussite n'est pas

li�ee �a l'initialisation de la population.

3.3.2.1 La fonction de perfomance

Dans ces m�ethodes la performance d'un individu sera le r�esultat de la comparaison entre un

chromatogramme exp�erimental et le chromatogramme obtenu en r�esolvant le probl�eme direct.

Ce probl�eme direct sera r�esolu grâce aux conditions exp�erimentales et en utilisant l'individu

comme isotherme (voir la Figure 3.4).
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Figure 3.4: Calcul de la performance d'un individu pour le probl�eme inverse.

La r�esolution du probl�eme direct en utilisant l'individu I revient donc �a r�esoudre num�eriquement

le probl�eme

(

@

z

w + @

t

(w + I(w)) = 0; 0 � z � L; t > 0

w(0; t) = w

inj

(t); w(z; 0) = w

init

(z)

(3.3)

o�u (z; t) 2 [0; L] � [0;+1[, w(z; t) = (w

1

(z; t); :::; w

M

(z; t))

T

est le vecteur des quantit�es des

corps chimiques se propageant dans la colonne.

La performance f d'un individu est donc donn�ee par :

f =

M

X

i=1

kW

i

(t)� w

i

(L; t)k

L

2
(3.4)
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o�u W (t) = fW

i

(t)g

M

i=1

est le chromatogramme exp�erimental et w(z; t) = fw

i

(z; t)g

M

i=1

est la

solution de (3.3).

On verra par la suite qu'il sera n�ecessaire et/ou plus e�cace d'utiliser plusieurs conditions

exp�erimentales (et donc plusieurs chromatogrammes exp�erimentaux) au cours de l'�evolution (on

dira qu'on utilise plusieurs points test). La performance d'un individu sera alors

f =

1

N

N

X

n=1

M

X

i=1

1

p

n

i

kW

n

i

(t)�w

n

i

(L; t)k

L

2
(3.5)

o�u N est le nombre de conditions exp�erimentales , W

n

(t) = fW

n

i

(t)g

M

i=1

est le n-i�eme chro-

matogramme exp�erimental, w

n

(z; t) = fw

n

i

(z; t)g

M

i=1

est la solution du probl�eme (3.3) corre-

spondant �a la n-i�eme condition exp�erimentale et p

n

i

repr�esente la quantit�e du corps i inject�e

lors de l'exp�erience n. Ce dernier coe�cient permet d'avoir une repr�esentation �egale de chaque

experience au niveau de la �tness.

Les paragraphes suivants pr�esentent l'ensemble des m�ethodes �evolutionnaires que nous allons

utiliser dans ce chapitre.

3.3.2.2 Les r�eseaux de neurones comme mod�ele d'isotherme

Les r�eseaux de neurones peuvent constituer un bon mod�ele d'isotherme car, comme on l'a vu au

chapite 1, ils sont capables d'approcher toutes les fonctions continues. Par rapport au mod�ele

de Langmuir ou Moreau-Valentin, ce mod�ele pr�esente a priori l'avantage d'être plus g�en�eral et

donc il n'est pas n�ecessaire de choisir un type d'isotherme avant une identi�cation comme pour

la m�ethode du gradient.

Nous avons tout d'abord utilis�e des r�eseaux feed-forward mais, lorsque les r�esultats n'�etaient pas

jug�es su�samment bons, nous avons utilis�e les r�eseaux r�ecurrents qui en sont un sur-ensemble.

Comme on l'a vu au chapitre consacr�e aux r�eseaux de neurones (chapitre 1), les r�eseaux

r�ecurrents peuvent être utilis�es de deux mani�eres : soit dynamiquement pour les ph�enom�enes de-

pendant du temps ou bien statiquement et dans ce cas la sortie est un �etat d'�equilibre (lorsqu'il

existe) atteint apr�es stabilisation. Etant donn�e que la fonction isotherme ne d�epend pas du

temps c'est la deuxi�eme utilisation qui a �et�e choisie.

Par ailleurs, pour optimiser �a la fois les poids des connexions et la structure du r�eseau, nous

avons utilis�e l'algorithme �evolutionnaire inspir�e de l'algorithme GNARL [A94] qui a �et�e pr�esent�e

au chapitre 2.

3.3.2.3 Les fractions rationnelles comme mod�ele d'isotherme

Cette m�ethode utilise les fractions rationnelles comme mod�ele d'isotherme. Connaissant l'ensem-

ble des points de contrôle r�epartis uniform�ement sur un domaine D � IR

M

ainsi que leurs

valeurs, on peut calculer par interpolation par fraction rationnelle la valeur d'un point quelconque

appartenant �a D. On consid�erera pour l'instant connu le nombre de points de contrôle a�n de

v�eri�er la validit�e de cette approche mais, si l'on veut appliquer cette m�ethode pour un probl�eme

concret, il faudra faire ce choix qui n�ecessitera alors des informations suppl�ementaires (comme

pour le choix de l'isotherme dans la m�ethode du gradient).

Partant de ce mod�ele, on peut alors utiliser un r�eseau de neurones pour identi�er grâce �a notre

algorithme les valeurs de ces points, auquel cas on se ram�ene au cas ci-dessus, sauf les autres
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valeurs de la fonction isotherme demand�ees par le sch�ema de Godunov qui seront calcul�ees par

interpolation et non pas uniquement par le r�eseau (si l'on observe le sch�ema aux di��erences �nies

utilis�e pour la r�esolution du probl�eme direct, on s'aper�coit qu'en un certain nombre de points

qu'on appelera domaine d'identi�cation, il faut calculer la valeur de la fonction isotherme).

Cette approche qui sera pr�esent�ee au paragraphe 3.5, est motiv�ee par deux raisons : la premi�ere

est que l'on peut s'attendre �a une baisse des temps de calcul qui sont assez �elev�es en utilisant

la m�ethode �enonc�ee au paragraphe pr�ec�edent. La deuxi�eme raison est qu'il est sans doute plus

facile �a un r�eseau d'identi�er les valeurs des points de contrôle plutôt que d'identi�er toutes les

valeurs des points du domaine d'identi�cation.

Dans ce cas, on passe d'un individu �a l'isotherme de la mani�ere suivante :

Individu = R�eseau de neurones

#

Calcul des valeurs des points de contrôle

#

Interpolation par fraction rationnelle

#

Isotherme

Une autre approche consiste non plus �a identi�er les valeurs par un r�eseau de neurones mais

directement par un algorithme d'�evolution qui fera �evoluer une population de vecteurs r�eels de

taille p (p points de contrôle).

Individu = Vecteur r�eel de taille p

#

Interpolation par fraction rationnelle

#

Isotherme

Ces deux approches sont pr�esent�ees respectivement aux paragraphes 3.6 et 3.7.

3.3.2.4 Identi�cation des coe�cients des isothermes par algorithme d'�evolution

Cette m�ethode consiste �a utiliser les mod�eles d'isothermes existants (Moreau-Valentin ou Lang-

muir) et �a identi�er les coe�cients par un algorithme d'�evolution qui fera �evoluer une population

de vecteurs r�eels. Cette approche fera l'objet du paragraphe 3.8.

Du point de vue de l'optimisation param�etrique, cette m�ethode est plus simple que la m�ethode

pr�ec�edente car, pour un même probl�eme, il faut identi�er un moins grand nombre de coe�cients.

Ainsi, sur un probl�eme �a un corps, les param�etres d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e

4 sont au nombre de 5 alors qu'il faut 9 points de contrôle pour repr�esenter ce même isotherme

par une fraction rationnelle. Cependant cette derni�ere m�ethode o�re l'avantage de ne pas être

li�ee �a un mod�ele d'isotherme et peut donc être plus facilement g�en�eralis�ee.

3.4 Introduction aux r�esultats

Nous pr�esentons dans les paragraphes qui suivent, l'ensemble des r�esultats obtenus en utilisant

quatre m�ethodes d'identi�cation d'isothermes en chromatographie liquide-solide :
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� Identi�cation en utilisant les r�eseaux de neurones comme mod�ele d'isotherme (m�ethode

R�eseau: paragraphe 3.5).

� Identi�cation en utilisant les fractions rationnelles comme mod�ele d'isotherme et en identi-

�ant les valeurs des points de contrôle par un r�eseau de neurones (m�ethode R�eseau+Interpo-

lation: paragraphe 3.6).

� Identi�cation en utilisant les fractions rationnelles comme mod�ele d'isotherme et en identi-

�ant les valeurs des points de contrôle par un algorithme de strat�egie d'�evolution (m�ethode

ES+Interpolation: paragraphe 3.7).

� Identi�cation par algorithme g�en�etique des coe�cients des mod�eles d'isotherme existants

(paragraphe 3.8.1).

Dans chaque cas les chromatogrammes �a identi�er ont �et�e obtenus en r�esolvant un probl�eme

direct avec un isotherme connu et certaines conditions exp�erimentales. Pour l'ensemble de ces

calculs on a souvent �x�e le nombre de pas d'espace Z �a 50 pour ne pas avoir des temps de calcul

trop elev�es (ce qui a quand même �et�e le cas). De plus, �etant donn�e la nature stochastique des

algorithmes d'�evolution, on lance plusieurs fois le même calcul en utilisant les mêmes param�etres.

Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur deux types de machines dont les performances sont assez

proches : stations HP-PA 8000 et Pentium Pro �a 200 Mhz.

Par la suite, on pr�esentera des graphiques d'erreur relative d'une courbe par rapport �a une autre.

Si cette erreur concerne des chromatogrammes, elle aura �et�e calcul�ee en divisant la di��erence des

deux courbes en chaque point par la valeur maximale de la courbe de r�ef�erence (chromatogramme

exp�erimental) sinon, elle aura �et�e calcul�ee en divisant la di��erence des deux courbes en chaque

point par la valeur de la courbe de r�ef�erence sur ce point (isotherme �a identi�er).

On utilisera les notations suivantes:

Symbole Unit�es Signi�cation

L cm Longueur de la colonne.

T Kelvin Temp�erature.

t

inj

s Dur�ee de l'injection (largeur du cr�eneau).

u

0

cm/s Vitesse d'injection.

" Porosit�e ou fraction de vide.

c

inj

mol/l Concentration d'injection (quantit�e inject�ee dans la colonne).

c

init

mol/l Concentration initiale.

c

i

inj

mol/l Concentration d'injection pour le point test i.

c

i

init

mol/l Concentration initiale pour le point test i.

E

i

, E

ij

, E

ijk

cal/mol Coe�cients �energ�etiques intervenant dans l'isotherme.

K

i

l/mol Coe�cients de Langmuir.

Table 3.1: Liste des notations utilis�ees.
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3.5 Les r�eseaux de neurones comme mod�ele d'isotherme (m�e-

thode R�eseau)

On pr�esente tout d'abord quelques donn�ees utilis�ees pour l'initialisation de la population des

r�eseaux de neurones.

� Pour un probl�eme �a n corps, l'isotherme est une fonction de IR

n

vers IR

n

, donc les r�eseaux

utilis�es comporteront n entr�ees et n sorties.

� Le nombre de neurones cach�es ou interm�ediaires (not�e h) sera tir�e al�eatoirement et uni-

form�ement pour chaque r�eseau dans l'intervalle [1; 5].

� La fonction de transfert qu'on utilisera sera toujours la fonction sigmo��de �

�

(x) =

1

1+e

��x

.

On d�e�nit alors un intervalle de d�epart pour � qui sera toujours [�10; 10].

� On d�e�nit la densit�e de connexion qui indique ind�ependamment du nombre de neurones

le nombre total de connexions d'un r�eseau. Cette echelle varie de 1 �a 10, 1 signi�ant que

chaque neurone est connect�e �a au moins un autre neurone et 10 signi�ant que chaque

neurone est connect�e �a (h + le nombre de neurones de sortie) autres neurones (certains

pouvant être les mêmes). La densit�e pour chaque r�eseau sera toujours tir�ee al�eatoirement

et uniform�ement dans l'intervalle [1; 10].

� Lorsque les r�eseaux seront r�ecurrents, on utilisera toujours la m�ethode des it�erations suc-

cessives avec �t = 1 (m�ethode Euler 1 du chapitre 1) et une pr�ecision du calcul P = 0:001

(voir chapitre 1). De plus, on ne r�e-initialisera pas les neurones (voir chapitre 1) ce qui

pourra entrâ�ner une di��erence de r�esultats pour une meme entr�ee. Cependant, on esp�ere

que de tels r�eseaux seront �elimin�es par la s�election.

� Le nombre de g�en�erations de base (qui est un param�etre de notre algorithme (chapitre 2,

page 32)) sera toujours �egal �a 25.

� Lorsque la �tness n'augmente plus depuis 200 g�en�erations, on arrête le calcul.

Pour avoir une id�ee de la complexit�e des calculs, nous donnerons pour chaque r�esultat le

nombre total de fois o�u le programme a fait appel �a un r�eseau de neurones. Ce nombre est

�egal �a Nombre de calculs � Nombre de g�en�erations � Taille de la population � Complexit�e

du sch�ema . Cette formule est valable uniquement lorsque l'on prend en compte une seule

condition exp�erimentale (et donc un seul chromatogramme) dans la fonction de �tness (voir

(3.4)). Soulignons que le nombre de g�en�erations n'est pas forc�ement �egal au nombre maximal de

g�en�erations car on arrête le calcul lorsque la �tness n'augmente plus pendant 200 g�en�erations.

Dans le cas o�u l'on utilise plusieurs conditions exp�erimentales (voir (3.5)), on remplace la com-

plexit�e du sch�ema par la somme des complexit�es des di��erents sch�emas, car la complexit�e d�epend

des conditions exp�erimentales. En r�ealit�e, la complexit�e du sch�ema multipli�ee par la taille de la

population n'est pas exactement �egale au nombre d'appels total aux r�eseaux pour une g�en�eration.

Sans entrer dans les d�etails, cela est dû �a l'optimisation de la routine de simulation qui implique

que la complexit�e va d�ependre de la fonction isotherme qu'on utilise et donc, comme chaque

r�eseau est di��erent, on aura une complexit�e di��erente (mais du même ordre de grandeur) pour

chaque individu. Cette complexit�e tendra cependant au �l de l'�evolution vers la complexit�e du

sch�ema lorsqu'on utilise l'isotherme �a identi�er.
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3.5.1 Chromatographie liquide-solide �a un corps

3.5.1.1 Isotherme de Langmuir

Ce probl�eme consiste �a identi�er une fonction de IR dans IR. On commence par l'identi�cation

de l'isotherme de Langmuir (K = 15).

Les r�esultats repr�esentent le meilleur des 5 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50

r�eseaux de neurones feed-forward pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est

d'environ 5 heures CPU . La complexit�e du sch�ema est d'environ 1800 et au total le programme

a fait appel environ 700 millions de fois aux r�eseaux de neurones.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 35 s

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s Langmuir K

1

= 15

" = 0:5 c

inj

= 0.015 mol/l c

init

= 0 mol/l

Table 3.2: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.3: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.5: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 50 pas d'espace : chro-

matogrammes experimental et identi��e �a gauche et erreur relative �a droite.
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Figure 3.6: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) : valeurs des deux fonctions

isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes (�a droite).

On remarque que l'isotherme identi��e n'est pas valable sur tout l'intervalle. Si l'on observe le

sch�ema aux di��erences �nies (ici le sch�ema de Godunov), on s'aper�coit qu'en un certain nombre

de points (complexit�e du sch�ema) il faut calculer la valeur de la fonction isotherme et que tous

ces points appartiennent �a l'intervalle d�e�ni par la condition initiale et la condition d'injection, ce

qui explique qu'en dehors de cet intervalle (qu'on appellera domaine d'identi�cation) la fonction

isotherme ne sera pas identi��ee.

En r�ealit�e, l'ensemble des points constituant ce domaine d�epend de la fonction isotherme comme

l'indique le sch�ema de Godunov : pour calculer w

n+1

j

il faut connâ�tre f(w

n

j

) et f(w

n

j�1

) (f �etant

le ux constitu�e d'une partie lin�eaire et de la fonction isotherme). Ainsi, comme on travaille sur

une population de r�eseaux de neurones, chaque r�eseau aura son propre domaine d'identi�cation.

Cependant, même au d�ebut de l'�evolution, on ne constate aucune di��erence majeure sur les

bornes du domaine. Par contre, l'ensemble des points est di��erent (en nombre et en position)

mais tend rapidement au cours de l'�evolution vers le domaine d'identi�cation de l'isotherme �a

identi�er.
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Figure 3.7: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 50 pas d'espace sur le

domaine [0; 0:015]: valeurs des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre

les deux fonctions isothermes (�a droite) sur le domaine d'identi�cation.

On peut agrandir le domaine d'identi�cation en changeant la concentration d'injection.
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3.5.1.2 Isotherme de Langmuir sur un grand domaine

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 10 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50 r�eseaux

de neurones feed-forward pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 6

heures CPU ce qui est sup�erieur �a l'identi�cation pr�ec�edente; en e�et, la complexit�e du sch�ema

est d'environ 2200 et au total le nombre d'appels aux r�eseaux s'�el�eve environ �a 1.5 milliards.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s Langmuir K

1

= 15

" = 0:5 c

inj

= 0.1 mol/l c

init

= 0 mol/l

Table 3.4: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.5: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.

Temps (s)

C
on

ce
nt

ra
tio

n 
(m

ol
es

/li
tr

es
)

0 10 20 30 40 50 60 70 80

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07 Langmuir
Réseau

Temps(s)

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
 p

ou
rc

en
ta

ge

0 10 20 30 40 50 60 70 80

0

1

0.5

Figure 3.8: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 50 pas d'espace : chro-

matogrammes exp�erimental et identi��e �a gauche et erreur relative �a droite.

On remarque que contrairement aux tous premiers r�esultats obtenus sur ce même probl�eme

([FS95], voir Annexe), on obtient un domaine de validit�e beaucoup plus grand (environ 20 fois)

et il n'a pas �et�e n�ecessaire de prendre en compte d'autres points test (on avait dû utiliser 9

points test pour le meilleur r�esultat). Tout d'abord, les di��erences de r�esultats s'expliquent par

le fait que le nombre de g�en�erations est beaucoup plus elev�e (2000 contre 150) dans les r�esultats
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Figure 3.9: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 50 pas d'espace sur le

domaine [0; 0:1]: valeurs des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence entre les deux

fonctions isothermes (�a droite).

de cette th�ese. Ensuite, plusieurs modi�cations ont �et�e depuis apport�ees �a notre algorithme, ce

qui n'est sans doute pas n�egligeable. Par ailleurs, la di��erence au niveau du nombre de points

test est due au fait que le nombre de pas d'espace �etait beaucoup plus petit (environ 15) et donc

le nombre de points du domaine d'identi�cation �etait aussi faible, ce qui �etait alors compens�e

par un plus grand nombre de points test.

3.5.1.3 Isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4

Si pour l'identi�cation d'un isotherme de Langmuir le choix des r�eseaux de neurones feed-forward

en tant que mod�ele d'isotherme est su�sant, il semble que, pour des mod�eles d'isothermes plus

compliqu�es tels que l'isotherme de Moreau-Valentin, il est n�ecessaire d'utiliser les r�eseaux de

neurones r�ecurrents.

Pour aboutir �a ce r�esultat, nous avons e�ectu�e 80 calculs dont 40 en utilisant les r�eseaux feed-

forward et 40 en utilisant les r�eseaux r�ecurrents (chaque calcul faisant �evoluer 40 individus

pendant 2000 g�en�erations). Nous pr�esentons ci-dessous le meilleur r�esultat qui a �et�e obtenu

avec un r�eseau r�ecurrent. On �etudiera en d�etail dans le paragraphe suivant les r�esultats de cette

comparaison entre les deux types de r�eseaux ainsi que les conclusions qu'on peut en tirer.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 35 s Moreau de degr�e 4

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

inj

= 0.015 mol/l c

init

= 0 mol/l E

2

= -1000

E

3

= 1000

E

4

= -1000

Table 3.6: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.
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Taille de la population: 40

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.7: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.10: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 (K = 15; E

2

= �1000; E

3

=

1000; E

4

= �1000) avec 50 pas d'espace : chromatogrammes exp�erimental et identi��e �a gauche

et erreur relative �a droite.
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Figure 3.11: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:015]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite) sur l'intervalle [0; 0:05].

On remarque que même hors du domaine d'identi�cation (voir �gure 3.12), l'isotherme de

Moreau-Valentin est bien identif�e. Cependant, si l'on veut obtenir de mani�ere sûre un domaine

de validit�e plus grand, il faut changer les conditions exp�erimentales.
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Figure 3.12: Domaine d'identi�cation.

3.5.1.4 Isotherme de Moreau-Valentin sur un grand domaine

Jusqu'�a pr�esent, nous avons pris en compte un seul point test pour calculer la performance

d'un r�eseau. Cependant, pour ce probl�eme, le manque de r�esultats nous a conduit �a utiliser 2

points test, c'est-�a-dire que l'on a pris en compte deux chromatogrammes dans le calcul de la

performance (voir (3.5) dans le paragraphe 3.3.2).

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 10 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50 r�eseaux

de neurones r�ecurrents pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 55

heures CPU. Cela s'explique tout d'abord par une complexit�e tr�es elev�ee : on a deux points test

ce qui donne une somme des complexit�es d'environ 4000 (2200+1800) et au total le programme

a fait appel plus de 3 milliards de fois aux r�eseaux de neurones. Par ailleurs l'appel �a un r�eseau

r�ecurrent prend plus de temps que l'appel �a un r�eseau feed-forward.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s Moreau de degr�e 4

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= 0.1 mol/l c

0

init

= 0 mol/l E

2

= -1000

c

1

inj

= 0.015 mol/l c

1

init

= 0 mol/l E

3

= 1000

E

4

= -1000

Table 3.8: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Le choix du deuxi�eme point test n'est �evidemment pas hasardeux mais r�esulte du raison-

nement suivant. Nous avons tout d'abord lanc�e ces mêmes calculs mais en utilisant uniquement

le premier point test (voir table 3.8), obtenant des r�esultats assez moyens sur le domaine [0,0.1].

A partir du meilleur isotherme obtenu, nous avons simul�e d'autres propagations avec d'autres

conditions exp�erimentales, ce qui nous a permis de mettre en �evidence une zone commune o�u cet

isotherme n'�etait pas correctement identi��e en comparant les chromatogrammes obtenus avec

les chromatogrammes corrects (obtenus en simulant avec les mêmes conditions exp�erimentales

et l'isotherme que l'on doit identi�er). Il est important de souligner que ce raisonnement se fait

au niveau des chromatogrammes et non pas au niveau des isothermes qui ne sont pas connus a

priori. Par ailleurs, comme le montrent les �gures 3.15, les domaines d'identi�cation pour un et
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Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.9: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.13: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour chaque point test �a gauche et erreur

relative �a droite.

deux points test ne sont pas vraiment di��erents. Cependant la di��erence de r�esultats s'explique

par le fait que, pour un point test, l'algorithme d'�evolution arrive �a identi�er plus facilement

un isotherme dont la forme g�en�erale est correcte sauf sur la zone cit�ee plus haut plutôt qu'un

isotherme correct sur cette zone et moins bon ailleurs. Le fait de rajouter un point test oblige

en quelque sorte l'algorithme �a trouver un r�eseau qui identi�e correctement l'isotherme sur tout

le domaine. En fait, si l'on veut identi�er l'isotherme sur le domaine [0,0.1], il semble qu'un

troisi�eme point test soit n�ecessaire �a moins de changer le premier comme on aurait pu le deviner

en comparant les domaines d'identi�cation pour un et deux points. En e�et, les autres calculs

qui ont donn�e de bons r�esultats ainsi que les meilleurs identi�cations pour les autres m�ethodes

�evolutionnaires (voir paragraphes 3.6.1.2 et 3.7.1.1) pr�esentent le d�efaut de ne pas identi�er tr�es

bien l'isotherme au voisinage de 0.1.
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Figure 3.14: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite) sur l'intervalle [0; 0:25].
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Figure 3.15: Domaine d'identi�cation pour 1 point test (�a gauche) et 2 points test (�a droite).

3.5.1.5 Comparaison entre les r�eseaux r�ecurrents et les r�eseaux feed-forward

Cette comparaison a �et�e faite pour une identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de

degr�e 4. Pour chaque type de r�eseau, on a e�ectu�e 40 calculs. Le meilleur r�esultat est un r�eseau

r�ecurrent. Tout d'abord on montre les meilleurs r�esultats obtenus dans chaque cas.
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Figure 3.16: Identi�cation de l'isotherme de Moreau-Valentin : chromatogramme exp�erimental

et chromatogramme identi��e pour les deux types de r�eseaux.

Bien que cela ne se voit pas sur les Figures ci-dessus, le meilleur r�esultat est un r�eseau

r�ecurrent avec une �tness de 0:0082 contre 0:009 pour le r�eseau feed-forward (plus la �tness
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Figure 3.17: Identi�cation de l'isotherme de Moreau-Valentin sur le domaine [0; 0:015]: valeurs

des trois fonctions isothermes �a gauche et di��erence �a droite.

est petite plus l'identi�cation est pr�ecise). On peut donc dire que, pour les meilleurs r�esultats

obtenus, il n'y a aucune di��erence entre les deux cas de �gure. Cependant les r�esultats ci-dessous

vont nous permettre de conclure �a une sup�eriorit�e des r�eseaux r�ecurrents.

La �gure (3.18) nous donne la r�epartition de la �tness dans les deux cas et pour les 40 calculs.
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Figure 3.18: Nombre de r�eseaux en fonction de la �tness pour les 80 calculs. A gauche, les

r�eseaux r�ecurrents, �a droite les r�eseaux multi-couches (exemple: il y a 7 r�eseaux r�ecurrents dont

la �tness est comprise entre 0:01 et 0:015).

La �gure (3.19) repr�esente les courbes d'�evolution pour les meilleures �evolutions dans les

deux cas ainsi que la moyenne sur 40 calculs de l'�evolution de la �tness minimum dans chaque

cas.

Si l'on consid�ere qu'une �tness inf�erieure �a 0:015 donne un r�esultat assez bon, on obtiendra

donc sur 80 calculs (40 avec des r�eseaux r�ecurrents et 40 avec des r�eseaux feed-forward) 9 r�eseaux

r�ecurrents corrects dont 2 tr�es bons (performance inferieure a 0.001) et seulement 2 r�eseaux feed-

forward corrects dont un tr�es bon. De plus, au vu de la �gure (3.18), il semble que pour ce
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Figure 3.19: Meilleures �evolutions sur les 40 calculs (�a gauche) et moyenne sur les 40 calculs de

l'�evolution de la �tness minimum (�a droite).

probl�eme les r�eseaux de neurones feed-forward soient limit�es : environ 95% des r�eseaux obtenus

sont mauvais contre environ 60% pour les r�eseaux r�ecurrents. S'ajoute �a cela qu'en moyenne on

aura toujours un meilleur r�esultat en utilisant les r�eseaux r�ecurrents. On peut donc conclure que,

pour l'identi�cation d'un isotherme de Moreau de degr�e assez �elev�e, il est pr�ef�erable d'utiliser

un r�eseau r�ecurrent comme mod�ele. Cependant cette conclusion doit être nuanc�ee par le fait

qu'en moyenne le temps CPU n�ecessaire �a 2 calculs utilisant les r�eseaux r�ecurrents est �egal au

temps CPU n�ecessaire pour e�ectuer 9 calculs en utilisant les r�eseaux feed-forward.

3.5.1.6 Conclusion interm�ediaire

Les r�esultats pr�esent�es sur les di��erents probl�emes d'identi�cation �a un corps sont excellents si

l'on reste dans le cadre du probl�eme o�u l'on doit identi�er un isotherme avec un nombre de pas

d'espace �egal �a 50, ce qui n'est pas su�sant pour pouvoir traiter des donn�ees r�eelles. Cependant,

on voit que même avec 50 pas d'espace les calculs deviennent trop coûteux. De plus, le choix des

conditions exp�erimentales dont d�epend le domaine d'identi�cation est important, d'une part car

il d�etermine le domaine de validit�e de l'isotherme identi��e, d'autre part lors de l'�evolution (ajout

d'un deuxi�eme point test pour l'identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4 sur

un grand domaine). Par ailleurs, on a vu qu'il �etait pr�ef�erable d'utiliser les r�eseaux r�ecurrents

comme mod�ele lorsque le degr�e de l'isotherme �a identi�er devient �elev�e, bien que le coût en

temps de calcul soit alors environ quatre fois plus important que pour un r�eseau feed{forward.

3.5.2 Chromatographie liquide-solide �a deux corps

Ce probl�eme consiste �a identi�er une fonction de IR

2

dans IR

2

. Plutôt que de choisir syst�ema tique-

ment un r�eseau feed-forward �a deux entr�ees et deux sorties, on a aussi utilis�e un r�eseau constitu�e

de deux sous-r�eseaux feed-forward comportant chacun deux entr�ees et une sortie. Pour chaque

cas nous avons e�ectu�e 25 calculs. Nous pr�esentons dans ce paragraphe le meilleur r�esultat

obtenu sur ces 50 calculs pour un r�eseau avec une structure comportant 2 sous-r�eseaux. On

�etudiera dans le paragraphe suivant les r�esultats de cette comparaison entre les deux types de
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r�eseaux.

On va voir que, pour un probl�eme �a deux corps (et plus), le domaine d'identi�cation

repr�esente un probl�eme dû au fait que la r�epartition des points �a l'int�erieur de ce domaine

n'est pas uniforme et donc certains points vont avoir un poids plus important que d'autres.
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Figure 3.20: Deux structures possibles pour le probl�eme �a deux corps. h = (h

1

; h

2

) est la fonction

isotherme.

3.5.2.1 Isotherme de Langmuir en utilisant un point test

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 25 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 35 in-

dividus pendant 3000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 48 heures CPU. La

complexit�e du sch�ema est d'environ 1300 et au total le programme a fait appel plus de 5 milliards

de fois aux r�eseaux de neurones (on a multipli�e la complexit�e par 2 car on a 2 sous-r�eseaux).

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 10 s Langmuir

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

inj

= (0.01, 0.0001) mol/l c

init

=(0.0001, 0.09) mol/l K

2

= 25

Table 3.10: Chromatographie liquide-solide �a deux corps : ensemble des donn�ees utilis�ees dans

la simulation.
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Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 3000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:11

p� = 0:15 pC

�

= 0:11

pW

in

= 0 pU

+

= 0:095

pW

out

= 0 pU

�

= 0:095

pGW = 0

pGW

in

= 0

pGW

out

= 0

Table 3.11: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.21: Identi�cation d'un isotherme de Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25) avec 50 pas

d'espace en utilisant 1 point test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e

�a gauche et di�erence relative �a droite.
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Figure 3.22: Domaine d'identi�cation avec un point test (en abscisses la concentration du corps

1 et en ordonn�ees celle du corps 2).
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Figure 3.23: Valeurs des deux fonctions isothermes exp�erimentales (en haut), valeurs des deux

fonctions isothermes identi��ees (au milieu) et di��erence relative en pourcentage (en bas).

On remarque que, même si le chromatogramme est tr�es bien identi��e, l'isotherme ne l'est

pas. C'est pour cela que l'on a e�ectu�e le même calcul mais en rajoutant un autre point test,

non seulement pour agrandir le domaine d'identi�cation mais aussi pour le rendre plus uniforme.

3.5.2.2 Isotherme de Langmuir en utilisant deux points test

Les r�esultats des �gures (3.24) et (3.25) repr�esentent le meilleur des 10 calculs e�ectu�es, chaque

calcul faisant �evoluer 35 individus pendant 6000 g�en�erations. Le temps total de calcul est

d'environ 80 heures CPU. La complexit�e du sch�ema est d'environ 2700 et au total le programme

a fait appel environ 8 milliards de fois aux r�eseaux de neurones (on a multipli�e la complexit�e

par 2 car on a 2 sous-r�eseaux).
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Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 10 s Langmuir

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= (0.01, 0.0001) mol/l c

0

init

= (0.0001, 0.009) mol/l K

2

= 25

c

1

inj

= (0.0001, 0.009) mol/l c

1

init

= (0.01, 0.0001) mol/l

Table 3.12: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.
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Figure 3.24: Identi�cation d'un isotherme de Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25) avec 50 pas

d'espace en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e

pour chaque point test en haut et erreur relative en pourcentage bas.
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Figure 3.25: Valeurs des deux fonctions isothermes exp�erimentales (en haut), valeurs des deux

fonctions isothermes identi��ees (au milieu) et di��erence relative (en bas).
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Figure 3.26: Domaine d'identi�cation avec 2 points test �a gauche et celui avec 1 point test �a

droite (en abscisses la concentration du corps 1 et en ordonn�ees celle du corps 2).
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Un deuxi�eme type d'identi�cation pour un probl�eme �a deux corps sur un domaine d'identi-

�cation beaucoup plus grand ([0,0.5]�[0,0.5]) a �et�e test�e sans cependant obtenir des r�esultats

su�samment bons pour être pr�esent�es.

3.5.2.3 Comparaison entre les structures �a un r�eseau et les structures �a deux

r�eseaux

Nous rappellons que cette comparaison a �et�e faite pour une identi�cation d'un isotherme de

Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25). Pour chaque type de r�eseau on a e�ectu�e 25 calculs. Le

meilleur r�esultat est un r�eseau ayant une structure �a deux sous-r�eseaux. Tout d'abord nous

pr�esentons les meilleurs r�esultats obtenus dans chaque cas.
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Figure 3.27: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25) : chromatogramme

exp�erimental et chromatogramme identi��e pour les deux types de r�eseau en haut et erreur relative

pour les deux types de r�eseau (�a gauche chromatogramme 1 et �a droite chromatogramme 2).

La �gure (3.28) repr�esente les courbes des meilleurs �evolutions dans les deux cas ainsi que

la moyenne sur 25 calculs de l'�evolution de la �tness minimum dans chaque cas.
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Figure 3.28: Meilleurs �evolutions sur les 25 calculs (�a gauche) et moyenne sur les 25 calculs de

l'�evolution de la �tness minimum (�a droite).

La conclusion que nous pouvons faire suite �a cette �etude comparative est que l'on obtient

clairement de meilleurs r�esultats lorsque le r�eseau poss�ede une structure comportant deux sous-

r�eseaux comme le montrent aussi bien les meilleurs r�esultats obtenus que les courbes d'�evolution.

3.5.3 Conclusion

Au vu des r�esultats obtenus pour les probl�emes �a un et deux corps, on peut globalement conclure

�a la �abilit�e de l'approche par les r�eseaux de neurones. Cependant, plusieurs remarques doivent

etre faites : tout d'abord, les r�esultats pour le probl�eme �a deux corps n'ont pu être �etablis que

pour un isotherme de Langmuir et sur un domaine de validit�e assez petit, contrairement aux

r�esultats pr�esent�es pour un corps o�u l'on a pu identi�er un isotherme de Moreau-Valentin de

degr�e 4 sur un domaine assez grand. Les temps de calcul deviennent par ailleurs assez �elev�es

même si le nombre de pas d'espace est relativement petit, ce qui ne laisse pas entrevoir pour

l'instant une application sur des donn�ees r�eelles ; de plus, on a vu que le choix des conditions

exp�erimentales est important, car d'une part ces conditions d�eterminent le domaine de validit�e

de l'isotherme et d'autre part elles inuent sur la qualit�e des r�esultats. Par ailleurs, on a vu

que les r�eseaux r�ecurrents sont plus performants que les r�eseaux feed-forward lorsque le degr�e

de l'isotherme augmente avec cependant un coût en temps de calcul tr�es sup�erieur.

Dans le but d'obtenir de meilleurs r�esultats et d'abaisser les temps de calcul, nous avons coupl�e

le mod�ele des r�eseaux de neurones avec une m�ethode d'interpolation classique : nous faisons

toujours �evoluer une population de r�eseaux de neurones, mais ces derniers ne serviront plus

qu'au calcul des valeurs des points de contrôle. Ensuite, par interpolation, on pourra alors

obtenir l'isotherme. L'id�ee de base de cette m�ethode est qu'il est sans doute plus facile pour un

r�eseau d'identi�er quelques valeurs d'une fonction plutôt que toute la fonction sur un certain

intervalle.
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3.6 Identi�cation des valeurs des points de contrôle par un r�eseau

de neurones (m�ethode R�eseau+Interpolation)

Cette m�ethode utilise les fractions rationnelles comme mod�ele d'isotherme et un r�eseau de neu-

rones est charg�e d'identi�er les valeurs des points de contrôle qui sont r�epartis uniform�ement

sur le domaine d'identi�cation.

Les identi�cations qui ont �et�e faites avec cette m�ethode sont en partie les mêmes que celles ef-

fectu�ees avec la m�ethode qui utilise les r�eseaux de neurones comme mod�ele d'isotherme. Cepen-

dant, nous n'avons pas trait�e les deux probl�emes d'identi�cation des isothermes de Langmuir

car ils ne pr�esentent aucune di�cult�e lorsque le nombre de pas d'espace vaut 50. Le paragraphe

suivant nous montre que même avec un nombre de pas d'espace �elev�e, on obtient d'excellents

r�esultats.

Nous pr�ecisons que l'algorithme utilis�e est celui de Bulirsch et Stoer [NRC].

3.6.1 Chromatographie liquide-solide �a un corps

3.6.1.1 Isotherme de Langmuir

Pour obtenir ce r�esultat, un seul calcul a �et�e e�ectu�e. Ce calcul a fait �evoluer 50 r�eseaux de

neurones feed-forward pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 2 jours

CPU sur un Pentium II �a 300 Mhz.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s Langmuir K

1

= 15

" = 0:5 c

inj

= 0.5 mol/l c

init

= 0 mol/l

Table 3.13: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.14: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.29: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 1000 pas d'espace :
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Figure 3.30: Identi�cation de l'isotherme de Langmuir (K = 15) avec 1000 pas d'espace sur

le domaine [0; 0:5]: valeurs des deux fonctions isothermes. L'erreur relative en pourcentage est

inf�erieure �a 10
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Figure 3.31: Evolution de la �tness minimum.

Comme le montrent les di��erentes �gures, l'isotherme de Langmuir est parfaitement identi��e

lorsque le nombre de pas d'espace est �elev�e. De plus, les r�esultats obtenus au bout de 250



3.6. M�ethode R�eseau+Interpolation 71

g�en�erations (moins de 7 heures CPU) sont d�ej�a tr�es bons : la �tness est de 0.000288, alors que

pour la plupart des r�esultats obtenus sur ce même probl�eme avec d'autres m�ethodes, celle-ci est

au mieux 10 fois sup�erieure.

3.6.1.2 Premi�ere identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4

Nous avons refait exactement le même calcul que dans le paragraphe 3.5.1.4. Pour l'interpolation

nous utilisons 9 points de contrôle r�epartis uniform�ement sur l'intervalle [0; 0:1]. Ce r�esultat

repr�esente le meilleur des 20 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50 r�eseaux de neu-

rones r�ecurrents pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 57 heures

CPU et le nombre d'appels aux r�eseaux r�ecurrents s'�el�eve au total �a 1 800 000.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s Moreau de degr�e 4

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= 0.1 mol/l c

0

init

= 0 mol/l E

2

= -1000

c

1

inj

= 0.015 mol/l c

1

init

= 0 mol/l E

3

= 1000

E

4

= -1000

Table 3.15: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 2000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.16: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.32: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour chaque point test en haut et erreur

relative en bas.
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Figure 3.33: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite).

Comme le montre la �gure 3.33, l'isotherme n'est pas tr�es bien identi��e au voisinage du

point 0.1 bien que la �tness soit meilleure que pour le r�esultat obtenu en utilisant un r�eseau de

neurones comme mod�ele d'isotherme (�tness de 0.0137 et 0.0057). De plus, comme les autres

bons r�esultats obtenus pr�esentent le même d�efaut, cela nous laisse penser que si l'on veut iden-

ti�er l'isotherme sur le domaine [0,0.1], il faut alors utiliser d'autres conditions exp�erimentales

(une condition d'injection plus grande que 0.1 pour le premier point test) ou bien rajouter un

autre point test. Nous avons choisi de rajouter un troisi�eme point test en refaisant le même

raisonnement que dans la section 3.5.1.4.
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3.6.1.3 Deuxi�eme identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 40 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50 r�eseaux

de neurones r�ecurrents pendant 7500 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 10 jours

CPU.
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Figure 3.34: Domaine d'identi�cation pour 2 points test (�a gauche) et 3 points test (�a droite).

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s Moreau de degr�e 4

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= 0.1 mol/l c

0

init

= 0 mol/l E

2

= -1000

c

1

inj

= 0.015 mol/l c

1

init

= 0 mol/l E

3

= 1000

c

1

inj

= 0.085 mol/l c

1

init

= 0.1 mol/l E

4

= -1000

Table 3.17: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.

Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 7500

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:15

p� = 0:15 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 3.18: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.35: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour chaque point test �a gauche et erreur

relative �a droite.
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Figure 3.36: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite).

Comme le montre les di��erentes �gures, l'isotherme est tr�es bien identi��e sur le domaine
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[0; 0:1] (moins de 1% d'erreur). On remarque par ailleurs que la comparaison avec le calcul

pr�ec�edent souligne encore l'inuence des conditions exp�erimentales sur la qualit�e des r�esultats.

On peut n�eamoins d�ej�a conclure que pour un probl�eme �a un corps cette m�ethode donne de tr�es

bons r�esulats, avec cependant les mêmes remarques que pour la m�ethode qui utilise uniquement

les r�eseaux de neurones, c'est-�a-dire des temps de calcul qui restent �elev�es pour un nombre de pas

d'espace assez petit. On peut de plus commencer �a �etablir une comparaison avec cette derni�ere

m�ethode aussi bien en ce qui concerne les temps de calcul (qui sont moins �elev�es pour la m�ethode

par interpolation) que sur les r�esultats obtenus. En e�et, sur le probl�eme d'identi�cation de

l'isotherme de Moreau-Valentin qui utilise deux points test, les temps de calculs sont environ

deux fois moins �elev�es (20 calculs e�ectu�es en 57 heures contre 10 calculs e�ectu�es en 55 heures

pour 9 points de contrôle et en utilisant des r�eseaux r�ecurrents). De plus, l'identi�cation d'un

isotherme de Langmuir avec 1000 pas d'espace montre la sup�eriorit�e des r�esultats par rapport

�a l'autre m�ethode. Cependant, il faut souligner que l'on a suppos�e connu le nombre de points

de contrôle, ce qui suppose le connaissance d'informations suppl�ementaires sur l'isotherme �a

identi�er.

3.6.2 Chromatographie liquide-solide �a deux corps

Les r�esultats des �gures (3.38) et (3.39) repr�esentent le meilleur des 40 calculs e�ectu�es, chaque

calcul faisant �evoluer 40 r�eseaux de neurones feed-forward (constitu�es de deux sous-r�eseaux)

pendant 4000 g�en�erations et en utilisant deux points test. Pour l'interpolation, nous utilisons

9 points de contrôle r�epartis uniform�ement sur le domaine [0; 0:5] � [0; 0:5]. Le temps total de

calcul est d'environ 6 jours CPU.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 10 s Langmuir

T = 300 K u

0

= 50 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= (0.5, 0.0005) mol/l c

0

init

= (0, 0.5) mol/l K

2

= 25

c

1

inj

= (0.5, 0.5) mol/l c

1

init

= (0, 0) mol/l

Table 3.19: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.
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Taille de la population: 50

Nombre maximal de g�en�erations: 4000

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:35 pC

+

= 0:11

p� = 0:15 pC

�

= 0:11

pW

in

= 0 pU

+

= 0:095

pW

out

= 0 pU

�

= 0:095

pGW = 0

pGW

in

= 0

pGW

out

= 0

Table 3.20: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.37: Domaine d'identi�cation
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Figure 3.38: Identi�cation d'un isotherme de Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25) avec 50 pas

d'espace en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e

pour chaque point test en haut et erreur relative en pourcentage en bas.
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Figure 3.39: Valeurs des deux fonctions isothermes exp�erimentales (en haut), valeurs des deux

fonctions isothermes identi��ees (au milieu) et di��erence relative en pourcentage (en bas).

Les �gures 3.38 et 3.39 montrent d'excellents r�esultats pour cette identi�cation dont le do-

maine de validit�e est de plus largement sup�erieur par rapport aux r�esultats obtenus jusqu'�a

pr�esent. On constate cependant que c'est le seul tr�es bon r�esultat obtenu sur les 40 calculs

e�ectu�es, ce qui nous montre que l'on commence �a atteindre les limites de cette m�ethode. Par

ailleurs, si on e�ectuait ce même calcul avec la m�ethode qui utilise uniquement les r�eseaux de

neurones, on constaterait que les temps de calculs seraient environ deux fois plus �elev�es. En

e�et, le r�esultat �a deux corps pr�esent�e pour cette derni�ere m�ethode a une complexit�e quatre

fois inf�erieur par rapport �a la complexit�e du probl�eme de ce paragraphe et un temps de calcul

environ deux fois inf�erieur.

3.6.3 Conclusion

L'ensemble des r�esultats obtenus aussi bien pour un que pour deux corps nous permet de con-

clure �a la sup�eriorit�e de cette m�ethode par rapport �a celle qui utilise uniquement les r�eseaux de

neurones, bien qu'elle requiert la connaissance du nombre de points de contrôle. Tout d'abord

cette di��erence se situe au niveau des temps de calcul qui peuvent être comme on l'a vu deux
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fois moins �elev�es aussi bien sur des probl�emes �a un ou deux corps.

On peut continuer le même raisonement qui nous a conduit �a faire uniquement calculer par

le r�eseau de neurones les valeurs des points de contrôle et �a ensuite interpoler pour obtenir

la fonction isotherme. Cependant on n'utilisera plus un r�eseau de neurones mais on identi-

�era directement les valeurs des points de contrôle par un algorithme de strat�egie d'�evolution

(algorithme ES).

3.7 Identi�cation des valeurs des points de contrôle par stra-

t�egies d'�evolution (m�ethode ES+Interpolation)

Comme pour le paragraphe pr�ec�edent, cette m�ethode utilise les fractions rationnelles comme

mod�ele d'isotherme mais nous utiliserons un algorithme de strat�egie d'�evolution (� + �)-ES

pour identi�er les valeurs des points de contrôle.

Les param�etres de l'algorithme que nous avons utilis�es sont les suivant:

� Nous utilisons une strat�egie (7+100)-ES : 7 parents g�en�erent 100 enfants et la population

de la g�en�eration suivante sera constitu�ee des 7 meilleurs parmi ces 107 individus.

� La probabilit�e de croisement est nulle et donc celle de mutation vaut 1.

� Nous consid�erons que la variance � utilis�ee lors de la mutation varie au cours de l'�evolution.

Ainsi si l'on note X = fX

i

g

K

i=1

un individu avec K le nombre de points de contrôle, alors,

apr�es mutation, on aura un nouvel individu

~

X v�eri�ant :

(

~� = � � e

N(0;1)

~

X = X +N(0; ~�)

La valeur de � au d�ebut de l'�evolution est �x�ee �a 0.2.

� Le nombre maximal de g�en�erations est �egal �a 1000. Dans tous les r�esultats qui suivent

nous avons constat�e que ce nombre a toujours �et�e su�sant, la plupart des calculs s'arrêtant

même avant (un calcul s'arrête lorsque la �tness ne diminue plus pendant 200 g�en�erations).

3.7.1 Chromatographie liquide-solide �a un corps

3.7.1.1 Premi�ere identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4

Nous avons refait exactement le même calcul que dans les paragraphe 3.5.1.4 et 3.6.1.2. Pour

l'interpolation nous utilisons 9 points de contrôle r�epartis uniform�ement sur l'intervalle [0; 0:1].

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 20 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 50 r�eseaux

de neurones r�ecurrents pendant 2000 g�en�erations. Le temps total de calcul est d'environ 36

heures CPU.
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Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 15 s Moreau de degr�e 4

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= 0.1 mol/l c

0

init

= 0 mol/l E

2

= -1000

c

1

inj

= 0.015 mol/l c

1

init

= 0 mol/l E

3

= 1000

E

4

= -1000

Table 3.21: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.
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Figure 3.40: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour chaque point test en haut et erreur

relative en bas.
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Figure 3.41: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite).

Comme le montre la �gure 3.41, l'isotherme est tr�es mal identi��e sur une grande partie du

domaine d'identi�cation. De plus, comme les autres bons r�esultats obtenus pr�esentent les mêmes

caract�eristiques, on peut conclure que pour identi�er l'isotherme sur le domaine [0,0.1] il faut

choisir d'autres conditions exp�erimentales ou bien rajouter un troisi�eme point test. Nous avons

donc lanc�e 40 calculs en utilisant 3 points test comme au paragraphe 3.6.1.3. Cependant, aucun

r�esultat su�samment acceptable pour être pr�esent�e n'a �et�e trouv�e.

3.7.2 Chromatographie liquide-solide �a deux corps

Les r�esultats des �gures (3.42) et (3.43) repr�esentent le meilleur des 40 calculs e�ectu�es. Le

temps total de calcul est d'environ 100 heures CPU.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales Isotherme

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales �a identi�er

L = 25 cm t

inj

= 10 s Langmuir

T = 300 K u

0

= 50 cm/s K

1

= 15

" = 0:5 c

0

inj

= (0.5, 0.0005) mol/l c

0

init

= (0, 0.5) mol/l K

2

= 25

c

1

inj

= (0.5, 0.5) mol/l c

1

init

= (0, 0) mol/l

Table 3.22: Chromatographie liquide-solide : ensemble des donn�ees utilis�ees dans la simulation.
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Figure 3.42: Identi�cation d'un isotherme de Langmuir (K

1

= 15 et K

2

= 25) avec 50 pas

d'espace en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e

pour chaque point test en haut et erreur relative en bas.
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Figure 3.43: Valeurs des deux fonctions isothermes exp�erimentales (en haut), valeurs des deux

fonctions isothermes identi��ees (au milieu) et di��erence relative (en bas).

Les r�esultats sont ici tr�es bons malgr�e certaines valeurs erron�ees de la fonction isotherme.

De plus, le fait que les autres 39 r�esultats sont tr�es mauvais nous indique que les limites de cette

m�ethode telle qu'elle est actuellement sont atteintes.

3.7.3 Conclusion

Les r�esultats pr�esent�es pour un et deux corps nous montrent que cette m�ethode est moins e�cace

que celle qui utilise un r�eseau de neurones pour calculer les valeurs des points de contrôle. On

peut penser que cela est dû au fait qu'il n'y a aucune corr�elation entre ces di��erentes valeurs,

ce qui favorise alors, lorsque le nombre de pas d'espace n'est pas �elev�e, l'apparition de fonctions

chahut�ees voire discontinues mais ayant une tr�es bonne �tness pendant l'�evolution.
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3.8 Identi�cation des coe�cients des isothermes par strat�egies

d'�evolution

Les mod�eles d'isothermes que nous utilisons dans ce paragraphe sont ceux de Moreau-Valentin.

Le probl�eme est donc d'identi�er les coe�cients de ces isothermes connaissant les chromato-

grammes observ�es et les conditions initiales. Pour cela nous utilisons l'adaptation de notre

algorithme �a l'optimisation param�etrique pr�esent�ee au chapitre 2.

Nous pr�esentons dans les paragraphes suivants des r�esultats pour des probl�emes d'identi�cation

�a deux et trois corps d'isothermes de Moreau-Valentin de degr�e 2, ce qui revient �a identi�er

respectivement cinq et neuf coe�cients.

Nous faisons tout d'abord quelques remarques concernant l'algorithme ainsi que la simula-

tion:

� Les simulations ont �et�e e�ectu�ees avec 100 et 200 pas d'espace et non pas 50 comme pour

les pr�ec�edents r�esultats car les calculs sont beaucoup plus rapides.

� Les param�etres de l'algorithme (taille de la population, valeurs des probabilit�es de croise-

ments et de mutations, ...) ont �et�e �x�es sans motivation particuli�ere.

� Le nombre de g�en�erations de base est de 25.

Dans les deux paragraphes suivants, nous pr�esentons les r�esultats obtenus pour des probl�emes

d'identi�cation �a deux et trois corps et lorsque le nombre de pas d'espace vaut 100 et 200. On

terminera ensuite ce paragraphe par des commentaires concernant ces r�esultats ainsi que la

conclusion sur cette approche.

3.8.1 Chromatographie liquide-solide �a deux corps

3.8.1.1 Un premier r�esultat

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 5 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 500 indi-

vidus pendant 200 g�en�erations. Le nombre de pas d'espace est de 100. Le temps total de calcul

est de 15 heures CPU.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales

L = 25 cm t

inj

= 35 s

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s

" = 0:5 c

0

inj

= (0.05, 0.05) mol/l c

0

init

= (0, 0) mol/l

c

1

inj

= (0.04, 0.04) mol/l c

1

init

= (0, 0.04) mol/l

Table 3.23: Chromatographie liquide-solide �a deux corps : ensemble des donn�ees utilis�ees dans

la simulation.
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Taille de la population: 500

Nombre maximal de g�en�erations: 200

Mutations Croisements

pW = 0:35 pC

+

= 0:11

p� = 0:15 pC

�

= 0:11

Table 3.24: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.44: Identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 avec 100 pas d'espace

en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour

chaque point test (en haut) et di��erence relative pour chaque chromatogramme (en bas).

Nom des coe�cients K

1

K

2

E

20

E

11

E

02

Coe�cients exp�erimentaux 25 40 -1000 1000 1000

Coe�cients identi��es 25.55 39.23 -967.12 959.49 959.85

Erreur relative en % 2.2 1.92 3.29 4.05 4.01

Table 3.25: R�esultats d'identi�cation des coe�cients �energ�etiques.
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3.8.1.2 Un deuxi�eme r�esultat

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 7 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 500 indi-

vidus pendant 200 g�en�erations. Le nombre de pas d'espace est de 200. Le temps total de calcul

est d'environ 80 heures CPU.
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Figure 3.45: Identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 avec 200 pas d'espace

en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour

chaque point test (en haut) et di��erence relative pour chaque chromatogramme (en bas).

Nom des coe�cients K

1

K

2

E

20

E

11

E

02

Coe�cients exp�erimentaux 25 40 -1000 1000 1000

Coe�cients identi��es 27.08 39.06 -892.23 967.78 967.85

Erreur relative en % 8.32 2.35 10.77 3.22 3.15

Table 3.26: R�esultats d'identi�cation des coe�cients �energ�etiques.
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3.8.2 Chromatographie liquide-solide �a trois corps

3.8.2.1 Un premier r�esultat

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 6 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 500 indi-

vidus pendant 300 g�en�erations. Le nombre de pas d'espace est de 100. Le temps total de calcul

est d'environ 30 heures CPU.

Caract�eristiques de Conditions exp�erimentales

la colonne Conditions d'injection Conditions initiales

L = 25 cm t

inj

= 35 s

T = 300 K u

0

= 12:3 cm/s

" = 0:5 c

0

inj

= (0.05, 0.05, 0.05) mol/l c

0

init

= (0, 0, 0) mol/l

c

1

inj

= (0.04, 0.04, 0.015) mol/l c

1

init

= (0, 0.04, 0.04) mol/l

Table 3.27: Chromatographie liquide-solide �a trois corps : ensemble des donn�ees utilis�ees dans

la simulation.

Taille de la population: 500

Nombre maximal de g�en�erations: 300

Mutations Croisements

pM

1

= 0:4 pCr

1

= 0:1

pM

2

= 0:4 pCr

2

= 0:1

Table 3.28: Ensemble des donn�ees utilis�ees par l'algorithme d'�evolution dans la simulation.
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Figure 3.46: Identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 avec 100 pas d'espace

en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour

chaque point test (en haut) et di�erence relative pour chaque chromatogramme (en bas).

Nom des coe�cients K

1

K

2

K

3

E

200

E

110

E

020

E

101

E

011

E

002

Coe�cients exp�erimentaux 15 25 40 -1000 1000 1000 1000 -1000 1000

Coe�cients identi��es 14.7 26.6 37.2 -989.8 886.2 882.3 636.3 -989.1 899.5

Erreur relative en % 2 6.4 7 1.02 11.38 11.77 36.37 1.09 10.05

Table 3.29: R�esultats d'identi�cation des coe�cients �energ�etiques.
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3.8.2.2 Un deuxi�eme r�esultat

Ce r�esultat repr�esente le meilleur des 6 calculs e�ectu�es, chaque calcul faisant �evoluer 500 indi-

vidus pendant 400 g�en�erations. Le nombre de pas d'espace est de 200. Le temps total de calcul

est d'environ 7 jours CPU.
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Figure 3.47: Identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 avec 200 pas d'espace

en utilisant 2 points test : chromatogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour

chaque point test (en haut) et di��erence relative pour chaque chromatogramme (en bas).

Nom des coe�cients K

1

K

2

K

3

E

200

E

110

E

020

E

101

E

011

E

002

Coe�cients exp�erimentaux 15 25 40 -1000 1000 1000 1000 -1000 1000

Coe�cients identi��es 15.2 31 33.9 -973.7 973.5 887.7 403.1 -980.9 568.6

Erreur relative en % 1.33 24 15 2.6 2.6 11.23 56.69 1.91 43.14

Table 3.30: R�esultats d'identi�cation des coe�cients �energ�etiques.

3.8.3 Conclusion

Les excellents r�esultats obtenus avec cette m�ethode nous montre que cette approche est �able

bien qu'elle suppose la connaissance d'un mod�ele d'isotherme. De plus, les temps de calcul

deviennent rapidement �elev�es ce qui nous empêche d'e�ectuer des identi�cations avec un nombre
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de pas d'espace assez grand (le temps de calcul est multipli�e par 4 environ lorsque l'on double le

nombre de pas d'espace). Par ailleurs, on constate que l'erreur relative sur certains coe�cients

est tr�es importante. Cela est peut etre dû au fait que certain d'entre eux inuent moins que

d'autres sur le crit�ere de performance (la fonction de �tness), ce qui pourrait nous amener �a

consid�erer d'autres crit�eres comme les moments d'ordre p (voir [S94]).

3.9 Comparaison entre toutes les m�ethodes

La premi�ere remarque que nous pouvons faire est que les r�esultats obtenus en utilisant les

m�ethodes �evolutionnaires sont moins bons que les r�esultats obtenus grâce �a la m�ethode du

gradient qui demande cependant la connaissance a priori d'un mod�ele analytique, ce qui n'est

pas le cas pour la plupart des m�ethodes �evolutionnaires que nous avons pr�esent�ees. Les derniers

r�esultats sur la m�ethode du gradient concernent �a notre connaissance un probl�eme �a deux corps

bas�e sur des donn�ees r�eelles et simul�e avec un nombre de pas d'espace d'environ 2000 alors que

les meilleurs r�esultats que nous avons obtenus concernent des probl�emes �a un deux ou trois

corps avec au mieux 200 pas d'espace ou encore un probl�eme �a un corps avec 1000 pas d'espace.

La principale limite des m�ethodes �evolutionnaires r�eside en l'�etat actuel principalement dans le

temps de calcul. Ainsi, si l'on voulait identi�er un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 2 avec

une simulation �a 2000 pas d'espace, il aurait fallu multiplier les temps de calcul de la simulation

�a 200 pas d'espace par un ordre de grandeur de 100, ce qui n'est pas r�ealisable actuellement.

Parmi les m�ethodes �evolutionnaires, la m�ethode d'identi�cation des coe�cients des isothermes

donne les meilleurs r�esultats (mais demande comme pour la m�ethode du gradient la connaissance

du mod�ele de l'isotherme) et ne peut être compar�ee avec les autres. Ainsi, dans ce paragraphe,

nous comparerons les trois autres m�ethodes �evolutionnaires : R�eseau, R�eseau+Interpolation et

ES+Interpolation.

3.9.1 Comparaison entre les trois m�ethodes �evolutionnaires

Nous comparons tout d'abord les r�esultats obtenus pour le probl�eme �a un corps (pr�esent�e aux

paragraphes 3.6.1.2, 3.5.1.4 et 3.7.1.1) d'identi�cation de l'isotherme de Moreau-Valentin de

degr�e 4 en utilisant deux points test.

Les �gures 3.48 repr�esentent la r�epartition en fonction de leur �tness des meilleurs individus

trouv�es sur un ensemble de calculs et pour chaque m�ethode.

Les �gures 3.49 donnent pour les meilleurs individus trouv�es (sur 20 calculs) et pour chaque

m�ethode l'erreur relative par rapport �a l'isotherme �a identi�er.
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Figure 3.48: R�epartition pour les trois m�ethodes sur un probl�eme �a un corps d'identi�cation d'un

isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4 en utilisant deux points test. Il y a 20 calculs pour

chaque m�ethode.
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Figure 3.49: Meilleures erreurs relatives (sur 20 calculs) par rapport �a l'isotherme de Moreau-

Valentin de degr�e 4 pour les trois m�ethodes.

Bien que la �tness pour la m�ethode R�eseau soit plus �elev�ee que pour les deux autres m�ethodes

(0.0137 contre 0.0051 pour la m�ethode ES+Interpolation avec deux points test et 0.0057 pour

la m�ethode R�eseau+Interpolation avec 2 points test et 0.0036 avec 3 points test), on con-

state que l'isotherme est mieux identi��e sauf au voisinage de z�ero. De plus, pour la m�ethode

ES+Interpolation, on obtient la meilleur �tness pour deux points test alors que l'isotherme est

tr�es mal identi��e sur une grande partie de l'intervalle [0,0.1]. On peut expliquer ces r�esultats

d'une part par le fait qu'une mauvaise identi�cation au voisinage de z�ero est p�enalisante. D'autre

part, le fait qu'�a �tness pratiquement �egale (ES et r�eseau interpol�e), on obtienne des identi�-

cations tr�es di��erentes, est dû au nombre de pas d'espace trop petit qui \permet" �a de telles

solutions d'exister. Ainsi, si l'on teste le même individu avec 100 pas d'espace, on obtient une

mauvaise identi�cation d'un des deux chromatogrammes.

Les �gures 3.50 donnent les r�epartitions pour les deux m�ethodes d'interpolation pour trois points

test, ce qui nous montre la sup�eriorit�e de la m�ethode R�eseau+Interpolation sur la m�ethode

ES+interpolation pour laquelle on n'obtient aucun r�esultat acceptable.
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Figure 3.50: R�epartition pour les deux m�ethodes par interpolation sur un probl�eme �a un corps

d'identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin en utilisant trois points test. Il y a 40 calculs

pour chaque m�ethode.
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Figure 3.51: R�epartition pour les trois m�ethodes sur un probl�eme �a deux corps d'identi�cation

d'un isotherme de Langmuir en utilisant deux points test. Il y a 40 calculs pour chaque m�ethode.

Pour un probl�eme �a deux corps, on obtient clairement un meilleur r�esultat avec la m�ethode

R�eseau+Interpolation (voir les �gures 3.51 et 3.52). Ce r�esultat qui est par ailleurs tr�es bon est

le seul r�eellement acceptable sur les 40 calculs lanc�es. On peut faire la même remarque pour

la m�ethode ES+Interpolation avec cependant un moins bon r�esultat comme le montre la �gure

3.52. On note de plus que la m�ethode R�eseau ne donne aucun r�esultat acceptable.
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Figure 3.52: Erreur relative en pourcentage entre l'isotherme de Langmuir et l'isotherme identi��e

pour la m�ethode R�eseau (en haut) et la m�ethode ES+Interpolation (en bas).

Dans ce qui suit, nous utilisons le meilleur r�eseau trouv�e avec la m�ethode R�eseau en lui

faisant cependant calculer uniquement les valeurs des points de contrôle. On obtient ensuite la

fonction isotherme en e�ectuant une interpolation. Le r�eseau que nous utilisons a �et�e obtenu

sur le probl�eme �a un corps d'identi�cation d'un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4.
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Figure 3.53: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogrammes identi��es pour chaque point test et pour les

deux m�ethodes �a gauche et erreurs relatives pour les deux m�ethodes �a droite.
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Figure 3.54: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite) pour les deux m�ethodes.

R�eciproquement, les r�esultats suivants montrent comment se comporte un r�eseau obtenu par

la m�ethode R�eseau+Interpolation lorsqu'il doit calculer tous les points du domaine d'identi�cation

et non plus uniquement les valeurs des points de contrôle. Pour cela, nous avons utilis�e le meilleur

r�eseau trouv�e (pour le même probl�eme) par la m�ethode R�eseau+Interpolation.
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Figure 3.55: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 avec 50 pas d'espace : chro-

matogramme exp�erimental et chromatogramme identi��e pour chaque point test en haut et erreur

relative en bas.
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Figure 3.56: Identi�cation de l'isotherme de Moreau de degr�e 4 sur le domaine [0; 0:1]: valeurs

des deux fonctions isothermes (�a gauche) et di��erence relative entre les deux fonctions isothermes

(�a droite).

Comme on pouvait logiquement le penser, le r�eseau qui identi�e corectement l'ensemble des

points du domaine d'identi�cation identi�e donc correctement les valeurs des points de contrôle

alors qu'un r�eseau entrâ�n�e �a identi�er les valeurs des points de contrôle n'identi�e pas aussi

bien les points du domaine d'identi�cation.

Pour deux corps, nous ne pr�esentons pas de �gure mais on arrive �egalement �a la même conclusion.
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3.10 Conclusion

Parmi les m�ethodes �evolutionnaires, c' est la m�ethode de calcul des coe�cients des isothermes

par strat�egie d'�evolution qui donne de meilleurs r�esultats. Cependant, comme la m�ethode de

gradient, elle demande la connaissance a priori d'un mod�ele analytique, ce qui n'est pas le cas

pour les autres m�ethodes �evolutionnaires que nous avons pr�esent�ees. En g�en�eral, ces m�ethodes

sont tr�es coûteuses en temps de calcul et ne permettent donc pas de traiter pour l'instant des

probl�emes avec des donn�ees r�eelles, qui n�ecessitent de travailler avec un nombre de pas d'espace

�elev�e.

Pour les trois m�ethodes qui utilisent les fraction rationnelles et les r�eseaux de neurones comme

mod�ele d'isotherme, on a vu que le choix des conditions exp�erimentales (vitesse d'injection, dur�ee

d'injection, conditions initiales, conditions d'injection) dont d�epend le domaine d'identi�cation

est tr�es important si l'on veut identi�er correctement un isotherme sur un certain domaine.

La m�ethode R�eseau+Interpolation donne des r�esultats encourageants comme le montrent les

r�esulats pour un et deux corps mais semble cependant avoir atteint en l'�etat actuel sa limite

comme le montre le (seul) tr�es bon r�esultat obtenu sur les 40 calculs lanc�es pour un probl�eme

�a deux corps. Cette m�ethode est n�eanmoins sans aucun doute meilleure que celle qui utilise

uniquement les r�eseaux de neurones (m�ethode R�eseau). En e�et, elle est d'une part beaucoup

plus rapide et d'autre part on a vu qu'il �etait plus facile pour un r�eseau d'identi�er correctement

plusieurs valeurs de points de contrôle plutôt que d'identi�er toutes les valeurs du domaine

d'identi�cation. Par ailleurs, la m�ethode ES+Interpolation pr�esente �a notre avis le d�efaut de ne

pas imposer une assez grande coh�erence entre ces di��erentes valeurs, ce qui expliquerait que la

m�ethode qui calcule ces valeurs par r�eseaux soit meilleure.



Chapitre 4

Un probl�eme de contrôle non-lin�eaire

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous �etudions un probl�eme test de contrôle non-lin�eaire par des r�eseaux de

neurones : �a partir d'une position quelconque et en contrôlant uniquement le braquage des

roues, un r�eseau de neurones doit être capable de garer la voiture de mani�ere pr�ecise. Le r�eseau

connâ�tra uniquement la position (x; y) du milieu de l'essieu avant, ainsi que l'angle � form�e par

l'axe de la voiture et l'axe des abscisses et devra alors être capable de donner l'angle � qui est

l'angle form�e par les roues avant et l'axe du v�ehicule. Pour trouver un r�eseau qui e�ectue cette

tâche, nous utiliserons l'algorithme d'�evolution pr�esent�e au chapitre 2.

Le cadre de ces travaux est le même que dans [NW90] qui traite cependant un probl�eme di��erent

avec une m�ethode di��erente : garer un v�ehicule et sa remorque �a partir d'une position quelconque

avec un r�eseau optimis�e par une m�ethode de r�etro{propagation en temps. Cette m�ethode est

d�eriv�ee de la m�ethode de r�etro{propagation qui ne peut être utilis�ee ici, car il faudrait des

donn�ees sur les trajectoires qui ne sont pas connues a priori. Par ailleurs, ce probl�eme est

di��erent du probl�eme de contrôle tel qu'il est concu dans [RFLM93] qui, �a partir d'une trajectoire

connue, donne la s�erie de commandes n�ecessaires �a un v�ehicule et n remorques pour suivre cette

trajectoire.

Apres avoir pr�esent�e le probl�eme ainsi que toutes les donn�ees n�ecessaires �a l'utilisation de notre

algorithme, nous pr�esenterons plusieurs r�eseaux de neurones feed-forward capables de garer un

v�ehicule �a partir de positions de d�epart quelconques avec des taux de r�eussite d'environ 80-90%

et en suivant des trajectoires r�ealistes. Nous �etudierons par ailleurs le comportement de ces

r�eseaux pour des points de d�epart tr�es �eloign�es du but �x�e, l'inuence de l'injection de bruit sur

leur comportement ainsi que le couplage de plusieurs r�eseaux.

4.2 Les �equations du mouvement

Dans notre simulation, nous faisons l'hypoth�ese que la voiture avance �a une vitesse uniforme u.

Apr�es chaque pas, nous consid�erons connus la position (x; y) du milieu de l'essieu avant, ainsi

que l'angle � form�e par l'axe de la voiture et l'axe des abscisses.

Avant chaque pas, il faut connâ�tre �, qui est l'angle form�e par les roues avant et l'axe des

abscisses.

C'est le r�eseau de neurones qui va assurer le rôle du conducteur : il recevra comme entr�ees les

97
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variables x; y et l'angle � et devra donner comme r�eponse l'angle �. Ainsi, partant d'une position

initiale (X

0

; Y

0

; �

0

) le r�eseau va pouvoir donner l'angle �

0

avec lequel nous pourrons calculer la

nouvelle position (X

1

; Y

1

; �

1

) (voir la �gure 4.1). La voiture d�ecrira alors une trajectoire, son

but �etant d'arriver en (0; 0; 0).

'
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&

$

%

6

-

?

?

�

R

�

ESEAU

Point de d�epart:

(x, y, �)

(x, y, �)

Nouvelle position:

SIMULATION

Nouvel angle de braquage: �

Figure 4.1: Simulation du probl�eme.

R�esoudre ce probl�eme implique r�esoudre le probl�eme qui consiste �a garer la voiture en un

point quelconque. En e�et, garer la voiture en (x

f

; y

f

; �

f

) revient �a garer la voiture en (0; 0; 0)

sur le rep�ere orthonorm�e d'origine (x

f

; y

f

) et dont l'axe des ordonn�ees forme un angle de �

f

avec

l'axe des ordonn�ees du rep�ere initial. Les vrais trajectoires sont ensuite calcul�ees en utilisant les

matrices de passage d'un rep�ere �a l'autre.

(x, y)

θ

φ

Ox

L = 11

10 15

Figure 4.2: Les dimensions de la voiture
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La �gure 4.2 donne les dimensions de la voiture. C'est la distance L = 11 s�eparant l'essieu

avant de l'essieu arri�ere qui sera employ�e dans les �equations du mouvement.

Dans notre simulation, nous faisons l'hypoth�ese que la voiture avance avec un pas uniforme u

dont la valeur num�erique est 3 unit�es. Par ailleurs, l'angle de braquage maximum � est de 0.7

radians (environ 45 degr�es).

La �gure 4.2 ci-dessous sert �a illustrer comment les �equations du mouvement ont �et�e d�eduites.

Consid�erons la position de d�epart suivante avec A le milieu de l'essieu avant, B le milieu de

l'essieu arri�ere et � l'angle de braquage des roues. Si les roues avant avancent d'une petite

distance u, alors le point A se d�eplace en A

0

et le point B se d�eplace en B

0

. Nous faisons alors

les approximations suivantes : distance(AA

0

) = u et B

0

appartient �a la droite AB.

B B’ A

A’

φ
dθ

L

Figure 4.3: Mouvement de la voiture

Ce qui conduit �a

L sin(d�) = u sin(�)

et donc

d� = arcsin

�

u sin(�)

L

�

En r�esolvant le reste du syst�eme, on obtient �nalement

8

>

<

>

:

x

0

= x+ cos(�+ �)

y

0

= x+ sin(�+ �)

�

0

= � + d�

(4.1)

4.3 Les donn�ees de l'�evolution

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons toutes les donn�ees et tous les param�etres n�ecessaires �a

l'utilisation de notre algorithme.
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4.3.1 La fonction de performance

On consid�ere la trajectoire d'une voiture x

i

= (X

i

; Y

i

; �

i

) (�

i

exprim�e en radians) ; 0 < i � N

(N est le nombre maximal d'it�eration) x

0

= (X

0

; Y

0

; �

0

) donn�e. La �tness F du r�eseau qui d�ecrit

cette trajectoire est la distance minimum par rapport au point (0; 0; 0) :

F = max(min

i

d(x

i

; (0; 0; 0)) �

u

2

; 0)

avec d(x

i

; (0; 0; 0)) =

q

X

2

i

+ Y

2

i

+M

2

min(�

2

i

; (�

i

� 2�)

2

); (�

i

+ 2�)

2

); M = 50

(4.2)

Lorsqu'il y aura plusieurs trajectoires, la �tness e�ective F sera la moyenne des �tness F

correspondant �a chaque trajectoire.

Nous utilisons l'expression min(�

2

i

; (�

i

� 2�)

2

); (�

i

+ 2�)

2

) a�n que la voiture puisse faire au

maximum un tour sur elle même (et pas plus) dans les deux sens. De plus on multiplie cette

quantit�e parM = 50 pour qu'elle ne soit pas n�egligeable devantX

2

i

+Y

2

i

. Par ailleurs on soustrait

la quantit�e

u

2

de la �tness car, avec un pas de u, une pr�ecision sup�erieure �a

u

2

ne signi�e rien

(voir la �gure 4.4 pour des exemples de trajectoires ainsi que les distances minimales obtenus).

On remarquera que, comme pour la chromatographie, l'algorithme doit minimiser la fonction de

performance.

4.3.2 Les param�etres de l'algorithme

Nous faisons dans ce paragraphe quelques remarques et pr�ecisions sur l'�evolution et l'initialisation

de la population.

� Au cours de l'�evolution, nous adoptons le raisonnement suivant : si la performance n'est

pas assez petite au bout de 500 g�en�erations alors on recommence un autre calcul. Le seuil

a �et�e �x�e apr�es observation de plusieurs calculs.

� Nous ne �xons pas un nombre maximal de g�en�erations mais si la �tness n'augmente pas

pendant 500 g�en�erations alors on arrête le calcul.

� La taille de la population est de 30 r�eseaux de neurones feed-forward (form�es d'une seule

sous-structure) comportant 3 entr�ees (X;Y; �) et 1 sortie (�).

� Les di��erentes probabilit�es de mutations utilis�ees par l'algorithme d'�evolution sont :

Mutations param�etriques Mutations architecturales

pW = 0:4 pC

+

= 0:15

p� = 0:1 pC

�

= 0:15

pW

in

= 0 pU

+

= 0:1

pW

out

= 0 pU

�

= 0:1

Table 4.1: Ensemble des probabilit�es de mutations utilis�ees par l'algorithme d'�evolution.
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� Le nombre de g�en�erations de base est �x�e �a 25.

� Le nombre de neurones cach�es ou interm�ediaire (not�e h) est tir�e al�eatoirement et uni-

form�ement pour chaque r�eseau sur l'intervalle [1; 3].

� La fonction de transfert qu'on utilise est �

�

(x) =

1

1+e

��x

. On d�e�nit alors un intervalle de

d�epart pour � qui est [�10; 10].

� La densit�e de connexions indique ind�ependamment du nombre de neurones le nombre

total de connexions d'un r�eseau. Cette �echelle varie de 1 �a 10, 1 signi�ant que chaque

neurone est connect�e �a au moins un autre neurone et 10 signi�ant que chaque neurone est

connect�e �a (h + le nombre de neurones de sortie) autres neurones (certains pouvant être

les mêmes). La densit�e pour chaque r�eseau est tir�ee al�eatoirement et uniform�ement sur

l'intervalle [1; 10].

� Nous ne mettons pas de facteur de p�enalisation pour les trajectoires trop longues mais nous

limitons le nombre maximal d'it�eration N . Pour cela, on estime la plus longue trajectoire

optimale parmi les points test (en unit�es de distance). On consid�ere ensuite qu'une trajec-

toire reste acceptable si elle ne d�epasse pas deux fois cette longueur (on pourrait mettre

un crit�ere plus sev�ere). On divise alors cette estimation par la vitesse u pour obtenir un

nombre d'it�erations.

Nous avons choisi de ne pas rajouter une p�enalit�e pour les trajectoires trop longues, car il

faudrait connâ�tre la longueur de la trajectoire optimale ou bien p�enaliser les r�eseaux

ind�ependamment de la position de d�epart (on p�enalise les r�eseaux qui d�epassent 100

it�erations par exemple) ce qui peut soit induire l'agorithme en erreur, soit être inutile

lorsque le r�eseau est entrâ�n�e avec plusieurs points test, ce qui sera toujours notre cas.
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Figure 4.4: Quelques trajectoires. Distance x signi�e que la distance minimum par rapport au

point (0; 0; 0) pour cette trajectoire est x.
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4.4 Les r�esultats

4.4.1 Un premier r�esultat

Le r�eseau de neurones pour lequel nous allons donner un premier r�esultat est un r�eseau de neu-

rones feed-forward qui a �et�e entrâ�n�e avec 1 point test : (50,50,0).

Ce r�eseau (de �tness nulle) a �et�e obtenu en 129 g�en�erations (environ 40 secondes CPU sur un

Pentium 90) et a 2 neurones interm�ediaires et 3 connexions.

0 1

X Y Theta

2

3 4

Phi

Figure 4.5: Diagramme du r�eseau

On consid�ere que le calcul des trajectoires pour les points de d�epart (X;Y; �) avec Y < 0 est

identique au calcul de la trajectoire pour les points de d�epart (X;�Y;��) et en consid�erant que

la r�eponse du r�eseau est �� au lieu de �. Cette m�ethode n'entrâ�ne pas une sym�etrie parfaite

pour toutes les trajectoires car le r�eseau n'est pas une fonction p�eriodique.

Nous allons pr�esenter plusieurs types de graphiques relatifs au domaine [-100, +100] � [-100,

+100] � [��;+�].

� Les graphiques que nous allons pr�esenter dans la �gure 4.7 doivent être interpr�et�es de la

mani�ere suivante :

Chaque petit graphique d�ecrit l'espace [�100;+100] � [�100;+100] des coordonn�ees ini-

tiales (en X et Y ) et correspond �a un certain � qui est l'orientation initiale de la voiture

(il y a 8 orientations initiales allant de �� �a

3�

4

).

A chaque coordonn�ee initiale est associ�ee une couleur allant du blanc au noir en passant

par des niveaux de gris. Plus la couleur est claire, plus la voiture se gare bien �a partir de

cette position. Le blanc signi�ant que la voiture est parfaitement gar�ee (distance 0) tandis

que le noir signi�e que la voiture est soit loin du but soit assez proche (quelques unit�es)

mais mal orient�ee (distance 10 et +).

� Les graphiques de la �gure 4.8 sont du même type que ci-dessus mais traitent de la longueur

des trajectoires.
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Figure 4.6: Trajectoire obtenue pour le point test (50,50,0).

Orientation +1/2 PI 

Orientation -1/4 PI 

Orientation -PI 

Orientation +3/4 PI 

Orientation 0 

Orientation -3/4 PI 

Orientation +1/4 PI 

Orientation -1/2 PI 

Distance   0             
Distance   0.0 - 1.0 
Distance   1.0 - 2.0 
Distance   2.0 - 3.0 
Distance   3.0 - 4.0 
Distance   4.0 - 5.0 
Distance   5.0 - 6.0 
Distance   6.0 - 7.0 
Distance   7.0 - 8.0 
Distance   8.0 - 9.0 
Distance   9.0 - 10.0 
Distance   10 et +        

Figure 4.7: Distance en fonction de la position initiale de la voiture. Orientation i PI correspond

�a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente l'espace [�100;+100]� [�100;+100].

Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart et sa couleur indique la distance

minimum obtenue par rapport au point (0; 0; 0).

� La �gure 4.6 montre la trajectoire obtenue pour le point test (50,50,0).

� La �gure 4.9 donne la r�epartition en fonction de la distance minimum de 20808 trajectoires

issues de 20808 points de d�epart (51 pour X et Y et 8 pour �) repartis sur le domaine [-100,

+100] � [-100, +100] � [��;+�].
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Longueur   61 - 75            

Longueur   76 - 90            

Longueur   91 - 105            

Longueur   106 - 120            

Longueur   121 - 135            

Longueur   136 - 150            

Figure 4.8: Nombre d'it�erations pour arriver au but avec un maximum de 160 it�erations. Ori-

entation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente l'espace

[�100; 100] � [�100; 100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart et sa

couleur indique le nombre d'it�erations n�ecessaires pour arriver au point (0; 0; 0). Les zones

noires correspondent aux points d'o�u la voiture n'arrive pas �a se garer.
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Figure 4.9: R�epartition (en pourcentage) des distances minimales par rapport �a (0,0,0) sur

un �echantillon de 20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�100;+100] � [�100;+100] � [��; �]. Il y a 12 cat�egories de

r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et 10+.
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Comme le montre les �gures 4.7 et 4.9, l'entrâ�nement avec un seul point test n'est pas

su�sant si l'on veut r�esoudre le probl�eme sur un domaine assez grand.

Dans le paragraphe suivant nous avons e�ectu�e les calculs en partant avec cinq point test et en

ajoutant un point test lorsque la fonction de performance devient nulle.

4.4.2 Ajout de points test pendant l'�evolution

Notre but �etant d'obtenir un r�eseau qui soit capable de se garer �a partir de toutes les positions,

nous rajoutons un nouveau point test lorsque la �tness est nulle. On esp�ere ainsi r�eduire les zones

d'o�u la voiture ne se gare pas. Pour cela, on calcule la performance de tous les points appartenant

�a un espace d�e�ni �a l'avance (espace qui englobe l'ensemble des points test de d�epart). Par

exemple si on travaille sur l'espace des points de d�epart [�100;+100]� [�100;+100]� [��;+�]

alors le programme parcourra 51 � 51 � 8 = 20808 points et le point test que nous ajouterons

sera celui qui aura la plus mauvaise �tness. On recommence ensuite ce processus jusqu'�a ce que

la �tness n'augmente plus. Dans le paragraphe qui suit, nous pr�esentons deux s�eries de r�esultats

pour lesquels on a rajout�e quatre et trois points test alors qu'au d�epart il y en avait cinq et six

respectivement.

4.4.3 Un deuxi�eme r�esultat

Le r�eseau de neurones pour lequel nous allons donner un deuxi�eme r�esultat est un r�eseau de

neurones feed-forward qui a �et�e entrâ�n�e avec 5 points test de base ((-100,0,0), (-100,100,0),

(0,100,0), (100,100,0), (100,0,0)) auxquels sont venus ensuite s'ajouter 4 points test : (80,0,

�

4

),

(60,0,

�

4

), (40,0,

�

4

), (20,0,

�

4

). Le nombre maximal d'it�erations a �et�e �x�e �a 125.

Avant d'obtenir ce r�esultat, l'algorithme a �echou�e cinq fois �a 500 g�en�erations. Le seuil de per-

formance pour continuer l'�evolution apr�es ces 500 g�en�erations a �et�e �x�e �a 15 (c'est-�a-dire que

en moyenne chaque trajectoire devaient s'approcher �a une distance d'au moins 15). Le temps

de calcul pour la sixi�eme tentative est de 2 heures CPU sur un Pentium 90 pour atteindre une

�tness nulle pour 9 points test (voir table 4.2). Le temps total de calcul est de 158 minutes (38

minutes pour les cinq premi�eres tentatives).

Les cinq r�eseaux issus de cette �evolution sont not�es 5a,6a, 7a,8a et 9a et correspondent respec-

tivement aux r�eseaux entrâ�n�es avec 5,6,7,8 et 9 points test. Chacun de ces r�eseaux a une �tness

nulle par rapport �a son nombre de point test.

G�en�erations Fitness Nombre de Temps CPU Nom du Taille du Nombre de

atteinte points test en minutes r�eseau r�eseau connexions

3261 0 5 62 5a 7 21

3608 (+347) 0 6 72 6a 12 41

3988 (+380) 0 7 85 7a 9 27

4452 (+464) 0 8 103 8a 15 50

4793 (+341) 0 9 120 9a 12 43

Table 4.2: R�esum�e de l'�evolution, temps de calcul obtenus sur un Pentium 90 ainsi que la taille

(nombre de neurones cach�es) et le nombre de connexions des r�eseaux.
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Figure 4.10: Le r�eseau 5a
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Figure 4.11: Distance en fonction de la position initiale de la voiture pour les r�eseaux 5a, 5b,

5c et 5d. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente

l'espace [�100;+100]� [�100;+100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart

et sa couleur indique la distance minimum obtenue par rapport au point (0; 0; 0).
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Figure 4.12: Nombre d'it�erations pour arriver au but avec un maximum de 160 it�erations pour

les r�eseaux 5a, 5b, 5c et 5d. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�.

Chaque �gure repr�esente l'espace [�100; 100]� [�100; 100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses

coordonn�ees de d�epart et sa couleur indique le nombre d'it�erations n�ecessaires pour arriver au

point (0; 0; 0). Les zones noires correspondent aux points d'o�u la voiture n'arrive pas �a se garer.
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Figure 4.13: Ensemble des trajectoires obtenues pour l'ensemble des points test et pour chaque

r�eseau. A gauche les trajectoires des trois premiers points test , au milieu celles des points test

3 et 4 et �a droite celles des autres points test.
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Nom 0 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10+

5a 54.08 23.49 5.68 4.30 2.61 0.74 0.42 0.31 0.31 0.33 0.36 7.37

6a 64.97 21.33 2.18 0.63 0.53 0.35 0.48 0.38 0.35 0.17 0.2 8.41

7a 61.22 17.34 4.82 4.46 1.74 0.56 0.52 0.33 0.3 0.4 0.24 8.04

8a 61.91 14.77 3.9 3.5 3.97 1.44 0.63 0.63 0.6 0.33 0.28 8

9a 58.51 17.38 5.2 1.33 1.15 1.01 0.51 0.55 0.7 0.61 0.37 12.64

Figure 4.14: R�epartition (en pourcentage) des distances minimales par rapport �a (0,0,0) sur

un �echantillon de 20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�100;+100]� [�100;+100]� [��; �] pour les r�eseaux 5a,6a,7a,8a

et 9a. Il y a 12 cat�egories de r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et

10+.

A partir de cinq points d'entrâ�nement on arrive �a obtenir une tr�es bonne g�en�eralisation sur

tout le domaine [-100, +100] � [-100, +100] �[��; �] et en fait les zones noires sont les seules

zones sur lesquels les r�eseaux ne se garent pas (voir paragraphe 4.4.6).

L'ajout de points test ne change pas spectaculairement les performances : le pourcentage de

distance inf�erieure �a 4 reste identique et le taux d'�echec des r�eseaux (pourcentage de distance

10 et +) ne varie presque pas. On constate même une augmentation pour le r�eseau 9a (voir la

�gure 4.14). qui commence d'ailleurs �a pr�esenter quelques d�efauts comme certaines trajectoires

trop longues (voir �gure 4.13) qui sont peut-être dûs �a une trop grande sp�ecialisation. De plus,

pour ce r�eseau, on voit bien que l'ajout du neuvi�eme point test a eu pour e�et de modi�er la

zone o�u la voiture ne se gare pas et non pas d'en diminuer la taille.

Cependant, pour les r�eseaux 6a,7a et 8a, on constate quand même des am�eliorations comme un

plus grand pourcentage de r�eussite (pourcentage de distance 0). On remarque aussi que dans

l'ensemble les trajectoires sont tr�es correctes (voir le r�eseau 8a sur la �gure 4.13).

Etant donn�e que les r�esultats sont assez mauvais sur le domaine inclus dans [-50, 50] � [-50,
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50] pour tous les �, nous avons e�ectu�e un autre calcul avec des points test appartenant �a ce

domaine.

4.4.4 Un troisi�eme r�esultat

Nous avons e�ectu�e un autre calcul avec les points test de base suivant : (-50,0,0), (-50,50,0),

(0,50,0), (0,25,0), (50,50,0), (50,25,0) auxquels sont venus ensuite s'ajouter 3 points test :

(0,0,

3�

4

), (50,13.333,�

3�

4

) et (-46.666,0,��). Le nombre maximal d'it�erations a �et�e �x�e �a 100.

Les graphiques qui suivent sont du même type que ceux du paragraphe pr�ec�edent sauf qu'ils

repr�esentent les r�esultats pour les quatre r�eseaux obtenus pour 6,7,8 et 9 points test (on note

ces r�eseaux 6b,7b,8b et 9b).

Avant d'obtenir ce r�esultat, l'algorithme a �echou�e quatorze fois �a 500 g�en�erations. Le seuil de

performance pour continuer l'�evolution apr�es ces 500 g�en�erations a �et�e �x�e �a 15. Le temps de

calcul pour la quatorzi�eme tentative est de 514 minutes CPU sur un Pentium 90 pour atteindre

une �tness d'environ 0.1 pour 9 points test (tous les points test arrivent �a une distance 0 sauf le

point test 8 qui ne s'approche qu'�a une distance tr�es proche de 1). Le temps total de calcul est

de 610 minutes en comptant les 96 minutes pour les quatorze premi�eres tentatives (voir table

4.3).

G�en�erations Fitness Nombre de Temps CPU Nom du Taille du Nombre de

atteinte points test (en minutes) r�eseau r�eseau connexions

2229 0 6 44 6b 9 29

2634 (+405) 0 7 56 7b 8 25

4577 (+1943) 0 8 140 8b 15 45

11752 (+7175) 0.25 9 514 9b 13 44

Table 4.3: R�esum�e de l'�evolution, temps de calcul obtenus sur un Pentium 90 ainsi que la taille

(nombre de neurones cach�es) et le nombre de connexions des r�eseaux.
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Figure 4.15: Le r�eseau 6b
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Figure 4.16: Distance en fonction de la position initiale de la voiture pour les r�eseaux 6b, 7b,

8b et 9b. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente

l'espace [�100;+100]� [�100;+100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart

et sa couleur indique la distance minimum obtenue par rapport au point (0; 0; 0).
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Figure 4.17: Nombre d'it�erations pour arriver au but avec un maximum de 160 it�erations pour

les r�eseaux 6b, 7b, 8b et 9b. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�.

Chaque �gure repr�esente l'espace [�100; 100]� [�100; 100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses

coordonn�ees de d�epart et sa couleur indique le nombre d'it�erations n�ecessaires pour arriver au

point (0; 0; 0). Les zones noires correspondent aux points d'o�u la voiture n'arrive pas �a se garer.
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Figure 4.18: Trajectoires obtenus pour l'ensemble des points test pour le r�eseaux 6b. A gauche

les trajectoires des trois premiers points test , au milieu celles des points test 3 et 4 et �a droite

celles des autres points test. Les trajectoires pour les r�eseaux 7b 8b et 9b sont comparables �a

celles-ci.
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6b 23.53 11.05 24.55 26.76 10.63 0.47 0.3 0.17 0.15 0.16 0.12 2.1

7b 49.29 19.38 11.48 3.40 1.31 1.08 0.81 0.69 0.9 1.73 2.17 7.73

8b 36.16 18.21 24.27 12.37 2.17 1.93 1.62 1.58 1.1 0.32 0.2 0.02

9b 47.03 23.90 15.94 2.11 2.04 1.97 1.54 1.38 0.72 0.60 0.39 2.35

Figure 4.19: R�epartition (en pourcentage) de la distance minimum par rapport �a (0,0,0) d'un

�echantillon de 20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) repartis uni-

form�ement sur le domaine [�100;+100]� [�100;+100]� [��; �] pour les r�eseaux 6b,7b,8b et 9b.

Il y a 12 cat�egories de r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et 10+.

L'ajout de points test pour ce deuxi�eme r�esultat a apport�e la même am�elioration que pour

le premier r�esultat : un taux de r�eussite tr�es sup�erieur par rapport �a 6b bien que le pourcentage

de distances inf�erieures �a 4 soit meilleur pour 6b (95%) alors qu'il est respectivement d'environ

85%, 92% et 88% pour 7b, 8b et 9b. On note cependant, comme le montrent les graphiques 7b et

8b de la �gure 4.16, que le passage de sept �a huit points test (ajout du point (50,13.333,�

3�

4

)) a

eu exactement l'e�et recherch�e : une forte att�enuation et même une suppression des zones noires

(zones d'o�u le v�ehicule ne se gare pas), le taux d'�echec passant de 7,73% �a 0,02%. Par ailleurs,

le fait que les taux d'�echecs sont tr�es faibles est sans doute li�e au fait que toutes les trajectoires

sont de même nature. Ainsi, toutes les trajectoires issue des points de d�epart pour lesquels le

v�ehicule se pr�esente \face" au but ne sont pas acceptables bien qu'elles arrivent parfaitement

au point (0,0,0). Pour r�esoudre ce probl�eme, on peut alors utiliser un autre r�eseau sur ces zones

comme le montre le paragraphe suivant.
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4.4.5 Utilisation de plusieurs r�eseaux

Comme on peut le constater sur les di��erents r�esultats, on voit que les r�eseaux obtenus apr�es

avoir ajout�e un point test g�en�eralisent moins les r�eseaux d�ej�a existants qu'ils les compl�etent, en

ce sens que les zones de mauvaise performance ne sont pas les mêmes. Ainsi, nous avons coupl�e

plusieurs r�eseaux en choisissant �a chaque fois celui qui se garera le mieux pour un point de d�epart

donn�e (s'il y en a plusieurs, on choisit celui qui a la trajectoire la plus courte). Nous pr�ecisons

que le r�eseau choisi e�ectuera enti�erement le parcours et que cette strat�egie est appliqu�ee en

temps r�eel.

Nous pr�esentons trois r�esultats :

� Couplage des 5 r�eseaux obtenus pour le premier r�esultat.

� Couplage des 4 r�eseaux obtenus pour le deuxi�eme r�esultat.

� Couplage de ces 9 r�eseaux.

5 r�eseaux 1a 1b 1c 1d 1e

% d'utilisation 8.95 11.64 46.05 15.79 17.55

4 r�eseaux 2a 2b 2c 2d

% d'utilisation 27.62 20.81 14.25 37.32

9 r�eseaux 1a 1b 1c 1d 1e 2a 2b 2c 2d

% d'utilisation 7.02 8.43 37.44 12.86 13.33 8.29 3.51 2.23 6.89

% d'utilisation 79.08 20.92

Table 4.4: R�epartition (en pourcentage) de l'utilisation de chaque r�eseau sur un �echantillon de

20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) r�epartis uniform�ement sur le

domaine [�100;+100] � [�100;+100] � [��; �].
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Figure 4.20: Distance en fonction de la position initiale de la voiture pour les 3 couplages de

r�eseaux. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente

l'espace [�100;+100]� [�100;+100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart

et sa couleur indique la distance minimum obtenue par rapport au point (0; 0; 0).
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Figure 4.21: Nombre d'it�erations pour arriver au but avec un maximum de 160 it�erations pour

les 3 couplages de r�eseaux. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque

�gure repr�esente l'espace [�100; 100] � [�100; 100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coor-

donn�ees de d�epart et sa couleur indique le nombre d'it�erations n�ecessaire pour arriver au point

(0; 0; 0). Les zones noires correspondent aux points d'o�u la voiture n'arrive pas �a se garer.



120 Chapitre 4. Un probl�eme de contrôle non-lin�eaire

 

Orientation +1/2 PI 

Orientation -1/4 PI 

Orientation -PI 

Orientation +3/4 PI 

Orientation 0 

Orientation -3/4 PI 

Orientation +1/4 PI 

Orientation -1/2 PI 

Reseau 1a             

Reseau 1b             

Reseau 1c             

Reseau 1d             

Reseau 1e             

 

Orientation +1/2 PI 

Orientation -1/4 PI 

Orientation -PI 

Orientation +3/4 PI 

Orientation 0 

Orientation -3/4 PI 

Orientation +1/4 PI 

Orientation -1/2 PI 

Reseau 2a             

Reseau 2b             

Reseau 2c             

Reseau 2d             

5 r�eseaux 4 r�eseaux

 

Orientation +1/2 PI 

Orientation -1/4 PI 

Orientation -PI 

Orientation +3/4 PI 

Orientation 0 

Orientation -3/4 PI 

Orientation +1/4 PI 

Orientation -1/2 PI 

Reseau 1a             

Reseau 1b             

Reseau 1c             

Reseau 1d             

Reseau 1e             

Reseau 2a             

Reseau 2b             

Reseau 2c             

Reseau 2d             

9 r�eseaux

Figure 4.22: R�eseau utilis�e en fonction de la position initiale de la voiture pour les 3 couplages de

r�eseaux. Orientation i PI correspond �a une orientation initiale de i�. Chaque �gure repr�esente

l'espace [�100;+100]� [�100;+100]. Les coordonn�ees d'un point sont ses coordonn�ees de d�epart

et sa couleur indique la distance minimum obtenue par rapport au point (0; 0; 0).
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9 r�eseaux 98.71 1.08 0.18 0.024 0.0048 0 0 0 0 0 0 0

Figure 4.23: R�epartition (en pourcentage) des distances minimales par rapport �a (0,0,0) sur

un �echantillon de 20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�100;+100] � [�100;+100] � [��; �] et pour les 5 r�eseaux. Il y

a 12 cat�egories de r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et 10+.
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4.4.6 Comportement des r�eseaux sur des distances plus grandes

Nous donnons les graphiques de r�epartition de distance pour les r�eseaux 5a, 6a, 7a, 8a, 9a et 6b,

7b, 8b, 9b pour un �echantillon de 323208 trajectoires (201 � 201 � 8) repr�esentatifs du domaine

[-1000, +1000] � [-1000, +1000] � [��; �] (�gures 4.4.6 et 4.4.6) ainsi que quelques exemples

de trajectoires (�gure 4.26). Nous ne pr�esentons pas les graphiques du type 4.11 ou 4.16 car

ce sont des �chiers beaucoup trop grands. Cependant, ces graphiques montrent que les seules

zones d'o�u les r�eseaux n'arrivent pas �a se garer sont celles que nous avons d�ej�a mis en �evidence

dans les �gures 4.11 et 4.16.
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Nom 0 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10+

5a 31.58 17.57 13.16 20.90 16.13 0.48 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.16

6a 73.65 20.86 5.18 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.28

7a 26.98 19.12 20.54 24.99 8.07 0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.28

8a 39.24 10.10 10.49 12.50 22.24 5.24 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.16

9a 57.56 15.04 27.18 0.02 0.01 0.02 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00 0.14

Figure 4.24: R�epartition (en pourcentage) des distances minimum par rapport �a (0,0,0) sur un

�echantillon de 323208 trajectoires issues de 323208 points de d�epart (201 � 201 � 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�1000;+1000] � [�1000;+1000] � [��; �] pour les r�eseaux 5a,

6a, 7a, 8a, 9a. Il y a 12 cat�egories de r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9,

9-10 et 10+.
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Nom 0 0-1 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10+

6b 32.86 10.24 24.78 24.78 7.27 0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.02

7b 64.76 20.00 9.68 2.18 0.18 0.10 0.15 0.12 0.16 0.38 0.39 1.89

8b 57.02 20.37 14.47 5.77 0.43 0.38 0.43 0.35 0.30 0.20 0.16 0.10

9b 49.75 26.97 17.45 0.25 0.24 0.19 0.23 0.33 1.41 1.62 0.41 1.15

Figure 4.25: R�epartition (en pourcentage) des distances minimum par rapport �a (0,0,0) sur

un �echantillon de 323208 trajectoires issues de 323208 points de d�epart (201� 201� 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�1000;+1000]�[�1000;+1000]�[��; �] pour les r�eseaux 6b,7b,8b

et 9b. Il y a 12 cat�egories de r�epartition : 0, 0-1, 1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et

10+.
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Figure 4.26: Quelques exemples de trajectoires.
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4.4.7 Inuence du bruit sur le comportement des r�eseaux

Nous �etudions dans ce paragraphe l'inuence d'une perception bruit�ee de la position de la voiture

�a chaque it�eration par le r�eseau. On consid�ere que l'entr�ee du r�eseau est maintenant (X

i

+a"

X

i

,

Y

i

+ a"

Y

i

, �+ a"

�

i

) o�u " est une variable al�eatoire uniforme sur [-1,1] et a l'amplitude du bruit.

Nous avons e�ectu�e les calculs pour des bruits d'amplitude maximale 0.1,0.05 et 0.025 unit�es.

Les graphiques de la �gure 4.27 correspondent respectivement aux r�eseaux issus du premier et

du deuxi�eme r�esultat.
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Figure 4.27: R�epartition (en pourcentage) des distances minimum par rapport �a (0,0,0) sur

un �echantillon de 20808 trajectoires issues de 20808 points de d�epart (51 � 51 � 8) r�epartis

uniform�ement sur le domaine [�100;+100]� [�100;+100]� [��; �] pour les r�eseaux 5a,6a,7a,8a

et 9a (en haut) et les r�eseaux 6b,7b,8b et 9b (en bas). Il y a 12 cat�egories de distance : 0, 0-1,

1-2, 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9, 9-10 et 10+.

Comme on peut le constater, l'ajout de bruit entrâ�ne une baisse du taux de r�eussite (mais
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le pourcentage de distance inf�erieur �a 3 reste plus ou moins constant) et une tr�es faible augmen-

tation du taux d'�echec pour les r�eseaux 5a, 6a, 7a, 8a ,9a et 6b alors que pour les r�eseaux 7b,

8b et 9b le taux de r�eussite baisse d'autant que le taux d'�echec augmente. On peut cependant

conclure que la plupart des r�eseaux r�esistent bien au bruit.

4.4.8 Conclusion

Les r�esultats pr�esent�es ci-dessus montrent que l'algorithme a r�eussi �a trouver plusieurs r�eseaux

qui se garaient bien depuis presque tous les points de d�epart et même depuis tous les points de

d�epart mais avec certaines trajectoires non optimales. Ces r�esultats ont �et�e obtenus en utilisant

l'algorithme pr�esent�e au chapitre 2 et en ajoutant un point test appartenant �a une zone peu

performante �a chaque fois que la fonction de �tness devenait nulle. On a ainsi pu rajouter quatre

et cinq points test comme nous l'avons montr�e dans les deux r�esultats. On constate que cette

m�ethode a plus pour e�et d'augmenter le taux de r�eussite ( pourcentage de points atteignant

le point (0,0,0)) que de diminuer le taux d'�echec (pourcentage de points qui sont tr�es loin du

point (0,0,0)) qui �etait l'objectif initial. Cependant nous avons mis en �evidence un cas o�u cette

m�ethode a fait diminuer le taux d'�echec de 8% �a 0,02%.

A�n d'obtenir des r�eseaux avec des taux de r�eussite proche de 100% et des taux d'�echec nul et

aussi pour am�eliorer la qualit�e des trajectoires, on a vu que le couplage de plusieurs r�eseaux

�etait tr�es e�cace.

Par ailleurs, nous avons montr�e que les r�eseaux trouv�es r�esistaient bien �a l'ajout de bruit �a

chaque pas de notre simulation de trajectoires.



Chapitre 5

Adaptation d'une m�ethode de

Newton et d'une m�ethode de

continuation pour le calcul d'un

point �xe d'un r�eseau de neurones

r�ecurrent

5.1 Introduction

Nous pr�esentons dans ce chapitre l'adaptation de la m�ethode de Newton pour le calcul d'un

point �xe d'un r�eseau de neurones r�ecurrent. On sait que le probl�eme qui est li�e �a l'application

de l'algorithme de Newton r�eside dans le choix du point de d�epart qui doit être \assez proche"

de la solution. Du point de vue des r�eseaux de neurones r�ecurrents, il faut partir d'une initial-

isation des neurones proche de leur �etat �nal. Ainsi, en adaptant un r�esultat sur la m�ethode

de Newton [SS93] qui consiste �a partir d'une solution triviale (obtenue lorsque tous les poids

des connexions sont nuls) et par une m�ethode de continuation (en amenant progressivement les

valeurs des poids �a leur valeurs r�eelles), �a suivre la solution en appliquant successivement la

m�ethode de Newton.

Les r�esultats pr�esent�es sont valables pour trois types de fonction de transfert: sigmo��de, arctg

et les fonctions gaussiennes utilis�ees dans les r�eseaux dits RBF.

Apr�es avoir rappel�e un ensemble de r�esultats concernant la m�ethode de Newton, nous pr�esenterons

le r�esultat principal ainsi que sa d�emonstration.

5.2 La m�ethode de Newton

Soit E et F deux espaces de Banach. On consid�ere une application analytique f : D

r

(x

0

)! F

avec x

0

2 E et D

r

(x

0

) = fx 2 E j kx � x

0

k � rg et on suppose que les quantit�es suivantes

sont bien d�e�nies pour x 2 D

r

(x

0

)

127
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�(f; x) = kDf(x)

�1

f(x)k

(f; x) = sup

k>1
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�1

D

k

f(x)k

k!

!

1

k�1

�(f; x) = �(f; x)(f; x)

(5.1)

La m�ethode de Newton construit une suite de points fx

i

g

i�1
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x
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Par ailleurs, on utilisera les quantit�es suivantes:

�(�) =

(1 + �) �

p

(1 + �)

2

� 8�

4

; 0 � � � 3� 2

p

2 � 0:1715
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�

0

=

1

4

(13� 3

p

17) � 0:157671

Th�eor�eme 4 Soit f : D

r
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) ! F une application analytique, � = �(f; x
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), � = �(f; x

0
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 = �� et r �
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. Si � � �

0

la suite de Newton x

1

; x

2

; ::: est d�e�nie, converge vers � 2 D
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)
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(5.2)

Si un point x

0

2 E v�eri�e (5.2) alors x

0

est appel�e un z�ero approch�e de f et � le (vrai) z�ero

associ�e.

Corollaire 1 Soit f : E ! F une application analytique, x

0

2 E v�eri�ant � = �(f; x

0

) � �

0

et

� le z�ero associ�e. Alors la suite de Newton fx

n

g

n�1

v�eri�e kx

n

��k � " si n � (log j log

�(�)

"

j)+1.

Le r�esultat suivant va nous permettre de remplacer la condition sur � = �(f; x

0

) par une

condition moins restrictive en appliquant la m�ethode de Newton de mani�ere r�ep�etitive.

Une homotopie f

t

: E ! F , 0 � t � 1 est une famille d'application analytique. De plus,

l'application induite [0; 1] � E ! F est continue et le pas associ�e est une application continue

[0; 1] ! E, t 7! �
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) = 0 et Df
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appel�e le couple homotopie-pas.
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) i = 1; :::; k.

On dit que la m�ethode de Newton suit le couple homotopie-pas ff
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i
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; x

i

) < �
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et x

i

est le z�ero approch�e de f
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i

, i = 1; :::; jT j.
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Th�eor�eme 5 (Shub & Smale) Soit F = ff
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Le nombre d'iterations de Newton n�ecessaire pour avoir une approximation �a " pr�es du z�ero
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Le paragraphe suivant explique en d�etails l'application de ce r�esultat aux r�eseaux de neurones

r�ecurrents.

5.3 Adaptation aux r�eseaux de neurones r�ecurrents

L' �evolution d'un r�eseau de neurones r�ecurrent de taille N peut être mod�elis�ee par l'�equation

di��erentielle

dy

dt

= �y + �(W;y; S) (5.3)

y = fy

i

g

N

i=1

�etant le vecteur des activations, W = fw

ij

g

i;j=1;:::;N

la matrice des poids du

r�eseau. � est la fonction de transfert dont le ou les param�etres peuvent d�ependre de chaque

neurone. S = fs

i

g

N

i=1

avec s

i

= 0 si le neurone i n'est pas un neurone d'entr�ee.

Cette �equation peut être discr�etis�ee par un sch�ema d'Euler, ce qui donne

(

y
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= (1��t)y

n

+�t�(W;y

n

; S)

y
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(5.4)

si l'on pose

�(y) = y � �(W;y; S)

alors un point �xe y

�

= fy

�

i

g

N

i=1

v�eri�e �(y

�

) = 0.

Dans tout ce qui va suivre les calculs vont être faits pour trois fonctions de transfert di��erentes

que l'on appellera dor�enavant g; h et f . � d�esignera au choix g; h ou f . De plus et sauf indication

contraire on pourra remplacer g par h.

On a
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De plus, on pose

�

�

(y) = y � �(W;y; S)

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambigu��t�e on utilisera la lettre �.

Pour appliquer la m�ethode de Newton, il est n�ecessaire de calculer les matrices D�

�

(y).

Pour la fonction g (et h) on a
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+ s

i

)

1

A

i; j = 1; :::; N

= �

ij

� w

ij

g

0

i

(

N

P

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

) i; j = 1; :::; N

on a donc

D�

g

(y) = I �G(W;y; S)W avec G(W;y; S) = diag(g

0

i

(

N

P

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

))

D�

h

(y) = I �H(W;y; S)W avec H(W;y; S) = diag(h

0

i

(

N

P

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

))

Pour la fonction f on a

(�

f

(y)

i

= y

i

� f

i

(

N

X

j=1

(w

ij

y

j

� d

i

)

2

+ (s

i

� d

i

)

2

) i = 1; :::; N

et donc



5.3. Adaptation aux r�eseaux de neurones r�ecurrents 131

Dj(�

f

(y))

i

= �

ij

�

@

@y

j

0

@

f

i

(

N

X

j=1

(w

ij

y

j

� d

i

)

2

+ (s

i

� d

i

)

2

)

1

A

i; j = 1; :::; N

= �

ij

� 2w

ij

(w

ij

y

j

� d

i

)f

0

i

(

N

P

j=1

(w

ij

y

j

� d

i

)

2

+ (s

i

� d

i

)

2

)) i; j = 1; :::; N

On a donc

D�

f

(y) = I � F (W;y; S)M(W )

avec F (W;y; S) = diag(f

0

i

(

N

P

j=1

(w

ij

y

j

� d

i

)

2

+ (s

i

� d

i

)

2

)))

et M(W ) = f2w

ij

(w

ij

y

j

� d

i

)g

i;j=1;:::;N

Pour appliquer le th�eor�eme (5) on d�e�nit les trois homotopies �

g

t

, �

h

t

et �

f

t

, correspondant

respectivement aux fonctions g, h et f

�

�

t

: [0; 1]

N

! IR

N

0 � t � 1

y 7! �

�

t

(y) = y � �(tW; y; S)

Les pas associ�es aux homotopies �

�

t

sont les applications

�

�

t

: [0; 1] ! [0; 1]

N

t 7! �

�

t

v�eri�ant

(

�

g

t

(�

g

t

) = 0

D�

g

t

(y) = I �G(tW; y; S)tW est bien d�e�ni

(

�

h

t

(�

h

t

) = 0

D�

h

t

(y) = I �H(tW; y; S)tW est bien d�e�ni

(

�

f

t

(�

f

t

) = 0

D�

f

t

(y) = I � F (tW; y; S)M(tW ) est bien d�e�ni

5.3.1 R�esultat principal

Soit F

�

= f�

�

t

; �

�

t

g avec � = ff; g; hg un couple homotopie-pas tel qu'il a �et�e d�e�ni ci-dessus.

Si

kI �D�

�

t

(�

�

t

)k � c

�

< 1

alors il existe une constante k

�

telle que k

�

pas de Newton sont su�sants pour suivre F

�

.

En particulier, on a (voir les notations au paragraphe suivant)
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k

g

�

a

2

N

1=2

�

� �w

1

k�k

2

1

kWk

2

kWk

1

��(1� c

g

)

2

k

h

�

3

�

N

1=2

�

� �w

1

k�k

2

1

kWk

2

kWk

1

��(1� c

h

)

2

k

f

�

k�k

1=2

1

kWk

2

r

log

10

�

�

�

1�

��(1�c

f

)

2

4N

�

� �w

2

k�k

1

(kWk

4

+kdk

1

kWk

2

)

�

�

�

De plus, le nombre d'it�erations de Newton n�ecessaire pour avoir une approximation �a " pr�es

du z�ero �

�

1

de la fonction �

�

est alors

k

�

+ (log j log

�(�

�

)

"

�

j)

avec �

�

= �(�

�

1

; �

�

1

) et 

�

= (�

�

1

; �

�

1

).

Quelques notations

Pour la d�emonstration, on utilise les notations suivantes:

kWk

1

=

0

@

N

P

i=1

 

N

P

j=1

jw

ij

j

!

2

1

A

1=2

kWk

2

=

 

max

1�i�N

N

P

j=1

jw

ij

j

2

!

1=2

; �w

1

= max(1; kWk

2

)

kWk

4

=

 

max

1�i�N

N

P

j=1

jw

ij

j

4

!

1=2

; kdk

1

= max

1�i�N

jd

i

j; �w

2

= max(1; kWk

4

+ kdk

1

kWk

2

)

k�k

1

= max

1�i�N

j�

i

j;

�

� = max(1; k�k

1

)

Pour d�emontrer ce r�esultat, on a besoin des deux r�esultats suivants qui seront d�emontr�es en

appendice.

5.3.2 R�esultat 1

On a quelque soit k > 1

sup

k>1

�

kD

k

�

g

(y)k

k!

�

1

k�1

� 2aN

1=2

�

� �w

1

k�k

1

kWk

2

sup

k>1

�

kD

k

�

h

(y)k

k!

�

1

k�1

�

3

2

N

1=2

�

� �w

1

k�k

1

kWk

2

sup

k>1

�

kD

k

�

f

(y)k

k!

�

1

k�1

� 4N

1=2

k�k

1

�

�(kWk

4

+ kdk

1

kWk

2

) �w

2

(5.6)
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5.3.3 R�esultat 2

On a

k�

g

t

0

(�

t

)k �

1

4

jt� t

0

jk�k

1

kWk

1

k�

h

t

0

(�

t

)k �

2

�

jt� t

0

jk�k

1

kWk

1

k�

f

t

0

(�

t

)k � N

1=2

(1� e

�jt�t

0

j

2

k�k

1

kWk

2

2

)

(5.7)

5.3.4 D�emonstration du r�esultat principal

En t

0

= 0 on a une solution triviale au probl�eme �

�

(y) = 0, c'est-�a-dire y = f�

i

(s

i

)g

N

i=1

. Pour

appliquer le th�eor�eme 5, il faut ensuite majorer les quantit�es �(�

�

t

0

; �

�

t

) et (�

�

t

0

; �

�

t

).

On e�ectue tout d'abord le calcul pour g

� Si kG(tW; y; S)tWk � c

g

< 1 alors D�

g

t

(y) = I �G(tW; y; S)tW est inversible et on a

kD�

g

t

(y)

�1

k �

1

1� kG(tW; y; S)tWk

�

1

1� c

g

donc en utilisant (5.6) et (5.7) on obtient les majorations suivantes :

(�

g

t

0

; �

g

t

) = sup

k>1











D�

g

t

0

(�

g

t

)

�1

D

k

�

g

t

0

(�

g

t

)

k!











1

k�1

� sup

k>1

kD�

g

t

0

(�

g

t

)

�1

k

1

k�1

sup

k>1











D

k

�

g

t

0

(�

g

t

)

k!











1

k�1

� sup

k>1

 

1

1� c

g

!

1

k�1
�

2aN

1=2

�

�k�k

1

�w

1

kWk

2

�

�

2aN

1=2

�

�k�k

1

�w

1

kWk

2

1� c

g

= �

g

et

�(�

g

t

0

; �

g

t

) �

1

4

jt� t

0

jk�k

1

kWk

1

1� c

g

il su�t alors de chercher jt

0

� tj tel que �(�

g

t

0

; �

g

t

) �

��

�

g

. On trouve

jt

0

� tj �

2��(1� c

g

)

2

aN

1=2

�

� �w

1

k�k

2

1

kWk

2

kWk

1
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On e�ectue les mêmes calculs pour h et f

� Si kH(tW; y; S)tWk � c

h

< 1 alors D�

h

t

(y) = I �H(tW; y; S)tW est inversible et on a

kD�

h

t

(y)

�1

k �

1

1� kH(tW; y; S)tWk

�

1

1� c

h

donc en utilisant (5.6) et (5.7) on obtient les majorations suivantes :

(�

h

t

0

; �

h

t

) �

3

2

N

1=2

�

�k�k

1

�w

1

kWk

2

1� c

h

= �

h

et

�(�

h

t

0

; �

h

t

) �

2

�

jt� t

0

jk�k

1

kWk

1

1� c

h

il su�t alors de chercher jt

0

� tj tel que �(�

h

t

0

; �

h

t

) �

��

�

h

. On trouve

jt

0

� tj �

�

3

��(1� c

h

)

2

N

1=2

�

� �w

1

k�k

2

1

kWk

2

kWk

1

� Si kF (tW; y; S)M(tW )k � c

f

< 1 alors D�

f

t

(y) = I � F (tW; y; S)M(tW ) est inversible et on

a

kD�

f

t

(y)

�1

k �

1

1� kF (tW; y; S)M(tW )k

�

1

1� c

f

donc en utilisant (5.6) et (5.7) on obtient les majorations suivantes :

(�

f

t

0

; �

f

t

) �

4N

1=2

k�k

1

�

�(kWk

4

+ kdk

1

kWk

2

) �w

2

1� c

f

= �

f

et

�(�

f

t

0

; �

f

t

) �

N

1=2

(1� e

�jt�t

0

j

2

k�k

1

kWk

2

2

)

1� c

f

il su�t alors de chercher jt

0

� tj tel que �(�

f

t

0

; �

f

t

) �

��

�

f

. On trouve

jt

0

� tj �

1

k�k

1=2

1

kWk

2

s

log

10

�

�

�

�

1�

��(1� c

f

)

2

4N

�

� �w

2

k�k

1

(kWk

4

+ kdk

1

kWk

2

)

�

�

�

�

5.3.5 Stabilit�e du point �xe �

�

1

Pour que �

�

1

soit stable, il faut que la matrice jacobienne de la fonction I ��t�

�

1

poss�ede des

valeurs propres dont le module soit plus petit que 1. Dans le r�esultat principal (5.3.1) nous

avons fait l'hypoth�ese que kI�D�

�

t

(�

�

t

)k < 1; donc si � est valeur propre de I�D�

�

1

(�

�

1

), alors

1 � �t + �t� est valeur propre de I � �t�

�

1

(�

�

1

) dont le module est strictement inf�erieur �a 1

quelque soit �t, ce qui montre que �

�

1

est stable.
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5.4 Appendice

Dans ce paragraphe, nous d�emontrons les r�esultats 1 et 2 des paragraphes 5.3.2 et 5.3.3.

Pour d�emontrer 5.3.2, nous aurons besoin d'�etablir les deux r�esultats suivants :

5.4.1 R�esultat principal sur la fonction g

On a

sup

k>1

0

B

B

B

B

B

@

N

X

i=1

jg

(k)

i

(

N

X

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

)j

2

(k!)

2

1

C

C

C

C

C

A

1

2(k�1)

� 2aN

1=2

k�k

1

�

�; a ' 0:09017 (5.8)

5.4.2 R�esultat principal sur la fonction h

On a

sup

k>1

0

B

B

B

B

B

@

N

X

i=1

jh

(k)

i

(

N

X

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

)j

2

(k!)

2

1

C

C

C

C

C

A

1

2(k�1)

�

3

2

N

1=2

�

�k�k

1

(5.9)

5.4.3 D�emonstration du r�esultat principal sur la fonction g

Avant de d�emontrer ce r�esultat, on �etablit tout d'abord trois r�esultats interm�ediaires.

5.4.3.1 R�esultat A

Soit g(x) =

1

1 + e

��x

alors la d�eriv�ee k-i�eme s'�ecrit :

g

(k)

(x) = �

k

g(x)

k�1

P

i=0



i;k

(1� g(x))

k�i

8k � 1

(5.10)

avec quelque soit k � 1

8

>

<

>

:



0;k

(k + 1) = 

0;k+1

(

i;k

� 

i�1;k

)(k � i+ 1) = 

i;k+1

i = 1; :::; k � 1



k�1;k

= �

k;k+1

(5.11)
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D�emonstration

On adopte la notation g

(k)

� g

(k)

(x)

On d�emontre le r�esultat par r�ecurrence :

On a :

g

0

= �g(1� g)

on suppose

g

(k)

= �

k

g

k�1

X

i=0



i;k

(1� g)

k�i

8k � 1

alors pour k � 0

(g

(k)

)

0

= �

k

[�g(1� g)

k�1

P

i=0



i;k

(1� g)

k�i

� g

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i�1

�g(1� g)]

= �

k+1

g[

k�1

P

i=0



i;k

(1� g)

k�i+1

�

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i

g]

= �

k+1

g[

k�1

P

i=0



i;k

(1� g)

k�i+1

+

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i

(1� g � 1)]

= �

k+1

g[

k�1

P

i=0



i;k

(1� g)

k�i+1

+

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i+1

�

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i

]

= �

k+1

g[

k�1

P

i=0

(

i;k

+ (k � i)

i;k

)(1 � g)

k�i+1

�

k�1

P

i=0

(k � i)

i;k

(1� g)

k�i

]

= �

k+1

g[

k�1

P

i=0

((k � i+ 1)

i;k

)(1 � g)

k�i+1

�

k

P

i=1

(k � i+ 1)

i�1;k

(1� g)

k�i+1

]

= �

k+1

g[(k + 1)

0;k

(1� g)

k+1

+

k�1

P

i=1

((k � i+ 1)(

i;k

� 

i�1;k

)(1 � g)

k�i+1

�

k�1;k

(1� g)]

donc en posant (5.11) on obtient

g

(k+1)

= �

k+1

g

k

P

i=0



i;k+1

(1� g)

k�i+1

8k � 1

ce qui d�emontre le r�esultat.

De plus, on d�eduit de (5.11) que

(



0;k

= k! 8k � 1



k�1;k

= (�1)

k�1

8k � 1

(5.12)

5.4.3.2 R�esultat B

On consid�ere les 

i;k

tels qu'ils ont �et�e d�e�nis dans (5.11). Alors on a :

0

B

B

B

@

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k!)

2

1

C

C

C

A

1

2(k�1)

< 2 8k > 1 (5.13)
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D�emonstration

On pose :

S

k

=

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k!)

2

8k � 1

On sait que quelque soit k � 1 et i = 1; :::; k � 1



i;k+1

= (

i;k

� 

i�1;k

)(k � i+ 1)

=) 

i;k+1

� (j

i;k

j+ j

i�1;k

j)(k � i+ 1)

=)

1

2

j

i;k+1

j

2

� (j

i;k

j

2

+ j

i�1;k

j

2

)(k � i+ 1)

2

donc, en sommant de i = 1 �a k � 1 on obtient quelque soit k � 1

1

2

k�1

P

i=1

j

i;k+1

j

2

�

k�1

P

i=1

j

i;k

j

2

(k � i+ 1)

2

+

k�1

P

i=1

j

i�1;k

j

2

(k � i+ 1)

2

()

1

2

(

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

� (

0;k+1

)

2

� (

k;k+1

)

2

) �

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k � i+ 1)

2

�(

0;k

)

2

(k + 1)

2

+

k

P

i=1

j

i�1;k

j

2

(k � i+ 1)

2

� (

k�1;k

)

2

(k + 1)

2

donc en utilisant (5.12) on d�eduit que quelque soit k � 1

1

2

(

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

� ((k + 1)!)

2

� 1) �

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k � i+ 1)

2

� ((k + 1)!)

2

+

k

P

i=1

j

i�1;k

j

2

(k � i+ 1)

2

� 1

()

1

2

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

�

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k � i+ 1)

2

+

k

P

i=1

j

i�1;k

j

2

(k � i+ 1)

2

�

1

2

((k + 1)!)

2

�

1

2

()

1

2

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

�

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k � i+ 1)

2

+

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k � i)

2

�

1

2

((k + 1)!)

2

�

1

2

()

1

2

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

� 2(k + 1)

2

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

�

1

2

((k + 1)!)

2

�

1

2

()

1

2

k

P

i=0

j

i;k+1

j

2

((k + 1)!)

2

�

2

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k!)

2

�

1

2((k + 1)!)

2

�

1

2

() S

k+1

< 4S

k

� (

1

((k + 1)!)

2

+ 1)

On a donc

S

k+1

< 4S

k

8k � 1

Par suite

S

k+1

< 4S

k

< 4

2

S

k�1

< ::: < 4

k

S

1
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et comme S

1

= 1, on obtient �nalement

S

k

< 4

k�1

8k � 1

donc

S

1

2(k�1)

k

=

0

B

B

B

@

k�1

P

i=0

j

i;k

j

2

(k!)

2

1

C

C

C

A

1

2(k�1)

< 2 8k > 1

5.4.3.3 R�esultat C

On a

g

2

(x)

k�1

X

j=0

(1� g(x))

2(k�j)

< a =

(1 +

p

5)

2

(3 +

p

5)

2

(2 +

p

5)

' 0:09017 (5.14)

D�emonstration

On adopte la notation g � g(x)

g

2

k�1

P

j=0

(1� g)

2(k�j)

= g

2

k

P

j=1

(1� g)

2j

= g

2

 

k

P

j=0

(1� g)

2j

� 1

!

= g

2

 

1� (1� g)

2(k+1)

1� (1� g)

2

� 1

!

= g(1 � g)

2

 

1� (1� g)

2k

2� g

!

donc

g

2

k�1

X

j=0

(1� g)

2(k�j)

<

g(1 � g)

2

2� g

car 0 < g(x) < 1 8x 2 IR

L'�etude de la fonction x 7!

g(x)(1 � g(x))

2

2� g(x)

permet ensuite de montrer que

g(x)(1 � g(x))

2

2� g(x)

� a =

(1 +

p

5)

2

(3 +

p

5)

2

(2 +

p

5)

' 0:09017 8x 2 IR

Les trois r�esultats �etablis aux paragraphes 5.4.3.1, 5.4.3.2 et 5.4.3.3 vont nous permettre de

d�emontrer le r�esultats principal 5.4.1.
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D�emonstration du r�esultat principal 5.4.1

On utilise la notation g

i

� g

i

(

N

P

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

)

D'apr�es (5.10) et (5.14) on a

jg

(k)

i

j � j�

i

j

k

jg

i

j

 

k�1

P

j=0

j

j;k

j

2

!

1=2

 

k�1

P

j=0

(1� g

i

)

2(k�j)

!

1=2

� j�

i

j

k

a

1=2

 

k�1

P

j=0

j

j;k

j

2

!

1=2

donc

 

N

P

i=1

jg

(k)

i

j

2

!

1=2

� a

 

N

P

i=1

j�

i

j

2k

!

1=2

 

k�1

P

j=0

j

j;k

j

2

!

1=2

� aN

1=2

max

1�i�N

j�

i

j

k

 

k�1

P

j=0

j

j;k

j

2

!

1=2

� aN

1=2

k�k

k

1

 

k�1

P

j=0

j

j;k

j

2

!

1=2

avec k�k

1

= max

1�i�N

j�

i

j

Par suite, en utilisant (5.13) on termine la d�emonstration.

5.4.4 D�emonstration du r�esultat principal sur la fonction h

Avant de d�emontrer ce r�esultat, on �etablit tout d'abord deux r�esultats interm�ediaires.

5.4.4.1 R�esultat A

Soit h(x) =

2

�

arctan(�x) alors la d�eriv�ee k-i�eme de h s'�ecrit :

h

(k)

(x) =

2

�

�

k

(1 + �

2

x

2

)

k

(�x)

k(2)

�(k)

X

i=0



i;k

(�x)

2i+1

8k � 1

avec �(k) = E[

k+1

2

]� 1

(5.15)

avec quelque soit p � 1

8

>

<

>

:



0;2p+1

= 

0;2p



i;2p+1

= (2i + 1)

i;2p

+ (2i � 1� 4p)

i�1;2p

i = 1; :::; p � 1



p;2p+1

= �(2p+ 1)

p�1;2p

(5.16)

et quelque soit p � 2

(



i;2p

= 2((i + 1)

i+1;2p�1

+ (i+ 1� 2p)

i;2p�1

) i = 0; :::; p � 2



p�1;2p

= �2p

p�1;2p�1

(5.17)
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D�emonstration

On d�emontre le r�esultat par r�ecurrence

On �etablit tout d'abord le r�esultat pour h

(2p+1)

quelque soit p � 1

On a :

h

0

(x) =

2

�

�

1 + �

2

x

2

on suppose

h

(2p)

(x) =

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

p�1

X

i=0



i;2p

(�x)

2i+1

8p � 1

alors pour p � 1

(h

(2p)

)

0

(x) =

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

4p

[(1 + �

2

x

2

)

2p

p�1

X

i=0



i;2p

�

2i+1

x

2i

(2i + 1)

�4p�

2

x(1 + �

2

x

2

)

2p�1

p�1

P

i=0



i;2p

(�x)

2i+1

]

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p+1

[(1 + �

2

x

2

)

p�1

X

i=0



i;2p

�

2i+1

x

2i

(2i+ 1)� 4p�

2

x

p�1

X

i=0



i;2p

(�x)

2i+1

]

=

2

�

�

2p+1

(1 + �

2

x

2

)

2p+1

[

p�1

X

i=0



i;2p

(2i+ 1)(�x)

2i

+

p�1

X

i=0

(2i+ 1� 4p)

i;2p

(�x)

2i+2

+

p�1

P

i=1

(2i� 1� 4p)

i�1;2p

(�x)

2i

]

=

2

�

�

2p+1

(1 + �

2

x

2

)

2p+1

[

0;2p

+

p�1

X

i=1

((2i + 1)

i;2p

(�x)

2i+2

+ (2i� 1� 4p)

i�1;2p

)(�x)

2i

�(2p+ 1)

p�1;2p

(�x)

2p

]

donc en posant (5.15) on obtient

h

(2p+1)

(x) =

2

�

�

2p+1

(1 + �

2

x

2

)

2p+1

p

X

i=0



i;2p+1

(�x)

2i

8k � 1

ce qui d�emontre le r�esultat pour le cas impair.

On �etablit ensuite le r�esultat pour h

(2p)

quelque soit p � 2

On a :

h

(2)

(x) =

2

�

�2�

3

x

(1 + �

2

x

2

)

2

on suppose

h

(2p�1)

(x) =

2

�

�

2p�1

(1 + �

2

x

2

)

2p�1

p�1

X

i=0



i;2p

(�x)

2i

8p � 1

alors pour p � 1
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(h

(2p�1)

)

0

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

[(1 + �

2

x

2

)

p�1

X

i=1

2i

i;2p�1

(�x)

2i�1

� 2�x(2p� 1)

p�1

X

i=0



i;2p�1

(�x)

2i

]

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

[

p�1

X

i=1

2i

i;2p�1

(�x)

2i�1

+

p�1

X

i=1

2i

i;2p�1

(�x)

2i+1

�2(2p� 1)

p�1

P

i=0



i;2p�1

(�x)

2i+1

]

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

[

p�2

X

i=0

(2i+ 2)

i+1;2p�1

(�x)

2i+1

+

p�1

X

i=1

2i

i;2p�1

(�x)

2i+1

�2(2p� 1)

p�1

P

i=0



i;2p�1

(�x)

2i+1

]

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

[(2

1;2p�1

� 2(2p� 1)

0;2p�1

)�x

+

p�2

P

i=1

((2i + 2)

i+1;2p�1

+ (2i� 4p+ 2)

i;2p�1

)(�x)

2i+1

+(2(p� 1)

p�1;2p�1

� 2(2p � 1)

p�1;2p�1

)(�x)

2p�1

]

=

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

[(2

1;2p�1

� 2(2p� 1)

0;2p�1

)�x

+

p�2

P

i=1

((2i+ 2)

i+1;2p�1

+ (2i� 4p+ 2)

i;2p�1

)(�x)

2i+1

� 2p

p�1;2p�1

)(�x)

2p�1

]

donc en posant (5.16) on obtient

h

(2p)

(x) =

2

�

�

2p

(1 + �

2

x

2

)

2p

p�1

X

i=0



i;2p

(�x)

2i+1

8p � 1

ce qui d�emontre le r�esultat pour le cas pair.

De plus, comme 

p;2p+1

= �(2p+ 1)

p�1;2p

et 

p�1;2p

= �2p

p�1;2p�1

on d�eduit que

(



p;2p+1

= (2p+ 1)!



p�1;2p

= �(2p)!

(5.18)

5.4.4.2 R�esultat B

On consid�ere les 

i;k

tels qu'ils ont �et�e d�e�nis dans (5.16) et (5.17). Alors on a :

0

B

B

B

@

�(k)

P

i=0

j

i;k

j

k!

1

C

C

C

A

1

k�1

< 3 8k > 1 (5.19)

D�emonstration

On pose :
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S

k

=

�(k)

P

i=0

j

i;k

j

k!

8k � 1

On sait que quelque soit p � 1 et i = 1; :::; p � 1



i;2p+1

= (2i+ 1)

i;2p

+ (2i � 1� 4p)

i�1;2p

=) 

i;2p+1

� (2i+ 1)j

i;2p

j+ j2i� 1� 4pjj

i�1;2p

j

donc, en sommant de i = 1 �a p� 1 on obtient quelque soit p � 1

p�1

P

i=1

j

i;2p+1

j �

p�1

P

i=1

(2j + 1)j

i;2p

j+

p�1

P

i=1

j2i� 1� 4pjj

i�1;2p

j

()

p

P

i=0

j

i;2p+1

j � j

0;2p+1

j � j

p;2p+1

j �

p�1

P

i=0

(2j + 1)j

i;2p

j � j

0;2p

j

+

p

P

i=1

j2i� 1� 4pjj

i�1;2p

j � j2p+ 1jj

p�1;2p

j

donc, en utilisant (5.18) et le fait que 

0;2p+1

= 

0;2p

on a

p

P

i=0

j

i;2p+1

j � (2p� 1)

p�1

P

i=1

j

i;2p

j+

p�1

P

i=0

j2i+ 1� 4pjj

i;2p

j

()

p

P

i=0

j

i;2p+1

j � (2p� 1)

p�1

P

i=0

j

i;2p

j+ (4p� 1)

p�1

P

i=0

j

i;2p

j

()

p

P

i=0

j

i;2p+1

j � (6p� 2)

p�1

P

i=0

j

i;2p

j

() S

2p+1

=

p

P

i=0

j

i;2p+1

j

(2p+ 1)!

�

6p� 2

(2p+ 1)!

p�1

X

i=0

j

i;2p

j

de plus comme S

2p

=

p�1

P

i=0

j

i;2p

j

(2p)!

on obtient

S

2p+1

�

6p� 2

2p+ 1

S

2p

�

6p

2p+ 1

S

2p

8p � 1 (5.20)

Par ailleurs, on sait que quelque soit p � 1 et i = 1; :::; p � 2



i;2p

= 2(i+ 1)

i+1;2p�1

+ 2(i + 1� 2p)

i;2p�1

=) j

i;2p

j � 2(i+ 1)j

i+1;2p�1

j+ 2j2p� i� 1jj

i;2p�1

j

donc, en sommant de i = 1 �a p� 2 on obtient quelque soit p � 2

p�2

P

i=0

j

i;2p

j � 2

p�2

P

i=0

(j + 1)j

i+1;2p�1

j+ 2

p�2

P

i=0

j2p� i� 1jj

i;2p�1

j

()

p�2

P

i=0

j

i;2p

j � 2

p�1

P

i=0

jj

i;2p�1

j+ 2

p�2

P

i=0

j2p� i� 1jj

i;2p�1

j

()

p�1

P

i=0

j

i;2p

j � j

p�1;2p

j � 2(p� 1)

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j+ 2

p�1

P

i=0

j2p� i� 1jj

i;2p�1

j � 2pj

p�1;2p�1

j
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donc, comme 

p�1;2p

= �2p

p�1;2p�1

on a

p�1

P

i=0

j

i;2p

j � 2(p� 1)

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j+ 2(2p � 1)

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j

()

p�1

P

i=0

j

i;2p

j � (6p� 4)

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j

() S

2p

=

p�1

P

i=0

j

i;2p

j

(2p)!

� (6p� 4)

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j

(2p)!

de plus comme S

2p�1

=

p�1

P

i=0

j

i;2p�1

j

(2p)!

on obtient

S

2p

�

6p� 4

2p

S

2p�1

�

6p� 3

2p

S

2p�1

8p � 2 (5.21)

En utilisant (5.20) et (5.21) on obtient

S

k

�

3(k � 1)

k

S

k�1

() S

k

�

3

2

(k � 1)(k � 2)

k(k � 1)

S

k�2

() S

k

� 3

l

(k � 1)!

(k � l � 1)!

(k � l)!

k!

S

k�l

() S

k

� 3

k�2

(k � 1)!

1!

2!

k!

S

2

() S

k

� 4

3

k�2

k

= a

k

car S

2

= j

0;2

j = 2

En posant b

k

= a

1=(k�1)

k

, on montre que

�

b

k+1

b

k

�

k(k�1)

=

3

4

k

k

(k + 1)

k�1

= c

k

Par suite, comme c

k

� 1 et c

2

= 1, b

k

est croissante et b

2

= 2, donc b

k

< lim

k!1

b

k

= 3.

Les deux r�esultats �etablit aux paragraphes 5.4.4.1 et 5.4.4.2 vont nous permettre de d�emontrer

le r�esultats principal 5.4.2.

D�emonstration du r�esultats principal 5.4.2

On utilise la notation h

(k)

i

� h

(k)

i

(

N

P

j=1

w

ij

y

j

+ s

i

)

D'apr�es (5.15) on a quelque soit k � 1

jh

(k)

(x)j �

2

�

j�j

k

j�xj

2�(k)+1

(1 + �

2

x

2

)

k

j�xj

k(2)

�(k)

X

i=0

j

i;k

j

�

2

�

j�j

k

j�xj

k�1

(1 + �

2

x

2

)

k

�(k)

X

i=0

j

i;k

j



144 Chapitre 5. Calcul d'un point �xe d'un r�eseau de neurones r�ecurrent

L'�etude de la fonction r

k

(x) =

2

�

j�j

k

j�xj

k�1

(1 + �

2

x

2

)

k

permet d'�ecrire

jr

k

(x)j �

2

�

j�j

k

l

k

avec l

k

=

�

k � 1

k + 1

�

k�1

2

�

k + 1

2k

�

k

donc

 

N

P

i=1

jh

k

i

j

2

!

1=2

�

2

�

0

@

N

X

i=1

(j�

i

j

k

l

k

�(k)

X

j=0

j

j;k

j)

2

1

A

1=2

�

2

�

l

k

 

N

X

i=1

(j�

i

j

2k

!

1=2

�(k)

X

j=0

j

j;k

j

�

2

�

l

k

N

1=2

k�k

k

1

�(k)

X

j=0

j

j;k

j

et
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On termine la d�emonstration avec (5.19) et en d�emontrant que sup

k>1

(l

k

)

1

k�1

<

1

2

(�etude de la

fonction x 7!

r

x� 1

x+ 1

�

x+ 1

2x

�

x

x�1

pour x � 2).

5.4.5 D�emonstration du r�esultat 1 (5.3.2)

kD

k

�(y)k = sup

y

(i)

6=0
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(1)
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(2)

:::::y

(k)

k
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(k)

k

8k � 1 (5.22)

On commence par d�emontrer la premi�ere partie du r�esultat .Dans cette partie, on peut rem-

placer g par h et, pour ne surcharger les notations, on utilisera la lettre � pour designer �

g

.

D

j
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i
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D
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Calculons (D

k
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)

i

pour i = 1; :::; N et quelque soit k � 1
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=

N

P

j=1

w

ij

y

(l);j
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8k � 1 (5.23)

En e�et, supposons que
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Par ailleurs
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On d�eduit donc de (5.22), (5.23) et (5.24) que quelque soit k � 1
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A
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8k > 1

et donc en posant �w

1

= max(1; kWk

2

) et en utilisant les r�esultats 5.8 et 5.9 on termine la

premi�ere partie de la d�emonstration.

D�emontrons maintenant la deuxi�eme partie. Cette d�emonstration �etant analogue �a la premi�ere

partie, on ne d�etaillera pas les calculs.
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Calculons (D
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Par ailleurs, quelque soit i = 1; :::; N
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On d�eduit donc de (5.22), (5.25) et (5.26) que quelque soit k � 1
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5.4.6 D�emonstration du r�esultat 2 (5.3.3)
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Par suite
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ce qui termine la d�emonstration.





Conclusion g�en�erale

Les di��erents r�esultats obtenus sur les deux probl�emes que nous avons trait�es dans cette th�ese

nous permettent de conclure �a la �abilit�e de l'approche par les r�eseaux de neurones, surtout en

ce qui concerne le probl�eme de robotique mobile. En e�et, l'algorithme que nous avons utilis�e

nous a permis d'obtenir un ensemble de r�eseaux capables de se garer �a partir d'un pourcent-

age �elev�e de positions de d�epart, tout en r�esistant bien �a l'injection de bruit. L'�etape suivante

pour obtenir de meilleurs r�esultats consiste principalement �a int�egrer directement la longueur

des trajectoires dans la performance d'un r�eseau a�n d'obtenir un ensemble de trajectoires plus

r�ealistes. De plus, il faudrait pouvoir d�emontrer qu'un r�eseau est �able sur un certain domaine,

c'est-�a-dire qu'il n'existe pas un point de d�epart sur ce domaine tel que le r�eseau ne pourra

pas garer le v�ehicule �a partir de ce point. Un autre point important r�eside dans l'introduction

d'obstacles.

Pour l'identi�cation de la fonction isotherme en chromatographie, on a vu qu'une autre m�ethode

qui utilise les fractions rationnelles et les r�eseaux de neurones donne de meilleurs r�esultats que la

m�ethode qui utilise uniquement les r�eseaux. Cependant, plusieurs remarques doivent être faites :

tout d'abord, ces r�esultats, bien qu'encourageants, exigent un temps de calcul beaucoup trop

�elev�e, ce qui ne nous permet pas d'entrevoir r�eellement la limite de cette m�ethode; ensuite, il

semble que cette m�ethode soit li�ee �a la m�ethode qui utilise uniquement les r�eseaux de neurones

(bien qu'elle soit plus performante) en ce sens que si la m�ethode par r�eseau est limit�ee alors

l'autre m�ethode l'est aussi. Ainsi, l'am�elioration des r�esultats pour les m�ethodes qui utilisent

les r�eseaux de neurones passe par des temps de calcul beaucoup moins �elev�es et une meilleur

connaissance th�eorique des r�eseaux, ce qui permettrait de diminuer signi�cativement l'espace de

recherche.

Les autres m�ethodes �evolutionnaires pr�esent�ees sur ce même probl�eme ont aussi des temps de

calcul assez �elev�es. Cependant, c'est actuellement la seule limitation de la m�ethode qui identi-

�e les coe�cients des isothermes pour laquelle on a par ailleurs obtenu les meilleurs r�esultats.

Cependant, pour cette approche, il faut souligner qu'elle demande (comme pour la m�ethode de

gradient) la connaissance a priori d'un mod�ele analytique. En ce qui concerne la m�ethode qui

identi�e les valeurs des points de contrôle d'une fraction rationnelle par strat�egie d'�evolution,

il semble que la trop grande libert�e ou le manque de \coh�erence" qui existe entre ces valeurs

limite l'e�cacit�e de cette m�ethode.

Il serait par ailleurs int�eressant d'ajouter certains crit�eres dans la fonction de performance comme

le crit�ere de la distance des moments ou les moments d'ordre p a�n de constater si les r�esultats

sont meilleurs et aussi si ils sont obtenus plus facilement.

Nous avons d'autre part constat�e certaines di��erences entre les r�eseaux feed-forward et les

r�eseaux r�ecurrents. Tout d'abord, lorsque la fonction �a identi�er �etait moins \r�eguli�ere" qu'un

isotherme de Langmuir comme par exemple un isotherme de Moreau-Valentin de degr�e 4, nous
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avons obtenu en moyenne des meilleurs r�esultats en utilisant une population de r�eseaux de

neurones r�ecurrents: sur 2 � 40 �evolutions, le nombre de r�eseaux ayant une tr�es bonne perfor-

mance est plus �elev�e lorsqu'on utilise les r�eseaux r�ecurrents et le nombre de mauvais r�eseaux est

beaucoup plus �elev�e lorsqu'on utilise les r�eseaux feed-forward. Cependant, les meilleurs r�eseaux

obtenus dans les deux cas ont une �tness presque �egale et l'emploi des r�eseaux r�ecurrents est

beaucoup plus coûteux en temps CPU.
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