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Introduction

Ce travail a pour principal objectif la r�esolution d'un probl�eme d'optimisation souvent

pr�esent au niveau industriel dans le domaine des contre-mesures: Le positionnement

d'antennes pour constituer un interf�erom�etre. Les algorithmes utilis�es dans ce sens sont

\peu classiques" car ils suivent une s�erie d'�etapes stochastiques.

Ce sont les algorithmes g�en�etiques.

L'�evolution vers l'optimum n'est pas guid�e par un processus purement d�eterministe mais

par l'application d'op�erateurs o�u l'al�eatoire joue un rôle important.

Le premier chapitre pr�esente les grandes lignes de ces algorithmes avec l'accent mis

sur les di��erents op�erateurs utilis�es et les param�etres �a r�egler pour une bonne mise en

�uvre. Les avantages et les inconv�enients de cette m�ethode seront discut�es ainsi que les

multiples possibilit�es qu'o�re cette approche.

Le chapitre deux traite du principal probl�eme sur lequel les algorithmes g�en�etiques vont

être appliqu�es. Il s'agit d'optimiser la localisation d'antennes ainsi que leur nombre

pour maximiser la performance d'un interf�erom�etre lors d'une utilisation dans un en-

vironnement �electromagn�etique s�ev�ere. Apr�es avoir pr�esent�e les �equations �a r�esoudre et

ramen�e le probl�eme sous forme d'un probl�eme d'optimisation, les di��erents param�etres

intervenant seront discut�es a�n de mettre �a jour leur signi�cation physique.

Le chapitre trois pr�esente un certain nombre de r�esultats num�eriques dans di��erentes con-

�gurations possibles du probl�eme. L'application des algorithmes g�en�etiques pour obtenir

ces solutions m�enera �a une s�erie de discussions sur le choix de la m�ethode.

Le chapitre quatre marque un retour vers le plus simple des interf�erom�etres, celui constitu�e

de seulement trois antennes align�ees. Il est alors montr�e qu'il est possible de d�eterminer

les di��erents optima globaux de la fonctionnelle �a partir de la r�esolution d'expressions tr�es

simples. Avant de conclure, le chapitre cinq pr�esentera une g�en�eralisation des di��erents

probl�emes abord�es dans le cas d'un interf�erom�etre plan pouvant plus ais�ement s'adapter

aux supports pr�esents dans la r�ealit�e.
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Chapitre 1

Les algorithmes g�en�etiques

Ce chapitre est enti�erement consacr�e �a la description des algorithmes g�en�etiques qui seront

appliqu�es dans toute la suite de la th�ese. Apr�es avoir introduit les di��erents op�erateurs

intervenant dans le processus de convergence vers l'optimum, les principaux param�etres

entrant en compte pour une mise en �uvre e�cace seront pr�esent�es. La possibilit�e qu'o�re

des algorithmes pour l'obtention de plusieurs maxima globaux ou locaux sera par la suite

longuement trait�ee car elle constitue l'une des caract�eristiques essentielles de cette ap-

proche avec en particulier la mise au point d'une m�ethode originale l'algorithme \

�

En-

ergie". En�n un retour vers les fondements empiriques de ces algorithmes clôturera ce

premier chapitre.

1 Introduction

Les algorithmes g�en�etiques (AG) ont �et�e mis au point par John Holland [25] �a l'universit�e

du Michigan et d�evelopp�es par David Goldberg [15]. Ils peuvent être consid�er�es comme

des algorithmes d'exploration ayant pour r�egles de base les lois de Darwin sur la survie et

la reproduction des esp�eces. En d'autres termes, ils utilisent le principe selon lequel les

structures les mieux adapt�ees �a leur environnement survivent et les autres disparaissent.

L'�evolution se fait �a travers une succession de g�en�erations durant lesquelles reproductions,

�eliminations, cr�eations et recombinaisons vont intervenir pour laisser �nalement place �a

la (ou les) meilleure(s) structure(s) pour l'environnement consid�er�e. Bien qu'utilisant le

hasard, les algorithmes g�en�etiques ne sont pas purement al�eatoires. En e�et ils tiennent
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6 Chapitre 1. Les algorithmes g�en�etiques

compte des informations obtenues dans une g�en�eration pour construire la suivante

L'essor de ces algorithmes non d�eterministes est li�e �a la d�ependance excessive des

m�ethodes classiques aux conditions initiales. D'abord parce que ces derni�eres ne s'appliquent

que localement. Les extrêma qu'elles atteignent sont optimaux dans un voisinage du point

de d�epart. Une fois un sommet atteint la seule possibilit�e d'am�elioration est une r�einitiali-

sation al�eatoire. L'autre grand d�esavantage des m�ethodes dites classiques ou d�eterministes

est qu'elles sont bas�ees sur l'existence des d�eriv�ees, ce qui dans de nombreux probl�emes

n'est pas le cas. En e�et dans la pratique un grand nombre de fonctions ne sont pas d�eriv-

ables et souvent même pas continues. Il est bien entendu toujours possible d'utiliser des

m�ethodes dites \�enum�eratives" qui permettent dans un espace de recherche �ni ou dans

un espace de recherche in�ni mais discr�etis�e de parcourir tous les points un par un. Mais

ces m�ethodes sont peu e�caces car bien souvent les espaces de recherche sont beaucoup

trop grands pour que l'on puisse explorer toutes les con�gurations possibles.

Les algorithmes g�en�etiques peuvent donc être consid�er�es comme des algorithmes

pseudo-al�eatoires d'exploration, c'est �a dire qu'ils utilisent un des tirages al�eatoires mais

sont aussi guid�es par des informations obtenues durant la phase de recherche. Ils se dis-

tinguent des m�ethodes dites \classiques" par quatre aspects principaux:

- Les AG travaillent sur une population de points, au lieu d'un point unique.

- Les AG n'utilisent que les valeurs de la fonction �a optimiser sans prendre en compte les

d�eriv�ees ou toutes autres informations.

- Les AG utilisent des r�egles de transition probabilistes, et non d�eterministes.

- Les AG sont capables de trouver les meilleurs solutions et pas seulement l'optimum.

Cette approche stochastique a pour principale cons�equence d'�eviter la convergence

vers un optimun local, qui est souvent le pi�ege principal dans les probl�emes d'optimisation.

L'utilisation d'une population de points de l'espace de recherche ainsi que le contrôle qui

peut être fait �a travers la \mise �a l'�echelle" que nous verrons plus loin est leur principale

force qui fait qu'aujourd'hui ils permettent de d�epasser dans de nombreuses applications

les limites des m�ethodes traditionnelles.
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2 Les di��erentes �etapes d'un algorithme g�en�etique

L'objectif est de r�esoudre le probl�eme d'optimisation suivant:

Maximiser une fonction F appel�ee fonction performance (�tness) d�e�nie sur un espace

m�etrique E �a valeurs r�eelles positives.

Remarque:

Le probl�eme de minimisation se ram�ene facilement �a celui de la maximisation de

1

F

ou de

M-F avec toutefois la prise en consid�eration de la valeur M qui peut modi�er sensiblement

les r�esultats obtenus (Cf Mise �a l'�echelle).

Les �el�ements de E sont appel�es individus et un P-uplet d'individus une population. Cette

population �a la date t constitue une g�en�eration. Dans toute la suite G

t

repr�esentera la

g�en�eration �a la date t.

La premi�ere �etape est une initialisation al�eatoire qui donne naissance �a la premi�ere

g�en�eration. Par la suite les m�ecanismes d'un algorithme g�en�etique sont tr�es simples car

ils ne sont bas�es que sur la copie des points performants de l'espace pour l'environnement

consid�er�e (la valeur de la fonctionnelle F en ces points pour un probl�eme d'optimisation),

la recombinaison de ces points et dans une moindre mesure la mutation par l'ajout d'une

perturbation. En fait les trois principales �etapes sont l'application de trois op�erateurs:

- S�election.

- Croisements.

- Mutation.

Il est �a noter que di��erents types de codage peuvent être appliqu�es pour repr�esenter

l'espace de recherche. La modi�cation du codage entrâ�ne une modi�cation des op�era-

teurs. Les deux principaux sont le codage binaire (E = f0; 1g

N

), cadre original des AG,

le codage r�eel (E = IR

N

).

Concernant les di��erentes choix du codage, Holland [25] et Goldberg [15] recommandent

d'utiliser un codage dans f0; 1g

N

alors que d'autres comme Schwefel [49], Radcli�e [39],

Fogel[10] et Michalewicz[28] consid�erent qu'il est pr�ef�erable de travailler avec le codage

r�eel.
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� Codage binaire:

x 2 [a; b[! i

x

=

x� a

b� a

� 2

N

i

x

repr�esente les entiers de l'intervalle [0; 2

N

�1] lui même cod�e par N bits suivant di��erents

modes (Standard, Gray).

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) 2 IR

n

! (i

x

1

; i

x

2

; : : : ; i

x

n

) 2 f0; 1g

n�N

Distance utilis�ee g�en�eralement: distance de Hamming.

� Codage r�eel:

On travaille sur (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) directement.

Distance utilis�ee g�en�eralement: distance Euclidienne.

S�election

L'�etape de s�election est la cl�e de cet algorithme car c'est elle qui lui permet de

progresser dans la \bonne direction" c'est �a dire celle permettant d'esp�erer l'accumulation

de la population �a l'optimum. Elle est d'ailleurs utilis�ee sous une autre forme dans

l'algorithme du recuit simul�e (s�election de Boltzman).

Chaque x

i

�el�ement de de la population courante donne naissance �a un nombre �ls(x

i

) de

clones (copies de lui-même), avec une esp�erance not�ee Esp:

Esp(fils(x

i

)) =

F (x

i

)

F

; F =

P

P

i=1

F (x

i

)

P

P �etant la taille de la population et F (x

i

) l'image de x

i

�a travers la fonction F.

Il est �a noter que ce mode de s�election favorise la reproduction des individus qui ont

une bonne performance et p�enalise les autres. C'est dans ce sens que peut être fait le par-

all�ele avec le Darwinisme qui conf�ere aux individus les plus forts une plus grande capacit�e

�a survivre et se reproduire.

Dans la pratique cette s�election est appliqu�ee �a travers une proc�edure qui porte le nom

de \tirage de la roulette", introduite par D. Goldberg [15].

Soit F

s

=

P

P

i=1

F (x

i

) la somme des �tness des P �el�ements de la population �a la g�en�eration

G

t

. On tire al�eatoirement un nombre �, � 2 [0; F

s

] uniform�ement

Si x

s

; s 2 [1; P ], est l'�el�ement de la population courante tel que F (x

s�1

) < � � F (x

s

),

alors x

s

est s�electionn�e. Ce processus est r�ep�et�e P fois sans modi�cation de la roulette.
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α

F(x7)

F(x8)

F(x9)

F(x4)

F(x5)

F(x3)
F(x2)

F(x1)

F(x6)

Figure 1.1 S�election de l'�el�ement x

4

Ce mode de s�election proportionnel �a la valeur des F (x

i

) pose toutefois un probl�eme

li�e �a la vitesse de convergence de l'algorithme. En e�et si les valeurs des F (x

i

) sont

trop proches les unes des autres la s�election sera quasi uniforme et il s'ensuivra une

diversit�e trop importante dans la population qui rendra la convergence tr�es lente. A

l'inverse si une valeur l'emporte largement sur les autres, l'�el�ement correspondant risque

d'envahir la population, entrâ�nant une accumulation sur un optimum local et �nalement

une convergence pr�ematur�ee.

Pour r�esoudre ce probl�eme il est important de pouvoir redistribuer les valeurs F (x

i

)

de sorte que les �ecarts soient su�samment important pour qu'une distinction entre les

\bons" et les \mauvais" soit possible sans toutefois laisser envahir la population par un

petit nombre d'individus qui serait bien meilleurs que les autres. Dans ce but il est

indispensable d'utiliser une \mise �a l'�echelle".

La mise �a l'�echelle

Maximiser F ou F

�;�

= �F + �; (� � 0) est th�eoriquement �equivalent. Par contre

les r�esultats obtenus lors de la s�election par tirage de roulette peuvent être tr�es di��erents

suivant les valeurs de �; �.

D�e�nition:

On appelle pression s�elective P

t

le rapport F

max

=F qui est le nombre moyen de copies du

meilleur �a la g�en�eration G

t

.
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Les valeurs � et � sont calcul�ees �a chaque g�en�eration �a partir de la v�eri�cation des deux

�egalit�es suivantes:

P

t

= �; et F

�;�

= F

F

max

�etant la valeur maximale des F (x

i

) et F la valeur moyenne �a chaque g�en�eration.

Si la valeur �x�ee � de la pression s�elective est trop faible il n'y aura presque pas de

s�election, si elle est trop forte la convergence sera pr�ematur�ee. Ces cas extrêmes sont

illustr�es Figure 1.2, la distribution des valeurs en haut de la Figure repr�esente la distri-

bution initiale (� = 1; � = 0) c'est �a dire avant l'�etape de mise �a l'�echelle.

X
1

X

X

X

2

3

4

X
1

X
1

X
2

X
2

X
3

X
3

X
4

X
3

30

25

23
22

66.667

25

8.33

0

X
4

Figure 1.2 E�ets de la mise �a l'�echelle

Sur la Figure 1.2 on peut donc voir trois di��erentes distributions de valeurs dont deux

apr�es �a une mise �a l'�echelle:

1 Fonction F originale.

2 Fonction F avec une premi�ere une mise �a l'�echelle F ! 0:2F + 20.

3 Fonction F avec une seconde mise �a l'�echelle F !

5

3

(F � 10).
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L'expression des coe�cients � et � est donc:

�(�) = (� � 1)

F

F

max

� F

; �(�) =

F

max

� �F

F

max

� F

Les valeurs sur lesquelles sont appliqu�ees l'�etape de s�election (tirage de la roulette), ne

sont plus celles de F mais celle de la fonction:

F

�;�

= (� � 1)

F

F

max

� F

F +

F

max

� �F

F

max

� F

; si F

�;�

� 0

F

�;�

= 0; si F

�;�

< 0

La valeur � = 2 est couramment admise comme une bonne valeur de pression s�elective.

Cependant ce param�etre d�epend fortement de la fonction �a optimiser ainsi que de la taille

de la population. Nous verrons plus en d�etails dans le chapitre 3 le r�eglage de ce param�etre

dans le cas concret du probl�eme d'optimisation en interf�erom�etrie.

Croisements

Apr�es l'�etape de s�election et la copie des �el�ements consid�er�es comme plus promet-

teurs dans cette marche vers l'optimum, un op�erateur entre en jeu:

l'op�erateur de croisement

L'importance du rôle qu'il joue dans le processus de convergence est consid�er�e di��erem-

ment. Op�erateur tr�es performant pour Holland[25] et Goldberg[15], il est jug�e peut e�cace

par le groupe Evolutionary Programming de Fogel [10].

En�n pour Schwefel [49] et Rechenberg[43] de L'Evolution Strategy sa participation est

parfois jug�ee cons�equente parfois insigni�ante. L'id�ee de base est qu'en recombinant deux

�el�ements s�electionn�es il existe une probabilit�e non n�egligeable d'en obtenir un meilleur.

Ils apportent donc de la mixit�e durant l'exploration, mixit�e qui a des chances d'être con-

structive puisqu'elle se fait �a partir de deux entit�es consid�er�es comme \bonnes". Cet

op�erateur doit être d�e�ni pour chaque type de probl�eme puisqu'il est bas�e sur des no-

tions subjectives d'am�elioration. Dans un espace de recherche donn�e il est important de

se demander quels �echanges d'informations peuvent être pro�tables et ceux qui peuvent

être dommageables. En�n, ils peuvent s'appliquer sur l'espace de recherche cod�e ou sur

l'espace de recherche lui-même.
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Espace cod�e en binaire: les croisements par �echanges de bits.

Historiquement, plutôt que de travailler sur l'espace de recherche lui-même les AG sont

appliqu�es sur des châ�nes de bits. Les individus ainsi cod�es portent le nom de chromo-

somes. Si x

1

et x

2

sont deux �el�ement de E = f0; 1g

N

, le croisement s'e�ectue comme

suit:

(b

1

; b

2

; : : : ; b

N

)

(c

1

; c

2

; : : : ; c

N

)

)

p

c

�!

(

(b

1

; b

2

; : : : ; b

l

; c

l+1

; : : : ; c

N

)

(c

1

; c

2

; : : : ; c

l

; b

l+1

; : : : ; b

N

)

Les couples sont tir�es al�eatoirement (et uniform�ement) dans la population des s�electionn�es

sans remise. La position l est choisie al�eatoirement (et uniform�ement) dans [1,N].

Ce type de croisements pose toutefois un probl�eme. En e�et la recombinaison entre

deux �el�ements x

1

et x

2

�a certaines chances de donner naissance �a un individu meilleur

si les �ls obtenus ont des valeurs comprises entre x

1

et x

2

. Or ce type recombinaison ne

respecte pas cette contrainte, ce qui peut rendre ces croisements peut consistant. Pour

palier �a cet inconv�enient il peut être plus int�eressant de travailler sur l'espace de recherche

lui-même, sans forc�ement le projeter sur f0; 1g

N

.

Codage r�eel

Dans le cadre de l'optimisation param�etrique (E = IR

N

), deux types de croisements

ont �et�e introduis par Michalewicz[28] et Radcli�e[40].

� Adaptation du croisement binaire :

(r

1

; r

2

; : : : ; r

N

)

(s

1

; s

2

; : : : ; s

N

)

)

p

c

�!

(

(r

1

; r

2

; : : : ; r

l

; s

l+1

; : : : ; s

N

)

(s

1

; s

2

; : : : ; s

l

; r

l+1

; : : : ; r

N

)

(r1,s2)

(r1,r2) (s1,r2)

(s1,s2)

Figure 1.1 : Cons�equence du croisement par �echanges (N=2)

Les enfants possibles de r et s sont les sommets de l'hypercube.
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� Rajout d'un croisement barycentrique :

On tire � uniform�ement dans [0; 1].

(r

1

; r

2

; : : : ; r

N

)

(s

1

; s

2

; : : : ; s

N

)

)

p

0

c

�!

(

(�r

1

+ (1� �)s

1

; : : : ; �r

N

+ (1� �)s

N

)

((1� �)r

1

+ �s

1

; : : : ; (1� �)r

N

+ �s

N

)

(s1,s2)

(r1,r2)

Figure 1.2 : Cons�equence du croisement barycentrique

Les enfants possibles de r et s sont sur le segment [r,s].

� m�elange des deux croisements pr�ec�edents :

On tire �

i

uniform�ement dans [0; 1].

(r

1

; r

2

; : : : ; r

N

)

(s

1

; s

2

; : : : ; s

N

)

)

p

0

c

�!

(

�

i

r

i

+ (1� �

i

)s

i

(1� �

i

)r

i

+ �

i

s

i

(r1,s2)

(r1,r2) (s1,r2)

(s1,s2)

Figure 1.3 : Cons�equence du croisement mixte

Les enfants possibles de r et s sont dans l'hypercube de diagonale [r,s].
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Mutation

Les op�erateurs pr�ec�edents (S�election+Croisements) permettent donc �a la phase dite

d'exploitation de concentrer les �el�ements de la population courante dans les zones de forte

performance. Cependant rien n'assure que ces lieux de concentrations soient ceux cor-

respondant �a l'optimum de la fonction consid�er�ee. En d'autre termes, elles peuvent se

faire sur des optima locaux. Il est donc indispensable, �a chaque �etape de l'algorithme (�a

chaque g�en�eration) d'exploiter des zones jusqu'alors n�eglig�ees si l'on veut s'assurer que la

convergence ne se fasse pas sur un optimum local. Pour cela l'on applique sur certains

�el�ements l'op�erateur de mutation. Il consiste en fait �a perturber l'�el�ement sur lequel

il est appliqu�e. Dans le cas o�u les points sont cod�es en châ�ne de bits l'op�erateur de

mutation s'exprime par:

Si x 2 E est not�e (b

1

; b

2

; : : : ; b

N

); b

i

2 f0; 1g.

Pour chaque x s�electionn�e et pour chaque position l,

(b

1

; b

2

; : : : ; b

N

)

p

m

�! (b

1

; b

2

; : : : ; b

l

; b

l+1

; : : : ; b

N

)

Dans le cas de l'espace cod�e en r�eel l'op�erateur de mutation d�evelopp�e par Schwefel[49] et

Rechemberg [43] est une gaussienne centr�ee sur le point devant mut�e, avec un �ecart type

pr�ed�e�ni suivant le probl�eme �a r�esoudre.

x

p

m

�! x +N(0; �)

Des travaux plus r�ecents de H.P. Schwefel proposent une auto-adaptation du � avec une

probabilit�e de mutation �egale �a 1. Cette auto-adaptation permet en fait de limiter le

r�eglage de ce param�etre qui se fait alors automatiquement suivant le la mani�ere dont se

fait la phase d'exploration.

3 Obtention de plusieurs maxima

Les algorithmes g�en�etiques ont �egalement la facult�e de permettre l'obtention de plusieurs

optima pas forc�ement absolus. Pour cela il existe di��erentes techniques parmi lesquelles:

le crowding (De jong[29] et Mahfoud[34]), Le partage (Sharing) introduit par D. Goldberg
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et Richardson[18], et le Sequential Niching (Beasley[4]). Ces m�ethodes sont bas�ees sur

l'existence d'une distance sur E et peuvent être bri�evement d�ecrites comme suit:

3.1 Le crowding

Principe:

La �tness de l'enfant n'est compar�ee qu'au parent le plus proche.

Il prend alors sa place si elle est d'une valeur sup�erieur.

1. S�election al�eatoire de deux parents p

1

et p

2

.

2. Apr�es croisement, obtention de c

1

et c

2

.

3. Apr�es mutation, obtention c

0

1

et c

0

2

.

4. Si d(p

1

; c

0

1

) + d(p

2

; c

0

2

) � d(p

1

; c

0

2

) + d(p

2

; c

0

1

)

� si f(c

0

1

) > f(p

1

) remplacement de p

1

par c

0

1

� si f(c

0

2

) > f(p

2

) remplacement de p

2

par c

0

2

Autrement

� si f(c

0

2

) > f(p

1

) remplacement de p

1

par c

0

2

� si f(c

0

1

) > f(p

2

) remplacement de p

2

par c

0

1

3.2 Le Sharing

En ce qui concerne le Sharing, l'id�ee g�en�erale est qu'il est dangereux d'accumuler trop

d'individus semblables dans une même zone. En e�et, il en r�esulte un manque d'informations

pour une grande partie de l'espace qui laisserait pr�esager une convergence vers un pic

trompeur. D'autre part, il est en pratique souvent int�eressant de pouvoir s�electionner

di��erents optima (globaux ou locaux). En r�esum�e le partage �a un double but:
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-

�

Eviter une convergence trop rapide

sans doute vers un optimum local

- Permettre d'identi�er plusieurs optima

pas forc�ement absolus

Le moyen utilis�e est de p�enaliser les individus trop proches les uns des autres. Grâce �a

cela d'autres moins performants mais appartenant �a des zones di��erentes pourront entrer

en jeu ce qui aura pour principale cons�equence d'accrô�tre signi�cativement la diversit�e

de la population.

Dans la pratique on d�e�nit la similarit�e de deux individus:

Sim(X; Y ) =

 

1�

d(X; Y )

�

!

+

� �etant un param�etre �x�e pour l'application consid�er�ee.

La s�election sera faite sur F

0

d�e�nie par :

F

0

(X) =

F(X)

P

Y 2G

Sim(X; Y )

Partage - Exemple

Cas de 3 individus :

� 1

� 2

� 3

d(1; 2) > � =) Sim(1; 2) = Sim(2; 3) = 0

d(1; 3)� � =) Sim(1; 3) � 1
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On obtient donc les p�enalisations suivantes:

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

F

0

(1) = F(1)=2

F

0

(2) = F(2)

F

0

(3) = F(3)=2

Cependant cette m�ethode pose un certain nombre de probl�emes dans son application:

- Le nombre de maxima obtenu d�epend fortement de la taille de la population.

- Les croisements sont moins e�caces car il y a plusieurs maxima �a chaque g�en�eration (même

si il est en fait possible d'appliquer des croisements restreints, i.e la probabilit�e de recombinaison

d�epend de la distance entre les individus).

- Une certaine di�cult�e dans le r�eglage des param�etres (Interaction entre le facteur de partage

et la pression s�elective).

- L'ensemble des maxima n'est obtenu qu'�a la �n de l'�evolution.

3.3 Le Sequential Niching

Principe:

Trouver plusieurs optima par p�enalisation des voisinages correspondants aux pics pr�ec�edem-

ment trouv�es.

1- Fitness ! Fitness modi��ee (M

n+1

(x) �M

n

(x)�G(x; s

n

))

2- Application d'un AG sur la �tness modi��ee.

3 - Modi�cation de la �tness en tenant compte du nouveau meilleur �el�ement s

n

du run.

Fonction de p�enalisation:

G(x; s) =

(

(d

xs

=r)

�

d

xs

< r

1 d

xs

� r
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3.4 L'Algorithme \

�

Energie"

Pour �eviter les inconv�enients du Sharing, une nouvelle approche a �et�e envisag�ee. Celle-ci

consiste non plus �a p�enaliser les �tness en fonction des distances entre individus �a chaque

g�en�eration mais �a localiser les voisinages des optima d�ej�a trouv�es et p�enaliser les points

qui se trouvent dans une zone trop proche. Les principales �etapes de cet algorithme sont

les suivantes:

- Stockage des points de l'espace parcouru et de leur �tness (x

a

i

; f(x

a

i

)) jusqu'�a la g�en�era-

tion G

T

pour des populations de taille P.

- A partir de la g�en�eration G

T+1

, pour un point x

j

et pour chaque point stock�e x

a

i

,

calcul du terme \

�

Energie":

E(x

j

; x

a

i

) =

f(x

a

i

)

d

2

(x

j

; x

a

i

)

- Calcul de la somme des �energies:

E =

P�G

T

X

a=1

E(x

j

; x

a

i

)

- Calcul de la somme des �energies maximum et minimum:

E

max

=

P�G

T

X

a=1

f(x

a

i

)

d

2

m

; E

min

=

P�G

T

X

a=1

f(x

a

i

)

d

2

M

d

M

= distance des deux points les plus �eloign�es de l'espace de recherche.

d

m

= param�etre �a �xer pour chaque type d'application, d

m

� d

M

- Tirage al�eatoire uniforme d'une �energie de r�ef�erence E

r

pour chaque individu:

E

min

� E

r

� E

max

- Si E � E

r

) f(x

j

) = 0.

Le processus pr�ec�edemment d�ecrit est r�ep�et�e toutes les G

T

g�en�erations avec alors plusieurs

�energies de r�ef�erence.

Cette m�ethode di��ere du Sequential Niching principalement par le fait que l'historique de
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l'�evolution est pris en compte de mani�ere plus importante. Les \zones interdites" ne sont

plus d�etermin�ees par un rayon au voisinage d'un optimum d�ej�a trouv�e mais par les voisi-

nages des points de l'espace d�ej�a parcourus. Nous verrons dans les r�esultats num�eriques

du chapitre 3 un exemple d'application de cet algorithme.

4 Les fondements

Lorsque les algorithmes g�en�etiques sont apparus il n'y avait aucune base s�erieuse con-

cernant la preuve de leur convergence. La validit�e de cette m�ethode ne reposait que sur

des r�esultats approximatifs apr�es de nombreuses suppositions et simpli�cations. La suite

de cette section pr�esente un cours extrait du raisonnement alors tenu pour justi�er leur

convergence vers l'optimum.

Un sch�eme (Holland [25], 1968, 1975) est un motif de similarit�e d�ecrivant un sous

ensemble de châ�nes avec des similarit�es �a des positions d�e�nies. Nous supposerons que

les châ�nes sont construites sur l'alphabet binaire V = f0; 1g. Une exploration g�en�e-

tique cons�equente n�ecessite une population de châ�nes A

j

; j = 1; 2; :::P qui forment la

population A(t) �a la g�en�eration t. Nous consid�erons un sch�eme H d�e�ni sur l'alphabet

V

+

= 0; 1; �. Chaque �el�ement de cette châ�ne porte le nom d'all�ele. L'ast�erisque est le

symbole indi��erent correspondant �a 0 ou 1. L'ordre d'un sch�eme H, not�e o(H) est tout

simplement le nombre de positions instanci�ees (pour un alphabet binaire, le nombre de 0

et de 1) dans le sch�eme. La longueur utile d'un sch�eme H, not�e �(H) est la distance entre

la premi�ere et la derni�ere position instanci�ee dans la châ�ne. Dans toute la suite de cette

section nous noterons f

i

la �tness de l'�el�ement x

i

.

Consid�erons maintenant les e�ets isol�es puis combin�es de la S�election, du Croisement,

et de la Mutation sur les sch�emes contenus dans une population de châ�nes (d'apr�es Gold-

berg [15]).

E�et de la s�election

L'e�et de la S�election sur le nombre attendu de sch�emes est particuli�erement facile

�a d�eterminer. Imaginons qu'�a une date t donn�ee, il y ait m exemplaires d'un sch�eme H

contenus dans la population A(t) , ce que nous notons m = m(H; t). Lors de la s�election,

une châ�ne est copi�ee en fonction de son adaptation, ou , plus pr�ecis�ement, une châ�ne
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A

i

est s�electionn�ee avec une probabilit�e p

i

=

f

i

P

f

i

. Apr�es avoir choisi une population de

taille P, nous nous attendons �a avoir m(H; t+ 1) = m(H; t)� P �

f(H;t)

P

f

i

repr�esentants du

sch�eme H dans la population �a la date t+1, o�u f(H,t) est l'adaptation moyenne des châ�nes

repr�esentant le sch�eme H �a la date t. En s'apercevant que l'adaptation moyenne de la

population peut être �ecrite f

t

=

P

f

i

P

, on peut reformuler l'�equation de d�eveloppement

par reproduction des sch�emes comme suit:

m(H; t+ 1) = m(H; t)

f(H; t)

f

t

L'e�et de la reproduction sur le nombre de sch�emes est clair qualitativement: les sch�emes

qui sont au-dessus de la moyenne se d�eveloppent et ceux qui sont au-dessous disparaissent.

E�et du croisement

Le croisement est un �echange al�eatoire d'informations entre les châ�nes. Il cr�ee de

nouvelles structures en �evitant am�eliorant la strat�egie dict�ee par la s�election seule. Il en

r�esulte des proportions de sch�emes exponentiellement croissantes (ou d�ecroissantes) dans

la population. Comme un sch�eme survit quand le point de croisement tombe �a l'ext�erieur

de sa longueur utile, la probabilit�e de survie lors d'un croisement simple est p

s

= 1�

�(H)

(l�1)

puisque le sch�eme a de grandes chances d'être perdu quand un point compris dans sa

longueur utile est choisi parmi les l-1 points possibles. Si le croisement a lieu avec une

probabilit�e p

c

lors d'un appariement quelconque, la probabilit�e de survie peut être exprim�e

ainsi:

p

s

� 1� p

c

�(H)

l � 1

L'e�et combin�e de la reproduction et du croisement peut donc maintenant être con-

sid�er�e. Comme lorsque nous avons consid�er�e la reproduction seule, nous nous int�eressons

au calcul du nombre de sch�emes H attendu pour la g�en�eration suivante. En supposant

ind�ependance des op�erations de reproduction et de croisement, on obtient l'estimation:

m(H; t+ 1) � m(H; t)

f(H; t)

f

t

[1� p

c

�(H)

l � 1

]

En comparant ceci �a l'expression obtenue plus tôt pour la reproduction seule, l'e�et

combin�e du croisement et de la reproduction s'obtient en multipliant le nombre attendu

de sch�emes lors de la reproduction seule par la probabilit�e p

s

de survie d'un croisement.
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E�et de la mutation

Le dernier op�erateur �a prendre en compte est la mutation. En utilisant notre d�e�-

nition de la section 2 , la mutation est la modi�cation al�eatoire de probabilit�e p

m

d'une

position quelconque de la châ�ne. Pour qu'un sch�eme H survive, toutes ses positions in-

stanci�ees doivent survivre. Aussi puisqu'un all�ele quelconque a une chance de survie de

(1� p

m

), et puisque chaque mutation est ind�ependante des autres, un sch�eme quelconque

survit quand chacune des o(H) positions instanci�ees dans le sch�eme survit. En multipliant

la probabilit�e de survie (1�p

m

) par elle même o(H) fois, on obtient la probabilit�e de survie

�a la mutation (1 � p

m

)

o(H)

. Quand p

m

est petit (p

m

<< 1), la probabilit�e de survie du

sch�eme peut être approxim�ee par l'expression 1� o(H)p

m

. Nous pouvons donc conclure

qu'on peut s'attendre �a ce qu'un sch�eme H quelconque re�coive, du fait de la reproduction,

du croisement, et de la mutation, un nombre de copies donn�e par l'�equation suivante (en

n�egligeant les termes du second ordre en p

m

):

m(H; t+ 1) � m(H; t)

f(H; t)

f

t

[1� p

c

�(H)

l � 1

� o(H)p

m

]

L'ajout de la mutation a�ecte peu les conclusions pr�ec�edentes. Les sch�emes courts,

d'ordre faible, et de performance au-dessus de la moyenne font l'objet d'un nombre de

tests exponentiellement croissants dans les g�en�erations suivantes. Cette conclusion d'une

importance telle qu'il lui est donn�e un nom sp�ecial: le Th�eor�eme des Sch�emes, ou le

Th�eor�eme Fondamental des Algorithmes G�en�etiques.

Remarque:

Il est important de noter que f(H) peut être sup�erieur �a f

t

, mais f(H,t) peut être tr�es

di��erent de f(H). Ce n'est donc pas un th�eor�eme mais cela permet n�eanmoins de com-

prendre le processus d'am�elioration de la performance. Pour des r�esultats plus rigoureux

de convergence on peut se r�ef�erer �a Cerf[5] et Rudolf[44].
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Chapitre 2

L'interf�erom�etre lin�eaire

Ce chapitre est consacr�e �a la pr�esentation d�etaill�ee du probl�eme d'interf�erom�etrie, et �a

la formulation math�ematique pr�ecise du probl�eme d'optimisation dans le cas d'un inter-

f�erom�etre lin�eaire. Apr�es une introduction rapide dans la premi�ere section de ce chapitre,

la seconde section sera consacr�ee �a la pr�esentation du probl�eme. Les principes de base sur

lesquels reposent le fonctionnement de l'appareil seront �enonc�es en insistant tout partic-

uli�erement sur les di�cult�es que posent les erreurs de mesures. A�n de limiter les e�ets

n�egatifs qu'elles engendrent sur calcul de l'angle recherch�e, il est possible d'agir sur les

param�etres fondamentaux que sont le nombre d'antennes ainsi que leurs positions rela-

tives. A travers une mod�elisation math�ematique nous verrons les cons�equences de leur

modi�cation. Le cas d'une couverture angulaire sym�etrique par rapport �a l'axe orthogonal

�a l'alignement pouvant être consid�er�e comme un cas particulier important �etant donn�e la

fr�equence de son application, sera par la suite abord�e. Nous verrons comment certaines

propri�et�es des �equations peuvent alors permettre de r�eduire signi�cativement le nombre

d'op�erations et donc le temps de calcul de la fonctionnelle. Dans la derni�ere section une

�etude sera consacr�ee aux interf�erom�etres de faible pr�ecision avec certaines modi�cations

sur les �equations mod�elisant le probl�eme.

1 Introduction

L'interf�erom�etre est un appareil de mesure utilis�e pour d�eterminer la direction de prove-

nance d'une source �electromagn�etique �a partir des di��erences de phase mesur�ees entre

23
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des antennes. Cependant la mesure d'un seul d�ephasage ne su�t pas �a situer le lieu

d'�emission de mani�ere unique. Le probl�eme vient de ce que le d�ephasage th�eorique n'est

connu qu'a 2k� pr�es par rapport �a celui mesur�e. Il est donc indispensable de d�eterminer

la valeur des param�etres k si l'on veut connâ�tre la direction recherch�ee sans ambigu��t�e. Si

l'interf�erom�etre �etait fabriqu�e avec perfection et travaillait dans un environnement �elec-

tromagn�etique id�eal il su�rait de rajouter une antenne et les informations fournies par

les deux d�ephasages mesur�es permettraient de trouver la direction recherch�ee. Mais dans

la r�ealit�e des erreurs sur les mesures sont commises et l'appareil doit être dimensionn�e

pour que malgr�e ces informations imparfaites la localisation du lieu d'�emission soit possi-

ble. Le probl�eme revient donc �a trouver le bon nombre d'antennes ainsi que les meilleurs

emplacements pour que malgr�e ces imperfections sur les mesures la direction puisse être

trouv�ee.

Pour di��erentes �etudes traitant des ambigu��t�es ainsi que d'autres points fondamentaux en

interf�erom�etrie avec une seule source on pourra consulter A.R Cusdin[7], R.B Dybdal [12],

E. Jacobs and E.W Ralston [27], W.H Kummer [32]. Ces travaux d�ecrivent principalement

pour la lev�ee d'ambigu��t�es l'utilisation de montages �electroniques sophistiqu�es.

2 Pr�esentation du probl�eme

Consid�erons l'interf�erom�etre le plus simple, c'est �a dire celui constitu�e par simplement

deux antennes distantes d'une distance D comme repr�esent�ee Figure 2.1. On se place

dans le plan d�e�ni par la source et les deux antennes.

θ

D

φ

Figure 2.1 Interf�erom�etre �a deux antennes
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Si les deux antennes re�ccoivent un signal �electromagn�etique de longueur d'onde �, la

longueur d'onde minimale correspondant �a la bande de fr�equence �etant �

min

, �a partir

d'une direction � dans l'intervalle [�

min

; �

max

], le d�ephasage th�eorique � est donn�e par:

� =

2�D

�

sin �; �

�

2

� �

min

� � � �

max

�

�

2

(2.1)

Connaissant � , la d�etermination de l'angle � est imm�ediate:

� = arcsin(

��

2�D

) (2.2)

Mais en pratique le d�ephasage mesur�e �

m

2 [��; �] et le d�ephasage th�eorique n'est donc

connu qu'a 2k� pr�es. La relation entre �

m

et � devient:

�

m

=

2�D

�

sin � � 2k�; k 2 IN \ S (2.3)

L'ensemble S v�eri�ant:

D

�

min

sin �

min

�

1

2

� k �

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(2.4)

Le nombre k est appel�e \nombre de tours".

Si

D

�

min

sin �

min

� �

1

2

ou

D

�

min

sin �

max

�

1

2

ce param�etre k doit être d�etermin�e pour

que le calcul de � soit possible. Dans le cas d'un interf�erom�etre �a deux antennes il est

impossible de d�eterminer ce param�etre. En e�et l'information fournie par la mesure n'est

pas su�sante pour identi�er la valeur de k qui peut seule permettre de connâ�tre la valeur

de � �a partir de �

m

(Cf Figure 2.2).
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θ

φ

1κ

κ

m

θ θ1 2

3κ

2

Figure 2.2 Diverses valeurs de � possibles pour un même

d�ephasage mesur�e

Consid�erons maintenant un interf�erom�etre �a trois antennes (Cf Figure 2.3).

d1 2 d2

θ

φ1 φ2

1 3

Figure 2.3 Interf�erom�etre �a trois antennes

Les antennes 1 et 2 (resp. 2 et 3) sont s�epar�ees par les distances d

1

(resp. d

2

), et �

1m

(resp.

�

2m

) sont les d�ephasages mesur�es entre les antennes 1 et 2 (resp. 2 et 3). Appliquant

l'�equation (2.3) pour chaque couple d'antennes, on obtient en �eliminant � une �equation

faisant intervenir les d�ephasages mesur�es, les distances entre les antennes et les tours k

i
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qui doivent être identi��es.

�

2m

=

d

2

d

1

�

1m

+ 2�(

d

2

d

1

k

1

� k

2

) (2.5)

Le diagramme des phases fait apparâ�tre un faisceau de droites param�etr�ees par les dif-

f�erents couples (k

1

; k

2

) dans le plan (�

1m

; �

2m

) (Cf Figure 2.4)

(k1,k2)

(k1,k2)

(k1,k2)

(k1,k2)

(k1,k2)

(k1,k2)

(k1,k2)

(0,0)

(k1,k2)

2φ

φ 1

11

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

8 8

m

m

Figure 2.4 �

2m

=f(�

1m

; k

a

1

; k

a

2

): ensemble des droites

param�etr�ees par les couples admissibles

A partir d'un couple de mesures (�

1m

; �

2m

) il est maintenant possible d'identi�er (k

1

; k

2

):

d

2

d

1

k

1

� k

2

=

�

2m

�

d

2

d

1

�

1m

2�

; j�

im

j � � (2.6)

Le seul cas de non unicit�e est le cas ou (k

a

1

; k

a

2

); (k

b

1

; k

b

2

) satisfont

d

2

d

1

k

a

1

� k

a

2

=

d

2

d

1

k

b

1

� k

b

2

; a 6= b (2.7)

i.e.

d

2

d

1

=

k

b

2

� k

a

2

k

b

1

� k

a

1

(2.8)



28 Chapitre 2. L'interf�erom�etre lin�eaire

Si les distances (d

1

; d

2

) sont choisies telles que

d

2

d

1

62 Q, il n'existe qu'un seul couple

correspondant aux mesures (�

1m

; �

2m

) ce qui permet la d�etermination de l'angle � �a partir

de la relation:

� = arcsin(

�

2�D

(�

1m

+ 2k

1

� + �

2m

+ 2k

2

�)) (2.9)

Mais ceci suppose que les mesures des d�ephasages sont parfaites, c'est �a dire que l'appareil

soit con�gur�e avec une pr�ecision in�nie et travaille dans un environnement �electromag-

n�etique id�eal. Ce n'est dans la pratique pas le cas et des erreurs sur les mesures sont

commises.

3 Prise en compte des erreurs de mesures

En pratique des erreurs sur les mesures (�

1m

; �

2m

) sont commises. Si ��

i

est l'erreur sur

�

im

, les d�ephasages mesur�es ont pour expression:

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

i

� + ��

i

; 1 � i � 2 (2.10)

La relation entre �

1m

and �

2m

est alors:

�

2m

=

d

2

d

1

(�

1m

� ��

1

) + 2�(

d

2

d

1

k

1

� k

2

) + ��

2

(2.11)

Les points mesur�es ne sont g�en�eralement pas sur l'une des droites du faisceau mais �a une

certaine distance de celles-ci suivant l'importance des erreurs commises. Une telle situ-

ation est pr�esent�ee Figure 2.5. Le cube repr�esente l'erreur de phase maximale qui peut

être accept�ee tout en garantissant l'unicit�e dans la d�etermination du couple de tours k

i

.

Quand un point (�

1m

; �

2m

) est mesur�e, avant de calculer �, le couple (k

1

; k

2

) de l'�equation

(2.11) doit être identi�er sans ambigu��t�e. La simple proc�edure \projeter sur la droite la

plus proche" donne la bonne r�eponse si l'erreur commise ne d�epasse pas l'erreur de phase

maximale admissible.

Donc pour tout couple (k

a

1

; k

a

2

), (k

b

1

; k

b

2

) , il existe une \erreur de phase maximale admissi-

ble" not�ee ��

ab

, telle que si l'erreur commise sur ��

1

et ��

2

est d'une grandeur inf�erieure,

alors le point mesur�e appartient au \cube erreur" d'une seule de ces droites. Par con-

tre si elle est sup�erieure, c'est que le point mesur�e peut provenir de l'une ou l'autre de

ces droites, en d'autres termes, il y a intersection entre les cubes erreurs et impossibilit�e

d'identi�cation des couples de tours sans ambigu��t�e.
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L'expression de ��

ab

est donn�ee par:

��

ab

= �

j

d

2

d

1

(k

b

1

� k

a

1

)� (k

b

2

� k

a

2

)j

1 +

d

2

d

1

(2.12)

sans erreur

(k1,k2)

(k1,k2)
a a

b b

Point de mesure

Point de mesure
avec erreurs

Figure 2.5 Le cube erreur ��: s'il ne coupe pas la droite

m�ediane entre les droites param�etr�ees par les couples

(k

a

1

; k

a

2

), (k

b

1

; k

b

2

), l'identi�cation de la droite la plus proche

du point de mesure est toujours possible sans ambigu��t�e

Posons

�� = inf

a6=b

��

ab

Cette valeur correspond �a \l'erreur de phase maximale admissible" pour le dimen-

sionnement e�ectu�e. Cela signi�e que si les erreurs ��

1

; ��

2

n'exc�edent pas cette valeur

alors quel que soit le couple de mesures (�

1m

; �

2m

), il n'y aura qu'un seul couple de

param�etres (k

1

; k

2

) lui correspondant.

Remarque 1:

En r�ealit�e l'angle de site s intervient dans l'expression du d�ephasage:

�

i

=

2�

�

d

i

cos s sin �
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Il est donc �a noter que dans le calcul de l'angle � il y a en fait le terme cos s qui est

pr�esent. Pour que la valeur de l'angle soit proche de la r�ealit�e ce terme doit donc être

petit ce qui est implicitement suppos�e dans toute cette approche.

Concernant le nombre de tours k pouvant cr�ee des ambigu��t�es, c'est lorsque s=0 qu'il

est maximal. C'est donc �a partir de cette valeur que le nombre de droites constituant le

faisceau sera calcul�e, ce qui repr�esente en fait le cas le plus contraignant pour le probl�eme

d'optimisation.

Remarque 2:

La distance D entre les deux antennes extr�emales joue un rôle fondamental concernant

la pr�ecision du calcul de l'angle recherch�e. Si �

�

est l'angle calcul�e avec les erreurs de

mesures et � l'angle th�eorique, on a:

�

�

= arcsin(

�

2�

(

P

n�1

i=1

(�

im

+ 2k

i

�)

D

+

P

n�1

i=1

��

i

D

))

� = arcsin(

�

2�

(

P

n�1

i=1

(�

im

+ 2k

i

�)

D

))

et donc

lim

D!1

�

�

= �

Il est donc pr�ef�erable de choisir D aussi grand que possible car alors l'in
uence des erreurs

de mesures devient n�egligeable. Ce param�etre est en g�en�eral impos�e lors de la conception

de l'appareil soit pour des imp�eratifs de pr�ecision soit pour des contraintes techniques le

plus souvent li�ees �a la place disponible sur le porteur (avion par exemple).

Remarque 3:

L'objectif �nal reste la d�etermination de �.

La relation � = f(�

im

; k

i

;

�

2�D

) est obtenu de la mani�ere suivante:

Le d�ephasage th�eorique entre les antennes 1 et N est donn�e par:

� =

2�D

�

sin � =

2�

�

N�1

X

i=1

d

i

sin �

En utilisant l'�egalit�e

2�d

i

�

sin � = �

im

+ 2k

i

�
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On trouve:

2�D

�

sin � =

N�1

X

i=1

(�

im

+ 2k

i

�)

D'o�u l'on d�eduit:

sin � =

�

2�D

N�1

X

i=1

(�

im

+ 2k

i

�)

Et �nalement:

� = arcsin(

�

2�D

N�1

X

i=1

(�

im

+ 2k

i

�))

Dans le cas d'un interf�erom�etre �a 3 antennes align�ees, si la distance entre les deux antennes

extr�emales est �x�ee il n'y a qu'un seul param�etre b =

d

1

d

2

. En calculant les valeurs de ��

pour di��erentes valeurs de b on obtient le graphique 2.6.

1 2 3 41.5 2.5 3.5

0

10

5

15

Figure 2.6 �� = f(b)

On con�coit �a la vue de cette fonctionnelle o�u de nombreux maxima locaux sont pr�esents

que les algorithmes d'optimisation standards �eprouvent quelques probl�emes d'e�cacit�e.

C'est pourquoi il est pr�ef�erable de faire appel �a des techniques d'optimisation globale

comme les algorithmes g�en�etiques.
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Dans le cas d'un interf�erom�etre lin�eaire �a 4 antennes, il est int�eressant de visualiser le

faisceau et ses cubes erreurs apr�es projection de ces derniers sur l'hyperplan orthogonal

aux droites. Il apparâ�t des cellules de formes polygonales qui d�elimitent le voisinage d'un

tripl�e de tours. Lorsque un point de mesure se trouve sur l'une de ces cellules les k

i

cor-

respondant peuvent être identi��es sans ambigu��t�e si les erreurs commises sur les mesures

ne d�epassent pas l'erreur de phase admissible que peut accepter l'appareil. Dans le cas

contraire deux situations peuvent se pr�esenter. Soit le point appartient �a une mauvaise

cellule et alors un mauvais tripl�e sera choisi engendrant une importante erreur sur l'angle

�. Soit le point n'appartient �a aucune cellule (se trouve dans un trou) et alors aucun

tripl�e ne pourra être identi��e.

Sur la Figure 2.7 GISA repr�esente la couverture angulaire de l'appareil, FRE la fr�equence

maximale en Ghz, DPHI l'erreur de phase maximale admissible, D3 la distance entre la

3

eme

et la 4

eme

antenne, et BET1 et BET2 les rapports des distances entre la plus grande

et les deux autres. En�n, le grand polygone repr�esente la projection du cube [��; �]

3

sur

l'hyperplan orthogonal aux droites.

.

Figure 2.7 Cellules des cubes projet�es
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4 Formulation du probl�eme d'optimisation

Nous avons donc vu qu'il existe une erreur de phase maximale admissible �a ne pas d�epasser

sous peine d'impossibilit�e de d�etermination de l'angle �. Elle d�epend en fait principale-

ment du nombre d'antennes et de leurs positions. Cette section a pour principal objectif

d'�etablir l'expression de l'erreur de phase maximale admissible en fonction du nombre

d'antennes et de leurs positions relatives dans le cas o�u le terme j

D

�

sin �j est grand, qui

repr�esente le cas le plus fr�equent dans les applications. Une �etude de certaines propri�et�es

de sym�etrie clôturera cette partie.

4.1 Cas g�en�eral

Soit D la distance entre les deux antennes extr�emales, d

min

la distance minimale qui peut

être accept�ee entre deux antennes, � la longueur d'onde du signal re�cu, [�

min

; �

max

] la

couverture angulaire de l'interf�erom�etre et N le nombre d'antennes qui le constitue.

Les di��erences de phases mesur�ees s'expriment par:

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

�

i

� + ��

i

; 1 � i < N

��

i

�etant l'erreur de mesure commise sur �

im

.

Si (�

im

; �

jm

) est un couple de d�ephasages mesur�es, on a les relations:

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

i

� + ��

i

�

jm

=

2�d

j

�

sin � � 2k

j

� + ��

j

En �eliminant � on obtient la relation:

�

jm

=

d

j

d

i

(�

im

� ��

i

+ 2k

i

�)� 2k

j

� + ��

j
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ou encore:

�

jm

�

d

j

d

i

�

im

= ��

j

�

d

j

d

i

��

i

+ 2�(

d

j

d

i

k

i

� k

j

)

Consid�erons deux (N-1)-uplets de tours (k

a

1

; k

a

2

; : : : ; k

a

N�1

) 6= (k

b

1

; k

b

2

; : : : ; k

b

N�1

). Si ��

ab

ij

2

IR est l'erreur de phase maximale admissible pour qu'il n'y ait pas d'ambigu��t�e dans

la d�etermination du couple de param�etres (k

�

i

; k

�

j

)

�=a;b

�a partir d'un couple de mesures

(�

im

; �

jm

), on a

8

>

>

<

>

>

:

�

jm

�

d

j

d

i

�

im

= ��

a

j

�

d

j

d

i

��

a

i

+ 2�(

d

j

d

i

k

a

i

� k

a

j

)

�

jm

�

d

j

d

i

�

im

= ��

b

j

�

d

j

d

i

��

b

i

+ 2�(

d

j

d

i

k

b

i

� k

b

j

)

En �eliminant �

jm

�

d

j

d

i

�

im

de ce syst�eme on obtient l'�egalit�e:

2�(

d

j

d

i

k

a

i

� k

a

j

)�

d

j

d

i

��

a

i

+ ��

a

j

= 2�(

d

j

d

i

k

b

i

� k

b

j

)�

d

j

d

i

��

b

i

+ ��

b

j

ce qui implique:

2�(

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)) = ��

a

j

� ��

b

j

�

d

j

d

i

(��

a

i

� ��

b

i

)

Cherchons la borne sup�erieur sur ��

a

i

; ��

a

j

; ��

b

i

; ��

b

i

< ��

ab

ij

pour qu'il n'y ait qu'un seul

couple (k

�

i

; k

�

j

)

�=a;b

correspondant au couple de mesures de phases (�

im

; �

jm

) :

Pour pouvoir distinguer les deux couples (k

a

i

; k

a

j

) et (k

b

i

; k

b

j

), il faut:

2�(

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)) 6= ��

a

j

� ��

b

j

�

d

j

d

i

(��

a

i

� ��

b

i

)

et donc:

�j(

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

))j � (1 +

d

j

d

i

)��

ab

ij

L'on obtient �nalement:

��

ab

ij

= �

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i
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Dans le cas d'un interf�erom�etre �a N antennes il faut d�eterminer le (N-1)-uplet (k

1

; k

2

; ::::; k

N�1

)

correspondant aux N-1 mesures (�

1m

; �

2m

; :::::; �

(N�1)m

) malgr�e les N-1 erreurs de mesure

commises (��

1

; ��

2

; :::::; ��

N�1

).

Pour di��erencier deux (N-1)-uplets (k

a

1

; k

a

2

; ::::; k

a

N�1

) et (k

b

1

; k

b

2

; ::::; k

b

N�1

), il su�t de

pouvoir di��erencier au moins un couple (k

i

; k

j

) parmi les

(N�1)(N�2)

2

couples possibles.

L'erreur de phase maximale admissible pour qu'il y ait unicit�e dans la d�etermination

du (N-1)-uplet entre deux param�etrages possibles s'exprime donc par:

��

ab

= � sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

Pour qu'il n'y ait aucune ambigu��t�e quelles que soit les mesures j�

im

j � �, il faut et

il su�t que les erreurs de mesure ne d�epassent pas �� d�e�ni par:

�� = � inf

b>a

sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

Soit S l'ensemble des (N-1)-uplets (k

1

; k

2

; :::::; k

N�1

) qui permettent de retrouver

les d�ephasages r�eel �a partir des d�ephasages mesur�es, notant E[x] la partie enti�ere de x,

les couples (k

i

; k

j

) permettant de construire ces (N-1)-uplets v�eri�ent les deux in�egalit�es

suivantes:

E[

d

i

�

min

sin �

min

�

1

2

(1 +

��

�

)] � k

i

� E[

d

i

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)]

sup

i<j�N�1

j

d

j

d

i

k

i

� k

j

�

1

2

d

j

d

i

(1 +

��

�

)j �

1

2

(1 +

��

�

); 1 � i < N � 1

�

min

et �

max

repr�esentent l'angle minimal et l'angle maximal de la couverture angu-

laire de l'interf�erom�etre par rapport �a l'axe orthogonal �a l'alignement, �

min

est la longueur
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d'onde minimale correspondant �a la bande de fr�equence.

La premi�ere in�egalit�e donne les tours maximaux et minimaux permettant le passage

des d�ephasages mesur�es aux d�ephasages r�eel:

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

i

� + ��

i

En tenant compte de l'intervalle des mesures:

�� � �

im

� �

On obtient:

(

2k

i

� �

2�d

i

�

sin � + ��

i

+ �

2k

i

� �

2�d

i

�

sin � + ��

i

� �

Si �� est l'erreur de phase maximale admissible (j��

i

j < ��), il vient

(

k

i

�

d

i

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)

k

i

�

d

i

�

min

sin �

min

�

1

2

(1 +

��

�

)

On trouve �nalement:

E[

d

i

�

min

sin �

min

�

1

2

(1 +

��

�

)] � k

i

� E[

d

i

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)]

La seconde in�egalit�e donne les (N-1)-uplets de tours pour lesquels il peut y avoir

ambigu��t�e. Parmi tous les (N-1)-uplets possibles cela revient �a ne prendre en compte que

ceux qui param�etrent les droites traversant le cube [�(�+ ��); �+ ��]

N�1

. Or une droite

param�etr�ee par le (N-1)-uplet de tours (k

a

1

; k

a

2

; : : : ; k

a

N�1

) traverse le cube si elle coupe

l'une des faces du cube. Le (N-1)-uplet correspondant v�eri�e alors cette seconde in�egalit�e.
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4.2 Cas sym�etrique

Dans le cas o�u �

max

= ��

min

, le probl�eme admet une sym�etrie qui permet de faire dimin-

uer sensiblement les temps de calcul de la fonctionnelle ��.

Notons: S

1

l'ensemble des (N-1)-uplets (k

a

1

; k

a

2

; :::; k

a

N�1

)

S

2

l'ensemble des (N-1)-uplets (�k

a

1

;�k

a

2

; :::;�k

a

N�1

)

S = S

1

[ S

2

[ f0g

K

a

= (k

a

1

; k

a

2

; :::; k

a

N�1

)

�� = inf( inf

K

a

2S

1

K

b

2S

1

b6=a

��

ab

; inf

K

a

2S

1

K

b

2S

2

��

ab

; inf

K

a

2S

2

K

b

2S

1

��

ab

; inf

K

a

2S

2

K

a

2S

1

b6=a

; inf

K

b

2S

b6=0

��

0b

)

En tenant compte de certaines propri�et�es de �� en particulier li�ees �a sa parit�e il est possible

de calculer uniquement:

�� = inf( inf

K

a

2S

1

K

b

2S

1

b>a

��

ab

; inf

K

a

2S

1

K

b

2S

1

b>a

��

ab

+

; inf

K

b

2S

1

��

0b

)

avec

��

ab

= � sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

; ��

0b

= � sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

k

b

i

� k

b

j

j

1 +

d

j

d

i

��

ab

+

= � sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

+ k

a

i

)� (k

b

j

+ k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

Les propri�et�es menant �a cette relation peuvent être trouv�ees en Annexe.

Diminution du nombre de tests pour le calcul de ��

� Sans sym�etrie:

Soit C

s

= Card(S) le nombre de (N-1)-uplets qui param�etrent le faisceau de droites.

Le nombre de tests �a e�ectuer est:

N

t

=

C

s

�1

X

i=1

i =

(C

s

� 1)C

s

2
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� Avec sym�etrie:

C

s

1

= Card(S

1

); C

s

2

= Card(S

2

)

Avec K

0

, on a:

C

s

= C

s

1

+ C

s

2

+ 1

Or C

s

2

= C

s

1

, ce qui implique C

s

1

=

C

s

�1

2

Le nombre de tests devient:

N

sym

t

=

(C

s

1

�1)�C

s

1

2

+

(C

s

1

�1)�C

s

1

2

+ C

s

1

� 1

N

sym

t

= (

(C

s

�1)

2

� 1)(

(C

s

�1)

2

+ 1)

N

sym

t

=

1

4

(C

2

s

� 2C

s

� 3)

Sans les propri�et�es de sym�etrie on avait:

N

t

=

1

2

(C

2

s

� C

s

)

Quand C

s

est grand on a donc N

sym

t

�

N

t

2

5 Mod�elisation pour j

D

�

min

sin �j petit

Dans la mod�elisation du probl�eme pr�ec�edent les demi-droites du faisceau ont �et�e consid-

�er�ees comme des droites pour faciliter la phase d'extraction, c'est �a dire la d�etermination

des tours �a partir des mesures. Dans le cas o�u j

D

�

min

sin �

min

j; j

D

�

min

sin �

max

j sont grands,

cette approximation ne change en rien les r�esultats du probl�eme �a optimiser. Lorsque

j

D

�

min

sin �

min

j; j

D

�

min

sin �

max

j sont petits, il n'en va pas de même. En e�et les valeurs de

l'erreur de phase admissible peuvent changer signi�cativement.

Graphiquement il est facile de voir que de consid�erer les demi-droites comme des droites

a pour cons�equence l'�elimination de solutions.
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(k1,k2)

(k1,k2)

a a

b

b b

prolongement de la demi doite

prolongement de la demi droite

(k1,k2)
aa

prametree par 

(k1,k2)parametree par
b

Figure 2.8 Cubes erreurs avec prolongement des

demi-droites

(k1,k2)

b
(k1,k2)

a a

b

Figure 2.9 Cubes erreurs sans prolongement des

demi-droites

Le fait de ne pas prolonger les demi-droites a pour cons�equence la pr�esence d'un terme

suppl�ementaire dans l'expression de ��:

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

a

i

� + ��

a

i

�

im

=

2�d

i

�

sin � � 2k

b

i

� + ��

b

i

si k

b

i

� k

a

i

2�d

i

�

min

sin �

max

� 2k

b

i

� + ��

b

i

�

2�d

i

�

min

sin �

min

� 2k

a

i

� + ��

a

i
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Le terme suppl�ementaire de l'erreur de phase maximale admissible pour

chaque composante i peut être d�etermin�e de la mani�ere suivante:

2�d

i

�

min

sin �

max

� 2k

b

i

� + ��

ab

i

=

2�d

i

�

min

sin �

min

� 2k

a

i

� � ��

ab

i

)

2�d

i

�

min

(sin �

max

� sin �

min

)� 2�(k

b

i

� k

a

i

) + 2��

ab

i

= 0

) ��

ab

i

= �(k

b

i

� k

a

i

�

d

i

�

min

(sin �

max

� sin �

min

))

si k

a

i

� k

b

i

, on a

2�d

i

�

min

sin �

max

� 2k

a

i

� + ��

ab

i

=

2�d

i

�

min

sin �

min

� 2k

b

i

� � ��

ab

i

)

2�d

i

�

min

(sin �

max

� sin �

min

)� 2�(k

b

i

� k

a

i

) + 2��

ab

i

= 0

) ��

ab

i

= �(k

a

i

� k

b

i

�

d

i

�

min

(sin �

max

� sin �

min

))

Finalement, il vient:

��

ab

= sup

1�i�N�1

�(jk

b

i

� k

a

i

j �

d

i

�

min

(sin �

max

� sin �

min

))

L'erreur de phase maximale admissible a donc pour expression:

�� = inf

b>a

(sup(� sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

; � sup

1�i�N�1

(jk

b

i

�k

a

i

j�

d

i

�

min

(sin �

max

�sin �

min

))))

Comparant cette �egalit�e �a celle du cas g�en�eral (section 4.1), on remarque Le terme

suppl�ementaire � sup

1�i�N�1

(jk

b

i

�k

a

i

j�

d

i

�

min

(sin �

max

�sin �

min

)), qui provient du fait que

lorsque j

D

�

sin �j est petit les droites du faisceau peuvent être situ�ees \les unes derri�ere

les autres" et non plus seulement \les unes �a côt�e des autres" (Cf Figure 2.9). Il y a

donc un gain d'espace pour le positionnement. Nous verrons au chapitre 3 un cas concret

d'application de ce type de probl�eme.



Chapitre 3

R�esultats num�eriques

Ce chapitre pr�esente un certain nombre de r�esultats num�eriques obtenus par application

des algorithmes g�en�etiques aux probl�emes d'optimisation pr�ec�edemment d�ecrit. Apr�es une

br�eve description de l'algorithme qui permet le calcul de la fonctionnelle �� �a partir des

�equations d�ecrites au chapitre 2, la section 2 pr�esentera en d�etails des AG utilis�es. Divers

positionnements d'antennes optimaux seront alors calcul�es pour di��erentes approches du

probl�eme. En�n, ce chapitre sera conclu par des r�esultats issus de la recherche de plusieurs

optima, �a l'aide de techniques de recherche d'optima multiples d�ecrites au chapitre 1

section 3.

1 Le calcul de ��

Le principal probl�eme pos�e au calcul de �� vient du fait que l'ensemble des (N-1)-uplets de

tours (k

�

1

; k

�

2

; : : : ; k

�

N�1

) qui permettent de passer des d�ephasages mesur�es aux d�ephasages

th�eoriques, d�ependent du �� qui doit être calcul�e. En d'autres termes si F

��

repr�esente

l'ensemble des (N-1)-uplets de tours pouvant intervenir pour une certaine valeur de ��,

on a:

�� = � inf

K2F

��

sup

1�i<j�N�1

j

d

j

d

i

(k

b

i

� k

a

i

)� (k

b

j

� k

a

j

)j

1 +

d

j

d

i

Nous avons imagin�e pour r�esoudre ce probl�eme d'utiliser une m�ethode de bissection sur ��.

41
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Si ��(K

a

; K

b

)

(K

a

;K

b

2F

��

)

< �� alors la valeur de �� est trop grande et l'on d�ecr�emente

��!

��

2

Si ��(K

a

; K

b

)

(K

a

;K

b

2F

��

)

> �� alors la valeur de �� est trop petite et l'on incr�emente

��!

3��

2

L'algorithme fera tendre la valeur de �� vers la valeur recherch�ee qui repr�esente l'erreur

de phase maximale admissible pour qu'il n'y ait pas d'ambig��t�e. Le calcul est fait avec

une pr�ecision �x�ee ��

prec

I

.

Algorithme du calcul de ��

F

�

2

! (K

1

; K

2

; : : : ; K

n

) (3.1)

��

I

=

�

2

; � = 1; � = 2 (3.2)

�� = ��

I

(3.3)

F

��

! K

i

; i = 0 si K

i

62 F

��

(3.4)

��(K

�

; K

b

)
b��

K

b

2S

� ��! K

b
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��(K

�
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b

)
b��
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b

2S
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b
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I
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I
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��

I
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I
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I
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prec

I
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; K
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)
b��

K

b

2S

> ��! K

b
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��

I
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I
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��

I
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��

I

2

> ��

prec

I

! (3:4);
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I

2

� ��

prec

I
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��(K
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; K

b
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�<a<b

� ��! � = a; � = b! (3:4) (3.10)

��(K

a

; K

b

)

�<a<b

> �� (3.11)
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Le faisceau est tout d'abord calcul�e pour �� =

�

2

(3.1). � et � sont les bornes inf�erieurs

des num�eros des (N-1)-uplets cr�eant un probl�eme d'ambigu��t�e. Par la suite pour chaque

�� on teste si la droite param�etr�ee par le (N-1)-uplet K

i

appartient au faisceau (3.4).

Parmi ces droites on ne conserve que celles qui posent un probl�eme d'ambigu��t�es pour

une valeur inf�erieur au �� �x�e (3.5)(3.6). Puis on d�ecr�emente le �� (3.7) et on teste �a

nouveau les droites qui appartiennent au faisceau (3.4). On continue le processus jusqu'�a

ce qu'aucun (N-1)-uplet ne pose de probl�eme d'ambigu��t�e. Cette fois on incr�emente le ��

(3.9) et l'on teste �a nouveau les droites qui appartiennent au faisceau (3.4). Lorsque l'on

a �nalement atteint la pr�ecision recherch�ee, la derni�ere valeur de �� est celle de l'erreur

de phase maximale admissible que peut accepter l'interf�erom�etre consid�er�e.

2 Algorithmes g�en�etiques utilis�es

Les algorithmes g�en�etiques utilis�es pour r�esoudre ce probl�eme d'optimisation ont les car-

act�eristiques suivantes:

- Codage r�eel.

- Initialisation al�eatoire d'une population de taille P. La valeur de P sera g�en�eralement

prise autour de 100.

- S�election proportionnelle �a la performance de l'individu. Elle se fait par application

de la proc�edure de tirage de la roulette d�ecrite au chapitre 1, avec une pression s�elective

pour la mise �a l'�echelle � � 1:75, valeur qui sera discut�ee dans la section 3.

- Croisements de couples avec une certaine probabilit�e p

cross

= 0:65. Les trois types de

recombinaisons appliqu�es sont ceux d�ecrits chapitre 1 dans le cas d'un codage r�eel.

- La mutation est une gaussienne centr�ee sur le point devant muter avec une proba-

bilit�e p

mut

= 0:075 et � de l'ordre de la di��erence des bornes de l'intervalle de recherche.

- Test d'arrêt lorsque apr�es un certain nombre de g�en�erations (quelques centaines)

aucune am�elioration n'a pu être e�ectu�ee.

Ces param�etres sont r�egl�es \au mieux" pour que soit trouv�e l'optimum en un temps

\le plus cours possible" tout en �evitant une convergence vers un maximum local.
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3 La mise �a l'�echelle

La mise �a l'�echelle est une �etape fondamentale pour une bonne mise en �uvre d'un

algorithme g�en�etique. En e�et �a travers la pression s�elective � s'e�ectue un v�eritable

contrôle de l'�evolution de la population permettant de r�egler la vitesse de la convergence.

L'utilisation de ce param�etre doit donc être consid�er�e comme une n�ecessit�e et non comme

une sophistication suppl�ementaire. Son omission peut avoir des cons�equences signi�ca-

tives quant au processus de convergence. Une pression s�elective trop faible peut rendre

inutilement lente la phase de recherche. A l'inverse une pression s�elective trop forte pour

un probl�eme pr�esentant de nombreux maxima locaux aura pour cons�equence une conver-

gence pr�ematur�ee sur un pic secondaire. Ces arguments montrent une interd�ependance

entre la valeur de la pression s�elective et le probl�eme d'optimisation consid�er�e.

Il est important de noter que la pression s�elective ne peut être r�egl�ee sans prendre en

compte la taille de la population. En e�et plus la population est de taille importante,

plus grande est la diversit�e des individus et la pression s�elective devra être augment�ee

pour favoriser le choix d'une direction de progression de l'algorithme. A l'inverse une

population de trop petite taille demandera une diminution de la pression s�elective pour

�eviter que certain individus n'envahissent la population et m�enent �a un maximum local.

pr

dp
hi

m
ax
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41

42

43

44

45

41.5

42.5

43.5

44.5

45.5

Figure 3.1 �� (dphimax) trouv�e en fonction de la pression

s�elective (pr) pour une population � 200 individus
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generations

dp
hi

m
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Figure 3.2 Meilleur �� en fonction des g�en�erations pour

une �evolution

3.1 Un exemple d'�evolution dans le cas de 3 antennes

Les Figures 3.3, 3.4, 3.5, montrent l'�evolution d'une population �a travers plusieurs g�en�era-

tions pour converger �nalement vers l'optimum. Le premier graphique donne la distribu-

tion des individus apr�es le tirage al�eatoire de la g�en�eration initiale G

0

. Les graphiques

suivant sont des photographies prises �a des intervalles G

t

0

= G

t+10

. On peut remar-

quer l'accumulation des points sur l'un des maxima globaux, l'application ayant �et�e faite

sans partage. L'application successive des op�erateurs de S�election, Croisement, Mutation

permet de faire progresser la population vers le sommet du pic. Le dernier graphique

montre la situation �nale c'est �a dire la phase de convergence proprement dite avec un

certain nombre de points issus des derni�eres mutations. Il est important de noter que

l'am�elioration de la �tness (fonction performance) n'est pas r�eguli�ere tout au long de

l'�evolution (Cf Figure 3.2). En e�et le gain obtenu durant les premi�eres g�en�erations est

bien plus important qu'�a la �n. Ceci peut être ais�ement expliqu�e par le fait que plus les

points se rapprochent du sommet moins ils ont la possibilit�e d'am�eliorer la �tness. La

diminution du gain sur la fonctionnelle peut donc être consid�er�e comme un bon indicateur

de proximit�e de l'optimum. C'est pourquoi il est pr�ef�erable d'arrêter l'�evolution lorsque

aucune am�elioration n'a pu être e�ectu�ee apr�es un certain nombre de g�en�eration. Le cas

suivant correspond aux donn�ees: D = 100 mm ; Fre = 18 Ghz; j�j � 90

o

; N = 3.
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Figure 3.3 Progression peu apr�es l'initialisation al�eatoire
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Figure 3.4 D�ebut du processus de convergence
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Figure 3.5 Convergence de la population vers un optimum

global
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3.2 R�esultats g�en�eraux

Le tableau (Figure 3.6) donne les maxima pour des interf�erom�etres de di��erentes longueur

D, constitu�es par un certain nombre d'antennes N. Dans les cas o�u plusieurs maxima

globaux �etaient pr�esents un seul a �et�e trouv�e puisque l'application a �et�e faite sans partage.

On peut remarquer que lorsque la longueur de l'interf�erom�etre crô�t (ce qui implique un

accroissement de la pr�ecision sur l'angle recherch�e) l'erreur de phase maximale admis-

sible pour un nombre d'antennes �x�ees d�ecrô�t.

�

A l'inverse, pour une longueur �x�ee,

l'augmentation du nombre d'antennes accrô�t l'erreur de phase maximale admissible. La

distance de 1,6m correspond �a une pr�ecision d'environ 0,1 degr�e sur l'angle de gisement.

L'utilisation de seulement 4 antennes pour la lev�ee des ambigu��t�es n'autorise pas son util-

isation dans un environnement �electromagn�etique s�ev�ere. Par contre avec 6 antennes les

erreurs de phase sur les mesures peuvent atteindre 37,370 degr�es. Dans ce tableau les b

i

sont les rapports entre la distance d

1

et la distance d

i+1

. Ces r�esultats ont �et�e obtenus en

respectant une distance minimale de 12.7 mm entre les antennes. Nous reviendrons sur

cette contrainte dans la section 3.5.

b2=14.083
b1=13b1=9

b2=10.125b2=6
b1=5.143

b2=4
b1=3.2

b2=3
b1=1.2

800 1600400200100

b1=2.382
b2=3.866
b3=4.439

b1=3.051
b2=5.669
b3=7.422

b1=1.398
b2=2.736
b3=3.785
b4=5.472

b1=3
b2=4.546

δφ=37.79

b3=5.4
b4=7.659

b1=2.255
b2=3.03
b3=4.017
b4=5.384

D
N

4

5

6

b1=1.989
b2=2.59
b3=3.605

b1=2.507
b2=5.318
b3=7.495

b1=2.129
b2=3.533
b3=7.585

b1=1.201
b2=1.443
b3=1.763
b4=2.146

b1=1.786
b2=5.205
b3=6.168
b4=8.193

δφ=45 δφ=34.285 δφ=25.11 δφ=18 δφ=12.85

δφ=58.91 δφ=50.6 δφ=40.66 δφ=34.41 δφ=26.21

δφ=65.28 δφ=60 δφ=50.8 δφ=44.96

Figure 3.6 R�esultats num�eriques pour N > 3, b

i

=

d

1

d

i+1

3.3 Cons�equence de l'augmentation du nombre d'antennes

La Figure 3.7 montre l'accroissement de l'erreur de phase maximale admissible en fonction

du nombre d'antennes utilis�ees pour constituer un interf�erom�etre de longueur D �x�ee. On

peut remarquer principalement la diminution de la pente de la courbure qui indique qu'�a

partir d'un certain nombre d'antennes l'augmentation de �� devient n�egligeable.
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Figure 3.7 �� en fonction du nombre d'antennes

3.4 Objectif de pr�ecision

Une autre mani�ere de voir le probl�eme est de �xer une pr�ecision que l'on veut atteindre

sur l'angle de gisement.

�

A partir de cette valeur, on calcule les longueurs exig�ees pour

di��erentes valeurs d'erreur de phase maximale admissible. En e�et l'augmentation de cette

derni�ere in
ue sur l'erreur de l'angle et pour compenser ce ph�enom�ene, il faut augmenter la

distance entre les deux antennes extr�emales de l'appareil. Une fois ces distances calcul�ees

il reste �a optimiser le positionnement des antennes, le nombre minimal de celles-ci �etant

choisi pour au moins d�epasser l'erreur de phase maximale admissible �x�ee.
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Figure 3.8 Distances extr�emales n�ecessaires pour une

pr�ecision de 0.5 degr�e en fonction de l'erreur commise et

nombre d'antennes n�ecessaires pour une erreur de phase

�x�ee



3 La mise �a l'�echelle 49

Le premier graphe de la Figure 3.8 montre les di��erentes distances �a respecter en fonction

des �� pour obtenir un erreur sur l'angle de l'ordre de 0,5 degr�e. Le second graphe montre

le nombre d'antennes qu'il est n�ecessaire d'utiliser pour que l'erreur de phase maximale

admissible �x�ee soit d�epass�ee.

3.5 Contrainte de la distance minimale d

min

entre 2 antennes

Le positionnement des antennes doit respecter un param�etre important relatif �a l'�epaisseur

des antennes. Il existe en fait une distance minimale admissible entre les antennes qui doit

être respect�ee. Cette contrainte suppl�ementaire entrâ�ne l'�elimination d'un certain nom-

bre de solutions. Lorsque la longueur de l'interf�erom�etre est importante, cette condition

devient n�egligeable pour un nombre �x�e d'antennes. Le graphe 3.9 montre les di��erentes

valeurs calcul�ees de �� pour di��erentes longueurs d'interf�erom�etres (d

max

), avec des dis-

tances minimales acceptables de 12,7 mm et 32 mm. On peut voir que lorsque la longueur

de l'interf�erom�etre est petite la distance minimale de 32 mm �elimine un grand nombre de

positions optimales.
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Figure 3.9 In
uence sur �� de la distance minimale entre

deux antennes
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3.6 Interf�erom�etres de \faible pr�ecision"

Dans le cas o�u

D

�

sin �

max

est petit, l'expression de l'erreur de phase maximale admissible

compte un terme suppl�ementaire. En e�et, quand

D

�

sin �

max

est grand la seule mani�ere de

distinguer deux (N-1)-uplets de tours est de faire intervenir les couples (k

i

; k

j

). Par contre

lorsque les demi-droites dans le diagramme des phases sont de faible longueur, il est �egale-

ment possible d'identi�er le (N-1)-uplet correspondant aux mesures �a partir des valeurs k

i

prises isol�ement. Ceci a pour cons�equence le gain d'une dimension et l'augmentation du

��. Cette situation peut être observ�ee sur les graphes 3.10, 3.11. Lorsque �15 � � � 15,

la longueur des demi-droites permet de les positionner �a la fois \les une �a côt�e des autres"

mais aussi \les une derri�ere les autres". Lorsque la couverture angulaire de l'appareil

augmente �45 � � � 45, on se rapproche du cas o�u

D

�

sin �

max

est grand et il n'est

plus possible de placer les demi-droites \les unes derri�ere les autres". Comme en plus le

nombre de (N-1)-uplets pouvant entrâ�ner des ambigu��t�es est plus important, cette perte

d'une dimension a un e�et n�egatif sur la valeur des erreurs de mesures que peut accepter

l'interf�erom�etre. Application pour les donn�ees suivantes:

D = 4500 mm; d

min

= 750 mm; Fre = 0:2 Ghz; N = 3.

-1000 0-500 500

0

-500

500

Figure 3.10 �15 � � � 15; �� = 70:489
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-1000 0 1000-1500 -500 500
-1000

0

1000

-500

500

Figure 3.11 �45 � � � 45; �� = 36

4 Obtention de plusieurs optima

Comme il a �et�e montr�e au chapitre 1 section 3 les algorithmes g�en�etiques ont la facult�e de

permettre l'obtention de plusieurs maxima globaux ou locaux. Ceci est particuli�erement

int�eressant dans le cadre industriel car bien souvent la fonctionnelle �a optimiser ne prend

pas en compte toutes les variables du probl�eme. La phase d'optimisation num�erique a

donc g�en�eralement pour objectif l'obtention d'un famille de solutions qui sera par la suite

trait�ee en prenant en compte d'autres param�etres.

La Figure 3.12 est une \photographie" de la convergence vers 5 maxima globaux par

application de la m�ethode de partage d�ecrite chapitre 1 (section 3.2) dans le cas d'un

interf�erom�etre �a trois antennes. La taille de la population est de 200 individus.

Le tableau (Figure 3.13) donne les valeurs de di��erents maxima globaux et locaux dans

le cas d'un interf�erom�etre �a 4 antennes apr�es application de l'algorithme \

�

Energie" d�ecrit

chapitre 1 section 3.4.
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Figure 3.12 Convergence vers plusieurs optima globaux,

D=100mm, N=3, b =
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Figure 3.13 R�esultats obtenus par l'algorithme \

�

Energie"

Compar�ee au Sharing cette m�ethode pr�esente principalement l'avantage d'être moins

\gourmande" en taille de population. Le nombre de fois o�u la fonctionnelle doit être

calcul�ee est donc beaucoup moins grand ce qui est appr�eciable lorsque son temps de cal-

cul est important.

Dans le cas N=3, le Sharing a montr�e la pr�esence de plusieurs maxima globaux. Le

chapitre suivant constitue une �etude plus d�etaill�ee de ces optima �a partir d'un certain

nombre de r�esultats exp�erimentaux qui m�eneront �a une s�erie d'�equations permettant de

les d�eterminer analytiquement.



Chapitre 4

R�esultats analytiques pour N=3

Apr�es avoir obtenu des r�esultats num�eriques pour di��erentes con�gurations du probl�eme,

il est int�eressant de revenir sur le cas de l'interf�erom�etre �a trois antennes pour �etudier les

relations entre les optima lorsque la distance D varie.

Un certain nombre de r�esultats seront donc pr�esent�es lorsque la distance entre les deux

antennes extr�emales est de la forme D = 2

a

D

I

; a 2 IN, D

I

distance initiale �x�ee. Nous

verrons alors que certains liens entre les di��erents optima apparaissent. A partir de ces

liens, des relations analytiques pourront être �etablies pour trouver les optima directement

en fonction des donn�ees.

�

A la �n de ce chapitre nous verrons quelques exemples d'applications de ces relations

avant de pr�esenter quelques graphiques pour conclure ce cas particulier de 3 antennes

align�ees.

1 R�esultats exp�erimentaux

Dans toute la suite de ce chapitre les notations sont celles du chapitre 2; b est le rapport

d

1

=d

2

. L'application de la m�ethode de partage pour N = 3 au chapitre pr�ec�edent a montr�e

qu'il peut exister plusieurs optima pour des donn�ees identiques. Cependant l'utilisation

de cette m�ethode ne permet pas de garantir que tous les optima sont trouv�es. En e�et

cela d�epend fortement de la taille de la population ainsi que du facteur de partage �. A�n

d' �eviter la perte de d'optima , il est donc pr�ef�erable d'appliquer un algorithme g�en�etique

sur di��erents intervalles [b

min

; b

max

], avec 4 = b

max

� b

min

su�samment petit pour que

53
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l'on ne perde aucune valeur. La recherche ce ces optima pour di��erentes valeurs de D

telles que D = 2

a

D

I

; D

I

= 12:5 mm; a � 5 a �nalement eu pour cons�equence la mise �a

jour d'une structure arborescente. Les optima repr�esent�es pour une distance D sont ceux

pr�esentant un lien avec les valeurs trouv�ees pour la distance

D

2

, puisque la premi�ere �etape

consistait �a trouver des relations entre ces optima; les autres n'ont pas �et�e repr�esent�es.
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Figure 4.1 Liens entre optima

L'observation de cette structure arborescente montre qu'entre les valeurs optimales de b,

il existe trois types de liens.

Si l'on note b

D

la valeur de l'optimum b pour une distance D, et que on la d�ecompose en

partie enti�ere b

D

N

, et en partie r�eelle b

D

R

, b

D

= b

D

N

+ b

D

R

:

L'on a les relations suivantes:

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

b

D

= b

D

2

N

+

b

D

2

R

2

b

D

= 2b

D

2

N

+ 1 + b

D

2

R

b

D

= 2b

D

2

N

Or b

D

2

= b

D

2

N

+ b

D

2

R

) b

D

2

R

= b

D

2

� b

D

2

N
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Les relations sont alors de la forme:

8

>

>

>

<

>

>

>

:

b

D

=

1

2

(b

D

2

+ b

D

2

N

)

b

D

= b

D

2

+ b

D

2

N

+ 1

b

D

= 2b

D

2

N

Les relations pr�ec�edentes lient les optima entre les di��erentes distances mais elles ne

permettent pas de les d�eduire directement en fonction des donn�ees. En d'autres termes les

optima pour une distance D ne peuvent être trouv�es que si les optima pour la distance

D

2

l'ont d�ej�a �et�e. L'id�eal est donc de mettre �a jour des relations entre les valeurs des optima

et les donn�ees.

La premi�ere �etape est de voir si il existe des relations entre les optima et les nombres

de tours maximums k

1max

; k

2max

(dans le cas sym�etrique). Plusieurs observations exp�eri-

mentales peuvent être faites:

- Pour chaque distance D la somme k

1max

+ k

2max

est constante.

- Quand la distance double la somme k

1max

+ k

2max

double �egalement.

- L'erreur de phase maximale admissible est un diviseur de �: ��=

�

a

, a 2 IN.

- L'erreur de phase maximale admissible �� est une fonction de k

1max

+ k

2max

,

quand k

1max

+ k

2max

� 3:

�� =

�

2(k

1max

+ k

2max

) + 1

- Les valeurs de b correspondant aux optima sont des rationnels, b 2 Q.

En fait les optima sont fonction de k

1max

et k

2max

(Cf Figure 4.2):

8

>

<

>

:

b =

2k

1max

+1

2k

2max

; k

2max

6= 0

b = 2k

1max

; k

2max

= 0
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Figure 4.2 Arborescence des nombres de tours maximums

Dans le cas o�u l'on travaille avec une fr�equence maximale de 18 GHz et une couverture

angulaire telle que j�j �

�

2

, pour une distance D > 25, il existe donc plusieurs maxima

globaux. Les valeurs de b correspondant �a ces optima donnent naissance �a un certain

nombre de faisceaux. Les �gures 4.3, 4.4, 4.5 repr�esentent des faisceaux optimaux dans le

cas D=100 mm, ceux des valeurs trouv�ees num�eriquement et repr�esent�ees sur l'arbre de

la Figure 4.1. En fait la valeur b=12 n'est pas un optimum global au sens math�ematique.

En e�et on a en r�ealit�e non pas b = 12 et �� =

�

13

mais b! 12 par valeurs sup�erieures et

��!

�

13

par valeurs inf�erieures (Cf R�esultats th�eoriques section 2.1, cas o�u k

2max

= 0).
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Figure 4.3 faisceau pour b! 12
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Figure 4.4 faisceaux pour b = 2:25 et b = 5:5
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Figure 4.5 faisceaux pour b = 3:33333 et b = 1:16666

2 R�esultats th�eoriques

�

A partir des observations qui ont �et�e faites il a paru possible dans le cas sym�etrique

d'aborder la r�esolution du probl�eme th�eoriquement. Cette approche a �nalement aboutie a

un th�eor�eme qui permet d'exprimer les valeurs b des di��erents maxima globaux et la valeur

de la fonctionnelle en ces points, directement en fonction des donn�ees D; �

min

; �

max

.
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Th�eor�eme:

Soit D; �

min

; �

max

2 IR tels que

D

�

min

sin �

max

> 1

Soit le probl�eme d'optimisation suivant:

Trouver b tel que �� soit maximal, o�u �� est d�e�ni par:

�� = � inf

j4k

i

j�2k

imax

j4k

1

� b4k

2

j

1 + b

k

1max

= E[

b

b + 1

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)]

k

2max

= E[

1

b + 1

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)]

Alors 9 k

min

1max

; k

max

1max

2 IN tels que les solutions sont de la forme:

k

min

1max

� k

1max

� k

max

1max

b =

2k

1max

+ 1

E[2

D

�

min

sin �

max

]� 2k

1max

b=N/N' est une fraction irr�eductible.

Les valeurs 1/b �etant �egalement solutions. De plus la valeur de �� est donn�ee par:

�� =

�

1 + E[2

D

�

min

sin �

max

]

Remarque:

Pour certaines distances D, b et �� ne peuvent être obtenus par application du th�eor�eme

car le fait que b soit un rationnel n'est plus garanti. Il est toutefois �a noter que ces inter-

valles de valeurs sont tr�es petits.
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2.1 D�emonstration

� Cas 1: k

2max

= 0

�� = � inf

0<j4k

1

j�2k

1max

j4k

1

j

1 + b

�� est minimal lorsque 4k

1

= 1 ) �� =

�

1+b

.

Pour maximiser �� il faut minimiser b mais en respectant la condition k

2max

= 0

Cette condition implique:

E[

1

b + 1

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

)] = 0

et donc:

1

b+ 1

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

��

�

) < 1

En remplacent �� par

�

1+b

on trouve:

1

b+ 1

D

�

min

sin �

max

+

1

2

(1 +

1

b + 1

) < 1)

1

b+ 1

(

D

�

min

sin �

max

+

1

2

) <

1

2

Il vient:

b + 1 > 2

D

�min

sin �

max

+ 1) b > 2

D

�

min

sin �

max

Finalement:

b! (2

D

�

min

sin �

max

)

+

; ��! (

�

1 + 2

D

�

min

sin �

max

)

�

� Cas 2: k

2max

6= 0

Cherchons b tel que b = a

1

R

b

; a

1

2 N , R

b

2 Q et v�eri�ant pour a

2

2 N

+

(2k

2max

� a

2

)R

b

= 1�R

b

(4.1)

(2k

2max

� a

2

+ 1)a

1

R

b

� 2k

1max

+R

b

(4.2)
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il vient:

R

b

=

1

2k

2max

+ 1� a

2

) �� =

�R

b

a

1

R

b

+ 1

=

�

2k

2max

+ 1 + a

1

� a

2

Utilisant (4.2):

a

1

� 2k

1max

+

1

2k

2max

+ 1� a

2

Avec a

1

2 IN, on trouve

a

1

= 2k

1max

+ 1

Ce qui implique:

b =

2k

1max

+ 1

2k

2max

+ 1� a

2

; �� =

�

2(k

1max

+ k

2max

+ 1)� a

2

Pour maximiser ��, a

2

doit être maximiser mais respectant les valeurs de k

1max

et k

2max

.

Quand a

2

augmente, b augmente aussi, et donc k

1max

.

a

2

doit donc v�eri�er:

bD sin �

max

�

min

(b + 1)

+

1

2

(1 +

��

�

) < k

1max

+ 1

et donc:

a

2

< 2(k

1max

+ k

2max

+ 1)� 2

D

�

min

sin �

max

�

1

2k

1max

+ 1

) a

2

= 2(k

1max

+ k

2max

) + 1� E[2

D

�

min

sin �

max

+

1

2k

1max

+ 1

]

Finalement:

k

min

1max

� k

1max

� k

max

1max

b =

2k

1max

+ 1

E[2

D

�

min

sin �

max

]� 2k

1max

; �� =

�

1 + E[2

D

�

min

sin �

max

]
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Remarque: Le rapport N/N' d'un optimum est irr�eductible:

Si N/N' est une fraction r�eductible c'est qu'il existe N

1

� 2k

1max

; N

2

� 2k

2max

� 1

tel que b =

N

1

N

2

. Or le num�erateur de �� est j4k

1

� b4k

2

j. Si b =

N

1

N

2

cela implique que

j4k

1

� b4k

2

j = j4k

1

�

N

1

N

2

4k

2

j. Donc il existe une valeur 4k

1

= N

1

; 4k

2

= N

2

tel que

j4k

1

� b4k

2

j = 0. Et donc si b est une fraction r�eductible �� = 0. En fait c'est que cette

valeur est un optimum pour une distance D

0

< D.

Remarque: Si b est un optimum alors 1/b est �egalement un optimum.

On peut �egalement exprimer b et �� en fonction de k

2max

. En e�et en prenant la valeur

inverse de b on ne fait que permuter les phases �

1

et �

2

, mais comme c'est leur positions

relatives qui rentre en compte, on se trouve toujours au niveau d'un optimum. On a alors:

k

min

2max

� k

2max

� k

max

2max

b =

E[2

D

�

min

sin �

max

]� 2k

2max

2k

2max

+ 1

; �� =

�

1 + E[2

D

�

min

sin �

max

]

Concernant les valeurs k

min

1max

et k

max

1max

repr�esentant les bornes sup�erieures et inf�erieurs de

l'intervalle des k

1max

qui donnent les di��erentes solutions b, elles proviennent des condi-

tions suivantes, en posant A = 2

D

�

min

sin �

max

:

E[A+

1

2k

1max

+1

] = E[A] et b > 0

La premi�ere condition donne la borne inf�erieure k

min

1max

de l'intervalle:

k

min

1max

= 1 + E[

1

2

(

A� E[A]

1 + E[A]� A

)]

La seconde donne la borne sup�erieure k

max

1max

de l'intervalle:

k

max

1max

= E[

1

2

(E[A]� 1)]
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3 Application du mod�ele

Les solutions du probl�eme d'optimisation s'expriment donc en fonction des donn�ees:

Notant A = 2

D

�

min

sin �

max

,

1 + E[

1

2

(

A� E[A]

1 + E[A]� A

)] � � � E[

1

2

(E[A]� 1)]

b=

2�+1

E[A]�2�

, b=N/N' fraction irr�eductible.

La valeur de la fonctionnelle en ces points est donn�ee par:

�� =

�

1 + E[A]

Lorsque une valeur b est optimale pour une certaine distance D, elle le reste jusqu'�a une

distance D

max

telle que:

D

max

=

�

min

2 sin �

max

(E[A] + 1�

1

2�+ 1

)

Application 1: D = 500 mm; Fre = 13 Ghz; �

max

= 60

o

De ces donn�ees, on d�eduit �

min

= 23; 0769 mm; A = 37; 5278; E[A] = 37, �� =

�

38

b

1

=

19

19

fraction r�eductible �� = 0 b

6

=

29

9

= 3:2222222 D

6

max

= 505:83235

b

2

=

21

17

= 1:2352941 D

2

max

= 505:65733 b

7

=

31

7

= 4:4285714 D

7

max

= 505:86199

b

3

=

23

15

= 1:5333333 D

3

max

= 505:7125 b

8

=

33

5

= 6:6000000 D

8

max

= 505:88804

b

4

=

25

13

= 1:9230769 D

4

max

= 505:75885 b

9

=

37

1

= 37:000000 D

9

max

= 505:93169

b

5

=

27

11

= 2:4545455 D

5

max

= 505:79832
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Application 2: D = 300 mm; Fre = 18 Ghz; �

max

= 90

o

De ces donn�ees, on d�eduit �

min

= 16; 6667 mm; A = 36; E[A] = 36, �� =

�

37

b

1

=

36

1

! 36 D

1

max

! 300 b

10

=

19

18

= 1:0555000 D

10

max

= 307:89474

b

2

=

34

3

= 11:333333 D

2

max

= 305:55555 b

11

=

21

16

= 1:3125000 D

11

max

= 307:93651

b

3

=

32

5

= 6:4000000 D

3

max

= 306:66667 b

12

=

23

14

= 1:6428571 D

12

max

= 307:97101

b

4

=

30

7

= 4:2857143 D

4

max

= 307:14286 b

13

=

25

12

= 2:0833333 D

13

max

= 308:00000

b

5

=

28

9

= 3:1111111 D

5

max

= 307:40741 b

14

=

27

10

= 2:7000000 D

14

max

= 308:02469

b

6

=

26

11

= 2:3636360 D

6

max

= 307:57576 b

15

=

29

8

= 3:6250000 D

15

max

= 308:04598

b

7

=

24

13

= 1:8461538 D

7

max

= 307:69231 b

16

=

31

6

= 5:1666666 D

16

max

= 308:06451

b

8

=

22

15

= 1:4666667 D

8

max

= 307:77777 b

17

=

33

4

= 8:2500000 D

17

max

= 308:08081

b

9

=

20

17

= 1:1764706 D

9

max

= 307:84314 b

18

=

35

2

= 17:500000 D

18

max

= 308:09524

b

dm
ax

0 10 20 305 15 25 35

300

301

302

303

304
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Figure 4.6 D

i

max

en fonction de b

i

, application 2
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Figure 4.7 Optima pour 50 � D � 150
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sin �
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Chapitre 5

L'interf�erom�etre plan

L'�etude d'interf�erom�etres constitu�es d'antennes situ�ees dans le plan de gisement a un

int�erêt pratique. En e�et il n'est pas toujours facile de trouver un emplacement sur un

porteur (avion par exemple) o�u le support soit rectiligne, surtout lorsque l'on travaille

avec des appareils de haute pr�ecision comportant une grande distance entre les antennes

extrêmales. Ce type d'interf�erom�etre pose n�eanmoins des probl�emes nouveaux li�es �a

plusieurs facteurs. Tout d'abord la relation entre les phases n'est plus ind�ependante

de l'angle de site comme c'�etait le cas pr�ec�edemment. D'autre part l'erreur de phase

maximale admissible n'est plus ind�ependante de l'angle de gisement. Elle ne peut plus être

exprim�ee seulement en fonction de la position des antennes et des valeurs k

�

i

. Ceci aura

pour cons�equence une augmentation signi�cative des temps de calcul de la fonctionnelle.

La repr�esentation dans le diagramme des phases n'est plus un faisceau de droites mais

de courbes. Dans la section 1 l'expression de l'erreur de phase maximale admissible est

�etablie. La section 2 pr�esente l'algorithme de calcul de �� et les principales di�cult�es

rencontr�ees. La section 3 montre l'in
uence de di��erents param�etres du probl�eme sur la

valeur du ��. Nous verrons que comme dans le cas o�u les antennes sont align�es il est

possible de ne calculer que le cas o�u la valeur de l'angle de site est nulle qui repr�esente

en fait la situation la plus contraignante. En�n une �etude comparative entre di��erentes

courbures sera faite permettant de mettre �a jour les situations les plus favorables.

Dans toute la suite de ce chapitre le support de l'interf�erom�etre est une courbe dans le

plan du gisement d'�equation:

y =

s

(

D

2

)

2

� (x�

D

2

)

2

=PX

65
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θ

d1

d2 d3θ1

θ2

θ3

Figure 5.1 interf�erom�etre sur un support elliptique

1 Mod�elisation du probl�eme

Les d�ephasages th�eoriques ont pour expression:

�

i

=

2�

�

d

i

cos s cos(� � �

i

)

Les d�ephasages mesur�es:

�

im

=

2�

�

d

i

cos s cos(� � �

i

)� 2k

i

� + ��

i

Les tours minimums et maximums permettant de passer des d�ephasages mesur�es aux

d�ephasages th�eoriques s'expriment par:

k

imin

= E[

d

i

�

min

inf

�2[�

min

;�

max

]

cos(� � �

i

)�

1

2

(1 +

��

�

)]

k

imax

= E[

d

i

�

min

sup

�2[�

min

;�

max

]

cos(� � �

i

) +

1

2

(1 +

��

�

)]

Les di��erences de phases mesur�ees appartenant �a l'intervalle [��; �], on ne prend en

compte que les (N-1)-uplets tel que les couples de tours respectent les relations suivantes:
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I �x�e, 1 � j � N � 1

j

d

j

�

cos s cos(�

I

� arccos(

�

2�d

I

cos s

(2k

I

� � (� + ��)))� k

j

j �

1

2

(1 +

��

�

)

ou

j

d

j

�

cos s cos(�

I

� arccos(

�

2�d

I

cos s

(2k

I

� + (� + ��)))� k

j

j �

1

2

(1 +

��

�

)

Expression de l'erreur de phase maximale admissible:

�

im

=

2�

�

d

i

cos s cos(�

a

� �

i

)� 2k

a

i

� + ��

a

i

�

im

=

2�

�

d

i

cos s cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

i

� + ��

b

i

Pour qu'il n'y ait pas ambigu��t�e if faut que :

8 j��

a

i

j; j��

b

i

j < ��

ab

i

; 8 �

min

� �

a

; �

b

� �

max

2�

�

d

i

cos s cos(�

a

� �

i

)� 2k

a

i

� + ��

a

i

6=

2�

�

d

i

cos s cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

i

� + ��

b

i

Ce qui implique:

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

2�

�

d

i

cos s cos(�

a

� �

i

)� 2k

a

i

� + ��

a

i

>

2�

�

d

i

cos s cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

i

� + ��

b

i

ou

2�

�

d

i

cos s cos(�

a

� �

i

)� 2k

a

i

� + ��

a

i

<

2�

�

d

i

cos s cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

i

� + ��

b

i
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On a donc

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

��

ab

i

<

�

�

d

i

cos s(cos(�

a

� �

i

)� cos(�

b

� �

i

))� �(k

a

i

� k

b

i

)

ou

��

ab

i

<

�

�

d

i

cos s(cos(�

b

� �

i

)� cos(�

a

� �

i

))� �(k

b

i

� k

a

i

)

Finalement:

��

ab

i

= �j

d

i

�

cos(s)(cos(�

a

� �

i

)� cos(�

b

� �

i

))� (k

a

i

� k

b

i

)j

Avec

��

ab

= sup

1�i�N�1

��

ab

i

L'erreur de phase maximale admissible a pour expression:

�� = inf

a6=b

��

ab

b

C

M

C

a

ab

b

(φ1,φ2)

(φ1,φ2)

ia

(k1,k2)

(k1,k2)

ia

ja ja

a a

b

Figure 5.2 D�ependance de �� �a l'�egard de l'angle de

gisement
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2 Calcul de ��

�� = inf

a6=b

��

ab

Les angles �

i

entre les antennes ont pour cons�equence de rendre impossible l'�eliminat-

ion de l'angle de gisement dans l'expression du ��. Le calcul doit donc être fait en tenant

compte de tous les couples possibles (�

a

; �

b

) 2 [�

min

; �

max

]. Cette approche qui serait la

plus rigoureuse entrâ�nerait des temps de calcul inadapt�es pour l'application d'algorithmes

g�en�etiques. Au lieu de parcourir deux courbures param�etr�ees par K

a

; K

b

et de calculer

le ��

ab

correspondant pour qu'il n'y ait aucune intersection entre les cubes erreurs, il

est pr�ef�erable de choisir un algorithme qui permet de n'en parcourir qu'une seule. La

courbure param�etr�ee par K

a

sera donc parcourue par un cube de demi-arête 2��

ab

, sera

diminu�e si celle param�etr�ee par K

b

traverse le cube ( coupe l'une des faces du cube), sera

augment�ee si cela n'est pas le cas. Cette approche permet en fait d'�eliminer une variable ce

qui a pour cons�equence une diminution sensible des temps de calcul de la �tness (fonction

performance). L'application sera faite pour le cas s=0 car nous verrons dans la section

suivante que lorsque jsj > 0 alors ��

jsj>0

> ��

s=0

.

Num�eriquement les proc�edures �a suivre sont les suivantes:

�

im

=

2�

�

d

i

cos(� � �

i

)� 2k

a

i

� 2��

ab

On pose

�

im

=

2�

�

d

i

cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

i

=

2�

�

d

i

cos(� � �

i

)� 2k

a

i

� 2��

ab

Pour une valeur �

im

on d�eduit l'angle �

b

:

�

b

= �

i

� arccos(cos(� � �

i

)�

�

d

i

((k

a

i

� k

b

i

)�

��

ab

�

))

On calcul l'ensemble des d�ephasages correspondant �a cet angle:

�

jm

=

2�

�

d

j

cos(�

b

� �

i

)� 2k

b

j

2�

�

d

i

cos(� � �

i

)� 2k

a

i

� 2��

ab

� �

im

�

2�

�

d

i

cos(� � �

i

)� 2k

a

i

+ 2��

ab
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Si il y a intersection ! diminuer ��

ab

.

Si il n'y a pas intersection ! augmenter ��

ab

.

phi1

ph
i4

-200 -100 0 100 200-150 -50 50 150

0

-500

500

Figure 5.3 �� calcul�e par la m�ethode simpli��ee

La Figure 5.3 montre que cet algorithme donne une bonne approximation du ��

ab

r�eel.

En e�et on peut voir qu'il n'y a ni intersection entre les cubes ni espaces vides. C'est

donc que la valeur ��

ab

repr�esente bien l'erreur de phase maximale admissible pour qu'il

n'y ait pas d'ambigu��t�e entre deux (N-1)-uplets (K

a

; K

b

).

3 In
uence des param�etres

3.1 In
uence de l'angle de site

L'on a vu que l'expression du �� contient maintenant la valeur du site s. Il est donc

important de se demander si le calcul doit être fait pour tous les sites s 2 [s

min

; s

max

] ou

si il est possible de se limiter au cas o�u s=0. L'exp�erience num�erique montre que le site

nul est en fait la situation la plus p�enalisante. En e�et quand sa valeur s'�eloigne de z�ero la
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longueur de la courbure d�ecrô�t ce qui est plus favorable pour les cubes erreurs. D'autre

part c'est lorsque le site est nul que le nombre de (N-1)-uplets �a identi�er est le plus grand.

Le cas suivant (interf�erom�etre �a trois antennes) permet d'illustrer l'ind�ependance de �� �a

l'�egard de la couverture angulaire en site s 2 [s

min

; s

max

]; s

min

� 0 � s

max

.

Donn�ees du probl�eme: D = 50 mm; d

min

= 12:7 mm; Fre = 12 Ghz; j�j � 90; PX = 5.

L'erreur maximale admissible pour le positionnement optimal est �� = 6:51758.
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y
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Figure 5.4 Positionnement optimal des antennes et son

faisceau dans le cas s=0
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Figure 5.5 Faisceaux dans les cas: jsj � 45 et jsj � 90
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3.2 In
uence du nombre d'antennes

Comme dans le cas o�u le support est rectiligne l'augmentation du nombre d'antennes

permet d'accrô�tre l'erreur admissible. En e�et le rapport entre la dimension de l'espace

des phases et le nombre de courbures �etant plus important, cela permet un espacement

plus large. Les graphiques suivants montrent les positions optimales des antennes dans le

cas d'un support de type \demi-cercle". Il est int�eressant de noter la sym�etrie du posi-

tionnement des antennes dans le cas o�u leur nombre est paire.

Donn�ees: D = 100 mm; d

min

= 12:7 mm; Fre = 12 Ghz; j�j � 90; PX = 1.
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Figure 5.6 N = 4; �� = 13:42 et N = 5; �� = 33:58
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Figure 5.7 N = 6; �� = 45:34
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3.3 In
uence de la courbure du support

La courbure du support est contrairement au nombre d'antennes p�enalisante pour l'erreur

de phase maximale admissible. Plus le support a une courbure prononc�ee, plus grand

devra être le nombre d'antennes pour atteindre une certaine valeur �� �x�ee.

Pour une �etude d'interf�erom�etres sur un support circulaire on pourra consulter J.R.F Guy

and D.E.N Davies [24].

La Figure 5.8 montre l'allure des valeurs de �� en fonction de la courbure.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Les algorithmes g�en�etiques peuvent donc être consid�er�es comme une m�ethode interm�e-

diaire entre une m�ethode \pas �a pas" qui explore l'ensemble de l'espace de recherche et

une m�ethode de gradient. Ce compromis entre deux approches extrêmes leur conf�ere une

robustesse toute particuli�ere pour la r�esolution de probl�emes d'optimisation relevant de

certaines classes de fonctions notamment celles pr�esentant de nombreux maxima locaux.

Construits principalement autour de l'op�erateur de S�election, ces algorithmes font partis

d'une famille au même titre que le recuit simul�e et les algorithmes �evolutionnistes. Ils

ont tous comme point commun un processus stochastique pour la recherche de maxima.

Les di��erences apparâ�ssent principalement �a travers la structure des op�erateurs et le

nombre d'individus utilis�es pour le parcourt de l'espace de recherche. Des comparaisons

sont actuellement men�ees entre les di��erents repr�esentants de ce groupe d'algorithmes

pour mesurer leur e�cacit�e respective ainsi que leur robustesse au regard des param�etres

qui y sont associ�es. Les algorithmes g�en�etiques sont donc caract�eristiques d'une nou-

velle approche pour la r�esolution de probl�emes d'optimisation permettant aujourd'hui la

recherche de maxima dans de nombreux cas consid�er�es jusqu'alors comme hors d'atteinte.

Concernant l'application en interf�erom�etrie proprement dite, le cas du position-

nement de N antennes dans l'espace est aujourd'hui en phase industrielle. L'int�erêt de

cette g�en�eralisation est de deux ordres. Cela permet de placer des interf�erom�etres sur

n'importe quel type de support facilitant l'embarcation d'appareils de contre-mesures

même sur des structures avion complexes. Cela permet �egalement de d�eterminer le couple

(gisement, site), ce qui ne pouvait être fait avec pr�ecision dans le cas d'un positionnement
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coplanaire. La r�ealisation d'interf�erom�etres dans l'espace peut se faire �a partir de deux

di��erentes approches. L'une consiste �a positionner N antennes constituant un appareil

unique permettant l'extraction du couple d'angles �a partir de nappes dans le diagramme

des phases. Le probl�eme que pose ce type de r�ealisation est le temps n�ecessaire aux

proc�edures de traitement. En e�et pour d�eterminer le couple d'angles �a partir des phases

mesur�ees, il faut r�esoudre un syst�eme d'�equations �a deux inconnues, ce qui n�ecessite un

grand nombre d'op�erations et par cons�equent un important temps de calcul. A�n de

contourner cette di�cult�e majeure il est pr�ef�erable de recourir �a une seconde approche

consistant �a la r�ealisation de deux interf�erom�etres �a partir des N antennes disponibles.

L'un a pour rôle la d�etermination de l'angle de site et �a partir de cette information l'autre

permet la d�etermination de l'angle de gisement. Pour connâ�tre la valeur des angles avec

un grande pr�ecision, l'interf�erom�etre permettant de d�eterminer le site sera choisi avec une

longue base verticale, celui permettant de connâ�tre l'angle de gisement avec une longue

base horizontale. Les antennes suppl�ementaires seront positionn�ees de mani�ere optimale

a�n de maximiser l'erreur de phase admissible pour qu'il n'y ait pas d'ambigu��t�es dans la

d�etermination des tours des deux appareils simultan�ement.

La g�en�eralisation de relations analytiques pour le cas o�u le nombre d'antennes est

sup�erieur o�u �egal �a 4 n'a pu �a ce jour donner lieu �a des relations explicites. Les di�cult�es

proviennent du fait que dans l'expression de la fonctionnelle les b

i

apparaissent �a travers

des rapports

b

i

b

j

ce qui ne permet pas de les traiter s�epar�ement. Les droites dans le

diagramme des phases ne sont d'ailleurs pas �equidistantes comme c'�etait le cas pour N=3.

Si la mise en place ce ces �equations a jusqu'�a pr�esent paru irr�ealisable il reste n�eanmoins

quelques relations int�eressantes pour le cas N=4. En e�et il a �et�e exp�erimentalement

observ�e que pour certaines distances D les valeurs b

1

; b

2

qui maximisent l'erreur de phase

admissible correspondent �a b

1

2 IN; b

2

2 IR et �� =

�

1+b

1

. D'autre part c'est pour ces

distances que le nombre de maxima est le plus important. Il s'agit en fait d'intervalles

car pour une valeur b

1

�x�ee il peut exister une in�nit�e de valeurs b

2

2 [b

2min

; b

2max

] qui

maximisent ��. Les distances correspondant �a ce cas de �gure sont celles qui dans la

pratique peuvent se r�ev�eler comme �etant les plus int�eressantes car elles o�rent le plus

grand choix de positionnements optimaux.

Plus g�en�eralement, les algorithmes g�en�etiques sont particuli�erement adapt�es �a de

nombreuses applications li�ees �a des probl�emes d'optimisation dans le domaine de l'�electro-

magn�etisme. le partitionnement de r�eseaux en sous-r�eseaux dans le but d'optimiser

l'e�cacit�e de chaque partie en minimisant le nombre d'antennes utilis�ees est un cas

int�eressant d'optimisation multi-crit�eres. La recherche des lois d'illumination (ampli-

tudes,phases) pour l'optimisation de radars synth�etiques, c'est �a dire constitu�es �a partir

d'un r�eseau d'antennes, est aussi une application prometteuse pour les AG. En e�et leur
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capacit�e de couplage avec des m�ethodes d�eterministes leur permettent de parcourir des

espaces de recherche important tout en �evitant une convergence pr�ematur�ee vers un opti-

mum local. Dans le cadre de cette application de \synth�ese de diagrammes", le probl�eme

revient plus pr�ecis�ement �a optimiser la distribution d'amplitudes-phases pour que le sys-

t�eme compos�e de N �el�ements rayonne une �energie d�etermin�ee dans une direction donn�ee.

Il faut donc trouver la (ou les) meilleur(s) loi(s) d'illumination pour que le diagramme

de l'�energie rayonn�ee soit compris dans un intervalle entre deux gabarits �x�es, un d�elim-

itant une zone minimale, l'autre une zone maximale. L'utilisation directe des AG sur ce

probl�eme en prenant comme variables les amplitudes et les phases ne m�enent pas �a des r�e-

sultats satisfaisant quand le nombre d'antennes est trop important ce qui est g�en�eralement

le cas dans la pratique. Par contre son couplage avec une m�ethode d�eterministe appel�ee

\m�ethode des projections" a donn�e lieu �a des r�esultats bien meilleurs que l'utilisation de

l'une ou l'autre m�ethode appliqu�ee s�epar�ement. Ceci montre que loin d'être contraignant

les AG ouvrent la voie �a une grande diversit�e de combinaisons entre les m�ethodes d�ej�a

existantes et d'autres fond�ees sur une progression stochastique. Leur capacit�e �a trouver

plusieurs optima pas n�ecessairement absolus leur conf�ere un plus non n�egligeable dans le

cas o�u l'utilisation de m�ethodes math�ematiques a un rôle de \premi�ere approche" pour

un probl�eme donn�e.
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Et �nalement:
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L'on a donc:
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Montrons maintenant que:
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Par le même raisonnement on trouve:
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Ce qui implique:
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L'on a �egalement:
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On peut donc calculer �� a partir du faisceau de droites param�etr�ees par les K
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L'on a aussi:
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En e�et si b = a,

��

ab

+

= ��

bb

+

= 2� sup

1<i<j�N�1

j

d

j

d

i

k

b

i

� k

b

j

j

1 +

d

j

d

i

= 2��

0b

��

bb

+

= 2��

0b

En�n d'apr�es la propri�et�e 2:

��

ab

= ��

ba

et ��

ab

+

= ��

ba

+

Il vient �nalement :
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