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Résumé

Cette thèse se situe dans le domaine de la théorie des nombres. Nous y
présentons les résultats obtenus dans [13, 14, 15, 16]. Nous étudions la trans-
cendance et l'indépendance algébrique des valeurs de fonctions mahlériennes
en des points algébriques. Ce sont des séries entières convergentes solutions
d'équations de la forme

p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + · · ·+ pm(z)f(zq
m

) = 0 ,

avec p0(z), . . . , pm(z) des polynômes à coe�cients algébriques et q ≥ 2 un
entier. Pour étudier ces fonctions, on utilise une méthode appelée méthode
de Mahler, laquelle s'inscrit dans la grande famille des méthodes de trans-
cendance. En plus d'un intérêt théorique important quant aux techniques de
transcendance, la méthode de Mahler a des applications liées à la complexité
du développement des nombres réels. En e�et, les fonctions mahlériennes
dont les coe�cients appartiennent à un ensemble �ni sont précisément les
séries génératrices des suites automatiques (voir [7]).

Nous élargissons le champ d'application de la méthode en parachevant
l'étude, déjà bien entamée, de la transcendance des fonctions q-mahlériennes
d'une variable, et des relations linéaires entre leurs valeurs, en un point algé-
brique. Nous démontrons notamment une conjecture de Cobham de 1968,
énonçant le fait qu'une fonction mahlérienne à coe�cients rationnels ne
prend, aux points rationnels, que des valeurs rationnelles ou transcendantes.
Nous montrons que les relations algébriques entre les valeurs de fonctions
q-mahlériennes en un point algébrique proviennent, par spécialisation, d'une
relation fonctionnelle q-orbitale, c'est-à-dire d'une relation entre ces fonctions
et leurs images sous l'action répétée du morphisme z 7→ zq. Nous établissons
également un algorithme permettant de déterminer si la valeur d'une fonc-
tion mahlérienne en un point algébrique donné est un nombre transcendant
ou pas.

Nous développons ensuite la théorie des systèmes mahlériens réguliers
singuliers de plusieurs variables, une classe générique de systèmes mahlé-
riens. Nous en déduisons un critère général d'indépendance algébrique pour
les valeurs de fonctions mahlériennes associées à de tels systèmes. Ce critère
pourrait être résumé de la façon suivante : des valeurs transcendantes de
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fonctions mahlériennes associées à des opérateurs ayant des rayons spectraux
multiplicativement indépendants deux à deux, ou des points algébriques mul-
tiplicativement indépendants, sont toujours algébriquement indépendantes.
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Abstract

In this thesis, we investigate topics belonging to number theory, and es-
pecially to transcendental number theory. We discuss the results we have
obtained in the papers [13, 14, 15, 16]. Our main aim is to study the trans-
cendence and algebraic independence of the values, at algebraic points, of the
so-called Mahler functions. The latter are convergent power series satisfying
equations of the form

p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + · · ·+ pm(z)f(zq
m

) = 0 ,

where p0(z), . . . , pm(z) are polynomials with algebraic coe�cients and q ≥
2 is an integer. In order to study these power series, we develop what is
known as Mahler's method, a method initiated by Mahler in the late 1920's.
Besides its theoretical interest, Mahler's method has applications regarding
the complexity of expansions of real numbers in integer or algebraic bases.
Indeed, Mahler functions whose coe�cients belong to a �nite set are precisely
the generating series of automatic sequences (see [7]).

We broaden the scope of Mahler's method, completing the already well-
advanced study of the transcendence and linear relations between q-Mahler
functions evaluated at a given algebraic point. In particular, we prove a
conjecture due to Cobham in 1968, stating that a Mahler function with ra-
tional coe�cients cannot take algebraic irrational values at rational points.
We also show that the algebraic relations between the values of q-Mahler
functions at algebraic points all come from specializations of q-orbital func-
tional relations, that is relations between these functions and their images
under the iterated action of the map z 7→ zq. In addition, we establish an
algorithm that allows us to determine whether or not an arbitrary Mahler
function takes a transcendental value at a given algebraic point.

In the second part of the thesis, we develop the theory of multivariate
regular singular Mahler systems, a generic class of linear Mahler systems.
We obtain a general criterion of algebraic independence for the values at
algebraic points of Mahler functions associated with such systems. We could
summarize this criterion in the following way: transcendental values of Mah-
ler functions associated with operators having pairwise multiplicatively in-
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dependent spectral radius, or with multiplicatively independent algebraic
points, are always algebraically independent.
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Préambule

La théorie des fonctions mahlériennes, comme celle des E ou des G-
fonctions, contribue au développement général des méthodes de transcen-
dance. Les résultats obtenus dans le cadre de ces di�érentes théories se
nourrissent réciproquement. Ainsi, le théorème de Siegel-Shidlovskii a son
pendant en méthode de Mahler, un résultat connu sous le nom de théorème
de Nishioka. Une des spéci�cités de la méthode de Mahler est la possibilité de
travailler à la fois avec plusieurs variables et plusieurs opérateurs di�érents.
Cet aspect de la méthode de Mahler permet d'obtenir de puissants résultats
d'indépendance algébrique. À ce titre, son développement présente sans nul
doute un intérêt épistémologique important.

Outre ses implications théoriques, la méthode de Mahler apporte un éclai-
rage sur la complexité algorithmique des développements dans une base en-
tière, ou algébrique, des nombres réels. Cela est dû au fait que les séries gé-
nératrices de suites automatiques s'inscrivent dans le champ d'application de
cette méthode. Ainsi, cette méthode permet de démontrer la transcendance
de tout nombre automatique irrationnel. De même, elle devrait permettre
de résoudre des questions liées aux changements de base dans l'écriture d'un
nombre réel irrationnel. Résoudre ces questions nécessite d'obtenir des résul-
tats d'une grande généralité, i.e., valables pour toute fonction mahlérienne
à coe�cients dans un ensemble �ni, évaluée en tout inverse d'entier, voire
en tout point algébrique non nul du disque unité. Ces résultats renforcent
parallèlement l'apport théorique de la méthode.

Le travail présenté dans ce manuscrit contribue à développer simultané-
ment ces deux aspects de la méthode de Mahler.
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Introduction

1 La méthode de Mahler

Mahler [74] raconte que, un jour qu'il était malade et alité, il s'est inté-
ressé aux valeurs de la fonction

f2(z) :=
∞∑
n=0

z2n ,

aux points rationnels de l'intervalle ]0, 1[. Alors qu'il cherchait à démontrer
leur irrationalité, il s'est retrouvé à démontrer le résultat suivant.

Proposition. Soit α ∈ Q un point algébrique non nul du disque unité. Le
nombre f2(α) est transcendant.

Dans tout le manuscrit, Q désigne la clôture algébrique de Q dans C. La
démonstration de Mahler repose sur le constat selon lequel la fonction f2(z)
satisfait à l'équation fonctionnelle suivante :

f2(z2) = f2(z)− z . (1)

Si le nombre f2(α) était algébrique, ce serait le cas également de tous les

nombres f2

(
α2k
)
, k ∈ N. Mahler réussit alors à obtenir une contradiction,

en construisant un approximant de Padé simultané de type I des puissances

de f2(z) et en substituant la fonction f2

(
z2k
)
à la fonction f2(z), à partir

de l'équation (1). Mahler généralise alors le résultat obtenu pour f2(z) aux
fonctions solutions d'équations rationnelles, de la forme

f(zq) =
P (z, f(z))

Q(z, f(z))
, (2)

où P (z, x), Q(z, x) ∈ Q[z, x] sont des polynômes et q ≥ 2 est un entier.

Théorème Ma29 (Mahler, 1929). Soit f(z) une série entière transcen-
dante, de rayon de convergence R > 0, solution d'une équation de la forme
(2). Supposons que le degré en x des polynômes P et Q soit strictement in-
férieur à q et que les coe�cients de la fonction f(z) soient tous des entiers
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algébriques appartenant à un même corps de nombres. Soit α ∈ Q un nombre
algébrique tel que 0 < |α| < R et tel que le résultant des polynômes P et Q,
vus comme des polynômes en x, ne s'annule en aucun des points αq

k
, k ∈ N.

Alors le nombre f(α) est transcendant.

Mahler publie alors une série de trois articles [70, 71, 72] posant les bases
de ce que nous appelons aujourd'hui, selon la terminologie introduite par
Loxton et van der Poorten [66], la méthode de Mahler. Le théorème Ma29
permet notamment de démontrer la transcendance des nombres

∑
n∈N α

qn

et des nombres
∏
n∈N

(
1− αqn

)
, où q ≥ 2 est un entier et α ∈ Q est tel que

0 < |α| < 1. Les résultats de Mahler permettent de considérer également des
séries entières de plusieurs variables solutions d'équations fonctionnelles si-
milaires à (2). Une des conséquences remarquables des résultats qu'il obtient
pour les fonctions de plusieurs variables est la transcendance des valeurs des
séries de Hecke-Mahler

fω(z) :=
∑
n∈N
bωnczn , (3)

aux points algébriques non nuls du disque unité, quand ω est un nombre
quadratique.

Une des motivations de Mahler était de démontrer la transcendance des
valeurs de l'invariant modulaire j(z) aux points de la forme logα

2πi , α ∈ Q?
,

ainsi que celle des valeurs de certaines fonctions Thêta aux points algé-

briques. En e�et, la fonction j
(

log z
2πi

)
satisfait à une équation algébrique,

de la forme
P (f(z), f(zq), z) = 0 ,

avec P (x, y, z) ∈ Q[x, y, z], tandis que la fonction θ(z, q) =
∑

n∈N z
2nqn

2
, par

exemple, satisfait à l'équation fonctionnelle

θ(z, q) = z2qθ(zq, q) + 1 .

Cependant, comme l'a plus tard indiqué Mahler [73] et comme nous l'expli-
querons dans l'appendice A, la fonction θ(z, q) n'est pas accessible immédia-

tement par la méthode de Mahler. La transcendance des nombres j
(

logα
2πi

)
sera �nalement démontrée en 1996 par l'équipe stéphanoise [26] et celle des
valeurs de la fonction θ(z, q) sera déduite par Bertrand [32] des travaux de
Nesterenko [81], en 1997. Si les deux preuves s'en inspirent, les arguments
utilisés par ces auteurs vont bien au-delà de la méthode introduite par Mah-
ler.

Dans [72], Mahler montre comment la méthode qu'il développe permet
également d'obtenir des résultats d'indépendance algébrique. À titre d'illus-
tration, si q ≥ 2 est un entier et α ∈ Q est tel que 0 < |α| < 1, Mahler
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obtient l'indépendance algébrique des deux nombres

∞∑
n=0

αq
n
et

∞∏
n=0

(
1− αqn

)
.

1.1 Les années 70, un nouveau sou�e pour la méthode de
Mahler

Pour des raisons qui ne sont probablement pas sans lien avec le dévelop-
pement parallèle de la théorie des E-fonctions, la méthode de Mahler a été
oubliée pendant une quarantaine d'années. En 1967, Schwartz [100] établit
l'irrationalité et la transcendance d'une famille de nombres, dont le nombre∑

n∈N

1

1− 23n
.

Schwartz n'a pas conscience qu'elles découlent du théorème Ma29. En e�et,
on a

f(z3) =
f(z)(1− z)− z

1− z
où f(z) :=

∑
n∈N

1

1− z−3n
.

Le théorème Ma29 implique alors la transcendance de f(α) en tout point
algébrique non nul α, du disque unité ouvert, un résultat beaucoup plus fort
que celui de Schwartz. Mahler [73] publie en réponse un article ayant pour
but de promouvoir et d'axiomatiser la méthode qu'il a développée quarante
années plus tôt.

À la �n des années 70 et au début des années 80, Kubota [57, 58], Loxton
et van der Poorten [109, 61, 62, 63, 64, 65, 66], Masser [75], Ku. Nishioka
[84] et d'autres arithméticien·ne·s reprennent les travaux de Mahler. Leurs
résultats étendent sensiblement la portée de la méthode de Mahler, notam-
ment, dans un premier temps, en ce qui concerne la théorie des fonctions
de plusieurs variables. Ils permettent par exemple de démontrer la transcen-
dance des valeurs de séries Hecke-Mahler fω(z) dé�nies en (3), aux points
algébriques, quand ω est un nombre irrationnel quelconque. Cependant, leurs
résultats ne permettent pas d'établir la transcendance ou l'indépendance al-
gébrique de nouvelles constantes majeures.

1.2 La méthode de Mahler et les systèmes d'équations li-
néaires

Cela aurait pu, après un court rebond, marquer un second coup d'arrêt
au développement de la méthode de Mahler. Mais, en 1980, Mendès France
[77] fait connaître à la communauté arithmétique l'existence d'un lien entre
la théorie des automates �nis et la méthode de Mahler. Il fait référence à un
article de Cobham [42], tiré d'une conférence en informatique théorique de
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1968, et de ce fait largement méconnu des théoricien·ne·s des nombres. Cet
article met en évidence le fait que la série génératrice d'une suite automatique
est une coordonnée d'un vecteur solution d'un système de la forme f1(z)

...
fm(z)

 = A(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 , (4)

avec A(z) une matrice inversible à coe�cients dans Q(z). Nous appellerons q-
mahlériens ou simplement mahlériens de tels systèmes et, suivant Loxton et
van der Poorten [67], fonctions q-mahlériennes les solutions de tels systèmes
qui sont développables en séries entières. La méthode de Mahler a alors
un nouveau but : obtenir des résultats de transcendance et d'indépendance
algébrique pour les nombres automatiques. Nous détaillons cet aspect dans
la section 2 de l'introduction.

Une des contraintes de la méthode de Mahler est qu'elle ne s'applique
pas a priori aux singularités du système mahlérien considéré.

Dé�nition 1. Considérons un système de la forme (4). On dit qu'un point
α est singulier, ou que c'est une singularité, s'il existe un entier k ∈ N tel
que la matrice A(z) ne soit pas dé�nie ou ne soit pas inversible en αq

k
. On

dit qu'un point est régulier s'il n'est pas singulier.

En 1990, Ku. Nishioka [85] démontre le résultat suivant, qui est l'ana-
logue, dans le cadre mahlérien, du théorème de Siegel-Shidlovskii, que nous
énoncerons dans la section 1.5 de l'introduction.

Théorème Ni90 (Ku. Nishioka, 1990). Soient f1(z), . . . , fm(z) des séries
entières convergentes formant un vecteur solution d'un système de la forme
(4). Soit α, 0 < |α| < 1, un point algébrique régulier. On a l'égalité

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) . (5)

Ce théorème semble apporter une réponse dé�nitive et satisfaisante quant
à la nature des valeurs des solutions d'un système mahlérien aux points algé-
briques. Pourtant, le théorème de Nishioka seul ne permet pas de démontrer
la transcendance des nombres automatiques irrationnels. Il y a deux obstruc-
tions à cela, comme l'a noté Becker [28].

• Le théorème de Nishioka ne dit rien sur ce qu'il se passe aux singularités
du système.

• Même aux points réguliers, la transcendance de la fonction f1(z) ne
garantit pas la transcendance de f1(α). Elle garantit seulement qu'au
moins l'un des nombres f1(α), . . . , fm(α) est transcendant.
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Vingt-cinq ans plus tard, Philippon [92] réalise une importante avancée
sur la seconde obstruction. Son théorème montre que toute relation algé-
brique entre les valeurs des coordonnées d'un vecteur solution d'un système
mahlérien provient, par spécialisation, d'une relation de même degré entre
les fonctions de ce système. Ce résultat est à rapprocher de celui de Beukers
pour les E-fonctions, dont nous parlerons dans la section 1.5 de l'introduc-
tion.

Théorème Ph15 (Philippon, 2015). Sous les hypothèses du théorème Ni90,
soit P ∈ Q[X1, . . . , Xm] tel que P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0. Alors, il existe un
polynôme Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm], de même degré que P en X1, . . . , Xm, tel
que

Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0, et Q(α,X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) .

Ainsi, si f1(z) est une fonction transcendante et que le système est choisi
de telle sorte que fm(z) ≡ 1 et que les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéai-
rement indépendantes sur Q(z), alors, en tout point α régulier, le nombre
f1(α) est transcendant. En e�et, dans le cas contraire, il existerait une rela-
tion linéaire entre f1(α) et fm(α) = 1. D'après le théorème de Philippon, il
existerait donc des polynômes p0(z), . . . , pm(z) tels que

p0(z) + p1(z)f1(z) + · · ·+ pm(z)fm(z) = 0, p1(α) = 1, et pm(α) = −f1(α) .

Par indépendance linéaire, on aurait p1(z) = · · · = pm−1(z) = 0, une contra-
diction.

1.3 Étudier les valeurs de fonctions en di�érents points : la
méthode de Mahler en plusieurs variables

Dès ses premiers travaux, Mahler pose les bases de l'étude des fonctions
de plusieurs variables solutions d'équations analogues à (2). Kubota [58] et
van der Poorten [108, 109] ont remarqué qu'une telle théorie permet d'obte-
nir l'indépendance algébrique des valeurs d'une même fonction en di�érents
points. En e�et, étant donnés une fonction q-mahlérienne f(z) et des nombres
algébriques non nuls α1, . . . , αn du disque unité, on peut dé�nir n fonctions
f1(z), . . . , fn(z), où z := (z1, . . . , zn) est une famille d'indéterminées, en po-
sant fi(z) := f(zi) pour chaque i. Étudier l'indépendance algébrique des
nombres f(α1), . . . , f(αn) revient donc à étudier l'indépendance algébrique
des valeurs des fonctions f1(z), . . . , fn(z) au point α := (α1, . . . , αn). On
doit alors considérer des transformations de (C?)n, de la forme

(z1, . . . , zn) 7→ Tz :=
(
z
t1,1
1 · · · zt1,nn , . . . , z

tn,1
n · · · ztn,nn

)
,
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où T := (ti,j) est une matrice à coe�cients dans N. On s'intéresse alors aux
solutions de systèmes de la forme f1(z)

...
fm(z)

 = A(z)

 f1(Tz)
...

fm(Tz)

 , (6)

où A(z) est une matrice inversible à coe�cients dans Q(z). Lorsque l'on
cherche à appliquer la méthode de Mahler à des fonctions de plusieurs va-
riables, certaines di�cultés apparaissent. On doit tout d'abord garantir une
certaine uniformité de convergence des coordonnées des points T kα vers 0.
La principale di�culté est de produire un lemme de zéros pour les points de
la forme T kα, k ∈ N, quand α ∈ (Q?

)n est un point algébrique. Les travaux
de Kubota [58], Loxton et van der Poorten [63, 64], et surtout ceux de Masser
[74] permettent une caractérisation élémentaire des couples (T,α), où T est
une matrice à coe�cients dans N et α ∈ (Q?

)n est un point algébrique, pour
lesquels la méthode de Mahler s'applique. On dira que de tels couples sont
admissibles (voir la dé�nition 7 au chapitre III et la discussion dans l'appen-
dice A). Ces conditions imposent notamment à la matrice T d'avoir un rayon
spectral strictement supérieur à 1 et un vecteur propre dont les coordonnées
sont strictement positives associé à ce rayon spectral. Quand on souhaite
évaluer des fonctions q-mahlériennes, en des points α1, . . . , αr distincts, la
matrice T est alors diagonale, égale à qIr, et ces conditions imposent aux
points α1, . . . , αr d'être multiplicativement indépendants 1.

Bien que la possibilité de travailler avec plusieurs variables apparaisse
dès les premiers travaux de Mahler, on ne savait jusque là établir l'égalité

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α) , . . . , fm(α)) (7)

que quand la matrice A(z) est de l'une des deux formes suivantes :
1 0 · · · 0

b1(z) a1(z)
...

. . .
bm(z) am(z)

 ou


1 0 · · · 0

b1(z)
... B

bm(z)

 ,

où a1(z), . . . , am(z), b0(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) n'ont pas de pôle en 0, où
ai(0) 6= 0, 1 ≤ i ≤ m et où B est une matrice constante (voir, respectivement
[58] et [88]).

1. Rappelons que des nombres α1, . . . , αn ∈ C sont dits multiplicativement indépen-

dants si la seule solution (k1, . . . , kn) ∈ Zn de l'équation αk11 · · ·αknn = 1 est le vecteur
nul.
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1.4 Fonctions associées à des opérateurs di�érents

Une autre source de di�culté dans l'étude des fonctions mahlériennes
vient du fait qu'il existe une in�nité dénombrable d'opérateurs mahlériens,
de la forme z 7→ zq, q ≥ 2. Quand on considère plusieurs opérateurs de type
z 7→ zq, q variant parmi les entiers supérieurs ou égaux à 2, la méthode de
Mahler, même en plusieurs variables, ne s'applique plus. En e�et, l'espace
propre associé au rayon spectral de la matrice

T =

 q1

. . .
qr


ne possède pas de vecteurs dont toutes les coordonnées sont strictement
positives, si q1 ≤ . . . ≤ qr sont des entiers distincts. Kubota [58] et van
der Poorten [109] avaient entrevu très tôt l'intérêt de généraliser la méthode
de Mahler dans ce cadre. Nous y reviendrons aux chapitres III et IV. Les
premiers résultats dans ce domaine n'ont cependant été obtenus qu'en 1994
par Ku. Nishioka [87] et ne concernent que certaines équations inhomogènes
d'ordre 1.

Théorème Ni94 (Ku. Nishioka, 1994). Soient T1, . . . , Tr des matrices dont
les polynômes caractéristiques sont irréductibles sur Q et dont les rayons
spectraux sont deux à deux multiplicativement indépendants. Pour chaque
i, on considère des séries entières convergentes à coe�cients algébriques
fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi), algébriquement indépendantes, chacune étant solution
d'une équation de la forme

fi,j(zi) = ai,j(zi)fi,j(Tizi) + bi,j(zi) ,

avec ai,j(zi), bi,j(zi) ∈ Q(zi) et ai,j(0) = 1. Pour chaque i, se donne un point
αi, régulier pour chacune de ces équations. Supposons que les coordonnées des
points α1, . . . ,αr soient toutes des puissances entières d'un même nombre
algébrique α, 0 < |α| < 1. Alors les nombres

f1,1(α1), . . . , f1,m1(α1), . . . , fr,1(αr), . . . , fr,mr(αr) ,

sont algébriquement indépendants.

1.5 E-fonctions et méthode de Mahler : deux théories mi-
roirs

Les trois articles de Mahler sont publiés l'année où paraît l'article [105] de
Siegel, qui devait faire naître la théorie des E-fonctions et dans lequel il dé-
montre la transcendance et l'indépendance algébrique des valeurs aux points
algébriques de certaines de ces fonctions. Une E-fonction est une série entière
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à coe�cients algébriques, solution d'une équation di�érentielle linéaire à co-
e�cients polynomiaux et satisfaisant à certaines conditions de décroissance
rapide des coe�cients que nous n'expliciterons pas ici, mais qui garantissent
notamment qu'une telle fonction est analytique sur C tout entier. Les fonc-
tions exponentielles z 7→ eαz, α ∈ Q forment une famille de E-fonctions.
Les travaux de Siegel recouvrent en particulier le théorème de Hermite-
Lindemann qui implique la transcendance de e et de π. Ils recouvrent éga-
lement sa généralisation, le théorème de Lindemann-Weierstrass, indiquant
que, étant donnés des nombres algébriques α1, . . . , αr linéairement indépen-
dants, les nombres eα1 , . . . , eαr sont algébriquement indépendants. Les tra-
vaux de Siegel s'appliquent aussi aux fonctions de Bessel, dont un exemple
est la fonction

J0(z) :=
∑
n∈N

(−1)n

(n!)2

(z
2

)2n
,

qui satisfait à l'équation di�érentielle

J ′′0 (z) +
1

z
J ′0(z) + J0(z) = 0 .

Siegel montre la transcendance de J0(α) en tout point α algébrique, ainsi
que l'indépendance algébrique des nombres

J0(α1), . . . , J0(αr) ,

dès que ±α1, . . . ,±αr sont des nombres algébriques non nuls distincts.

Les principes sur lesquels reposent les preuves de Mahler et de Siegel
contiennent un certain nombre de similarités. Dans chaque cas, les auteurs
construisent un approximant de Padé simultané de type I pour les puissances
successives de la fonction. Ensuite, ils utilisent l'équation fonctionnelle sa-
tisfaite par la fonction pour obtenir une in�nité d'autres approximations.
Une majoration analytique et une minoration arithmétique des quantités
obtenues permettent alors d'aboutir à une contradiction. Notons que dans
le cadre la méthode de Mahler, on n'a pas besoin de recourir au lemme de
Siegel : la convergence rapide des points αq

k
, k ∈ N, ne rend plus nécessaire

le contrôle de la hauteur des coe�cients de l'approximant de Padé.

Les deux théories, bien que développées simultanément et possédant un
socle commun, ont fait l'objet d'un intérêt très di�érent. La théorie des E-
fonctions de Siegel a connu un développement important durant la première
partie du xxe siècle, car elle permettait d'atteindre des constantes comme π,
e, ou les valeurs des fonctions de Bessel. En contraste, la méthode de Mahler
a été laissée dans l'oubli pendant quarante ans et, même à partir de la �n des
années 70, a connu un intérêt plus mitigé. La théorie des E-fonctions a connu
son apogée en 1958 avec le théorème de Siegel-Shidlovskii, dont l'énoncé est
à rapprocher du théorème de Nishioka, mais qui est de trente ans son aîné.

9



Théorème SSh58 (Siegel-Shidlovskii, 1958). Considérons un vecteur co-
lonne de E-fonctions f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))>, tel que

f ′(z) = A(z)f(z) ,

pour une certaine matrice A(z) à coe�cients dans Q(z). Soient T (z) le plus
petit commun multiple des dénominateurs des coe�cients de la matrice A(z)
et α ∈ Q tel que αT (α) 6= 0. Alors

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

En s'appuyant sur le théorème de Siegel-Shidlovskii, Beukers [33] a ob-
tenu, en 2006, un résultat dont l'énoncé est proche du théorème de Philippon.

Théorème Be06 (Beukers, 2006). Sous les hypothèses du théorème SSh58,
soit P ∈ Q[X1, . . . , Xm] homogène tel que P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0. Alors,
il existe Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm], homogène en X1, . . . , Xm, tel que

Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0, et Q(α,X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) .

Notons qu'à la di�érence du théorème de Philippon, le théorème de Beu-
kers est homogène, ce qui s'avère être d'une grande utilité dans l'étude des
relations linéaires.

Ces deux théories di�èrent dès que l'on souhaite étudier des fonctions en
di�érents points algébriques. Pour les fonctions mahlériennes, on a besoin
d'introduire de nouvelles variables, ce qui n'est pas nécessaire pour les E-
fonctions. En e�et, si f(z) est une E-fonction, la fonction f(αz), α ∈ Q,
en est une également. Si α1, . . . , αn ∈ Q sont des nombres algébriques non
nuls, l'étude des relations algébriques entre les nombres f(α1), . . . , f(αn)
découle de l'étude des fonctions f(α1z), . . . , f(αnz) au point z = 1. Une
telle astuce n'est pas possible avec la méthode de Mahler. Si f(z) est une
fonction mahlérienne irrationnelle et α ∈ Q, 0 < |α| < 1, f(αz) n'est jamais
une fonction mahlérienne. On doit alors développer une théorie en plusieurs
variables, ce qui apporte son lot de complexités. Cela présente néanmoins un
avantage. Dans le cadre des E-fonctions, montrer l'indépendance algébrique
des nombres f(α1), . . . , f(αn) nécessite de pouvoir montrer l'indépendance
algébrique des fonctions f(α1z), . . . , f(αnz). Avec la méthode de Mahler,
on étudie n copies de la même fonction, prises en des variables di�érentes
z1, . . . , zn. L'indépendance algébrique des fonctions f(z1), . . . , f(zn) est donc
immédiate dès lors que la fonction f(z) est transcendante.

2 Une motivation pour la méthode de Mahler :
l'étude du développement des nombres réels

La méthode de Mahler ne permet donc pas d'atteindre des fonctions aussi
classiques que la théorie des E-fonctions. Cela s'explique en partie par le fait
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qu'une fonction mahlérienne ne satisfait à aucune équation di�érentielle li-
néaire [93], ni même algébrique [10]. L'intérêt de développer la méthode de
Mahler pour étudier des valeurs de fonctions précises en des points donnés
est donc limité. La méthode de Mahler prend en revanche toute son enver-
gure quand il s'agit d'obtenir des résultats généraux concernant la complexité
du développement des nombres algébriques dans une base entière, ou les ef-
fets d'un changement de base sur l'écriture d'un nombre réel. Une source
importante de motivation à développer la méthode de Mahler pour les sys-
tèmes linéaires (4) est donc d'éclairer la combinatoire du développement des
nombres réels dans une base entière.

Les nombres rationnels admettent une description combinatoire relative-
ment simple : ils sont caractérisés par le fait que la suite des chi�res de leur
développement dans une base entière est ultimement périodique. Ainsi, le dé-
veloppement décimal de 1

3 est connu pour n'être composé que d'une in�nité
de 3. A contrario, la suite des chi�res du développement dans une base en-
tière de la plupart des constantes irrationnelles connues, telles que

√
2, π ou

e, reste source de beaucoup de mystères, bien qu'elle ait fait l'objet de nom-
breuses études depuis des décennies. En particulier, à l'inverse des nombres
rationnels, le développement dans une base entière des nombres algébriques
irrationnels semble n'admettre aucune description � simple �. L'inégalité de
Liouville vient renforcer cette intuition.

Inégalité de Liouville. Pour tout nombre algébrique ξ de degré d ≥ 2 et
pour tout couple d'entiers (p, q), q > 0, on a la minoration∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ > c

qd
,

où c est une constante ne dépendant que de ξ.

Ainsi, si le développement décimal d'un nombre réel ressemble de trop
près à celui d'un nombre rationnel, on s'attend à ce que ce nombre ne soit
pas algébrique. Considérons par exemple les nombres

χ :=
∞∑
n=1

1

2n3 , et θ :=
∞∑
n=1

1

2n!
. (8)

Tous les chi�res de leur développement binaire valent 0, à l'exception de
ceux dont le rang est, respectivement, un cube parfait ou une factorielle.
Les développements binaires de ces deux nombres sont ce que l'on aimerait
considérer comme des développements simples, puisque vingt mots su�sent à
les décrire. Comme ces nombres sont irrationnels, on pense qu'ils ne peuvent
être algébriques. Si la transcendance du nombre θ découle directement de
l'inégalité de Liouville, on sait seulement démontrer que χ n'est ni rationnel,
ni quadratique (c'est une conséquence des travaux de [24]).
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De même, on connaît très peu l'e�et d'un changement de base sur le
développement des nombres réels irrationnels. Alors que le nombre χ a un
développement binaire très simple, aucune description évidente de son écri-
ture décimale n'apparaît à première vue :

(χ)10 = 0.503 906 257 450 580 596 978 038 233 624 275 221 723 · · · .

On a l'intuition qu'il est impossible que le développement d'un nombre réel
irrationnel soit simple simultanément dans deux bases entières multiplicati-
vement indépendantes. C'est l'esprit de la conjecture de Furstenberg présen-
tée ci-dessous.

Bien sûr, les résultats que nous pouvons espérer démontrer dépendent
étroitement de la dé�nition que nous donnons de la � simplicité � de l'écri-
ture d'un nombre dans une base entière. Certains mathématiciens de renom
ont cherché à en donner des dé�nitions. En 1909, Borel [34] abordait cette
question avec le langage des probabilités. Plus tard, en 1938, Morse et Hed-
lund [78] ont adopté le point de vue des systèmes dynamiques. En 1965,
Hartmanis et Stearns [54] se sont, de leur côté, intéressés à la complexité
algorithmique du développement d'un nombre dans une base entière.

Dé�nition. Étant donné un nombre réel ξ ∈ [0, 1[, il existe une unique suite
d'entiers (an)n≥1 telle que ξ =

∑∞
n=1 anq

−n, avec 0 ≤ an < q pour tout n ≥ 1
et an 6= q − 1 pour une in�nité d'entiers n. Le mot in�ni

[ξ]q := a1a2a3a4a5 · · · ,

est appelé développement en base q du nombre ξ.

2.1 L'approche probabiliste de Borel

Soient ξ ∈ [0, 1[ un nombre réel, q ≥ 2 et a, 0 ≤ a < q, deux entiers.
La fréquence de a dans le développement en base q de ξ est, si elle existe, la
limite

lim
N→∞

Card{n ≤ N : an = a}
N

,

où [ξ]q =: (an)n∈N. Par exemple, la fréquence de 0 dans l'écriture binaire du
nombre χ dé�ni en (8) est égale à 1, alors que la fréquence de 1 vaut 0. La
fréquence des chi�res 1, 2, 4, 5, 7 et 8 dans le nombre rationnel

4

7
= 0.571 428 571 428 571 · · ·

est égale à 1
6 , tandis que la fréquence des chi�res 0, 3, 6 et 9 est égale à 0.

Un nombre ξ ∈ [0, 1[ est dit simplement normal en base q ≥ 2 si la
fréquence de a vaut 1/q, pour tout a, 0 ≤ a ≤ q− 1. On dit qu'il est normal
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en base q ≥ 2 s'il est simplement normal en base qn, pour tout n ≥ 1,
et qu'il est absolument normal s'il est normal en base q, pour tout entier
q ≥ 2. Borel [34] montre qu'au sens de la mesure de Lebesgue, presque tout
nombre réel de l'intervalle [0, 1[ est absolument normal. Pour autant, il est
di�cile de construire un nombre absolument normal, dont on puisse obtenir
un développement explicite. Champernowne [39] a démontré que le nombre

0.123 456 789 101 112 131 415 · · · ,

dont le développement décimal est la concaténation ordonnée de tous les
nombres entiers, est normal en base 10. Rien ne garantit cependant qu'il soit
absolument normal. Toutefois, à part des exemples construits de manière ad
hoc comme la constante de Champernowne, il est très di�cile de montrer
qu'un nombre est normal dans une base donnée. On ne sait par exemple
toujours pas démontrer si les constantes

√
2, π ou e sont normales dans

certaines bases. On conjecture pourtant le résultat suivant [35].

Conjecture de Borel, 1950. Tout nombre algébrique irrationnel est abso-
lument normal.

Il est clair qu'un nombre rationnel n'est normal dans aucune base. Ce-
pendant, même si des pas ont été faits dans la direction de cette conjecture,
on est très loin d'être en mesure de la démontrer. À titre d'illustration, on
ne connaît aucun nombre algébrique irrationnel dont on peut garantir que
le développement dans une base b ≥ 3 contient une in�nité de fois un chi�re
donné 2.

2.2 Étude des systèmes dynamiques

Dans [78], Morse et Hedlund posent les bases d'une étude du système
dynamique engendré par le développement en base entière d'un nombre réel.
Pour q ≥ 2 un entier, on dé�nit l'application

Tq :

{
[0, 1[ 7→ [0, 1[

ξ 7→ {qξ} ,

où {·} désigne la partie fractionnaire d'un nombre. Si (an)n≥1 est le dévelop-
pement en base q d'un réel ξ ∈ [0, 1[, le développement en base q de Tq(ξ)
est le mot

[Tq(ξ)]q = a2a3a4a5 · · · .

Autrement dit, Tq opère une translation d'un rang dans le développement
en base q de ξ. On dé�nit l'orbite d'un nombre réel ξ ∈ [0, 1[ sous Tq par

Oq(ξ) :=
{
ξ, Tq(ξ), T

2
q (ξ), T 3

q (ξ), . . .
}
,

2. Waldschmidt, par exemple, le signale dans [112].
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et on considère Oq(ξ) sa clôture dans [0, 1[. Un nombre réel β appartient à
Oq(ξ) si et seulement si le mot in�ni [ξ]q contient une in�nité de pré�xes du
mot [β]q. On dé�nit alors l'entropie du système dynamique associé à un réel
ξ en base q par

E(ξ, q) := lim
n→∞

logq(p(n, ξ, q))

n
,

où p(n, ξ, q) := Card{(at, at+1, . . . , at+n−1), t ≥ 1} est la fonction de com-
plexité de ξ en base q. L'entropie d'un nombre réel dans une base entière peut
être vue comme une mesure de la complexité du développement en base q
de ce nombre. Un nombre dont l'entropie est égale à 1 est un nombre qui
contient tous les mots �nis dans son développement, c'est-à-dire un nombre
dont l'orbite est dense dans [0, 1[. En particulier, l'entropie d'un nombre
normal ξ en base q est égale à 1. La réciproque n'est cependant pas vraie,
puisque la normalité requiert, de plus, une condition d'équirépartition.

L'entropie ne permet pas de distinguer les nombres dont la complexité
dans une base donnée est sous-exponentielle. Pour une plus grande préci-
sion, on doit s'intéresser à la fonction de complexité. Pour tout réel ξ, on a
l'encadrement

1 ≤ p(n, ξ, q) ≤ qn .

Si ξ est un nombre rationnel, le mot in�ni [ξ]q est ultimement périodique
quel que soit q ≥ 2 et la fonction n 7→ p(n, ξ, q) est bornée. Cela caractérise
les nombres rationnels. D'autre part, Morse et Hedlund [78] ont montré que
la fonction de complexité d'un nombre irrationnel ξ satisfait à la minoration
suivante

p(n, ξ, q) ≥ n+ 1, pour tout n ≥ 1 .

À la suite de Morse et Hedlund [79], les mathématicien·ne·s se sont parti-
culièrement intéressé·e·s à la classe des nombres irrationnels dont le déve-
loppement dans une base entière q est minimal. On les appelle les nombres
sturmiens. En utilisant le théorème de Ridout, un énoncé d'approximation
diophantienne qui généralise le théorème de Roth, Ferenczi et Mauduit [50]
ont notamment démontré le résultat suivant.

Théorème FM97 (Ferenczi et Mauduit, 1997). Les nombres sturmiens sont
transcendants.

Dix ans plus tard, Adamczewski et Bugeaud [2] ont généralisé ce résultat
à la classe des nombres dont la fonction de complexité dans une certaine base
est en O(n).

Théorème AB07a (Adamczewski et Bugeaud, 2007). Soit ξ un nombre
réel irrationnel tel que p(n, ξ, q) = O(n) pour un entier q ≥ 2, alors ξ est un
nombre transcendant.
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Leur preuve fait appel à un théorème d'approximation diophantienne ap-
pelé théorème du sous-espace de Schmidt-Schlickewei, un résultat plus puis-
sant que les théorèmes de Roth et de Ridout.

Pour un ensembleX ⊂ [0, 1[, on note dimH(X) la dimension de Hausdor�
de l'ensemble X et X sa clôture. Si un nombre ξ a une entropie nulle en base
q, alors dimH(Oq(ξ)) = 0. Inversement, si dimH(Oq(ξ)) = 1, alors l'entropie
de ξ en base q est égale à 1. Dans ce cadre, la conjecture de Borel implique
la conjecture, plus faible, suivante.

Conjecture. Soit ξ un nombre réel algébrique irrationnel. Pour tout entier
q ≥ 2, on a dimH(Oq(ξ)) = 1.

Cette formalisation permet également d'énoncer des problématiques liées
aux changements de base. On s'attend par exemple à ce qu'un nombre irra-
tionnel ayant une entropie nulle dans une certaine base ait une entropie égale
à 1 dans toutes les autres bases multiplicativement indépendantes. Dans cet
esprit, Furstenberg [52] a conjecturé le résultat suivant.

Conjecture de Furstenberg, 1970. Soit ξ un nombre réel irrationnel. Si
p, q ≥ 2 sont deux entiers multiplicativement indépendants, alors

dimH(Op(ξ)) + dimH(Oq(ξ)) ≥ 1 .

En particulier, si E(ξ, p) = 0 pour un entier p ≥ 2, alors on aurait
E(ξ, q) = 1 pour tout entier q multiplicativement indépendant de p. La
conjecture de Furstenberg semble toujours hors de portée. La plus importante
avancée dans cette direction est un résultat prouvé de manière indépendante
par Shmerkin [104] et Wu [113] montrant que la conjecture de Furstenberg
est vraie en dehors d'un ensemble de dimension de Hausdor� nulle. Malheu-
reusement, ce résultat ne permet pas d'exhiber un seul nombre pour lequel
la conjecture est vraie. Notons que la conjecture est optimale en un certain
sens : Bugeaud [38] a montré que, pour tout ε > 0, il existe une in�nité de
nombres irrationnels dont l'entropie dans une certaine base est inférieure à
ε et dont l'entropie dans toute autre base est strictement inférieure à 1.

2.3 Machines de Turing et complexité algorithmique

En 1936, Turing [96] propose de séparer les nombres en deux classes : les
nombres calculables, dont le développement dans une base entière peut être
calculé par une machine de Turing, et les autres. Les nombres calculables sont
en quantité dénombrable. Ils contiennent tous les nombres algébriques, ainsi
que les constantes transcendantes classiques, comme les nombres π et e. Ainsi
un ordinateur bien programmé est capable de calculer les développements en
base entière de

√
2, de π ou de e avec une précision arbitraire. La principale

di�culté réside dans le temps de calcul nécessaire pour atteindre le n-ième
chi�re du développement de ces nombres.
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Le problème de Hartmanis et Stearns. Hartmanis et Stearns [54] ont
été parmi les premiers, en 1965, à poser le problème du temps nécessaire
pour obtenir le développement en base entière d'un nombre réel calculable.
Ainsi, ils considèrent le nombre d'opérations nécessaires à une machine de
Turing déterministe à plusieurs rubans (pour une dé�nition voir l'introduc-
tion de [54]) pour produire les n premiers chi�res du développement d'un
nombre réel dans une base donnée. Ils classent ainsi les nombres calculables
selon l'ordre de grandeur de ce temps de calcul. Considérons T : N → N
une fonction strictement croissante, que l'on appelle fonction de complexité
en temps. On note S(T ) la classe de tous les nombres réels dont les n pre-
miers chi�res du développement binaire peuvent être calculés en O(T (n))
opérations par une machine de Turing déterministe à plusieurs rubans. On
considère, en particulier, la classe S(n), associée à la fonction n 7→ n, des
nombres calculables en temps réel et la classe S(n2), associée à la fonction
n 7→ n2. Hartmanis et Stearns démontrent ainsi que les nombres ration-
nels sont calculables en temps réel et donc dans la classe S(n). Cette classe
contient également une in�nité de nombre transcendants, dont, par exemple,
les nombres χ et θ, dé�nis en (8). Ils démontrent par ailleurs que tous les
nombres algébriques appartiennent à la classe S(n2) 3. En�n, ils formulent
le problème suivant, connu depuis sous le nom de Problème de Hartmanis et
Stearns.

� It would be interesting to determine whether there are any
irrational algebraic numbers which belong to S(n). If this is not
the case, we would have the strange result that in this classi�ca-
tion some transcendental numbers are simpler than all irrational
algebraic numbers. � 4

Ce problème reste aujourd'hui largement ouvert (voir la discussion dans [9]).
Une réponse négative à ce problème permettrait par exemple de démontrer
la transcendance du nombre χ dé�ni en (8) et de tout nombre calculable en
temps linéaire.

Restriction du problème aux automates �nis. En 1968, Cobham [42]
propose de restreindre le problème de Hartmanis et Stearns à une classe
particulière de machines de Turing : les automates �nis déterministes avec
fonction de sortie (en anglais deterministic �nite automaton with output),
que l'on appellera par la suite pour faire court automates �nis. Brièvement,
un automate �ni est une machine qui prend un mot �ni en entrée. À chaque

3. On sait aujourd'hui qu'on peut faire bien mieux, et que tout nombre algébrique
appartient à la classe S(n logj n) pour un certain entier j [36].

4. Il serait intéressant de savoir si la classe S(n) contient des nombres algébriques irra-
tionnels. Dans le cas contraire, on serait, selon cette classi�cation, dans la situation étrange
où certains nombres transcendants seraient plus simples que n'importe quel nombre algé-
brique irrationnel. (Nous traduisons.)
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fois que l'automate lit une lettre, il change éventuellement d'état, parmi un
ensemble �ni, selon une règle prédéterminée. La sortie de l'automate est le
symbole associé à l'état dans lequel il se trouve en �n de lecture.

Dé�nition 2. Soit q ≥ 2 un entier. On dit qu'une suite (an)n∈N est q-
automatique si elle peut être produite par un automate �ni à partir de la
représentation des nombres entiers en base q. Par extension, si b ≥ 2 est
un entier, on dit qu'un nombre réel est (q, b)-automatique si la suite de son
développement en base b est q-automatique. Plus généralement, on dit qu'une
suite est automatique si elle est q-automatique pour un certain q, et qu'un
nombre réel est automatique s'il est (q, b)-automatique pour un certain couple
(q, b).

Cobham [42] est le premier à remarquer que la série génératrice d'une
suite q-automatique satisfait à une équation de la forme (4). Cobham n'a
aucune connaissance à ce moment des travaux de Mahler. En s'appuyant sur
l'équation (4) et sur sa connaissance de la théorie des E-fonctions, il énonce
comme un théorème le résultat suivant.

Conjecture Co68 (Cobham, 1968). Soit f(z) une coordonnée d'un vecteur
de séries entières convergentes, à coe�cients rationnels, solution d'un sys-
tème de la forme (4). Soit α, 0 < α < 1, un nombre rationnel qui n'est pas
un pôle de f(z). Alors, le nombre f(α) est soit rationnel, soit transcendant.

Cobham ne démontre pas cette conjecture, bien qu'il l'annonce comme un
théorème. Il renvoie pour la preuve à l'article [41] dans lequel il ne démontre
que le cas où f(z) satisfait à une équation inhomogène d'ordre 1, c'est-à-dire
une équation de la forme

f(zq) = p(z)f(z) + r(z) ,

avec p(z), r(z) ∈ Q(z). Il est intéressant de noter à quel point la démons-
tration que donne Cobham, dans ce cas particulier, est proche de celle de
Mahler dans [70], même si Cobham ignorait l'existence des travaux de ce
dernier.

En énonçant son théorème, Cobham a en tête le corollaire suivant, dont la
première démonstration ne découlera �nalement pas de la méthode de Mah-
ler, mais sera obtenue à l'aide du théorème du sous-espace, comme consé-
quence du théorème AB07a.

Théorème AB07b (Adamczewski, Bugeaud, 2007). Un nombre automa-
tique est soit rationnel, soit transcendant.

La conjecture de Furstenberg, énoncée plus haut, traduit le fait que la
complexité du développement d'un nombre réel irrationnel ne peut pas être
simple dans deux bases multiplicativement indépendantes. Dans un même
ordre d'idée, on formule la conjecture suivante.
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Conjecture A. Un nombre réel irrationnel ne peut pas être automatique
dans deux bases entières multiplicativement indépendantes.

Dans une autre direction, Cobham [43] a montré qu'une suite qui n'est pas
ultimement périodique ne peut être à la fois p et q-automatique si les entiers
p et q sont multiplicativement indépendants. Ce résultat est connu sous le
nom de théorème de Cobham. Le cadre mahlérien permet de conjecturer la
généralisation suivante du théorème de Cobham.

Conjecture B. Soient q1, . . . , qr ≥ 2 des entiers deux à deux multiplicative-
ment indépendants et, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, une fonction qi-mahlérienne
irrationnelle fi(z). Alors, les fonctions f1(z), . . . , fr(z) sont algébriquement
indépendantes sur Q(z).

Dans le cas r = 1, cette conjecture a été démontrée par Randé [93], c'est
le théorème Ra92 présenté au chapitre I. Dans le cas r = 2, cette conjecture
a été tout récemment démontrée par Adamczewski, Dreyfus, Hardouin et
Wibmer [11]. Leur démarche ne semble toutefois pas se généraliser au cas
r ≥ 3, qui reste aujourd'hui encore ouvert.

Ces deux conjectures découlent de la conjecture générale suivante, por-
tant sur les valeurs de fonctions mahlériennes. Celle-ci semble accessible par
la méthode de Mahler, une fois qu'elle sera convenablement développée. Les
résultats présentés dans ce manuscrit la démontrent pour une large classe de
fonctions mahlériennes.

Conjecture C. Soit r ≥ 1 un entier. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère
une fonction qi-mahlérienne fi(z), qi ≥ 2, et un nombre algébrique non nul
αi appartenant au domaine de convergence de fi(z). Supposons que l'une des
deux hypothèses suivantes soit satisfaite :

(i) les nombres α1, . . . , αr sont multiplicativement indépendants,

(ii) les nombres q1, . . . , qr sont deux à deux multiplicativement indépen-
dants.

Alors les nombres f1(α1), . . . , fr(αr) sont algébriquement indépendants si et
seulement s'ils sont tous transcendants.

2.4 Méthode de Mahler et théorème du sous-espace : avan-
tages et limites

Contrairement à ce qui était attendu dans les années 80, ce n'est �na-
lement pas la méthode de Mahler qui a permis de démontrer en premier la
transcendance des nombres automatiques irrationnels, mais une utilisation
habile du théorème du sous-espace. Comme nous le verrons dans ce manus-
crit, depuis les travaux de Philippon [92] et nos travaux [13], la méthode de
Mahler fournit une nouvelle démonstration du théorème AB07b. Ces deux
approches ont leurs avantages et leurs limites propres.
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• Sur la classe des nombres atteignables. Quand il s'agit d'étudier le dé-
veloppement des nombres dans une base entière, le théorème du sous-
espace permet de traiter une classe beaucoup plus large de nombres
que la méthode de Mahler. En e�et, il permet, par exemple, d'obtenir
la transcendance de tous les nombres dont la complexité du dévelop-
pement dans une base entière est en O(n). La méthode de Mahler,
quant à elle, ne s'applique que quand les séries génératrices satisfont
à certaines équations fonctionnelles, ce qui restreint considérablement
la classe de nombres. À titre d'illustration, les auteurs de [7] ont mon-
tré que, parmi les séries génératrices associées au développement d'un
nombre réel, seules celles provenant de suites automatiques sont des
fonctions mahlériennes d'une variable.

• Étude des nombres dans une base non entière. Lorsque la méthode de
Mahler s'applique, elle permet d'étudier l'écriture de nombres dans des
bases non entières, puisqu'elle est valable en tout point algébrique du
disque unité. Le théorème du sous-espace ne permet pas autant de
souplesse. Il est nécessaire pour pouvoir l'appliquer que la base étudiée
ait une hauteur égale à son module. Nous détaillons cet aspect dans la
section 4.5 du chapitre I.

• Indépendance algébrique. La méthode de Mahler permet naturellement
d'obtenir des résultats d'indépendance algébrique. En e�et, un cer-
tain nombre des résultats de transcendance obtenus par la méthode de
Mahler sont en réalité des cas particuliers de résultats d'indépendance
algébrique. La possibilité de déduire des résultats d'indépendance algé-
brique à l'aide du théorème du sous-espace semble plus hypothétique.

Le cas des nombres sturmiens est une parfaite illustration de ces phé-
nomènes. En e�et, la suite des chi�res du développement de tout nombre
sturmien a pour terme général

b(n+ 1)ω + ρc − bnω + ρc ,

avec 0 < ω < 1 un réel irrationnel qu'on appelle la pente et ρ ≥ 0 un réel
qu'on appelle l'intercept. Un nombre sturmien d'intercept nul est donc la
valeur en l'inverse d'un entier de la fonction z+1

z fω(z), où fω(z) est la sé-
rie de Hecke-Mahler dé�nie en (3). La méthode de Mahler ne dit rien des
nombres sturmiens dont l'intercept n'est pas un entier, là où le théorème du
sous-espace permet de montrer la transcendance de n'importe quel nombre
sturmien (théorème FM97). En ce sens, le théorème du sous-espace permet
d'obtenir la transcendance d'une classe beaucoup plus large de nombres.
Cependant, quand l'intercept est nul, la méthode de Mahler permet de dé-
montrer la transcendance de fω(z) en tout point algébrique non nul du disque
unité (voir [65]) et non plus seulement aux inverses des entiers. Si, de plus, la
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pente est un nombre quadratique, en reprenant les travaux de Ku. Nishioka
[87] et Masser [76], nous avons obtenu dans [16] des résultats optimaux d'in-
dépendance algébrique par la méthode de Mahler. Il est d'ailleurs raison-
nable de penser que ces résultats se généralisent aux pentes ω irrationnelles,
en adaptant la démarche de [65].

3 Résultats présentés dans ce manuscrit

Les résultats connus jusqu'alors en méthode de Mahler permettent de dé-
montrer la transcendance et l'indépendance algébrique de larges familles de
valeurs de fonctions mahlériennes. Cependant, si l'on souhaite montrer par
la méthode de Mahler que le nombre

√
2 n'est pas automatique en base 10,

un résultat général est nécessaire. On doit en e�et être capable de montrer
qu'aucune fonction mahlérienne dont les coe�cients appartiennent à l'en-
semble {0, . . . , 9} ne prend de valeur algébrique irrationnelle au point 1

10 , et
ce, sans imposer aucune condition sur le système ou l'équation mahlérienne.
De même, si l'on souhaite montrer qu'un nombre irrationnel 2-automatique
ne peut pas également être 3-automatique, on doit montrer que l'intersection
entre l'ensemble des valeurs des fonctions 2-mahlériennes et l'ensemble des
valeurs des fonctions 3-mahlériennes, aux inverses des entiers, est égale à Q.

Trois problèmes sont à la source des travaux que nous présentons dans
cette thèse, lesquels requièrent une telle généralité.

(I) Démontrer la conjecture Co68.

(II) Démontrer qu'un réel irrationnel ne peut pas être automatique dans
deux bases multiplicativement indépendantes (conjecture A).

(III) Montrer que les séries génératrices de suites automatiques, associées à
des entiers deux à deux multiplicativement indépendants, sont algébri-
quement indépendantes (conjecture B).

Pour résoudre le problème (I), c'est la méthode de Mahler en une variable
qu'il faut utiliser. Montrer la transcendance d'une fonction f(z) en un point α
revient à montrer qu'il n'existe pas de relation linéaire sur Q entre 1 et f(α).
Pour cela, le théorème de Nishioka ne su�t pas. Le théorème de Philippon
nous montre qu'aux points réguliers, il su�t de savoir gérer les relations
linéaires entre la fonction constante égale à 1 et les fonctions du système
mahlérien. On peut toujours se ramener au cas où il n'y a pas de telles
relations, en prenant un système minimal contenant les fonctions 1 et f(z).
Cette opération crée cependant, potentiellement, de nouvelles singularités
et on ne peut pas obtenir la conjecture Co68 sans savoir les gérer. Nous
déduisons des résultats des chapitres I et II le résultat suivant, qui démontre
et renforce la conjecture Co68.
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Théorème 1. Soient K un corps de nombres, f(z) une fonction mahlérienne
à coe�cients dans K et α ∈ Q, 0 < |α| < 1, qui n'est pas un pôle de f . On
a l'alternative suivante : soit f(α) est transcendant, soit f(α) ∈ K(α). De
plus, il existe un algorithme permettant de trancher cette alternative.

Nous verrons que l'on ne peut se soustraire à cette alternative et qu'il
existe des fonctions mahlériennes transcendantes prenant des valeurs algé-
briques en une in�nité de points algébriques du disque unité.

La conjecture Co68 est un énoncé portant sur les relations linéaires entre
une valeur de fonction mahlérienne et la constante égale à 1. On peut, de
façon plus générale, se poser la question suivante :

À quelles conditions les valeurs en un point algébrique de fonc-
tions q-mahlériennes, linéairement indépendantes sur Q(z), sont-
elles linéairement indépendantes sur Q ?

Le théorème de Philippon ne permet pas de répondre directement à la ques-
tion, puisqu'une relation linéaire entre les valeurs des fonctions ne se relève
qu'en une relation linéaire entre la fonction constante égale à 1 et les fonc-
tions du système. On doit alors établir une version homogène du théorème
de Philippon.

Théorème 2. Dans la conclusion du théorème Ph15, si P est un poly-
nôme homogène, alors on peut supposer que le polynôme Q est homogène
en X1, . . . , Xm.

Le caractère homogène de cet énoncé en fait un analogue exact du théo-
rème de Beukers. Deux limitations empêchent toutefois ce théorème de ré-
pondre à la question posée. Tout d'abord, il impose de regrouper les fonc-
tions considérées dans un système mahlérien, faisant par là apparaître des
fonctions additionnelles et donc, potentiellement, une multitude de relations
linéaires. De plus, ce théorème ne s'applique pas aux singularités du système.
Nos résultats permettent de venir à bout de ces deux di�cultés.

Dé�nition 3. On appelle relation q-orbitale entre des séries f1(z), . . . , fr(z)
la donnée d'un entier m ≥ 0 et d'un polynôme Q ∈ Q[z,X1, . . . , X(m+1)r]
tels que

Q
(
z, f1(z), . . . , fr(z), f1 (zq) , . . . , fr

(
zq
m))

= 0 .

On dit qu'une relation q-orbitale est homogène si Q est homogène en les
variables X1, . . . , X(m+1)r, et qu'elle est linéaire si, de plus, Q est de degré
1.

Théorème 3. Soient f1(z), . . . , fr(z) des fonctions q-mahlériennes et α,
0 < |α| < 1, un nombre algébrique qui n'est pôle d'aucune de ces fonctions.
Soit P ∈ Q[X1, . . . , Xr] un polynôme homogène tel que P (f1(α), . . . , fr(α)) =
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0. Alors, il existe une relation q-orbitale homogène Q, entre les fonctions
f1(z), . . . , fr(z), telle que

Q(α,X1, . . . , Xr, Xr+1, . . . , X(m+1)r) = P (X1, . . . , Xr) .

En particulier, toute relation linéaire sur Q entre les valeurs de fonc-
tions q-mahlériennes quelconques, en n'importe quel point algébrique non
nul du disque unité, provient, par spécialisation, d'une relation q-orbitale
linéaire entre ces fonctions. Le théorème 3 est à mettre en perspective avec
le théorème de Lindemann-Weierstrass, qui indique que, pour α1, . . . , αr des
nombres algébriques, les éventuelles relations algébriques entre les nombres
eα1 , . . . , eαr proviennent toutes de la relation fonctionnelle exey = ex+y.

Le théorème 3 se démarque des résultats obtenus jusqu'à présent en mé-
thode de Mahler, au sens où il n'impose aucune condition sur les systèmes
mahlériens dans lesquels interviennent les fonctions f1(z), . . . , fr(z) et qu'il
s'applique sans restrictions à tous les points algébriques non nuls de leur
domaine d'holomorphie, et plus seulement aux points réguliers.

Quand on s'intéresse aux problèmes (II) et (III), la méthode de Mahler
en une variable ne su�t plus. Comme nous en avons discuté dans la première
partie de l'introduction, cela nécessite de développer une théorie des fonc-
tions mahlériennes de plusieurs variables. On doit être également capable de
considérer simultanément des fonctions mahlériennes associées à des opéra-
teurs di�érents. Cette théorie était jusqu'ici très peu développée, en dehors
des équations inhomogènes d'ordre 1. Répondre aux problèmes (II) et (III)
nécessite a contrario d'être capable de traiter n'importe quels systèmes mah-
lériens, puisqu'on ne connaît a priori ni la taille, ni la forme des systèmes
dans lesquels nos séries apparaissent. Les résultats que nous présentons dans
les chapitres III et IV, s'ils ne répondent pas totalement aux problèmes (II)
et (III), o�rent un cadre général pour une telle théorie. Dans ces deux cha-
pitres, nous développons la méthode de Mahler pour les fonctions régulières
singulières. Sans dé�nir ici précisément cette notion (nous renvoyons pour
cela au chapitre III), signalons qu'une fonction q-mahlérienne est régulière
singulière si elle est solution d'une équation de la forme

p0(z)f(z) + p1(z)f (zq) + · · ·+ pm(z)f
(
zq
m)

= 0,

avec p0(z), . . . , pm(z) ∈ Q[z], et p0(0)pm(0) 6= 0. En ce sens, les fonctions
régulières singulières forment une classe générique de fonctions mahlériennes.
Toutefois, cette restriction ne permet pas de traiter l'ensemble des séries
génératrices de suites automatiques. À titre d'exemple, on peut montrer que
la série génératrice de la suite de Rudin-Shapiro (voir exemple 22) n'est pas
régulière singulière.

Théorème 4. La conjecture C est vraie si chacune des fonctions est régulière
singulière.
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En prenant alors α1 = · · · = αr := α, pour un point α soigneusement
choisi, on peut alors répondre au problème (III), dans le cadre régulier sin-
gulier.

Théorème 5. La conjecture B est vraie si chacune des fonctions est régulière
singulière.

Note sur mon parcours de recherche. J'ai e�ectué en 2012 une an-
née de pré-doctorat à l'Université Lyon 1, sous la direction de Boris Adamc-
zewski. À cette occasion, je me suis intéressé à la méthode de Mahler, théorie
qui, à ce moment, n'avait pas une actualité très importante. J'ai �nalement
choisi, l'année suivante, d'aller travailler dans un collège de région parisienne,
établissement dans lequel j'enseigne toujours. Nous avons alors commencé un
travail en collaboration avec Boris Adamczewski, reprenant les recherches que
j'avais e�ectuées à l'occasion de cette année de pré-doctorat. Cette collabo-
ration a donné lieu aux quatre articles [13, 14, 15, 16] dont nous présentons
les résultats dans ce manuscrit. Le fait que la plupart de mon temps de re-
cherche coïncide avec les vacances scolaires explique le temps long sur lequel
s'étend le développement de nos travaux.

4 Organisation du manuscrit

Les deux premiers chapitres de ce manuscrit sont consacrés à l'étude des
fonctions mahlériennes en une variable. Dans le chapitre I, après avoir ex-
ploré le lien entre automates et fonctions mahlériennes, nous démontrons le
théorème 2. Nous nous attardons ensuite sur la gestion des singularités d'un
système mahlérien, a�n de démontrer la conjecture Co68 et le théorème 3.
Le chapitre II est dédié aux questions algorithmiques. Nous expliquons com-
ment déterminer si une fonction mahlérienne prend une valeur algébrique ou
transcendante en un point algébrique non nul du disque unité. Nous mon-
trons également comment, partant d'une fonction mahlérienne associée à un
système mahlérien arbitraire, on peut obtenir l'équation mahlérienne mini-
male dont est solution cette fonction.

Les troisième et quatrième chapitres sont consacrés à la méthode de Mah-
ler pour des systèmes de plusieurs variables. Dans le chapitre III, nous éta-
blissons des résultats analogues au théorème de Nishioka et au théorème 2,
nous permettant de traiter simultanément des systèmes mahlériens réguliers
singuliers de plusieurs variables et associés à des transformations di�érentes.
La preuve du théorème principal, qui est assez dense, contient notamment
un lemme de zéros plus général que ceux existant jusque-là pour la méthode
de Mahler. Ce résultat fait appel à des travaux de Corvaja et Zannier et
des outils de la théorie de Ramsey. Le chapitre IV explore alors les consé-
quences des résultats du chapitre III sur l'étude des fonctions mahlériennes
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associées à di�érents opérateurs et en di�érents points. Nous y démontrons
notamment les théorèmes 4 et 5.
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Notations

Dans tout ce manuscrit, N,Z,Q,R et C désignent respectivement l'en-
semble des entiers naturels, l'anneau des entiers, le corps des nombres ra-
tionnels, le corps des nombres réels, le corps de nombres complexes. On note
Q la clôture algébrique de Q dans C. Pour K ⊂ C, un corps, on note K?

l'ensemble des éléments non nuls de K.

On note |ξ| le module d'un élément ξ ∈ C et D(0, 1) le disque unité
ouvert, c'est-à-dire l'ensemble des ξ ∈ C pour lesquels |ξ| < 1. La notation
‖ · ‖ désigne la norme sup d'un vecteur ou d'une matrice à coe�cients dans
C. Pour λ := (λ1, . . . , λn) ∈ Nn, on note également |λ| := λ1 + · · ·+ λn.

Soit K un corps de nombres. Notons | · |ν , ν ∈ V l'ensemble des classes
d'équivalence de valeurs absolues sur K. On les normalise de telle sorte que,
pour tout ξ ∈ K, on a : ∏

ν∈V
|ξ|ν = 1 .

Bien sûr, le produit est �ni, puisque ξ est de norme 1 sauf en un nombre �ni
de valeurs absolues. On dé�nit alors la hauteur d'un élément non nul ξ ∈ K
par

H(ξ) :=
∏
ν∈V

max{|ξ|ν , 1} .

On véri�e que cette hauteur ne dépend pas du corps de nombres K conte-
nant ξ. L'inégalité de Liouville a�rme alors qu'il existe une constante c, ne
dépendant que de K, telle que

H(ξ) ≥ |ξ|−c .

Étant donnés K ⊂ C un corps et z une indéterminée, on note K{z} l'an-
neau des séries entières convergentes à coe�cients dans K. On identi�era cet
anneau à celui des germes de fonctions analytiques en 0. On appellera, par
abus de langage, fonctions analytiques les éléments de K{z}. Plus généra-
lement, étant donnée une famille d'indéterminées z := (z1, . . . , zn), on note
K{z} le sous-anneau de K[[z1, . . . , zn]] formé des séries entières convergentes.
On identi�era cet anneau à celui des germes de fonctions analytiques en zéro
dans Kn et, perpétuant l'abus de langage, on appellera fonctions analytiques
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les éléments de cet anneau. Soit L ⊂ C un Q-espace vectoriel, on note L{z}
le Q-espace vectoriel des fonctions analytiques à coe�cients dans L.

Étant données T := (ti,j) ∈ Mn(N) une matrice à coe�cients dans N et
z := (z1, . . . , zn) une famille d'indéterminées, on pose :

Tz :=

 n∏
j=1

z
t1,j
j , . . . ,

n∏
j=1

z
tr,j
j

 .

La matrice T induit donc un homéomorphisme de (C?)n. Si x ∈ Cn, on
notera T (x) la multiplication classique entre la matrice T et le vecteur x>,
où x> désigne la transposée du vecteur x.

Étant donnée T une matrice carrée à coe�cients dans N, on note ρ(T )
le rayon spectral de T , c'est-à-dire le maximum des modules des valeurs
propres de T . Comme la matrice est à coe�cients dans N, le rayon spectral
est également une valeur propre de T [53].

Pour M1, . . . ,Mr des matrice carrées, on note diag(M1, . . . ,Mr) la ma-
trice diagonale par blocs  M1

. . .
Mr

 .

On note également Ir la matrice identité de taille r, c'est-à-dire la matrice
diagonale dont les coe�cients diagonaux sont égaux à 1.

Soit K un corps et L une extension de K. Pour ξ1, . . . , ξr des éléments de
L, on note

VectK(ξ1, . . . , ξr)

le K-espace vectoriel engendré par les nombres ξ1, . . . , ξr,

deg.trK(ξ1, . . . , ξr)

le degré de transcendance du corps K(ξ1, . . . , ξr) et

RelK(ξ1, . . . , ξr) :=

{
(ω1, . . . , ωr) ∈ Kr :

∑
i

ωiξi = 0

}
le K-espace vectoriel des relations linéaires sur K entre les nombres ξ1, . . . , ξr.
On note également

AlgK(ξ1, . . . , ξr) := {P ∈ K[X1, . . . , Xr] : P (ξ1, . . . , ξr) = 0} ,

l'idéal des relations algébriques entre les nombres ξ1, . . . , ξr. On a la relation

ht (AlgK(ξ1, . . . , ξr)) = r − deg.trK(ξ1, . . . , ξr) ,

où ht(·) désigne la hauteur d'un idéal.
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Chapitre I

La méthode de Mahler en une

variable

Quand on s'intéresse aux relations linéaires, le comportement des fonc-
tions q-mahlériennes, pour un q �xé, et de leurs valeurs un point précis est
maintenant parfaitement compris. Avant de présenter les résultats ayant per-
mis d'achever cette étude, nous nous attarderons sur le lien entre nombres
automatiques et équations mahlériennes linéaires, motivation principale de
nos travaux. Après un rapide retour historique sur la méthode de Mahler en
une variable, nous donnerons une nouvelle démonstration du théorème de
Philippon et démontrerons le théorème 2. Nous étudierons ensuite le com-
portement des fonctions mahlériennes aux singularités du système, ce qui
nous permettra de démontrer la conjecture Co68 et le théorème 3. La der-
nière section de chapitre sera consacrée à l'étude des relations algébriques et
linéaires entre les fonctions q-mahlériennes.

1 Des nombres automatiques aux équations mahlé-
riennes linéaires

Nous avons donné dans l'introduction une idée de ce que sont les auto-
mates �nis. Un automate �ni est un sextuplet (Q,Σ, δ, q0,∆, τ) où

• Q est un ensemble �ni d'états,

• Σ et ∆ sont des alphabets �nis, appelés respectivement alphabet d'en-
trée et alphabet de sortie,

• δ : Q× Σ→ Q est une application, appelée fonction de transition,

• q0 est un élément de Q, appelé état initial,

• τ : Q→ ∆ est une application, appelée fonction de sortie.
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Exemple 1. Considérons un ensemble Q := {A,B,C}, à trois états et
posons Σ = ∆ := {0, 1}. On dé�nit une fonction de transition δ de la manière
suivante

δ A B C

0 A B C
1 B C C

et, en�n on dé�nit τ : Q → ∆ par τ(A) = τ(C) = 0 et τ(B) = 1. Cet
automate possède la propriété suivante : la sortie vaut 1 si l'entier en entrée
est une puissance de 2, la sortie vaut 0 dans les autres cas.

Exemple 2. Considérons l'automate qui renvoie 0 ou 1 selon la parité du
nombre de 1 dans l'écriture binaire de l'entier n. Cet automate engendre la
suite

tm = (tn)n∈N := 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, . . .

communément appelée suite de Thue-Morse.

Une caractérisation fondamentale des suites automatiques est donnée par
la description de leur q-noyau. Le q-noyau d'une suite (an)n∈N est l'ensemble

kerq((an)n∈N) := {(aqsn+t)n∈N, où s ≥ 0, 0 ≤ t ≤ qs − 1} .

La propriété suivante est un résultat classique, dont on peut trouver une
démonstration dans [19, Theorem 6.6.2].

Proposition. Une suite (an)n∈N est q-automatique, si et seulement si son
q-noyau est un ensemble �ni.

Exemple 3. Considérons la suite (an)n∈N engendrée par l'automate �ni de
l'exemple 1. On a les relations a2n = an, pour tout n et a2n+1 = 0 si n ≥ 1.
Le 2-noyau de cette suite a donc 3 éléments : la suite (an)n∈N elle-même,
la suite dont le premier terme vaut 1 et les autres sont nuls, et la suite
identiquement nulle.

Exemple 4. Le 2-noyau de la suite de Thue-Morse tm, dé�nie à l'exemple
2, possède deux éléments : les suites tm et 1− tm. En e�et, en notant tm :=
(tn)n∈N on trouve t2n = tn et t2n+1 = 1− tn, pour tout n ∈ N.

Énumérons a1 = (a1,n)n∈N,a2 = (a2,n)n∈N, . . . ,am = (am,n)n∈N, les élé-
ments du q-noyau d'une suite q-automatique (an)n∈N, avec a1 := (an)n∈N.
Notons fi(z) :=

∑
n ai,nz

n, 1 ≤ i ≤ m, les séries génératrices de ces suites.
Pour chaque t, 0 ≤ t < q, il existe σt, une permutation de l'ensemble
{1, . . . ,m}, telle que (ai,qn+t)n∈N = aσt(i). Pour tout i, 1 ≤ i ≤ m, on
obtient alors

fi(z) :=
∞∑
n=0

ai,nz
n =

q−1∑
t=0

∞∑
n=0

ai,qn+tz
qn+t =

q−1∑
t=0

ztfσt(i)(z
q) .
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Autrement dit, en notant St la matrice de la permutation σt et S(z) :=
S0 + zS1 + . . .+ zq−1Sq−1, on obtient f1(z)

...
fm(z)

 = S(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 . (9)

Exemple 5. Notons f2(z) la série génératrice de la suite 2-automatique de
l'exemple 1. La construction ci-dessus nous permet d'obtenir le système f2(z)

1
0

 =

 1 z 0
0 1 z
0 0 1 + z

 f2(z2)
1
0

 .

Exemple 6. Notons ftm(z) la série génératrice de la suite tm dé�nie à
l'exemple 2. Posons g(z) = 1

1−z − ftm(z). La construction (9) nous montre
que les fonctions ftm(z) et g(z) satisfont au système d'équations(

ftm(z)
g(z)

)
=

(
1 z
z 1

)(
ftm(z2)
g(z2)

)
. (10)

La construction présentée ci-dessus montre donc que la série génératrice
d'une suite q-automatique satisfait à un système q-mahlérien. Ce n'est ce-
pendant pas la construction originale décrite par Cobham, que nous allons
maintenant présenter.

Considérons un quintuplet (A, a1, σ, b, τ), où

• A := {a1, . . . , am} est un alphabet et a1 ∈ A,

• σ est une application, appelée morphisme de A dans A?, l'ensemble des
mots �nis sur l'alphabet A, pour laquelle σ(a1) est un mot de longueur
supérieure ou égale à 2, dont la première lettre est a1.

• b ≥ 2 est un entier et τ est une application de A dans {0, . . . , b − 1},
appelée codage.

Le morphisme σ s'étend bien sûr à l'ensemble Aω des mots �nis ou in�nis
sur l'alphabet A. Il a un unique point �xe dans Aω commençant par la lettre
a1, dont on peut prendre l'image par τ . Une suite obtenue de cette manière
est appelée suite morphique. Si les mots σ(a1), . . . , σ(am) ont tous la même
longueur q ≥ 2, on dit que la suite est q-morphique. Cobham montre que
les suites q-automatiques sont précisément les suites q-morphiques (voir [19,
Theorem 6.3.2] pour une démonstration).

Exemple 7. Sur l'alphabet A := {a, b, c}, considérons un morphisme σ,
dé�ni par σ(a) = ab, σ(b) = bc, σ(c) = cc et un codage τ dans {0, 1} dé�ni
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par τ(a) = τ(c) = 0, τ(b) = 1. L'image par τ de l'unique point �xe de σ
commençant par la lettre a est le mot

01101000100000001000 · · ·

pour lequel le n-ième chi�re vaut 1 si est seulement si n est une puissance
de 2, c'est-à-dire précisément la suite de l'exemple 1.

Exemple 8. Sur l'alphabet A := {0, 1}, considérons le morphisme σ dé�ni
par σ(0) = 01 et σ(1) = 10. L'unique point �xe de σ commençant par
la lettre 0 est la suite de Thue-Morse de l'exemple 4. Ici, le codage τ est
l'identité.

Cobham [42] e�ectue alors la construction suivante. Dans le mot in�ni
ω, unique point �xe de σ commençant par la lettre a1, on considère les sé-
ries indicatrices f1(z), . . . , fm(z) des lettres a1, . . . , am, respectivement. Pour
chaque entier l, 0 ≤ l < q, on note Sl la matrice de l'application qui, à a ∈ A,
associe la l-ième lettre du mot σ(a). On pose alors

S(z) := S0 + zS1 + · · ·+ zq−1Sq−1 .

Comme ω est un point �xe pour σ, les fonctions f1(z), . . . , fm(z) satisfont
au système d'équations fonctionnelles f1(z)

...
fm(z)

 = S(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 . (11)

Posons λi := τ(ai), pour 1 ≤ i ≤ m. La fonction

f(z) := λ1f1 (z) + · · ·+ λmfm (z)

est la série génératrice de la suite τ(ω).

Notons qu'avec cette construction, on n'obtient pas la fonction f(z) dans
un système mahlérien, mais uniquement comme combinaison linéaire à coef-
�cients constants des coordonnées d'un vecteur solution d'un système mah-
lérien. Pour obtenir un système mahlérien contenant directement la fonction
f(z), il faut procéder de manière suivante. On choisit un i tel que λi 6= 0, on
considère la matrice Λ dont toutes les lignes sont égales à celle de la matrice
identité, sauf la i-ième ligne qui est égale au vecteur (λ1, . . . , λm). On pose
gj(z) := fj(z) quand j 6= i et gi(z) = f(z). On obtient le système g1(z)

...
gm(z)

 = Λ−1S(z)Λ

 g1(zq)
...

gm(zq)

 ,

dont la i-ième coordonnée est la fonction f(z).
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Exemple 9. Considérons le morphisme de l'exemple 7. Le point �xe de σ
commençant par la lettre a est le mot in�ni

ω := abbcbcccbcccccccbccc · · · .

Notons fa(z), fb(z), fc(z) les séries indicatrices de chaque lettre dans ω. On
a notamment

fa(z) = 1, fb(z) = f2(z) et fa(z) + fb(z) + fc(z) =
1

1− z
,

où f2(z) est la fonction dé�nie à l'exemple 3. La construction de Cobham
nous donne alors le système fa(z)

fb(z)
fc(z)

 =

 1 0 0
z 1 0
0 z 1 + z

 fa(z
2)

fb(z
2)

fc(z
2)

 .

Exemple 10. Considérons le morphisme de l'exemple 8. La construction de
Cobham donne le système suivant :(

f0(z)
f1(z)

)
=

(
1 z
z 1

)(
f0(z2)
f1(z2)

)
.

Ici la fonction f1(z) est précisément la série ftm(z) de l'exemple 6.

On notera la ressemblance entre les systèmes (9) et (11). On doit cepen-
dant être vigilant, tant les systèmes (9) et (11) ne se déduisent pas néces-
sairement l'un de l'autre. En e�et, les fonctions f1(z), . . . , fm(z) intervenant
dans (11) possèdent la propriété suivante :

f1(z) + · · ·+ fm(z) =
1

1− z
,

puisqu'elles sont les séries indicatrices d'une partition de N. Les fonctions
génératrices des éléments du q-noyau d'une suite automatique n'ont aucune
raison, a priori, de satisfaire à ce type de relation linéaire. Les systèmes (9)
et (11) associés à une même suite automatique n'ont même pas forcément la
même dimension, comme l'illustre l'exemple ci-dessous.

Exemple 11. Considérons l'automate qui retourne 0 si le développement
binaire d'un nombre entier contient au moins un bloc de 0 de taille impaire
et 1 sinon. Cet automate engendre la suite

bs = (bn)n∈N := 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, . . .

connue sous le nom de Baum-Sweet. Le 2-noyau de cette suite est composé
de trois éléments : les suites bs, (b2n)n∈N et la suite identiquement égale à 0.
Si on note f1(z), f2(z), f3(z) les séries génératrices de ces suites, on trouve f1(z)

f2(z)
f3(z)

 =

 z 1 0
1 0 z
0 0 1

 f1(z2)
f2(z2)
f3(z2)

 . (12)
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Considérons par ailleurs le morphisme σ sur l'alphabet A := {a, b, c, d} dé�ni
par

σ(a) := ab, σ(b) = cb, σ(c) = bd, et σ(d) = dd ,

ainsi que le codage τ : A 7→ {0, 1} dé�ni par τ(a) = τ(b) = 1, τ(c) = τ(d) =
0. On obtient également la suite de Baum-Sweet quand on considère l'image
par τ de ω, l'unique point �xe de σ commençant par la lettre a. Notons
fa(z), fb(z), fc(z) et fd(z) les séries indicatrices des lettres a, b, c et d dans
ω. On a le système

fa(z)
fb(z)
fc(z)
fd(z)

 =


1 0 0 0
z z 1 0
0 1 0 0
0 0 z 1 + z




fa(z
2)

fb(z
2)

fc(z
2)

fd(z
2)

 . (13)

Bien sûr, ce système � contient � en quelque sorte le système (12), puisque
f1(z) = fa(z) + fb(z), f2(z) = fa(z) + fc(z) et f3(z) ≡ 0. Pour autant, ces
systèmes n'ont pas la même dimension. D'ailleurs, constate assez facilement
que l'ensemble des vecteurs de Q{z}3, solutions du système (12), forme un
Q-espace vectoriel de dimension 1, tandis que l'ensemble des vecteurs de
Q{z}4, solutions du système (13), forme un Q-espace vectoriel de dimension
2.

2 Indépendance algébrique des valeurs de fonctions
mahlériennes

Rappelons qu'on note Q{z} l'anneau des fonctions analytiques à coe�-
cients algébriques.

Dé�nition 4. Soit q ≥ 2 un entier. Une fonction f(z) ∈ Q{z} est q-
mahlérienne s'il existe un entier m ≥ 1 et p0(z), . . . , pm(z) ∈ Q[z] des poly-
nômes non tous nuls, tels que

p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + p2(z)f(zq
2
) + · · ·+ pm(z)f(zq

m
) = 0 . (14)

On appelle équation q-mahlérienne homogène d'ordre m, ou tout simplement
équation homogène, une équation de la forme (14). On dit qu'une fonction
est mahlérienne si elle est q-mahlérienne pour un certain entier q ≥ 2.

On montre sans di�culté (voir chapitre II) qu'une fonction est mahlé-
rienne si et seulement si elle est l'une des coordonnées d'un vecteur solution
d'un système mahlérien de la forme (4). Dans la pratique, ces systèmes sont
souvent plus pratiques à manier que les équations homogènes. De même,
on montrera au chapitre II que les fonctions analytiques à coe�cients algé-
briques, solutions d'équations de la forme

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + · · ·+ pm(z)f(zq
m

) = 0 , (15)
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sont les fonctions mahlériennes. Les équations (15) seront appelées équations
inhomogènes d'ordre m.

Exemple 12. Les séries

fq(z) :=
∞∑
n=0

zq
n
,

q ≥ 2, forment une famille de fonctions mahlériennes. En e�et, elles satisfont
à l'équation inhomogène d'ordre 1

fq(z)− fq(z
q)− z = 0 .

En 1978, Loxton et van der Poorten [66], les exhibent comme archétypes
de fonctions mahlériennes. Suivant Schneider [99, Satz 8], les auteurs de
[66] leur donnent le nom de séries de Fredholm 1. Ces séries ont par ailleurs
un intérêt analytique particulier : elles forment le premier exemple de séries
holomorphes sur le disque unité qui admettent le cercle unité comme coupure
(c'est-à-dire qu'elle ne sont prolongeables en aucun point du cercle unité).
Cela découle du fait qu'elles sont divergentes en tout point de la forme e2iπ/qk .
En réalité, comme l'a démontré Randé [93], c'est le cas de toute fonction
mahlérienne irrationnelle. Ce fait a été récemment redémontré dans [31].

Exemple 13. En partant du système (10), on trouve que la série ftm(z) de
l'exemple 6 est solution de l'équation mahlérienne inhomogène

ftm(z) = (1− z)ftm(z2) +
z

1− z2
.

La série fbs(z) associée à la suite de Baum-Sweet de l'exemple 11 satisfait
quant à elle à l'équation mahlérienne homogène

fbs(z)− zfbs(z2)− fbs(z4) = 0 . (16)

2.1 Flottements et incertitudes autour de la méthode de
Mahler

La méthode de Mahler est marquée par un développement laborieux,
dans lequel des résultats ont été annoncés, mais n'ont pas été démontrés et
où, de surcroît, un certain nombre de démonstrations publiées se sont révélées
fausses ou incomplètes. Ce �ou dans lequel a grandi la méthode de Mahler
a probablement été l'une des causes des di�cultés de son développement.

1. Notons que Shallit [102] fait remarquer que cette appellation est abusive. Il semble

que Fredholm ne se soit jamais intéressé qu'à la fonction
∑∞
n=0 z

n2

et que l'erreur d'at-

tribution soit due à la ressemblance typographique avec la fonction
∑∞
n=0 z

2n

. Suivant [1]
on pourrait les appeler séries de Kempner, en référence au premier mathématicien ayant
démontré la transcendance du nombre

∑∞
n=0 2

−2n

.
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En 1976, lors d'un exposé au Séminaire de Théorie des Nombres de Bor-
deaux, Kubota [57] annonce une série de nouveaux résultats concernant la
méthode de Mahler. Les démonstrations de ces résultats sont contenues dans
plusieurs pré-publications, qui, à l'exception de l'article [58], ne seront jamais
publiées. Il énonce notamment le résultat suivant.

Soient q1, . . . , qr ≥ 2 des entiers deux à deux multiplicativement indépen-
dants. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère α1, . . . , αr des nombres algé-
briques non nuls du disque unité et fi,1(z), . . . , fi,mi(z) des fonctions algébri-
quement indépendantes, solutions d'une équation de la forme fi,1(z)

...
fi,mi(z)

 = Ai

 fi,1(zqi)
...

fi,mi(z
qi)

+

 bi,1(z)
...

bi,mi(z)


avec Ai une matrice constante et bi,1(z), . . . , bi,mi(z) des fractions ration-
nelles dé�nies au point αi. Les m1 + · · ·+mr nombres f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)
sont algébriquement indépendants.

Le théorème 4 fournit la première démonstration de ce résultat.

En 1978, Loxton et van der Poorten [66] reprennent l'idée de Kubota,
dans le cas particulier où les fonctions fi(z) sont les séries de Fredholm fqi(z)
de l'exemple 12. Ils énoncent notamment un cas particulier du théorème
5 pour les séries de Fredholm. Leur démonstration manque cependant de
rigueur, comme le remarque Ku. Nishioka dans [87]. La preuve du premier
point du théorème 1 de [66] n'est pas complète, puisqu'elle n'utilise pas le fait
que les nombres q1, . . . , qr sont deux à deux multiplicativement indépendants.
Les auteurs énoncent également un résultat que l'on peut reformuler de la
façon suivante.

Soient q1, . . . , qr ≥ 2 des entiers deux à deux multiplicativement indépendants
et α1, . . . , αn des points algébriques non nuls du disque unité. On a l'égalité

deg.trQ {fq1(α1), . . . , fqr(αn)} =

r∑
i=1

deg.trQ {fqi(α1), . . . , fqi(αn)} .

Leur démonstration est uniquement esquissée et les auteurs invitent à
adapter des preuves de lemmes similaires que l'on trouve dans [63] et [65].
La démonstration du lemme 4, permettant la construction du polynôme auxi-
liaire, est tronquée. Rien ne semble garantir que le polynôme p0(z,w) est
non nul. Il s'agit d'ailleurs d'une di�culté importante lors de la construc-
tion du polynôme auxiliaire dans la méthode de Mahler. Nous y reviendrons
au chapitre III, à l'occasion de la preuve du théorème 16. La preuve de
leur lemme de zéros, le lemme 5, est elle aussi incomplète. Les auteurs ren-
voient à l'article [63] pour les détails de la démonstration, article dans lequel,
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ils ne considèrent qu'une seule transformation mahlérienne. Les auteurs ne
semblent pas prendre en compte les phénomènes de compensation qui pour-
raient apparaître du fait d'étudier une fonction de plusieurs variables en des
points de la forme (

α
q
k1
1

1 , . . . , αq
kr
r
r

)
où ki = bk/ log qic, k ∈ N, pour chaque i. C'est �nalement Masser [76] qui
démontrera, en 1999, un premier lemme de zéros général dans ce cadre.

À plusieurs autres reprises, à l'occasion d'exposés, Loxton et van der
Poorten annonceront être non loin de savoir appliquer la méthode de Mah-
ler à des fonctions qi-mahlériennes, pour des entiers q1, . . . , qr deux à deux
multiplicativement indépendants. Dans [110] et [69], ces auteurs annoncent
qu'ils sont en voie de démontrer qu'une fonction f(z) irrationnelle ne peut
être à la fois q1 et q2 mahlérienne, si les nombres q1 et q2 sont multiplica-
tivement indépendants. Ce résultat sera �nalement démontré en 2017 par
Adamczewski et Bell [6], par une méthode di�érente.

En 1982, Loxton et van der Poorten [67] énoncent un cas particulier de
ce qui deviendra le théorème de Nishioka.

Considérons (f1(z), . . . , fm(z))> un vecteur de fonctions analytiques à
coe�cients algébriques, solution d'un système mahlérien pour lequel la ma-
trice A(z) est dé�nie et inversible en 0. Soit α ∈ Q, 0 < |α| < 1, un point
régulier pour le système. Alors

deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) .

Leur preuve est elle aussi incomplète, comme le note Ku. Nishioka dans
[85] : �The �rst sentence in the proof of Lemma 5 in [67] (ici) is not clear 2. �
Un argument manque dans la construction de la fonction auxiliaire, la ren-
dant incorrecte. Nous y reviendrons dans le chapitre III, quand nous propo-
serons une correction de leur preuve, dans le cadre de la méthode de Mahler
en plusieurs variables.

En 1988, Loxton et van der Poorten [68] annoncent avoir démontré le
théorème AB07b, à savoir le fait que le développement dans une base entière
d'un nombre algébrique irrationnel ne peut pas être engendré par un auto-
mate �ni. Les auteurs déduisent ce résultat d'un cas particulier du théorème
de Nishioka, quand α est l'inverse d'un entier. Une telle déduction ne peut
s'obtenir immédiatement, comme l'a noté Becker [28] pour les deux raisons
citées dans l'introduction : rien ne garantit que le point α ne fait pas partie
des singularités du système et, même quand c'est le cas, la transcendance

2. La première phrase de la preuve du lemme 5 de [67] n'est pas claire. (Nous tradui-
sons.)
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d'une fonction mahlérienne ne garantit pas la transcendance de chacune de
ses valeurs. Par ailleurs, leur preuve du cas particulier du théorème de Ni-
shioka contient elle aussi d'importantes zones d'ombre.

L'ensemble de ces hésitations font qu'il est parfois di�cile de se repérer en
méthode de Mahler, entre ce qui est démontré et ce qui ne l'est pas. Cela est
d'autant plus vrai qu'un certain nombre de ces résultats dont la démonstra-
tion est incomplète ont été repris dans des articles ou des exposés ultérieurs.
Par exemple le résultat de [67] est repris dans [68, 69, 110] et celui de [68]
dans [36, 47]. L'ouvrage de Ku. Nishioka [89] a permis de faire le point sur
l'état des connaissances à la �n du siècle dernier. L'autrice souligne en creux
le fait que les preuves des résultats mentionnés ci-dessus sont incomplètes,
en ne les mentionnant pas.

2.2 Le théorème de Nishioka

Dans les années 80, la mise au jour du lien entre automates �nis et
équations de la forme (14) a réorienté, en partie, les recherches en méthode de
Mahler vers les équations linéaires. Les équations rationnelles (2) étudiées par
Mahler ne recoupent les équations linéaires que dans le cadre des équations
inhomogènes d'ordre 1. La plupart des automates �nis passent en e�et sous
le radar de la méthode de Mahler lorsque l'on n'étudie que les équations
rationnelles (2).

Le premier résultat obtenu pour des équations mahlériennes d'ordre su-
périeur à 2 est le théorème de Nishioka, qui permet de traiter de manière
générale toutes les équations mahlériennes et que nous ré-énonçons ici.

Théorème Ni90. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonctions analytiques formant
un vecteur solution d'un système mahlérien. En tout point algébrique régulier
α, 0 < |α| < 1, on a l'égalité

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

Esquisse de démonstration. La démonstration que donne Ku. Nishioka de
son théorème s'éloigne légèrement du schéma classique de la méthode de
Mahler. En notant t := deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) et en supposant que les
fonctions f1(z), . . . , ft(z) sont algébriquement indépendantes, on construit
un approximant de Padé de type I des fonctions f1(z), . . . , ft(z). On substitue
zq
k
à z dans cette approximant et on utilise l'équation (4) pour remplacer

f1(zq
k
), . . . , ft(z

qk) par f1(z), . . . , fm(z). On obtient ainsi, pour chaque k, un
polynôme Pk(X1, . . . , Xm), pour lequel on maîtrise le degré et la hauteur des
coe�cients et tel que |Pk(f1(α), . . . , fm(α))| est très petit, mais non nul. De
telles estimations nous permettent de minorer le degré de transcendance de
l'ensemble {f1(α), . . . , fm(α)}, en utilisant des résultats de Nesterenko [80]
en théorie de l'élimination.
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Notons que Fernandes [48] a simpli�é l'exposition de cette dernière étape,
en utilisant directement des critères d'indépendance algébrique établis par
Philippon. Cela permet, par la même occasion, à l'autrice d'obtenir un ana-
logue du théorème de Nishioka en caractéristique positive.

Contrairement à celles des E-fonctions, les singularités d'un système
mahlérien sont, s'il y en a, en nombre in�ni. En e�et, si α est un point
singulier et si ξ est tel que ξq = α, alors ξ est également une singularité.
La matrice A(z) ayant un nombre �ni de pôles et son déterminant n'ayant
qu'un nombre �ni de zéros, l'ensemble des points singuliers du disque unité
est une union �nie d'ensembles de la forme

S(α) := {η ∈ D(0, 1) : ηq
l

= α pour un l ∈ N} .

Notons que l'intersection de cet ensemble avec tout compact du disque unité
ouvert est �nie.

Remarquons que les fonctions f1(z), . . . , fm(z) d'un système mahlérien
sont toutes dé�nies aux points réguliers du système. En e�et, si l'une des
fonctions fi(z) n'était pas dé�nie en un point α régulier, en itérant l'équation
(4), on voit que pour chaque entier k, l'une des fonctions f1(z), . . . , fm(z) ne
serait pas dé�nie au point αq

k
. Comme les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont

analytiques, cela est impossible.

Dans le théorème de Nishioka, l'ensemble des fonctions du système est
impliqué. Soit n < m un entier, le théorème de Nishioka ne donne pas l'éga-
lité entre deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)) et deg.trQ(f1(α), . . . , fn(α)). Cela est
même faux, en général. Comme l'a fait remarqué Becker [28], la transcen-
dance d'une fonction mahlérienne f(z) n'implique pas la transcendance de
f(α), même en un point α régulier. Illustrons ce phénomène par un exemple.

Exemple 14. Considérons la fonction mahlérienne f(z) solution de

f(z) = (1− 2z)f(z2), et f(0) = 1 .

Une récurrence sur les coe�cients montre que f(z) est une fonction ana-
lytique dont le domaine de convergence est le cercle unité ouvert. On voit
facilement que f(z) n'est pas rationnelle et, comme nous le verrons plus loin,
cela implique que f(z) est transcendante. Le point 1

2 n'est pas régulier pour
ce système et on ne peut donc pas appliquer le théorème de Nishioka en 1

2 .
Pourtant, la fonction f(z) est aussi la première coordonnée du système(

f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
,

pour lequel le point 1
2 est régulier. D'après le théorème Ni90, on a donc

deg.trQ

(
f

(
1

2

)
, f

(
1

4

))
= deg.trQ(z)(f(z), f(z2)) = 1 .
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Mais f
(

1
2

)
= 0 n'est pas transcendant, malgré le fait que la fonction f(z) le

soit.

Considérons une fonction mahlérienne f(z) transcendante. L'exemple 14
nous pousse à nous intéresser à l'ensemble exceptionnel

E(f) := {α ∈ Q, 0 < |α| < 1 : f(α) ∈ Q}

des points algébriques non nuls du disque unité pour lesquelles la fonction
prend des valeurs algébriques. Comme nous l'avons vu avec l'exemple 14, le
théorème de Nishioka ne permet pas de conclure que E(f) est inclus dans
l'ensemble des points singuliers d'une équation mahlérienne dont f(z) est so-
lution. Pour autant, Becker [28] a déduit du théorème de Nishioka le résultat
suivant.

Théorème Bec94 (Becker, 1994). Si f(z) est une fonction mahlérienne
transcendante, l'intersection de E(f) avec tout compact du disque unité est un
ensemble �ni. En particulier, il existe un voisinage épointé de 0 à l'intérieur
duquel f(z) ne prend que des valeurs transcendantes aux points algébriques.

Si ce résultat précise le théorème de Nishioka, il ne permet toujours pas,
en revanche, de prouver que tout nombre automatique irrationnel est trans-
cendant. Pour cela, il faudrait pouvoir déterminer explicitement quels sont
les points réguliers appartenant à l'ensemble E(f) et, dans un second temps,
mettre en lumière ce qu'il se passe aux points singuliers. C'est l'objet de la
section 4.

Il y a cependant un cadre au sein duquel le théorème de Nishioka permet
de conclure immédiatement à la transcendance des valeurs de fonctions mah-
lériennes, c'est le cas où les fonctions considérées sont toutes algébriquement
indépendantes.

Corollaire. Sous les hypothèses du théorème Ni90, si toutes les fonctions
sont algébriquement indépendantes, alors les nombres f1(α), . . . , fm(α) le
sont également.

Exemple 15. D'après (12), la série de Baum-Sweet fbs(z) satisfait au sys-
tème d'équations (

fbs(z)
fbs(z

2)

)
=

(
z 1
1 0

)(
fbs(z

2)
fbs(z

4)

)
. (17)

Ku. Nishioka [85] a montré que les séries fbs(z) et fbs(z2) sont algébrique-
ment indépendantes sur Q(z). C'est également une conséquence des résul-
tats obtenus en théorie de Galois des équations mahlériennes linéaires [95].
Comme tout point algébrique non nul α est régulier pour le système (17),
on déduit du corollaire 2.2 que les nombres fbs(α) et fbs(α2) sont algébri-
quement indépendants. En particulier, le nombre fbs(α) est transcendant,
quel que soit le nombre algébrique α non nul du disque unité. Un tel résultat
n'était pas accessible par le théorème Ma29.
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Si ce résultat a une importance théorique majeure, montrer l'indépen-
dance algébrique d'une famille de fonctions mahlériennes est, dans la pra-
tique, souvent hors de portée des connaissances actuelles (voir section 5).

Pour résumer, on était, en 1990, confronté à deux di�cultés pour démon-
trer la conjecture Co68.

• L'égalité des degrés de transcendance (5) n'implique la transcendance
des valeurs que dans le cas où toutes les fonctions du système sont al-
gébriquement indépendantes. Rien ne garantit que l'on puisse toujours
se ramener à cette situation. Traiter cette di�culté est l'objet de la
section 3.

• Le théorème de Nishioka ne s'applique qu'aux points réguliers du sys-
tème. Il n'est donc d'aucun secours quand il s'agit de se prononcer
sur la transcendance d'une fonction mahlérienne en un point singulier.
Nous nous concentrons sur cette di�culté dans la section 4.

3 Relever les relations algébriques entre les valeurs
de fonctions mahlériennes

3.1 Le théorème de Philippon

A�n de surmonter la première di�culté sans avoir à montrer l'indépen-
dance algébrique de toutes les coordonnées d'un vecteur solution d'un sys-
tème mahlérien, on doit être en mesure de préciser ce qui lie les éventuelles
relations entre les valeurs des fonctions d'un système mahlérien aux rela-
tions entre les fonctions elles-mêmes. En e�et, montrer la transcendance
d'un nombre ξ revient à montrer l'indépendance linéaire sur Q entre 1 et
ξ. On aimerait donc pouvoir déduire du théorème de Nishioka que toute re-
lation linéaire sur Q entre 1 et les valeurs de fonctions, formant un vecteur
solution d'un système mahlérien, provient, par spécialisation, d'une relation
linéaire sur Q(z) entre 1 et ces fonctions. Dans le cadre des E-fonctions,
le théorème de Beukers (théorème Be06) apporte une réponse dé�nitive :
toute relation homogène entre les valeurs des E-fonctions d'un système dif-
férentiel est la spécialisation au point z = α d'une relation de même degré
entre les fonctions. André [23] a fourni une autre preuve du théorème Be06,
en développant une nouvelle théorie de Galois des équations di�érentielles.
C'est en s'inspirant de la preuve que donne André du théorème Be06, ainsi
que des méthodes utilisées par Nesterenko et Shidlovskii [82], que Philip-
pon a démontré le théorème Ph15, qu'on appellera désormais théorème de
Philippon.

Le théorème de Philippon traduit le fait que les seules relations algé-
briques entre les valeurs de fonctions formant un vecteur solution d'un sys-
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tème mahlérien, en un point régulier, sont celles obtenues comme spécialisa-
tions de relations algébriques de même degré entre ces fonctions. Le point clé
pour les applications est la conservation du degré de la relation. Ainsi, pour
démontrer la transcendance du nombre f1(α), pour α un point régulier, il
su�t de connaître les relations linéaires entre les fonctions f1(z), . . . , fm(z)
et 1. Comme nous le verrons dans la section 5, cela est bien plus élémentaire
que de déterminer les relations algébriques entre ces fonctions. En particu-
lier, en prenant un système minimal contenant 1 et f1(z), on peut toujours
se ramener à une situation où ces fonctions sont linéairement indépendantes
(mais le point α pourrait alors ne plus être régulier).

Nous allons montrer comment simpli�er l'exposition de la démonstration
du théorème Ph15, donnée par Philippon dans [92]. Sa démonstration se
décompose en deux parties principales. Tout d'abord, une première étape
consiste à montrer que le théorème est vrai pour tout point α appartenant à
un certain voisinage de l'origine. C'est ce que nous appellerons ici le � théo-
rème local � et qui correspond à la proposition 4.4 de [92]. La seconde étape
est assez courte et correspond à la démonstration du corollaire 4.5 dans [92] ;
il s'agit de montrer que le théorème local implique en fait le théorème global.
L'idée astucieuse introduite par Philippon est la suivante. Si α n'est pas une
singularité du système, une relation algébrique entre les fonctions fi au point
α se transporte naturellement, par itération du système (4), en une relation
algébrique entre les fonctions fi aux points αq

l
. Pour l su�samment grand,

αq
l
appartient au domaine de validité du théorème local, que l'on peut donc

appliquer. Le fait que α ne soit pas une singularité permet �nalement d'ob-
tenir, par itération de la matrice inverse qui est bien dé�nie, le théorème au
point α.

Nous nous intéressons maintenant à la démonstration du théorème local.
Philippon suit la démarche introduite par Nesterenko et Shidlovskii [82] dans
le cadre des E-fonctions. Nous nous proposons d'axiomatiser un peu celle-ci
en extrayant de [82] le résultat suivant qui ne requiert la présence d'aucune
équation di�érentielle ou mahlérienne. La démonstration de la proposition 1
donnée ici reprend les arguments de [82] et [92]. Il s'agit simplement d'une
égalité de dimension qui repose sur des principes de base d'algèbre commuta-
tive et un résultat de Krull [56]. Elle est également à rapprocher du corollaire
1.7.1 obtenu par André dans [23].

Proposition 1 (Théorème local). Soient f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z}. Suppo-
sons que les hypothèses suivantes soient satisfaites.

(i) Il existe ρ > 0 tel que pour tout nombre algébrique α, 0 < |α| < ρ, on
ait :

deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) .
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(ii) L'extension Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) est régulière, ce qui signi�e que tout
élément de Q(z)(f1(z), . . . , f(z)) algébrique sur Q(z) est un élément de
Q(z).

Alors, il existe ρ′ > 0 tel que pour tout nombre algébrique α, 0 < |α| < ρ′

et tout polynôme P ∈ Q[X], X := (X1, . . . , Xm), de degré total d, tel que
P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0, il existe Q ∈ Q[z,X], de degré total d en X, tel
que Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0 et Q(α,X) = P (X).

Montrons par un exemple l'importance de la seconde condition.

Exemple 16. Considérons la solution f(z) de l'équation X2 = 1 + z pour
laquelle f(0) = 1. On voit sans di�culté que f(z) ∈ Q{z} et que f(z) est
irrationnelle. Comme f(z) est algébrique, l'extension Q(z, f(z)) n'est pas
régulière sur Q(z). En tout point algébrique α du disque unité on a,

deg.trQ(f(α)) = deg.trQ(z)(f(z)) = 0 .

Soit α un point algébrique du disque unité. Posons P (X) = X−
√

1 + α. On
a P (f(α)) = 0. Pour autant il n'existe aucun polynôme non nul Q ∈ Q(z)[X]
de degré 1 tel queQ(z, f(z)) = 0, puisque f(z) est irrationnel. On va voir que,
même sans restriction de degré, on ne peut pas relever la relation P (X) en
une relation fonctionnelle. L'anneau Q(z)[X] est un anneau principal. L'idéal
des polynômes Q ∈ Q(z)[X] pour lesquels Q(z, f(z)) = 0 est engendré par le
polynôme minimal de f(z), le polynôme X2 − 1− z. Supposons qu'il existe
Q ∈ Q(z)[X] tel que Q(z, f(z)) = 0 et Q(α,X) = P (X). Alors, on peut
écrire

Q(z,X) = (X2 − 1− z)R(z,X) ,

avec R(z,X) ∈ Q(z)[X]. Comme Q(z,X) est dé�ni au point z = α et que
X2 − 1− α 6= 0, c'est aussi le cas de R(z,X). On a donc

X −
√

1 + α = P (X) = Q(α,X) = (X2 − 1− α)R(α,X) .

Mais ceci est impossible car le polynôme de droite est de degré supérieur à
2, tandis que le polynôme de gauche est de degré 1.

Démonstration de la proposition 1. On note P l'idéal premier de Q(z)[X]
des relations algébriques sur Q(z) entre les fonctions f1(z), . . . , fm(z). Étant
donné α un nombre algébrique tel que les fonctions fi sont toutes dé�nies en
α, on note égalementPα l'idéal premier deQ[X] des relations algébriques sur
Q entre les nombres f1(α), . . . , fm(α). Soient X0 une nouvelle indéterminée
et X̃ := (X0, . . . , Xm). On note P̃ ⊂ Q(z)[X̃] (respectivement P̃α ⊂ Q[X̃])
l'idéal homogénéisé en X0, . . . , Xm de P (respectivement de Pα). Rappelons
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que l'homogénéisé d'un idéal premier est un idéal premier de même hauteur.
La hauteur d'un idéal premier I, qui est parfois également appelé rang, est
notée ici ht(I). On note également dimA, la dimension de Krull d'un anneau
commutatif unitaire A. On note evα : Q[z] → Q l'application d'évaluation
en z = α.

Avec ces notations, on véri�e que la conclusion du théorème est équiva-
lente à l'égalité

evα(P̃ ∩Q[z, X̃]) = P̃α , (18)

quel que soit le nombre algébrique non nul α de module su�samment petit.
Comme l'anneau Q(z)[f1(z), . . . , fm(z)] est de type �ni et intègre, on a :

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = dimQ(z)[f1(z), . . . , fm(z)]

= dim(Q(z)[X]/P)

= dim(Q(z)[X])− ht(P)

= dimQ[X̃]− ht(P̃)− 1.

De façon totalement similaire, il vient :

deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) = dimQ[X̃]− ht(P̃α)− 1 .

D'après (i), on en déduit que pour tout nombre algébrique α tel que 0 < α <
ρ, on a

ht(P̃) = ht(P̃α) . (19)

Compte tenu de (19) et comme evα(P̃ ∩ Q[z,X0,X]) ⊂ P̃α, il su�t de
montrer que, pour tout α su�samment petit, l'idéal evα(P̃∩Q[z, X̃]) est un
idéal premier de même hauteur que P̃ pour obtenir (18) et conclure.

D'après (ii), l'extension Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) est régulière, ce qui im-
plique que l'idéal P̃ ∩ Q[z, X̃] est absolument premier (voir [114, Theorem
39]). Un résultat de Krull [56] implique alors que l'idéal evα(P̃∩Q[z, X̃]) est
premier pour tout α en dehors d'un ensemble �ni. Lorsque l'idéal evα(P̃ ∩
Q[z, X̃]) est premier, on peut montrer l'égalité de hauteurs

ht(evα(P̃ ∩Q[z, X̃])) = ht(P̃)

comme dans [82] à l'aide d'un résultat de Hilbert. Cela conclut la démons-
tration.

Ainsi, pour obtenir le théorème local, il su�t de disposer du théorème
Ni90 (théorème de Nishioka) et du lemme 2, ci-dessous. Pour démontrer un
résultat analogue à ce lemme, Philippon a recours à la théorie de Galois
aux di�érences, notamment à l'utilisation des propositions 2.2, 3.2, 3.4 et du
lemme 3.5 dans [92]. La démonstration que nous donnons ci-dessous raccour-
cit la preuve du théorème Ph15 et ne fait pas recours à la théorie de Galois
aux di�érences, ce qui simpli�e signi�cativement l'exposition.
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Lemme 2. Soient f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z} des fonctions formant un vec-
teur solution d'un système du type (4). Alors l'extension de corps L :=
Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) est régulière.

Démonstration. Comme L est �niment engendré, toute sous-extension

Q(z) ⊂ L′ ⊂ L

l'est également. Il s'agit d'un résultat classique (voir par exemple [59, Exer-
cise 4, Chap. VIII]). Considérons L′ la clôture algébrique de Q(z) dans L.
Comme L′ est algébrique et �niment engendrée, on en déduit que L′ est
de degré �ni sur Q(z), disons d. Soit f ∈ L′. Comme f est dans L, la
dé�nition du système (4) implique que l'on a également f(zq

l
) ∈ L pour

tout l ≥ 0. D'autre part, les fonctions f(zq
l
) sont algébriques puisque f(z)

l'est. Ainsi, les fonctions f(zq
l
), l ≥ 0, sont toutes dans L′ qui est de degré

d sur Q(z) et il existe donc une relation linéaire sur Q(z) entre les fonc-
tions f(z), f(zq), . . . , f(zq

d
), ce qui revient à dire que f(z) est q-mahlérienne.

Comme f(z) est également algébrique, d'après le théorème Ra92 ci-dessous,
f(z) ∈ Q(z), comme souhaité.

Démonstration du théorème Ph15. D'après le théorème Ni90, la condition
(i) de la proposition 1 est satisfaite. D'après le lemme 2, la condition (ii) de
la proposition 1 est également satisfaite. Donc, d'après la proposition 1, il
existe un ρ′ > 0 tel que le théorème Ph15 est vrai dès que 0 < |α| < ρ′.

Considérons un entier l tel que |αql | < ρ′. En itérant l fois le système (4),
on trouve

f(α) = Al(α)f
(
αq

l
)
, (20)

où Al(z) = A(z)A(zq) · · ·A
(
zq
l−1
)
. Soit P (X) ∈ Q[X], de degré d, tel que

P (f(α)) = 0. Notons
Pl(X) = P (Al(α)X) .

D'après (20), on a Pl
(
f
(
αq

l
))

= 0. Comme |αql | < ρ′, le théorème Ph15

s'applique et il existe un polynôme Ql(z,X) ∈ Q[z,X] tel que

Ql(z,f(z)) = 0, et Ql
(
αq

l
,X
)

= Pl(X) .

Comme α est un point régulier, la matrice Al(α) est inversible. Posons alors

Q(z,X) = Ql

(
zq
l
, Al(z)

−1X
)
. On a

Q(z,f(z)) = Ql

(
zq
l
, Al(z)

−1f(z)
)

= Ql

(
zq
l
,f
(
zq
l
))

= 0 ,

d'une part et,

Q(α,X) = Ql

(
αq

l
, Al(α)−1X

)
= Pl(Al(α)−1X) = P (X) ,

d'autre part.
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Passer d'une égalité des degrés de transcendance, comme celle du théo-
rème de Nishioka, à la possibilité de relever les relations n'est donc pas si
immédiat. Comme l'illustre l'exemple 16, ce n'est pas vrai en général. D'après
le lemme 1, on a besoin de la régularité de l'extension Q(z, f1(z), . . . , fm(z))
sur Q(z). C'est ce même argument de régularité qui permet à Nesterenko et
Shidlovskii [82] de démontrer, à partir du théorème de Siegel-Shidlovskii, une
version faible du théorème de Beukers. Notons que la régularité de l'exten-
sion n'est pas garantie dans tous les contextes. Dans [48], Fernandes a prouvé
un analogue du théorème de Nishioka, pour les fonctions mahlériennes en ca-
ractéristique non nulle. Elle montre alors, dans [49], qu'on ne peut relever
les relations entre valeurs des fonctions q-mahlériennes que si l'extension
engendrée par ces fonctions est régulière, ce qui n'est pas forcément le cas
si la caractéristique du corps divise q. Dans le cadre des fonctions mahlé-
riennes sur Q, comme le montre la preuve de la proposition 1, la régularité
de l'extension découle de l'alternative suivante, démontrée par Randé [93].

Théorème Ra92 (Randé 1992). Une fonction mahlérienne est rationnelle
ou transcendante sur Q(z).

Dans son ouvrage, Ku. Nishioka [89] donne une autre démonstration de ce
résultat, à partir d'un résultat de Ke. Nishioka [83]. Notons que l'alternative
du théorème Ra92 existe aussi dans le cas des E-fonctions. Dans ce cas, elle
découle simplement du fait qu'une E-fonction est entière. Dans la pratique, ce
type d'alternative est très utile. En e�et, démontrer l'irrationalité d'une série
entière peut se faire simplement de façon combinatoire, puisqu'une fraction
rationnelle est caractérisée par le fait que la suite de ses coe�cients de Taylor
est une suite récurrente linéaire.

Sur un corps de caractéristique positive, le théorème Ra92 n'est plus
valable, comme l'illustre l'exemple ci-dessous.

Exemple 17. Notons F2 le corps à deux éléments et considérons la série de
Fredholm

f(z) :=
∞∑
n=0

z2n ∈ F2[[z]] .

Elle satisfait trivialement à l'équation mahlérienne inhomogène

f(z) = f(z2) + z .

Cette fonction est algébrique car, dans F2[[z]], f(z2) = f(z)2, mais elle n'est
pas rationnelle.

Il existe toutefois une di�érence entre le théorème de Beukers et le théo-
rème de Philippon : ce dernier n'est pas homogène. Il permet seulement de
relever une relation linéaires entre les nombres f1(α), . . . , fm(α), en une re-
lation linéaire entre les fonctions f1(z), . . . , fm(z) et la fonction constante
égale à 1. Nous montrons à présent comment le rendre homogène.
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3.2 Une version homogène du théorème de Philippon

Nous allons voir à présent comment déduire du théorème de Philippon,
un résultat similaire, mais permettant de plus, quand la relation entre les
valeurs des fonctions est homogène, de la relever en une relation homogène
entre les fonctions. C'est le théorème 2, que nous ré-écrivons ici.

Théorème 2. Sous les hypothèses du théorème de Philippon, si le polynôme
P ∈ Q[X1, . . . , Xm] est homogène, alors on peut supposer que le polynôme
Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xm] est lui aussi homogène en X1, . . . , Xm.

Le théorème 2 implique le théorème de Philippon. En e�et, on peut tou-
jours transformer une relation inhomogène en une relation homogène en ajou-
tant au système la fonction fm+1 constante et égale à 1. Dans ce nouveau
système, la matrice A(z) est remplacée par la matrice A(z) 0

0 1


et l'ensemble des point réguliers reste inchangé.

Disposer d'un énoncé homogène s'avère très utile pour l'étude des rela-
tions linéaires. Soit K un sous-corps de C. Soit α un point du disque unité
ouvert tel que les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont toutes dé�nies en α, c'est-
à-dire, tel que α n'est pôle d'aucune de ces fonctions. On dé�nit le K-espace
vectoriel des relations linéaires entre les valeurs des fonctions fi au point α
par

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) :=

{
(λ1, . . . , λm) ∈ Km :

m∑
i=1

λifi(α) = 0

}
.

On dé�nit également le K(z)-espace vectoriel des relations linéaires fonction-
nelles entre les fi(z) par

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) :=

{
(w1, . . . , wm) ∈ K(z)m :

m∑
i=1

wifi = 0

}
.

En�n, on note evα l'application d'évaluation en z = α. Dans le cas d'une re-
lation linéaire, c'est-à-dire, d'un polynôme homogène de degré 1, le théorème
2 s'énonce de la façon suivante.

Théorème 6. Soit α ∈ Q, 0 < |α| < 1, un point régulier pour le système
(4). On a,

RelQ(f1(α), . . . , fm(α)) = evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.
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En particulier, si les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéairement indépen-
dantes sur Q(z), alors les nombres f1(α), . . . , fm(α) sont linéairement indé-
pendants sur Q.

Remarque 1. Une des limitations des théorèmes 2 et 6, comme des théorèmes
de Nishioka et Philippon, ou du théorème de Beukers pour les E-fonctions,
est qu'ils ne permettent pas d'isoler certaines coordonnées d'un vecteur so-
lution d'un système mahlérien. Les relations, même entre les valeurs d'un
nombre restreint de fonctions ne peuvent se relever qu'en une relation entre
l'ensemble des fonctions formant le vecteur solution du système. Considérons

par exemple la fonction f(z) :=
∏
l∈N

(
1− 2z2l

)
de l'exemple 14. Elle est

solution du système(
f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
.

Le point 1
2 est régulier et on a f

(
1
2

)
= 0. Pourtant, la fonction f(z) n'est

pas nulle. Cette relation provient en fait de la relation linéaire

f(z) + (2z − 1)f(zq) = 0 ,

qui, elle, fait intervenir les deux fonctions du système.

Pour démontrer le théorème 2, nous allons commencer par prouver son
corollaire, le théorème 6. Nous utiliserons pour la démonstration de ce résul-
tat le lemme d'algèbre linéaire suivant, dont une démonstration est donnée
dans [33, Lemma 3.1].

Lemme 3. Soient f1(z), . . . , fm(z) appartenant à Q{z} et d la dimension
de l'espace vectoriel RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)). Alors, on peut trouver des

polynômes λi,j(z) ∈ Q[z], 1 ≤ i ≤ d, 1 ≤ j ≤ m, tels que les vecteurs
(λi,1(z), . . . , λi,m(z)), 1 ≤ i ≤ d, forment une base des Q(z)-relations entre
les fonctions f1(z), . . . , fm(z), et tels que pour tout ξ ∈ Q, le rang de la
matrice  λ1,1(ξ) · · · λ1,m(ξ)

...
...

λd,1(ξ) · · · λd,m(ξ)


est égal à d.

Démonstration du théorème 6. Nous prouverons tout d'abord le résultat en
supposant que les fonctions sont linéairement indépendantes. Nous montre-
rons ensuite comment l'on peut, dans le cas général, se ramener à cette
première situation.

Supposons donc que dim RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = 0, c'est-à-dire que

les fonctions f1(z), . . . , fm(z) soient linéairement indépendantes sur Q(z). On
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va raisonner par l'absurde en supposant qu'il existe un n-uplet de nombres
algébriques λ1, . . . , λm, non tous nuls, tel que∑

λifi(α) = 0 ,

où α, 0 < |α| < 1, désigne un point algébrique régulier pour le système
mahlérien associé aux fonctions fi(z). Dans ce cas, d'après le théorème Ph15,
il existe des polynômes p1(z), . . . , pm(z), r(z) ∈ Q[z], premiers entre eux, tels
que

m∑
i=1

pi(z)fi(z) = r(z), (21)

avec pi(α) = λi, 1 ≤ i ≤ m et r(α) = 0. Sans perte de généralité, on
peut supposer que r(αq) 6= 0. En e�et, si ce n'est pas le cas, il est toujours
possible de considérer le plus petit entier l tel que r(αq

l+1
) 6= 0. L'équation

de dépendance a�ne (21) induit alors une relation de dépendance linéaire
non triviale

m∑
i=1

pi(α
ql)fi(α

ql) = 0

et on applique le raisonnement qui suit à αq
l
.

On va construire à présent un nouveau système en remplaçant l'une des
fonctions fi(z) par r(z). Il existe un indice i pour lequel pi(αq) est non nul.
En e�et, si pi(αq) = 0 pour chaque i, comme les fonctions fi(z) sont toutes
dé�nies en αq car α est un point régulier, on obtiendrait que r(αq) = 0, ce
qui serait contraire à notre hypothèse. Quitte à permuter les indices, on peut
supposer que pm(αq) 6= 0. On considère alors la matrice suivante

S(z) :=


1

. . .
1

p1(z) p2(z) · · · pm(z)


de sorte que

S(z)


f1(z)
...

fm−1(z)
fm(z)

 =


f1(z)
...

fm−1(z)
r(z)

 .

La matrice S(z) n'a pas de pôles et a pour déterminant le polynôme pm(z).
Par construction, le vecteur colonne (f1(z), . . . , fm−1(z), r(z))> est solution
du système associé à la matrice

B(z) := S(z)A(z)S(zq)−1 .
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Notons que B est bien dé�nie en α. On a, par ailleurs, l'égalité suivante pour
les déterminants :

det(B(z)) := det(S(z))det(A(z))det(S(zq))−1 = det(A(z))
pm(z)

pm(zq)
·

Comme par hypothèse, les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéairement in-
dépendantes sur Q(z) et que la matrice B(z) est inversible, on obtient que
les fonctions f1(zq), . . . , fm−1(zq) et r(zq) sont également linéairement indé-
pendantes sur Q(z). Ainsi, la seule relation linéaire sur Q(z) liant r(z) et
f1(zq), . . . , fm−1(zq), r(zq) est, à multiplication par une constante près, la
relation banale :

r(z) =
r(z)

r(zq)
r(zq) ·

On en déduit que la m-ième ligne de la matrice B(z) est, à multiplication
par une constante près, égale à :(

0, . . . , 0,
r(z)

r(zq)

)
.

Puisque r(α) = 0 et, par hypothèse, r(αq) 6= 0, on obtient que

(0, . . . , 0, 1)B(α) = 0 .

Cependant, on a

(0, . . . , 0, 1)B(α) = (0, . . . , 0, 1)S(α)A(α)S(αq)−1

= (p1(α), . . . , pm(α))A(α)S(αq)−1

6= 0

car la matrice A(α)S(αq)−1 est inversible et que les pi(α) ne sont pas tous
nuls. On obtient donc une contradiction, ce qui prouve le théorème dans le
cas où dim RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = 0.

Supposons à présent que dim RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = d ≥ 1. D'après
le lemme 3, on peut choisir une famille de vecteurs

λi(z) := (λi,1(z), . . . , λi,m(z)), 1 ≤ i ≤ d,

dont les coordonnées sont dans Q[z] et tels que le rang de la matrice

M(ξ) :=

 λ1,1(ξ) · · · λ1,m(ξ)
...

...
λd,1(ξ) · · · λd,m(ξ)


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est égal à d pour tout ξ dans Q. Quitte à renuméroter les fonctions fi, on
peut donc supposer que le mineur principal de la matrice λ1,1(α) · · · λ1,m(α)

...
...

λd,1(α) · · · λd,m(α)


est inversible. On considère alors la matrice suivante

S(z) :=



λ1,1(z) · · · · · · · · · · · · λ1,m(z)
...

...
λd,1(z) · · · · · · · · · · · · λd,m(z)

0 · · · 0 1 0 · · ·
...

. . . . . .
...

0 · · · · · · · · · 0 1


Cette matrice est donc dé�nie et inversible en z = α. D'autre part, on a

S(z)

 f1(z)
...

fm(z)

 =



0
...
0

fd+1(z)
...

fm(z)


. (22)

Fixons un entier l0 tel que le déterminant de S(z) ne s'annule en aucun des
points αq

l
, pour l ≥ l0 et notons q0 = ql0 . Considérons en�n la matrice

B(z) = S(z)A(z)S(zq0)−1 .

On a l'équation mahlérienne suivante

0
...
0

fd+1(z)
...

fm(z)


= B(z)



0
...
0

fd+1(zq0)
...

fm(zq0)


pour laquelle le point α est un point régulier. D'autre part, l'indépendance
linéaire des fonctions fd+1(z), . . . , fm(z) nous garantit que la matrice B(z)
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est triangulaire inférieure, de la forme suivante

B(z) =



D(z) 0

E(z) C(z)


où C(z) est une matrice carrée de taille m − d. On considère alors le sous-
système  fd+1(z)

...
fm(z)

 = C(z)

 fd+1(zq0)
...

fm(zq0)

 .

Le point α est encore régulier pour ce système. En e�et, par construction,
pour tout entier ` ≥ 1, αq

`
0 n'est pôle d'aucun des coe�cients de B(z) et

donc a fortiori d'aucun des coe�cients de C(z). D'autre part

detB(z) = detC(z) detD(z) ,

et αq
`
0 n'étant ni un zéro de detB(z), ni un pôle de detD(z), αq

`
0 n'est pas

un zéro de detC(z). Considérons maintenant un vecteur

λ := (λ1, . . . , λn) ∈ RelQ(f1(α), . . . , fm(α)) .

La matrice S(z) étant inversible en z = α, on peut considérer le vecteur
µ := λS(α)−1. D'après (22), on obtient que µ appartient à l'ensemble

RelQ(0, . . . , 0, fd+1(α), . . . , fm(α)) .

Notons µ := (µ1, . . . , µn), de sorte que

(µd+1, . . . , µm) ∈ RelQ(fd+1(α), . . . , fm(α)) .

Par hypothèse, le système fd+1(z)
...

fm(z)

 = C(z)

 fd+1(zq0)
...

fm(zq0)


est formé de fonctions linéairement indépendantes et admet α comme point
régulier. La première partie de la preuve montre donc que

µd+1 = · · · = µm = 0 .
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Posons

T (z) :=



λ1,1(z) · · · · · · · · · · · · λ1,m(z)
...

...
λd,1(z) · · · · · · · · · · · · λd,m(z)

0 · · · · · · · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · · · · · · · 0


,

de sorte que

T (z) = S(z)−


0d×d 0d×(m−d)

0(m−d)×d Im−d

 .

On obtient alors
λ = µS(α) = µT (α) . (23)

Mais, par construction, chaque ligne de la matrice T (z) appartient à l'es-
pace vectoriel RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) et donc le vecteur µT (z) appartient
à RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)). On déduit donc de (23) que

λ ∈ evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
,

ce qui achève cette démonstration.

Avant de démontrer le théorème 2, on a besoin des deux lemmes suivants,
permettant, étant donné (f1(z), . . . , fm(z))> un vecteur solution d'un sys-
tème mahlérien, d'exhiber un système mahlérien pour les monômes de degré
�xé en les fonctions f1(z), . . . , fm(z). Nous rappelons tout d'abord quelques
faits sur le produit de Kronecker de deux matrices.

Notation (Produit de Kronecker). Soient A = (ai,j) et B = (bi,j) deux ma-
trices, à coe�cients dans un même anneau, de dimensions, respectivement,
(m,n) et (p, q). Le produit de Kronecker de A et de B est la matrice A⊗B,
de taille (mp, nq) dont le coe�cient (i, j) est le nombre

a⌊ i−1
p

⌋
+1,
⌊
j−1
q

⌋
+1
× b

i−p
⌊
i−1
p

⌋
,j−q

⌊
j−1
q

⌋ .
Autrement dit, on a la description par blocs

A⊗B =

 a1,1B · · · a1,nB
...

. . .
...

am,1B · · · am,nB

 .
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On note aussi, pour d, un entier

A⊗d = A⊗ · · · ⊗A︸ ︷︷ ︸
d fois

,

la puissance d-ième de Kronecker de la matrice A.

On a les propriétés suivantes, dont on trouvera les preuves, par exemple,
dans [55].

Lemme 4. i) Si A est une matrice carrée de taille m et d ≥ 1 un entier,
on a

detA⊗d = (detA)md .

ii) Si A, B, C et D, sont des matrices telles que les produits AB et CD
sont dé�nis, on a

(AB)⊗ (CD) = (A⊗ C)(B ⊗D) .

On montre alors le lemme suivant.

Lemme 5. Soient f1(z), . . . , fm(z) formant un vecteur solution d'un système
q-mahlérien et soit d ≥ 1 un entier. Notons g1(z), . . . , gN (z) une énuméra-
tion des monômes de degré d en les fonctions f1(z), . . . , fm(z). Les fonctions
g1(z), . . . , gN (z) forment un vecteur solution d'un système q-mahlérien dont
l'ensemble des singularités est inclus dans l'ensemble des singularités du sys-
tème initial.

Démonstration. Notons f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))>. Le vecteur f(z)⊗d est
constitué des monômes de degré d en f1(z), . . . , fm(z), c'est-à-dire des fonc-
tions g1(z), . . . , gN (z), avec plusieurs copies de chaque fonction. D'après le
point ii) du lemme 4, on obtient

f(z)⊗d = A(z)⊗df(zq)⊗d .

Pour chaque j, 1 ≤ j ≤ N , notons Ij ⊂ {1, . . . ,md} l'ensemble des entiers i
pour lesquels la i-ième coordonnée de f(z)⊗d est égale à gj(z). Pour chaque
j, notons ij le plus petit élément de Ij . Notons en�n I0 l'ensemble des i,
1 ≤ i ≤ md, qui ne sont égaux à aucun des entiers i1, . . . , iN . L'ensemble I0

correspond aux apparitions redondantes des fonctions g1(z), . . . , gN (z) dans
le vecteur f(z)⊗d. Notons C1, . . . , Cmd les colonnes de la matrice A(z)⊗d. On
construit une matrice B(z) de la manière suivante.

• On remplace chacune des colonnes Cij , 1 ≤ j ≤ N , de la matrice
A(z)⊗d, par la colonne

∑
i∈Ij Ci.

• On supprime ensuite les lignes et les colonnes correspondant aux entiers
i ∈ I0.
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On obtient ainsi une matrice carrée B(z), de taille N , telle que g1(z)
...

gN (z)

 = B(z)

 g1(zq)
...

gN (zq)

 . (24)

Soit α un point régulier pour le système associé à f1(z), . . . , fm(z). La matrice
B(z) est obtenue en faisant des produits des coe�cients de A(z) et des
sommes de ces produits. Comme aucun des points αq

k
n'est un pôle des

coe�cients de A(z), ce n'est pas non plus un pôle des coe�cients de B(z).
D'autres part, le déterminant de B(z) divise le déterminant de A(z)⊗d qui
est, d'après le point i) du lemme 4, une puissance du déterminant de A(z).

Comme detA
(
αq

k
)
6= 0 quel que soit k ∈ N, on a detB

(
αq

k
)
6= 0 pour

tout k ∈ N. Le point α est donc régulier pour le système (24).

Nous sommes à présent en mesure de prouver le théorème 2.

Preuve du théorème 2. Soient α, 0 < |α| < 1, un point algébrique régulier
pour le système (4) et P ∈ Q[X], X := (X1, . . . , Xm), un polynôme homo-
gène de degré d ≥ 1 tel que

P (f1(α), . . . , fm(α)) = 0 .

Notons M1(X), . . . ,MN (X) une énumération des monômes de degré d en
les variables X1, . . . , Xm. On considère alors les fonctions

g1(z) := M1(f(z)), . . . , gN (z) := MN (f(z)) .

D'après le lemme 5, celles-ci sont solutions d'un système mahlérien g1(z)
...

gN (z)

 = B(z)

 g1(zk)
...

gN (zk)

 ,

pour lequel le point α est régulier. En appliquant le théorème 6 à ce système,
on obtient l'existence de polynômes v1(z), . . . , vN (z) tels que

N∑
i=1

vi(z)gi(z) = 0 et P (X) =
N∑
i=1

vi(α)Mi(X) .

On pose alors Q(z,X) :=
∑N

i=1 vi(z)Mi(X), ce qui termine la démonstra-
tion.

Le théorème 2, s'il précise la manière dont les relations entre les valeurs
de fonctions mahlériennes se relèvent en des relations entre les fonctions, ne
s'applique pas a priori aux singularités du système. Nous montrons à présent
comment contourner cette di�culté et obtenir des résultats valables en tout
point non nul du disque unité ouvert.
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4 Contourner les singularités du système

Dans l'exemple 14, on a vu que la série f(z) :=
∏
l∈N

(
1− 2z2l

)
est

solution de l'équation
f(z) = (1− 2z)f(z2) , (25)

pour laquelle 1
2 est une singularité. Par ailleurs, f(z) est aussi solution du

système (
f(z)
f(z2)

)
=

(
−2z 1− 2z2

1 0

)(
f(z2)
f(z4)

)
,

qui lui n'a pas de singularités. On a trivialement f
(

1
2

)
= 0. Dans la première

équation, le théorème 6 ne s'applique pas car le point 1
2 est singulier. Dans

le second système, on peut appliquer le théorème 6. De l'équation f
(

1
2

)
= 0,

on déduit du théorème 6 qu'il existe p1(z), p2(z) ∈ Q[z] tels que p1(z)f(z) +
p2(z)f(z2) = 0, p1

(
1
2

)
= 1 et p2

(
1
2

)
= 0. On peut prendre en réalité p1(z) =

1 et p2(z) = 2z − 1. Ainsi, en dédoublant le système (25), on a créé un
système de taille 2 pour lequel le point 1

2 n'est plus une singularité, mais
avec une relation de dépendance linéaire entre les fonctions f(z) et f(z2).
Cet exemple nous apprend que, selon le système dans lequel on regarde une
fonction q-mahlérienne, les relations linéaires entre les valeurs des fonctions
du système peuvent provenir alternativement des singularités du système, ou
des relations entre les fonctions elles-mêmes.

4.1 Énoncé des résultats

Théorème 7. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonctions q-mahlériennes. Soit
α ∈ Q, 0 < |α| < 1, un nombre qui n'est pôle d'aucune de ces fonctions et
soit K un corps de nombres contenant α ainsi que les coe�cients des fi.

(i) Si les nombres f1(α), . . . , fm(α) sont linéairement dépendants sur Q,
alors ils sont linéairement dépendants sur K.

(ii) Plus précisément, on a :

RelQ (f1(α), . . . , fm(α)) = VectQ {RelK (f1(α), . . . , fm(α))} .

Notons deux aspects remarquables de cet énoncé. Tout d'abord comme
nous l'avons mentionné, il n'y �gure aucune hypothèse de régularité sur le
point α. Par ailleurs, il n'impose pas aux fonctions f1(z), . . . , fm(z) de former
un vecteur solution d'un système mahlérien. Les fonctions f1(z), . . . , fm(z)
de ce théorème sont des fonctions q-mahlériennes, possiblement solutions
de di�érents systèmes mahlériens, ou équations mahlériennes. Pour pou-
voir appliquer le théorème 6 à ces fonctions, il faudra d'abord les regrouper
toutes ensemble dans un grand système, avec potentiellement une multitude
d'autres fonctions mahlériennes pour compléter ce système. Ces fonctions
supplémentaires disparaissent lors de la conclusion du théorème.
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Remarque 2. Notons que tous les coe�cients du développement en série en-
tière d'une fonction mahlérienne appartiennent à un même corps de nombres.
C'est un résultat classique, dont nous donnons une preuve plus tard (corol-
laire 13). Ainsi, le théorème 7 s'applique bien à toute fonction mahlérienne,
sans restrictions.

En utilisant le fait que la fonction g ≡ 1 est q-mahlérienne pour tout
q ≥ 2, on obtient immédiatement le théorème 1.

Théorème 1. Soient K un corps de nombres, f(z) une fonction mahlérienne
à coe�cients dans K et α ∈ Q, 0 < |α| < 1, qui n'est pas un pôle de f . On
a l'alternative suivante : soit f(α) est transcendant, soit f(α) ∈ K.

En prenant K := Q et α ∈ Q, cela démontre la conjecture Co68. En
particulier, quand f(z) est la série génératrice d'une suite automatique, on
retrouve par la méthode de Mahler le théorème AB07b : un nombre au-
tomatique est soit rationnel, soit transcendant. Notons que Philippon [92]
avait réussi à déduire directement du théorème Ph15 une démonstration du
théorème AB07b, en utilisant le fait que les systèmes associés aux suites
automatiques ont la propriété de n'avoir aucun pôle, et en gérant les sin-
gularités dans ce cas particulier. Comme l'auteur le rapporte, il semble que
ce soit une discussion avec Adamczewski, sur les résultats que nous avions
concernant la manière de contourner les singularités, qui lui ait permis de
compléter sa preuve du théorème AB07b.

Le théorème 1 semble être le premier résultat de transcendance complè-
tement général obtenu par la méthode de Mahler (i.e., valable pour toute
fonction mahlérienne et en tout point algébrique de son domaine de dé�-
nition). D'autre part, l'exemple 14 montre que l'on ne peut se soustraire à
l'alternative présente dans la conclusion du théorème 1, même en supposant
que la fonction f(z) est transcendante. Nous verrons au chapitre II que cette
alternative peut être tranchée de façon e�ective.

En un point régulier d'un système mahlérien, le théorème 6 nous dit
que l'espace RelK (f1(α), . . . , fm(α)), est isomorphe au K(z)-espace vectoriel
des relations linéaires entre les fonctions f1(z), . . . , fm(z). Ainsi les relations
linéaires entre les valeurs, en un point régulier, des coordonnées d'un vecteur
solution d'un système mahlérien, proviennent toutes, par spécialisation, des
relations entre les fonctions elles-même. En un point singulier, nous allons
voir que d'autres relations peuvent se produire. Étant donnés un système du
type (4) et un entier l ≥ 1, on pose

Al(z) := A(z)A(zq) · · ·A
(
zq
l−1
)

et
kerKAl(α) := {(λ1, . . . , λm) ∈ Km | (λ1, . . . , λm)Al(α) = 0} .
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On �xe également un nombre réel ρ, 0 < ρ < 1, strictement inférieur au
minimum des modules des pôles (non nuls) de la matrice A(z) et des ra-
cines (non nulles) de son déterminant. Ainsi, la matrice A(z) est dé�nie et
inversible sur le disque épointé D(0, ρ)?.

Théorème 8. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonctions formant un vecteur so-
lution d'un système du type (4). Soient α ∈ Q, 0 < |α| < 1, et K un corps
de nombres contenant α ainsi que les coe�cients des fi. Soit l un entier tel
que |αql | < ρ. Si α n'est pas un pôle de Al(z), alors

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) = kerKAl(α) + evα
(
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.

La seule restriction dans le théorème précédent vient du fait que l'on doit
supposer que le nombre α n'est pas un pôle de Al(z). En complément, nous
montrons le résultat suivant.

Théorème 9. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonctions formant un vecteur so-
lution d'un système du type (4). Soient α ∈ Q, 0 < |α| < 1, et K un corps de
nombres contenant α ainsi que les coe�cients des fi. Supposons que les fi
soient dé�nies au point α. Soit l un entier tel que |αql | < ρ. Alors, il existe
une matrice B(z) ∈ GLm(K(z)) satisfaisant aux conditions suivantes.

(i) On a :  f1(z)
...

fm(z)

 = B(z)

 f1(zq
l
)

...
fm(zq

l
)

 .

(ii) Le point α n'est pas un pôle de B(z).

(iii) Le point αq
l
est régulier pour le système (i).

En outre, si les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéairement indépen-
dantes sur K(z), on a B(z) = Al(z).

Les théorèmes 8 et 9 décrivent totalement la structure des relations li-
néaires entre les valeurs des coordonnées d'un vecteur solution d'un système
mahlérien en un point algébrique α de leur domaine d'holomorphie. Il en
existe de deux sortes : les relations d'origine � matricielle � et celles d'ori-
gine � fonctionnelle �. Les relations matricielles sont les éléments de l'espace
kerQAl(α) et leur recherche se réduit donc au calcul du noyau d'une matrice
explicite. Les relations d'origine fonctionnelle correspondent aux éléments de

l'espace evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
. Nous verrons dans la section 5 que

l'espace RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) a une description simple. Il est engendré
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par des relations linéaires de � petits degrés �, calculables de manière e�ec-
tive. Plus précisément, le théorème 11 montre que RelQ(z)(f1(z), . . . , fm(z))
est isomorphe au noyau d'une matrice explicite.

En réalité, les deux situations coexistent toujours. En considérant un
sous-système formé d'un ensemble maximal de fonctions linéairement indé-
pendantes, on se ramène à une situation où il n'y a plus de relations d'origine
fonctionnelle et donc où toutes les relations sont d'origine matricielle. Inver-
sement, en une singularité du système, le lemme 7 présenté ci-dessous et le
théorème 9 nous montrent que, quitte à ajouter des fonctions, à itérer le
système et à en changer éventuellement la matrice, on peut se ramener à
une situation où ce point n'est plus une singularité du système. Dans ce cas,
le théorème 2 montre que toutes les relations en ce point ont une origine
fonctionnelle.

Nous démontrerons le point (i) du théorème 7 de deux manières di�é-
rentes, avant de démontrer totalement ce théorème. La première démonstra-
tion du point (i) du théorème 7 présente l'avantage de montrer comment -
étant donnés une fonction mahlérienne f(z) et un point singulier α - trouver
autre fonction mahlérienne g(z) dans un système pour lequel α est un point
régulier et telle que g(α) = f(α). Nous démontrerons ensuite les théorèmes
8, 9.

4.2 Une première démonstration du point (i) du théorème 7

Nous allons montrer comment obtenir le point (i) du théorème 7 à partir
du théorème 2. Pour cela, nous aurons besoin de trois résultats auxiliaires.

Le lemme suivant est une adaptation directe d'une construction utilisée
par Bell, Bugeaud et Coons dans [29]. Elle permet, étant donné un nombre
algébrique α non nul, de plonger un système mahlérien dont les solutions
sont dé�nies au point α dans un méta-système pour lequel les points αq

l
,

l ≥ 0, ne sont jamais des pôles des coe�cients de la matrice associée. Notons
que cette astuce s'avère inutile dans le cas des séries automatiques puisque
l'on peut alors se ramener à un système mahlérien dont la matrice est à
coe�cients polynômes.

Lemme 6. Considérons un système du type (4) et α ∈ Q, 0 < |α| < 1
qui ne soit pôle d'aucune des fonctions f1(z), . . . , fm(z). Soit K un corps de
nombres contenant les coe�cients des fi(z) ainsi que α. Alors, il existe un
système mahlérien d'ordre n ≥ m, ayant pour solution un vecteur colonne de
fonctions analytiques (g1(z), . . . , gn(z))> à coe�cients dans K et tel que :

(i) la matrice B(z) associée à ce nouveau système n'a de pôle en aucun
des points αq

l
, pour tout entier l,

(ii) gi(α) = λifi(α), où λi ∈ K \ {0}, pour tout i ∈ {1, . . . ,m} .
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Démonstration. Notons A0(z) la matrice associée à notre système. La ma-
trice A0(z) est à coe�cients dans K. En e�et si ce n'est pas le cas, il existe
des nombres algébriques ξ1, . . . , ξt, linéairement indépendants sur K et tels
que les coe�cients de A0(z) appartiennent à l'espace vectoriel

K⊕K · ξ1 ⊕ · · · ⊕K · ξt .

Alors, on peut décomposer A0(z) = A0,0(z) + A0,1(z)ξ1 + · · · + A0,t(z)ξt,
avec A0,0(z), . . . , A0,t(z) des matrices à coe�cients dans K. Soit f(z) le vec-
teur colonne formé des fonctions f1(z), . . . , fm(z). En identi�ant les termes
appartenant à K dans l'égalité

f(z) = A0,0(z)f(zq) + ξ1A0,1(z)f(zq) + · · ·+ ξtA0,t(z)f(zq)

on trouve que A0(z) = A0,0(z) et A0,1(z) = · · · = A0,t(z) = 0.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu'il existe un entier l
tel que la matrice A0(z) ne soit pas dé�nie au point αq

l
. En e�et, si ce n'est

pas le cas, le système de départ jouit déjà des propriétés requises. Notons
b(z) le polynôme obtenu comme ppcm des dénominateurs des coe�cients de
la matrice A0(z). On a alors A0(z) = A(z)/b(z) pour une matrice A(z) dont
les coe�cients sont des éléments de K[z]. Notons qu'il existe un entier l0 tel
que

b(αq
l
) 6= 0 (26)

pour tout l ≥ l0. D'autre part, on peut écrire b(z) = γzrβ(z) où r ≥ 0 est
un entier, γ est un élément de K et β(z) est un polynôme à coe�cients dans
K tel que β(0) = 1. Pour tout i = 1, . . . ,m, on pose :

hi(z) := fi(z)
∏
j≥0

β(zq
j
) .

Le vecteur colonne (h1(z), . . . , hm(z))> est ainsi solution du système mah-
lérien associé à la matrice A(z)/γzr. En dérivant, on obtient un nouveau
système de la forme

h1(z)
...

hm(z)
h′1(z)
...

h′m(z)


=

1

γzr

(
A(z) 0
? qzq−1A(z)

)


h1(zq)
...

hm(zq)
h′1(zq)

...
h′m(zq)


,

où ? désigne une matrice n×n à coe�cients dans K[z]. En itérant ce procédé
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t fois, on obtient un système de la forme :

h1(z)
...

hm(z)
h′1(z)
...

h′m(z)
...

h
(t)
1 (z)
...

h
(t)
m (z)



=
1

γzr



A(z) 0 · · · 0

? q z
q

z A(z)
. . .

...

...
. . . . . . 0

? . . . ? qt z
tq

zt A(z)





h1(zq)
...

hm(zq)
h′1(zq)

...
h′m(zq)

...

h
(t)
1 (zq)
...

h
(t)
m (zq)



.

Notons s l'ordre de la racine α dans le polynôme
∏l0−1
j=0 β(zq

j
) et T (z) le

polynôme à coe�cients dans K dé�ni par l'égalité

l0−1∏
j=0

β(zk
j
) = (z − α)sT (z) .

Notons que T (α) 6= 0. Un calcul montre alors que, pour tout i, 1 ≤ i ≤ m,
on a

fi(α)s!T (α) =
h

(s)
i (α)∏

j≥l0 β(αqj )
. (27)

D'autre part, on peut véri�er que le vecteur colonne dont les coordonnées
sont les fonctions

gi+mj(z) :=
h

(j)
i (z)∏

l≥l0 β(zql)
, i = 1, . . . ,m, j = 0, . . . , s,

satisfont à un système mahlérien d'ordre n := m(s+ 1) associé à la matrice

B(z) :=
1

γzrβ(zq
l0 )


A(z)
? qzq−1A(z)
...

. . . . . .
? . . . ? qszs(q−1)A(z)

 ·
Au vu de (26) et (27), et puisque les ? désignent des sous-matrices à coe�-
cients dans K[z], ce système a toutes les propriétés requises.

Le lemme suivant est la conséquence d'une autre construction permet-
tant de plonger un système mahlérien pour lequel un point α est singulier
(mais tel que αq

l
n'est jamais un pôle de la matrice associée) dans un plus

grand système pour lequel α est un point régulier. Cette construction est à
rapprocher de celle utilisée dans l'exemple 14.
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Lemme 7. Considérons un système du type (4) et α ∈ Q, 0 < |α| < 1
qui ne soit pôle d'aucune des fonctions f1(z), . . . , fm(z). Supposons en outre
que, pour tout entier l, αq

l
ne soit pas un pôle de la matrice A(z). Alors, il

existe un système mahlérien d'ordre n ≥ m admettant un vecteur colonne de
fonctions analytiques (h1(z), . . . , hn(z))> comme solution et tel que :

(i) α est un point régulier pour ce système,

(ii) hi(z) = fi(z) pour i = 1 . . . ,m.

Démonstration. Plaçons-nous dans les conditions du théorème et supposons
que le point α soit singulier (mais tel que la matrice A(z) associée soit dé-
�nie en tout point de la forme αq

l
, comme le permet l'hypothèse). L'idée

est alors de � dédoubler le système � en remarquant que les 2n fonctions
f1(z), . . . , fm(z), f1(zq), . . . , fm(zq) satisfont à la relation

f1(z)
...

fm(z)
f1(zq)

...
fm(zq)


= B1(z)



f1(zq)
...

fm(zq)

f1(zq
2
)

...
fm(zq

2
)


,

où B1(z) est donné par la matrice suivante :
A(z)− Im A(zq)

Im 0

 .

Notons d'abord que par hypothèse la matrice B1(z) est bien dé�nie en tout
point de la forme αq

l
. Ainsi, si α est singulier, cela signi�e nécessairement

qu'il existe un entier l tel que detB1(αq
l
) = 0. D'autre part, on a detB1(z) =

detA(zq). Comme les racines de detA(z) sont en nombre �ni, il existe un
entier l0 tel que detA(αq

l
) 6= 0 pour tout l ≥ l0. En itérant l0 fois la méthode
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de dédoublement, on obtient un système du type :

f1(z)
...

fm(z)
f1(zq)

...
fm(zq)

...
f1(zq

l0 )
...

fm(zq
l0 )



= Bl0(z)



f1(zq)
...

fm(zq)

f1(zq
2
)

...
fm(zq

2
)

...
f1(zq

l0+1
)

...
fm(zq

l0+1
)



,

où Bl0(z) ∈ GLm2l0 (Q(z)) est dé�nie récursivement par :

Bj(z) :=


Bj−1(z)− Im2j−1 Bj−1(zq)

Im2j−1 0


et B0(z) := A(z). On obtient donc que detBl0(z) = detA(zq

l0 ), ce qui
implique que le point α est régulier pour le système associé à la matrice
Bl0(z). En posant n = m2l0 et ham+i(z) := fi(z

qa) pour 1 ≤ i ≤ m et
0 ≤ a < 2l0 , on obtient le résultat souhaité.

Nous aurons également besoin du lemme de descente suivant.

Lemme 8. Soient h1(z), . . . , hm(z) des fonctions analytiques et à coe�cients
dans un corps de nombres K. Soit α ∈ K dans le domaine de convergence de
ces fonctions. Supposons qu'il existe w1(z), . . . , wm(z) ∈ Q[z] tels que

w1(z)h1(z) + . . .+ wm(z)hm(z) = 0 , (28)

avec wi(α) = 0 pour tout i dans un ensemble I ⊂ {1, . . . ,m} et wi0(α) 6= 0
pour un certain indice i0 ∈ {1, . . . ,m} \ I. Alors il existe v1(z), . . . , vm(z) ∈
K[z] tels que

v1(z)h1(z) + . . .+ vm(z)hm(z) = 0 ,

avec vi(α) = 0 pour tout i dans I et vi0(α) 6= 0.

Démonstration. Les polynômes w1(z), . . . , wm(z) étant en nombre �ni et à
coe�cients dans Q, leurs coe�cients engendrent une extension de corps de
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degré �ni, disons h, sur K. Notons K0 ⊂ Q une telle extension et δ le maxi-
mum des degrés des wi(z). Soit ϕ tel que K0 = K(ϕ). Chaque polynôme
wi(z) peut donc s'écrire sous la forme

wi(z) =

δ∑
k=0

(
h−1∑
l=0

λ(i, k, l)ϕl

)
zk ,

où les coe�cients λ(i, k, l) sont tous dans K.

Soit i0 comme dans l'énoncé. Comme wi0(α) 6= 0, il existe un indice l0
tel que

δ∑
k=0

λ(i0, k, l0)αk 6= 0. (29)

La relation (28) donne une relation de dépendance linéaire sur K0 entre
les fonctions zkhi(z), k = 0, 1, . . . δ, i = 1, . . . ,m, à savoir :

h−1∑
l=0

(
δ∑

k=0

m∑
i=1

λ(i, k, l)zkhi(z)

)
ϕl = 0 .

Comme l'indéterminée z est transcendante sur C, que les coe�cients des
hi(z) sont des éléments de K et que 1, ϕ, . . . , ϕh−1 sont linéairement indé-
pendants sur K, on en déduit que pour tout l :

δ∑
k=0

m∑
i=1

λ(i, k, l)zkhi(z) = 0 .

On obtient notamment la relation de dépendance linéaire suivante sur K[z]
entre les hi(z) :

v1(z)h1(z) + · · ·+ vm(z)hm(z) = 0 ,

où vi(z) :=
∑δ

k=0 λ(i, k, l0)zk ∈ K[z]. Notons que d'après (29), vi0(α) 6= 0.
Cela implique au passage que vi0(z) 6= 0 et donc que la relation est non
triviale.

Pour conclure, il ne reste donc plus qu'à véri�er que vi(α) = 0 pour i ∈ I.
Pour un tel i, nous savons que wi(α) = 0, ce qui signi�e que

δ∑
k=0

(
h−1∑
l=0

λ(i, k, l)ϕl

)
αk = 0

c'est-à-dire
h−1∑
l=0

(
δ∑

k=0

λ(i, k, l)αk

)
ϕl = 0 .
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Comme α ∈ K et que 1, ϕ, . . . , ϕh−1 sont linéairement indépendants sur K,
on obtient que pour tout l :

δ∑
k=0

λ(i, k, l)αk = 0 .

Le choix l = l0 donne l'égalité vi(α) = 0, ce qui conclut la démonstration.

Nous pouvons à présent démontrer le point (i) du théorème 7.

Démonstration du point (i) du théorème 7. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonc-
tions q-mahlériennes. Soient α ∈ Q, 0 < |α| < 1, un nombre qui n'est pôle
d'aucune de ces fonctions et K un corps de nombres contenant α ainsi que
les coe�cients des fi.

Comme les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont q-mahlériennes, on peut trou-
ver un système du type (4) d'ordre m0 ≥ m, associé à une matrice B(z) et
admettant des solutions f1(z), . . . , fm0(z) où, pour m+1 ≤ i ≤ m0, les fonc-
tions fi(z) sont de nouvelles fonctions q-mahlériennes, toutes dé�nies en α.
En utilisant le lemme 6, on obtient un plus grand système mahlérien, disons
d'ordre m1 ≥ m0, pour lequel aucun des αq

l
n'est pôle d'un des coe�cients

de la matrice B1(z) associée à ce système. Notons que ce changement de sys-
tème conduit à remplacer les fonctions f1(z), . . . , fm0(z) par des fonctions
g1(z), . . . , gm1(z) telles que, pour tout i = 1, . . . ,m0, on ait gi(α) = λifi(α)
avec λi ∈ K \ {0}, λi 6= 0. Une fois cette première étape réalisée, on utilise
le lemme 7. Il nous permet d'obtenir un système mahlérien encore plus gros,
disons d'ordre m2 ≥ m1, pour lequel le point α est régulier et dont les so-
lutions h1(z), . . . , hm2(z) véri�ent hi(z) = gi(z) pour i = 1 . . . ,m1. Comme
les λi sont tous non nuls et dans K, la dépendance linéaire sur K (ou sur Q)
des fi(α) est équivalente à celle des gi(α). Sans perte de généralité, on peut
donc supposer que fi(z) = gi(z) pour i = 1, . . . ,m0.

En résumé, nous pouvons donc supposer sans perte de généralité qu'il
existe un système mahlérien, d'ordre disons n ≥ m, pour lequel les solutions
h1(z), . . . , hn(z) véri�ent hi(z) = fi(z) pour i = 1, . . . ,m et tel que α est un
point régulier pour ce système. Supposons à présent qu'il existe w1, . . . , wm ∈
Q, non tous nuls, tels que

w1f1(α) + . . .+ wmfm(α) = 0 .

En appliquant le théorème 2 à notre système, on obtient l'existence de po-
lynômes w1(z), . . . , wn(z), non tous nuls et appartenant à Q[z], tels que

w1(z)h1(z) + · · ·+ wn(z)hn(z) = 0,

avec wi(α) = wi pour 1 ≤ i ≤ m et wi(α) = 0 pour i = m + 1, . . . , n.
Puisque les wi sont non tous nuls, on peut choisir un indice i0, 1 ≤ i0 ≤ m,
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tel que wi0(α) 6= 0. Le lemme 8 nous donne alors l'existence de polynômes
v1(z), . . . , vn(z), non tous nuls et appartenant à K[z], tels que

v1(z)h1(z) + · · ·+ vn(z)hn(z) = 0 ,

où vi(α) = 0 pour i = m + 1, . . . , n et vi0(α) 6= 0. En spécialisant au point
α, il vient :

v1(α)f1(α) + · · ·+ vm(α)fm(α) = 0 . (30)

Puisque les vi(z) sont à coe�cients dans K et que α ∈ K, on a vi(α) ∈ K pour
tout i. Comme vi0(α) 6= 0, la relation (30) est non triviale et les nombres
f1(α), . . . , fm(α) sont donc linéairement dépendants sur K, ce qui termine la
démonstration.

L'exemple suivant illustre bien l'alternative décrite dans le théorème 1.

Exemple 18. On dé�nit une suite binaire (an)n≥0 de la façon suivante :
an = 0 si le développement en base 3 de l'entier n a un nombre pair de chi�res
égaux à 2 et an = 1 si ce nombre est impair. Il s'agit d'une variante de la suite
de Thue-Morse dé�nie à l'exemple 2. Notons ftm3(z) :=

∑
n≥0 anz

n ∈ Q{z}
la série génératrice associée. Elle est analytique dans le disque unité ouvert.
Par dé�nition, il s'agit d'une série 3-automatique. Comme la suite (an)n≥0 ne
prend qu'un nombre �ni de valeurs entières et qu'elle n'est pas ultimement
périodique, on obtient facilement que ftm3(z) est irrationnelle. D'après le
théorème Ra92, elle est transcendante. Pour α algébrique, 0 < |α| < 1, on se
propose d'étudier la transcendance du nombre automatique ftm3(α). Posons
f1(z) := ftm3(z) et f2(z) :=

∑
n≥0(1 − an)zn. On véri�e sans peine que ces

deux fonctions sont solutions du système 3-mahlérien suivant :(
f1(z)
f2(z)

)
= A(z)

(
f1(z3)
f2(z3)

)
,

où

A(z) :=

(
1 + z z2

z2 1 + z

)
.

Ces deux fonctions satisfont également à la relation linéaire f1(z) + f2(z) =
1/(1− z).

Le déterminant de A(z) n'a qu'une racine dans le disque unité ouvert,
il s'agit du point φ := (1 −

√
5)/2. On peut donc déterminer explicitement

l'ensemble des points singuliers de notre système. C'est l'ensemble

S :=
{
φ1/3l | l ≥ 1

}
.

Au point φ, on a(
f1(φ)
f2(φ)

)
=

(
1 + φ 1 + φ
1 + φ 1 + φ

)(
f1(φ3)
f2(φ3)

)
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et en particulier f1(φ) = f2(φ). Comme f1(z) + f2(z) = 1/(1 − z), on en
déduit que f1(φ) = −φ/2 ∈ Q(φ), en dépit du fait que les coe�cients de
f1(z) soient des entiers et que f1(z) soit transcendante. En raisonnant par
récurrence, on obtient que ftm3(φ1/3l) ∈ Q

(
φ1/3l

)
pour tout entier l ≥ 1.

Comme nous le verrons dans la section 5.3, les fonctions f1(z) et f2(z)
sont linéairement indépendantes sur Q(z). À l'image de la relation f1(φ) =
f2(φ), les relations de dépendance linéaire entre les valeurs des fonctions f1(z)
et f2(z) apparaissent toutes comme ayant une origine matricielle : elles sont
données par le noyau des matrices Al(φ). Cette origine des relations dépend
en fait du système choisi pour les étudier et on assiste à un principe des
vases communicants, comme l'illustre la remarque suivante. En appliquant
l'astuce de dédoublement du lemme 7, on obtient le système suivant :

f1(z)
f2(z)
f1(z3)
f2(z3)

 = B(z)


f1(z3)
f2(z3)
f1(z9)
f2(z9)

 ,

avec

B(z) :=


z z2 1 + z3 z6

z2 z z6 1 + z3

1 0 0 0
0 1 0 0

 .

On peut véri�er que φ est à présent un point régulier pour ce nouveau
système. Évidemment, le dédoublement du système a créé deux relations
de dépendance linéaire entre les fonctions f1(z), f2(z), f3(z) := f1(z3) et
f4(z) := f2(z3), à savoir,

f1(z)− (1 + z)f3(z)− z2f4(z) = 0 et f2(z)− z2f3(z)− (1 + z)f4(z) = 0 .

Les fonctions f1(z), f2(z), f3(z) et f4(z) sont donc à présent linéairement
dépendantes sur Q(z) et il n'y a pas de contradiction. La relation linéaire
f1(φ) = f2(φ) apparaît dans ce nouveau système comme ayant une origine
fonctionnelle. Elle est la spécialisation au point z = φ de la relation 2-orbitale

f1(z)− f2(z)− (1 + z − z2)f1(z3) + (1 + z − z2)f2(z3) = 0 .

4.3 Démonstrations des théorèmes 7, 8 et 9

Dans cette partie, nous utilisons le théorème 2, pour en déduire les théo-
rèmes 9, 8, puis 7.

Preuve du Théorème 9. Fixons un entier l comme donné dans l'énoncé. On
a  f1(z)

...
fm(z)

 = Al(z)

 f1(zq
l
)

...
fm(zq

l
)

 , (31)
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et l'hypothèse faite sur l assure que le point αq
l
est régulier pour ce système.

Dans la suite, quitte à remplacer q par ql et A par Al, on supposera que
l = 1 et donc que αq est un point régulier pour le système de départ.

Notons d l'ordre maximal des pôles des coe�cients de la matrice A(z) au
point α. Nous allons raisonner par récurrence sur l'entier d.

Si d = 0, alors α n'est pas un pôle de A(z) et il n'y a rien à faire.

On suppose à présent que la propriété est vraie jusqu'à l'entier d − 1 et
que α est un pôle d'ordre d ≥ 1 pour A(z). Notons que chaque coe�cient de
A(z) peut s'écrire sous la forme

P (z)

Q(z)(z − α)k
,

où P et Q sont des polynômes, Q(α)P (α) 6= 0 et k ≤ d. À multiplication
par une constante près, les polynômes P et Q sont uniques. En notant T (z)
le plus petit commun multiple de ces polynômes Q, on peut décomposer la
matrice A(z) de la manière suivante :

A(z) = T (z)−1

(
A0(z) +

A1

z − α
+ · · ·+ Ad

(z − α)d

)
,

où A0(z) est une matrice à coe�cients dans K[z] et où les Ai, 1 ≤ i ≤ d,
sont des matrices à coe�cients dans K et Ad 6= 0. En multipliant la relation
(31) par (z − α)d et en évaluant en α, on trouve

Ad

 f1(αq)
...

fm(αq)

 = 0 ,

puisque les fonctions fi sont toutes dé�nies en α. Comme αq est un point
régulier pour le système mahlérien associé à A(z), le théorème 2 implique
l'existence d'une matrice C(z), à coe�cients dans Q[z], telle que

C(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 = 0, et C(α) = Ad . (32)

L'argument de descente que l'on a déjà utilisé dans la démonstration du
lemme 8 montre alors que l'on peut en fait choisir C(z) à coe�cients dans
K[z]. On peut donc écrire

Ad = C(z) + (z − α)D(z) ,

où D(z) est une matrice à coe�cients dans K[z]. Posons alors

B0(z) := A(z)− T (z)−1 C(z)

(z − α)d
·
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Pour B0(z), α est un pôle d'ordre d− 1 et on a f1(z)
...

fm(z)

 = B0(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 .

Pour l'instant, rien ne garantit que la matrice B0(z) est régulière en αq,
ni même qu'elle est inversible. On montre à présent que l'on peut modi�er
légèrement la matrice B0(z) pour que ce soit le cas. Par hypothèse la matrice
A(z) est inversible sur le disque épointé D(0, ρ)?. Le déterminant de cette
matrice est ainsi une fraction rationnelle ne s'annulant pas sur le disque
épointé D(0, ρ)?. Notons ‖ · ‖ la norme in�nie sur l'espace des matrices. Il
existe un entier N0 tel que toute matrice E deMn(Q) pour laquelle il existe
ξ ∈ D(0, ρ)? tel que

‖A(ξ)− E‖ < |ξ|N0 ,

est inversible. D'autre part, la matrice C(z) est à coe�cients dans K[z]. Il
existe donc un entier M tel que

‖C(ξ)‖ < M

pour tout ξ ∈ D(0, ρ). On s'intéresse maintenant au développement en série
de Laurent de la fraction rationnelle (T (z)(z − α)d)−1

1

T (z)(z − α)d
=

∞∑
l=−r

clz
l .

La série z−N0
∑

l≥N0
clz

l converge absolument sur le compact D(0, ρ). Il

existe donc un entier N1 ≥ N0 tel que, pour tout ξ ∈ D(0, ρ),∣∣∣∣∣∣z−N0
∑
l≥N1

clz
l

∣∣∣∣∣∣ < 1

M
.

Notons alors

Q(z) :=

N1−1∑
l=−r

clz
l ∈ K[z, z−1]

et posons

B1(z) := B0(z) +Q(z)C(z) = A(z) +

(
Q(z)− 1

T (z)(z − α)d

)
C(z) .
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Par construction on a, pour tout ξ ∈ D(0, ρ)?,

‖B1(ξ)−A(ξ)‖ ≤
∥∥∥∥(Q(ξ)− 1

T (ξ)(ξ − α)d

)
C(ξ)

∥∥∥∥
≤

∣∣∣∣∣∣
∑
l≥N1

clξ
l

∣∣∣∣∣∣× ‖C(ξ)‖

< |ξ|N0

La matriceB1 est donc inversible sur le disque épointéD(0, ρ)?. Par construc-
tion de la matrice C(z), la matrice B1(z) satisfait elle aussi au système f1(z)

...
fm(z)

 = B1(z)

 f1(zq)
...

fm(zq)

 ,

et le point αq est régulier pour ce système. En�n, α est un pôle d'ordre au
maximum d− 1, pour la matrice B1(z), comme souhaité. 3

En appliquant l'hypothèse de récurrence à ce système, on obtient l'exis-
tence d'une matrice B(z) satisfaisant aux propriétés voulues. Cela conclut
la démonstration de la première partie du théorème.

Supposons à présent que les fonctions f1(z), . . . , fm(z) soient linéairement
indépendantes sur K(z). D'après ce que l'on vient de démontrer, on peut
trouver une matrice B(z) de sorte que f1(z)

...
fm(z)

 = B(z)

 f1(zq
l
)

...
fm(zq

l
)


et que α ne soit pas un pôle de B(z). D'autre part, on a également : f1(z)

...
fm(z)

 = Al(z)

 f1(zq
l
)

...
fm(zq

l
)

 .

Par di�érence, on obtient donc

(
B(z)−1 −Al(z)−1

) f1(z)
...

fm(z)

 = 0 .

3. On montrera plus tard que cette démonstration fournit une méthode permettant de
déterminer une telle matrice B1(z). En e�et, le théorème 11 énoncé ci-dessous permet de
calculer une matrice C(z) comme en (32). Il su�t ensuite de déterminer de façon explicite
un entier N1 convenable a�n d'en déduire B1(z).
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Les fonctions f1(z), . . . , fm(z) étant linéairement indépendantes sur K(z),
cela implique que

Al(z) = B(z) ,

comme voulu.

Remarque 3. Notons a contrario que si les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont
linéairement dépendantes sur K(z), on peut toujours les obtenir comme so-
lution d'un système mahlérien ayant un pôle au point α. En e�et, la dépen-
dance linéaire des fonctions fi implique l'existence d'une matrice non nulle
C(z) telle que

C(z)

 f1(z)
...

fm(z)

 = 0 .

Les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont alors solutions du système mahlérien as-
socié à la matrice

B(z) := A(z) +
1

(z − α)r
C(z) .

En choisissant l'entier r assez grand, on peut toujours garantir que B(z) ∈
GLn(K(z)) et que α est un pôle de B(z).

Nous allons maintenant démontrer le théorème 8.

Preuve du Théorème 8. Soient α un nombre algébrique non nul et l un entier
tel que |αql | < ρ. Supposons que α ne soit pas un pôle de Al(z). Rappelons
que notre objectif est de montrer l'égalité suivante :

RelK(f1(α), . . . , fm(α)) = kerKAl(α) + evα
(
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

)
.

Notons tout d'abord que l'inclusion ⊃ est banale. Pour démontrer l'in-
clusion inverse, �xons λ := (λ1, . . . , λn) ∈ RelK(f1(α), . . . , fm(α)). Posons
également f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))>. En itérant le système mahlérien, on
trouve

0 =

m∑
i=1

λifi(α)

= λf(α)

= λAl(α)f(αq
l
) .

Le point αq
l
étant par hypothèse régulier, le théorème 2 implique que

λAl(α) ∈ ev
αql
(
RelK(z)(f(z)

)
. (33)

Nous allons montrer l'inclusion d'espaces vectoriels suivante :

ev
αql
(
RelK(z)(f(z))

)
⊂ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
Al(α) . (34)
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En e�et, si v(z) = (v1(z), . . . , vn(z)) ∈ RelK(z)(f(z)), alors, on a

0 =
m∑
i=1

vi(z
ql)fi(z

ql)

= v(zq
l
)f(zq

l
)

= v(zq
l
)Al(z)

−1f(z) .

On en déduit que v(zq
l
)Al(z)

−1 ∈ RelK(z)(f(z)), ou encore que

v(zq
l
) ∈ RelK(z)(f(z))Al(z) .

En évaluant en α, il vient

v(αq
l
) = evα(v(zq

l
)) ∈ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
Al(α) ,

ce qui montre l'inclusion (34).

D'après (33) et (34), il existe un vecteur µ ∈ evα
(
RelK(z)(f(z))

)
tel que

λAl(α) = µAl(α) .

Ainsi, on obtient bien le résultat souhaité, à savoir : λ = (λ − µ) + µ, où
(λ− µ) ∈ kerKAl(α) et µ ∈ evα

(
RelK(z)(f(z))

)
.

Nous sommes à présent en mesure de prouver le théorème 7.

Démonstration du théorème 7. Comme les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont q-
mahlériennes, on peut trouver des fonctions fm+1(z), . . . , fn(z) et une ma-
trice A(z) ∈ GLn(K(z)) telles que f1(z)

...
fn(z)

 = A(z)

 f1(zq)
...

fn(zq)

 .

D'après le théorème 9, quitte à changer q en ql et à modi�er la matrice
A(z), on peut supposer que α n'est pas un pôle de A(z) et que αq est un
point régulier pour ce système. Étant donné un corps K0, on note

EK0 := {(w1, . . . , wn) ∈ Kn
0 | wm+1 = · · · = wn = 0} .

Ainsi,

RelQ(f1, (α), . . . , fm(α)) = π
(

RelQ(f1(α), . . . , fn(α)) ∩ EQ

)
,

et
RelK(f1, (α), . . . , fm(α)) = π (RelK(f1(α), . . . , fn(α)) ∩ EK) ,

(35)
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où π désigne la projection des m premières coordonnées de Cn dans Cm. Le
théorème 8 implique alors l'égalité suivante :

RelQ(f1, (α), . . . , fn(α)) = kerQA(α) + evα

(
RelQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)

)
.

Comme la matrice A(z) est à coe�cients dans K(z), on a :

kerQA(α) = VectQ (kerKA(α)) .

D'autre part, les fonctions fi étant à coe�cients dans K, on a également
que :

RelQ(z)(f1(z), . . . , fn(z)) = VectQ(z)

(
RelK(z)(f1(z), . . . , fn(z))

)
.

En�n, on a EQ = VectQ(EK). On a donc

RelQ(f1, (α), . . . , fn(α)) ∩ EQ = VectQ (RelK (f1, (α), . . . , fn(α)) ∩ EK)

et l'égalité (35) entraîne alors que

RelQ (f1, (α), . . . , fm(α)) = VectQ (RelK(f1, (α), . . . , fm(α))) ,

comme souhaité.

4.4 Relations algébriques orbitales

Les théorèmes 8 et 9 montrent qu'en tout point algébrique non nul, les
relations entre valeurs de fonctions mahlériennes sont de deux types : celles
qui proviennent de la matrice du système et celles qui proviennent des fonc-
tions, par spécialisation. Le théorème 9 et le lemme 7, montrent alors que,
quitte à itérer et à grossir le système, on peut toujours se ramener à un cas
où les relations, en tous points, proviennent de relations fonctionnelles. On
est contraint cependant de considérer simultanément toutes les fonctions in-
tervenant dans ce dernier système mahlérien et plus seulement les fonctions
de départ. Si on considère des fonctions q-mahlériennes f1(z), . . . , fr(z) quel-
conques, provenant éventuellement de systèmes di�érents, les relations entre
les valeurs aux points algébriques de ces fonctions peuvent donc provenir de
relations fonctionnelles entre beaucoup plus de fonctions. En réalité, on va
voir que l'on peut toujours faire en sorte que ces fonctions supplémentaires
soient les fonctions fi(zq

k
), k ∈ N, 1 ≤ i ≤ r. Autrement dit, les seules re-

lations algébriques entre les valeurs de fonctions q-mahlériennes en un point
algébrique non nul, sont des spécialisations des relations q-orbitales entre ces
fonctions. C'est l'esprit du théorème 3 énoncé dans l'introduction, que nous
ré-écrivons ici. Notons que, bien qu'il soit une conséquence immédiate des
résultats énoncés dans [13], ce théorème n'avait pas été écrit jusque-là.

71



Théorème 3. Soient f1(z), . . . , fr(z) des fonctions q-mahlériennes. Soit α ∈
Q, 0 < |α| < 1, un nombre qui n'est pôle d'aucune de ces fonctions. Soit P ∈
Q[X1, . . . , Xr] un polynôme homogène tel que P (f1(α), . . . , fr(α)) = 0. Alors,
il existe un entier m et un polynôme Q ∈ Q[z,X1, . . . , Xr(m+1)] homogène,
tel que

Q
(
z, f1(z), . . . , fr(z), f1(zq), . . . , fr(z

q), . . . , f1(zq
m

), . . . , fr(z
qm)
)

= 0 ,

et
Q(α,X1, . . . , Xr(m+1)) = P (α,X1, . . . , Xr) .

Insistons bien sur les deux di�érences entre les hypothèses de ce théo-
rème et celles du théorème 2 : le théorème 3 ne requiert la donnée d'aucune
équation mahlérienne et aucune restriction n'est imposée quant au choix du
point α.

Démonstration. On considère une équation q-mahlérienne homogène pour
chacune des fonction fi(z). En regroupant ces équations dans un seul sys-
tème, on trouve un système q-mahlérien dont les coordonnées sont les fonc-
tions fi(zq

k
), 1 ≤ i ≤ m, k ≤ t, pour un certain entier t. Quitte à changer q

en q`, pour un certain entier `, on peut supposer, que les fonctions fi(zq
k
),

1 ≤ i ≤ m, k ≤ t, sont toutes dé�nies au point α. Quitte à changer q en q`,
pour un certain entier `, et la matrice du système, on peut supposer, grâce au
théorème 9 que α n'est pas un pôle du système et que le point αq est régulier.
Alors, en utilisant la construction du lemme 7, on peut trouver un système
plus gros, contenant uniquement des fonctions de la forme fi(zq

k
), k ≤ n,

pour un certain entier n, pour lequel le point α est régulier. En appliquant
le théorème 2 on trouve le résultat souhaité.

En somme, les seules relations pouvant exister entre les valeurs de fonc-
tions q-mahlériennes sont les relations qui étaient déjà codées par les fonc-
tions elles-même et l'opérateur z 7→ zq.

L'entier m du théorème 3 dépend bien sûr de l'ordre de l'équation q-
mahlérienne homogène minimale de chacune des fonctions. Il dépend égale-
ment de l'entier l à partir duquel on a αq

l
< ρ, où ρ est choisi comme dans les

théorèmes 8 et 9. Il dépend en�n, du nombre de fois que l'on doit appliquer
l'astuce du dédoublement de la matrice du lemme 7, a�n que le point α ne
soit plus une singularité du système. En particulier, l'entier m dépend du
point α choisi et n'est pas borné a priori, quand α parcourt le disque unité
épointé.

Exemple 19. L'exemple 14 illustre bien ce phénomène. On voit que la re-
lation f

(
1
2

)
= 0 est une spécialisation en z = 1

2 de la relation orbitale

f(z) = (1− 2z)f(z2)

72



Exemple 20. Modi�ons légèrement l'exemple 14 et regardons la solution
analytique de l'équation inhomogène d'ordre 1

f(z) =

(
1

2
− z
)
f(z2) +

(
1

2
− z
)
. (36)

Le fait qu'une telle solution existe et est unique est une conséquence du
lemme 18, que nous présenterons au chapitre II. On a, bien sûr f

(
1
2

)
= 0.

Cependant, la relation (36) n'est pas une relation orbitale. Pour exhiber une
relation orbitale, on construit d'abord une équation mahlérienne homogène
satisfaite par f(z) :

(2− 4z2)f(z) = (3− 6z− 2z2 + 4z3)f(z2)− (1− 2z− 2z3 + 4z3)f(z4) . (37)

Comme les polynômes (3− 6z− 2z2 + 4z3) et (1− 2z− 2z3 + 4z3) s'annulent
au point 1

2 , la relation f
(

1
2

)
= 0 est bien une spécialisation en z = 1

2 de la
relation orbitale (37).

4.5 Conséquences sur le développement des nombres algé-
briques dans une base non entière

Un aspect important du théorème 1 est le fait qu'il fournit une démonstra-
tion de la conjecture Co68, qui elle-même permet de redémontrer le théorème
AB07b, établissant la transcendance des nombres automatiques irrationnels.
Dans la première preuve du théorème AB07b, Adamczewski et Bugeaud [2]
avaient pu élargir leur résultat au développement des nombres algébriques
dans certaines bases non entières.

Soit β > 1 un nombre réel non entier. On dé�nit l'application Tβ sur
[0, 1] par Tβ : x 7−→ βx mod 1. Le β-développement d'un nombre x ∈ [0, 1[,
est alors dé�ni par :

(x)β := 0.x1x2 · · · ,

où xi = bβT i−1
β (x)c. Ce développement coïncide avec celui obtenu en ut-

lisant l'algorithme glouton. Les chi�res xi appartiennent à {0, 1, . . . , bβc}.
Un exemple classique est le développement en base ϕ (le nombre d'or), où
le corps Q(ϕ) est précisément le corps des nombres ayant un développe-
ment périodique en base ϕ. Dans ce cas précis, la di�érence avec une base
entière n'est pas �agrante. Cependant, de façon générale, l'étude des bases
algébriques est bien plus complexe que celle des bases entières. Le plus sou-
vent, on ne sait par exemple même pas caractériser les nombres ayant un
β-développement ultimement périodique. Certaines bases, comme la base
3/2, semblent particulièrement retorses et nos connaissances sont alors très
limitées.

Soit β un nombre de Pisot (resp. de Salem), i.e., un entier algébrique
de module strictement plus grand que 1, dont les conjugués sont de module
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strictement inférieur à 1 (resp. inférieur ou égal à 1). Adamczewski et Bu-
geaud [2], ont montré que si un nombre algébrique a un β-développement
automatique, alors ce nombre appartient à Q(β). Leur preuve, qui repose
sur l'utilisation du théorème du sous-espace, ne permet pas d'étendre leur
résultat au delà des nombres de Pisot ou de Salem. En e�et, ces nombres,
avec les entiers, sont caractérisés par le fait que leur hauteur est égale à leur
module. Cette propriété s'avère être indispensable dans l'utilisation du théo-
rème du sous-espace. Quand on considère le β-développement, pour un réel
β > 1 algébrique quelconque, le théorème du sous-espace permet uniquement
d'obtenir le résultat suivant [5].

Théorème ABL07 (Adamczewski, Bugeaud, Luca, 2007). Soient α, 0 <
|α| < 1 un nombre algébrique et K un corps contenant α et tous ses conju-
gués. Notons | · |1 := | · |, | · |2, . . . , | · |s l'ensemble des normes sur K pour
lesquelles α est de module inférieur à 1. Soit (an)n∈N une suite automatique.
Notons ξ1, . . . , ξs les limites de la somme partielle

N∑
n=0

anα
n

pour chacune des normes | · |1, . . . , | · |s. Alors, on a l'alternative suivante :
soit ξ1 ∈ Q(α), soit l'un des nombres ξ1, . . . , ξs est transcendant.

Ainsi, par exemple, si (an)n∈N est une suite automatique et si la somme∑
n≤N an

(
3
2

)n
converge à la fois vers un nombre algébrique ξ dans C, pour

la norme usuelle, et vers un nombre algébrique dans Q3, pour la norme 3-
adique, alors, ξ est un nombre rationnel.

La classe des séries f(z) auxquelles on peut appliquer la méthode de Mah-
ler est plus restreinte, car elle requiert la présence d'une équation fonction-
nelle. Cependant, lorsqu'elle s'applique, elle permet d'obtenir des résultats
de transcendance pour toutes les bases algébriques et pas seulement celles
qui sont des nombres de Pisot ou de Salem. Le théorème 1 donne directement
le résultat suivant.

Corollaire 10. Soient β > 1 un nombre algébrique réel et α un nombre réel
algébrique n'appartenant pas à Q(β). Alors le β-développement de α ne peut
être engendré par un automate �ni.

Ainsi, par exemple, le développement de
√

2 en base 3/2 ne peut être
engendré par un automate �ni. De manière générale, quand β ∈ Q, le β-
développement d'un nombre algébrique irrationnel ne peut pas être engendré
par un automate �ni.
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5 Relations entre fonctions q-mahlériennes

Le théorème 3 montre que les seules relations entre les valeurs de fonc-
tions q-mahlériennes, en un point algébrique non nul, sont les spécialisations
des relations algébriques entre les fonctions elles-mêmes et leurs itérées q-
mahlériens. Déterminer la nature de ces relations algébriques fonctionnelles
est une tâche délicate. On ne sait pas aujourd'hui les décrire en toute gé-
néralité, bien que les développements récents de la théorie de Galois des
systèmes mahlériens aient permis d'e�ectuer des progrès dans ce domaine.
Par contraste, nous avons montré que la détermination des relations linéaires
entre fonctions q-mahlériennes (ou de manière équivalente la détermination
des relations algébriques de degré �xé) peut se faire de manière totalement
e�ective.

5.1 Relations algébriques entre fonctions q-mahlériennes

Il n'existe pas à l'heure actuelle de résultats généraux permettant de
déterminer les relations algébriques entre fonctions q-mahlériennes. Dans les
années 70, ce sont principalement les relations algébriques entre les fonctions
mahlériennes satisfaisant à une équation inhomogène d'ordre 1 qui ont été
étudiées. La théorie de Galois permet aujourd'hui de traiter les systèmes de
taille 2. Il n'existe cependant aucun résultat général pour les systèmes de
taille supérieure.

Le cas des équations inhomogènes d'ordre 1. Dans les années 70,
plusieurs résultats ont été établis concernant l'indépendance algébrique de
fonctions mahlériennes solutions d'une équation inhomogène d'ordre 1. Le
plus général d'entre eux a été obtenu par Kubota [58].

Théorème Ku77 (Kubota, 1977). Notons H :=
{
p(zq)
p(z) : p(z) ∈ Q(z)

}
.

Soient fi,j(z), 1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤ ni, des fonctions satisfaisant à des
équations de la forme

fi,j(z) = ai(z)fi,j(z
q) + bi,j(z) ,

où

• ai(z) ∈ Q(z), bi,j(z) ∈ Q(z), 1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤ ni,

• ai(z) 6= 0, 1 ≤ i ≤ h,

• ai(z)
ai′ (z)

/∈ H, quel que soit i 6= i′, 1 ≤ i, i′ ≤ h.

Supposons que les fonctions fi,j(z), 1 ≤ i ≤ h, 1 ≤ j ≤ ni, soient algébri-
quement dépendantes sur Q(z). Alors, il existe des nombres algébriques non
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tous nuls θi,j, 1 ≤ j ≤ ni, des fractions rationnelles p1(z), . . . , pm(z) ∈ Q(z)
et des entiers relatifs non tous nuls m1, . . .mh , tels que

ai(z)pi(z
q)− pi(z) =

ni∑
j=1

θi,jbi,j(z) ,

et
h∏
i=1

 ni∑
j=1

θi,jfi,j(z)− pi(z)

mi

∈ Q(z) .

Ce théorème de Kubota donne un critère e�cace pour démontrer l'indé-
pendance algébrique de fonctions mahlériennes satisfaisant à des équations
inhomogènes d'ordre 1.

Exemple 21. On considère la série de Thue-Morse ftm(z) dé�nie à l'exemple
6 et la série de Fredholm f2(z) dé�nie à l'exemple 12. Elles satisfont aux
équations suivantes

ftm(z) = (1− z)ftm(z2) +
z

1− z2
, et f2(z) = f2(z2) + z .

Pour prouver leur indépendance algébrique, il su�t de démontrer que le
dernier point du théorème Ku77 ne peut être satisfait. On peut montrer
qu'il n'existe pas de fraction rationnelle p(z) telle que

p(z)− p(z2) = z .

En e�et, pour une telle fraction rationnelle on aurait :

p(z)− f2(z) = p(z2)− f2(z2) .

Les seuls éléments de Q{z} invariants par la transformation z 7→ z2 étant
les éléments de Q, on aurait p(z) = f2(z) + θ, θ ∈ Q, ce qui est impossible si
p(z) ∈ Q(z), puisque f2(z) est transcendante. Comme ftm(z) est également
transcendante, la dernière égalité du théorème Ku77 ne peut être satisfaite
et les fonctions ftm(z) et f2(z) sont donc algébriquement indépendantes.

Systèmes d'ordres supérieurs. En 1990, Ku. Nishioka [85] a établi un
premier critère d'indépendance algébrique pour les systèmes mahlériens de
taille 2, lui permettant notamment d'obtenir l'indépendance algébrique des
fonctions fbs(z) et fbs(z2), de l'exemple 13. En 2012, dans [90], elle étend
son critère a�n de pouvoir considérer simultanément plusieurs systèmes mah-
lériens de taille 2. Nous ne détaillerons pas les résultats qu'elle obtient ici,
ceux-ci étant relativement techniques, mais donnerons seulement un exemple
de leurs conséquences.
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Exemple 22. La suite de Rudin-Shapiro est la suite dont le n-ième terme
vaut 1 si le nombre d'occurrences du facteur 11 dans l'écriture binaire de n
est paire et −1 sinon. Sa série génératrice frs(z) satisfait au système suivant(

frs(z)
frs(−z)

)
=

(
1 z
1 −z

)(
frs(z

2)
frs(−z2)

)
.

D'après [90], les fonctions frs(z), frs(−z), et les fonctions fbs(z) et fbs(z2)
de l'exemple 11 sont algébriquement indépendantes. Les systèmes associés à
frs(z) et fbs(z) n'ont aucune singularité. D'après le théorème de Nishioka,
en tout point algébrique α du disque unité épointé, les nombres

frs(α), frs(−α), fbs(α), fbs(α
2) ,

sont algébriquement indépendants.

Plus récemment, les travaux sur la théorie de Galois des équations aux
di�érences ont permis d'établir de nouveaux critères d'indépendance algé-
brique entre les coordonnées d'un vecteur solution d'un système mahlérien.
On peut résumer l'esprit de ces critères de la façon suivante.

Principe (Indépendance algébrique et groupe de Galois). Le groupe de
Galois d'un système mahlérien code l'ensemble des relations algébriques entre
les coordonnées d'un vecteur solution du système.

Nous ne dé�nirons ici ni ce qu'est le groupe de Galois d'un système mah-
lérien, ni la manière dont celui-ci code les relations algébriques entre les solu-
tions du système. Nous renvoyons la lectrice et le lecteur à la littérature sur
le sujet, notamment l'article [94], mais aussi [111] et [46]. Actuellement, on
ne sait calculer systématiquement le groupe de Galois que pour les systèmes
de taille 2 (voir [95]).

5.2 Relations linéaires entre solutions d'un système mahlé-
rien

Jusqu'aux travaux présentés ici, à notre connaissance, aucun résultat ne
porte spéci�quement sur les relations linéaires entre fonctions mahlériennes.
La raison en est probablement qu'avant 2015 et les résultats de Philippon
[92], les énoncés portant sur les valeurs de fonctions mahlériennes ne s'ex-
primaient qu'en termes de relations algébriques. À l'inverse des relations
algébriques, la détermination des relations de dépendance linéaire sur Q(z)
entre les coordonnées d'un vecteur solution d'un système mahlérien, est une
tâche que l'on peut réaliser de manière à la fois élémentaire et e�ective.

Fixons, pour toute cette section, les notations suivantes. Soient K un
corps de nombres et f1(z), . . . , fm(z) ∈ K{z} des fonctions analytiques. Rap-
pelons que l'on note

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) :=

{
(w1, . . . , wm) ∈ K(z)m :

m∑
i=1

wifi = 0

}
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le K(z)-espace vectoriel des relations linéaires sur K(z) entre les fonctions
f1(z), . . . , fm(z). Notons f(z) le vecteur colonne dont les coordonnées sont
les fonctions f1(z), . . . , fm(z) et décomposons

f(z) =:

∞∑
i=0

f iz
i ∈ Km[[z]] ,

où f i désigne le vecteur colonne de Km dont les coordonnées correspondent
aux i-èmes coe�cients des fonctions f1(z), . . . , fm(z). Notons K[z]h l'en-
semble des polynômes à coe�cients dans K de degré au plus h et

RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) = (K[z]h)m ∩ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ,

le K-espace vectoriel des relations linéaires entre f1(z), . . . , fm(z) dont les
coe�cients sont des polynômes de degré inférieur ou égale à h. Étant donnés
deux entiers c et h, on dé�nit la matrice

S(h, c,f) :=


f0 f1 · · · fh · · · f c

0 f0
. . . . . . . . . f c−1

...
. . .

...
0 · · · 0 f0 · · · f c−h

 .

On pose

kerKS(h, c,f) :=
{
λ ∈ (Km)h+1 | λS(h, c,f) = 0

}
.

On dé�nit également l'isomorphisme ϕh : (Km)h+1 → (K[z]h)m par

ϕh(w0, . . . ,wh) =

h∑
i=0

wiz
i .

On omettra la dépendance en h dans la suite, le notant simplement ϕ.
Le résultat suivant permet alors de déterminer de façon e�ective l'espace
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) quand f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))> est un vecteur
solution d'un système mahlérien.

Théorème 11. Supposons que f(z) soit solution d'un système du type (4).
Notons b(z) le plus petit multiple commun aux dénominateurs des coe�cients
de A(z), d le maximum des degrés des coe�cients de la matrice b(z)A(z) et
ν la valuation en 0 du polynôme b(z). Soient h := 4md et

c :=


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1

 ·
On a :

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . fm(z))

)
= VectK(z) (ϕ (kerK S(h, c,f))) .
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Ainsi, une base de RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) est composée de relations
dont le degré est inférieur à h. On peut calculer e�ectivement ces relations
en exhibant une base du noyau de la matrice S(h, c,f). Si l'on souhaite
seulement déterminer si les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéairement in-
dépendantes on peut le faire de façon moins coûteuse en temps de calculs,
comme le montre le résultat suivant.

Théorème 12. Soient f1(z), . . . , fm(z), b(z), A(z), d et ν choisis comme
dans le théorème 11. Soient h := bd/(q − 1)c et

c :=


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1

 ·
On a les équivalences suivantes :

(i) RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) 6= {0},

(ii) RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) 6= {0},

(iii) kerK S(h, c,f) 6= {0}.

Autrement dit, si les fonctions f1(z), . . . , fm(z) sont linéairement dépen-
dantes sur K[z], il existe une relation de petit degré. Le reste de cette section
est consacré aux démonstrations des théorèmes 11 et 12. On montre d'abord
le lemme de zéro suivant.

Lemme 9. Soient f1(z), . . . , fm(z), b(z), A(z), d et ν choisis comme dans le
théorème 11. Soient h un entier et w(z) = (w1(z), . . . , wm(z)) ∈ (K[z]h)m.
Si la valuation en z = 0 de la série

s(z) :=

m∑
i=1

wi(z)fi(z)

est strictement supérieure à
q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1


alors la série s(z) est identiquement nulle.

Démonstration. Supposons par l'absurde que la valuation en z = 0 de la
série s(z) soit �nie et égale à

M >


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1

 . (38)
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On montre tout d'abord qu'on peut se ramener au cas où b(z) = zν . En e�et,
écrivons b(z) = γzνβ(z), avec γ ∈ K, β(z) ∈ K[z] et β(0) = 1, et posons

u(z) :=
∞∏
i=0

β(zq
i
) .

On a alors u(z) = γ−1z−νb(z)u(zq) et, en posant f̃(z) := u(z)f(z), on véri�e
que f̃(z) est solution du système

f̃(z) = z−νÃ(z)f̃(zq),

où Ã(z) = γ−1b(z)A(z) est une matrice à coe�cients dans K[z]. Comme la
valuation en z = 0 de la série u est nulle, celle de s̃(z) := w(z)f̃(z) reste
égale à M . Dans la suite, nous supposerons donc que b(z) = zν et nous
noterons

Ã(z) = zνA(z) ∈Mm(K[z]) .

Pour tout entier i, on considère le vecteur suivant :

gi :=

 f i
...

f i−h

 ∈ (Km)h+1 .

On pose également v := ϕ−1(w(z)). L'égalité (38) se ré-écrit{
vgi = 0 ∀i < M ,
vgM 6= 0 ,

(39)

où vgi représente la multiplication matricielle usuelle entre le vecteur ligne
v et le vecteur colonne gi. Notons g(z) :=

∑
giz

i et considérons la matrice
par blocs suivante :

B(z) :=


Ã(z) 0 · · · 0

zÃ(z)
...

...
...

...
...

zhÃ(z) 0 · · · 0

 ∈Mm(h+1)(K[z]) .

On obtient ainsi une nouvelle équation mahlérienne :

g(z) = z−νB(z)g(zq) . (40)

Remarquons au passage que degB ≤ deg Ã + h ≤ d + h. On peut alors
décomposer la matrice B(z) selon les puissances de z

B(z) =

degB∑
i=0

Biz
i ,
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où les matrices Bi appartiennent àMm(h+1)(K). Notons alors

e :=

⌊
degB

q

⌋
+ 1 .

Soit i un entier. On considère l'unique couple d'entiers (s, j) tel que i =
qs+ j−ν et 0 ≤ j < q. L'identi�cation des termes en zi dans l'équation (40)
induit la relation suivante :

gi = gqs+j−ν =

e−1∑
r=0

Bqr+jgs−r ,

où l'on a posé Bl = 0, pour l > degB, et gl = 0, pour l < 0. Fixons n > 0
et choisissons alors i′ un entier tel que i ≤ i′ < i + qn. Si i′ = qs′ + j′ − ν,
avec j′ < q, on a nécessairement s ≤ s′ < s+ n. On a également

gi′ =
e−1∑
r=0

Bqr+j′gs′−r . (41)

Le couple (i, n) étant �xé, Les vecteurs colonne intervenant dans le membre
de droite de (41), quand i′ parcourt l'ensemble {i, . . . , i+ qn− 1}, sont donc
les e+n vecteurs gs−e+1, · · · , gs+n. Dé�nissons alors l'entier n de la manière
suivante :

n :=

⌊
e

q − 1

⌋
+ 1 .

Il est choisi de sorte que qn > e+ n. On considère alors, pour chaque entier
i, le vecteur

Gi =

 gi+qn−1
...
gi

 ∈ Km(h+1)qn .

Remarquons que par dé�nition des gi, on a

Gi :=



f i+qn−1

f i+qn−2
...

f i+qn−h
f i+qn−2

...
f i−h+1


.

Les vecteurs Gi appartiennent donc tous au sous-espace vectoriel W de
Km(h+1)qn formé des vecteurs de la forme

(x1,x2, · · · ,xh,x2,x3, · · · ,xh+1,x3, · · · ,xqn+h)> ,
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où xl ∈ Km pour tout l. L'identité (41) assure l'existence de q matrices
C0, . . . , Cq−1 ∈Mm(h+1)qn(K) telles que, pour tout entier i, on a :

Gi = CjGs−e+1 , (42)

où i = qs+ j − ν. On considère à présent la suite d'espaces emboîtés

Vl := Vect {G0, . . . ,Gl} ⊂W .

Pour conclure cette démonstration on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 10. Soit a ≥ (ν − d)/(q − 1) un entier. Si

Va = Vq(a+e)−ν−1 ,

alors la suite (Vl)l≥0 est constante à partir du rang a.

Démonstration du lemme 10. Choisissons un entier j < q. Pour tout r, l'éga-
lité (42) implique que

CjGr = Gq(r+e−1)+j−ν .

Si r ≤ a, alors q(r + e− 1) + j − ν ≤ q(a+ e)− ν − 1 et donc

CjGr ∈ Vq(a+e)−ν−1 = Va .

L'action du monoïde engendré par les matrices C0, . . . , Cq−1 stabilise donc
l'espace Va. Prenons maintenant un entier b > a. Comme a ≥ (ν−d)/(q−1),
l'égalité (42) assure l'existence d'indices j1, . . . , jr et d'un entier l ≤ a tels
que

Gb = Cj1 · · ·CjrGl .

Donc Gb ∈ Va, ce qui termine la démonstration.

Nous sommes à présent en mesure d'achever la preuve du lemme 9. Les
vecteurs Gi appartiennent tous à l'espace W . Un calcul rapide montre que
la dimension de cet espace n'excède pas m(h+ qn). Partant de

a =
⌈
(ν − d)(q − 1)−1

⌉
,

et en appliquant m(h+ qn) fois, de façon récursive, le lemme 10, on obtient
que la suite d'espaces vectoriels emboîtés Vl est nécessairement constante à
partir du rang ⌈

qm(h+qn)(qe− d) + ν − qe
q − 1

⌉
.
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En remplaçant e et n par leurs valeurs respectives, on obtient que

M >


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1


≥

⌈
qm(h+qn)(qe− d) + ν − qe

q − 1

⌉
.

La suite (Vl)l∈N est donc constante à partir du rang M − 1 et donc GM ∈
VM−1.

D'après (39), le vecteur v = (w0, . . . ,wh) ∈ (Km)h+1 est tel que

vgi = 0 ,

pour tout entier i < M . Posons u := (v, · · · ,v) ∈ Km(h+1)qn. Il vient alors
que

uGi = 0 ,

pour tout i < M . Le vecteur u appartient donc à l'orthogonal de VM−1.
Mais comme GM ∈ VM−1, le vecteur u est aussi orthogonal au vecteur GM

et donc uGM = 0. En considérant les n(h + 1) dernières coordonnées des
vecteurs GM et u, on voit que cette dernière égalité implique

vgM = 0 ,

ce qui contredit (39). Cela termine la démonstration.

Le lemme suivant assure l'existence, lorsque les fonctions f1(z), . . . , fm(z)
sont linéairement dépendantes sur K(z), d'une relation de dépendance li-
néaire de petit degré.

Lemme 11. Soient f1(z), . . . , fm(z), b(z), A(z) et d choisis comme dans
le théorème 11. Supposons que les fonctions f1(z), . . . , fm(z) soient linéaire-
ment dépendantes sur K(z). Soit h := bd/(q−1)c. Alors, il existe un vecteur
non nul w(z) := (w0(z), . . . , wm(z)) ∈ (K[z]h)m tel que

m∑
i=1

wi(z)fi(z) = 0 .

Démonstration. Soient h le degré de la plus petite relation linéaire non tri-
viale sur K[z] entre les fonctions f1(z), . . . , fm(z) et w(z) le vecteur des
coe�cients d'une telle relation. Posons Ã(z) = b(z)A(z), de sorte que Ã(z)
est à coe�cients dans K[z]. En utilisant la relation fonctionnelle (4), on écrit

0 = w(z)f(z)

= w(z)A(z)f(zq)

= w(z)Ã(z)f(zq) .
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On peut décomposer le vecteur w(z)Ã(z) ∈ K[z]n selon les restes de puis-
sances de z modulo q. On obtient alors la décomposition unique suivante :

w(z)Ã(z) =

q−1∑
i=0

zivi(z
q) .

L'identité w(z)Ã(z)f(zq) = 0 implique alors que

vi(z)f(z) = 0 ,

pour tout i, 0 ≤ i ≤ q− 1. Comme par hypothèse w(z) est non nul, il existe
un indice i0 tel que le vecteur vi0(z) soit non nul. Notons l le degré maximal
des coe�cients de vi0 . Par minimalité de h, on a l ≥ h. D'autre part, comme
le degré de w(z)Ã(z) est inférieur à h+ d, on a

ql + i0 ≤ h+ d .

On en déduit que qh ≤ h+ d, ce qui permet de conclure.

Nous sommes à présent en mesure de prouver les théorèmes 11 et 12.

Démonstration du théorème 11. Posons h := 4md et

c :=


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1

 ·
Les inclusions

VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)

)
⊂ RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z))

et
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ ϕ (kerK S(h, c,f))

sont immédiates. L'inclusion ϕ (kerK S(h, c,f)) ⊂ RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z))
est quant à elle une reformulation directe du lemme 9. Il ne reste donc plus
qu'à prouver l'inclusion

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)

)
.

Montrer cette inclusion revient à montrer l'existence d'une base de relations
linéaires dont les coe�cients sont des polynômes de degré inférieur à 4md.
Soit r la dimension de l'espace RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)). Nous allons montrer
le résultat par récurrence sur l'entier r.

Si r = 0, il n'y a rien à prouver. Supposons alors l'égalité vraie pour
tout système de la forme (4) lorsque la dimension de l'espace des relations
linéaires entre les fonctions vaut r − 1. Supposons que

dim RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = r .
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On va réduire le système pour se ramener à un système de taille m − 1.

D'après le lemme 11, il existe un vecteur w(z) ∈ (K[z]h0)m, où h0 =
⌊

d
q−1

⌋
,

tel que
w(z)f(z) = w1(z)f1(z) + · · ·+ wm(z)fm(z) = 0 .

On peut supposer, quitte à renuméroter les fonctions, que wm(z) 6= 0. On
fait alors un changement de jauge dans l'équation (4) par la matrice

S(z) =


1 0 · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0
w1(z) w2(z) · · · wm−1(z) wm(z)

 .

On obtient le système
f1(z)
...

fm−1(z)
0

 = S(z)A(z)S(zq)−1


f1(zq)

...
fm−1(zq)

0

 .

Notons B(z) le mineur principal de la matrice S(z)A(z)S(zq)−1, de taille
m− 1. On obtient alors le système mahlérien de taille (m− 1) suivant : f1(z)

...
fm−1(z)

 = B(z)

 f1(zq)
...

fm−1(zq)

 . (43)

Par construction, le polynôme wm(zq)b(z) est un multiple commun aux déno-
minateurs des coe�cients de la matrice B(z). La matrice wm(zq)b(z)B(z) est
donc à coe�cients polynomiaux. On peut majorer le degré de ces polynômes
par

h0q + d ≤ d

q − 1
q + d ≤ d 2q

q − 1
≤ 4d .

Comme wm(z) 6= 0, on a

dim RelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z)) = r − 1

et on peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence au système (43). On
obtient :

RelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm−1(z))

)
,

car 4m−14d = 4md = h. D'autre part, on a

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = RelK(z)(f1(z), . . . , fm−1(z))⊕K(z) K(z).w(z) ,
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et par hypothèse w(z) ∈ RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z)). On en déduit

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) ⊂ VectK(z)

(
RelK[z]h(f1(z), . . . , fm(z))

)
,

comme voulu. Cela conclut la démonstration.

Démonstration du théorème 12. Le théorème 12 découle immédiatement des
lemmes 9 et 11.

Avec le théorème 8 le calcul des relations de dépendance linéaire entre
fonctions mahlériennes se réduit donc au calcul du noyau d'une matrice bien
dé�nie.

5.3 Deux exemples

Étant donnée une fonction mahlérienne f(z) à coe�cients dans un corps
de nombres K, on a à présent tous les outils en main pour trancher explici-
tement l'alternative f(α) ∈ K(α) ou f(α) est transcendant. Illustrons cela
par deux exemples.

Retour sur l'exemple 18. On considère la fonction ftm3(z) =
∑

n anz
n

dé�nie dans l'exemple 18. En posant f1(z) = ftm3(z) et f2(z) =
∑

n(1 −
an)zn, on avait (

f1(z)
f2(z)

)
= A(z)

(
f1(z3)
f2(z3)

)
,

où

A(z) :=

(
1 + z z2

z2 1 + z

)
.

Le théorème 12 va nous permettre de montrer facilement que les fonctions
f1(z) et f2(z) sont linéairement indépendantes sur C(z). Avec les notations
du théorème 12, on a ici m = 2, d = 2, q = 3 et ν = 0. On en déduit que
h = 1 et c = d(314 × 8 − 3)/4e. On véri�e alors que les quatre premières
colonnes 

0
1
0
0

 ,


0
1
0
1

 ,


1
0
0
1

 et


0
1
1
0


de la matrice S(1, d(314 × 8− 3)/4e,f) sont linéairement indépendantes, où
f(z) := (f1(z), f2(z))>. Il suit que kerQ S(1, d(314 × 8 − 3)/4e,f) = {0}, et
ainsi, d'après le théorème 12, les fonctions f1(z) et f2(z) sont linéairement
indépendantes sur Q(z). On a cependant, par dé�nition, la relation a�ne
suivante :

f1(z) + f2(z) =
1

1− z
.
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Rappelons que l'ensemble des points singuliers du système est

E :=
{
φ1/3l | l ≥ 1

}
.

où φ := (1 −
√

5)/2. En un point algébrique α qui n'est pas dans E , le
théorème 2 implique directement que f(α) est transcendant. En e�et, dans le
cas contraire f2(α) serait également algébrique, car f1(z)+f2(z) = 1/(1−z),
et on en déduirait donc une relation linéaire sur Q entre f1(α) et f2(α), ce
qui est impossible puisque f1(z) et f2(z) sont linéairement indépendantes
sur Q(z). Combiné avec les résultats obtenus dans l'exemple 18, on obtient
le résultat suivant.

Proposition 12. Soit α un nombre algébrique, 0 < |α| < 1. On a l'alterna-
tive suivante : soit il existe l ≥ 1 tel que α3l = φ et alors f(α) ∈ Q (α), soit
f(α) est transcendant.

Combinaisons linéaires de valeurs de fonctions mahlériennes. On
considère les quatre suites binaires a1 := (a1,n)n≥0,a2 := (a2,n)n≥0,a3 :=
(a3,n)n≥0 et a4 := (a4,n)n≥0, dé�nies comme suit :

a1,n = 1 ⇐⇒ (n)3 a un nombre pair de 1 et de 2
a2,n = 1 ⇐⇒ (n)3 a un nombre impair de 1 et pair de 2
a3,n = 1 ⇐⇒ (n)3 a un nombre impair de 1 et de 2
a4,n = 1 ⇐⇒ (n)3 a un nombre pair de 1 et impair de 2

Les suites ai, 1 ≤ i ≤ 4 sont 3-automatiques. On considère les séries généra-
trices associées à ces suites, à savoir :

gi(z) :=
∑
n≥0

ai,nz
n, 1 ≤ i ≤ 4 .

Étant donné un nombre algébrique α, 0 < |α| < 1, on se propose de

décrire les vecteurs (ω1, ω2, ω3, ω4) ∈ Q4
pour lesquels le nombre

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α)

est transcendant.

Les fonctions g1(z), g2(z), g3(z) et g4(z) sont solutions du système sui-
vant : 

g1(z)
g2(z)
g3(z)
g4(z)

 =


1 z 0 z2

z 1 z2 0
0 z2 1 z
z2 0 z 1




g1(z3)
g2(z3)
g3(z3)
g4(z3)

 .
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Dans la suite, on notera

g(z) :=


g1(z)
g2(z)
g3(z)
g4(z)

 et A(z) :=


1 z 0 z2

z 1 z2 0
0 z2 1 z
z2 0 z 1

 .

Par dé�nition des suites ai, on a la relation a�ne

g1(z) + g2(z) + g3(z) + g4(z) =
1

1− z
.

Nous allons montrer qu'il n'existe par contre pas de relation linéaire non
triviale entre les gi(z).

Lemme 13. Les fonctions g1(z), g2(z), g3(z) et g4(z) sont linéairement in-
dépendantes sur Q(z).

Démonstration. Comme dans l'exemple précédent, cela découle directement
du théorème 12. Avec les notations du théorème 12, on a ici m = 4, d = 2,
q = 3 et ν = 0. On en déduit que h = 1 et c = d(328 × 8 − 3)/4e. Ainsi,
l'indépendance linéaire des fonctions gi(z) est équivalente à la nullité de
l'espace kerQ S(1, d(328×8−3)/4e, g). La dé�nition des fonctions gi(z) nous
permet de calculer explicitement les premières colonnes de cette matrice. Il
vient pour les huit premières colonnes :

1
0
0
0
0
0
0
0


,



0
1
0
0
1
0
0
0


,



0
0
1
0
0
1
0
0


,



1
0
0
0
0
0
1
0


,



0
0
0
1
1
0
0
0


,



0
0
1
0
0
0
0
1


,



0
0
0
1
0
0
1
0


,



1
0
0
0
0
0
0
1


.

On peut véri�er que ces huit vecteurs sont linéairement indépendants sur
Q. On en déduit que kerQ S(1, d(328 × 8 − 3)/4e, g) = {0}. Le théorème
12 implique alors que les fonctions g1(z), g2(z), g3(z), g4(z) sont linéairement
indépendantes sur Q(z).

Comme dans l'exemple précédent, on voit facilement que le déterminant
de la matrice A(z) a une unique racine dans le disque unité ouvert qui est,
cette fois-ci encore, le nombre φ := (1 −

√
5)/2. Les autres racines sont le

nombre d'or et les deux racines cubiques primitives de l'unité. L'ensemble
des points singuliers de notre système est donc à nouveau l'ensemble{

φ1/3l | l ≥ 1
}
.

Le théorème 8 permet alors de montrer le résultat suivant.
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Proposition 14. Soient α, 0 < |α| < 1, un nombre algébrique et ω :=

(ω1, ω2, ω3, ω4) ∈ Q4
un vecteur de nombres algébriques non tous égaux.

Alors, le nombre

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α)

est algébrique si et seulement si, il existe un entier l ≥ 1 tel que α3l = φ et
ω est de la forme µ+ λ(1, 1, 1, 1) avec µ ∈ kerQAl+1(α) et λ ∈ Q.

Remarque 4. Si au contraire on a ω = (λ, λ, λ, λ) pour un λ ∈ Q, alors

ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α) =
λ

1− α
∈ Q ,

pour tout α ∈ Q, 0 < |α| < 1.

Démonstration. Posons β := ω1g1(α) + ω2g2(α) + ω3g3(α) + ω4g4(α) ∈ Q.
En utilisant la relation g1(z) + g2(z) + g3(z) + g4(z) = 1/(1− z), il vient :

(ω1 − β(1− α)) g1(α) + · · ·+ (ω4 − β(1− α)) g4(α) = 0 .

Par hypothèse, les nombres ωi − β(1 − α) ne sont pas tous nuls. D'autre
part, les fonctions g1(z), g2(z), g3(z) et g4(z) sont linéairement indépendantes
d'après le lemme 13. Donc, d'après le théorème 2, le nombre α ne peut pas
être un point régulier du système. Il existe donc l ≥ 1 tel que α3l = φ. Le
théorème 8 montre alors que le vecteur

µ := (ω1 − β(1− α), ω2 − β(1− α), ω3 − β(1− α), ω4 − β(1− α))

appartient nécessairement à kerQAl+1(α), ce qui permet de conclure.

Remarque 5. Si l'on choisit l = 1, c'est-à-dire si α = φ, on obtient que
kerQA(φ) est de dimension 1, engendré par le vecteur (1, 1,−1,−1). On
en déduit facilement que les nombres g1(φ), g2(φ), g3(φ) et g4(φ) sont tous
transcendants, bien que φ soit une singularité du système. Ce comportement
est donc très di�érent du précédent exemple. En e�et, nous avons vu dans
ce cas que les deux nombres f1(α) et f2(α) sont algébriques pour toute
singularité α.

Ces deux exemples illustrent comment l'alternative d'être transcendant
ou dans un corps de nombres �xé, pour une valeur de fonction mahlérienne,
peut être tranchée de manière e�ective. Nous nous proposons à présent de
détailler les algorithmes permettant de trancher en toute généralité cette
alternative.
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Chapitre II

Aspects algorithmiques de la

méthode de Mahler en une

variable

On a vu dans la section 3 du chapitre I que les relations linéaires entre
valeurs de fonctions mahlériennes, en des points algébriques, proviennent
soit du noyau de la matrice du système, soit des relations linéaires entre les
fonctions elles-mêmes. On a par ailleurs établi l'alternative suivante, pour une
fonction mahlérienne f(z) à coe�cients dans un corps de nombres K : si f(z)
est dé�nie en α ∈ Q, alors f(α) est transcendant, ou appartient au corps de
nombresK(α). Nous allons voir à présent comment trancher cette alternative.
De manière plus générale, nous montrons comment le Q(z)-espace vectoriel
des relations linéaires entre fonctions mahlériennes et le Q-espace vectoriel
des relations linéaires entre les valeurs de ces fonctions, peuvent être calculés
e�ectivement.

1 Un point sur les équations mahlériennes

Dans un premier temps, nous faisons un point sur les di�érentes formes
que peuvent prendre les équations dont les solutions sont des fonctions mah-
lériennes et sur la manière de passer des unes aux autres.

Proposition 15. Considérons une équation mahlérienne homogène. On peut
construire un système mahlérien tel que toute solution de l'équation mah-
lérienne homogène est la première coordonnée d'une solution de ce système
mahlérien. Inversement, étant donné un système mahlérien, on peut toujours
construire une équation mahlérienne homogène telle que la première coordon-
née de n'importe quel vecteur solution du système mahlérien est solution de
cette équation mahlérienne homogène.
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Démonstration. Prenons une équation homogène, de la forme (14). On consi-
dère la matrice compagnon

A(z) :=


−p1(z)
p0(z) · · · · · · −pm(z)

p0(z)

1
. . .

1

 ,

de cette équation. Si f(z) est une solution de (14) on a
f(z)
f(zq)
...

f(zq
m−1

)

 = A(z)


f(zq)

f(zq
2
)

...
f(zq

m
)

 .

Inversement, considérons un vecteur colonne (f1(z), . . . , fm(z))>, solution
d'un système de la forme (4) et notons f(z) = f1(z). En itérant et en inver-
sant le système (4), on obtient pour chaque entier l, 0 ≤ l ≤ m,

f(zq
l
)

f2(zq
l
)

...
fm(zq

l
)

 = Al(z)
−1

 f1(z)
...

fm(z)

 ,

avec la convention A0(z) := Im. Notons pour chaque l, 0 ≤ l ≤ m, λl(z) la
première ligne de Al(z)−1 et notons Λ(z) la matrice dont les lignes sont les
vecteurs λ0(z), . . . ,λm(z). Par construction, on a

Λ(z)

 f1(z)
...

fm(z)

 =


f(z)
f(zq)
...

f(zq
m

)

 . (44)

D'autre part, la matrice Λ(z) possédant m+ 1 lignes et m colonnes, il existe
un vecteur ligne p(z) ∈ Q[z]m+1 tel que p(z)Λ(z) = 0. En notant p(z) =:
(p0(z), . . . , pm(z)), on déduit de (44) que

p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + · · ·+ pm(z)f(zq
m

) = 0 .

Comme on l'a vu avec les séries de Fredholm fq(z) de l'exemple 12, ou avec
la série de Thue-Morse de l'exemple 2, il est parfois plus naturel de considérer
des équations linéaires inhomogènes. Toute équation mahlérienne homogène
est en particulier une équation inhomogène, pour laquelle p−1(z) = 0.
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Proposition 16. Étant donnée une équation mahlérienne inhomogène, on
peut construire une équation mahlérienne homogène telle que toute solution
de l'équation inhomogène est solution de l'équation homogène.

Démonstration. On peut supposer que p−1(z) 6= 0, sinon il n'y a rien à faire.
Soit f(z) ∈ Q{z} une solution de l'équation inhomogène (15). En substituant
zq à z dans cette équation, on obtient

p−1(zq) + p0(zq)f(zq) + p1(zq)f(zq
2
) + · · ·+ pm(zq)f(zq

m+1
) = 0 .

Alors en multipliant cette équation par p−1(z), en multipliant (15) par
p−1(zq) et en prenant la di�érence, on obtient une équation homogène

p−1(zq)p0(z)f(z) + (p−1(zq)p1(z)− p−1(z)p0(zq))f(zq)

+ · · ·
+ (p−1(zq)pm(z)− p−1(z)pm−1(zq))f(zq

m
)

− p−1(z)pm(zq)f(zq
m+1

)

= 0 .

Remarquons qu'à chaque équation inhomogène on peut associé directe-
ment un système mahlérien :

f(z)
f(zq)
...

f(zq
m−1

)
1

 =


−p1(z)
p0(z) · · · · · · −pm(z)

p0(z) −p−1(z)
p0(z)

1 0
. . .

...
1 0

0 · · · · · · 0 1




f(zq)

f(zq
2
)

...
f(zq

m
)

1

 .

Dé�nition 5. Soit f(z) une fonction mahlérienne. On appelle équation in-
homogène minimale l'équation inhomogène satisfaite par f(z), pour laquelle
l'entier m est minimal et les polynômes p−1(z), p0(z), . . . , pm(z) sont globa-
lement premiers entre eux.

L'équation inhomogène minimale d'une fonction mahlérienne est unique,
à multiplication par une constante près. La notion d'équation inhomogène
minimale est cependant relative à la solution de l'équation que l'on considère.
L'exemple suivant illustre ce fait en exhibant une équation mahlérienne qui
est minimale par rapport à l'une de ses solutions, tout en admettant égale-
ment une solution qui est une fraction rationnelle.

Exemple 23. Considérons l'équation

zf(z)− f(z2) + (1− z)f(z4) = 0 . (45)
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On véri�e que la fonction identiquement égale à 1, dont l'équation minimale
est f(z) − 1 = 0, est solution de cette équation. On véri�e par ailleurs que
la fonction

f(z) =
∞∑
n=0

z2n
∞∏
l=0

(
1− z2n+l

)
,

est solution de (45). Pour prouver que (45) est bien l'équation inhomogène
minimale de f(z) (bien que ce soit également une équation homogène), il
su�t de véri�er que les fonctions 1, f(z) et f(z2) sont linéairement indépen-
dantes sur Q(z). Les premiers coe�cients du développement de Taylor de
f(z) sont

f(z) = z − z3 + z4 − z5 + z7 − z8 − z9 + · · · .

D'après le théorème 12, il su�t de montrer que la matrice

S :=



0 1 0 −1 1 −1 0 1 −1 −1
0 0 1 0 0 0 −1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 −1 1 −1 0 1 −1
0 0 0 1 0 0 0 −1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1 1 −1 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0


est de rang 9. On véri�e que c'est le cas en calculant le déterminant de
la matrice obtenue en retirant la 8-ième colonne de S. L'équation (45) est
donc bien l'équation inhomogène minimale de f(z), bien qu'elle ne soit pas
minimale pour une autre de ses solutions : la fonction identiquement égale à
1.

L'un des intérêts de l'équation inhomogène minimale, c'est qu'elle garan-
tit que les fonctions 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
), sont linéairement indépendantes

sur Q(z). En e�et, une relation entre ces fonctions nous donnerait une équa-
tion de plus petit ordre, contredisant ainsi la minimalité dem. Les théorèmes
6 et 8 montrent bien l'intérêt qu'il peut y avoir à travailler dans des sys-
tèmes où les fonctions sont toutes linéairement indépendantes. Dans de tels
systèmes, les seules relations linéaires possibles entre les valeurs sont celles
provenant du noyau de la matrice aux singularités.

Par minimalité, on a pm(z) 6= 0 dans l'équation inhomogène minimale. La
proposition ci-dessous montre que l'on a également p0(z) 6= 0. Le polynôme
p−1(z) peut, lui, être nul, comme l'illustre l'exemple 23.

Proposition 17. On considère une équation de la forme (15). Il existe
des polynômes q−1(z), q0(z), . . . , qm′(z) ∈ Q[z], avec m′ ≤ m, pour lesquels
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q0(z)qm′(z) 6= 0 et tels que toute solution f(z) ∈ Q[[z]] de l'équation (15)
satisfait également à l'équation

q−1(z) + q0(z)f(z) + q1(z)f(zq) + · · ·+ qm′(z)f(zq
m′

) = 0 .

Démonstration. On dit que deux équations de la forme (15) sont équivalentes
si toute fonction f(z) ∈ Q[[z]] solution de l'une est solution de l'autre. On
considère une équation non nulle de la forme (15) pour laquelle l'entier m est
minimal parmi toutes les équations équivalentes. Supposons que p0(z) = 0.
On considère les opérateurs ∆q,i

1, 0 ≤ i < q, dé�nis par

∆q,i

(∑
n

anz
n

)
=
∑
n

aqn+iz
n .

Notons σq l'endomorphisme z 7→ zq de C[[z]]. Les opérateurs ∆q,i sont C-
linéaires et satisfont aux relations suivantes :

g =

q−1∑
i=0

σq (∆q,i(g)) zi , pour tout g ∈ C[[z]] , (46)

et

∆q,i (gh) =
∑

0≤k,l<q−1
k+l≡i mod q

∆q,k(g)∆q,l(h) , pour tout g, h ∈ C[[z]] .

De cette seconde relation, on déduit

∆q,i(gσq(h)) = ∆q,i(g)h , pour tout g, h ∈ C[[z]] . (47)

Appliquons l'équation (47) à l'équation (15) pour laquelle p0(z) = 0. On
trouve pour tout i, tel que 0 ≤ i ≤ q − 1,

0 = ∆q,i

p−1 +

m∑
j=1

pjσ
j
q(f)


= ∆q,i(p−1) +

m∑
j=1

∆q,i(pj)σ
j−1
q (f)

= ∆q,i(p−1) +

m−1∑
j=0

∆q,i(pj+1)σjq(f) .

Comme m est minimal, on a ∆q,i(pj) = 0 pour tout couple (i, j), avec 0 ≤
i ≤ q − 1 et −1 ≤ j ≤ m. Alors, d'après (46), pj = 0 pour tout j, ce qui
contredit la non nullité de l'équation (14).

1. Ces opérateurs portent di�érents noms dans la littérature. Ils sont appelés opérateurs
de section dans [45, 40]. Dans le cadre des suites automatiques, on les appelle opérateurs de
décimation [25, 103]. Dans [14], nous les avions appelés opérateurs de Cartier, par analogie
avec les opérateurs du même nom agissant sur des séries entières à coe�cients dans un
corps de caractéristique positive.
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2 Coe�cients d'une fonction mahlérienne

En utilisant le théorème 11, on peut calculer une base de l'ensemble des
relations linéaires sur Q(z) entre les coordonnées f1(z), . . . , fm(z) d'un vec-
teur solution d'un système mahlérien en calculant le noyau d'une matrice
explicite. Les coe�cients de cette matrice sont obtenus à partir des coe�-
cients du développement de Taylor des fonctions f1(z), . . . , fm(z). On doit
donc être en mesure de calculer les coe�cients de ces fonctions. Étant donnée
une équation inhomogène pour laquelle p0(z) 6= 0, posons νi la valuation de
pi(z) en 0, 0 ≤ i ≤ m, et,

d := max

{ ⌊
ν0 − νi
qi − 1

⌋
, 1 ≤ i ≤ m

}
,

l'entier critique de l'équation. Le résultat ci-dessus est une réécriture de [45,
Theorem 5] pour les équations mahlériennes inhomogènes.

Lemme 18. Toute solution f(z) d'une équation mahlérienne inhomogène,
pour laquelle p0(z) 6= 0 est déterminée de manière unique par les d+ 1 pre-
miers coe�cients de son développement de Taylor, où d est l'entier critique
de l'équation inhomogène.

Démonstration. Soit f(z) =
∑∞

n=0 anz
n une solution de l'équation inhomo-

gène (14). Pour n ∈ Q \ N on pose an := 0. On décompose, par ailleurs

pi(z) =

δi∑
j=νi

pi,jz
j , −1 ≤ i ≤ n ,

où, pour chaque i, δi est le degré de pi(z) et où pi,j ∈ Q, pour νi ≤ j ≤ δi.
En identi�ant les termes en zn dans l'équation (14), on trouve

p−1,n +

m∑
i=0

δi∑
j=νi

pi,jan−j
qi

= 0 ,

où l'on s'accorde sur le fait que p−1,n = 0 si n > δ−1. En regardant cette
égalité en n+ ν0, il vient

− p0,ν0an = p−1,n+ν0 +

δ0∑
j=ν0+1

p0,jan+ν0−j +

m∑
i=1

δi∑
j=νi

pi,jan+ν0−j
qi

. (48)

Si n est un entier strictement supérieur à l'entier critique d, on a également

n > max

{
ν0 − νi
qi − 1

: 1 ≤ i ≤ m
}
,
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et donc, pour tout i, 1 ≤ i ≤ m, et tout j, j ≥ νi,

n >
n+ ν0 − j

qi
.

Si n > d, l'équation (48) donne le coe�cient an comme combinaison linéaire
sur Q des nombres 1, a0, . . . , an−1.

Ainsi, connaissant les d + 1 premiers coe�cients du développement en
série entière d'une fonction mahlérienne, l'égalité (48) permet récursivement
de les calculer tous. Notons que Chyzak, Dreyfus, Dumas et Mezzarobba [40]
ont récemment exploré précisément le temps de calcul nécessaire à l'obtention
d'un nombre arbitraire de coe�cients d'une fonction mahlérienne.

Exemple 24. Considérons l'équation

zf(z)− (1 + 2z)f(z2) + (1 + z)f(z4) = 0 .

Pour cette équation, l'entier critique d vaut 1. Notons
∑

n anz
n le dévelop-

pement en série entière d'une solution. L'équation (48) induit la relation de
récurrence

an = 2an
2

+ an−1
2
− an

4
− an−1

4
.

En posant a0 = 1 et a1 = 0, on trouve an = 0 pour tout n ≥ 1. Inversement,
en posant a0 = 0 et a1 = 1, on peut calculer les premiers coe�cients du
développement de Taylor de f(z) :

a2 = 2a1 = 2, a3 = a2 − a1 = 1, a4 = 2a2 − a1 = 3, a5 = a3 = 1, . . . .

Exemple 25. L'équation

qf(z)− f(zq) = 0

n'a pas de solution non nulle dans Q{z}. En e�et, son entier critique vaut
0 et en n = 0, l'équation (48) s'écrit qa0 = a0. On a donc a0 = 0, et
toute solution analytique de cette équation est donc identiquement nulle.
Toutefois, la fonction log(z) est une solution de cette équation, mais elle
n'est pas analytique en 0.

Exemple 26. La série de Fredholm fq(z) =
∑

n z
qn de l'exemple 12 est

solution de l'équation
z − f(z) + f(zq) = 0 . (49)

Pour cette équation, l'entier critique vaut 0. L'ensemble des solutions dans
Q{z} de (49) est donc l'espace a�ne

fq(z) + Q .

En particulier, fq(z) est la seule solution de (49) qui soit nulle en 0.
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L'équation (48) a une conséquence majeure quant à la nature des coe�-
cients d'une série mahlérienne.

Corollaire 13. Les coe�cients d'une fonction mahlérienne sont tous com-
pris dans un même corps de nombre.

Démonstration. Ce corps de nombres est celui contenant les coe�cients des
polynômes p−1(z), p0(z), . . . , pm(z), ainsi que les nombres a0, . . . , ad.

3 Déterminer le système ou l'équation minimale

Démontrer la transcendance d'une valeur en un point α d'une fonction
mahlérienne f(z) revient à prouver que f(α) et 1 sont linéairement indé-
pendants sur Q. En un point régulier α pour le système associé à l'équation
inhomogène minimale de f(z), la transcendance de f(α) découle du théo-
rème de Philippon. Pour utiliser ce constat, on doit donc être en capacité de
déterminer l'équation inhomogène minimale de f(z).

Algorithme 1. Soit f(z) une fonction q-mahlérienne. Il existe un algo-
rithme permettant de déterminer l'équation inhomogène minimale de f(z).

Le déroulement de l'algorithme 1 repose sur l'algorithme suivant, qui a
un intérêt indépendant.

Algorithme 2. Soient f1(z), . . . , fm(z) des fonctions mahlériennes, formant
un vecteur solution d'un système de type (4), à coe�cients dans un corps de
nombres K. On peut calculer explicitement la dimension r de l'espace vecto-
riel engendré sur K(z) par les fonctions f1(z), . . . , fm(z) et, pour chaque r-
uplet de fonctions fi1(z), . . . , fir(z), tester si ces dernières sont linéairement
indépendantes sur K(z). Le cas échéant, on peut déterminer un système de
la forme (4) contenant uniquement ces r fonctions.

Dans ces algorithmes, on considère que la donnée d'une fonction mah-
lérienne est la donnée d'une équation mahlérienne, ainsi que d'un nombre
su�sant de coe�cients du développement de Taylor, permettant, d'après le
lemme 18, d'identi�er la fonction de manière unique et de calculer n'importe
lequel des coe�cients à l'aide de la récurrence (48).

Description de l'algorithme 2. Notons de manière compacte f(z) le vecteur
colonne formé des fonctions f1(z), . . . , fm(z). Développant chaque coordon-
née en séries entières, on note

f(z) :=

∞∑
i=0

f iz
i ,

avec f i ∈ Km. Soient b(z) le plus petit multiple commun des dénomina-
teurs des coe�cients de A(z), d le maximum des degrés des coe�cients de
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la matrice b(z)A(z) et ν la valuation en z = 0 du polynôme b(z). On pose
h := 4md et

c :=


q
m
(
qh+d+1
q−1

+q+1
)
(h+ q) + ν − h+d

q−1

q − 1

 ·
Associée à f(z), on dé�nit alors la matrice suivante

S(f) :=


f0 f1 · · · fh · · · f c

0 f0
. . . . . . . . . f c−1

...
. . .

...
0 · · · 0 f0 · · · f c−h

 .

Comme dans la démonstration du théorème 11, on pose

kerS(f) :=
{
λ ∈ (Km)h+1 | λS(f) = 0

}
.

Si w = (w0, . . . ,wh) appartient à kerS(f), on dé�nit le vecteur de poly-
nômes

w(z) :=

h∑
i=0

wiz
i .

D'après le théorème 11,
w(z)f(z) = 0 ,

et toutes les relations linéaires entre les fonctions fi(z), 1 ≤ i ≤ m, s'ob-
tiennent de cette manière-là. On peut calculer de manière explicite la di-
mension s du noyau kerS(f), ainsi qu'une base w1(z), . . . ,ws(z) de l'espace
vectoriel

RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)) := {w(z) ∈ K(z)m : w(z)f(z) = 0}

en déterminant une base de kerS(f). La dimension du K(z)-espace vectoriel
engendré par les fonctions f1(z), . . . , fm(z) vaut donc r = n−s et la matrice

Λ(z) :=

 w1(z)
...

ws(z)


est de rang s. L'étude des mineurs non nuls de cette matrice nous permet de
déterminer les parties {fi1(z), . . . , fir(z)} formées de fonctions linéairement
indépendantes. En e�et, �xons i1, . . . , ir, 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ m, des entiers
distincts. Notons J := {1, . . . ,m} \ {i1, . . . , ir} et ∆J le mineur de Λ associé
à l'ensemble J . On montre qu'on a l'équivalence

∆J = 0⇔ fi1(z), . . . , fir(z) sont linéairement dépendantes sur K(z). (50)
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Supposons que ∆J = 0. Il existe un vecteur µ(z) ∈ K[z]s non nul tel que
κ(z) := µ(z)Λ(z) est nul sur J , c'est-à-dire que κ(z) := (κ1(z), . . . , κm(z)) ∈
K[z]m avec κi(z) = 0 pour tout i dans J . D'autre part, la matrice Λ étant
de rang s, le vecteur κ(z) est nécessairement non nul. Il vient par ailleurs

r∑
l=1

κil(z)fil(z) = κ(z)

 f1(z)
...

fm(z)

 = µ(z)Λ(z)

 f1(z)
...

fm(z)

 = 0 ,

ce qui montre que les fonctions fi1(z), . . . , fir(z) sont linéairement dépen-
dantes sur K(z).

Réciproquement, supposons que les fonctions fi1(z), . . . , fir(z) soient li-
néairement dépendantes sur K(z). Il existe alors un vecteur non nul κ(z) :=
(κ1(z), . . . , κm(z)) ∈ K[z]m tel que

∑m
i=1 κi(z)fi(z) = 0 et κi(z) = 0 pour

tout i dans J . Comme les vecteurs w1(z), . . . ,ws(z) forment une base de
RelK(z)(f1(z), . . . , fm(z)), il existe un vecteur non nul µ(z) ∈ K[z]s tel que
µ(z)Λ(z) = κ(z). Ainsi ∆J = 0.

On peut donc tester algorithmiquement, pour toute sélection d'entiers
i1, . . . , ir, si les r fonctions fi1(z), . . . , fir(z) sont linéairement indépendantes.
Supposons à présent que ce soit le cas. Quitte à renuméroter, on peut suppo-
ser sans perte de généralité qu'il s'agit des fonctions f1(z), . . . , fr(z). Consi-
dérons alors la matrice

S(z) :=



1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 1
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0 · · · 0

Λ(z)


.

D'après (50) cette matrice est inversible et on a

S(z)



f1(z)
...

...
fm(z)


=



f1(z)
...

fr(z)
0
...
0


.

Notons B(z) le bloc principal r×r de la matrice S(z)A(z)S(zq)−1. On obtient
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par construction que  f1(z)
...

fr(z)

 = B(z)

 f1(zq)
...

fr(z
q)

 .

Soit f(z) une fonction q-mahlérienne. L'espace vectoriel

V (f) := VectQ(z){1, f(z), f(zq), f(zq
2
), · · · }

est donc de dimension �nie. Le lemme suivant montre que la dimension de
Vf est déterminée par l'ordre de l'équation inhomogène minimale de f .

Lemme 19. Soit f(z) une fonction q-mahlérienne dont l'équation inhomo-
gène minimale est d'ordre m. La dimension de l'espace V (f) vaut m+ 1.

Démonstration. Notons (Vn)n≥1 la suite d'espaces emboîtés, dé�nie par

Vn := VectQ(z){1, f(z), f(zq), f(zq
2
), . . . , f(zq

n
)} .

Nous montrons que si Vn0+1 = Vn0 pour un n0 �xé, alors Vn = Vn0 pour tout
n ≥ n0. Il su�t en fait de montrer que dans un tel cas, Vn0+2 = Vn0+1.

Soit n0 un entier tel que Vn0+1 = Vn0 . On peut trouver des fractions
rationnelles q−1(z), . . . qn0(z), telles que

f(zn0+1) = q−1(z) + q0(z)f(z) + · · ·+ qn0(z)f(zq
n0

) .

En appliquant cette égalité en zq, on trouve

f(zn0+2) = q−1(zq) + q0(zq)f(zq) + · · ·+ qn0(zq)f(zq
n0+1

) ∈ Vn0+1 .

On en déduit que Vn0+2 = Vn0+1.

Comme l'équation inhomogène minimale de f(z) est d'ordre m, on a
Vn ( Vn+1 pour tout n < m− 1. D'autre part, on a Vm = Vm−1. On a donc,
par stationnarité, V (f) = Vm−1 et dimVm−1 = m + 1, ce qui termine la
preuve du lemme.

Nous sommes à présent en mesure de décrire l'algorithme 1.

Description de l'algorithme 1. On peut supposer sans perte de généralité que
f est la première coordonnée d'un vecteur solution d'un système de type
(4). On note f(z) := (f1(z), . . . , fm(z))> un tel vecteur solution. Quitte à

100



éventuellement ajouter la fonction identiquement égale à 1, en changeant la
matrice A(z) en 

0

A(z)
...
0

0 · · · 0 1

 ,

on supposera désormais que fm(z) = 1.
Comme dans l'algorithme 2, le théorème 11 permet de déterminer si

la fonction f(z) est rationnelle ou non et le cas échéant, de trouver deux
polynômes A(z) et B(z) premiers entre eux tels que f(z) = A(z)/B(z). En
e�et, la fonction f(z) est rationnelle si et seulement si l'intersection d'espaces
vectoriels

RelK(z)(f(z)) ∩ {(B(z), 0, . . . , 0, A(z)) ∈ K[z]m}

est non nulle. Si c'est le cas, le théorème 11 permet de trouver un tel vecteur
(B(z), 0, . . . , 0, A(z)), et dans ce cas f(z) = A(z)/B(z). L'équation minimale
inhomogène est alors A(z)−B(z)f(z) = 0.

On supposera donc à présent que f(z) n'est pas une fraction rationnelle.
Dans ce cas, f(z) est nécessairement transcendante sur K(z), de sorte que
1 et f(z) sont linéairement indépendantes. En appliquant l'algorithme 2, on
trouve une matrice B(z) inversible et des fonctions

g1(z) := f(z), g2(z), . . . , gs(z), gs+1(z) := 1

linéairement indépendantes sur K(z) telles que g1(z)
...

gs+1(z)

 := B(z)

 g1(zq)
...

gs+1(zq)

 . (51)

En inversant le système, on obtient f(zq) en fonction de g1(z), . . . , gs+1(z),

f(zq) = g1(zq) = λ1(z)

 g1(z)
...

gs+1(z)

 .

En itérant le système (51) s fois et en inversant les matrices Bl(z) :=

B(z)B(zq) · · ·B(zq
l−1

), on trouve, pour chaque l ≤ s, un vecteur λl(z) tel
que

f(zq
l
) = g1(zq

l
) = λl(z)

 g1(z)
...

gs+1(z)

 .
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On notera aussi, λ0 := (0, . . . , 0, 1) de sorte que

1 = λ0

 g1(z)
...

gs+1(z)

 .

Considérons alors la matrice C(z), dont les lignes sont les vecteurs λl(z),
l = 0 . . . s. On a 

1
f(zq)
...

f(zq
s
)

 = C(z)

 g1(z)
...

gs+1(z)

 .

Les fonctions g1(z), . . . , gs+1(z) étant linéairement indépendantes, le rang r
de C(z) est égal à la dimension de l'espace engendré surQ(z) par les fonctions
1, f(zq), . . . , f(zq

s
), c'est à dire, de l'espace Vg ⊂ Vf où g(z) := f(zq). Ainsi

dimVf ≥ r. Montrons maintenant que dimVf = r. En e�et, d'après le lemme
19, il existe r + 1 polynômes q−1(z), q1(z), . . . , qr(z) tels que

q−1(z) + q1(z)f(zq) + · · ·+ qr(z)f(zq
r
) = 0 .

Pour f(z) cette équation est une équation inhomogène pour laquelle q0(z) =
0. D'après la proposition 17 il existe r polynômes q̃−1(z), · · · , q̃r−1(z) tels
que

q̃−1(z) + q̃0(z)f(z) + · · ·+ q̃r−1(z)f(zq
r−1

) = 0 (52)

et q̃0(z) 6= 0. D'après le lemme 19, il vient dimVf ≤ r et donc dimVf = r.
L'entier r se calcule explicitement puisque c'est simplement le rang de la
matrice C(z).

L'équation (52) donne alors l'existence d'un vecteur non nul µ(z) :=
(µ1(z), . . . , µr(z), 0, . . . , 0) tel que

µ(z)


1

f(zq)
...

f(zq
s
)

 = f(z) (= g1(z)) .

L'indépendance linéaire des fonctions g1(z), . . . , gs+1(z) entraîne que

µ(z)C(z) = (1, 0, . . . , 0) .

Un tel vecteur µ(z) se calcule donc explicitement en résolvant un système
linéaire. On obtient alors :

µ1(z) + µ2(z)f(zq) + · · ·+ µr(z)f(zq
r−1

) = f(z) .
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On note p0(z) le ppcm des dénominateurs des fractions rationnelles µi(z),
puis on pose :

p−1(z) := −p0(z)µ1(z) et pi(z) := −p0(z)µi−1(z) , pour i ∈ {1, . . . , r} .

En vertu du lemme 19, l'équation

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(zq) + · · ·+ pr−1(z)f(zq
r−1

) = 0

est bien l'équation inhomogène minimale de f(z).

Exemple 27. Montrons que l'équation (16)

fbs(z)− zfbs(z2)− fbs(z4) = 0 ,

satisfaite par la série génératrice fbs(z) de la suite de Baum-Sweet est l'équa-
tion inhomogène minimale de fbs(z). Bien sûr ce résultat découle du fait que,
comme l'a montré Ku. Nishioka [85], les fonctions fbs(z) et fbs(z2) sont al-
gébriquement indépendantes. Mais la démonstration que nous allons donner
de la minimalité de l'équation est plus élémentaire. Suivant l'algorithme 1,
on écrit le système compagnon inhomogène associé à l'équation (16). On a fbs(z)

fbs(z
2)

1

 =

 z 1 0
1 0 0
0 0 1

 fbs(z
2)

fbs(z
4)

1

 .

Suivant l'algorithme 2, on regarde si les trois fonctions sont linéairement
indépendantes ou non. En utilisant les notations du théorème 12, on a h := 1.
D'après le théorème 12 les fonctions 1, fbs(z) et fbs(z2) sont linéairement
indépendantes si la matrice

S :=



1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0


est inversible. C'est le cas puisque son déterminant vaut −1. L'équation
(16) est donc l'équation inhomogène minimale de fbs(z) (et donc également
l'équation homogène minimale de fbs(z)).

Exemple 28. Considérons la suite (rn)n∈N qui vaut 1 si le nombre d'oc-
currences du facteur 11 dans l'écriture binaire de l'entier n est impaire et
0 sinon. Cette suite est une variante additive de la suite de Rudin-Shapiro
dé�nie à l'exemple 22. On veut calculer l'équation inhomogène minimale de
sa série génératrice. Le 2-noyau de cette suite est composé des suites

(rn)n∈N, (r2n+1)n∈N, (r4n+3)n∈N, et (r8n+3)n∈N .
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En e�et, la dé�nition implique que l'on a pour tout n ∈ N,

r16n = rn , r16n+6 = r8n+3 , r16n+11 = r4n+3 ,
r16n+1 = rn , r16n+7 = rn , r16n+12 = r4n+3 ,
r16n+2 = rn , r16n+8 = r2n+1 , r16n+13 = r4n+3 ,
r16n+3 = r8n+3 , r16n+9 = r2n+1 , r16n+14 = r2n+1 ,
r16n+4 = rn , r16n+10 = r2n+1 , r16n+15 = r4n+3 .
r16n+5 = rn ,

Notons alors f1(z), f2(z), f3(z), f4(z) les séries génératrices respectivement
des suites (rn)n∈N, (r2n+1)n∈N, (r4n+3)n∈N et (r8n+3)n∈N. On obtient le sys-
tème 

f1(z)
f2(z)
f3(z)
f4(z)

 =


1 z 0 0
1 0 z 0
0 z 0 1
0 0 z 1




f1(z2)
f2(z2)
f3(z2)
f4(z2)

 .

Par dé�nition de la suite (rn)n∈N, on a également pour tout n ∈ N,

r8n+3 = 1− rn, et r4n+3 = 1− r2n+1 .

La série génératrice de la suite identiquement égale à 1 étant la fraction 1
1−z ,

on obtient les relations

f4(z) =
1

1− z
− f1(z), et f3(z) =

1

1− z
− f2(z) .

Finalement, on tire de ces relations un nouveau système f1(z)
f2(z)

1
1−z

 =

 1 z 0
1 −z z
0 0 1 + z

 f1(z2)
f2(z2)

1
1−z2

 . (53)

D'après le théorème 12, une condition su�sante pour que ces trois fonctions
soient linéairement indépendantes sur Q(z) est que la matrice

S :=



0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1


soit de rang maximal. On véri�e que c'est le cas, en calculant le déterminant
formé des colonnes 1, 2, 3, 4, 5 et 7, par exemple. En inversant le système
(53) on trouve alors f1(z2)

f2(z2)
1

1−z2

 =
1

2

 1 1 −z
1+z

1
z −1

z
1

1+z

0 0 2
1+z

 f1(z)
f2(z)

1
1−z

 .
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Puis en itérant le système (53) et en l'inversant de nouveau, on trouve f1(z4)
f2(z4)

1
1−z4

 =
1

4


1+z
z

−1+z
z

1−z−z2−z3

1+z+z2+z3

1−z
z3

1+z
z3

−1−z+z2−z3

z2(1+z+z2+z3)

0 0 4
1+z+z2+z3


 f1(z)

f2(z)
1

1−z

 .

Considérons la matrice

C(z) :=

 0 0 1− z
1
2

1
2

−z
2(1+z)

1+z
4z

−1+z
4z

1−z−z2−z3

4(1+z+z2+z3)

 ,

construite de sorte que 1
f1(z2)
f1(z4)

 = C(z)

 f1(z)
f2(z)

1
1−z

 . (54)

Comme C(z) est inversible et comme les fonctions f1(z), f2(z) et 1
1−z sont li-

néairement indépendantes surQ(z), la dimension de Vf1 est égale à 3. D'après
le lemme 19, l'ordre de l'équation inhomogène minimale de f(z) est égal à
2. En résolvant dans Q(z)3 l'équation µ(z)C(z) = (1, 0, 0), on trouve

µ(z) :=

(
z3

1− z4
, 1− z, 2z

)
.

Alors, en multipliant (54) à gauche par (1− z4)µ(z), on trouve

z3 − (1− z4)f1(z) + (1− z − z4 + z5)f1(z2) + 2z(1− z4)f1(z4) = 0 ,

qui, d'après le calcul de dimension e�ectué ci-dessus, est l'équation inhomo-
gène minimale de f1(z).

Un autre intérêt de la détermination de l'équation minimale est qu'elle
permet de savoir si une fonction mahlérienne donnée est rationnelle ou trans-
cendante.

Proposition 20. Une fonction mahlérienne dont l'équation inhomogène mi-
nimale est d'ordre m est

• rationnelle, si m = 0,

• transcendante, si m > 0.

Démonstration. Soient p(z), q(z) ∈ Q[z], q(z) 6= 0. La fraction rationnelle
f(z) = p(z)/q(z) satisfait à l'équation inhomogène d'ordre 0 :

p(z)− q(z)f(z) = 0 .
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Si l'équation inhomogène minimale d'une fonction mahlérienne est d'ordre
strictement supérieur à 0, cette fonction est donc irrationnelle. D'après le
théorème Ra92, cette fonction est transcendante. Réciproquement, soit f(z)
une fonction mahlérienne solution d'une équation de la forme

p(z)− q(z)f(z) = 0 ,

avec p(z), q(z) ∈ Q[z], q(z) 6= 0. On a f(z) = p(z)/q(z) et f(z) est ration-
nelle.

L'algorithme 1 permet donc de déterminer si une fonction est rationnelle
ou transcendante. Notons que Bell et Coons [30] ont proposé récemment un
test similaire. Quand il s'agit uniquement de déterminer la transcendance
d'une fonction mahlérienne, leur test semble plus e�cace que celui présenté
ici.

Exemple 29. Considérons l'équation 2-mahlérienne

zf(z)− (1 + 2z)f(z2) + (1 + z)f(z4) = 0 . (55)

On voit rapidement que la fonction identiquement égale à 1 est solution.
Comme nous l'avons vu dans l'exemple 24, cette équation admet une solution
non constante dont les premiers coe�cients sont

f(z) = z +2z2 + z3 + 3z4 + z5 + 2z6 + z7 + 4z8 + z9 + 2z10

+z11 + 3z12 + z13 + 2z14 + z15 + 5z16 + z17 + · · · .

Comme nous l'avons vu dans l'exemple 23, le fait qu'une des solutions de
l'équation (55) soit rationnelle ne permet pas de déduire que toute solution
de cette équation l'est. Pour déterminer si f(z) est rationnelle ou transcen-
dante, on va calculer son équation minimale. Écrivons le système compagnon
inhomogène associé à cette équation : f(z)

f(z2)
1

 =

 1+2z
z −1+z

z 0
1 0 0
0 0 1

 f(z2)
f(z4)

1

 .

La matrice

S(3, 16,f) :=



0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1
0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2
0 0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1 3 1 2 1 4 1 2 1 3 1
0 0 0 0 1 0 2 0 1 0 3 0 1 0 2 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


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est de rang 7. Le vecteur colonne (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) est un élément
de son noyau à gauche. On a donc l'intuition qu'on a la relation

(1− z)f(z)− (1− z)f(z2)− z = 0 .

Pour que le théorème 12 permette de con�rmer cette relation, il su�t de vé-
ri�er que le vecteur (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) appartient au noyau à gauche
de la matrice S(3, 4 294 967 293,f). On pourrait faire cela à l'aide d'un ordi-
nateur, mais cela demanderait une certaine puissance de calcul. On va voir
qu'on peut toutefois véri�er cela à la main. Comme on l'a vu dans l'exemple
24, si f(z) =:

∑
n anz

n on a la relation de récurrence,

an = 2an
2

+ an−1
2
− an

4
− an−1

4
.

D'autre part, les vecteurs colonnes de la matrice S(3, 4 294 967 293,f) sont
de la forme (an, an/2, 0, an−1, a(n−1)/2, 0, an−2, a(n−2)/2, 0)> dès que n ≥ 3. Le
vecteur (1,−1, 0,−1, 1,−1, 0, 0, 0) se trouve donc dans le noyau de la matrice
S(3, 4 294 967 293,f) si on a pour tout n ≥ 3,

an − an
2
− an−1 + an−1

2
= 0 .

Montrons par récurrence que c'est le cas. On sait que c'est vrai pour tout
n ≤ 15. Soit n > 15 un entier. Supposons que cette relation soit vraie
pour tous les entiers plus petits. En utilisant l'équation de récurrence sur les
coe�cients, on a

an − an
2
− an−1 + an−1

2
= 2an

2
+ an−1

2
− an

4
− an−1

4

−an
2

−2an−1
2
− an−2

2
+ an−1

4
+ an−2

4

+an−1
2

= an
2
− an

4
− an−2

2
+ an−2

4
.

Si n est pair, cette dernière somme est égale à 0, par hypothèse de récurrence.
Si n est impair, elle est égale à 0 car tous ses termes sont nuls. D'après le
théorème 12, on a donc bien la relation

(1− z)f(z)− (1− z)f(z2)− z = 0 .

On regarde maintenant si cette équation est bien l'équation minimale de
f(z). On écrit le système(

f(z)
1

)
=

(
1 z

1−z
0 1

)(
f(z2)

1

)
.
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D'après le théorème 12, il su�t de montrer que la matrice

0 1 2 1 3 1
1 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 3
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1
0 0 1 0 0 0


est inversible, ce qui est le cas. L'équation inhomogène minimale de f(z) est
donc d'ordre 1. D'après la proposition 20, la fonction f(z) est transcendante.

Remarque 6. Dans l'ensemble des exemples que nous avons présentés, on
arrive à calculer une base de l'espace des relations linéaires entre les coor-
données d'un vecteur solution d'un système mahlérien, en calculant le noyau
à gauche d'une matrice ayant un nombre de colonnes bien moins important
que la constante c donnée dans les théorèmes 11 et 12. Ainsi, dans l'exemple
29, le théorème 11 donnait c := 4 294 967 293, alors qu'en pratique, prendre
c := 9 aurait su�t. Il est très probable que la constante c donnée dans les
théorèmes 11 et 12 soit loin d'être optimale. Des calculs plus �ns dans la dé-
monstration de ces théorèmes permettraient certainement un gain qualitatif
quant à la valeur cette constante.

4 Déterminer si une valeur de fonction mahlérienne
est transcendante

Le théorème 1 montre qu'en tout point algébrique du disque unité ouvert,
une fonction mahlérienne à coe�cients dans un corps de nombres K prend
des valeurs qui sont soit transcendantes, soit dans K(α). Cette alternative
peut être tranchée de manière e�ective.

Algorithme 3. Soient f(z) une fonction q-mahlérienne donnée par une
équation inhomogène ou un système de type (4) et α, 0 < |α| < 1, un nombre
algébrique. On peut déterminer de manière algorithmique si la fonction f est
dé�nie au point α et, le cas échéant, si f(α) est algébrique ou transcendant.

Soulignons le fait que l'algorithme 3 ne permet pas de calculer l'ensemble

E := {α ∈ D(0, 1) ∩Q?
: f(α) ∈ Q}

des points algébriques auxquels une fonction mahlérienne prend des valeurs
algébriques. En e�et, pour cela il faudrait pouvoir se ramener à un système
qui ne possède aucune singularité. Si le théorème 9 et le lemme 7 permettent
d'e�acer une singularité donnée, ils ne permettent pas en revanche de les ef-
facer toutes. L'algorithme 3 permet donc seulement, étant donné un compact
C ⊂ D(0, 1), de déterminer l'ensemble E ∩ C.
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Plus généralement, on peut déterminer l'espace des relations de dépen-
dance linéaire entre les valeurs de plusieurs fonctions mahlériennes.

Algorithme 4. Soient f1(z), · · · , fr(z) des fonctions q-mahlériennes, cha-
cune étant donnée par une équation inhomogène ou un système de type (4),
et α, 0 < |α| < 1, un nombre algébrique. On peut déterminer de manière
algorithmique si les fonctions fi(z) sont toutes dé�nies au point α et, le cas
échéant, déterminer une base de l'espace vectoriel

RelQ(f1(α), . . . , fr(α)) :=

{
(λ1, . . . , λr) ∈ Qr

:
r∑
i=1

λifi(α) = 0

}
.

Notons que l'on n'exige pas, dans l'algorithme 4, de considérer l'ensemble
des coordonnées d'un vecteur solution d'un système mahlérien. On s'autorise
au contraire à considérer des fonctions appartenant a priori à des systèmes
di�érents.

L'algorithme 3 est bien sûr un cas particulier de l'algorithme 4, mais,
pour la clarté de l'exposition, il nous semble préférable de présenter ces deux
algorithmes de manière distincte. Nous commençons par décrire l'algorithme
3.

Description de l'algorithme 3. Soit f(z) une fonction q-mahlérienne donnée
dans un système inhomogène ou un système de type (4). On applique d'abord
l'algorithme 1 pour déterminer l'équation inhomogène minimale associée à la
fonction f . En écrivant cette équation sous forme d'un système, on obtient :

1
f(z)
...
...

f(zq
m−1

)

 = A(z)


1

f(zq)
...

f(zq
m

)

 , (56)

où

A(z) :=


1 0 · · · · · · 0

−p−1(z)
p0(z) −p1(z)

p0(z) · · · · · · −pm(z)
p0(z)

0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0

 .

Soit ρ, 0 < ρ < 1, un nombre réel strictement inférieur aux modules des pôles
non nuls des coe�cients de A(z) et des racines non nulles du déterminant de
A(z). La matrice A(z) étant inversible et à coe�cients dans Q(z), un tel ρ
se calcule de manière e�ective.
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Nous montrons dans un premier temps comment déterminer si α est ou
non un pôle de f . Observons d'abord que la fonction f(z) est dé�nie sur
le disque D(0, ρ). En e�et, dans le cas contraire choisissons ξ un pôle de
module minimal pour la fonction f , de sorte que |ξ| ≤ ρ. Par dé�nition de
ρ, le nombre ξ ne serait pas un pôle de la matrice A(z). L'équation (56)
impliquerait alors que ξ serait pôle d'une des fonctions f(zq), . . . , f(zq

m
), ce

qui contredirait la minimalité de ξ.

On choisit maintenant un entier l tel que |αql | ≤ ρ. En itérant le système
(56), on a : 

1
f(z)
...

f(zq
m−1

)

 = Al(z)


1

f(zq
l
)

...
f(zq

l+m−1
)

 .

Comme nous l'avons remarqué plus haut, la minimalité du système (56)
implique de plus que les fonctions 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
) sont linéairement in-

dépendantes. D'après le théorème 9, chaque pôle de Al(z) est pôle d'au moins
une des fonctions 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
). D'autre part, par choix de l'entier l,

α n'est pôle d'aucune des fonctions f(zq
l
), . . . , f(zq

l+m−1
). Par conséquent, α

est un pôle de f(z) si et seulement si c'est un pôle d'un des coe�cients de la
deuxième ligne de la matrice Al(z). Comme Al(z) se calcule explicitement,
on peut déterminer de façon e�ective si la fonction f est dé�nie ou non au
point α.

Supposons à présent que la fonction f(z) soit bien dé�nie en α. Si α n'est
pas une racine du déterminant de Al(z), alors c'est un point régulier pour la
matrice Al(z), par choix de l'entier l. D'après le théorème de Philippon, les
fonctions 1, f(z), . . . , f(zq

m−1
) étant linéairement indépendantes, le nombre

f(α) est transcendant.

Il reste à traiter le cas où α est une racine du déterminant de Al(z).
Le nombre f(α) est algébrique si et seulement si, il existe deux nombres
algébriques ω1 et ω2, non tous nuls, tels que

ω1 + ω2f(α) = 0 .

D'après le théorème 8, cela est équivalent à l'existence d'un vecteur non nul
de la forme (ω1, ω2, 0, . . . , 0) dans le noyau à gauche de la matrice Al(α).
L'existence d'un tel vecteur peut se déterminer de manière élémentaire.

Exemple 30. Considérons le morphisme σ sur l'alphabet {0, 1} dé�ni par
σ(0) = 1100 et σ(1) = 0111. Considérons alors le point �xe de σ commençant
par la lettre 1,

σ∞(1) = 1100110001110111110011000111 · · · .

110



Notons f(z) la série génératrice de ce mot in�ni. Elle satisfait à l'équation

f(z) = (1− z2 − z3)f(z4) +
z + z2 + z3

1− z4
.

Comme le mot n'est pas périodique, c'est bien l'équation inhomogène mini-
male de f(z). On obtient donc le système(

1
f(z)

)
=

(
1 0

z+z2+z3

1−z4 1− z2 − z3

)(
1

f(z4)

)
. (57)

La matrice du système n'a pas de pôle et son déterminant possède un seul 0
dans le disque unité, le nombre réel

θ :=
1

3

(
−1 +

(
1

2

(
25− 3

√
69
)) 1

3

+

(
1

2

(
25 + 3

√
69
)) 1

3

)
.

L'ensemble des singularités du système est donc l'ensemble

S :=
{
α ∈ C : α4l = θ, pour un certain l ∈ N

}
.

Si α est un nombre algébrique du disque unité n'appartenant pas à S, le
nombre f(α) est transcendant. Inversement, au point θ on a :

f(θ) =
θ + θ2 + θ3

1− θ4
∈ Q(θ) .

Soit α ∈ S et l ∈ N, tel que α4l = θ. En itérant l fois le système (57), on
obtient la relation (

1
f(α)

)
= Al(α)

(
1

f(θ)

)
,

avec Al(z) une matrice à coe�cients dans Q[z]. Comme le membre de droite
de l'égalité est dans Q(α), il en est de même du membre de gauche, et
f(α) ∈ Q(α).

Décrivons à présent l'algorithme 4.

Description de l'algorithme 4. Pour chaque fonction fi(z), 1 ≤ i ≤ r, on
dispose d'un système de la forme (4). L'algorithme 1 nous permet de trouver
le système inhomogène minimal associé à chaque fonction fi(z), 1 ≤ i ≤ r.
Soient ρ un réel positif tel que les matrices des systèmes sont dé�nies et
inversibles sur le disque fermé épointéD(0, ρ)? et l un entier tel que |αql | ≤ ρ.
Comme dans la preuve de l'algorithme 3, on itère l fois chaque système pour
obtenir 

1
fi(z)
...

fi(z
qmi−1

)

 = Ai,l(z)


1

fi(z
ql)
...

fi(z
ql+mi−1

)


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puis déterminer si chaque fonction fi(z) est dé�nie en α.

On supposera dans la suite que les fonctions fi(z) sont toutes dé�nies
en α. Chaque fonction fi(z) étant également ql-mahlérienne, l'algorithme 1
permet de déterminer l'équation inhomogène minimale associée :

pi,−1(z) + pi,0(z)fi(z) + pi,1(z)fi(z
ql) + · · ·+ pi,nifi(z

qlni ) = 0 .

Ainsi, toutes les fonctions fi(z), fi(zq
l
), . . . , fi(z

qlni ) sont dé�nies au point α.
En mettant bout à bout les systèmes compagnons associés à ces équations,
on obtient un système diagonal par blocs de la forme :

1
f1(z)
...

f1(zq
l(n1−1)

)
1

f2(z)
...

fr(z
ql(nr−1)

)


=

 B1(z)
. . .

Br(z)





1

f1(zq
l
)

...
f1(zq

ln1 )
1

f2(zq
l
)

...
fr(z

qlnr )


.

Le théorème 11, nous permet d'obtenir une base B de l'espace

RelQ(z)(1, f1(z), · · · , f1(zq
l(n1−1)

), . . . , fr(z
ql(nr−1)

)) ,

en calculant le noyau d'une matrice explicite. Soient S la codimension de
cet espace et s la dimension de l'espace vectoriel engendré par les fonctions
f1(z), . . . , fr(z). On choisit, parmi les fonctions f1(z), . . . , fr(z), des fonctions
g1(z), . . . , gs(z) linéairement indépendantes telles que f1(z)

...
fr(z)

 = Γ(z)

 g1(z)
...

gs(z)


où la matrice Γ(z) est dé�nie au point α. Un tel choix de Γ(z) se calcule
explicitement, comme expliqué ci-après. On construit à partir de B une base
B′ de RelQ(z)(f1(z), · · · , fr(z)), on considère un premier vecteur q1(z) :=

(q1,1(z), . . . , q1,r(z)) dans B′ de sorte que

q1,1(z)f1(z) + · · ·+ q1,r(z)fr(z) = 0 ,

où les q1,i(z) sont des polynômes premiers entre eux, et on choisit un indice
i1 pour lequel q1,i1(α) 6= 0. On a

fi1(z) =
∑
i 6=i1

−q1,i(z)

q1,i1(z)
fi(z) .
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On choisit alors un second vecteur q2(z) dans B′. On peut toujours supposer
que q2,i1(z) = 0, quitte à remplacer q2(z) par une combinaison linéaire de
q2(z) et q1(z). Il vient ∑

i 6=i1

q2,i(z)fi(z) = 0 .

On �xe ensuite i2, tel que q2,i2(α) 6= 0 et on écrit

fi2(z) =
∑
i 6=i1,i2

−q2,i(z)

q2,i2(z)
fi(z) .

En itérant ce procédé, on obtient des entiers distincts i1, i2, . . . , ir−s tels que :

fik(z) =
∑

i 6=i1,i2,...,ik

−qk,i(z)
qk,ik(z)

fi(z) (58)

et qk,ik(α) 6= 0 pour tout k, 1 ≤ k ≤ r− s. On choisit g1, . . . , gs de sorte que
{g1, . . . , gs} = {fi : i 6= i1, i2, . . . , ir−s}. Les équations (58) permettent d'ex-
primer chaque fik comme une combinaison linéaire dé�nie en α des fonctions
g1, . . . , gs, d'où l'on tire Γ(z).

On a alors l'inclusion suivante entre l'ensemble RelQ(f1(α), . . . , fr(α)) et
l'ensemble RelQ(g1(α), . . . , gn(α)) :

RelQ(f1(α), . . . , fr(α)) · Γ(α) ⊂ RelQ(g1(α), . . . , gs(α)) .

En appliquant l'algorithme 2, on complète les fonctions g1(z), . . . , gs(z) en
un système  g1(z)

...
gS(z)

 = A(z)

 g1(zq
l
)

...
gS(zq

l
)


dans lequel les fonctions g1(z), . . . , gS(z) sont linéairement indépendantes.
Comme les fonctions g1, . . . , gS sont dé�nies en α, le théorème 9 implique
que la matrice A(z) est bien dé�nie en α. D'après le théorème 8, on a l'égalité

RelQ(g1(α), . . . , gS(α)) = kergA(α),

où kergA(α) désigne le noyau à gauche de A(α). En ne considérant que les
vecteurs de RelQ(g1(α), . . . , gS(α)) nuls sur les S − s dernières coordonnées,
on peut déterminer une base µ1, . . . ,µt de l'espace RelQ(g1(α), . . . , gs(α)).
On peut alors calculer de manière explicite une base de l'espace vectoriel
RelQ(f1(α), . . . , fr(α)), en résolvant dans Qr

les systèmes linéaires

(x1, . . . , xr).Γ(α) = µi ,

ce qui termine cette démonstration.
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Chapitre III

Systèmes mahlériens de

plusieurs variables

Rappelons que, pour T := (ti,j) une matrice de taille n à coe�cients dans
N et z := (z1, . . . , zn) une famille d'indéterminées, on note

Tz :=

 n∏
j=1

z
t1,j
j , . . . ,

n∏
j=1

z
tn,j
j

 .

On s'intéresse dans ce chapitre aux systèmes mahlériens de plusieurs va-
riables, de la forme  f1(z)

...
fm(z)

 = A(z)

 f1(Tz)
...

fm(Tz)

 , (59)

où A(z) est une matrice inversible à coe�cients dans Q(z). Comme pour
les fonctions d'une variable, la méthode de Mahler en plusieurs variables ne
peut fonctionner qu'en un point algébrique qui ne soit pas une singularité
du système. On étendra alors la terminologie dé�nie dans l'introduction.

Dé�nition 6. Considérons un système T -mahlérien (59). On dit qu'un point
α ∈ Cn est singulier, ou que c'est une singularité, s'il existe un entier k ∈ N
tel que la matrice A(z) n'est pas dé�nie ou n'est pas inversible au point T kα.
On dit que le point est régulier s'il n'est pas singulier.

Dans le cadre de la méthode de Mahler en plusieurs variables, des condi-
tions supplémentaires doivent être imposées à la matrice T et au point α
a�n de garantir, d'une part, une convergence uniforme des coordonnées des
points T kα vers 0 et, d'autre part, la non nullité de certaines quantités aux
points T kα, k ∈ N.
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Dé�nition 7. Soient T une matrice n×n à coe�cients dans N et α ∈ (Q?
)n.

On dit que le couple (T,α) est admissible s'il existe deux réels ρ > 1 et c > 0
tels que les trois conditions suivantes sont satisfaites.

(a) Les entrées de la matrice T k sont en O(ρk).

(b) Pour tout k ∈ N on a log ||T kα|| ≤ −cρk.

(c) Si g(z) ∈ C{z} est une fonction analytique non nulle, il existe une
in�nité d'entiers k ∈ N tels que g(T kα) 6= 0.

Ces conditions sont indispensables pour faire fonctionner la méthode de
Mahler. Elles sont présentes dès les premiers travaux de Mahler, qui les a
axiomatisées dans [73]. Nous discutons de ces trois conditions d'admissibilité
dans l'appendice A. Notons seulement, pour l'instant, que cela impose à la
matrice T d'avoir un rayon spectral strictement supérieur à 1.

Dans ce chapitre, nous développons la méthode de Mahler pour les sys-
tèmes réguliers singuliers. Notons K̂1 le corps des fractions de Q{z}, l'an-
neau des fonctions analytiques à coe�cients dans Q. On appellera fonctions
méromorphes les éléments de K̂1. Étant donné un entier d ≥ 1, on notera
K̂d le corps des fractions de l'anneau Q{z1/d}, où z1/d = (z

1/d
1 , . . . , z

1/d
n ).

Les éléments du corps K̂ := ∪d≥1K̂d seront appelée fonctions méromorphes
rami�ées.

Dé�nition 8. On dit qu'un système T -mahlérien est régulier singulier s'il
existe une matrice Φ(z) ∈ GLm(K̂) telle que Φ(z)−1A(z)Φ(Tz) ∈ GLm(Q).
Par extension, on dira qu'une fonction mahlérienne solution d'un système
régulier singulier, est régulière singulière.

Autrement dit, un système régulier singulier est un système qui est conju-
gué à un système constant, via un changement de jauge méromorphe rami�é.
L'étude des propriétés des systèmes réguliers singuliers est l'objet de la sec-
tion 1 du chapitre IV. Notons que la dé�nition donnée ci-dessus est une
généralisation de celle de Roques [95] pour les systèmes mahlériens d'une
variable.

Nous obtenons alors un analogue du théorème de Nishioka, pour les sys-
tèmes réguliers singuliers.

Théorème 14. Soient f1(z), . . . , fm(z) ∈ Q{z} des fonctions formant un
vecteur solution d'un système T -mahlérien régulier singulier et soit α ∈
(Q?

)n un point régulier pour ce système tel que le couple (T,α) est admis-
sible. On a

deg.trQ(z)(f1(z), . . . , fm(z)) = deg.trQ(f1(α), . . . , fm(α)) . (60)
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Le théorème 14 représente une avancée importante sur la théorie des
systèmes mahlériens de plusieurs variables. Il ne permet cependant pas de
considérer des fonctions mahlériennes associées à di�érentes transformations.
Dans ce cadre, on établit le résultat suivant.

Théorème 15. Soit r ≥ 1 un entier. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère
un système mahlérien régulier singulier fi,1(Tizi)

...
fi,mi(Tizi)

 = Ai(zi)

 fi,1(zi)
...

fi,mi(zi)

 (61.i)

où Ai(zi) est une matrice de GLmi(Q(zi)), Ti est une matrice à coe�cients
entiers naturels, de rayon spectral ρ(Ti). Supposons que

(i) pour chaque i, αi ∈ (Q?
)ni soit un point régulier pour le système (61.i)

et le couple (Ti,αi) soit admissible,

(ii) pour chaque paire (i, j), i 6= j, on ait log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) 6∈ Q.

Alors

deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) .

Le théorème 14 découle alors du théorème 15, quand r = 1.

Remarque 7. Supposons que certaines matrices aient des rayons spectraux
deux à deux multiplicativement dépendants. On peut supposer, pour simpli-
�er les notations, que c'est le cas des matrices T1, . . . , Ts, s ≤ r. Alors il existe
des entiers d1, . . . , ds tels que les matrices T dii , 1 ≤ i ≤ s, ont toutes le même
rayon spectral. Itérons di fois chacun des systèmes (71.i), pour 1 ≤ i ≤ s.
On peut regrouper ces s systèmes en un seul grand système T -mahlérien
diagonal par blocs, où T := diag(T1, . . . , Ts). Comme nous le verrons au cha-
pitre IV, ce système reste régulier singulier et le point α := (α1, . . . ,αs) est
encore régulier pour ce système. Le couple (T,α) satisfait aux conditions (a)
et (b) de la dé�nition 7. On peut alors appliquer le théorème 15, en rempla-
çant les s systèmes (71.i), 1 ≤ i ≤ s, par ce nouveau système, à la condition
supplémentaire que la condition (c) de la dé�nition 7 soit satisfaite pour le
couple (T,α).

En une variable, le théorème de Nishioka sert de base à la démonstration
du théorème de Philippon et du théorème 2. De même, pour les E-fonctions,
le théorème de Beukers est basé sur le théorème de Siegel-Shidlovskii. Dans
le cadre de la méthode de Mahler en plusieurs variables, on va voir qu'à
l'inverse, on obtient le théorème 15 de manière concomitante à un théorème
de permanence des relations entre les fonctions T -mahlériennes.
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Notation. Étant donné α ∈ Qn
, on désigne par Q(z)α,0 l'ensemble des

éléments de l'anneau Q{z} qui sont algébriques sur Q(z), et dont le domaine
de convergence contient le point α.

Théorème 16. Sous les hypothèses du théorème 15, donnons-nous pour
chaque i, 1 ≤ i ≤ r, une famille d'indéterminées Xi := (Xi,1, . . . , Xi,mi),
et posons z := (z1, . . . ,zr) et α := (α1, . . . ,αr). Alors, pour tout poly-
nôme P ∈ Q[X1, . . . ,Xr], homogène en chacune des familles de variables
X1, . . . ,Xr, et tel que

P (f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = 0 ,

il existe un polynôme Q ∈ Q(z)α,0[X1, . . . ,Xr], homogène en chacune des
familles de variables X1, . . . ,Xr, tel que

Q(z, f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = 0 ,

et
Q(α,X1, . . . ,Xr) = P (X1, . . . ,Xr) .

Si de plus Q(z, f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) est une extension régulière de Q(z),
alors, on peut choisir Q dans Q[z,X1, . . . ,Xr].

Ce résultat est à rapprocher du théorème 2. Étant donnée une relation
algébrique homogène entre les valeurs de fonctions formant un vecteur so-
lution d'un système mahlérien, il montre que ces relations proviennent, par
spécialisation, de relations algébriques de même degré entre les fonctions.
Cependant, à la di�érence du théorème 2, dans le théorème 16, les rela-
tions sont relevées sur Q(z) et non sur Q(z). Obtenir une relation entre les
fonctions sur Q(z) nécessiterait d'augmenter le degré de la relation. Si l'on
souhaite obtenir une relation entre les fonctions sur Q(z), sans augmenter
le degré de la relation, on doit pouvoir démontrer la régularité du corps
Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) sur Q(z).

Après un survol des résultats existant autour la méthode de Mahler pour
les systèmes de plusieurs variables, nous établirons, dans la section 2, les
lemmes de zéros nécessaires à la démonstration du théorème 16, qui sera
démontré dans la section 3. La section 4 est, quant à elle, consacrée à la
démonstration du théorème 15.

1 Aperçu historique de la méthode de Mahler en
plusieurs variables

Dès ses premiers travaux, Mahler introduit la possibilité de travailler avec
des fonctions de plusieurs variables. Un exemple cher à Mahler est celui des
séries de Hecke-Mahler.
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Exemple 31. Étant donné ω un nombre réel quadratique, la série de Hecke-
Mahler associée à ω est la série

fω(z) :=

∞∑
n=1

bnωczn .

Cette série n'est pas mahlérienne a priori. Mahler [70] a eu l'idée de consi-
dérer la fonction

Fω(z1, z2) =
∞∑

n1=1

bn1ωc∑
n2=1

zn1
1 zn2

2 .

Le développement en fractions continues de ω étant ultimement périodique,
Mahler [70] a montré que la fonction Fω(z1, z2) satisfait à une équation T -
mahlérienne inhomogène d'ordre 1, où T est une matrice donnée par les
convergents de la partie purement périodique du développement en fractions
continues de ω.

Comme l'a noté Mahler lui-même [73], la méthode de Mahler ne peut
s'appliquer directement pour la fonction Thêta dont l'équation fonctionnelle
est θ(z, q) = z2qθ(zq, q) + 1. En e�et, la matrice de la transformation serait
la matrice

T :=

(
1 1
0 1

)
,

pour laquelle il n'existe aucun point tel que le couple (T,α) est admissible.

Une des di�cultés quand on souhaite appliquer la méthode de Mahler
en plusieurs variables, c'est notre capacité à garantir qu'un couple donné
(T,α) satisfait à la condition (c) de la dé�nition d'admissibilité. Après des
résultats partiels de Mahler [70, 71, 72], Kubota [58], Loxton et van der
Poorten [63, 64], Masser [75] a donné un lemme de zéros permettant de
véri�er simplement cette condition.

Théorème Mas82 (Masser, 1982). Soit T une matrice de taille n à coe�-
cients dans N et soit α ∈ (Q?

)n tel que T kα → 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes

• Il n'existe pas de vecteur d'entiers µ ∈ Zn et pas d'entiers positifs a et
b tels que (T ak+bα)µ = 1, pour tout k ∈ N.

• Le couple (T,α) satisfait à la condition (c) de la dé�nition 7.

En particulier, sous ces conditions, la matrice T est inversible et ne pos-
sède pas de racines de l'unité parmi ses valeurs propres.

Jusqu'aux théorèmes 14, 15 et 16, on ne disposait que de très peu de
résultats pour les fonctions mahlériennes de plusieurs variables. Dans [67],
Loxton et van der Poorten a�rmaient avoir démontré le théorème 14 pour les
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systèmes pour lesquels la matrice A(z) est dé�nie et inversible en 0. Comme
nous l'avons mentionné au chapitre I, leur démonstration était incomplète
et n'a jamais pu être comblée. Jusqu'à présent, on ne savait démontrer le
théorème 14 que dans deux cas.

• En 1977, Kubota [58] montre qu'il est valable pour les systèmes de la
forme

1
f1(z)
...

fm(z)

 =


1 0 · · · 0

b1(z) a1(z)
...

. . .
bm(z) am(z)




1
f1(Tz)

...
fm(Tz)

 ,

(62)
où a1(z), . . . , am(z), b1(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) n'ont pas de pôle en 0 et
où ai(0) 6= 0, 1 ≤ i ≤ m.

• En 1996, Ku. Nishioka [88] le démontre pour les systèmes de la forme
1

f1(z)
...

fm(z)

 =


1 0 · · · 0

b1(z)
... B

bm(z)




1
f1(Tz)

...
fm(Tz)

 , (63)

où b1(z), . . . , bm(z) ∈ Q(z) n'ont pas de pôle en 0 et B est une matrice
constante inversible.

Nous verrons que dans ces deux cas les systèmes sont réguliers singuliers
et donc couverts par le théorème 14.

Dès 1976, Kubota [57] suggérait que la méthode de Mahler pouvait être
généralisée de telle sorte qu'il deviendrait possible de considérer simultané-
ment plusieurs système mahlériens associés à des transformations de rayons
spectraux multiplicativement indépendants. Même si le sujet a été réguliè-
rement abordé depuis l'article de Kubota (voir [69, 109, 110]), le premier
résultat dans cette direction est le théorème Ni94, obtenu en 1994 par Ku.
Nishioka [87]. La principale di�culté quand on considère plusieurs systèmes
associés à des transformations di�érentes, vient du fait qu'on ne peut pas
regrouper tout ces systèmes en un seul grand système mahlérien. En e�et,
étant donnés des entiers q1, . . . , qr distincts et des points α1, . . . , αr du disque
unité, les suites de termes généraux

− log
∣∣∣αqk11

∣∣∣ , . . . ,− log
∣∣∣αqkrr ∣∣∣

ont des vitesses de croissance non comparables. Si les entiers q1, . . . , qr sont
deux à deux multiplicativement indépendants, alors, remplacer chacun des
qi par un q

`i
i ne change rien à ce constat. L'idée introduite par Kubota [58]
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est de garder les systèmes séparés et de considérer à chaque étape des points
de la forme

α
q

⌊
k

log q1

⌋
1

1 , . . . , αq
b k

log qr c
r
r .

quand k parcourt N. Plus généralement, si T1, . . . , Tr sont des matrices et
α1, . . . ,αr sont des points algébriques, on peut itérer chaque système de
sorte à considérer des points de la forme(

T

⌊
k

log ρ(T1)

⌋
1 α1, . . . , T

⌊
k

log ρ(Tr)

⌋
r αr

)
, (64)

pour k ∈ N. La principale di�culté consiste à prouver un lemme de zéros
pour ces suites de points. Précisément, on souhaite montrer qu'étant donnée
une fonction analytique non nulle f(z), on a

f

(
T

⌊
k

log ρ(T1)

⌋
1 α1, . . . , T

⌊
k

log ρ(Tr)

⌋
r αr

)
6= 0

pour une in�nité de k ∈ N. Après un résultat partiel de Ku. Nishioka [87],
Masser [76] a démontré un premier lemme de zéros pour ces points.

Théorème Mas99 (Masser, 1999). Soient T1, . . . , Tr des matrices dont les
rayons spectraux sont deux à deux multiplicativement indépendants et dont les
polynômes caractéristiques sont irréductibles sur Q. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r,
on considère un point αi tel que T ki αi → 0, quand k → ∞. Soit f(z) une
fonction analytique non nulle, alors le nombre

f

(
T

⌊
k

log ρ(T1)

⌋
1 α1, . . . , T

⌊
k

log ρ(Tr)

⌋
r αr

)

est non nul pour une in�nité de k ∈ N.

Son théorème permet notamment d'élargir le théorème Ni94 à des points
α1, . . . ,αr algébriques quelconques. La limitation de ce théorème aux ma-
trices dont les polynômes caractéristiques sont irréductibles sur Q n'est ce-
pendant pas anecdotique. Elle empêche par exemple de considérer des ma-
trices de la forme (

q 0
0 q

)
.

En particulier, elle nous interdit de considérer plusieurs copies de la même
fonction, en des points di�érents. L'objet de la prochaine section est d'établir
un nouveau lemme de zéros, plus général que le théorème Mas99.
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2 Lemme de zéros pour di�érentes transformations
mahlériennes

2.1 Itération de chacune des transformations

A�n d'appliquer la méthode de Mahler à plusieurs systèmes associés à
des transformations indépendantes, on va itérer les systèmes à des puissances
k1, . . . , kr di�érentes, qui garantissent une uniformité de la convergence des
nombres

T k1
1 α1, . . . , T

kr
r αr .

On quitte alors la méthode de Mahler classique, qui s'intéresse à l'action de
N sur Cn induite par une unique transformation T , pour une action de Nr
sur Cn1+···+nr induite par plusieurs transformations T1, . . . , Tr. On a en e�et
besoin de pouvoir garantir des conditions analogues aux conditions (a) et (b)
de la dé�nition d'admissibilité. Kubota [58] suggérait de prendre des entiers
ki de la forme

ki :=

⌊
k

log ρ(Ti)

⌋
, k ∈ N .

Un tel choix permet d'obtenir les majorations

max
1≤i≤r

(∥∥∥T ki,li

∥∥∥) = O(el) et log
∥∥∥(T k1,l

1 α1, . . . , T
kr,l
r αr

)∥∥∥ ≤ −cel .
Par la suite, pour k := (k1, . . . , kr) ∈ Nr, on notera Tk := diag(T k1

1 , . . . , T krr )
la matrice diagonale par blocs dont les blocs sont les matrices T k1

1 , . . . , T krr .
Ainsi, en notant α := (α1, . . . ,αr), on a

Tkα = (T k1
1 α1, . . . , T

kr
r αr) .

En réalité, on peut choisir les r-uplets k := (k1, . . . , kr) avec un peu plus de
liberté que ce que suggérait Kubota. Il su�t de les prendre dans un sous-
ensemble de Nr restant à distance bornée de la demi-droite réelle R+Θ ⊂ Rn,
où

Θ :=

(
1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Tr)

)
. (65)

Le lemme suivant montre que l'on est obligé de choisir les r-uplets k de la
sorte, a�n d'avoir une convergence à la même vitesse en norme et en hauteur.

Lemme 21. Soient T1, . . . , Tr des matrices à coe�cients dans N et pour
chaque i, 1 ≤ i ≤ r, αi un point algébrique tel que le couple (Ti,αi) est
admissible. On pose α := (α1, . . . ,αr), et on considère une suite (kl)l∈N ⊂
Nr. Les propositions suivantes sont équivalentes.

• Il existe un réel ρ > 1 et un réel c > 0 tels que

‖Tkl‖ = O(ρl) et log ‖Tklα‖ ≤ −cρ
l .
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• Il existe un réel λ tel que ‖kl−λlΘ‖ = O(1), où Θ est dé�ni par (65).

Dans ce cas, on a ρ = eλ. En particulier, si λ = 1, on a ρ = e.

Démonstration. Supposons qu'il existe un λ tel que ‖kl−λlΘ‖ = O(1). Pour
chaque l ∈ N et chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on écrit kl =: λl/ log(ρ(Ti)) + ε(i, l),
où |ε(i, l)| ≤ B, pour un certain nombre réel B > 0. Pour chaque i le réel ρ
donné par les conditions (a) et (b) de la dé�nition d'admissibilité est égal à
ρ(Ti). On peut donc écrire pour chaque i, d'une part∥∥∥T ki,li

∥∥∥ = O
(
ρ(Ti)

kil

)
= O

(
ρ(Ti)

λl/ log(ρ(Ti))
)

= O
(
eλl
)
,

et d'autre part,

log
∥∥∥T ki,li αi

∥∥∥ ≤ −ciρ(Ti)
kil ≤ −c′ieλl ,

où ci, c′i sont des réels positifs. En posant c := mini{c′1, . . . , c′r}, on obtient
le résultat souhaité. Supposons inversement que l'on ait

‖Tkl‖ = O(ρl) et log ‖Tklα‖ ≤ −cρ
l .

Posons λ := log(ρ) et �xons un i, 1 ≤ i ≤ r. Comme les couples (Ti,αi)
satisfont aux conditions (a) et (b) de la dé�nition d'admissibilité on a égale-
ment ∥∥∥T ki,li

∥∥∥ = O
(
ρ(Ti)

ki,l
)

et log
∥∥∥T ki,li αi

∥∥∥ ≤ −ciρ(Ti)
ki,l ,

pour un réel ci > 0. Il existe donc deux réels κi, γi > 0 tels que

κie
λl ≤ ρ(Ti)

ki,l ≤ γieλl ,

pour tout l ∈ N. En passant au logarithme, on obtient

log(κi) + λl ≤ log(ρ(Ti))ki,l ≤ log(γi) + λl .

Ainsi, en divisant par log(ρ(Ti)) on voit que ki,l est à distance bornée de
λl/ log(ρ(Ti)).

2.2 Un lemme de zéros de Corvaja et Zannier

Le théorème Mas99 impose une condition contraignante sur les matrices
Ti, celle d'avoir un polynôme caractéristique irréductible sur Q. Cette condi-
tion nous empêche donc d'avoir dans un même système, plusieurs copies de
la même fonction, évaluée en des points di�érents. Il nous faut donc élargir
le résultat de Masser à des matrices T1, . . . , Tr quelconques, telles que les
couples (Ti,αi) sont admissibles.

En 2005, Corvaja et Zannier [44] ont établi, à partir du théorème du sous-
espace, un lemme de zéros pour certaines suites de S-unités. Ces auteurs
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mentionnent le fait que leur résultat peut avoir des applications en méthode
de Mahler. À notre connaissance, avant nos travaux, cette piste là n'avait
pas été explorée. Rappelons qu'étant donnés K un corps de nombres, S un
ensemble �ni de valuations sur K, on dit qu'un point α ∈ K est une S-unité si
toute valuation sur K qui n'est pas dans S est nulle au point α. Le théorème
3 de [44] s'énonce de la façon suivante.

Théorème CZ05 (Corvaja et Zannier, 2005). Soient K un corps de nombres,
S un ensemble �ni de valuations sur K et f(z) une fonction analytique non
nulle à coe�cients algébriques. Considérons une suite de nombres algébriques
(αk)k∈N ⊂ Kn telle que

• αk est une S-unité pour tout k ∈ N,

• f(αk) = 0 pour tout k ∈ N,

• limk→∞αk = 0,

• logH(αk) = O(− log ||αk||).

Alors, il existe des n-uplets d'entiers µ1, . . . ,µs ∈ Zn et des nombres algé-
briques γ1, . . . , γs tels que,

s∏
i=1

(
α
µi
k − γi

)
= 0 ,

pour tout k ∈ N.

Ce résultat permet une grande souplesse quant à la suite de points αk
que l'on regarde. C'est cette souplesse qui va nous permettre de considérer
des matrices générales. On remarquera cependant, qu'à l'inverse du théorème
Mas99, il ne s'applique que pour les fonctions à coe�cients dans Q. Dans le
cadre de la méthode de Mahler, cette restriction n'est pas gênante, toutes
les fonctions mahlériennes étant à coe�cients algébriques. Notons qu'on aura
toutefois besoin de considérer des fonctions analytiques ayant des coe�cients
dans un espace vectoriel L ⊂ C de dimension �nie sur Q. Nous montrerons
comment le théorème CZ05 nous permet d'atteindre ces fonctions.

2.3 Ensembles syndétiques par morceaux

Dans le cadre de la méthode de Mahler pour une seule transformation T ,
le théorème Mas82 énonce qu'une série non nulle ne peut pas s'annuler en
tout point de certains ensembles bien structurés de points algébriques. Ce
sont des ensembles de la forme {T kα | k ∈ N}, où α est un point algébrique,
qui sont naturellement indexés par N. Quand on considère simultanément
plusieurs transformations indépendantes, on a vu que chacune des matrices
T1, . . . , Tr doit être itérée à une puissance di�érente, de manière à garantir
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une certaine uniformité dans la vitesse de convergence des points vers 0.
Notre ensemble de points n'est plus un ensemble � bien structuré �, indexé
par N, mais une partie d'un ensemble indexé par Nr. Bien sûr, cet ensemble
de points peut toujours être indexé par N, mais on ne peut plus s'appuyer sur
la structure additive de N. Pour faire face à cette di�culté, on introduit la
notion d'ensemble syndétique par morceaux, une notion classique en théorie
de Ramsey. Cette notion quali�e une certaine forme de � largeur � pour les
sous-ensembles de N. Comme nous le verrons, le lemme de Brown montre
que ces ensembles sont stables par partitionnement et bien plus robustes que
les suites récurrentes linéaires.

Dé�nition 9. On dit qu'un ensemble L ⊂ N est syndétique par morceaux
s'il existe un entier B tel que, quel que soit l'entier M ≥ 2, il existe des
nombres l1 < · · · < lM dans L tels que :

li+1 − li ≤ B, 1 ≤ i < M .

Dans ce cas, on dit que l'entier B est une borne pour l'ensemble L.

Rappelons qu'on dit qu'une partie de N est syndétique, ou parfois rela-
tivement dense, si ses trous sont des intervalles bornés. D'autre part, on dit
qu'une partie de N est épaisse 1 si elle contient des intervalles de longueur
arbitrairement grande. Les ensembles syndétiques par morceaux sont donc
les ensembles que l'on peut obtenir comme intersection d'un ensemble syn-
détique et d'un ensemble épais. Les propriétés énoncées dans le lemme 22
ci-dessous sont fondamentales et justi�ent le fait que les ensembles syndé-
tiques par morceaux sont la notion dont nous avons besoin pour démontrer
notre lemme de zéros.

Lemme 22. Soit L ⊂ N un ensemble syndétique par morceaux, de borne B.
On a les propriétés suivantes

(i) Si L ⊂ L′ ⊂ N, alors L′ est aussi syndétique par morceaux.

(ii) Si L ⊂ ∪si=1Li, alors, au moins l'un des ensembles Li est syndétique
par morceaux.

(iii) Soit l0 un entier naturel. L'ensemble

L0 := {l ∈ L : (l + {l0, . . . , l0 +B}) ∩ L 6= ∅}

est syndétique par morceaux.

(iv) L'ensemble L contient des progressions arithmétiques de taille arbitrai-
rement grande.

1. En anglais, on dit � thick �
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Démonstration. Le premier point découle immédiatement de la dé�nition.
Les points (ii) et (iv) sont des résultats classiques, connus respectivement
sous les noms de Lemme de Brown (voir [37]) et Théorème de Szemerédi
(voir [106]). Démontrons alors le point (iii). Soient l0 et M deux entiers
naturels. Soit a le plus petit entier tel que aB ≥ l0. Comme L est syndétique
par morceaux, on peut trouver des éléments l1 < l2 < · · · < l(a+M)B de L
tels que li+1 − li < B, pour chaque i, 1 ≤ i < (a+M)B. Prenons un entier
i, 1 ≤ i ≤ M , on a li+aB ≥ l0, donc il existe un entier j ≤ aB tel que l0 ≤
li+j ≤ l0 +B. Ainsi, li ∈ L0. Les nombres l1, . . . , lM appartiennent donc tous
à l'ensemble L0 qui, par dé�nition, est donc syndétique par morceaux.

2.4 Lemme de zéros principal

En nous appuyant sur le théorème de Corvaja et Zannier, on est en
mesure de démontrer le résultat suivant.

Théorème 17. Soient T1, . . . , Tr des matrices à coe�cients dans N, dont les
rayons spectraux sont deux à deux multiplicativement indépendants. Notons
ni la taille de la matrice Ti et posons N :=

∑r
i=1 ni. Soit α := (α1, . . . ,αr)

un point algébrique de (Q?
)N tel que chacun des couples (Ti,αi) est admis-

sible. Soit (kl := (kl,1, . . . , kl,r))l∈N ⊂ Nr une suite de r-uplets d'entiers telle
que

kl − lΘ = O(1) . (66)

Soit g ∈ C{z} une fonction analytique non nulle, dont les coe�cients ap-
partiennent tous à un Q-espace vectoriel L ⊂ C de dimension �nie. Alors
l'ensemble {

l ∈ N : g
(
T
kl,1
1 α1, . . . , T

kl,r
r αr

)
= 0
}

n'est pas syndétique par morceaux.

On établit tout d'abord deux lemmes.

Lemme 23. Sous les hypothèses du théorème 17, pour tout N -uplet non nul
d'entiers µ ∈ ZN , l'ensemble

L0 := {l ∈ N : (Tklα)µ = 1}

n'est pas syndétique par morceaux.

Démonstration. On raisonne par contradiction, en supposant que l'ensemble
L0 est syndétique par morceaux. Pour chaque paire d'entiers naturels (l, e),
avec e > 0, on dé�nit un r-uplet e := e(l, e) = (e1, . . . , er) par

e = kl+e − kl , (67)

et on pose E := {e(l, e), l, e ∈ N}. D'après (66), on a

e(l, e) = eΘ +O(1) , (68)
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ce qui montre que l'ensemble E est in�ni. Cependant, pour tout entier e0,
l'ensemble {e(l, e0) : l ∈ N} est �ni.

Remarquons que pour toute paire (β1, β2) de nombres complexes non
nuls, qui ne sont pas des racines de l'unité, et pour toute paire d'entiers (i, j),
1 ≤ i < j ≤ r, l'ensemble E1 des e = (e1, . . . , er) ∈ E tels que βei1 = β

ej
2 est

�ni. En e�et, l'ensemble des entiers u tels qu'il existe un entier v pour lequel
βu1 = βv2 est un idéal de Z. Soit u0 ≥ 0 un générateur de cet idéal et v0 ∈ N
tel que βu0

1 = βv0
2 . Pour tout (e1, . . . , er) ∈ E1, il existe un entier a tel que

ei = au0. On a alors,

β
ej
2 = βei1 = βau0

1 = βav0
2 .

Comme β2 n'est pas nul et n'est pas une racine de l'unité, on a ej = av0. On
a donc ei/ej = u0/v0 ∈ Q. Comme ei = ki,l+e− ki,l et ej = kj,l+e− kj,l, on a

kj,l+e − kj,l
ki,l+e − ki,l

∈ Q .

Comme E1 est in�ni, l'entier e peut être choisi arbitrairement grand. En le
faisant tendre vers l'in�ni, d'après (68) on a log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) ∈ Q, ce qui
contredit le fait que ρ(Ti) et ρ(Tj) sont multiplicativement indépendants.

Rappelons qu'aucune des valeurs propres des matrices Ti n'est égale à
zéro ou à une racine de l'unité. Il existe donc un entier e0 tel que, pour tout
e ≥ e0, tout l ∈ N, toute valeur propre λi de Ti et toute valeur propre λj de
Tj , i 6= j, on a

λeii 6= λ
ej
j ,

où e = e(l, e) = (e1, . . . , er) ∈ E . En particulier, pour un tel r-uplet e, chaque
sous-espace V de CN qui est stable sous l'action de la matrice diagonale par
blocs

Te := diag (T e11 , · · · , T err ) (69)

se décompose sous la forme

V =
r⊕
i=1

π−1
i (Vi) ,

où chaque Vi ⊂ Cni est un sous-espace stable par T eii , et où πi : CN =
Cn1+···+nr → Cni est la projection sur le bloc correspondant à la matrice Ti.

On peut alors prouver le lemme. Considérons le vecteur

x := (logα1,1, logα1,2, . . . , logα1,n1 , logα2,1, . . . , logαr,nr)
> .

Par hypothèse, on a
〈µ , Tkl(x)〉 = 0 ,
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pour tout l ∈ L0. Notons U l'orthogonal au vecteur µ dans CN . C'est un
espace propre CN , dé�ni sur Q, qui contient tous les vecteurs Tkl(x), l ∈ L0.
Pour un ensemble L′ ⊂ L0, on note U(L′) le plus petit sous-espace de CN
dé�ni sur Q et contenant tous les points Tkl(x), l ∈ L′. On a, en particulier,
U(L0) ⊂ U . De plus, si L′′ ⊂ L′ alors, U(L′′) ⊂ U(L′). Puisque l'espace
U(L0) est de dimension �nie, il existe un ensemble syndétique par morceaux
L1 ⊂ L0 tel que, pour chaque ensemble syndétique par morceaux L′ ⊂ L1, on
a U(L′) = U(L1). Soit B une borne pour l'ensemble syndétique par morceaux
L1. Posons

E0 := {e(l, e) : e ∈ [e0, e0 +B], l ∈ L1, l + e ∈ L1} ,

où e0 est dé�ni comme dans la première partie de la preuve. C'est un en-
semble �ni. Soit

L2 := {l ∈ L1 : ∃e ∈ [e0, e0 +B] tel que l + e ∈ L1} .

D'après le lemme 22, l'ensemble L2 est syndétique par morceaux. Pour
chaque e ∈ E0, on pose

Le := {l ∈ L2 : Te(Tkl(x)) = Tkl+e(x) ∈ U(L1) où e := e(l, e)} .

Pour chaque l ∈ L2, il existe un e ∈ [e0, e0 + B] tel que l ∈ Le où e =
e(l, e). On a donc l'inclusion L2 ⊂ ∪e∈E0Le. Comme L2 est syndétique par
morceaux, d'après le lemme 22 l'un des ensembles Le, e ∈ E0, est syndétique
par morceaux. De plus, Le ⊂ L1. Par dé�nition de L1, on a donc

U(Le) = U(L1) .

L'ensemble U(L1) est donc invariant par l'action de la matrice Te, puisque
si Tkl(x) ∈ U(Le) = U(L1), alors Te(Tkl(x)) ∈ U(L1). D'après la première
partie de la preuve, on a une décomposition

U(L1) =
r⊕
i=1

π−1
i (Ui) ,

où, pour chaque i, Ui = πi(U(L1)) ⊂ Cni est un sous-espace invariant T eii .
Comme U(L1) est un sous-espace propre de CN , il existe un entier i, 1 ≤
i ≤ r, tel que Ui est un sous-espace propre Cni . Comme cet espace est dé�ni
sur Q, il existe un vecteur non nul ν0 ∈ Zni dans son orthogonal. On a donc〈

ν0 , T
eiki,l
i (xi)

〉
= 0 , (70)

pour tout l ∈ L1, où xi := πi(x). D'après (66), l'ensemble L2 := (eiki,l)l∈L1

est in�ni. Notons ν0 := ν1 − ν2, avec ν1,ν2 ∈ Nni , et

g(zi) := zν1
i − z

ν2
i .
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D'après (70), on a pour tout k ∈ L2.

g
(
T ki αi

)
= α

ν1Tki
i −αν2Tki

i =
α
ν0Tki
i − 1

α
ν2Tki
i

=
e〈ν0Tki (xi)〉 − 1

α
ν2Tki
i

= 0 .

Cela contredit l'hypothèse (c) de la dé�nition d'admissibilité pour le couple
(Ti,αi).

Lemme 24. Sous les hypothèses du théorème 17, pour tout N -uplet non nul
d'entiers µ ∈ ZN et tout γ ∈ Q?

, l'ensemble

L0 := {l ∈ N : (Tklα)µ = γ}

n'est pas syndétique par morceaux.

Démonstration. Supposons au contraire que L0 soit syndétique par mor-
ceaux, de borne B. Posons

E := {e(l, e) : l ∈ L0, l + e ∈ L0, e ≤ B} .

C'est un ensemble �ni. Pour chaque e ∈ E , on pose

Le :=
{
l ∈ N : (Tklα)µ−µTe = 1

}
,

et
L1 := {l ∈ L0 : ∃e ≤ B tels que l + e ∈ L0} .

D'après le lemme 22, l'ensemble L1 est syndétique par morceaux. Pour
chaque l ∈ L1, il existe un r-uplet e = e(l, e) ∈ E tel que e ≤ B et l+e ∈ L0.
On a donc

(Tklα)µ−µTe = γ/γ = 1 .

et, par conséquent, L1 ⊂ ∪e∈ELe. D'après le lemme 22, l'un des ensembles
Le, e ∈ E est syndétique par morceaux. D'après le lemme 23, on a µ−Teµ =
0 pour un tel e, ce qui contredit le fait qu'aucune des matrices Ti ne possède
de racines de l'unité parmi ses valeurs propres. L'ensemble L0 ne peut donc
pas être syndétique par morceaux.

On peut alors démontrer le théorème 17.

Démonstration du théorème 17. Nous raisonnons par récurrence sur la di-
mension t du Q-espace vectoriel L.

Supposons tout d'abord que t = 1. Alors, en divisant g par une constante,
si nécessaire, on peut supposer sans perte de généralité que g ∈ Q{z}. Posons

L0 := {l ∈ N : g(Tklα) = 0} .

Comme les points (Ti,αi) sont admissibles, on peut appliquer le théorème
CZ05 aux points Tklα. Pour ce faire, on doit véri�er les trois conditions
suivantes.
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(i) Il existe un ensemble �ni de valuations S sur Q(α), tel que les points
Tklα sont des S-unités.

(ii) La suite (Tklα)l∈N tend vers 0.

(iii) On a logH(Tklα) = O(− log ‖Tklα‖).

La condition (i) est automatiquement satisfaite. En e�et, tout ensemble �ni
de nombres algébriques forme un ensemble de S-unités pour un ensemble
�ni de valuations S bien choisi. Les coordonnées du vecteur α sont donc des
S-unités, pour un certain ensemble �ni S, et il vient immédiatement que les
nombres Tklα sont alors également des S-unités.

Les couples (Ti,αi) étant admissibles, on a αi ∈ U(Ti) pour chaque i
et d'après le lemme 56, la suite (Tklα)l∈N tend vers 0, ce qui prouve que la
condition (ii) est satisfaite.

Véri�ons à présent la condition (iii). D'après le lemme 21 on a les esti-
mations

||Tkl || = O(el), et log ||Tklα|| ≥ −ce
l ,

où c > 0 est un réel. Or logH(Tklα) = O(||Tkl ||). On a donc bien

logH(Tklα) = O(el) = O(− log ||Tklα||) ,

et la condition (iii) est satisfaite. D'après le théorème CZ05, il existe donc
des N -uplets µ1, . . . ,µs et des nombres algébriques γ1, . . . , γs, tels que

L0 ⊂
s⋃
i=1

Li

où
Li := {l ∈ N : (Tklα)µi = γi} .

D'après le lemme 24, aucun des ensembles Li n'est syndétique par morceaux.
Il découle du lemme 22 que l'ensemble L0 n'est pas syndétique par morceaux.
Cela termine la preuve du théorème quand t = 1.

Supposons à présent que t ≥ 2 et que le théorème soit vrai dès que la
dimension de L est strictement inférieure à t. Soit a1, . . . , at une base de L
sur Q. On considère la décomposition

g(z) =
t∑
i=1

aigi(z) ,

où gi(z) ∈ Q{z}, 1 ≤ i ≤ t. Posons à présent L0 := {l ∈ N : g(Tklα) = 0} et
supposons que L0 soit syndétique par morceaux, de borne B. On considère
l'ensemble

E := {e(l, e) : l ∈ L0, l + e ∈ L0, e ≤ B} .
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Pour chaque e ∈ E , on dé�nit une série analytique

he(z) :=

t−1∑
i=1

ai(gi(z)gt(Tez)− gi(Tez)gt(z)) .

On pose également Le := {l ∈ N : he(Tklα) = 0} et

L1 := {l ∈ L0 : ∃e ≤ B tel que l + e ∈ L0} .

Alors, pour tout l ∈ L1, on a he(Tklα) = 0, pour l'un des e ∈ E . On a
donc l'inclusion L1 ⊂ ∪e∈ELe. Comme L1 est syndétique par morceaux et E
est un ensemble �ni, d'après le lemme 22 l'un des ensembles Le, e ∈ E , est
syndétique par morceaux. Par induction, on obtient he(z) = 0 pour un tel
e. Comme les ai sont Q-linéairement indépendants, on a

gi(z)gt(Tez) = gi(Tez)gt(z)

pour tout i, 1 ≤ i ≤ t− 1. On utilise alors un résultat de Ku. Nishioka [89,
Theorem 3.1] que nous rappelons ici. Si une série h(z) ∈ C((z)) satisfait à
une équation de la forme h(Tz) = ch(z)+d, avec c, d ∈ C, pour une matrice
inversible T , n'ayant aucune racine de l'unité comme valeur propre, alors
h ∈ C. La matrice Te est inversible et n'a pas de racine de l'unité parmi
ses valeurs propres. On peut donc appliquer le résultat de Ku. Nishioka aux
séries hi(z) = gi(z)/gt(z). On en déduit que, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ t, il
existe un complexe γi ∈ C tel que gi(z) = γigt(z). On a donc g(z) = agt(z)
avec a =

∑
aiγi, ce qui correspond au cas t = 1. Dans ce cas, on a déjà

prouvé que L0 ne peut être syndétique par morceaux, une contradiction.

2.5 Lemme de zéros pour les polynômes multi-exponentiels

Notons  fi,1(zi)
...

fi,mi(zi)

 := Ai(zi)

 fi,1(Tizi)
...

fi,mi(Tizi)

 . (71.i)

chacun des r systèmes mahlériens du théorème 16. Comme les systèmes
sont réguliers singuliers, chacune des matrices Ai(zi) est conjuguée, via un
changement de jauge méromorphe rami�é, à une matrice constante Bi ∈
GLmi(Q). Notons Γ ⊂ C? le groupe multiplicatif engendré par toutes les
valeurs propres des matrices Bi. En itérant k fois le système (71.i), on obtient
un système

f i(zi) = Ai,k(zi)f i(T
k
i zi) ,

où f i(zi) est le vecteur colonne formé des fonctions fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi) et
Ai,k est la k-ième itération de la matrice Ai sous l'action de Ti, c'est-à-dire,
la matrice

Ai,k(zi) := Ai(zi)Ai(Tizi) · · ·Ai(T k−1
i zi) .
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Pour ce nouveau système, la matrice Bi est transformée en la matrice Bk
i . En

itérant chacun des systèmes un nombre approprié de fois, on peut supposer
que le groupe Γ est sans torsion. On note alors RΓ,r la Z-algèbre engendrée
par les applications de la forme

Nr → Z(Γ)

k = (k1, . . . , kr) 7→
∏r
i=1

(
γkii k

ji
i

)
où γ1, . . . , γr ∈ Γ et j1, . . . , jr ∈ N. On appelle polynômes (Γ, r)-exponentiels,
ou simplement polynômes multi-exponentiels, les éléments de RΓ,r. Étant
donné A un anneau de caractéristique nulle, on dé�nit la A-algèbre RΓ,r ⊗Z
A des polynômes (Γ, r)-exponentiels sur A, par extension des scalaires à
A. De la même manière, pour tout Q-espace vectoriel L ⊂ C, on dé�nit
RΓ,r ⊗Z L{z} le Q-espace vectoriel des polynômes exponentiels, dont les
coe�cients sont des fonctions analytiques à coe�cients de L.

A�n de pouvoir traiter les coe�cients des matrices Ai,k(zi), on a be-
soin d'un lemme de zéros plus général que le théorème 17, valable pour les
polynômes multi-exponentiels.

Proposition 25. Soient T1, . . . , Tr des matrices dont les rayons spectraux
sont deux à deux multiplicativement indépendants, α1, . . . ,αr des points tels
que les couples (Ti,αi) sont tous admissibles. Il existe un ensemble in�ni
K ⊂ Nr restant à une distance bornée de la droite R+Θ et tel que, si L ⊂ C
est un Q-espace vectoriel de dimension �nie et ψ ∈ RΓ,r ⊗Z L{z} est tel que
la suite (ψ(k, z))k∈K n'est pas nulle, alors ψ(k, Tkα) 6= 0 pour une in�nité
de k ∈ K.

Pour chaque entier s ≤ r, on note πs : Zr 7→ Zs la projection sur les s
premières coordonnées. On prouve tout d'abord la proposition 25 dans le cas
où les inverses des log des rayons spectraux sont linéairement indépendants.

Lemme 26. Soit s un entier tel que 1 ≤ s ≤ r. Supposons que les nombres
1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) soient linéairement indépendants sur Z. Soient
L ⊂ N un ensemble syndétique par morceaux et K = {kl : l ∈ L} une suite
d'éléments de Nr telle que

kl = lΘ +O(1) .

Considérons un polynôme multi-exponentiel ψ ∈ RΓ,s ⊗Z L{z} non nul.
Alors, l'ensemble

L0 := {l ∈ L : ψ(πs(kl), Tklα) = 0}

n'est pas syndétique par morceaux.
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Notre preuve du lemme 26 suit les grandes lignes de celle du lemme 3.3.1
dans [89]. Toutefois, le cadre dans lequel nous travaillons ici est plus général
et nous avons besoin notamment d'introduire des ensembles syndétiques par
morceaux. Cela rend la preuve du lemme 26 plus technique. Ainsi, lire en
amont la preuve du lemme 3.3.1 de [89] permet de rendre la preuve que nous
présentons ici, plus transparente.

Démonstration. Pour simpli�er les notations, notons k := πs(k) pour k ∈
Zr. On raisonne par l'absurde, en supposant que l'ensemble L0 est syndétique
par morceaux, de borne B. On écrit

ψ(k, z) =

q∑
i=1

ηki
∑
|µ|≤δi

k
µ
gi,µ(z) , (72)

où les r-uplets ηi = (ηi,1, . . . , ηi,s) sont tous distincts, gi,µ(z) ∈ L{z}, où q
est minimal et où les nombres δi, 1 ≤ i ≤ q sont minimaux. La décomposi-
tion (72) est unique, à permutation près des indices (voir par exemple [60,
Théorème 1]). Soit ∆(ψ) le cardinal de l'ensemble

{(i,µ), 1 ≤ i ≤ q, tels que, soit |µ| < δi, soit |µ| = δi et gi,µ 6= 0} .

On peut supposer, sans perte de généralité, que δq ≥ δi pour tout i, 1 ≤ i ≤ q.

On raisonne alors par récurrence sur ∆(ψ). Si ∆(ψ) = 1, alors ψ(k, z) =

ηkg(z) et on déduit du théorème 17 une contradiction. On suppose alors
que ∆(ψ) := ∆ > 1 et que le lemme est vrai dès que ∆(ψ) < ∆. On peut
supposer sans perte de généralité que ηq = (1, . . . , 1). Soit ν un s-uplet
d'entiers positifs ou nuls tel que |ν| = δq. On pose g(z) := gq,ν(z) 6= 0. Pour
chaque e ∈ Nr, on dé�nit une application

ξe(k, z) := ψ(k + e, Tez)g(z)− ψ(k, z)g(Tez) ,

où, Te est dé�nie en (69). Alors ξe(k, z) ∈ RΓ,s⊗ZC{z} et on a une décom-
position de la forme

ξe(k, z) =

q−1∑
i=1

ηki ∑
|µ|≤δi

k
µ
he,i,µ(z)

+
∑

|µ|≤δq ,µ6=ν

k
µ
he,q,µ(z) ,

où les he,i,µ(z) sans dans L{z}. Par construction, ∆(ξe) < ∆(ψ) pour chaque
e. Posons

Le := {l ∈ N : ξe(kl, Tklα) = 0} .

Étant donné un entier e1 ≥ B, on note L1 l'ensemble des entiers l ∈ L0 pour
lesquels il existe un entier e, e1 ≤ e ≤ e1 + B tel que l + e ∈ L0. D'après
le lemme 22, l'ensemble L1 est syndétique par morceaux. Pour un tel couple
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(l, e), on pose e := e(l, e) = kl+e − kl et on note E1 l'ensemble (�ni) des
r-uplets e obtenus de cette façon. Pour chaque e ∈ E1, on a

ξe(kl, Tklα) = ψ(kl+e, Tkl+eα)g(α)− ψ(kl, Tklα)g(Tkl+eα) = 0 .

On a donc
L1 ⊂

⋃
e∈E1

Le .

D'après le lemme 22, il existe un e(l, e) ∈ E1 tel que l'ensemble Le est syn-
détique par morceaux. Pour un tel e = e(l, e), par hypothèse de récurrence,
on a ξe ≡ 0. Quand e1 parcourt l'ensemble des entiers plus grands que B,
on trouve une in�nité de r-uplets e = e(l, e) pour lesquels ξe ≡ 0. Notons
E2 cet ensemble in�ni. Pour tout e ∈ E2, on a donc he,i,µ(z) = 0 quels que
soient les indices (i,µ). Si µ est un s-uplet tel que |µ| = δq, on trouve

0 = he,q,µ(z) = gq,µ(Tez)g(z)− gq,µ(z)g(Tez) .

En divisant par g(Tez)g(z), on a

gq,µ(Tez)

g(Tez)
=
gq,µ(z)

g(z)
.

Comme la matrice Te est inversible et n'a pas de racines de l'unité parmi ses
valeurs propres, on peut appliquer le théorème 3.1 de [89]. Il existe donc un
nombre complexe γµ tel que

gq,µ(z) = γµg(z) . (73)

Remarquons, qu'en particulier, γν = 1. Considérons à présent un s-uplet µ0

tel que ν − µ0 ∈ Ns et |ν − µ0| = 1. On obtient

0 = he,q,µ0
(z)

=
∑
µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
gq,µ(Tez)g(z) + gq,µ0

(Tez)g(z)− gq,µ0
(z)g(Tez)

=

∑
µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ

 g(Tez)g(z)

+gq,µ0
(Tez)g(z)− gq,µ0

(z)g(Tez) .

En e�et, si µ > µ0 alors |µ| = δq et, d'après (73), on a gq,µ(z) = γµg(z).
En divisant par g(Tez)g(z), on trouve

gq,µ0
(Tez)

g(Tez)
=
gq,µ0

(z)

g(z)
−
∑
µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ .
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D'après [89, Theorem 3.1], on a donc∑
µ>µ0

eµ−µ0

(
µ

µ0

)
γµ = 0 . (74)

Mais, si µ > µ0, par hypothèse, µ−µ0 est un vecteur de la base canonique
de Cs. Ainsi, pour chaque i ≤ s, il existe un unique s-uplet µ := µ(i) tel
que eµ(i)−µ0 = ei. Rappelons que e = e(l, e) = kl+e − kl, avec l et l + e
dans L0. Comme E2 est in�ni, il existe des e(l, e) ∈ E2 pour des entiers e
arbitrairement grands. Mais

lim
e→∞

kl+e − kl
e

=

(
1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Ts)

)
.

En divisant (74) par e et en prenant la limite quand e tend vers l'in�ni, on
obtient

s∑
i=1

1

log ρ(Ti)

(
µ(i)

µ0

)
γµ(i) = 0 .

Comme, par hypothèse, les nombres 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) sont linéai-
rement indépendants sur Z, on a(

µ

µ0

)
γµ = 0 ,

pour chaque µ. En prenant µ = ν, on trouve δq =
(
ν
µ0

)
= 0, puisque γν = 1.

Comme δq ≥ δi pour chaque i, on a δi = 0, 1 ≤ i ≤ q. On peut alors écrire

ψ(k, z) =

q∑
i=1

ηki gi(z) .

Pour e ∈ E2, on a donc

0 = he,1,0(z) = ηe1g1(Tez)g(z)− g1(z)g(Tez) .

Par minimalité de q, on a g1(z) 6= 0. Alors, d'après [89, Theorem 3.1], ηe1 = 1
pour tout e ∈ E2. En prenant le logarithme, pour toute paire (l, e) telle que
e = e(l, e) = (e1, . . . , er) ∈ E2, on obtient

e1 log η1,1 + · · ·+ es log η1,s = 0 .

Supposons que le vecteur (log η1,1, . . . , log η1,s) soit non nul. Comme e ∈ Ns,
il existe µ = (µ1, . . . , µs) ∈ Zs tel que e1µ1 + · · ·+ esµs = 0. En divisant par
e et en faisant tendre e vers l'in�ni, on trouve

µ1

log ρ(T1)
+ · · ·+ µs

log ρ(Ts)
= 0 ,

une contradiction. On a donc log η1,1 = · · · = log η1,s = 0 et, comme, par
hypothèse, le groupe Γ est sans torsion, on trouve η1 = (1, . . . , 1) = ηq, ce
qui contredit la minimalité de q.
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Si on ne suppose plus que les nombres 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Tr) sont
linéairement indépendants sur Z, on ne peut plus prendre n'importe quel
ensemble K à distance bornée de la demi-droite R+Θ. On a besoin alors du
lemme suivant pour choisir l'ensemble K = {kl, l ∈ L} de manière adéquate.

Lemme 27. Soit µ1, . . . ,µt ∈ Zr une base de l'orthogonal à Θ dans Qr
. Il

existe un ensemble syndétique par morceaux L ⊂ N et une suite de vecteurs
(kl)l∈L ∈ Zr orthogonaux à chacun des µi, 1 ≤ i ≤ t, tels que

kl = lΘ +O(1) . (75)

Remarque 8. Si t = 0, c'est-à-dire, si les nombres 1/ log ρ(T1), . . ., 1/ log ρ(Tr)
sont linéairement indépendants sur Z, la situation est simple et on peut
prendre

K =

{(⌊
l

log ρ(T1)

⌋
, . . . ,

⌊
l

log ρ(Tr)

⌋)
: l ∈ N

}
.

Comme log ρ(T1) et log ρ(T2) sont multiplicativement indépendants, cette
condition est automatiquement satisfaite quand r = 2. Cependant, quand
r ≥ 3, démontrer l'indépendance linéaire des nombres

1

log ρ(T1)
, . . . ,

1

log ρ(Tr)
,

est un problème diophantien di�cile.

Démonstration du lemme 27. On part d'une suite (k0
l )l∈N dé�nie par

k0
l :=

(⌊
l

log ρ(T1)

⌋
, . . . ,

⌊
l

log ρ(Tr)

⌋)
.

Comme µ1 est orthogonal à Θ, le produit scalaire 〈µ1 , k
0
l 〉 reste borné,

quand l parcourt N. D'après la propriété (ii) du lemme 22, il existe un entier
c1 tel que

L1 = {l ∈ N : 〈µ1 , kl〉 = c1}

est syndétique par morceaux. Soit ν1 ∈ Zr tel que 〈µ1 , ν1〉 = c1. Alors,
pour tout l ∈ L1, le vecteur k1

l := k0
l − ν1 est orthogonal à µ1 et on a par

ailleurs k1
l = lΘ +O(1).

Comme µ2 est orthogonal à Θ, le produit scalaire 〈µ2 , k
1
l 〉 est également

borné, quand l parcourt L1. Il existe donc un entier c2 pour lequel l'ensemble

L2 = {l ∈ L1 : 〈µ2 , k
1
l 〉 = c2}

est syndétique par morceaux. Prenons un r-uplet ν2 ∈ Zr tel que 〈µ2 , ν2〉 =
c2 et 〈µ1 , ν2〉 = 0. On peut, par exemple, prendre ν2 = k1

l0 pour un l0 ∈ L2.
Alors, pour chaque l ∈ L2, le vecteur k2

l = k1
l − ν2 est orthogonal à µ1 et

µ2, et on a k2
l = lΘ +O(1).
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En continuant ainsi, on trouve un ensemble syndétique par morceaux
L := Lt et une suite de vecteurs (ktl)l∈L := (kl)l∈L avec les bonnes propriétés.

Fixons L et (kl)l∈L ⊂ Nr comme dans le lemme 27. On peut à présent
démontrer la proposition 25.

Démonstration de la proposition 25. Posons s := r − t. Sans perte de géné-
ralité, on peut supposer que les nombres 1/ log ρ(T1), . . . , 1/ log ρ(Ts) sont
linéairement indépendants sur Z. On dé�nit la matrice

S :=



1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 1
. . . · · · · · · · · ·

...
...

. . . . . . . . . · · · · · ·
...

0 · · · · · · 1 0 · · · 0

µ1
...
µt


.

Par hypothèse, S est inversible et à coe�cients entiers. Par construction, on a
Skl = (kl,1, . . . , kl,s, 0, . . . , 0) pour tout l ∈ L. Soit ψ ∈ RΓ,r⊗ZL{z}. Notons
E l'application de Zs dans Zr dé�nie par E(k1, . . . , ks) = (k1, . . . , ks, 0 . . . , 0).
On dé�nit une application ψ de Zs dans L{z} en posant

ψ((k1, . . . , ks), z) = ψ(S−1E(k1, . . . , ks), z) .

Le vecteur S−1E(k1, . . . , ks) pourrait avoir des coe�cients rationnels, mais
avec des dénominateurs bornés, par un certain entier d. Comme ψ ∈ RΓ,r⊗Z
L{z}, on peut l'étendre sans problèmes à Qr. L'application ψ est donc bien
dé�nie et appartient à RΓ′,s ⊗Z C{z}, où Γ′ est un groupe sans torsion tel
que pour tout γ ∈ Γ et tout entier a ≤ d, il existe un η ∈ Γ′ tel que ηa = γ.
Pour tout l ∈ L, on a E(kl) = Skl et donc

ψ(kl, z) = ψ(kl, z) . (76)

Maintenant, si ψ(kl, Tklα) = 0 pour tout l ∈ L, sauf éventuellement un
nombre �ni, d'après (76) l'ensemble

L0 = {l ∈ L : ψ(kl, Tklα) = 0}

est syndétique par morceaux. Comme ψ ∈ RΓ′,s ⊗Z C{z}, d'après le lemme
26 on a ψ(k, z) = 0 pour tout k ∈ Zs et, en particulier, ψ(kl, z) = 0 pour
tout l ∈ L. D'après (76), on a ψ(kl, z) = 0, pour tout l ∈ L.
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3 Démonstration du théorème 16

Notre preuve du théorème 16 suit la même stratégie que la preuve du
théorème principal dans [67]. Cependant, la preuve du lemme 5 de [67] est
incomplète et il n'est pas clair que l'indice dé�ni par les auteurs de [67] ait
les propriétés multiplicatives requises. Ce manque a déjà été souligné par Ku.
Nishioka [85] et nous l'avons mentionné au chapitre I. Notre preuve permet
de surmonter cette di�culté.

Tout d'abord, supposons que pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, la matrice Ai(zi)
soit conjuguée à une matrice inversible constante, par un changement de
jauge analytique. On suppose donc que, pour chaque entier i, 1 ≤ i ≤ r, il
existe une matrice Φi(zi) ∈ GLmi(Q{zi}) telle que

Φi(zi)
−1Ai(zi)Φi(Tizi) ∈ GLm(Q) . (77.i)

Commençons par démontrer le théorème 16 dans ce cas. Dans la sous-section
3.8 nous expliquerons comment la preuve s'étend au cas général.

Tout au long de la preuve, on �xe K un sous-ensemble de Nr satisfaisant
aux propriétés de la proposition 25. On note f(z) le vecteur colonne formé
de toutes les fonctions fi,j(zi) et, pour k := (k1, . . . , kr), on note Ak(z) la
matrice diagonale par blocs, formées des matrices A1,k1(z1), . . . , Ar,kr(zr).
On peut écrire de manière compacte

f(z) = Ak(z)f(Tkz) . (78)

On considère le vecteur X := (X1, . . . ,Xr), où Xi = (Xi,1, . . . , Xi,mi) et
on pose M :=

∑
mi. Supposons que le polynôme P ∈ Q[X] soit homogène

de degré di en chacune des familles Xi. Notons s le nombre de monômes de
degré di en Xi, pour chaque i, et énumérons Xµ1 , . . . ,Xµs ces monômes,
où les µ1, . . . ,µs sont desM -uplets d'entiers positifs ou nuls. On décompose
P (X) de la façon suivante

P (X) =
s∑
j=1

τjX
µj ,

avec τj ∈ Q. Posons τ := (τ1, . . . , τs) et, étant données s indéterminées
t1, . . . , ts, t := (t1, . . . , ts). On dé�nit

F (t, z) :=
s∑
j=1

tjf(z)µj , (79)

une forme linéaire en t, à coe�cients dans Q{z}. Par hypothèse, on a

F (τ ,α) = 0 . (80)
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3.1 Relations itérées

Pour 1 ≤ i ≤ r, on note Zi une matrice de taille mi à coe�cient dans
un anneau A et on note Z la matrice diagonale par blocs diag(Z1, . . . , Zr).
Notons Z(X) la multiplication entre la matrice Z et le vecteur colonne X.
Pour chaque j, (Z(X))µj ∈ A[X] est un polynôme homogène de degré di
en chacune des familles de variables Xi. On dé�nit Rj,l(Z), des éléments A,
par

(Z(X))µj =
s∑
l=1

Rj,l(Z)Xµl .

Pour chaque couple (j, l), Rj,l est un polynôme de degré d := max{d1, . . . , dr}
en les coe�cients de la matrice Z. Soit k ∈ Nr, d'après (78) et (79), on a

F (t, z) =

s∑
j=1

tj (Ak(z)f(Tkz))µj

= F

 s∑
j=1

tjRj,l (Ak(z))


l≤s

, Tkz

 .

Posons

τl,k :=

s∑
j=1

τjRj,l (Ak(α)) ∈ Q et τk := (τ1,k, . . . , τs,k) . (81)

D'après (80) on a
F (τk, Tkα) = 0 , ∀k ∈ Nr . (82)

3.2 Structure des nombres τj,k

C'est dans cette partie que l'on utilise essentiellement la restriction aux
systèmes réguliers singuliers. Elle permet d'obtenir les nombres τj,k comme
valeurs en Tkα de polynômes multi-exponentiels.

Lemme 28. Pour chaque j, 1 ≤ j ≤ s, il existe un polynôme multi-
exponentiel ψj ∈ RΓ,r ⊗Z C{z} tel que

τj,k = ψj(k, Tkα) ,

pour tout k ∈ Nr. Par ailleurs, il existe un Q-espace vectoriel L0 tel que, pour
tout k ∈ Nr et tout j, 1 ≤ j ≤ s, les coe�cients de ψj(k, z) appartiennent à
L0.

D'après (77.i), pour tout i, 1 ≤ i ≤ r, il existe une matrice Φi(zi) ∈
GLmi(Q{zi}) et une matrice Bi ∈ GLmi(Q) telles que

Bi = Φi(zi)
−1Ai(zi)Φi(Tizi) .
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En itérant l'équation, on obtient

Bk
i = Φi(zi)

−1Ai,k(zi)Φi(T
k
i zi) ,

d'où l'on tire
Ai,k(zi) = Φi(zi)B

k
i Φ−1

i (T ki zi) .

Étant donné un r-uplet d'entiers, k := (k1, . . . , kr), on écrit alors

Ak(z) = Φ(z)BkΦ(Tkz)−1 ,

où Φ(z) := diag (Φ1(z1), · · · ,Φr(zr)) et Bk := diag
(
Bk1

1 , · · · , Bkr
r

)
sont des

matrices diagonales par blocs.

Lemme 29. Pour tout r-uplet k ∈ Nr, la matrice Φ(z) est dé�nie et inver-
sible au point Tkα.

Démonstration. Par hypothèse, Φ(z) est dé�nie et inversible dans un voisi-
nage de l'origine. Les conditions d'admissibilité garantissent donc que, pour
k ∈ K, su�samment grand, la matrice Φ(z) est dé�nie au point Tkα. Par
ailleurs, pour tout k ∈ Nr, on a

Φ(z) = Ak(z)Φ(Tkz)B−1
k (83)

et comme les points α1, . . . ,αr sont réguliers pour leurs systèmes respectifs,
la matrice Ak(z) est dé�nie et inversible au point α pour tout k ∈ Nr. En
regardant (83) pour k ∈ K assez grand, on obtient que la matrice Φ(z) est
dé�nie au point α. En inversant (83), on trouve

Φ(Tkz) = Ak(z)−1Φ(z)Bk , (84)

et comme Ak(z) est inversible en α pour tout k ∈ Nr, on voit que Φ(z) est
dé�nie en Tkα pour tout k ∈ Nr.

Par hypothèse, det Φ(z) 6= 0. D'après le théorème 17, il existe un k ∈ Nr
tel que det Φ(Tkα) 6= 0. D'après (83), la matrice Φ(z) est inversible en α.
D'après (84), la matrice Φ(z) est inversible en Tkα pour tout k ∈ Nr.

Démonstration du lemme 28. D'après le lemme 29, pour tout k ∈ Nr la ma-
trice

B(k, z) := Φ(α)BkΦ(z)−1

est une matrice diagonale par bloc, dé�nie au point Tkα, et on a

B(k, Tkα) = Ak(α). (85)

Pour 1 ≤ l ≤ s, posons

ψl(k, z) :=

s∑
j=1

τjRj,l (B(k, z)) , (86)
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où les polynômes Rj,l sont dé�nis en (81). D'après (81), (85) et (86), on a

ψl(k, Tkα) = τl,k .

En utilisant la décomposition de Jordan des matrices Bi, on voit que les
applications k 7→ ψj(k, z), 1 ≤ j ≤ s, appartiennent à RΓ,r ⊗Z L, où

L := C (z,Φ(z))

est le corps engendré sur C par les indéterminées z et les coe�cients de la
matrice Φ(z) et Γ est le groupe engendré par les valeurs propres des matrices
Bi, supposé sans torsion. Par ailleurs, les séries ψj(k, z) sont analytiques
et ont leurs coe�cients dans le Q-espace vectoriel de dimension �nie L0

engendré par les monômes de degré au plus d en les coe�cients de la matrice
Φ(α).

Par la suite, nous utiliserons la notation compacte

ψ(k, z) := (ψ1(k, z), . . . , ψs(k, z)) .

3.3 Valuations

Cette partie de la preuve est nouvelle par rapport à la stratégie de [67].
Dans [67], les auteurs dé�nissent l'indice d'un élément de E ∈ C[t][[z]]
comme étant le plus petit entier h pour lequel il n'existe aucun polynôme
P ∈ C[t, z] dont les coe�cients coïncident avec ceux de E pour tous les
monômes zµ, avec |µ| ≤ h, et tel que P (τk, Tkα) = 0 pour tout k ∈ K. Le
lemme 5 de [67] a�rme que

indice (E1(t, z)E2(t, z)) = indice E1(t, z) + indice E2(t, z) ,

pour tout E1, E2 ∈ C[t][[z]]. En particulier, l'inégalité

indice (E1(t, z)E2(t, z)) ≤ indice E1(t, z) + indice E2(t, z) ,

est un ingrédient clé de la preuve de [67]. Il n'est toutefois pas clair que
quelque chose, même s'approchant de cela, soit vrai. Il semblerait que les
auteurs aient fait l'erreur suivante. Ils a�rment que si P1(z) est une approxi-
mation polynomiale de E1(z) à l'ordre r1 et P2(z) est une approximation
polynomiale de E2(z) à l'ordre r2, le polynôme P1(z)P2(z) est une approxi-
mation polynomial de E1(z)E2(z) à l'ordre r1 + r2. Ce n'est clairement pas
le cas. Bien sûr on peut montrer que

indice (E1(t, z)E2(t, z)) ≥ min{indice E1(t, z), indice E2(t, z)}

Mais ce n'est pas l'inégalité qui sert dans le reste de la preuve. A�n de
surmonter cette di�culté, nous allons travailler avec des valuations sur le
corps L.
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3.3.1 L'anneau A

Remarquons que L a un degré de transcendance �ni sur C(z), disons `.
Parmi les coe�cients de la matrice Φ(z), on peut choisir φ1(z), . . . , φ`(z),
des fonctions algébriquement indépendantes sur C(z). Le lemme 29 nous
assure que les fonctions φi(z) sont dé�nies aux points Tkα pour tout k ∈
Nr. Le corps L est une extension algébrique de C(z, φ1, . . . , φ`), de degré,
disons d0. Soit ϕ un élément primitif de L, c'est-à-dire, tel que ϕ engendre
L sur C(z, φ1, . . . , φ`). En multipliant ϕ par un élément de C[z, φ1, . . . , φ`]
si nécessaire, on peut supposer que ϕ est entier sur l'anneau C[z, φ1, . . . , φ`].
L'anneau

A := C[z, φ1, . . . , φ`][ϕ]

est donc un C[z, φ1, . . . , φ`]-module libre, engendré par 1, ϕ, . . . , ϕd0−1. C'est
également un sous-anneau de C{z}. D'après le lemme 29, la série ϕ(z) est
dé�nie aux points Tkα pour tout k ∈ Nr.

3.3.2 Valuations sur le corps L

Soient K la clôture algébrique de C(z) dans L et R = A ∩K. On a une
tour d'extensions d'anneaux

C[z] ⊂ R ⊂ R[φ1, . . . , φ`] ⊂ A ⊂ C{z} ,

dont les corps de fractions forment une tour d'extensions de corps

C(z) ⊂ K ⊂ K(φ1, . . . , φ`) ⊂ L ⊂ Frac(C{z}) .

Chaque élément de R est un élément de C{z}. Dé�nissons une application
ν : R → N ∪∞ en posant

ν

(∑
λ

aλz
λ

)
:= min {|λ| : aλ 6= 0} ,

dès que
∑
λ aλz

λ ∈ R. On véri�e facilement que cela forme une valuation
sur R.

Soit P (z, φ1, . . . , φ`) ∈ R[φ1, . . . , φ`]. Les fonctions φ1, . . . , φ` sont algé-
briquement indépendantes sur C[z] et donc également sur R. On peut donc
écrire de manière unique

P (z, φ1, . . . , φ`) =
∑
κ

pκ(z)φκ1
1 · · ·φ

κ`
` ,

où pκ(z) ∈ R pour chaque κ := (κ1, . . . , κ`) ∈ N`. La valuation ν s'étend
alors à l'anneau R[φ1, . . . , φ`], en posant

ν

(∑
κ

pκ(z)φκ1
1 · · ·φ

κ`
`

)
= min

κ
{ν(pκ)} .
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On l'étend également au corps des fractions K(φ1, . . . , φ`).

Le corps L est une extension de K(φ1, . . . , φ`) de degré, disons, d1 ≤ d0.
Les valuations sur L qui prolongent ν forment un ensemble �ni {ν1, . . . , νh},
h ≥ 1.

3.3.3 Valuations sur l'anneau A

Le lemme suivant montre qu'un élément de A de grande valuation pour
chacune des νi, appartient à une grande puissance de l'idéal (z)C{z} engendré
par z1,1, . . . , zr,nr dans C{z}.

Lemme 30. Il existe un réel c ≥ 0 tel que, pour tout P ∈ A,

P ∈ (z)
max{v−c,0}
C{z} ,

où v := min{ν1(P ), . . . , νh(P )}.

C'est une conséquence du lemme ci-dessous, sur les corps valués. Rap-
pelons qu'étant donné un corps F muni d'une valuation µ, le groupe de
valuations de F est l'image de F par µ.

Lemme 31. Soit F un corps valué, de valuation µ et dont le groupe de valua-
tions est Z. Soit F1 une extension �nie de F de degré δ. Notons {µ1, . . . , µt}
l'ensemble des valuations de F1, qui étendent la valuation µ. Soit η1, . . . , ηδ
une base du F-espace vectoriel F1. Il existe un réel c ≥ 0 tel que, pour tout
a1, . . . , aδ ∈ F, on a

min{µ(a1), . . . , µ(aδ)} ≥ −c+ min{µ1(a), . . . , µt(a)} ,

où a :=
∑δ

i=1 aiηi ∈ F1.

Démonstration. La preuve se déroule en quatre étapes. Tout d'abord, nous
verrons qu'il su�t de montrer le lemme pour une base en particulier. Nous
démontrerons ensuite le lemme quand la valuation µ s'étend de manière
unique à F1, tout d'abord quand le groupe de valuations de F1 est Z puis
quand le groupe de valuations est quelconque. Nous démontrerons en�n le
lemme dans le cas général.

Supposons que la conclusion du lemme 31 soit satisfaite pour une base
η1, . . . , ηδ de F1. Considérons θ1, . . . , θδ une autre base. On a donc deux
décompositions

a =:

δ∑
i=1

aiηi =
δ∑
i=1

biθi ∈ F1

où a1, . . . , aδ, b1, . . . , bδ ∈ F. Posons a := (a1, . . . , aδ)
> et b := (b1, . . . , bδ)

>.
Soit W la matrice à coe�cients dans F telle que

(η1, . . . , ηδ) = (θ1, . . . , θδ)W .
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On a
b = Wa .

Alors, µ(b) ≥ µ(W ) + µ(a) et le lemme est vrai pour la base θ1, . . . , θδ,
quand c est remplacé par µ(W ) + c.

Supposons que F1 ne possède qu'une valuation qui étende µ et que le
groupe de valuations de F1 soit Z. Dans ce cas, le lemme découle immédia-
tement de [59, Chap. XII, Cor. 6.3, p. 490] et de [98, Lemma 17, p. 20], avec
c := 0.

Supposons maintenant que F1 ne possède qu'une valuation qui étende µ,
mais que le groupe de valuations de F1 soit d'ordre e sur Z. Notons encore µ
l'unique prolongement de la valuation à F1 et posons FZ

1 := µ−1(Z). D'après
[59, Chap. XII, Cor. 6.3, p. 490], F1 est une extension de FZ

1 de degré e.
Soit θ un élément de F1, dont la valuation µ(θ) est de degré e sur Z. Alors,
1, θ, . . . , θe−1 est une base de F1 en tant que FZ

1 -espace vectoriel. On peut
donc écrire

a :=
e−1∑
i=0

biθ
i ,

avec b0, . . . , be−1 ∈ FZ
1 . Comme aucun des nombres biθi n'a la même valua-

tion, on a
µ(a) = min

i
{µ(biθ

i)} = min
i
{µ(bi) + iµ(θ)}

Alors µ(bi) ≥ µ(a) − iµ(θ) pour tout i, 0 ≤ i ≤ e − 1. Comme FZ
1 est une

extension de F dont le groupe de valuations est Z, on peut appliquer la
première partie de la preuve aux éléments b0, . . . , be−1 ∈ FZ

1 , terminant la
preuve du lemme dans ce cas.

On peut à présent considérer le cas général. Soit G le groupe de Galois de
F1 sur F. Posons FG1 le corps formé des éléments de F1 invariants sous l'action
de G. Alors, le groupe de Galois de FG1 sur F, est trivial. Comme d'après [59,
Chap. XII, Cor. 4.10, p. 485], le groupe de Galois d'une extension séparable
agit transitivement sur les valuations qui prolongent celles du corps de base,
la valuation µ se prolonge de manière unique à FG1 . On la notera encore µ.
D'après le lemme d'Artin (voir par exemple [59, Chap. VI, Theorem 1.8, p.
264]), F1 est une extension galoisienne de FG1 , de degré, disons, δ1. Le groupe
G agit transitivement sur l'ensemble de valuations {µ1, . . . , µt}. Soit θ un
élément primitif de F1 sur le corps FG1 et soient σ1 := Id, σ2, . . . , σδ1 ∈ G, tels
que les nombres σ1(θ), . . . , σδ1(θ) sont tous distincts (c'est possible puisque
l'extension est galoisienne de degré δ1 et donc séparable). Écrivons

a =:

δ1−1∑
i=0

biθ
i ,
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avec b0, . . . , bδ1−1 ∈ FG1 . Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ t, et chaque j, 1 ≤ j ≤ δ1,
on a,

µi(σj(a)) ≥ min
k
{µk(a)} .

Notons alors a := (σ1(a), . . . , σδ1(a))> et b := (b0, . . . , bδ1−1)>. On peut
écrire

a = V b ,

où V , est la matrice de Vandermonde

V :=

 1 σ1(θ) · · · σ1(θ)δ1−1

...
...

1 σδ1(θ) · · · σδ1(θ)δ1−1


Le déterminant de V est non nul et la matrice V est donc inversible. On
peut donc trouver des vecteurs v1, . . . ,vδ1 ∈ Fδ11 , tels que

viV = ei ,

le i-ième vecteur de la base canonique. On a alors

via = viV b = eib = bi−1 .

Posons à présent

c = −min{µj(vi), 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ i ≤ δ1} ,

alors, pour toute paire (i, j), on a

µ(bi−1) = µj(via) ≥ µj(vi) + µj(a) ≥ min
k
{µk(a)} − c .

Comme le corps FG1 est une extension de F pour laquelle la valuation µ se
prolonge de manière unique, on peut appliquer la partie précédente de la
preuve aux bi. Cela termine la preuve.

Démonstration du lemme 30. On décompose

P :=

δ1−1∑
j=0

∑
κ

pκ,jφ
κ1
1 · · ·φ

κ`
` ϕ

j ,

où pκ,j ∈ R. D'après le lemme 31, on peut trouver un réel c ≥ 0 tel que

ν

(∑
κ

pκ,jφ
κ1
1 · · ·φ

κ`
`

)
≥ v − c ,

où v := min{ν1(P ), . . . , νh(P )}, pour tout j, 0 ≤ j ≤ δ1 − 1. Alors, par
construction de ν sur le corps K(φ1, . . . , φ`) on a pour toute paire (κ, j),

ν(pκ,j) ≥ v − c .

144



La dé�nition de ν sur R implique que

pκ,j ∈ (z)
max{v−c,0}
C{z} .

Comme les fonctions φ1, . . . , φ`, ϕ sont des éléments de C{z}, on a la conclu-
sion souhaitée.

Le lemme 33 ci-dessous s'intéresse maintenant à la décomposition sur R
des éléments deA qui ne sont grands que pour l'une des valuations. On a tout
d'abord besoin d'un résultat basique sur les corps résiduels. Rappelons que le
corps résiduel, noté Fµ, d'une valuation µ sur un corps F est le corps obtenu
en faisant le quotient de l'anneau de valuation O := {θ ∈ F : µ(θ) ≥ 0} par
son unique idéal maximal m := {θ ∈ F : µ(θ) > 0}.

Lemme 32. Soient F un corps et F1 une extension de corps, de degré de
transcendance t, équipée d'une valuation µ. Alors, le degré de transcendance
du corps résiduel F1

µ
sur le corps résiduel Fµ est inférieur ou égal à t.

Démonstration. Supposons que le degré de transcendance de F1
µ
sur Fµ soit

strictement supérieur à t. Prenons t+ 1 éléments θ1, . . . , θt+1 dans F1, dont
les images F1

µ
sont algébriquement indépendantes sur Fµ. Alors, d'après [98,

Lemma 17, p. 20] 2, pour tout entier S, les nombres

t+1∏
i=1

θsii , 0 ≤ s1, . . . , st+1 ≤ S ,

sont linéairement indépendants sur F. Cela contredit le fait que le degré de
transcendance de F1 sur F est t.

Lemme 33. Considérons un ensemble �ni {pκ,j} ⊂ R, où κ ∈ N`, et 0 ≤
j ≤ d1 − 1. Alors, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ h, on a

νi

∑
κ

d1−1∑
j=0

pκ,jφ
κϕj

 = min
κ,j
{ν(pκ,j)} .

Démonstration. Fixons un entier i, 1 ≤ i ≤ h. Comme νi(zj,l) > 0 pour
chaque (j, l), le corps résiduel de C(z) est le corps

C(z)
νi

= C .

Comme K est une extension �nie de C(z), d'après [98, Corollary 1, p. 20], son
corps résiduel Kνi est une extension �nie de C(z)

νi
= C. On a donc Kνi = C .

Par construction le corps résiduel K(φ)
νi de K(φ) est donc C(φ). C'est donc

2. Dans le lemme 17 de [98] l'auteur suppose que l'extension est algébrique. Sa preuve
reste toutefois vraie dans le cas général.
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une extension purement transcendante de C, de degré `. On va montrer que
le corps résiduel Lνi de L est une extension algébrique de C(φ) de degré d1.
Supposons que ce ne soit pas le cas. D'après [59, Chap. XII, Prop. 4.6, p. 483]
c'est forcément une extension de degré strictement inférieur à d1. On a, en
particulier, d1 > 1. Les images de 1, ϕ, ϕ2, . . . , ϕd1−1 dans le corps résiduel
Lνi sont linéairement dépendantes sur C(φ). Notons ϕ l'image de ϕ dans
Lνi . On peut trouver q1(φ), . . . , qd1−1(φ) ∈ C(φ), telles que

q1(φ)ϕ+ q2(φ)ϕ2 + · · ·+ qd1−1(φ)ϕd1−1 = 1 . (87)

Posons alors π := q1(φ)ϕ+q2(φ)ϕ2 + · · ·+qd1−1(φ)ϕd1−1. Le corps K(π) est
une extension transcendante de K, de degré de transcendance égal à 1. Mais,
d'après (87), νi(π − 1) > 0. Ainsi, π et 1 ont la même image dans le corps
résiduel K(π)

νi de K(π). On a donc K(π)
νi

= Kνi = C. Alors, d'une part, le
corps L est de degré de transcendance `−1 sur K(π), mais, d'autre part, son
corps résiduel Lνi a un degré de transcendance égal à `, sur le corps résiduel
K(π)

νi
= C de K(π). C'est impossible d'après le lemme 32. Le corps résiduel

Lνi est donc une extension algébrique de C(φ), de degré d1. Les éléments
1, ϕ, . . . , ϕd1−1 sont donc linéairement indépendants sur C(φ). Les produits
φκϕj , κ ∈ Nl, 0 ≤ j ≤ d1 − 1, sont donc linéairement indépendants sur
Kνi = C. Alors, d'après [98, Lemma 17, p. 20], pour tout pκ,j ∈ R on a

νi

∑
κ

d1∑
j=0

pκ,jφ
κϕj

 = min
κ,j
{ν(pκ,j)} .

3.3.4 Le polynôme multi-exponentiel ψ(k, z) et l'anneau A

Le corps L est le corps des fractions de A = C[z, φ1, . . . , φ`][ϕ]. Comme
la matrice Φ(z) est à coe�cients dans L, on peut trouver Q ∈ A tel que la
matrice QΦ(z)−1 est à coe�cients dans A. Remarquons que, comme A ⊂
C{z}, Q est également une fonction analytique. On notera Q(z) quand nous
regardons Q comme un élément de C{z}. Posons

χj(k, z) := Qψj(k, z) ∈ A .

Les applications k 7→ χj(k, z), 1 ≤ j ≤ s sont des éléments de RΓ,r ⊗Z A.
On utilisera la notation compacte

χ(k, z) := (χ1(k, z), . . . , χs(k, z)) . (88)

3.4 Annulation des polynômes aux points (τ k, Tkα)

Dans cette section, on décrit le Q-espace vectoriel des polynômes Q[t, z],
homogènes en t, qui s'annulent aux points (τk, Tkα).
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3.4.1 Un lemme de zéros

Notons V0 l'ensemble des polynômes P ∈ Q[t, z] homogènes en les va-
riables t, et tels que

P (χ(k, z), z) = 0 , ∀k ∈ K .

Lemme 34. Soit P ∈ Q[t, z] un polynôme homogène en les variables t. Les
propositions suivantes sont équivalentes

(i) Pour tout k ∈ K, sauf éventuellement un nombre �ni, P (τk, Tkα) = 0.

(ii) Pour tout k ∈ K, P (τk, Tkα) = 0.

(iii) P ∈ V0.

Démonstration. (ii) =⇒ (i). Immédiat.

(iii) =⇒ (ii). Supposons que P ∈ V0, de telle sorte que P (χ(k, z), z) = 0
pour tout k ∈ K. Comme P est homogène en t et χ(k, z) = Qψ(k, z), on
a également P (ψ(k, z), z) = 0, pour tout k ∈ K. Mais, pour tout k ∈ Nr,
ψ(k, Tkα) = τk, donc P (τk, Tkα) = 0, pour tout k ∈ K.

(i) =⇒ (iii). Supposons que pour tout k ∈ K, sauf éventuellement un
nombre �ni, on ait P (τk, Tkα) = 0. L'application

k 7→ P (ψ(k, z), z)

appartient à RΓ,r ⊗Z C{z}. De plus, on peut trouver un Q-espace vectoriel
de dimension �nie L tel que P (ψ(k, z), z) ∈ RΓ,r ⊗Z L{z} puisqu'on avait
déjà observé que ψ(k, z) ∈ RΓ,r ⊗Z L0{z}, où L0 est de dimension �nie sur
Q. En prenant z = Tkα, on a ψ(k, Tkα) = τk et donc

P (ψ(k, Tkα), Tkα) = 0

pour tout k ∈ K, sauf éventuellement un nombre �ni. Alors, d'après la
proposition 25,

P (ψ(k, z), z) = 0, ∀k ∈ K .

Comme P est homogène en t et χ(k, z) = Qψ(k, z), on a P ∈ V0.

3.4.2 Estimation de la dimension de certains espaces vectoriels

Nos lemmes 35 et 36 correspondent globalement aux théorème 3 et lemme
4 de [67]. La preuve du lemme 36 est quasiment la même que celle du lemme
4 de [67]. La seule petite di�érence c'est que nos polynômes sont homogènes
en t. Cependant, l'espace vectoriel V0 étant di�érent de celui considéré dans
[67], nous ré-écrivons ici la preuve du lemme 35.
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Étant donnés deux entiers positifs δ1 et δ2, on note V (δ1, δ2) le Q-espace
vectoriel des polynômes P ∈ Q[t, z] homogènes de degré δ1 en t et dont le
degré total en z est au plus δ2. On pose également

V0(δ1, δ2) := V0 ∩ V (δ1, δ2) ,

et on considère l'espace quotient

V (δ1, δ2) := V (δ1, δ2)/V0(δ1, δ2) .

D'après le lemme 34, la valeur d'un polynôme au point (τk, Tkα), k ∈ K,
ne dépend que de sa classe dans V .

Lemme 35. La dimension v(δ1, δ2) du Q-espace vectoriel V (δ1, δ2) satisfait
à l'estimation

v(δ1, δ2) ∼ c1(δ1)δN2 ,

où c1(δ1) est un réel strictement positif, indépendant de δ2.

Démonstration. Soit

P :=
∑

|ν|=δ1,|µ|≤δ2

pν,µt
νzµ

un élément V (δ1, δ2). Rappelons que d0 est le degré de ϕ dans A. Ainsi, pour
chaque ν tel que |ν| = δ1, on peut écrire

χ(k, z)ν =
∑

|ω|≤δ′1,0≤j<d0,|κ|≤δ′′1

Sν,ω,j,κ(k)zωϕjφκ1
1 · · ·φ

κ`
` ∈ A ,

où κ = (κ1, . . . , κ`), δ′1 et δ′′1 ne dépendent que de δ1 et où les applications
k 7→ Sν,ω,j,κ(k) sont des éléments de RΓ,r ⊗Z C. On a alors

P (χ(k, z), z) =
∑

λ,j,|κ|≤δ′′1

 ∑
|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(k)pν,λ−ω

 zλϕjφκ1
1 · · ·φ

κ`
` ,

où |λ| ≤ δ2 + δ′1 et où pν,λ−ω := 0 quand λ − ω /∈ NN . Un polynôme
P ∈ V (δ1, δ2) est dans V0 si et seulement si, pour tout (N + ` + 1)-uplet
(λ, j,κ), on a ∑

|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(k)pν,λ−ω = 0 , ∀k ∈ K . (89)

D'après la proposition 25, l'égalité (89) est équivalente à∑
|ν|=δ1,|ω|≤δ′1

Sν,ω,j,κ(.)pν,λ−ω = 0 ∈ RΓ,r ⊗Z C .
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Pour chaque (ν,ω, j,κ), on écrit

Sν,ω,j,κ(k) =

q∑
i=1

ηki
∑
|γ|≤u

sω,j,ν,κ,i,γk
γ ,

où ηi = (ηi,1, . . . , ηi,r) ∈ Γr et sω,j,ν,κ,i,γ ∈ C. Ainsi, P ∈ V0 si et seulement
si les coe�cients pν,µ satisfont au système d'équations linéaires∑

|ν|=δ1

∑
|µ|≤δ2,|ω|≤δ′1
µ+ω=λ

sω,j,ν,κ,i,γpν,µ = 0 , ∀(λ, j,κ,γ, i) . (90)

Pour chaque λ ≤ δ2 +δ′1, l'équation (90) dé�nit un certain nombre de formes
linéaires indépendantes, sur V (δ1, δ2), disons Lλ,1, . . . , Lλ,cλ . De plus, cλ ne
dépend pas de δ2 puisque les supports de κ et γ de dépendent que de δ1

et, d'autre part, i et j parcourent des ensembles, respectivement, de taille
q et δ0. Notons V (δ1, δ2)? le dual de V (δ1, δ2) et (eν,µ)|ν|=δ1, |µ|≤δ2 sa base
canonique, dé�nie par

eν,µ(P ) = pν,µ .

Étant donné un N -uplet d'entiers η, on dé�nit un shift sur V (δ1, δ2)? en
posant

ση(eν,µ) = eν,µ+η ,

quand |ν| = δ1, |µ+ η| ≤ δ2 et µ+ η ≥ 0, et en posant

ση(eν,µ) = 0 dans les autres cas.

Notons Λ(δ1, δ2) l'ensemble des λ ∈ NN dont les coordonnées sont toutes
supérieures ou égales à δ′1 et dont la norme est au plus δ2. Pour chaque
paire (λ,λ′) ∈ Λ(δ1, δ2)2, le shift σλ′−λ dé�nit un isomorphisme entre les Q-
espaces vectoriels VectQ(Lλ,1, . . . , Lλ,cλ) et VectQ(Lλ′,1, . . . , Lλ′,cλ′ ). Ainsi
cλ = cλ′ et il existe un réel strictement positif c1(δ1), ne dépendant que de
δ1, tel que la dimension du Q-espace vectoriel

VectQ(Lλ,i : λ ∈ Λ(δ1, δ2) et 1 ≤ i ≤ cλ)

est équivalente à c1(δ1)δN2 , quand δ2 tend vers l'in�ni. Le nombre de formes
linéaires Lλ,i pour lesquelles λ /∈ Λ(δ1, δ2) est au plus c2(δ1)δN−1

2 , pour un
réel positif c2(δ1) ne dépendant que de δ1. Ainsi la dimension v(δ1, δ2) de
V (δ1, δ2), qui est égale au nombre de formes linéaires indépendantes Lλ,i,
est également équivalente à c1(δ1)δN2 quand δ2 tend vers l'in�ni.

Lemme 36. Pour tout couple (δ1, δ2), on a

v(2δ1, δ2) ≤ (s+ 1)v(δ1, δ2) .
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3.5 Annulation de F (t, z) et troncations

Rappelons que

F (t, z) :=
s∑
i=1

tif(z)µi .

Par dé�nition F (t, z) ∈ C[t][[z]] et on peut écrire

F (t, z) =
∑
λ∈NN

lλ(t)zλ,

où les lλ sont linéaires en t. Pour q ≥ 0 un entier, on pose

Fq(t, z) :=
∑

λ∈NN : |λ|<q

lλ(t)zλ

la somme partielle de F (t, z) à l'ordre q par rapport aux variables z. De
manière générale, pour E(t, z) =

∑
λ eλ(t)zλ ∈ C[t][[z]], on écrit

Eq(t, z) :=
∑

λ∈NN : |λ|<q

eλ(t)zλ ∈ C[t, z] .

Notre but est de démontrer le lemme suivant, qui remplace [67, Lemma 6].

Lemme 37. Il existe un k0 ∈ K et un entier i0, 1 ≤ i0 ≤ h, tels que

νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q ,

pour tout entier q ≥ 0. On peut par ailleurs choisir k0 de telle sorte que
Q(z) ne s'annule pas en Tk0α.

3.6 Démonstration du lemme 37

La démonstration du lemme 37 suit les étapes classiques de la méthode de
Mahler. On construit une fonction auxiliaire, en prenant des approximants
de Padé de type I des puissance de Fq(t, z). En supposant, par l'absurde, que
le lemme 37 n'est pas vrai, on garantit à cette fonction auxiliaire un grand
ordre d'annulation en z = 0. En majorant et en minorant les valeurs de cette
fonction auxiliaire aux points (τk, Tkα) on obtient une contradiction.

3.6.1 La fonction auxiliaire

Pour chaque couple (δ1, δ2), prenons V1(δ1, δ2) un supplémentaire de l'es-
pace vectoriel V0(δ1, δ2) dans V (δ1, δ2). On dé�nit également l'espace vecto-
riel V2(δ1, δ2) en posant V2(δ1, δ2) :=

⊕δ1
i=1 V1(i, δ2).

Lemme 38. Pour tout δ1 assez grand et δ2 su�samment grand par rapport
à δ1, il existe des polynômes P0, . . . , Pδ1 ∈ V2(2δ1, δ2), et un réel positif c3,
tels que, pour tout q su�samment grand,
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(i) P0 6= 0,

(ii) E :=
∑δ1

j=0 PjF
j
q ∈ Q[t, z] satisfait à

νi(E(χ(k, z), z) ≥ c3δ
1/N
1 δ2 − δ1νi(Fq(χ(k, z), z)) ,

pour tout k ∈ K et tout i, 1 ≤ i ≤ h,

où c3 est indépendant de δ1, δ2, q et k.

Notons que la fonctions auxiliaire E dépend de q, mais pas les polynômes
P0, . . . , Pδ1 .

Démonstration. Notre preuve suit celle de [67], mais nous substituons les
valuations à l'indice utilisé dans [67].

Soient q et p deux entiers positifs. On considère les formes applications
suivantes { ∏δ1

j=0 V1(2δ1 − j, δ2)

(P0, . . . , Pδ1)
→

{
Q[t, z]

E′ :=
∑δ1

j=0 PjF
j
qy{

V (2δ1, p− 1)

E′p mod V0

←

{
V (2δ1, p− 1)

E′p

On véri�e qu'elles sont bien dé�nies. En e�et, les polynômes Pj sont homo-
gènes de degré 2δ1− j en t, alors que F est homogène de degré 1 en t, E′ est
donc homogène de degré 2δ1 en t et E′p ∈ V (2δ1, p − 1). Il est donc correct
de considérer E′p mod V0(2δ1, p − 1). De plus, si q est su�samment grand
par rapport à p et δ2, l'application (P0, . . . , Pδ1) 7→ E′p mod V0(2δ1, p− 1) ne
dépend pas de q.

D'après le lemme 35, l'espace vectoriel
∏δ1
j=0 V1(2δ1− j, δ2) est de dimen-

sion supérieure à c1(δ1)δ1δ
N
2 /2 pour δ2 assez grand. D'après le lemme 36,

l'espace vectoriel V (2δ1, p−1) est de dimension inférieure à (s+1)v(δ1, p−1).
Si p est assez grand, le lemme 35 nous garantit que v(δ1, p−1) ≤ 2c1(δ1)δ1p

N .
Pour un tel p, l'espace vectoriel V (2δ1, p − 1) est de dimension inférieure à
2(s+ 1)c1(δ1)pN . Posons

p :=

⌊
δ

1/N
1 δ2

5(s+ 1))1/N

⌋
,

de telle sorte que

2(s+ 1)c1(δ1)pN < c1(δ1)δ1δ
N
2 /2 .
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En comparant les dimensions, on voit que, pour δ2 assez grand, l'application
linéaire (P0, . . . , Pδ1) 7→ E′p(P0, . . . , Pδ1) mod V0 a un noyau non trivial. On
peut donc trouver des polynômes P0, . . . , Pδ1 , non tous nuls, tels que E′p ∈
V0(2δ1, q − 1). On déduit de E′p(χ(k, z), z) = 0 que E′(χ(k, z), z) ∈ (z)p,
où (z) désigne l'idéal de A engendré par z1,1, . . . , zr,nr . On a donc

νi(E
′(χ(k, z), z)) ≥ p ≥ c3δ

1/N
1 δ2 , ∀i, 1 ≤ i ≤ h,

où c3 est indépendant de δ1, δ2, k, i et de q. Soit v le plus petit entier tel
que Pv 6= 0. On pose

E :=
∑
j≥v

PjF
j−v
q ,

de telle sorte que EF vq = E′. Pour 1 ≤ i ≤ h, on trouve

νi(E
′(χ(k, z), z)) = νi(E(χ(k, z), z)) + vνi(Fq(χ(k, z), z)) .

Ainsi, pour δ1 et δ2 su�samment grand, on a

νi(E(χ(k, z), z)) = νi(E
′(χ(k, z), z))− vνi(Fq(χ(k, z), z))

≥ c3δ
1/N
1 δ2 − δ1νi(Fq(χ(k, z), z)),

pour tout k ∈ K et tout i, 1 ≤ i ≤ h.

3.6.2 Choix d'un sous-ensemble in�ni de K

Notons K0 l'ensemble des k ∈ K pour lesquels Q(z) ne s'annule pas au
point Tkα. À partir de maintenant et pour le reste de la preuve du lemme
37, on raisonne par l'absurde, en supposant que pour tout k ∈ K0 et tout i,
1 ≤ i ≤ h, il existe un entier q(k, i) tel que

νi(Fq(k,i)(χ(k, z), z)) < q(k, i) . (91)

Lemme 39. Supposons que l'inégalité (91) soit vraie. Alors, il existe un
entier q0 et un ensemble in�ni K′ ⊂ K0 tel que, pour tout k ∈ K′, i, 1 ≤ i ≤ h
et q ≥ q0, on a

(i) P0(τk, Tkα) 6= 0.

(ii) νi(Fq(χ(k, z), z)) < q0,

où P0 est le polynôme du lemme 38.

Démonstration. Comme P0 /∈ V0, l'application k 7→ P0(ψ(k, z), z) n'est pas
identiquement nulle sur K. Ainsi, l'application

k 7→ P0(ψ(k, z), z)Q(z)
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n'est pas identiquement nulle sur K. D'après la proposition 25 il existe une
in�nité de k ∈ K tels que

P0(τk, Tkα) 6= 0, et Q(Tkα) 6= 0 .

Ainsi, tous ces k appartiennent K0. Choisissons un tel élément k0. On écrit

χl(.) =
∑
ω,κ,j

sl,ω,κ,j(.)z
ωφκϕj ,

où 1 ≤ l ≤M , j < d0 et où ω ∈ NN et κ ∈ N` parcourent un ensemble �ni.
Ré-indexons les applications sl,ω,κ,j(.) en sl,u(.), 1 ≤ u ≤ Λ, avec Λ un entier
positif. Fixons un entier i, 1 ≤ i ≤ h et posons qi := q(k0, i). Comme Fq(t, z)
est linéaire en t, Fqi(χ(k, z), z) est linéaire en la famille (sl,u(k))1≤u≤Λ. Il
existe donc des formes linéaires de CΛ dans C, disons εi,1, . . . , εi,Ω, telles que

νi(Fqi(χ(k, z), z)) ≥ qi ⇐⇒ εi,v((sl,u(k))1≤u≤Λ) = 0 ∀v, 1 ≤ v ≤ Ω .

D'après (91), νi(Fqi(χ(k0, z), z)) < q. Il existe donc un entier v(i), 1 ≤
v(i) ≤ Ω tel que

εi,v(i)((sl,u(k0))1≤u≤Λ) 6= 0 .

En faisant la même chose pour chaque i, 1 ≤ i ≤ h, on trouve une application

ε(.) :=
h∏
i=1

εi,v(i)((sl,u(.))1≤u≤Λ) ∈ RΓ,r ⊗Z C

telle que ε(k0) 6= 0 et telle que, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ h,

ε(k) 6= 0⇒ νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi . (92)

L'application

k 7→ P0(ψ(k, z), z)Q(z)

l∏
i=1

εi(k)

appartient à RΓ,r ⊗Z L{z} pour un Q-espace vectoriel L de dimension �nie.
Par ailleurs, elle ne s'annule pas en k0. D'après la proposition 25, il existe
un ensemble in�ni K′ ⊂ K0 tel que

P0(τk, Tkα) 6= 0 et εi(k) 6= 0 , (93)

pour tout i, 1 ≤ i ≤ l, et tout k ∈ K′. Pour k ∈ K′, d'après (92) et (93), on
a

νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi .

Fixons un i, 1 ≤ i ≤ h, et considérons un entier q > qi. On, a par dé�nition,
νi(Fq(χ(k, z), z) − Fqi(χ(k, z), z)) ≥ qi. Par ailleurs, pour tout k ∈ K′, on
a νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi. On a donc

νi(Fqi(χ(k, z), z)) < qi

pour tout q > qi et tout k ∈ K′. On prend alors q0 := max{q1, . . . , qh}.
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La �n de la preuve du lemme 37 consiste à fournir une majoration et une
minoration pour la fonction auxiliaire E aux points (τk, Tkα) et d'obtenir un
contradiction quand |k| est su�samment grand. Ces calculs sont classiques
en méthode de Mahler. On en trouve de similaires dans [67]. Soit q ≥ q0 un
entier, où q0 est donné par le lemme 39, et soit E ∈ Q[t, z] la fonction du
lemme 38 associée à l'entier q.

3.6.3 Majoration de |E(τk, Tkα)|

D'après les lemmes 38 et 39, on a

νi(E(χ(k, z), z)) ≥ c3δ
1/N
1 δ2 − δ1q0 ,

pour tout k ∈ K′ et tout i, 1 ≤ i ≤ h.

Comme δ2 ≥ δ1, pour δ1 assez grand, d'après le lemme 30 il existe une
réel positif c4 tel que

E(χ(k, z), z) ∈ (z)

⌊
c4δ

1/N
1 δ2

⌋
C{z} ,∀k ∈ K′ .

Comme E est homogène en t et χ(k, z) = Q(z)ψ(k, z), on a

E(ψ(k, z), z) ∈ (z)

⌊
c5δ

1/N
1 δ2

⌋
C{z} , ∀k ∈ K′ .

pour un réel positif c5.

Notons que les rayons de convergence des séries analytiques dé�nissant
l'application k 7→ ψ(k, z) ne dépendent pas de k. Alors, en décomposant
E(ψ(k, z), z) =

∑
λ eλ(k)zλ, il existe des réels positifs c6(δ1, δ2, q), c7 et c8

tels que
|eλ(k)| ≤ c6(δ1, δ2, q)c

|k|
7 c
|λ|
8 .

D'après le lemme 21, on a ‖Tkα‖ ≤ e−c9ρ
|k|

pour un réel positif c9 et par
conséquent,

|E(τk, Tkα)| = |E(ψ(k, Tkα), Tkα)|
≤

∑
|λ|≥p

|eλ(k)| × ‖Tkα‖λ

≤
∑
|λ|≥p

c6(δ1, δ2, q)c
|k|
7 c
|λ|
8 e−|λ|c9ρ

|k|
,∀k ∈ K′ .

Il existe donc un réel positif c10 tel que,

|E(τk, Tkα)| ≤ e−c10δ
1/N
1 δ2ρ|k| , (94)

pour tout k ∈ K′ su�samment grand par rapport à δ1, δ2 et q.
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3.6.4 Minoration pour |E(τk, Tkα)|

D'après (82), on a
F (τk, Tkα) = 0 ,

pour tout k ∈ Nr. La série entière F (ψ(k, z), z) − Fq(ψ(k, z), z) est de
valuation supérieure à q en z. En raisonnant comme dans la section 3.6.3,
on peut trouver un réel c11 tel que∣∣∣∣∣∣

δ1∑
j=1

Pj(τk, Tkα)Fq(τk, Tkα)j

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
δ1∑
j=1

Pj(τk, Tkα)(F − Fq)(τk, Tkα)j

∣∣∣∣∣∣
≤ e−c11ρ|k|q ,

pour tout k ∈ K′ su�samment grand par rapport à δ1, δ2 et q.

Par ailleurs, les nombres complexes P0(τk, Tkα), k ∈ K′, appartiennent
tous au même corps de nombres. D'après l'inégalité de Liouville (pour les
corps de nombres), il existe un réel c12 > 0, indépendant de k, tel que

|P0(τk, Tkα)| ≥ H(P0(τk, Tkα))−c12 . (95)

Les nombres complexes τj(k) sont des polynômes de degré d en les coef-
�cients de la matrice Ak(α). D'après le lemme 21, les numérateurs et les
dénominateurs des fractions rationnelles qui forment les coe�cients de la
matrice Ak(z) sont de degré inférieur à c13ρ

|k| et les coe�cients de ces frac-
tions rationnelles ont une hauteur logarithmique inférieure à c14ρ

|k| , où c13

et c14 sont des réels positifs. Il existe donc un réel c15 tel que

logH(τj(k)) ≤ c15ρ
|k| .

Le polynôme P0 est de degré inférieur à 2δ1 en t et inférieur à δ2 en z.
Comme δ2 ≥ δ1, on peut majorer la hauteur logarithmique de P0(τk, Tkα)
par

logH(P0(τk, Tkα)) ≤ c16 + c17δ2ρ
|k| ,

pour des réels positifs c16 et c17. D'après (95), on trouve

|P0(τk, Tkα)| ≥ c18e
−c12c17δ2ρ|k| ,

pour un réel positif c18, et ainsi

|E(τk, Tkα)| ≥ |P0(τk, Tkα)| −

∣∣∣∣∣
δ1∑
i=1

Pi(τk, Tkα)Fq(τk, Tkα)

∣∣∣∣∣
≥ c18e

−c12c17δ2ρ|k| − e−c11ρ|k|q .

Quand q est su�samment grand par rapport à δ2 et k ∈ K′ est su�samment
grand par rapport à q, on obtient

|E(τk, Tkα)| ≥ e−c19δ2ρ|k| , (96)

pour un réel positif c19.
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3.6.5 Contradiction

D'après (94) et (96) on a

e−c19δ2ρ|k| ≤ |E(τk, Tkα)| ≤ e−c10δ
1/N
1 δ2ρ|k| ,

pour tout k ∈ K′ su�samment grand par rapport à q et tout q su�samment
grand par rapport à δ2. En prenant le logarithme, en divisant par δ2ρ

|k| et
en faisant tendre |k| vers l'in�ni dans K′, on trouve

c19 ≥ c10δ
1/N
1 .

On obtient donc une contradiction, dès que δ1 est su�samment grand. Cela
termine la preuve du lemme 37.

3.7 Fin de la preuve du théorème 16 dans le cas d'un chan-
gement de jauge analytique

Dans cette section, on �xe le k0 ∈ K du lemme 37. Pour tout entier q,
on a

νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q . (97)

Pour tout entier i, 1 ≤ i ≤ s, on écrit

χi(k0, z) =
∑
κ,λ,j

χi,κ,j(z)φκ1
1 · · ·φ

κ`
` ϕ

j ∈ A ,

où les indices κ = (κ1, . . . , κ`) ∈ N` appartiennent à un ensemble �ni, où
0 ≤ j < d1 et où χi,κ,j(z) ∈ R pour chaque (κ, j). Dans le reste de cette
section, pour chaque somme, κ est un élément d'un sous-ensemble �ni de N`,
et j est un élément {0, . . . , d1 − 1}. On pose également χκ,j := (χi,κ,j)i≤s.
On a la décomposition suivante

Fq(χ(k0, z), z) =
∑
κ,j

Fq(χκ,j(z), z)φκ1
1 · · ·φ

κ`
` ϕ

j .

Notons que l'on peut évaluer F (t, z) aux points t = χκ,j(z) et que la somme
F (χκ,j(z), z) est dans C{z}.

Lemme 40. Pour chaque couple (κ, j), on a

F (χκ,j(z), z) = 0 .

Démonstration. D'après (97), on a νi0(Fq(χ(k0, z), z)) ≥ q. Alors, d'après
33, pour chaque couple (κ, j), on a

ν(Fq(χκ,j(z), z)) ≥ q .
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Prolongeons la valuation ν à tout C{z} de la façon naturelle. En prenant la
limite q →∞, pour la topologie induite par ν sur C{z}, on a d'un côté

lim
q→∞

Fq(χκ,j(z), z)) = F (χκ,j(z), z) ,

et d'un autre côté
lim
q→∞

Fq(χκ,j(z), z)) = 0 .

Ainsi F (χκ,j(z), z) = 0.

On peut alors conclure la preuve du théorème 16 dans le cas d'un change-
ment de jauge analytique. Posons β := Tk0α. D'après le lemme 37, ce choix
de k0 nous permet d'évaluer la série Q(z) ∈ C{z} en β. Posons

ηi(z) := Q(β)−1
∑
κ,j

φ1(β)κ1 · · ·φ`(β)κ`ϕ(β)jχi,κ,j(z) ∈ R,

et η(z) = (ηi(z))i≤s. Les séries ηi(z) sont dé�nies en β pour chaque i. En
utilisant la linéarité de F en t, on déduit du lemme 40 que

F (η(z), z) = 0 .

En évaluant cette égalité en Tk0z, par dé�nition de F on a∑
i≤s

ηi(Tk0z)f(Tk0z)µi = 0 . (98)

Alors, en utilisant l'identité

f(Tk0z) = Ak0(z)−1f(z) ,

et en remplaçant f(Tk0z) par Ak0(z)−1f(z) dans (98), on trouve un vecteur
de fonctions algébriques η̃(z) = (η̃1(z), . . . , η̃s(z)), telles que

s∑
i=1

η̃i(z)f(z)µi = 0 .

Par ailleurs, en évaluant η en β, on a

η(β) = ψ(k0, Tk0α) = τk0 . (99)

D'après (99) et par dé�nition des τk on a η̃(α) = τ . Le polynôme Q ∈ R[X],
dé�ni par

Q(z, X1,1, X1,2, . . . , X1,m1, X2,1, . . . , Xr,mr) :=
∑
i≤s

η̃i(z)Xµi
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a donc les propriétés suivantes :

Q(z,f(z)) = 0 et Q(α,X) = P (X) ,

comme souhaité.

Il ne reste qu'un détail à traiter. On veut construire un polynôme ayant
les même propriétés, mais appartenant à Q(z)[X] et pas seulement C(z)[X].
Posons R1 := R∩Q(z). On a R = R1 ⊗C. Par ailleurs, comme R ⊂ C{z},
les éléments de R1 sont dans Q{z}.

Soit V ⊂ C le plus petit Q-espace vectoriel contenant 1 et tel que Q
appartient au R1-module engendré par V . Ainsi, V est de dimension �nie.
Soit 1, π1, . . . , πt une base de V sur Q. On peut décomposer Q en

Q(z,X) = Q0(z,X) + π1Q1(z,X) + · · ·+ πtQt(z,X) ,

où Qi ∈ R1, 1 ≤ i ≤ t. Les fonctions analytiques fi,j(zi) et les Qi(z,X)
ayant leurs coe�cients dans Q, l'indépendance linéaire sur Q des πi implique
que

Qi(z,f(z)) = 0 ,

pour chaque i, 0 ≤ i ≤ t. Par ailleurs, le polynôme P étant à coe�cients
algébriques, on a

Q0(α,X) = P (X) et Qi(α,X) = 0 pour 1 ≤ i ≤ d .

Ainsi, le polynôme Q0 a les propriétés requises. Cela termine la preuve de la
première partie du théorème 16 quand Φ(z) appartient à GLm(Q{z}).

Supposons à présent que Q(z,f(z)) soit une extension régulière de Q(z).
Notons K ⊂ Q(z) la plus petite extension de Q(z) contenant les coe�cients
de Q(z,X). D'après [59, Chapter VIII], les corps Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)) et
K sont linéairement disjoints sur Q(z). Notons δ le degré de K sur Q(z) et
considérons θ(z) un élément primitif de K sur Q(z). On peut, sans perte
de généralité, supposer que θ(z) est entier sur Q[z] et, par conséquent, que
θ(z) ∈ Q{z} ∩ Q{z − α}. Comme les fonctions θ(z)j , 0 ≤ j ≤ δ − 1,
sont linéairement indépendantes sur Q(z), elles restent donc linéairement
indépendantes sur Q(z)(f1(z), . . . , fm(z)). En décomposant le polynôme Q
sous la forme

Q =

δ−1∑
j=0

Qj(z, X1, . . . , Xm)θ(z)j ,

où Qj(z, X1, . . . , Xm) ∈ Q[z, X1, . . . , Xm], on obtient donc que

Qj(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0
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pour tout j, 0 ≤ j ≤ δ − 1. Finalement, en posant

R(z, X1, . . . , Xm) :=
δ−1∑
j=0

Qj(z, X1, . . . , Xm)θ(α)j ∈ Q[z, X1, . . . , Xm] ,

on obtient à la fois

R(z, f1(z), . . . , fm(z)) = 0 et R(α, X1, . . . , Xm) = P (X1, . . . , Xm) ,

comme souhaité.

3.8 Démonstration du théorème 16 dans le cas général

Dans cette section, on montre comment modi�er la preuve du théorème
16 pour l'étendre au cas où les changements de jauge Φi(zi) ne sont plus
nécessairement analytiques, mais rami�és. Pour tout i, 1 ≤ i ≤ r, on note
K̂zi,d le corps de fractions de Q{z1/d

i }, où z
1/d
i = (z

1/d
i,1 , . . . , z

1/d
i,ni

). On pose

K̂zi := ∪d≥1K̂zi,d. On pose également K̂d le corps des fractions de Q{z1/d}
et K̂ = ∪d≥1K̂d.

On montre tout d'abord que l'on peut se ramener au cas où Φi(zi) ∈
GLmi(K̂zi,1). Soit α = (α1, . . . ,αr) tel que chaque couple (Ti,αi) est ad-
missible et tel que chacun des points αi est régulier pour (71.i). Par hy-
pothèse, il existe un entier j tel que Φi(z

j
i ) appartienne GLmi(K̂zi,1). Soit

α′ := (α′1, . . . ,α
′
r) tel que (α′i)

j = αi pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r. Ainsi, l'étude
de (78) au point α est équivalente à l'étude du système mahlérien par blocs

g1(z)
...
...

gr(z)

 =


A1(zj1)

. . .
. . .

Ar(z
j
r)



g1(Tz)

...

...
gr(Tz)

 ,

au point α′, où gi(z) := f i(z
j). Les points α′i sont réguliers pour ces nou-

veaux systèmes et chaque (Ti,α
′
i) reste admissible. Par ailleurs, les ma-

trices Ai(zj) sont conjuguées à une matrice constante via le changement
de jauge Φi(z

j) ∈ GLm(K̂zi,1). On peut donc supposer que pour tout i,
1 ≤ i ≤ r, la matrice Φi(zi) est dans GLm(K̂zi,1) Pour chaque entier i, 1 ≤
i ≤ r, soit ∆i(zi) une fonction analytique non nulle telle que ∆i(zi)Φi(zi)
et ∆(zi)Φ

−1
i (zi) appartiennent à Q{zi}. Posons ∆(z) := ∆1(z1) · · ·∆r(zr).

D'après la proposition 25, l'ensemble

K∆ := {k ∈ K : ∆(z) est dé�nie et non nulle au point Tkα}

est in�ni.
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Lemme 41. La proposition 25 est toujours vraie quand on remplace K par
K∆.

Démonstration. La fonction ∆(z) appartient Q{z}. Ainsi, pour tout k ∈ K,
sauf éventuellement un nombre �ni, ∆(z) est dé�nie au point Tkα. On peut
donc supposer que ∆(z) est dé�nie au point Tkα pour tout k ∈ K. Soit L un
Q-espace vectoriel de dimension �nie et soit ψ ∈ RΓ,r⊗ZL{z} tel que la suite
(ψ(k, z))k∈K∆

n'est pas identiquement nulle. La suite (∆(z)ψ(k, z))k∈K n'est
pas identiquement nulle. Alors, d'après le lemme 25, ∆(Tkα)ψ(k, Tkα) 6= 0
pour une in�nité de k ∈ K. Par dé�nition de K∆, ces k appartiennent à
K∆.

On donc supposer, sans perte de généralité que K = K∆, c'est-à-dire
que, ∆(Tkα) 6= 0 pour tout k ∈ K. Le lemme 28 doit alors être modi�é de
la sorte.

Lemme 42 (Lemme 28-bis). Pour tout entier j, 1 ≤ j ≤ s, il existe un
polynôme multi-exponentiel ψj ∈ RΓ,r ⊗Z K̂1 tel que

τj,k = ψj(k, Tkα)

et ∆(z)dψj(k, z) ∈ C{z}, pour tout k ∈ Nr. De plus, il existe un Q-espace
vectoriel de dimension �nie L0 tel que, pour tout k ∈ Nr et tout j, 1 ≤ j ≤ s,
les coe�cients de la série ∆(z)dψj(k, z) appartiennent à L0.

Démonstration. La preuve suit les même étapes que celle du lemme 28. On
observe tout d'abord que le lemme 29 reste vrai. En e�et, par hypothèse, la
matrice ∆(z)Φ(z), est bien dé�nie dans un voisinage de 0 et donc en Tkα
pour tout k ∈ K assez grand. Comme par hypothèse, ∆(Tkα) ne s'annule pas
en k ∈ K, la matrice Φ(z) est dé�nie en Tkα, pour tout k ∈ K su�samment
grand. Le reste de la preuve du lemme 29 est la même.

Soit k ∈ Nr. Pour chaque i, 1 ≤ j ≤ s, la fonction ψj(k, z) est un
polynôme de degré d en les coe�cients des matrices Φ−1(z). On a donc
∆(z)dψj(k, z) ∈ C{z}, comme souhaité. La dernière a�rmation du lemme
42 se prouve de la même façon que dans le lemme 28, en prenant pour L0

le Q-espace vectoriel engendré par les monômes de degré au plus d en les
coe�cients de la matrice Φ(α).

Les preuves des lemmes 34, 35, 36 et 38 sont inchangées, à une exception
près. Il faut être prudent dans l'implication (i) ⇒ (iii) du lemme 34. On
procède de la manière suivante. Supposons que

P (ψ(k, Tkα), Tkα) = 0

pour tout k ∈ K assez grand. Alors, le polynôme P étant homogène, on
a également P (∆(Tkα)dψ(k, Tkα), Tkα) = 0 pour une in�nité de k ∈ K.
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D'après la proposition 25, P (∆(z)dψ(k, z), z) = 0 pour tout k ∈ K. On a
donc P (ψ(k, z), z) = 0 pour tout k ∈ K, comme souhaité.

Le principal changement apparaît dans la démonstration du lemme 37,
dans la majoration de |E(τk, Tkα)|, section 3.6.3. Pour obtenir une telle
majoration, on est contraint à présent de minorer la quantité |∆(Tkα)|. On
va utiliser pour cela un résultat de Corvaja et Zannier [44].

Fin de la preuve du théorème 16. Par un raisonnement similaire à celui de
la section 3.6.4, on obtient la majoration suivante, à partir de (94) :

|E(∆(Tkα)dψ(k, Tkα), Tkα)| ≤ e−c1δ
1/N
1 δ2ρ|k| ,

pour tout k ∈ K′ su�samment grand par rapport à δ1, δ2 et q, et pour un
réel positif c1. Comme E est homogène de degré 2δ1 en t, on a

|E(τk, Tkα)| = |E(∆(Tkα)dψ(k, Tkα), Tkα)| × |∆(Tkα)|−2δ1d

≤ e−c1δ
1/N
1 δ2ρ|k| × |∆(Tkα)|−2δ1d .

(100)

Par ailleurs, d'après [44, Proposition 3] il existe deux réels positifs c2 et c3

tels que
|∆(Tkα)| ≥ c2‖Tkα‖c3 , (101)

pour une in�nité de k ∈ K′. En e�et, les calculs faits dans la section 2.4
montrent que l'on peut appliquer la proposition 3 de [44] à la famille de
points (Tkα)k∈K′ . De plus, notre choix de K nous assure que ∆(Tkα) 6= 0
pour tout k ∈ K et, par conséquent, pour tout k ∈ K′ puisque K′ ⊂ K. En
utilisant le fait que δ1/N

1 δ2 � δ1, quand δ1 tend vers l'in�ni, et en combinant
(100) et (101), on obtient une majoration similaire à celle obtenue dans 3.6.3,
c'est-à-dire,

|E(τk, Tkα)| ≤ e−c4δ
1/N
1 δ2ρ|k| ,

pour une in�nité de k ∈ K′ et un réel positif c4. Les calculs de la minoration
restent les même. De plus, comme cette minoration est valable pour tout
k ∈ K′ assez grand, on obtient la même contradiction que dans la section
3.6.5. La �n de la démonstration du théorème 16 est la même.

4 Démonstration du théorème 15

L'inégalité

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ≥ deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr))

est toujours vraie, quelques soient les fonctions considérées. Notons alors

AlgQ(z)α,0
(f(z)) :=

{
P ∈ Q(z)α,0[X] : P (f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = 0

}
,

161



l'idéal des relations algébriques entre les fonctions f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr) sur
Q(z)α,0 et

AlgQ(f(α)) :=
{
P ∈ Q[X] : P (f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) = 0

}
,

l'idéal des relations algébriques à coe�cients dans Q, entre les nombres
f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr). Ce sont des idéaux premiers.

Étant donné un idéal premier p d'un anneau, on note ht(p) la hauteur de
p, c'est à dire, la longueur de la plus grande chaîne d'idéaux premiers inclus
dans p. D'après le théorème de la hauteur de Krull, la hauteur de l'idéal
premier p est égale à la taille d'un ensemble minimal de générateurs de p.

Considérons P1(X), . . . , Ph(X) ∈ Q[X] un système minimal de généra-
teurs de l'idéal AlgQ(f(α)). D'après le théorème 16, il existe des polynômes

Q1(z,X), . . . , Qh(z,X) ∈ AlgQ(z)α,0
(f(z)) ,

tels que Qj(α,X) = Pj(X), 1 ≤ j ≤ h. Supposons qu'il existe un sys-
tème de générateurs R1(z,X), . . . , Rh−1(z,X), de l'idéal AlgQ(z)α,0

(f(z)).

Alors, il existe une matrice Γ(z,X) de taille (h− 1)× h, à coe�cients dans
Q(z)α,0[X], telle que

(Q1(z,X), . . . , Qh(z,X)) = (R1(z,X), . . . , Rh−1(z,X))Γ(z,X) .

En évaluant en α, il vient que R1(α,X), . . . , Rh−1(α,X) engendre l'idéal
AlgQ(f(α)), une contradiction. On a donc

ht
(

AlgQ(z)α,0
(f(z))

)
≥ ht

(
AlgQ(f(α))

)
, (102)

Notons M :=
∑

imi et n :=
∑

i ni. On a par ailleurs,

ht
(

AlgQ(z)α,0
(f(z))

)
= M − deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) (103)

et

ht
(

AlgQ(f(α))
)

= M − deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr)) . (104)

L'inégalité

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) ≤ deg.trQ(f1,1(α1), . . . , fr,mr(αr))

découle alors de (102), (103) et (104).
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Chapitre IV

Pureté des relations

algébriques entre les valeurs de

fonctions mahlériennes

Si les théorèmes 14, 15 et 16 ont de nombreuses autres applications, notre
motivation principale quant à la généralisation de la méthode de Mahler aux
systèmes de plusieurs variables associés à des transformations di�érentes est
d'obtenir des résultats concernant les fonctions mahlériennes d'une variable.

Considérons des multi-ensembles de nombres complexes

E1 = {ζ1,1, . . . , ζ1,m1}, . . . , Er = {ζr,1, . . . , ζr,mr} .

Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, donnons-nous un vecteur d'indéterminées Xi =
(Xi,1, . . . , Xi,mi) et dé�nissons

AlgQ(Ei) :=
{
P (Xi) ∈ Q[Xi] : P (ζi,1, . . . , ζi,mi) = 0

}
l'idéal des relations algébriques sur Q entre les éléments de Ei. On considère
également le multi-ensemble E = {ζ1,1, . . . , ζr,mr} et

AlgQ(E) :=
{
P (X1, . . . ,Xr) ∈ Q[X1, . . . ,Xr] : P (ζ1,1, . . . , ζr,mr) = 0

}
.

On dit qu'un polynôme P ∈ AlgQ(E) est une relation algébrique pure par
rapport aux multi-ensembles Ei si il appartient à l'idéal AlgQ(Ei | E) de

Q[X1, . . . ,Xr] engendré par l'ensemble AlgQ(Ei).
On déduit du théorème 14 le résultat suivant.

Théorème 18 (Premier théorème de pureté : points indépendants). Soient
r ≥ 2 un entier et ρ > 1 un réel. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère un
système mahlérien régulier singulier fi,1(Tizi)

...
fi,mi(Tizi)

 = Ai(zi)

 fi,1(zi)
...

fi,mi(zi)

 (105.i)
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où Ai(zi) est une matrice de GLmi(Q(zi)), zi := (zi,1, . . . , zi,ni) est une
famille d'indéterminées, Ti est une matrice de taille ni à coe�cients entiers
naturels et de rayon spectral ρ. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère un
multi-ensemble

Ei ⊆ {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} ,

pour un certain αi ∈ Qni et on pose E := ∪ri=1Ei. Supposons que

(i) pour chaque i, αi ∈ (Q?
)ni soit un point régulier pour le système (105.i)

et que le couple (Ti,αi) soit admissible,

(ii) il n'existe pas de n-uplet d'entiers (µ1, . . . ,µr), où n =
∑
ni, tel que

(T k1α1)µ1 · · · (T kr αr)µr = 1, pour tout k dans une progression arithmé-
tique.

Alors

AlgQ(E) =
r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) .

Autrement dit, toute relation algébrique entre les éléments de E est une
relation algébrique pure par rapport aux ensembles Ei, 1 ≤ i ≤ r.

Remarque 9. Si les matrices T1, . . . , Tr ont des rayons spectraux ρ(Ti) dis-
tincts, mais multiplicativement dépendants deux à deux, on peut trouver des
entiers positifs d1, . . . , dr tels que ρ(T1)d1 = · · · = ρ(Tr)

dr , et itérer chaque
système (105.i) di fois, pour pouvoir appliquer le théorème 18 avec les ma-
trices T dii .

Notons qu'à l'inverse du théorème 14, on n'impose pas aux ensembles Ei
de contenir toutes les valeurs des fonctions des systèmes (105.i).

La condition (ii) du théorème 18 garantit une certaine forme d'indépen-
dance entre les points α1, . . . ,αr. Cette condition est indispensable. En e�et,
rien n'interdit dans l'énoncé du lemme de choisir r copies d'un même sys-
tème mahlérien. Sans cette condition, on pourrait prendre α1 = · · · = αr et
choisir E1 = · · · = Er des multi-ensembles identiques, composés de t nombres
algébriquement indépendants. Le multi-ensemble E contiendrait alors chaque
nombre en r exemplaires. L'idéal AlgQ(E) serait donc de hauteur (r − 1)t,
tandis que chacun des idéaux AlgQ(Ei) serait réduit à 0.

Ce premier théorème de pureté permet de traiter simultanément les va-
leurs de plusieurs fonctions T -mahlériennes, en des points su�samment in-
dépendants. Cependant, ce théorème ne dit rien des valeurs de fonctions
mahlériennes associés à des transformations dont les rayons spectraux sont
deux à deux multiplicativement indépendants. Pour cela on a besoin du ré-
sultat suivant.
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Théorème 19 (Second théorème de pureté : transformations indépendantes).
Soit r ≥ 2 un entier. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, on considère un système
mahlérien régulier singulier fi,1(Tizi)

...
fi,mi(Tizi)

 = Ai(zi)

 fi,1(zi)
...

fi,mi(zi)

 (106.i)

où Ai(zi) est une matrice de GLmi(Q(zi)), Ti est une matrice à coe�cients
entiers naturels, de rayon spectral ρ(Ti). Supposons que

(i) pour chaque i, αi ∈ (Q?
)ni soit un point régulier pour le système (106.i)

et que le couple (Ti,αi) soit admissible,

(ii) pour chaque paire (i, j), i 6= j, on ait log ρ(Ti)/ log ρ(Tj) 6∈ Q.

On considère pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, un multi-ensemble

Ei ⊆ {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)}

et on pose E := ∪ri=1Ei. On a

AlgQ(E) =

r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) .

Les deux théorèmes ci-dessus sont énoncés en terme de pureté des rela-
tions algébriques. Ils induisent en fait un résultat fort d'indépendance algé-
brique.

Corollaire 20. Sous les hypothèses du théorème 18 ou du théorème 19, on
a

deg.tr(E) =

r∑
i=1

deg.tr(Ei) .

Une utilisation conjointe des deux théorèmes de pureté nous permet alors
d'obtenir le théorème 4, que nous ré-énonçons ici.

Théorème 4. Soient r ≥ 2 un entier et pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, fi(z) une
fonction qi-mahlérienne, qi ≥ 2, et un nombre algébrique αi, 0 < |αi| < 1.
Supposons que l'une des deux hypothèses suivantes soit satisfaite :

(i) les nombres α1, . . . , αr sont multiplicativement indépendants,

(ii) les nombres q1, . . . , qr sont deux à deux multiplicativement indépen-
dants.

Alors les nombres f1(α1), . . . , fr(αr) sont algébriquement indépendants si et
seulement si ils sont tous transcendants.
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Remarque 10. L'algorithme 3 décrit au chapitre II montre comment savoir
si chacun des nombres f1(α1), . . . , fr(αr) est transcendant. On peut, par
conséquent, véri�er algorithmiquement l'indépendance algébrique entre les
nombres f1(α1), . . . , fr(αr).

Soulignons le fait qu'aucune condition d'indépendance algébrique entre
les fonctions n'est requise dans ce théorème. Les fonctions portant sur des va-
riables toutes distinctes, l'indépendance algébrique découle immédiatement
de la transcendance de chacune des fonctions. C'est là une di�érence impor-
tante avec la théorie de E-fonctions, pour laquelle démontrer l'indépendance
algébrique de valeurs grâce au théorème de Siegel-Shidlovskii requiert d'avoir
démontré celle des fonctions au préalable.

La première section de ce chapitre est consacrée à l'étude des proprié-
tés des systèmes réguliers singuliers. En nous appuyant sur ces propriétés,
ainsi que sur les théorèmes 14 et 15, nous démontrerons dans la section 2
les deux théorèmes de pureté. Dans la section 3 nous nous attarderons sur
les conséquences des théorèmes de pureté quant aux fonctions mahlériennes
d'une variable. Nous démontrerons notamment les théorèmes 4 et 5.

1 Propriété des systèmes réguliers singuliers

L'une des principales limitations des deux théorèmes de pureté est qu'ils
ne s'appliquent pas à l'ensemble des fonctions mahlériennes, mais seulement
à celles qui sont régulières singulières. On peut montrer notamment que
la série génératrice de la suite de Rudin-Shapiro de l'exemple 22 n'est pas
régulière singulière. Les fonctions régulières singulières forment pour autant
une classe générique de fonctions mahlériennes, comme le montre la propriété
43. Nous proposons dans cette section, d'en étudier quelques propriétés.

Proposition 43. Soit T une matrice inversible n'ayant aucune racine de
l'unité parmi ses valeurs propres. Un système T -mahlérien dont la matrice
A(z) est dé�nie et inversible en 0 est régulier singulier. En particulier,
une fonction mahlérienne qui satisfait à une équation inhomogène telle que
p0(0)pm(0) 6= 0 est régulière singulière.

Démonstration. Comme T est une matrice inversible n'ayant aucune racine
de l'unité parmi ses valeurs propres, on peut dé�nir (voir [67]) un ordre total
� sur Nn de tel sorte que, pour tout λ,γ ∈ Nn, on a :

• λT � λ,

• |λ| > |γ| ⇒ λ � γ .

Numérotons λi, i ∈ N les éléments de Nn ainsi ordonnés. Notons

A(z) =:
∑
i∈N

Aiz
λi ,
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avec Ai, i ∈ N, des matrices à coe�cients dans Q. En particulier, A0 = A(0).
On dé�nit par récurrence une suite de matrices Φi, i ∈ N, à coe�cients dans
Q, en posant

Φ0 := In, et Φi :=

 ∑
j,k :λj+Tλk=λi

AjΦk

A−1
0 .

L'ordre � sur Nn nous garantit que les indices k intervenant dans la somme
de droite sont tous strictement inférieurs à i. Ainsi la suite est bien dé�nie.
On pose alors Φ(z) :=

∑
i Φiz

λi . Les coe�cients de la matrice A(z) étant des
fonctions analytiques, la récurrence nous garantit que les coe�cients Φ(z)
sont des fonctions analytiques. On véri�e qu'on a, par ailleurs,

Φ(z)A0 = A(z)Φ(Tz) ,

ce qui termine la preuve de la première partie de la proposition.

Considérons à présent une fonction mahlérienne f(z) satisfaisant à une
équation inhomogène

p−1(z) + p0(z)f(z) + p1(z)f(Tz) + · · ·+ pm(z)f(Tmz) = 0 .

Le système compagnon associé à cette équation a pour matrice

A(z) :=


1 0 · · · 0

−p−1(z)
p0(z) −p1(z)

p0(z) · · · · · · −pm(z)
p0(z)

0 1 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 1 0

 .

Si p0(0) 6= 0, la matrice A(z) est dé�nie en 0 et si pm(0) 6= 0, elle est
inversible. D'après la première partie de la proposition, la fonction f(z) est
régulière singulière.

Dans [67], les auteurs annoncent avoir démontré le théorème 14 pour
les systèmes mahlériens dont la matrice est dé�nie et inversible en 0. Leur
preuve est toutefois incomplète, comme nous en avons discuté au chapitre
I. D'après la proposition 43, le théorème 14 fournit la première preuve du
théorème principal de [67]. Il couvre également les résultats de Kubota [58]
pour les systèmes de la forme (62) et de Ku. Nishioka [88] pour les systèmes
de la forme (63). En e�et, pour ces systèmes, les matrices sont dé�nies et
inversibles en 0. Nous allons voir que les systèmes réguliers singuliers forment
une classe de systèmes plus naturelle que celle des systèmes dont la matrice
est dé�nie et inversible en 0. Le lemme suivant l'illustre bien.
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Lemme 44. Soit f(z) une fonction T -mahlérienne solution d'un système
régulier singulier. Alors tout système mahlérien contenant f(z) et dont la
taille est minimale, parmi les systèmes contenant f(z), est régulier singulier.

Démonstration. Notons d'abord que, si A(z) est la matrice d'un système ré-
gulier singulier, alors pour toute matrice inversible Φ(z) à coe�cients dans
K̂, le système associé à la matrice Φ(z)−1A(z)Φ(Tz) est régulier singulier.
Autrement dit, la classe des systèmes réguliers singuliers est stable par chan-
gement de jauge rami�é.

Supposons que f(z) soit la première coordonnée d'un vecteur colonne
(f1(z), . . . , fm(z))>, solution d'un système T -mahlérien, régulier singulier
de type (59). Soit m1 l'ordre de l'équation mahlérienne homogène mini-
male satisfaite par f(z). Les fonctions f(z), f(Tz), . . . , f(Tm1−1z) forment
une famille libre de l'espace vectoriel engendré sur Q(z) par les fonctions
f1(z), . . . , fm(z). Tout système minimal contenant f(z) est donc de taille
supérieure ou égale à m1.

Supposons dans un premier temps quem = m1. Comme f1(z), . . . , fm(z)
et f(z), f(Tz), . . . , f(Tm−1z) sont deux bases du même espace vectoriel, il
existe une matrice inversible Φ(z), à coe�cients dans Q(z), telle que

Φ(z)


f(z)
f(Tz)

...
f(Tm−1z)

 =


f1(z)
...
...

fm(z)

 .

Le vecteur (f(z), f(Tz), . . . , f(Tm−1z))> est donc solution du système T -
mahlérien de matrice Φ(z)−1A(z)Φ(Tz), qui est donc, lui aussi, régulier
singulier.

Supposons à présent que m > m1. Grâce au théorème de la base incom-
plète, on prend une base f(z), f(Tz), . . . , f(Tm1−1z), g1(z), . . . , gm−m1(z)
de l'espace vectoriel engendré sur Q(z) par les fonctions f1(z), . . . , fm(z). Il
existe donc une matrice Φ(z) inversible, à coe�cients dans Q(z), telle que

Φ(z)



f(z)
...

f(Tm1−1z)
g1(z)
...

gm−m1(z)


=

 f1(z)
...

fm(z)

 .

Le vecteur (f(z), . . . , f(Tm1−1z), g1(z), . . . , gm−m1(z))> est donc solution
du système mahlérien associé à la matrice B(z) := Φ(z)−1A(z)Φ(Tz), qui
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est, par conséquent, régulier singulier. Il existe donc une matrice inversible
Θ(z), à coe�cients dans K̂, et une matrice constante Ω, telles que

Θ(z)Ω = B(z)Θ(Tz) . (107)

Par ailleurs, la matrice B(z) est triangulaire inférieure et on peut supposer
sans perte de généralité que la matrice Ω est triangulaire supérieure (en
prenant une décomposition de Jordan de Ω, par exemple). Notons

Θ(z) :=

(
Θ1(z) Θ2(z)

Θ3(z) Θ4(z)

)
, Ω :=

(
Ω1 Ω2

0 Ω4

)
,

d'une part et

B(z) :=

(
B1(z) 0

B3(z) B4(z)

)
,

d'autre part, la décomposition par blocs de ces matrices. En identi�ant les
blocs dans (107), on trouve

Θ1(z)Ω1 = B1(z)Θ1(Tz) .

En particulier, le système f(z)
...

f(Tm1−1z)

 = B1(z)

 f(Tz)
...

f(Tm1z)


est régulier singulier.

Cela montre en particulier que la propriété pour une fonction d'être régu-
lière singulière, ne dépend pas du système choisi. En particulier, si le système
minimal pour la fonction n'est pas régulier singulier, aucun système conte-
nant cette fonction ne l'est. La démonstration du lemme 44 montre en fait
que tout sous-système d'un système régulier singulier reste régulier singu-
lier. Bien sûr, partant d'une fonction régulière singulière, on peut toujours la
considérer dans un système qui n'est pas régulier singulier, en grossissant le
système avec des fonctions qui ne sont pas régulières singulières. Mais, si un
système mahlérien n'est pas régulier singulier, c'est que l'une des fonctions
du système n'est pas régulière singulière. La terminologie régulier singulier
n'est donc pas tant attachée au système qu'aux fonctions qui composent ce
système.

Un autre aspect de la classe des systèmes réguliers singuliers, que nous
utiliserons largement par la suite, est sa stabilité par union.

Proposition 45. Soit A1(z) (resp. A2(y)) une matrice associée à un sys-
tème T1-mahlérien, (resp. T2-mahlérien) régulier singulier. Alors, le sys-
tème associé à la matrice diagonale par blocs diag(A1(z), A2(y)) est un
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système T -mahlérien régulier singulier, où T est la matrice diagonale par
blocs diag(T1, T2). Si de plus T1 = T2, alors le système associé à la matrice
diagonale par blocs diag(A1(z), A2(z)) est un système T1-mahlérien régulier
singulier.

Démonstration. La preuve découle immédiatement de la dé�nition.

2 Démonstration des deux théorèmes de pureté

Un aspect remarquable de la méthode de Mahler en plusieurs variables est
qu'elle permet de considérer simultanément plusieurs systèmes en di�érents
points, pourvu que ces points soient su�samment indépendants. En e�et,
étant donnés une matrice T et des points algébriques α1, . . . ,αr tels que les
couples (T,α1), . . . , (T,αr) sont tous admissibles, la matrice diagonale par
blocs S := diag(T, . . . , T ) et le point α := (α1, . . . ,αr) satisfont toujours
aux conditions (a) et (b) de la dé�nition 7 d'admissibilité. On peut donc
regrouper nos r systèmes mahlériens dans un seul grand système diagonal
par blocs et appliquer le théorème 14, à la condition supplémentaire que la
paire (S,α) satisfait à la condition (c) de la dé�nition 7. Dans le théorème
18, c'est la condition (ii) qui garantit cela. La proposition 45 nous assure,
alors, que ce système diagonal par blocs reste régulier singulier.

Pour démontrer les théorèmes 18 et 19, a besoin de quelques lemmes
préparatoires.

Lemme 46. Pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, considérons un multi-ensemble de
séries entières

Fi := {fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)} ⊂ Q[[zi]] ,

et posons F = ∪Fi. On a

deg.trQ(z)(F) =
r∑
i=1

deg.trQ(zi)
(Fi) .

Démonstration. C'est une conséquence immédiate du fait que les fonctions
portent sur des variables distinctes.

On montre alors que l'égalité entre les idéaux de relations algébriques est
une conséquence de l'égalité des degrés de transcendance.

Lemme 47. Considérons des multi-ensembles Ei ⊂ C, 1 ≤ i ≤ r, et notons
E = ∪Ei. Si

deg.trQ(E) =

r∑
i=1

deg.trQ(Ei) , (108)

alors on a

AlgQ(E) =

r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) .
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Démonstration. Remarquons que l'inclusion

r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) ⊂ AlgQ(E) (109)

est immédiate. Il est donc su�sant de prouver que
∑r

i=1 AlgQ(Ei | E) est un
idéal premier dont la hauteur est supérieure ou égale à celle de AlgQ(E). On
a les égalités

ht
(

AlgQ(Ei)
)

= mi − deg.trQ(Ei) , ∀i, 1 ≤ i ≤ r

ht
(

AlgQ(E)
)

= M − deg.trQ(E) ,

où M = m1 + · · ·+mr. D'après (108) on a donc

ht
(

AlgQ(E)
)

=
r∑
i=1

ht
(

AlgQ(Ei)
)
.

Posons I :=
∑r

i=1 AlgQ(Ei | E). Alors l'isomorphisme

Q[X1]

AlgQ(E1)
⊗Q · · · ⊗Q

Q[Xr]

AlgQ(Er)
' Q[X]

I

montre que l'idéal I est premier. En e�et, un produit tensoriel d'anneaux
intègres, sur un corps algébriquement clos, est un anneau intègre. De plus,
en raisonnant comme ci-dessus, on trouve ht(I) =

∑r
i=1 ht(AlgQ(Ei)). Par

conséquent, AlgQ(E) et
∑r

i=1 AlgQ(Ei | E) sont deux idéaux premiers de
même hauteur. D'après (109), ils sont égaux.

A�n d'être en mesure de considérer des ensembles Ei qui ne contiennent
qu'une partie des fonctions, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 48. Soient E1, . . . , Er,F1, . . . ,Fr des multi-ensembles non vides de
nombres complexes tels que Ei ⊂ Fi, pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r. Supposons
que

deg.trQ

(
r⋃
i=1

Fi

)
=

r∑
i=1

deg.trQ(Fi) .

Alors

deg.trQ

(
r⋃
i=1

Ei

)
=

r∑
i=1

deg.trQ(Ei) .

Démonstration. Supposons, dans un premier temps, que tous les éléments
de Fi, 1 ≤ i ≤ r, soient algébriquement indépendants sur Q. Par hypo-
thèse, tous les éléments de

⋃r
i=1Fi sont algébriquement indépendants. Alors

tous les éléments de l'ensemble
⋃r
i=1 Ei sont algébriquement indépendants,
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ce qui prouve le lemme. Supposons à présent que certains éléments de Fi,
1 ≤ i ≤ r, soient algébriquement dépendants. Pour chaque i, on choisit
un sous ensemble E ′i ⊂ Ei, composé d'éléments algébriquement indépen-
dants et tel que deg.trQ(E ′i) = deg.trQ(Ei). On complète alors l'ensemble
E ′i en un ensemble F ′i ⊂ Fi d'éléments algébriquement indépendants, tels
que deg.trQ(F ′i) = deg.trQ(Fi). D'après la première partie de la preuve on a

deg.trQ

(
r⋃
i=1

E ′i

)
=

r∑
i=1

deg.trQ(E ′i) .

On en déduit que

deg.trQ

(
r⋃
i=1

Ei

)
= deg.trQ

(
r⋃
i=1

E ′i

)
=

r∑
i=1

deg.trQ(E ′i) =
r∑
i=1

deg.trQ(Ei) .

Le théorème 18 découle alors du théorème 14.

Démonstration du théorème 18. Posons pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r,

Fi := {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} .

Comme chaque couple (Ti,αi) est admissible et que chaque point αi est
régulier, d'après le théorème 14 on a

deg.trQ(zi)
(fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)) = deg.trQ(Fi) . (110)

D'autre part, considérons la matrice diagonale par blocs

T :=

 T1

. . .
Tr

 ,

et le point α := (α1, . . . ,αr). Comme chacun des couples (Ti,αi) est ad-
missible et que les matrices T1, . . . , Tr ont toutes le même rayon spectral ρ,
le couple (T,α) satisfait automatiquement aux conditions (a) et (b) de la
dé�nition 7 (pour plus de détails, voir l'appendice A). D'après le théorème
de Masser, théorème Mas82, la condition (ii) du théorème 18 garantit que
le couple (T,α) satisfait également à la condition (c) de la dé�nition 7. Le
couple (T,α) est donc admissible. On peut réunir toutes les fonctions fi,j(zi)
dans un grand système T -mahlérien diagonal par blocs, pour lequel le point
α est régulier. D'après la proposition 45, ce nouveau système reste régulier
singulier. Posons F := ∪Fi. D'après le théorème 14, on a

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) = deg.trQ(F) . (111)
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D'autre part, d'après le lemme 46, on a

deg.trQ(z)(f1,1(z1), . . . , fr,mr(zr)) =

r∑
i=1

deg.trQ(zi)
(fi,1(zi), . . . , fi,mi(zi)) .

(112)
On déduit donc de (110), (111) et (112) que

deg.trQ(F) =
r∑
i=1

deg.trQ(Fi) .

Alors, d'après le lemme 48, on a

deg.trQ(E) =

r∑
i=1

deg.trQ(Ei) .

Le théorème découle alors du lemme 47.

La démonstration du théorème 19 est alors identique, à l'exception du
fait que l'on n'a pas besoin de regrouper tous les systèmes dans un seul grand
système mahlérien.

Démonstration du théorème 19. Posons pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r,

Fi := {fi,1(αi), . . . , fi,mi(αi)} .

Comme chaque couple (Ti,αi) est admissible et que chaque point αi est
régulier, d'après le théorème 14, l'égalité (110) est satisfaite. D'autre part,
d'après le théorème 15, l'égalité (111) est satisfaite. On déduit alors du lemme
46, de (110) et de (111) que

deg.trQ(F) =
r∑
i=1

deg.trQ(Fi) .

Alors, d'après le lemme 48, on a

deg.trQ(E) =
r∑
i=1

deg.trQ(Ei) .

Le théorème découle alors du lemme 47.

3 Conséquences sur les fonctions d'une variable

Les théorèmes 18 et 19 s'appliquent aux fonctions mahlériennes de plu-
sieurs variables. Nous avons montré, par exemple, comment la combinaison
de ces deux théorèmes nous permet de décrire totalement les relations algé-
briques entre les valeurs de l'ensemble des fonctions de Hecke-Mahler fω(z)
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pour lesquelles ω est un nombre quadratique irrationnel [16]. Notre source
principale de motivation reste cependant l'étude des fonctions mahlériennes
d'une variable. C'est notre connaissance des systèmes mahlériens d'une va-
riable et de leurs singularités, combinée aux deux théorèmes de pureté, qui
nous permet de démontrer le théorème 4. En e�et, ce théorème a la parti-
cularité d'être valable pour des fonctions mahlériennes régulières singulières
considérées hors de leur système, évaluées en des points algébriques quel-
conques du disque unité épointé.

3.1 Démonstration du théorème 4

Soit f(z) une fonction q-mahlérienne régulière singulière et α un nombre
algébrique du disque unité épointé tel que f(z) est dé�ni en α. On com-
mence par montrer qu'il existe une fonction q-mahlérienne g(z) possédant
les propriétés suivantes :

(a) g(α) = f(α),

(b) g(z) est la première coordonnée d'un vecteur solution d'un système
ql-mahlérien régulier singulier, disons, g1(z) = g(z)

...
gm(z)

 = B(z)

 g1(zq
l
)

...
gm(zq

l
)

 .

pour un certain entier l > 0,

(c) le point α est régulier pour ce système.

Considérons un entier l0 tel que f(z) est dé�nie aux points αq
l
pour

tout l ≥ l0. Considérons le système compagnon associé à l'équation ql0-
mahlérienne homogène minimale pour f(z) et notons g1(z)

...
gm(z)

 = A(z)

 g1(zq
l0 )

...
gm(zq

l0 )

 ,

ce système, avec g1(z) = f(z). D'après le lemme 44, ce système reste régulier
singulier. Comme les fonctions g1(z), . . . , gm(z) sont linéairement indépen-
dantes et dé�nies au point α, il découle du théorème 9 qu'il existe un multiple
l de l0 tel que le nombre αq

l
est régulier pour le système g1(z)

...
gm(z)

 = Al(z)

 g1(zq
l
)

...
gm(zq

l
)

 , (113)
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où
Al(z) = A(z)A(zq

l
0)A(zq

2l0
) · · ·A(zq

l−l0
) .

De plus, α n'est pas un pôle de Al(z). Soit (b1(z), . . . , br(z)) la première ligne
de Al(z). Posons

g(z) = b1(α)g1(zq
l
) + · · ·+ br(α)gr(z

ql) . (114)

En conjuguant Al(zq
l
) par une matrice constante, on obtient un nouveau

système ql-mahlérien régulier singulier dont une solution a g(z) comme pre-
mière coordonnée. De plus, comme le point αq

l
est régulier pour le système

(113), le point α est régulier pour ce nouveau système. Par ailleurs, d'après
(113) et (114) on a bien g(α) = f(α). Cela termine la première partie de la
preuve.

Prouvons tout d'abord le cas (i) du théorème 4. Supposons que pour
chaque i, 1 ≤ i ≤ r, le nombre fi(αi) soit transcendant. Choisissons pour
chaque i une indéterminée zi. D'après la première partie de la preuve, quitte
à remplacer qi par q

li
i pour li un entier, on peut associer à chaque couple

(fi, αi), un système régulier singulier gi,1(zi)
...

gi,mi(zi)

 = Bi(zi)

 gi,1 (zqii )
...

gi,mi (zqii )

 , (115.i)

tel que gi,1(αi) = fi(αi) et tel que le point αi est régulier pour ce système.
Séparons les entiers 1, . . . , r en s classes I1, . . . , Is de telle sorte que i et j sont
dans des classes di�érentes si et seulement si qi et qj sont multiplicativement
indépendants. En itérant le système (115.i) un bon nombre de fois, on peut
assurer, sans perte de généralité, que pour chaque entier k, 1 ≤ k ≤ s, il
existe un entier ρk tel que qi = ρk pour tout i ∈ Ik. Posons

E := {g1,1(α1), . . . , gr,1(αr)}, et Ek := {gi,1(αi) | i ∈ Ik}, ∀k ∈ {1, . . . , s} .

Pour chaque k ∈ {1, . . . , s} on considère le système mahlérien en les va-
riables zi, i ∈ Ik, dont la matrice est la matrice diagonale par blocs formée
des Bi(zi), i ∈ Ik, et la transformation est Tk = ρkIck , où In est la matrice
identité de taille n et ck = |Ik|. Ainsi, on a transformé les r systèmes mahlé-
riens d'une variable en s systèmes mahlériens, possédant chacun ck variables.
Par hypothèse, les nombres α1, . . . , αr sont multiplicativement indépendants.
D'après le théorème Mas82, chacun des couples (Tk,αk := (αi)i∈Ik) est ad-
missible. De plus, par hypothèse, le point αk est régulier. Par construction,
les nombres ρ(T1) = ρ1, . . . , ρ(Ts) = ρs sont deux à deux multiplicativement
indépendants. On peut appliquer le second théorème de pureté, le théorème
19, à nos s systèmes mahlériens. Il vient que

AlgQ(E) =

s∑
k=1

AlgQ(Ek | E) . (116)
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Maintenant, choisissons un k ∈ {1, . . . , s}. Comme les nombres αi, i ∈ Ik,
sont multiplicativement indépendants, on peut appliquer le premier théo-
rème de pureté, le théorème 18, à l'ensemble des ck systèmes mahlériens
(115.i), i ∈ Ik. Comme pour chaque i ∈ Ik, gi,1(αi) = fi(αi) est transcen-
dant, on en déduit que les nombres gi,1(αi), i ∈ Ik, sont algébriquement
indépendants. En d'autres termes, AlgQ(Ek) = {0}. Il découle alors de (116),
que AlgQ(E) = {0}, c'est-à-dire, que les nombres f1(α1), . . . , fr(αr) sont

algébriquement indépendants sur Q.
Démontrons à présent le cas (ii) du théorème 4. On suppose que pour

chaque i, 1 ≤ i ≤ r, le nombre fi(αi) est transcendant. Comme précédem-
ment, on associe à chaque couple (fi(z), αi) une fonction gi(z) satisfaisant
aux hypothèses (a), (b) et (c). Comme les nombres qi sont deux à deux
multiplicativement indépendants, on peut appliquer le second théorème de
pureté, le théorème 19, à ces systèmes. En notant

E := {g1(α1), . . . , gr(αr)}

et Ei := {gi(αi)}, 1 ≤ i ≤ r, on obtient

AlgQ(E) =
r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) .

Mais, comme gi(αi) = fi(αi) est transcendant, on a AlgQ(Ei | E) = 0 pour
chaque i, 1 ≤ i ≤ r, et �nalement AlgQ(E) = {0}. Comme précédemment,
on en déduit que les nombres f1(α1), . . . , fr(αr) sont algébriquement indé-
pendants sur Q.

Généraliser le théorème 4 aux fonctions mahlériennes de plusieurs va-
riables pourrait avoir son intérêt. Pour cela, il faudrait, comme dans la preuve
du théorème 4, pouvoir � gommer � chaque singularité du système. Si une
singularité provient d'un zéro du déterminant de la matrice A(z), cela ne
présente pas tellement plus de di�culté, puisque la construction du lemme 7
du chapitre I fonctionne toujours. Il est plus di�cile cependant de gérer les
singularités qui proviennent de pôles de la matrice A(z).

3.2 Indépendance algébrique des fonctions mahlériennes en
une variable

En 1969, Cobham [43] a démontré qu'une suite qui est à la fois p et
q-automatique, pour deux entiers p et q multiplicativement indépendants,
est ultimement périodique. Ce résultat est désormais connu sous le nom de
théorème de Cobham. En 2017, les auteurs de [6] ont généralisé ce résultat.

Théorème ABe18 (Adamczewski et Bell, 2018). Une fonction irration-
nelle ne peut pas être à la fois p et q-mahlérienne pour des entiers p et q
multiplicativement indépendants.
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Ce résultat était une conjecture de van der Poorten [110] dont il suggérait
que la démonstration fournirait une nouvelle preuve du théorème de Cobham.
La preuve de [6], bien qu'elle démontre la conjecture de van der Poorten, ne
donne pas une nouvelle preuve du théorème de Cobham, puisqu'elle s'appuie
sur celui-ci. Schäfke et Singer [97] ont donné une nouvelle preuve du théorème
ABe18, ne s'appuyant pas sur le théorème de Cobham et fournissant ainsi
une nouvelle démonstration de ce dernier. Leur approche ne repose cependant
pas sur la méthode de Mahler et la preuve imaginée par van der Poorten du
théorème ABe18 reste encore à construire.

Le théorème ABe18 est en fait un théorème d'indépendance linéaire entre
fonctions p et q-mahlériennes : deux fonctions transcendantes, respective-
ment p et q mahlériennes, sont linéairement indépendantes sur Q(z) dès que
les nombres p et q sont multiplicativement indépendants. Loxton et van der
Poorten ont en réalité conjecturé que deux fonctions transcendantes, respec-
tivement p et q-mahlériennes sont algébriquement indépendantes. C'est un
cas particulier de la conjecture B qui a tout récemment été démontré [11].
La méthode de démonstration de [11] ne semble toutefois pas se généraliser
à plus de deux fonctions. Dans ce cadre, la méthode de Mahler permet une
très grande souplesse, puisque le théorème 16 est valable pour un nombre
quelconque de systèmes. Le théorème 5, que nous ré-énonçons ici, fournit
donc une démonstration de la conjecture B dans le cadre régulier singulier.

Théorème 5. Soient q1, . . . , qr ≥ 2 des entiers deux à deux multiplicative-
ment indépendants et pour chaque i, 1 ≤ i ≤ r, une fonction qi-mahlérienne
fi(z) régulière singulière et transcendante. Les fonctions f1(z), . . . , fr(z) sont
algébriquement indépendantes sur Q(z).

Démonstration du théorème 5. Comme les fonctions sont toutes transcen-
dantes, d'après le théorème Bec94, il existe un voisinage épointé de l'ori-
gine V ⊂ Q à l'intérieur duquel chacune des fonctions f1(z), . . . , fr(z) prend
des valeurs transcendantes aux points algébriques. Soit α ∈ V. Par hypo-
thèse, les nombres f1(α), . . . , fr(α) sont tous transcendants. Comme les en-
tiers q1, . . . , qr sont deux à deux multiplicativement indépendants, d'après le
point (ii) du théorème 4, les nombres f1(α), . . . , fr(α) sont algébriquement
indépendants. En particulier, les fonctions f1(z), . . . , fr(z) sont algébrique-
ment indépendantes.

Le théorème 5 pourrait s'étendre aux fonctions mahlériennes régulières
singulières, de n variables, associées à des transformations T1, . . . , Tr, dont
les rayons spectraux sont deux à deux multiplicativement indépendants. Il
su�t pour cela de trouver un point α ∈ (Q?

)n tel que

• α est régulier pour chacun des systèmes,

• chacun des couples (Ti,α) est admissible,
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• chacune des fonctions prend une valeur transcendante au point α.

Le théorème CZ05, combiné avec le théorème 16, semble permettre de ga-
rantir l'existence d'un tel point. Le second théorème de pureté permet alors
de conclure à l'indépendance algébrique des valeurs de toutes ces fonctions
au point α. On en déduit l'indépendance algébrique des fonctions.

3.3 Un exemple : variations sur la suite de Baum-Sweet

Soit q ≥ 2 un entier. On considère le morphisme q-uniforme

σq :


a 7→ ab · · · b
b 7→ cb · · · b
c 7→ bd · · · d
d 7→ dd · · · d

,

ainsi que le codage τ : a 7→ 1, b 7→ 1, c 7→ 0, d 7→ 0. Le mot bsq, obtenu
comme image par τ du point �xe de σq commençant par la lettre a est une
variante en base q de la suite de Baum-Sweet. On a par exemple,

bs3 := 111011011100 · · · , et bs4 := 11110111011101111000 · · · .

La n-ième lettre du mot bsq vaut 1 si et seulement si l'écriture en base q de
l'entier n n'a pas de blocs de 0 consécutifs de longueur paire. Notons alors,
pour chaque q, fbs,q(z) la série génératrice du mot bsq. Notons également
Q l'ensemble des entiers q ≥ 2 qui ne peuvent pas s'écrire sous la forme pn,
avec p, n ∈ N, n ≥ 2.

Proposition 49. Les fonctions fbs,q(z), q ∈ Q, sont toutes algébriquement
indépendantes.

Démonstration. Les suites n'étant pas périodiques, les fonctions fbs,q(z),
q ≥ 2, sont toutes irrationnelles. D'après le théorème Ra92, elles sont trans-
cendantes. La construction de Cobham présentée au chapitre I nous donne
la fonction fbs,q(z) dans un système de taille 4. Comme l'application qui
à chaque lettre de l'alphabet {a, b, c, d} associe la première lettre de son
image par σq est inversible, d'après la proposition 43, chacune des fonctions
fbs,q(z) est régulière singulière. Par ailleurs, par hypothèse, n'importe quelle
paire de l'ensemble Q est formée d'entiers multiplicativement indépendants.
Alors n'importe quel sous-ensemble �ni de {fbs,q(z), q ∈ Q} satisfait aux
hypothèses du théorème 5.

Proposition 50. Pour chaque q ≥ 2, on note ξq le nombre réel dont le
développement binaire est la suite bsq. Les nombres ξq, q ∈ Q, sont algébri-
quement indépendants.
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Démonstration. Le point 1
2 est régulier pour chacun des systèmes associés

aux fonctions fbs,q(z), puisque les seules éventuelles singularités de tels sys-
tèmes sont des entiers algébriques. Considérons n'importe famille �nie d'en-
tiers distincts q1, . . . , qr ∈ Q. Comme les nombres ξqi sont automatiques
et irrationnels, d'après le théorème AB07b, ils sont transcendants. Alors,
d'après le point (ii) du théorème 4, les nombres ξq1 , . . . , ξqr sont algébrique-
ment indépendants.

En utilisant consécutivement les deux théorèmes de pureté on peut en
réalité obtenir le résultat suivant.

Proposition 51. Notons P l'ensemble des nombres premiers. Pour chaque
couple (p, q) ∈ P ×Q, soit ξp,q le nombre réel dont le développement en base
p est le mot bsq. Les nombres

ξp,q, ξpq ,q , (p, q) ∈ P ×Q ,

sont algébriquement indépendants.

Démonstration. N'importe quel point de la forme 1
p est régulier pour cha-

cun des systèmes associés aux fonctions fbs,q(z). Considérons une famille
�nie q1, . . . , qr d'éléments distincts de Q et p1, . . . , pr des nombres premiers
distincts. Pour chaque couple (i, j), 1 ≤ i, j ≤ r, on note

Ei,j := {ξpj ,qi , ξpqij ,qi}

et Ei := ∪jEi,j . D'après le premier théorème de pureté, on a

AlgQ(Ei) =

r∑
i=1

AlgQ(Ei,j | Ei) .

Comme pour l'exemple 13, le critère donné par Ku. Nishioka dans [85] garan-
tit que, pour chaque q, les fonctions fbs,q(z) et fbs,q(zq) sont algébriquement
indépendantes. Comme fbs,q(z) satisfait à une équation q-mahlérienne ho-
mogène d'ordre 2, d'après le théorème de Nishioka, pour chaque couple (i, j),
les nombres ξpj ,qi = fbs,qi(1/pj) et ξpqij ,qi

= fbs,qi(1/p
qi
j ) sont algébriquement

indépendants. On a donc AlgQ(Ei,j) = {0} pour chaque couple (i, j) et, par
conséquent, AlgQ(Ei) = {0}. Posons alors E := ∪iEi. D'après le second théo-
rème de pureté on a

AlgQ(E) =

r∑
i=1

AlgQ(Ei | E) = {0} .

Les nombres
ξpj ,qi , ξpqij ,qi

, 1 ≤ i, j ≤ r ,

sont donc algébriquement indépendants.
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Pistes pour de futures

recherches

1 Vers une théorie pour les systèmes généraux

Les travaux présentés dans les chapitres III et IV représentent des avan-
cées importantes quant à la théorie des fonctions mahlériennes. Toutefois, la
restriction aux systèmes réguliers singuliers, bien qu'elle n'empêche pas de
traiter la plupart des exemples, est une obstruction à l'obtention de résul-
tats généraux concernant le développement des nombres réels en base entière.
Récemment, nous pensons avoir trouvé une nouvelle preuve du théorème 16
valable pour tous les systèmes mahlériens et non plus seulement pour les
systèmes réguliers singuliers. Cette démarche, si elle aboutit, fournirait une
démonstration des conjectures A, B et C.

2 Sur la régularité des corps de fonctions mahlé-
riennes de plusieurs variables

Le théorème 16 appliqué pour r = 1 montre uniquement qu'une relation
algébrique entre les valeurs de fonctions f1(z), . . . , fm(z) formant un vecteur
solution d'un système mahlérien régulier singulier provient, par spécialisa-
tion, d'une relation sur Q(z) entre les fonctions. La relation ne se relève
pas immédiatement sur Q(z). Pour obtenir cela, la régularité de l'extension
Q(z, f1(z), . . . , fm(z)) est nécessaire. Notons qu'il n'y a rien de surprenant
à cela puisque, comme le montre le lemme 2 du chapitre I, pouvoir rele-
ver les relations entre les valeurs des fonctions nécessite la régularité des
extensions. Pour obtenir des énoncés comme les deux théorèmes de pureté,
cette hypothèse n'est pas nécessaire. Cependant, quand il s'agit d'étudier la
transcendance de valeurs de fonctions mahlériennes de plusieurs variables,
cette hypothèse devient indispensable. En e�et, comme dans le chapitre I,
cette transcendance découlerait de l'indépendance linéaire sur Q(z) entre les
fonctions 1, f1(z), . . . , fm(z). Sans l'hypothèse de régularité, on est contraint
de pouvoir garantir l'indépendance linéaire de ces fonctions sur Q(z), ce qui
semble souvent aussi di�cile que de garantir leur indépendance algébrique.
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En particulier, le théorème 16 ne permet pas de démontrer l'analogue suivant
du théorème 1 pour les fonctions mahlériennes de plusieurs variables, même
dans le cas régulier singulier.

Conjecture D. Soient K un corps de nombres et f(z) une fonction T -
mahlérienne, à coe�cients dans K. Soit α un point algébrique tel que le
couple (T,α) est admissible. Alors le nombre f(α) est soit transcendant,
soit dans K(α).

Dans le cadre des fonctions mahlériennes d'une variable, la régularité
sur Q(z) du corps engendré par les coordonnées d'un vecteur solution d'un
système mahlérien découle du fait qu'une fonction mahlérienne d'une va-
riable est soit rationnelle, soit transcendante. Obtenir un tel résultat pour
les fonctions mahlériennes de plusieurs variables permettrait, combiné avec
un travail autour des singularités, de démontrer la conjecture D pour les
fonctions régulières singulières.

3 Sur les nombres morphiques

À tout morphisme σ sur un alphabet �ni A := {a1, . . . , an} on peut
associer sa matrice d'incidence, notée Tσ. C'est la matrice n × n dont la
(i, j)-ième coordonnée est égale au nombre d'occurrences de la lettre aj dans
le mot σ(ai). Si une suite morphique est engendrée par un morphisme σ
tel que le rayon spectral de Tσ vaut un nombre réel ρ, on dit qu'elle est
ρ-morphique. Par extension on dit qu'un réel ξ est ρ-morphique s'il existe
un entier b ≥ 2 tel que le développement de ξ en base b est une suite ρ-
morphique. Un résultat classique montre que les suites q-morphiques sont
précisément les suites q-automatiques.

Cobham [42] a montré que la série génératrice de toute suite morphique
s'obtient comme spécialisation d'une fonction Tσ-mahlérienne de plusieurs
variables en un point de la forme (z, . . . , z). La méthode de Mahler devrait
permettre de démontrer la transcendance des nombres ρ-morphiques irra-
tionnels, quand ρ > 1 (un résultat déjà démontré à l'aide du théorème de
sous-espace dans [17], ou [9]). On s'attend même à ce que la méthode de
Mahler nous permette de démontrer le résultat suivant.

Conjecture E. Soient ρ1, ρ2 > 1 deux réels multiplicativement indépen-
dants. Un réel irrationnel ne peut pas être à la fois ρ1-morphique et ρ2-
morphique.

En dehors des limitations concernant les systèmes réguliers singuliers, ou
la régularité de l'extension, mentionnées aux deux précédents paragraphes,
une troisième di�culté s'ajoute. Bien que la matrice d'incidence Tσ ait un
rayon spectral strictement supérieur à 1, rien ne garantit que les couples
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(Tσ,α) auxquels on veut appliquer la méthode de Mahler, soient admis-
sibles. Comme le signale van der Poorten [110], quand ce n'est pas le cas,
il semble qu'il y ait toujours une manière de réduire le nombre de variables
a�n de pouvoir appliquer la méthode de Mahler avec une matrice T de taille
inférieure. On ne sait toutefois pas le faire dans le cas général.

4 Mesures d'indépendance algébrique

En reprenant leur démonstration du théorème AB07b, Adamczewski et
Bugeaud ont pu obtenir des mesures de transcendance pour les nombres
automatiques [4]. Par mesure de transcendance, on entend, étant donné un
nombre transcendant ξ, une estimation du minimum des nombres |P (ξ)|,
quand P ∈ Q[X] parcourt l'ensemble des polynômes dont le degré et la hau-
teur sont chacun bornés par un nombre �xé. Dans [3] les auteurs précisent
comment, de manière générale, l'utilisation du théorème du sous-espace per-
met d'obtenir des mesures de transcendance.

En 1986, Becker [27] avait obtenu par la méthode de Mahler une me-
sure de transcendance pour les valeurs aux points algébriques d'une fonction
mahlérienne f(z) satisfaisant à une équation de la forme

f(z) = a(z)f(zq) + b(z) ,

avec a(z), b(z) ∈ Q[z]. Ku. Nishioka [86] a généralisé ce résultat en donnant
une mesure d'indépendance algébrique pour les valeurs des coordonnées d'un
vecteur solution d'un système mahlérien, en un point algébrique régulier.
Par mesure d'indépendance algébrique, on entend, étant donnés des nombres
ξ1, . . . , ξr, une estimation du minimum des nombres |P (ξ1, . . . , ξr)|, quand
P ∈ Q[X1, . . . , Xr] parcourt l'ensemble des polynômes dont le degré et la
hauteur sont chacun majorés par un nombre �xé. Amou [18], Töpfer [107]
et Philipon [91] ont montré comment de telles estimations permettent égale-
ment d'obtenir des résultats de transcendance pour les valeurs de fonctions
mahlériennes évaluées en certains points transcendants.

Dans la continuité de ces travaux, il serait intéressant de voir quelles me-
sures de transcendance on peut obtenir pour les nombres automatiques, en
utilisant la méthode de Mahler. De même, il serait intéressant de reprendre
la preuve du théorème 16 a�n d'obtenir une mesure d'indépendance algé-
brique pour les nombres f1(α1), . . . , fr(αr) du théorème 4. Obtenir une telle
mesure nécessiterait d'estimer la hauteur des coe�cients des polynômes dans
la construction de l'approximant de Padé du lemme 38. C'est une piste que
nous n'avons, pour l'instant, pas du tout explorer.
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Appendice A

Conditions d'admissibilité

La méthode de Mahler ne peut fonctionner que lorsque le couple (T,α)
est admissible au sens de la dé�nition 7. Si les conditions (a) et (b) peuvent
être facilement véri�ées à la main, la condition (c) est loin d'être évidente
et il a fallu attendre le théorème de Masser (théorème Mas82) pour disposer
d'une description simple des couples (T,α) satisfaisant à cette condition.

Nous allons expliquer en quoi ces trois conditions sont nécessaires pour
permettre à la méthode de Mahler de fonctionner. Puis, en reprenant les tra-
vaux de Kubota [58], de Loxton et van der Poorten [63, 64] et de Masser [75],
nous donnerons une caractérisation simple des couples (T,α) admissibles.

1 Conditions (a) et (b)

La méthode de Mahler en une variable repose sur le constat selon lequel,
pour tout nombre algébrique non nul α du disque unité, les suites de termes

généraux − log
∣∣∣αqk ∣∣∣ et logH

(
αq

k
)
, k ∈ N, ont une vitesse de croissance

comparable. En e�et, on a pour tout entier k,

logH
(
αq

k
)

log
∣∣αqk ∣∣ =

logH(α)

log |α|
. (117)

L'égalité (117) permet d'obtenir une majoration et une minoration pour
la fonction auxiliaire dont les ordres de grandeur sont comparables et, en
ajustant correctement les paramètres, d'aboutir à une contradiction. Dans
le cadre des fonctions de plusieurs variables, on doit pouvoir garantir que la
transformation z 7→ Tz satisfait à la même propriété. Autrement dit, étant
donnés un point non nul α ∈ Qn

et une matrice carrée T , de taille n, à
coe�cients dans N, on souhaiterait avoir un encadrement de la forme

0 ≤
logH

(
T kα

)
− log ||T kα||

= O(1) , (118)
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pour tout k assez grand. Le lemme suivant montre que seules les conditions
(a) et (b) permettent cela.

Lemme 52. Soient T une matrice n×n à coe�cients dans N et α ∈ (Q?
)n.

L'égalité (118) est vraie pour tout k assez grand si et seulement si les condi-
tions (a) et (b) de la dé�nition 7 sont satisfaites par le couple (T,α).

Démonstration. Soient T une matrice n × n à coe�cients entiers naturels
et α ∈ (Q?

)n. Si le couple (T,α) satisfait soit à l'estimation (118), soit à
la condition (b), on a nécessairement T kα 7→ 0. En particulier, on peut
supposer, quitte à changer α en T k0α pour un entier k0, que ||α|| < 1. On
a alors un encadrement

0 ≤ − log ||T kα|| ≤ logH(T kα) ≤ ||T k|| logH(α) .

Supposons que le couple (T,α) satisfasse aux conditions (a) et (b). Alors
l'estimation (118) découle directement de l'encadrement ci-dessus. Nous al-
lons montrer à présent l'implication inverse. Notons ρ(T ) le rayon spectral
de la matrice T . Celle-ci étant à coe�cients positifs c'est une valeur propre
de T qui possède un vecteur propre à coordonnées positives ou nulles. En
regardant l'espace caractéristique associé à cette valeur propre, on obtient la
majoration

− log ||T kα|| = O(ρ(T )k)

et d'un autre côté la minoration

logH(T kα) ≥ γ‖T k‖ ,

pour un certain réel γ > 0 et pour tout k ∈ N. Si le couple (T,α) satisfait
à l'estimation (118), les conditions (a) et (b) de la dé�nition 7 découlent
immédiatement de la majoration et de la minoration ci-dessus.

Exemple 32. Les conditions (a) et (b) concernant l'admissibilité des couples
(T,α) empêchent au théorème 14 de s'appliquer à un système contenant à
la fois une fonction 2-mahlérienne et une fonction 3-mahlérienne. En e�et,
pour un tel système, la matrice serait

T :=

(
2 0
0 3

)
.

On aurait alors ‖T k‖ = 3k et, par ailleurs, pour tout α = (α1, α2) ∈ (Q?
)2,

tel que ‖α‖ < 1,
log ‖T kα‖ = 2k log |α1| ,

pour tout k assez grand. Ainsi, les conditions (a) et (b) ne peuvent être
satisfaites pour un même ρ. C'est précisément pour cette raison que l'on a
besoin du théorème 15, qui permet de considérer simultanément plusieurs
systèmes mahlériens.
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Loxton et van der Poorten [63, 64] ont donné une caractérisation des
couples (T,α) satisfaisant aux conditions (a) et (b). Les résultats qu'ils dé-
montrent dans [64] impliquent le lemme suivant.

Lemme 53. Soit T une matrice de taille n, à coe�cients entiers natu-
rels. Notons ρ(T ) son rayon spectral. Supposons que la matrice T possède un
vecteur propre à coordonnées strictement positives associé à la valeur propre
ρ(T ), alors les conditions (a) et (b) sont satisfaites pour tout point α ∈ (Q?

)n

tel que T kα→ 0, quand k tend vers l'in�ni.

Démonstration. Rappelons des résultats classiques sur les matrices dont les
coe�cients sont des entiers naturels (voir [53]). On dit qu'une matrice carrée
T à coe�cients dans N, est irréductible s'il n'existe pas de permutation des
lignes et colonnes, telle que T prenne la forme(

A 0
B C

)
,

où A et C sont des matrices carrées. D'après le théorème de Frobenius [53,
Chapter III, Theorem 2], si T est irréductible, la matrice T a un vecteur
propre à coordonnées strictement positives, associé à son rayon spectral ρ(T ).
De plus, si T a exactement h valeurs propres λ1, . . . , λh de module ρ(T ), alors
λhi = ρ(T ) pour tout i, 1 ≤ i ≤ h. L'entier h s'appelle la période de la matrice
T . Quand h = 1, on dit que T est primitive.

Toute matrice T à coe�cients entiers naturels, peut s'écrire, après conju-
gaison par une matrice de permutation, sous la forme

T =



T1

. . . 0
0 Tκ
S1,1 · · · S1,κ Tκ+1
...

. . . . . .
Sν,1 · · · Sν,κ+ν−1 Tκ+ν


,

où T1, . . . , Tκ+ν sont des matrices carrées irréductibles et telle que, pour
chaque i, 1 ≤ i ≤ ν, au moins l'une des matrices Si,j , 1 ≤ j < κ+ i est non
nulle. Cette décomposition est appelée la forme normale de la matrice T . Elle
est unique à permutation près des blocs T1, . . . , Tκ, des blocs Tκ+1, . . . , Tκ+ν

et des lignes et colonnes à l'intérieur de chaque bloc. Pour une démonstration,
on renvoie à [53, Chapter 4]. D'après [53, Chapter 3, Theorem 6], une matrice
T satisfait aux conditions du lemme 53 si et seulement si sa forme normale
satisfait aux conditions suivantes

(1) ρ(T1) = · · · = ρ(Tκ) = ρ(T ),
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(2) ρ(Tκ+i) < ρ(T ) pour 1 ≤ i ≤ ν.

Soit T une matrice satisfaisant aux conditions du lemme. Elle satisfait donc
aux conditions (1) et (2). Soit α choisi comme dans le lemme 53. Le couple
(T,α) satisfait aux conditions (a) et (b) si et seulement si c'est le cas du
couple (T, T kα), pour chaque entier k. Comme T kα→ 0, on peut supposer
que α appartient au disque unité ouvert. Notons u la projection du vecteur

(− log |α1|, . . . ,− log |αn|)

sur l'espace propre associé à la valeur propre ρ(T ). C'est un vecteur à coor-
données strictement positives. D'après Loxton et van der Poorten [63, Lemma
4], on a pour tout vecteur µ ∈ Zn

log |(T khα)µ| = −ρ(T )kh〈u,µ〉+O(ρ′kh) ,

où h est la période de T et 0 < ρ′ < ρ(T ). En prenant µ = ei le i-ième
vecteur de la base canonique, on obtient la condition (b), pour ρ = ρ(T ).
Par ailleurs, en changeant α en le vecteur ei de la base canonique et en
prenant pour µ le vecteur ej de la base canonique, le nombre log |(T kα)µ|
est simplement ti,j,k, le coe�cient i, j de la matrice T k. L'égalité ci-dessus
nous donne alors la condition (a).

Même s'il n'est démontré à aucun moment, le résultat suivant, qui montre
que les conditions du lemme 53 sont optimales, est présent en creux dans [64].

Lemme 54. Soit (T,α) un couple satisfaisant aux conditions (a) et (b) de
la dé�nition 7, alors la matrice T possède un vecteur propre à coordonnées
strictement positives associé à la valeur propre ρ.

Démonstration. On va tout d'abord montrer que le nombre réel ρ intervenant
dans les conditions (a) et (b) n'est autre que le rayon spectral de la matrice
T . D'après la condition (a) les coe�cients de T k sont en O(ρk). Cela implique
que ρ(T ) ≤ ρ. Notons L l'application

L : z 7→ (− log |z1|, . . . ,− log |zn|)

et x = L(α), de sorte que

L(T kα) = T k(x) .

où T k(x) désigne la multiplication usuelle entre la matrice T k et le vecteur
colonne x>. D'après la condition (b), ‖T k(x)‖ ≥ cρk pour un réel positif c.
Donc ρ ≤ ρ(T ). On a donc bien ρ = ρ(T ).

Montrons à présent que T possède un vecteur à coordonnées strictement
positives, associé à la valeur propre ρ(T ). Quitte à changer T en T h, on
peut supposer que T est une matrice primitive et donc que toutes les autres
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valeurs propres de T ont un module strictement inférieur à ρ(T ). Supposons
par l'absurde que l'espace propre associé à la valeur propre ρ(T ) ne contienne
aucun vecteur à coordonnées strictement positives. Alors, il existe un entier
i0, 1 ≤ i0 ≤ n, tel que la i0-ième coordonnée de n'importe quel vecteur propre
de T , associé à la valeur propre ρ(T ), est nulle. Notons U le sous-espace
caractéristique de T associé à la valeur propre ρ(T ) et V un supplémentaire
de U , stable par T . On doit distinguer deux situations.

Premier cas : l'espace vectoriel U possède un vecteur dont la i0-
ième coordonnée est strictement positive. Notons ei0 le i0-ième vecteur
de la base canonique. On peut décomposer

ei0 = u+ v ,

où u ∈ U et v ∈ V . Alors, en appliquant la matrice T k, k ∈ N à cette décom-
position, la i0-ième coordonnée de T kei0 est asymptotiquement supérieure à
ckρ(T )k. Or, ce nombre est précisément la coordonnée (i0, i0) de la matrice
T k. Cela contredit la condition (a).

Second cas : l'espace vectoriel U ne possède aucun vecteur dont

la i0-ième coordonnée est strictement positive. On pose, comme ci-
dessus, x = L(α) et on décompose x = u + v, où u ∈ U et v ∈ V . Alors,
la i0-ième coordonnée de T kx est la même que celle de T kv. Par hypothèse,
il existe un réel ρ′ < ρ(T ) tel que cette coordonnée soit inférieure à ρ′k pour
tout k assez grand. Cela contredit la condition (b).

2 Lemme de zéros

Comme toutes les preuves de transcendance, on a besoin de garantir,
quand on applique la méthode de Mahler, que certaines quantités ne s'an-
nulent pas, a�n de pouvoir les minorer. Les résultats permettant de garantir
cela sont regroupés sous l'appellation Lemmes de zéros. Dans le cadre de la
méthode de Mahler en une variable, le lemme de zéros utilisé est simplement
le � principe des zéros isolés �. En e�et, si f(z) est une fonction analytique
non nulle, α un point non nul du disque unité et q ≥ 2 un entier, alors f(αq

k
)

ne peut être nul que pour un nombre �ni d'entiers k, le point 0 étant un point
d'accumulation de la suite (αq

k
)k∈N. Quand on considère des fonctions ana-

lytiques de plusieurs variables, le théorème des zéros isolés n'est plus valable
et l'on a besoin de résultats plus �ns pour prouver qu'une série analytique
f(z) ne peut pas s'annuler en tout point de la forme T kα.

Après des résultats partiels [70, 58, 64], Masser a établi le théorème
Mas82, qui donne une caractérisation plus simple des couples (T,α) satis-
faisant à la condition (c). Elle impose en particulier à la matrice T d'être
inversible et de n'avoir aucune racine de l'unité parmi ses valeurs propres.
La condition (c) est notamment satisfaite si les coordonnées du point α sont
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globalement multiplicativement indépendantes. Cela nous pousse à adopter,
suivant [47], la dé�nition suivante.

Dé�nition 10. Soit T une matrice carrée de taille n, à coe�cients dans
N. On dit qu'un point algébrique α ∈ (Q?

)n est T -indépendant s'il n'existe
pas de n-uplet d'entiers µ ∈ Zn tel que (T kα)µ = 1 pour tout k dans une
progression arithmétique.

En particulier, un point dont toutes les coordonnées sont multiplicative-
ment indépendantes est T -indépendant, dès que la matrice T est inversible
et qu'aucune de ses valeurs propres n'est une racine de l'unité. Le théorème
Mas82 se reformule alors ainsi.

Lemme 55. Soit T une matrice inversible de taille n à coe�cients dans N
et dont aucune valeur propre n'est une racine de l'unité. Soit α ∈ (Q?

)n tel
que T kα→ 0. La condition (c) est satisfaite si et seulement si le point α est
T -indépendant.

3 Caractériser l'admissibilité des couples (T,α)

Les résultats des deux sections précédentes nous poussent à adopter la
dé�nition suivante.

Dé�nition 11. On dit qu'une matrice carrée T , à coe�cients dans N, est
de classe M (ou tout simplement que T ∈ M), si elle satisfait aux trois
conditions suivantes.

(i) la matrice T est inversible,

(ii) aucune de ses valeurs propres n'est une racine de l'unité,

(iii) elle possède un vecteur propre à coordonnées strictement positives,
associé à la valeur propre ρ(T ), son rayon spectral.

En particulier, le rayon spectral d'une matrice de classe M est stricte-
ment supérieur à 1.

Remarque 11. La classeM possède une propriété importante pour les appli-
cations. Si T est une matrice de la classeM, la matrice obtenue en collant
en diagonale plusieurs copies de T , i.e., la matrice T

. . .
T


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est, elle aussi, de classe M. Plus généralement, si T1, . . . , Tr sont plusieurs
matrices de classeM et de même rayon spectral, la matrice T1

. . .
Tr


est, elle aussi, de classeM. Inversement, si les rayons spectraux des matrices
sont deux à deux multiplicativement indépendants, on n'a aucun moyen de
regrouper les matrices dans une matrice de classeM.

Notons U(T ) l'ensemble des points α de (C?)n pour lesquels la condition
(b) est satisfaite. Loxton et van der Poorten [63, 64] a�rmaient sans dé-
monstration que pour T ∈ M, l'ensemble U(T ) est un voisinage épointé de
l'origine. Nous donnons ici une preuve de cette a�rmation, tout en donnant
une caractérisation plus précise de l'ensemble U(T ).

Lemme 56. Soit T ∈M, alors

U(T ) =

{
α ∈ (C?)n : lim

k→∞
T kα = 0

}
.

En particulier, U(T ) est un ouvert de (C?)n, qui contient la boule unité époin-
tée de Cn pour la norme in�nie.

Démonstration. Montrons tout d'abord que U(T ) contient la boule unité
épointée de (C?)n, pour la norme in�nie. Soit α := (α1, . . . , αn) ∈ (C?)n tel
que ‖α‖ < 1. Posons

L(α) := (− log |α1|, . . . ,− log |αn|) > 0 .

Par hypothèse, T possède un vecteur propre µ, à coordonnées strictement
positives, associé à la valeur propre ρ(T ). On peut supposer que toutes les
coordonnées de µ sont plus petites que celles de L(α). Posons alors ν :=
L(α)− µ > 0. D'après [63, Lemma 4], on a

− log ‖T kα‖ = ‖T k(L(α))‖ = ‖T k(µ) + T k(ν)‖ ≥ ‖T k(µ)‖ = ρk‖µ‖ ,

pour tout k ∈ N, puisque T kν a des coordonnées positives. La condition (b)
est donc satisfaite, à l'intérieur de la boule unité épointée de (C?)n.

Maintenant, si α ∈ (C?)n est tel que limk→∞ T
kα = 0, il existe un entier

k0 tel que T k0α soit dans la boule unité épointée. Donc T k0α ∈ U(T ). Il suit
que α appartient aussi à U(T ).

Inversement, si α ∈ U(T ), la condition (b) impose que limk→∞ T
kα =

0.
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En collectant les résultats ci-dessus, on obtient la caractérisation suivante
des couples admissibles.

Proposition 57. Un couple (T,α) est admissible si et seulement si les trois
conditions suivantes sont satisfaites.

• La matrice T est de classeM.

• Le point α est T -indépendant.

• T kα→ 0 quand k →∞.

Démonstration. D'après Kubota [58], si la condition (c) de la dé�nition 7
d'admissibilité est satisfaite, la matrice T est inversible et n'a pas de racines
de l'unité comme valeurs propres. D'après le lemme 55, le point α est alors
T -indépendant. D'après le lemme 54, si les conditions (a) et (b) de l'admis-
sibilité sont satisfaites, alors la matrice T a un vecteur propre à coordonnées
strictement positives associé à la valeur propre ρ(T ). Donc T est de classe
M. Par dé�nition, si la condition (b) est satisfaite, α ∈ U(T ). Donc, d'après
le lemme 56, T kα→ 0.

Inversement, si T ∈ M, la condition (a) est satisfaite d'après le lemme
53. Si de plus T kα→ 0, alors, d'après le lemme 56, α ∈ U(T ) et la condition
(b) est satisfaite. En�n, si le point α est T -indépendant, d'après le lemme
55, la condition (c) est satisfaite.
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