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Introduction

Mes travaux se sont déroulés en deux étapes depuis que je suis maitre de conférences a
I’Université de Rennes 1. Tout d’abord, de 2001 a 2008, j’ai travaillé dans la continuité de
ma these sur I'algorithmique des équations différentielles a parameétres et leur application aux
systemes hamiltoniens, avec la participation au projet ANR ‘Intégrabilité réelle et complexe
en Mécanique Hamiltonienne’(2005-2008). Puis, & partir de 2007, mes travaux se sont tournés
vers la théorie des codes correcteurs et ’application des polynémes de Ore (ou tordus) aux
codes. Méme si ces deux axes de recherche peuvent paraitre éloignés, ils partagent des points
communs. Tout d’abord, d’un point de vue théorique, les équations différentielles sont des
objets liés aux polynomes de Ore. Par ailleurs, le calcul formel et I'implantation d’algorithmes
sont présents dans les deux axes (avec MAPLE pour le premier et avec MAGMA pour le second).
Enfin, 'aspect expérimental du calcul formel est une source d’inspiration depuis le début de
mes travaux de these et reste encore omniprésent a ce jour.

Les codes tordus ont été définis dans [BGUO7] (codes cycliques tordus) puis [BU09b],
[BU09a] (codes modules tordus) et font 'objet de plusieurs theses : Lionel Chaussade en 2010
a I'Université de Rennes 1 ( [Chal0]), Neville Fogarty en 2016 a 'université du Kentucky
( [Fogl6]) et Rayna D. Boulanouar & I’Université d’Alger (these en cours). Mes travaux sur ce
sujet sont des collaborations principalement avec Felix Ulmer, qui est l'initiateur de I’étude
des codes tordus ( [BGU07]), mais aussi Willi Geiselmann ( [BGU07], [BGG'10]) puis Patrick
Solé ( [BSU08]), Philippe Gaborit et Olivier Ruatta ( [BGGT10]). Ils peuvent étre regroupés
en quatre parties :

— codes tordus et dualité ( [BU11], [BU14b], [Boul5], [Boul6], [Boul8]);

— codes d’évaluation tordue et leur décodage ( [BU14a], [Boul9]);

— codes tordus définis sur 'anneau GR(4,2) et applications ( [BSUO0S]);

— un cryptosystéme & base de polynomes tordus ( [BGGT10]).

Dans ce document, j’ai fait le choix de me focaliser plus particulierement sur les codes
cycliques tordus auto-duaux et sur les codes d’évaluation tordue puisque ces deux thématiques
sont celles qui m’ont le plus particulierement occupée ces cing dernieres années.

Dans la premiere partie, je rappellerai quelques généralités sur les codes linéaires et sur
les polynomes tordus, puis je définirai les codes cycliques tordus et les codes modules tordus.

Dans la deuxieme partie, je me focaliserai sur une équation, appelée équation auto-duale
tordue, caractérisant les codes cycliques tordus auto-duaux. Quelques observations sur des
résultats expérimentaux ont permis d’établir deux conjectures sur l'existence des codes cy-
cliques tordus auto-duaux et sur leur énumération sur Fy en dimension 2°. On peut démontrer
ces deux conjectures en s’appuyant sur un peu d’arithmétique dans les corps finis, des résultats
de Sloane et Thompson sur les codes cycliques auto-duaux et enfin des propriétés de factori-
sation des polynomes tordus de Giesbrecht et Odoni notamment. Les démonstrations de ces
deux conjectures ont permis également de mettre en place les outils théoriques qui s’averent
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utiles pour I'énumération et la construction des codes §-cycliques auto-duaux sur F ..

La troisieme partie est dédiée aux codes d’évaluation tordue. Un lien sera établi avec les
codes de Gabidulin et un algorithme de décodage du type Berlekamp-Welch sera présenté pour
la métrique de Hamming. Puis je m’intéresserai a la métrique tordue pour laquelle j’adapterai
I’algorithme de décodage précédent. Enfin un début de décodage en liste sera proposé.



Chapitre 1

Une breve introduction aux codes
modules tordus

1 Quelques généralités sur les codes.

Nous allons commencer par quelques généralités sur les codes linéaires. On pourra se
référer a [Ple98] dans un premier temps puis a [MS77]. Soit F, un corps fini a ¢ éléments. Un
code linéaire de longueur n sur F, et de dimension & est un sous-espace vectoriel de Fy de
dimension k. Un tel code C peut étre vu comme 'image d’une application linéaire d’encodage
injective :

p { Fk — F
m +— mG

ou G est une matrice £ x n a coefficients dans F, de rang k et m représente le message a
coder. On dit que G est une matrice génératrice de C. La distance minimale de C' est

d= min dg(r,y)= min wgy(x
z,yeCx#y H( y) z€C,x#0 H( )

ou pour z, y dans F¢, du(z,y) = wu(z —y) = #{i | z; — yi # 0} est la distance de Hamming
de z a y. Un code linéaire sur F, de longueur n, dimension k et distance minimale d est noté
[n, k,d|.

Pour un code linéaire de distance minimale d, les boules centrées en les mots de code de
rayon t := L%J sont disjointes deux a deux. Ainsi, considérons ¢ = mG un mot de code, e
dans F de poids de Hamming wp (e) inférieur ou égal & t et » = c + e (mot regu). Alors c
est 'unique mot de code a une distance de Hamming inférieure ou égale a ¢ de r et m est
I'unique message associé. On dit que le code C est t-correcteur d’erreurs.

Pour un code [n, k,d],, on veut que le tauz d’information, % et la distance relative, %,
soient les plus grands possibles. De plus on cherche a construire des algorithmes de décodage
(permettant de retrouver m connaissant le mot regu r) efficaces.

On a une contrainte sur la distance minimale du code, donnée par le théoreme de la borne
de Singleton (d < n — k + 1). Si cette borne est atteinte, on parle de code MDS (Maximum
Distance Separable).

Un code linéaire peut aussi étre caractérisé par le noyau d’une matrice, appelée matrice
de controle.
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Définition 1. Soit C' un code linéaire de longueur n sur F,. Le dual Ct de C est
CL:{I‘EFZ|VCEC,<{L‘,C>:O}

ot pour x = (T1,...,2n) ety = (Y1,-..,yn) dans Fy, < x,y >:= 371" xy; est le produil
scalaire euclidien de x et y.
Le code C' est dit auto-dual si C = C*.

Une matrice de contréle H de C' est une matrice génératrice de C*. On a donc :

C:{mG|m€F§}:{xEFZL\HX tz = 0}.

2 Codes f#-cycliques ou cycliques tordus

Les codes #-cycliques ont ét¢ introduits dans [BGUO7] suivant une idée de Felix Ulmer :

Définition 2 ( [BGUO07]). Soit C' un code linéaire de longueur n sur F, et soit 6 un auto-
morphisme de Fy. C' est un code 0-cyclique si

Ve = (co,..-,cn-1) EFy,c € C = (0(ch-1),0(co),...,0(cn—2)) € C.

Si 0 est l'identité, le code est dit cyclique.

Si C' est défini sur Fgn (olt n est la longueur de C) et 0 est 'automorphisme de Fyn défini
par a — a?, le code est dit g-cyclique de Gabidulin ( [Gab85]).

Si 6 est I'identité, on a une correspondance bijective entre Fy et F,[X]/(X" — 1) et un
code cyclique peut étre vu comme un idéal principal de 'anneau F,[X]/(X™ — 1) engendré
par g diviseur de X™ — 1.

On va donner une interprétation polynomiale aux codes #-cycliques en se plagant dans
Panneau des polynomes tordus. On définit ’anneau des polynomes tordus (ou de Ore, [Ore33])
R = F,[X;0] par Pensemble des > a;X*,a; € F, o la somme est la somme habituelle des
polynomes et ou la multiplication est régie par la loi

VaeFy, X -a=10(a)X.

R est un anneau euclidien a droite et a gauche et on dispose d’un algorithme d’Euclide
(voir [BP94]) pour le calcul des pged a droite (gerd), pged a gauche (geld), ppem & gauche
(Iclm) et ppem & droite (lerm). Le centre Z(R) de R est ’ensemble des f € IFZ [X™] ou IFZ est
le corps laissé fixe par 6 et m = |6| est I'ordre de 6. Par exemple, si ¢ = p™ et 6 : x — aP on
a:VaeF, X" a=60"a)X"=aX™.

Un code #-cyclique est ainsi associé a un R-sous-module a gauche du R-module a gauche
R/R(X™ — 1) a savoir Rg/R(X™ — 1) ou g est un diviseur & droite de X™ — 1. On dit que g
est un polynome générateur tordu du code.

Une matrice génératrice G d’un code 0-cyclique [n, k| engendré par g = go + 1 X + -+ - +
Gn—iX n=k est
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Remarque 1. Considérons un code C' 0-cyclique de longueur n. Si 0 est d’ordre m divisant
n, alors C est m-quasi-cyclique. En effet, on a pour tout ¢ dans C, X™ ¢ = c- X™ (car
les coefficients de ¢ sont laissés fizes par 0™) et X™ - c € C, donc Ve = (cg,...,cn-1) €
C, (Cn—m, ey Cn—1,C0y - - vy Cn—m—l) eC.

Exemple 1. Considérons les codes cycliques et les codes 0-cycliques [2,1]4, [4,2]4 et [10,5]4
ot 0 : x> x2. On note R =TF4[X;0] ouFy =Fy(a) eta?+a+1=0.
— Dans F4[X], X% —1= (X — 1) donc il y a un code cyclique [2,1]4. Dans R on a

X2-1 = (X-1-(X-1)
= (X +a) (X +a?
(X +a%) - (X +a)

donc il y a 3 codes 0-cycliques [2,1]4.
— Dans Fy[X], X* -1 = (X+1)* = (X2 +1)(X2+1), donc on a un code cyclique [4,2],.
Dans R,

(X2+1) (X2+1)
(X2 +aX +a?) (X2 +aX +a)
(X2 +a’X +a) (X2 +a’X +ad?)
= (X?2+X+a) (X2+X+d?)
(X2+ X +a?) (X?+ X +a)
(X2 +a?X +a?) - (X2 +a?X +a)
= (X?+4+aX +a) (X?+aX +a?)

donc il y a 7 codes 0-cycliques [4,2]4.
— Dans F4[X], X0 — 1 posséde trois facteurs de degré 5 :

X0 1 = (X5-1)-(X°-1)
= X+ X' +?2X+ X2+ X +1)(X°+ X' +aX? +aX?+ X +1)
= (XP+ X +aX3+aX?+ X +1D)(XP+ X+ a?2X3 4+ a2 X2+ X +1).

Dans R, X'0 — 1 posséde 51 facteurs a droite de degré 5.
Il y a donc 3 codes [10,5]4 cycliques et 51 codes [10,5]4 0-cycliques.

3 Quelques mots sur la factorisation des polynomes tordus

Comme l'illustre 'exemple précédent, les codes cycliques tordus sont intéressants du fait
de la multiplicité des facteurs a droite de X™ — 1 (voir [ALS16]).

De nombreux travaux existent sur la factorisation des polynémes tordus : Ore ( [Ore33)),
Jacobson ( [Jac43]); Giesbrecht ( [Gie98]); Odoni ( [0do99]); Coulter, Havas, Henderson
( [CHHO04]) ; Caruso, Leborgne ( [CLB17]).

Dans la suite du texte, on utilisera deux types de décompositions des polynoémes tordus :
une décomposition en produit de polynomes tordus irréductibles et une décomposition sous
forme de ppcm a gauche de polynomes tordus.

Définition 3 ( [Ore33] page 488, [Jac43| page 33). Deux polynomes g1 et go de R sont dits
similaires (g1 ~ g2) s’il existe u dans R tel que u - g1 = lclm(u, g2) avec gerd(u, go) = 1.
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Cela est encore équivalent a dire que les modules & gauche (ou a droite) R/(g1) et R/(g2)
sont isomorphes.

Théoréme 1 ( [Ore33], [Jac43]). Soient h = hy---hy = g1+ gn deux décompositions en
produits d’irréductibles de R. Alors m = n et il existe une permutation o de {1,...,n} telle
que pour tout i dans {1,...,n}, gy ~ hi.

Définition 4. ( [Jac/3], chap3) Soit h dans R. h est décomposable si h est le ppcm a gauche
de polynomes tordus de degrés strictement inférieurs a deg(h) : h = lclm(hy, ha) ou hy et
ho sont dans R de degrés strictement inférieurs au degré de h. Le polynome tordu h est
indécomposable s’l n’est pas décomposable.

Une décomposition de h dans R comme ppcm a gauche de polyndémes tordus peut étre
calculée efficacement via le théoreme 2 ci-dessous. On aura besoin tout d’abord de la notion
de borne. D’apres [Jac43], un élément h de R est borné si I'idéal a gauche Rh contient un
idéal bilatere. Les idéaux bilateres sont engendrés par les polynomes X' - f ol t est un entier
et f est dans F Z [X™] avec Fg corps laissé fixe par 6 et m ordre de 6. Le polynome f unitaire
de I’idéal maximal bilatere contenu dans Rh est la borne de h.

La borne f est irréductible si I'idéal bilatere (f) C R est maximal.

Une borne f avec un terme constant non nul appartient & Z(R) et est une borne irréductible
si et seulement si f € F g [X™] est irréductible.

La borne d’'un polynéme tordu peut étre calculée de maniere efficace via de ’algebre
linéaire ( [Jac43]; Lemme 4.2 de [Gie98]).

Lemme 1 (Lemme 7 de [BU09b]). Soit g, h dans R tels que h- g € Z(R), alors h-g =g - h.

Démonstration. Ona h-(g-h)=(h-g)-h=h-(h-g). Comme R n’a pas de diviseur de zéro
non trivial, on peut simplifier & gauche par h 1’égalité h-(g-h) =h- (h-g). O

Ainsi, si g dans R divise a droite un polynome central f, alors il le divise aussi a gauche
et on dira que g divise f.

Théoréme 2 (Theoreme 4.1 de [Gie98]). Soient h dans R et f dans Z(R) tels que h divise
f. Soit f1,..., f¢e dans Z(R) premiers entre eux deux a deux tels que f = f1--- fo. Alors

h =lclm(hq,...,hy) ot pouri dans {1,...,¢}, hy = gerd(h, f;) ;

h =lerm(hy, ..., he) ot pour i dans {1,...,¢}, h; = gcld(h, f;).

Les polynomes h; apparaissant dans la décomposition ci-dessus sont nécessairement pre-
miers entre eux dans R.

Pour terminer voici un résultat liant décomposition en produit d’irréductibles et décomposition
comme ppcm.

Théoréme 3 ( [Jacd3]). 1. Soit h dans R. h posséde une décomposition unique en pro-
duit de facteurs irréductibles unitaires de R si et seulement si h est indécomposable.

2. Soient hy, ..., hy dans R irréductibles unitaires ayant la méme borne f dans Z(R).
Alors le produit h = hy---hy, est un polynéme tordu unitaire indécomposable si et
seulement si la borne de h est f™.

Si h dans R divise f™ avec f dans Z(R) irréductible alors h est un produit de polynomes
tordus unitaires irréductibles divisant f.
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4 Codes #-négacycliques, 6-constacycliques et #-modules

On peut étendre la définition des codes #-cycliques :

— codes f-négacycliques : Rg/R(X"™ + 1) ou g divise a droite X™ + 1;

— pour a dans Fy, codes (6, a)-constacycliques : Rg/R(X"™—a) ou g divise a droite X" —a;
— pour f dans R de degré n, codes 6-modules : Rg/Rf ou g divise a droite f.

Définition 5 ( [BU09a|). Soit f dans R de degré n. Un code §-module C' est un R-sous-
module a gauche Rg/Rf C R/Rf ot g est un diviseur a droite de f dans R.

Sa longueur est n = deg(f) et sa dimension est k = deg(f) — deg(g).

On dit que g est un polyndome générateur (tordu) de C. Si g est unitaire, g est le polynome
générateur tordu (unitaire) de C.

Notation : C' = (g)n,0

Dit autrement, C' est un code §-module de longueur n s'il existe g dans R = F,[X; 0] tel
que pour tout ¢ = (cg, ..., cp—1) dans Fy, :

(coy...,cn_1) € C < g divise & droite co + c1 X + -+ + ¢, 1 X" L

Par ailleurs un code 6-module de longueur n et de polynome générateur tordu g =
Z;‘:_Ok gi X" de degré n — k posséde comme matrice génératrice la matrice G (qui ne dépend

pas de f) :

go . N In—k 0 PN 0
g=| 0 O 0(gn—r) :
0 0 gkil(g()) Qkil(gn,k)

Si C' est un code f-module de générateur g et de longueur n, alors deux cas se produisent.

— Il existe a dans Fj tel que g divise a droite X" — a; alors C est un code (0,a)-
constacyclique.

— Pour tout a dans Fy, g ne divise pas X™ — a a droite. Alors il existe N > n tel que g
divise & droite XV — 1. En effet, g est borné : il existe f dans Z(R) tel que g divise
f & droite et on conclut dans 'anneau commutatif Z(R). Dans ce cas C est le code
raccourci d'un code f-cyclique (de longueur N).

Remark 1. Une définition des codes modules tordus apparait dans le contexte plus général des
anneauz de polynémes tordus avec dérivation dans [BL13] (définition 3) et [BU11] (définition

4)-

5 Codes tordus et dualité

On va maintenant chercher a caractériser le dual d’un code #-constacyclique. Pour cela on
utilisera le polynéme réciproque tordu d’un polynéme tordu. Dans la suite, on note

R - R
@:{ SaX o Y 0(a)X.
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k
Définition 6 (Définition 3 de [BU11] ou Définition 2 de [Boul6]). Soit h = h; X' € R de
i=0
degré k. Le polynome réciproque (tordu) de h est

k
W= XF
i=0
Le polynéome réciproque (tordu) unitaire de h est

B 1
- gk—v(hv)

ot v =min{i | h; # 0} est la valuation de h.

R h*

Exemple 2. On considére ici Fy = Fa(a),a®+a+1=0et0: x> 22 Pourh=X*+aX +a
onah*=1+X-a+ X% a=1+a>X+aX? donc hf = X? +aX + a?.

Dans le lemme suivant, on exprime le polynéme réciproque d’un produit et le polynéme
réciproque d’un polynéme réciproque. La partie 2 de ce lemme avait été initialement énoncée
pour un polynéme tordu de coefficient constant non nul. Elle est complétée ici.

Lemme 2 (Lemme 1 de [BU11]). Soient f, g, h dans R non nuls.
1. (h . g)* — @deg(h)(g*) s
2. Soit d le degré de f et soit v la valuation de f, alors (f*)* - XV = ©97U(f).

Démonstration. (point 2.) Soit f = ch'l:v a; X" dans R de valuation v et de degré d. D’apres
la définition 6, f* = Z?:v 09 (a;) X = Z?;g 67 (aq—;)X7. Comme deg(f*) =d — v, on a

(f7)" = 850 X7 0 (aa—s) et (f)" - XY = 32570 07" (auy) XI T = ©47°(f).
O

Dans la proposition 1 qui suit, on établit que le dual d'un code (6, a)-constacyclique
est (0,1/a)-constacyclique. Il se trouve que ce résultat découle d’un résultat plus général
( [Huf98], lemme 1.3, page 1353) qui nous a été signalé par Thierry Berger. La démonstration
de la proposition 1 permet néanmoins d’exprimer le polynéme générateur tordu du dual, ce
qui sera utile pour la suite.

Proposition 1 (Théoréme 1 et Lemme 2 de [BU11]). Le dual d’un code (6, a)-constacyclique
C = (g)nyp est un code (0,1/a)-constacyclique O+ = (h%), 9 ou h est défini par O"(h) - g =
X" —a.

Démonstration. Considérons le code (6, a)-constacyclique C' de longueur n, dimension k et
polynéme générateur tordu (unitaire) g. Comme g divise X" — a a droite, il existe h dans R

tel que
©"h)-g=X"—a.

Multiplions cette égalité par h & droite, on obtient ©™(h) - g-h = (X" — a) - h donc ©"(h) -
(9-h—X") = —a-h. En observant les degrés des membres de droite et de gauche, on obtient
que g - h — X™ est une contante A qui vérifie #*(\) = —a. On a donc

g-h=X"—0"%a).
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De cette égalité, on déduit que le dual de C est engendré par le polynéme réciproque tordu
hf de h. En effet on a, pour (4,5) dans {0,...,k =1} x{0,....n—k—1} et {=j—i+ k€
{1,...,n—1}:

<X g, X7 h*>=6"((g-h)s) =0.

Par ailleurs, comme ©"(h) - g = X" —a. On a (©"(h) - g)* = 1 — 6"(a)X™, donc ©F(g*) -
O"(h*) =1—6"(a)X"™. On obtient :

-1 1
7@167”(9*) R = X —
a a
. .. 1 s . 1 1 . A
Ainsi h? divise X™ — = a droite et le code C~ est un code (6, ; )-constacylique de polynome
générateur hl.
O

On dit que h est le polynome de contréle tordu du code.
De la proposition 1, on déduit le corollaire suivant (voir corollaire 1 de [BU11] et la
remarque qui suit).

Corollaire 1. Soit C un code 0-module de polynome générateur tordu g. On suppose que le co-
efficient contant de g est non nul. Si C est auto-dual alors C est 0-cyclique ou 8-négacyclique.

Démonstration. Soit C' un code #-module auto-dual de longueur n = 2k, dimension k et po-
lynome générateur tordu (unitaire) g ayant un coefficient constant non nul. Soit h = ©7%(g*).
On a h* = 07%(¢g**) = ©7%(0F(g)) = g¢. De plus, comme C est auto-dual, on a, pour
i€{0,... k—1},j€{0,....k—1 et l=j—i+k:

0=<X"-g, X g>=<X"-g, X7 -*>=0"((g-h)e).

Le polynome tordu g - h est donc un polynome tordu de degré n dont tous les termes non
dominants et non constants sont nuls. Notons u et v dans Fj tel que g - h = uX" 4+ v. On
a®h)-L.g-h=0"h)  X"+0"h) -2 =X"-h—0"h) L donc O"(h) 1.9 X"
est une constante, a. C' est donc un code (6, a)-constacyclique. D’aprés la proposition 1, C+
est (6, %)—constacyclique de longueur n, dimension n — k et de polynéme générateur tordu
(unitaire) h%. Comme C' = C*, g divise & droite X” —a et X" — 1 donc a? = 1. O

6 Le cas hermitien

On suppose ici que ¢ = r? est une puissance paire d’un nombre premier. Pour a dans Fy,
on note @ = a”. Le dual Hermitien d'un code linéaire C' de longueur n sur F, est défini par
Cto = {r ¢ Fy | Vy € C, < x,y >y= 0}, ot pour tout z,y dans Fy, < z,y >p:= Yo i
est le produit scalaire hermitien de = (x1,...,zy,) et y = (y1,...,yn). Le code C est auto-
dual Hermitien si C = C+H.

Dans la suite, on note, pour f =Y ;X" dans R, f =_ f; X".

Proposition 2. Le dual hermitien d’un code (0, a)-constacyclique C' = (g)n g est un code
(,1/a")-constacyclique C+1# = (h%),, o ot h dans R est défini par O"(h) - g = X" — a.
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Démonstration. Considérons le code (6, a)-constacyclique C' de longueur n, dimension k et
polynéme générateur tordu (unitaire) g. Comme g divise X" — a a droite, il existe h dans R

tel que
©"(h)-g=X" —a.

Omn a
g-h=X"—0"%a).

De cette égalité, on déduit que le dual hermitien C+# de C' est engendré par hP. En effet on
a, pour (i,7) dans {0,...,k—1} x{0,...,.n—k—1}etl=j—i+ke{l,....n—1}:

<X g, X b >p=<X"-g, X7 - h* >=0"((g-h)).

Par ailleurs, h? divise X" — % A droite, donc A? divise X™ — 1 /a” & droite et le code C+#

est un code (6, a%)-constacylique de polynome générateur LA
O

Corollaire 2. Un code §-module auto-dual hermitien est (6, a)-constacyclique avec a™! = 1.

Démonstration. Soit C' un code -module auto-dual hermitien de polyndéme générateur tordu
unitaire g. Nécessairement, il existe a dans [, tel que g divise a droite X" — a dans R. C
est (#, a)-constacyclique et d’apres la proposition 2, son dual hermitien C1# est un code
(6, 2 )-constacyclique, ainsi g divise a droite X" — a et X" —1/a” donc 1/a” = a. O



Chapitre 2

Codes auto-duaux 6#-cycliques et
f-cycliques étendus

C’est lors d’une visite a I’Xlim, & Limoges, que ’étude des codes 6-cycliques auto-duaux
nous a été suggérée par Thierry Berger et Philippe Gaborit (voir [GO03] et [Gab04]).

Cette partie est une synthese des papiers [BU11], [BU14b], [Boul5], [Boul6] et [Boul§|.

Sans perte de généralité, on peut supposer que 'ordre m de 6 divise la longueur du code
n. En effet, tout diviseur a droite de X™ — 1 est a coefficients dans F ¢ ou ¢ désigne le pged
demetn:

Lemme 3 (Lemme 2 de [Boul5)). Soient Fy un corps fini, soit 0 un automorphisme de Fy,
R =T,[X;0], n un entier non nul, £ le pged de n et de l'ordre de 0 et h un diviseur a droite
unitaire de X™ —1 dans R. Alors X*-h = h- X’ (ce qui signifie que les coefficients de h sont
laissés fizes par 6°).

Démonstration. Soient m l'ordre de 6, u,v € N tels que £ = mu — nv. On a X™ - h €
Rh/R(X™ —1),et X"™ - h=h-X"™ =h-X‘X"™ =h-X*c R/R(X" — 1), donc h- X! €
Rh/R(X™ — 1) et il existe @ dans R unitaire de degré £ tel que h- X* = Q - h. Le coefficient
constant Qg de @ vérifie Qohg = 0, or hg # 0, donc Q9 = 0. De méme on obtient que les
termes de @ de degrés < ¢ — 1 sont nuls ainsi h - X¢ = Xt h. O

Cette supposition implique en particulier que X™ — 1 est un polynoéme central.

1 Equation auto-duale tordue

Rappelons qu'un code #-cyclique de longueur n et de polynéme générateur tordu unitaire
g est auto-dual si g = h? ot h est le polynome de contréle tordu unitaire défini par ©™(h)-g =
X™ — 1. Les polynomes de controle tordus unitaires des codes #-cycliques auto-duaux de
longueur n sont donc les h unitaires de R vérifiant ©"(h) - h = X" — 1. Comme on suppose
que Pordre de 6 divise n, ©"(h) = h. Ainsi les codes auto-duaux 6-cycliques de longueur n
sont caractérisés par I'< équation auto-duale tordue > :

P -h=h-hP=X"—1.

15
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Pour simplifier la présentation, on suppose que ¢ = p™ ou p est premier et m est un entier
non nul et que 6 est 'automorphisme de Frobenius x — xP d’ordre m. On s’intéresse aux
codes auto-duaux #-cycliques de longueur n.

Exemple 3. On considére ici les codes 0-cycliques auto-duaux de longueur 4 et 10 sur Fqy =
Fo(a) avec a®> +a+1=0 et 0 : x> 22,

Les factorisations de X* — 1 en produits de deuz polynémes tordus de degré 2 sont au
nombre de 7 (exemple 1). 1l y a trois polynomes tordus unitaires vérifiant ’équation auto-
duale tordue :

X4t-1

(X2+1)-(X2+1)
= (X?2+aX +a?) (X2 +aX +a)
= (X?2+a?’X +a)- (X2 +a’X +a?).

Les codes 0-cycliques auto-duauz de longueur 4 sont engendrés par X> +1, X2 +aX +a et
X2+a?X +a®. Par exemple, soith = X% +aX 4+a, onah* =1+ X-a+X?a=1+a’X +aX?
donc h = X% + aX + a?.

Le polynome X'° — 1 posséde 51 factorisations en produits de deux polynémes unitaires
tordus de degrés 5. Parmi ces 51 facteurs a droite, 5 sont solutions de l’équation auto-duale
tordue :

X0—1 = (X°+1)-(X°+1)

(XS 4+ X4+ a?X34+a?X2+ X +1) - (XP+ X+ a?X3 +aX? + X +1)
(
(

X5+ X 4+aX34+aX?+X+1)- (X°+ X +aX3+a®X2+ X +1)
X5+ aXt+aX3+aX?+aX +1)- (X +a®X*+aX3+a?X%+aX +1)
(X5 +a?X* +a’ X3+ a?X? +a?X +1) - (X° +aX* 4+ a®X3 +aX? +a?X +1)

On obtient cing codes 0-cycliques auto-duauz [10,5]4.

Exemple 4. Considérons les codes 0-cycliques auto-duaux de longueur 2 sur Fp2. L’équation
auto-duale tordue s’écrit

(X +1/0(a)) X 4+a)=X?-1oa’=-leta? ' =-1.
h,u_/ﬁ,—/
h

On a quatre cas :
— p =2 : une solution X + 1
— p=3 (mod 4) et m pair : deux solutions X + a,a? = —1
— p=3 (mod 4) et m impair : aucune solution
— p=1 (mod 4) : aucune solution.

Pour construire les codes 6-cycliques auto-duaux de dimension k donnée, on résout le
systéme polynomial vérifié par les coefficients inconnus de h solutions de h? - h = X" — 1
( [BUO9D]). Les calculs ont été effectués en MAGMA. Les résultats obtenus sur Fy en longueur
inférieure ou égale a 50 et sur Fg en longueur inférieure ou égale a 30 sont résumés dans les
deux tableaux 2.1 et 2.2. Il n’y a pas de code -cyclique auto-dual sur Fo5 de longueur inférieure
ou égale a 30.

En observant ces résultats, on a pu émettre les conjectures suivantes :

— Sur F2, avec p impair, il existe un code auto-dual de dimension £ si, et seulement si,

pF =3 (mod 4).
— Sur Fy4 il y a 3 codes auto-duaux #-cycliques de dimension 2°.



1. EQUATION AUTO-DUALE TORDUE

longueur | nbr | meilleure dist. | nbr | meilleure dist. meilleure
cyc. cyc. f-cyc. f-cyc. dist. connue
4 1 2 3 3 3
6 3 3 3 3 3
8 1 2 3 4 4
10 1 2 ) 4 4
12 5 4 21 6 6
14 3 4 11 6 6
16 1 2 3 4 6
18 9 4 27 6 6
20 1 2 63 8 8
22 3 6 33 8 8
24 9 4 93 7 8
26 1 2 65 8 8
28 5 4 279 9 9
30 27 6 285 10 10
32 1 2 3 4 10
34 1 2 289 10 10
36 25 6 1533 11 11
38 3 8 513 11 11
40 1 2 1023 12 12
42 81 10 2211 12 12
44 5 6 3171 14 14
46 3 8 2 051 14 14
48 17 4 1533 12 14
50 1 2 5 125 14 14

TABLE 2.1 — Codes #-cycliques auto-duaux sur F4 de longueur < 50

17
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longueur | nbr | meilleure dist. meilleure
f-cyc. f-cyc. dist. connue
4 0 3
6 8 4 4
8 0 5
10 20 5 6
12 0 6
14 56 6 6
16 0 8
18 242 8 8
20 0 10
22 492 9 9
24 0 10
26 1800 10 10
28 0 12
30 6560 11 12

TABLE 2.2 — Codes #-cycliques auto-duaux sur Fg de longueur < 30

2 CNS d’existence des solutions a I’équation auto-duale tor-
due

Les observations précédentes nous ont amené a conjecturer que sur Fp2 avec p premier
impair, les codes 6-cycliques auto-duaux de longueur 2k existent si et seulement si p = 3
(mod 4) et £ = 1 (mod 2). Remarquons qu’il existe un code #-cyclique auto-dual en toute
dimension k sur Fy puisque h = X* 4 1 vérifie ’équation h? - h = X2?¢ + 1 dans Fyu[X; 0.
Dans ce qui suit, on se place sur Fp,m avec p premier impair et m > 2. Pour simplifier la
présentation, on suppose que 6 est 'automorphisme de Frobenius = — zP (voir tableau 2.4
pour # puissance du Frobenius).

2.1 CNS d’existence de solutions binomiales tordues

La motivation pour commencer a étudier les solutions binomiales fut double. Tout d’abord,
les bindmes sont plus simples! (un seul coefficient & gérer). Ensuite il n’existe pas de code
cyclique auto-dual engendré par un binomial en caractéristique impaire ((X*4+1/a)(X*+a) #
X2k —1). On peut se demander ce qu’il en est quand § n’est pas trivial (6 # id).

Proposition 3 (Proposition 1 de [Boul5]). Soit p un nombre premier impair, soit ¢ = p™ et
soit 0 lautomorphisme de Frobenius sur Fy. Il existe un code 0-cyclique de dimension k sur
F, engendré par un binomial tordu si, et seulement st,

p=3 (mod4),k=1 (mod2),m=0 (mod 2).

Démonstration. Considérons p impair et soit h = X¥ + o dans R avec a # 0. Alors h? =

k 1
X"+ (o)
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Wb o= <Xk+9k1a)>-<X’“+a)

0% (cx) 0% (a)
1 «
BLp = X2 _q k = =1
h%-h < 0% (a) + () 0 et 75 ()
1 k
& OH—&:Oetl:—H ()]
& a?=—letl=—qaF!

pP+1

& a?=—letl=(-1)"2

& o?=-1,p"=3 (mod4).

En conclusion, il existe un code f#-cyclique engendré par un binomial de degré k si et
seulement si p¥ =3 (mod 4) et —1 est un carré dans Fym, c’est & dire

p=3 (mod4),k=1 (mod2),m=0 (mod2).

2.2 CNS d’existence de solutions polynomiales tordues

Dans ce qui suit on s’intéresse a savoir si les conditions suffisantes d’existence de solutions
a I’équation auto-duale tordue sont aussi nécessaires. Pour cela, on va fortement s’inspirer de
travaux antérieurs :

— sur les codes cycliques auto-duaux : Sloane, Thompson, 1983 ( [ST83]);

— sur la factorisation des polynémes tordus : Giesbrecht, 1998 ( [Gie98]).

Tout d’abord, on rappelle le cas des codes cycliques auto-duaux (Théoréme 4) en proposant
une preuve que ’on adaptera ensuite rapidement au cas tordu.

Théoréme 4 ( [ST83], [JLX11]). Soit p un nombre premier, soit s dans N tel que p**1 divise
exactement n = 2k (p**2 Jn) et soit T(n) le nombre de polynémes f = g x g* tels que g° # g
soit irréductible et divise X™ — 1 dans Fpm[X]. Le nombre de codes cycliques auto-duauz de
longueur n = 2k sur Fym est

(25t 4 )T 5 p=2
0 st p impair.

Démonstration. Soit s entier tel que p*T! divise 2k et p*T2 ne divise pas 2k. Comme (X% —
)% = X2 — 1, le polynéme X2¥ — 1 se factorise sur F,m[X] en un produit de polynomes
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fi(X )ps+1 premiers entre eux deux a deux avec f; = fiu irréductible ou produit de deux
irréductibles distincts et réciproques :

x* 1= J] fxP" 11 F(X)PT e Fym[X].

fi=1% fi arr fi=g¢gfvgi¢95 wrr

Les codes 6-cycliques auto-duaux de longueur 2k sont les codes cycliques de polynomes de
controle h vérifiant

h'h = X% —1 < h =[] hi=ppcm(h;)
o o

donc le nombre de codes cycliques auto-duaux de longueur n est [] 5 #Hi ot H; est
I'ensemble des polynoémes unitaires h; de Fpm [X] tels que h'j. hi = fi( X)p”l. Or

s+1

Wb = f(X)PT o b= f(X)Y si fi=f" irréductible et p = 2
hi = gi(X)P (gl(X)P 0 st fi = gig]
donc
1 si p=2et f; = ff irréductible
#HH; = 0 si p impair et f; = fz-h irréductible
14 pt si fi = f% produit de deux irréductibles.

De plus f = X — 1 est un polynoéme autoréciproque (f = f9) irréductible divisant X" — 1,
donc l'ensemble {f € Fpm[X] | f = £, firr, f|X? — 1} est non vide, donc p est égal & 2. [

Exemple 5. Considérons les codes [10,5]4 auto-duauz. Le polynome X1° — 1 se factorise
comme suit

X0 1=(X5—1)2=(X -1 x (X?+aX +1)? x (X? +a’X +1)?
———
f=fbirr f=fbirr f=fbirr

donc il y a un seul code cyclique auto-dual, il est engendré par X° + 1.

En s’inspirant du théoréeme 4 et de sa preuve et en utilisant la factorisation de X™ — 1 sur
F,[X™] (centre de R), on obtient le résultat suivant.

Proposition 4 (Proposition 28 de [BU14b], proposition 2 de [Boul5]). Soit p un nombre
premier, soit m un entier et soit R = Fpm[X;0] avec 0 : z +— aP. On suppose n = 2k =
m x p® xt,p ft et on considére la factorisation suivante de X?* —1 sur F,[X™] :

X*F-1=(xm-nr= [ s 11 Fi( X" € Fy[X™).
fi=f}, fiirr fi=gig},gi#a! irr

W h=X%*_-1€R < h=Ilerm(h)
Y- h; = fi(X™)P" € R.

Démonstration. On utilise la décomposition h = lerm(h;) avec h; = geld(h, f;(X™)P") (d’apres
Théoreme 4.1 de [Gie98] ou théoreme 2).
O
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Dimension Fo Fy Fs Fi6
29 1 1 1 1
2% x 3 1 14 25+1 1 14 25t1
25 x5 1 1 1 (14 25+1)2

25 x 7 | 1425TH | 125t | (1425t | 1425t

x + +
28 9 1 (1 23+1)2 1 (1 28+1)2

TABLE 2.3 — Nombres de codes cycliques auto-duaux sur Fo, Fy, Fg et Fig.

Comme X™ — 1 divise X2¥ — 1, s’il existe un code 6-cyclique auto-dual de dimension k
alors, d’apres la proposition 4, il existe H unitaire dans R tel que H? - H = (Xm— 1)1’8. On
note H = XX + ... 4 a avec o # 0 un tel polynome.

Comme m x p% = 2deg(H) = 2K, m est nécessairement pair.

De plus le coefficient constant de H? - H est égal & 9%@ =—1.

Utilisons maintenant des propriétés de factorisation des polynémes tordus. Comme X —1
est un polynéme de degré 1 (irréductible) dans F,[X™] et comme H divise (X™ — 1)P", H se
factorise en produit de facteurs linéaires divisant X™ — 1 :

H=X+a) (X +ag)

ott X + «; divise X25X — 1 & droite pour tout 7 dans {1,..., K}.
Comme X +q; divise X25 —1 pour tout i dans {1,..., K}, on a Naog(a;) = Nog(—a;) = 1
ou

Vj € N, N;(x) := ¢ Yz)- - 0(2)x

(voir le lemme 6 et la remarque 2 par ailleurs) donc
K
NQK(a) = HN2K(a2) =1.
i=1

Comme 0% (o) = —a et Nog(a) =1, on a
Ni(a)? = (=1)F Nk (=) Nk (@) = (=1)F Nk (0% (a)) N () = (=1)¥ Nog (a) = (-1)*.
De plus Nk (a)P~1 = MWic(@) _ 05(0) _ g

Ng (o) o
Ainsi (—1)5% = —1 cest & dire (—1)3"5 P = —1 soit (—~1)?% = 1.
On en déduit p =3 (mod 4) et F =1 (mod 2).
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f-cyclique f-negacyclique
auto-dual auto-dual

g=1 (mod4),p=3 (mod4) | rxk=1 (mod2) | rxk=0 (mod 2)

=

g=1 (mod4),p=1 (mod 4) k € N*

g =3 (mod 4) 0 k=0 (mod 2*71)

TABLE 2.4 — Conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de codes #-cycliques et 6-
negacycliques auto-duaux de dimension k sur F, ou F, est de caractéristique impaire p, u € N
est tel que 2# divise exactement p+1 et 6 : x +— aP".

Proposition 5 (Proposition 5 de [Boul5]). Soit p un nombre premier impair, soient m et k
des entiers. Il existe un code 0-cyclique de dimension k si, et seulement st,

p=3 (mod4),k=1 (mod2),m=0 (mod 2). (2.1)

Démonstration. Si les conditions (2.1) sont réalisées, d’apres la proposition 3, il existe une
solution binomiale.

Réciproquement, s’il existe un code 6-cyclique auto-dual de dimension k alors, d’apres la
proposition 4, il existe H dans R tel que H* - H = (X™ — 1)P" (car X — 1 divise X2¥ — 1).
D’apres ce qui précede on a nécessairement p = 3 (mod 4) et 2 =1 (mod 2). De plus X" +1
ne divise pas X2¥ — 1, sinon, d’apres la proposition 4, Péquation H? - H = (X™ 4 1)P° aurait
aussi une solution et on aurait (_1);:% = —1. Ainsi, % est impair et comme m/2 est impair,
k est impair. ]

Pour terminer, en suivant les mémes idées que précédemment, on obtient des condi-
tions nécessaires et suffisantes d’existence de codes auto-duaux 6-cycliques et #-négacycliques
lorsque 6 est un automorphisme quelconque de F,. Le tableau 2.4 résume les résultats.

3 Construction et énumération sur [, en dimension p*

La motivation initiale de la construction qui va suivre provient de la conjecture précédemment
établie : il y a trois codes auto-duaux #-cycliques de dimension 2° sur F4 pour tout entier s
non nul.

On se place ici sur F2 et on considere les codes auto-duaux ¢-cycliques de dimension p®.
Rappelons que ceux-ci sont caractérisés par 1’équation auto-duale tordue :

h* - h = (X% —1)"

ou h est le polynéme de controle tordu unitaire.
Comme X2 — 1 est central de degré 1 en X2, le polynéme h est un produit de facteurs
linéaires (divisant X2 — 1).
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Exemple 6. Placons nous sur Fy = Fo(a) avec 0 : x +— 2.

On a
Xt-1 = (X?+aX+d) (X?+aX +a)
ht h
|
(X241)? = (X+d)-X+1)-(X+1)-(X +a)

fact unique de % fact unique de h

Dans ’exemple précédent, on a pu remarquer que h possede une factorisation unique en
produit de facteurs linéaires unitaires tordus. On établit ci-dessous un critere d’unicité d’une

telle factorisation, que I’on utilisera ensuite pour la construction et I’énumération des solutions
de hf-h = (X2 -1)".

Lemme 4 (Proposition 16 de [BU14b] ou corollaire 1 de [Boul6]). Soit p un nombre premier,
soit § : x + aP 'automorphisme de Frobenius sur F,2 et soit R = Fp[X;0]. Soit h =

(X+o1) - (X+ag) dans R ot pour tout i dans {1,...,k}, o; est dans Fy et vérifie af“ =1.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La factorisation de h en produit de facteurs linéaires unitaires est unique.

2. X? — 1 ne divise pas h.

g Vie{l,...,k—1} (X +a) (X +as1) # X% —1.
Démonstration. Démontrons (3) = (1) pour k = 2. Soit h = (X + a1) - (X + a2) ot X + o
et X + ag divisent & droite X2 — 1. Supposons qu’il existe B2 # ao tel que X + 35 divise h &

droite. Considérons H le ppcm a gauche de X + ag et X + (5. Alors deg(H) = 2 et H divise
X2 —1,donc H=X2?2—-1,donc h = X? — 1. O

Le principe de la résolution de 1’équation h? - h = (X2 — 1)?° va reposer sur un partition-
nement de I’ensemble des solutions en solutions de la forme (X2 — 1)" - H ou H n’est pas
divisible par X? — 1, puis sur I'application du lemme 4 & H.

On va donc s’intéresser dans un premier temps & la résolution d’équation du type h%-h =
(X2 — 1)% ot X2 — 1 ne divise pas h. On va utiliser pour cela le lemme 4. Comme h divise
(X2 — 1)k, h est un produit de facteurs linéaires divisant X2 — 1. On a donc

h=(X+a1) (X +ag), avecViE{1,...,]{:—1},04?“:1.

De plus, comme X2 —1 ne divise pas h, d’apres le lemme 4, on a, pour tout i dans {1,...,k —
1 (X + ;) - (X + aip1) # X% — 1 done

Vie{l,...,k—1},ao41 # —1.
Par un raisonnement par récurrence, on obtient
W= (X +dg) - (X +ar)
avec

- ai(ag---a;—1)? si i=1 (mod 2)
@i = 1 si i=0 (mod 2).

ai(on-ai_1)?
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On a
(X+dp) - (X+d) X+a) - (X+ap)= (XZ-1)*
~—_——
fact unique fact unique fact non unique

D’apres le lemme 4, on a nécessairement, (X +ay) - (X +a1) = X2 — 1, c’est a dire
aid; = —1. Comme X2 — 1 est dans le centre de R, on peut < simplifier > par X2 — 1 et on
en déduit :

(X i) (X ) (X ag) o (X o) = (X2 = 1)

/

fact unique fact unique fact non unique
puis on réitére le processus : (X + da) - (X + ag) = X? — 1, .... On obtient, pour tout i
dans {1,...,k}, a;a; = —1. En combinant les k conditions ainsi obtenues, on a 04% =—1et

;01 = 1 si i est pair. Ainsi,

RE-h=(X2-1)* X2 -1 /0
)

h=(X+4+a) (X+a2) - (X+a)

avec
1
af+ =1
oo # —1
a% =-1

a;a4+1 = 1 si 1 pair.

Si p = 2, on a les trois possibilités suivantes : si k > 2, aucune solution; si k = 2, deux
solutions, (X + aq) - (X + ag) avec af = a3 =1 et ajag # 1; si k = 1, une solution.
Si p=3 (mod 4), on a 2pl*=1/2) solutions et si p =1 (mod 4), il n’y a pas de solution.

Proposition 6 (Proposition 4 de [Boul6]). Soit p un nombre premier et soit s un entier non
nul. Le nombre de codes 0-cycliques auto-duaux de dimension p® sur [ est :

3 si p=2
(r*+1)/2 _q
0 si p=1 (mod 4).

Démonstration. Soit h unitaire dans R. On a
hh=(X2-1)" < 3Jieco,..., L%SJ},h = (X2-1)-H,X>-1 JH H*-H = (X2-1)"""2%,
Supposons p = 2, alors ’équation
H° H=(X?-1)"""% X2_-1/fH (2.2)

n’a pas de solution si i < 257! — 1, deux solutions si i = 25~ — 1 et une solution si i = 2571,
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Sip=1 (mod 4), 'équation (2.2) n’a pas de solution. Si p =3 (mod 4), '’équation (2.2)
a 2p(P°~1=20)/2 golutions. On obtient donc

(r°-1)/2 S4+1)/2
Z 2p(ps_1_2i)/2 _ 2p(p +1)/2 _ 1
i=0 p—1
codes f-cycliques auto-duaux de dimension p® si p = 3 (mod 4). O

Bilan Dans le cas ou p = 2 on obtient bien trois codes (voir tableau 2.1 par ailleurs). Dans
le cas ol p = 3, on en obtient 3G°t1/2 _ 1. Pour s = 1,2 on retrouve 8 et 242 codes sur
F9 comme annoncé dans le tableau 2.2. Par ailleurs, I’énumération des codes auto-duaux 6-
cycliques en dimension p® est accompagnée d’une construction basée sur des multiplications
de polynomes unitaires linéaires.

4 Construction et énumération sur F,» en dimension non di-
visible par p.

Arrivé a ce stade, on a démontré les deux conjectures annoncées (cns d’existence des
codes auto-duaux f-cycliques et comptage de ces codes en dimension p*). Ces démonstrations
ont permis de mettre en lumiere une construction des codes auto-duaux tordus qui évite la
résolution de systemes polynomiaux d’une part et le calcul de tous les facteurs de degré k de
X2k _1 dans R d’autre part. Un nouveau double objectif se présenta alors, d’une part justifier
tous les nombres de codes auto-duaux obtenus dans les tableaux 2.1 et 2.2 ; d’autre part fournir
une nouvelle construction des codes auto-duaux en toute dimension. On s’intéresse ici au cas
ou p ne divise pas la dimension du code. D’apres la proposition 4, les solutions A de I’équation
auto-duale h?-h = X2* —1 sont obtenues comme ppcm & droite de polynomes tordus vérifiant
des équations intermédiaires :

e h=X*-1€R < h=Ilcrm(h;)
he-hi = fi(X%) e R

ot les polynomes fi(X?) € F,[X?] sont définis par :

x*-1= J] #Hx? II fi(X%) € F,[X7?).

fi:ff, fiirr fi:g¢g579i¢g5 irr

Dans ce qui suit, on s’intéresse aux équations intermédiaires hf - h = f(X?) onl f(X?) est
un polynéme de F,[X?2] auto-réciproque vérifiant I'une des conditions suivantes :
e irréductible de degré 1 :
o irréductible de degré d > 1 (nécessairement pair) ;
e produit de deux irréductibles distincts (qui sont réciproques 'un de Pautre).

e Si f est irréductible de degré 1 dans F,[X?] et autoréciproque alors f = X? — ¢ ol
€2 = 1. On peut alors généraliser les calculs de I'exemple 4 :
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(X +1/6(0)- (X+a)=X?—coa?=—leta? ! = e
b h
h

On a trois cas :

— p =2 : une solution X + 1;

— p= —e (mod 4) : deux solutions X + a,a =—1;
— p =€ (mod 4) : aucune solution.

e Focalisons-nous maintenant sur ’équation hf - h = f (X?) d’inconnue h avec f = 1o
irréductible de degré d > 1, nécessairement pair.

L’idée est de partir d'une paramétrisation des irréductibles divisant f(X?). D’apres [0do99],
si f est irréductible de degré d dans F,[X?], on a un isomorphisme d’anneaux

Fye[X:61/(f) ~ Ma(E,).

Les irréductibles unitaires h(X) de F,2[X; 6] divisant f(X?) sont en correspondance bijective
avec les idéaux a gauche maximaux dans Ma(F,q) et il y en a 22::11 =p? 4+ 1.

On peut résumer la répartition des irréductibles de IF,2[X; 0] de degré d par la figure 2.1.

Irreductibles de F,[X?] de degré d en X2

SN AN N

d d
1+pd 14+p 1+p

Irréductibles de [F,2[X; 0] de degré d

FIGURE 2.1 — Irréductibles unitaires de [F2[X; 0] de degré d.

Dans ce qui suit, étant donné f € F,[X 2] irréductible de degré d en X2, on construit tous
ses diviseurs de degré d (nécessairement irréductibles) dans R. Pour simplifier on se placera
dans le cas particulier ol d est pair (ce qui est vérifié lorsque f = fu). Le descriptif complet
est donné en Annexe A de [Boul§].

Proposition 7 (Lemme 3.2 et lemme Al de [Boul8]). Soit p un nombre premier, soit 0
automorphisme de Frobenius sur F 2 et soit R = F,2[X;0]. Soit f(X?) € Fp[X?] irréductible
unitaire de degré d pair en X? et soit h = A(X?) + X - B(X?) dans R de degré d en X et
unitaire. Soit a dans Fa tel que f(a) = 0. Le polynome tordu h est un facteur irréductible
de f(X?) si et seulement si l'une des deux situations qui suivent se produit :

— B =0 et A(X?) diviseur de f(X?) dans F,2[X?] de degré d/2 en X?

— B #0 et (A, B) solution du probléme d’interpolation de Cauchy

A
B

P, (mod f) € F2(X)
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ou P, € Fp[X] est de degré < d — 1 et défini par P,(a) = u, P,(aP) = oF /uP et
u e de \ {0}

Démonstration. Le polyndme tordu h = A(X?) + X - B(X?) de degré d est un diviseur de
f(X?) si et seulement si

A(@)O(A)(a) — aB(a)O(B)(a) =0

ce qui se traduit par % = P (mod f) ou PO(P) = X (mod f). Le polynéme P est déterminé
par ses valeurs aux points a et a”. Notons u = P(a) € Fpq. La relation PO(P) = X (mod f)
entraine P(a®) = oP /uP. De plus, comme o?! = «, on obtient wP'~1 = 1. On vérifie que ces
conditions nécessaires sont également suffisantes (voir le lemme 3.2 de [Boul8]).

O

La résolution se ramene a un probleme d’interpolation de Cauchy dans F,«(X) (voir
chapitre 5 de [vzGG13] ou chapitre 7 de [BCG"17]). En effet, on se donne ici 26 points
distinets zo, ..., o251 dans F s et 26 valeurs yo, ..., Y251 dans F2; définis par

) = (91(04)792(11)) si i=0 (mod 2)
(x“‘%)_{ (0(a), 0 (afu)) si i=1 (mod 2).

On recherche une fonction rationnelle A/B dans F 25 (X) telle que

A(z;)
B(i)

B(z;) # 0, =v;,i=0,...,20 —1,deg(A) < d+1,deg(B) <d—1

ce qui s’écrit encore
pged(B, f) =1,A=PB (mod f),deg(A) <d+1,deg(B) <d—1

ou f = H?igl(X —z;) et P = P, est le polynéme d’interpolation de degré < 2§ — 1 aux
points (x;,y;),1 <i <25 —1.

L’avantage de cette construction est qu’elle permet de résoudre ’équation hf - h = f (X?)
en restreignant ’espace des parametres u :

Proposition 8 (Lemme 5 de [Boul6)). Soit p un nombre premier, soit 6 ’automorphisme de
Frobenius sur F2 et soit R = F2[X;0]. Soit f(X?) = f/(X?) € Fp[X?] irréductible unitaire
de degré d = 26 en X? et soit h = A(X?) + X - B(X?) unitaire dans R de degré d. Soit a
dans Fpa tel que f(a) = 0.
— S8i & est impair, le polynéme tordu h vérifie hf - h = f(X?) si, et seulement si, l'une

des deux situations se produit :

— B =0 et A(X?) diviseur de f(X?) dans F,2[X?] de degré d/2 en X? ;

— B #0 et (A, B) solution du probléme d’interpolation de Cauchy

A
3 P, (mod f) € F2(X)

ot P, est défini par Py(a) = u, Py(aP) = of /uP et u € Fpa \ {0} vérifie W' l=_1

[0}
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— Si 8 est pair, le polynéme tordu h vérifie h% - h = f(X?) si, et seulement si, B # 0 et
(A, B) solution du probléme d’interpolation de Cauchy

4
B
:u7

P, (mod f) € Fp(X)

ot P, est défini par P,(«) Py(aP) = aP /uP et u € F,a \ {0} vérifie uP" = 1.

Démonstration. On a ajouté la condition supplémentaire pour P = P, (quand B # 0) :
aP(1/a) + O(P)(a) = 0.
O

Corollaire 3 (Proposition 6 de [Boul6]). Soit p un nombre premier, soit 6 ’automorphisme
de Frobenius surF 2 et soit R = F2[X;0]. Soit f(X?) = f3(X?) € Fp[X?] irréductible unitaire
de degré d = 26 en X?%. Le nombre de polynémes tordus unitaires h vérifiant h? - h = f(X?)
est égal o 1+ p°.

Exemple 7. Soit f(X?) = X8+ X0+ X4+ X241 € Fo[X?], soit R = F4[X; 0] avec Fy = Fa(a)
et :x— 22 Onaicid=4 et = 2. Considérons F15 = Fo(b) ot b*+b+1 = 0. Le polynéme
tordu h = A(X?) 4+ X - B(X?) € R unitaire de degré 4 est un diviseur (nécessairement
irréductilble) de f(X?) si et seulement si B =10 et A(X?) € {X*+a? X2+ 1, X +a X% +1}
ou B#0 et

AX)

Bx) = DeX) (mod (X)) € Fa(X) et u € Fis.

~—

De plus h vérifie hf-h = f(X?) si, et seulement si, B # 0 et u® = 1, soit u € {1,005, %, b2}
(en gras dans le tableau 2.5 ).

e Enfin il reste le cas out f(X?) = fI(X?) = fir(XQ)ffr(XQ) € F,[X?] produit de deux
irréductibles unitaires. La preuve du corollaire qui suit est une preuve un peu simplifiée de la
preuve originale donnée dans [Boul6].

Corollaire 4 (Lemme 6 et proposition 7 de [Boul6]). Soit p un nombre premier, soit
0 lautomorphisme de Frobenius sur F,2 et soit R = F[X;6]. Soit f(X?) = fi(X?) =
fiT(Xz)ffT(XQ) € Fp[X?] produit de deuz irréductibles unitaires de degré 6 en X?. Le nombre
de polynémes tordus unitaires h dans R vérifiant hf - h = f(X?) est égal a 3 + p°.

Démonstration. L’équation h? - h = f(X?) est équivalente & h = lerm(hy, hy) ot hy est
déterminé de maniere unique par hg -h1 = fi(X?). 1l s’agit donc de déterminer le nombre de
diviseurs de f;-(X?). Comme f;(X?2) est irréductible dans F,[X?], il possede 1 + p° facteurs
unitaires de degré ¢, deux diviseurs triviaux (1 et f;r(X?)), d’ou le résultat. O

En conclusion, dans le cas ou la dimension n’est pas divisible par p, on obtient donc le
résultat suivant :
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u P.(X) A(X) B(X) h=A(X?*+ X -B(X?)
1 X3+a’X +a X24+a |a®>X+a? X4+aX3+aX+a

b | aX?+a? X2+ X +1 X241 X +a? X4+ X3 +aX+1

| a?X3+aX?+X+1 X241 X +a X4+ X3 +a’X +1
b3 X3+ aX +a? X2+ a? aX +a X%+ a2X3 +a?X +a?
bt a’ X3 X2+ X+1| aX+a | X 4+a® X+ X2 +a’2X+1
b° a X3+ X+ a? X% +a aX +a X*+a?2 X3 +a2X +a
bl | a?X3+X%2+aX +a X241 a’?X +a X4+aX3+a2X+1
Vol X3 +d’X?’+aX+a X241 a’?X +1 Xt+aX3+X+1

b8 aX3+a’?X +1 X% +a? X+1 X4+ X34+ X +a?
b? X3 X2+ X+1| X+1 X4+ X34+X2+X+1
b10 a? X3 +aX+1 X2 +a X +1 X4+ X34+ X +a

' X3+ aX?+a?X +ad? X2+1 aX +1 X4+a2 X3+ X +1
b2 | a X34+ X2+ a?X +a?| X%2+1 aX +a? X4+a2X3+aX+1
bi3 a?X*+X+a X2 +a? a’ X +a? X*+aX3+aX+ad?
b4 aX? X2+ X+1|a®?X+a®| X +aX3+X2+aX+1

TABLE 2.5 — Polynomes irréductibles de F4[X; 8] de degré 4 bornés par X%+ X6+ X4+ X241

(exemple 7).
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Proposition 9 (Proposition 8 de [Boul6]). Soit p un nombre premier et soit k un entier tel
que p ne divise pas k. On considére la factorisation suivante de X** — 1 dans Fp[XQ]

x*-1=J] £H&x? 11 fi(X%) € F,[X7).
fi:ff, fiirr fi:giggﬂgiigg irr
Le nombre de codes 0-cycliques auto-duauz sur ¥,z de dimension k est
Nx I  e"”+unx I 6" +3)
=14, irr,deg>1 f=gg*

avec d == degx2(f(X?)) et

1 st p=2
N=<S 2 si p=3 (mod 4) etk =1 (mod 2)
0 stnon.
Démonstration. On utilise la proposition 4 ainsi que les corollaires 3 et 4. 0

Exemple 8. Considérons les codes 0-cycliques auto-duauz de longueur 10 surFy (voir ezemple
3 par ailleurs).

On a
X0 1 =(X2+ 1) (X + X0+ X1+ X2 1) € Fy[ X7
Wt h = X1 — 1 h=lerm(hy, hy)
avec
hq chy=X%2-1 : 1 solution
hg cho = X8+ X0+ X4+ X241 : 1422 solutions (voir exemple 7).

On obtient donc 5 codes 0-cycliques de longueur 10 auto-duauz sur Fy (voir exemple 3).

Bilan La proposition 9 permet de retrouver les nombres de codes auto-duaux 6-cycliques
de dimension premiere avec p. Cette énumération est accompagnée d’une construction basée
sur des paramétrisations de polynomes tordus via des interpolations de Cauchy dans [F,2 (X).

5 Construction et énumération sur [F,. en dimension quel-
conque.

En utilisant des techniques de partitionnement similaires a celles utilisées en dimension
p°® dans la proposition 6, on obtient une construction et un comptage des codes auto-duaux
f-cycliques en dimension quelconque. On utilisera encore le lemme 4, qui peut étre formulé
plus généralement :

Lemme 5 (Proposition 16 de [BU14b]). Soit 0 : x — 2P lautomorphisme de Frobenius sur
F,2 et soit R = F2[X;0]. Soit f € Fyla?] irréducible dans Fy[z?] et soit h = hp, -+ hi un
produit de polynémes tordus irréductibles unitaires divisant f(X?). Les assertions suivantes
sont équivalentes :
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(i) h posséde une factorisation en produit d’irréductibles unitaires unique ;
(ii) f ne divise pas h dans R ;
(iii) pour tout i dans {1,...,m — 1}, f # hjy1 - h;.

Proposition 10 (Lemme 7 et proposition 9 de [Boul6]). Soit p un nombre premier, soit 0
'automorphisme de Frobenius sur F 2 et soit k =p® x t, p ft. Soit

x*_1= ] fxH 11 Fi(X?)P € Fp[X72.
fi=fl, fiirr Fi=gigt.gi#gl irr

Le nombre de codes 0-cycliques auto-duauz sur F,2 de dimension k est

S(p*+1) _q (PP +D —2p* —3) (14 p°) + 4p° + 4
p p P p p
N x H p5_1 X H

5 2
F=1%, irr.deg>1 F=gg" (p* = 1)

avec 6 := degx2(f(X?))/2 et

( 1 st s=0,p=2
3 St s>0,p=2
pP+1)/2 _q
N = 271 si p=3 (mod4)etk=1 (mod 2)
p—
0 SINon.

Exemple 9. Les codes [36,18]4 auto-duauz sont au nombre de 1533 d’aprés le tableau 2.1.
OnaX3%—1=(X2+1)2(X*+ X2+ 1)2 (X2 +X4+1)2. Onap=2,s=1,t=9. D'apres

la proposition 10, le nombre de codes -cycliques auto-duauzx [36, 18]y est 3 x H6€{1,3} 2901 _

201
3 X 7 x 73 = 1533. Par evemple g = X8 4+ X7 + aX10 4 aX™ + X12 4 aX° + a2X6 +
aX* +aX?+ a’X + a® engendre un code 0-cyclique [36,18,11]4 auto-dual. On a g = Rt ot
h = lerm(ho, h1, ha) avec hg = X2+1, by = X4 +aX3+aX?+X+a? = (X% +a?)- (X2 +aX +1),
ho=X2 4+ X0 162X +a?2X8 + X0 +aX*+aX3+ X2+ 1= (X + X' +a?X3 +a?X? +
a?) - (X% +a).

6 Codes #-cycliques étendus auto-duaux

Dans la continuité de la construction précédente, on construit ici des codes #-cycliques C
[2k — 2, k], tels que le dual C* de C soit inclus dans C. On étend ensuite ces codes pour
obtenir des codes auto-duaux ¢-cycliques étendus [2k, k],2. On se repose ici sur [Boul8].

Définition 7 ( [Boul8|). Soit ¢ une puissance d’un nombre premier, soit 0 un automorphisme
de Fy d’ordre m, soit R =F,[X;0]. Soit k un entier premier avec q tel que mk —m est pair.
Un code 0-duadique (de multiplicateur —1) de longueur n = mk est un code -cyclique de
polynéme générateur tordu unitaire g € {(X™ — 1)hi, h%} ou h vérifie

(X™—1)-h%-h=X"—1.

Un code #-duadique de polynéme générateur tordu g = (X" — 1) - h! est inclus dans son
dual puisque ¢ est multiple du polynome générateur tordu h? du dual.

On se place dans le cas particulier de 2 dans ce qui suit et on décrit la famille des codes
C 0-cycliques [2k, k — 1],2 tels que C' est inclus dans son dual C+.



32 CHAPITRE 2. CODES AUTO-DUAUX 0-CYCLIQUES ET 9-CYCLIQUES ETENDUS

Proposition 11 (Théoreme 4.1 de [Boul8]). Soit p un nombre premier, soit 6 [’automor-
phisme de Frobenius sur F,2. Soit k un nombre premier avec p. Soit C' un code -cyclique
[2k,k — 1],2 de polynome générateur tordu unitaire g. Le code C' est inclus dans son dual, si
et seulement si l'une des trois situations suivantes est vérifiée :

1. g=(X%?—1)-h" avec h* - h = ))((2;__11. Dans ce cas on ap =2 oup =1 (mod 4) et

k=0 (mod 2) ou k=1 (mod 2). De plus C' est un code 0-duadique.
2. g=(X24+1)-hfeth?-h = ))((2:__11. Dans ce cas on a k=0 (mod 2) et p=3 (mod 4).

et H- H = (XLAH{()-QEC);QIA/APH)' Dans ce cas on a k=1 (mod 2), p=3 (mod 4) et

ged(k,p—1) # 1.

Exemple 10. D’aprés le point 1. de la proposition 11, les codes [34,16]4 0-cycliques C' tels
que C' C C* sont les codes O-duadiques de polynémes générateurs (X2 — 1) - h8, o hf - h =
))((324__11 = (X X0 X8 XO 1) (X6 XM X121 X8+ X4 X2 +1). Comme les polynomes
X104 X104 X84 X041 et X104 X144 X124 X84 X4+ X241 sont irréductibles dans Fo[X?),
de degré 8 et autoréciproques, il y a (1+2%)? = 289 tels codes. Par exemple g = (X2 —1) - h¥
avec h = X106 + X1 4+ a X124+ X104+ X9+ X8 + X7+ a?X® + a?X* + X + 1 = lerm(hy, ho)
ot h1 = X8 +aX?+a?X3+1 et hy = X84+ X"+ X% +aX?+ X + 1 engendre un code
0-cyclique [34,16]4 contenu dans son dual.

Partant d’un code 6-cyclique [2k—2, k] contenant son dual, on construit un code #-cyclique
étendu auto-dual [2k, k| (voir Annexe B de [Boul8]) en suivant les trois étapes ci-apres :

1. construire G matrice génératrice du code f-cyclique [2k — 2, k],» engendré par g = hf
ot (X2 —1)-hf-h=X%2_1:

9o Gk—2 0 0
0 0 9’“_1(90) . - Ok_l(gk,g)

On note Gy, ...,Gr_1 les lignes de G.

2. construire vy, v2,v3,v4 € Fp2 tels que

’U% + 'U% V1V3 + VU4 _ Go X tGo Go X tGl
V1V3 + VU4 U% + Uz Go % tGl G1 x tGl

puis la matrice k x 2 par blocs

V1 V2

V3 U4
M =

U1 V2

U3 U4

On note My, ..., My_1 les lignes de M.
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3. construire la matrice k x 2k, G = (G|M).
On a G x 'G = 0. En effet le code C* engendré par (X2 —1)-g est inclus dans son dual,
engendré par g. Onadonc Vi € {0,...,k—3},Vj € {0,...,k—1}, (Gip2—Gi)x 'G; = 0.
On en déduit que pour i, j dans {0,...,k—1}, G; X 'Gj = G} mod 2 "G} mod 2- De plus
M; x "My = Mimod2 "Mjmod2 = —Gimod2 ‘Gjmod2 (par construction de M et
’Ul,’UQ,’Ug,’U4), donc Gz X th = 0.

Le code engendré par G est donc auto-dual (mais n’est plus f-cyclique).

Exemple 11. (suite) On considére le code [34,18]4 qui est le dual du code 0-cyclique de
Vezemple précédent. Il est engendré par ht = X164 X154+ 02X12 4 ¢2X10 4 X9+ X8 4+ X7 +
aX%+aX*+ X +1. On létend en un code [36, 18]y auto-dual en suivant le procédé précédent
avec (v1,v2,v3,v4) = (0,1,1,0).

7 Application a la construction de codes auto-duaux [72, 36, 12|,

Cette partie est traitée dans [Bouls].

Les codes auto-duaux binaires [72,36] ont fait I'objet de nombreuses investigations. La
principale question porte sur l’existence d’un code [72, 36, 16]2 auto-dual et n’a pas de réponse
a ce jour (voir [Doull] pour une vue d’ensemble sur ce sujet). On s’intéresse ici aux codes
auto-duaux binaires [72,36,12] obtenus comme images binaires des codes f-cycliques auto-
duaux [36, 18], et des codes O-cycliques étendus auto-duaux [36,18]4. La distance minimale
12 est la meilleure distance que l'on a obtenue. Ces codes sont classés suivant leurs polynémes
énumérateurs de poids, certains d’entre eux étant nouveaux.

On rappelle qu’un code binaire auto-dual est dit de Type II si tous ses mots ont un poids
multiples de 4. Il est de Type I si au moins I'un de ses mots a un poids non multiple de 4.
D’apres [DGH97] et [KYS14], les énumérateurs de poids des codes [72, 36, 12]3 auto-duaux de
Type II sont

14 (4398 4+ a)y'? + (197073 — 12 a)y'% + (18396972 + 6601)y>° + - - -

et ceux de Type I sont
W1 = 1+ 28y"? + (8640 — 64~)y™* + (124281 — 2453 + 384~)y'0 + - ..

et
Wigo =14 28y"% 4 (7616 — 640)y™* + (134521 — 243 + 3848)y™6 + - - - .

Les tableaux 2.6, 2.7, 2.8 et 2.9 résument les résultats obtenus. Les coeffcients «, 5,7,
des nouveaux énumérateurs de poids apparaissent en gras dans les tableaux.

8 Conclusion et perspectives

L’approche consistant a obtenir une écriture des solutions de I’équation auto-duale comme
ppcm a gauche de polynémes tordus vérifiant des équations intermédiaires est résumée par le
schéma 2.2 et a I’avantage d’éviter toute résolution de systéemes polynomiaux.

Cette approche a permis en particulier de construire des codes de grandes longueurs et
de battre des records de distance minimale sur 4y en longueur 78 et sur Fg en longueur 52
( [BU14b]).
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Coeflicients de g «
[a2,O7 a?,a%,1,1,a%,1,a%,0,1,a%,1,42%,a%,1,1,0, 1] -2820
[1, a,a,a,a’,a?,a,0,0,0,0,0,a2, a,a,a?,a’, a?, 1} -3204
[1, a?,a%,1,1,a,1,a,0,0,0,a>,1,a,1,1, a,a, 1} -3276
[a?,1,1,0,a,1,1,a%,0,0,0,1,a?,a?,a,0,a?,a?, 1] -3312
[a?,a?%,1,a,0?,0,0,0,a,0,a,0,0,0,1,a,a?,1,1] -3336
[az,a, a,0,1,a,a,a? a?0,1,1,a,a,a?,0,a,a, 1] -3372
[a2, 0,0,a2,0,a,a,a?,a,a,a,1,a,a,0,1,0,0, 1] -3408
1,1,a,a*,1,1,1,a,0,1,0,a%,1,1,1,a,a?,1,1] -3420
[a, a,1,a,a?,a? 1,42, a%,a%,a?, a2, a,a?,a,1,a,1, 1} -3456
[a,aQ, 1,a,0,a,0,a?, a,a?,1,a%,0,1,0,1, a,a?, 1] -3504
[1, a,a?,a,a,1,1,a,a,0,a?,a2,1,1,a,a?, a,a?, 1} -3540
[a,1,a% a%,a,0,a,0,0,0,0,0,1,0,1,a% a2, a,1] -3564
[1,0,0,a,1,1,a2,a,0,1,0,a%,a,1,1,a%,0,0,1] -3576
[1, 1,a2,a%,1,a%,a,a%,a,0,a%,a,a%,a,1,a,a,1, 1} -3600
[1,0,0,0,1,1,1,0,a,1,a%,0,1,1,1,0,0,0,1] -3612
[1,0,0,0,1,a%0,1,a?,0,a,1,0,a,1,0,0,0,1] -3636
[617(12,(127(127 1,1,a2,0,a,0,1,0,a?, a, a,a?, a2, a2, 1] -3660
[1,0,0,a,0,a,a,1,1,1,1,1,a? 4% 0,a%,0,0,1] -3696
[a,(), 0,a,a,1,a2,a?,a,a%,1,a%,a%,a,1,1,0,0, 1] -3732
[a,0,a,a,1,a%0,a%,0,0,0,a?%0,a% a,1,1,0,1] -3744
[a?,a,1,1,a%,a2,1,0,a% a,1,0,a% 1,1,a%,a?,a,1] -3768
[1,1,4%,0,a,0,a,1,0,1,0,1,a2,0,a%0,a,1,1] -3816
[1,a2,a2,a, 0,a%,a,a,a,1,a?,a2,a%,a,0,a%,a,a, 1] -3828
[1,a,a,1,0,a?,0,a%0,0,0,a,0,a,0,1,a? a% 1] -3924

TABLE 2.6 — Enumérateurs de poids des auto-duaux binaires [72,36,12] de Type II images
binaires des codes #-cycliques auto-duaux [36, 18]4
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Coefficients de g 15} y
[a2,a,1,l,ag,a2,171,a,a,a,a2,a2,1,1,a2,a2,a, 1] 201 | O
[1,0,0,a,0,a?,a,0,a,0,a?,0,a% a,0,a?,0,0,1] 237 |1 0
[1,a2,a2,a2,a,1,a2,a,a,1,a2,a2,a,1,a2,a,a,a, 1] 249 0
[1,0,1,a,a,0,1,1,a2,1,a,1,1,0,(12,(12,1,0, 1] 273 1 0
[a,l,l,l,az,a71,a2,l,az,a,az,a,l,az,a,a,a, 1] 273 | 36
[a?,4,1,0,1,0,0,a2,1,0,a%1,0,0,a2,0,a%,1,1] | 309 | 0
[1,1,a,1,a%,a?,a?,0,a,1,a?,0,a,a,a,1,a%,1,1] | 345 | 0
[a ,a,1,a%,0,0,1,0,a2,a,1,0,a2,0,0,1,a2, a, 1] 381 | O
[1aaa ,0,a,a,1,1,1,1,1,a2,a2,0,a, a?, a?, 1] 393 | 36
la,a,a? a,1,a,0,a,a%0,a%1,0,1,a,1,a%,1,1] 489 | 36

Coefficients de g v o
la,a,0,a,d? a,a,0,0,0,1,1,a%1,0,1,1] [1,a,1,a?] | -3072
[a,a2,0,a2,a2,a2,0,a2,07a270,a2,a2,a2,0,a2,1] [l,a,l,aQ] -3276
[a2,1,a2,a2,1,a2,0,1,0,a2,0,1,a2,1,1,a2,1] [l,aQ,l,a] -3480
[a,1,a,1,0,0,a,a%0,a%1,0,0,a,1,a,1] [1,a,1,a%] | -3582
[a,0,a%,0,0,1,1,a%,0,a% a,a,0,0,a?,0,1] [1,a,1,a%] | -3684
[a?,1,0,a,0,1,a?,a,a,a,1,d%,0,a,0,a? 1] [1,a% 1,a] | -3990
la,a?,a,0,0,1,a,1,0,a,1,a,0,0,1,a?,1] [1,a,1,a%] | -4092

Coefficients de g v

B

[1,1,0,0,a,0,a,1,1,1,a%,0,a2,0,0,1,1] [0,1,1,0] | 221
[1,&2,1,1,a,a2,a2,a2,0,a,a,a,a2,l,l,a, 1] [0,1,1,0] | 323

la,1,a,1,0,0,a,a%0,a?,1,0,0,a,1,a,1]
la,a,0,a,a? a,a,0,0,0,1,1,a%1,0,1,1]

[aQ, 1,0,a,0,1,a%,a,a,a,1,a%,0,a,0,a?, 1]
[a,0,1,a%,0,4a,0,a%0,a%,0,1,0,a% a,0,1]
la,a?,a,0,0,1,a,1,0,a,1,a,0,0,1,a?,1]

[ ]

[ ]
[a‘)a707 170)O7a70?a2?0)17070?0‘50717 1] [0,@2, b ]

[0,a,a?,0] | 102

[ ]

[ ]

238
391
289

255
153

© © O O O © © o>
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TABLE 2.7 — Enumérateurs de poids des codes auto-duaux binaires [72,36,12] de Type I
images binaires des codes 6-cycliques auto-duaux [36, 18],.

TABLE 2.8 — Enumérateurs de poids des codes auto-duaux [72,36,12] de Type II images
binaires des codes #-cycliques étendus [36, 18]4 auto-duaux

TABLE 2.9 — Enumérateurs de poids des codes auto-duaux [72, 36, 12] de Type I images binaires
des codes f-cycliques étendus [36, 18]4 auto-duaux.
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C=C+
i -h=X"-1
[longueur n ﬁxée] [longueur n et fi(X 2)]
systeme polynomial h = lerm(h;)

hE -y = fi(X2)P

FIGURE 2.2 — Construction des codes f-cycliques auto-duaux sur [F,.

En suivant le méme procédé que précédemment, on peut aussi construire et énumérer les
codes f-négacyliques auto-duaux sur 2 (théoreme 1 de [Boul6).

Pour les codes auto-duaux hermitiens, I’étude n’a été que partiellement menée (théoreme
3.7 de [Boul8] en dimension non multiple de p sur [F,2) et pourrait étre complétée en longueur
quelconque sur Fp2 en utilisant les mémes techniques.

Par ailleurs, cette approche via les ppcm s’adapte bien pour une autre famille de codes,
les codes LCD (tels que C' N Ct = {0} c’est a dire ici tels que gerd(g, hf) = 1). On peut
en effet remarquer que 1’équation auto-duale se réécrit sous la forme g - h = X™ — 1 avec
g = h?, ce qui est encore équivalent & g = lclm(g;) ol g; - hy = fi(X?)P" et g; = hf.. Partant de
cette nouvelle interprétation, il se déduit une interprétation des codes #-cycliques LCD par
'équation g - h = X" — 1 avec gerd(g, h?) = 1 et gcrd(gi,hf) = 1. Un schéma récapitulatif
est donné en figure 2.3. Ceci a donné lieu a un travail dans le cadre de la these de Rayna D.
Boulanouar en co-direction avec Aicha Batoul ( [BBB20b]).

Enfin les constructions ont été réalisées uniquement sur IF 2 et il serait intéressant d’étudier
les constructions sur Fpm avec 3 < m < n ou n est la longueur du code. Le cas ou m = n
correspond aux codes cycliques de Gabidulin et fait ’objet d’une prépublication avec Aicha
Batoul et Rayna D. Boulanouar ( [BBB20al).
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g=h" gerd(g, hf) =1
[longueur n ﬁxée] [longueur n et fi(X 2)]
systeme polynomial g = lelm(g;), gihi = fi(X?)P°

/ \
gi:hE

gcrd(gi,hg) =1

FIGURE 2.3 — Construction des codes #-cycliques auto-duaux et LCD sur F,2 de longueur n,
polyndémes générateur et de controle tordus g et h
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Chapitre 3

Codes d’évaluation tordue

Le but de cette partie est de présenter une classe de codes d’évaluation définis a 'aide de
polynoémes tordus. Cette partie est une synthese de [BU14a] puis de [Boul9].

1 Evaluation(s) des polyndémes tordus

Les résultats qui suivent découlent des travaux de Lam et Leroy ( [Lam86], [LL88]) et sont
résumés dans la section 3 de [BU14a]. On s’intéresse ici a I’évaluation des polynémes tordus
< par reste » puis < par opérateur >.

On consideére 'anneau R = A[X;60,d] ou A est un corps non nécessairement commutatif,
0 est un endomorphisme de A et § est une #-dérivation définie par

d(a+b)=0d(a)+ 4(b)
d(ab) = d(a)b+ 0(a)d(b).

La multiplication est alors régie par la loi

Va,beA,{

Vaec A, X -a=0(a)X +d(a).

[’anneau R est un anneau Euclidien a droite. Si 6 est un automorphisme il est aussi
Euclidien a gauche.

Définition 8 (Evaluation, [LL88]). Soit f dans R, soit a dans A. Il existe un unique q dans
R et un unique a dans A tels que f = Q - (X — a) + a. L’application

f:{A — A

a = a

est associée a cette division a droite et on note a = f(«) ’évaluation < par reste > de f en
.

Par ailleurs, I'expression de f(«) est donnée par le lemme :

Lemme 6 ( [LL88]). Soit o dans A et f =" f; X" alors f(a) = ZfiNie’a(a) ot Nf’(s(a) est
défini par

NP) = 1

Ni(@) = 07 (a)) o+ 6(N7 " ().

7

39
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Remarque 2. Si A est un corps fini (A = Fpm, avec p nombre premier), 6 est l'automor-

m

—1
phisme de Frobenius et 0 est nulle, alors Ng{(s(a) =0m""a) - 0(a)a = a7 T est la norme
de a relative a lextension Fpm [F),.

Définition 9 ( [LL88], page 321). Soit n € N*. Soient ay,...,an dans A et soit k dans N*.

La matrice (0, d)-Vandermonde k x n de support a = (o, ..., ay) est définie par
1 1 1
0,0 0,0 0,0
0.6 Ny (a1)  Ny(a) - Ny(am)
Vin(@) = : : :
0,6 0,5 0,5
N5 () N5y(az) -0 N5y (am)

Si k = n, la matrice est carrée et sera notée qu’a(g). Si 0 =1id et § =0, on obtient la matrice
de Vandermonde classique.

Théoréme 5 (Théoreme 8, [LL88] page 326). Soient n € N*, aj,...,a, € A et g =
lelmy<i<n(X — a;) € R, alors deg(g) = rang (Vg’(s(ozl, e ozn)) .

Si deg(g) = n alors aq, ..., ay sont dits P-indépendants.
Considérons un sous-ensemble €2 de A. Le rang de Q est Rang(Q2) := deglclmyeq(X — u).

Définition 10 (classes de conjugaison, [LL88]). Soient a,b € A. a et b sont (6,0)-conjugués
s’il existe y dans A* tel que b = a¥ ou

a = 0(y)ay ' +o(y)y
Ceci définit une relation d’équivalence sur A.

Remarque 3 (Remarque page 315 de [LL88]). Les éléments a et b de A sont conjugués
signifie que les polynomes X — a et X — b sont similaires dans R (voir définition 3). En effet
X —a ~ X—b si et seulement si il existe u et v non nuls dans A tels que u-(X —a) = (X —b)-v,
soit buv = ua + 6(v) avec u = 6(v).

Proposition 12 (Formule du produit, [LL88]). Soient f,g dans R et soit o dans A.
— Sig(a) =0, alors (f - g)(a) =0.
— Sig(a) #0, aors (f - g)(@) = f(a9@)g(a).

Démonstration. ( [LL88]) Soient ¢;(X) et g2(X) dans R tels que g(X) = ¢1(X) - (X —a)+g()
et f(X)=q(X) (X —a%®) + f(a9). On a :

F(X)-9(X) = f(X)-qi(X) (X —a) +@(X) - (X —a?) - g(a) +f(a?@)g(a)

0(9(a))-(X—a)

= (f(X)-a1(X) +2(X) - 0(9(@)) - (X = @) + f(a?)g(a).
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A tout polynoéme tordu on peut également associer un opérateur linéaire de la maniere
suivante (voir Lemme 2 de [BU14a] par ailleurs). Considérons 'opérateur D défini par :

6 si 6=0
D_{5 si §#0.

A tout f =3 a; X" de R on associe Uopérateur L5 = > a;D* dans A[D,+,0] ot o est la
composition des opérateurs.

Définition 11 (Définition 3 de [BU14al). Soit f dans R et soity dans A. L’évaluation tordue
< par opérateur > de f eny est Li(y).

L’évaluation tordue < par opérateur > est liée a I’évaluation tordue < par reste > via la
relation suivante :

Yy € A* Li(y) = f(Dy)y™") x . (3.1)

2 Codes d’évaluation tordue

On présente ici deux familles de codes de type Reed-Solomon basés sur ’évaluation tordue
< par reste > et ’évaluation tordue < par opérateur > (section 4 de [BU14a]). Puis on propose
un algorithme de décodage du type Berlekamp-Welch en métrique de Hamming (algorithme
1 de [BU14a]).

2.1 Codes d’évaluation tordue <« par reste >

Définition 12 (Définition 7 de [BUl4a]). Soient k < n dans N*, soient ai,...,ay P-
indépendants dans A. Le code d’évaluation tordue < par reste > de support o = (aq,...,an)
et de dimension k est défini par

Cpl (@) = {(f(ar),.... flam)) | f € R, deg(f) < k}.

Une matrice génératrice de Cz’i () est la matrice de Vandermonde rectangulaire V,f;f(g)

Lemme 1 de [BU14a]). Comme «, ..., o, sont P-indépendants, yoo «a) est de rang k.
k,n

Remarque 4 (Section 4.2 de [BU14al). Si A =TF,, alors 0 est nécessairement une dérivation
interne : 6 = [(0 —id), avec B € Fq. On a alors pour tout i dans {1,...,n}, f(oy) =
V(f)(; + B) ot ¢ est l'isomorphisme d’anneaux défini par (cf. [Coh85], page 295)

- { F,[X;0,0] — Fq[Z; 6] (3.2)

ZaiXi — Zai (Z—ﬂ)Z

On en déduit donc l’égalité Cz’fl(g) = C! (a+ B). Sur Fy, la dérivation n’apporte donc
rien pour les codes d’évaluation tordue < par reste >.

Exemple 12. S1 A =TF,, 0 =id et 6 = 0, alors a1,...,a, P-indépendants signifie que la
matrice de Vandermonde (classique) V,i4(a) est inversible c’est a dire que o, ..., o, sont
distincts deux a deux. Ainsi, C;dﬁo(g) est un code de Reed-Solomon de support (ai,...,an).

Proposition 13 (Proposition 2 de [BUl4al). Soit k < n dans N*. Soient aq,...,q, P-
indépendants dans A. Le code C! (a) est un code MDS.
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Démonstration. On montre que le code ne possede pas de mot non nul de poids < n—k+1. Soit
c=(flan),..., f(an)) avec deg(f) < ket wy(c) <n—k.Soit I = {i € {1,...,n} | f(oz) =0}
et soit S(X) = lelm;er (X — ;). Alors #1 > k, deg(S) = #I car («)ier sont P-indépendants
et S(X) divise f(X) a droite donc f =0 et ¢ = 0.

[

2.2 Codes d’évaluation tordue < par opérateur >

L’évaluation tordue « par opérateur > permet de définir une nouvelle classe de codes, les
codes d’évaluation tordue < par opérateur >, qui ont un étroit lien avec les codes de Gabidulin
et les codes d’évaluation tordue < par reste >. La définition qui suit est donnée dans un cadre
plus général que celui des corps finis. On définit le corps K par :

[ A’={acA|fa)=a} si §=0
K‘{{aeAya(a)ZO} si 540,

Définition 13 (Définition 7 de [BU14a]). Soient k < n dans N*, soient y1, ..., yn linéairement
indépendants sur K. Le code d’évaluation < par opérateur > de support y = (y1,...,¥yn) €t
de dimension k est défini par

OZZfL(Q) ={(Lry1),-.-, Lf(yn)) | f € R,deg(f) < k}.

Une matrice génératrice de (’)Z’i(g) est le Wronskien

Y1 Y2 Yn
D)  D(y2) -+ Dlyn)
0,6
W (Y1, -y ) = :
DM y) DM Hya) - Dy
(Lemme 1 page 11 de [BU14a]). Comme yi,...,y, sont linéairement indépendants sur K, le

rang de Wrl0(y1,...,y,) est égal a k.

Remarque 5. SurF,, si 6 =0, alors K = ]F'Z et OZZ%(Q) = (’)zm(y) est un code de Gabidulin
de support (y1,...,yn) ( [Gab85]).

2.3 Lien avec les codes de Gabidulin

On se place ici sur A =F,. Si 0 # 0, alors § = §(0 —id) ou 8 € F;. Le lemme 3 de [BU14a]

montre que si 3 s’écrit sous la forme § = 0(u)/u avec u # 0, on a aussi (’)Z’i(g) =09 (y).
On généralise ici ce lemme avec 3 non nul quelconque dans Iy, :

Lemme 7 (Lemme 3 de [BUl4a]). Si A est un corps fini Fy alors ngi(g) est un code de
Gabidulin.

Démonstration. Comme A =TF,, 0 est une dérivation définie par 6 = (0 — id) ou § € F,. Si
B =0, le résultat est immédiat. Supposons 3 # 0 et soient &, u € Fy tels que 8 = & x 0(u)/u.
Soit y dans [y et soit f dans R de degré < k. On a

£40) = F6/9) = F (63 "0 ) sy (33
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ou F' = 9(f) € F4[Z; 0] et ¢ est défini en (3.2). Notons a = (Qan) - Ow)y oy gy

o e
sont dans [, et linéairement indépendants sur ]FZ. On a, d’apres (3.3),

(Lr)s-- o Lslyn)) = (F(€an),..., F(€an)) x Dy

ou D, est la matrice diagonale d’éléments diagonaux yi, ..., y,. Donc OZ:i(y) a pour matrice
génér;trice Vkﬁn(gg) x Dy. Or Vkﬁn(gg) x Dy =P x Wrzyn (uy) ol P est la matrice diagonale
inversible d’éléments diagonaux (1/u, N¥(&)/u, ..., N{_,(£)/u). Donc le code (’)g”i(g) est égal
au code de Gabidulin Ozm(ug) de support (uy1, ..., uy,). On conclut en utilisant le théoreme
2 de [Ber03].

O

SiA=F,etsiai,...,o,sont P-indépendants et conjugués a a (Vi,a; = ab(y;)/y:), alors
Y1, - - -, Yn sont linéairement indépendants sur ]FZ et sz(g) est un code équivalent a un code
de Gabidulin de support (y1,...,yn). En effet

N§(a) 0 0 Jyr 0 - 0

0 N(a) --- 0 0 1/yo -+ 0

V/gn(g) = . .. 0 X Wrz,n(g) X : . 0
0 0 o+ NY_(a) 0 0 - 1/y,

Ainsi sur Iy, les codes d’évaluation tordue « par opérateur > coincident avec les codes
de Gabidulin et les codes d’évaluation tordue « par reste > sont équivalents aux codes de
Gabidulin dans le cas particulier ou les points du support du code tordu sont tous conjugués.
Dans la suite on se focalisera uniquement sur les codes d’évaluation tordue < par reste > (avec
des points du support non nécessairement conjugués).

Les codes de Gabidulin sont des codes optimaux pour la métrique rang. Ils ont fait 'objet
de nombreux travaux dont deux theses a I'Université de Rennes 1 ( [WZ13] et [Robl5]).
On rappelle ici rapidement la définition de la métrique rang sur un anneau A muni d’un
automorphisme et d’une dérivation (voir Définition 8 de [BU14a] par ailleurs) :

Définition 14. Soit y = (y1,...,yn) dans A". Le poids rang de y est égal a dimg (y1 K +
ety K) = rang(erL’é(g)).

Si A =T, et 6 est un automorphisme de I, alors le poids rang de y sur IFZ, noté rang?(y)

est égal a la dimension du IFZ—sous—espace de Iy engendré par y1,...,y, ( [Gab85], [Ber03]).
On a ranga(y) = dimFg (g) = rang(Wg’a(g)).
Les codes de Gabidulin sont des codes Maximum Rank Distance et il existe de nombreux
travaux sur leur décodage en métrique rang ( [WZ13], [Loi06], [Rob15]).

2.4 Un algorithme de décodage en métrique de Hamming

On s’inspire ici de l'algorithme de Welch-Berlekamp pour les codes de Reed-Solomon tel
qu’il est présenté dans [Aug03] .

Soit C' un code d’évaluation tordue [n,k,n — k + 1], de support o = (o, ..., ) avec
ai,...,q, P-indépendants.
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Soient ¢ = (f(a1),..., f(an)) dans C, e dans Fy et r = c+e avec wy(e) <t := |(n—k)/2].
Soit E(X) = lelmyje,20(X — ;%) (qui correspond au polynéme tordu localisateur d’er-
reurs). Alors
Vie{l,...,n}, f(a;) = r; ou B(a} )y = ¢
donc E-(f —r;)) = E- f— E-r; sannule en «; pour tout ¢ dans {1,...,n} :

{ (E- f)(ei) —E(e;)ri =0 sir; #0
(E-f)(a;) =0 sir; =0.

Algorithme 1 Un algorithme de décodage des codes d’évaluation tordue pour la métrique

de Hamming (Algorithme 1 de [BU14a])

Entrée : A corps non nécessairement commutatif, # automorphisme de A, § une #-dérivation,
R = A[X;0,9], a = (a1, ...,ay) P-indépendants sur A, r € A" tel que r = ¢ + e avec
wi(e) <t:=[(n—k)/2], c=(f(ar),.... f(am)), [ € R et deg(f) < k.

Sortie : f

Idy+n—1—t
2: d1<—d0—(k3—1)
3: Trouver une solution non nulle o, ..., qo,dys 91,0, - -»q1,4; au systeme linéaire :

do
. 1)
sir;=0: g qOJNf’ (a;) =0
=0

d() dl

. 0,6 0,0 i

sir; #0: ZQOJ N; () +ZQ1J N () ri =0
j=0 j=0

do

Qo+ > qo, X’

j=0

dy
L Q1L Y qu X

j=0
. f + quotient dans la division euclidienne a gauche de Q)¢ par —Q1 dans R
rendre f

=

Ut

N

Proposition 14 (Proposition 5 de [BU14a]). L’algorihme 1 est correct.

Démonstration. Soient Qo(X) et Q1(X) dans R tels que pour tout i dans {1,...,n}, Qo+Q1-r;
s’annule en «; :
{ Qolag) + Qi(a;)r; =0 sir; #0
(%) :
Qo(ai):() S1 TiZO
avec deg(@Q1) <t et deg(Qp) < k — 1, alors f est le reste de la division euclidienne & gauche
de —Qo par Q1.
En effet, soit ¢ dans {1,...,n} tel que e; = 0, alors r; = f(«;) et d’apres le point 3., (Qo +
Q1+ f)(ai) = 0. Ainsi lelmy)e, o (X — a;) divise Qo+ Q1 - f & droite. De plus deglclm;)., —o(X —
a;) > n —t car les o; sont P-indépendants et deg(Qo + Q1f) <t+k—1<n—t—1 par
hypothese sur les degrés dy et d; (points 1. et 2.). On a donc Qo+ Q1 - f = 0.
O]
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Exemple 13. Considérons a = (a?,a?%,2,a'3,0,4,a'% a*,a*') € F); on Fos = F5(a) avec
a?+4a+2 = 0. Le polynéme P = lclmi<;<g(X — o) est égal a X° — X donc az, ..., aq sont
P-indépendants, donc le code d’évaluation tordue < par reste > [9,2,8lo5 de support « est bien
défini. Il est a noter que a,...,ag ne sont pas linéairement indépendants sur Fs et on ne
peut pas définir un code de Gabidulin de support a.

La capacité de correction pour la métrique de Hamming est égale a 3.

Considérons c = (f(a1),..., f(ag)) ot f = a*X+a'® etr = c+e avece = (a?,0,0,a,0,0,0,1)
de poids de Hamming égal a 3.

Les polynomes Qo = a*X°+aP X1 +a" X3+ X et Q1 = X*+aBX3+a2 X% +a° X vérifient
les conditions des points 3, 4 et 5 de l'algorithme 1. Le quotient de la division euclidienne a
gauche de —Qq par Q1 est bien égal a a*X + a'®.

Augmentons le poids de Hamming de e de telle facon a dépasser la capacité de correction
du code : e = (a?,0,0,a®,a,0,0,0,1). On constate que l’algorithme fonctionne. En effet les
polynémes tordus Qo = a’X° +a’X* + a9 X3 + X2 et Q1 = a'OX* + a?' X3 + a1 X2 vérifient
les conditions des points 3, 4 et 5 de l'algorithme 1. Le quotient de la division euclidienne a
gauche de —Qq par Q1 est bien égal ¢ a*X + a'®. Nous verrons une explication de ceci dans
la section suivante et ’exemple 14.

3 Codes d’évaluation tordue en métrique tordue

Cette section est une breve synthese de [Boul9).

Dans la suite du document, un code d’évaluation tordue désignera un code d’évaluation
tordue < par reste >.

On s’intéresse ici a une nouvelle métrique, appelée ‘skew metric’, ou métrique tordue in-
troduite par Martinez-Penas dans [MPn18]. Apres avoir donné une nouvelle interprétation &
cette métrique, on démontre que les codes d’évaluation tordue sont MSD (Maximum Skew
Distance). Enfin, apreés avoir adapté l'algorithme de décodage 1 a la métrique tordue (Algo-
rithme 2), on donne quelques pistes pour 'adaptation de 1’algorithme de décodage en liste de
Sudan a la métrique tordue.

3.1 Une nouvelle interprétation de la métrique tordue

Définition 15 (Definition 9 de [MPnl8]). Soit n un entier non nul, soit a = (o, ..., o) €
A", P-indépendants sur A, soit P = lclmi<i<n(X — i), soit y = (y1,...,yn) € A" et soit F'
le polynome d’interpolation tordu en les points (a1, Y1), ..., (Qn, yn). Le poids tordu de y (par
rapport a o) est

wa(y) =n — Rank({u € A| P(u) = F(u) = 0}).

Dans les lemmes 8 et 9, on propose deux interprétations de la métrique tordue.

Lemme 8 (Lemme 1 de [Boul9]). Soit n un entier non nul, soit « = (aq,...,a,) € A",
P-indépendants sur A, soit P = lclmi<;<n(X — i), soit y = (y1,...,yn) € A" et soit F le
polyndome d’interpolation tordu de F' en les points (a1,y1),- .-, (Qn,yn). Le poids tordu de y
(par rapport a «) est
we(y) = n — deg(gerd(P, F)).

Démonstration. Considérons l'ensemble U = {u € A | P(u) = F(u) = 0}. D’apres la
définition 15, we(y) = n — deg(G) ou G = lelmyey(X — u). Pour tout w de U, X — u
divise P et F' a droite, donc GG divise P et F' a droite.
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Considérons une facteur a droite H commun a P et F. Comme P est un ppcm a gauche

de facteurs linéaires, il existe un ensemble V' d’éléments de A tel que H = lelm,ey (X — v).
De plus pour tout v de V, P(v) = F(v) =0 donc V est inclus dans U et H divise G.

O

Lemme 9 (Proposition 1 de [Boul9]). Soit n un entier non nul, soit a = (aq,...,a,) € A™,
P-indépendants sur A, soit y = (y1,...,yn) € A™. Le poids tordu de y (par rapport a o) est

wq(y) = deg(lelmy, 2o(X — o).

Démonstration. Considérons E = lclmy,2o(X — o). D’aprés le lemme précédent, wq(y) =
n — deg(gerd(P, F)) = deg(P) — deg(gerd(P, F')) = deg(lclm(P, F)) — deg(F'). Considérons E
dans R tel que E - F = lclm(P, F), alors w,(y) = deg(E).
P divise E-F & droite. En effet (E-F)(;) = 0 par définition de E. Donc lclm(P, F) = E-F
divise E - F & droite donc F divise F & droite.
F s’annule en al st y; # 0. En effet FE - F gannule en «;, donc d’aprés la formule du
produit, si y; # 0, E(Ozly") = 0. Donc FE divise E & droite.
O

Exemple 14. Considérons a = (a?,a%,2,a'3,0,4,a'% a*, a®') € F)y (evemple 13). Considérons
e = (a%0,0,a% a,0,0,0,1) € Fg5. Le poids de Hamming de e est 4 et e poids tordu de e est
wq(e) = 3.

De la deuxieme interprétation donnée dans le lemme 9, on déduit une nouvelle preuve du
théoreme

Théoréme 6 (Théoreme 1 de [MPnl18] ou Théoreme 3 de [Boul9]). Un code d’évaluation
tordue est MSD (Mazimum Skew Distance).

Démonstration. Soit ¢ = (f(a1),..., f(a,)) un mot de code de poids < n—k ou f € R
est de degré < k. Considérons E = lclmg,£o(X — o;*). D’apres la formule du produit, on a
(E - f)(eii) = 0 pour tout ¢ dans {1,...,n}, donc P divise £ - f & droite. Enfin le degré de
E - f est inférieur ou égal a (n — k) + (k—1)=n—1=deg(P)—1,donc E- f =0et f =0.

O

3.2 Un algorithme de décodage unique pour la métrique tordue

Dans cette partie, on montre que ’algorithme de décodage 1 pour la métrique de Hamming
s’adapte bien a la métrique tordue. Pour montrer ce résultat, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 10. Soient f et g dans R. Si g divise f a droite alors wo(f(1),. .., f(an)) <
wa(g(ar), ..., g(an)).

Démonstration. Considérons F, G les polynomes d’interpolation tordue aux points (o, f(a;))
et (e, g(;)). D’apres le lemme 8, on a :

{ wa(g(r), ..., g(an)) = deg(P) — deg(gerd(P, G))
walf(n).-.., flan)) = deg(P) — deg(gerd(P, F)).
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Comme P divise a droite G — g et F' — f, on a gerd(P,G) = gerd(P, g) et gerd(P, F) =
gerd(P, f). De plus gerd(P, g) divise a droite gerd (P, f) donc deg(gerd(P, F'))—deg(gerd(P, G)) >
0 et

wa(f(01), -, flan))

IA
g

O]

Algorithme 2 Un algorithme de décodage des codes d’évaluation tordue pour la métrique
tordue
Entrée : A corps non nécessairement commutatif, # automorphisme de A, § une #-dérivation,
R = A[X;0,9], a = (a1, ...,ay) P-independants sur A, r € A" tel que r = ¢ + e avec
wa(e) <t:=|(n—k)/2], c= (f(a1),..., f(an)), f € R et deg(f) < k.
Sortie : f
Ldy+n—1—t
2: d1<—d0—(kj—1)
3: Calculer qoo,-..,90,dy» 91,05 - - - »q1,4, solution non nulle du systeme :

do
sir; =0: Zqo,j Nj@ﬁ(ai) =0
=0

do dl
. 0,0 0,6 i
sir; #0: E 0,5 N;°(a;) + E q1,; N (") i =0
§=0 j=0
do

Qo+ > qo,; X’

j=0
di

L Q1 Y qu X
Jj=0

. f + quotient dans la division euclidienne a gauche de @)y par —Q1 dans R
rendre f

e

Ut

N o

Proposition 15. L’algorithme 2 est correct.

Démonstration. Considérons Z(X) = Qo(X) + Q1(X) - f(X) et g(X) le polynéme d’interpo-
lation tordue en les points (a1,71), ..., (an, ).

Par construction de Qo(X) et Q1(X), le polynéme Qo(X) + Q1(X) - g(X) s’annule en les
points aq, ..., ay.

On a donc, pour tout i de {1,...,n}, Z(a;) = (Q1(X) - (f(X) — g(X)))(;). De plus
f(X) — g(X) divise a droite (Q1(X) - (f(X) — g(X))), donc d’apres le lemme 10, on a

wo(Z(a1), ..., Z(an)) <wgy(e) <t

D’apres le lemme 9, le polynéme E(X) = lelmgq,)20(X — oziZ(ai)) est donc de degré < t.
De plus, d’apres la formule du produit (proposition 12), le polynéme tordu E - Z s’annule en
a; pour tout 7 de {1,...,n}. Orson degré est <n—t—1+t<mn,donc E-Z=0et Z =0.

O
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Remarque 6. Dans les algorithmes 1 et 2, si 6 n’est pas un automorphisme, R n’est pas
FEuclidien a gauche, ainsi la division a gauche du point 6. ne peut pas étre effectuée. Dans ce
cas, on effectuera une division a droite de Qf par Q7 (voir [Boul9]).

Remarque 7. Dans le cas ot 0 est le morphisme identité et § est la dérivation nulle, ’al-
gorithme 2 correspond a ’algorithme de Berlekamp-Welch pour les codes de Reed-Solomon et
la métrique de Hamming.

Exemple 15. Considérons le code d’évaluation tordue [9,2,8|s5 de support

a = (a%,a%,2,a'3,0,4,a'%, a*, a®') (voir ezemples 13 et 14). Sa capacité de correction
pour la métrique tordue associée & a est égale a 3. Considérons e = (a?,0,0,a%,a,0,0,0,1).
Le poids tordu de e est wq(€e) = 3 c¢’est pourquoi lalgorithme 1 s’adapte bien (comme montré
dans la fin de l'exemple 1/).

3.3 Décodage en liste en métrique tordue ?

Cette partie est extraite de la version longue de [Boul9] (soumission & DCC) et n’est pas
encore completement aboutie.

On propose ici un algorithme de décodage en liste pour les codes d’évaluation tordue.
L’idée est d’obtenir l'algorithme de décodage de Sudan des codes de Reed-Solomon pour
la métrique de Hamming (voir [Aug03]) quand 6 = id et § = 0. A noter que 'étude du
décodage en liste des codes de Gabidulin pour la métrique rang a fait I’objet de nombreuses
investigations (voir [WZ13]).

On prend le parti ici de présenter I’algorithme sans utiliser le formalisme des polynomes
bivariés, mais ce formalisme semble ensuite nécessaire pour ce qui est I’étude de la construction
et de la taille de la liste (proposition 17).

Le point le plus délicat ici provient du fait que ’on va devoir imposer un peu plus sur le
poids de I'erreur. On s’inspire de I'interprétation de la métrique tordue donnée dans le lemme
8 pour ajuster les conditions de départ sur le vecteur erreur.

Proposition 16. L’algorithme 3 est correct.

Démonstration. Les équations du point 5 de I’algorithme sont n équations linéaires en Zﬁ:o n—
l—7—jk—1)=C+1)(n—1—7)— L+ 1)(k—1)/2 > n+ 1 inconnues. Ainsi il existe
(90,05 - -+ 90,dgs - - -+ 9£,05 - - - » Ge.d,) non nul. Considérons Q4(X) = Z;'lio qu-Xj pours =0,...,¢
et Z(X) = Zi:o Qs(X) - f*(X). Montrons que Z(X) = 0.

Considérons E(X) = lelmz(qy,)20(X — aiZ(ai)). D’apres la formule du produit (proposition
12), le polynome tordu E - Z s’annule en aq,...,a, donc E - Z est divisible a droite par le
polynéme P = lclm;<i<,(X — ;) de degré n. De plus deg(Z) < maxp<s</(deg(Qs) + s(k —
1)) < n—1—7. Montrons que deg(E) < 7, ce qui signifie wo(Z(a1),...,Z(ayn)) < 7 (d’apres
le lemme 9).

Pour i dans {1,...,n}, Z(a;) = (Zi:o Qs %) (). De plus, les polynomes tordus Qo (X),
..y Qp(X) vérifient les relations du point 5. :

/ { ds
Vie{l,...,n}, <Z Qs -gs> () = Z(Z CIs,ij) g% | () =0.
s=0

s=0 j=0

On obtient donc Z(«;) = H(a;) ou H := Zf;:l Qs (f*—9g°).
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Algorithme 3 Algorithme de ”décodage en liste” des codes de Reed-Solomon tordus

Entrée : A un corps non nécessairement commutatif, # un endomorphisme de A, § une 6-
dérivation, R = A[X;6,0],a = (aq,...,ay) P-independants sur A, r € A" tel que r = c+e
avee ¢ = (f(an), .., f(an), | € R, deg(f) < k et

we(G(a1),...,G(an)) <7

0i17<min< “_Ll—i—(k—l)ﬁ —1—(k—1)€) G=gerd(g—f,...,9" — f") et gest le
polynoéme d’interpolation tordue aux points (041, T1)y oy (QnyTh)-

Sortie : L’ensemble £ des polynomes tordus f de R de degre < k tels que deg( f) < ket
wa(Glar), .., Glan)) < 7 ott G = gerd(g— f....,g" — 1)

1: g+ polynome d’interpolation dans R aux points (a1,71), ..., (Qn, )

2: pour s =0,...,¢ faire

33 ds<+n—1—17—s(k—1)

4: fin pour

5: Calcul d’'une solution non nulle (qo,0, - - -, 40,dys 91,0, -->q1,dys - - - »Ge,d,) aU systeme linéaire

¢ ds

ZZQSJ’ x ((X7-¢°) (o)) =0,i=1...n
s=0 j=0

6: pour s =0,...,¢ faire

T Qs(X) < Z] 0 45 X7

8: fin pour .

9: Calcul de 'ensemble £ des f dans R de degré < k tels que

Qo(X) + Qu(X) - F(X) + Qa(X) - FA(X) + -+ Qu(X) - f(X) =

et wg((é(al), e é(an)) <rouG= gerd(g — f, - fe)
10: rendre L
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Considérons G = gerd(g — f, g% — f%,...,9" — f%). Alors G divise H & droite donc
d’apres le lemme 10, wo(H (o), ... H(ay)) < wa(G(aq),...G(ay)). De plus par hypothese,
we(G(a1),...G(ay)) < 7 donc we(Z(a1),...,Z(ay)) < T.

O

Remarque 8. Si /=1 et 7 =t, on retrouve algorithme 2. En effet la condition
we(G(an),...,G(ay)) < T
s’écrit
wa((g — flea),..., (g = fllaw)) <7
c’est a dire wy(e) < t. De plus les équations

14

ds
qu&j X ((Xj '98) (Oéi)) =0,i=1...n

s=0 j=0

s’écrivent
do ' d1 ‘
Zq&j x (X7 -go) (o)) —i—Zqu x ((X7-9) () =0,i=1...n
j=0 j=0

soit

do
> a0 N (i) = 0 siri(= (g(as)) = 0

Jj=0
do dl

0,6 0,0 ; .
ZQOJ N; (i) + ZQLj Ny (af") r; =0 sir; #0.
=0 =0

Arrivé a ce stade, deux questions se posent : quelle est la taille de la liste obtenue ? peut-on
calculer cette liste de maniere efficace ?

Dans ce qui suit, nous donnons des réponses partielles qui reposent essentiellement sur
deux articles : [GM65] et [GSO00].

Nous supposerons dans la suite que A est un corps [Fy, 6 est un automorphisme de A et
que la dérivation ¢ est nulle.

Nous allons associer aux ¢ 4+ 1 polynoémes Qo(X),...,Qu(X) € Fy[X;0], le polynome
Q(X,Y) e Fy(X;0)[Y] o Fy(X; 0) est le corps des fractions & droite de Fy[X; 6]. Le polynome
Q(X,Y) est alors un polynéme gauche, selon la terminologie de [GM65] que nous exposons
en quelques lignes ci-dessous.

Considérons un corps non commutatif D. Un polynéme gauche a coefficients dans D est
un expression de la forme f = 3" a;Y? ot a; € D. Pour ¢ dans D, on définit f(c) = > a;c’. Si
f(e) =0, c est appelé zéro ou racine de f.

Les polynoémes gauche peuvent étre additionnés et multipliés en utilisant les regles usuelles :

Z akYk + Z bkyk = E(ak + bk)Yk et (Z akYk)(Z bkyk) = Z(Ei+j:k aibj)yk.

Théoreme 7 ( [GM65]). Un polynome gauche de degré d a coefficients dans un corps non
nécessairement commutatif D a ou bien au plus d racines, ou bien une infinité de racines.

Exemple 16. Le polynome gauche Y2 +Y + X2 + 1 € Fo(X;0)[Y] posséde 4 > 2 racines
dans Fo[X;0] : a®X +1,a"X +1, aX +1 et a>X + 1. Il posséde un nombre infini de racines
dans Fy(X;0).
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Ainsi le nombre de polynomes f(X) de degré < k vérifiant Qo(X) + Q1(X) - f(X) +
<+ Qu(X)f(X)* = 0 n’est pas nécessairement majoré par £. La proposition suivante donne
une condition suffisante pour que cette majoration soit vérifiée. Elle s’inspire directement du
théoréme 3 de [GS00].

Proposition 17. Soit A un corps, soit 8 un automorphisme de A et soit R = A[X;0]. Soit
Q(X,Y) = 38, Qs(X)Y*® € R[Y] and soit Hy(Y) = Y\, qs0Y® € A[Y]. Si Hy # 0 et si
pour tout B dans A tel que Hyo(3) =0, on a

Vie{l,....k—1},Wo(6°(8)) #0
ot Uo(Y)=Ho(Y)/(Y — B), alors Q(X,Y) posséde au plus ¢ racines dans R de degrés < k.

Démonstration. Soit f(X) = Zf:_()l ;X" de degré < k tel que Zi:o Qs(X) - f(X)* = 0.
D’apres le théoreme 1 de [GM65], il existe B(X,Y) dans A(X;0)[Y] tel que Q(X,Y) =
B(X,Y)(Y — f(X)). De plus les coefficients de B(X,Y’) sont dans R car Qo,...,Qy, f sont
dans R.

Les polynomes gauches Q(X,Y), B(X,Y) et Y — f(X) peuvent étre vus comme des
polynomes de A[Y][X;o] oo : > a; Y+ > 0(a;)Y" :

d d—k+1 k—1
QX V)= HMX' = Y wm)x7 || Y ¢x
i=0 =0 =0
B(X)Y) Y—}F(X)

ou =Y — foetVje{l,...,k—1},¢; = —f;. De plus les polynomes H; sont de degrés
< /.
En développant et en regroupant les termes on obtient dans A[Y] : Vj € {0,...,k — 1},

Hj(Y) = Wo(Y)p; + U1(Y)0(pj1) + -+ (V)Y — 6 (fo)). (3.4)

Pour j = 0, on a Ho(Y) = ¥o(Y)po(Y) = Uo(Y)(Y — fo). On en déduit que Hy(fo) =0
et qu’il y a au plus ¢ valeurs possibles pour fj.
Fixons désormais fy tel que Ho(fo) = 0 et considérons Vo (Y) = Ho(Y)/(Y — fo). Suppo-
sons de plus que
Vie{l,....k—1}, T (0 (fo)) #0
alors les coefficients f; peuvent étre déterminés de maniere unique pour j =1,...,k — 1. En
effet, supposons fy, ..., fj—1 connus et ¥o(Y),..., ¥;_1(Y) connus. On a

H;(07(fo)) = o7 (fo)) s + W1(07(f0))0(pj—1) + -+ + Wj—1(607 (f0))6" " (1) + 0

donc
O H (07 (fo)) — Ui(67 (f0))0(pj—1) — - — W1 (67 ()07 (1)
b = Vo (1) B
De plus,
donc f; = —p; et ¥;(Y) sont déterminés de maniére unique itérativement.
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Exemple 17. On considére le code d’évaluation tordue [9,2,8]25 de support

a = (a%,a%,2,a'3,0,4,a'% a*,a®') et de capacité de correction t = 3 (voir exemples 13,
14, 15). Supposons que £ = 3, alors T = 5.

Considérons e = (a'3,0,0,a°,3,0,a%,0,0). Le poids wy(e) est égal a 4.

Soient f = a*X+a'®, c = (f(a1),..., fag)) = (a'7,0,1,a%,a'%,a'3,a'® a'% a*) et r = c+
e=(4,0,1,a',a,a'3,1,a', a?). Le polynéme d’interpolation tordue g aux points (v, r;)1<i<9
est g =2X8 +a" X7+ a8X0 + a8 X +a?X* +a' X3 +a® X% + aX + 3. Le polynéme tordu
G = gerd(g — f,9° — f2,9° — f3) est égal a a®X* + o> X3 + a®X? + a°X + 2 et on a
wo(G(a1),...,G(ag)) =5 < 7.

L’algorithme 3 fournit Qo(X) = a'"X3 + a8X? + "X + 1, Q1(X) = a®X?% 4 3X + 4,
Q2(X) = aX + a? et Q3(X) = a®.

On considére le polynéme gauche Q(X,Y) = Qo(X) +Q1(X)Y +Q2(X)Y2+Q3(X)Y3 =
a'"X3+a®X?2+a"X + 1+ (a2X? +3X +4)Y + (aMX +a?)Y? + a?Y3 € Fos[X; 0][Y].

On cherche les racines f(X) = fo+ f1X de Q(X,Y) dans Fo5[X; 0] de degré strictement
inférieur a k = 2. On a Q(X,Y) = Ho(Y) + H1(Y)X + -+ + H3(Y)X? € Fo5[Y][X; 0] ou
o:Ya;Y =Y adY Ho(Y) =a?Y3 +a®' Y2 +4Y + 1 et H1(Y) = a'Y? +3Y +d”.

Pour chaque racine 3 € {a,a'®,3} de Ho(Y), le polynéme Vo(Y) = Ho(Y)/(Y — B) ne
s’annule pas en 0(B) = B5. Ainsi on a au plus trois solutions f(X).

D’apres la relation (3.5), on obtient fi de maniére unique en fonction de fo en posant
j=1:fi=—H(f)/Y(f}). Les solutions possibles sont donc a*'X + a, a*X + a'® et
a3 X +3. On vérifie que a*X +a'® est la seule racine du polynéme gauche Q(X,Y) € Fos[X; 0]
de degré strictement inférieur a 2.

4 Conclusion et perspectives

Nous avons vu dans cette partie que la métrique tordue s’adapte bien au décodage unique
des codes d’évaluation tordue < par reste >. Par ailleurs elle ouvre des perspectives pour le
décodage en liste qui demanderaient a étre étudiées de plus pres. La proposition 17 permet de
calculer la liste des solutions £ de I’algorithme 3 sous des hypotheses fortes. Il serait intéressant
de chercher a généraliser cette construction en s’inspirant de [GS00] pour le calcul des séries
solutions dans le cas commutatif. Une difficulté dans la généralisation de cet algorithme
provient du fait que la structure des polynémes gauches n’est pas préservée lors de la recherche
des séries solutions. Il serait alors probablement pertinent d’utiliser la représentation des
polynomes ‘généraux’, tels qu'ils sont définis dans la section 3 de [GM65].
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