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Conventions générales

La premiére fois qu’'un auteur apparait, son nomsewi, entre parenthéses, d'une
date aussi précise que possible, ou a défaut die si& cours duquel son activité scientifique
est avérée.

On utilise (m. 1167) pour désigner une date degjéca. 1167) pour donner une date
approximative.

Les titres des ouvrages sont donnés, autant que $a& peut, dans leur version
originale suivie de la traduction francaise entarhets.

Les réféerences auklémentsd’Euclide se font sous la formé&lém H. 1.47) pour
désigner la proposition 47 du Livre | selon la numtgtion de I'édition de J.-L. Heiberg
reprise dans la traduction francaise de B. Vitnaicegt notre référence.

Donnons enfin les transcriptions utilisées pouldéses arabes.
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Notre travail porte sur la géométrie pratique en Europe en relation avec éalition
arabe a travers I'exemple du mesurage et du déagaipall s’inscrit dans une problématique
beaucoup plus large, celle de I'étude de la citmaéventuelle d’'un savoir multiforme des
Pays d’Islam vers I'Europe latine. Ces circulatisost difficiles a étudier en particulier dans
le contexte historique du Moyen-Age latin encokstmal connti Nous ne pouvons tenir
compte que des documents qui hous sont parvemmstdevons toujours garder en mémoire
gu’ils ne sont pas, de maniére certaine, repréintde I'ensemble de la production
scientifique de la période considérée. Nous pouwbmies et déja mentionner deux raisons
principales a cette non-représentativité. D’'un poile vue quantitatif, le nombre de
documents qui nous ont été sauvegardés est manmifest inférieur a la production
scientifique réelle notamment décrite par les lbbgraphes. En outre, les documents
disponibles aujourd’hui ne sont pas nécessairemsaittement identiques aux versions
originales. lls peuvent étre le résultat de traidnst de copies, de remaniements, de
compilations pour établir un corpus scolaire paemsgle. En l'absence de références
explicites ou de témoignages directs que I'historgees sciences doit systématiquement
vérifier, seules des hypothéses sur lesdites aitioms peuvent raisonnablement étre

formulées.

! Nous précisons d’ores et déja que le terme « mégen» renvoie a une périodisation de I'Occidenéinén et
ne convient pas aux pays d’Islam. Nous n’utiliserdonc ce terme que dans le contexte de I'Eurdjppela

© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr
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Cette premiere difficulté liée a la nature méme desntuelles circulations est
accentuée par la spécificité des domaines scigméi§i dont il est ici question : le mesurage et
le découpage.

Le mesurage consiste, pour nous, a déterminerrpaaisonnement ou un calcul des
grandeurs (longueurs, surfaces, volumes) incon@duesartir de grandeurs caractéristiques
connues. Il peut étre un prolongement naturel dgdéntage (dont I'objectif est la mesure
effective) pour calculer, par exemple, la surfaeetelrains étudiés. Mais, il peut aussi étre
envisagé de maniére indépendante comme une pratigliectuelle de la géométrie au sens
étymologique du terme. Dans notre travail, noubarderons pas les pratiques d’arpentage
conditionnées par l'utilisation d’instruments pome nous consacrer qu’exclusivement a
I'étude des procédures a mener sur des mesurescdégees.

Le découpage décrit une opération géométrique ansiste a « découper » une partie
d'une figure donnée, qu’elle soit plane ou solibmivent alors étre respectées plusieurs
contraintes sur la maniére de découper, la fornsepdéies obtenues ou encore sur le rapport
entre la partie découpée et la figure initiale.

Cette description est suffisante pour comprendre dans ces deux domaines, les
circulations ne se font pas uniquement par l'intmiaire de traces écrites. En effet,
intimement liés a l'activité de nombreux praticiersgéometres-arpenteurs, architectes,
macons, charpentiers, mais aussi juristes ou diétosa— le mesurage et le découpage sont
des pratiqgues qui se transmettent aussi par ungeeseent oral de maitres a éléves ou

d’ouvriers a apprentis.

Le point de départ de notre travail est une doabteaissance : la tradition arabe du

dlm al-misiha [science de la mesurept la tradition latine européenne de Raactica

geometriae

Le dlm al-miszha® d’abord. Cette science s’occupe en particulier difnitions des

mesures et des classifications des figures géajuésifondamentales et des procédures de

? Plusieurs traductions modernes sont données mouerme arabemisiha. La traduction francaise de la

Mugaddima A. Cheddadi le traduit par « arpentage{bon Khaldin, 2002], p. 955 ; [Ibn Khatth, 2006], vol. 3,

p. 86-87. R. Rashed, quant a lui, le traduit pamewsuration » ; [Rashed, 2007], p. 210-211. JaBeskt
J. P. Hogendijk le traduisent par « mesure » enchis, et « measurement » en anglais ; [Sesian®3]19
[Hogendijk, 1990]. Enfin, A. Djebbar le traduit pamesurage » ; [Djebbar, 2007].

4
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calcul de longueurs, de superficies et de volunes différentes figures de la géométrie

élémentaire plane et solide. Trois familles dadsademisiza peuvent étre distinguées selon

les critéres d’exposition de leurs autéussucun d’entre eux ne sera écarté de notre étude.
Les uns s’apparentent a des recueils de procediares lesquels n’apparait aucun
exemple, seules les procédures fondamentales gpos@&es dans un style des plus concis.
D’autres sont, quant a eux, fournis d’exemplesilii&aet complets qui servent a illustrer les
procédés de calculs mis en place. Enfin, a I'imdge manuel d’enseignement, le dernier
type de traités est construit a partir d'une séegroblémes dont les procédures de résolution
fournissent les éléments essentiels des principalexils de mesure. La majorité de ces traités
ne fournissent pas de démonstrations des procédnmgloyées. Nous verrons néanmoins que
ce n’'est pas systématique. Cette présence ou rsodéeonstrations, qui est parfois justifiée

par l'auteur, est un élément a prendre en comgterstdésire étudier les filiations textuelles,

la motivation des auteurs et le lectorat probabkms les représentants dedlan al-misiia,

les instruments ne sont pas utilisés en générak peut néanmoins que certains auteurs les

exploitent ponctuellement afin de résoudre deslprobs d’application.

La notion dePractica geometriaecomme nous le verrons, s’inscrit des € di2cle
avec Hugh de Saint-Victor dans la dualité théoraigue & I'échelle philosophiqueDans la

tradition arabe, le couple savant/pratique estutiispar les philosophes comme atabi

(m. 950) ou lbn ®a (980-1037) dans leurs classifications des sciema&s aussi par les

géometres eux-mémes. Le meilleur représentant ttke derniére catégorie est probablement

le savant oriental Abl-Wafa’ (940-998).

Ainsi, nous avons choisi d'utiliser I'expressiomgéométrie pratique dans un souci
de distinguer deux traditions écrites : la géoraétlite savante et la « géométrie des
procédures ». Ces deux géométries ne s’adresdepaierau méme public et ne répondraient
pas aux mémes exigences. Elles ne traitent paplosmécessairement des mémes objets et
lorsque c’est le cas, elles le font selon des ptétens et des démarches bien différentes.
Bien entendu, ces deux geéomeétries ne doivent pa&s d&@nsidérées en opposition ou

indépendantes l'une de 'autre mais bien commeéseldppant I'une avec l'autre. Le sujet

® La littérature arabe, et notamment certains tiftesvrages, donne aussi I'expressiimz‘at at-taksr [I'art du
mesurage] qui renvoiedm al-misifa.

* [Schirmer, 1936], p. 587.
® Voir « La géométrie pratique en Europevol. |, p. 164-168.

5
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est d’autant plus complexe qu’épistémologiqueméentg s’agit bien que d’'une seule et méme
tradition globale dont on ignore les passerellesreerles deux types mentionnés

précédemment.

Un ouvrage (ou un chapitre) de géométrie se daftnaomme une réponse a des besoins
utilitaires et pédagogiques, a des préoccupatianarnées avec, naturellement, des degrés

intermédiaires.

Avec les récentes découvertes de textes-Ahdalussur la géométrie du mesurage

(Ibn 0Abdiin au 16 siécle, Ibn al-Jayp et al-Murs au 13siécle), de nouvelles informations

sur la tradition de I'occident musulman sont dewsndisponibles. Nous avons donc décidé
de nous concentrer sur les textes géométriquesiritale mesurage et de découpage qui
pouvaient étre considérés comme éléments d’'unelaiien éventuelle entre I'espace arabe et
'espace latin. Nous avons regroupé quatre texfemis sont des traductions latines

d’ouvrages arabes dont on n’a pas encore retr@svedrsions originales.

Les trois premiers traitent exclusivement du méh@mee : le mesurage. Il s’agit du

Liber mensurationurfLivre sur le mesurage] d’AbBakr, duLiber Saydi AbuothniLivre de

Said Abia 6Uthman], et duLiber AderametiLivre de 0Abd ar-Raman]. Ces troid.iber ont

été regroupés bien avant notre travail. Dans I'éeiiuel de nos connaissances, cing
manuscrits nous transmettent ces textes. Troigrd’&ux sont conserves a Paris : BnF Lat.
9335, BnF Lat. 7377a, BnF Lat. 7266 ; un a Camleridgus la cote University Library,
Mm.2.18 et le dernier a Dresde, le n°C80 de la Siache Landesbibliothek. Dans ces cing
codices les textes qui nous préoccupent sont systématigueensemble et dans le méme
ordre d’exposition. Dans deux contributions difftes de la fin des années soixante,
H.L.L. Busard a présenté ces textes pour en moferes relatives importancesPour le
Liber mensurationumil a pris en compte quatre des cing manuscritggs ; il ne considere
pas le ms Paris, BnF Lat. 7266. Pour les deux swaeetes, il ne réalise pas les éditions
critiques puisqu’il n’envisage qu’un seul et mémanuscrit — ms. Paris, BnF Lat. 7377A —.
De plus, jusqu’a maintenant, aucune traduction mredee ces textes n’existe. Etant donné

les nouvelles informations disponibles, il nous ana semblé important de reprendre ces

® [Busard, 1968] ; [Busard, 1969].
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éditions avec I'ensemble des manuscrits disponilafis d’en réaliser les traductions
francaises.

Le quatrieme ouvrage est un texte savant sur lasidiv des figures: leDe
superficierum divisionibus LibegjlLivre sur les divisions des figures]. Ce texté édité en
1570 a Pesauro par F. Commandin (1509-1575) a neande de I'érudit anglais J. Dee
(1527-1608). L’histoire du texte est complexe gtose sur de nombreuses hypothéses. Un
manuscrit de la British Library du 44iécle, le Cott. Tiberius B.IX, — en trés mauvétiat —
contient une version dudit texte. Un autre mantsdéei P.256 supra de la Biblioteca
Ambrosiana de Milan, renferme une autre versionedte, qui pourrait étre une copie de la
précédente. L’édition de Commandin serait réal&s@artir du manuscrit milanais. Méme si
ce texte a de nombreuses fois été étudié, leseréfés au manuscrit londonien sont rares.
D’ailleurs personne, a notre connaissance, ne pramila mauvaise réfection du mss apres
I'incendie de la bibliothéque de Sir Cotton en 17Rbus avons donc décidé de réaliser une
nouvelle édition critique afin de produire une treion moderne du texte.

L’identification des auteurs originaux de ces qeidgxtes est extrémement délicate.
Seules des hypotheses peuvent étre avancées plesgiextes ne renferment que trop peu
d’'informations. En outre, pour l'attribution de césxtes a un (ou des) traducteur(s)
éventuel(s), nous n'avons pas la-encore d’argumaédssifs. Néanmoins, certains éléments
rencontrés dans les manuscrits pourraient orideserecherches autour du travail prolifique

du célébre traducteur tolédan Gérard de Crémone.

Dans le but détudier les éventuelles circulatiales pratigues de mesurage et de
découpage des Pays d’lslam vers I'Europe, il nouwsemblé indispensable de faire une
recension et une synthése des informations que wonsaissons sur plusieurs autres
traditions. En effet, certains éléments de cetenthelle circulation pourraient ne pas étre
d’'origine arabe. C’est pourquoi, hous nous somnoes$ d’'abord intéressés aux pratiques
mésopotamiennes majoritairement paléo-babylonie@eguelques exceptions prés). Nous
avons ensuite étudié les pratiques grecques aessalpartir des textes d’Euclide et de Héron
d’Alexandrie qu’a partir de contributions plus metks d’auteurs connus ou non. Nous avons
aussi pris en compte les pratiques latines troucheg Columelle & s. ap. J.C.) ainsi que
celles desagrimensoresde I'Antiquité tardive. Puis, dans les mathémaggul’expression
arabe, nous avons voulu distinguer celles qui eglede I'Orient de celles qui appartiennent a

I'Occident musulman. Enfin, nous avons terminé auee présentation degéométries
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pratiguesmédiévales de langue latine qui ne sont pas ntaj@inent instrumentales et qui
illustrent soit le mesurage au sens ou nous I'eltes, soit le découpage des figures, soit les
deux.

Cette perspective historique des pratigues du ragsuret du découpage n’est
naturellement pas exhaustive. En effet, en priidldigle passage gréco-arabe vers I'Europe
comme nous l'avons fait, certaines traditions madtdgues (qui auraient probablement pu
nourrir notre réflexion) sont laissées de cotéypéignne, indienne, chinoise. Nous pensons
inévitablement aussi aux géomeétries écrites enukangernaculaire européenne que nous
avons délibérément mises en dehors de notre premipus d'étude en les réservant a des

travaux futurs.

Comme nous l'avons deéja précise, I'étude d’'uneutatoon éventuelle entre deux
traditions mathématiques ou deux aires géographiqueulturelles différentes est difficile a
mener. En éditant, traduisant et analysant lesrguedductions latines d’ouvrages arabes,
nous espérons pouvoir apporter quelques élémentépidse aussi minimes soient-ils. En
effet, nous pensons que, dans ce cadre, c’esubaglation d’indices qui nous permettraient
de conclure. Cette recherche nous a conduit aguitssthoix méthodologiques.

D’une part, pour nos traductions en francais, renens volontairement choisi de ne
pas traduire par le sens afin de récupérer un mawirde termes techniques. En effet, a
travers nos propres traductions, nous avons tentplus possible de revenir a ce que
pouvaient étre les originaux arabes. A ce titreijss@ommes restés fideles, dans la mesure du
possible, a la version latine quitte a sacrifierstgle. Ainsi, nous avons voulu privilégier
I'étude de la terminologie qui peut nous permettietablir une filiation possible entre les
textes ou biema contrario une rupture entre ceux-ci. Il est aussi possilderepérer la
coexistence de plusieurs traditions mathématiques.

D’autre part, nous nous sommes intéressés aux ésales problémes ainsi qu’a leurs
procédures de résolution. C’est en particulier dansadre que la synthese des pratiques du
mesurage et du découpage des diverses traditibfsneiamentale. En effet, c’est 'occasion
de voir une continuité naturelle dans un certaipetyle problemes (ou procédures), ou

I'’émergence de nouveaux problemes (ou procéduéssilune pratique spécifique.
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Notre travail se répartit en deux volumes. Dangrimier, nous débutons avec un
exposé relativement chronologique des différentadittons du mesurage et du découpage
gu’il nous a semblé utile de présenter. Nous cansada seconde partie du premier volume a
une analyse mathématique des problemes et desdpreséde résolution des textes édités et
traduits. Dans le second volume, nous définisstatsodd I'apparat critique de nos éditions et
nous décrivons succinctement les manuscrits qus aeens utilisés. Nous discutons aussi la
question de lidentification des auteurs et du (ims) traducteur(s) en latin. Suivent les
editions critiques de notre corpus avec la tradacliancaise en vis-a-vis. La présentation de
notre travail se poursuit avec plusieurs annexes glossaire de la terminologie latine du
mesurage et du découpage, une liste des probléemdsabupage de la tradition latine, les
analyses comparatives des problemes de mesuragedécoupage rencontrés dans plusieurs
textes arabes et latins, un index des noms prapresious avons cités. Enfin, elle s’acheve

sur la bibliographie générale des sources manasaittimprimées.

NG
0‘0
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Chapitre premier

Les pratigues mésopotamiennes

du mesurage et du découpage.

Sigles des collections des tablettes citées.

AO : Antiquités Orientales, Musée du Louvre, Paris.

Ash. : The Ashmolean Museum, Oxford.

BM : British Museum, Londres.

Erm. : Collection du Musée National de I'Hermita§aint-Pétersbourg.
IM : The Irag Museum, Bagdad.

Ist. : Istanbul Museum.

MAH : Musée d’Art et d’Histoire, Geneve.

MLC : Collection de la Bibliotheque J.P. Morgan,|& &niversity ; New Haven.
MS : Schagyen collection, Friberg.

NBC : Nies Babylonian Collection, Yale Universityew Haven.

Str. : Collection de I'Université de Strasbourg.

TMS : Textes Mathématiques de Suse, Bruins & Rutten

UET : Ur Excavations Texts, Londres.

VAT : Vorderasiatische Abteilung, Tontafeln, Stadte Museum, Berlin.
YBC : Yale Babylonian Collection.
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De nombreuses tablettes d’argile contiennent désrnmations sur les pratiques
géomeétriques en Mésopotamie par I'intermédiaire meblémes, des procédures solution et
des figures. D’autres tablettes ne donnent pasoggnhent la procédure utilisée par le scribe
pour résoudre le probleme. La figure, lorsqu’elt erésente, est dans certain cas le
réceptacle des divers résultats.

L’essentiel des sources dont nous disposons dal piriode paléo-babylonienne, a
savoir du début du®amillénaire avant notre ére. Nous avons donc cluEistoncentrer notre
étude sur les tablettes de cette période. Si, dmiémea incidente, nous donnons des
informations relatives a des tablettes d’époquésrdintes, séleucide (derniers siécles avant

notre ére) ou sargonique’@illénaire avant notre ére), nous le préciserons.

D’abord, nous présenterons quelques textes qustriént certaines pratiques
mésopotamiennes du mesurage de figures planesli@ééssoNous donnerons ensuite une
synthese des informations sur le découpage de @odgglivrée par le petit corpus considéré

ici.

A)Les pratigues de mesurage dans les mathématiques
mésopotamiennes.

Les calculs sur les aires et les volumes sonttétmant liés aux manipulations de
diverses tables métrologiques. Cette liaison siexprcomme un va-et-vient entre nombres
sexagésimaux positionnels d’une part et grandeusotngiques d’autre pdrtLes calculs
s’effectuent sur les nombres sexagésimaux. Le es@#h alors amené a développer sur ces
nombres différents algorithmes de calcul d’airedesvolumes.

L’objectif des problemes de mesurage des figurasgd est double : il s'agit, dans un
premier temps, de déterminer l'aire d’'une surfacpagtir de ses dimensions. Dans un
deuxieme temps, le scribe détermine les grandeamnnues caractéristiques d’une figure a
partir des grandeurs connues. En ce qui concesrfigleres solides, seule la détermination du

volume est proposée.

" [Thureau-Dangin, 1938], p.ix-xvii; [H@yrup, 2003},15-18.
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Les pratiques mésopotamiennes du mesurage et duphge.

Nous proposerons, dans un premier temps, des pmeblautour du calcul d’'aires de
figures planes usuelles (triangle, quadrilatérguriés circulaires). Dans un second temps,

nous aborderons le calcul du volume de solides.

1) Le calcul d’aires.

Les figures planes peuvent étre envisagées poes-glémes en tant qu’objet
mathématique abstrait, ou considérées comme dese$ode « champd»Cette derniére
représentation peut expliquer certains élémenta tiyminologie géométrique.

a) Le triangle.

Dans la géométrie mésopotamienne, c’est I'exprasstéte de clow qui désigne le
triangle’. Seuls deux types semblent étre considérés :dagie rectangle, de loin le plus
répandu, et le triangle isocéle composé de la oéuthé deux triangles rectandies

Il existe une ambiguité d’'un point de vue termimgidme. Un triangle est défini par
son front, équivalent & notre base, et stanc'’. Le flanc désigne de maniére générale la
hauteur d’un triangle, mais il peut aussi désigesdeux cotés égaux d'un triangle isotele

Etant donné les deux seuls types de triangles dérés, le calcul de I'aire s’en trouve
simplifié. La formule utilisée correspond au demigtuit duflanc par lefront™>.

Remarquons enfin que le triangle, en tant queettlpeu présent. Lorsqu’il apparait,
c’est presque toujours comme une partie d'un rgbtarou plus généralement d’'un

guadrilatére.

b) Le carrée.

Le calcul de l'aire d'un carré, comme le carré nitque de son coté, est présent
implicitement ou explicitement dans plusieurs tdbk Citons, par exemple, BM 80 209
(face ; #1, #2Y ou BM 13 90%°.

8 [Friberg, 1990], p. 566a.

® [Thureau-Dangin, 1938], p. xvii.

%IFriberg, 1990], p. 554a.

3. Heyrup nous a fait remarquer que le tefiaec est la traduction inventée par F. Thureau Dangiur e
sumérogramme wsh» dont le sens littéral n’est fianc ni longueur Conscient de cela, nous continuerons
néanmoins a utiliser le terme de Thureau-Dangin.

12 Thureau-Dangin, 1938], p. 226.

13 [Friberg, 1990], p. 554b.

4 [Friberg, 1981], p. 57-59.
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La derniere tablette, 'une des plus anciennes wes\npropose plusieurs problemes
explicitement liés a l'aire d'une figure carrée. plus des connaissances géométriques
disponibles a cette époque, les procédures deuté&soimontre des pratiques pré-algébriques
des scribes de I'époque paléo-babylonienne. Donnos transcription moderne et une

interprétation algébrique du probleme #1 de cetiette :

BM 13 901, #1
Transcription moderne| interprétation algébrique
avecc le c6té du carré. avecx l'inconnue.
La surface et ma rencontre jaic? +1xc =45 X%+ p.X=(Q
additionné : 45’ 1 D
1 le forjet tu poses. 1. 30 P
La moitié de 1 tu brises : 30’ et T o
30’ tu fais se tenir : 15'. 30 = 30<30=15 - > 3
1N H H . s — X—=| —
15" a 45 tu ajoutes: 1 fait 575 (2)
'équilatéral.
_ _ - 15+45=1 D 2
30" que tu as fait tenir, du - (Ej +
corps de 1 tu arraches : 30’ est
la rencontre carré 141 (sz +q
2
-1-30=30=c 2
. (Ej vq-P=x
2 2

En général, ces probléemes ne respectent pas I'harai§dles grandeurs : est ajoutée,
a limage du #1, une surface représentée par sercaia une ligne désignée par sa longueur
c. Néanmoins, la procédure de résolution montrelglignec est transformée en une surface
rectangulairelx c . Cela donne au scribe la liberté d’'opérer exjglinent sur des nombres et

non plus sur des grandeurs géométriques.

15 [Neugebauer, 1935-37], vol. 3, p. 1 ; [Thureau-§/an1938], p. 1-10.
18 Enoncé & partir de la traduction francaise deayrtf que nous avons préférée, pour sa modernie|ei
donnée par F. Thureau-Dangin ; [Hgyrup, 1992] 50, [rhureau-Dangin, 1938], p. 1.
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Parmi les 24 problémes de BM 13 $01'autres se raménent aussi, comme dans #1,
a des équations quadratiques faisant interverirel'dun carré et son c6té. C’est la raison
pour laguelle M. Caveing décrit cette tablette camon « manuel de calcul du second

degré® ». Voici une synthése, en termes algébriqueses@mblémes :

#2 x> -x=1430 #3 §X2+§X=20
2, ) 1
#H4 §X +Xx= 44640 #5 X +x+§x:55
#6 X2 +§x=35 #7  11x2 +7x= 615
1
#16 X2 —§x=5 #23 X2 +4x=4140

Certains autres problémes liés au carré s’attachermalcul de sa diagonale. En plus
du probléme #3 de BM 80 209, citons deux autres exemples.
D'abord, dans la tablette YBC 7 289 (face,#3)n trouve un calcul de la diagonale

d’un carré en utilisant implicitement I'approxinmati~/2 =1+%1+ 652312 +61—;21.

Le probléme #8 de la tablette AO 6 484de I'époque des Séleucides, offre un

exemple du probleme réciproque avec une autre Rippaton pour\/E. En effet, dans sa

) 42 30 25
rocédure, le scribe prend en compte les rés s —+— et \/E =1+—:
P P P iljz 60 60? 6C

« La diagonale d'un carré est 10 coudées. Qu'dtire du carré ?
Tu multiplieras 10 par 42’30” : 7°5, le flanc.
Tu multiplieras 7°5’ par 1°25’ : 10°2’5”, la diagafe. »

" Nous remercions ici Christine Proust de nous asoinmuniqué la translittération, la traduction’ahalyse
présentées lors du séminaire de lecture de texddsmatiques du REHSEIS (janvier 2008).

18 [Caveing, 1994], p. 35.

¥ Friberg, 1981], p. 57.

2 [Fowler et Robson, 1998]; [Neugebauer, Sachs, et@45], p. 42.

2 [Fowler et Robson, 1998], p. 367.

22 [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 96 ; [Thureawdia, 1938], p. 76-81.
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c) Le rectangle.

Plusieurs tablettes d’époques différentes (comme6A®4, BM 34 568 du temps
des Séleucides ou encore les tablettes paléo-rabyles BM 85 194, AO 8 862°,
Str. 362° VAT 8 390, YBC 6 504 utilisent explicitement ou implicitement la « foule »
de l'aire A d’'un rectangle L x| siL etl| sont respectivement sa longueur et sa largeur. Par
exemple, le probléme #8 de la tablette BM 34 5a8itfé:

« Le flanc est 1’ et le front 25. Qu’est la surféce

Attendu que tu ne le (la) connais pas, tu multipbel’ par 25 : 25'.

La surface est 25". »
Remarquons ici que nous retrouvons les terfta@s et front pour la longueur et la largeur du
rectangle, ce qui renforce le lien déja énoncéedertrectangle et le triangle.

Citons aussi, a titre d’exemple, le probléme #3%dablette BM 95 194 accompagné

de sa procédure de résolution :

BM 85 194, #33
Le flanc est 30. La surface est 10'. L, A
Qu’est le front ? | ?
) . L
Toi, fractionnes en deux 30, tu trouveras 15. -5
1
Dénoue l'inverse de 15, tu trouveras 4. - 7
2
A 1
Porte 10’ a 4, tu trouveras 40’ - x?
2
1A 1 0 1 —
Porte 40’ a 30, le flanc, tu trouveras 20 : ¢’esfront®, - AXL— xL=1I
2

% [Neugebauer, 1935-37], vol. 3, p. 14-17 ; [Thur&angin, 1938], p. 57-63

4 [Friberg, 2007]; p. 45-46 ; [Heyrup, 2002], p22275 ; [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 148 ;au-
Dangin, 1938], p. 21-39.

% [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 108-113 ; [Tlur®angin, 1938], p. 64-71.

% [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 239 ; [Thurean@n, 1938], p. 82-84

27 [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 335 ; [Thurean@n, 1938], p. 112-115.

2 [Neugebauer, 1935-37], vol. 3, p. 22 ; [Thureawdia, 1938], p. 134-136.

2 [Thureau-Dangin, 1938], p. 59.

* Traduction francaise de F. Thureau-Dangin ; Ilpd38.
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Les pratiques mésopotamiennes du mesurage et duphge.

Comme dans le cas du carré, plusieurs problemigsntralu calcul de la diagonate
d’'un rectangle (BM 34 568, VAT 6 588 Dh,-146, MS 3 97%%. Précisons néanmoins que

seule la tablette DHL46 traite de la diagonale et de l'aire.

Le rectangle est la figure considérée dans plusipuwblemes dont I'objectif est la

recherche de diverses grandeurs étant donnéesnesrtutres. Le tableau suivant propose

une synthéese de quelques-uns de ces problémes :

Références tabletids Grandeurs ou relations| Grandeurs
données cherchées
BM 34 568 #1, #5, #7 ; VAT 6 598, #6, #7 | L,| d
BM 34 568 #2 L,d I
BM 34 568 #6, #8 L, A
Db,-146 (ou IM 67 118) ; MS 3 971 #2 Ad L, |
BM 34 568 #3 d+L,I d L
BM 34 568 #4 d+l, L d, |
BM 34 568 #9 L+I, A L, I
BM 34 568 #10 L+I,d L, |
BM 34 568 #11 L+d,lI L, I
BM 34 568 #13, #19 d+L,d+lI d, LI
BM 34 568 #14, #17, #18 ; AO 6 484 #6 L+l+d, A d LI
BM 34 568 #15 L-1,A L, |
AO 8 862 #1 A A+(L-1), L+l ALl
AO 8 862 #2 A,A+1L+EI,L+I L, I
2 3

AO 8 862 #3 A (L=1)(L+1), L+ L,I
AO 8 862 #4 AL+I=AL+I+A ALl

31 [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 277 ; [Thurean@n, 1938], p. 127-131.

32 [Hgyrup, 2002], p. 257-261 ; [Friberg, 2005], @61

3 [Friberg, 2007], §10-1b.

3 Lorsqu’aucun numéro de probléme ne suit le noradablette, c’est qu’elle ne comporte qu’un seulréque

probléme, a savoir celui qui nous intéresse.

© 2009 Tous droits réservés.
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Str. 362 #3 1L+%I+%A,L+I L, |
Str. 362 #4 1L+ Al AL
VAT 8 390 #1 A,9><(L—I)2=L2 L, |
VAT 8 390 #2 A,4><(L—I)2:|2 L, |
YBC 6 504 #1 A—(L—I)Z,L—I L, |
YBC 6 504 #2 A—(L—I)Z,L+I L, |
YBC 6 504 #3 A—(L—I)Z,L I
YBC 6 504 #4 A—(L—I)z,l L

d) Le trapeze.

Le plus important, & propos du mesurage des qadehdéls, est probablement
I'utilisation de la relation usuellement désignée fa « formule des arpenteurS.»l s'agit
du produit des moyennes des c6tés opposés. Cettalfoest manipulée, entre autres, dans
les tablettes YBC 7 29 YBC 11 126, IM 52 301°.

Alors gu’elle n’est juste que pour le rectanglég elst usitée pour le calcul de l'aire du
trapéze désigné par l'expressiortéte de boeuf *°, et par extension pour tout autre

quadrilatére quelconqtfe Cette formule consiste alors & assimiler uneréigle cotés, b, c,
R N 1 : .
d a un rectangle de cotjzé(a+c) etz(b+d). Il est fort probable que les scribes avaient

conscience que cette formule n’était qu’'une apmnation du calcul de la surface d'un
guadrilatére. En effet, a une exception pres,edtaitilisée pour des quadrilatéres trés proches
du rectangl&-

L’origine de cette formule est sans doute a cherdbec6té des pratiques d’arpentage
comme pourraient le suggérer les tablettes de tradag lesquelles les géometres-arpenteurs
portent deux indications d’aires pour un méme regied’.

% [Hayrup, 2002], p. 230.

% [Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 44.
7 Ibid., p. 44.

3 [Taha Bagjr, 1950b].

39 [Thureau-Dangin, 1938], p. xvii.

‘0 [Hgyrup, 1995]

“1 [Hgyrup, 2002], p. 230-231.

2 [Quillien, 2003], p. 18-19, p. 30.
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Il faut néanmoins noter que, pour les trapezesangbes, les scribes utilisent le produit

de la demi-somme des cotés paralléles par la hdtiteu

e) Le cercle et ses portions.

Le mesurage relatif au cercle est présent dangjgeeltablettes paléo-babyloniennes.
Par exemple, YBC 7 302 et YBC 11 12d° montrent un cercle portant les valeurs du
périmétre, du carré du périmétre et de I'aire. tecgdure de la tablette YBC 7 $8llustre

la formule standard du calcul de I'aire du cercllée:.l—l2 p?sip est le périmétre du ceréle

L’approximation du rapport du périmetre au diamesst t~ 3. Cette approximation est

encore Vvérifiée pour le calcul du périmeétre a paidiametre, a savoirp =3d.

Pour calculer I'aire d’un cercle & partir du diare&} les procédures passent d’abord
par le calcul du périmetre, et utilisent ensuiteelation A= P p®.

La tablette BM 80 209 (face ; #5 & #fpurnit plusieurs exemples de problémes de
détermination du périmétre d’'un cercle a partisde aire. La procédure fait alors apparaitre
la relation p? =12A équivalente a la précédente.

Une série de problemes de cette méme tablette BRO8((face ; #9, revers ; #5 a
#13)° fournit des utilisations de cette relation aves geoblémes pseudo-algébriques de
détermination d’'une ou plusieurs grandeurs, cestaautres étant données. Le scribe propose,
par exemple, de déterminer séparément le dianteteaconférence et I'aire d’'un cercle étant

donné la somme des trois éléments.

Plusieurs tablettes nous informent sur les pro@dliées aux demi-cercles. Trois
procédures différentes (mais mathématiqguement atgntes) sont attestées. D’abord, I'étude

de la seule tablette BM 85 ZLonontre deux facons distinctes de calculer I'aftenclemi-

“3[Bruins, 1953]

“4[Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 44.

5 |bid., p. 44.

% Ibid., p. 98.

" [Friberg, 1990], p. 555.

8 [Robson, 1999], p. 36 : [Friberg, 2000], p. 128.

9 [Friberg, 1981], p. 59-64.

%0 |bid., p. 59-64.

*1 [Thureau-Dangin, 1932a] ; [Thureau-Dangin, 1988}6-53.
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. 1 . 1 . . N
cercle, smtAzzaxc, soit Azga2 si A est l'aire,c la corde eta I'arc. Une troisieme

formule apparait dans la tablette YBC 5 %24 Azg f xd sif est la fleche, c’est-a-dire le

rayon dans le cas particulier du demi-cercle.

D’autres tablettes enfin traitent d’'une portionadecle plus générale. Par exemple, le
probléme #2® de la tablette BM 85 194 propose le calcul dededec d'une portion de
cercle connaissant sa flechet la circonférence du cercle dont elle est issue. Comme dans

le cas présentf? =2f le résultat est exact alors que la procédure dibes@st fausse en

général.

BM 85 194, #20

La circonférence est 1'. Je suis descendu de 2anind p=1; f =2

Qu’est la transversale la corde ? c?

Toi, carre 2, tu trouveras 4. f o f?

Soustrais 4 de 20, la transversale le diamétre, tu [ q p
p-d4d=

trouveras 16.

Carre 20, la transversale le diameétre, tu trouveras

- d?
6'40. P
Carre 16, tu trouveras 4'16. (d - f 2) . (d - fz)2
Soustrais 4’16 de 6’40, tu trouveras 2'24. S d?- (d - f 2)2

De quoi 2'24 est le carré ?
2
C'est le carré de 12 : c’est le carré de la transate | — d* - (d - f 2)

la corde. c=\/d2—(d—f2)2
Telle est la facon d’opér&f

2 [Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 132-13@wjt, 1947], p. 318.
%3 [Thureau-Dangin, 1938], p. 32.
** Traduction francaise de F. Thureau-Dangin ; llpd32.
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Dans le probléme #1 de la tablette MS 3%¥4Big. 1), on trouve une procédure exacte
qui propose de calculer la cordétant donnés le diamétiedu cercle dont est issu l'arc et la
flechef. Elle peut étre transcrite ainsi :

5 (3 5 (5]
(5 o) e o3 5 -

Le probléme #21 de la tablette BM 85 19dart du périmétre du cercle dont est

issue la portion et de sa cordeet calcule sa flechie La procédure du scribe est exacte. Le

diameétred est a nouveau obtenu a partir du tiers du péremeétr

BM 85 194, #21

Si jai tracé une circonférence de 1’ et que IaIO —1 =12
transversale la corde est 12, qu’est ce dont jfe’)
suis descendu ? '

Toi, carre 20, la transversale le diamétre, tu
poP=dl:d_ad?
trouveras 6'40. 3
Carre 12, tu trouveras 2'24. c - c?
Soustrais de 6’40, tu trouveras 4'16. S d?-¢?

<De quoi 4’16 est le carré. C'est le carré delﬂ vd? -¢c?
16. Soustrais 16 de 20, tu trouveras4 l* d—/q2 _CzJ

Fractionne en deux 4, tu trouveras 2 : ce | _ %(d —+/d? - cz)
dont tu es descendu est 2.
C’est la fagon d’opéref. = —(d -Vd? —Cz)

Citons enfin le probléme #29de cette méme tablette. Etant donnés keet la corde

¢, la procédure détermine 'aifede la portion de cercle.

% [Friberg, 2007], §11.1, [Friberg, 2007], p. 45-46.

%% [Friberg, 2007] ; p. 45-46 ; [Heyrup, 2002], p22275 ; [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 148 ; Ufdau-
Dangin, 1938], p. 32.

" Corrections apportées a I'aide des commentairgs Heyrup, [Hayrup, 2002], note 311, p. 273.

%8 Traduction francaise de F. Thureau-Dangin, [ThuvBangin, 1938], p. 32.
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BM 85 194, #29

Un segment de cercle. L'arc est 1 sosse. Laa =1, ¢c=50.
corde est 50.

Qu’est la surface ? A?

Toi, de quoi 1 sosse, I'arc, excéde 50 ? Il
excede de 10.

Porte 50 & 10, I'excés, tu trouveras 8'20. | - (a-c)xc

Carre 10, la cord®, tu trouveras 1'40. - (a-c)

De 8’20 soustrais la moitié de 1'40, tu - [(a-c¢)xc] —%(a— c)’
trouveras 7°30 (...)

1 2
C’est la facon d’'opérer. A=(a-c) xc—z(a—c)

Notons que chacune des procédures précédentascesipagnée de figures décrivant

les arcs de cercles en question.

Figure 1. MS 3 049 (Source. http://www.schoyencotitdon.com/math.htm)

%9 |bid., p. 37 ; [Thureau-Dangin, 1932b], p. 77-78.
0 F. Thureau-Dangin précise que 10 n’est pas laecordis bien la différence entre I'arc et la cof@iaureau-
Dangin, 1938], note 3, p. 37.
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2) Le calcul de volumes.

Quatre types de solides sont présents dans la tibradimathématique
mésopotamienne : les prismes droits, les tronaddes et les troncs de pyramides. Une seule
tablette, a notre connaissance, propose le calcwotime d’'une pyramide entiére, dans le
cas d’'une pyramide a base triangulaire. Il s’agitla tablette BM 85 196 qui rassemble en
outre d'importantes informations sur les pratigdesnesurage des volumes a I'époque paléo-
babylonienn&".

Les solides sont rattachés a des problémes d’eticayde creusements de canaux, de
fossés, de construction de murs, de barrages,rtigctdions... Par exemple, le volume d’un
solide représenté par une excavation est rendlagprantité de terre évacuee, et l'aire de sa
base est alors appelée le « 8| # ne faut pas déduire du type de problémes dénés et de
la terminologie utilisée que les solides ne setaigne des objets matériels dénués
d’abstraction. L’étude des problemes montre qudidévent étre considérés comme pseudo-
concrets ; la terminologie figurée rendant com@eahsidérations abstraites. Par exemple, la
notion de « terre » préalablement mentionnée dwat éntendue comme un « volume » dans
son sens mathématigife Le caractére concret des problémes est en owthé par les
énoncés eux-mémes et certaines de leurs donnéesn etarticulier par des relations
hétérogénes comme la somme d’une aire et d’un valum

Notons enfin qu’aucune figure en trois dimensiofesireprésentée sur la surface
d’argile des tablettes. Certains énonceés sont néssmnaccompagnés de figures planes.

a) Les prismes droits.

Le chapitre des prismes droits est le plus souvemtésenté par les problemes dits
« de briques ». lls sont des témoins de situatatques en rapport, par exemple, avec la
planification de constructions. Néanmoins, la ritjoét de ces problemes et leur
standardisation montrent que Baque doit étre considérée comme une unité de volume, et

gue les empilements de briques, tas de briquessont alors des prismes droits a bases

® [Thureau-Dangin, 1935], p.1.
%2 [Hgyrup, 2002], p. 137 ; [Thureau-Dangin, 1938]1p.
8 [Proust, 2007], p. 284.
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rectangulaire¥. Ces problémes trouvent probablement leurs mesdlleeprésentants dans la
tablette YBC 4 607,

Un autre type de probleme largement rencontré dé&s mathématiques
mésopotamiennes est lié & une excavation. Les pedies BM 85 200 et VAT 6 589de la
méme tablette proposent 30 problémes sur le prisgtangulaire. La tablette YBC 5 037
fournit 34 autres exemples de calcul de volumegridames droits carrés et rectangulaires a
partir d’'un probléeme d’excavations. Ces volumes aapissent néanmoins de maniere
indirecte a partir de la tache et du salaire qustidi’'un ouvrier et d’'une dépense générale
pour un travail complet.

Dans tous les cas, trois paramétres — longlguargeurl, profondeurp — sont
présents ainsi que le volume du solide et l'airesaldase. Ces problemes illustrent le calcul
du volume d’'un cube en prenant la surfacel multipliée par la profondeyp, ou bien en

prenant le produit de la surfaBele la base par la hautdur

La tablette BM 85 198, quant & elle, nous transmet un probléme quiiawaprisme
triangulaire déterminé par trois parametres fldac du triangle de base, sdront et la
hauteurh. Le probleme #3 détermine le voluMealu prisme par la procédure suivante :

(flanc, front, h) - flancx front — (flancx front)x hauteur ;

V= % x[(flancx front)x hauteu.

b) Le cylindre.

On trouve un calcul de cylindre dans le problémg) @e la tablette BM 85 18%
précédente. L'objectif du probléeme est le calcul vhlume V du solide connaissant la
circonférencep de son disque de base, et sa hauttelua procédure débute par le calcul de
l'aire de la base circulaire nommée le « sol » sgria enfin multipliée par la hauteur du

solide :

% [Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 94 ; [Pr@&i7], p. 209.

% [Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 91-95.

% [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 194-200 ; volp354 ; [H@yrup, 2002], p. 137-162 ; [Thureau-Bian
1938], p. 11-21.

7 [Neugebauer, Sachs, et al., 1945], p. 59-63.

% [Neugebauer, 1935-37], p. 44 ; [Thureau-Dangir3819p. 40.

%9 [Neugebauer, 1935-37], vol. 2, p. 43-59 ; [Thur&angin, 1938], p. 41.
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c) Les pyramides et cones tronqués.

Les scribes connaissaient une procédure exactalda@ du volume de la pyramide a
base triangulaire. Celle-ci apparait dans le problél de la tablette BM 85 1961l porte
sur le calcul du volume d’'un brisant dans un fleuve procédure peut étre traduite par la

chaine suivante :

h front
X

2

(h, front, flanc) - — x
2 2

(h frontj 1 (h frontj
Sl =x x flanc|-=|| — x x flanc
2 2 3/\2 2

Alors qu’une seule tablette s’intéresse a une piarantiere, de nombreuses autres

h front
> x flanc

portent sur les troncs de pyramide a base caeéngulaire ou trapézoidale.

Plusieurs formules correspondent au calcul d’'undme pyramide a base carrée. Les
dix derniers problémes de la tablette YBC 5 037 muégs avons déja rencontrée s'intéressent
a la pyramide tronquée a base carrée. C'est aissisl de la tablette YBC 4 788Pour ces

deux tablettes, le volume est calculé en suivant m@&me formule approchée :
1 N . s
=§(cg2 +cp2)><h ou h est la hauteurg, etc, les longueurs respectives des cotés du

grand et du petit carré.

Le tronc de pyramide a base carrée apparait dansadgres problemes partiellement
préservés des tablettes BM 85 ¥a& BM 85 216° pour lesquels la formule est identique a la
précédente.

Enfin, le probléme #28 de la tablette BM 85 ¥0#urnit une autre procédure du

calcul du volume d’un tronc de pyramide a baseéearCette fois-ci, la procédure est exacte.

0 [Neugebauer, 1935-37], vol. 2, p. 43-46 ; [Thur@angin, 1935] ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 39-46.
"L [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 389-294.

2 |bid., vol. 2, p. 43-59 ; [Thureau-Dangin, 1938],39-46.

3 [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 219-233 ; [Tlur®angin, 1938], p. 46-53.
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Elle peut se traduire, avec les notations précédentpar la formule™
+ 2 _ 2

V = € TG +} € "% xh .
2 3 2

Le premier probléme de la tablette BM 96 $8#aite d’un tronc de pyramide & base

rectangulaire. Mais, les seules parties conserdeegette tablette n‘ont pas permis de

retrouver la procédure utilisée par le scribe.

Le tronc de cone est I'objet de deux problémes éuntifs de la BM 85 194. Le

premier (#14) fournit une procédure erronée deutala volumeV d’un tronc de céne a partir

des circonférences des bases infériggret supérieurep,. Le scribe du probleme e la

tablette BM 85 196 propose la méme procédure :

BM 85 196, #2

Un tronc de cone.
La circonférence inférieure est 4, la circonférence| p, =4, ps =2, h=6.
supérieure est 2, la hauteur 6. Qu’est la terre

(volume) ? V?

Toi, carre 4, tu trouveras 16. Porte 16 a 5', I'erse , 1
B =P - Z*P

fixe’® tu trouveras 1°20'. 12
Carre 2, tu trouveras 4. Porte 4 a 5', tu trouveras , 1 )
ps - ps - X ps

20'. 12

Y ] ] y 1 2 1 2
Additionne 1°20’ et 20’, tu trouveras 1°40’. - EX p, +E>< Ps
Fractionne en deux 1°40’, tu trouveras 50’ lx[ix p-2 +i>< p 2)

' ' 2 (12 7" 12 ®

4 [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 143-151, vop.2340 ; [Thureau-Dangin, 1932c] ; [Thureau-Dangi®38],
p. 36;

> [Neugebauer, 1935-37], vol. 1, p. 340 ; [Vetté¥3@], p. 696-700 ; [Waschow, 1932-3], p. 215.
®[Robson, 1999], p. 218-230.

" [Thureau-Dangin, 1938], p. 28-29 ; [Thureau-Dangi®35], p. 85-86.

8 [Thureau-Dangin, 1938], p. 40.

L'« inverse fixe » correspond & la constante 5'tgaduit le rapport entre le carré du périmétréate d’'un
cercle, [Robson, 1999], p. 36. Nous la rendonpaciun douziéme dans la base décimale.
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1 [ 1 » 1 zj
S hx=x| —x P~ +-—Xpg
Porte 50’ & 6, la hauteur, tu trouveras 5 : c’est | 2 \12 12

terre. C'est la fagon d'opéré}.

1 1 2 1 2
V=hx=x| —xp° +—x
2 (12 P 12 psj

Le second probleme (#15) de la BM 85 194 proposmlieul du volume du tronc de

cone étant donnés les diametres des bakest(d,, avecdg <d,) et la hauteuh du tronc. Il

désire calculer le diametre intermédiaire corredpah a une hauteur. La formule qui

(di _ ds)x h
h
pas le calcul du volume alors qu'il avait toutes dennées nécessaftes

transcrit la procédure est - . Le scribe achéve ici le probléme et ne poursuit

B)Le découpage des figures planes dans les mathématsg
mésopotamiennes.

Plusieurs tablettes attestent de la pratique dwupage de figures planes dans les
mathématiques mésopotamiennes. A notre connaissiasceeules figures rencontrées dans
ce type de problémes sont le triangle et le trap€astains autres énoncés proposent le
découpage d'un quadrilatére quelconque mais laédwwe raméne systématiquement le
probleme au découpage d'un trapéze. La notion dall@agramme semble totalement
inconnue des mathématiques babylonieffnes

La majorité des problemes sont exposés selon leenmauéle. Le découpage désiré
est décrit et accompagné de la donnée de certgiaegeurs nécessaires a la détermination
des grandeurs manquantes. Ces grandeurs se regatrgs deux groupes : les longueurs (des
cOtés entiers et partiels, des transversales)setiles (des figures entiéres et des parties
découpées). En marge de ce type de probleme, tripége intervient aussi pour le mesurage

d’'une surface plane complexe.

8 Traduction francaise de F. Thureau-Dangin, [ThuvBangin, 1938], p. 40.
8 [Thureau-Dangin, 1932c]
8 [Friberg, 2007], p. 244.
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Le découpage tel qu’il est envisagé dans les mathgues mésopotamiennes n’est
donc pas une construction géométrique effectivpesant certaines propriétés imposées

mais plutét une situation de calcul appliquée aaadeurs.

Nous exposerons les problemes que nous avons sepgréonction de la figure a
découper et en fonction des contraintes sur Iswesale et sur les parties découpées. Ainsi,
nous pensons mieux dégager les caractéristiqugsroesdures de résolution. Nous traiterons

donc d’abord le triangle puis le trapéze.

1) Le découpage des triangles.

Dans lI'ensemble des problémes, a l'exception d’enl,sles transversales sont
paralléles a un c6té. Les procédures numériqueslajipées prennent appui sur des regles
métriques qui correspondront dans la tradition gueca des propriétés géomeétriques
essentielles.

Ces régles permettent d’établir des relations ehdse grandeurs données et les
grandeurs recherchées. Ces mémes relations alemitiafors sur ce qu’on nommerait
aujourd’hui des résolutions d’équations, linéaimesquadratiques, dont les solutions seraient
les grandeurs recherchées.

Nous présenterons d’abord ces régles. Nous expusaosuite les problémes de
découpage du triangle en deux parties. Et enfins mvesserons une synthese des problémes

de découpage en trois parties.

a) Les bases des « calculs » de découpage.
Le probleme «écouper un triangle donné erparties par des droites paralléles a un
cbté» fait intervenir exactemenin3randeurs parameéetres. En effet, nous compitoases

partielles (A ,1<i<n), n longueurs partielles & ,1<i<n) et f-1) transversales
(t;,1<i<n-1) aux quelles s’ajoute la babelu triangle paralléle aux transversales.

L’ensemble des tablettes conservées montreng@gale 2 ou 3. Nous nous limiterons
donc a ces deux cas. Fixons dés a présent notverttion pour les paramétres du découpage

du triangle a partir de la figure suivante :
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Fig. 2. Modele du découpage d'un triangle en troiparties (n = 3).

I. Laregle linéaire des figures semblables :

Les concepts de «droites paralleles » et de rgigéa semblables » ne sont pas
explicitement mentionnés dans les textes géomésigaléo-babylonieffs Néanmoins, les
scribes paraissent connaitre et utiliser une o#latiumérique inhérente a ce que nous
appellerons, aprés la tradition grecque, le théerées lignes proportionnelfés

En effet, le découpage d’'un triangle parallélemantin c6té ameéne une relation
numérique entre les transversales et les longymntelles. Cette relation peut s’écrire en

termes modernes :

Elle permet alors d’aboutir, de maniére anachramiga des équations linéaires
d’'inconnue une transversale ou une longueur plrtieé scribe, quant a lui, travaille sur des

rapports numeriques.

ii. Laregle quadratique des figures semblables :
De méme, ce que la tradition grecque nous livrerarae la proposition 19 du sixieme
Livre desElémentsd’Euclide®® semble étre utilisée de maniére intuitive plusntbe ans
auparavant.
Dans le cas général d’'une figure quelconque et darontexte numérique, elle méne

a la « regle quadratique des figures semblablasayoir :

8 [Friberg, 1990], p. 558a.

8 (Elém H. VI.2) : «Si une certaine droite est menée paralléle & I'es dotés d’un triangle, elle coupera les
c6tés du triangle en proportion ; et si les cotéstidangle sont coupés en proportion, la droitenjai entre [les
points de] section sera paralléle au coté restantriingle.», [Vitrac, 1990], vol. 2, p. 159.

% (Elém H. VI.19) : «Les triangles semblables sont 'un relativemeriaatie dans le rapport doublé [de celui]
des c6tés homologues.lbid., vol. 2, p. 199.
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«Les aires de figures semblables délimitées par ldgses droites et/ou des arcs
circulaires sont proportionnelles aux carrés desésbou arcs correspondants dans les
figures®. »

Dans le cas du découpage du triangle (Fig. 2)oimdlisme moderne rend I'égalité

des rapports de la maniére suivante :

2 2
tL:—A‘j'-'-AZ ettL—i

b? A b> A
Ces relations permettent d’aboutir, de maniere lmoaique, a des équations

guadratiques d’'inconnue une transversale.

iii. Conditions de détermination d’'un probleme de décougge d’un
triangle.

Pour chaque probleme de découpage en deux palties,équations sont données par
les relations de calcul des aires partielles, stdeux regles précédentes procurent une
nouvelle équation. L’énoncé du probléme nous rgngesur trois grandeurs-parametres soit
explicitement soit en donnant des relations sulesdali. Le probléme est alors entierement
déterminé et la procédure aboutit a la connaissdesesix grandeurs caracteristiques
a,; A, A bt

De méme, pour le découpage en trois parties, chamldéeme fournit 4 grandeurs (ou

relations) pour étre déterminé.

b) Découper un triangle en deux parties parallelemerd un cote.
Le probleme de la bissection (découpage en deuiepargales) d'un triangle n'est
trouvé dans aucune tablette corfiudlous sommes amenés & penser que cette quedtion es

tout simplement absente des mathématiques cuné&fodws |'origine. J. Friberg la ramene a

celle de l'utilisation géométrique dé2 ou de son approximati&h Pour cela, on utilise la

regle quadratique des triangles semblables. Coral@in&galité des surfaces découpeées, elle

aboutit a I'égalité, a un facteur muItipIicati/fE pres, de la transversale au c6té auquel elle est

parallele. Cette interprétation rationnelle peuirtéeu d’explication de la lacune remarquée.

8 [Friberg, 2007], p. 222.
8 Ibid., p. 265.
% |bid., p. 264-265.
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Le découpage d'un triangle en deux parties veétifitautres conditions métriques que
I'égalité se retrouve, quant & lui, dans plusigalsettes. Trois de celles-ci, MLC 1 $80
Str. 364% et TMS 18%, révélent certaines ressemblances. Sur chacurzesid¢ablettes, le

scribe représente le découpage sur une figurelasggandeurs correspondantes (Fig. 2).

Fig. 3. Modéle du découpage du triangle en deux pis.

Comme nous I'avons montré précédemment, chaquecéndétermine la valeur de
trois grandeurs, ou relations sur celles-ci. Danableau suivant, nous avons alors distingué

les grandeurs (ou relations) données de cellesaqicherchées :

Problémes Grandeurs ou relations données Grandeerrshées

MLC 1 950 a =20;a,=30; A =520 b=20;t=12; A, =3

#8 Str. 364" | b=30; A,=430;a,-3,=10 |t=18;a=20;a,=30; A =8

#9 Str. 364 b=30; A=8,;a,-a =10 t=18 ; a =20 ; a,=30 ;

A, = 430

#12 Str. 364 | b=30; A =8;a,=30 t=18,;a =20; A, =430

#13 Str. 364 | b=30; A,=430;4a =20 t=18;a,=30; A =8

TMS 18 axa,=10 ; AxA, =36 ;|[a=20 ; a,=30 ; A =8 ;
b* +t% =2024 A, =430 ;b=230;t=18

8 Ibid., p. 258-259 ; [Neugebauer, Sachs, et ak5],9. 48-49.

% [Friberg, 2007], p. 244-252 ; [Neugebauer, 1935-B7248-256 ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 86-89.

L [Bruins et Rutten, 1961], p. 97; [Friberg, 2007]255-258.

92 a numérotation des problémes de la tablette36#. est celle prise en compte par F. Thureau-Daagin
O. Neugebauer[Neugebauer, 1935-37], p. 248-256 ; [Thureau-Dant®38], p. 86-89.
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Les six problemes précédents n’envisagent que tigarxgles (rectangles) différents. Les

figures suivantes (Fig. 3 et Fig. 4) sont représent I'échelle.

a,=20 a,=30

Ay=180

b=20

Fig. 4. MLC 1 950

a,=20 2,=30

A=270

=18

A,=480

b=30

Fig. 5. TMS 18 et Str. 364.

De plus, trois rapports de grandeurs, dont cha@&ierchine les deux autres, sont conservés

. R : 2 .
d’'un probleme a l'autre : le rapport des Iongueptrﬁnellesi 25 est conservé, de sorte que

a,
Y

le sont aussi le rappoﬂ:g des aires partielles et le rappe?rtde la base a la transversale,

. . 1 .5 o R . .
alors respectivement egau>egg et aé. La majorité des problemes de découpage du teang|

en deux parties vérifient ces rapports.
Pour J. Friberg, la popularité» de cette configuration s’explique par la réguéarit

des longueurs partiellesy(=20 ; a, =30) ainsi que de leur differenceaf—a, =10) et de

% [Friberg, 2007], p. 255.
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leur somme &, +a, =10). Il faut, de plus, remarquer que les airgs=A +A,; A; A, )
vérifient le rapport (52 ; 42 ; 32).

Les différences entre ces trois tablettes résidans les procédures. Pour la tablette
MLC 1 950, le scribe utilise une procédure qui spait sur la demi-somme et la demi-
différence des longueurs de la base et de la teasei@*. Le tableau suivant résume cette

procédure, nous I'accompagnons d’une interprétatioderne :

MLC 1950
Transcription de la procédure en notation moderne nterprétation moderne
1 _ b+t
(ALa) - = - A =5
a &
A _b-t
f ’ a — 2a — + 2a — — -
(Aa2;) - 28, 2428, - =5 -0 =T
A A Déterminer deux nombreb et t
- E’L a, +2a - connaissant leur demi-somme et leur
2 demi-différence.
N ﬁ —L = t
a, a +2a

Les deux autres tablettes ne donnent pas de goletiplicite. Les raisons sont
doubles ; soit le scribe ne I'a pas indiquée (384)%°, soit la tablette est détériorée
(TMS 18Y°. Nous nous appuyons alors sur les reconstrucpongosées par J. Friberg. La
procédure de TMS 18 se rameénerait a la résolutiom dystéeme de deux équations

quadratiques d’'inconnugb +t eft®’. Et, les quatre problémes de Str. 364 se résimmira

I'aide d'une seule équation quadratique d’incontitie

Revenons maintenant sur la tablette Str. 364. beleme #7 part de la connaissance

de deux grandeursaf ett) et de la somme des deux aires partiglldses problémes #10 et

#11 sont comparables respectivement aux proble®es #9 dans le cas @j —a, =10 et

* Ibid., p. 259.
% Ibid., p. 247.
% Ibid., p. 255.
" Ibid., p. 257.
% |bid., p. 249.
% Ibid., p. 247-249.
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non a,—a, =10 . Les données du probléme #14 semblent avoir étépliguées

« intentionnellement » en introduisant un factewltiplicatif et des données pour que les

grandeurs cherchées soient irrationnéffes

Poursuivons notre examen du découpage d’un trisamgldeux parties avec la tablette
YBC 4 696°% Cette tablette nous transmet une liste de 52l@més dans lesquels les deux
longueurs partielles, et a, sont systématiguement données et égales a 20.eP®R0

chaque probléeme, une troisieme grandeur (parmidiestre grandeurs caractéristiques
restantes) est donnée. La solution est présentseassune procédure. Tous les problemes
aboutiraient aujourd’hui a la résolution d’'un syséde deux équations linéaires a I'exception
de deux qui se réduiraient a un systeme de deuatiéga quadratiques. Tous aboutissent a
b=30 ett =18 Ces problémes présentent les mémes valeurs gjpedeédents des tablettes
TMS 18 et Str. 364, ##8-9 et ##12-13 (Fig. 4). d|gparaissent avec ceux de MLC 1 950

comme des exercices « classiques » de découpdgartile en deux parties.

Enfin, la tablette VAT 8 519° propose un autre probléme de découpage du triangle

deux parties. Les données sont la Hada différence des longueurs partielles ¢ a,) et la

différence des aires partielles(— A ). A nouveau, les grandeurs de ce probléme solescel

g etﬁ:16

des tablettes précédentes puisqu’une fois résblognduit a :ﬁ: R Nous

a, 3 A
reviendrons sur cette tablette dans la partie stevear certaines interprétations montrent que
la procédure du scribe raméne le probléme a ladtisn d’'un trapéze construit & partir du

triangle donné.

c) Découper un triangle en trois parties parallelemené un c6té.

Le découpage d’'un triangle en trois parties seegmtésde la méme facon que le
découpage précédent avec les mémes grandeurs écstapies (base, transversales,
longueurs partielles et aires partielles). Néansyaiette fois-ci, les probléemes font apparaitre

de nouvelles contraintes : des conditions sur litggdes aires partielles.

19 pid., p. 250.

11 bid., p. 252.

192|pid., p. 261-264 ; [Neugebauer, 1935-37] ; p.680-

193 [Friberg, 2007], p. 259-261 ; [Hayrup, 2002], 4238 ; [Neugebauer, 1935-37], p. 340-345 ; [Thure
Dangin, 1938], p. 101.
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Toutes les tablettes d’argile qui renvoient auxod@ages du triangle en trois parties

proposent une figure du type suivant sur laquelle retrouve les neufs éléments

caractéristiquesa, ; a, ;a,; A ;A A bt st

Le probleme #6 de la tablette Str. 364 étudiéequ@mment s’intéresse au découpage

d’'un triangle en trois parties connaissant la sordegaires partielles + A, + A, = 2850

: : 2 : .
une de ces aires partlellesﬁg:316+§) et deux longueurs partielles égales

1 . : . :
(a, =a, =180+§). La reconstruction de la solution s’appuie sucddécul des aires, et les

régles des figures semblables pour aboutir auxdguans manquant&.

Deux autres tablettes, MAH 16 08%et IM 43 998%, s'intéressent au découpage du
triangle en trois parties de sorte que, pour MAH)%B, les parties des extrémités soient
égales: A = A, . L'unique exercice de IM 43996 peut étre intefpr&comme une
approximation de ce problénfé

La condition d'égalité des aires et les régles €igares semblables imposent
lidentité : b? —t,°> =t,>. Pour des valeurs entiéres llet,, t,,le triplet (b, t,,t,) est alors
systématiqguement pythagoricien. C'est le cas degléictoupages des triangles de la tablette
MAH 16 055 : cinq triangles rectangles et cingrgkes isoceles. Le triplet est, en outre,

proportionnel au triplet (5; 4 ; 3). De plus, leagueurs partiellesg(, a,, a,) sont toujours
dans le rapport (1;1; 3), et en conséquenceaites partielles A, A,, A;) sont dans le

rapport (9 ; 7 ; 9).

Nous ne connaissons pas d’autres tablettes quopenp un découpage explicite d’'un
triangle en trois parties. Il est néanmoins utitisés les problemes #1, #2 et #3 de la tablette
Str. 364 déja bien connue. En effet, le scribe décomposedeédure du découpage d’un

triangle en 5 parties (avec la donnée de 6 paras)édn deux sous-problemes : découper un

194 Friberg, 2007], p. 246.

195Bruins, 1952], p. 11-14 ; [Friberg, 2007], p. 2B67 ; [Vaiman, 1961], p. 194.
1% Bruins, 1953] ; [Friberg, 2007], p. 267-269.

197 [Friberg, 2007], p. 268.

198 |pbid., p. 252-255.
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trapeze en deux parties et le triangle restantas parties. La résolution du probleme s’en

trouve alors facilitée.

d) Découpage d’'un triangle en trois triangles.

Le probléme de la tablette YBC 8 633est, & notre connaissance, le seul & proposer
le découpage d'un triangle en trois parties avex tcensversales non-paralléles a un coté.
Cette spécificité est probablement due au faitl agis’agit pas explicitement d’un probleme
de découpage mais d’'un probleme de mesurage. & lefdécoupage n’apparait que dans la
procédure alors que I'objet du probleme est leutale la surface d’un triangle isocele. Celui-
ci est judicieusement divisé en trois surfacesiglis™'®. Etant donnée la configuration du
triangle — tres proche d’un triangle rectangle.-H@dyrup suppose que l'exercice aurait méme
pu étre construit comme un prétexte au découpageedurface dont l'aire n’est pas aisée a

calculer't,

En conclusion, le découpage d'un triangle est foetet présent dans la tradition
mathématique mésopotamienne. Seuls les découpagdsug, et en trois parties inégales
sont envisagées. Dans la grande majorité desesagahsversales sont paralleles a un cété du
triangle. Tous les problemes connus de découpageuma lecture « algébrique ». Les
éguations linéaires et/ou quadratiques provienrsots des propriétés géométriques du
découpage liées au parallélisme des transversakes @n coté. C'est aussi l'occasion,
semble-t-il, de travailler sur des propriétés hanétiques » du nombre avec la recherche de

rapports constants, la présence des triplets pgtlteagns.

2) Le découpage des trapéezes.

Nous étudierons d’abord le découpage du trapézdeanr parties, qu’elles soient de
méme aire ou dans un certain rapport. Ensuite, rpmugsuivrons notre étude par le
découpage em (n>2) parties. Dans tous ces problemes (a I'exaepti’un seul), les

transversales sont paralleles aux bases.

19 Hgyrup, 2002], p. 254-257 ; [Neugebauer, Sachal. £1945], p.53-55.
10 THgyrup, 2002], p. 254.
" bid., p. 257.
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a) Découper un trapeze en deux trapézes de méme airargllélement a ses
bases.

La bissection du trapéze\ = A,) impose sur la transversdla relation (*) :

2 2
B?2 +b? =2t? out? _B b *

connue des mathématiques paléo-babyloniennes it ges pratiques sargoniques et peut-

étre méme pré-sargonique$ (dillénaire avant notre erey.
b

B

Fig. 1. Bissection du trapéze.

De nombreuses tablettes proposent la bissectiorirapeze. Citons tout d'abord
IM 58 0453 qui est, & notre connaissance, la plus ancierriette & bissecter un trapéze

(période sargonique).

M2 [Friberg, 2007], p. 270 ; [Hoyrup, 2002], p. 23382
13 [Friberg, 1990], p. 562a; [Friberg, 2007], p. 258Lt.
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Figure 2. La tablette IM 58 045. (Source : Cuneifan Digital Library Initiative®©)

Un trapéze y est représenté avec une transveraedéigbe aux bases. Les longueurs
des quatre cotés y sont inscrites et la procédat@ache a calculer la transversale. Les bases
et celle-ci correspondent au triplet (17 ; 13 v@jifiant nécessairement la relation (*). Pour
J. Friberg, cette tablette parait davantage étrexancice de mathématiques qu’un croquis
d’'arpenteuf'®. C’est aussi le cas pour la tablette paléobabgtoré UET 5/858°,

Revenons maintenant sur la tablette VAT 8 512 diénbncé propose le découpage
d’'un triangle. En supposant le triangle rectangtegn lui ajoutant un rectangle, la procédure
se rameénerait alors a la bissection d'un trapezateCnterprétation d’abord donnée par
S. Gand2™ et P. Hubel'’, reprise ensuite par J. Hoyrdpet J. Friberd™ reconstruit un

trapeze dont les bases et la transversale corrdspba nouveau au triplet (17 ; 13 ; 7).

Le probléme #1 de la tablette Erm. 15 &?Fournit un autre exemple de triplet
vérifiant (*) pour la bissection d’'un trapéze. Lerso de cette tablette est fortement détérioré
mais trois exercices subsistent en partie. Les tn@itent du découpage des figures. Le

premier d’entre eux calcule explicitement les lomgns partielles d’'un trapéze bissecté. Les

4 bid., p. 270.

15 Friberg, 2000], p. 142 ; [Vaiman, 1961], p. 251.
1%[Gandz, 1948], p. 36.

" Huber, 1955]

18 Hgyrup, 2002], p. 234-238.

19Friberg, 2007], p. 271-272.

120 |pid., p. 304-308.
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deux bases et la transversale sont proportionnellegriplet (7 ;5;1). Les deux autres

problemes, plus complexes, seront discutés ulténeeant.

Une derniére tablette présente une bissection : ¥BZ52 dont une partie du texte
est recopiée sur la tablette YBC 9 852l ne s’agit pas d’un trapéze mais d’un quadilat
«trés long et fis*?3. Le modéle utilisé est néanmoins celui du décoephgtrapézé* dont
la bissection est semblable a celle de VAT 8 51 triplet des bases et de la transversale

correspond alors a (17, 13, 7).

La tablette Erm. 15 18&, quant a elle, présente une liste de double-hissescdu
trapéze. Chacune des dix figures représentéesoestrgite sur le méme modele : deux
trapezes bissectés joints a deux autres trapégsschés. Cette tablette apparait comme une
généralisation de la «simple » bissection du w#apdans ces dix exemples, les deux
premiers trapézes (d’aire égale a 30) vérifierttipget (17 ; 13 ; 7) et les deux autres (d’aire
égale a 6) vérifient (7 ;5 ; 1).

Fig. 2. Double-bissection du trapéze.

121|pbid., p. 272-274 ; [Neugebauer, Sachs, et al51 9. 44-48 ; [Hoyrup, 2002], p. 244-249.
122 THgyrup, 2002], note 272, p. 244 ; [Neugebauachs, et al., 1945], p. 45.

123 [Friberg, 2007], p. 272.

124 Hgyrup, 2002], p. 249.

125 [Caveing, 1994], note 111, p. 159 ; [Friberg, 207 287-292 ; [Vaiman, 1961], p. 197.
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On trouve aussi ce type de découpage dans late#ler 17 264%° connue pour le
probléme dit «des six freres. Celui-ci s’intéresse au découpage d'un trapezallélement
aux bases en six surfaces partielles de sorte eguailes des deux premieres soient égales
ainsi que les deux suivantes et les deux dernidrénoncé ne fournissant que quatre
grandeurs — deux longueurs partielles et deux\eanales —, le probleme est indéterminé. Le
scribe détermine d’abord deux transversales denfagbitraire pour fixer le probléente.
Ensuite, il calcule les transversales manquantdesetongueurs partielles des cotés. Cette
procédure est trés éloignée d'une démarche géauétret est davantage le reflet de

manipulations numériques sur les grand&firs

La simple bissection du trapéze conduit aussi apideblemes dans lesquels deux
bissections sont imbriquées. A partir de la bisesaa’un trapéze, le probléme est de trouver
deux autres transversales formant un trapeze qui&acon tour, bissecté par la premiére

transversale (Fig. 8).

A4+A3 = A2+A1

A3 = A2
B2+b2=2t?
2+t = 2t
B
ty
t
zh2
b
A, | A1
A 2
Ay

Fig. 3. Bissections imbriquées du trapeze.

Ce type de problémes se retrouve principalemens tmrablette TMS 23°. Cette
tablette ne repose pas explicitement sur le trapgdaés, les calculs proposés ne sont exacts
gue si I'on suppose trapézoidal le quadrilatéreééodper. Les deux bases et la premiere
transversale sont proportionnelles au triplet dégn connu (7, 5, 1). Les deux nouvelles

1%6[Caveing, 1985] ; [Caveing, 1994], p. 144-162rjErg, 2007], p. 292-296 ; [Neugebauer, 1935-p7],26-
134 ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 74-76.

127 Thureau-Dangin, 1938], note 1, p. 75.

128[Caveing, 1994], p. 151.

129[Bruins et Rutten, 1961], p. 114; [Friberg, 200¥]299-304.
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transversales (prises comme bases d’'un nouveagz&ppt la premiere transversale le sont
avec le triplet (31, 25, 17).

Cette imbrication de deux bissections est aussiepté dans les problemes #2 et #3 de
la tablette Erm. 15 073 déja présentée. Pour lecé@yme pour le probleme précédent, il
s’agit a priori d’un quadrilatére qu’il faut supposer trapézoid#i. nouveau triplet vérifiant
(*) pour les transversales est utilisé : (23, )7andis que le second triplet est (17, 13, 7) déja
rencontré dans la tablette Erm. 15189 et IM 58 OB& ce qui concerne le #3, la
reconstruction de J. Friberg de la procédure perdoatre une similarité avec la tablette

TMS 23 qui admet les mémes triplets pour les trarsales™.

b) Découper un trapeze en deux parties, dans un rappbdonné, parallelement a
ses bases.

P

La relation (*) généralisée au découpage en deutiepaselon le rappo%:
q

donne la relation (**) suivante :

2 2
pbz +qu =(p+q)t2 out? = pb” +qgB (**).
(p+a)

Trois tablettes, YBC 4 608", Str. 3672 et Ist. Si. 268® proposent ce découpage.
Aucun probléme ne donne explicitement un rappour p@ découpage. lls fournissent, dans

les énoncés conservés, les grande\yret A, qui permettent de dégager ledit rapport.
. . e é‘u 1 .
L’'unique probleme de YBC 4 608 étudie le cas 2 =3 Ainsi, B, b, t) est

proportionnel au triplet (8, 7, 2) qui vérifie nésairement (**). L’exercice, dont I'objectif

semble classiquement de calculer les grandeurnglpestmanqguantes, est 'occasion d’utiliser

la regle de fausse position. Une «valeur fauspewr la transversale est calculée en

choisissant un rapport des longueurs partieﬁés« faux ». Les «valeurs fausses » sont
a2

ensuite corrigées avec la valeur de la transvedsaiaée.

130[Friberg, 2007], p. 306.

131 |bid., p. 274-277 ; [Neugebauer, Sachs, et al51,9. 49-53.

132 [Friberg, 2007], p. 277-279 ; [Hoyrup, 2002], 892244 ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 90.
133 [Friberg, 2007], p. 279-282.
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La regle de fausse position est encore utilisés tianésolution de I'unique probleme

de Str. 36%* Dans ce cas% :g.

51

Quant a la tablette Ist. Si. 269, elle représentesen recto quatre trapezes découpés
en deux parties et deux autres sur son verso.igyde ces figures, le scribe y a consigné les
deux longueurs partielles ainsi que les bases watasversale. Cette tablette peut témoigner
d’exercices d’écolier dont le but serait le caldes aires partielles. Elle peut aussi représenter
la réalisation définitive de la tache d’'un écoligni aurait été de calculer toutes les grandeurs
caractéristiques des figur€d J. Friberg suggére une autre interprétation metie tache
d’écolier concernant les quatre trapézes du &t s'agirait de la construction de trapézes
découpés en deux parties d'airRset A, toujours égales a 1 800 et 30, et avec la longueur
totale a, +a, toujours égale a 60. Le premier trapéze du veespecte ces données a
I'exception de la longueur totale qui égale, cédts-ci, 50. Le deuxiéme trapéze du verso est
trés différent des précédents et se rapprochegémaent du probléme populaire»**’ de
découpage du triangle en deux parties avec les padiellesA =480 et A, =270, et la

baseB = 30%

Les scribes de la tradition mésopotamienne nersteht pas au découpage du trapéze
en deux parties égales ou vérifiant un certain getpContrairement au cas du triangle, de
nombreuses tablettes attestent des pratiques deplge du trapéze en un nomhbrg > 2)

de parties.

c) Découper un trapéze em (n>2) parties.

Pour I'ensemble de ces problemes, la tache duesedsh semblable aux problemes
précédents. Etant données certaines grandeurgl@ions) caractéristiques, toutes les autres
doivent étre déterminées. A notre connaissanceglg découpage en trois parties égales

134 Hgyrup, 2002], p. 241.
135 [Friberg, 2007], p. 280.
130 |bid., p. 281.
137 |bid., p. 255.
138 |bid., p. 282.
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parallélement aux bases intervient dans le problé®ede la tablette VAT 7 62%°.
Malheureusement fort détérioré, ce probléme ne pas la procédure.

Le probleme #1 de cette méme tablette traite d&ntdge entre deux groupes de neuf
fils. Le trapeze est d’abord découpé en deux Eégales. Chacune de ces parties est alors

découpée a son tour en neuf parties égales.

Une autre tablette aussi conservée a Berlin, VABT*°, propose un découpage en
trois parties égales. Le probleme #1 est énoncérepétant le partage d'un trapéze donné
entre trois freres. Il s’agit de I'unique probléswnu pour lesquelles les transversales ne sont
pas paralléles aux bases mais perpendiculairesouveau, le scribe ne fournit pas de

procédure.

Les tablettes Ash. 1 922.1788et MS 3 908" proposent des découpages d’un trapéze
paralléelement aux bases en trois parties inég@les.deux tablettes représentent les trapézes
découpés avec les grandeurs caractéristigues s betséransversales, aires partielles et

longueurs patrtielles.

Signalons enfin & la tablette IM 31 248qui expose, quant a elle, la figure et le
probleme (dont une grande partie est perdue) douwpége d’'un trapéze en cing parties

égales.

C)Conclusion.

La terminologie utilisée ainsi que les situatiomgoguées dans les nombreux
problemes semblent relier le mesurage et le dégeupaune réalité pratique. Néanmoins,
plusieurs éléments nous poussent a croire que $enaxge et le découpage doivent davantage
étre considérés comme des chapitres d'une tradéivante des mathématiques. Ajoutons

aussi que les tablettes qui nous sont parvenuekpeat-étre celles relatives au cadastre, ne

1391bid., p. 296-297 ; [Neugebauer, 1935-37], volp1290-294 ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 99-100.

140 IFriberg, 2007], p. 297-299 ; [Neugebauer, 1935-3®0l. 1, p. 291 ; [Thureau-Dangin, 1938], p. 98:9
[Vaiman, 1961].

141 1Friberg, 2007], p. 285-286 ; [Robson, 1999], p32

142 [Friberg, 2007], §8. 1.

143[Bruins, 1953], p. 256 ; [Friberg, 2007], p. 286.
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refletent pas le travail des praticiens effectivami& au mesurage et au découpage mais
plutdt le résultat d’une « scolarisation » de ewail. En effet, il semble raisonnable de croire
gue les probléemes de géométrie se seraient nodess pratiques effectives mais les
documents connus seraient davantage ancrés daspus d’enseignement. Ainsi, les séries
d’énoncés d’'un méme probléeme qui mettent en ceuveepermutation des données afin de
calculer les grandeurs manquantes ne se rattaghé&nides situations pseudo-concrétes. lls
apparaissent alors davantage comme un prétexteaols sur les grandeurs. C’est aussi
probablement le cas des probléemes dans lesqualmdénéité des grandeurs n’est pas
respectée, ils ne peuvent «représenter » un pnebl&oncret. Ajoutons, a I'image de la
tablette YBC 4 675, toutes les tablettes ou lesnditions de réalité », comme l'inégalité
triangulaire, ne sont pas Vvérifiées. Les problededécoupage nous fournissent un argument
supplémentaire. Les problemes de mesurage ne santipsociés des diverses unités de
longueur, de surface ou de volume, ceux qui traiten découpage n’évoquent que trés
rarement ces unités. Le scribe se comporte cominas/aillait, anachroniquement, sur des
rapports de grandeurs. Nous sommes en présencerderas génériques sortis de tout
contexte — quel qu’il soit —. lls sont les reprdaats, voire les supports d’'une tradition
savante. Ces problemes de découpage sont alorgadion de développements
« arithmétigues » que nous avons qualifiés padgisalgébriques » lorsque leur formulation

moderne aboutissait a une équation du second degré.

Enfin, notons la forte présence de procédures Iggbeaques afin de résoudre des
probléemes de mesurage et de découpage. Ajoutoasiaurie tablette, a notre connaissance,
ne contient les premiers éléments constitutifs gourraient étre a l'origine d'une
structuration de la discipline algébrique. Les pokes traités s’inscrivent tous dans un
environnement géométrique avec ses référencesludgela validité de la procédure n’est pas
justifiée, elle est validée par ce que J. Hgyrumme une géométrie « naive » du couper-

coller***,

144 THgyrup, 1990]
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Les pratiques de mesurage et de decoupage

dans les mathématiques grecques.

Héron d’Alexandrie (1's.) est sans doute le meilleur représentant degi@ométrie
pratiqgue » grecque. Quatre ouvrages sur le mesuladigures planes et solides lui ont été
attribués. Le seul ouvrage dont l'auteur est H&@vére aujourd’hui étre Lesletrica; il
s’agit sans doute du traité grec le plus richelsuhéme. Ensuite, les recueils de problémes
Geometrica Stereometricaet De mensurissont considérés comme apocryphes par les
spécialistes. En plus des quelques documents arenygui nous sont parvenus, nous

pouvons aussi citer les contributions de Diophdfies(av. J.-C.) et Didyme {is.).

La question du découpage de figures planes n'ast gans la tradition grecque,
exclusivement envisagée en relation avec ses aspetiques. Elle illustre parfaitement la
dualité « savoir savant / savoir faire » des mati&ues grecques avec ces hombreux allers
et retours. Euclide, principal témoin et l'un demigents représentants de la géométrie
savante grecque, s’est intéressé a ces problemesarsacrant un ouvrage aujourd’hui perdu
dans sa version originaleSur les divisions des figureQuelques siecles plus tard, Héron

consacre un livre entier de ddstrica aux pratiques de découpages des figures planes.
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Dans une premiére partie, nous présentons cegdiiffé témoins de la tradition
géométrique grecque des pratiques de mesurage. Damsseconde partie, nous nous

occuperons des problemes de découpage.

A) Le mesurage des figures planes et solides dans les

mathématiques grecques.

1. LesMetrica de Héron d’Alexandrie.

Les Metrica, dont I'authenticité est assurée, sont constrigtedrois livres®. Elles
marquent 4a volonté d'articuler différentes approches, enrtmalier la démarche
démonstrative de la « grande géométrie » grecqueli@ie, Archimede, Apollonius...) et la
démarche calculatoire ou algorithmique, & peu puésverselle en mathématiqdés » Le
premier livre s’intéresse au mesurage des surfdeesecond traite exclusivement des
volumes. Enfin le troisieme, sur lequel nous regitens, étudie le découpage de figures
planes et solides.

Aprés une longue préface dans laquelle Héron deesitmotivations, et le plan de son
travail, le Livre | desMetrica propose trente-neuf problemes. Ils sont tous &irés de la
méme maniere : énonce, procédure de résolutio@énepdstration.

Le premier probléeme donne l'aire d’'un rectangleped@ «domaine oblong et d’'un
carré. Suivent les problémes relatifs, dans I'grdtex triangles, aux trapézes, aux losanges et

parallélogrammes, aux polygones réguliers, auxdget solides circulaires.

Les triangles.
De maniére générale, I'aire d’un triangle est délewa I'aide de la hauteur et de la

base par complétion pour obtenir un rectangle dodhbl triangle donné. Sont exposées les

145 Edition du texte grec avec traduction allemandesd#iéron, 1899-1914], vol. 3. Nous tenons a reiaerc
B. Vitrac qui nous a communiqué sa traduction fease personnelle.
148 vitrac, & paraitre], note 79, p. 25
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procédures pour calculer la hauteur d’un triangi€il soit isocele, acutangle ou obtusangle,
ainsi que les projections des c6tés sur la base.
Voici la procédure pour le triangle acutangle deésé < b < c'?’.

2 2\_ A2
{W} +b = p, oup est la projection da surb.

a’-p® - ya’-p? =h, ouh est la hauteur du triangle relativemett &
hxb

= A, OUA est I'aire du triangle.

La détermination de I'aire d’'un triangle sans lécahde la hauteur fait I'objet d’'un

probleme :

A= \/g[g - aj[g - bj[g - cj sip est le périmétre du triangle de coeb, c.
Méme si cette formule porte aujourd’hui le nom d&rdh d’Alexandrie, il semble quelle lui
soit bien antérieurd’. Ce méme probléme est I'occasion de donner, satiigation, une

procédure d’approximation de la racine carrée :

1( N . . . . . .
VN = E[_ + cj sic est la racine carrée du carré parfait le plushprquar exces ds.
c

Les quadrilateres.

Comme nous l'avons vu, Héron traite le rectanglasdle premier probléme comme
base pour les autres problémes. Il peut en effeto@nsidéré comme la figure fondamentale
pour déterminer l'aire des autres figures, le cata@t I'unité de surface.

Apres les triangles, sont exposés les trapézes. digi est déterminée par le produit
de la demi-somme des bases par la hauteur. Cedéeasontré par la transformation du

trapeze de baseb et B et de hauteurh, qu’il soit rectangle, isocele, acutangle ou

: . b+B . . :
obtusangl&", en un rectangle de dlmensmlsz— eth. Les procédures pour déterminer la

147 Héron prend I'exemple canonique du triangle dé<¢t3, 14, 15).
148 | e mathématicien arabe alfBni attribue méme cette relation & Archiméde.
149 Un trapéze obtusangle est un trapéze dont unelesangles a la base est obtus.
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hauteur d’'un trapeze sont aussi données en se aainam cas d’un triangle en retranchiant
deB.

Les problémes suivants proposent l'aire de plusiewtres quadrilateres (losange,
parallélogramme ou quadrilatere ayant un anglet étcaucun coté paralléle) en les divisant,
notamment par la diagonale, en figures simples dontsait calculer l'aire d'apres les

probléemes précédents.

Les polygones réguliers.
Dans cette partie, Héron traite de tous les palggaéguliers du triangle équilatéral au

dodécagone de maniére systématique, seul le castpas évoqué a cet endroit. L'aire du
- Ve . ’ ’ ’ ’ Ve 3 2 2 -
triangle équilatéral est donnée par la procéduaetexrésumeée par la formul :1—60 XxCc* si

c est le c6té du triangle.
Donnons enfin les formules issues des procédénemdtrées par Héron pour le calcul
de l'aire des polygones réguliers. A I'exceptionl@grocédure concernant I'hexagone, elles

sont toutes approchées.

2
pentagone A= ¢ ;5
2 2
hexagone A= c ZC x 27
c?x43
heptagone =
ptag 12
2
octogone A=E" 29
6
2
ennéagone A=S ;51
2
décagone A= ¢ ;15
2
hendécagone A= ¢ ;66
2
dodécagone A=S 245

Héron précise enfin que les polygones non réegusient mesurés par triangulation.
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Les figures circulaires.

Héron débute avec une référenceaamesure du cercld’Archimede pour établir le
. . L : 22 : .
rapport entre circonférence et diametre d'un cerate=7. Cela lui permet ensuite de

répondre aux problemes portant sur le cercle dedtr@d, de circonférencp, et d’aireA.
d? x11
- = A

14

d-d? - d?x11-

d 1. (_ d)_
(p.d) - pxa—*a"(pxaj—p\

dx22

d - dx22 .

Apres avoir donné une procédure pour l'aire d’'eoeronne, Héron se consacre a
'étude des portions de cercle plus petites puiss grandes qu’'un demi-cercle. Pour laire
d’'une portion plus petite qu’un demi-cercle,

A:%(c+ f) - %(c+ f)x f *%sic (respf) est la corde (resp. la fleche) de la portion de

cercle.
La portion de cercle plus grande qu’'un demi-ceeslemesurée a partir de la différence entre
le cercle complet et la portion complémentaire glaste qu’'un demi-cercle. Le diametle

du cercle dont est issu la portion est implicitetdEterminé par la formule :

2
d =%X(gj + f (avec les notations précédentes)

Enfin, le livre | s’achéve sur I'étude de l'ellpsla parabole, sur les surfaces du

cylindre droit, du céne de révolution, de la sphérel’'un segment de sphére en s’appuyant

150 Notons que la version deédetrica qui nous est parvenue (transmise par un seul mEDugropose une
procédure plus précise avec un terme correctife |bourrait que cette correction ne soit pas derii-méme
mais d’un auteur postérieur qui introduit ce comtaiea dans le texte ; [Hgyrup, 1997], p. 80.
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explicitement sur plusieurs travaux d’Archimedea: mesure du cerclé&ur les conoidePe

la méthodeSur la sphére et le cylindre

Dans le livre 1l, Héron développe le mesuragesidisles et compléete ainsi les travaux
de la fin du livre I. Dans un premier temps, il mesle parallélépipéde rectangle par le
produit de la base par la hauteur. Il généralisesale résultat a tous les solides sans pointe.

Puis, il s'intéresse aux solides qui ne sont pagssairement droits comme le cbne, le
cylindre scalene, le solide parallélépipédiquedédaarche consiste a les ramener aux solides
droits correspondants.

Ensuite, plusieurs problémes traitent de la pyransdtiere ou tronquée de base
guelconque pour continuer sur différents troncsal&es (cone, prisme a base triangulaire).
Se succedent alors, avec une référerica sphéere et le cylindrd’Archimede, les problemes
sur la sphere et les segments de sphere. Le voludela sphere de diamétleest indiqué
par la procédure suivante :

d-d? - g (1—1d2j><d - (E‘dzjxdxgzv
14 14 14 3

D’autres types de figures cylindriques et sphésgsmnt mentionnées : une baignoire,
une voUte, une coupole et le tore qui se trouveexample, au pied d’une colonne.

Héron propose enfin la mesure des cing solidesla®r et des solides irréguliers
avec l'utilisation de la poussée d’Archiméde ou’denrobage » pour une comparaison avec

un solide droit.

2) Le corpus pseudo-héronien.

Notre propos est ici une présentation succincteahienu géométrique du corpus et
nous ne nous attacherons pas a discuter spécifentedes traditions manuscrites, de leur

histoire, de leurs liens éventuels ou de I'auttuitétide leur attributiof?™.

151 Cette question est au-dessus de nos compétengeseBe question et sur les informations relatides
Geometrica nous remercions B. Vitrac pour nous avoir cosié notes personnelles sur « Le corpus pseudo-
héronien édité par Heiberg » et sur la « Struatlure traité xGeometrica édité par Heiberg».
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Geometrica® est un recueil de problémes de mesurage, comaild.p. Heiber§®
consacrés exclusivement aux figures planes a phertmatériaux provenant de divers traités
byzantins.

Les problémes sont énoncés et résolus sans déatarsttDe plus, nombre d’entre
eux font apparaitre des unités métrologiques. Enfite pratique, probablement issue des
arpenteurs, intervient quasi-systématiquement piggerminer l'aire des figures les moins
usuelles : la triangulation et plus généralemerddeoupage en figures dont on sait calculer
'aire. Néanmoins, cela ne suffit pas a conférex @eometricaun caractere pratique et
utilitaire. En effet, la nature des problemes et particulier, la multiplication des exemples
numeériques fractionnaires dénotent plutdt une ctatiph de problemes pour mathématiciens

aussi bien géometres qu’arithméticiens.

Apres une préface et une introduction sur les nessua compilation commence
naturellement avec le carré et le rectangle. Emsaint traités les triangles en débutant par
les triangles rectangles, puis les triangles étgraaix et isoceles, et enfin les triangles
scalenes. Les procédures de calcul des projecteindes hauteurs sont les mémes. Les
Geometricaproposent davantage de probléemes ou les donnéedriques sont modifiees et
qui aménent notamment & de ombreux calculs fratsioes>. La méthode dite « de Héron »
du calcul de l'aire d'un triangle a partir de laukeconnaissance de ses coOtés est utilisée a
deux occasions : pour le triangle canonique (13,1B) et pour le triangle rectangle (5,
12,13)°°

Des problémes sur les quadrilateres sont ensuipopés : losanges, rectangles,
parallélogrammes, trapézes. Les mémes procédueedans leMetrica sont appliquées ici,
seuls les exemples numériques peuvent étre ditéren

Le recueil poursuit avec le traitement quantitatieat important du cercle et de ses
portions. LesGeometricarenferment de nombreuses procédures pour détarfigime A d’'un
cercle, le diametrel ou sa circonférence a partir de la donnée d'une ou deux de ces

grandeurs. Elles peuvent étre réesumées par lesifesrsuivantes :

132 Edition du texte grec avec traduction allemandesdbiéron, 1899-1914], vol. IV.

133 C'est le cas plus globalement pour le « corpusugisééronien » dont il est question ici ; vol. IV, de
[Héron, 1899-1914].

15| s'agit ici d’'une différence entre les textes darpus pseudo-héronien et Itetrica dont les valeurs
numeériques choisies conduisent, pour la plupadgsicalculs simples. Soulignons ici une autre diffée entre
les textes. Alors que Héron précise dans la prédackivre | ne pas considérer les unités métrologiget les
problémes de conversion inhérents, ces questionidagement présentes dans le corpus pseudo-béroni
155[Héron, 1899-1914], vol. IV, p. 249, p. 251.
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d a3><d+%><d=p

d - (a2 ><11)><1—14 = A (M)™°

2 2
o (g e
2 7\ 2

d . d? —%dz +2i1[d2 —%d2}= A

d - d? —(Lijdz =A
7 14

p - (p2x7)x8_18:A

P
d, S dx==
(d. p) X4
d p
d,p) - SxP=n
(d. p) 2"2

(d.p) - 4(a=p)=n
(d, p)a%(%xpjﬂ(l\/l)

1
> 7px—=d (M
p p 52 (M)

p_>7><£:

22
1 p
- — - :d
P 3('0 22)

1
Ao = =
7><(88>< )=p

La encore, ces procédures sont exécutées aveanalereux exemples numeérigues, et
notamment avec des diametres fractionnaires quaretrgnt des calculs non triviaux.
Suivent plusieurs problemes sur le cercle et tdggones réguliers (du pentagone au

dodécagone), sur l'inscription et la circonscriptabune figure dans une autre.

1% Nous signalons par (M) la présence de cette proeédhns leMetrica
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Notons la présence, dans I&eometrica de trois problemes pour lesquels les
procédures de résolution proposées sont de natév@gébriqué’. Voici ces problémes avec
leur procédure de résolution. Notons aussi que poacun d’entre eux la solution déterminée

est soumise a une vérification.

Probléme 1 :
La somme des quatre cbtés d'un cg
et de son aire est 896. Déterminer g

périmetrep et son aire\.

p+A=896. p,A?
rr¢

—x4=2
fo)]

- 2x2=4
- 4+896=900

- +900=30

_>1><4:2
2

- 4+2=2
- 30-2=28=c (sicestle c6té du carré)

p=120 A=784

Probléme 2 :
La somme du diametrel, de la
circonférencep et de l'aire A d’'un
cercle est 212. Déterminer les trg

grandeurdl, p etA séparément.

Probléme 3 :
Méme probleme que précédemm

L 1
avec la somme égale 6‘37+§. Les

résolutions sont identiques.

d+p+A=212.d,p,A?
154x212=32648
- 841+32648=33489
DIS
- 4/33489=183
- £3=154

29

1
ant — x154=14=d
ent 11

L 183 154
29

- 2x154=308
1
- $X308: 44=0p

- (14x 44)x% =154= A

157 Aucun probléme de ce type n’apparait dandlesica

© 2009 Tous droits réservés.
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Restent deux ouvrages dans le corpus pseudo-hérédiig par J.L. Heiberg :

Les Stereometricd®® donnent le mesurage de certaines figures géomésigolides.
Parmi celles-ci, sont abordés la sphere, le c@&ohc de cone, I'obélisque avec une base
circulaire, le cylindre, le cube, les pyramidegesttroncs de pyramide. Les autres problemes
traitent de questions en relation avec les batimentes constructions comme, par exemple,
celles d’'un théatre, d’une baignoire ou d’'un bateau

Quant awDe mensuris®, il débute avec les mesures de toutes sortesed®bpmme des
pierres de différentes sortes, une tour, un théairencore un navire. Ensuite, ce sont les
figures géométriques planes et solides qui sonturées : cercle et portions de cercles,
sphéres et portions de sphéres, pyramides, camestde cones et pyramides.

3) Les opuscules géométriques de Didyme et de Diophane et autres

témoignages anonymes.

Didyme et Diophane sont deux mathématiciens mineéera tradition grecque. lls se
sont davantage illustrés dans des travaux agronmwiqque dans des oeuvres

mathématique&®. Chacun d’eux a néanmoins publié un petit opustelgéométrie pratique.

a) Le traité de planimétrie et de stéréométde Diophane.

L’'opusculd® contient vingt-six problémes résolus sans dématistr. Cet opuscule
nous est parvenu dans les mémedicesque les corpus pseudo-héronien que nous venons de
présenter.

Dans cet ouvrage, sont principalement développés addculs approchés sur les
polygones réguliers, du pentagone au dodécagoredques solides circulaires. Les neuf

138 Edition du texte grec avec traduction allemandasdpHéron, 1899-1914], vol. V, étude partielle dans
[Tannery, 1912]. Ce recueil est réparti en deuxlectibns principales :Stereometrical (p. 2-84) et
Stereometricdl (p. 84-162).

159 Edition du texte grec avec traduction allemandesdbiéron, 1899-1914], vol. V.

1%01ver Eecke, 1940].

181 Edition du texte grec, et traduction allemandesdgeiberg, 1927] ; traduction francaise dans [Zecke,
1940] que nous prendrons comme texte de référence.
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premiers problemes concernent les figures cirasail’auteur propose le calcul de la
circonférencep et de l'aireA d’'un cercle & partir de son diamétfé?, le calcul de son aire &
partir de son diamétre et sa circonférefite et enfin de son diamétre & partir de sa

. , L s 22 1
circonférenc®”. Le rapport du diamétre au périmétre du cerclezest7 = 3+7.

d - p=3><d+%><d (G)*°
d - A=(d2><11)><1—14 (M) + (G)

p,d - A=

X

(G)

N o
N

p.d ~ A=(pxd)x; (G)

p~ d=(7xp)x (M) +(©)

L’auteur donne aussi le calcul de l'aire de laifegtriangulaire (resp. quadrangulaire)
située entre trois (resp. quatre) cercles tangent®lui du volume d’'une sphére de diamdtre

donné.

d - (dz xllxijx4
14

Les onze problémes suivants traitent exclusiverdestpolygones réguliéf& Leur
cotéc étant donné, I'airé du polygone est calculée. Toutes ces procedurdasdgectement
issues des équivalences entre figures planes eégsllicomme & carrés occupent 3
pentagones, ou «13 carrés occupent 5 hexagonesA I'exception du triangle équilatéral,
toutes les procédures exposées par Héron se refrocivez Diophane.

Pour le triangle équilatéral, alors que Héron a proeédure exacte, Diophane donne
une procédure approchée qui prend appui sur unadguice explicitement attribuée par

Archimédé®” : «30 triangles équilatéraux sont équivalents & 13€sw'® Il arrive ainsi a :

1821ver Eecke, 1940], p. 19.

183 bid., p. 19-20.

%4 1bid., p. 20

185 Nous signalons par (G) (resp. (M)) la présenceadeprocédures dans IBsometricaresp.Metrica).

1% 1ver Eecke, 1940], p. 24-27.

17 ver Eecke, 1940], p. 31. Il le cite aussi & propa cylindre ; Ibid., p. 39, 40, 43.

188 A notre connaissance, aucun travail connu d’Arétierne mentionne cette équivalence sinon de maniére
indirecte.
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2
A= 1% ou A= (1 +ijc2 sic est son coté.
30 3 10

Il détermine aussi sa hautdua I'aide de la relation de Pythagorh = 1/%cz :

Diophane propose aussi deux procédures alternativee pour ’hexagone et l'autre
pour le décagone :

1 1
h A=(c?x6] =+—
exagone ( {3 10)
2
décagone A= c ;38

La procédure pour 'hexagone n’est qu’'une consécgi@le la procédure du triangle
équilatéral. Pour le décagone, Diophane éproubesein de préciser quecette méthode se
comporte d’une maniére exact®® alors que la formule est & nouveau approchée ralsen

peut étre le fait qu’elle donne un résultat pluscpe de la solution que I'autre formule.

Pour quelques-uns des problemes précédents, leetlethdu cercle circonscrit est
soit déterminé par une procédure détaillée, saitesea valeur est donnée. Le probleme
réciprogue, a savoir déterminer le coté du polygeégelier connaissant le diametre du cercle
circonscrit, n'est envisagé que pour I'octogbfle Ce dernier probléme fait I'objet d’un
énoncé générdt dans lequel Diophane propose le calcul systémmtiyu cotéc (resp. du
diamétred) en fonction du nombre de cotéslu polygone et du diamétre (resp. du coteé) :

c:—d;:s etd:C><n

Les problémes restants concernent la calotte spiegrde tronc de céne, la sphere et le

cylindre.

b) Le métrage des divers baie Didyme.

Cette contributiod’? est beaucoup moins importante pour notre propos lgu
précédente méme si, dans le cas présent, il gagitétre du seul « vrai » représentant d'une

%9 1bid., p. 27.

70 bid., p. 25-26, p. 28-30.

1 bid., p. 35-38.

172 Edition du texte grec, et traduction allemandesdieiberg, 1927] ; traduction francaise dans [Zecke,
1940] que nous prendrons comme texte de référ&tode dans [Tannery, 1912].
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géomeétrique pratique grecque. En effet, il s’agiindtraité de métrologie dans lequel
apparaissent quelques problemes de mesurage.teations de I'auteur étaient sans doute de
fournir un document d’utilisation et de conversidas unités linéaires, de surface et de
capacité.

Parmi les problemes de mesurage, on retrouve ldgme de la détermination, par la
relation de Pythagore, de la diagonale d’'un camwéd(un rectangle) de coté(s) donn&(®)

Didyme s’intéresse ensuite au solide. Il détermimevolume d’'un parallélépipéde
rectangle, d’'un cylindre, et d’'un demi-cylindre.M3aces derniers calculs, l'auteur adopte la
valeur approchéa = .FEn I'absence des figures, plusieurs autres pnoddesont difficiles a
interpréter.

Enfin, de nombreux problemes proposent la détettivimadu volume d'un
parallélépipéde rectangle dans une unité de vollonaée et pour lequel les dimensions sont
données dans diverses unités. Ces derniers prablégpeennent les trente-six premiers qui

manipulent les différentes unités et leurs conoeisi

c) Plusieurs témoignages fragmentaires anonymes.

i) Le papyrus Ayer.

Le plus important des fragments géométriques potrerpropos est probablement le
papyrus Ayel’*qui serait une copie datée dtidu 3 siécle aprés J.C. Il peut s'agir d’un
fragment d’un traité pratique utilisé pour le mese de terrains aprés inondationUne des
hypothéses considererait la version originale deekge comme une source possible (directe
ou indirecte) aux travaux de Hérdh

Trois figures géométriques, manifestement pas éhéke, sont représentées : deux
trapézes et un losange. Chacun des trois probleamssspondants a pour objectif le calcul de
l'aire desdites figures par division en triangles guadrilatéres usuels. Les figures sont
décrites avec lindication des longueurs de chazfité, ou des parties de cotés, celle de la
hauteur, ainsi que l'aire de chaque figure découpéemaniére générale, ces problemes sont
rédigés dans un style direct avec une liste d’icjons et se terminent systématiquement par

13 ver Eecke, 1940], p. 10.

17 Edition grecque des fragments, et traduction asgjldans [Goodspeed, 1898].
5 bid., p. 27.

7% bid., p. 37.
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le renvoi & la figurE’. Les procédures ne sont pas démontrées. Examimaimenant ces
trois problemes.

Le premier problénté® s'intéresse au mesurage d'un trapéze scalénetéeqé- 13,

C, =15, B =16 et s= 2que nous avons représenté ici a I'échelle :

s

Figure 3 : Le trapéze scaléne du papyrus Ayer.

La procédure débute avec la détermination de Igegiionp de c, sur la bas®, puis celle de

la hauteur par la relation de Pythagore.

2 2 sz _012 sz _C12 1 C22 _C12 —
- - B_ -_—— -5 — B_ - | =
R B-s (B-s) B-s 2. (B-s) B-s P

012_p2_) }012_p2 —»h

Ensuite, le trapéze est découpé en quatre figueesectangle central, =hxs, les deux

triangles rectangleg, = A, =% pxh et le triangle obtusangld, = %(B -(2p+s))xh.

Le second probléeme s’intéresse a nouveau au trap@ie obtusangle, c’est-a-dire

gu’il a un angle obtus a la base, dont la représiemt suivante est a I'échelle :

7E. J. Goodspeed traduit les injonctions par desatifs, et le renvoi aux figure paird the figure will be

as follows».
178 [Goodspeed, 1898], p. 31.
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Figure 4 : Le trapéze obtusangle du papyrus Ayer.

La procédure débute, comme dans le cas précédeat,ladétermination de la projectipn

de c, sur la basd3 en prenant en compte le fait gee B, puis celle de la hauteur par la

relation de Pythagore.

2 2 2 2 2 2
2 2 C, -G C, -G 1 C, -G —
cC, —C - — —-(s-B) - — x| =————-(s—-B) |=

2 7 s-B e [ g\ )J P

Cette fois-ci, le trapéze n’est découpé qu'en trdigures: le rectangle central

A, =hx(B- p), les deux triangles rectanglés =% pxh et A, :%[S—(B— p)lxh.

Dans le troisieme probléme est proposé le mesutagelosange qui est considéré
comme la composition de deux triangles isocélesitiesc = 10, et de base = 127,

Le mesurage de ce losange consiste a déterminleauteurh du triangle isoceéle
composant le losange par la relation de Pythagpresera aussi la hauteur de chacun des

guatre triangles rectangles intérieurs au losabh@ee du losange est alors le quadruple de

I'aire d'un de ces triangles rectang%g hxg.

9 bid., p. 32.
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Figure 5 : Le losange du papyrus Ayer.

i) Autres fragments de papyri sur le mesurage.

Il y a d’abord le papyrus grec 259 de la Bibliotheégle Genév&° qui pourrait dater
du Z siécle de notre ére. Il nous transmet trois proBede mesurage concernant le triangle
rectangle. Pour chacun d’eux, il ne s’agit paseseeht pour I'auteur de déterminer la seule
aire du triangle rectangle en question dont legéscéont (3, 4, 5) pour les deux premiers et (6,
8, 10) pour le dernier. Il s’agit en fait de déterem certaines grandeurs étant données
certaines autres. 8iest I'hypoténuse du triangle rectandlgresp.l) le plus grand (resp. plus
petit) c6té de I'angle droit :

Probléme #1 d,L.I1? oubierd,l.L,A?
Probléeme #2 d+L,l.d,L?oud+I,L.d,|?
Probléme #3 |+L,d.l,L?

Ces problémes ne sont pas sans évoquer les pebleébeucides sur le rectangle
(avecL, | etd sa longueur, sa largeur et sa diagonale) de lattaBM 34 568 par exemple
et, comme nous le verrons certains problémes dealdition arabe dil-andalus Les
procédures proposées, de nature pré-algébrique,atans identiqgues. Mais naturellement,

cela ne suffit pas pour établir une filiation dieentre les deux traditions mathématiques.

180 Edition grecque et traduction francaise dans [Rudih 1978] ; analyse mathématique dans [Sesi®@886]1
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Le papyrus Vindob. Gr. Inv. 353 contient, quantug deux problémes relatifs au
cercle®®’. Peu d'informations subsistent pour établir aveécision ces problémes. Nous
pensons néanmoins qu'il est intéressant de lesiomaer pour renseigner sur les pratiques
existantes en dehors des corpus de grande impertaaceconstruction du premier probléme
propose I'énoncé suivant: Etant donné le coté dtamré, déterminer l'aire du cercle

circonscrit®. Quand au second probléme, il s'agirait de démeml’aire A d’'un cercle a

: . , , , . pxr .
partir de sa circonférenge®® La procédure alors employée ser,altpT sir est le rayon

du cercle.

Le papyrus Vindob. Gr. Inv. 288" quant & lui, s'intéresse & un probléme que nous
avons déja rencontré chez Diophane. Il s'agit deuter I'espace compris entre quatre cercles

tangents de méme diametre.

Deux autres papyri témoignent d’un type de prolelemmle mesurage du rectangle liés
aux unités de mesures de longueur et de surfac8B 6951 de la bibliothéque de GHhdet
le P. Mich. 4966 de l'université du Michigdfi. En effet, dans ces deux documents se
retrouve le probléme : étant donnée la longuewsp(ria largeur) d’'un rectangle, quelle doit
étre la largeur (resp. la longueur) pour que som ait telle valeuf’. L'intérét de ce type de
probléeme ne réside pas tant dans la procédure kdel ade I'aire plutbét que dans les

conversions d’unités nécessaires.

Il y a enfin le papyrus Heid. Inv. G30 d'HeidelgE® Il est classé parmi les témoins
grecs des pratiques d’arpentage. Le probleme présee papyrus illustre la procédure dite
des arpenteurs déja vue dans la tradition babyloeieEn effet, il s’agit de mesurer une
parcelle quadrangulaire de dimensions connues @surées) : son aire est alors obtenue par

le produit des moyennes des c6tés opposes.

1811Bruins, Sijpesteijn, et al., 1977]

182bid., p. 106.

183 |bid., p. 108-1009.

184 bid., p. 110-111.

185[Shelton, 1981]

1% [Robbins, 1934]

187[Shelton, 1981], p. 93 ; [Robbins, 1934], p. 102.
188 [Shelton, 1981]
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B)Les pratigues de découpage dans les mathématiques

grecques.

Dans cette partie, nous ne considérons pas le dageucomme étape du calcul de
I'aire d’'une figure plane ou d’'un volume d’'un sdidce que nous avons déja présenté dans la
partie précédente.

Intéressons-nous donc aux deux témoins majeursa geoblématique générale du

découpage des figures : Euclide et Héron.

1) Sur les divisions d’Euclide.

Comme cela a été dit dans notre introduction géméeacontenu de cet ouvrage nous

est connu par deux sources essentielles: le témgéy de Proclus {5.) dans son

Commentaire au Livre | des Eléments d’Eucligliela version arabe partielle d’'as-%ijz

Reprenons d’abord les deux affirmations de Produgsropos du livre d’Euclide.
D’abord, a propos de I'ceuvre du mathématicien gred, :
« |l existe encore de cet homme beaucoup d’autresagas mathématiques, pleins d’'une
étonnante exactitude et d’une savante spéculaéilsnque se®ptiques sesCatoptriques
sesEléments de musiqust, en outre, son livriBur les Division¥®. »
A partir de cette citation, 'ouvrag8ur les Divisionsest décrit comme un texte

composé sur le méme modéle hypothético-déductitegiautres ceuvres euclidiennes.

Proclus revient ensuite sur cet ouvrage pour noasnel indirectement une
information quant a son contenu lorsqu’il tente diinir le « concept de la figure ». I
précise :

«(...) le concept de la figure se complete par celui d’totelité qui se décompose en
parties non similaires ; et c’est pourquoi Eucliddribue aussi le concept de totalité a

chacune des formes, et que chacune des figureeestipée en diverses especes. En effet,

139 [Proclus de Lycie, 1948], p. 62.
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le cercle et chacune des figures rectilignes sowisithles en figures conceptuellement

dissimilaires ; et c’est ce dontAuteur des Eléments’est occupé lui-méme dahes

divisions lorsqu’il a divisé les figures données en figureant similaires que
dissimilaires®. »

Ainsi, diviser un triangle en triangles produiraie division en &gures similaires».
Mais, diviser ce méme triangle en un quadrilatéreure triangle serait une division en
«figures dissimilaires».

Nous apprenons donc davantage ici sur le contentexte d’Euclide aujourd’hui
perdu dans sa version grecque. Par ailleurs, i&exiter que Proclus ne mentionne pas les
figures solides. Son silence laisserait entendi&uglide ne se serait intéressé qu’aux figures

planes.

Venons-en a I'épitomé rédigé au®Hkecle par as-Sijzqui se rapporte explicitement
au Kitab Uglidis  al-gismat[Livre d’Euclide sur les division$j. Il correspond, dans une

certaine mesure, a la description de Proclus. Gettdribution serait une traduction arabe
partielle du texte greSur les divisions

Le géometre persan donne les énoncés de trentepripgpsitions dont quatre

seulement sont démontré®sles autres ayant été jugdasilespar as-Sijz*°

A partir des affirmations de Proclus et de la dbotion d’as-Sijz, plusieurs éléments

sur le traité euclidien peuvent étre avances.

Les problémes consistent a diviser une figure denpar une ou plusieurs
transversales soumises a des contraintes pourequares partielles répondent a un rapport
donné. Ces problemes sont formellement proches ede cencontrés dans la tradition
babylonienne pour les triangles et les trapézess Mar résolution est différente de celles des
scribes mésopotamiens. En effet, la méthode eaolidi est géométrique, vraisemblablement
fondée sur leElémentset la manipulation des rapports de grandeurss gjoe les procédures

babyloniennes sont exclusivement guidées par upeelpe numérique.

0 Proclus de Lycie, 1948], p. 129.

¥ Hogendijk, 1993], p. 149.

192 Nous prenons en compte la classification de iéxliet de la traduction anglaise de J.P. Hogendijkseront
nos références ; [Hogendijk, 1993]. La classifmatide F. Woepcke comprend, quant a elle, trente-six
propositions ; [Woepcke, 1851], p.233-244.

193 Hogendijk, 1993], p. 159.
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Cette derniere remarque nous amene a signaler’'existénce méme d&ur les
divisionsmontre que la tradition grecque dite savante, &gdide comme représentant, ne
se préoccupe pas uniguement de problématiqueslapees. En effet, il faut noter que cet
ouvrage part de préoccupations géométriques pesi@eoire calculatoires) pour en donner

un traitement savant dans un cadre classique.

Héron d’Alexandrie a montré dans les deux premigres de sedMetrica qu'il
s’intéressait particulierement aux questions deunag®. Il n’est donc pas surprenant qu’il se

Soit aussi intéressé au probleme du découpageégiess.

2) La division des figures dans le Livre Ill des Metrica.

Apres avoir traité du mesurage de figures planesolities dans les deux premiers
livres desMetrica, Héron expose dix-huit problemes de division digsrés planes (triangles,
guadrilatéres, polygones, cercle) et cing probledeegivisions de solides (sphere, pyramides,

troncs de pyramide et de cone) qui se retrouverttaigment & la fin du livié*

Dans sa courte préface, Héron expliqgue en quoivaion des terrains fait I'écho
d’'une question plus large sur le juste partage ehérite. C’est pourquoi il désire répondre
aux divers problemes de divisions a I'aide de langétrie qui, selon lui, est la seule discipline
capable de formuler des solutions a I'aide de déstnations irréfutables :

« Si, cependant, on voulait diviser les domainesrseio rapport donné, de sorte que,
pour ainsi dire, pas un seul grain de millet derégartition proportionnelle ne dépasse,

ni ne manque du rapport donné, il faudrait faireigs de la seule géométrie (>

Pour atteindre le but fixé dans sa préface, H@rpose une construction de la (ou
des) transversale(s) qu’il démontre. Il s’appui@linitement sur des propositions des livres I,
V et VI desElémentsd’Euclide en patrticulier et sures Donnéesll est amené a distinguer

deux groupes de problémes.

19 Nous mettons de c6té, pour notre étude, la divisies figures solides qui est marginale dans Hitioa
médiévale.
19 Traduction francaise de B. Vitrac.
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Les neuf premiers sont « numériques », c’est-a-gliré est possible de les traiter a
'aide de nombres. Héron ne s’en prive pas et adéement numérique est utilisé pour la
synthése mathématique du probléme. L'analyse asintga elle, menée a l'aide d'un
raisonnement géometrique sur les grandeurs eapgorts.

Le second groupe de problémes (les quatorze dsymst exclusivement géomeétrique.

Aucun d’entre eux n’est exprimé numériquement, aaayrandeur n’est donnée.

Les problémes proposés sont majoritairement desiaing en deux parties selon un
rapport donné. La transversale est alors le plusesu définie avec la donnée du point par
lequel elle doit passer. Ce point peut étre sosammet, soit situé sur un coté ou a I'extérieur
de la figure. En outre, la contrainte sur la tramsale peut étre le parallélisme par rapport a
un des cotés de la figure. Un seul probléme propesdiviser un cercle a I'aide d’'un autre
cercle, et non pas une droite, afin que les deutxegasoient dans un rapport donné, a savoir
celuide 3 a5.

Seuls deux problemes résolvent la division en tpaigies égales. Dans le cas d'un
cercle, il est demandé de construire deux tranalersans contrainte supplémentaire. Pour
un triangle, Héron propose de le diviser en trosngles égaux a l'aide de trois droites

concourantes a l'intérieur du triangle.

Signalons enfin que certains problemes du LivreddsMetrica sont comparables a

ceux de la version arabe du texte d'Euclide.

Sur les divisionsI’Euclide™™ LesMetrica de Héron d’Alexandrig’
#8 . #5-#6
#26 . #10
#28 . #18
#29 . #2
#31 . #7
#35 . #8-#11-#13

19 Numération des problémes de I'édition de [Hogdndip93].
197 Numération des problémes de I'édition de [Hér@99:1914], vol. III.
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La geomeétrie du mesurage et du découpage
dans la litterature latine
de I’Antiquité tardive.

La description des connaissances géométriquesrdidps en latin dans I'Antiquité
tardive prend appui sur 'ensemble des productchngerritoire de langue et de culture latine.
Celui-ci correspon@rosso moda I'Empire romain d’Occident du°Siécle. Cet empire est
vaste avec des régions réparties entre la péniitsédigiue et I'est du bassin méditerranéen
d’Ouest en Est, et entre I'actuelle Angleterreeenbrd de I'Afrique du Nord au Sudf(
Fig. 1).

Comme en Mésopotamie ou en Egypte, 'administratisposait de quelgues moyens
pour mesurer des superficies. Les éléments de \a@r sgeométrique se trouvent dans les
livres de la littérature agricole et juridique lidsl'arpentage et au mesurage des champs.
Apres avoir établi une synthése des procéduresemiéss par les divers auteurs, nous
tenterons d’éclairer le rbéle de ce savoir dans dmahe latin a la veille de la réception de la

science arabe.
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Figure 6. L'Empire romain a la fin du 4°s. ap. J.C.

A)Une source éventuelle : L®e re rusticade Columelle.

Columelle, du ¥ s. de notre ére, n’appartient pas a I'Antiquitélitee. Pour autant,
nous le plagons au début de ce chapitre comme es@wentuelle des traités postérieurs que
nous présenterons dans la suite.

Originaire de Cadix, il consacre les deux premarapitres du livre 5 de sdde re
rustica [De I'agriculture] au mesurage mathématique desmgs c. En effet, le premier
paragraphe intitulé €omment tu dois mesurer les formes données auxpshiEne est
I'occasion d’introduire le travail géométrique duse propose d’exposer pour compléter son

ouvrage utile aux agriculteurs.

198 Notre référence sera I'édition de 1533 [Varra33], fol. 111r-114v. Signalons néanmoins une eautr
édition accompagnée d’une traduction francaisenguious satisfait pas ; [Columelle, 1844-1845],2;q). 6-21.
Enfin, dansOpera agricolarum[Les ouvrages des agriculteurs] de 1504, I'éditauréorganisé le texte de
Columelle ; les paragraphes qui nous intéressemtregroupés dans le premier chapitre du LivreO&limelle,
Varron, et al., 1504], fol. 68r-71r.

199 « Quemadmodum datas formas agrorum metiri debeg/arron, 1533], fol. 111r.
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Columelle fait, lui-méme, la distinction entre l¢dches qui relévent soit de
I'agriculture soit de la géométfi en désignant alors les arpenteurs et non lesutgtics
comme responsables des mesiifed son avis, il est indispensabfiede présenter les unités
de mesure utilisées pour le mesurage des champspdise alors ses connaissances sur les
principales unités utilisées dans le sud de 'Eepagt en Gaufen partant de l'unité de
surfacelugerumfjugere]. Enfin, il regrette que le calcul des rcips ne soit pas toujours facile
a cause de leur forme. Il ameéne donc naturelledeesecond paragraphea«propos des
formes variées des champs et de leurs mesutigesdans lequel il étudie les figures
géométriques susceptibles d’étre rencontrées écuétgre.

Columelle se livre a un exposé tres didactique aweenoncé geénéral suivi d’'un
traitement numérique. Certaines éditions présentemnfigures illustrant ses propos mais nous
ne savons pas si ces figures sont présentes daasdé originel. Nous résumons maintenant,

sous la forme du tableau suivant, les résultatSalemelle concernant ces diverses figures.

algorithme®® transcription littérale moderne

<Probleme > Mesurer l'aire d’un terrain carré de co6té donr@100.

Deux c6tés sont multipliés par eux-mémes. CXC

<Probléme 2> Mesurer l'aire d'un terrain « dont la longudur 240 est plus grande que|la

largeurl = 120°°° »

Tu multiplieras de cette maniére la largeur par| llaL

longueur.

<Probléme 3> Mesurer l'aire d’un terrain « en forme de ¢8in> de c6tés donnés= 10,
b =100,c = 20 tels que etc sont les cbtés opposes inégauk ket cHté restant.

20 bid., fol. 111v, ligne 6-8.

291 |bid., fol. 111r, ligne 33-35.

292 hid., fol. 111v, ligne 30-31.

293 |bid., fol. 111v, ligne 16-18

204 « De variis agrorum formis et eorum dimensionibysbid., fol. 112r.

205 | e texte que nous présentons est une adaptatibalgterithme de calcul — hors du contexte numéeigu des
unités de mesure — a partir d’'une traduction pemvsive ; Ibid. fol. 112r-114v.

208 « Similiter que fiet de omnibus agris, quorum londd@umaior fit latitudine» ; Ibid., fol. 112v, ligne 6.

297 « Si autem cuneatus ager fuerit, (».) Ibid., fol. 112v, ligne 7. Dans la traditioatiylonienne, la figure « en
forme de coin » renvoie au triangle ; [Thureau-Dang938], p. xvii. Dans le texte de Columelle,tedfigure
renverrait au trapéze isocele comme le suggetesktibtion dans I'édition de 1533 ; [Varron, 153fj. 113r.
De facon plus générale, celle-ci pourrait désigoet quadrilatére dont deux cotés seraient égaux.
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Nous ferons la somme des deux latitdd&dont [nous atc
prendrons] la moitié. En la multipliant par la |lemgr,

nous produirons [la surface].

<Probléme 4> Mesurer l'aire d’un terrain & la forme d’'un «ample & trois cotés égaux»
de c6té donné = 300.

Tu multiplieras le c6té par lui-méme. Tu prendesiérs. 1 1
(cxc)x—+(cxc)x—
De la méme facon, tu prendras le dixieme. Tu askrag) 3 10

la somme de 'un et I'autre.

<Probléme 5 Mesurer I'aire d’'un terrain a la forme d’un «afngle a cotés inégaux ayant jun

angle droit' » dont les c6tés de I'angle droit sont donaés50,b = 100.

Tu multiplieras les deux c6tés de I'angle droit. dannes (a><b)>< 1
la moitié de ce résultat. 2

<Probléme 6> Mesurer I'aire d’un terrain a la forme d’un cef¢t de diametre donng= 70

@xa)xad

Tu multiplieras le diametre par lui-méme. Tu muiéms
ce résultat onze fois. JenléVé& naturellement le

guatorzieme du résultat.

<Probléme 7 Mesurer I'aire d’un terrain a la forme d’'un deceirclé™ de diamétre donng
d = 140 et de fleche donnée 70.

Il sera nécessaire de multiplier la latitude avadase [(dx f)xlj] 1
Ceci est multiplié par onze. Le quatorziéme deéseiltat 14

est [la surface].

<Probléme 8 Mesurer l'aire d’'un terrain a la forme d’'un axe[cercle] plus petit qu'u

=

demi-cerclé** de cordec = 16 et de fleché= 4 données.

298| e terme latiratitudo, inisici utilisé renvoie aux deux bases (ou bien auxxdstés non égaux) du trapéze.
209 « At si tribus paribus lateribus triquetrum metirilulgeris, (... ; [Varron, 1533], fol. 113r, ligne 1.

210 «Sed si triangulus disparibus fuerit lateribus agér,), quae habet rectumangulum (x.) Ibid., fol. 113r,
ligne 1-2.

211 « Si rotundus ager erit, ut circuli speciem habea ¢.; Ibid., fol. 113v, ligne 1.

%12 « Huius summae quartamdecimam subduce, .. Ibid., fol. 113v, ligne 5.

213 « Si semicirculus fuerit ager, (..»); Ibid., fol. 113v, ligne 9.

214 « Si autem minus quam semicirculus erit, arcum sitemair.» ; Ibid., fol. 114r, ligne 1.
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Je pose la latitude avec la bd3eJe le multiplie quatr

1%

e f)><4]x%+(3jx(£jxi

fois. [Je prends] leur moitié. De la méme faconmlaitié 2) \2) 14
de la base est multipliece par elle-méme. Je prdads
quatorzieme. Chacune des sommes [ensemble] font [la

surface].

D

<Probléme 9 Mesurer l'aire d’un terrain & la forme d’un herag régulier'® de coté donn
c=30.

Je multiplie un cété par lui-méme. Je détermindides| [ 1 1 ,
—CxXC+-—CXC|X6, sic est le
[plus] le dixiéme du résultat. Ceci est multipliérpsix| L3 10

puisqu’il y a six cotés. coté de I'hexagone.

Seuls trois algorithmes de calcul (pour le careételctangle et le triangle rectangle)
sont exacts, les autres ne donnent qu’une valguoepée de la surface a mesurer. Le tableau

suivant présente le calcul des erreurs sur les fignires de base :

mesure calculée erreur commise
mesure - ~ - 7 - Y - 7
_ ) ) (arrondie a l'unité (arrondie a l'unité
figure concernée donnée ] .
par défaut) par exces)
(en pieds carrés)
figure « en forme de coin » 1500 1498 +2
triangle équilatéral 39 000 38971 + 29
cercle 3 850 3 848 +2

L’erreur commise dans les exemples présentés gantétle dont les dimensions sont
probablement caractéristiques des terrains uswsldatmes considérées, est moindre voire
négligeable. En effet, dans le pire des cas, ailutriangle équilatéral, I'erreur est moins
qu’un demi-scrupufé’ qui est donnée comme la plus petite unité néaesadi «estimation

des travaux effectuésau-dessous de laquell@gcune rétribution ne dépend'®

15| e terme latirbasis, isici utilisé renvoie a la corde d’'un arc de cer®ans le cas du demi-cercle, il s'agit
simplement du diameétre du cercle initial.

1% « Si fuerit sex angulorum (...) Esto hexagonum quogsasdineis pedum xxx.; [Varron, 1533], fol. 114r,
ligne 10-11.

2171 jugére = 576 demi-scrupules = 288 scrupules 8MBpieds carrés ; Ibid., fol. 111v, ligne 34-37.

218 «lugeri partes non omnes posuimus, sed eas, quaentad aestimationem facti operis, nam minores
persequi supervacuum fuit, pro quibus nulla medsggenditur> ; Ibid., fol. 111v, ligne 31-34.
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De plus, le calcul de Columelle majore toujoursvddeur réelle. La justification est
communément admise en relation avec I'administnafigcale et le paiement de I'impdt sur

les terres des propriétaires fermféts

Ces calculs montreraient deux éléments particuierg importants quant a la
connaissance pratique et théorigue de Columellab®d, la perpendiculaire poserait
probleme et donc la notion méme de hauteur. Il ilisat jamais la terminologie
correspondante. Ensuite, en lien avec la premiémarque, Columelle ne semble pas
connaitre l'utilisation du «théoréeme de Pythagereu tout au moins, il ne l'utilise pas
directemerf?®. Par conséquent, les seules figures correctemaitéets sont les seules pour
lesquelles I'angle droit est présent a l'originenetnécessite pas un nouveau traceé effectif et
une nouvelle mesure. Précisons néanmoins que Higuee la connaissance du « théoreme
de Pythagore » est délicate. En effet, les proe&&dpour le triangle équilatéral et I'hnexagone

régulier font apparaitre le coefficieht+ -5 qui se retrouve chez Diophane ou dans le corpus

pseudo-héronien. Diophane I'attribue a Archiméde cpnnaissait la relation dite « de
Pythagore ».

Par exemple, pour la figure « en forme de coinclu@elle assimile la longueur des
cOtés égaux a ce qui devrait étre la hauteur ddrdaigre. Il arrive alors a une formule
approximative qui n’est pas sans rappeler la « fbendes arpenteurs » relatives aux trapezes
dans la tradition mathématique babylonienne massialans I'Egypte Ptolémaicfdé

Ainsi que le fait remarquer J.-Y. Guillaurfifi ces paragraphes de re rusticade
Columelle auraient pu appartenir a un recueil piogortant regroupant des textes
d’arpentage du monde romain. A notre connaissanane étude ne s’est encore attachée a

établir les éventuelles relations entre Columdlleeecorpus plus général.

B) L’héritage romain : les agrimensoreset leur corpus.

S’intéresser aux géométries pratiquées et enseigtades I'Empire romain impose une

étude de la pratique de I'arpentage des champse Mésir n’est pas ici de faire un exposé sur

29Dilke, 1995], p. 59.

22 |pid., p. 62.

*ZLIHgyrup, 2002], p. 230 ; [Peet, 1923], p. 93.
22 Guillaumin, 2005], note 3, p. 4.
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I'arpentage romain avec un historique détaillé eleiastitution&”, de ses actelfd avec une
présentation de ses instruméfts. mais, il nous semble important de rappeler quedqu
éléments de cette tradition pour éclairer la lectdes textes de ces premiéres géométries

latines, ne serait-ce que pour fixer le vocabulegtatif a celles-ci.

Apres une bréve description des acteurs de l'aggentomain, nous présenterons
I'ensemble des textes disponibles ainsi que legnmitions que nous avons sur leurs auteurs.
Enfin, nous tenterons de décrire les deux premiétapes du travail de I'arpenteur : le
mesurage et le découpage. La derniére étape rd@rantage d'un travail matériel et en ce
sens, nous verrons qu’elle ne nous intéresse pastetherf®. Mais, en ce qui concerne le
mesurage, nous avons isolé quelques textes quin sebus, meéritent une présentation

détaillée des démarches proposées.

1) Les arpenteurs romains ouagrimensores
Le termeagrimensoresjui désigne littéralement les « mesureurs de chanyorte en
lui une signification bien plus importante. Il recdmpte d’une importante technicité et d’'une

fine théorisation qui, semble-t-il, ne trouve p&xdivalent dans I'antiquité”.

L’activité professionnelle deagrimensoresest liée aux applications pratiques des
instructions juridique€®. En effet, les arpenteurs romains sont non seulermieargés de
mesurer et de délimiter la terre avec logique étigiorf?°, mais ils endossent aussi un réle
d’arbitre et d’expert lors de litiges liés au bagaaet aux limites des champs. Enfin, pour
certains d’entre eux, ils enseignent aussi les @igsances et les techniques liées a la mesure
de la terre. Leur travail devient indispensablef@uet a mesure que I'Empire romain se
développe, et naturellement leurs fonctions danselaociale s'accroissefit. Concernant le
rapport a la loi, mentionnons simplement que l'atpar n'aa priori a dominer que deux

domaines du droit romain : le recueil des lois lauclassification des terres, et celui sur le

22 Hinrichs et Minary, 1989]

224IChouquer et Favory, 1992]

225 Dilke, 1995], p. 75-88.

226 \/oir, par exemple, [Chouquer et Favory, 19929p-100.

227 Guillaumin, 2005], p. 3.

228 [pikulska, 2004], p. 207 ; [Hinrichs et Minary,89], p. 87-92.
29 Dilke, 1995], p. 25.

230 bid., p. 26 ; [Pikulska, 2004], p. 212-3.
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bornage et les litiges inhérents. Les lois surritage ou sur les procédures de restitution, par
exemple, se rattachent indirectement aux deux dwagirécéderfts.

Attachons-nous précisément a la mesure de la ¢éermous dégageant dorénavant de
toutes considérations juridiques qui ne seraiestdig@ectement liées a notre sujet. En ce qui
concerne l'arpentage de la terre, la tache estipfaikt peut étre décomposée en trois étapes.
Aprés avoir mesuré la terre en questioagtimensordoit « découper » la terre pour enfin la

borner en tracant effectivement ses limites.

2) Les textes « gromatiques » latins ou l€orpus agrimensorum
Les sources qui nous renseignent sur l'arpentageiro sont peu nombreuses et
réunies sous ce que l'on appelle @@rpus AgrimensorumRecueil de textes entiers ou
fragmentaires d’auteurs divers, ce groupe hétdeodtaite néanmoins du méme sujet:
I'arpentage des terres de I'empire romain. Corestéu fil des siécles, il est difficile a dater.
Néanmoins, les textes les plus importants semileoit été rédigés a partir de la fin dti 1

siécle de notre &f&. Les derniers ajouts auraient été composés anjoals du 5sieclé,

Ces textes ne sont pas novateurs et ainsi, ilsenggnmt pas étre considérés dans
I'optique d’'une quelconque production de savditdl s’agit plutdt de synthéses de pratiques
et d’acquis ancie®. Ils se présentent sous la forme de manuels dgmsment avec de
nombreuses illustrations qui, pour la plupart, smsez bien conservé&set ol s'unissent art
gromatique et géométrie mathématique. L'art groguatj d’'une part, est caractéristique des
techniques d’arpentage romain avec [utilisationngtruments et notamment lgroma
essentiellement congue pour tracer des alignemne¢ptendre des angles droits. La géométrie,
d’autre part, que nous qualifions de scientifigumimpmarquer un degré de théorisation
dépassant la «simple » technicité des instrumestsprésente implicitement et méme
explicitement dans certains manuels que nous peyeEs par la suite. Nous pouvons ainsi

donner une description partielle de la formatidellactuelle des arpenteurs.

#1Dilke, 1995], p. 70-73.

232 [Guillaumin, 2006], p. 46.

233Dilke, 1995], p. 141 ; [Pikulska, 2004], p. 206.

234 Guillaumin, 2006], p. 45.

2% Certaines de ces pratiques remontent aux preniétesies romaines des années 300 avant J.C..; {hid6.
2% Dilke, 1995], p. 141.
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3) Le découpage dans les traités gromatiques.
Dans leCorpus agrimensorume découpage des terres occupe une place impartan
Nous devons alors préciser le sens dans lequel dewsns entendre cette pratique dans
'Empire romain. Le découpage tel que Bgimensorede traitent est caractéristique d’'une

pratique exclusivement liée a I'établissement detastres.

Il est principalement lié a deux missions de I'aeeir romain : la premiére est le
mesurage des terres de formes irrégulieres, eedansle est la division de la terre par
centuriation. C'est probablement & partir des sélisés gromatiques de Frontihet de
Marcus Junius Nips@® que nous avons pu décrire la maniére de mesumrperficie des
terres dont les limites sont des courbes irrégedigt D'abord, ces terres sont découpées en
une figure inscrite réguliere facile a mesurer éaldment le rectangle — la plus grande
possible en laissant sur les bords de petites cagfarrégulieres a leur tour. Des
perpendiculaires aux cotés de la figure centralens@racées a partir de chaque angle de la
frontiere irréguliére. Les petites surfaces restaiseront ainsi découpées en une succession de
petits triangles rectangles et de trapézes donsuemces viendront s’ajouter a celle de la
figure centrale. Aucun traitement mathématique desurage de longueur ou de surface
n'accompagne, dans les documents que nous avandeceupages.

La centuriation, exposée en détail dans le traikéygin le Gromatiqué™, dérive
étymologiquement desenturies— petits carrés de base — qui recouvrent lessteled’empire.
Cette pratique implique donc un découpage orthoéades territoires a partir du tracé de
deux perpendiculaires et de paralleles a ces demiéd.a encore, aucune géométrie
mathématique n’est effectivement présente danteldes gromatiques auxquels nous avons

eu acces.

4) Le mesurage dans les traités gromatiques.
Le paragraphe précédent montre le lien étroit giste entre le découpage de la terre
et son mesurage dans leur sens le plus générati Rarnombreux traité$' regroupés dans
le Corpus Agrimensorumnous n’en avons repéré que deux qui traitenti@tgrhent de

mesurage de surfaces planes par le biais d’'un éxpssudo-théorique lié a une série de

237 [Guillaumin, 2005]

238 Bouma, 1993]

29 Hinrichs et Minary, 1989], p. 104.

240 [Guillaumin, 2005]

2411Blume, Lachmann, et al., 1848]; [Thulin, 1913Pilke, 1995], p. 251-4.
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problemes d’arpentage. Chacun est accompagné wedigéométriques. Précisons que nous
entendons ici le terme arpentage dans son impicaii sein d’'une géométrie mathématique
et non dans un sens lié¢ au bornage de terres panpdg*”. Nous présenterons aussi un
troisieme texte qui nous semble avoir sa place datre recension si I'on veut comprendre le

développement de la géométrie dans le Moyen-Age lat

a) Deux traités de Marcus Junius Nipsus.

La géométrie du mesurage est représentée dansoigdravaux concis et en partie
incomplets -Fluminis variatiq Limitis repositio— attribués & Marcus Junius Nip$lisiont la
biographie nous est pratiquement inconnue. Ces thaités sont accompagnés de figures
géométriques. Le premier d’entre euxFlaminis variatid*{Le changement dans le lit d’un
fleuve], s’intéresse exclusivement au calcul diatgeur d’'une riviere dans le cas ou celle-ci
se trouve dans un terrain & mesurer. Quant.imitis repositid*’[Le rétablissement des
frontiéres], il expose principalement le bornags terains, et leurs découpages en utilisant la

groma

b) LePodismus

Ce texté®®, dont le titre montre qu'il pourrait dériver d'unodéle grec, est un texte de
mesurage qui, de toute évidence, peut étre colsidémme un texte de géométrie
mathématique. En donnant des éléments mathématiggessaires aux mesurages de figures
planes, il contribue a la formation technique desemteurs, mais aussi aux formations
théorique, intellectuelle et géométrique.

Le texte qui subsiste aujourd’hui n’est qu’'une imrstronquée de loriginal.
L’auteu®’ commence par rappeler qu'il existe trois typesnusurage : linéaire, plan et

solidé**® ainsi que trois types d’angles : droit, aigu etuat®.

42| es extraits de Dolabella, par exemple, sont piésecomme un recueil de problémes d’arpentagékelD
1995] ; p. 252. Apres vérification de I'édition,sié trouve que cette description est correcte paEsau sens de
I'arpentage strictement agricole ; [Favory, Gongad al., 1994] ; [Favory, Gonzales, et al., 1995]
2431Bouma, 1993], p. 16.

244 Edition, traduction et commentaires dans lbid.

245 Edition, traduction et commentaires dans lbid.

24 Edition dans [Blume, Lachmann, et al., 1848], dglp. 295-301 et vol. 2, p. 28-29 ; dans [Bubrib899] ;
édition et traduction francaise dans [Guillaumi@9@] que nous choisissons comme édition de référenc

24" Nous considérerons [Bodismusd’auteur anonyme en suivant les arguments de Gufllaumin et de
N. Bubnov avant lui ; [Guillaumin, 1996], p. 93-9fBubnov, 1899], p. 428.

248 « Mensurarum genera sunt tria : rectum, planum satidu..) », [Guillaumin, 1996], p. 120.

249 « Angulorum genera sunt tria : rectus, acutus, hepey », Ibid., p. 120.
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Enfin, une série de huit problemes sur le triarege proposée avec comme objectif
soit le calcul d’aire, soit le calcul de longueumnanquantes en fonction de celles données, a
I'exception de deux problémes qui traitent desti@ha entre les cotés de triangles rectangles
a partir du triplet (3, 4, 5)°.

algorithme®* transcription littérale moderne

<Probléme 1>Dans un triangle obtusangle connaissant la longdesrtrois cotésa(= 17,
b =10,c = 9), déterminer le prolongemétite de la base sur laquelle tombe la hauteur et la

hauteurh.
Du plus grand coté multiplié par lui-méme, [tu _axa-(bxb+cxc)
retrancheras les deux petites longueurs multipli€es 2 ¢

'une et l'autre par elle-méme. Tu prendras la mojt
divisée par la base. Ce sera le prolongement quele , _ r———-—
la hauteur tombe. h=ybxb-exe
Si tu veux la hauteur, tu enléveras du plus pétié c
multiplié par lui-méme le prolongement multipliérpa
lui-méme. Tu prendras le c6té du reste, ce sera la
longueur de la hauteur.
<Probléme 2>Dans un triangle rectangle, connaissant la longdeutypoténuse (c = 25),
I'aire A (A = 150), déterminer la babeet la hautedr? h.
Je multiplie toujours I'hypoténuse par lui-mémecd\ , 1( )
résultat tu ajouteras quatre aires. (...) Je premd$té| ° ~ 5 Jexc+axA+yoxc-4xA
de ce [résultat, ce qui sera les deux cOtés formant ———

l'angle droit ajoutés]. Ensuite, pour trouver |§—b— Cxc—4xA
différence entre les deux cotés [formant I'angleitdir
tu multiplieras la longueur de I'hypoténuse entite. e
De cela, j'enléve quatre aires, et [je prends k& clu
reste] et ce sera la différence que je colle auxxde
[cOtés de l'angle droit] joints. Je prends toujolas
moitié de ce [résultat], ce sera la base. Si j\enide la
base l'intervalle, le reste sera la hauteur.
<Probleme 3>Dans un triangle rectangle, étant donnés la sonena kauteuh avec la bast
b (s=b+h=23), laireA (A=60) et son hypoténuse(c = 17), déterminer la hauteur et
base séparément.

Je multiplie la longueur de I'hypoténuse par efle- 1[ ,—]
méme. De cela jenléve quatre aires. Je prends o (a+b)+ Cxc—4xA
toujours le coté du reste. Je I'additionne toujoaus| | _ . _

deux [longueurs] jointes. Je prends toujours lati@o
[du résultat], ce sera la base. Des deux [longlieurs
jointes, j'enléve la base et le reste sera la hawte

1%

a

% Dans son édition, K. Lachmann fait précéder ceége de problémes par deux paragraphes intergolés
propos de la mesure de deux volumes : celui du geni€et celui du cylindre.

1| e texte que nous présentons est une adaptatibalgterithme de calcul — hors du contexte numéeigu des
unités de mesure — a partir d’'une traduction pevsiva ; Ibid., p. 120-138.

252 «eiecturamp ; Ibid., p. 120.

253 « cathetus», Ibid., p. 124.
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<Probléme 4> Dans un triangle acutangle, étant donnés le pété @ = 13), la base
(b = 14), le grand coté& E 15), déterminer la hautétith et la <petite> projection’ p.
Je fais toujours son petit coté par lui-méme, diase
par elle-méme [joints] l'un et lautre en un se
J'enléve toujours de cette somme le grand cé6té. Je
prends toujours la moitié du reste. Celle-ci esisédie
par la base et ce sera la petite projection.

... j'enléve du petit c6té [multiplié] par lui-méma |l
petite projection [multipliée] par elle-méme, le&€dle
ce qui reste sera la hauteur.

<Probléme 5>Construire un triangle rectangle a partir d’'un noenmpair (par exemple, 3)
<Probléme 6>Construire un triangle rectangle a partir d’'un hoenpair (par exemple, 6).
<Probléme 7>Dans un triangle, de quelque nature gu’il soitcal@r son aire a partir de Ja
connaissance de ses trois cotés 6,b = 8,c = 10).

uIp:2—1b[(a><a+b><b)—c><c]

h=./axa- pxp

Je joins les trois longueurs en une unique, jedEem+b+c=p

toujours sa moitié ; je la mets de coté et jenleee

celle-ci les longueurs une a une. (...) Ensuite ﬁ_p—aj(_p—bj(_p—cjxﬁ
multiplie [les restes entre eux]. Je multiplie [l&\ 2 2 2 2
résultat] par [la moitié mise de c6té]. Je prends |s

coté, ce sera I'aifé®

<Probleme 8>Dans un triangle, étant donnée la longueur degé&scdéterminer la hautelr
issue de I'angle droit et la longueur des projedides cotés sur I'hypoténuse<6,b = 10,

c=12).
Je multiplie toujours la hauteur par la base, tiltat h= axb
est divisé par I'hypoténuse. T C

Chacun des problémes est posé dans un contextéodectrie mathématique et non
dans un contexte d’'arpentage. Dans leur majoré®,problemes ne renvoient pas a une
situation matériellement réelle ; ils sont pseudnetets. Méme si des valeurs précises ainsi
gue des unités de mesure (le pied, le pied cavré)udilisées, 'auteur expose ses algorithmes
de maniere tres générale, voire canonique. Il tsydéir exemple, de remarquer ['utilisation
dans chaque probleme de l'adverbemper[toujours] qui renvoie a l'idée de modele.
L'importance donnée au triangle montre bien quetdition de I'auteur n’est pas celle de
vouloir fournir un texte, méme superficiel, ou pPanteur trouverait les premiéres
connaissances nécessaires au mesurage des téargsut.ne désirerait-il pas plutot fournir
un travail théorique sur le triangle ?

D’un point de vue interne, le seul probleme amemantalcul d’une surface utilise la
formule dite de Héron. L'auteur précise que la folerest valable dans tous les triangles et |l

envisage le cas numérique du triangle rectangl®,(8)). Méme dans le cas simple du

254 « perpendicularis», lbid., p. 128.
2% « praecisurax, Ibid., p. 128-130
2% C'est la formule dite « de Héron ».
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triangle rectangle, la moitié du produit de la base la hauteur n’est pas explicitement
envisagée. Cependant, la formule donnée dans leépne 11 nous invite & penser que
'auteur maitrise la relation du demi-produit. Letheoréme de Pythagore » est utilisé

implicitement a plusieurs reprises.

Nous allons maintenant nous intéresser a un semavidhge qui est sans doute, par la
diversité de ses figures géométriques, le témoinplies important d’'une géométrie
mathématique dans les manuels Gorpus Agrimensorumle De iugeribus metiundiglLa

mesure des jugeresy.

c) Le De iugeribus metiundis

Ce texte nous renseigne, a partir du mesurage xdetdmps de formes variées
régulieres, sur les pratiques de calcul de surface.

Plusieurs éléments, notamment rédactionnels, segggue ce texte, accompagné de
figures, est un recueil de fragments d'origineies®®. Sa rédaction et sa compilation sont
trés difficiles & dater, I'nypothése la plus argutée™° les placerait au début di §iécle. Le
premier paragraphe est métrologique et proposeédagvalents entre jugere (mesure de

surface romairf&° rectangle et non carrée) et pieds caffés

Nous présentons a l'aide du tableau synoptiqueastikes algorithmes mis en place
pour le calcul de la surface de différentes figures

algorithme®®? transcription littérale moderne

<Probléme 1>Mesurer I'aire d’un quadrilatére a c6tés égauxndsa = 50 <carré>

Je multipli€®® un c6té par un autre. CXC

<Probléme 2>Mesurer l'aire d’un carf&* de périmétre donrfé = 80.

5" Edition dans [Blume, Lachmann, et al., 1848], #-256. Edition critique, traduction et commentgidans
[Lefort, Bondoux, et al., 1991], p. 267-281 ; [Gailmin, 1996], p. 198-211. La derniére édition seodre
référence.

28 efort, Bondoux, et al., 1991], p. 280.

29 pid., p. 267-71.

20 IHinrichs et Minary, 1989], p. 103.

51 [Guillaumin, 1996], §54, p. 198-200.

%2 | e texte que nous présentons est une adaptatisarpeelle, hors du contexte numérique, de la triimudes
algorithmes sans supprimer leurs caractéristidué&®riques ; lbid., p. 198-211.

263 Notons ici I'utilisation du verbe latin « duco syr multiplier.

264 IGuillaumin, 1996], p. 201.
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Tu prends le quart du pourtour, tu le multiplies &

méme.

lpxlp
4 4

<Probléme 3>Mesurer I'aire d’'un triangle équilatéral de cotndéc = 60

Je multiplie un c6té par la moitié d’'un autre coté.

1
CX—C
2

<Probléme 4>Mesurer 'aire d’'une éte de beeuf® de coté donné = 50

Je multiplie un cété d’'un triangle par un coté 'deatre

triangle.

CXC

<Probléme 5> Mesurer l'aire d’'une figure inégale de c6tés denaé& 30, b =6, c = 40,

d = 20 ;aetc (resp.b etd) étant les c6tés opposés d’'un quadrilatére.

a+be+d 266
2 2

b=0,c=60,d=10.

<Probléme 6>Mesurer I'aire d’'une figure en forme de croissantde cotés donné&s= 20,

adaptation de Ila
quadrilatére précédéfit.

formule du

f=20.

<Probleme 7>Mesurer I'aire d’'un demi-cercle de diametre dodr40 et de fleche donnee

Il faudra multiplier la hauteur par la base, le tiplier
par onze. J'en prends le quatorziéffie

e )xad

<Probleme 8>Mesurer I'aire d'un cercle de diameétre domie 40.

Je multiplie le diameétre par lui-méme. Je multipée

résultat par onze ; j'en prends le quatorzieme.

[l@xd)<ad >

c = 20 et de fleche donnée 5.

<Probleme 9>Mesurer l'aire d'un arc de cercle inférieur au dkeercle, de corde donng¢e

%5 Deux triangles équilatéraux joints. Cette appielfaest trés proche de I'expression babylonienfrent de

beeuf » pour désigner le trapeze ; [Thureau-Dar@88], p. xvii.

285 Nous voyons ici le cas le plus général de I'utiisn de la « formule des arpenteurs » précédeméwernjuée.
%" Nous pensons vraiment que la figure « en formerdissant » est traitée comme un quadrilatére domdté
serait nul et non comme un triangle comme le lgisseser J.M. Martin et J.P. Grélois dans leur étltefort,
Bondoux, et al., 1991], p. 280. Notre premier argatrest la place frontiere entre les quadrilatétdss figures
circulaires donnée a I'exposé de celle-ci. Un déne argument, s'il est nécessaire, est apportéagarme de
I'algorithme proposé ou il s’agit bien du produésdmoyennes arithmétiques des cotés opposés. Apataos
arguments, les considérations de E. Peet sur &is|pes en Egypte Ptolémaique ; [Peet, 1923], p. 94

%8| a hauteur (resp. la base) correspond & la fléatsp. la corde) de I'arc. Ici, dans le cas du demncle, la

fleche est le rayon et la corde le diamétre.
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J'ajoute la hautedf’ a la bas€® ; je multiplie par

J J P P (ax(cjxi+[(c+f)x4]x1
quatre. Je prends la moitié. De méme, je prends

moitié de la base multipliée par elle-méme ; jen

prends le quatorzieme. Je leur ajoute la moitié

mentionnée plus haut.

<Probléme 10>Mesurer l'aire d’'un hexagone régulier de c6té domnn 30.

Je multiplie un cété par lui-méme ; j'en gardeiégs. | [ 1 1

) . o _ —CXC+—CXC|X6
Par ailleurs, j'en prends le dixieme. Ceux-ci, tsu L3 10
les uns aux autres doivent étre multipliés parpsisce

qu'il y a six cotes.

Il s’agit bien de dix probléemes de calcul de sufdcexpression Ager si fuerit.. »
les introduisant confere a chacun d’eux un caracpseudo-concret. Ills ne sont pas sans
rappeler les premiers chapitres du Livre SDdure rusticade Columelle. Comme lui, 'auteur
du De iugeribus metiundigravaille sur des grandeurs en précisant avedlsiéta unités de
surface. D’ailleurs, les deux auteurs utilisenh@ipalement la jugére avec ses subdivisions.
A chaque fois, ils prennent soin, 'un comme l'autde décrire un algorithme qui laisse
supposer un caractere géométrique mathématique problemes et ils attribuent ainsi une
marque générale aux mesurages qu’ils proposenbni@nfin, sans pour autant conclure sur
une quelconque filiation, que certains paragrapdes De iugeribus metiundissont
textuellement présents chez Columelle avec undasitéi terminologique commétitudo,

inis pour la fleche d’'un arc de cercle) :

De re rustica Columellé™ De iugeribus metiundjsinonyme
Probleme #7d = 140,f = 70 Probleme #d = 40,f = 20
Probleme #6d = 70 Probleme #8] = 40
Probleme #8¢ = 16,f = 4 Probleme #3; = 20,f =5
Probleme #10; = 30 Probleme #1@,= 30

e terme latinatitudo, inisici utilisé renvoie a la fleche d’un arc de cerdbans le cas du demi-cercle, il
s’agit simplement du rayon du cercle initial ; [(Bumin, 1996], p. 208.

70| e terme latirbasis, isici utilisé renvoie a la corde d’'un arc de cer®ans le cas du demi-cercle, il s'agit
simplement du diametre du cercle initial ; Ibid.208.

2" Nous reprenons notre propre numérotation des @nués de Columellesupra p. 95-97.
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J.-M. Martin et J.-P. Grélois ont mis en évidenpar des arguments internes, une
éventuelle filiation avec les textes de la traditigéométrique grecqd€. En effet, les
méthodes de calcul mises en place aux dernierdgonels — ceux sur les figures circulaires et
I’'hexagone (probleme 8 a 11) — renvoient directaraerelles présentées dans@G=ometrica
héronienng&’®, Cependant, et contrairement aux autres textemajigues tardifs, nous notons
peu d’hellénismes. En effet, nous ne relevons gex dutilisations de termes d’origine
grecque, celui @opleurusdans le cas du carré et du triangle équilatéra¢lkei depodismus
caractéristique des traités agrimensoriques. H#irichs, quant a lui, réduit I'influence
possible de la géométrie grecque, et particulientneelle de la tradition héronienne en
montrant une certaine autonomie des pratiques regal.

Intéressons-nous enfin & Balbus & ?¥"°, cité par G. Sarton comme «l'un des

meilleurs agrimensoresromains »'°

, avec sonExpositio et ratio omnium formarum
[Présentation systématique de toutes les figunas]es mesures et les formes géométriques

dont seuls quelques fragments nous sont par¢€hus

d) La contribution de Balbus.

Elle représente, semble-t-il, un élément caradigus des ouvrages de géométrie dont
le contenu devait étre maitrisé par les arpent&urs

Ce texte, contrairement aux deux précédents, n&xpas la maniére de mesurer des
surfaces ou des corps. Une fois certaines unitésmdsure présentées ainsi que leur
correspondance, I'auteur établit & la maniére dilacqu'il cite dailleurs explicitemenhf®,
les principales définitions des objets mathématgere dehors de tout contexte d’arpentage.
Cet exposé reprend principalement les définitiomd.idre | desElémentsd’Euclide : celles
du point, de la ligne, des extrémités d’'une lighe parallélisme, de la surface, des extrémités

d’'une surface et de la perpendicularité. Apres raeaposé une classification des angles

2121 _efort, Bondoux, et al., 1991] ; p. 280.

23 Heiberg, 1976], p. 172-449.

2 Hinrichs et Minary, 1989], p. 111-117.

2’3 [Guillaumin, 1996], p. 3.

?’®[sarton, 1927], vol. 1, p. 271.

2’7" Edition dans [Blume, Lachmann, et al., 1848], vglp. 91-108, vol. 2, p. 9-12 ; Edition, traduatiet
commentaires dans [Guillaumin, 1996] qui est nodférence.

2’81Dilke, 1995], p. 145.

2'91Blume, Lachmann, et al., 1848], p. 108.
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particulierement importante chez Balbus, il défamfin 'ensemble des figures géométriques

et en expose cing genres suivant la nature desdigui les forment.

Il est fort douteux que Balbus ait traduit en latime partie deElémentsil n’est sans
doute qu’un intermédiaire avec des sources latareérieures qui sont perdd&s Cette
présence euclidienne dans la tradition gromatigtied du début du®Ziécle est a rapprocher
d’'une volonté administrative et politique de donaex arpenteurs romains une formation
scientifique®!. Cette formation géométrique, héritiere deEmentsd’Euclide, semble
relativement restreinte mais néanmoins tout askiteuse et systématidfie Le manuel de
géométrie de Balbus, mélange entre art gromatigqugeemeétrie mathématique, peut donc
raisonnablement étre considéré comme un témoin 'eleseignement dispensé aux
agrimensoresromaing®3. A ce titre, nous pouvons avancer I'hypothése tpidectorat
potentiel a donc tres probablement été limité aoprentis techniciens du cadastre romain

dans le but de perfectionner leurs compétefites

C)Lien avec I'Europe latine de 'antiquité tardive :

Dans cette partie, nous aimerions insister sur e rgpus savons de I'histoire des
textes pour montrer la forte présence @arpus agrimensorunainsi que du texte de
Columelle dans la littérature médiévale latine.itSgulusieurs siecles auparavant, nous allons
montrer que ces textes sont toujours actuels in ldef 'antiquité tardive mais aussi tout au
long du Moyen-Age centraf. En effet, outre I'inspiration qu'ils auraieat priori suscitée
chez Boéce (ca. 480-524), Cassiodore (m. 580pnside Séville (m. 636) ou encore Gerbert
d’Aurillac (m. 1003), ces textes sont aussi copié®s lesscriptoria des monasteré¥.
L’abbaye de Corbie joue alors un role prépondédanis la sauvegarde et la diffusion de la
littérature gromatique et des travaux de (ou até&ih) Boec®’. La recension des manuscrits

20 Guillaumin, 1998], p. 73 & 75.

%1 Hinrichs et Minary, 1989], p. 171-174.

282 [Guillaumin, 1998], p. 82-83.

283 |pid., p. 75.

284 pikulska, 2004], p. 208.

285 [Guillaumin, 2006], p. 52.

28 Dilke, 1995], p. 141 ; [Lefort, Bondoux, et al991], p. 20.
27TUllman, 1964] ; [Folkerts, 1989], p. 3.
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faite par C. Thulin dans son édition ainsi queulis de B.-L. Ullman, nous permettent
d’ajouter que ces copies sont suffisamment nombeepsur ne pas étre marginafés

Elles ne se font pas au hasard mais sont motisasnpbesoin réel et conscient. Cette
motivation est étroitement liée a la nature mémeqdadrivium et encore plus a son
enseignement dans les écoles monastiques d’ahgasdgg@ns les écoles cathédrales et enfin, a
partir du 12 siécle, dans les universit&$ Le quadrivium dont le terme aurait été introduit
pour la premiére fois par Bo&est une notion transmise au Moyen-Age latin partistaus
Capella (ca. 470) dans son ouvrage @siécle, leDe Nuptiis Philologiae et Mercurii et de
Septem artibus liberalibugNoces de Mercure et de la philologie et des aegtlibérauxd®.

Il désigne les quatre disciplines mathématiquessgue I'arithmétique, la musique théorique,
la géométrie et l'astronomfé’. Pendant toute l'antiquité tardive, ces discimingont
négligées au profit de celles thivium : la rhétorique, la grammaire et la dialectiqustihée

a devenir la discipline la plus importante & I'apgre du 12siéclé®®

Pendant toute cette période, les réalisations tfiigres sont insignifiantes®. Les
écrits scientifiques s’appuient principalement lsgiEtymologiesd’Isidore de Séville dont le
Livre IIl, seule partie consacrée a la géométri,extrémement réddif. L’évéque sévillan
s'inspire, probablement directement, des travauxCedpella, de Boéce et de Cassiodtre
pour sa classification scientifico-étymologique diggures et pour ses définitions. La
terminologie ainsi que la présentation élémentdés figures laissent percevoir la pauvreté
des connaissances d'Isidore et de ses contempemimsitiere de géométiié Celle-ci nest
que « science des figure§%avec typologie et péle-méle de définitions euelidies mais
sans aucun théoréme ni démonstrafionL’ceuvre isidorienne se caractérise alors par un

mélange entre géométrie mathématique et art grqueagmpiriqué®.

28 Thulin, 1913], p. iii-iv ; [Ullman, 1964].

289 verger 1999], p. 10-11.

20[sarton, 1927], vol. 1, p. 425.

21[Taton, 1957], p. 410, 519 ; [Ferré, 2004], p.#45-
292[sarton, 1927], vol. 1, p. 425.

293 Verger 1999], p.36.

294 Taton, 1957], p. 520.

2% |pid., p. 519 ; [Isidore de Séville, 1911].

2% Ribémont, 1998], p. 28 ; [Fontaine, 1959-1983}441.
297 [Ribémont, 1998], p. 28.

2% [Fontaine, 1959-1983], p. 393.

29 bid., p. 393.

390 bid., p.402.
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L’abondance des copies des textes gromatiqueslgjagpdonc dans ce contexte ou la
géomeétrie, pourtant discipline dwadrivium ne semble pas représentée par une importante
documentation. Leorpus agrimensorunast transmis, copies aprés copies, sous une forme
quelque peu corrompue s'éloignant peu & peu digitad*®* pour permettre « le passage de

la formation des arpenteurs romains & I'enseignemeédiéval de la géométrié®

Comme B.-L. Ullmaf®®, nous pensons que la géométrie de I'arpentagewmyeca pas
une place importante dans I'Europe latine, viar&dition gromatique romaine, pour ses
applications pratiques ou la formation de ses ast¥uElle deviendra fondamentale comme
seule documentation géomeétrique en I'absence detiire texte de géométrie mathématique.
La traduction latine deEBlémentsd’Euclide attribuée a Boé¥8 ne peut pas étre considérée
comme une exception puisqu'il semble qu'elle ai gerdue trés t&F. Elle est néanmoins
attestée par son disciple Cassiodore dansirsgiutions®’. Seuls de courts extraits ont
subsisté, répartis dans quatre familles de marssddnt la datation s’étend dif 8u &
sieclé®, Ils permettent de reconstituer les quatre presviieres et les définitions du livre
5%%° | 'une de ces familles correspond d’ailleurs & éuaction duCorpus agrimensorufit.

Les trois textes que nous avons isolés pour leweldppement géométrique illustrent
parfaitement notre propos. Balbus, comme nous fiavdéja montré, fournit un manuel de
géométrie de référence utilisé pendant toute I'duité tardivé'.

Quant auPodismus sa dimension particulierement théorique le rapipeolui aussi
davantage du manuel d’enseignement de la géomdtriquadrivium que d'un texte a
quelcongue vocation pratique.

Attachons-nous maintenant davantage i iugerum metiundiglont la tradition

manuscrite n’est pas un cas isolé de I'histoire eses gromatiques. Nous connaissons

1 Dilke, 1995], p. 142.

%92 IGuillaumin, 2008], p. 52.

393 [Ullman, 1964]

%9 bid., p. 269.

%5 Folkerts, 1989], p. 2-4.

3% [Ullman, 1964], p. 264.

%7 Dans le chapitre 6 Re geometricaxdu Livre Il, Cassiodore préciseCuius disciplinae apud Graecos
Euclides, Apollonius, Archimedes necnon et aliigores probabiles extiterunt, ex quibus Euclideamslatum
Romanae linguae idem uir magnificus Boethius ed@iti si diligenti cura relegatur, hoc quod praetikc
diuisionibus apertum est manifestae intellegentiaeitate cognoscitur» ; [Mynors, 1937].

398 Folkerts, 1970], p. 69-82 ; [Folkerts, 1981],187-191.

39 [Folkerts, 1970], p. 173-217.

10 Folkerts, 1989], p. 3.

$11[Guillaumin, 1998], p. 83.
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actuellement quatre copies datées entré et & 13 siéclé™® Notons, a titre d'information,
que ces quatre manuscrits contiennent des exttaita géométrie attribuée a Bo&cePlus
généralement, ces codices regroupent et transmetterx traditions : le noyau des textes
gromatiques avec des extraits d’Euclide. B.-L. Wimmontre clairement en quoi leur
contenu répond & une intention d'utilisation poenseignement®. De plus, une étude
textuelle et des illustrations montrent que lesisteg méconnaissent la principale unité de
mesure utilisée dans le texte, la jugére. A notis, a&ette ignorance flagrante prouve d’une
part que le texte ne sera pas utilisé a des finiquies, et d’autre part que l'auteur n’est

s(rement pas un arpenteur mais trés probablemevaiire®’.

La description du paysage des pratigues géomésritaimes de I’Antiquité tardive
avec des hypotheses d’articulation dans le déveloept duquadrivium boécien nous a

semblé inévitable pour atteindre notre objectif.

3121 efort, Bondoux, et al., 1991], p. 267 ; [Guilkain, 1996], p. 112.

3 [Folkerts, 1989], p. 32-34.

$4TUllman, 1964].

315 Cette derniére remarque est déja formulée par. Bliman au sujet du célébre Pseudo-Bo&regeometriae
et arithmeticae Ibid., p. 270.
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Le mesurage et le découpage
dans les mathematiques arabes d’'Orient.

Outre la géométrie savante qui s’est nourrie dgcke mathématiciens grecs (Euclide,
Apollonius, Archiméde), la tradition géométriquealae d’Orient a développé des l'origine
une géométrie utilitaire ou pratique.

Al-Farabt (m. 950) distingue dansSur la science de la géométsiede sorhsa’ al-

Ulzm [énumération des scienc&S]deux géométries : I'une pratique et I'autre theoet™”. Il

précise ensuite les diverses manifestations dedengtrie pratique en décrivant &m al-

hiyal [science des procédés ingénig€dX]ll cite, par exemple :

318 [al-Farabt 1932], partie arabe, p. 34-36.

317 bid., partie arabe, p. 35
318 a science des procédés ingénieux n'inclut paptws, dans la tradition arabe, la géométrie puaticEn
effet, dans ses parties secondaires des mathématiguede sonEpitre sur les parties des sciences

intellectuelles Ibn Sna (980-1037) distingue I'art du mesurage des «procédés ingénieux, ces derniers se
rapprochant alors de la mécanique ; [Mimoune, 1984147.
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«I'art de la construction, I'art du mesurage de gorts de solides, I'art de la réalisation
d’'instruments astronomiques et d’instruments de igues et de la réalisation

d’instruments pour de nombreux autres métiers graes ™. »

La géométrie utilitaire se décline donc selon ddfdées spécialités comme, entre
autres, le mesurage, le découpage, la géométriendeaments astronomiques (astrolabe,
cadrans solaires par exemple), la géométrie déeerai n’utilise pas le découpage (patrons
de mosaiquesnuqgarnas par exemple).

Quant aux pratiques scientifiques du mesurage alédoupage, elles sont utilisées
dans les administrations fiscales et cadastrallbss Be laissent cependant leurs premieres
traces que dans quelques témoignages de chromsqueurautres juriste€’. Aucun

biobibliographe connu n’évoque un ouvrage de larsx@ du mesurage et du découpage avant
le & sieclé,

La géométrie pratique du mesurage et du découpayeyas suscité autant de
recherches de la part des historiens des mathamatayabes que la géométrie de la tradition
savante. Ce n'est en effet que relativement récethmyee certaines études s’y sont
intéressées. Notre objectif est ici d’établir ugethése des principales informations que nous
avons pu récolter a la lecture des articles de emetle complétée, si besoin, par la
consultation de manuscrits arabes et latins. Pala, cnous avons séparé les deux
composantes que sont le mesurage et le découpé&ge Bl hous verrons que certains traités
regroupent ces deux themes. Dans une derniére pastis poserons la question du lectorat
potentiel de ce type d’ouvrages.

A) Le mesurage.

Plusieurs ouvrages dmiszha [mesurage] n'ont pas encore été retrouvés, nous ne

sommes donc informés que par les biobibliographisi, Aba Barza (8 s.¥%% lbn Ngjiyya

319 Sur «les sciences des procédés ingénieex général ; [aldfabi, 1932], p. 44-46.
320[Djebbar, 2007], p. 113.

321 pid., p. 115.

322 [Suter, 1892], p. 37 ; [Sezgin, 1974], p. 275.
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al-Katib (1 s.)%° et alHasan lbn @&Sabkih (& s.)*** sont annoncés dans Hhrist
[catalogne] d'lbn an-Nadh comme des auteurs d’'ouvrages sur le mesuragd.atimma
siwan al-hikma [Supplément au trésor de la sagesse] d’al-Baipedcise, quant a lui, qu’al-

Qa'inT aurait rédigé uiitab al-misiha [Livre sur le mesurage] au 4giéclé?>.

L’analyse du contenu des traités de mesurage dé&efiOmusulman, qui nous sont
parvenus, nous permet de les rattacher a une madigan mathématique. Quels que soient
leurs auteurs, tous ces écrits proposent, avecopiusoins de détails, des formules d’aire de
figures planes rectilignes, celles du cercle esekeportions. lls exposent aussi les aires et les
volumes de certains solides. Ces formules soniqamss a des exemples numeériques, et une
des caractéristiques de ces ouvrages est alorsefiab quasi-systématique, explicitement

voulue par certains auteurs comme tAKamil et Aba |-Wafa’, de démonstrations

géometriques.

Néanmoins, au sein méme de cette tradition, deuklés peuvent étre mises en évidence.

La premiére fait apparaitre, dans la continuitél-Ktawarizmi, une démarche

algébrique. Cette intervention de I'algebre pourélsolution de problémes anciensndiezia

doit davantage étre considérée comme un prétexte pettre en oceuvre cette nouvelle
discipline autonome. Il est a noter que l'incursalgébrique ne saurait étre compléte, seuls
guelques problémes sont concernés.

La seconde famille, quant a elle, est totalemeabhgdrique. Entre géométrie pratique
et géomeétrie « savante », la résolution de proldésieriente alors vers une tradition

appliguée du savoir-faire ou bien s’appuie suratestrésultats de la géométrie grecque.

323 [Suter, 1892], p. 36 ; [Sezgin, 1974], p. 302.
324[Suter, 1900], p. 19 ; [Sezgin, 1974], p. 253.
323 [Sezgin, 1974], p. 386-387.
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1) Les probléemes de mesurage comme champ d’applicatiode
I'algebre.

a) al-Khwarizmi (780-850) et ses commentateurs.
Le premier représentant effectif est, a notre cmsaace, Mbammad lbn NMsa al-
Khwarizmi. Il consacre a la science du mesurage un cougitchale son célebrkitab al-

mukhtaar f7 hisab al-jabr wa I-mugbala [Livre abrégé sur le calcul par la restauratiotaet

comparaisorf®.

Dans sorbab al-misika [chapitre sur le mesurage], I'auteur introduihtation d’unité

de surface, de ses multiples et de ses fractibrisexpose ensuite des formules d’aire exactes
ou approchées de figures planes usuelles (triggmldatéral, losange, cercle et portions de
cercle) ainsi que de certains solides élémentdaelse, solide vertical a base quelconque,

328

cbne)”®. Ces formules sont suivies, sans lien logique entidde I'énoncé et de la

démonstration du théoreme de Pythagore dans lepagsculier du triangle rectangle

isocelé®®. Al-Khwarizmi reprend alors son exposé initial avec la clagsifin traditionnelle

des figures rectilignes en présentant les cinqegede quadrilatérd¥ et les trois genres de
triangles quelconques avec leur formule d&fteEnfin, il termine le chapitre avec trois
exercices de mesurage concernant l'aire d’'un celelgolume d’une pyramide tronquée et
linscription d’'un carré dans un triangle isocfe Ce dernier exercice ainsi qu’un autre

consacré au triangle acutangfeutilise explicitement les procédures et les objetshay’

[chose] etmal [bien] — de I'algébre définis dans les partiescpdentes du traité.

3 F. Rosen a édité la version arabe du seul manugeriford qu'il a traduit en anglais ; [Rosen, I$3Dans
notre travail, la référence sera I'édition critigge R. Rashed, ainsi que sa traduction frangcgRashed, 2007].
%27IRashed, 2007], p. 202.

328 |bid., p. 202-206.

329 bid., p. 206-209.

330 pid., p. 210-214.

31 bid., p. 214-224.

332 pid., p. 214-224.

333 |bid., p. 220, 229.
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Parmi les publications en algébre postérieureskdhalarizmi qui pourraient proposer
des problémes dmisiza, notons d’abord les écrits de la seconde moiti®dsiecle d'ad-
Dinawari (m. 895§>* d’al-MissisT>° et peut-étre d’'as-SarakHsn. 8997,

Ensuite, au début du 4@iecle, desSha [Commentaires] du livre d’algébre d’al-

Khwarizmi sont rédigés notamment par 8inlbn al-Fah®*’ et &-Saydaan>32. Néanmoins,
nous ne pouvons étre slrs de rien car aucune deocdsbutions ne nous est parvenue.

Seules des informations biobibliographiques subsisavec Ig-ihrist d'lbn an-Nadm et le

Ta'rikh al#Hukami [Histoire des philosophes] d’lbn al-@i{m. 1248).

b) Aba Kamil (ca.850-930).
Dans la seconde partie de d€itab al-kamil fr I-jabr wa I-mugibala [Livre complet sur la
restauration et la comparaison], intitufd&Fi al-mukhammas wa’l-miashshar [Sur le

pentagone et le décagoi&] Aba Kamil résout vingt problémes de mesurage de polygones

réguliers an cotés (= 3, 5, 6, 10, 15).

Le mathématicien égyptien évoque d’abord le mesudagpentagone et du décagone
inscrits dans ou circonscrits & un cercle de dissrdnné et réciproquemétt Le probléme
suivant recherche le c6té d’'un 15-gone inscrit damscercle de diamétre dorifié Trois

problemes concernant le triangle équilatéral soatige proposeés avec le calcul de la hauteur

334[Sezgin, 1974], p. 262.
3% |bid., p. 297.

33 Nous insérons cet auteur parmi les successeuentjmls d’al-Khwirizmi méme si le titre de son ouvrage,

Kitab al-aritmatigi fi I-addad wa |-mugbala [Livre de l'arithmétique sur les nombres et la pamaison],

pourrait aussi renvoyer a la tradition pré-algéleig Ibid., p. 263.

337 |bid., p. 301.

338 |bid., p. 301.

339yadegari et Levey, 1971], p. 10.

340 Nous remercions A. Djebbar pour nous avoir faivpair une copie du seul manuscrit arabe conntianlisil,
ms. Kara Mustafa Pasha 379, fol. 68a-79b. Il esli@yar ailleurs en fac-simile dans [@tKamil, 1986] et

traduit en anglais dans [Yadegari et Levey, 19Tl fgt notre référence. Une version latine estatidpge — BnF,
latin 7377A, fol.93v-97r — que R. Lorch a éditd.pfch, 1993]. Enfin, une traduction hébraique derddcai
Finzi (15 s.) est totalement conservée a Munich et pamiete a Paris. Cette version hébraique a fait ltobje
d’'une traduction moderne en italien ; [Sacerdo896] sur laquelle s’est appuyé H. Suter pour tradi@ texte
en allemand ; [Suter, 1909-1910].

341 problémes 1-10 ; [Yadegari et Levey, 1971], p210-

342 probléme 11 ; Ibid., p. 21-23.
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connaissant la somme de son aire et de cette h&Utdlinscription d’'un rectangle d'aire

donnée dans un triangle et enfin le calcul du détéarré inscrit dans un triangle connaissant

la somme des aires de ce triangle et du carré lééfc Aba Kamil revient ensuite au

pentagone avec la recherche du c6té d'un pentagangier inscrit dans un carré de cété
donné®. Enfin, il calcule le c6té d’'un pentagone ou didétagone d'aires donné&s et pose
trois problemes de calcul d'un c6té ou d'une diajensuivant certaines contraintes de
surfacé”’.

L’auteur se référe, de maniére explicite, & tro@ppsitions de&léments’Euclide®*®

Il donne néanmoins un traitement algébrique a &ersle de ces probléntéd L’algébre

apparait avec ses objets et ses opératiomad-jabr [la restauration] etal-mugibala [la

comparaison] — qui ont été définis, expliqués stifiés dans la premiere partie de son traité.

Abi Kamil rédige un autre traité entierement dédié auunagge dans lequel il n'utilise

ni les outils, ni la formulation de I'algebre. Noyseviendrons ultérieurement.

c) Al-Karaj 1 (m.1023).
Al-Karaji expose dans I&afr fi |-hisab [Livre suffisant en calcul] deux chapitres
consacrés au mesurdgfe Ce sont ces chapitres qui situeraient la cortibhud’al-Karaj

dans le prolongement d’al-Khnzmi puisque dix problemes sont résolus en suivant une

démarche algébrique. Néanmoins, les procéduresraisplace apparaissent plus proches de

'ancienne tradition mésopotamienne que du traitdgdbre d’al-Khwvidrizmi. Le probléme

étant concret, la terminologie I'est aussi avetiliaation de « carré » ou « coté ». De plus,

’lhomogénéité géométrique n’est pas respectée.

33 probléme 12, Ibid., p. 23-24.

344 probléme 13-14 ; Ibid., p. 24-26.

34> probléme 15 ; Ibid., p. 27.

348 problémes 16-17 ; Ibid., p. 27-31.

347 problémes 18-20 : Ibid., p. 31-35.

38 (Elém H. XII.1) ; (Elém H. XIlII.1) et EIém H. XI11.10).
39yadegari et Levey, 1971], p. 6.

0 al-Karaf, 1986], p. 128-157, 201-210.
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Al-Karaji pourrait étre considéré comme un témoin d’une \dermédiaire entre les

deux traditions de mesurage évoquées en introdudiliais alors, dans I'état actuel de nos
connaissances, le mathématicien de Baghdad senaitréque représentant.

2) La géométrie du mesurage : tradition du savoir-f  aire.

Détachée de toutes démarches algébriques ou mBrgjges, la majorité des

ouvrages deniszza que nous connaissons est enracinée dans unéomagiiométriqgue basée

sur le savoir-faire de certaines corporations barns. La géométrie savante n’en est pas pour
autant totalement écartée, son influence est nwaifeour quelques uns d’entre eux. Les
auteurs, souvent des géométres arabes de renonaldos appel aux Anciens pour apporter
leurs propres contributions a certains problememesurage.

Témoins d’une géométrie « mixte » entre géometatique et géomeétrie savante, ces
traités, par leur forme et leur contenu, intégiantradition orientale du mesurage telle que
nous l'avons caractérisée en introduction. Pourules, il s’agit de corriger des procédés
utilisés dans les pratiques locales. Et pour legesul’objectif est de fournir aux utilisateurs

un manuel qui fournit une réponse savante auxseapglials appliquent.

a) Thabit Ibn Qurra (836-901).
Dans leKitab fi miszhat al-ashkl al-musaraza wa |I-mujjassamdlivre sur la mesure

des figures planes et solid&4] Thabit Ibn Qurra expose classiquement les formules pou

calculer I'aire de figures planes rectilignes etvdignes, ainsi que le volume de certains
solides comme le cube ou la spH&te

Les références alklémentsd’Euclide, aDela Sphére et le Cylindrd’Archiméde et a
certains résultats de Ptolémée conferent a ceiltdavaaractére d’un traitement savant des

problémes de mesurage.

1 Kapp, 1935], p. 61 ; [Sezgin, 1974], p. 268.
%2 Rashed, 2000], p. 506.
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b) Aba Kamil.
Abi Kamil, comme nous l'avons déja précisé, a rédigé extet de mesurage

principalement centré sur les pentagones et déeagaguliers. Il est également l'auteur
d'une épitre demiszha intitulée Kitab al-misiza wa’l-handasalLivre du mesurage et de la
géométrief>>

Ce mukhtaar [abrégé}>* d’Aba Kamil se classe naturellement, par son titre et son
contenu, parmi les écrits de la science du mesudagee s'inscrit pas, comme le texte
précédentur le pentagone et le décagpdans une démarche algébrique. Il semble toutefois

dans la continuité d'al-Khavizmi dont lebab al-misikat pourrait avoir été un modé&fe

Cette continuité est renforcée dans le chapitrelaunesure des arcs de cercle par une

référence explicite aitab al-jabr wa I-mug@bala du mathématicien de Baghdad Il s'en

distingue néanmoins par certains éléments forntesérecturels. D’abord, son organisation,
plus précise et plus structurée, n'est pas samel@pune éventuelle inspiration euclidienne.

Celle-ci est accentuée par deux références exgsieitixElément®®’ présentés comme le seul

livre permettant d’accéder aux démonstrations absede son traité. Ab Kamil cite

également Almagestede Ptolémée (Livre VI, dans laquelle, précise-t-il, le lecteur
trouvera I'exposé de la mesure des arcs de cercle.

Ensuite, le mathématicien égyptien fournit un déppement plus systématique des
figures planes et solides avec des figures géomuési supplémentaires par rapport a son

prédécesseur : le trap&Zele cylindré®, le cone tronqu¥* et la spher&?

33 Tghéran, Bibliothéque Majlis-i Sanms. 2672/6, fol. 93b-107a ; nous remercions &eau A. Djebbar de
nous avoir communiqué une copie de ce manuscribediano I'a analysé dans [Sesiano, 1996]. Nous nou
référerons donc a ce travail et au manuscrit lum8i cela s’avére nécessaire.

Notons que cette épitre est souvent désignée piirelele son premier chapitktab misizat al-aradin [Livre
de la mesure des terrains].

%4 Qualification originale ou due & un copiste ; Tréné Bib. Majlis-i Saa, ms. 2672/6, fol. 107b.

¥5[Sesiano, 1996], p. 3.

38 Téhéran, Bib. Majlis-i San ms. 2672/6, fol. 103b.

357 Téhéran, Bib. Majlis-i San ms. 2672/6, fol. 94a.

%8 [Sesiano, 1996], p. 13.

%9bid., p. 8-10.

%9bid., p. 10-11.

%1 pid., p. 11-12.

%2 bid., p. 13.
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Enfin, dans Iebab ma’rifat al-awtir [chapitre sur la connaissance des cordesji Ab

Kamil propose une section sur les relations entreldegueurs des cotés des polygones

réguliers constructibles a la régle et au compasq('au décagone) et les diamétres des
cercles inscrits ou circonscitd L'ensemble des problémes de cette épitre sueréagone

et le décagone est identique (énoncés et donnédmérigues) aux problemes de la seconde

partie de sotamil.

c) Abu |-Wafa’ al-Biuizajani (940-998).
Deux écrits d’Aln [-Wafa’ se rattachent a la tradition du mesurage de &Qiri

musulman. Le premier d’entre eux est un petitérddnt le titre est trés explicitd.a réponse

d’Abiz I-Waf’ Musammad Ibn Miaammad al-Bzajani a ce que lui a demandé le juristeiAb

‘Al7 al-Hasan Ibn al-Hirith al-Hubibi et qui est la démonstration relative a la déteration

de la surface des triangles sans déterminer la @ediculaire ni le pied*. L'auteur y
propose deux formules (équivalentes a celles derHé@®lexandrie) du calcul de I'aire d’'un
triangle en fonction de ses c6t®s

Le second, IKitab fima yahtaju ilayhi as-sanid min admal al-handasgLivre de ce qui

est nécessaire a lartisan en constructions géamés]®*®, est sans doute l'un des

représentants les plus caractéristiques de la géemémixte ». En effet, Ab |I-Wafa' y

appligue la géométrie savante pour la résolutioprdblémes de la géométrie pratique. Sont
ainsi exposés des procédés de construction, ougioa tirés de la tradition artisanale, dans

le but de produire un manuel pour les utilisateurs.

Il se compose de onze chapiffésLe premier donne une présentation des instruments
du géometre : la regle, le compas et I'équerreute’ar s’'intéresse ensuite aux constructions

élémentaires et aux constructions fondamentalesgdie grecque (la duplication du cube, la

33 [Sesiano, 1996], p. 14-19.

34[sezgin, 1974], p. 324 ; traduction anglaise d&esinedy et Mawaldi, 1979].

365 [Aghayani-Chavoshi, 1996], vol. 1, p. 23-44.

%% Edition arabe dans [Abl-Wafa’, 1979]. Edition et traduction d’une des deux V@ms persanes connues dans
[Aghayani-Chavoshi, 1996].

%7 [Aghayani-Chavoshi, 1996], vol. 1, p. 145-150.
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trisection de I'angle et les figures géométriquesoaiées aux miroirs ardents). Les chapitres
suivants sont dédiés aux constructions : de polgméguliers an cbtés (X n<10), de
polygones régulierm(= 3, 4, 5, 6, 8, 9 et 10) inscrits dans un cembdecercles circonscrits a
des polygones (triangle quelconque, pentagonexetgo@e réguliers), de cercles inscrits dans
les triangles, de polygones inscrits dans d’aup@lygones. Les quatre derniers chapitres

s’intéressent aux découpages des figures que ratesdns dans la suite de notre exposé.

Son exposé est volontairement dépourvu de judiifics. Néanmoins, au i3iécle, le

mathématicien Ibn ¥nus (1242) rédige so8har: al-admal al-handasiyya li Ab |-Wafa’

[Commentaires sur les constructions géométriquébidl-Wafa'] dans lequel il insére des

justifications pour chacune des constructions psépe par A l-Wafa’ %%

d) Ibn al-Haytham (m. 1041)

Lorsqu’lbn al-Haytham rédige lé=i usul al-miszha [Sur les fondements du

mesuragef®, il reprend un premier ouvrage qu'il auraitemposé en [sa] jeuness¥’ sur
ce méme theme.

Plusieurs passages du traité montrent clairemeiiit gjadresse aux praticiens du
mesurage. Par exemple, dans sa classification igessl en cinq especes (la droite, la
circulaire et les trois sections des coénes), IbiHaltham ne s'intéresse qu'aux deux
premieres, seules utiles « a I'arpenteur ». De mé@ms&u’il s'intéresse aux surfaces, il écarte
les convexes et les concaves puisque seule la plees utilisée dans lart des
arpenteurs»”®’*,

Néanmoins il envisage cet art géométrique sur desdbthéoriques solides notamment
en démontrant ses propositions. Son texte se relppralors davantage de la géométrie

« savante ».

Le contenu du traité est caractéristique des mardeimesurage que nous avons déja
évoqués. Ibn al-Haytham introduit les fondementsraisurage : la mesure et son unité, les

%8 Djebbar, 2007], p. 118.

39 Edition et traduction dans [Rashed, 2000], p. 638- Les références a cette édition seront reltivda
traduction francaise (pages paires), exceptionssfaies citations directes pour lesquelles nouyems aussi a
I'édition arabe (pages impaires) en indiquant Igepet la ligne.

370 pid., p. 538/ p. 539, I. 4.

31 |bid., p. 539, |. 16-18, p. 541, |. 2 et 5, p. 543, p. 607, I. 17-19, p. 617, 1. 8.

98
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Le mesurage et le découpage dans les mathémaéicaless d’Orient.

grandeurs mesurabfé& Les mesures des lignes droites et circulairesjudgques surfaces
usuelles (les rectangles, les triangles, le caxtkes portions) sont alors exposées. Avant de
donner les résultats sur le cercle et d’exposdgétaonstration d’Archiméde dea mesure du
cercle’®, Ibn al-Haytham donne la mesure des polygoneseo@svpar triangulatidf’. Quant
aux portions de cercle, il ne s’intéresse pas aortigns supérieures au demi-cercle, et
considere les portions inférieures comme I'excédant triangle dans un secteur angulaire.
Ensuite, I'étude des solides débute par les polgdr le parallélépipéde rectangle
occupant la premiere place. Le passage aux pa@ip&ldes quelconques, aux prismes droits
et obliques est permis par analogie avec les pabgioEn effet, de méme que la mesure d’'un
polygone quelconque est possible par triangulaienméme tout polyedre, pour étre mesuré,
sera décomposeé en pyramides. Le probléme du gépiéde se raméne donc a la mesure de
la pyramidé’®. Avec la référence aux résultats du Livre XII @ément’Euclide®’, Ibn al-
Haytham réduit le probléme au partage du solidepgramides d'une paft® et a la
détermination de la hauteur d'une pyramide d’apae’’®. Il traite ensuite des seuls autres
corps & faces planes qui fontpartie de I'art de la mesure®®: les sphéres, les cylindres et
les cones. C’est a nouveau l'occasion pour le géemarabe de citer explicitement des
ceuvres grecques avec le Livre Xl d’Euclide bien stais aussi leSphériquesle Théodose.
Le traité continue avec la détermination expérimlentle la hauteur d’'un corps solide qui
s’éléve au-dessus du sol & l'aide d'une tige endilia plomb®’. Enfin, Ibn al-Haytham
termine avec un vade-mectfif) sans les démonstrations, de toutdss«pratiques dont les

arpenteurs ont besoin dans leur art".

372 pid., p. 538.

373 |bid., p. 570-578.

374 |bid., p. 546, p. 566-568.
375 |bid., p. 590-606.

37 |bid., p. 594.

37 |bid., p. 597, I. 2.

378 Ibid., p. 596-600.

37 bid., p. 600-606.

30 pid., p. 607, I. 18-19.
31 pid., p. 616-626.

32 pid., p. 626-636.

33 |bid., p. 637, 1. 8.
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e) lbn Tahir al-Baghdadi (11°s.)
L’ouvrage de lbrTahir al-Baghdd, le Kitab fi-I-miszka [Livre sur le mesuragé]® est

un écrit indépendant destiné aux praticiens. ltodpit les principaux résultats et procédures
de cette géométrie pratique.
Il expose d’abord les quadrilatéres divisés en segiégories . carré, rectangle,

losange, quadrilatére quelconque, trapéze isoagétetmpéze quelconqifdé Notons qu’lbn

Tahir propose quatre procédures distinctes pour héter I'aire d’'un quadrilatére dont il

donne l'origine pour trois d’entre el®. La premiére est rapportée par les Persans et
correspond au produit des moyennes des cotés app@séeconde, d’Inde, revient a la racine
carrée du produit des quatre cotés. La troisierhéyzmntine ; il s’agit de la transposition de
la formule de Héron dans le cas d’'un quadrilatérdin, la quatriéme propose de découper le
guadrilatére en deux triangles dont on détermifeeraesure. Précisons que contrairement au

trois premieres méthodes, aucune origine n’estcéssa cette derniere méthode.

Suit le chapitre sur le mesurage des triarigfemns lequel IbAahir se référe dés le

premier paragraphe auklémentsd’Euclide®®. Il s’organise autour des sept catégories de
triangles : équilatéral, isocéle, scaléne acutangt@léne obtusangle, rectangle, isocele
obtusangle et isocele rectangle. Deux procédumasusiisées : le demi-produit de la base par
la hauteur et la formule de Héron. L'auteur faiférénce explicitement aux travaux
d’Archiméde & propos de I'aire d’un triangle éqtétaf®°.

Le chapitre suivant s’intéresse aux figures ciricetaet aux polygones réguliers et
irréguliers. Il est divisé en sept chapitres awecdrcle, le demi-cercle, les portions de cercle
inférieures au demi-cercle et celles supérieutrellipke, les hexagones régulier et irrégulier,
les polygones concaves et enfin le pentagone eguli

Le dernier chapitre sur le mesurage s’intéressesalides. Il débute avec la regle
générale de mesurage du volume des parallélépipedingles, a savoir le produit des trois
dimensions : longueur, largeur, hauteur ou profandé poursuit avec le tronc de pyramide,

le cbne de révolution puis termine avec la sphere.

384 Edition dans [IbrTahir, 1985], p. 335-357.
385[1bn Tahir, 1985], p. 335-345.

3% pid., p. 340.
37 bid., p. 346-354.
38 bid., p. 346.
39 bid., p. 347.
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Le dernier chapitre de cet ouvragehapitre sur le découpage des terrdifis- est

consacré aux problemes de découpage sur lesquedsenaendrons dans la partie suivante.

f) Le Qadi Abii Bakr (11-12 s. 2
Nous ne sommes que tres peu informés sur cetu«Bakr » sinon qu’il étaitqadr
[juge] et qu’il a rédigé un traité dmiszka avant la fin du 12siécle. En effet, la seule copie

connué® du Kitgb al+abagit fi sha: al-misikat [Livre des niveaux sur I'explication du

mesurage] a été réalisée & Mossoul en ¥191

Ce traité est divisé en quatre niveaux, eux-mémeésés en sectiofis’ Une longue
introduction débute le traité dans laquelle I'antptécise vouloir rédiger un traité simple et
résume, facile a utiliser. Le premier niveau siiagse, au sein de quatre sections distinctes,
au point, a la ligne, a la surface et au solideniveau suivant, en 11 sections, est réservé au
triangle et aux propriétés métriques de ses c@droisieme niveau traite, dans cet ordre,
des quadrangles, des polygones, des cercles etsdars. Il contient 10 sections. Enfin, le
dernier niveau propose en 8 sections la descrigiola mesure (d’aire et de volume) des

corps sphériques, cylindriques, coniques et dssnas.

Abi Bakr propose un texte original a plusieurs titoesnpte tenu de la tradition

précédemment décrite. D’abord, il fournit un exppddosophique sur la nature du point
comme «origine des trois dimensions qui sont la longudarlargeur et la profondeus®®>.
Ensuite, d’'un point de vue qualitatif, il énonceclencours des trois hauteurs d’'un triangle
acutangle. Il donne une formule approximative domhe rayon d’un cercle circonscrit a un
polygone régulier connaissant son coté. Il estiaasgené a utiliser, dans des exemples
numeriques, une circonférence de 32 pour un cedeediametre 10, et donc une
approximation der peu courante. Aucun de ces trois résultats conimibedrs aucun autre

du traité ne sont démontrés.

39 pid., p. 365-375.

391 Sezgin, 1974], p. 386.

392 [Hogendijk, 1990].

393 |bid., p. 144.

394 |bid., p. 133-142.

3% |bid., p. 149 (édition arabe) / p.145 (traductiomlaise)
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g) Ahmad Ibn Thabat (13°s.)

Cet auteur consacre une partie de son ouv@genyat al/ussib [La richesse du

396

calculateur] a des problemes dwriszha Ceux-ci débutent avec les quadrilatéres

(rectangles, losanges, trapezes et quelconques)erBudes problemes sur des polygones
comme les polygones en forme d’escalier ou de tamBppuis les polygones réguliers. Sont
ensuite envisageés les triangles, et enfin le catkes portions. Enfin, l'auteur s’'intéresse a
I'inscription et la circonscription de figures.

Il est & noter que la formule dite des arpenteursir pdéterminer I'aire d’'un

guadrilatére est utilisée, ainsi que la formuléd@eon pour les triangles.

Ajoutons enfin qu’aucune référence a I'algébre nfEésente. Néanmoins, Ibn Tlaab
propose des problemes pour lesquels les procédams rédigées sous une forme pré-
algébrique qui rappelle les pratiques mésopotame®ni’auteur désire, par exemple,
déterminer la largeur et la longueur d’un rectanigler différence et 'aire étant donn&&s
Ou encore, il souhaite déterminer I'aire, le pétmmét le diamétre d’'un cercle connaissant

leur somm#e®.

h) Deux témoins tardifs du mesurage en Orient musulman
Il est indispensable de terminer ce panorama deadétion orientale du mesurage en
signalant deux auteurs tardifs qui semblent dagsd®dngement des auteurs précédents. Le

premier est Ibn aHanbal (m.1563) qui a rédigé ledakhz'il al-mil aha ff masg?'il al-misaha
[Indices d'agréments sur les problémes de mesuf8fe]On y trouve deux figures

géométriques : lemuabbal [hexagone-tambour] et lanudarraj [escalier] qui sont

probablement celles rencontrées dans le traitérdad Ibn Thabt.

3% Traduction allemande dans [Rebstock, 1993].

397 Nous n’avons pas eu accés au texte arabe, nqusuwens donc pas rendre ici la terminologie exacte.

39 [Rebstock, 1993], p. 87.

39 bid., p. 113. Notons par ailleurs que ce probléese ancien puisque nous I'avons déja signalé daes
tablette de I'époque paléo-babylonienne, et ensdites lesGeometrica Dans les deux cas, la résolution
correspond aussi a un traitement quasi-algébrique.

4 Djebbar, 2007], p. 118.
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Le second est @Amili (m.1622) avec sorKhulisat al-hisab [L'essence de
I'arithmétiquef°’. La encore, de nouvelles figures sont présentesadi [fer & cheval], le

dhiz ash-shurafffigure a balcons], sorte de polygone étoilé, essa le quadrilatére a deux

angles droits et le pentagone a trois angles &1oits

De par leur contenu, ces deux ouvrages semblemsnpofluencés par la géométrie
savante que par les problémes réels de mesuragmnifribuent donc a prolonger la tradition

arabe du mesurage jusqu’alf $iécle.

En définitive, nous avons décliné les élémentsadeadition du mesurage en Orient
musulman selon la démarche de leur auteur, mammuéen par I'utilisation des outils et des
procédures algébriques. Les « limites » de cesirsagatégorisés sont arbitraires et donc
discutables car elles reposent naturellement seicannaissance partielle de la tradition avec
sa terminologie, ses résultats et ses procédummssaients de cela, nous avons néanmoins
choisi de présenter les éléments du découpageOdiernt musulman selon cette distinction

guidée, dans ce contexte, par le texte p&utules divisions des figure&uclide.

B) Le découpage.

Le découpage, comme nous l'avons déja formulé émduaction, est une autre
composante de la tradition géométrique arabe df@ri€e chapitre exposé de maniére
indépendante ou dans le prolongement des chapi#resesuragstricto senswpeut se scinder
en trois catégories.

D’une part, des traités sont composés dans uiaidil, qui reste a caractériser, de
I'ceuvre perdue d’Euclide.

403
S

D’autre part, d’autres ouvrages mathématiques woigdigues ™~ sont rédigés pour

résoudre, comme pour les chapitresrdsiza, des problémes inhérents aux traditions locales

01 [al-*Amil1, 1981], p. 84-106 ; [Djebbar, 2007], p. 117.
402 [al-*Amil1, 1981], p. 84-85 ; [Djebbar, 2007], p. 118.
03 [Rashed, 2007], p. 25-26.
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en réponse a la jurisprudence musulmane (héritaggicylierement) et a certaines
corporations d’artisans.

Enfin, certains autres correspondent & une catéguasite ou I'influence d’Euclide est
patente dans le type et 'énonciation des problemais dont le traitement répond davantage

a la tradition locale précédemment évoquée.

Le premier auteur connu ayant peut-étre contribleé teadition arabe du découpage

est le célebre philosophe &b al-Kindi (m. ca.873) qui, d’aprés Ibn an-Nag aurait

rédigé uneRisali fi tagsm al-muthallath wa |-murabkiwa damalihimi [Epitre sur la

division du triangle et du carré et leur constrafi’*®. Mais, & notre connaissance, aucune
copie de cette épitre n'a encore été retrotfié®e plus, aucun autre document ne nous

renseigne sur le contenu de cet ouvrage.

1) Le découpage « savant » : la division des figure&liclide.

Ibn an-Nadm précise dans sdrihrist que Thabit Ibn Qurra aurait traduit ou révisé le

406
e

traité Sur les divisions des figuresEuclide™. Mais, a notre connaissance, aucun manuscrit

ne vient confirmer cette information.

En plus de la version arabe du texte d’Euclide goas avons déja présent&e

signalons que le découpage des figures est un thécnerent dans plusieurs autres travaux

mathématiques d’as-Sif2°.

Un autre document, anonyme, témoigne de 'existelecBoeuvre d’Euclide. Il s’agit

d’un recueil de problémes géométriqhdssz'il mutafarriga handagya [Divers problémes de

09

géométrie], probablement du ®16iécle’®. Il renferme deux propositions consécutives en

404 [Suter, 1892], p. 12 ; [Sezgin, 1974], p. 258.

%5 Djebbar, 2007], p. 119.

%% ISyter, 1892], p. 17.

407 « Les pratiques de mesurage et de découpageatammthématiques grecques », p. 88-90.
%8 [Crozet, 2004], p. 127-130 ; [Rashed, 2004].

409 [Sezgin, 1974], p. 396.
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relation avec le text8ur les divisionsI'Euclidé"*®. La premiére d’entre elles dont I'objectif
est de tracer, dans un cercle, deux droites pslgii en coupent une partie déterminée, cite
explicitement I'ouvrage grec comme source du prokefé"

2) Le découpage dans la tradition locale.

a) La tradition juridiqgue musulmane.

Ce paragraphe tente d’établir la relation entrgptatigues géométriqgues du découpage
et les pratiques juridiques en place.

En effet, la répartition des héritages en droit mman est une mission importante et
complexé*?. Celle-ci nécessite I'intervention de deux domside connaissances différents
qui peuvent étre représentés par la méme persanbiem deux personnes séparées.

D’abord, la connaissance des régles juridiquesbatint les parts aux héritiers est
indispensable. Ensuite, cette répartition effectivepligue des connaissances d'ordre

mathématique. Il s’agit de réaliser le partage eetcdiculer la part revenant a chacun des

héritiers. Dans le cadre d'un héritage, d@sgm ou dharrad [découpeur] est donc

spécialement chargé de diviser des parcelles apneats droit selon des conditions fixées par

les regles de répartition. Pour une transactionngeroiale aboutissant a un partage de biens

immeubles, legasam divise en respectant les parts revenant a chagisonqme impliquée

dans le contrat de ladite transacfidn

b) Thabit Ibn Qurra.
La contribution de Tibit au découpage ne se limite pas a sa probabisicéwde

I'ceuvre d’Euclide. En effet, il rédige aussi unétépsur le découpage de carrds i-Aujja

“1915choy, 1926], p. 32-34, ; [Hogendijk, 1993], g41

“11Schoy, 1926], note 3, p. 32 ; [Hogendijk, 199R8]161.

“12[Schacht, 1983], p. 143-146.

“13[Djebbar, 2007], p. 115. D'aprés Ibn an-Nadle juriste Mihammad Ibn aHasan ash-Shaghi (749-805) a
rédigé unKitab al-qismalLivre sur les divisions]. Cet ouvrage pourraditer de la division des terrains entre
ayants droit mais aucune information supplémentareient justifier cette hypothése ; [Dodge, 1993505.
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al-mangba ila Suqay fr I-murabbai wa qurihi [Sur la preuve attribuée a Socrate au sujet du

carré et de sa diagondl¥]

Un manuscrit du Caif& nous permet d’en connaitre le contenuabithpropose deux

démonstrations du « théoréme de Pythagore » smotiele d'un découpage de deux carrés
qu'il assemble de maniére judicieleEn outre, il généralise ce méme théoréme selor de
axes. D'abord, il démontre, ce qu’'Euclide avaitd@jf'’, que le résultat n’est pas seulement
vérifié pour des carrés, mais pour toutes autrgsirds semblables et semblablement
construites sur les c6tés d'un triangle rectanBlesuite, il énonce sans démonstration un

résultat pour un triangle quelconque.

c) Les problemes traditionnels de découpage de terrasn
A linstar des juristes, dés le 4@iécle, des mathématiciens proposent, dans leurs

propres développements mathématiques, des problemesicrets » de découpage des

terrains. Dans les traités susmentionnés d’al-Kaeaj d’'lbn Tahir, des problemes de

découpage de terrains suivent des contraintessemveint un chemin d’accés aux différentes
parcelles obtenues :
« Par exemple, une terre vingt par trente, nous vesilla partager entre trois freres, et

nous construisons dans celle-ci entre eux un chelmieux coudées de larg&tr »

Dans leKafz, il s’agit par exemple de diviser un terrain ertogs personnes de fagon a ce que

'une d’entre elles ait la moitié, la seconde &gidu reste, le troisieme le quart en respectant

en outre 'aménagement d’un chemin de largeur depoér servir chacune des parcéfigs

Ce type de découpage se retrouve atislécle chez Ibn ditanbat, déja évoqué

comme un témoin du mesurage, qui propose de découpe
«un terrain contenant en son milieu [une partie] iui'est pas permis de mesurer,

comme une récolte en cours, une mosquée, uneecolliin lac salé non cultivabh?®.

“14[Sezgin, 1974], p. 269.

15 Analysé dans [Sayili, 1960].

“1®Djebbar, 1998], p. 109.

“17[H. VI. 31] : «Dans les triangles rectangles, la figure sur leéébus-tendant I'angle droit est égale aux
figures sur les c6tés contenant I'angle droit, skrbles et semblablement décrites. [Vitrac, 1990], vol. 2,
p. 236.

“18[|bn Tahir, 1985], p. 372.
“19[al-Karaf, 1986], p. 202-203.
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Un autre traité, dont une copie date de 1296,&'%@sserait au découpage des terrains.
Attribué a Ahmad lbn Jéfar, le Kitab fi gismat al-ara/in [Livre sur la division des terrains]
n'est conservé que dans un seul manuscrit qui, lserib n’a pas encore été anal§sé

Néanmoins, sans preuves contraires, le seul gtieetiouvrage nous permet de I'intégrer dans

le découpage traditionnel des terrains.

3) Une tradition mixte du découpage.

C’est sans doute Abl-Wafa' qui fournit 'élément connu le plus significatife cette
tradition mixte. Dans I&itab fima yahtaju ilaihi as-sanid min admal al-handasg[Livre de ce
qui est nécessaire a l'artisan en constructiongngéigues], le géometre persan résout,
comme mentionné précédemment, des problemes depm et de composition de figures
dans les quatre derniers chapitres.

Certains problemes se rapprochent davantage despbiges et assemblages proposés

par Thabit lIbn Qurra. Il faut, par exemple, construire carré & l'aide de trois carrés

donné&?’. D'autres sont dans le prolongement de la tragliéaclidienne de la division des

figures. En effet, Ab [-Wafa’ propose, sans aucune démonstration (comme pour le

mesurage), la résolution de divers problémes deupages de triangles (chap. 8) et de
guadrilatéres (chap. 9). Il partage, par exempieguadrilatére en deux parties égales par une
ligne passant par un de ses angles, par un ptird sur un de ses cotés, ou encore par un
4
[

point situé en dehors de celuf%i Il expose aussi les problémes de découpage @nde

cercle et de bissection d’'un secteur. De nombrawbl@mes de ces deux chapitres sont

semblables a ceux de la traduction arabe d’as-@ijzexteSur les divisionsl’Euclide. Voici

une synthese de ces concordances :

420 Traduction A. Djebbar ; [Djebbar, 2007], p. 118.

421 [Sezgin, 1974], p. 396.

*22[Aba I-Wafa', 1979], p. 145 ; [Berggren, 2007], p. 611-616.
23 Aghayani-Chavoshi, 1996], vol. 1, p. 148-149.
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Sur les divisionsI'Euclidé’®* | Le livre d’Abu’l-Wafa
#1 Chap. 8 ; #84
#2 Chap. 8 ; #85
#3 Chap. 8 ; #82
#4 Chap. 9 ; #95
#5 Chap. 9 ; #96
#6 Chap. 9; #97-#101
#7 Chap. 9 ; #102, #103
#8 Chap. 9 ; #106, #107
#9 Chap. 9 ; #104
#10 Chap. 9 ; #105
#11 Chap. 9 ; #108
#12 Chap. 9; #110
#13 Chap. 9 ; #90
#14 Chap. 9; #111, #112
#15 Chap. 9 ; #92
#16 Chap. 9; #113-#115
#27 Chap. 9 ; #119
#28 Chap. 9; #118

Dans le chapitre 8 consacré au triangle, on tramverobléme original par rapport aux
traités précédents, a savoir le découpage, a rignté d’'un triangle donné, d’'un second
triangle semblable au premier. Une derniere padteconsacrée aux problemes traditionnels
de partage de terrains qui se posent au « décowpawr I'arpenteur en charge du bornage
d’'un terrain. Il s'agit par exemple de diviser uwapeze en deux ou trois parties, en laissant un

chemin de largeur donnée menant a ces p#fies

Dans son analyse comparative des problemes de pbges de la tradition arabe

d’Orient'?’, J.P. Hogendijk prend en compte le texte diAlwVafa’. Les hypothéses issues de

24 Numération des problémes de I'édition de [Hogdndip93].
2> Numération des problémes de I'édition de [Aghay@havoshi, 1996]
%% Nous avons déja mentionné ces problémes dansieages du 1lsiécle d’al-Karajou d’lbnTahir.

2 [Hogendijk, 1993]
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cette analyse nous permettent, en I'absence dauxgMus récents, de proposer un schéma de
la continuité arabe du texte perdiur la division des figuresl’Euclide que l'on a

précédemment évoqué.

Sur la division des figured' Euclide

Traduction ou révision par
Thabit Ibn Qurra (9s.)

Abii I-Wafa' (10°s.) <«— 2 as-Sijz (10°s.) Recueil anonyme (£6.)

Avant de conclure, nous devons ajouter a notrengor un dernier représentant de la

tradition arabe d’Orient du découpage des figutasg$*®. Muhammad al-Baghatii dont on

ne sait rien sinon qu'’il est originaire de Baghdaolait rédigé un ouvrage sur le theme. Il

pourrait étre intituléitab taqgid as-suizk [Livre de la division des surfaces]. Aucun maniiscr

arabe n’a, a ce jour, été retrouvé. La traductadimé —De superficierum divisionibus liber

atteste la présence de cet ouvrage en Occidens, Mainom de son auteur, un certain

Muhammad al-Baghatli sur lequel nous reviendrons, suppose qu’il auggdt rédigé en

Orient.

La littérature arabe sur le découpage en Orientuiman semble donc s’étre
développée essentiellement selon deux directitnse dans la continuité du travail perdu
d’Euclide, et l'autre davantage tournée vers deSoquupations pratiques et utilitaires.
Néanmoins, le corpus connu de cette littérature emetévidence, et notamment par les
représentants d’une tradition mixte, le fait que deux directions ne se sont pas développées

de maniere indépendante. Un va-et-vient quasi pegntaentre géométrie savante et

28 précisons que nous n'avons pas la prétention i’dvessé ici une liste exhaustive des travauxntaigx sur
le découpage. Il faudrait, en particulier, prenelnecompte les différents témoins de la traditiorsaee.
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géométrie pratique apparait alors comme une caistq@e de cette discipline intégrée ou

non aux chapitres daiszha.

C)A qui s’adressent les traités de mesurage et de @épage en
Orient musulman ?

Plusieurs auteurs communiquent explicitement lesntions et motivations inhérentes
a leur travail. Si ces précieux témoignages ne npenettent pas exclusivement de
reconstituer une partie du lectorat visé par lestés que nous venons de décrire, ils

permettent néanmoins de décrire leur utilité.

D’abord, al-Khwarizmi précise vouloir que son livre d’algébreerferme ce qui est

subtil dans le calcul et ce qui en lui est le phable, ce dont les gens ont nécessairement
besoin dans leurs héritages, leurs legs, leursguas, leurs arbitrages, leurs commerces, et
dans tout ce qu’ils traitent les uns avec les autogsqu’il s’agit de I'arpentage des terres, de

la percée des canaux, de la mensuration, et d’autieoses relevant du calcul et de ses

sorteé?®. »

Sont ici clairement visés, en plus des juristesdes marchands, lenas&/ ou
musaddil, le gasgim ainsi que lenuhandi&®®. Ces trois termes distinguent les trois catégories

de personnes, entre autres, a qui al-&imni destine son ouvrage. Le premier terme renvoie

a lI'arpenteur dont le travail permet de détermitassiette de I'impot sur les terres agricoles
et les loyers d’habitation. Quant awhandis il a un double sens. Il désigne a l'origine la

personne chargée de réaliser le creusement deaxcaha@e mesurer les quantités d’eau a

distribuer. Il indigue aussi le mathématicien géoméQuant auwgasam dont la tache est

définie précédemment, sa racine trilitere g-s-nveénau termejismajdécoupage].

Venons-en au dessein explicite diAlKamil. Dans l'introduction de soiitab al-

miszha, il justifie son originalité, par rapport a sesbhades, de ne pas exposer les

2 Rashed, 2007], p. 94.
430 [Djebbar, 2007], p. 115.
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démonstrations des procédures propdsédkindique alors ne pas vouloir allonger ou rendr

plus difficile son traité congu comme une introdmetpour les débutants ou comme un

manuel pour les amate(its Le contexte historique et social du traité diamil aurait pu

laisser croire, étant donné son contenu, qu’il gmiiss’adresser aux employés de
'administration cadastrale d’Egypte, ou aux préfaires qui louent leurs terres. J. Sesiano a
montré qu'aucun de ces deux groupes n’apparaitecnéc’. Les premiers, forts de leurs
pratiques ancestrales, sont enclins a la tradatomon a I'innovation. Les seconds, premiers
bénéficiaires des procédés approximatifs utilis@sles géometres officiels, ne désirent pas
atteindre I'exactitude des formules qui provoquetaie baisse de leur rente. Le lectorat

semble alors exclusivement comprendre tkutant» et I'«amateur».

Abi |-Wafa’, quant a lui, est tres explicite sur ses intemi@t donc sur le public visé

par son ouvrage. Le premier indice est évidemneetitre méme de son ouvragkivre de ce

qui est nécessaire a l'artisan en constructionsngéiques Cette synthése réalisée a partir
de I'expérience des artisans et des connaissaagestss des géometres s’adresse alors en
fait a ces deux derniers groupes humains. Il dgpalcune longue critique des uns et des

autres pour montrer en quoi son travail est origiet utile***.

Le géometre n'a pas,
nécessairement, un savoir-faire. Il connait latgguar la démonstration abstraite mais n’est
pas toujours capable de la transférer dans le dmmpiatique. L'artisan (le décorateur,
larpenteur ...), quant a lui, travaille sur la réaldes constructions, des matériaux concrets
qui n’est pas démontrée au moyen de raisonnemeietstiiques. C’est pourquoi il commet

des erreurs. Abl-Wafa' se propose alors de corriger les procédures desmms et autres
arpenteurs avec ses connaissances théoriquestitigdie les procédures justes et vérifiées par

la géométrie savante des procédures approchégactas. Il précise néanmoins que I'artisan

qui réaliserait ces dernieres ne commet pas d’exi@ar elles « paraissent » vraies.

Intéressons-nous maintenant au traité d’lbn al-payt Dans ses classifications des

lignes, des surfaces et des solides, nous avoaseléyé que le géometre écarte tout ce qui

ne concerne pas directementn@sgs. De plus, sans les opposer, il differencie a deux

“31[Sesiano, 1996], p. 2.

2 hid., p. 2.

33 |bid., p. 2-3.

434 [Berggren, 2007], p. 612.
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reprises l'arpenteur et le géomeétre. Si Ibn al-Hamt traite d’'une question qui ne répond pas
aux besoins immédiats dmas&#k, il renvoie alors systématiquement auwdivies des
géometres*®. Enfin, les deux derniéres parties du traité, éednination pratique des

hauteurs des corps avec le fil a plomb et le régkapif des procédés de mesures, nous

rappellent que le traité d’lbn al-Haytham est bi@igé vers les utilisateurs de la mesure.

Enfin le gadi Aba Bakr apporte un témoignage supplémentaire swctedat potentiel

des traités de mesurage. Il rédige son travail laumesure systématique des figures
géométriques en réponse a une demandeeoes™®. Cette information est trop générale pour
émettre une quelconque hypothese. En effet, étddarnfréres au sens propre, degyes

peuvent aussi bien désigner une partie de ses@amig ses coreligionnaires. En outre, avec

le tétmoignage du voyageur Ibn Ba#t, lesfreres pourraient aussi désigner toute personne
intégrée dans une corporation de métirs

Ensuite, il précise I'utilité de son livre, pouslaffaires religieuses et dans plusieurs
domaines financiers et légaux comme les héritagedes testamenfé®. Il ajoute que

I'« apprenant intelligeny maitrisera facilement I'ouvrage a condition dfaire une lecture

ordonnée et sérielS8 Il est donc fort probable que le public visé [eagadi correspond a

'ensemble de ses fréquentations qui regroupe &es gt des étudiants juristes.

3% [Rashed, 2000], p. 541, . 8-9, p. 611, |. 7-8.
3¢ [Hogendijk, 1990], p. 146.
“*37[Ibn Batfita, 1982], p. 138.

38 [Hogendijk, 1990], p. 146.
39 |bid., p. 146-147.
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Le mesurage et le découpage
dans les mathematiques
de I'Occident musulman.

A) Les textes connus dans leur version originale.

1) Les témoins arabes du mesurage et du découpage daccident

musulman.

Il faut préciser dés maintenant que le nombre dmiml@nts qui sont aujourd’hui en
notre possession n'est pas représentatifs de liitapoe de I'activité liée au mesurage et au
découpage des figures de I'Occident musulman. k&, éfous savons grace a I'étude de ces
guelques documents, des informations biobibliogams et des témoignages directs ou
indirects d’ouvrages andalous, que la géométriciquaa a revétu différentes formes et a

donné lieu a de nombreuses publications depui§ $&28le jusqu’a la fin du fsiécle. Elle
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est également présente dans la formation de basertiénes corporations ou catégories de

fonctionnaires et d’une maniére générale, danarsus scolaire du jeune anddtdu

Avant de présenter en détail les ouvragemdg/a dont le contenu a pu étre analysé,

nous allons évoquer quelques auteurs dont les gewnae nous sont pas parvenus mais dont
on sait que leurs activités administratives ou ségnement ont pu les amener a s’intéresser,

de pres ou de loin, au mesurage et au découpage.

Dés le § siécle, les mathématiciens cordouansi Abhalib al-Qurtubi et son fils

Muhammad s’intéressent a la répartition des héritagesl mesurage. Mais, aucun ouvrage
sur ces sujets ne leur est explicitement attfitué
Au 10 siécle, les biobibliographes signalenthrdad Ibn Nar (m. 974-5),

arithméticien et géometre de Cordoue. Il est 'autBun manuel de mesurage, intitidéab

al-miszha [Livre sur le mesuragé&)’. Il ne nous est pas parvenu et son contenu ndus es

encore inconntf®. Etant données les connaissances en architeatersemble posséder Ibn

Nasr, il est possible que cet ouvrage traite de probk concrets liés au cadadtfeMais, a
notre connaissance, aucun témoignage postérietienieconfirmer cette hypothese.
Pour le 1% siécle, deux noms nous sont parvenus : Hayyan (m. 1035-6) de

Cordoue qui est secrétaire du fameux al-panll s'intéresse a la science du calcul et du

mesurag&®. Le second ASaffar est originaire de Cordoue et enseigne le mesueades

répartitions des héritagé. Ces deux hommes de sciences pourraient avoig&édes
ouvrages ou des manuels sur le mesurage et le gEg®uUMais aucun témoignage postérieur

ne vient le confirmer.

“0par exemple, le poéte, historien, juriste et ihgieh andalou lbn Hazm (m. 1064) recommande, dans |
Maratib al-dulam [Les degrés des sciences], I'enseignement deidace des nombres, des quatre opérations,
des rapports, de la géométrie et deniaziza dans le cursus scolaire habituel des éléeves qasdént le stade

élémentaire d'apprentissage de la lecture et detige ; [Balty-Guesdon, 1992], p. 411.
“41[Sanchez-Perez, 1921], p. 45 ; [Balty-Guesdon2],99 606, p. 611.

*421Sezgin, 1974], p. 391. J.A. Sanchez-Perez indiprame titreKitab al-misizat al-majkhilat [Livre sur les
aires inconnues], [Sanchez-Perez, 1921], p. 54.
443[Sezgin, 1974], p. 391 ; [Balty-Guesdon, 1992K44.
44| aurait été chargé par le califelikam Il de la construction d’une ville ; [Balty-Gagmn, 1992], p. 404.
445 1o:

Ibid., p. 635.
4 bid., p. 670.
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Abordons maintenant la présentation des quelquesages sur le mesurage et le

découpage de I'Occident musulman qui nous sonEepary.

a. La Risala fi-t-takgr d’lbn 6Abdin.
Ibn 6Abdin al-Jabalest né en 923 & Cordoue ou il a poursuivi seestusvant d’étre
médecin d’alHakam Il (961-976) et de son successeur &fisii, il enseigne la science du

calcul et le mesurage. Il est I'auteur d'URexzla fi-t-taksr [Epitre sur le mesurage] qui nous

est parvenu®’. Dans celle-ci, en plus d’avoir été umaitre d’école» et un «géométre», il
est présenté comme urillkastre homme de lob et un «spécialiste des héritage&*®. Aucun

autre témoignage venant confirmer ces deux demiigr®rmations ne nous est parvenu.

L’objectif d’'lbn 6Abdan est annoncé dans I'introduction de son ouvragegs termes :

«J'ai composeé ce livre en m’efforcant d’en faireppaeux qui voudraient I'étudier,
un livre abrégé englobant les <différentes> forntes mesurage. Et si I'esprit du
débutant ne risquait pas de le fuir au moment éwudlier, jaurais établi tout cela par
la démonstratioff®. »
Cette épitre confirme la présence d’'un enseignechertd géomeétrie pratique émdalusau
10° siécle. A ce titre, elle fournit donc de précigerseignements sur les connaissances et le

savoir-faire disponibles a cette époque. Comme tiausns déja remarqué chez la plupart

des auteurs orientaux deszka, aucune justification des procédures n’est donnée.

L’épitre expose 128 problemes répartis en 5 ca@gamorrespondant aux types de

figures ou solides étudi®S. Ibn 6Abdin traite d’abord les quadrilatéres (carré, receng|

losange, parallélogramme et trapéze isocéle), momtiavec les triangles (acutangle,
obtusangle et rectangle). Puis, il revient a desblpmes sur les trapézes (quelconques et
droits). Il poursuit avec les solides réguliersrfi@lépipédes rectangles, pyramide tronquée,
pyramide a base carrée) puis avec le cercle afifésentes portions. Il conclut son manuel
avec I'étude de trois solides dont la terminolagge particuliére et semble caractéristique des

pratiqgues andalouses du mesurage.

47 Edition et analyse dans [Djebbar, 2005] ; [Djebl2&06].

48 Djebbar, 2005], p. 27.

“9Djebbar, & paraitre]

0 Nous reprenons l'organisation et la numérotatienI'ddition d’A. Djebbar ; [Djebbar, 2005] ; [Djehb,
2006].
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Le premier est laurmat a-radam [tas de froment]. Il correspond en fait au cone.

Figure 7. durmat a-tadam

Le second appel&it ar-radam [poisson de froment] est un prisme dont le someset

nomméshawkaaréte] dans le premier sens du terme.

Figure 8. hitt ar-tadim

Enfin le troisieme est ukit ar-radam tronqué, et IbiAbdian le nommdaniga.

e

Figure 9.faniga
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Plusieurs définitions du ternfaniga peuvent étre données. Etymologiquement, cela

signifie un sac dans lequel on transporte de k@*fér Mais, nous avons retrouvé une autre
occurrence de ce terme dans la tradition agricotialause. Il s’agit dans ce cas d’une unité
de mesure de superfiété et d’'une unité de volume de grains utilisée penhti@s longtemps
dans la péninsule ibérique au moins & partir dusi&clé®®. Pour ce qui est de l'unité de
volume, sa persistance est confirmée jusqu’atsi&le dans les pratiques métrologiques
espagnoles, en particulier dans la région de l@Rfo

La terminologie de ces solides n’est pas le siémhént qui distingue le manuel d’lbn
0Abdin des manuels de I'Orient musulman que nous aveoqués au chapitre précédent.
Toujours du point de vue terminologique, deux faeguplanes témoigneraient d’une tradition

peu ou pas représentée en Orierte «uadrilatere a cotés différents dont les deungleeurs

et les deux largeurs sont égales et dont les arggiasdroits», a savoir le rectangle, est aussi

nommeé a plusieurs reprisesirabba mustail [quadrilatére oblondf>.
Le trapéze, quant a lui, est nommaidat ar-ra’s [<figure> a large sommet]. Cette
appellation qu’lbnéAbdin semble étre le seul a formuler, peut sous-engelartrapeze

comme une section de triangle. C’est ce que peusegyérer les opérations dajbir

[restauration] du trapéze pour lesquelles I'andaitiise aussi le verbimjabara [restauref|®®

dans un sens géométrique et non algébrique comevalrizmi.

D’un point de vue interne, de nombreux énoncéd gooposés sans respect de
’lhomogénéité des grandeurs : par exemple,0fndan ajoute ou retranche des longueurs a
des surfaces et réciproquement. De plus, plusiproblemes s’exprimeraient aujourd’hui

comme des problémes quadratiques. A la maniersad®es mésopotamiens et notamment
celui de la tablette BM 13 901, l'auteur andalowcrdédes procédures se rapprochant des

algorithmes de Algébred’al-Khwarizmi sans jamais s’y référer. Pour étre plus précigsi

“51[Djebbar, 2002], p. 215.
452[vallvé Bermejo, 1976], p. 353.

*3vallvé Bermejo, 1977], p. 117-118. Cette utilisat est attestée par Ibn Bak$11° s.) qui mentionne la

faniga comme mesure de capacité danslsibab al-qasd wa-I-bagn [Livre du but et de la démonstration] ; [El-
Faiz, 1998], p. 331-332.

454 [Fondacion Caja Rioja, 2001], p. 76, 118-119.

45> problémes [387], [77], [80], [126] ; [Djebbar, 28; [Djebbar, 20086].

45® problemes [49], [50], [81], [82] ; [Djebbar, 2005]
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objets de l'algebre (chose, racine et bien), nigs&rations caractéristiques (restauration et

comparaison) n'apparaissent tout au long du mandahalyse moderne de I'épitre révele
gu’aucun probléme ne se raménerait a I'équatiotypie 5, & savoir de la forme’ =bx+c.
Cette Epitre sur le mesurage d’likbdin est donc umeprésentant andalou de pratiques pré-
algébriques, dénommées « algébre d’arpentage 3 ptryruf®’.

Nous ne présenterons pas les problémes de I'Epline 6Abdun parce que la plupart
sont identiques aux probléemes des livres sur lairage qui sont précisément I'objet de notre
travail. Dans l'état actuel de nos connaissancess me pouvons savoir si ce manuel de
miszha prolonge en partie une tradition différente ddesetjue nous avons déja présentées,

tout en étant dans la continuité d’'une traditiocale avec une terminologie et des pratiques

propres a Andalus

b. Le Talgeh al-afkar d’lbn al-Y asanin.

Ibn al-Yasanin est un auteur maghrébin qui s’intéresse de presie loin au

mesurage. De descendance berbéere du Maghreb exiiténprobablement perfectionné sa
formation enAndalus a Séville plus précisément, et il meurt assassiMarrakech en 1204.
Fort apprécié pour ses talents de versificateugmploie ce style littéraire, probablement a

des fins didactiques, pour rédiger trois poémesndéhématiques. Le plus célébre est son

Urjiza  I-jabr wa-I-migabala[Poéme sur la restauration et la comparafSén]

Il est aussi l'auteur d’'un important ouvrage decohl le Talgiz al-afkar [La

fécondation des esprits], dans lequel il traitessg@émonstration, du mesurage en tant que tel

et comme domaine d’application de l'algebre. Ctesitt 'objet de la derniere section du

cinquieme chapitre — sur des choses dont on a besoin en algébre et gabala » — dont
les problemes de mesurage et de découpage serabt@&rement repris dkitab al-Kafr f7 |-

hisab [Le Livre suffisant en calcul] d'al-Karafjue nous avons déja évodtiéCette section

7 [Hgyrup, 1992]

58 [Abdeljaouad, 2005]. Un autre poéme sur les nomimationnels quadratiquebyjiza fi-l-judhir [Poéme
sur les racines], nous est aussi parvenu ; [Zemb886]. Il serait I'auteur d’un troisieme poeme Buméthode
de fausse positiotJrjiza fi-I-kaffit [Poéme sur les plateaux], qui n'a pas été retroeg écrits mathématiques,

49 Djebbar, 2002], p. 220-223.
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est construite en deux parties : comme un manuedigi#a d’abord, puis comme un chapitre
d’algébré®®.

La premiére partie débute avec la nomenclature fipges géométriques, puis
I'évocation des unités de mesure qui ne sont pasriémes d’un pays a l'auffé Sont
ensuite exposées les procédures donnant l'aireesuetéments des figures suivantes : les
triangles, les quadrilatéeres (carré, rectanglealfgdogramme, trapéze) et le cercle et ses

portions. En ce qui concerne les solides, Ibnadamn traite du cylindre, du céne, de solides

polygonaux, donne une formule approchée du voluimeedsphere. Il étudie aussi certaines
surfaces et autres volumes utiles pour I'architrectt la construction (pieces d’une maison,
coupole).

La seconde partie propose de résoudre des probkxpésitement a I'aide des objets
et des opérations de I'algébte L’auteur pose la valeur cherchée comme la choisst-a-

dire I'inconnue.

c. Le traité d'al-Murs 1.

Nous n’avons que trés peu d’informations surhlumad al-Murs Comme son nom

lindique, il est originaire de la ville de Murcet sa période d’activité se situerait dans la

premiére moitié du Fsiéclé®® Il est 'auteur d’un ouvrage intituléitab al-qurb f t-taksir

wa t-tagid [Livre qui facilite le mesurage et le découpdff]

Etant donnés les thémes traités, celui-ci s’adrassédférentes corporations, parmi
lesquelles les arpenteurs et les découpeurs desasimais aussi les décorateurs, les macgons,
les agriculteurs et les marchands. Ajoutons qudéivee contient des éléments d’'un savoir
mathématique « savant » : le recours ponctuel Igébaie avec ses objets et ses opérations

caractéristiques, ainsi que des références exgdicit Euclidé®™. Ces éléments tendent a

montrer que le lectorat d’al-Murs’étend a des artisans qui ne sont pas des praieiu sens

601Zemouli, 1993], p. 269-299.

1 bid., p. 269

%2 pid., p. 295-299.

%3 || est méme probable qu’elle soit antérieure 312Bjebbar, 2007], p. 126.

464 Analysé dans [Djebbar, 2007].

%5 |es deux références a Euclide sont difficilestarréter. Elles ne semblent pas renvoyertéments Etant
donné le contenu de I'ouvrage d’'al-Mirslles pourraient renvoyer au livre per8ur la division des figures

Mais aucun élément ne vient confirmer cette hyshgDjebbar, 2007], p. 128-129.
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traditionnel du terme, mais des hommes suffisamrfantliers avec la culture « savante »

des mathématiciens.

Le manuel d’al-Murss’organise autour de huit chapitres. Les cing jeesntraitent

des figures planes dans l'ordre croissant de leanhme de cétés (les triangles, les trapézes,
les quadrilatéres ou le trapéze est a nouveauéétdes polygones) pour finir par I'étude du
cercle et de ses portions. Ces chapitres sont @gwes$ selon le méme schéma : généralités,

mesurage et problémes de découpage.

Le sixieme chapitre propose, a la maniere classipse manuels denisika, des

problémes ou il s'agit de déterminer certains élésmeconnus d’'une figure plane donnée a
partir de ses éléments connus. Les figures plamatsadors étudiées dans un ordre différent

gue celui des cing premiers chapitres ; al-Mdébute par les quadrilatéres et terminent par le

triangle*®.

Enfin, les deux derniers chapitres étudient sudcems®nt I'inscription de figures
(carré, cercle, triangle équilatéral) dans d’aufoescle, carré, triangle, pentagone, hexagone),

leur circonscription par d’autres ainsi que d’asijpeoblémes de construction.

La terminologie et les procédures utilisées appgargncet ouvrage a la tradition
andalouse de la géométrie du mesurage. Il défiaitexemple, le trapéze comme un triangle

dont on a 6té un triangle, ce que la terminolodilenddAbdin laissait envisager. On retrouve

aussi, dans la section traitant du volume de selpdeticuliers, deux solides déja repérés chez

Ibn 6Abdin : lesubrat a-fadam [tas de froment], et |&it ar-radim [poisson de fromerftj’.

Revenons aux problémes de découpage proposés-Marsaf®® Aucun d’eux n’est

démontre.

Parmi ces problémes, il faut distinguer ceux qdiieot des situations de mesurage
aprés avoir coupé une partie de la figure initidle.sont davantage a classer parmi les
pratigues de mesurage avec des contraintes patesil Quant aux autres, ils se répartissent

e voir liste des problémes dans Ibid., p. 143-144.
57 Notons qu’al-Mursremplace le moturmat par subra qui désigne aussi le mot poisson, ce qui pouétaét

un indice de différence régionale de I'appellatitum méme objet.
%8 \/oir liste des problémes dans [Djebbar, 2007],40-144.
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en deux catégories principales. La plus importagt@ntitativement correspond aux
découpages de figures selon un rapport donné ascahditions sur la transversale ou bien
sur les propriétés de la figure découpée. Par ebeemp
- découper un triangle selon un rapport donné parligne passant par un sommet et
coupant le coté opposé.
- découper un triangle selon un rapport donné par ligme coupant deux co6tés du
triangle et non nécessairement paralléle au troisié
- découper un trapeze isocele selon un rapport deglioé la hauteur (c’est-a-dire par une
ligne perpendiculaire aux bases).
- découper un trapéze selon un rapport donné pdigmeecoupant les deux bases.
- découper un carré ou un rectangle selon un rapparté par une ligne parallele a deux
cOtés.
- découper un carré ou un rectangle selon un raglmomé par une ligne coupant deux

coOtés consécutifs.

Certains autres probléemes ne proposent pas le pggeud’'une figure mais plutot la
division de celle-ci en un certain nombre de figusemblables a la figure initiale et
identiques entre elles. C’est, par exemple, ledtagriangle équilatéral qu'il faut diviser en

guatre, neuf ou seize triangles eux-mémes éqalatér

d. Le traité d’lbn al-Jayy ab.
Les renseignements biographiques sur Ibn alabapg sont donnés que par les deux

ouvrages retrouvés dont il est l'auteur. D’abosdKitab al-fara’'id qui étudie, comme son

titre nous lindique, la répartition des héritafés Le second dont le sujet nous intéresse
directement, traite du mesurage et du découpagégigss planes ainsi que du mesurage de
solides : il s'agit diKitab at-taqrib wa t-tay# li if adat al-mubtadi’ bisinadat at-takgr [Livre

qui vulgarise et facilite pour faire profiter le ligant de I'art du mesuradé} L'auteur a
vécu au 13siécle et sa période d’activité se situerait eh2®6 et 1281

%9 Djebbar, 2007], p. 129-130.
4% [Djebbar, 2007], p. 129.
"1 Djebbar, 2007], p. 130.
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Dans l'introduction de son traité, I'auteur évogemplicitement les salaires de ceux
qui étaient chargés de découper les terres, lals olat I'arpenteur et du découpeur. Ainsi,
I'ouvrage est explicitement destiné aux professabmdu découpage.

L'ouvrage se divise en deux parflés; la premiére s'intéresse au mesurage et au
découpage des figures planes et la seconde ex@poseslrage des solides.

Les sections sur le mesurage et le découpageglesdiplanes suivent le méme plan
d’exposition. Les deux chapitres sont organiségoention du nombre croissant de lignes
(droites ou courbes) qui délimitent les figuresneka: le cercle, les portions de cercles, les
triangles et figures circulaires construites aipde deux segments et un arc, les quadrilateres
(carré, rectangle, trapeze), I'hexagone.

Quant au mesurage des solides, l'auteur étudie ldadse le cylindre droit, le tronc
de cbne, le cone, la sphere, la demi-sphere, ledigépipedes, les pyramides tronquées et les

prismes. lbn al-Jayp acheve son ouvrage avec des problemes de calealuimes concrets.

Plusieurs similarités entre les travaux d’livkbdin, d’al-Murg et d’lbn al-Jaygb

sont a prendre en compte. Elles tendent d’aillaurenfirmer une continuité des pratiques et
de la terminologie dans les géométries pratiquasdilus
Certaines procédures de calcul fournissant dedtaé&sapprochés se retrouvent dans

les manuels. De plus, sont présents deux solidesajqublent, comme nous l'avons déja

précisé, caractéristiquesAdidalus: le kit ar-radam [poisson de fromerit® et le durmat a-
radam [tas de fromenf]*

Ibn al-Jayyb présente néanmoins plusieurs particularités corfintéisation des

fractions décimales et le recours systématique & planche quadrillée pour dessiner et

mesurer les figures planes.

472 Djebbar, 2007]. Les informations ont été commétdar la consultation d’une copie du manuscrlieet

analyses personnelles d’A. Djebbar qu'il a bienluawous confier.
73 Ms. Escurial n°929, fol. 58a, 58b.
47 Ms. Escurial n°929, fol. 58b, 65a.
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Précisons enfin, comme nous l'avons fait pour ak¥jules divers problemes de

découpage posés par lbn al-Jyydont aucun n’est accompagné de la démonstration.

Limitons-nous aux problémes liés aux figures riptds.
A propos du triangle,

- Découper un triangle selon un rapport donné parligne passant par un sommet et
coupant le c6té opposé.

- Couper une partie d'un triangle dans un rappornhégrar une ligne paralléle a la base
de telle sorte que la partie coupée soit un trevogl un trapéze.

- Découper un triangle selon un rapport donné parligne coupant deux cotés du
triangle non nécessairement paralléle au troisieme.

- Couper un triangle équilatéral en neuf trianglagilatgraux.

- Couper un triangle quelconque par un segment dgukur donnée et parallele a la
base.

A propos des quadrilatéres,

- Découper un carré, un rectangle ou un losangel@araent (ou non) a un cété de
telle sorte que la partie découpée soit un carréectangle ou un triangle.

- Partager un carré, un rectangle ou un losange phisesurs héritiers ou ayants droit
en prenant en compte I'aménagement d’'un ou de quitssichemins, d’'une ou de
plusieurs entrées.

- Découper un trapéze par une ligne passant parinhgmla base et un du somfifat
par un point d’un c6té et un de la base, par untghi sommet et un d’'un cote.

- Découper un trapéze par une ligne passant par inh ¢® chaque co6té parallélement

ou non a la base.

L’étude des travaux d’al-Muret d’lbn al-Jaygb concernant le découpage des figures

planes montre des invariants. Ceux-ci fournissatdarda d’éléments qui contribuent peut-étre
a établir des « orientations » dans les pratiqndalauses.

D’abord, de nombreux problemes sont semblables lelsedeux auteurs. Ces derniers
ne leur sont pas spécifiques puisqu’ils sont apsésents dans certains autres ouvrages

d’'Orient. lls sont sans doute extraits d’'un fondnooun progressivement enrichi par les

47> Le sommet (resp. la base) désigne ce que nous ansaujourd’hui la petit base (resp. la grande bass
cbtés désignent alors les deux c6tés non paralléles
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pratiqgues locales des corporations et les contobsitoriginales de certains hommes de
sciences.
Ensuite, aucun des deux auteurs andalous ne dérsedrdécoupages ; le probleme

est posé et résolu sans aucune justification.

Enfin, nombre de problemes d’al-Murst d’'lbn al-Jaygb sont pratiques au sens ou

ils répondent manifestement aux besoins de colipagtelles que les décorateurs ou les
répartiteurs d’héritage. Les divisions de figuresseus-figures semblables et égales ou bien
encore I'aménagement de chemins entre copropeétamrrespondent a ces préoccupations
pratiques.

Au vu de tous ces éléments, le découpage étudidepadeux auteurs andalous

semblerait davantage se rapprocher de la tradiiabhe d’Orient représentée par [BEhir,

al-Karaj ou par Al [-Wafa’' plutdt que des travaux grecs d’Euclide ou mémeHgeon

d’Alexandrie.

e. Dautres ouvrages.

Toujours au 13siécle, il faut mentionner un long poéme de 203 vtituléal-lksir f7
mubtagla sinadat at-takgr [L’élixir sur le désir de I'art du mesurage] quinscrit dans la
tradition que nous avons évoquée depuis le débuedehapitre. Son auteur est lbn iy
(m. 1346), un polygraphe, qui est l'auteur d’'unoset poéme consacré am al-filaha
[science de 'agriculture]. Ce poeme de 203 venstde un représentant de la continuité d’lbn
0Abdun.

Deux commentaires maghrébins tardifs sur le mesusagt a signaler. Le premier est

celui de Al I-0Abbas Ibn al-Qdi (m. 1616) et le second celui de son neveu &bdallah
Ibn al-Cadi (m. 1630). Dans |&han al-lksir f7 dlm at-takgr [Commentaire de I'Elixir sur la
science du mesurage] du neveu, on trouve les vadamgga, durmat a-radam et hit ar-

radam’*’® Mais il est intéressant de noter la présencedees que nous n'avons pas trouvée

“"®[Ibn al-Qadi, 1957], p. 86.
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dans les textes arabes du mesurage connguilgr pour direhuit ar-radam’’’, le makhizz al-

mudawwar[cone circulairé™® pour le durmat a-fadam et le bayt mupan [maison inclinée]

qui n'a pas d'équivalents dans les textes ét(itfiés

Signalons aussi l'ouvrage d’lbn ar-Ragg (m. 1315) : leTanbh wa t-talir fr

gawznin at-takgr [Le rappel et I'éclaircissement sur les réglesriesuragef®. Trés court et

élémentaire, cet ouvrage semble en dehors d'unécanee filiation avec les oeuvres

précédentes.

Enfin, mentionnons lMukhtasar fi I-misaha [L'abrégé sur le mesurage] d’'lbn al-
Banra (m. 1321) pour la démarche originale de son autgl@st un manuel d’enseignement

du mesurage rédigé en 1282 Ibn al-Bana désire d’'une part classer naturellement les

figures usuelles planes et solides en fonctiorede ¢ontour ou en fonction de leurs surfaces.
Aucun exemple numeérigue n’est donné. Il cherchaiigs dénombrer les équations issues
de chacune des figures considérées en fonction’atseimble des éléments qui la
caractéris&? Par exemple pour le cas du triangle, il précise :
« Le triangle comporte cing éléments : ses trois £0@ hauteur et son aire ; il comporte
trente données a déterminer, parce que ce quiagstcpeut étre un, deux, trois ou quatre
de ces éléments, et ce qui est & déterminer unarne entre ces élémefits »

2) Les traités de mesurage rédigés en hébreu.

“"Deux paragraphes se suivenaksr al-qubiri [mesurage dwuhiri] et taksr hat ar-radim [mesurage du
poisson de table]. Nous gardons une transcriptianchise du termeuhiri car aucune traduction du terme ne
semble convenir dans ce cadre.

478 Cette appellation semble locale car dans la gémrssvante lenakhtis désigne le cone.

“"Ibn al-Qadi, 1957], p. 86.

“801bn ar-Raggm, 1986] ; [Djebbar, 2005] ; p.24.

81 Djebbar et Aballagh, 2001], p. 111-112.[DjebbaAballagh, 2001]

82 Djebbar, 1980], p. 106-107.
“83Trad. D. Lamrabet ; [Lamrabet, 1994], p. 244.
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a) le Hibbur ha-Me$hah we-ha-Tisbore®* d’Abraham Bar Hiyya.
Abraham BarHiyya (m. ca. 1145) rédige en 1116 un ouvrage sundsurage et le

découpage : léfibbur ha-Me&tah we-ha-TisborefLivre sur le mesurage et le calctif]

Précisons d'ores et déja qu’il existe une versitimé, leLiber embadorumréalisée par
Platon de Tivoli qui n'est pas identique au textgioal mais en conserve le contenu et la
structuré®.

Ayant vécu a Saragosse ou il aurait exercé d'inambess fonctions qui transparaissent

dans son nom latinisé Savasorgiab as-surza - chef de la police], Abraham BHiyya s’est

inévitablement approprié une partie de la cultwiergifique de IAndalus Si I'on en croit le

prologue duHibbur ha-Meskah we-ha-TiSboretl souhaite transmettre ce qu'il a appris a ses

coreligionnaires, et notamment aux juifs sépharaeeSranc&’. Le décalage entre la culture
géomeétrique de I'Europe latine et celle dendalusserait, selon les propres mots de l'auteur,
a I'origine de la rédaction de ce méme ouvf&f&candalisé par les erreurs commises par les
agrimensoresde I'époque, il insiste notamment sur le mesurdgse terres. De ce fait,
'ouvrage est congu pour ceux qui s'occupent deéfaartition des terres, des achats et des
ventes ainsi que des héritages.

Le livre est divisé en quatre chapitres. Le prentkapitre est une présentation
générale des objets et des propriétés géométridoies il sera question dans la suite de
'ouvrage. L’auteur propose notamment une classife des figures planes : le cercle, les
trois types de triangles (équilatéral, isocéle)éstw et cinq classes de quadrilateres (carre,
rectangle, losange, parallélogramme, quadrilatesdcqgnque). Sont ensuite définis quelques
éléments arithmétiques comme le nombre, la racareée, le carré, le cube et la racine
cubigue. Ce premier chapitre s’acheve sur I'énoecda démonstration de propositions
euclidiennes en relation avec la méthode des aitedivre | desElémentset avec les

premiéres propositions du Livre*dY.

“84 Nous donnons ici la transcription des lettres highres utilisée par T. Lévy.

8> Traduction en catalan par J. Millas | Vallicrosapés I'édition de M. Guttmann ; [Abraham BHiyya,
1912]; [Abraham BaHiyya, 1931].

8¢ Texte édité par M. Curtze ; [Curtze, 1902].

“87 [Abraham BaHiyya, 1931], p. iii.

8 |bid., p. 5.

89 On retrouve notamment les propositions 33, 3533638, 41 du Livre | deSlémentst les propositions 4, 5,
6, 7,9, 10 du Livre Il ; Ibid., p. 16-30.
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Le second chapitre, le plus important quantitatiget, étudie le mesurage des figures
planes, et les calculs qui s’y rapportent. L'ordfexposition des figures est: le carré, les
triangles, les quadrilatéres n’ayant pas tous ledids égaux et leurs angles droits, le cercle et
ses portions, les polygones. Dans sa section suoeride, I'auteur présente une table des
cordes et des arcs.

Quant au troisieme chapitre, il aborde le découpdes figures planes : triangles,

guadrilatéres et figures circulaires. Abraham Batya mentionne, en guise de remarques, le

découpage du pentagone et de I'hexag8nee chapitre est fractionné en trois sections en
fonction de la figure plane a découper. Dans chageotion, les problemes sont organisés
selon le nombre croissant de parties a découpe3,:20u plus. La premiéere section traite du
triangle, la seconde des quadrilatéres et la énwisides figures circulaires. Il est intéressant
de voir que l'auteur partage, de maniere originddesection des quadrilateres en trois
familles : ceux dont les deux diagonales les pariag@galement, ceux dont une seule des
deux diagonales les partage également, et enfix dent aucune de leurs diagonales ne les
partage de maniére égale. Tous les probléemes gonordrés. Méme si nous ne notons

qu'une seule référence explicite aBmentsd’Euclide’®, Abraham BarHiyya s'inspire

directement de la méthode des aires du Livre tleelia théorie des rapports des Livres V et
VI. Notons aussi une trace du vocabulaire prat@ueécoupage de terrains avec I'expression
« champ triangulaire» qui revient dans deux problérf&s

Enfin le dernier chapitre se concentre sur le maggi des solides. Cette partie est
concise et Abraham Batiyya y omet les démonstrations difficiles. Les de$ sont répartis
en trois groupes : les solides sans pointe (cubmllglépipede rectangle, prismes droits,
cylindres), les solides a pointe (les pyramidest darbase est un triangle, un carré ou tout
autre polygone a cotés égaux mais a angles diterlencone), enfin la sphére et ses portions.
Ce chapitre se termine avec I'explication de la igr@nhde mesurer des terrains, et notamment

de la maniere de tracer une perpendiculaire.

L’'ouvrage d’Abraham Balliyya semble dans la filiation de la tradition arulede

représentée par IkiAbdan, méme si d’'un point de vue terminologique, ilst’pas toujours

49 voir liste des problémes en annexe.
491 « comme I'explique Euclide dans son livre des dématishs; [Curtze, 1902], p. 132.
92 |bid., problémes IIl. 6 et IIl. 8, p. 136
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possible d’établir des liens. Remarquons cepergizgifjues points intéressants. Le rectangle,

comme chez IbriAbdin, est lequadrilatére oblongdans la version hébraidi#ainsi que

dans la version latine. Dans la version latine aingl’’, le trapéze est liigure dont la téte

est coupéece qui rappelle directement la terminologie séé plus tard par al-Mdrset
indirectement celle d’'lbrdAbdun. Les solides particuliers repérés chez dbbdian ne se
retrouvent pas dans lHibbur ha-MeSkah we-ha-TiSboretMais nous ne pouvons rien en

conclure car Abraham Bafiyya a bien pu se limiter aux seuls solides uspedsents dans

les pratiques outre pyrénéennes.

De plus, les problemes du second chapitre ainsi lques résolutions semblent

clairement issus de la tradition andalouse du nagsudont un représentant est dbdan.

Méme si nous reviendrons sur ces problemes ult@&neent, une différence doit d’ores et déja
étre mentionnée : 'auteur hébraique démontreupast de ces problemes.

Quant aux problemes de découpage, leurs énoncésusniine relation directe avec la
pratigue de la division des terrains, mais ils sugsi tous démontrés. La présentation et le
contenu des démonstrations se rapprochent d'ungqueasavante de type euclidien.
Remarquons aussi qu’on ne trouve pas, comme datansemanuels arabes d’Orient ou
d’'Occident, de problemes pratiques faisant intdryepar exemple, 'aménagement de

chemins.

b) le Sefer ha-Middotattribué a Abraham lbn Ezra

L’'unique copie duSefer ha-MiddofLivre des mesures] contient une attribution a
Abraham lbn Ezra (m. 1167 que nous considérerons dans la suite comme l'auteu
texté”®®. Il existe une version latine du texte qui, apparent, a été copiée au milieu dif 12
e497

siecle™’. Nous n’avons aucun renseignement sur le traduptebable de I'hébreu au latin, ni

493 D'aprés la traduction catalane de J. Millas | \éatisa ; [Abraham Baiyya, 1931], p. 15.

94| a traduction catalane utilise le term&apezi» qui cache la dénomination hébraique originale.

49 Edition du texte hébraique par T. Lévy et traductnglaise dans [Lévy et Burnett, 20086].

49 v/oir discussion a ce sujet ; Ibid., p. 63-66.

497 Edition de la version latine par Ch. Burnett eitiction anglaise dans Ibid. Un seodexlatin contient, &
notre connaissance, Befer ha-Middot ms. Oxford, Bodleian Library, Digby 51, fol. 384&vb. Cecodex
présente de nombreuses concordances avec lesxrdsraham Ibn Ezra et de Platon de Tivoli ; [Légy
Burnett, 2006], p. 70.
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méme sur ses relations avec Ibn EFraCette version compléte la version hébraique thutdé

du texte tandis que la fin du texte en est absente.

Le Sefer ha-Middose présente en deux parties. Le premier tierarestarithmétique
sans unité et logique apparentes. Il s’agit daygnti®e notes prises d’'un livre d’arithmétique
ou de notes d’étudiants que d’'un exposé systémetiqu

La seconde patrtie, c’est-a-dire les deux tierargsest plus homogéne et correspond a

un traité sur le mesurage de figures planes etesokt la mesure de distances.

D’une maniére plus précise, on y trouve d’abord dmssidérations générales sur le
point, la ligne, la surface et les solides. Ensulieraham lbn Ezra propose de mesurer les
figures planes usuelles: les triangles (équiltéisocele, scalene, et rectangle), les
guadrilateres (le carré, le rectangle, le losarigeparallélogramme, le trapéze et leurs
différentes especes), le cercle et ses portionfin,BEhétudie le mesurage des solides avec,
dans l'ordre, le cube, la pyramide a base careépytamide tronquée, le cylindre et le tronc
de cone. Dans la derniere partie, il propose deureesa hauteur d’une colline, d’un arbre ou

d’une tour ainsi que la profondeur d’un puits adé par exemple, d’un astrolabe.

Il est intéressant de noter que de nombreux praddesont, selon la terminologie

actuelle, de type quadratique. Abraham Ibn Ezraméahmoins un représentant, comme l'est
Ibn 6Abdin, des pratiques pré-algébriques puisque les objeiss opérations spécifiques a

I'algébre arabe du°&iecle ne sont pas utilisés.
En plus de cette premiére information, $®fer ha-Middotsemble étre dans la

continuité de la tradition du mesurage deRiazla d’lbn 6Abdin. En effet, de nombreux

problemes et leurs procédures de résolution sonmimums a ces deux textes. Nous y
reviendrons de maniére précise lors de I'analysepawative des problemes mathématiques
de certains textes sur le mesurage. Notre étudke téeminologie n’est pas aussi détaillée que
pour les textes arabes de par le changement dgselarde rédaction, I’'hébreu ou le latin.

Notons néanmoins que la version latine nomme fei@ figura cum capito ampl@a figure

499

dont le sommet est large] exactement comme dBibdin Quant aux solides

498 [évy et Burnett, 2006], p. 69-77.
49[Lévy et Burnett, 2006], p. 220, 222-224.
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caractéristiques des pratiques andalouses, ilsasbsents de I'exposé d’lbn Ezra ; rien ne peut

donc étre conclu a ce niveau.

3) Un représentant de la tradition latine directe : le Liber
Mahameleth

Le Liber Mahamelettest un ouvrage volumineux composé en Castille Bassconde
moitié du 12 siécle®. Le termemahamelethqui est le nom donné ekndalusau vaste
domaine des problémes de transactions indépendamdesn procédés utilisés pour les
résoudre (arithmétique ou algébrique), indiquadioe arabe des sources de son auteur.

Le Liber mahamelethprésente un second intérét et non des moindresotée
connaissance, il est le seul témoin latin connu pegiques mathématiques ibériques
exprimées en latin et en relation directe avecddition arabe.

Cet ouvrage, dont l'auteur reste inconnu, est éesir I'étude de I'arithmétique, de
l'algébre et de leurs applications. C’est dansecd#rniere catégorie que nous trouvons des
problémes qui peuvent étre rattachés & des pratideemesurage et de découpabe.es
procédures mises en ceuvre ne sont pas géométritpisssuivent une démarche purement

arithmétique en utilisant les rapports entre grarsle

Par exemple, dans le paragraphees étoffes : matieres homogémeslu chapitre
«probleme de morcellement plusieurs problémes de mesurage de rectanglgsasi
proposés. Citons deux exemples :

« Si quelgu’un interroge, en disant : a propos d'uiteffe de 10 coudées de long et 8
coudées de large, et 50 onces pour le poids, spantede 15 onces de poids et 6 coudées
de long a été otée, quelle sera sa grandeur taaga largeur %2 »

« Si on a fait une proposition ainsi, en disant : peopos d’'une étoffe de 10 coudées de
long et 8 de large et 50 onces de poids>, si onéaude part de poids de 20 onces qui a

une longueur double de sa largeur, quelle est sgueur ou sa largeur™?® »

% [Sesjano, 1988], p. 70.

01 [Vlasschaert, 2003], vol. 2, p. 410-439. Commgdeail d’A.M. Vlasschaert n’est pas publié, nous
donnerons par la suite plusieurs exemples desér@s qui se rapprochent de nos préoccupations.
*92Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 416.

*%3Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 420.
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Les énoncés sont stéréotypés. lls correspondent dormulation tout aussi

systématique des problemes de certains manuels edeirage, celui d’lbrbAbdan par

exemple. De nombreux autres problémes de ce typegient étre cités avec des contraintes

différentes sur les longueurs et largeurs.

Nous signalons aussi des problémes qui, sans €tvéridtables découpages, semblent
sinon s’en inspirer du moins s’y référer implicitemh. Par exemple, dans le probleme suivant,
il s’agit de découper un rectangle d’'un autre megh@ avec une contrainte de similitude :

« Si quelgu’un interroge, en disant : a propos d’wteffe de 10 coudées de long et 8 de
large et d'un poids de 60 onces, si une partieéeathent semblable par comparaison a
celle-la lui a été 6tée, mais d'un poids de 15 snaguelle est sa longueur ou sa

largeur 7% »

Ou bien encore, lorsque le probleme propose exghent le découpage de tissus
rectangulaires ou circulaires en morceaux eux aussiangulaires ou circulaires de
dimensions données. Par exemple :
« Si tu veux savoir combien de gausapes de 4 couddesg et 3 de large tu peux faire a
partir d’une toile de lin de 15 coudées de lon@ ekampleur:®® »
« Si quelgu’un demande : a partir d'une toile de dimondie, dont le diamétre est de 10
coudées, combien de toiles de lin arrondies, dendiamétre de chacune est de deux

coudées peuvent-elles étre taillée¥ 3

Enfin le dernier paragraphele< pavement des <problemes de morcellement
fournit a nouveau des problémes de mesurage eécmipage dans un autre cadre pratique.
Par exemple :

« Si quelgu’un dit : <pour> toute chambre arrondie toe pavement a 6 coudées de
diamétre, combien de tables semblablement arrond@# le diamétre de chacune est de

3 coudées, recoit-il>%’ »

*4Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 421.
*%Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 427.
% Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 435.
" Trad. A.M. Vlasschaert ; Ibid., vol. 2, p. 438.
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B)Les textes arabes et hébraiques connus dans leurrsien
latine.

Contrairement a ce qui s’est passé dusiéicle ou I'activité scientifique originale était
importante et le mouvement de traduction balbutielest dans I'Espagne du ®1&iécle que
ce premier mouvement devient déterminant.

La Reconquista été une formidable opportunité pour tous lesuastde I'époque qui
désiraient combler I'écart avec le savoir de I'egpausulman. L'éveil de la curiosité a
'égard de la production scientifique et philosaple de leurs voisins musulmans est une
premiere étape remarquable dans le long processugcgption du savoir gréco-arabe en
Europe médiévale. Les traducteurs dii sicle, «nstruments conscients de la redécouverte
de la science grecque avec ses ajouts araffssont donc a la fois initiateurs et participants

actifs de la ®Renaissance du giecle».

L’activité de traduction s’intensifie qualitativemt et quantitativement pendant I€ 12
siecle. Elle se disperse geéographiquement d’aberdohg de I'Ebre, ensuite jusqu’en
Catalogne, en Navarre pour finalement atteindreéd®let probablement Ségovfié Des
hommes nés dans la péninsule ibérique parlanbkara langue roman€ et parfois le latin,
ainsi que des érudits provenant de toute I'Europioscent d’appréhender la science écrite

en arabg?,

Parmi les représentants les plus connus du mountedeetraductions du fziécle,
citons Adélard de Bath, Platon de Tivoli, Robert@eester, Hermann de Carinthie et son
éléve Rudolf de Bruges, Dominicus Gundissalvo, Hsgile Santalla ou bien encore Jean de
Séville et, bien sOr, Gérard de Crémone (1114-1%87)Beaucoup d'éléments de leur
biographie et des relations qu’ils entretenaientiies avec les autres restent malheureusement
tres obscurs. Néanmoins, un élément est certain départ de ce grand mouvement de

traduction, les activités ne sont pas centréesisdreu unique. La transmission au reste de

%8 [D'Alverny, 1982], p. 422.

9 [Haskins, 1927]

197 emay, 1963], p. 647.

*LE. Levi-Provencal précise que la langue romankéeatans la péninsule ibérique est issue de I'iditatino-
ibérique ; c’est alors le seul moyen d’expressies dlasses populaires des villes et les groupesédayers
chrétiens qui peuplent les hameaux agricoles, fBeuvencal, 1948], p. 119.

12 [D'Alverny, 1982], p. 440.

13 [Haskins, 1924], chap. 1.
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'Europe se trouve facilitée par la diversité desionalités représentées parmi le groupe des
étudiants-traducteurs qui arrivent en Espagne ets'qustallent dans les principales villes
pour traduire les manuscrits qu'il leur a été passidacquérir. Ces villes sont

essentiellement Barcelone, Tarazona et Tdléde

Deux de ces érudits ont traduit des ouvrages codeuwisiza de I'arabe ou de

I’hébreu en latin et a ce titre, nous intéressantigulierement.

Le premier d’entre eux est l'italien Platon de Tiv&a biographie n’est connue que
par ses propres traductiGis La majorité de son activité a eu lieu en Catapget plus
précisément autour de Barcelone, entre 1132 & X1'468t d’ailleurs probablement dans les
communautés juives de cette ville qu’il apprendalee et gu'’il trouve son inspiration et ses

matériaux de travai®. Comme nous l'avons déja dit, il est 'auteur ldber embadorum

traduction latine du manuel deiszza d’Abraham Bartiyya. Revenons sur les conditions de

travail du traducteur italien. Nous savons queéldaction du_iber embadoruns’achéve en
1145, a la suite d’'une collaboration entre PlatenTd/oli et I'auteur lui-méme. Ce dernier
servirait alors d'interpréte au premmier Platon de Tivoli n’est pas non plus isolé desesut
traducteurs. En plus de ses relations avec legumiljuifs de Catalogne, nous savons qu'il

entretient des contacts avec Jean de S&¥ille

Le second traducteur a qui on attribue une tréaoluad’un ouvrage demiszha est

Gérard de Crémone. Son activité se situe a Tolads l deuxiéme moitié du 1gécle.

Il est le traducteur de I'arabe au latin le plusids et surtout le plus prolifiqd¥. Nous
sommes relativement bien renseignés sur son egest&m effet, a sa mort, ses disciples ont
écrit lesVita, Commemoratio librorum et Eulogidff, dans lesquels ils ont consigné de
nombreuses informations biographiques et notammneatprécieuse liste de ses traductions.

L’objectif affiché de ces quelque soixante et otraductions de I'arabe au latin semble bien

4 [Vernet Gines, 1975], p. 74. Les traducteurs ragmn dans plusieurs villes du Nord de I'Espagne et

probablement du Sud de la France. Par exemple, &ferrde Carinthie et Robert de Chester apparaigsent
1141 sur les bords de I'Ebre, puis nous pouvonslige a Ségovie, Léon, Toulouse, Béziers et Pampe
D’ailleurs, notons que Robert de Chester devieadthevéque de Pampelune, [Haskins, 1924], p. 68.
*13[D'Alverny, 1982], p. 450-451 ; [Boncompagni, 1852].

*1%1 emay, 1963], p. 658.

17 [Haskins, 1924], p. 18.

18 [Haskins, 1924], p. 14.

*19Haskins, 1924], p. 14.

%2 Textes édités par Ch. Burnett dans [Burnett, 2001]
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s°2Y. Méme s'il connaissait bien I'arabe, il ne

étre le désir de combler lapenurie des Latin
pouvait réaliser seul un programme aussi ambit@uwwrant les domaines de la connaissance
les plus importants comme la philosophie, les nmati&ues, la médecine ou encore

I'astronomié®?. Gérard de Crémone a dii s’entourer d’une équiliEborateurs™.

La seconde moitié du iZiécle marque donc un passage clef de la cirounlates
pratiques et savoirs arabes a I'Occident médidyak conséquence immeédiate se situe au
niveau de la motivation pour le choix des textesaauire. Désormais, le mouvement de
traduction ne se fait plus au hasard de la disfldgildes manuscrits. Il apparait plutét
organisé par le public savant de I'enseignementOenident chrétien qui alimente une
importante demande et oriente de maniére décissvadtivités des traductetfs

C’est peut-étre effectivement dans ce cadre quarGéate Crémone a traduit entre

525

autres I'Algebre d’al-Khwrizmi>< ainsi que leLiber de practica geometrie tractatus

mentionné dans Eulogiunt?®. Ce traité demisiha correspondrait alliber Mensurationum

d’Aba Bakr qui fait I'objet d’'une édition critique et uhe traduction francaise dans notre

travail. En effet, sonincipit précise qu’il s’agit d’'un «ivre abrégé dans lequel sont

contenues les mesures de surfaces et de volumies B&kr qui était dit Heus, traduit par le

maitre Gérard de Crémone a Tolede de I'arabe ain lat
Comme nous le verrons dans les commentaires quégeat les éditions critiques,
nous avons de bonnes raisons de croire que lssaitries textes qui sont édités et traduits ici,

a savoir leLiber Saydi Abuothmie Liber Aderametet leDe superficierum divisionibus liber

d’al-Baghdidi sont aussi des traductions de Gérard de Crémone.

Nous présentons trés succinctement le contenu daseqouvrages qui sont des
témoins indirects des pratigues du mesurage etédoupage dans la tradition arabe (de
I'Orient et de I'Occident musulmans). Une présaataplus détaillée des problemes se trouve

dans notre analyse mathématique de ces textes.

21 [Haskins, 1924], p. 15; [D'Alverny, 1982], p. 452.

%22 [D'Alverny, 1982], p. 453.

2 [Haskins, 1924], p. 12-13 ; [D'Alverny, 1982],4514-457 ; [Burnett, 1995]
%24Lemay, 1963], p. 661.

2 Edition du texte dans [Hughes, 1986].

2% [Burnett, 2001], p. 277.
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Le Liber mensurationum[Livre sur le mesurage] d’Aba Bakr .

Précisons d’'ores et déja que la version qui natigparvenue parait corrompue par
rapport & la version aratbé Il semble néanmoins qu’elle reste suffisammeptésentative
du texte initial.

Il s’agit d’'un ouvrage sur le mesurage des figylemes et solides composé de 158

problémes. lls sont organisés en fonction des digurAln Bakr expose d’abord les

guadrilatéres (carré, rectangle, losange, trapgma$, les triangles et enfin le cercle et ses
portions. Les derniers problemes traitent des églgolides. Dans cette derniere partie, sont
envisagés les solides rencontrés dans les textemedurage d’al-Andalus avec ¢terpus

simile fanechgle corpus simile chaburet lecorpus simile cumulo frumenti
Outre les problemes de mesure d’aires et de vauia Bakr expose de nombreux
problemes pré-algébriques caractéristiques desematiques mésopotamiennes ou il s’agit

de déterminer des grandeurs inconnues a parta dennaissance de certaines autres.

L’auteur propose pour de nombreux problemes deségures alternatives « par

I'algébre » ou il utilise les objets propres a iIscipline d’al-Khwarizmi : shay’ [chose],mal
[bien], ainsi que la classification des équationtes opérations dl-jabr et dal-mugibala

Etant donné I'histoire du texte, nous ne pouvonw®isai ces paragraphes sont originaux ou
issus d’'une compilation (ou autre transformationdauteur arabe, du traducteur ou d’un

copiste. Signalons seulement, qu’a ce sujet, tdagesopies sont concordantes. Tant que nous

n‘avons pas de nouvelles informations, nous suividmgothése qu’All Bakr est bien

l'auteur des résolutions algébriques.

Le Liber Saydi Abuothmi[Livre de Sabid Aba 6Uthman]

Il faut admettre que cet ouvrage présente unentsgion différente des autres traités
connus. Il débute avec plusieurs propriétés duécpuis définit la notion de surface et de
volume & partir du choix d’'une unité de mesure.

Ensuite, l'auteur donne la procédure pour calcdlaire d'un triangle, d'un

guadrilatéere quelconque par triangulation, et aegggones réguliers et quelconques.

%27 \/oir, par exemple, les problémes 37-39.
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Enfin, le texte que nous avons s’'achéve sur lasifieation des quadrilateres en
fonction du nombre décroissant de leurs propriétgarallélismes et égalité des cotés.
Néanmoins, le texte original devait poursuivre l@arteur précise : & commence en parlant
des quadrilateres». Cette phrase sous-entend bien qu’il devaitetrad’autres types de

figures.

Le Liber Aderameti[Livre de 6Abd ar-Rahman]

Cet ouvrage est construit comme wede-mecunde formules pour déterminer les
aires des figures planes et solides usuelles. ta@sdgmes sont énoncés sous une forme tres
générale et aucun exemple numérique n’est donn@lu3e précisons qu’aucun probléme de
type pré-algébrique n’est abordé.

L’organisation du texte est conforme aux traitégas du mesurage : les quadrilatéres
(carré et rectangle, losange, parallélogrammeeneg), les triangles, le cercle et ses portions.
Sont ensuite traitées les figures solides parngjueles nous trouvons a nouveau les solides

fanechecaburi ettritici frumenti comme chez Ab Bakr et d’autres textes andalous.

Le De superficierum divisionibus liber[Livre sur les divisions des surfaces] de

Muhammad al-Baghdidi

Ce traité contient 22 propositions sur le décoepdgfigures planes. Les propositions
sont organisées selon les figures : triangles @pgsitions), quadrilatéres (9 propositions),
pentagones (6 propositions). Une des 22 propositiandixieme, est un résultat auxiliaire

pour les propositions suivantes.

Plusieurs éléments permettent de dire quBdesuperficierum divisionibus liberst
rédigé comme un ouvrage savant tant dans sa foumdans son contenu.

D’abord, la structuration logique de son organ@atjénérale. Une numeérotation des
problemes permet des renvois précis et explicitbesoin, notamment pour les propositions
3 et 10 qui sont des constructions intermédiaitdisées par les propositions suivantes.

Ensuite, l'auteur adopte une démarche qualitativénpeogressive en traitant les
problémes selon la difficulté croissante de lewohdtion. De plus, il les présente selon le
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schéma « euclidien » : proposition, exposition, starction, démonstration, conclusion.

Ajoutons que, a I'opposé des traitésndiszza, I'auteur ne s’adresse jamais directement a son

lecteur, son style rhétorique est impersonnel aescphrases construites sur le mode infinitif.

Les énoncés sont généraux. Il s’agit toujours d&viger » une figure (triangle, quadrangle ou

pentagone) dans un rappeﬁt guelconque. Il n'est jamais question de « coupene partie
q

donnée d’une figure initiale.

Enfin, aucun résultat n'est établi sans une dématish batie sur le€léments
d’Euclide qui sont explicitement cités a plusiergprises. Pour étre plus précis, en dehors des
références internes, le matériel utilisé reposéusk@ement sur la méthode des aires présentée
au Livre |, la théorie des rapports du Livre V&g Fésultats de son application a la géométrie
plane puisés dans le Livre VI. De plus, aucunere@fée n’est faite, de prés ou de loin, a un
probleme ; n'apparait aucune référence a des cot@sapratiques comme un partage entre
ayants droit, ou a des contraintes naturelles corfiaménagement d’'un chemin. Nous
pouvons considérer [Be superficierum divisionibus Libeomme un ouvrage d’exercices sur

lesEléments
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Le mesurage et le découpage
dans les « géometries pratiques »

du Moyen-Age latin.

Les auteurs latins, a partir du®kecle, usent de I'expressiompractica geometriae.
Dans les traités géomeétriques eux-mémes ou dan<ldssifications des sciences, la
géomeétrie pratique ne semble pas définie commeonoept abstrait, mais plutét en fonction
de ce qu’elle traite ou ne traite pas.

Malgré cela, I'étude des traités qui nous sont gaug montre que leur contenu varie
largement jusqu’au f£4iécle. Il ne suit paa priori un plan général de développement mais
est progressivement révelé au fur et a mesureitfésedtes parties. Le nombre et le nom de
ces parties en disent long sur les intentionsalgdur dans la rédaction de son traité.

Avant de présenter les principaux textes sur Isursgye et le découpage de la tradition
latine, nous aimerions donc préciser le cadreletklel dans lequel ces textes auraient été

rédigeés.
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A) La « géométrie pratique » en Europe.

1) Le schéma de Hugues de Saint-Victor.

Le couple théorie/pratique associé a la géométrieosive, a notre connaissance, pour
la premiére fois dans le monde latin, dans I'cederélugues de Saint-Victor (m. 1141). Il est
présent dans son ouvrage de méthode et de pédalgdpigascalicor”® et est illustré dans le
titre méme d’un de ses ouvrages Plactica geometria®®.

Dans celui-ci, il introduit clairement une dichotienentre la géométrie théorique et la
géométrie pratique en les définissant l'une etti@uAinsi, son lecteur est renseigné sur la
nature et le contenu de chacune delle.

« Considérant que la discipline géométrique toutaesatest soit théorique, c’est-a-dire
spéculative, soit pratique, c’est-a-dire active, lai théorique est vraiment celle qui
recherche avec soin la dimension des espaces dlistasices par les seules spéculations
du raisonnement, la pratique est celle qui estisé& a I'aide de quelques instruments et
qui tranche en conjecturant proportionnellement tagres [distances] de certaines
autres®. »

En définissant la géométrie pratique, Hugues dat-Séctor rend inséparable
I'utilisation de l'instrument (comme I'astrolabéédjuerre, le miroir ou le gnomon) de celle
des rapports. Les deux géométries sont alors cénésid dans leurs complémentarités.

Il poursuit en distinguant au sein méme de la géoendratique trois parties :
altimetria, planimetria et cosmimetria®. Cette triade est aussi présentée et détaillée l¢an
Didascalicon ce qui nous permet d’avoir un complément d’infation sur le contenu précis
de la géométrie pratique de cet auteualtithetria s'intéresse a la mesure des haufégria
planimetria & celle des surfac®s et lacosmimetriaa celle du cosmd¥’. Restant dans le
cadre de sa définition de la géométrie pratiquitéur désire a la fois utiliser les instruments

% Texte édité dans [Saint-Victor (de), 1939], tradari anglais dans [Taylor, 1968], et en francaissdaint-
Victor (de), 1991].

% Texte édité par R. Baron dans [Saint-Victor (A€)66].

3% pid., p. 16.

31 Ces trois parties correspondent aux trois typemesgure déja évoqués par 'auteur latinRiidismusau 2
siécle de notre ére.

%32 |pid., p. 22-46.

33 |bid., p. 47-48.

>34 |bid., p. 49-64.
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et les rapports. Aussi, la part@animetria est trés breve puisqu’'une simple procédure

arithmétique, sans utilisation d’instruments, egtlus généralement suffisante.

A I'époque de la rédaction dDidascaliconet de laPractica geometria&°, nous
avons déja précisé que peu de travaux géométriapresen circulation". Les connaissances
géométriques de Hugues de Saint-Victor sont aldetivement restreintes. En patrticulier, il
n'a a priori pas connu le corpus euclidien dementsdans une version complété et
encore moins les apports des traditions géomésigles pays d’islam. La dichotomie
théorie/pratique opérée par Hugues de Saint-Viesbdonc limitée et ne peut étre le reflet de

I'organisation et de la division effectives desscies de la fin du £2iécle.

2) Le De divisione philosophiaéle Dominicus Gundissalvo.

Le premier auteur latin en contact avec la tradiscientifique arabe a s’intéresser au
couple théorie/pratique en relation avec la géamétst, vu les documents qui nous sont
parvenus, Dominicus Gundissalvo (m. 1P8%)

Archidiacre de Ségovie dans la premiére moitié @t siécle, il est en excellente
position pour appréhender la science arabe. llgeédine classification des scienc&e
Divisione PhilosophiagDe la division de la philosoph®f dont un des thémes centraux est
justement le couple théorie/pratique et I'articiiatentre les deux.

«(...) tout art est divisé en théorie et pratique,spuiil est dominé soit par la seule
connaissance de la pensée, et c’est la théorié dsmis I'exercice de l'activité, et c'est la
pratique*®. »

Il précise que les deux aspects — théorie et pmatig ne sont pas seulement

mutuellement bénéfiques mais surtout totalemengmiggnts I'un de l'autre.

°% Ces deux ouvrages ont été élaborés entre 112E86t finais nous ne pouvons étre plus précis, et en
particulier, nous ne savons pas lequel des detesgxécede I'autre ; [Baron, 1955], p. 116.

>% Rappelons ici que seules les deux géométries dudpsBoéce composées dans la premiére moitié 8u 11
siécle sont disponibles avec la géométrie de GeraeGeometria incerti auctorigGéométrie d'un auteur
incertain] et autres travaux similaires.

37 La premiére traduction latine dEsémentsest celle attribuée & Adélard de Bath (m. 1160 &st, & notre
connaissance, postérieure a la rédactiorDitlascaliconet de laPractica Geometriaede Hugues de Saint-
Victor.

°% Aussi nommé Dominicus Gundissalinus.

>3 Texte édité dans [Gundissalinus, 1903].

>0 bid., p. 44.
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« Ce serait honteux pour quelqu’un de pratiquer quel@rt que ce soit et d’ignorer ce
gue celui-ci est, son genre, de quel sujet il &adt toutes les autres choses qui le
précédert. »

Enfin, Gundissalvo ne peut se limiter a cette seligéinction héritée de Hugues de
Saint-Victor. Avec leDe Divisione Philosophigeil doit tenter d’intégrer dans les champs
disciplinaires de I'occident latin ses connaissanu@losophiques et scientifiques acquises au
contact de la tradition arabe. Les classificatiarsbes des sciences auxquelles il a acces,

comme lihsa’ al-Ulam d'al-Farabi que nous avons déja préserifédui demandent de

prendre en compte une nouvelle catégorie de la ggmnpratique : celle des artisans.
Gundissalvo est alors amené a distinguer deuxosecti celle du mesureur, seule
reconnue jusque la dans la tradition latine, dea I'artisan qui utilise la géométrie pratique
dans lI'exercice de son métier.
«L’artisan de la [géométrie] pratique est celui glutilise en travaillant. Deux types
[d’artisan] existent, a savoir les mesureurs et detsans.
Les mesureurs sont ceux qui mesurent la hautepra@ndeur ou la surface de la terre.
Les artisans sont ceux qui déploient toute lewr@ie en travaillant ou en fabricant dans
les arts mécaniques comme le charpentier dansit l@forgeron dans le fer, le macgon
dans l'argile et la pierre, et de la méme faconstdas artisans des arts mécaniques
[travaillant] selon la géométrie pratiqd&’. »
La division tripartitealtimetria, planimetria cosmimetriaest toujours présente dans le
De divisione philosophiaeElle devient la division classique : mesure dgseds, mesure des

surfaces et mesure des volumes et plus seuleménndpie sphere.

3) L’apport du Geometrie due sunt partes principales:...les géométries

pratiques « artificielle » et « non atrtificielle ».

Nous ne connaissons pas I'auteur, probablementdsidcle, du texte de géométrie

dont incipit estGeometrie due sunt partes principalésEtant donné le nombre de copies

*1\bid., p. 44.

%2 En effet, dans lde scientiis traduction latine de Gérard de Crémonella al-Ulam d’al-Farabi, on
retrouve les distinctions entre la géométriactive» et la géométrie spéculative>. De méme, la rubrique
d’'« ingeniorum scientia [sciences des ingénieurs] décrit, comme dangefaion arabe, les activités de la
géomeétrique pratique ; [alaFabi, 1932], p. 146, p.154-156.

*3[Gundissalinus, 1903], p. 109.

%44 Edition dans [Hahn, 1982].
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connues a ce jour (une cinquantaine), le texte assemblablement joui d’'une diffusion
importante dans toute I'Europe latine.

Les deux principales parties dont il est questiéa Lincipit sont naturellement : la
théorie et la pratique. A I'image de Hugues de S¥iotor, cet auteur anonyme considére que
les outils de la géométrie pratique sont de deypedy les instruments matériels et les
méthodes de calcul. Cette distinction illustre dears de « mesurer », a savoir « donner la
mesure ». Il s’agit d’'un acte matériel avec degrumsents, ou bien d’'un calcul a partir
d’unités et mesurer est alors synonyme de comparer.

L’innovation de notre auteur est alors de relevee wlistinction claire entre deux
géométries selon les outils utilisés :

« Cette recherche de grandeurs [la géométrie praficest appelée mesuraife. Un
mesurage est artificiel, et l'autre est non aridic Il est non artificiel lorsque la
connaissance de la grandeur inconnue est suborao@anén seul ou plusieurs noms de
rapports d'une grandeur connue a une inconnue. kesurage est artificiel lorsque nous
arrivons a la connaissance de la grandeur inconpaela considération d’instruments et

le travail sur les nombré&. »

Ce passage est fondamental pour la notion de géenpéatique. Pour la premiére
fois, a notre connaissance, la « géométrie pratiqpeut se détacher de l'utilisation d’'un
guelconque instrument. Elle nécessite alors uneiitapte connaissance des calculs sur les

rapports et sur les nombres.

4) La préface d’'un commentaire auxElémentsd’Euclide du 13’ siécle.

Dans la préface du commentaire digmentsd’Euclide, autrefois nommé Adelard
11B >*" par M. Clagett, I'auteur décrit une classificaties sciences dans laquelle le savoir est
traditionnellement divisé en théorie et pratique.

Les deux géométries sont alors clairement cibléeforction de l'activité de leurs
acteurs respectifs : ldemonstratorpour la géométrie théorique eeXercitator [praticien]
pour la géométrie pratique. Celui qui démontre doipliquer les théorémes selon les

principes de la discipline, alors que celui quitiorze doit mesurer. De plus,

>4 En |atin,mensuratio
%4 Citation latine reprise dans [Victor, 1979], p. 20
47 Edition critique dans [Clagett, 1954], p. 273-277.
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« L'instrument dudemonstratoest une baguette et une table de pous¥fer®uant aux
instruments de éxercitatoy ce sont les mesures de la géométrie, a savqetahe avec

la palme, le doigt, le pied, le pas et la braé3e»

Etant donnée la description des instruments, liaude cette préface semble omettre
lartisan qui utiliserait la géométrie pratique dalexercice de son métier sans avoir un
recours direct aux mesures. Alors qu’il est mandi@ent postérieur & Gundissalvo, il revient

a une classification qui s’apparente davantagdl@ d@e Hugues de Saint-Victor.

A la lumiére de tous ces éléments, il semble biee lgs géométries pratiques se
définissent, dans la tradition latine, par opposith la géométrie spéculative mais qu’elles ne
s’unifient pas pour autant dans un méme genre temicriteres seraient déterminés et
respectés par leurs auteurs. Elles sont diverséépeindent principalement de leurs époques

de composition, de leurs auteurs et des motivatienseux-ci.

B) Le corpus latin des 18 et 14 siécles.

Plusieurs traités médiévaux s’intéressent au mgsuea au découpage. Ceux-ci se
décomposent en deux grandes familles, plus ou nibgtisictes. Dans une premiere famille,
les instruments de mesure (comme les miroirs, leglignts ou les astrolabes) sont présents
de maniere partielle ou totalga leur construction ou/et leur utilisation. C’est das du
Tractatus Quadranti®u Quadrans Vetus® écrit & Montpellier entre 1250 et 1280, et de la
Practica Geometria&®'de Dominicus de Clavasio, au®lécle. Se trouvent aussi réunis dans
cette famille, les textes anonymestis Cuiuslibet consummafief, Geometriae due sunt
partes principale¥® du 12 siécle. Dans ce type de textes, les auteursarttlis la géométrie

non-artificielle » pour justifier les techniques dessures avec les instruments notamment

8 En latin, «adius et mensa cum pulveseLa présence de la « baguette et la table asjggas> est étonnante
dans cette préface aémentsd’Euclide puisqu’elle fait davantage référence pratiques arithmétiques.
*9[Clagett, 1954], p. 274.

0 Edition critique dans [Hahn, 1982]. Sur 'auteurtdaité, [Thorndike, 1947].

! Busard, 1965]

2 Edition et traduction anglaise dans [Victor, 1979]

53 Edition critique dans [Hahn, 1982)].
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pour la détermination de longueurs. A notre corsamise, les problémes de découpage des
figures ne sont pas traités dans ces textes.

La seconde famille des géométries pratiques, cglle nous intéresse ici, est
représentée par les auteurs qui résolvent les @rmd de mesurage a laide d'un
raisonnement géometrique, arithmétique ou algébrigans utiliser d’'instrument matériel.
Les principaux textes sont Rractica geometriagle Fibonacci et I®e arte mensurandie
Jean de Murs. Ajoutons aux deux textes précédentsber Philotegnide Jordanus de
Nemore qui, sans étre classé parmi les géométrasqyes, expose des problemes de

découpage de figures plafn®s

1) La Practica geometriadPratique de la géométrie] de Fibonacci
(13s)).

Fibonacci (ca.1170-ca.1240) est probablement lehénadticien européen le plus
important du 13siécle. Néanmoins, peu d’informations sur sa viesnsont parvenues. Grace
a sa préface duiber Abbaci[Livre de calculf>> nous apprenons que son pére est un notable
pisan responsable des douanes a Béjaia en Alg&rdee a cela, Fibonacci aurait été en
contact direct avec la tradition arabe puisqu'ititéavoir passéuelques jourS®dans une
école d’abaque pour apprendre le calcul indienr Boeommerce, il aurait aussi visité les
pays arabes comme I'Egypte et la Syrie. Ainsi, Rédmzi a nourri des contacts avec les
traditions commerciales et probablement scientdfgj@rabes, et 'examen de son ceuvre
semble montrer une connaissance des mathématicaigssades et 10 siécles. Nous ne
pouvons néanmoins pas savoir s’il a eu un accestdiux textes arabes, a I'enseignement en
arabe ou a des traductions latines réaliséésmdalusou en Sicile.

En plus duLiber Abbaciqu'il publie & deux reprises, en 1202 et 1228, sauvre
mathématique compte, entre autrePfactica Geometriagpubliée en 1220 en réponse a son
ami et maitre Dominicus, un érudit espagnol quirkat introduit a la cour de Frédéric 1. |l
convient d'y ajouter deux opuscules publiés en 12B5Liber Quadratorum[Livre des
<nombres> carréd]’ et leFlos LeonardiFleur de Léonard]. Ces deux derniers ouvrages ont

pour origine des défis mathématiques lancés par dedalerme, mathématicien arabisant de

%4 A partir des problémes de mesurage et de découpagéiber mensurationumet De superficierum
divisionibus liber une analyse comparative de ces trois traitégrésentée en annexe ; annexe 3 et 4.

5> Edition latine dans [Boncompagni, 1857] ; tradmitanglaise dans [Sigler, 2002].

%% «aliquot dies»

7 Edition latine dans [Boncompagni 1855], traductidnancaise dans [Ver Eecke 1952] et anglaise dans
[Sigler 1987].
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la cour de Frédéric Il de Hohenstaufen, en corstaet des écrits arabes dont aucune version

latine n’est connua®

Revenons & |#@ractica Geometria&® qui semble avoir été relativement importante
pour les pratiques postérieutds Dans la préface de son ouvrage, Fibonacci diffdee
explicitement deux groupes différents de lectellrgise ceux qui voudraient travailler en
suivant des démonstrations géométriques, ce quoiem la géométrie spéculative. En outre,
il s’intéresse aussi aux traditions des géométpediques en rédigeant pour ceux qui
désireraient procéder selon un usage courant osauteme laiqud* par opposition & ce que
pourrait étre le mode clérical enseigné dans lekeéaathédrale ou les universités.

Le mathématicien pisan rédige un manuel diviséirrpdrties dont une introduction
dans laquelle il fournit quelques définitions gétma@es, des propositions du Livre | des
Elémentd’Euclide et des informations sur des unités msale mesure.

A l'exception de deux chapitres techniques surti@tion des racines carrée et

cubiqué®? la composition de I'ouvrage est « calquée » ssitfaités deniszza de la tradition

arabe. Apres l'introduction, il commence par la utesde surfaces carrées et rectangulaires
dont les dimensions ne seraient pas données danseufe et unique unité. La multiplication
a réaliser s’en trouve compliquée, et Fibonacaitlétles méthodes a utiliser.

Le chapitre trois est entiérement consacré aesurage de tous les chamis».
C’est le chapitre le plus important quantitativeméhsont traités, dans I'ordre, les triangles,
les quadrilateres, les autres polygones, le caatlges portions, les figures circulaires. Le
chapitre se termine sur le mesurage des cham@na dle montagne, c’est-a-dire subissant
une dénivellation.

Quant au quatrieme chapitre, il est centré sur Hvigion des champs entre
copropriétaires® ». Malgré ce titre, Fibonacci ne s'intéresse gadiexception de trois
probléme®®® aux partages entre ayants droits ou héritiersnueroertains problémes de la

tradition arabe du découpage. |l s’agit de probkrmgéométriques de division de figures

**8[Rashed, 2003], p. 57.

%9 Edition latine dans [Boncompagni, 1862] et trathrceinglaise dans [Hughes, 2008]. Nous gardonétibéd
latine comme texte de référence.

*%0[Simi, 2004]

%61 «vulgarem consuetudinem, quasi laicali mere[Boncompagni, 1862], p. 1.

2 Ce sont les deuxiéme et cinquiéme chapitres, Bitmins'inspire largement du chapitre 14 de &dver
Abbaci

%3 |pid., p. 30.

%4 |pid., p. 110.

% |bid., p. 120, 125, 135
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planes par une ou plusieurs transversales réporadegrtaines contraintes. Sont exposeés pas
moins de 81 problémes sur ce theme et donne dexé&nahéoriques. Il s’appuie sur des
exemples numériques génériqitf8s Les démonstrations qu'il donne sont fondées ssr s
connaissances savantes et en particulier celleSldegentd’Euclide qu’il cite explicitement,

ou dont il reprend des propositions « mot a mates. principes de base sont, comme dans le
De superficierum divisionibus libeta méthode des aires du premier Livre B&mentsla
théorie des rapports du Livre V et quelques unesedautilisations dans la géométrie plane du
Livre VI.

L’objectif du sixieme chapitre est la déterminatidas dimensions des solides et
notamment les calculs de volumes : parallélépippdamide, cbne et sphere. Il achéve son
chapitre sur la détermination du volume de solidssrits dans une sphére.

Dans le chapitre 7, sont proposés des problememedeirage « sur le terrain » de
hauteurs, de profondeurs et de largeurs a laidestiuments tels que le quadrant dont la
construction et l'utilisation sont expliquées.

Ensuite, divers problemes de géométrie sont paséapport avec l'inscription ou la
circonscription d’une figure dans une autre. Ig#@lors de déterminer le c6té d’'un polygone
(pentagone ou décagone) en fonction du diametreedtie circonscrit et réciproquement.
D’autres problémes sont proposés pour détermiredoegueurs de transversales dans un
triangle répondant a certaines contraintes. Fibonatlise deux types de raisonnement :
I'algebre et la théorie des rapports.

Enfin, la derniére partie, quantitativement petiest centrée sur des problemes

arithmétiques indéterminés.

2) Le Liber Philotegni [Livre de I'ami de I'art] °®" de Jordanus de
Nemore (13 s.).

Tres peu d’informations biographiques sur JordaseisNemore sont disponibles. I
serait le plus important mécanicien et mathématitagin de la fin du 12siécle et du début
du 1% siecle. Cette considération n’est pas contredite’pnsemble des travaux qui lui sont

attribués®. De nombreux sujets et disciplines sont traifésscience des poids et la statique,

¢ \/oir I'ensemble des problémes dankes problémes de découpage dans la tradition 1gli#-14°s.)» ;
annexe 2.

%7 [Hgyrup, 1988], p. 327.

%% A propos de la vie et de I'ceuvre de Jordanus dadve, [Hayrup, 1988].
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I'arithmétique avec, par exemple, e numeris datf® les proportions avec leiber de
proportionibusqui s’apparente au Livre V dé&émentsParmi ses travaux, il en est aussi un
en géométrie : leiber Philotegni”®.

Cet ouvrage aurait été rédigé dans I'environneraaiviersitaire de la premiere moitié
du 13 siécle. Ainsi leLiber Philotegni aurait été le support d'un enseignement de la
géométrie a la Faculté des Afts Le Liber de triangulis Jordani?qui, manifestement, en
dérive serait alors uneportatio, c’est-a-dire un travail d’étudiants élaboré atipate leurs
notes’3. J. Hayrup utilise en particulier cet argumentmpsuggérer I'existence d'unaercle
Jordanien» dans le milieu universitaire parisiéh

L'objectif principal semble étre I'étude des polpge (réguliers et irréguliers) en
général, mais aussi inscrits dans un cercle domnéiroonscrits a un cercle ou a un autre
polygone. L’étude des figures isopérimétriques aastsi importante. De nombreuses
propositions sur le triangle sont proposées commtemédiaire a la réalisation de I'objectif
susmentionné. Certaines autres sont exposees enttéss indépendamment de I'objectif
central ; c’est le cas des propositions qui notéréssent a propos du découpage de figures
planes selon des contraintes fixées.

L’organisation de l'ouvrage est ainsi. Jordanusutiélpar diverses propriétés des
triangles sur leurs angles et leurs cotés. L'autapose ensuite le matériel nécessaire pour la
démonstration de quatre problemes de division ditangle et d'un seul pour les
quadrilatéres’. Les propositions suivantes concernent la comgamaides arcs et des
segments circulaires. Enfin, les derniéres proost établissent les résultats nécessaires
pour comparer les polygones réguliers et irrégsli€es quatre parties se retrouvent sous la
forme de quatre livres dansléer de trianguli Jordani

3) Le De arte mensurandjSur I'art du mesurage] de Jean de Murs
(14°s.).

L’activité scientifique de Jean de Murs est placé&e 1317 et au moins 1345. La

majeure partie de son travail a été rédigee a Bemis qu’il était Maitre es-Arts a la Sorbonne

*9 Edition critique et traduction anglaise dans [Hemhl981].

>0 Edition latine et traduction anglaise dans [Clagka84].

"1 [Hgyrup, 1988], p. 328-329.

3’2 Edition latine dans [Curtze, 1887].

>3 [Hgyrup, 1988], p. 349.

> |bid., p. 343-351.

"> Voir « Les problémes de découpage dans la tradition 132 14° s.)» ; annexe 2.
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depuis 1323°. Il est l'auteur d'ouvrages dans tous les domaidesQuadrivium et en
particulier en arithmétique et en géométrie.

Son travail mathématique le plus connu est probadhe le Quadripartitum
numerorum(1343}7’. C’est un ouvrage d'arithmétique composé de quiatres précédés
d'une section versifiée. Il dérive directement odiiectement de plusieurs autres travaux

mathématiques antérieurs dont El€mentsd’Euclide, I'Arithmetica speculativale Boéce,

les livres d’algébre d’al-Khirizmi et d’Abia Kamil et le Liber Abbacide Fibonacéi®

Jean de Murs est aussi l'auteur d’'une geomeéteagqure. Il décide plus exactement de
poursuivre, vers 1344, le travail anonyme inacheménu sous le norDe arte mensurandi
[De l'art du mesurage]. Cet ouvrage comporte aflangze chapitres dont les quatre premiers
et le début du cinquiéme appartiennent a la veraigérieure a notre auteur. Ceux-ci traitent
précisément des connaissances mathématiques néeess#iastronomie. Jean de Murs, en
terminant le texte, en fait un traité théorique Bumesurage avec des références explicites

aux Elémentd’Euclide dans la version de Campanus et a Arctiéne

Détaillons le contenu des différentes section®dwarte mensurandguantitativement
tres inégales. Les quatre premiers chapitres posgen les opérations de multiplication,
division et extraction de racines avec des frastisexagésimales, des propositions de
trigonométrie requises pour dresser une table oeles, des propositions sur les triangles, et
enfin la mesure de grandeurs inaccessibles.

Le cinquieme chapitre, divisé en trois parties,legblus complet de tout I'ouvrage.
C’est a partir de la dixieme proposition de la pérm partie que Jean de Murs poursuit la
rédaction du traifé®. L’auteur anonyme a précédemment établi les mitsuifénéraux sur les
polygones. L’'auteur énonce aussi des propositiaus mesurer le rectangle, le triangle, et
toute autre polygone. Jean de Murs continue aloes s polygones réguliers pour ensuite
introduire I'algébre qui, d’apres lui, est utileygaésoudre de nombreux problémes. Il reprend
ici une partie de soQuadripartitum numerorunavec les équations et la classification qui
correspondent a la tradition khwarizmienne. Danseleonde partie du chapitre 5, il traite de
problemes de mesurage dont I'objectif principal dstdéterminer des grandeurs (longueurs

de c6tés, diagonales, hauteurs, aires) a parggraledeurs connues. Enfin, la troisieme partie

>"®[poulle, 1981]

"7 Edition critique dans [L'huillier, 1990].
"8 |bid., p. 12-14.

¥ [Busard, 1998], p. 13.
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est un recueil de divers problemes faisant prilempant intervenir les irrationnels, de deux
problémes de division du triangf8 et de résultats (majoritairement faux) sur latieh entre
les cbtés d’un triangle et sa configuration (regtenacutangle ou obtusangle).

Dans le chapitre 6, I'auteur expose la mesure dtleet de ses portions ainsi que des
lunules. C’est aussi I'occasion de donner cing lgnoles de division du cercle, de ses parties
et de la lunule.

Le septieme chapitre fournit des problemes de oactgin de solides réguliers (cube,
tétraedre, dodécaédre, icosaedre), de construatien contraintes (tripler un cube donné,
construire un cube égal a un parallélépipede doendg circonscription et d’inscription des
uns dans les autres. Jean de Murs étudie aussiSlarende leur volume.

Le chapitre 8 est subdivisé en deux parties. Darggrémiere partie, I'auteur revient

sur la mesure du cercle et notamment sur I'appration fausse d&; < 7<33. La seconde

traite de la quadrature du cercle.

Le chapitre 9 ne contient qu’'une seule et uniquep@sition : de toutes les figures
isopérimétriques, le cercle est la plus grande.

Le chapitre 10 concerne la mesure des solides rfpglea cylindre, sphére, et leurs
sections).

Le chapitre 11 porte d’abord sur les polyedres lrégude Platon et semi-réguliers
d’Archimede, puis sur divers corps irréguliers.

Le dernier chapitre est subdivisé en deux parties.premiére débute avec des
définitions empruntées du livre X de¢¢mentsd’Euclide et porte sur les incommensurables
et les binbmes. La seconde patrtie traite de Isidivides lignes, des surfaces selon un rapport
donné. Il s’agit, par exemple, a la maniere dueliwl des Eléments de couper un
parallélogramme (ou un triangle, ou un carré) dansapport donné. Enfin, le méme type de

probléme est posé pour les solides.

Donnons quelques éléments de comparaison entrendgbo et Jean de Murs.
D’abord, sur la forme des problémes, le mathéneatidialien reste dans la « tradition » du
probléme de mesurage. Ses énoncés sont souvemnégmelon un modeéle « prescriptif »
c'est-a-dire qui s’adresse directement a leurseiest: «ais ceci. Fais cela.». Jean de
Murs, au contraire, rédige ses probléemes sous lanefode propositions générales

uniformément construites, a la maniére @esmnéesd’Euclide, sur le modeéle : geci étant

*8%\/oir « Les problémes de découpage dans la tradition 132 14° s.)» ; annexe 2.
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donné, cela est connu Une seconde différence, liée a la précédeatsjtse au niveau des
données numériques. Chez Fibonacci, tous les pnalslé&sont énoncés et construits a partir
d’exemples numériques mais, au vue de la formulat®l'auteur, ils sont de portée générale.
Dans leDe arte mensurangie recours aux nombres n’est pas systématiqueysgue son

auteur les utilise, c’est comme simple exempldusilation de la procédure générale.

C)Quelques hypothéses sur la circulation éventuelle edla
tradition arabe vers la tradition latine.

Le mesurage

Si Fibonacci et Jean de Murs, n'ont pas eu acagestdment aux textes originaux, il

est raisonnable de penser qu’ils connaissaientdesions latines d’Aib Bakr et d’Abraham

Bar Hiyya. L'étude comparative des problérfépermet de préciser cette conjecture, d’abord

en tendant a montrer que les deux auteurs latinsrueteraient trés certainement leurs
problemes a Ab Bakr, le réle d’Abraham Bakliyya étant a ce point de vue beaucoup plus
restreint®

De nombreux énoncés et procédures se retrouveatleamguatre textes. Et, parmi les
problemes de type pré-algébrique, Fibonacci et Eamurs en exposent plusieurs déja
présents dans le.iber Mensurationum mais absents duLiber Embadorum C’est
particulierement le cas pour les chapitres du catrédu rectangle. L'organisation des

propositions sur le carré et le rectangldbduarte mensurandiuit avec une étonnante fidélité

les chapitres correspondants diABakr.

De plus, parmi les problemes présents dans lesegteattes, les données numeériques

proposeées par les deux auteurs latins sont majeriant celles d’Ab Bakr et non pas celles

d’Abraham Bartiyya. Bien sdr, cette remarque ne tient comptedpgdonnées numériques

significatives et non pas des nombres « naturbés>aux triplets (3, 4, 5) ou (13, 14, 1%)

81 yV/oir « Analyse comparative des problémes de mesusgganexe n°3.

82 Une précision doit étre apportée ici. En effegnlde Murs est beaucoup plus éloigné (chronologigume)
d’Abt Bakr et d’Abraham BarHiyya que ne l'est Fibonacci. Alors, il ne pourraussi dépendre
gu'indirectement des versions latines de ces ogagravers la production scientifique de toutinlau 13 et
du début du 14siécle qui reste méconnue en grande partie.

83 Nous qualifions ces nombres de « naturels » samihduisent systématiquement & des calculs sierdiess.
Ce type de nombres se retrouve déja dans lestebfeiléo-babyloniennes, ou dansNetrica de Héron.
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Enfin, un dernier argument concerne la présencepdaques algébriques. Nous

avons déja précisé qu'AibBakr réunit deux procédures dont l'une est exggient

algébrique alors qu’Abraham BHiiyya ne fait aucune référence aux objets de I'algebr,

nombre de problemes de Fibonacci et de Jean de Bts résolus par l'algebre soit
uniquement, soit de maniere alternative. Avec lesixdtraités latins, I'algébre devient
indispensable pour résoudre les probléemes de nusuRrécisons dailleurs que Jean de
Murs consacre, a la fin de la premiére partie de clapitre V, des propositions a la
résolution des équatioifa Il donne la classification al-Khwarizmienne degidtions, leur

algorithme de résolution ainsi que les démonsinatide la validité de la résolution des

éguations de type composé reprenant les exemplegriques de la tradition d’al-

Khwarizmi.

Venons-en auLiber embadorumd’Abraham Bar Hiyya. Nous ne pouvons pas

totalement exclure son rdle dans la circulationgrasiques de mesurage de la tradition arabe

au monde latin. Nous voudrions néanmoins insigteruse caractéristique d’Abraham Bar

Hiyya qui se retrouve chez Fibonacci et Jean de Mias démonstrations géométriques. En

effet, dans la tradition occidentale deiszza, Abraham BarHiyya est le seul auteur a

démontrer ses procédures sur la base d'un raisamtemclidien révélant par la méme ses
connaissances ddsléments Sa premiére partie est d’ailleurs completemenolde a la
présentation des objets et propriétés de la gémsetvante. Rappelons que Fibonacci, qui est
censé connaitre la tradition gréco-latine d’Euci{ictgire la tradition arabe¥, adopte la méme
attitude au début de sBractica Geometriae Quant a Jean de Murs, les références
euclidiennes, qui renvoient a la version de Camgpatei Novarg® sont explicites tout au
long de son traité. De plus, nombre de ces dénaiimsis géomeétriques sont les mémes dans
les trois ouvrages. Ces éléments sont néanmoipdaiiales pour étayer de fagcon décisive un

quelconque emprunt.

%84 Cette partie est empruntée a Qumadripartitum numerorurrL’huillier, 1990].
83 [Folkerts, 2002]
%8¢ [Busard, 2005]
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Le découpage
L’analyse comparative de Rractica geometriaeet duDe superficierum divisionibus

liber montre que si Fibonacci connaissait le texte dédvhmad al-Baghatli, il ne s’en est

pas nécessairement inspiré. En effet, il y a ddtes références de Fibonacci aux pratiques
traditionnelles de découpage des terrains quitetaement absentes chez al-Baghdll y a
ensuite peu de correspondances entre les probldesesleux ouvrages. Nous avons aussi
montré que Fibonacci produit un texte systématmuent aux contraintes sur la transversale.
Dans ce cadre, il n’aurait pas laissé de coté iosrfmoblémes présents chez al-Baghd'il

en avait eu connaissance notamment a propos @egles et des polygones. Enfin, sur de
nombreux points, les démonstrations des deux autdiwergent alors que le matériel

géométrique est le méme dans les deux cas.

Le chapitre sur le découpage des figures plandsiokr embadorunpourrait fournir
une preuve du fait que Fibonacci devait connaiteoavrage. En effet, Abraham Bdiyya
est, dans I'état actuel de nos connaissances,ula seurce andalouse connue antérieure a
Fibonacci. Elle pourrait étre la source principdie mathématicien italien sur ce théme.
Certes, I'organisation générale des deux textdardiimais nous pensons que Fibonacci a pu,

a partir des problemes (figures et contraintes)Lither embadorumdévelopper sa propre

contribution. Une interrogation subsiste néanmoksit problemes du corpus d’Abraham

Bar Hiyya ne sont ni traités, ni mentionnés dan$factica geometriaeC’est étonnant si

Fibonacci désirait, comme nous le pensons, fourmiravail complet et systématique.

Quant a Jordanus de Nemore, méme s'il parait imiigpe de Fibonacci, il pourrait
partager au moins une source commune avec ce ddridiride précédente montre alors que
cette source ne peut étre ni la version arabe xie t&'Euclide, ni leDe superficierum

divisionibus liber Par ailleurs, Jordanus de Nemore soit fait predivee originalité, soit
dépend d’'une source inconnue de Fibonacci et diéra BarHiyya. En effet, prenons
I'exemple de son premier problérfie I'auteur ne mentionne pas le cas ou le pointsthoi

serait le milieu d’'un cété ; ce que font FibonaetiAbraham BaHiyya. De plus, alors qu'il

87 \V/oir les problémes de découpage des figurelsiler philotegnidans «es problémes de découpage dans la
tradition latine (12-14°s.)» ; annexe 2.
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utilise les mémes principes, la méthode des aniesipalement, le découpage qu’il utilise ne

correspond pas a celui exposé par les deux autresra.

154
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008

Conclusion génerale

© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008

Dans cette étude, nous nous sommes efforcés de dresser une synthese, qui n’avait jamais été
réalisée jusque-la, sur les géométries du mesurage et du découpage des pays d’islam et de
I’Europe latine. Ainsi, notre problématique a été de décrire les circulations éventuelles des
connaissances, de dégager les interactions probables entre ces écrits, et plus généralement
d’exposer les apports possibles de la tradition arabe a la tradition latine.

Notre souci n’a pas été d’exhumer de nouveaux documents, qu’ils soient latins ou arabes.
Nous nous sommes donc appuyés sur les différentes études menées par nos prédécesseurs
ainsi que sur les éditions critiques, les traductions et les analyses mathématiques des quatre

textes que nous avons proposes: le Liber mensurationum d’Aba Bakr, le Liber Saydi

Abuothmi, le Liber Aderameti et enfin le De superficierum divisionibus Liber d’al-Baghdadi.

La question des circulations éventuelles est une des questions les plus délicates pour
un historien des mathématiques. La nature méme de I’exercice nous améne donc a étre tres
prudent quant aux résultats pressentis dans notre étude. Nous aimerions néanmoins reprendre,
dans cette conclusion, quelques points importants qui pourraient illustrer lesdites circulations.
Plusieurs éléments ont systématiquement été pris en compte tout au long de notre étude :
I’énoncé des problémes, leurs procédures de résolution ainsi que la terminologie géométrique

utilisée.
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Les Problémes.

Il existe une continuité évidente entre les traditions pour un certain type de problemes.
Leur circulation est alors tres difficile a étudier puisqu’ils feraient partie d’un fond commun
au theme du mesurage. Par exemple, les problémes les plus élémentaires qui se proposent de
calculer la mesure d’une surface plane ou d’un solide se trouvent naturellement dans toutes
les traditions. Ensuite, I’objectif de nombreux autres probléemes est de calculer une ou
plusieurs caractéristiques géométriques d’une figure (cOtés, hauteur, diagonales) étant
données quelques autres. La tradition latine de I’antiquité tardive est différente des autres
traditions étudiées a ce titre car elle reste a un niveau tres utilitaire de la géométrie de la
mesure. Le second type de problemes n’y est donc pas développé.

Ensuite, il est intéressant de voir que certains problémes de mesurage ne se rencontrent

gu’a partir d’une tradition. Par exemple, de nombreux auteurs de I’Occident musulman

proposent des problemes de restauration des cotés d’un trapeze (Ibn 6Abdan, Aba Bakr,

Abraham bar Hiyya). Dans I’état actuel de nos connaissances, aucun probleme de ce type ne

se trouve dans les traditions antérieures ou en Orient musulman. Par contre, ils se trouvent
aussi dans le Practica geometriae de Fibonacci au 13° siécle et chez Jean de Murs au 14°
siécle. Ces problemes pourraient alors permettre de mettre en évidence une spécificité de

I’Occident musulman ainsi qu’une éventuelle circulation chez les latins.

Quant aux problemes de découpage, méme s’ils sont présents dans de nombreuses
traditions, ils se présentent sous des formes différentes. En Mésopotamie, avec la tablette
IM 58045 du Musée de Baghdad, il semble que le découpage de figures planes est posé des
I’époque sargonique. De nombreuses tablettes paléo-bablyloniennes confirment aussi
I’existence de ces problémes. Il s’agit davantage de problémes originaux de mesurage ou les
objectifs sont les calculs de longueurs et d’aires partielles. Dans la tradition grecque, avec les
ceuvres d’Euclide et de Héron d’Alexandrie, la question de la division des figures se
développe davantage autour d’un raisonnement géométrique. Ces deux types d’évolution, I’'un
pratique et I’autre savant, se trouvent dans la tradition arabe de I’Orient et de I’Occident
musulmans ainsi que dans la tradition latine. Parmi toutes les traditions que nous avons
étudiées, seule la littérature latine des agrimensores ne développe aucun probléme de division

des figures.
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Les procédures de résolution.

Dans notre étude du corpus sur le mesurage, trois principaux types de procédures ont
été distingués. Un premier type, appelé pré-algébrique, est de nature arithmétique. Il est
caractérisé par I’enchainement d’opérations arithmétiques effectuées sur des grandeurs
géométriques. De nombreuses tablettes montrent que les scribes mésopotamiens utilisent des
résolutions pré-algebriques. Nous pouvons citer, entre autres, les probléemes des tablettes
BM13 901 de I’époque paléobabylonienne ou BM 34 568 de I’époque séleucide. En Gréce,
nous avons rencontré ces mémes pratiques dans les problémes des Geometrica ainsi que dans

le papyrus grec 259 de la Bibliothéque de Genéve. Alors gque dans la tradition arabe d’Orient,

seul le traité d’Ibn Thabat (13° s.) semble exposer de telles procédures, ces pratiques sont
largement illustrées en Occident musulman. Citons la Risala d’lIbn 6Abdan, le Livre sur le
mesurage d’Aba Bakr, et les deux textes hébraiques d’Abraham Ibn Ezra et d’Abraham Bar

Hiyya. Dans les géométries latines, Fibonacci puis Jean de Murs proposent ce méme type de

procédures dans la Practica geometriae pour I’un et dans le De arte mensurandi pour I’autre.
Cette description nous pousse a nouveau a la prudence quant a la circulation de ce type de

procédure.

Un nouveau type de procédure de résolution apparait dans la tradition arabe d’Orient.

Deés la rédaction du Mukhtasar d’al-Khwarizmi considérée comme I’acte de naissance
officielle de I’algébre, cette discipline avec ses objets (shay’ [chose], mal [bien]) et ses
opérations (jabr [restauration] et mugabala [comparaison]) est utilisée dans le cadre des
probléemes de mesurage. Elle est aussi utilisée dans le traité Fi al-mukhammas wa’l-
mudashshar [Sur le pentagone et le décagone] d’Aba Kamil, et dans le Kaf7 fi I-hisab [Livre
suffisant en calcul] d’al-Karaji. En Occident musulman, dans le Talqiz al-afkar [La
fécondation des esprits] d’Ibn al-Yasamin, les problemes de mesurage qui sont repris du Kafz
d’al-Karajt, sont alors naturellement envisagés comme domaine d’application de I’algébre. De

méme, al-Mursi a recours aux objets de I’algebre pour résoudre certains problémes de

mesurage. Le Liber mensurationum est un autre ouvrage connu dans lequel coexistent les

deux procédures précédentes. L’analyse mathématique montre que les deux procédures sont
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équivalentes voire, pour certaines, identiques. Pourtant, Aba Bakr présente alors les secondes

comme alternatives aux premieres : il faut sans doute y voir la la force des traditions face a la
nouvelle discipline qu’est I’algébre. Dans la littérature latine, Fibonacci comme Jean de Murs
font aussi appel a I’algébre pour résoudre certains problémes de mesurage.

Enfin, le troisieme type est géométrique et prend appui sur la géométrie savante

grecque avec en particulier les ceuvres d’Euclide et d’Archimede. Ces procédures sont

largement a I’ceuvre chez Héron, chez Ibn al-Haytham ou encore chez Aba I-Wafa’. Dans

I’état actuel de nos connaissances, a part Abraham Bar Hiyya, aucun autre auteur de

I’Occident musulman n’a recours a ce type de procédure. Par contre, chez les auteurs latins
comme Fibonacci et Jean de Murs, pour un méme probleme, ils peuvent distinguer deux
procédures de résolution : I’'une basée sur la géométrie des Eléments d’Euclide, et I’autre

(comme nous venons de le préciser) algébrique présentée comme alternative a la premiere.

La terminologie

Notre étude sur la terminologie nous demande la-encore beaucoup de précautions car
nous n’avons pas travaillé nécessairement sur les versions originales. Par exemple, la partie
centrale de notre corpus est un ensemble de quatre traductions latines d’ouvrages arabes.
Précisons néanmoins que plusieurs €léments (structure des phrases, termes et expressions
utilisés, transcription) montrent que le (ou les) traducteur(s) ont réalisé leur travail selon la
meéthode de verbo ad verbum.

La terminologie des opérations arithmétiques ou géométriques ainsi que celle des
objets géomeétriques peuvent étre un marqueur de la circulation des pratiques mathématiques.
Son étude peut alors nous permettre d’établir une filiation possible entre les textes ou bien a
contrario une rupture entre ceux-ci. Il est aussi possible de repérer la coexistence de plusieurs
traditions mathématiques. Présentons ici trois exemples qui nous paraissent des plus

significatifs.

Les termes de la racine jabara.
En analysant les occurrences des termes latins restauratio et restauro du Liber
mensurationum, nous pouvons mettre en évidence la polysémie de la racine arabe

correspondante jabara. Ceci confirmerait alors une multiplicité de traditions. D’abord,
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comme dans la Risala d’Ibn 6Abdan avec les termes injibar ou tajbir pour « restauration » et

injabara pour « se restaurer », il faut entendre une restauration géométrique, c’est-a-dire dans
un sens ancien pré-khwarizmien. Ensuite, la racine jabara peut revétir un sens arithmétique, il
s’agit alors de « restaurer » une fraction pour la ramener a I’unité. Enfin, le sens canonique
développé par al-Khwarizmi dans son Mukhtasar apparait dans les résolutions algébriques des
problémes.

Du c6té de la Practica geometriae, le terme restauro est réservé pour I’unique sens
algébrique. En effet, dans le sens arithmétique, Fibonacci utilise le terme reintegrare. Pour le
sens geométrique, I’auteur contourne la difficulté terminologique en s’exprimant a I’aide de
périphrases. Par exemple, pour la restauration du trapeze, il écrit : prolonger les c6tés jusqu’a

ce gu’ils se rencontrent.

Le cas du trapeze.
Les problémes de restauration que nous avons évoques préecédemment sous-entendent le
trapéze comme un triangle tronqué. Cela nous permettrait de suggérer une interprétation pour

une des appellations du trapéze de I’Occident (musulman et latin). Nous rencontrons

I’expression daridat ar-ra’s ou par contraction darida [figure a téte large] chez Ibn 6Abdan,
transcrite par arida dans les traductions latines du texte d’ Aba Bakr et de Sadid Aba 6Uthman.

Dans les textes d’Abraham Bar Hiyya, Platon de Tivoli et Fibonacci, le trapéze est désigné

par I’expression : [la figure qu'on appelle] tronquée de la téte. Dans I’état actuel de nos
connaissances, nous ne pouvons pas savoir s’il s’agit la de deux traditions distinctes. Chez ces

trois derniers auteurs, existe une autre terminologie pour le trapéze dont I’origine semblerait

savante. Une double influence serait alors a noter. Chez Bar Hiyya et Platon, I’autre terme est

almuncharif ; il s’agit clairement de I’influence du terme oriental des textes savants : al-

mun/arif. Chez Fibonacci, en plus de [figure] a téte coupée, il utilise le terme d’origine

grecque trapezium®.

Vers une originalité andalouse avec trois solides particuliers.

! Le mot est utilisé par Euclide dans les Eléments pour désigner les autres quadrilatéres que le carré, le rectangle,
le losange et le parallélogramme mais, aprés la définition, il n’intervient plus jamais. Il est possible qu’Euclide
I’ait utilisé dans son ouvrage Sur les divisions pour désigner, cette fois-ci, un quadrilatére a deux cotés paralléles.

En effet, as-Sijz1 utilise le mot muniarif ; [Hogendijk, 1993], p. 149.

161
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Conclusion générale

Intéressons-nous enfin a la dénomination de trois solides particuliers, déja repérée par

Ahmed Djebbar, qui pourrait étre utilisée comme un marqueur de circulation : la durmat az-
tadam ou subrat as-fadam [tas de froment] traduite en latin par cumulus frumenti ou cumulus
tritici, le hat as-radam [poisson de froment] ou qubari transcrit en latin et (a défaut) complété

par chaburi, caburi [quod est piscis], et enfin la faniga. Cette terminologie se rencontre

exclusivement dans les textes de I’Occident musulman, aucune trace ne se retrouve dans les
textes de I’Europe latine que nous avons étudiés. Remarquons néanmoins que cette
terminologie perdure encore au 15° siécle, ce qui correspond a la datation de la derniére copie
(le manuscrit de Dresde). Or, a notre connaissance, ces solides ne sont pas une référence du
mesurage en Europe en dehors des frontieres de I’Espagne. La persistance de cette
terminologie illustrerait alors le fait que le moteur de la circulation éventuelle ne serait pas le
besoin mais plutdt le savoir géométrique. En effet, dans un tel domaine pratique voire
utilitaire, un filtrage aurait d0 s’opérer. La encore, est pointée la force de la tradition, la

tendance du savoir savant a I’emporter sur les savoirs pratiques.

Le corpus sur le mesurage et le découpage s’étoffe depuis quelques décennies de
nouveaux textes qui sont les bienvenus dans le cadre de I’étude de la circulation des pratiques
mathématiques de la tradition arabe vers I’Europe latine. Notre travail s’inscrit donc dans une
perspective plus large qui devrait se nourrir, dans le futur, selon deux axes principaux. Nous
désirons d’abord continuer a développer nos connaissances des chapitres maghrébo-andalous
et latins des pratiques du mesurage et du découpage en analysant, éditant et traduisant de
nouveaux textes. En outre, nous voulons aussi orienter nos recherches futures vers la
littérature non-mathématique mais concernée par les mathématiques, comme les textes
agronomiques ou métrologiques, qui devrait fournir des informations sur les pratiques

scientifiques elles-mémes.

g
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Conventions pour I'analyse mathématique.

Tout ce qui est signalé entre [...] est ajouté saitirpune meilleure organisation des

problemes, soit pour une meilleure compréhensida démarche mathématique de l'auteur.

Nous avons donné une transcription générale degguoes proposées parifBakr dés que

cela nous était possible. Nous avons mis en plratians un tableau, la procédure numérique

effective de l'auteur, et la procédure générale.
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[CHAPITRE DU CARRE |
Soientc le cotéd la diagonaleg I'excés de la diagonale sur le cotéAdtaire.

C

Probleme #1
c=10. Aire ?
C->CxXC=A

Probleme #2

c = 10. Diagonale ?
C-cxc=c’

c? o 2¢?

2c? . J2c¢? =d

Remarque :
Abi Bakr utilise la procédure donnant directementidggonale d’'un carré a partir de son cété.

Celle-ci est donnée au début du Livre déi&aba 6Uthman. Pour le méme probleme, Ibn
0Abduan utilise la relation de Pythagore comme si lexd#iés du carré n’étaient pas égaux.

Notons qu’Ali Bakr donne une procédure générale sans donnealdéarvexacte ou une

approximation de la diagonale qui, de fait, esttionnelle.
Cependant, ce ne peut étre l'irrationalité de &gdnale qui 'empéche de I'exprimer car les
problémes suivants montrent que notre auteur memnipel type de nombres et notamment

\J2001

Nous pouvions aussi attendre une valeur approckeé& dliagonale qu’lbriAbdin, par
exemple, donned :\/200=14+%. Manifestement, Ab Bakr s’intéresse, ici, davantage a

la procédure qu’a la détermination effective.

Probléme #3
c+A=110. Coté ?

! Voir les problémes #10, #11, et plus généraleri&ft #17 et #18 pour le seul chapitre sur le carré.
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1.1 1.1
2 2
1111 1 (Ejg
2 2 2 4 2 2
1 1 2 2
- - —+110 (L +(c+A
4 4 @ @ e+ A
2
110+211ﬂ/110+%:10% . ej +(c+A)
1 .. 2
10%_>(10%)—§—10—C [1) +(c+ )—lzc
2 2
Procédure algébrique :
Six est le coté,
XX X = X?
x?+x=110
1.1
2
1 1.1 1
— L, —X—=_
2 2 2 4
1_>£+110
4 4
1+110a ,/£+110
4 4
x:,/1+110—1
4 2
Probleme #4
4c + A = 140. Coté ?
4. %=> 4.4
2 2
2, 2x2=4 4 (ﬂjz
2 2
4 - 4+140=144 2 2
BREE
2 2
144 -, \144=12 2 2
(ﬂj +(4c+A) - (ﬂj +(4c+ A)
2 2
4_ 2
12—>12—§—10 \/[gj +(4c+A)—g:C
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Probleme #5
A—-c=90. Coté ?

1.1 1.1
2 2
1,111 1 (Ejg
2 2 2 4 2 2

Procédure algébrique :
Six est le coté,

XX X = X?
x*-x=90
Apreés restaurationx” = x +90

(Type 6)

1.1

X
© NIk
o

Il
NP

i

+

i

© Nl NIRD

N N N N
+
©

!
ﬁ
+
P o
o

10

o
1"
NG
+
©
o
+
N |

1"

Remarque :

Abi Bakr précise dans la procédure algébrique « nestati compare » pour obtenir
x* = x+90. C’est étonnant car il 'y a aucun besoin de caemp&n fait, les deux opérations
algébriques semblent soudées etiARakr ne les identifie pas clairement. L’attitude d

'auteur est irréguliere a ce sujet. D'autres exiempde ce type se retrouvent dans les
problemes suivants, mais il sait aussi utilisetéesies a bon escient.

Probleme #6
A—4c=60. Coté ?
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4—>ﬂ=2
2
2 2x2

2%x2 - 2x2+60
2x2+60 5 4/2x2+60=8

Lg+d=10
2

I

NS

Procédure algébrique :
Six est le cote,

XX X = X?
x? —4x =60

Aprés restaurationx” = 4x+ 60

(Type 6)
4 ﬂ =2
2

25 2%x2 -5 4+60

—»\/a=8

x=8+2=1C

Probleme #7
4c = %A. Coté ?
Deux algorithmes sont proposés :
a. 4- 4+g =10=c
5
b. Par restauration de l'unité,

éx 25=1 = 4x25=10

Procédure algébrique :
Six est le cote,

XX X = X2

4x=gx2
5

Il faut résoudre cette équation selon 'algebre.
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2

[ 10=x]

Remarque :
Abi Bakr donne deux procédures qui ne different quelgpaonception du coefficient de

I'aire A. Dans la premiére, il divise par ce coefficiemdralque dans la seconde, il multiplie
par son inverse (aprés I'avoir cherché).

La seconde méthode est intéressanté. Bdkr rameéne a l'unité et équilibre 'ensemble.t€et

procédure qui n'est pas dans la tradition du cdludien mais plutét dans une tradition pré-
islamique héritiere du calcul oral ou mental ugitet des tables d’inverses.

L’auteur ne précise pas si une méthode est plystéel@u’'une autre en fonction de la nature
de ce coefficient, fractionnaire ou entier par eglemLes probléemes qui suivent ne nous
renseignent pas davantage : ledit coefficientagotrs entier, et seule la premiére procédure
est utilisée. Le probléme #14 viendrait néanmoordiomer I'hypothése que si le coefficient
est fractionnaire, il est préférable de procédecda multiplication par l'inverse.

Probléme #8
4c =A. Coté ?
4 , 4+1=4=c

Procédure algébrique :
Six est le coté,

XX X = X2

Probléme #8’
4c = 2A. Coté ?
4 ., 4+-2=2=c
Le coté est 2.

Remarque :

Ce probleme clét une série de trois problémes étprits dans lesquels seul un coefficient
change : il est soit fractionnaire, soit égal aifé, soit un multiple de l'unité.

Cette exposition est classique pour montrer queréaédure est générale quel que soit le
coefficient choisi. Elle rejoint la méthode d’expas de la classification des équations d’al-

Khwarizmi. En effet, ce dernier donne, pour chacun desypest trois exemples pour que le

coefficient du terme de plus haut degré soit uratdractionnaire et multiple de l'unité.

Probléme #9
4c - A= 3. Coté ?

4—>£:2 4—>
2

NN
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2 . 2x2=4 4 (ﬂjz
2 |2
4., 4-3=1 2 2
3 -(¢] 4
2 2

1-41=1 ﬁ\/(gjz—@c—A)

Par augmentation et diminution, 4 42
1+2=3=c §+\/(§j ~(4c-A)=c
2-1=1=c
ALz . . 2
Le coté est soit 1, soit 3. g_\/(gj (ac-A)=c

Procédure algébrique :
Six est le coté,

XX X = X?
4x-x*=3

Apres restauration,
x? +3=4x

(Type 5)

Remarque :

Ce probleme marque une différence avec les pratiguealgébriques d’IbAbdan. En effet,
nous avons déja signalé que dans les problemes diergier, aucun ne se ramene, de maniere
anachronique, a I'équation de type Br, ici, Abi Bakr donne une équation de type 5 et le
précise explicitement. Celle-ci admet, dans lesditioms du probleme, deux solutions déja
envisagées par al-Khnzmi. Abi Bakr les mentionne dans sa premiere procédure en
utilisant les termes « diminution » et « augmeantat qui correspondent a ceux utilisés par
al-Khwarizmi dans soMukhtasar®.

Ce probleme fournit un autre exemple d’'une utilaterronée du couplgbr/mugibala

Abi Bakr annonce les deux opérations ensemble puicomparaison alors que seule une
restauration est nécessaire dans le probleme.

Probléme #10
d=+/200. Coté ?

d - dxd=200 d - d?

© 2009 Tous droits réservés.

2J. Heyrup nous fait remarquer que ce type de prodlexiste dans la tradition mésopotamienne notammme
avec les probléemes de rectangles ou l'aire etdarsdes deux cbtés sont connus et dans un texsaisie;
[Bruins et Rutten, 1961], p. 44, [Hgyrup, 2002]2@1.

® [Rashed, 2007], p. 105, I. 14.
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2
200 299_100 N
2 2
100 - 4/100=10=c d? d? _
Le coté est 10. o o\ ¢

Remarque :
Il s'agit de la réciproque du probleme #2 dansdié® comme dans la procédure.

Probleme #11
d=4/200. Aire ?
d - dxd =200 d - d?

200 - 2% =100= A gz 9
2 2

L'aire est 100.

Remarque :
Précisons qu’ici lbnbAbdin donne une seconde procédure absente de chezBakr :

d_>9><d:A.
2

Probleme #12
4c+ A =60. Coté ?

4—>ﬂ:2
2

N
!
[N

2.2%x2=4

—

ﬂjg
2

2) -[3) vt
60+4 _ /60+4=8 \/[gj2+(4c+A)

7~ N DN

N

4 - 60+4

VR

-

4_ _ 2
8_>8—§—6—C \/(gj +(4c+A)—g:C
Le cOté est 6.

Remarque.

La présence de ce probleme est surprenante dapedé d’Alm Bakr ; il s’agit exactement
du méme probleme que #4 avec la méme procéduratelian’apporte rien de plus. Une
explication peut résider dans I'hypothése queliler mensurationunest en réalité une
compilation de plusieurs manuels qui n’auraient lpagiéme structure interne. L'auteur se
laisse alors piéger a des répétitions.
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Probleme #13
A—3x=18. Coté ?

3

I E

21 ., 21+18=201

204 _, /201 =41

41 - 41+11=6=c
Le c6té est 6.

Probléme #14
4c = gA. Coté ?

Prendre le numérateur de la fractién
4 _, 4x4=16

16 - 16x2=32

32 32+3=10%4=c

Le coté estlOs .

Remarque :

Il s’agit du probléme #7 avec un changement defioteit fractionnaire. Ab Bakr n’utilise
ici qu’une seule des deux méthodes proposées ada#multiplication par I'inverse. Cette

multiplication — parg — est dailleurs étrange. Elle est d'abord décosgpoen la

multiplication par 4, puis par 2, puis naturellemen la division par 3. La seule hypothese
serait probablement a chercher du coté des matigndaopératoires dans les traditions

antérieures a celle du calcul indien ce que #7diadteurs en évidence.

Probleme #15
A+d=75.Cote ?

71 - 73x2=15=d A 2x§
15 est la diagonale. d d
d - 15x15

2
15x15 _, 12X19 d - d
174
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2
~ 15>2<15 —c 4z _ d7
15x15 [d?

Remarque :

Le cOté est déterminé par la connaissance de damide. S'agissant de la réciproque de #2, il
est étonnant qu’Alb Barkr n'ait pas traité cette question auparavaninaniéere isolée comme

I'a fait Ibn 60Abdun au [A.3].

Ici, Abu Bakr donne le résultat de I'extraction de la ractarrée de 112,5. Méme si aucune

; , - . . o r ) .
procédure n'apparait, il est & peu prés certainsgiteutilisévc® +r = c+2—. Néanmoins,
C

I'application de cette formule d’approximation atirdd conduire Al Bakr au résultat :

J1125 =10+1—% +%1—10 H.L.L. Busard conclut alors & une erreur du maduécierf, ce qui,

a notre avis, est rapide étant donné les connaiesate I'auteur et la qualité des procédures.
Nous pensons davantage qu’il s’agirait d’'une ercuin copiste arabe, du traducteur latin, ou
bien du premier copiste latin. Plusieurs autress@gess du texte donnent de nouveaux
arguments a cette hypothese.

Ici, 'erreur viendrait alors d’'une mauvaise leeutu premier mot souligné qui aurait été lu a
la place du second.

e gy e dai b pde 1041411

; 10 210
e Caaly jlie] A g3 yde 10+£+1i

10 210

Probleme #16
d—c=4. Coté?
4 4x4=16 (d-c) - (d-cf
16 - 16x2=32 (d-c)* » 2x(d-c)’
32 . /32 - y2x(d-c)
J32 - /32+4 S y2x(d-c)? +(d-c)=c
[Le coté estd+ \/3_2]

Remarque :
Notons qu’Ali Bakr utilise ici explicitement et sans géne lesnbces irrationnels. Il ne
donne pas d’approximation de ce résultat.

* [Busard, 1968], p. 74.
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Les deux problémes suivants sont équivalents,sepilecédures identiques. Dans #17aAb

Bakr modifie la différence entre la diagonale etck#é, ainsi la procédure exposée est
générale a tout probléme du typeélr d —c=n. C6té ? ». Dans #18, seule la formulation

change pour généraliser aux problemes du type « =n,+ c. C6té ? »

Probleme #17

d—c=5.Cotée ?

Méme résolution que précédemment.
[5 - 5x5= 20

[20 - 20x2=4q|
4oa\/E]
J40 - \J40+4= 4+ /40|

[Le coté estd++/40]

Probleme #18

d=c+4.Coté?

4 4x4=16 e e

16 - 16x2=32 e’ . 2xe?

32 4/32 2xe? _ \/2xe?
V32 L \f32+4=4+32=c¢ V2xe’ +e=c
Le cOté esth++/32,

Remarque :

Ce probleme est identique a #16. Seules les fotmootachangent. Dans #16, on lit « tu as
retranché de la diagonale de ce quadrilatére stin»célors que dans #18 : « c’est un carré
dont la diagonale excede chacun de ses cotés diee.gud.es procédures sont inchangées.

Aucun de ces problémes n’existe chezdhhdan.

Probleme #19

A+d = 73.7c? Diagonale [et cote] ?
712 5 2x711=141=d

14+ est la diagonale.

d - dxd _, dxd

dxd
2
[Le coté est environ 10]

- =C

Remarque :
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C’est une adaptation du probléeme #15 accompagnée mi€me procédure. Avec ce dernier
probleme, Al Bakr revient sur le carré classigue de son expad@i de coté 10. En effet, le

choix de7+.% pour le rapport de l'aire a la diagonale n'est paodin. Il amene directement
une diagonale égalelas , valeur connue pour étre une approximatior/@eo .

[CHAPITRE DU RECTANGLE |

SoientL la longueur] la largeurd la diagonalege I'excés de la longueur sur la largeurfet
l'aire.

Probleme #20

L =8, =6. Aire ?
(L,1) -~ LxI = A=48
L’aire est 48.

Probléme #21
L = 8,1 = 6. Diagonale ?
L - LxL L - L2

[ - I xI | - 12
- LxL+Ix| S L2+12
S ALxL+1x] =d S AWL2+1% =d

d=10.
La diagonale est 10.

Probleme #22
d=10,L = 8. Largeur ?
L - LxL - 64 L - L?

d-dxd d - d?
—>dxd_64—>36 —>d2_|_2

36 — \/3—6 = 6 - d2 _ L2 -
[La largeur est 6.]
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Procédure algébrique :
Six est le coté cherché,

XX X = X2
LxL =64

= x*+64

Apres comparaison patxd,
10C-64=36

36=x?

X=6

La largeur est 6.

Remarque :

L'étape « compare avec le produit de la diagonatie»la procédure algébrigue montre
gu’Abt Bakr a clairement identifié le réle de chaque apén du couplgabr/mugzbala alors
gue dans d’autres exemples, nous pouvons en douter.

Probleme #23
d =10, = 6. Longueur ?
Méme procedé que précédemment.

Probleme #24
A=48,L = 8. Largeur ?
48+8=6=|

La largeur est 6.

Procédure algébrique :

Six est la largeur,

Xx8

Apres comparaison avec l'airexx 8 =
X = 8.

La largeur est 8.

Probleme #25
A=48,L +| = 14. Longueur et largeur ?

48

14_>E':7
2

7 - 7x7=49

49 - 49-48=1

L+l -

(L+1)

(L+1)

+

2

1)

[M

2 H[(L

}C

N

(L

+ 1

1)

T—A
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1.41=1

1—24+1:L[=8]

[La longueur est 8.]

14—1:|[:6]

[La largeur est 6.]

2
(L+1), FL+)7’
2 2
(L+1)  [(L+n)7]?
2 2 |

(L;I)} A
-A=L
- A=

Procédure algébrique :
Six est un des cotés, le second coHtéldstx .

xx (14— x) = 14x - x2

Aprés comparaison avec l'aire, et restauration,

14x — x> = 48
x* +48=14x

(Type 5)
1414

2
14 14 14
2 2 2
14 14 14 14

Z xT- T ox—

2 2 2 2
14x14 14

-48

14

_48—> X—_48
2

2

+ 1_4xg'—48 est la longueur.
2 2 2

14 _ 1_4x1—4—48 est la largeur.
2 2 2

14

Remarque :

La encore, Ab Bakr utilise parfaitement le sens algébrique desxdopérationgabr et

mugqzbala.

Probleme #26
A=48,L =| + 2. Largeur et longueur ?

1. 1+48=49

© 2009 Tous droits réservés.
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49 - J49=7 o) o2
—| +tA- =] tA
R

7-7-1=6=I e)? e

La largeur est 6. (—j +A-—=|

2 2

6 -6+2=8=L l+e=L

La longueur est 8.

Procédure algébrique :

Six est la largeur, la longueur est alors , 2

xx(x+2) & x? +2x

X? +2x =48

(Type 4)

Probleme #27

d = 10,A = 48. Longueur et largeur ?

A - 2xA=96 Ao 2xA

d - dxd d - d?

dxd+96=196 S d?2+2A

196 - \/196:14:L+| . /d2+2A:L+I

© 2009 Tous droits réservés.

Le probleme se raméne au probleme précédent [#25].

Remarque :

Ce probleme est présent chez t#bdan dans [A16], mais les procédures sont différentes.
Ce dernier s'intéresse a I'excés de la longueutsslargeur, et non pas a la somme des deux
cO6tés comme AbBakr. Les deux auteurs n’utilisent donc pas la eéefation.

La procédure d’Ab Bakr repose sufL+1)’ =L1*+I2+2xLl =d?+2A, alors que celle

d’lbn 6Abdin repose sufL—1)° = L2 +1?2 -2x LI =d? - 2A. Les étapes de cette derniére
procédure sont :
d - dxd =100

A- 2xA=96

- 100-96=4

~a=2

=>L-1=2

Chez IbnbAbdun, le probleme se ramene donc au probléme [A13)6= #

Probleme #28
d=10,L + | = 14. Longueur et largeur ?
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14 - 14%x14

d - dxd

14x14-dxd - 96

96 - %:48:A
2

L'aire est 48.

L+l - (L+1)?

d - d?

S (L+1)? -a?

. (L+1)*-d® _
2

A

Poursuivre avec la méthode précédente [#25].

Remarque :

Ce probleme est présent chez liokbdun, [A21], mais les procédures des deux textes

divergent.

La procédure d’'lbrdAbdan détermine I'exces de la longueur sur la largewr [ge ramener a
[A17] dont aucun énoncé équivalent n’est présear d&hi Bakr.
Ibn 6Abdin donne néanmoins une procédure alternative [AQli'toincide avec la démarche

d’Abu Bakr.

Probleme #29
L+1=14,L =1+ 2. Longueur et largeur ?

2+14=16

16—»E=8=L
2

La longueur est 8.
14-2 . 12,

La largeur est [6].

(L=1)+(L+1)
(L=1)+(L+1)

—

2

(Let)= () - ==l

=L

2

Procédure algébrique :

Six est la largeur, la longueur est
X+2+X

X+2+x=14

La résolution donne la largeur.
[2x+2=14]

[2x=12]

[x=¢]

14 — 6 est la longueur.

, 2

Remarque :

Ce probléme revient a la recherche de deux nomboemaissant leur somme et leur

différence.

Probleme #30
L + d = 18,1 = 6. Diagonale et longueur ?

© 2009 Tous droits réservés.
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6 - 6x6=36
36 - 3—6:2

18
2 .18+2=20
20—»2—O:d

2
La diagonale est [10].
2 . 18-2 .82

La longueur est [8].

Procédure algébrique :

Six est la largeur, la diagonale est dd&:- x ,

XX X
6x6

x? +36= (18- x)(18- x)

x* +36=324-36x + X°

Aprés restauration et comparaison,
36x =288

x=8

La largeur est 8,

18-8=10

La diagonale est 10.

Probleme #31
d =4 +1, L = 8. Diagonale et largeur ?
8 - 8x8=64 L o L2
64 - 64+4=16 , 12
L -
(d-1)
16 - 16+4 2 2
L = L +(d—|)
(d-1)  (d-1)
16+4—>16+4=d:10 1{(L—2) (d_l):|:d
2| (d-1
La diagonale est 10.
10-4=6=| d-(d-1)=1
La largeur est 6.

Procédure algébrique :
Six est la diagonale, la largeur est
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(x—4)x(x-4)

8x8

(x—4)x(x-4)+8x8
Apres comparaison,
(x—4)x(x-4)+8x8 = xxx
[x2 -8x+16+64= x2]

[8x = 80
[x:10]
Probleme #32
Lx A=384, | = 6. Diagonale et longueur ?
384+6 AxL

I
- /384+6=L AxL _L
La longueur est [8]. - |
8 - 8x8 | o 12
6 — 6X6 L . L2
- 8x8+6x6 S L2 +12
—>'\/8X8+6X6:d N }L2+|2:d
La diagonale est [10].

Procédure algébrique :
Deux méthodes algébriques.
a. Sixestlalongueur,

384_>&Ir

X
X - XX6
:>6x:%

X
— 6x% =384
=x*=64
— x=+/64=8

La longueur est 8.

b. Sixest lalongueur,

6 - 6xX

C’est l'aire.

BX — BXX X = 6X°

Apres comparaison avec 384,
X=8

La longueur est 8.
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Probleme #33
A=48,L+|=13. Longueur et largeur ?

Prendre le dénominateur 3.
11 - 1ix3=4

48 _, 48x3=144

144 - 144+-4=36

36 - /36 =6=|
La largeur est 6.

- 1ix48=64

64 - \/64=8=L
La longueur est 8.

Probleme #34
A=48,1+L :% Largeur ?

§><48=.?>6
4

36 - +/36=6=|
La largeur est 6.

Probleme #35
| + L = 14,d = 10. Longueur et largeur ?

10 - 10x10

14 - 14x14

- 14x14-10%10

14x14-10%x10 _
2

14_>E'=7
2

7 - 7x7=49

48

—

_ 49-48=1

d - d?
(+L) - (1+L)
- (1 +L)-d?
(I+L)?-d?

-
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A [(I+L)T_(I+L)2—d2
L 2 2
1a!§+1:8:L 0+L)+Jﬂ+L)2_O+Lf—d2:L
La Longueur est 8. 2 L 2 2
1.1 1-6-) (1) [A+0] _(+02-d” _,
2 > \| 2 | 2
La largeur est 6.
Probleme #35’
A=48,I +L = 14. Longueur et largeur ?
[C'est le probleme précédent #25.]
Probléeme #36
| +d=16,L =1+2. Longueur et largeur ?
16+2=18 (+d)+(L-1)=(d+L)
18 -, 18x18 (d+L) - (d+L)
16 - 16x16 (1+d) - (1+df

- 18x18+16x16
- 18x18+16%x16-2x2

 /18x18+16x16-2x2 =24

24 -, 24-16=8=L
La longueur est 8.
8-8-2=6=I

La largeur est 6.

- (+df +(d+L)

S(d+LP +(d+1)P=(L-1)

SRR CE i

L-1)?

Al Lf () -
S L=(L-1)=1

(
(

L-1) =(d+1)=L

Probléme #37

L+d=18,L =1+ 2. Longueur et largeur ?
Méme méthode que précédemment [#36]

Procédure algébrique : Méme méthode que précédemmen

Remarque :

Il s’agit du probleme symétrique de #36 entre tgdar et la longueur. Ici, AbBakr précise

« méme méthode que précédemment » pour la procédygbrique. Or, dans le probleme
#36, il n"’évoque pas la solution algébrique. Plussehypothéses sont alors a prendre en

compte :

- la version du texte que nous avons est corrompuea ptocédure algébrique était

initialement présente pour #36,

- Abi Bakr se raméne a un probléme bien antérieur.ull, ppar exemple, s’agit de #30.
En effet, pour les deux problémes, la mise en éguast identique.

© 2009 Tous droits réservés.

185
http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Le Livre sur le mesuragd’Abu Bakr

- enfin, la remarque d’Ab Bakr peut aussi renvoyer aux méthodes précédetges
maniéere globales.

Probléeme #38
L+1+A=62L =1+ 2. Longueur et largeur ?
62-2=60 (L+1+A) - (L+1+A)-(L-1)=20+A
2—>2+ﬂ=4 e—»e"'ﬂ
2 ] 2
[4_>ﬂ:2} e+fai>< e+ﬂ
2 2 2 2

o A RE)

60 - 60+4 =64
64 - /64=8=L

La longueur est 8.

8 -8-2=6=I

2+A- (2+ A)+(%X(e+gjj2

\/(2| +A)+(%><(e+gnz =L

L-(L-1)=]

La largeur est 6.

Remarque :
Deux étapes sont absentes de la procédureudBstkr. Ce probléme se raméne a tous ceux

sur le carré du type.c + A=p. De plus, les problemes #41 a #43, sur le rectapgbposent

le méme type de probléeme. Tous ces problémes renaseftent de reconstituer entierement
la démarche qui fait intervenir le nombre de catasquadrilatére. De fait, le terme 4 qui
intervient dans la%étape n’est pas le résultat de f&pe.

Cette omission va dans le sens de la corruptioia gersion que nous avons par rapport a la
version originale. Il s’agit vraisemblablement dduomission dans le texte arabe.

Probléeme #39
| x A donné. Longueur ?
Méme méthode que précédemment.

Remarque :

Abt Bakr renvoie au probléme qui « précede celui jadgébre ». Cette expression n’est pas
suffisamment précise pour comprendre de quel pnoblié s’agit. Ici, nous ne pensons pas a
un probléme de corruption qui serait plus importarg des erreurs de traduction ou de copie.
En effet, il s’agirait d’'une réorganisation deslgemes, ce qui est peu probable.
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Le probléme auquel AbBakr renvoie peut étre #32 qui est symétrique 8 §Bémes

conditions avec la longueur a la place de la lang€le probleme précéde évidemment #39 et
propose, a la suite de la procédure pré-algébriguaditionnelle », une procédure algébrique.
De plus, aucun autre probleme entre #32 et #3%am@pe une résolution algébrique. Ce qui

pourrait expliquer la formulation alambiquée diABakr.

Probléme #40
Lxd =80, | = 6. Diagonale et longueur ?
80 - 80x80=6400 Lxd - (L><d)2
6 - 6x6=36 | |2
2
36 . S0=18 2
2 2
18 . 18x18=324 |2 12)?
-3
324 - 324+6400=6724 12)? 12)?
— | - |—= +(L><d)2
2 2
6724 -, ,/6724=82 12)?
- (?j +(|_><d)2

82 - 82+18=100

La diagonale est 10. N

82-18

J
- !
J
J

— V82_18 = L |2 2 2

La longueur est [8]. R (Ej +(Lxd) _(Ej =L
Probleme #40’

dxl =60, L = 8.

Méme méthode que précédemment [#40].

Procédure algébrique :
La méthode selon I'algébre est sans difficulté.

Remarque :
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Abi Bakr précise que la procédure algébrique esterdeg et ne la détaille pas. Or, la mise
en équation qui aurait pu étre la sienne en posaria largeur donne ['équation

x* +64x* = 3600 qui n'est pas aussi immédiate que les précédentes.

Probleme #41
|+ A=54,L =1+ 2. Longueur et largeur ?

1+2 - 3

21 _, 21+54=561

56

NI

565 -11=6=I
La largeur est 6.

6+2 - 8=L
La longueur est 8.

1+e

1+eﬁ%@+@

%(1+ e) - (%(1+ e)j2
[1@+af i)

1+e +(1 +A)

1+e +(1+A)-

;@+@:|

Procédure algébrique :

Six est la largeur, la longueur est alors
xx (x+2)=x2 + 2x

XZ 42X » X2 +2x+ x=x* +3x

X? +3x=54

2

Méme résolution que précédemment [en algebre].

Remarque :

Le coefficient 1 de la premiére étape correspondoafficient dd, c’est-a-dire au nombre de

cOtés ajoutés a l'aire dans I'équatibh A =54. Le probleme suivant est le symétrique de
celui-ci avec la longueur a la place de la largeur.
La remarque « procéde selon ce qui est exposédadraent » ne renvoie pas aux problémes
précédents en tant que tels mais davantage augdanas algébriques qui y sont développées.

Elle peut aussi renvoyer a un traité d’algébrepyacéderait le texte d’AbBakr.

Probleme #42

L+ A=56,L=I+ 2. Longueur et largeur ?

56-2 =54 (L+A)-
1+2=3 l+e
188
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3_,, 1
L 2=11 l+e - =(1+e
- 1+
11 L 1ix11=21 2
PR La+9) - (09
2 2
24 - 24454256, (1(1+e)j2+(L+A)_
2
56+ - /561 =73 1 2
S =@+e)| +(L+A)-
20+9)] +(+A
7% - 73-14=6=] 1, Y 1
La largeur est 6. - (E(“e)j +(L+A)—e—§(1+e):l
Procédure algébrique :
La méthode selon I'algébre est facile.
Probleme #43
20+ 2L+ A=76,L =1+ 2. Longueur et largeur ?
2 (L-1)x2=4 2xe
4.76-4=72

S (2 +2L+A)—exg

n+2=4+2=6 si n est le nombre ded4+e

cotés.
6 2=3 4+e 2*8
2 2
3-3x3=9 4+e (4+ej2
9. 72+9=81 2
. [2 +2L+A)-ex2]+ (4—;’3j
81 /81=9 2
\/[ 21 +2L + A)-ex 2]+ (4;‘9)
9.9-%-6= 4+e)° 4+e
5 S l@+ 2L+ A)-ex 2]+ o) 5 !
La largeur est 6.
6+2=8=L l+(L-1)=
La longueur est 8.
Procédure algébrique :
Six est la largeur, la longueur est alors , 2
xx (x+2) = x? +2x
X2 42X o X% +2x+(4+4x) = X2 +6x+4
X? +6x+4=76
Résoudre a l'aide de I'algorithme de I'équationType 4.
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Remarque :

Le probleme #43 est dans le prolongement des prasé38, #41 et #42 lorsque l'auteur
ajoute une quantité de cbtés a l'aire. Cette fgisit ajoute le périmetre (les quatre cbtés) a
I'aire du rectangle.

La procédure d’Ab Bakr est trés précise et identifie clairement demntités comme le
nombre de c6tés, I'exces de la longueur sur laelatgbndAbdin propose le méme probleme,
[A26], avec la méme procédure sans étre aussipgécAba Bakr.

Probleme #44

A—-1=42,L =1+ 2. Longueur et largeur ?

2-1=1 e-1

1% (e-1) - L(e-1)

1 1.1 1 2
2722 4 S~ (G-

1 1 2

PR At ~(3e-1) +(a-n)

egﬁeg—%:azl

423 ., [421 =61
2

La largeur est 6.
[6+2=§] l+(L-1)=L
La longueur est 8.

Procédure algébrique :
Six est la largeur, la longueur est alors
xx (x +2)=x2 +2x

X2 +2X > X2 +2X—X= X2 + X

X2 +x=42
1.1
2
1 1 1 1
L, —X—==
2 2 2 4
1_>1+42_>,/1+42
4 4 4
d E‘|'4-2_£:6
4 2
X=6

La largeur est 6.
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6+2=8.
La longueur est 8.

Remarque :
Ce probléme et les deux suivants correspondenipealdémes #38, #41-#43 en prenant la
différence entre I'aire et un certain nombre desdLes procédures sont équivalentes.

Probleme #45
A—-L=40,L =1+ 2. Longueur et largeur ?
2+40=42 e+(A-L)=A-I
2-1=1 n

e—_

4

12 (=) - S(e-1
1 1.1_1 1 2
2722 4 S~ (G-
1 1_ 1 2
Z - 42+Z_42% - (E(e_l)j +(A_|)

6%—»6%—%=6=I

421 [421 =61
2

La largeur est 6.
6+2=8= l+(L-1)=L
La longueur est 8.

Procédure algébrique :
La méthode selon I'algébre est facile.

Probleme #46

A—-(2I+2L)=20,L =1+ 2. Longueur et largeur ?

2x2=4 2xe

4 - 20+4=24 (2xe) - (2xe)+(A-2L-21)

[4 - 4-2] 4 4-e

2—»2:1 4_e—>4;e

2 2

1-1x1=1 4-e 4-¢e 2
2 ﬂ( 2 j

15 24+1=25 4-e)
—>(2><e)+(A—2L—2I)+(—j
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25—»\/2_5:5 _ 2
_>\/(2xe)+(A—2L—2I)+(%j

5_5+2=6=| 4-e)’  4-e

TNTS TS - (2xe)+(A—2L—2I)+( > j re— =l

La largeur est 6.

6+2=8 l+(L-1)=L

La longueur est 8.

Remarque :
A l'image du probléme #43, AbBakr soustrait ici le périmétre du rectangle a soe.

Ibn 0Abdin propose, avec [A23], le méme énoncé avec les mé&menées numeérique et la
méme procédure. Sa démarche est intéressantedéariil une étape intermédiaire entre a 2
et la 3 qui justifie le coefficient 2 ensuite utilisé est la différence entre le nombre de cotés
du quadrilatére et I'excés de la longueur surigdar.

Cette étape est absente dans la version que nawms aw texte d’Ab Bakr. Ce peut a
nouveau étre une omission du copiste arabe oy @tidu traducteur.

Ibn 6Abdin poursuit avec deux autres exemples, [A24] et JABGi ne sont pas chez Ab

Bakr. Il généralise le procédé précedent en coremitide cas limite ou I'exces est égal au
nombre de cété. Il considéere ensuite le cas owcésxest supérieur au nombre de cbtés. Le
calcul de la difféerence est renverse.

Il faudrait donc comprendre : « Prendre le nomlere@tés du quadrilatére, prendre I'exces, et
retrancher le plus grand du plus petit. »

Probleme #47
l+L+d :4—28 , A =48. Longueur et largeur ?
48 4
2
24 . 24x24=576 |+L+d - (+L+d)
48 - 48x2 (I +L+d)? - 2x(1+L+d)
—~ 576-48x2=480 . (|+|_+d)2—2xA
480 - 280 240 (+L+df-2xA
2
240 - 240+24=10=d 1 2
La diagonale est 10. 2((|+L+d) _ZXA)_d
l+L+d
24 - 10 = 14 (+L+d)-d=1+L
Donc,| + L = 14,
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La formulation de I'énoncé d’Ab Bakr pose question. En effet, pourquoi introduitai

moitié de 48, et pas tout de suite 24 ?

Un élément de réponse est peut-étre cheiAbuun. En effet, ce dernier fournit un probléme

équivalent avec [A30] dont I'énoncé esk+ 2L +2d =

et les étapes de la procédure sont les mémes.

Probleme #48
|+L+d=24,L=1+ 2. Longueur et largeur ?

,#8=48. Longueur et largeur ? »,

24x24=576
576 - 576x2=1152
1152 - 1152+(L —1)x(L 1) =1152+2x2=1156

1156 - ,/1156=34

34 -, 34-24=10=d
La diagonale est 10.
Poursuivre avec la méthode précédente.

(+L+d) - (1+L+d)
(+L+d)* - 2x(1+L+d)
S 2x(1+L+d)* +e€?

L2x(+L+d)? +€

Ly2x(+L+d)P+e? —(1+L+d)=d

Procédure algébrique :
Six est la largeur, la longueur est alors , 2
X+X+2

24-(2x+2) = 22— 2x

xx X +2x2=(22-2x)x(22-2x)
|x? + 4 = 484-88x+ 4x?]

[3x? +88x = 480

[Type 4]
[x=¢]
La largeur est 6.

6+2=8
La longueur est 8.

Remarque :

« Ce qui précede » est sans doute le probleme @28 ldquel on a la diagonale et la somme

des deux coOtés.

Ibn 6Abdin donne un probléme équivalent, [A28], mais dognidncé est différent.

Il donne la somme des co6tés et des deux diagoggkds a 48, il est ainsi cohérent avec le

probleme précédent.

Probleme #49

d=L+2,L=1I+ 2. Diagonale, longueur [et largeur] ?

2x5=d
La diagonale est [10].
2x4 =L
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La longueur est [8].
2x3=|
La largeur est [6].

Procédure algébrique :
Six est la largeur, la longueur est alors  etde diametrex+ 4

{inxz) x (x+2)

xx X+ (x+2)x(x+2) = 2x? + 4x + 4

(x+4)x(x+4)= x> +8x+16
2X° +4x+4=x* +8x+16
2x% = x? = x?
16-4=12
8x—4x =4x

X? =4x+12

L’algorithme de résolution de I'équation de typddhne :
4 ﬂ =2
2
2 5 2x%x2
- 2x2+12=16

16 - +16=4
4, 4+2=6

[X =6]

La largeur est 6.

6+2=8
La longueur est 8.

6 +4=10.
La diagonale est 10.

Remarque :
Abt Bakr utilise le premier triplet pythagoricien (3; 5) comme proportion pour le triplet

(largeur, longueur, diagonale) qui forme un tri@ngictangle.
Il faut noter que I'excés entre les éléments dumpee triplet pythagoricien est 'unité. En

multipliant par 2 (le nouvel exces), AlBakr donne un nouveau triplet pythagoricien dont
I'excés est construit pour étre 2.
Abi Bakr précise que cette méthode n’est valable gles £xcés sont égaux. En effet, si les

exces ne sont plus égaux, alors le triplet n’ass ph proportion avec (3 ; 4 ; 5).
La preuve algébrique n’est qu’une transcription lderelation de Pythagore pour la
détermination de la diagonale.
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Probleme #50

L-I=d-L d=10. Longueur et largeur ?

10,10
2 2

10x10-25=75

75 - 75—%X75: 60

2x2 ., 2x2+60=64

64 - /64=8

8- 8-2=6=I
La largeur est 6.
10-6=4
a4

2
2,6+2=8=L
La longueur est [8].

Procédure algébrique :
Six est la largeur,
1C-x

(5+fjx[5+5j+xxx:10x10
2 2
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B 2
25+ 5x+5% = 100}

- 2
5L+5)(:75:|
4

x2 +4x = 60|
[Type 4]

X=6

La largeur est 6.

Remarque :

Le probleme est un prolongement au probléme prétcaale les exces sont égaux mais pas
explicitement quantifiés. Etant donnée I'égalités aaxces, les conditions du probléme #49
sont réunies, c’est-a-dire que le triplet (largéomgueur, diagonale) est dans le rapport (3 ; 4 ;
5). Comme la diagonale est 10,iABakr pouvait prétendre que le triplet désiré deadouble

de premier triplet pythagoricien entier, a sav6ir 8 ; 10). Mais, il choisit une autre méthode
plus complexe qui nutilise pas les rapports, maie démarche pré-algébrique comme pour

les autres problemes.

Ce type de probléme ne se retrouve pas dans lesdektes arabes connus, nous ne pouvons
donc pas établir d’analyse comparative qui nougnpdrait de mieux comprendre la

démarche d’'Ab Bakr.

Probleme #51

% = IE d = 10. Longueur et largeur ?

10 - E =5 d - g
2 2

5 - 5x(5x5)=125

125, J/125-5=|
La largeur esty125-5.

Deux méthodes pour trouver la longueur :

a.
J125-5 - (J125-5)x10

N w/(\/125—5i><10 =L

La longueur est/‘\/125—5j><10 .

| - Ixd
Ixd - A/l xd =L

b.

{(\/ES—S)X(\/ES—S) 1?
10%x10 d?
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10x10- (y125-5)x (\125-5) ESE
- J10x10-(125-5)x [y125-5) = L LA -7 =L

La longueur est\/lo2 - (\/1_25—5)2 :

Remarque :
Les deux démarches pour la détermination de lauewmgsont vraiment différentes. Dans la

premiere, Al Bakr utilise explicitement la propriété de la loegr comme la moyenne
proportionnelle entre la largeur et la diagonal@an® la seconde, il utilise la relation de

Pythagore.
Probleme #52
d—-L=L-1=¢e exd=20. Longueur et largeur ?
20x5=100 exdx5
100 - \/100:10=d —>\/exdx5:d
ezg) oz exd
10 d
e=2
La diagonale est 10.

Le probléeme se ramene au probleme suivant :

Probleme #52’
d=10,d-L =L —-1=2. Longueur et largeur ?
Les problemes précédents donnent la solution [eicpker, #50].

Remarque :
Les exces entre la diagonale et la longueur d’'ame pt entre la longueur et la largeur d’autre
part sont égaux ; hous sommes dans les condite#gl®. Le triplet est donc proportionnel a
(3;4;5).
L’algorithme repose sur la relatiorbxexd =d* ou e peut étre considéré comme le facteur
de proportionnalité entre le triplet (L ;) et (5; 4 ; 3).

L 41 _ 3 L I _L-I_e_4-3_1

En effetbe=dcar—=—=;, - =" =>—-—=——=—=—"="-,
d 5d 5 dd d d 5 5
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[CHAPITRE SUR LES LOSANGES]
Soientc coté,d diagonale courtd) longue diagonalél aire.

Probléeme #53
D=16,d=12,c=10. Aire ?
A =96, (d,D) ~ A=2xg
2
(@.D) - A=9xD
2
Remarque :

Le probléeme est surdéterminé avec la donnée du aotd qu’elle n'est pas utile pour
déterminer l'aire d'un losange. De plus, elle sded@ine facilement a partir de la
connaissance des deux diagonales, ce qu’il fetbau

Probléeme #54
A =96,D = 16. Diagonale courte ?

96+%5= (A D)~ A+==d

La diagonale courte est [12].

96+1—22=16:D (A d) - A+==D

La longue diagonale est 16.

Procédure algébrique :
Six est la diagonale courte,

x><£5 =8x=96
2

x=12

Remarque :

Notons ici que la terminologie d’AbBakr trahit sa conception du trapéze comme un la

moitié d’un rectangle de longuebDret de largeud. En effet, la diagonale courte (resp. longue)
est nommé le c6té court (resp. long). Ce « lapsest>stable pour ce probléeme mais ne se
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retrouve nul part ailleurs. A notre avis, le prob&#57’ renvoie aussi au chapitre sur le

rectangle.
Probléeme #55
c =10,d = 12. Longue diagonale ?
2
Ehe - [2)
2 2 2
cxc =100 c o c?
100-36=64 d)?
- 3)
64 - \/64=8 . (dY
— C - —
2
8 — 8X2 = D d 2
La longue diagonale est [16]. - 2x.|c? _(Ej =D

Procédure algébrique :
Six est la diagonale longue,

X X

x

2 2

12 12

T x -

2 2
§x§+1_2x1_2:1)(2 +36
2 2 2 2 4

%xz +36=10x10=100

Apres restauration,
x* +144= 400
Aprés comparaison,
256= x*
X=4+/256=16

La longue diagonale est 16.

Probléme #56
D=16,d=12. Cotée ?
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Nie | o

D
X —

2

d
X —

2
2x2+gxg:100
2 2 2 2

100 - +/100=10=c
Le c6té est 10.

Probleme #57

D? +d? =400, A = 96. Diagonales courte et longue ?

4x A=384
384 _. 400+384=784

784 - \/784=28=D+d
La somme des deux diagonales est 28.

A- 4xA

4A -, D*+d? +4A

- AD?*+d*+4A=D+d

Ce probleme est alors ramené au suivant :

Probléme #57’

D +d = 28,A = 96. Diagonales courtes et longues ?

§x§=196
2 2

196 - 196-96x2=4

4. Ja=2

2 ,14+42=D

2 - 14_ 2 = d
[La diagonale courte est 12, la longue est

D+d

o+ (%3¢
SR
(5 =

2
D

2
j -2A

2
(D+d)

16

2

Remarque :

Abi Bakr énonce a nouveau « Proceéde donc selon ca guécéde » qui ne renvoie pas
nécessairement au probléme précédent alors quiaigne vue, il renvoie méme exactement

au probleme suivant !

En fait, nous pensons ici que l'auteur fait réféeemau probléme #25 relatif au rectangle ou
L+1=14, et A=48 pour lequel la procédure de résolution esntique modulo le
doublement de I'aire puisque l'aire du rectangledesible du losange correspondant.
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La présence de #58 s’expliquerait alors par lantéla’Aba Bakr de donner divers énoncés

de problémes. la résolution de #57 lui fournit €asion d’en distinguer un nouveau qui peut
étre autonome et non rattaché a un autre probleme.

Un élément terminologique est a souleveriAakr débute sa procédure en « quadruplant »
I'aire. Il définit alors ce que cela signifie, avea « multiplier par quatre », comme si le terme

n'était pas utilisé couramment.

Abii Bakr propose une procédure alternative pour résdedorobléme #57.

2 2
4_00:100 D2+d? D°+d
4 4
100 - 100+96=196 D?+d?  D+d?
- +
4 4
196 - +/196=14 D2 +d?2 D2 +d2
+A - + A
4 4
9 _ 48 ALR
2 2
14_,1_4:7 D? +d? 1( |D?+d?
2 - — + A
4 2 4
7 - 7x7=49 5 5 5 5 2
DNt N B =
2 4 4 4
49 ., 49-48=1 2
1/ [D?+d? A
- +A| ——
4 4 2
= 2
1-41=1 1( [D?+d? A
- = +A| -—
4 4 2
14 D 2
1_,_+1=8=_ 2 2 2 2
2 2 1 D" +d + A |+ 1 D" +d + A —é :ED
8 est la moitié de la longye? 4 4 4 2 2
diagonale
14 d 2
1o —-1=6=— 2 2 2 2
2 2 Y Lot g I X 5 N T S P
6 est la moitié de la diagonale? 4 4 4 2 2
courte.
Probléeme #58
A =96,d + D = 28. Diagonales courte et longue ?
96x2=192 A 2xA
2_8:14 (d+D)—> (d+D)
2
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14 - 14x14

- 14x14-192

- 1/14%x14-192=2
14+2=16=D
La longue diagonale est 16.

14-2=12=d
La diagonale courte est 12.

2
2
d+D+\/(d+Dj _2A =D
2 2
2
d+D_\/[d+Dj _oA=d
2 2

Probléme #59
d

D+d=28, D = ; Diagonales courte et longue ?

1+§ :1§
4

4
28+12=16=D
La longue diagonale est 16.

28-16=12=d
La diagonale courte est 12.

d D+d

D D
(D+d)~(o+d)+[

(D+d)-D=d

D+d
D

o

Remarque :

En fait I'unité de la 1 étape correspond a la fractlsgn afin de determlnePD;OI dont on

connait le numérateur. Il suffira alors de divisernumérateur par cette fraction, et on

déterminerd.

Probleme #60

D + d = 28,D = d+ 4. Diagonales courte et longue ?

4+ 28
4+ 28

. =D

La longue diagonale est [16].
28_ 4 - 28_ 4 = d

La diagonale courte est [12].

(D-d)+(D+d)
(D-d)+(D+d)
2

—

(D+d)-(D-d)
(D+d)-(D-d)
2

-

=D

=d

Remarque :

Ce probléme est a nouveau celui de la déterminateoxleux nombres dont on connait la

somme et la différence.
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Probléeme #61
D? +d?, A connus. Diagonales longue et courte ?

Ax4+400= 784 Ax4+(D? +d?)

784 - \784=28=D +d
La somme des deux diagonales est 28.

- JAx4+(D*+d?)=D+d
VAx4+( )

Cela revient au probléme #58.

Remarque :

La présence de ce probléme est étrange puisque eXastement le méme que #57 avec
exactement la méme procédure. La seule différenite ks deux est I'énoncé. En effet, dans
#57, il est numériquement spécifié alors que #&h a&noncé général, vérifié quel que soit

I'aire et la somme des carrés des deux diagonales.

Probléeme #62
b =11, A= 96. Diagonales longue et courte ?
d
Ax2=192 A - 2A
1=
192 - 192x11 =256 AL 2A><%
256 - /256=D D

La longue diagonale est 16.

[La diagonale courte est 12.]

- ‘/2A+2 =d
d

2ax2 ., axD =p
d d

Procédure algébrique :

Six est la diagonale courte, la grande diagonaleast 181+%X,

x><(x+£xj=x2 +}x2 =2x A=192
3 3

x* =144
X=~144=12

La diagonale courte est 12, et donc la longue@st 1

Probléme #63

% =g, A = 96. Diagonales longue et courte ?

La méthode est unique

[Ax2=192] A= 2A

A - 2Ax—

[192 - 192><:31r = 144}
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144 144=d|
[La longue diagonale est 12.]

192 - 192+§ - ‘/192+§ =16
4 4

[La diagonale courte est 16.]

2A><E . ,/2A><£ =d
D D

- 2A+£:D
D

Remarque :

Abi Bakr ne décrit pas la procédure, mais précise llguest « unique », c'est-a-dire
semblable au probléme #62 précédent avec le rapperse égal.

Probleme #64
D

— =11, D + d = 28. Diagonales longue et courte ?
d

1+13 =23

21 - 28+21=12=d

La diagonale courte est 12.
28-12=16=D

La longue diagonale est 16.

2 d+D

d d
d+D
- (D+d)+
2 ra)|

(D+d)-d=D

J=d

Procédé algébrique :

Selon l'algebre, le procédé est facile.

Remarque :

Il s’agit du méme probléme que #59 avec un rappuersé mais égal.
D’un point de vue algébrique, le probleme aboutina équation linéaire, c’est sans doute la

raison pour laquelle AbBakr juge le procédé « facile ».

TRAPEZE ISOCELE.

B la base du trapézeson sommet (ou petite bask)sa hauteur; ses cotés non-parallelgs,
la projection de ces c6tés sur sa bdshagonale e son aire.

Probleme #65
B=16,s=4,c=10. Aire ?
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B-s
B-s_ — ~=6=
5 p

Les projections somi = 6.
{po

CXC

- CXC—pXp

- JCxc—pxp=8=h

La hauteur edt = 8.
(B+§xg=80=A

L'aire est 80.

B-s _

B, -B-s-> ——=
(B.s) - B-s~===p

2

p-p

c - c?

- c?-p?

- Cz_pzzh

(&&h)»@+§xg=A

Probleme #66
s=4,p =6,h=_8. Diagonale ?

hxh
- (s+ p)x(s+ p)+h><h:164
164 - Vv164=d =123

{S+p—»@+p%45+p)

Chaque diagonale est envirh@? .

(s, p) - s+p - (s+p)
h - h?
5 (s+ p)2 +h?

= (s+pf+h* =d

Remarque :

La diagonale est irrationnelle, AlBakr en donne une valeur approchée a l'aide flertaule

pressentie dans le probléme #15 sur le carré.
L’auteur précise aussi qu'il s’agit d’'une approxtioa par exces sans donner davantage de

détails.

Probléme #67

s=4,B =16,c = 10. Restauration du trapeze ?

(B,s) -~ B-s=12
s _1

- — = —

12

1 ar 2 , . . .
3 du coté est la partie manquante pour compléteajpeze en triangle.

Remarque :

L’'opération visée est la restauration du trapéaedke en un triangle. AbBakr désire que les
deux cotés inclinés se rencontrent en un uniquet ppii serait le sommet principal d’'un
triangle. Notons que le terme utilisé pour la restion estrestauratio qui est aussi la
traduction dgabr de I'opération algébrique correspondant a la ueateon d’une équation.

Ce probleme ne fait pas partie des problemes éiajgebriques.
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Sa résolution est fondée sur la proposition deselgproportionnelles, sans que ce soit
explicite dans le texte

Ibn 6Abdin propose le méme énoncé, [A49], avec les mémesédsnmais la procédure de
résolution est différente. En effet, il ne calcpes explicitement le rapport de section comme
le fait Aba Bakr, mais détermine directement la longueur desorceaux » a ajouter pour
restaurer les cotés inclinés.

Probléeme #68
s=4, B= 16. Ou se rencontrent les diagonales sur la haatpartir du sommet ?

(s,B) -~ s+B=20

20 = i :i :E
20 20 5

Probléme #68’

s=4, B= 16. Ou se rencontrent les diagonales sur la haatpartir de la base ?
B_16_4

20 —=—=—
2C 20 5

Remarque :

Le probleme #68’ est le complémentaire du #68pdmt d’intersection des diagonales est
situé au cinquieme de la hauteur en partant du s@on aux quatre cinquiemes en partant

de la base.
La procédure repose a nouveau sur le théoremegies lproportionnelles (H. VI. 2) :
s . . : o :
%:TB si h, est la partie de la hauteur entre le point d’seetion des diagonales et le
S
sommet. Cela donne l'intersection des diagonalesashiauteur, au cinquieme en partant du
sommet.

®(El., H. VI. 2) : «Si une droite est menée paralléle & I'un des céitén triangle, elle coupera les cotés du
triangle en proportion ; et si les c6tés du triaeglont coupés en proportion, la droite jointe emd®[points de]
section sera paralléle au c6té restant du triangle [Vitrac, 1990], vol. 2, p. 159.
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De méme en partant de la base, avec la rela%ion

B
s+B

si h, est la partie de la hauteur

entre le point d’intersection des diagonales étlse. Cela donne I'intersection des diagonales
sur la hauteur, au quatre cinquiémes en partalat oiase.

Probleme #69
c=10,h=8,s=4. Base ?

CXC c-c?

hxh h - h?

- cxc—hxh 4 c2-h?
—»«/CXC—hXh=6=p . /C2_h2=p
La projection esp = 6.

6x2=12=2p p - 2%xp

12 . 12+4=16=B 2p - 2p+s=B
La base est 16.

Probleme #70

c=10,h=8,B=16. Sommet ?

cxc =100 c - c?

hxh h - h?

- cxc—hxh S c2-h?
—»«/CXC—hXh=6=p . /C2_h2=p
6 - 6x2=12=2p p-2xp

12 . 16-12=4=s 2p - B-2p=s
Le sommet est 4.

Probleme #71

s+ B=20,h=8,c=10. Base et sommet ?

CXC c-c?

hxh h - h?

- cxc—hxh=36 L c2-h?

36 - v/36=6 L JcE-ht=p
6 . 6%x2=12 p - 2%xp
12 - 20-12=8=2s 2p - (s+B)-2p=2s
8a§:4:s 23—>§=s

2 2
Le sommet est 4.
20-4=16 8 (s+B)-s=B

La base est 16.
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Probleme #72
d =122,s=4,c=10. Base ?

125x12% =164
{cxc
164-cxc=64

64 - 64+s=16=B
La base est 16.

d - d?
c - c?
~d*-c
L (d2-c?)+s=B

Probleme #73

d =122, h=28,c=10. Sommet ?

123x122 d - d?

{hxh h - h?

164-hxh S d?2-h?

- 4/164-hxh =10 _ +d?=h?

C - CXC c o C?

. cxc—h? o Jexc—-h? =6 - ¢*-h’
. lcz_hz

10-6=4=s _}\/dz_hz_\/cz_hzzs

Le sommet est 4.

Probleme #74
sxB =64, sxh=32, A=80. Sommet, hauteur, base ?
32_1 sxh _h
64 2 sxB B
11,11 ho(hY
2 2 2 4 B |\B
32.32-16 |, 5xh
2 2
16 - 80-16=64 A sxh
- 2
1 2
64 - —x64=16=B (A_sxhj (Ej x( _sxhj_B
4 - =
2 B 2
La base est 16.
64-16=4=s (sxB)+B=s
Le sommet est 4.
Autre méthode.
%16 sxh _ X0
2 2
16 -~ 80-16=64 sxh A sxh
2 2
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64 - \64=8=h A_S<h_
La hauteur est 8. - -
32+8=4=s (sxh)+h=s

Le sommet est 4.

Remarque :

Ces deux résolutions posent un probléeme car elesont pas généralisables a tout trapéze
isocele comme pour les problemes précédents.

En effet, elles sont vérifiées si et seulementadiduteur du trapeze est la moitié de la base
comme I'énoncéeé le propose.

Probléme #75

A=80,h=8,s=4. Base ?

A+s=20 (A's) - A=s

20 - 20-4=16=8B A+s - A+s-s=B
La base est 16.

Autre méthode.

4x2=8 (S, h) R Sx(gj:h
8 -~ A+8=10 ~ A=h

10 - 10x2=20 A<h - (A=h)x2
20 - 20-4=B - (A+h)x2-s=B

La base est [16].

Remarque :
Abi Bakr donne deux méthodes pour résoudre ce probj@im@ont pas la méme valeur. En

effet, la premiere procédure repose sur I’idenﬁés: B qui est vérifiée si et seulement si
S

h =2s qui sont bien les conditions de I'énoncé. La deme procédure, quant a elle, est
différente car elle reste valable pour tout trapepeel qu’il soit. En effet, il suffit de

considérer le premier facted@r=— comme dans la procédure généralisée.
S

Probleme #76
A=80,h=8,B=16. Sommet ?

LY (Ah) - AsD
2 2

20 - 20-16=4=s ~h ~h
Le sommet est 4. "9 ' -B

Remarque :
Ce probleme est équivalent au précédent en remmtldgasommet par la base. @lBakr
appligue alors une troisieme procédure issue @neeht de la détermination de I'aire d’'un
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trapeze. Cette procédure est vérifiee quel qudestiapeze. Il est étrange que cette procédure
apparaisse troisieme des procédures possibleqlers’est la plus simple.

Probleme #77

c=10,h=8,B =16. Sommet ?

hxh =64 h o h?

64 - 64+B=s h> - h*+B=s
Le sommet est [4].

Autre méthode.

cXC c - c?

hxh h - h?

cxc—hxh - vJ/cxc—hxh c?-h? o 4Jc?-h?

— ZX\ICXC_hXh:].Z N 2X",C2_h2

12 . 12-h=4 L 2x /CZ_hZ_h:S
Le sommet est 4.

Remarque :
Abi Bakr propose, a nouveau, deux procédures dissiqobeir résoudre ce probleme. Les

deux ont un handicap majeur : elles ne sont paérgksables a tous les trapezes isoceéles.
2

. , h <
En effet, la premiere méthode repose sur la reia%éez s, C'est-a-dire qué est moyenne

. L R Lo s 1
proportionnelle dd ets. Précisons que les deux problémes preceden% QHH = > en sont

des cas particuliers. La seconde méthode utilismniga elle, la relatiop-h=s
équivalente @8 —h = 2s, ce qui est vérifié par le trapéze précédent.

Ces problémes ou la généralisation de la procéuast pas validée sont tres étonnants. lls ne
semblent pas répondre aux méme objectifs que belnlsedes autres problémes. De plus, ils
ne se retrouvent dans aucun autre texte arabe connu

Probleme #78
s=4,h=8,B = 16. Diagonale ?
s+B=20 (s,B) - s+B
20 , 20 s+B . 3*B
2
20 20 s+B (s+BY
2 2 2 2
hxh h - h?
2
a§x§+hxh R s+B +h?
2 2 2
210
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- §x§+hxh:d
V2 2

La diagonale eslt\/164J

Remarque :

Abi Bakr ne donne pas la valeur de la diagonale qupasailleurs explicitement utilisée
dans le probléme suivant. Ici, il se limite a lagg&dure qui la détermine sans en donner une

valeur approchée.

2
. [ s+ . : .
Cette procédure utilise la relatl{ﬁsz—Bj +h? =d? qui provient de la transformation du

trapéze en un rectangle de longueur la demi-soneadases et comme largeur la hauteur du
trapeze. Alors, la diagonale du nouveau rectargglaaliagonale du trapeze si et seulement si

le trapéze est isocéle.

Probleme #79
d =4164,s=4,c=10. Base ?
\V164x+/164 =164 d - d?
cXC c - c?
- 164-cxc ~d*-¢c?
- (164-cxc)+4=16=B d’-c’ o
La base est 16. T T
Probleme #80
d =4164,c=10,B=16. Sommet ?
Méme méthode que probléme #79.
64_ d*-c? _
B B S
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TRAPEZES QUELCONQUES (LARGE).
B la base du trapézeson sommet (ou petite bask)sa hauteurg, et c, les deux cotés non-

paralléles(c1 < cz), p (resp.P) la projection du plus petit (resp. grand) cot@-paralléle sur
sa based (resp.D) sa petite (resp. grande) diagonalé sbn aire.
S

Probleme #81

s=4,B=18,c =13, ¢, =15.

Pour connaitre I'aire d’un tel trapeze, il faut naftre sa hauteur qui est déterminée a partir de
la connaissance des projections.

C - G XC C - C12
C, - C, XGC, c, — 022
-~ C,XC, —C; XC, =56 - ¢, -¢’
56 - > = 28 Le'-a’
2 2
28 - 28+(B-s)=2 . Eii&i-ﬁB—ﬂ-C;_qz
2 2(B-s)
- _ 2 _ .2
2_>2+(B Sj:p (B SJ+C2 ¢ _p
2 2 ) 2(B-s)
La longue projection est [9].
- _ 2 _ .2
2_>(B_Sj_2:p N B-s)_¢ C1:p
2 2 ) 2(B-5s)
La courte projection est 5.
Pp- pxXp p - p2
P_ PxP b _ p?
C - G XC c - C12
C, —» C, XC, c, - C,’
(CZ’P)_’ C,XC, —PxP (CZ,P)—> C22—F’2
- 4/C,XxC,—PxP =12=h L dcZ-p?=h
La hauteur est 12. ’
ou ou
(Cl’ p) - G XC —pxp (Cl, p) - Clz— p2
- yJe,xe - pxp=12=h
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Remarque :
Abt Bakr décrit avec précision les démarches pourrhiter I'aire d'un trapeze quelconque

avec la détermination des projections puis de laeha. Mais, il ne donne pas la procédure de
calcul de l'aire d’'un tel trapeze.

Probleme #82
A=132,h=12,s=4, Base ?
(A h) - A+h

- 2x(A=+h)

- 2x(A+h)-s=B

[La base est 18.]

Remarque :
L’algorithme décrit par Ab Bakr est tres formel. Aucun calcul n’est effecthent réalisé.

Cette procédure pose néanmoins un probleme logiguBauteur utilise la formule de I'aire
d’une trapéze quelconque qu’il ne donnera qu’ablgroe #84.

Probleme #82’

A =132,h=12,B[= 18]. Sommet ?
(A h) =~ A<h

- 2x(A=+h)

- 2x(A+h)-B=s

[Le sommet est 4.]

Probléeme #83
s=4,B =18, ¢, =13, ¢, =15. Longue et courte projections ?
(B,s) - B-s=14 (B,s) -~ B-s
14—»14X14 B_S_)(B_S)2
13 - 13x13 ¢ - ¢’
— 14X14+13X13:365 N (B_S)Z _C12
365 - 365—15)(15: 140 N (B — 8)2 _ C12 —_ sz
140 - 0= 79 (B-sf-¢’-c”

2 2
70 - 70+14=5= _Q _p2_n2

. .p - (B S) G C, +(B—S)=

La courte projection est 5. > P
5.5+4=9=P |- B-(p+s)="P]
La longue projection est 9.
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Remarque :

Le probleme propose explicitement la méme demangedans #81. Les étapes des deux
procédures sont néanmoins différentes : la dernmémanche un a un le carré des cétés
inclinés alors que dans #81, la somme des cargésaiés est retranchée en bloc .

Ici, la derniere étape, pour déterminer la longugegtion, est erronée. En fait, la somme
p+s donneB-P. Il faudrait en fait retrancher cette sommeBd& I'on veut obtenilP. Ici,

nous sommes dans le cas particulier BrB, donc la réponse reste juste, mais la procédure
n'est pas générale.

Probléme #84
h=12,B=18,s=4. Aire ?
(B+s)

B+s - (B+s)xg:132 ou hx===*=132

L'aire est 132.

Probleme #85
s=4,p=5,P=9,h=12. Longue et courte diagonales ?
Pour déterminer la longue diagonale,

s+P=13 (s,P) - s+P
13 - 13x13=169 s+P _ (s+P)
hxh=144 h - h?
144+169=313 - h?+(s+P)

313 - 4/313 S Jh?2+(s+P) =D

La longue diagonale esf313.

Pour déterminer la diagonale courte,

s+p=9 (s, p) > s+p
9x9 S+p - (s+ p)2
{hxh h_ h?
9%x9+hxh=225 . h2+(s+ p)2

225, 4/225=15 L Jn(s+p) =d

La diagonale courte est 15.

Probleme #86

s=4,B = 18. Lieu de rencontre des diagonales sur la hawteuestauration des cbtés du
trapeze ?

Mémes procédures que pour le trapeze [isocele].

Remarque :
Abi Bakr fait ici référence aux problémes #67 et #&68cernant le trapeze isocele.
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Probleme #87
c, =13, c, =15, h=12,s=4. Base ?
GG ¢ ¢
hxh h - h?
- ¢, %xc, —hxh ¢’ -h?
- /¢, x¢, —hxh c?2 —h?
- 1
C, XC, C, » G
hXh h—> h2
C,xC, —hxh - ¢, —h?
- 4/C, XC, —hxh Lo on?
2
~ /¢, xc, —hxh+,/c, xc, —hxh Jo2 —he 4 g2 -1
- 2 1
~ e, xc, —hxh + /¢, xc, ~hxh+s=B =18 L yJc,2-h +\c2-h’ +s=B
La base est 18.

Probleme #88

c, =13, ¢, =15,h=12,B=18, p = 5]. Sommet ?
15x15 C, - (;22
{hxh h - h?

15x15-hxh=81 L2 -h

81 4/81=9 N P
9. 9+5=14 7 —nt+p
- 2

14 - B-14=4=s [ |2 _he2 _
Le sommet est 4. ~ B ( ¢, -h +pj—s

Remarque :
La procédure est classique mais elle nécessitnlaatssance de la courte projection qui n’est

pas donnée dans I'énoncé. tABakr reprend la valeur des problemes précédemts ksa
calculer.

Néanmoins, mathématiquement, la donnée dardétermine le probléme puisquest peut
étre calculée a partir dg et h en utilisant la relation de Pythagore comme d&#8% £’est
sans doute la raison pour laguelletABakr ne mentionne pas cette grandeur au titre des
connues.

Probleme #89
c, =13, ¢, =15, A=132,sxh= 48 Sommet et base ?
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S A-48 ~ A-sxh
15 -
- (A-49)+2 . (A-sxh)+ & = 2x(Azsxh)
2 c,
(r-28)-Bo11; , 2x(A-sxh)
2 .
114x11¢ 2x(A-sxh))’
13x13 B c,
c, - ¢’
13x13_11%x11%:43%§.% ) 2x(A—S><h) 2
— Cl _(—j
C2
43123~ [a3151=63 Lo _[2x(A-sxh)Y
1 C2
3 —-f3=8g2
62 . 15-62=82 . (2x(A-sxh))’
— CZ_ Cl - C—
2
82x82 2
52073 2 ZX(A_SXh) 2
112x112 ol A
2

- 82x82+11ix113 2

~ > » [2x(A-sxh) ? 2x(A-sxh) 2
_’\/8%><8%+11%X11%:14 =Gy G T . + e
La différence entre la base |et ? ?
le sommet est 14. \2 ,

\/ 2 (ZX(A_SXh)j (2x(A—sxh)j _
- GG | +| ——| =B-s
C, C,

[—» A—48] -~ A-sxh

14 . B-s_
84+-""=12 - (A—sxh)TT_h

2
La hauteur est 12.
48+12=4 = (th)+h=5
Le sommet est 4.
14 +4=18 —»(B—s)+s:B

La base est 18.

Probleme #90

s+B=22,A=132. Hauteur ?

A+(S+BJ:A+11:12 A+(S+Bj:h
2 2
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| La hauteur est 12.

Une autre méthode pour déterminer la hauteur.

A+22
S 2x(A+22)=12
La hauteur est 12.

A=(s+B)
- 2xA+(s+B)=h

Procédure algébrique :
Soit x la hauteur.

)(X2—2 =11x
2

1Ix=A
x=12

Probleme #91
A=132.h=12,s=4. Base ?

A+12
- 2x(A+12)

- 2x(A+12)-s=B=18
La base est 18.

(A h) -~ A+h
- 2xA+h

- 2xA+h-s=B

Probléme #9171’
A=132,h=12,B=18. Sommet ?

A+12
- 2x(A+12)

- 2x(A+12)-B=s=4
Le sommet est [4].

(Ah) -~ A+h
- 2%XA+h

- 2xA+h-B=s

Probleme #92
D =+313,h=12,c, =13. Base ?

\/313x+/313=313
{hXh

- 313-hxh

— 4/313-hxh
13x13
{hXh
- 13x13-hxh

- 4/13x13-hxh

\J313-hxh++/13x13-hxh =B =18
La base est 18.
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Probleme #93
d=15h=12,c, =15. Base ?
15x15 d - d?
hxh h - h?
- 15x15-hxh - d?-h?
- +/15x15-hxh . +d?-h?
15x15 c, - (;22
hxh h - h?
- 15x15-hxh ~ ¢, —h?
— v/15x15-hxh L \Je,? -h?
V15x15-hxh +16x15-hxh=B=18 | _ /42 —h? +,/c,’-h? =B
La base est 18.

Probleme #94
h, p, P donnés. Cotés long et court ?
{hXh
pPxp
hxh+pxp - Jhxh+ pxp=c
hxh
PxP

hxh+PxP - vhxh+PxP =c,
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TRAPEZES RECTANGLES.

B la base du trapéze son sommet (ou petite bask)sa hauteurs le c6té inclinéd (resp.D)

sa petite (resp. grande) diagonalé&sbn aire.

h C
B

Probléme #95
s=2,B=8,h=8,c=10. Aire ?
s+B=10 (s,B) -~ s+B
10 - 10x " = 40 .q@+5yﬂ

2 2
L'aire est 40.
Remarque :

Abi Bakr fait remarquer que dans le cas du trapezeangle, un des deux cotés non

paralleles — celui qui n’est pas incliné —, edtdateur du trapéze.

Dans la suite, les problemes sont résolus aveenkses procédures que pour le trapeze

quelconque.
Probleme #96
s+B=10,h=8,c=10. Sommet et base ?

CxC c-cC

hxh h - h?
cxc—hxh=36 S c2-h?

36 - /36 =6 L AJc?—n?
6—»10_6:4 (S+B) /C _
4—>ﬂ:2 (S+B)_ ¢ =S

2 - 2

Le sommet est 2.
2+6=8 L, s++/c? —h?
La base est 8.

Probléme #97
A=40,h=8,s=2. Base ?
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A+h

- 2x(A+h)

- 2x(A+h)-s=B
La base est [8].

Probleme #97’
A=40,h =8,B=8. Sommet ?
La méthode est la méme que précédemment

[A=h] (A h) - A=h

[ 2x(A=n)]=10 [ 2x(a+n]
10-B=s=2 - 2x(A+h)-B=s
Le sommet est 2.

Probléme #98
s+B=10,c=10,h= 8. Sommet et base ?
10x10 c - c?
hxh h - h?
10x10-hxh L c2-h?
— 4/10%x10-hxh ~c?-h?
—~ 10-+10x10-hxh =4 - (s+B)-+c?-h?
4_,ﬂ:2:s (S+B)_ Cz—hz_
2 - =S
2
Le sommet est 2.
2++410x10-hxh=2+6=8=B s++/c2-h? =B
La base est 8.

Probleme #99
s=2,h=8,B = 8. Diagonales longue et courte ?
Pour déterminer la diagonale courte.

2x2 s §°

{8><8 h o h?
2x2+8x8=68 o s +h?

68 - /68 =d L2 +h? =d
La diagonale courte est68 .

Pour déterminer la longue diagonale.

hxh h - h?

{BXB B _ B2
hxh+BxB =128 - h? +B?

128 - 128=D Jh?+B2 =D

La longue diagonale est128.
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Probleme #100
s=2,B = 8. Restauration du trapéze ?
Méme procédure que précédemment.

Probleme #101
A quelle distance les diagonales se coupent-dllehauteur ?
Méme procédure que précédemment.

Probleme #102
c=10,h =8,B = 8,s= 2. Restauration du trapéze ?
[Méme procédure que précédemment.

Remarque :
les trois problemes #100-#102 se raménent aux gadd #67- et #68 relatifs au trapézes
isoceles.
Probléme #103
s+B=10,h+c=18,A = 40. Hauteur, coté incline, base et sommet ?
s+B
A+ =A+5=8 (A s+B) - A+(S’;Bj=h
La hauteur est 8.
18-8=10 ~ (h+c)-h=c
Le coté incliné est 10.
hxh h - h?
cxc c-c?
—~ cxc—hxh ~c?-h?
— y/exc—hxh ~c?-h?
- 10-+cxc—hxh - (s+B)-+c? -h?
10-+Jcxc—hxh _ (s+B)-+c?—h? _ s
2 - 2 -
Le sommet est [2].
10-s=B (s+B)-s=B
La base est [8].

Probléme #104

A connue [=40]h =8,B = 8. Sommet ?
A+§:1O (A h) - A+
10 - 10-8=s=2
Le sommet est 2.
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Probleme #104"

A=40,h=8,s=2. Base ?

A=h - 2x(A=h) - 2x(A+h)-s=B=8
La base est 8.

TRAPEZES QUELCONQUES OBTUSANGLES.
B la base du trapézeson sommet (ou petite bask)sa hauteurg, et c, les deux cotés non-
paralléles(c1 < cz), p (resp.P) la projection du plus petit (resp. grand) cot@-paralléle sur
sa based (resp.D) sa petite (resp. grande) diagonal@& ebn aire.

S

Probléme #105
s=3,B=6,c,=5etc,=7. Aire?
Il faut déterminer sa hauteur, qui se détermindgsaprojections des cotés sur la base.

B-s=3 (B,s) - B-s

{clxc1 c, - C12

C, XC, c, » ¢’

. C,%XC, —C, XC - ¢, -¢’

N C, XC, =G XG sz_clz
2 T

_)[szcz—clxclj+3=4 ) sz_clz +(B—S):C22_C12
2 2 2(B-s)
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4+§:5%:P C22_C12 B_S:P
2 2(B-s) 2
3
4-5=27=p c,”-¢’) B-s
2 2 1 |- =p
La petite projection es?} et la grande est 2(5_5) 2
51
1.
Pour déterminer la hauteur.
{px p p-p°
G*XG c - ¢’
—>C1XC1—po —>C12_p2
- 4G XC - pxp=h=43 - Clz—pzzh
ou
{PXP
C, XC,
C,*xC,—PxP - «/CZXCZ—PXP:h:4%
La hauteur est3 .
Pour déterminer l'aire.
s+B - (s+ B)xg = A=191
L'aire est19 .
Probleme #106
[p, B, h donnés.] Longue et courte diagonales ?
Pour déterminer la longue diagonale.
21+B=21+6=81 (p.B) -~ p+B
81 - 8ix81=721 _,(|o+|3)2
41x41 =183 [par approximation] h - h?
- 182 +722 . h2+(p+B)2
- 183+724 =D S Jh?2+(p+B) =D

Pour déterminer la diagonale courte.

5—2%:1 (p,S)-»S—p
2
lxl - (S_ p)2
2 2 h - h?
45x41
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I T T ~ h*+(s- p)*
2 2

—>\/1X£+4%X4%:d —>ﬂh2+(S—p)2:d
2 2

Remarque :

Ce probléme est vérifié que lorsque le sommet lest grand que la petite projection. Cela
impose donc une contrainte sur I'inclinaison dpéze. Dans le cas contraire, la procédure
doit prendre en comptip, s) ~ p-s a la premiére étape.

Abt Bakr et IbndAbdan utilisent la méme approximation pour le prod@tdd par lui-méme.

4ix41=187 et—=— ="

En fait, 'approximation semble répondre au corgekes calculs suivants car les deux auteurs
étaient capables de donner la valeur exacte. @ndra un autre exemple de cela au sujet des
triangles.

Probleme #107

A=191,h=41,s=3. Base?

A+41 (Ah) - A+h

L 2x(A+43) -~ 2x(A+h)

 2x(A+41)+s=2x(A+41)+3=12 - 2x(A+h)+s

12_,1_2:628 _,M:B
2 2

La base est 6.

Remarque :

Ce probléme n’est pas vérifié en général. La proegdst valable si et seulementBst 2s,
ce qui est évidemment le cas ici.

Abi Bakr se conduit comme pour les problemes #74, &7%77. Nous n’avons pas

d’explications a ce comportement d’autant plus lgugrobléme suivant donne une procédure
générale vraie dans tout trapéeze.

Probleme #108

A=191 h=41,B=6. Sommet?

A=h (A h) - A<h

_ 2x(A<h) -~ 2x(A+h)

~ 2x(A+h)-B=s=3 - 2x(A+h)-B=s
Le sommet est 3.
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A=191,s +B=9. Hauteur ?

s+B=9 (s,B) -~ s+B

-~ A+9 ~ A+(s+B)

- 2x(A+9)=h=41 - 2x[A+(s+B)|=h
La hauteur es# .

Probleme #110
Restauration du trapéze et lieu de rencontre degpdales sur la hauteur ?
La méthode est la méme que dans le cas du trag@zde (problémes #67 et #68).

TRIANGLE EQUILATERAL .
Soientc le c6té du triangld) sa hauteur &k son aire.

c C
h
c
Probléme #111
c = 10. Aire et hauteur ?
cxcC c - c?
2
L c_C (¢
2 2 2 2
2
cxc-—x==75 e
22 >
75 - J75=82 . (c)
La hauteur est enviro@2 . ~° _[EJ =h

Pour calculer 'aire :
h

CX—
2

L'aire est [environ]431 .

Remarque :
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Ce probléme fournit un exemple de double approxonatD’abord, la racine carrée est

. r. . , . 5
extraite par la formule+/x = n +2— six=n?+r, d'ot v75=83. Ensuite, la fractloné est
n

approchée pac% par le méme procédé que dans #106. Ainsi, le natendr de la nouvelle

fraction peut étre divisé par deux pour détermitaére du triangle.

Probléeme #112
h=4/75. Coté ?
J75%x4/75=75 h - h?
75 - 75+E.75:100 - h2+ih2
3 3
100 - +/100=10 T
Le coté est 10. - 3

Procédure algébrique :
Six est le coté du triangle,

XX X = X2
J75%x/75=75
1

75 > 75+§ 75=100

100 - 4/100=10
x=10
Le coté est 10.

Remarque :
La premiére procédure est la réciproque du problémdesdent.
La procédure algébrique est tres étonnante ; &l&t pas dans la tradition d’al-Khawzmi.

En effet, Alm Bakr choisit bien unehosemais n’aboutit, a I'aide de celle-ci, a une équath

résoudre. Il suit la premiere procédure sans rééé&ra I'inconnue et il conclut artificiellement
a l'aide de l'inconnue.

Probleme #113
A=43L.Coté ?
Ax A=1875 Ao A®
1 > 1.
1875 =.1875=625 A2 L ZA
3 3
226
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625 /625=25 1 2
3

25 y25=5 1,

S EA
5.2x5=10=c 1
Le coté est 10. S 2% | =A% =¢

Procédure algébrique :

Si x est le c6té du triangle,
XX X = X°

X x_ 1,

—X—==X

2 2 4

1/3 x? est la hauteur.

N

§x2 x X = \/1 X2 +1} X? [changement de variable]
4 2 8 28
\/}x2+1_}x2 = A2

8 28
\/1x2+1&x2lex2+lix2 :(1x2+1.1x2j
8 28 8 28 8 28
AxA=1875
(Ex%l.}xzjx(s%):l.x2

8 28

1875x51 =10000
X =,10000=100

c=+100=10

Remarque :
- La premiére étape est une nouvelle approximatian groduit.
Elle donne43ix431=1877=1875 pour faciliter les calculs suivants mais aussirpou

répondre au probleme #111 dont c’est la réciproque.
Précisons que IbdAbdin donne trois problemes [A63, A68 et A69] pour déieer le coté

d’'un triangle équilatéral a partir de la connaissade son aire. La procédure diABakr se
coincide exactement avec [A68].
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Les deux autres procédures sont resumées pareslés suivantes :

[A63]: Cc - \/ 3A° +%\/3A2

[A69]: C [5+EJA |
3

Ibn 0Abdin précise que cette derniere formule est la plpscahée ; il s‘agit effectivement

d'une procédure exacte, la difficulté réside ddestidaction successive des deux racines
carrées.

- la procédure algébrique.
En posant le c6té comme d¢hose elle suit la procédure algorithmique de #111 o Aakr
donne ainsi I'expression de la hauteur en fondiier. Puis, il la multiplie par la moitié de la

. R .. C N
base qui correspond a la formule de Ialhesz, gu’il ne donnera pas dans le cas des

triangles équilatéral.
Il a donc une expression de I'aire en fonctiorxdgr'il reste a égaler & = 431 .

Probleme #114
c = 10. Aire ?
C - CXC cC?
chxc:25 c? —»iC2

4 4
— 25%75 (1 2) (3 Zj

- |=c" |x|=cC
4 4

- \./25x75:\/1875 *\/GCZJXPCZJZA
[L’aire est/1875] 4 4

Remarque :

Abt Bakr utilise ici la relationA:W/%c4 qui pourrait provenir de la formule de Héron

exposée dans le probléme #116.
Cette relation peut aussi étre écrite sous la fofiA=c? - 51A? =c* que nous avons

trouvée chez IbmAbdin. Le coefficient55 est celui qui apparait dans la procedure
algébrique précédente et qui se retrouve danoldgme suivant.

Probléeme #115

A=2x3c.Coté ?

2xn=6 sinestle nombre des cotés. n- 2xn

6 — 6x6=36 2n - (2n)?
36 - 36x51=192 - (2n)’ x52
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192 -, /192

Le coté esty192 .

- (2n)2 X5

1 —
§—C

Remarque :

Abu Bakr utilise le coefficienb: mis en évidence dans les deux problémes préesedant
établit une relation entre le carré de I'aire ghligssance quatrieme du c6té.

Probleme #116
c=10. Aire ?
cac+c+c_>w=15 c_>3caE
2 2
15=?+c = ?=5 E_C—E
) 2

5 5 5x5 ., 5x5x%x5

- 5x5x5x15

- Vox5x5x15=A

L'aire est d_ 1875J :

Remarque :

Il s’agit ici de l'utilisation de la formule de Hén pour calculer directement l'aire d'un

triangle sans la hauteur.

En dehors du probléme #114 ou cette formule eBsasiindirectement, elle n'est utilisée
nulle part ailleurs. Elle est uniquement formuléangl le cas particulier d'un triangle
équilatéral. L’auteur conclut néanmoins en prédisguiil faut agir ainsi dans tous les
triangles dés qu’on a la connaissance de ses cotés.

CHAPITRE SUR LES TRIANGLES ISOCELES.

c les deux cotés égaux du triandlesa baseh) sa hauteur 6 son aire.
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Probleme #117
c=10,b=12. Aire ?
Détermination de la hauteur du triangle.

cXc
b_b

X —

2 2

b_b
- CXC——X—
2

La hauteur est 8.

8><9:48
2

L’'aire est 48.

La hauteur est 8.

th:A
2

Probléeme #118
A=48,b=12. Hauteur ?
A+E =h

2

[La hauteur est 8.]

Probleme #119
h=8,c=10. Base ?

CcxC

{hXh

- cxc—hxh

~ Jcxc-hxh=6

6 - 6x2=12=b
La base est 12.

— 2>(VC2_h2 =b

Probleme #120

A=48,c=10. Base ?

ZXA:96 A—> 2XA
C - CXC C - CZ

- CXCc+2xA=196 L c2+2A

196 - v196=14

14_>E'=7
2

— VC2+2A
vc? +2A
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7 - 7Tx7=49 2
JeZ +2A
2
49  49-48=1 2
Je? +2A | A
2
1-41=1 2 ’
. [ c +2AJ A
2
E+1=8=h c? +2A Ne? +2A i
2 + -A=h
b 2 2
7-1=6=—
2
2 2
La hauteur est 8. CCH2A _ |NC+2A ), _D
La moitié de la base est 6. 2 2 2
Il existe une autre méthode de résolution maigmutest difficile.

Remarque :
Cette procédure est identique aux procédures daslepnes #27 et #25 dans le cas du

rectangle sans qu’AbBakr n'y fasse référence. La procédure se rameue @ctangle de
: . b :
dimensionsh et > c’est pourquoi elle conclut exactement sur césura.

Dans le méme probleme, [A77], IBAbdun précise explicitement qu’il faut se ramener au
« quadrilatere oblong.
Abi Bakr précise qu'il existe une autre méthode meex ain début difficile. Il ne peut s’agit

de la méthode algébrique car d’'une part il auraatioané « par I'algébre », et d’autre part la
mise en équation n'est pas difficile. Peut-étré-ifaiéférence a la procédure mise en place

dans leLiber embadorumd’Abraham BarHiyya, probleme II. B12. L'auteur débute en
déterminant I'excés entre la hauteur et la demelesiétermine ensuite les deux grandeurs a
partir de la connaissance de I'aire (méme procéques#26 d’Aln Bakr pour le rectangle).

Probleme #121
h+b =20, A= 48. Hauteur et base ?
Méme méthode que pour le rectangle. [probleme #25]

Probléme #122

h+b=20, b=h+ 4. Hauteur et base ?

4+20=24 = (h+b)+(b-h)

oa . 2A_1, _}(h+b)+(b—h):b
2 2

La base est 12.

20-12=8 - (h+b)-b=h
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| La hauteur est 8.

Remarque :

Cette procédure est a nouveau celle de la détetioninde deux grandeurs connaissance leur

somme et leur différence.

Probleme #123
A= 48,% =1} Base et hauteur ?

Deux méthodes.

2x A=96 AL 2xA
96 - 96x11 =144 o 2A><%
144 . \j144=12 _ 2A><9 “b
La base est 12. h
=11 =
12+11 =8 b+9:h
h
=11
96+11 2A+E
h
=11
- 96+1; - 2A+E:h
La hauteur est 8. h
Probléme #124
A= 48,% :g . Hauteur et base ?
2XA296 A—> 2XA
96 - 96><2:64 N 2A><D
3 b
64 » J64=8 [ h_
La hauteur est 8. - ZAXE_h
96+g 2A+D
3 b

- 96_g =12
V 3

La base est 12.

- ‘/2A+D =b
b

Remarque :

Probleme identique au précédent avec le rappoetsev

232

© 2009 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

CHAPITRE SUR LES TRIANGLES ACUTANGLES
a le petit etc le grand c6té du triangle, sa baseh sa hauteurp (resp.P) sa petite (resp.
longue) projection du petit (resp. long) coté subse etA son aire.

Probleme #125
a=13,b=14,c=15. Aire ?
Il faut déterminer la hauteur, qui se détermineudipdes projections.

axa a- a’
cXC c - c?
cxc—axa=56 ~c2-a2
2 2
56 . 0 =28 ,c-a
2 2
28 5 28+b=2 c? - a2
- +b
2
2 _ A2
E+2:9 9+ c—a ~b=P
2 2 2
E'—2=5 b (c*-a°).
2 272 JPEP
La petite projection est 5, et la longue est 9.

Pour déterminer la hauteur,

{pxp p-p°

axa a- a’

- axa—pxp —>a2—p2

- JJaxa-pxp=12=h ~ya?-p®=h
ou

{PXP P P2

cxc c- ¢’

- cxc—-PxP S c2-PpP?

- cxc—-PxP =12=h L Ac2=-P2 =h

La hauteur est 12
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9xh=84
2

L’'aire est 84.

Il existe une autre méthode pour déterminer legptions.

14x14=196
15x15=225
196+225=421
421 421-13x13=252
252 - 252_ 126
2
126 - 126+b=9
La longue projection est 9.

b-9=5
La petite projection est 5.

b - b?
c-c?
 c? +p?
L c*+b*-a’
c®+b*-a’
2
(c2+b2—a2]+bzp
2
b-P=p

—

Remarque :

Abt Bakr donne deux procédures pour déterminer lgggirons des cétés du triangle sur la
base. La premiére est identique a celle préseraég lé cas du trapéze acutangle, la seconde

est nouvelle.

Ces deux procédures sont aussi exposées, dansne anére, chez IbéAbdan [A71, A72].

Nous aurions pu attendre d’Abu Bakr une procédugghsique de détermination des
projections a I'image d’al-Khiarizmi. Dans son algebre, ce dernier pose corohwseune

projection et aboutit a I'équatioh69- x* = 225- (14— x)2 dans le cas du méme triangle

(13, 14, 15).

Probleme #126
p=5,A=84,h=12. Base et long c6té ?

A:D Z13-p
2

La base est 13.
13-5=9

9 ., 9%x9

- hxh+9x%x9

- vhxh+9x9=15=¢

Le long co6té est 15.

Probleme #127
P=9h=12 A= 84. Petit coté ?
Méme méthode que le probléme précédent.
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A-D_p (A h) - AT -p
2 2
b-9=5 (b,P) -~ b-P
5x5 - (b-P)
hXh h — h2
- 5x5+hxh R h2+(b_P)2
—~ +5x5+hxh=a S Jh2+(b-P) =a
Le petit coté est [13].

Probleme #128
A=84,c=15,a=13. Base ?
84+2>2=113 (Ac) - A=S
2 2
111x111 =12521.1 c)?
(9
2
13x13=169 a - a?
169 - 169-12521.1=4322.1 L —(A—Ejz
2
43328 - 4324 4 =63 R (Agj
2
62 . 15-62=82 2
° °0 - c- az—(A+Ej
2
8% - 83x87=7031.4 Y
- |c—,la’ —(A+—j
2
7022.1 - 7022.1+12521.1=196 o 2 o\
~lc—-,la® —(A+—j +(A+—j
2 2
196 - 4/196=14 7)\? s
La base est 14. - |lc— az—(A+EJ +[A+EJ =b
2 2
Probleme #129
A =84,b=14. Hauteur ?
ga+2 =12 (A b) - A-2 o
2 2
La hauteur est 12.

Probleme #130
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A=84h=12. Base ?

ga=1-14
2

La base est 14.

Probleme #131
a=13,c=15h=12. Base ?
13x13 a_ a’
{hxh h - h?
- 13x13-hxh - a’-h?
- 4/13%x13-hxh . +Ja? -h?
15x15 c-c?
{hxh h - h?
- 15x15-hxh ~c*-n?
— v/15x15-hxh L Jer -2

o /13x13-hxh ++/15x15-hxh =14=b
La base est 14.

L YJa?-h?+c2-h? =b

Probléeme #132
h + b = 26,A est connue [= 84]. Hauteur et base ?
2x A=168 A 2xA
.13 _ b
2 2
13_,13X13 h+b 2
*( 2 j
- 13x13-168 2
. (HJ —2A
2
- v13x13-168=1 h+b)° oA
B ( 2 j
26 2
7+1_b h+b (h+bj _oA=b
6 2 2
o tEh h+b (h+bj2_2A_h
La base est [14], la hauteur est [12]. 2 2

Probleme #133
h +b=26,b+h=1%. Hauteur et base ?
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1+15=23 (b,h) - 142 =N+
h - h
~ 26+23 _ (h+p)= NP
h
L 26+23+2(26+22)=14 S UL | SR -
6 h 6 h
La base est 14.
6 14=12 Svb=h
7 7
La hauteur est 12.

Remarque :

Cette procédure est étrange cai/Bakr a la hauteur dés I§ @&ape mais ne le mentionne pas.
Il détermine d’abord la base, puis la hauteur &ipdes données de I'énoncé.

Ce probleme est absent du traité d'déibdan.

CHAPITRE SUR LES TRIANGLES RECTANGLES .

a, b les deux c6tés contenant I'angle droit du triafagib), c son hypoténuse son aire.

c
a
b

Probléme #134
Aire ?

a><E =24

2

L’'aire est 24.
Probléme #135
c=10,a=6. Long c6té ?

6x6 a_a’

10x10 coc?
- 10x10-6x%6 ~c*-a’

- v10x10-6%x6 =8=Db

Le c6té restant est 8.

~+c?-a%=b
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Probleme #135’
c = 10,b = 8. Petit coté ?

La méthode est la méme que la précédente (probiase).

Probléeme #136
bxc =80, a= 6. Long coté et hypoténuse ?

La méthode est la méme que pour les problemes sactangle (probleme #40).

Remarque :

Abu Bakr considére le triangle rectangle comme la iéalitun rectangle.
Dailleurs, la terminologie utilisée par AlBakr est significative : I’hypoténuse est nommé la

« diagonale » du triangle rectangle.

Probleme #137
A=24,a=6.Long coté ?
A+6 (A a) -~ A+a
- 2x(A+6)=8=b - 2x(A+a)=b
Le long c6té est 8.
Probléeme #137’
A =24,b=8. Petit c6té ?
A+b
- 2x(A<b)=a
Probleme #138
A=24,b=a+ 2. Cbtés long et court ?
2x A=48 Ao 2xA
E:l b—-a _)E
2 2
1—>1X1 b_a 2
*( 2 j
- 48+1x1 _ a2
. 2A+(b aj
2
- AJ48+1x1=7 b-a)?
B, 2A+( j
2
7+1=Db —a)? _
<7—1:a 2A+(b2aj +b2a=b
Le long c6té est [8], et le court est [6]. .
2A+(b—aj _b-a__
2 2
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Probleme #139
a+b=14 A[= 24]. Cbtés long et court ?

2x24=48

E:?
2

- %7

- [x7-48

- A 7xX7-48

T+ 7%x7-48

[Le c6té long est 8, et le court est 6.]

Probleme #140
A=24,b+a=1;. Cotés long et court ?

2x24=48
48+11 =36

36 - /36=6
Le c6té court est 6.

24+6=4
4 ., 4x2=8
Le cbté long est 8.

AL 2xA
AL 2A+—

(A a) - :+a
-~ 2x(A+a)

CHAPITRE SUR LES TRIANGLES OBTUSANGLES .

a, ¢ sont les deux cbtés contenant I'angle obtud) s base opposée a I'angle obtuda
hauteur relative B, p (resp.P) la projection du coté (resp.c) sur la basé, A son aire.
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C a
h
P p
b
Probléme #141
a=4,c=13,b=15. Aire ?
Il faut déterminer la hauteur, et donc les progaudi
4% 4 a-a’
13x13 c - c?
- 4x4+13%x13=185 S a’+c?
bxb =225 b - b’
225-185= 40 L% -(a?+¢?)
2 2 2
40 - 4—20 =20 i 2
2
20 20-5 1 b? - (a® +c?) -
4 4 2
5 est la projection [de sural].
Pour déterminer la hauteur
5x5 p - p°
13x13 coc?
- 13x13-5x5 - C2_p2
- 4/13x13-5x5=12 N CZ_pZ
12 est la hauteur extérieure relativa a
gX12 =24 Axh=A
L’'aire est 24.
Remarque :

Ici, Abti Bakr considére le coéecomme la base. Il doit donc calculer la hautelatire aa.
Ainsi, la premiére partie de son algorithme estidésau calcul de la projection desura.

Abi Bakr fait suivre deux problémes qui ont pour leutlcul des deux autres hauteurs, I'une
étant encore extérieure (#141°), et 'autre étatdrieure (#141").
Ibn 6Abdun a la méme attitude avec le probléme [A78] qui, gbeurs, présente les mémes

procédures.

Probleme #141’

Pour déterminer la seconde hauteur extérieure¢thade est identique a la précédente.
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Probleme #141”
Pour déterminer la hauteur intérieure, la méth@iédentique a celle pour le triangle scaléne.
4x 4 a- a’
{13x13 c - c?
- 13x13-4x4 L c’-a’
L A3x13—ax4 o, c’-a’
2 2 T2
76%_>76%+g=10% ﬁ(cz‘az}é
2 2
10y . 1% ﬁEKCZ‘aZJ_E}
2 2| 2 2
a9+1—0%:7%+%:12§ _,9+1{ c’-a’ +9}:p
2 2 2 2 2|\ 2 2
La longue projectiof® [surb] est123 .
15-123 =22 b-P=p
La petite projectiomp [surb] est22.
Calcul de la hauteur :
{px p p-p°
axa a-a
—axa—-pxp _>a2—p2
- m =3i=h N \/m -n
La hauteur intérieure eS8t .

ou bien, méme procédure aveetc au lieu dep eta.

Calcul de l'aire :

3gxg=3gx7%=24 hx2 = A

L’'aire est 24.

Remarque :

Abi Bakr fait référence au probléme #125, le seullthpitre du triangle scalene a déterminer
les projections des c6tés sur la base.

Les deux procédures sont néanmoins différentesfiet ici, a la 4 étape, on divise par la
moitié deb puis par 2. Il divise donc globalement farce qu’il fait effectivement en une
seule étape dans le probléme #125.

De plus, pour détermings, dans le #125, il le fait par « augmentation etidution », alors
gu'ici, p est donnée comme étant la différencé deecP.

Probleme #142
A=24,h=3;.Base?
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La base est [15].

- 2><(A+3%)=b - 2x(A+h)=b
La base est [15].

2xA=48 A- 2A

48 - 48+3L=Db - 2A+h=b

Probleme #143
A =24 b=15. Hauteur ?

A+9:h
2

La hauteur es|3Z].

L A MESURE DU CERCLE

d est le diamétre du cerclesa circonférence) son aire.

Probléme #144
d=14. Aire ?

dxd =196
1 11

L’'aire est 154.

196 - 196- (— +—,—j><196= 154
7 27

d - d?
o313

L’aire est [154].

3ixd=44 d-3ixd=p
La circonférence est 44.

d p d p
— X = d, o~ —X—=A
2 2 ( p) 2 2

Remarque :

D’aprés la premiére et la seconde procédurej Bhkr considérer=3<1. La troisieme

procédure est correcte car elle ne considere mgpaiximation dez en déterminant I'aire
directement a partir du diamétre et de la circarfée du cercle.

Probléeme #145

A = 154. Diamétre ?

154+§><154=196 A A+iA
11 11

196 - /196=d
Le diamétre est [14].

= ‘/A+EA:d
11

242

© 2009 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

Procédure algébrique :
Si x est le diametre,

XX X = X2
o X2 - 1+11 NG :§x2+1.1x2
7 27 7 27
:§x2+1.1x2:154
7 27

Apres restauration du bien p(at+ 131)
3

154+ —x154=196
11

x> =196

Xx=14

Le diametre est 14.

Remarque :
Il considere le diamétre comme ¢hoseet analyse le probléme en respectant la premiere
procédure du probleme #144, ce qui lui donne unatém.

L A MESURE DU DEMI -CERCLE
d est le diameétre du cercle dont est issu le dentiee sa corde e son aire.

Probléme #146
c=14. Aire ?
cxc=14x14=196 c o c2
196 - 196—[1+1.£jx196=154 N Cz—(£+£.£jxc2
7 27 7 27
154—»E1=77 _,lx c? - 1.}.11 xc?|= A
2 2 7 27
L'aire est 77.
Remarque :

Abi Bakr utilise la procédure générale pour le catqudier du demi-cercle.

L A MESURE DE PORTIONS DE CERCLE PLUS GRANDE QUE LE DEMI -CERCLE
d est le diamétre du cercle dont est issue la pod@cerclep la circonférence de la portion,
c sa cordef sa flechea son arc ef\ son aire.

Probleme #147
c=6,f=9,a=20. Aire ?
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1-1+f=10=d
Le diameéetre du cercle dont est issue
portion est 10.

1_0=5
2

5_+5xg:5x10:50

t=940 024
2

4_+4x§:4x3:12

12 . 50+12=62=A d a d) ¢
L’aire est 62. azx§+ f—E XE_
Remarque :

Abt Bakr utilise le fait que la moitié de la cordest moyenne proportionnelle de la fle¢he

2
et du segment correspondant au diameétre sanshef@- ), i.e. (gj =f ><(d - f).

[L A MESURE DES] PORTIONS DE CERCLE PLUS PETITES QUE LE DEMI -CERCLE

d est le diamétre du cercle dont est issue la pod@cerclep la circonférence de la portion,

c sa cordef sa flechea son arc ef son aire.

Probleme #148
c=8,f=2,a=10. Aire ?

©xC-16
2 2

16 - 16+ f =8

8 .8+2=10=d
Le diameétre du cercle dont est issue
portion est 10.

1_0=5 d—>9
2 2
244
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5, 5x2=25 4.2
2 272
9 ti9m9=3 L9
2 2
3.3xS=12 ﬁ[ﬂ_fjxﬁ
2 2 2
12 - 25-12=13=A d a (d c_
L'aire est 13. ST TS EA
Remarque :

Méme méthode que probleme #147 avec I'utilisatietadnoyenne proportionnelle.
Remarquons que les portions plus petites et plusdgs qu’'un demi-cercle sont vues comme
indépendantes I'une de l'autre et non pas dansclamplémentarité a un cercle entier.

LE CUBE
c est son aréte & son volume.

Probleme #149

(cxc)xc

c=10. Volume ?

10x10=10C

100 - 100x10=1000=V

Le volume du cube est 1 000.

CHAPITRE SUR LES PARALLELEPIPEDES RECTANGLES [A BASE CARREE] ET LA SCIENCE DE

LEUR MESURE.

c est le c6té des basdssa hauteur &f son volume.

Probleme #150
c=4,h=10. Volume ?
CXC C - CXC

- cxcxh=160=V
Le volume est 160.

- cxcxh=V

Probleme #151

V =160,h = 10. C6tés de sa base ?

Les cbtés de sa base sont [4].

V+h=V+10=16 (v,h) =V =h
16—»\/1_620 —>\/V+h:C

CHAPITRE SUR LE VOLUME DES SOLIDES SEMBLABES A LA FANICHE.
c, est le coté de sa base carréele coté de son sommet carfésa hauteur ef son volume.
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Probléeme #152
C, =4, c,=2,h=10. Volume ?

4x4=16

Cc,xc, =4

16+4=20

C,XC, =8

8 20+8=28

28 - 28><£h =28x31=931=V
3

Le volume es©3: .

G — Cb2
c, - ¢~
- cl+c’
— C XC,

2 2
— CS +Cb +CSXCb

- %hx(cs2 +c,’ +cs><cb)=V

Remarque :

Cette procédure s’obtient par la différence impticde deux pyramides entieres — la premiere
de basec’® et de hauteurk, et la seconde de basg’ et de hauteurk -

1 2 1 2 1 2 2
~kc. —=k'c.“ ==\kc,” —k'c.7).
Ske? —3ke? =2 -ke,?)

Or, ilestaisédevoiquIe—k’:het%:

De sorte quek = NG, o= NG ,
C, — C, c, —C,

1, -, 1 2

=~kc,” —=k'c

BCb 3 °

=%(kcb2 ~Kk'c.)

:lh Cb XCbZ _ CS XCSZ
Cb - Cs Cb - Cs

3

3_ .3

= % h(MJ = :_]é h(cb2 +c+ cbcs)
Cb - Cs

d'ou la formule.

S

C £ s . .
- (théoréme des lignes proportionnelles).
c

CHAPITRE SUR LE VOLUME DES SOLIDES SEMBLABES A UN POISSON TRIANGUL AIRE NOMME

CHABURI.

L est la longueur de sa babéa largeur de sa baseson aréte au sommét,sa hauteur e¢
son volume.

Probleme #153

L =10, =6,c=8,h=5. Volume ?

LxI =10x6=60 (L,1) - Lx

Exl=ax6=24 (1) = <xI

2 2

246

© 2009 Tous droits réservés.

http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

24+60=84 c
o —x| +LxI
2
84—»84X£h=V q}hx(gxl+Lx|j
3 3 2
Le volume est [140].

Remarque :

Cette formule est exacte. On la retrouve en déadupahaburien trois morceaux recollés
en deux : les deux extrémités identiques seraieatpyramides a base rectangulaire, et la
partie centrale est un prisme droit & base triaigl

Cette procédure présuppose la connaissance du &aliun prisme droit a base triangulaire,
et d'une pyramide entiere. Or, le calcul du voluche prisme droit a base triangulaire est
I'objet du probléme suivant.

Prisme droit & base triangulaire de
dimensionsc x| xh

Pyramide & base rectangulaire de dimensions
(L-c)xIxh

Le volume dwchaburiest donc :
cxl X[Ehj+}h><l x(L-c)
2 3

:lhxcxl +}h><| x L
6 3

d'ou le résultat.

CHAPITRE SUR LE SOLIDE SERRATILIS
L est la longueur de sa bak& largeur de sa badesa hauteur &éf son volume.

Probléme #154
L =10, =8,h=6. Volume ?
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LxI =80 (L,1) - LxI
80H80x2=v=240 _>2><(L><I):V
Le volume est 240.

CHAPITRE SUR LE SOLIDE SEMBLABLE A UNE MAISON
L est la longueur de sa baséda largeur de sa bash, et h, ses hauteuréw1 < hz) etV son

volume.
Probléme #155
L =20, =15,h =10,h, =13. Volume ?
LxI[=300 (L,1) - Lx|
13-10=3 (hl’ hz) - hz _hl
3—>§:1% - h2_hl
2 2
11 . 11+10=113 (hhy o
2
111 - 111x300=3450=V h, —h,
Le volume est 3 450. *K 5 j’th x(Lx1)

Remarque :

L’idée est de calculer une hauteur moyenne et dapiwer par la surface de base.

Il est intéressant de voir comment la hauteur mogesst calculée : AbBakr « nivelle » le
solide au-dessus de la hauteur la plus basseeiitich a ce que les morceaux se compensent.

CHAPITRE SUR LE VOLUME D 'UNE COLONNE.
d est le diameétre du disque de bdssa hauteur éf son volume.
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Probléme #156

d=14,h=24. Volume ?

d - dxd d - d?

- dxd-(1+i,1jxdxd - dz—(5+1,1jxd2
7 27 7 27

= dXd—(£+1.EJXdXd xh=V =3696
7 27

Le volume est 3 696.

CHAPITRE SUR LE VOLUME D 'UN SOLIDE PYRAMIDAL QUI EST SEMBLABLE A UN TAS DE

GRAINS = CONE.

d est le diamétre du disque de bdsesa hauteurA I'aire de son disque de base\éson

volume.

Probleme #157
d=14,h=6. Volume ?

Mesurer le cercle comme dans le chapitre sur laireedu cercle (#144).

d - dxd
5 dxd—(1+l.1jxd><d
7 27
Axb=V
3

Le volume est [308].

d - d?

5 d? _(14.1 ljde

7 27

I P E EE
7 27

jxdz}xh =V
3

CHAPITRE SUR LA MESURE DE LA SPHERE
d est son diamétre ®tson volume.

Probléme #158
d = 14. Volume ?

d - dxd

N dxd—(i+£,ljxdxd
7 27

- dxd—(1+1.1j><dxd x4
7 27

= dxd—(1+l,ljxdxd x4 xg:V
7 27 6

ou
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dxd - d><d—[1+1.1j><d><d
7727

d><d—(£+1.1j><d><d - d><d—(1+1.1j><d><d X[gdj
7 27 7 27 3

Le volume es{14374].

Vv

Remarque :
La procédure de calcul du volume de la sphereasték tres généralement. Le volume n’est

pas explicitement calculé.
1 . . R .
Avec 7= 3+7, la premiere procédure est exacte et conformef@rmaule « classique ». La

seconde procédure est équivalente avec une fraéttuite.
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[Introduction]

- Qu’'est-ce que la mesure d’'une surface ou d’'un sditlotion d’unité de surface — un
carré d’'une unité (coudée ou autre) de coté —auipose toute surface plane.

- Comme conséquence de la présence dun angle dr@st-@-dire d’'une non
inclinaison), relation entre la diagonalet le coté d’'un carré :d* = 2¢°.

- Définitions d’une diagonale, d’un angle (ou sommet

- Mesure d’'un solide. Unité de mesure solide : leecdline unité (un coudée ou autre)
d’aréte.

- Les surfaces se divisent en deux groupes :

o celles dont la mesure se calcule en une opération,

o celles dont la mesure n’est rendue possible quéipagulation.

[A propos du triangle]
- Procédure générale de calcul de I'aire d’un triangﬂxg.

- Inégalité triangulaire.

[A propos du quadrilatere]

Deux familles de quadrilatéres : celle autononatle ou la triangulation est nécessaire.

[Les polygones réguliers]

- Procédure générale de calcul de I'aire d’un polggagulier :
(h,c) - hxc - (hxc)xg

ou h est la hauteur du triangle de décompositoest le cété du polygone etest le nombre
de c6tés du polygone.

- Exemples du pentagor{exc)x2: , de I'hexagongdhxc)x3, de I'heptagone
(hxc)x3L...

[Les polygones quelconques]
La mesure de ces polygones n’est permise queipagtiation.
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Chapitre sur les quadrilateres.

C’est une classification des quadrilateres dombt@suivant propose une synthese.

Quadrilateres
Quadrilatere — | mesurables seulement
par triangulation

A 4

Quadrilateres
mesurables sans
triangulation

avec les c6tés opposés paralléles 2 a 2

avec 2 coOtés paralleles seulen

—

avec 4 cbtés égaux

T

avec les cotés opposés égalix | 2 Cotés égaux :

/

o~

[trapéze isocéle]

Avec un X
angle Sans angle Avec un
droit droit : angle droit :
carré rhombe rectangle

Sans angle droit
parallélogramme

Le traité s’achéve sur cette classification.

© 2009 Tous droits réservés.

Aucune égalité
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[Les figures planes rectilignes.]

[#1] Aire d’'un rectangle de coté=tL.
A=IL

[#2] Aire d’'un losange de diagonalds d..

A= dlxﬁ
2

[#3] Aire d’'un parallélogramme.

Diviser le parallélogramme en triangles et mesle®raires des triangles.

[#4] Aire d’'un trapéze de sommegtde basd® et de hauteun.

h
A=—x(s+B
" x(s+8)
[#5] Aire d’un triangle de badeet de hauteur correspondahte

:EXh ou D><b
2 2

[Les figures planes circulaires.]

[#6] Aire d’'un cercle de diameétie

A=dxd-Sdxd-+.tdxd
7 2'7

[#6°] Aire d’'un cercle de diametket de circonférence

=Ex p ou A:£><d
4 4

[#7] Aire d’'un demi-cercle de diametde
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A=1@f—5u2m51dﬂ
24779 727

[#8] Longueura d'un arc de fleche

a=33xf

[#9] Longueura d’'un demi-cercle de diametde

1
= E X (3% X c)
[#10] Dans une portion de cercle de cocdst de flechéd :
-f> %c = la portion est plus grande qu'un demi-cercle

1 . . :
- f <§C = la portion est plus petite qu'un demi-cercle.

[#11] Aire d’une portion de cercle plus grande qu’'un deearcle de flechd, de cordec et
d’'arca.

On détermine d'abord le diametrelu cercle dont est issue la portion.

d :KEXEJ+ f}+f
2 2
D'ou : A:(9X2j+[f —gjxg
2 2 2) 2

[#12] Longueur de I'ara d'une portion de cercle plus grande qu’un demiteede diamétre
d et de flechd.

a=[f+1fj+d+(f—ﬂj
7 2

[#13] Aire d’'une portion de cercle plus petite qu'un deercle de flechd, de cordec et
d’'arca.

On détermine d'abord le diaméttelu cercle dont est issue la portion.
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[#14] Longueur de I'ara d’une portion de cercle plus petite qu'un demet®rde diamétre
et de flechd.

a=(f+1fj+d+(ﬂ—fj
7 2

[Les solides.]

[#15] VolumeV du parallélépipede rectangle de dimensiﬁnst, h).
V= (L><I)>< h

[#16] Volume d’un prisme droit dont I'aire de la baseRset de hauteun.
V =Bxh

[#17] Volume d’'une pyramide dont l'aire de la baseRs#t de hauteun.

V:B)(D
3

[#18] Volume de lafanichedont le coté de la base est, celui du sommet esi;, et de

hauteurh.

v =2x[cB XCs +(CB XCqg +CSXCS)]
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Figure 1 : Le tronc de pyramide a base carrée.

[#19] Volume V du solide semblable azaburi, de sommes [paralléle a la longueur de la

base] de longueur de la bdsele largeut et de hauteun.

V =Dx(|_x| +§x|j
3 2

Figure 2.1 : Le solide semblable aaaburi.

[#20] Dans les mémes conditions mais avec le sommetgara la largeur

V:DX(LXI+§><LJ ou V:Dx(Lx|+£xsj
3 2 3 2
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Figure 2.2 : la figure semblable aicaburi.

[#21] Volume du prisme droit a base triangulaire de leng de basé, de largeul et de

hauteum.

v=2uxn

Figure 3 : Le prisme droit a base triangulaire.

[#22] Volume d’un solide semblable a une maison, deuleng de basg, de largeut et de
hauteursh, eth,, h, <h,.

V=[PP, (o)
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Figure 4 : le solide semblable a une maison.

[#23] Volume d’un cylindre de hautetr de base circulaire d'aii
V =Bxh

[#24] Volume d'un cone tronqué de diametre de bdsede diamétre du somnukt et de

hauteurh.
L’auteur traduit la différence entre le céne touti@r et le « petit » cbne coupé.

Calcul de la hauteur du « petit » cone coupé.

A:}x ds xh+h |x de—(1+llldez _1, ds xh |x dsz_(l"'l-ljdsz
37\ d, -d, 7727 37\ d, —d, 7727

] d

e N e

Figure 5 : Le cylindre et le tronc de cbne.
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[#25] Volume d’un céne de révolution de hauteur h etel@e la base.

V:B)(D
3

[#26] Volume d'une pyramide de hauteur h et d'aire dase B.

V:B)(D
3
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Conventions spécifiques pour I'analyse mathématiqueu texte d’al-Baghdadi.

Tout ce qui est signalé entre (...) est explicitendants le texteA contrarig tout ce qui est
signalé entre [...] n'est pas dans le texte origimaus I'ajoutons pour une meilleure

compréhension de I'argumentation mathématique.

Ensuite, les références aux propositions BEsnentsd’Euclide seront mentionnées de la
facon suivante :

o (B.V.4)lorsqu’elles sont citées explicitement pawhammad al-Baghutii.

o [Elem.H. V.4] lorsque nous les indiquons pour suivrdéanarche de I'auteur.
L’énoncé des propositions sera donné en note deldamge la premiere fois qu’elle sera
citée. Ig\ seule référence au texte d’Euclide estlduction francaise du texte grec établi par
Heiberg.

Une correspondance entre la numérotation des refgsecitées par al-Bagidi et les

propositions du texte de Heiberg est systématignemsignalée sous la forme:
(B. VI; 12 =Elem.H VI1.10)

Enfin, pour une meilleure lisibilité de I'analyseathématique, nous avons décidé de noter les
" . - . oA _C .
rapports, de maniere anachronique avec la notatationnaire. Ainsi, IegallteB ZE doit

s’entendre par la proportionaest &b commec est ad », c’est-a-dira: b ::c:d.

Y vitrac, 1990]
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A propos de la division des triangles.

[#1] Proposition 1.

Diviser selon un rapport donné un triangle par unedroite menée d’un angle du triangle.

Soit le triangleABG qu’il s’agit de diviser selon le rappo% par une ligne passant par

A f e

D

DivisonsBG au pointD selon le rapportfg. (B. VI.12 =Elem.H. VI.10Y

TraconsAD ; c’est la ligne cherchée. (B. VI.1Elem.H. VI.1)?

[#2] Proposition 2.
Diviser selon un rapport donné un triangle donné paune droite menée a partir d’'un

point d’un c6té du triangle donne.

Soient un triangl&BG, D un point deBG, etm un rapport donné.
n

Divisons le triangleéABG selon le rappor{E par une ligne passant far
n

TraconsDA et sa paralléle passant @&fElem.H. 1.31] ; elle coupe [le prolongement de]
BAenE. (B. .29 =Elem.H. .29 ; B. 1.17 =Elem.H. .17y

2 Elem.H. VI.10 : «Couper une droite non segmentée donnée semblatiietneme [droite] segmentée
donnée» ; Ibid., vol. 2, p. 180.

®Elem.H. VI.1 : «Les triangles et les parallélogrammes qui sont dauséme hauteur sont I'un relativement a
I'autre comme leurs bases; Ibid., vol. 2, p. 155.

* Elem.H. 1.31 : «Par un point, mener une droite paralléle & une teaonnée: ; Ibid., vol. 1, p. 253.
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lercas:m:%.
n AE
n m E
A
B
D G

Démontrons quéD divise le triangleABG selon le rappor{E :
n

BAD _M g Vi1 =Elem.H. VI.1) ; [Elem.H. V.11]
ADE n

ADE = ADG (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)

ABD _M 5 v 7 =Elem.H. V.7% ; [Elem.H. V.11]
ADG n

SoitF le point deBE tel que% =M [Elem.H. VI1.10]
n

{%_ m+n
BF

} [Elem.H. V.18]°

®Elem.H. 1.29 : «Une ligne droite tombant sur des droites parall&isdes angles alternes égaux entre eux, et
aussi I'angle extérieur égal a I'angle intérieur @posé, et les angles intérieurs et du méme cfgtéxéa deux
droits »; Ibid., vol. 1, p. 251.

Elem.H. 1.17 : «Dans tout triangle, deux angles, pris ensemblewddque facon que ce soit, sont plus petits que
deux droits» ; [Vitrac, 1990], vol. 1, p. 228.

® Elem.H. V.11 : « Les [rapports qui sont] les mémes guméme rapport sont aussi les mémes l'un que
l'autre. » ; [Vitrac, 1990], vol. 2, p. 90.

"Elem.H. 1.37 : «Les triangles qui sont sur la méme base et danséeses paralléles sont égaux entre eux.
Ibid., vol. 1, p. 264.

8Elem.H. V.7 : «Des [grandeurs] égales ont le méme rapport relatieat & une méme [grandeur] comme
aussi une méme [grandeur] relativement a des [geamsd] égales» ; Ibid., vol. 2, p. 80.

°Elem.H. V.18 : «Si des grandeurs sont en proportion par séparatiglfes seront aussi en proportion par
composition» ; Ibid., vol. 2, p. 107.
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BF_ m } [Elem.H. Porisme V.7
| BE m+n

BA_ m

2Ry ar hypothese

B m+n} [par hyp ]

BF__m _BA
| BE m+n BE

[BF < BA| [Elem.H. V.10]
FOBA(B. V.8 =Elem.H. V.8)"*

D G
Démontrons qu®F divise le triangleABG selon le rappor{E :
n

TraconsDE.

ADE =ADG (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)
DoncADE + AFD = ADG + AFD
DoncFDE = AFDG

BFD _M B, Vi1 =Elem.H. VI.1) : [Elem.H. V.11]

FED n

Dot 22 =M [Elem.H. V.7 :Elem.H. V.11]
AFDG n

Pmecag - M5 BA
n AE

Elem.H. Porisme V.7 : « A partir de 13, il est évidepie si certaines grandeurs sont en proportiors eéeont
aussi en proportion par inversion. », Ibid., vglp281.

M Elem.H. V.8 : «<De deux grandeurs inégales la plus grande a redatient & une méme [grandeur] un rapport
plus grand que la plus petite. Et la méme [gran{leurelativement a la plus petite un rapport plusaigd que

relativement a la plus grande.; Ibid., vol. 2, p. 82. En fait, ici, al-Bagidf utilise la réciproque de cette
proposition, a savoielem.H. V.10.
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SoitF le point deBE tel que% =M [Elem.H. VI1.10]
n

FOAE
Tracgons la parallele @GE passant pdf ; elle coupeAG enC. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
TragonsCD.

D G
Démontrons qu€D divise le triangléABG selon le rappor{E donné.
n

TragconsDF etDE.

ADE = ADG etADF = ADC (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)
ADE —ADF = ADG—-ADC, doncFDE = CDG

AFD + ABD = ACD + ABD, doncBFD =BACD

Donc FBD _ BACD [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
FDE CGD
Mais Fo0 =M (g vI.1 =Elem.H. VI.1)

FDE n
BACD _m

Donc, =—
D n

[Elem.H. V.11]

[#3] Proposition 3.
Diviser selon un rapport donné un triangle par unedroite paralléle a un c6té donné du

triangle étudié.

SoientABG un triangle et% un rapport donné.
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Divisons le triangleéABG selon le rapport% par une parallele BG.

H

SoitE tel queAELJAG et AE = AG. [Elem.H. .11 etElem.H. 1.2]*?

EA _ HL

——="— [Elem.H. VI.12 ;Elem.H. 1.2]*3
AF  HK

SoitF dans le prolongement @A avec

SoitM le milieu deFE.

Le demi-cercle de centid et d’extrémité€ et F coupeAG enD carAD<AE, etAE = AG.
La parallele 8G passant pdd coupeAB enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

ACD _ HK
Montrons que = .
CBGLC KL

2
—ﬁgg = 2(;2 (B. V117 =Elem.H. VI.19)"*
2
ﬁf;cD; = 252 carAG = AE [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

[Le triangleFDE est rectangle eD.]

[E_ A
DA AF
AE? _ EA

D7 AF (B. 11.30 =Elem.H. 111.31 ; B. VI.8 =Elem.H. Porisme VI.8Y

2Elem.H. 1.11 : «Mener une ligne droite & angles droits avec undtdrdonnée, a partir d’'un point donné sur
celle-ci.» ; Ibid., vol. 1, p. 217.

3 Elem.H. 1.2 : «Placer, en un point donné, une droite égale a unéaldonnée», Ibid., vol. 1, p. 197.
Elem.H. V1.12 : «De trois droites données, en trouver une quatripnogportionnelle.» ; [Vitrac, 1990], vol. 2,
p. 183.

1 Elem.H. VI.19 : «Les triangles semblables sont I'un relativementatte dans le rapport doublé [de celui]
des c6tés homologues; [Vitrac, 1990], vol. 2, p. 199.
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ABG _ EA

Donc —— =—— [Elem.H. V.11]
ACD AF

EA HL

— _ =_ " [par hypothése

AF HK lparhyp |

ABG _ HL

ACD HK

CBGD_ LK 'ejem.H. v.17]

ACD KH

ACD _HK

=—— [Elem.H. Porisme V.7]
CBGC KL

[#4] Proposition 4.
Diviser selon un rapport donné un triangle par undigne paralléle a la perpendiculaire

tracée a partir d’'un sommet du triangle sur la base
Soit le rapport%. Divisons le trianglBG par une parallele AD qui est la
perpendiculaire 8G passant pah.
. BD
DivisonsKM selon le rapportﬁ. [Elem.H. VI.10]
KL _ BD

1 cas :— =—.
LM DG

5 Elem.H. 11.31 : «Dans un cercle, d’'une part I'angle dans le demieberest droit, d’autre part celui dans un
segment plus grand [qu’un demi-cercle] est plustmgt'un droit, celui dans un segment plus petitispgrand
gu’un droit. De plus I'angle du segment plus grasl plus grand qu’un droit et I'angle du segmentspbetit,
plus petit qu’un droit» ; Ibid., vol. 1, p. 449.

Elem.H. Porisme V1.8 : A partir de ceci, il est évident que si dans uarngle rectangle, une perpendiculaire
est menée a partir de I'angle droit sur la basefdeoite] menée est moyenne proportionnelle desnsads de la
base.» ; [Vitrac, 1990], vol. 2, p. 178.
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K A
L
M
B | G
D
KL _ABD 5 Vi1 =Elem.H. vi.1)
LM  ADG
2°™cas : Le pointC deKM tel queK—C _Bb est entreL et M.

SoitFE la paralléle aAD avecF surAB etE surBD tels que% = E—é (Baghdidi,

Prop.3)

FBE _ KL
AFEGC LM

Montrons que

ADG _ MC

——=——+ (*) [Elem.H. VI.1 ; Elem.H. V.11]
ABD CK

ABG _ MK

——=——(B. V.18 =Elem.H. V.18)
ABD KC
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ABD =£ [par hypotheseElem.H. V.18 ;Elem.H. Porisme V.7]
FBE KL
donc 2BG _ MK (B. V.22 =Elem.H. V.22)'°
FBE KL
AFEG _ ML [Elem.H. V.17]
FBE KL
Donc FBE =& [Elem.H. Porisme V.7]
AFEC LM
3*Mcas : Le pointH de KM tel queﬁ _Bb est entreK etL.
HM DG
SoitNO la paralléle aAD avecN surAG etO surDG tels queANOD _HL . (Baghdidi,
NOC LM
Prop.3)
A TK
N
H
L
M
B G
D o}
NABO _ KL
Montrons que = .
NOC LM
ABD _ KH (**) (B. V.1 = Elem.H. VI.1 ; B. V.11 =Elem.H. V.11)
ADG HM
ABG _ KM (B. V.18 =Elem.H. V.18)
ADG HM
ADG _ HM [par hypotheseElem.H. V.18 ; H. Porisme V.7]
NOC LM

®Elem.H. V.22 : «Si des grandeurs en quantité quelconque et d’auigedes en multitude sont, prises deux
par deux, dans le méme rapport, elles seront alesss le méme rapport a égalité de rang;.[Vitrac, 1990],
vol. 2, p. 118.
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ABG _ KM

donc—— =—— [Elem.H. V.12]"’
NOG LM

D’ou, NABO _ KL [Elem.H. V.17]
NOG LM

[#5] Proposition 5.

Diviser selon un rapport donné un triangle étudié pr une droite parallele a une droite
passant par un de ses sommets, laquelle n’est nirpléle, ni perpendiculaire a un de ses
coOtés.

. . m . . -

SoientABGun triangle et— un rapport donné. Sdix un point deBG tel queAD ne soit ni
n

perpendiculaire ni paralléle a un coté du triamgBe.

DivisonsABGselon le rappor{E par une ligne paralléleAD.
n

DivisonsBG selon le rapporm. [Elem.H. VI.10]
n

1ercas:E:m.
DG n
mn A
B G

D
AD divise le triangléABC selon le rapport donn@ (B. VI.1 =Elem.H. VI.1) ;
n
[Elem.H. V.11]
eme . BE m
27" cas : Le pointE deBG tel queE—G :F est entreB etD.

SoitF un point deBG tel queBF soit la moyenne proportionnelle enBB et BE.
[Elem.H. VI.13]
Tracgons la parallele AD passant pdf ; elle coupeAB enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. .17]

" Elem. H. V.12 : «Si des grandeurs en quantité quelconque sont epoption, comme l'une d’entre les
antécédentes [est] relativement a l'une d'entre leenséquentes, ainsi seront toutes les antécédentes
relativement a toutes les conséquentes|Vitrac, 1990], vol. 2, p. 93.
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mn A
C
H
B G
E F D
Montrons qud-C divise le triangleABGtel que BFC :m.
ACFC n
TragonsAE.
2
ABD _BD" g v1.17 =Elem.H. vI.19)
CBF BF
BD _BF
—— =—— | [par hypothese
{BF BE} [par hyp 1
BD? _ BD>< BF
BF*> BF BE
ABD _ BD
CBF BE
Mais@:@ [Elem.H. VI.1]
BE ABE
Donc@:@ [Elem.H. V.11]
CBF ABE

DoncCBF = ABE [Elem.H. V.9]*% (¥)
SoitH le point d'intersection dAE avecCF ;

ACH = EFH [carCBF - CHEB=ABE-CHEB|
ACH + AHFG = EFH + AHFG, doncACFG = AEG (**).

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

CBF=ABE | ABE _ BFC
ACFG= AEG| AEG ACFC

[E = m} [par hypothese]
n

EG
ABE _ M Elem.H. vI.1]
AEC n

8 Elem.H. V.9 : «Les [grandeurs] qui ont le méme rapport relativemérune méme [grandeur] sont égales
'une a l'autre ; et celles relativement auxquellasméme [grandeur] a le méme rapport sont égateslbid.,

vol. 2, p. 87.
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BFC _m

Donc — [Elem.H. V.11]
ACFC n

3*Mcas : Le pointE de BG tel que % =M st entreD etG.
n

SoitK un point deBG tel queKG soit la moyenne proportionnelle enD& et EG.
[Elem.H. VI.13]
Tracons la paralléle AD passant paK ; elle coupeAG enL. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]

nm A

D K E
LABK _m

LKG n’

Montrons queLK divise le triangléABCtel que

ADG _ DG?
LKG KG?
DG K

—— = ar hypothése

{KG EG} [par hyp ]

[ADG DG KG}

[Elem.H. VI.19]

LKG  KG EG
oy ADG _ DG

LKG EG

£t 26 - ADC reiom 1o v
EG  AEC

[ADG ADG

LKG AEG
Donc,LKG = AEG. [Elem.H. V.9]

}[EI em.H. V.11]

SoitH =LK n AE, [AEG-LHEG = LKG - LHEG] doncAHL = KHE.
[ABKH + AHL = ABKH + HKE] doncLABK = ABE

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

LKG = AEG | LABK _ ABE
LABK = ABE| LKG = AEG
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ABE _m
—— =—| [par hypotheseElem.H. VI.1
{AEG n} [par hyp E ]
Donc FABK - M rElem H. v.11]

n

[#6] Proposition 6.
Diviser selon un rapport donné un triangle étudié pr une droite parallele a une droite
guelconque menée a l'intérieur de celui-ci a partid’'un de ses angles ou non.

Plusieurs cas sont possibles :

- Sila droite étudiée est parallele a un cété dunglie, Baghatdi, Prop.3.

- Sila droite étudiée passe par un sommet du teaBgighddi, Prop.5.

- Pour un triangle donné, que soit prise une draieng passe par aucun sommet du
triangle et qui ne soit paralléle a aucun de séssco
Soit un triangleABG et DE une telle droite aveld surAB etE surBG et DE coupeAG aprés

G.
Tracons la droite parallele@E passant paB ; elle coupeAB enF. [Elem.H. .31 ;
Elem.H. 1.17]
A
E
D
B G

Divisons le triangléABG par une ligne paralléle@F selon le rapport donné. (Bagiuit

Prop.4 siFkG[AB ; Baghddi, Prop.5 sinon)

276
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

La droite par laquelle le triangle aura été dives€aussi paralleleRE.
(B. 1.30 =Elem.H. 1.30)"°

¥ Elem.H. 1.30 : «Les paralléles & une méme droite sont aussi pdesllBune & 'autre» ; Ibid., vol. 1, p. 252.
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A propos de la division des quadrangles.

[#7] Proposition 7.
Diviser selon un rapport donné un quadrangle par ue droite tracée a partir d’'un angle
du quadrilatere.

SoientABGD un quadrangle ertD un rapport donné.
n

DivisonsABGDselon le rappor@ par une ligne passant par
n

Tracons la diagonal®G. Tracons la parallele &G passant pdD ; elle coupeBG enF-.
[Elem.H. .31 ;Elem.H. I. 17]

DivisonsBF selon le rapporm. [Elem.H. VI1.10]
n

1ercas:%:m.
GF n
mn D
A
B4 3

G

Montrons queAG partage le quadranghBGD selon le rappor{E donné.
n

ADG = AFG (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)

ABG - M (B. VL1 ; [Elem.H. V.11]
AGF n
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ABG _m

AGD n

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

2°™cas : Le pointE deBF tel queg =M estentreB et G.
n

TraconsAE et montrons queﬂ =M :
AEGC n
m n D
A
F
B E B
TraconsAF.

ADG = AFG (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)
ADG + AEG = AFG + AEG; donc,AEGD = AEF.
ABE _ ABE

- [Elem.H. V.7]
AEGL ~ AEF

ABE_M (B.VI.1=Elem.H. VL.1)
AEF  n

Donc ABE _m

c =— [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
n

3éme

cas : le pointC de BF tel que % =M est entreG etF.
n

Tracons la paralléle @F passant paC. Elle coupeGD enH. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]

TraconsAH et montrons qum =M .
ADH n
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mn D
A
H
F
B G C

TraconsAC.
AHG =ACG|[Elem.H. 1.37]
Mais ADG = AFG [Elem.H. 1.37]
ADG-AHG=AFG—-ACG; douADH =AFC
AGH+ABG=ACG+ ABG, douABGH=ABC

ABGH _ ABC [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

ADH  ACF

ABC _BC [Elem.H. VI.1]

ACF CF

BC_m [par hypothese], don& =M [Elem.H. V.11]

CF n ACF n

Par conséquen{ABﬂ =M [Elem.H. V.11]
ADH n

[#8] Proposition 8.
Diviser selon un rapport donné le quadrilatére a dex cotés paralleles étudié par une

ligne passant par un point de I'un des deux cotésapalléles déja mentionnes.

SoientABGD un quadrangle tel que BG//AB,un point deBG etla un rapport donné.

DivisonsABGDselon le rapportl— par une ligne passant dar
m

<Lemme>
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Prolongeon®8G jusqu’au poinf tel queGF = AD. [Elem.H. 1.2]

AF coupeDG enC.

Les trianglesADC et CGF sont semblables avé®d = GF, donc ils sont égaux.
D’ou, ABGC+ADC=ABGC+ GCF

Donc,ABGD = ABF.

1*" cas :E est le point deBF tel queE :|—.
EF m

Montrons queeA divise ABGD selon le rapportl—.
m

ADC=GCF
[ADC + AEGC=GCF + AEG(Q
AEGD=AEF.
Donc ABE _ ABE [Elem.H. V.7]
AEGC AEF
E:I— etﬁzE [par hypotheseElem.H. VI.1], d’ouﬁzl— [Elem.H. V.11]
EF m AEF EF AEF m
Donc ABE :|— [Elem.H. V.11]
ADGE m

2éme

cas : le pointH deBF tel que% :l— est entreB etE.
m

La parallele &AE passant patd coupeAB enK. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
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Montrons que&KE coupe le quadrangkeBGD selon le rapportl— :
m

TraconsAH.
KAH = KEH carAE/KH [Elem.H. 1.37], soitKkBH + KEH = KBH + KAH, doncKBE = ABH
AKE = AHE [Elem.H. 1.37], soitAKE + AEGD = AHE + AEGD, doncAKEGD = AHGD

KBE _ ABH
AKEGD AHGD

AHGD = AHF (Lemme)

} [Elem.H. V.7 & Elem.H. V.11]

KBE _ABH [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

AKEGLC AHF

BH | ABH BH

—— =— et—— =——| [par hypothéseElem.H. VI.1
{HF m  AHF HF} [P P - !
{ﬁ :'_} [Elem.H. V.11]

AHF m
doncﬁ - [Elem.H. V.11]

AKEGC m
3*M cas : le point qui diviseBF selon le rapportl— est entreE etF.
m

SoitP un point deEF tel queEP = DA. [Elem.H. 1.2]

a. P estle point deBF tel queE :I—.
PF m
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Montrons queED diviseABGD selon le rapportl— :
m

TragconsPA.

ADE = APE carEP = AD etEP//AD [Elem.H. 1.34F°
ADE + ABE = APE + ABE, doncABED = APB
ABGD = ABF (Lemme)
ABGD-ABED = ABF — APBdoncDEG = APF

ABED _ ABP (B. V.19 =Elem.H. V. 19¥*
DEG APF
BP_| _ ABP_BP
et—— ar hypotheseElem.H. VI.1
{PF m APF PF} [p yp - ]
ﬂa—— [Elem.H. V.11]
APF m
Donc ABED _ [EI m.H. V.11]

b. Le point Q deBF tel queE :l— est entreE et P.
QF m

SoitR le point deAD tel queAR=EQ. [Elem.H. 1.2]

D Elem.H. 1.34 : «Les cOtés et les angles opposés des aires pamiitumes sont égaux entre eux, et la
diagonale les coupe en deux parties égaleslbid., vol. 1, p. 259.

ZLElem.H. V.19 : «Si comme un tout [est] relativement & un tout, ia@s$ ce qui en est retranché relativement
a ce qui en est retranché, le reste sera ausstivelment au reste comme le tout relativement ati toulbid.,
vol. 2, p. 112.
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Montrons queéER diviseABGD selon le rapportl—.
m

TragonsAQ.

ARE=AQEcarAR=EQ etAR/EQ [Elem.H. 1.34]

ARE+ ABE=AQE + ABE, doncABER=ABQ

ABGD = ABF (Lemme), soiABGD—-ABER= ABF - ABQ, doncREGD= AQF

ABER _ ABQ
"REGD AQF

BQ_1 et@:@} [Elem.H. VI.1]
QF m  AQF QF

Donc [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

ABQ zl—} [Elem.H. V.11]
| AQF m

ABER = i [Elem.H. V.11]
REGLC m

c. Le point SdeBF tel que 2—? = i est entreP etF.
m

DT _PS

Soit T le point dG tel que—— =—. [Elem.H. VI1.10]
TG SF
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B E G P S

Montrons queET diviseABGD selon le rapportl— .
m

TragonsAS

ADE = APE carAD = EP etAD//EP. [Elem.H. 1.34]

ADE + ABE = APE + ABE, soitABED = ABP.

ABGD = ABF [Lemme] ; ABGD—-ABED = ABP—APF|, doncDEG = PAF

DET bt [Elem.H. VI.1]
TEG TG
DT _PS
| TG SF
PS PAS [Elem.H. VI.1]
SF SAF
DET _PAS [Elem.H. V.11]
TEC SAF

DEG _ PAF DEG PAF
DET PAS TEG SAF

CommeDEG = PAF, DET = PASet TEG = SAF[Elem.H. V.14F?
ABED= ABP etDET = PAS doncABED + DET = ABP + PAS soitABETD= ABS

} [Elem.H. V.18]

Comme aussTEG = SAF, ABETD _ ABS [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
TEG  ASF
ABS_BS [Elem.H. VI.1]
SAF SF

2 Elem.H. V.14 : «Si une premiére [grandeur] a relativement & une xi&me le méme rapport qu’une
troisieme relativement a une quatrieme, et si lanpiere est plus grande que la troisieme, la deuxiéera
aussi plus grande que la quatrieme ; et si égaleje; et si plus petite, plus petite; Ibid., vol. 2, p. 96.
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B30

ABETD _ i [Elem.H. V.11]
TEC m

[#9] Proposition 9.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatere quetonque étudié par une droite
passant par un point de I'un des c6tés non parallés déja mentionnés.

SoientABGD un quadrangle dont les deux co#d3 et BG ne sont pas parallélegn—, un
n
rapport donné dt un point deBG.

Tracons une ligne passant jgadivisantABGD selon le rappor@.
n

La paralléle AE passant paB coupeAD enF. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
La parallele &D passant pat coupeAD enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

1*" cas : le pointH tel que% =M est entreF etA.
n

K est le point dé\B tel que% _FH . [Elem.H. VI.10]
KA HA
mn
C
F __H A =
B E G

Montrons queKE diviseABGD selon le rappor{E :
n
TraconsEF etEC.

<Lemme>

AFE = ABE (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)

DCE=DGE (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)

DCE + AFE + AED = DGE + ABE +AED, soitFEC = ABGD

AFE = ABE[Elem.H. 1.37]
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FH _ BK
—— = — [par hypothese
oA KA[p yp ]

EHA_ HA _ EKA_ KA
EFH FH  EBK BK

}(BAA1=Emm+LW1)

[ﬂ* :%} [Elem.H. V.11]

EFH EBK
[EHA = EKA] [Elem.H. 1.37]
EHF = EKB [Elem.H. 1.14]
FEC - EHF = ABGD—EKB [Lemme]
HEC = AKEGD.
EKB _ EHF

AKEGC ECH

ERF —ﬂ [Elem.H. VI.1]

ECH HC

FH —% [par hypothese]

HC
Donc, —RB_ =M rejem H. v.11]
n

" AKECGL

[Elem.H. V.11]

2°™ cas : le pointA est tel queﬂ =m
AC n

B E G

Montrons queEA diviseABGD selon le rapporm.
n

AFE = ABE [Elem.H. 1.37]
[EFC =ABGD| [Lemme]
EFC—-AFE = ABGD-ABE, soitAEC=AEGD

ABE _ AFE [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
AEGLC AEC

E—ﬂ [Elem.H. VI.1]

AEC AC

FA —% [par hypothese]

AC
Donc, —2BE =M rEjem H. V.11]
n

" AEGC
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3*Mcas : le pointL tel queE =M est entreA etD.
LC n
n m
F A L D€
B E G
Montrons queEL diviseABGD selon le rappor@ .
n

AFE = ABE[Elem.H. 1.37]
LAE + AFE = LAE + ABE, soitLFE = ABEL
[EFC =ABGD| [Lemme]
EFC-LFE =ABGD-ABEL soitLEC=LEGD

ABEL =£ [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

LEGD LEC

LFE _FL | iElem.H. i1

LEC LC

FL _m

—— =— | [par hypothese
{LC n} [par hyp 1

ABEL _M 'bjem.H. v.11]

LEGD n

4°™ cas : le pointD est tel queE =m
DC n
nh m
F A D__°
B E G

Montrons queED diviseABGD selon le rappor{E :
n
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DCE =DGE[Elem.H. 1.37]
[EFC =ABGD| [Lemme]
EFC-DCE =ABGD-DGE, soitDFE = DABE

ABED_ DFE 111y 7 Elem.H. v.11)
DEG DEC

DFE _ D (Elem.H. vi.1]

DEC DC

FD _m

—— = — [par hypothese

oC - [parhyp ]
ABED_ ™M 1Eiem.H. v.11]

DEG n

5éme

cas : le pointP tel queg—z =M est entreD et C.
n

Tracgons la parallele @C passant paP ; elle coupesD enQ. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
n m

B G

Montrons queeQ coupeABGD selon le rappor{E .
n

TraconsPE.

DEP =DEQ (B. 1.37 =Elem.H. 1.37)

DEP + AED =DEQ + AED, soitAEP=AEQD
AFE = ABE[Elem.H. 1.37]

AFE + AEP=ABE+ AEQD, soitFEP = ABEQD
[EFC =ABGD| [Lemme]
EFC-FEP=ABGD-ABEQD, soitPEC=QEG

ABEQD _ FEP \Ejem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
QEG  PEC

FEP P [Elem.H. vi.1]

PEC PC

FP _m

—— =— [par hypothése

5C — [parhyp ]
ABEQD_ M 1Eiem H. v.11]

QEG n
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[#10] Proposition 10.

SoientAB une ligne AD etBG deux autres lignes. Sdt une surface donnée.

Nous voulons construire sur la ligA8 une surface, égale a une surfitdonnée, incluse
entre les ligneéD, BG et la ligneAB et une ligne qui lui est paralléle.

, G
‘.‘ M | D

B

Les angleDAB et GBA sont soit égaux a deux droits, soit plus petd#,sus grands que
deux droits.

1*" cas :DAB et GBA sont égaux a deux angles droits.
AD etBG sont parallélesHlem.H. 1.28F°

Construisons sur la lign&B une surface a cétés paralleles dont les anglésganx aux
anglesDAB et GBA et que cette surface soit égalel AB. .44 =Elem.H. .44¥*

2éme

cas :DAB et GBA sont plus petits que deux angles droits.
Les lignesAD etBG sont sécantes dhau-dela de&sD.

o SIiEABM:
Il est impossible de construire la surface demandée
0 SIiEABM:

SoientF, H etC les points tels queEﬂB =

FC’
Soitk la moyenne proportionnelle enffél et CH. [Elem.H. VI.13]

SoitG le point de EB tel que qulée% :%. [Elem.H. VI.12]

Tracons la paralléle AB passant pa6 ; elle coupeAE enD. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

Z Elem.H. 1.28 : «Si une droite tombant sur deux droites fait I'angieérieur égal & I'angle intérieur et opposé
du méme c6té, ou les angles intérieurs et du ménéeégaux a deux droits, les droites seront paledl&une a
l'autre. » ; lbid., vol. 1, p. 249.

% Elem.H. 1.44 : «Sur une droite donnée et dans un angle rectiligmené, appliquer un parallélogramme égal
a un triangle donné» ; lbid., vol. 1, p. 275.
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Montrons que ABGD = M.

2
% = EEZ (B. VI.17 =Elem.H. VI1.19)
BE _ FH
—— =—— |[par hypothese
{GE ” }[p yp ]
BAE _FH?
GDE k?
FH _ k
—— =——|[par hypothese
{ K CH}[D yp ]
FH? _ FH
k? CH
BAE =E[Elem.H. V.11] <*>
GDE CH
{BAEBA(E;DE - FHFHCH} (par conversion des rapport&l¢m.H. porisme V.19
BAE _FH
BADC FC
FH BAE
—— = —— [par hypothese
FCc - v lParhyp ]
{ BAE . BAE}[EIem.H.V.ll]
BADG M

BADG=M [Elem.H. V.9]

3™ cas :DAB et GBA sont plus grands que deux angles droits.
Les lignesAD etBG sont sécantes éhau-dela d\B.

SoientF, H etC les points tels queAJ;E = S;_l;
Soitk la moyenne proportionnelle enffél et CH. [Elem.H. VI.13]

SoitG le point deEB tel queE—cB; = % [Elem.H. VI.12]

® Elem.H. porisme V.19 : &...) il est évident que si des grandeurs sont epgton par composition, elles
seront aussi en proportion par conversiert. Ibid., vol. 2, p. 113.
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Tracgons la parallele AB passant pa6 ; elle coupeAE enD. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

—\ D G

‘ H
\
‘ \

| \ A B C
L\
K
F

Montrons que ABGD = M.
GDE _ FH

2t -1 O
BAE HC
GDICE;DEBAE = FHFHCH (par conversion des rapportgl¢m.H. porisme V.9]
GDE _ FH
GDAE FC
AAI;BGEE = E—E (par séparation des rapportg)gm.H. V.17F°
CH _ ABE .
—— =—— |[par hypothese
{CF M }m yp ]
ABE A

= ABE relem H. v.11]
ABGEL M

ABGD =M [Elem.H. V.9]

[#11] Proposition 11.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatere a ctés paralléles par une droite
parallele a I'un de ses cotés paralleles.

SoientABGD un parallélogramme, e% un rapport donne.

DivisonsABGDselon le rappor’% par une ligne paralléle/B.

DivisonsBG au pointE selon le rappor’%. [Elem.H. VI1.10]
Tracons la paralléle AB passant pé ; elle coupeBG enF. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]

®Elem.H. V.17 : «Si des grandeurs sont en proportion par composit&les seront aussi en proportion par
séparation ; lbid., vol. 2, p. 104.
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Montrons queEF est la droite cherchée.

ABEF _ BE (8. vi.1 =Elem.H. VI.1)
FEGD EG
BE _g .
—— == | [par hypothése
{EG h}[p yp ]
ABEF _ 9 |Elem.H. v.11]
FEGD h

[#12] Proposition 12.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatere a dax cotés paralleles, et seulement
deux, par une droite paralléle a ses cbtés paraléd.

SoientABGDun trapéze ave&D etBG paralleles, etm un rapport donné.
n

DivisonsABGD selon le rappor@ par une ligne paralléle aux co6®b etBG.
n

SoitE le point d'intersection daB etDG.

Posons les pointd, L etO tels que :% = HO
GBE LO
Par conversion,Di - HO [Elem.H. Porisme V.19]
ABGC LH
Par séparation% - Lo [Elem.H. V.17]
DABG LH

DivisonsHL au poini tel que% =M . [Elem.H. VI.10]
n
Soitp la moyenne proportionelle entk® et OL. [Elem.H. VI.13]

SoitF le point deDE tel que% = K—O [Elem.H. VI.12]
Y

Tracgons la parallele RA passant pdF ; elle coupeAB enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
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H A
c
K
L
B
@)
P m n
E
Montrons qud-C coupeABGD selon le rapporm.
n
2
FCE_PE IElem.H. vI.19]
GBE GE
FCE _ KO?
—= ar hypothéseElem.H. V.11
GBE  p? [par hyp = ]
Ko_p [par hypothese], dong - KO [Elem.H. V.11]
p LO GBE LO
FCBG KL (grem . va7) et SBE = L0 gonc FCBG _ KL
GBE LO ABGLC LH ABGC LH
FGBC _ KL relem . v.17]
ACFD KH
ACFD :ﬂ [Elem.H. Porisme V.7]
CBGF KL
Donc, 2P - M rejem H. v 11]
CBGF n

[#13] Proposition 13.

[Elem.H. V.22]

Diviser selon un rapport donné un quadrilatére a dax c6tés paralléles, et seulement
deux, par une droite paralléle a un des deux cotémn paralleles.

SoientABGDun trapéze ave&D etBG paralleles, etm un rapport donné.
n

DivisonsABGD par un ligne parallele AB selon le rappor{E .
n

Tracgons la parallele AB passant pdD ; elle coupeBG enE. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
Prolongeon£B et soitF le point tel quBF = BE. [Elem.H. 1.2]

DivisonsFG selon le rapporm. [Elem.H. VI.10]
n
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1% cas :E est tel queE =m
EG n

m n

Montrons queDE diviseABGD selon le rappor{E :
n

TraconsDF.

FDE = FE [Elem.H. VI.1]
EDG EG

FDE _m

—— =— [Elem.H. V.11]
EDG n
1

{ABED= 2xDBE; DBE = > FDE}

ABED=FDE (B. VI.1 =Elem.H. VI.1 ; B. .41 =Elem.H. .41}’

ABED _ M ' elem.H. V.7 : Elem.H. V.11]
EDG n
2°™ cas : le point de division est entr& etE ; FE >m
n

SoitC le milieu deEG.

BE= L FE etEC= Y EG, donc oE > ™.
2 2 EC n

DivisonsBC selon le rapporm. [Elem.H. VI.10]
n

SoitH le point deBE tel que% :m. [Elem.H. VI.10]
n
Tracons la paralléle AB passant pat ; elle coupeAD enK. [Elem.H. .31 ;Elem.H. .17]

2"Elem.H. 1.41 : «Si un parallélogramme a la méme base qu’un triarglest dans les mémes paralléles, le
parallélogramme est le double du triangte; Ibid., vol. 1, p. 269.
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Montrons queHK diviseABGD selon le rapporm .
n

Tracons la paralléle RE passant paC ; elle coupeAD enL. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
EG = 2xEC, doncDECL=DEG[VI ; 1 & | ; 41]
KHED + DECL =KHED + DEG, soitKHCL = KHGD

ABHK _ ABHK [Elem.H. V.7]

KHCL KHGD

ABHK _ BH [Elem.H. VI.1]

KHCL HC

BH _m

—— =—| [par hypothése
{HC n} [par hyp 1

ABHK _ ™M relem.H. v.11]

KHCL n
Donc, 28K _ M relem HL v 11]

KHGD n
3*Mcas : le pointR tel queg—z :% est entreE et G.

TraconsDR.
DivisionsDEG selon le rappor{% par la lignePQ paralléle eDE. (Baghdidi, Prop.3)

DEPQ= DER

QPG=DRG
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|

F B EPR G

Montrons quePQ diviseABGD selon le rappor{E :
n

[FDR FR FR m

Elem.H. VI.1 ; par hypothese
RDG RG RG }[ P P ]

FOR _M rEjem.H. v.11]
n

RDC

ABED=FDE [Elem.H. VI.1 ; Elem.H. 1.41] etDEPQ=DER [par hypothése], donc
ABPQD=FDR

QPG =DRG[par hypothese]

ABPQD FOR [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
QPG DRG

Donc, ABPQD_ m " [Elem.H. V.11]

QPG

[#14] Proposition 14.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatére n’ayant aucun cété paralléle par une

droite parallele a un de ses cétés.

SoientABGD un quadrilatére, e¥ un rapport donné.
X

DivisonsABGD selon le rappor{! par une ligne paralléle/B.
X

Tracons la paralléle AB passant pdD ; elle coupeBC enE. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
EA etBD sont sécantes éh

Prolongeon<B au pointF tel que% = ¥ [Elem.H. VI.12]

DivisonsFG selon le rappor{!. [Elem.H. VI.10]
X
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1°' cas :E =
E

x| <

Zay

Montrons queDE divise ABGD selon le rapport\i.
X

<lemme>

ADO _ AQ re1om H. vi.1]

ODE OE

ABO_ A 1eiem.H. Vi1

OBE OE

donc,@ = % [Elem.H. V.12]

BED

{A—O = E} [par hypothése], done2P = FB [Elem.H. V.11]
OE BE BED BE

FbB_FB [Elem.H. VI.1], doncBAD = FBD [Elem.H. V.11 ;Elem.H. V.9]

BED BE
BAD + BDE = FBD + BDE, soitABED=FED =

FDE _ FE (glem.H. vi.1)
EDG EG
FE v
= ar hypothése
[EG X} [par hypothese]
FDE _V \Elem.H. v.11]
EDG  x
ABED _ V' (Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
EDG x
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2°™ cas : Le pointC tel queg =Y est entreF etE (a l'intérieur ou I'extérieur
X

du quadrilatere)
TragonsCD.

FCD _v [Elem.H. VI.1 ; par hypothéseElem.H. V.11]
CDG x

Construisons sukB la surfacdBAKH égale a&DC telle queBA etHK soient paralléles.
(Baghddi, Prop. 10)

X Vv

Montrons queHK diviseABGD selon le rappor{! :
X

La droiteHK passe dans le quadrilaté&xBED carFDE = ABED [lemme] etFDC < FDE.
FDE = ABED etFDC = ABHK [par hypothése]

[soit FDE — FDC = ABED—- ABHK] doncCDE = KHED

CDE + EDG =KHED + EDG, doncCGD =KHGD

ABHK _ FCD
KHGD CDG

FCD _FC ,FC_v [Elem.H. V1.1 ; par hypothése]
CDG CG CG X

ABHK _V IElem.H. V.11]
KHGD  x

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

299
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Le Livre sur les divisions des surfacgs Muhammad al-Baghatit

3*Mcas : Le point L tel que FL : LG :: v : x est ente E et G.
FDL:LDG:v:x
Coupons le triangle DEG par la ligne MN paralleelatel que LDG = MNG. (Baghad,

Prop.3)

D

Montrons que MN divise ABGD selon le rapport v : X.

FDE = ABED [lemme] et EDL = DEMN [par construction]
[FDE + EDL = ABED + DEMN] donc ABMND = FDL
MNG = LDG

ABMND : MNG :: FDL: LDG [V ; 7 et V; 11]

ABMND : MNG :: v :x [V ; 11]

[#15] Proposition 15.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatere quetonque par une ligne paralléle a
'une de ses diagonales.

SoientABGD un quadrilatére, em un rapport donne.
n

DivisonsABGD par une ligne paralleleAG selon le rappor{E :
n

SoitE le point d’intersection dBD avecAG.
DivisonsBD selon le rapporm. [Elem.H. VI.10]
n
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1% cas : E—m.
ED n
A D
E
B

Montrons queAG diviseABGD selon le rappor{E :
n

ABE _ BE ot BEG _ BE

= [Elem.H. VI.1]
AED ED EDG ED

ABG _ BE 'rlem H. v.12]
ADG ED

BE m

—_— = ar hypothése
{ED n} [par hyp ]
ABG _M rejem.H. V.11
ADG n

2°™cas : Le pointF tel que% =™ est entreB etE.
n

TragconsFA etFG.
{ABF _BF ot GBF _ BF

AFD FD GFD FD
ABF +GBF _ BF

AFGD  FD

ABGF _ BF
{AFGD_-FD}
Coupons du trianglABG un triangleCBH par la ligneCH paralléle aAG tel queABG et
CBH soient semblables &BH = ABF + GBF. (Baghdidi, Prop.3)

} [Elem.H. VI.1]
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H G m n

Montrons queCH diviseABGD selon le rappor{E .
n

CBH = ABGF [par hypothese]

[ABG — ABGF = ABG - CBH

AFG =ACHG

AFG + ADG = ACHG + ADG, soitAFGD = ACHGD

CBH __ ABGF 1eiem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
ACHGL  AFGD

[ABGF BF BF _m
= et =

= — ar hypothese
AFGD FD FD n}[p P ]

CBH

20 =M Elem.H. v.11]
ACHGL

3*Mcas : Le pointO tel queg—g =™ est entreE etD.
n

AOB:M}mBOG:BO[HanHvu]
AOD OD DOG OD
{AOB+BOG__BO}

AOD+DOG OD
ABGO _ BO

AOGLC ~ OD

ABGO_ M rejom H. v.11]
AOGLC n

Coupons du triangl&GD un triangleKLD par la ligneKL paralléle aAG tel queKLD soit
semblable AGD etKLD = AOGD. (Baghdidi, Prop.3)
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Montrons queKL diviseABGDselon le rappor{E .
n

AOG=AGLK [par hypothese]
[AOG+ABG=AGLK + ABG

ABGO=ABGLK

KLD = AOGD [par hypothese]
ABGLK _ ABGO

KLD  AOGLC
ABGLK m
Donc, =

n

[Elem.H. V.11]

[#16] Proposition 16.
Diviser selon un rapport donné un quadrilatére quatonque par une ligne paralléle a une
ligne [tracée] dans le quadrilatéere, laquelle n’esparalléle ni & un de ses c6tés, ni a une

de ses diagonales.

SoientABGDun quadrilatére,X un rapport donné, & un point deBG.
X

- v . N
DivisonsABGD selon le rapport- par une droite paralléleAE.
X

AG etED sont sécantes €n

Dans le prolongement d&&G, placond- tel queZ—S :g—g. [Elem.H. VI.12 ;Elem.H. 1.2]

DivisonsBF selon le rappor{\i. [Elem.H. VI.10]
X

1*" cas : E est tel qug =V
EF X
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p 2

B E G v X

Montrons queAE diviseABGD selon le rapport\i.
X

<lemmel>
{AEO: EO et GEO = EO} [Elem.H. VI.1]
AOD OD GOD OD
AEG _E_O
AGD OD
EO EG
—_— = ar hypothese
{OD GF}[D yp ]
E:E [Elem.H. V.11]
AGD GF
AEG :ﬁ [Elem.H. VI.1]
AGF GF
E:ﬁ [Elem.H. V.11]
AGD AGF

AGD = AGF [Elem.H. V.9]
[AGD + AEG= AGF + AEG

AEGD= AEF
ABE _ ABE \elem.H. v.7]
AEGC  AEF

{ABE BE , BE
= et

= =—| [Elem.H. VI.1 ; par hypothese
AEF EF EF x}[ P P |

ABE _V 1Elem.H. V.11]
AEGLC  x
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2°™ cas : le pointC tel queg—C =Y est entreB etE.
X

Du triangleABE, coupons un triangleBK parHK paralléle &AE tel queHBK soit semblable
aABEetHBK = ABC. (Baghdidi, Prop.3)

B CKE G X
Montrons queHK diviseABGD selon le rappor{! :
X

[HBK = AB( [par hypothése]

[ABE - HBK = ABE — AB{; AHKE = ACE
AEGD= AEF [lemmel]

[AEGD + AHKE = AEF + ACH|

AHKGD =ACF

[HBK = AB({ [par hypothese]

HBK _ ABC
AHKGD ACF

ABC _BC _, BC
ACF CF CF

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

=—} [Elem.H. VI.1 ; par hypothese]
X

Donc, — 1€ =V [Elem.H. V.11]
X

" AHKGD

: . o v
3*M cas : le point de division d&8F selon le rapport— est entreE et F
X

Tracons la paralléle AE passant paD ; elle coupeBF enM. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
AM etED sont sécantes é
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SoitL le point deBF tel queM :%. [Elem.H. VI1.12]
ME NE

L est le point d'intersection de la parallelal passant pad avecBF ; L est nécessairement
avantF, carDF est la paralléle AG, etM est avanG.
TraconsAL.

<lemme2>

[AML = AMD] [Elem.H. 1.37]
[AML + AME = AMD + AME]
AEL = AEMD

a. Le point R deBF tel que%2 =Y est entreE etL.
X

TraconsPQ parallele AE telle queAEQP= AER (Baghdidi, Prop.10)

AEQP<AEMD carAEL > AERetAEL = AEMD. [lemme2]

Montrons quePQ divise ABGD selon le rapport\i.
X

AEGD= AEF [lemmel] etAEQP= AER[par hypothése]
[AEGD-AEQP=AEF-AER, PQGD=ARF
AEQP=AER[par hypothése], dosEQP+ ABE = AER+ ABE, soitABQP=ABR

ABQP _ ABR [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
PQGD ARF

ABR _ BRI [Elem.H. V1.1]

ARF RF
306

© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

ABQP _ BR 'elem.H. v.11]
PQGD RF

BR v
—_—=— ar hypothese
{RF X} [par hyp ]

ABQP _V IElem.H. V.11]
PQGD x

b. L esttel queE =Y (#™cas)
LF X

B E M G L

Montrons queéDM diviseABGD selon le rapport\i.
X

AEF = AEGD [lemmel] etAEL = AEMD [lemme2]
AEF —AEL = AEGD-AEMD, soitALF = DMG
AEMD = AEL [lemme2], soitAEMD + ABE = AEL + ABE,doncABMD = ABL

ABMD _ ABL
DMG ALF
ABL_BL  BL_v
ALF LF LF x

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

} [Elem.H. VI.1 ; par hypothese]

ABMD _V 1eiem.H. v.11]
DMG x

c. Le pointY tel que% =Y estentreL etF. (5™ cas)
X

TragonsAY.
DMG > AYFcarDMG = ALF etALF > AYF. Séparons dBMG un triangleSTGqui lui est

semblable par la lign8T paralléle &M tel queSTG= AYF. (Baghdidi, Prop.3)
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B E M T L G Y

Montrons quesTdiviseABGDselon le rapport\i.
X

AEF = AEGD [lemmel] etAEL = AEMD [lemme2], donALF = DMG
STG= AYF[par hypothése],

DMG —STG=ALF —AYF, soitDMTS=ALY

ABMD = ABL, [ABMD + DMTS=ABL + ALY], doncABTSD= ABY

ABTSD_ ABY
STC AYF

{@ =ﬂ} [Elem.H. VI.1]

AYF YF

ABTSD_ BY ' eiem.H. v.11]

STC YF

BY v
—=— ar hypothése
{YF X} [par hyp ]

ABSTD_V Ejem.H. v.11]
STC  x

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
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A propos de la division des pentagones.

[#17] Proposition 17.
Diviser selon un rapport donné un pentagone quelca@ue étudié par une ligne menée a

partir d'un de ses angles, quel qu’il soit.

SoientABGDEun pentagone, eE un rapport donné.
q

DivisonsABGDEselon le rapporfiE par une ligne menée a partir Ale
q

TragonsAG etAD.
Tracons la paralléle AG passant paB ; elle coupesD enF. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
Tracgons la parallele AD passant péE ; elle coupesD enC. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
TragonsAF etAC.

AFC =ABGDEcarABG = AFG etAED = ACD, donc
ABG+AED + AGD=AFG+ACD+AGD

DivisonsFC selon le rappor{E. [Elem.H. VI1.10]
q

1*" cas : Le pointH tel que::—lé =P estentreF etG.
q

Tracons la paralléle BF passant pat ; elle coupeBG enK. [Elem.H. .31 ;Elem.H. .17]

KG HG
TragconsAK etAH.
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K

F H G D c P 9
Montrons queéAK diviseABGDEselon le rappor{B :
q
<lemme>

AED = ACD, doncAED + AGD = ACD + AGD, soitAGDE=AGCa

AKG = AHG carKH etAG paralléles Elem.H. 1.37]
[AGDE + AKG = AGC + AHG]

AKGDE=AHC
%:E [Elem.H. VI.2]

BK FH
ABG _ AFG [Elem.H. VI.1 ; Elem.H. V.11]
ABK AFH
ABG_ ABK [Elem.H. V.16F®
AFG AFH
ABG = AFG, doncABK = AFH
ABK _ AFH

AKGDE AHC

AFH _FH 1 rElem.H. Vi1
AHC HC

ABK = FH [Elem.H. V.11]
AKGDE HC

FH _p X

—— =—| [par hypothése
{HC q} [par hyp ]

% Elem.H. V.16 : «Si quatre grandeurs sont en proportion, elles seranssi en proportion de maniére
alterne », lbid., vol. 2, p. 99.
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_ABK__P Elem.H. V.11]
AKGDE g
2°™ cas : Le pointG est tel queF—G =P
GC ¢
A
B E
F G D c P 9

Montrons queéAG divise ABGDESselon le rappor{g .

AGDE=AGC (lemme)

ABG=AFG

ABG = AFG [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
AGDE AGC

{E:E} [Elem.H. VI.1]

AGC GC

ABG :E [Elem.H. V.11]

AGDE GC

FG p .

—— =— | [par hypothese

{GC q} [par hyp ]

ABG _ P Iglem.H. v.11]

AGDE q

3*Mcas : Le pointL tel que% =P estentreG etD.
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Montrons quéAL diviseANGDESselon le rapporiB :
q

ABG=AFG, doncABG + AGL = AFG + AGL, soitABGL=AFL
AED =ACD, doncAED + ALD = ACD + ALD, soitALDE =ALC

ABGL _ AFL [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
ALDE ALC
AFL_FL [Elem.H. VI.1]
ALC LC
ABGL _FL [Elem.H. V.11]
ALDE LC
FL _p R
— =—| [par hypothése
{LC q} [par hyp ]
ABGL _ P Igjem.H. v.11]
ALDE q
4°™ cas : Le pointD est tel queE =P
DC ¢
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F G D c P 9

Montrons queéAD divise ABGDEselon le rappor{B .
q

Méme démonstration que (Bagiall, Prop.17, 2" cas).

p

5°Mcas : Le pointM tel quem == estentreD etC.
MC q

Tracons la paralléle BC passant pavl ; elle coupeeD enN. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
A

F g D M c P 4

Montrons queéAN diviseABGDEselon le rapporftE .
q

ED_CM | iElem H. VI.2]
EN _ CD

AED _ ACM [Elem.H. VI.1]
AEN ACD
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{@ =AC—M} [Elem.H. V.16]

ACD AEN
[AED = ACD] [Elem.H. 1.37]
AEN=ACM (méme démontration que Bagkig Prop.17, I cas)

[ADM=ADN ; ABGD=AFD] ABGDN=AFM

ABGDN _ APM \eem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
AEN _ ACM
AM M elem.H. Vi1
ACM _ MC
ABGDN _ FM 1o H. v.11]
AEN _ MC
M p ‘
—— =— |[par hypothése
{MC qﬁp yp ]
ABGDN

[#18] Proposition 18.
Diviser selon un rapport donné un pentagone étudigar une ligne menée a partir d’'un

point d’un c6té désigné du pentagone donné.

SoientABGDEun pentagone\,—/ un rapport donné &t un point deAB.
X

DivisonsABGDEselon le rappor{! par une ligne passant far
X

Tracgons la parallele BG passant paB ; elle coupesD enC. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
Tracgons la parallele ED passant péE ; elle coupesD enH. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. .17]
SoitL le point d’intersection dAD etFE.

SoitK dans le prolongement @H tel que% = % [Elem.H. VI1.10] Donc, LH//AK.

[Elem.H. VI.2]

DivisonsCK selon le rappor{!. [Elem.H. VI.10]
X
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1*" cas : Le pointM tel que% =Y est entreC etG.
X

Tracons la paralléle BC passant pavl ; elle coupeBG enN. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

BN _CM elem.H. VI.2]
NG MG

C M G D H

Montrons qué-N diviseABGDEselon le rappor{! :
X

<Lemme>
ELD _DL  FLD _DBL | \eiom H. Vi
ELA LA FLA LA
FDE _ DL
FAE LA
DL _ DH
—— =—— | [par hypothese
{LA HK}[D yp ]
FDE _PH {Elem.H. v.11]
FAE  HK
PH _DFH rejem.H. vigg
HK  HFK
FDE _DFH 1eiem.H. v.11]
FAE  HFK
DFE _ FAE ' rlem.H. v.16]
DFH  FHK

Mais, FDE = FDH carFD etEH sont parallelesHlem.H. 1.37], dond~AE = FHK
[FAE + FDE = FHK + FDH], FDEA = FDK,
soitFDEA + FGD = FDK + FGD, doncFGDEA=FGK.m
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FBG = FCG[Elem.H. 1.37] e tﬂ_%[a m.H. V1.2]
NG MG

{@—FC—M}[EI m.H. VI.1]

FNG  FMG

FBN _FEM | relem H. v.18]

FBG FCG

FBN =FCM [Elem.H. V.14]
FNG =FMG [Elem.H. 1.37]
FGDEA+ FNG =FGK + FMG [Lemme]

FNGDEA=FMK etFBN = FCM, donc FBN __ FCM [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
FNGDEA FMK
FCM _ CMH relem H. Vi)
FMK ~ MK
FBN __CM [Elem.H. V.11]
FNGDEZ MK
CM v
—— =—| [par hypothése
{MK X} [par hyp ]
_ BN _ VY rElem.H. v.11]
FNGDE/A x
2éme . CG \%

cas : Le pointG est tel que— =—.
GK x

A

c €] D H K

Montrons que-G divise ABGDESselon le rapport!.
X
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FGDEA=FGK [Lemme]
FBG = FCG [Elem.H. 1.37]

FBG _ FCG
FGDEA FGK

{ﬁzg}[Elem.H. Vi1

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

FGK GK

FBG _CG
FGDEA GK

CG v .
—— =— |[par hypothése
{ oK X} [par hyp ]

FBG
FGDEA

[Elem.H. V.11]

=Y [Elem.H. V.11]
X

3éme

cas : Le pointO tel que % =V est entreG etD.
X

A

C G o} D H
Montrons qué=O divise ABGDEselon le rappor{! :
X

[FDEA = FDK] [lemme]

FDEA + FOD =FDK + FOD, soitFODEA=FOK
[FBG = FCQ [Elem.H. 1.37]

FOG + FBG = FOG + FCG, soitFBGO=FCO

FBGO _ FCO
FODEA FOK

FCO _CO p1om H. i1
FOK _ OK

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
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FBGO _CO
FODEA OK

{Q = X} [par hypothese]
X

[Elem.H. V.11]

OK

FBGO _Vv v :11]
FODEA x

4°™ cas : Le pointD est tel que9 =Y

X
A

C G D H K
Montrons qué-D divise ABGDEselon le rapport\i.
X

FBG = FCG, soitFBG + FGD = FCG + FGD, doncFBGD = FCD
[FDEA = FDK] [lemme]

FBGD _ FCD (eiem.H. v.7 ;Elem.H. V.11]
FDEA FDK

FCD _CD Irejem.H. Vi1
FDK _ DK
[CD _v .

— =— | [par hypothése
DK X} [par hyp 1

FBGD _ V! Ejem.H. v.11]
| FDEA  x

5éme

cas : Le pointP tel que % =V est entreD etH.
X

Tracons la paralléle BH passant paP ; elle coupeDE enQ. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
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bQ _bP [Elem.H. VI.2]
DE PH

C G D P H K
Montrons queé=Q divise ABGDESselon le rappor{! :
X

FDEA = FDK [lemme]

FDQ=FDP [l ; 37]

FDEA-FDQ =FDK —FDP, soitFQEA=FPK

[FBG = FCG; FBG + FGD = FCG + FGD], FBGD = FCD, soit
FBGD + FDQ =FCD + FDP

doncFBGDQ=FCP

FBGDQ _ FCP
FQEA FPK

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

FCP _ CPrelem.H. VIL1]
' FPK PK

FBGDQ _ CP
| FQEA PK

}[Elem.H. V.11]

‘CP v .
—— =—|[par hypothése
K ghp yp ]

FBGDQ_V 1kjem H. v.11]
FQEA  x

6°™ cas : Le pointH est tel que% =V,

X
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G G D H K

Montrons qué-E diviseABGDEselon le rapport! :
X

FBGD = FCD [lemme]
AFE = FHK (lemme)

FDE = FDH [Elem.H. 1.37]
[FBGD + FDE = FCD + FDH]

FBGDE=FCH
FBGDE _ FCH [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
FAE FHK
FCH _ CH reiem.H. Vi1
FHK HK
FBGDE = CH [Elem.H. V.11]
FAE HK
CH _v X
—— =—|[par hypothese
{HK Xﬁp yp ]
FBGDE _V (glem H. v.11]
FAE X
7°™ cas : Le pointR tel que% =Y est entreH etK.
X

ES_HR

SoitSle point deEAtel que— =—. [Elem.H. VI.10]
SA RK

320
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

C G D H R
Montrons qué=SdiviseABGDEselon le rapport\i.
X

AFE = FHK [lemme] eti—f —H—E [par hypothese]

FES _ FHR
AFE  FHK

[FBGD = FCD etFDE = FDH] [lemme ;Elem.H. 1.37]
[FBGD + FDE = FCD + FDH], soitFBGDE=FCH
[FBGDE + FES=FCH + FHR]

FBGDES=FCR

FBGDES _ FCR
FSA  FRK

FCR_CR
FRK RK

FBGDES _ CR
FSA

{ﬁ:x}
RK X

FBGDES _ v
FS#

}[Elem H. VI1.1] doncFAS=FRK[Elem.H. V.14] et [de mémefES=FHR

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

}[Elem H. VI.1]

[Elem H. V.11]

- [Elem.H. V.11]

[#19] Proposition 19.
Diviser selon un rapport donné un pentagone a dewotés paralléles par une droite
paralléle a ses cbtés paralléles.
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SoientABGDEunN pentagone avekB et GD paralleles, et9 un rapport donné.
r

DivisonsABGDESselon le rapportq— par une ligne paralléle/AB.
r

Tracgons la parallele AB passant péE ; elle coupeBG enF. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
Tracgons la parallele BB passant pah ; elle coupeBG enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. .17]
Tracons la paralléle BG passant pdD ; elle coupeBG enH. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

DivisonsCH selon le rapportq—. [Elem.H. VI1.10]
r

1*" cas :F est tel queE =9
FH r

c B F G H
Montrons queEF diviseABGDESselon le rapppor{g.
r

EAB=ECBcarAC etEB sont parallélesglem.H. 1.37]
EAB+ EBF = ECB + EBF, soitEABF=ECF <*>

EDG = EHG carEG etDH sont parallélesHlem.H. 1.37]
EDG + EFG = EHG + EFG, soitEFGD = EFH <**>

ABFE _ ECF |Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
EFGD EFH
ECF _CF lElem.H. vi.1]
EFH FH
ABFE _ CF elem.H. v.11]
EFGD FH
322
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CF ¢ R
—— == |[par hypothéese
{FH r}[p yp ]

ABFE
EFGD

=9 [Elem.H. v.11]
r

2éme

cas : Le pointK tel que % =4 est entreC etF.
r

ECK<ECF etECF = ABFE[*], donc ECK<ABFE
Construisons a partir d&B la surfaceABML telle queAB et ML soient paralleles, et

ABML = ECK. (Baghdidi, Prop.10)

Montrons queé-M divise ABGDEselon le rapportg.
r

ECK=ABLM [par hypothéese]

[EAB=ECBetEDG = EHG, soitECB+ EBG+ EGH=EAB+ EBG+ EDQ],
ECH=ABGDE<***>

ECH-ECK=ABGDE-ABLM, soitEKH = MLGDE

ABLM _ ECK [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
MLGDE = EKH

ECK _ CK liElem.H. VI.1]
EKH KH

ABLM _ CK elem.H. v.11]
MLGDE = KH

CK _q .
—— =— [par hypothése

< r[p yp 1
ABLM _ 9 reiem.H. v.11]
MLGDE r
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q

3*M™cas : Le pointN tel que% = estentreF etH.
r

EHN<EFGD carEHN<EHF etEFGD = EHF [**]
Construisons a partir d®G la surfacd?OGDtelle queDG etPO soient paralléles, et

POGD=EHN. (Baghddi, Prop.10)

Montrons queOP divise ABGDESselon le rapportq—.
r

POGD=ENH [par hypothése]
ECH = ABGDE[***]
ABGDE-POGD=ECH-ENH, soitABOPE=ECN

ABOPE _ ECN Iejom.H. V.7 :Elem.H. V.11]
POGC _ ENH

ECN _ N Wrejem.H. vi1g

ENH  NH

ABOPE_ CN 1o 10m 1. v.11]

POGC  NH

CN _g \

—— == |[par hypothése

{NH r}no ypothese]

ABOPE

APPTE- 9 [Elem.H. v.11]
r

[#20] Proposition 20.
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Diviser selon un rapport donné un pentagone dont ude ses cétés est parallele a une de

ses diagonales par une droite paralléle a ce cotiéaecette diagonale.

SoientABGDEun pentagone tel qu&B et GE soient paralleles, eg un rapport donné.
q

DivisonsABGDESselon le rappor£ par une ligne paralléle/AB.
q

Tracgons la parallele BB passant pah ; elle coupeBG enF. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
Tracgons la parallele BG passant pdD ; elle coupeBG enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
<lemme>

[EAB=EFBetEDG =EC(

[EAB+ EBG+EGD=EFB+EBG+EC(Q

ABGDE = EFC (Baghadi, Prop.19

DivisonsFC selon le rapporiE. [Elem.H. VI1.10]
q

1*" cas : Le pointG est tel queg—cc;: =P

G

Montrons queéEG divise ABGDESselon le rappori;E .
q

[EGD = EG( [Elem.H. 1.37]
ABGDE-EGD = EFC - EGC [lemme]
SOitABGE = EFG <**>

ABGE _ EFG
EGD EGC

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
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{EFG FG} [Elem.H. VI.1]
EGC GC
ABGE FG

= — [Elem.H. V.11]
EGD GC
FG

ar hypothése

{GC q} [par hyp ]
ABGE _ p [Elem.H. V.11]
EGD

28me P est entreF etG.

cas : Le pointH tel ue—
P g HC

ABGE=EFG [**] et EFH<EFG, doncEFH<ABGE
Construisons a partir d&B la surfaceABKL telle queAB etKL soient paralléles, et

ABKL = EFElem.H. (Baghddi, Prop.10)

F B H K G c

Montrons queK divise ABGDESselon le rapporiB.
q

ABGDE=EFC [lemme]
ABKL = EFH [par hypothese]
ABGDE-ABKL = EFC — EFH, soitLKGDE =EHC

ABKL _ EFH [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
LKGDE EHC

EFH _FH [Elem.H. VI.1]

EHC  HC

ABKL _FH elem.H. v.11]

LKGDE HC
326
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FH _p .
—— =— | [par hypothese
[HC q}[p yp ]
ABKL _ P (Ejem.H. v.11]
LKGDE g
3*Mcas : Le pointM tel que% =P estentreGetcC.
q

EDG =ECG etEMG<ECG, doncEMG<EDG.
Construisons a partir deG la surfaceEGNOtelle queEG etNO soient paralléles, et

EGNO=EMG. (Baghdidi, Prop.10)

Cette construction revient a couper du triafges le triangleDON tel queDON etDEG
soient semblables &XON = ECM. (Baghdidi, Prop.3)

B G M

Montrons queNO diviseABGDEselon le rapporiqu.

ABGDE=EFC [lemme] etOND = EMC [par hypothéese]
ABGDE-OND = EFC-EMC, soitABGNOE=EFM

ABGNOE _ EFM
OND EMC

[EFM__FM

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

[Elem.H. VI.1]
EMC MC

ABGNOE_ FM
OND MC

[Elem.H. V.11]
FM _p N

—— =" [par hypothese
e qm yp ]
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ABGNOE_ P 1£1em 1. v.11]
OND q

[#21] Proposition 21.

Deux droites paralléles a un quelconque coté d’'ungmtagone étudié — ce c6té n’étant
paralléle ni & un autre c6té, ni a une diagonale dpentagone — peuvent étre tracées a
l'intérieur du pentagone a partir de deux des troisangles non reliés au c6té considéré.
Soit ABGDEun pentagone dont le cod= n’est paralléle ni & un autre c6té, ni a la diaden
BD.

Montrons que deux lignes paralleleABpeuvent étre tracées a I'intérieur du pentagone a
partir de deux des trois anglBsG ouD.

- AEetBD sont sécantes au-delaAlB :

Tracgons la parallele AE passant paB ; elle coupéED enF. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
0 BF etGD sont sécantes au-delafe®e :

Tracons la paralléle AE passant pdD ; elle coupeBG enH. (fig.1) [Elem.H. .31 ;

Elem.H. 1.17]

BF etHD sont paralléles AE et intérieures au pentagoABGDE [Elem.H. 1.30]
0 BF etGD sont sécantes au-delaBé :

Tracons la paralléle AE passant pa® ; elle coupeeD enK. (fig.2) [Elem.H. 1.31 ;

Elem.H. 1.17]

BF et GK sont paralléles AE et intérieures au pentagoABGDE [Elem.H. 1.30]

A E A E

G

Fig. 1 Fig. 2

- AE etBD sont sécantes au-delaEb :

328
© 2009 Tous droits réservés. http://doc.univ-lille1.fr



Thése de Marc Moyon, Lille 1, 2008
Analyse mathématique

Tracons la paralléle AE passant pdD ; elle coupeAB enC. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
o DC etBG sont sécantes au-delal6 :
Tracgons la parallele AE passant paB ; elle coupeDG enlL. (fig.3) [Elem.H. .31 ;
Elem.H. 1.17]
CD etBL sont paralléles AE et intérieures au pentagoABGDE [Elem.H. 1.30]
0 DC etBG sont sécantes au-delaBl€ :
Tracgons la parallele AE passant pa6 ; elle coupeAB enM. (fig.4) [Elem.H. .31 ;
Elem.H. 1.17]
CD etMG sont paralléles AE et intérieures au pentagoABGDE [Elem.H. 1.30]

A E A .

Fig. 3 Fig. 4

[#22] Proposition 22.

Diviser selon un rapport donné un pentagone par undroite parallele a I'un de ses cotes,
[pentagone dont] aucun cété n’est paralléle ni a udes autres c6tés ni a une quelconque
de ses diagonales.

SoientABGDEun pentagone do#B n’est paralléle ni &G, ni aux autres cotdsD etGD, et

y )
= un rapport donné.
z

DivisonsABGDESselon le rapporftX par une ligne paralléle/AB.
Z

Tragons les deux parallelef\B passant paB, D ouE et qui restent a I'intérieur du
pentagone. Ces deux droites coupent soit le mébée sxdit deux cotés opposes.
[Elem.H. .31]
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1*" cas : Elles coupent deux ctés opposés.
La paralléle 3B passant pa® coupeED enC. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
La parallele 3B passant pdE coupeBG enF. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

Raisonnons d’abord sur le c6té consécufiBac’est-a-direBG.

Tracgons la parallele BB passant pah ; elle coupeBG enH. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]
Tracons la paralléle BG passant pdD ; elle coupeBG enK. [Elem.H. 1.31 ;Elem.H. 1.17]
Tracons EH et EK.

<Lemme 1>

EAB=EHB[Elem.H. 1.37]

EDG =EKG [Elem.H. 1.37]

EAB+EDG + EBG=EHB + EKG + EBG, soitABGDE=EHK.

Tracons la paralléle BG passant pat ; elle coupeBG enL. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

DivisonsHK selon le rapporiz.
Z

a. F esttel queE ==,
FK

H B F G L K

Montrons queEF diviseABGDEselon le rapporftX :
2

[EAB=EHB] [Elem.H. 1.37]
[EAB+ EBF = EHB + EBF], EABF = EHF <*>
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[EDG = EGK] [Elem.H. 1.37]
[EDG + EFG = EGK + EFG], EDGF = EKF <**>

EABF _ EAF (Elem.H. v.7 ;Elem.H. V.11]
EDGF  EKF

EHFE _HF 1 Elem.H. VI1]

EKF  FK

EABF _ HF IElem.H. v.11]

EDGF  FK

HF _y 5
—=Z ar hypothese
{FK Z}[p yp ]

EABF _Y (Elem.H. v.11]
EDGF 2

b. L esttel que£ ==,
LK

H B F G L K

Montrons quesC diviseABGDEselon le rappor{x .
z

ECG=ELG carEG etCL sont parallelesHlem.H. 1.37]
EDG = EKG [Elem.H. 1.37]
EDG-ECG=EKG-ELG, soitCGD=ELK

[AEB = EHB]| [Elem.H. 1.37]

[AEB+ EBG=EHB + EBG|, ABGE= EHG <***>
[ABGE+ECG=EHG + EGL]

ABGCE=EHL
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ASSCE_ ERL elem.H. V.7 :Elem.H. V.11]
CGD  ELK

ERL _HL Y relem.H. viLag

ELK LK

CGD

HL
ar hypothese
[LK Z} [par hyp ]

ABGCE _
CGD

=Y [Elem.H. V.11]
Z

Y
z

c. Le point M tel queW estentreH et F.

EHF = EABF et EHM<EHF, doncEHM<EABF,
Construisons sukB la surfaceABNOtelle queNO et AB soient paralléles &BNO=EHM.
(Baghddi, Prop.10)

Montrons queNO diviseABGDEselon le rappor% .
ABGDE=EHK [Lemme 1]

ABNO=EHM [par hypothese]
[ABGDE—-ABNO=EHK -EHM]

ONGDE=EMK

ABNO _ EHM
ONGDE EMK

EHM _ HM
EMK MK

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11] <****>

} [Elem.H. VI.1]
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ABNO::HM|Emm++v1u
ONGDE MK

HM _y .

—— == | [par hypothése
{MK Z}m yp ]
_ABNO _ Y Elem.H. v.11]
ONGDE 7z

d. Le point P tel que% =Y est entreF etL.
z

EFL = EFGCetEFP<EFL, doncEFP<EFGC.
Construisons sUeF la surfaceEFQRtelle queEF etQR soient paralleles &FQR= EFP.

(Baghdidi, Prop.10)

Montrons queéQR divise ABGDESselon le rappor{x :
2

[EHB =EAB, | ; 37 etEFP = EFQR par construction]
[EHB + EBF + EFP = EAB+ EBF + EFQR

EHP = ABQRE

ABGDE=EHK [Lemme 1]
[ABGDE-ABQRE=EHK —-EHP]

RQGD= EPK <***¥*>

ABQRE_ EHP
RQGD EPK

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

EAP _HP rElem.H. Vi1

EPK PK
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ABQRE _ HP
RQGD PK

[Elem.H. V.11]

HP _y \
—== ar hypothese
[PK Z} [par hyp ]

ABQRE_Y 1Ejem.H. v.11]
RQGD z

e. Le point Stel queg—s =Y estentrelL etK.
z

ECG=ELGetEDG =EKG, doncECG-EDG = ELG-EKG, soitCDG = EKL
EKSEKL doncEKSCDG
Coupons d€DG un triangleTDV par la ligneTV parallele &G tel queTDV et CDG soient

semblablesEKS=TDV. (Baghdidi, Prop.3)

B F G L S

Montrons queTV diviseABGDEselon le rappor{x .
z

ABGDE=EHK [Lemme 1]
TDV =EKS
ABGDE-TDV = EHK — EKS soitABGVTE=EHS

ABGVTE _ EHS
TDV ~ EKS
EHS _ HS
EKS  SK

ABGVTE_ HS
TDV  SK

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

} [Elem.H. VI.1]

[Elem.H. V.11]
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HS vy .
—=Z ar hypothéese
{ SK Z} [par hyp ]

ABGVTE_ Y IElem.H. v.11]
TDV z
2°™ cas : les deux droite€G et EF sont telles queF est surGD et C sur AE
A c E y z
|
D
B

Nous raisonnerons alors sur le cAEcomme ce que nous avons fait par rapport auRGté
3*Mcas : Les deux paralléles coupent le méme cB6E.

Tracgons la parallele BG passant pah ; elle coupeBG enH. [Elem.H. .31 ;Elem.H. 1.17]

Tracons la paralléle BF passant paD ; elle coupeBG enK. [Elem.H. .31 ;Elem.H. .17]

Tracons la paralléle BC passant pdE ; elle coupeBG enL. [Elem.H. I.31 ;Elem.H. 1.17]

<Lemme 2>

EHK = ABGDE(Lemme 1)

[EHB = EABetCLE = CDE] [Elem.H. 1.37]

[EHB + EBC+ CLE = EAB+ EBC + CDE]

EHL = ABCDE

ABGDE-ABCDE=AHK —AHL, s0itDGC = ELKm

DivisonsHK selon le rappor{X. [Elem.H. VI.10]
z

a. F esttel queE =Y,
FK

z
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B F C G L

Montrons queEF diviseABGDEselon le rappor{X .
Z

ABFE = EHF [*]
EFGD = EFK [**]

ABFE _ EHF [Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]
EFGD EFK

EHFE _HF | Elem.H. Vi

EFK  FK

EBFE _HF glem.H. v.11]

EFGD  FK

HF vy .
— == ar hypothéese
[FK Z}[p yp ]

EBFE _ Y Blem.H. v.11]
EFGD 2
b. L esttel queﬁzl.
LK 2z
E Y T
D
A
H K
B F C G L
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Montrons queEL diviseABGDESselon le rappon)—/ .
2

ECD =ECL [Elem.H. 1.37]

[EAB=EHB, | ; 37 dondEAB+ EBC=EHB + EBC]
ABCE=EHC

[ABCE+ECD=EHC + ECL]

ABCDE=EHL

DCG=ELK [Lemme 2]

ABCD _ EHL
DCG ELK

EHL _HL elem . vig

ELK LK

ABCD _ HL b o H. v.11]
DCG LK

HL _y .
— == ar hypothese
[LK Z}[p yp ]

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

ABCD _ ¥ relem.H. v.11]
DCG =z

c. Le point M tel que% =Y est entreH etF.
y;

Construisons sukB la surfaceABNOtelle queAB etNO soient paralléles &BNO=EHM.
(Baghdidi, Prop.10)

B M N F C G L

Montrons queéON diviseABGDEselon le rappon)—/ .
2
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ABNO _ EH
ONGDE EMK

EHM _ HM
EMK MK

(****)

} [Elem.H. VI.1]

[_1
MK Z

ABNO
ONGDE

} [par hypothese]

=Y [Elem.H. V.11]
V4

Yy
z

d. Le point P tel queﬁ est entreF etL.

Construisons sUEF la surfaceEFQRtelle queEF et QR soient paralleles &FQR=EFP.
(Baghddti, Prop.10)

B F Q P C G L
Montrons queRQ divise ABGDESselon le rappor{x :
2

[ABFE = EHF, * et EFQR= EFP, S0it ABFE + EFQR= EHF + EFP]
ABQRE= EHP

[RQGD= EPK] [#++++]

ABQRE_ EHP
RQGD ~ EPK

E—E [Elem.H. VI.1]
EPK PK

HP _y
ar hypothese
[PK Z}m yp ]

[Elem.H. V.7 ;Elem.H. V.11]

ABQRE_ Y IElem.H. V.11]
RQGD z
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e. Le point Stel queg—lf =Y estentrelL etK.
z

DCG =ELK (Lemme 2) eESK<DCG doncESK<ELK.
Coupons d&€DG un triangleTVG par la ligneTV paralléle DG tel queTVG et CDG soient

semblablesEKS=TVG. (Baghdidi, Prop.3)

H B F CV L SG

Montrons queTV diviseABGDEselon le rappor{x .
z

TVG=ESK|[par hypothese]
ABGDE=EHK [Lemme 1]
[ABGDE-TVG=EHK -EKY
ABVTDE=EHS
ABVTDE _ EHS
TVC ESK
{is _HS
ESK SK

} [Elem.H. VI.1]

HS _ vy .
—== ar hypothése
[ SK Z} [par hyp ]

ABVIDE_Y Iglem.H. v.11]

TVG Z

4°™ cas : Les deux paralléles coupent le méme cRE.
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G

Nous raisonnerons sur le c@&& comme ce que nous avons fait pour le &
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The practical geometry in Europe linked with thaian
tradition, the example of the measurement and ithsiah of

figures : Contribution to the study of medieval henhatics.

Abstract :
The object of our work is the critical edition, thHe&rench translation and the

mathematical analysis of théber mensurationunof Abu Bakr, of theLiber Saydi Abuothmi

ofthe Liber Aderametiand of theDe superficierum divisionibus libeof Muhammad al-

Baghdidi. These four texts of the Arabian tradition are wbtwo chapters of practical

geometry : the measurement and the division ofréiguThe measurement has for object the
determination of unknown quantities (lengths, areadumes) from quantities data. The
division of figures consists in dividing a geometfigure in several parts according to
properties and constraints fixadoriori.

Our work takes in account some previous mathemdtagitions — mesopotamian one,
Greek and Latin of the late Antiquity - describittgir activities of measurement and division
of figures. We complete this description with agamtation of the practices of the muslim
Orient and Occident. Thus, we put in evidence sohsacteristic elements of the practices
of the Muslim west. These would suggest the excgef a tradition of the measurement and
the division of figures to this region.

Finally, the corpus that we present is a vectothef diffusion of the practices of
geometry of the Arabian tradition in the Latin wbrindeed, the four texts are arabo-Latin
translations that seem have been achievé&harlusaround the 12th century. Their analyses

allow us to study an aspect of the appropriatiothefArabian science by the Latin.

Keywords :
Mathematics, practical geometry, measurement, idivisf figures, Muslim WestAndalus

Latin Middle-Ages, translationspiszia, Practica geometriae
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L'objet de notre travail est I'édition critique, teaduction francgaise et
I'analyse mathématique duber mensurationund’Abta Bakr, duLiber Saydi
Abuothmj du Liber Aderametiet du De superficierum divisionibus libede
Muhammad al-Baghatii. Ces quatre textes de la tradition arabe traderdeux

chapitres de géométrie pratique : le mesurage dédteupage. Le mesurage a
pour objet la détermination de grandeurs inconifloegueurs, aires, volumes)
a partir de grandeurs données. Le découpage amrsigtiviser une figure
géomeétrique en plusieurs parties selon des prégrtt des contraintes fixéas
priori.

Notre travail prend en compte certaines traditionathématiques
antérieures — mésopotamienne, grecque, latine Aatiduité tardive — en
décrivant leurs activités de mesurage et de dégeupgdous complétons cette
description avec une présentation des pratiqueBQaient et de I'Occident
musulmans. Ainsi, nous mettons en évidence certdéments caractéristiques
des pratiques de I'Occident musulman. Ceux-ci stgggéent I'existence d’une
tradition du mesurage et du découpage propre @ EEjion.

Enfin, le corpus que nous présentons est un vedeeula diffusion des
pratiques de géométrie de la tradition arabe audeadatin. En effet, les quatre
textes sont des traductions arabo-latines qui samhkdvoir été réalisées en
Andalusaux alentours du fZiécle. A ce titre, leurs analyses nous permettent
d’étudier un aspect de I'appropriation de la sogea@be par les Latins.

Mots-Clés :
Mathématiques, géométrie pratique, mesurage, dagey®ccident musulman,

Andalus, moyen-age latin, traductionsisz/a, Practica geometriae

Université des Sciences et Technologies de Lille
Centre d’Histoire des Sciences et d’Epistémologid.itel
« Savoirs, Textes, Langage » - UMR CNRS 8163
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