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Introduction

Le raisonnement en calcul propositionnelnest I’objet de nombreux travaux a I’heure actuelle. Leur multiplicité
résulte des progrés considérables autour du probleme SAT : [Selman, et al. 1997] (traduction personnelle)

« Premiérement, de nouveaux algorithmes ont été découverts, comprenant ceux basés sur la
recherche locale stochastique mais aussi la recherche systématique, avec de meilleurs
comportements d’échelle™= que la procédure de Davis et Putnam de base. Deuxiémement,
I’amélioration des machines a étendu la panoplie des algorithmes. Troisiémement, les chercheurs
ont commencé a développer et résoudre d’intéressants problémes « réels » codés en logique
propositionnelle, tels que la planification et le diagnostic, avec a I’horizon le traitement du
langage naturel et I’apprentissage. Ces codages n’étaient méme pas envisageés il y a quelques
années parce qu’ils étaient considérés comme beaucoup trop gros pour étre traités par n’importe
quelle méthode. Entre 1991 et 1996 la taille des problémes de satisfaction « difficiles » pouvant
étre résolus en temps convenable est passé de moins de 100 variables a plus de 10 000 variables.
Les progrés sont dus a I’interaction des chercheurs en IA, recherche opérationnelle, et
informatique théorique, qui ont fourni des benchmarks (DIMACS, voir [Johnson/Trick 1996]),
[...], et partagé algorithmes et codes. »

On distingue deux catégories de méthodes pour résoudre SAT : les méthodes de recherche systématique et les
méthodes de recherche stochastique. Un consensus semble s’établir autour de la procédure de Davis et Putnam
[Davis/Putnam 1960, Davis, et al. 1962] dans ses variantes actuelles [Li/Anbulagan 1997] comme le meilleur
représentant de la premiére catégorie. Dans la seconde catégorie, les méthodes les plus connues sont GSAT
[Selman, et al. 1992] et ses variantes [Selman, et al. 1994, McAllester, et al. 1997].

Deux axes de développement autour du probléme SAT voient le jour :

e Adaptation des méthodes a la résolution d’instances de problémes réels, parmi lesquels la planification
(SATPLAN, [Kautz/Selman 1996] et BlackBox [Kautz/Selman 1999]) et récemment la cryptographie
[Massacci 1999]. Il s’agit d’une part de trouver des bibliothéques conséquentes de problémes « réels »
difficiles ayant les mémes caractéristiques (ce qui est souvent malaisé) et, d’autre part, d’étudier le
comportement des algorithmes sur ces instances particuliéres afin de développer, si nécessaire, des
algorithmes spécialisés.

e Utilisation des techniques performantes pour SAT dans le cadre de problémes connexes: le calcul
d’impliquants premiers [Castell/Cayrol 1996] ou de couvertures d’impliquants par exemple
[Mazure/Marquis 1996, Schrag 1996], la satisfaisabilité de formules propositionnelles quantifiées (QBF,
probleme QSAT) [Cadoli, et al. 1998, Gent/Walsh 1999, Rintanen 1999], la prise en compte de
quantificateurs aléatoires (Stochastic SAT) [Littman 1999], I’existence d’un modéle proche d’une
interprétation (partielle) de référence (DISTANCE-SAT) [Bailleux/Marquis 1999], le raisonnement non
monotone [Bessant, et al. 1998, Grégoire, et al. 1998, Grégoire 1999], I’introduction de contraintes
métriques dans le langage (LPSAT [Wolfman/Weld 1999]), I’extension du formalisme en conservant les
techniques [Castell/Fargier 1998, Rauzy, et al. 1999], etc. Dans ce cas, on considére que les progrés réalisés
pour SAT sont tels qu’il est désormais possible d’aller au dela/autour du probléme SAT.

Nos travaux se situent dans ce deuxiéme axe. Cette these n’apporte pas de nouvelle stratégie de résolution du
probléme SAT ni d’amélioration de la procédure de Davis et Putnam. Nous utilisons les travaux existant sur ce
domaine dans le cadre de la production d’impliquants P-restreints premiers, une notion que nous définissons. Ce

¥ on le retrouve dans de nombreux domaines en Intelligence Avrtificielle (raisonnement non monotone, diagnostic, planification, etc.)
2 « ... that have better scaling properties... »
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concept n’est pas nouveau, et on le retrouve sous diverses formes dans le raisonnement propositionnel : modéles
minimaux de Herbrand/Lifschitz, diagnostic consistant, sous-bases maximales consistantes, etc...Nous la forma-
lisons de fagon plus générale.

Cadre plus restreint que le calcul d’impliquants/impliqués premiers [Marquis 1999], autre probléme tres
important du raisonnement propositionnel, il s’agit ici de calculer des formules restreintes a un ensemble
consistant de littéraux. Nous avons abordé ces travaux avec Thierry Castell [Castell 1997], qui présente dans sa
these des algorithmes de calcul de P-impliquants et P-impliqués premiers avec P un ensemble quelconque de
littéraux. Cette différence change tout d’abord la complexité du probléme : dans notre cas, notre espace de
recherche pour une formule propositionnelle de n variables contient 2" formules contre 3" lorsque P est un
ensemble de littéraux quelconques. Il en découle que les algorithmes utilisés pour calculer ces formules sont eux
aussi différents. Quand P est un ensemble consistant de littéraux, il est possible d’utiliser la procédure de Davis
et Putnam pour explorer I’espace de recherche (calcul des impliquants P-restreints d’une base de clauses).

Nous montrons comment modifier cette procédure pour produire uniquement les impliquants P-restreints
premiers d’une base de clauses. La particularité de notre méthode, MPL (Modéles Préférés par leurs Littéraux),
est d’utiliser uniquement des techniques connues pour SAT (ordonnancement des variables et des littéraux de
branchement, ajout de clauses dans la base durant la recherche) afin de garantir la primarité des impliquants P-
restreints obtenus. Nous montrons ensuite comment calculer des P-impliquants et P-impliqués premiers (avec
toujours P ensemble consistant de littéraux) a I’aide de notre seul algorithme MPL. Il s’agit de cas particuliers
des problémes considérés par Thierry Castell.

On retrouve ces P-impliqués premiers particuliers dans un outil qui a connu un large succés lors de son
apparition : I’Assumption-based Truth Maintenance System (ATMS) [de-Kleer 1986, de-Kleer 1986b].
Originalement destiné au diagnostic de panne, il a été utilisé dans diverses applications du raisonnement non
monotone, car il permet par exemple de détecter les incohérences d’une base de connaissances, d’effectuer du
raisonnement abductif, etc... Pour des raisons d’efficacité, il a été redéfini en termes d’impliquants et
d’impliqués premiers dans le Clause Management System (CMS) [Reiter/de-Kleer 1987] puis I’Assumption-
CMS (ACMS) [Kean/Tsiknis 1990, Kean/Tsiknis 1992]. Nous montrons comment les diverses formules
manipulées par I’ACMS peuvent étre redéfinies en terme d’impliquants P-restreints ou P-impliqués premiers
pour construire un ACMS basé sur MPL.

Nous pensons que la meilleure procédure de résolution de SAT a I’heure actuelle est aussi la plus efficace pour
le calcul des impliquants P-restreints premiers.

Nous appliquons ensuite nos travaux dans le cadre du raisonnement non monotone au raisonnement en monde
clos (CWR). Nous montrons comment calculer I’ensemble des formules « free for negation » d’une politique
donnée a partir du concept d’impliquant P-restreint premier. Ces résultats sont basés sur I’équivalence entre les
impliquants P-restreints premiers et les modéles minimaux de Herbrand/Lifschitz [Lifschitz 1985].

Dans le cadre de la théorie de la décision dans I’incertain en calcul propositionnel, en collaboration avec Régis
Sabbadin [Sabbadin 1998], nous proposons des algorithmes de calcul de décisions optimales selon deux
politiques (optimiste et pessimiste). On retrouve dans ces deux politiques la notion d’impliquant P-restreint
premier (politique optimiste) et de P-impliqué premier (politique pessimiste).

Nous étendons ensuite la notion d’impliquant P-restreint premier a une notion de préférence plus générale. Dans
le cadre de I’argumentation par exemple, en collaboration avec Leila Amgoud [Amgoud 1999], nous montrons
comment ramener le calcul d’argument préféré a un calcul de P-impliqué préféré. Nous présentons alors deux
algorithmes permettant le calcul d’argument préféré selon deux relations de préférence présentées dans
[Amgoud, et al. 1996].

Les travaux présentés dans cette thése ont abouti a I’implantation d’un prototype comportant tous les algorithmes
proposés. Il est utilisé dans notre équipe dans diverses expérimentations.

Le plan du manuscrit est le suivant :

Tout d’abord quelques résultats et notations du calcul propositionnel utilisés dans le reste du document suivi par
la présentation du probleme SAT et de diverses méthodes de résolution de ce probléme, en particulier la
procédure de Davis et Putnam.

Nous introduisons ensuite la notion d’impliquant P-restreint et P-impliqué premier a I’aide de I’ATMS. Nous
formalisons ces notions et présentons des algorithmes de calcul des impliquants P-restreints, P-impliquants et P-
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impliqués premiers d’une CNF. Nous donnons ensuite quelques résultats empiriques sur le comportement de nos
différents algorithmes appliqués a des formules générées aléatoirement.

Nous confrontons ces notions dans divers domaines parmi lesquels I’ATMS, le raisonnement en monde clos, la
théorie de la décision dans I’incertain puis nous introduisons deux variantes : I'utilisation de méthodes
stochastiques dans le calcul d’impliquants P-restreints premiers et le calcul du degré de croyance d’une formule
a la Dempster/Shafer.

Nous présentons ensuite la notion d’impliquant P-restreint préféré, une généralisation de la notion d’impliquant
P-restreint premier a des relations de préférences compatibles avec I’inclusion.

Nous présentons enfin quelques travaux proches des notres. Les premiers utilisent une méthode de recherche
locale dans le cadre du raisonnement non monotone, les autres proposent d’autres méthodes de calcul de modeles
minimaux.
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Partie | : SAT & Co

« D’une goutte d’eau, [...], un logicien pourrait inférer la possibilité d’un océan Atlantique ou d’un
Niagara, sans avoir vu ni I’un ni I’autre, ni méme en avoir entendu parler. Ainsi, toute la vie est une
longue chaine dont chaque anneau donne le sens. Comme toutes les autres sciences, la science de la
déduction et de I’analyse ne peut s’acquérir qu’au prix de longues et patientes études ; du reste, notre
vie est trop bréve pour nous permettre d’atteindre a la perfection. Avant de se tourner vers les aspects
moraux et intellectuels du sujet, ou résident les plus grandes difficultés, le chercheur commencera par
triompher des problémes les plus simples. » Sir Arthur Conan Doyle, Etude en Rouge.

1 Le calcul propositionnel

Les logiques symboliques ont pour but de modéliser le raisonnement de sens commun. Nous allons nous
intéresser a la plus simple d’entre elles : la logique propositionnelle. Nous ne cherchons pas a redéfinir la logique
propositionnelle mais simplement a fixer certains termes et certaines notations utilisées dans le document. Pour
de plus amples renseignements sur la logique symbolique en général et/ou le calcul propositionnel en particulier,
nous renvoyons le lecteur a des ouvrages spécialisés ( [Chang/Lee 1973] par exemple).

1.1 Le langage

On notera S I’ensemble des symboles propositionnels (ou atomes, propositions). On distinguera deux symboles
propositionnels particuliers : T (top) et O (bottom). A partir de ces symboles propositionnels, on construit des
formules bien formées.

Définition 1 (formules bien formées)
Les formules sont définies récursivement comme suit :
1. Unatome est une formule (y compris T et [).
2. Si aest une formule alors —a est une formule.
3. Si aest une formule alors (@) est une formule.
4. Si aet Ssontdeux formules alors (a p), (a pP), (a  pP) et (a = B) sont des formules.
5. Toute formule est obtenue par application des régles précédentes un nombre fini de fois.
On notera FPs I’ensemble des formules propositionnelles construites a partir de I’ensemble des symboles
propositionnels S.

L’ordre de priorité des connecteurs est (par ordre croissant) : =, , [, [0 —. Lorsque les parenthéses ne seront
pas nécessaires, elles seront omises pour plus de clarté. Par exemple, on notera —a /73 la formule ((-a) /7).De

plus, onnotera [ ] a; laformule ((((av J ay) [J as) 1.0 @) ol O est I’'un des connecteurs binaires {/{/}.
iCTL..n]
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Définition 2 (conjonction, disjonction, littéraux)
On appelle conjonction{ XE "conjonction” } une formule de la forme [ ] a; ou les a; sont des formules quel-
iCTL.n]
conques. De méme, on appelle disjonction{ XE "disjonction” } une formule de la forme [ ]¢;. Enfin, un littéral
L
désigne tout atome ou négation d’atome (par exemple, si s est un atome, s et —s sont des littéraux). On notera Lg
I’ensemble des littéraux construits a partir de I’ensemble de symboles propositionnels S.

Définition 3 (interprétation)

Une interprétation{ XE "interprétation" } | est une fonction toujours définie de S vers {vrai, faux}. On notera I(s),
s /7S I'image de I’atome s (sa valeur de vérité) dans I’interprétation | et Is I’ensemble des interprétations cons-
tructibles a partir de S.

| Si S contient n atomes, alors il existe 2" interprétations.

A partir d’une interprétation (de la valeur de vérité des atomes), on peut définir la valeur de vérité d’une formule.

Définition 4 (valeur de vérité d’une formule)
Soient a et B deux formules de FPs et 10ls une interprétation. Soit s/8. On définit la valeur de vérité d’une
formule a partir de la valeur de vérité de ses atomes, de la fagon suivante :
1. I(T)=vrai et I(£)=faux.
2. 1(=B)=vrai ssi I(B)=faux. =0 est appelée la négation{ XE "négation" } de £.
3. I(a OB)=vrai ssi I(a)=vrai et I(B)=vrai. a [J3 est appelée la conjonction{ XE "conjonction" } de a et
de 5.
4. (a OpB)=faux ssi I(a)=faux et I(B)=faux. a [73 est appelée la disjonction{ XE "disjonction" } de a et
de 5.
5. 1 (a pP)=faux ssi I(a)=vrai et I(f)=faux. On dira que « a implique{ XE "implique" } 8 » ou encore
«si aalors B».
6. I(a = P)=vraissi l(a)=I(0).

Définition 5 (satisfaction d’une formule, modeéle)

Une formule a 0 FPs est dite satisfaite{ XE "formule:satisfaite” } pour une interprétation 1/1s, ou encore | satis-
fait a ssi I(a@)=vrai ; sinon, a est dite falsifiée{ XE "formule:falsifiée" } pour I (I(a)=faux). Une interprétation
1[5 qui satisfait une formule all FPs est appelée un modele{ XE "modéle" } de a.

Notation : Il est parfois plus simple de représenter une interprétation par I’ensemble des littéraux qu’elle satisfait
(dont la valeur de vérité est vrai). Nous adopterons cette convention dans la suite du document.

Définition 6 (validité, consistance, inconsistance)

Une formule a [0 FPs est dite valide{ XE "formule:valide" } (on dira aussi que c’est une tautologie{ XE "tauto-
logie" }) ssi elle est satisfaite par toutes les interprétations de ls. a est dite inconsistante{ XE "for-
mule:inconsistante” } (ou insatisfaisable, contradictoire{ XE "formule:insatisfiable" }) ssi elle est falsifiée par
toutes les interprétations de Is. Une formule est dite consistante{ XE "formule:consistante” } (ou satisfaisable{
XE "formule:satisfiable” }) ssi elle n’est pas inconsistante.

Une formule valide est consistante. Une formule consistante est une formule qui admet au moins un
modele.

1.2 Notion de conséquence et d’équivalence logique

Définition 7 (conséquence logique)
Soient les formules ai, o, ... a, et Bde FPs. S est conséquence logique de a1, @, ... a, (Noté ay, @y, ... a |= B)
ssi toute interprétation | qui satisfait a; [Ja,, .. [Jay, satisfait aussi S.
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Proposition 1 (théoréeme de la déduction)
Soient les formules a1, @, ... a, et B de FPs. [ est conséquence logique de ai, @, ... a, ssi la formule
(v O, 0. Oay) Best valide.

Proposition 2
Soient les formules a1, @, ... a, et B de FPs. [ est conséquence logique de a1, @, ... a, ssi la formule
(v O, O..Oa,) [7- est inconsistante.

Cette proposition est trés importante : elle nous permet de remplacer un probléme de déduction par un
probléme de consistance.

Définition 8 (équivalence)

Deux formules a et S de FPs sont dites logiquement équivalentes{ XE "formules:équivalentes” } (ou encore a
est logiquement équivalente a 3, ou [ est logiquement équivalente a a), noté a =, ssi [AAs 1(a)=I(B) (les va-
leurs de vérité de a et de B sont les mémes pour toutes les interprétations de Is).

Proposition 3
Soient deux formules aet Bde FPs a =Bssi afF Bet BEa.

Preuve : elle découle de la définition de I’équivalence.

1.3 Formes normales

Nous allons maintenant définir les différentes formes syntaxiques des formules que nous allons utiliser. La
premiére correspond a la forme la plus courante de représentation des bases de connaissances.

Définition 9 (cubes, clauses, base de clauses)

Un cube est une conjonction de littéraux. Une clause est une disjonction de littéraux. Une clause est dite fonda-
mentale{ XE "formule:fondamentale" } ssi elle n’est pas valide. Une base de clauses est un ensemble de clauses.
Une base de clauses est satisfaite ssi toutes ses clauses sont satisfaites (elle est assimilée a la conjonction de ses
clauses).

Un littéral est a la fois un cube et une clause. Dans la suite du document, nous supposons que nos bases
de clauses contiennent uniquement des clauses fondamentales.

Définition 10 (clauses positives, négatives, de Horn)

Une clause positive est une clause qui ne contient pas de littéraux négatifs.

Une clause négative est une clause qui ne contient pas de littéraux positifs.

La clause vide est positive et négative.

Une clause de Horn (resp. reverse-Horn) est une clause qui contient au plus un littéral positif (resp. négatif).
Une clause de Krom est une clause qui contient au plus deux littéraux [Cadoli 1995].

Dans le reste du document, quand nous parlerons de base de connaissances, ou tout simplement de base, il
s’agira implicitement d’une base de clauses. Nous représenterons le plus souvent une clause sous sa forme im-
plicative : —=a; [7—a, [J...[0=a, [Jby[Jb, [J...[Ib,, sera représenté par a; a, ... a, by b, ... b,. Une clause
positive sera notée by b, ... by, (au lieude T by by ... by) et une clause négative sera notée a; a, ... a, (au
lieude a;a, ... a, /). =g [7J v sera donc représentée par g . La partie gauche de la clause est appelée
antécédent et sa partie droite conséquent.

®Pournous,g Vv,g-v ,-v =get =gV sontdes notations équivalentes (il n’y a pas de notion de justification et d’effets). Ce n’est
pas toujours vrai en logique non monotone, par exemple dans le cadre des logiques & exceptions [Reiter 1980]. Dans ce cas, nous utiliserons
la notation pratiquée par cette communauté : =g — -v.
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Il est en général tres difficile de montrer qu’une formule est conséquence logique d’une autre formule (c’est un
probléme coNP-complet™. Cependant, il existe une propriété syntaxique entre certaines formules qui permet de
le déterminer immédiatement.

Définition 11 (sous—s%ﬁnmation)
On dira qu’une clause™ a sous-somme ( « subsume ») une clause a’, noté a 0 @’, ssi I’ensemble des littéraux de
a est inclus dans I’ensemble des littéraux de @’.

Exemple: a=(g Vv), @ =(g VvC). asous-somme a’, ou encore @’ est sous-sommee par da.

Proposition 4
Soient det & deux clauses fondamentales. J sous-somme & ssi & est conséquence logique de (6 O J)
(0= 9)).

Preuve : triviale.

Définition 12 (CNF)
Une formule a O FPs est dite sous forme normale conjonctive{ XE "forme normale:conjonctive" }
(« Conjunctive Normal Form », CNF) ssi aest de la forme [ | J;, ou les & sont des clauses.

if1..n]

Une base de clauses est interprétée comme une CNF. Nous verrons plus loin que la majorité des
algorithmes de test de consistance utilisent en entrée des formules CNF.

Définition 13 (DNF)
Une formule o O FPs est dite sous forme normale disjonctive{ XE "forme normale:disjonctive" } (« Disjunctive
Normal Form », DNF) ssi a est de la forme [ ] ) ou les ) sont des cubes.

L

Il existe une autre forme normale que I’on trouve dans la littérature : la forme normale négative (Negative
Normal Form).

Définition 14 (NNF)
Une formule a O FPs est dite sous forme normale négative (« Negative Normal Form », NNF) ssi a est soit :
e un littéral
e une conjonction 7 &
e une disjonction 7 o
ou les a; sont des formules NNF. Autrement dit, une formule est NNF ssi le symbole négation apparait
uniquement devant des symboles propositionnels.

Exemple : =f [7(g [J(-e [7h)) est une formule NNF. =f [7-(g [7(-e [/h)) n’est pas NNF.
| Les formules DNF et CNF sont des cas particuliers de NNF.

On peut noter qu’une clause ou un cube est a la fois sous forme CNF et DNF (donc NNF). De plus, on trouve
facilement une forme CNF ou DNF de la négation de ces formules. Cette particularité s’avérera utile lorsque
nous utiliserons la Proposition 2|: si a est une CNF et S un cube ou une clause, alors a/#8 est une CNF.

Proposition 5
@l FPg une formule propositionnelle, /7 a’[FPs sous forme normale (conjonctive, disjonctive ou négative)
telleque a =a’.

* Nous ne définirons pas dans cette thése la notion de coNP-complétude. Nous renvoyons le lecteur & [Garey/Johnson 1979] par exemple
pour ce qui concerne la théorie de la complexité.

® Cette notion ne semble pas définie pour les cubes. Elle provient de la logique booléenne ol les disjonctions sont représentées par des
sommes (=g + —v sous-somme —g + -v + c). Elle existe cependant, mais I’inclusion est inversée : =g/# v/t sous-somme -g/# v car
=9/ V(=93 V[F ¢)[{~g/[F V[E) et =g.=V.C SOUS-SOMMe —g.=V.C + =Q.=V.=C.

Page 20



Le calcul propositionnel

Preuve :

a= ”D I, la disjonction des modeéles de a, est une formule DNF (donc NNF) logiquement équivalente
=a

a a (couverture d’impliquants, cf. Définition 16).

a= ' O =1, est une formule CNF (donc NNF) logiquement équivalente a a (couverture d’impliqués,
=-a

of. PETAion 18]

Nous verrons dans la suite que le passage d’une forme CNF a DNF (et inversement) est une opération
complexe, qui est souvent utilisée en calcul propositionnel, et nous proposerons un algorithme original
pour I’effectuer.

Nous allons maintenant définir la notion d’impliquant/impliqué premier. Nous utilisons les définitions proposées
par [Marquis 1999] : nous renvoyons le lecteur a cet ouvrage pour de plus amples informations sur le sujet.

Définition 15 (impliquant, impliquant premier)

Soit a une formule de FPs. Soit yune conjonction de littéraux (un cube) de FPs. yest appelée un impliquant de a
ssi y|= a. On dit de plus que yest un impliquant premier de a ssi yest un impliquant de a et O y un impliquant
de a,si ygy alors y Ey

Nous avons vu qu’un modéle peut étre représenté par un cube particulier (la conjonction des littéraux
satisfaits). Un impliquant correspondrait a un « sous-modéle » : une fonction d’une partie des symboles
propositionnels vers {vrai, faux}. Pour construire un modele a partir d’un impliquant, il suffit d’assigner
une valeur de vérité quelconque aux symboles qui n’en ont pas déja une. A partir d’un impliquant de k
littéraux (différents), on peut donc construire 2 - ¥ modéles. Notons aussi qu’un impliquant est
logiquement équivalent & la disjonction des 2 - ¥ cubes associés. Enfin, nous considérons que le cube
associé a un modele est un impliquant particulier, ce qui explique la notation utilisée dans la suite du
document : « une interprétation I est un modéle de la formule a » sera noté « | F a ».

Définition 16 (couverture d’impliquants)
Soit a une formule de FPs. Soit }, )5, ..., des impliquants de a. On dit que )4, )5, ..., est une couverture
d’impliquants de a'ssi i [Jy (... Oy =a.

Définition 17 (impliqués, impliqués premiers)

Soit une formule a/7FPs. Soit o une disjonction de littéraux (une clause). J est appelée un impliqué de a ssi
al= o On dit de plus que dest un impliqué premier de a ssi dest un impliqué de a et 00 & impliqué de a, si
O Foalors 0|=7.

Définition 18 (couverture d’impliqués)
Soit a une formule. Soit J;, &, ...,& des impliqués de a. On dit que J;, &, ...,& est une couverture d’impliqués
de assi o, 76 ... 0o, =a.

[Siegel 1987] présente un cadre de sélection des impliqués d’une base de connaissances avec la notion de champ
de production. Elle est définie dans le cadre de la logique du premier ordre : nous donnons ici sa restriction au
calcul propositionnel.

Définition 19 (probléme du champ de production)
Soit BC/FPs une base de clauses (les connaissances) et CP/FPs une autre base de clauses appelée Champ de
production. Déterminer I’ensemble de clauses (impliqués) Produites(BC,CP) = {c | c/ICP et BC [=c}.

Pour des raisons pratiques, on limite I’ensemble des solutions trouvées (une base de clauses) a ses impliqués
premiers (qui ne sont pas forcément des impliqués premiers de BC !).

Nous présenterons dans cette these une méthode de résolution de ce probléme quand le champ de production est
d’une forme trés particuliére : CP = {c | ¢ est une clause dont tous les littéraux sont dans P, avec P un ensemble
consistant de littéraux}.
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1.4 Utilisation de la notation ensembliste
Nous présentons dans cette thése des solutions algorithmiques pour calculer des formules particuliéres du calcul
propositionnel. Nos algorithmes ne travaillent pas sur des formules mais sur des ensembles de formules : une
base de clauses est un ensemble de clauses, une clause peut étre représentée par I’ensemble de ses littéraux, une
interprétation par I’ensemble des littéraux qu’elle satisfait, etc. Nous allons donc « jongler » dans cette these
entre une notation ensembliste qui est plus proche de I’implantation des algorithmes et une notation logique qui
correspond a la sémantique de ces ensembles.

Nous adopterons les conventions suivantes dans le reste du document : les formules logiques seront représentées
par des lettres grecques, les ensembles de formules par des lettres majuscules. Nous utiliserons les opérations

ensemblistes courantes [1 (union), n (intersection) et \ (différence).

Définition 20 (notation ensembliste)

Soient E et F deux ensembles de formules de FPs.

«  E”dénote la conjonction des éléments de E.

«  E”dénote la disjonction des éléments de E.

e E” dénote I’ensemble des formules complémentaires de E‘EtE" ={-e | e[E}).

On en déduit les propriétés suivantes :
Propriété 1

« (EOFR7=e”OF

. (EOFR)=E"OFY

o {a}'={a}"=a ou alFPs.

On retrouve alors les conventions usuelles du calcul propositionnel qui associent a la clause vide [ et au cube
vide la tautologie : 7" = Jet 77 =T.

Exemples :

Soit BC une base de clauses de FPs. BC” dénote la conjonction des clauses de BC. BC” dénote donc une formule
sous forme CNF. Soit |/ 4s. 1”dénote la conjonction des littéraux satisfaits par I. Plus généralement, soit E/7Ls un
ensemble de littéraux. E” dénote une clause et E” dénote un cube.

Exemple de passage de la forme ensembliste a la formule correspondante :
{{a,~b,c}"{a, e} {-b,-}A7 = (a J-b Oc) O(a - OF) O(=b )

Nous pouvons résumer nos définitions par le tableau suivant :

Elément logique Notation logique Notation ensembliste
Symbole f f{R{-1...
Littéral f =, {-f{ -4,
Disjonction f g {f, g} A7 {gr 3. .
Conjonction f g {f, g}, {R{ar 3" ...
Implication f g {-f, g}"...
Equivalence feg {f, -g}{~f, g} 3.
Tautologie T a”

Clause vide 0, a“

Proposition 6
Soient E et E* deux ensembles de littéraux. E”J E*“ssi E 0 E”.

Preuve : c’est la définition de la sous-sommation (Définition 11| page @

Nous sommes maintenant en mesure de définir la notion de formule construite sur un sous-langage :

o ) _ L |ssil==s
® Dans le cas particulier ot E={I}, {I}” dénote le littéral complémentaire de | : {I} =

assil=s
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Définition 21 (P-impliguant, P-impliqué)
Soit P [7 Ls. Soit E /7 P. Soit a O FPs. E” est appelé un P-impliquant de a ssi E” | a. E” est appelé un P-
impliqué de a'ssi a FE”

Proposition 7
Soit P [7Ls. Soit a O FPs. Tout P-impliquant (resp.P-impliqué) de a est un impliquant (resp. impliqué) de a.

Preuve : elle découle directement de la définition précédente.

La notion de P-impliqué doit étre rapprochée de la notion de champ de production précédemment citée
(cf. [Définition 19]page P1). Le champ de production est : CP = {I’ensemble des clauses construites &
partir de P}.

Cette notion de restriction a un sous-langage P va nous étre trés utile. Dans cette thése, nous allons
proposer des solutions algorithmiques pour calculer des P-impliquants et P-impliqués, avec certaines
conditions sur P. On trouve dans [Castell 1997] un ensemble d’algorithmes pour le calcul de P-
impliqués et de P-impliquants plus généraux, c'est a dire sans restrictions sur P.

Définition 22 (réduction d’une formule par un littéral)
Soit y/7FPs. Soit | un littéral de Ls. La réduction de ypar I, notée JfI], consiste a propager la satisfaction de |
dans la formule. Elle peut se définir récursivement par :

1. I[1=T

2. =lll=0

3. (ma)[l]=~(afl])

4. (aB)l] = (all1 B [1])

5. (a)[] = (el BT

avec a et S deux formules propositionnelles.

Lorsque y est une base de clauses, cette opération enléve de BC les clauses qui contiennent | et enléve -1 aux
clauses de BC qui le contiennent.

Exemple : BC= {{-g, c}"/{ -v,~c}", {g,v}'}. BC[-c] = {{-g }", {g.,v}'}.

Dans la suite du document, pour alléger I’écriture, nous noterons BC[ly,l,,...,I,] la base réduite

((BCLLDIID).. ) [

Proposition 8 (expansion de Shannon)
Soit BC une base de clauses de FPs. Soit /1. BC” =(BC[I]“1) [(BC[-1]1"/7 I).

Pour le démontrer, nous allons utiliser le résultat suivant :

Lemme 1
Soit BC une base de clauses de FPs. Soit |/1Ls. BC[1]“1 =BC“1

Preuve :

) Soit M un modéle de BC[I]"O). M(l)=vrai. Donc toutes les clauses de BC ol apparait | sont
satisfaites par M. Les clauses ou apparait = sont satisfaites par un autre littéral (sinon ces clauses ne
seraient pas satisfaite dans BC[I]). Les autres clauses apparaissant a la fois dans BC et BC[I] sont
forcément satisfaites. On a donc bien BC[I]“1 EBC“.

0) Par I’absurde. Soit M un modéle de BC”/1. Supposons qu’il existe une clause cl/BC[I] telle que cl

soit falsifiée par M. Or, par construction,

- soit cl est une clause de BC, auquel cas M ne peut pas étre un modéle de BC, contradiction.

- soit cl/Z | est une clause de BC. Or M(l)=vrai. Donc cl/Z | est aussi falsifiée dans BC.
Contradiction.

On a donc BC”1 EBC[1]“1.

Preuve proposition :
BC”=BC"” (I -1) =(BC"A) J(BC"7 1) =(BC[I]“) (BC[-11"> I).
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On en déduit les propriétés suivantes :

Propriété 2

Soient B, et B, deux bases de clauses de FPs. Soit | un littéral de Ls.
1. SiBqy[I] est consistante alors B; est consistante.

2. B,“1 =B, ssi B,[I]”=B,[I]”

3. SiB,“EB,"alors B,[I]“EB,[11”

Preuves :
Découlent de la proposition ou du lemme précédent.

Définition 23 (hitting set, minimal hitting set)

Soit E = (EyEy,...,Ey), ou E; [7S. On appelle «hitting set » de E un ensemble de littéraux F tq /k, 1<ksn,
ExnF=[J. On appelle « minimal hitting set » de E un hitting set F de E tq [IF’ un hitting set de E tq F’/7F. On
notera par MHS(E) I’ensemble des « hitting set » minimaux de E.

Exemple : E = {{c,g}{g,v}}. MHS(E)={{g}.{c.v}}.

Nous verrons plus tard que cette opération peut étre utilisée pour passer d’une formule CNF en DNF et
vice versa. C’est une opération complexe pour laquelle nous proposerons un algorithme original.

2 Le probléeme SAT

Nous allons nous pencher ici sur I’un des problémes de base du calcul propositionnel : déterminer la consistance
d’une base de clauses (on dira aussi déterminer la satisfiabilité de la base de clauses, d’ou le nom de probleme
SAT). Le lecteur intéressé par ce probléme trouvera dans [Gu, et al. 1997] un résumé des 25 derniéeres années de
recherche sur SAT.

2.1 Présentation

Le probleme SAT est un probleme de base en logique propositionnelle, mais c’est aussi un probleme NP-
complet [Cook 1971]. Ce résultat théorique peut décourager, mais les heuristiques et autres résultats empiriques
des chercheurs apportent des solutions pratiques a ce probléﬁle - en effet, depuis I’organisation du 2" DIMACS
Challenge on Satisfiability en 1993 [Johnson/Trick 1996]5 des progrés considérables ont été faits dans le
domaine, a tel point qu’il est désormais possible, par exemple, de résoudre des problémes de planification réels
(nécessitant plusieurs centaines de variables propositionnelles) par codage du probleme en calcul propositionnel
(SATPLAN [Kautz/Selman 1996]). Certains attribuent les bonnes performances de ces algorithmes « généraux »
(par rapport aux algorithmes spécialisés) aux heuristiques trés élaborées qui sont utilisées. Comme elles ont la
particularité d’étre indépendantes du domaine d’application (ordonnancement, planification, diagnostic,...), toute
amélioration dans ce cadre est immédiatement répercutée sur les applications. Notons par exemple que des
prouveurs en logique du premier ordre a domaine fini passent parfois par une transformation du probléme en
calcul propositionnel (MACE [McCune 1994], ModGen [Kim/Zhang 1994]). De plus, on voit apparaitre
maintenant des extensions de cette procédure pour résoudre d’autres problémes du calcul propositionnel comme
la satisfiabilité de formules propositionnelles quantifiées (QBF) [Cadoli, et al. 1998, Rintanen 1999].

Le probléme de la satisfaction peut étre défini théoriquement pour n’importe quelle formule booléenne, et il reste
NP-complet. Nous avons vu précédemment qu’il existe pour toute formule une formule logiquement équivalente
sous forme CNF. Le probléme SAT [Garey/Johnson 1979] suppose donc que les formules sont des CNF (déter-
miner la consistance d’une formule DNF est dans P). Ce choix est discutable car transformer un probléme ex-
primé sous une forme propositionnelle quelconque en une formule CNF « intelligemment » est un probléme en
soit. Nous verrons dans la partie ue ce choix est remis en question. De plus, on ne considérera que des for-
mules fondamentales (non tautologiques). Enfin, on parlera le plus souvent de problemes k-SAT, k dénotant
suivant la littérature le nombre exact ou maximal de littéraux par clauses. Ainsi, 3-SAT représentera pour nous
I’ensemble des bases de clauses ayant exactement 3 littéraux distincts par clauses (fondamentales). Si le pro-
bléme général est NP-complet, il existe des cas ol ce probléme devient traitable : il a été prouvé que 2-SAT,
I’ensemble des problémes constitués de clauses binaires, peut étre résolu en temps polynomial par rapport a la
taille de la base de clauses [Even, et al. 1976]. De méme si la base est constituée de clauses de Horn (Horn-

7 C’était un concours pour comparer les performances des différents algorithmes résolvant SAT et/ou d’autres problémes connexe (coloriage
de graphe, recherche de cliques). Pour plus d’informations, http://dimacs.rutgers.edu/challenges/.
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SAT), de Krom (Krom-SAT). On dira que 2-SAT, Horn-SAT et Krom-SAT sont des classes polynomiales pour
SAT.

Il 'y a une distinction importante a faire entre deux classes de méthodes, systématiques et stochastiques. Dans les
premieres, chronologiquement les plus anciennes [Davis/Putnam 1960, Robinson 1965], on accepte de parcourir
tout I’espace de recherche si cela est nécessaire (preuve de I’inconsistance) ; dans les secondes, beaucoup plus
récentes [Gu 1988, Selman, et al. 1992], on limite I’exploration a certaines parties de I’espace de recherche.
Dans la littérature, elles sont aussi caractérisées par la réponse qu’elles donnent au probléme. Les premiéres
résolvent le probléme. Les secondes permettent de prouver la consistance de la formule booléenne (en donnant
un modéle), par contre, elles ne peuvent pas faire la preuve de I’inconsistance de cette formule. On dira alors que
les premiéres approches sont «complétes » et les secondes «incomplétes » (notons que n’importe quelle
méthode systématique peut étre rendue incompléte en limitant son temps d’exécution par exemple). Pourquoi
s’intéresser aux méthodes stochastiques alors ? En pratique, elles permettent de prouver la consistance de
problémes de tres grande taille.

2.2 Approches « systématiques »

Nous pouvons distinguer dans cette approche deux méthodes principales : le priﬂcipe de résolution [Robinson
1965] et la procédure de Davis et Putnam [Davis/Putnam 1960, Davis, et al. 1962]%

2.2.1 Le principe de résolution

Il consiste a produire des clauses (appelées résolvantes) conséquences logiques de la base a partir d’autres
clauses de la base : si la base est inconsistante, alors la clause vide (00, ) sera produite. Si on ne peut la
produire, alors la base est consistante.

Définition 24 (résolvante)
Soient 9; et J, deux clauses de FPs. J; et . se résolvent ssi il existe un littéral 1L tel que | apparait dans J; et I
apparaitdans & (6; =9, [, &.=9, [7 -l). Laclause d; 79 est la résolvante des clauses J; et da

Prenons par exemple les clauses d; =cb etd,= bd. Laclausec d estlarésolvante de J; et O
Prenons maintenant J;=cb eet d>=e b d. Ces deux clauses se résolvent (en b et en ) mais la
résolvante est une tautologie. Dans la pratique, on se limite aux clauses qui se résolvent sur un seul
littéral pour éviter de produire des tautologies.

Proposition 9
Soient J; et J, deux clauses de FPs. Si J; et J, se résolvent, alors leur résolvante est conséquence logique de
000

| La résolvante est donc un impliqué de la base.

Définition 25 (preuve par résolution)

Soit BC une base finie de clauses et dune clause fondamentale. Une preuve par résolution de ddans BC est une
séquence finie <4,...,&> telle que :

- &LO0o

- OkO[1.n], & OBCouilexisteietjtelsque 1 <i<j<ket J estlarésolvante de § et g

Lorsque la clause dest la clause vide (), on dit que <dy,...,0,> est une réfutation de BC.

Proposition 10
Soit BC une base de clauses. BC est inconsistante ssi il existe une réfutation de BC.

Dans le cas général, il existe un trés grand nombre de résolutions possibles. Il existe diverses manieres de limiter
ce nombre de résolutions : par exemple la P-résolution (resp. N-résolution) [Robinson 83]consistant a utiliser au
moins une clause positive (resp. négative), la résolution linéaire consistant a toujours utiliser la derniére résol-

8 11 nous faut noter que le nom de cette procédure fait référence a [Davis/Putnam 1960] alors que cet article décrit une méthode basée sur le
principe de résolution ! Cette confusion est due a [Davis, et al. 1962] qui présentent leur méthode comme un changement syntaxique mineur
de I’algorithme précédent. [Dechter/Rish 1994] utilisent les termes de DP-elimination et DP-backtracking pour référencer les deux
algorithmes. Nous continuerons néanmoins a appeler ce dernier procédure de Davis et Putnam. La majorité des chercheurs utilise aussi cette
convention (certains utilisent parfois le nom de procédure de Davis, Putnam et Loveland (DPL) pour couper la poire en deux).
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vante [Kowalsky/Kuehner 1971], la résolution bornée limitant la taille des résolvantes ajoutées a la base [Génis-
son/Siegel 1994], etc.

L’algorithme initial proposé par [Davis/Putnam 1960] et repris par [Dechter/Rish 1994] est un algorithme de
résolution dirigée : il choisit a chaque étape une variable et effectue toutes les résolutions possibles sur cette
variable. Ensuite, les clauses contenant la variable sont enlevées de la base. La base obtenue conserve la consis-
tance de la base originale, mais pas son équivalence logique. De plus, les simplifications de type clauses unitai-
res et littéraux purs (voir plus loin) étaient déja utilisées dans cet algorithme.

Le principe de résolution, lorsque I’on procéde par saturation, est adapté a la preuve de I’inconsistance d’une
base de clauses, car on obtient la preuve de I’inconsistance dés la production de la clause vide. La preuve de la
consistance est plus difficile, car il faut prouver que 1’on ne peut pas produire la clause vide (plus de production
de résolvante).

L’un des défauts de cette méthode est que la production de résolvantes peut étre énorme, donc son implantation
demande de grandes ressources mémoires. D’apres [Gu, et al. 1997], la principale raison de I’intérét porté a cette
technique est moins son utilisation dans SAT que la possibilité de I’utiliser dans le cadre de la logique des
prédicats du premier ordre.

Une étude récente de [Chatalic/Simon 1999] montre qu’un algorithme basé sur la résolution comme le DP
originel n’est pas dénué d’intérét. lls obtiennent en effet des résultats comparables aux meilleurs prouveurs
actuels sur certaines instances structurées.

2.2.2 La procédure de Davis et Putnam

La procédure de Davis et Putnam est la méthode la plus connue et sans doute la plus utilisée, dans ses diverses
variantes, pour résoudre SAT. Celle que I’on utilise aujourd’hui est une variante que I’on doit a [Davis, et al.
1962] pour éviter I’explosion mémoire due a la production des résolvantes : ils remplacent I’étape de résolution
sur la variable par une régle de découpage (« splitting rule ») (qui correspond a I’expansion de Shannon). La
base est consistante ssi I’une des deux sous-bases formées apres assignation d’une valeur de vérité a la variable
est consistante.

C’est un algorithme de type retour arriére chronologique (« bactracking » en an&lais) : il s’agit de parcourir un
arbre binaire, chaque nceud de I’arbre représentant une base de clause non triviale® chaque branche associant une
valeur de vérité a une variable, et chaque feuille correspondant a base triviale.

Voici une version personnelle de cette procédure. Pour plus de détails sur notre implantation, nous renvoyons le
lecteur & I’annexe 11, page , ou se trouvent les sources en JAVA des différents algorithmes présentés dans la
thése.

DP( BC)
/1 retourne vrai si BC est consistante, faux sinon
/1 la base est trivialenment consistante
Si BC=0O alors retourner vrai Finsi ;
/1 1a base est trivialenment inconsistante
Si OO BC alors retourner faux Finsi ;
/1 on cherche un littéral pernettant de sinplifier |a base
| « Littéral PourSinplifier(BC
Si (I#null) alors // Si | existe
Ret ourner DP(BC[1])
Finsi ;
/1 Choix d une varible de | a base
|« Choi x_Synbol e(BC)
/1 application de |’ expansion de Shannon
Si DP(BC1]) = faux alors retourner DP(BC[-l]) Finsi;
retourner vrai;
Fi nsi

Algorithme 1 Davis et Putnam

Le principe de cet algorithme est le suivant :

® Une base de clauses est considérée comme triviale ssi soit elle est vide, soit elle contient une clause vide ou deux clauses unitaires
complémentaires.
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La procédure prend en paramétre une base de clauses BC. Si cette base n’est pas assez simple pour en
déterminer immédiatement la consistance, elle va étre réduite en satisfaisant un de ses littéraux (voir
page 43)] puis la procédure est relancée pour essayer d’en déterminer la consistance, jus-
qu’a obtention d’une base « trivialement inconsistante », c'est a dire contenant une clause nulle ou en-
core deux clauses unitaires complémentaires, ou d’une base « trivialement consistante », c'est a dire ne
contenant plus de clauses a satisfaire.

Pour que le résultat soit correct, il faut utiliser la[Proposition 8] (expansion de Shannon). Si la base obte-
nue apres satisfaction du littéral est consistante, on répond que la base est consistante, sinon on réitere le
processus avec la négation du littéral (c’est ici que si I’algorithme développe ses deux branches : il ex-
plose combinatoirement).

Il existe des cas ou il n’est pas nécessaire de développer ces deux branches. On peut simplifier la base
par certains littéraux tels que la base réduite par ces littéraux préserve la consistance de la base originale
(la premiére est consistante ssi la seconde I’est). La fonction LittéralPourSimplifier(BC) retourne des
littéraux qui ont cette propriété (ou null si il n’y en a pas).

Voici quelques exemples de simplifications de I’arbre de recherche : les deux premiéres sont celles que I’on
retrouve dans la procédure originale de Davis et Putnam. Les autres peuvent étre considérées comme des
généralisations des deux premiéres.

Propagation des clauses unitaires

Une clause unitaire est une clause de taille 1 (donc un littéral). Dans ce cas, il suffit de rechercher la consistance
de la base en satisfaisant ce littéral. Si ce n’est pas possible, c’est que la base est inconsistante. Lorsque I’on
travaille avec des bases 3-SAT, une grande partie de I’arbre de recherche consistera a satisfaire ces clauses uni-

taires (cf. page [B6).
Propagation des littéraux purs

Définition 26 (Littéral pur)
Soit BC [0 FPs une base de clauses. Soit | 0 Ls. On dira que I est pur ssi I n’apparait pas dans BC

Proposition 11
Soit BC [0 FPs une base de clauses. Soit | O Lg un littéral pur de BC. BC[I] est consistante ssi BC est consistante.

Preuve :

) Supposons BC[I] consistante. Alors C0M un modele de BC[I] construit sur I’ensemble des variables
de BC[I] (qui ne contient ni | ni =1). Nous pouvons étendre ce modéle M en M’ tel que OsCLs, sA,
M’(s) = M(s) et M’(I)=vrai. M’ est un modele de BC, donc BC est consistante.

) Trivial car BC[I] O BC.

Ces deux simplifications ont pour but de limiter I’explosion combinatoire résultant du choix de la valeur de
vérité des symboles de la base : la valeur de vérité de certains symboles devient fixée, il n’y a donc plus
d’alternative pour ces symboles.

Comme la satisfaction d’une clause unitaire raccourcit le plus souvent d’autres clauses de la base, de nouvelles
clauses unitaires peuvent apparaitre. Leur satisfaction elle aussi peut produire de nouvelles clauses unitaires, et
ainsi de suite. C’est pourquoi on parle de propagation des clauses unitaires.

Ce méme phénomeéne est observé pour les littéraux purs: comme la satisfaction de littéraux purs enléve
uniquement des clauses de la base, les occurrences des littéraux de ces clauses diminue. Lorsqu’un littéral a une
occurrence nulle, son complémentaire est pur (s’il apparait dans la base).

Le pseudo-code suivant correspond a la fonction LittéralPourSimplifier(BC) que I’on retrouve dans la procédure
originale de Davis et Putnam.

Littéral PourSinplifier(BC)
/!l retourne un littéral dont la satisfaction pernmet de sinplifier
/1 la base tout en préservant sa consi stance.
si OI littéral tel que | est une clause unitaire de BC alors retourner | Finsi

si OI littéral tel que | est un littéral pur de BC alors retourner | Finsi ;
retourner null
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Il faut noter que ces deux simplifications sont de natures différentes: la premiere préserve
I’équivalence logique (c’est-a-dire que BC = BC[I] ), alors que la seconde ne préserve que la
consistance (la base est consistante ssi la base simplifiée est consistante). Cette différence nous
empéchera d’utiliser la seconde simplification dans le cadre de I’énumération de modéles (nous
proposerons un cadre restreint de son utilisation).

Notons de plus qu’il faut satisfaire toutes les clauses unitaires d’une base pour satisfaire cette base
(trivial) alors qu’il n’est pas nécessaire de satisfaire tous les littéraux purs d’une base pour la satisfaire :
siBC={ab c} par exemple, il suffit de satisfaire I’'un des trois littéraux purs {-a, —b, c} pour
satisfaire la base.

On trouve une autre catégorie de littéraux permettant de simplifier la base de clauses : les littéraux impliqués.
C’est une extension qui est apparue dans le prouveur C-SAT [Boufkhad 1996, Dubois, et al. 1996] et que I’on
retrouve dans la méthode AVAL [Audemard, et al. 1999].

Propagation des littéraux impliqués

Définition 27 (Littéral impliqué)
Soit BC O FPs une base de clauses. Soit | O Ls. On dira que | est un littéral impliqué de BC ssi BC“[ .

Notons qu’un littéral apparaissant dans une clause unitaire est un littéral impliqué. C’est pourquoi on peut
considérer qu’un littéral impliqué est une généralisation des clauses unitaires. Les clauses unitaires permettent
donc de trouver des littéraux impliqués triviaux, grace a une propriété syntaxique. Trouver tous les littéraux
impliqués peut étre colteux. On se restreindra le plus souvent a déterminer une partie seulement d’entre eux. Par
exemple, [Boufkhad 1996, Dubois, et al. 1996] utilisent les littéraux impliqués générés lors de la propagation de
littéraux apparaissant dans des clauses binaires (voir section suivante). [Audemard, et al. 1999] proposent eux
aussi une méthode de recherche de littéraux impliqués parmi les littéraux apparaissant dans des clauses binaires.
Le plus souvent, ces calculs s’effectuent au milieu de I’arbre de recherche, Ia ou les clauses binaires sont les plus
abondantes.

Comme pour les clauses unitaires, la réduction de la base par des littéraux impliqués conserve I’équivalence
logique de la base.

Une autre simplification peut étre effectuée par une méthode que I’on peut considérer comme une généralisation
de la notion de littéraux purs : I’évaluation sémantique [Jeannicot, et al. 1988, Oxusoff/Rauzy 1989].

Evaluation sémantique

Cette méthode est basée sur le théoréme de la partition du modeéle :

Proposition 12 (théoréme de partition du modele [Oxusoff/Rauzy 1989])
Soit BC une base de clauses et {l,...,l;,...,li} un ensemble consistant de littéraux. Si BC[ly,...,l] ZBC[l..,...,Ij]
alors BC[l,,...,Ij] est consistante ssi BC[l;,...,li] est consistante.

Ce théoréme est une généralisation de la notion de littéraux purs. En effet, si | est un littéral pur dans BC, alors
BC[I] ZBC. On retrouve aussi ce théoréme sous le nom « autarky pruning » dans [Monien/Speckenmeyer 1985].
[Oxusoff/Rauzy 1989] présentent en plus un lemme permettant de détecter les coupures de maniére peu
codteuse.

L’évaluation sémantique consiste a appliquer ce théoreme dans la procédure de Davis et Putnam. Lorsque I’on a
réduit une base de clauses par satisfaction successive des littéraux {lI,l,,...1}, on vérifie si AJ1..K[ tel que
BC[l,..I] ZBC[l;...,Li]. Dans ce cas, on effectue le retour arriére uniquement en —I; : les branches li,; a I sont
coupées. L’obtention du plus petit i vérifiant cette condition permet d’effectuer la plus grande coupure dans
I’arbre selon ce théoreme.

[Mazure 1999] a proposé récemment une généralisation de ce théoreme : il remplace I’inclusion entre deux bases
par la conséquence logique.

Proposition 13 ( théoréme de partition du modele généralisé [Mazure 1999])
Soit BC une base de clauses et {l,...,l;,...,I} un ensemble consistant de littéraux. Si BC[l,,...,;]FBC[l..,...,I]
alors BC[l,,...,Ij] est consistante ssi BC[l;,...,li] est consistante.
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Cette définition a I’avantage de regrouper les 4 autres simplifications sous une méme propriété. On retrouve
trivialement la notion de littéraux impliqués (car I’équivalence logique est préservée), donc celle de clauses
unitaires. De méme, comme BC/BC’  BC’|=BC, on retrouve le théoréme de la partition du modele, donc la
propagation des littéraux purs. Néanmoins, déterminer qu’une base est conséquence logique d’une autre base
étant coNP-complet, son utilisation systématique pour effectuer des coupures dans I’arbre de recherche n’est pas
une solution envisageable en pratique.

Plus généralement, toute méthode de simplification « sémantique » (littéraux impliqués, théorémes de partition
du modeéle) sont souvent plus colteuses que les simplifications « syntaxiques » proposées par Davis et Putnam.
En outre, elles sont trop souvent tributaires d’une implantation particuliére pour étre réellement efficaces. Les
résultats obtenus par [Mazure 1999] sur une version restreinte de son théoreme de partition du modele généralisé
a la propagation unitaire le montrent bien : en nombre de nceuds explorés, sa méthode est plus intéressante
gu’une méthode de Davis et Putnam standard. Malheureusement, cela ne se traduit pas en termes de temps de
résolution.

D’un autre coté, leur pouvoir «sémantique » leur permet de résoudre des instances insolubles a I’aide des
simplifications classiques. Il semble par exemple que [I'utilisation de I’évaluation sémantique généralisée
(restreinte a la propagation unitaire) ait de bonnes performances sur les instances structurées.

Il existe encore d’autres simplifications sémantiques parfois utilisées dans la procédure de Davis et Putnam.
Nous noterons par exemple la prise en compte de symétries [Benhamou/Sais 1994, Crawford, et al 1996] qui
permet de résoudre certaines instances structurées insolubles sinon (comme le probléme de pigeons par
exemple). On retrouve dans Rel-SAT [Bayardo/Schrag 1997] I’utilisation de techniques de CSP afin d’effectuer
des retours arriéres intelligents a partir de I’analyse de conflits (relevance backjumping) qui s’avere elle aussi
efficace sur des instances structurées (issues de problemes réels). [Marques-Silva/ Sakallah 1996] proposent
aussi un prouveur SAT incorporant différentes techniques de retours arrieres intelligents appelé GRASP.

Exemple d’arbre développé par un algorithme de Davis et Putham

On peut représenter I’exécution d’un algorithme de Davis et Putnam par un arbre ayant au plus 2 branches par
nceuds. Chaque branche correspond a la satisfaction d’un littéral de la base, deux branches descendant d’un
méme nceud correspondant a deux littéraux complémentaires. Dans le pire des cas, pour n symboles
propositionnels et 2 branches exactement par nceud (I’arbre est dit complet), on obtient 2" feuilles (ou 2™ - 1
nceuds), soit une interprétation par feuille. Dans la réalité, les arbres développés par I’algorithme ne sont jamais
complets, d’abord parce que si la base est consistante, on s’arréte dés que I’on a la preuve de la consistance,
ensuite I’assignation d’une valeur de Vvérité a un symbole simplifie la base et permet d’éliminer des
interprétations avant d’avoir assigné une valeur de vérité a toutes les variables (on n’éliminera pas une mais
plusieurs interprétations d’un coup). Dans [Crawford/Auton 1993], les auteurs disent développer réellement,
pour 20<n<50, au seuil, entre 2" et 2" neeuds.

Voici par exemple I’arbre que pourrait développer la procédure de Davis et Putnam sur la base

(bd a)db d) be)df b)de fHiac ):
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La taille et la forme de I’arbre développé vont donc dépendre du choix des littéraux effectué a I’étape 6.

Les performances d’une méthode de type DP dépendent de deux choses : I'implantation - la représentation des
clauses et de certains mécanismes comme la propagation de clauses unitaires et des littéraux purs - et surtout
I’heuristique de branchement. L’heuristique est primordiale car elle permet de réduire considérablement le
nombre de nceuds développés. Une bonne implantation est nécessaire pour résoudre rapidement les problémes.
Mais ces deux caractéristiques sont liées : il sera parfois difficile de trouver une bonne implantation d’une
heuristique. La performance se situe donc entre les deux.

Nous allons maintenant nous intéresser aux différentes heuristiques qui ont été proposées. Elles permettent
d’implanter la fonction ChoixSymbole(BC).

Heuristiques de choix du littéral

Nous présentons ici notre interprétation du développement des heuristiques pour SAT. Comme il n’existe pas
une heuristique meilleure que toutes les autres sur tous les types de problémes, nous donnons quelques principes
généraux de la recherche heuristique pour SAT puis nous présentons les deux heuristiques les plus utilisées a
I’heure actuelle.

Deux stratégies de recherche

Nous avons vu qu’une technique d’énumération comme la procédure de Davis et Putnam développe un arbre de
recherche dont les feuilles sont soit des feuilles d’échec (une clause vide apparait) soit une feuille de succes
(auquel cas I’algorithme s’arréte). [Wang 1997] propose a posteriori deux stratégies de développement de I’arbre
de recherche afin de mettre en évidence le comportement des heuristiques : la premiére va essayer de favoriser la
recherche d’une solution (« favoring identifying a satisfiable solution », FIS) quand la deuxiéme va essayer de
simplifier le probléme (« favoring simplifying the system », FSS).

Une stratégie FIS a pour but de simplifier I’instance a traiter jusqu’a I’obtention d’une instance dont on peut
trouver facilement (si elle existe) une solution. Comme DP s’arréte dés qu’une solution est trouvée, cette appro-
che convient bien aux instances qui contiennent beaucoup de solutions, car il y aura peu de retour arriere a effec-
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tuer. Cette approche est désastreuse sur les instances inconsistantes car elle va provoquer énormément de retours
arrieres (I’arbre développé est trés déséquilibré et trés profond).

D’une autre coté, une stratégie FSS va essayer de simplifier la base afin de limiter la profondeur de I’arbre de
recherche (arbre équilibré), c’est-a-dire qu’elle va par exemple privilégier la falsification des littéraux dans les
clauses les plus courtes afin d’obtenir rapidement I’inconsistance élémentaire (clause vide). En revanche, cette
stratégie va s’avérer mauvaise si I’instance du probléme est fortement consistante (admet beaucoup de solutions).
Trouver une bonne stratégie pour résoudre une instance revient donc a résoudre cette instance ! C’est pourquoi
une heuristique « robuste » doit habilement méler les deux types de stratégies. Nous allons maintenant reprendre
un exemple de chaque stratégie présenté par [Wang 1997] afin de mieux comprendre comment elles se
caractérisent.

L’idée de la stratégie FIS est de réduire la proportion d’interprétations falsifiant la base aprés satisfaction d’un
littéral (Si BC a 2" interprétations et en notant Intinc(BC) le nombre d’interprétations inconsistantes avec BC, il
faut que Intinc(BC)/2">Intinc(BC[I])/2""). On a ainsi une probabilité plus grande de trouver un modéle de la
base. Soit BC une base de clauses de FPs. Soit une clause C/BC. Soit un littéral 1/Ls. Soit N=|S| le nombre de
symboles propositionnels. Satisfaire le littéral | a 3 conséquences possibles :

1. Sil [JC alors C peut étre enlevée de la base de clauses et donc N interprétations inconsistantes avec BC
sont enlevées.

2. Si =17 C alors =l peut étre enlevé de C et il n’y a pas de changement au niveau des interprétations
inconsistantes.

3. Sinon(l0CetlI"0C) 2Nl

interprétations inconsistantes sont enlevées.

Exemple :

S={abcde}.BC={ abc, bde}. BCadmet2°=32 interprétations. 4 interprétations falsifient abc

({-a,-b,-c,d,e}, {-a,-b,-c,~d,e}, {-a,=b,~c,d,-e} et {-a,=b,-c,~d,—€e}) et 4 interprétations falsifient
b de ({a,-b,c,~d,-e},{-a,=b,c,~d,-e},{a,~b,-c,~d,—€e} et {-a,=b,~c,~d,~€}). Il y a 7 interprétations qui

falsifient BC (et non 4+4=8, car une interprétation falsifie les deux clauses). Si I’on satisfait la premiére clause

en satisfaisant a par exemple, alors la proportion d’interprétations inconsistantes passe de 7/32 pour BC a 2/16

pour BC[a]. Si par contre on satisfait —a, alors le nombre d’interprétations falsifiant b ¢ ne change pas (4).

Par contre, le nombre d’interprétations falsifiant b d e passe a 2. Ce qui fait 5 interprétations inconsistantes

pour 16 interprétations au total pour BC[ ~a]. Ici, la proportion d’interprétations inconsistantes a augmentg.

En posant Poids(l) = m, 27" (cette heuristigue est communément appelée « Jeroslow-Wang »
t=1,2,3..
[Jeroslow/Wang 1990]), ou m; dénote le nombre de clauses de taille t contenant I, [Wang 1997] montre qu’une
estimation par excés du nombre d’interprétations inconsistantes avec BC enlevées par la satisfaction d’un littéral
lest:
RF (1) = 2N (Poids(BC) + Poids(l) - Poids(l 7)).
Comme Poids(BC) est une fonction de BC indépendante de la variable assignée, il faut donc choisir le meilleur
littéral I" tel que RF(1") =2N"(Poids(BC) + l}éﬁx(Poidsa) - Poids(17))).
S

La seconde stratégie veut au contraire arriver le plus rapidement possible a I’inconsistance élémentaire
(apparition de clause nulle, de clauses unitaires complémentaires). On veut donc fixer le plus possible de valeurs
de variables afin de raccourcir les clauses. Si I’on fixe la valeur de vérité du littéral I, alors on va aussi fixer (par
propagation des clauses unitaires) la valeurs des littéraux I’ tels que I’/71” est une_clause binaire de la base. Si
I’on note VS(I) le nombre de littéraux dont la satisfaction est décidée directement™par la satisfaction de I, alors

une borne supérieure de VS(I) est m, i qui dénote le nombre de clauses binaires de la base qui contiennent | .

[Wang 1997] montre a partir de résultats expérimentaux que la premiére stratégie est tres efficace quand il y a
beaucoup de solutions (problémes sous-contraints) et que la seconde permet, en complément d’une autre
heuristique, d’améliorer les preuves de I’inconsistance.

Il en déduit une heuristique générale de choix du littéral :

1% en prenant par exemple BC={ ab,b ad,a e} on obtient pour VS(-e)=1 car seule une clause binaire de la base contient e.
Pourtant, satisfaire —e va fixer les valeurs de vérité des autres variables. VS(I) est donc seulement une approximation de la propagation réelle
des clauses unitaires résultant de la satisfaction de -1..
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h(™) = Mﬁx(Poids(l) - Poids(i) +am,,),

que I’on pourrait aussi noter FIS(I)+afFSS(1). Il obtient par expérimentation que 0.2 < a < 0.35. Cette heuristique
n’est pourtant valable que pour les bases consistantes. En comparaison avec une heuristique additive des poids
des littéraux complémentaires (« double-sided Jeroslow Wang » [Hooker/Vinay 1995], les résultats sont déce-
vants dans le cadre des instances inconsistantes. De cette étude on peut donc déduire que (pour une heuristique
générale) :

e le choix d’un littéral doit se faire de maniére équilibrée, c’est a dire qu’il vaut mieux développer deux arbres

de taille 2" qu’un arbre de taille 2" puis un arbre de taille 2",
e il faut tenir compte des simplifications de la base résultant de la satisfaction d’un littéral.

Nous pouvons noter que les deux simplifications le plus souvent utilisées dans Davis et Putnam sont de natures
différentes en termes de stratégie de recherche : la simplification par littéraux purs est clairement une stratégie
FIS car elle enleve un grand nombre d’interprétations inconsistantes. Quant a la propagation des clauses
unitaires, elle est par définition de type FSS.

Nous allons maintenant lister un certain nombre d’heuristiques qui ont été développées dans le cadre de SAT.
Nous verrons que I’évolution des heuristiques suit ces deux points.

Les heuristiques de choix

On peut distinguer deux types d’heuristiques de choix du prochain littéral de branchement : les plus anciennes
sont les MOMS (« Maximum Occurrences in clauses of Minimum Size »), les secondes sont les UP(« unit
propagation ») [Li/Anbulagan 1997].

Maximum Occurrences in clauses of Minimum Size

Les heuristiques de type MOMS sont typiquement des stratégies FIS. On choisit d’éliminer en premier les
clauses de petite taille afin d’enlever le maximum d’interprétations inconsistantes.

Parmi les MOMS, une premiére catégorie d’heuristiques consiste a choisir des littéraux trés particuliers
[Crawford/Auton 1993]. Les clauses de Horn sont considérées comme des contraintes et les clauses non-Horn
comme des variables qui peuvent prendre autant de valeurs qu’elles contiennent de littéraux positifs. Ils en
déduisent I’heuristique suivante : ils filtrent successivement les littéraux de la base a I’aide des 4 heuristiques
suivantes jusqu’a obtention d’un seul littéral candidat.

1. Choix d’un littéral positif dans les clauses qui ne sont pas de Horn et qui contiennent un nombre
minimal de littéraux positifs (ces clauses sont considérées comme des variables qui ne peuvent pas
prendre beaucoup de valeurs. Stratégie FIS).

2. Choix de ceux apparaissant dans le maximum de clauses binaires. C’est une maniere d’estimer la
propagation des clauses unitaires résultaEt_.'de I’assignation du littéral (stratégie FSS).

3. Choix d’un littéral dont I’'un des voisins——est un singleton, c’est a dire qu’il n’apparait qu’une fois dans
la base. Si la clause le contenant est satisfaite, alors on fait apparaitre un littéral pur (stratégie FIS).

4. Choix du littéral ayant le maximum d’occurrences dans la base.

D’autre part, des heuristiques plus numériques permettant de calculer le poids d’un littéral ont vu le jour. Elles

peuvent toutes s’exprimer de la fagon suivante : poids(l) = PoidsClause(C) . On peut aussi ajouter des
COBC telquelOC

informations concernant la présence du littéral dans des clauses binaires (ajout d’une stratégie FSS).

C’est le poids accordé a chaque clause (PoidsClause(C)) qui va différer selon les heuristiques :

1. PoidsClause(C) = 1 (FIS).
poids(l) correspond alors au nombre d’occurrences du littéral | dans la base. Cette heuristique est la plus
simple a mettre en ceuvre.

2. PoidsClause(C) = 1 si |c| < 2, 0 sinon (FSS).
On privilégie I’apparition dans les clauses les plus courtes (utilisée dans [Billionnet/Sutter 1992].

3. PoidsClause(C) = 1 si il n’existe pas dans BC de clause de taille inférieure a |C| (FSS).
Cette heuristique est utilisée par A-SAT [Dubois, et al. 1996].

1 deux littéraux sont voisins ssi ils apparaissent dans une méme clause.
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4. PoidsClause(C) = %‘C‘ (FIS).

On retrouve notre heuristique J. W. (donnée par [Jeroslow/Wang 1990]. C’est une heuristique plut6t
spécialisée dans les instances consistantes.

5. PoidsClause(C) = }QC‘ avec yconstante (FIS).

C’est une généralisation des deux précédentes [Castell 1997]. On trouve dans [Freeman 1995] par
exemple y=5. Cette fonction de poids semble reprise par plusieurs prouveurs aujourd’hui.

6. PoidsCIause(C)=—In£1—%2C 1)2\,|C|>1.

Ce fut I’'une des meilleures heuristiques MOMS sur les bases 3-SAT générées aléatoirement : elle est
utilisée par C-SAT [Dubois, et al. 1996] pour prouver I’inconsistance d’une base de clauses (FSS).

Ces heuristiques de choix de littéral de branchement sont utilisées depuis la mise en évidence des bonnes per-
formances de « double-sided Jeroslow » [Hooker/Vinay 1995] de maniere conjointe sur un littéral et sa négation
afin d’obtenir un arbre de recherche équilibré, c'est a dire qu’a chaque nceud de I’arbre, les deux sous-arbres
développés sont de taille comparable. D’apres [Castell 1997], une partie des heuristiques actuelles peuvent se
ramener & la forme :

h(I) = a max(poids(l), poids(I 7)) + (1 — a) min(poids(l), poids(I 7)) .
En ce qui concerne la valeur de a, la valeur de 2/7 est proposée par [Dubois, et al. 1996] : elle est fixée par expé-
rimentation.

On notera aussi I’heuristique des algorithmes comme TABLEAU et POSIT, que I’ontetrouve aussi dans SATZ :
h(l) = poids(l) * poids(l ") *1024 + poids(l) + poids(l ™) ~.

De telles heuristiques choisissent donc une variable de branchement, pas un littéral. On choisira alors de com-
mencer par le littéral ayant le poids le plus éleve, ou le nombre d’occurrences le plus élevé, etc.

En plus de ces heuristiques de choix du littéral, des traitements locaux peuvent étre effectués. La plupart des
prouveurs actuels effectuent un peu de résolution a la racine de I’arbre afin de produire des clauses binaires et/ou
ternaires [Dubois, et al. 1996]. De plus, certaines informations sont obtenues avant chaque branchement pour
mieux discriminer des littéraux ayant un méme poids : en fixant par exemple la valeur des (ou une partie des)
variables non instanciées (aléatoirement ou systématiquement), en effectuant un peu de résolution si cela
n’augmente pas la taille de la base, etc. Ce sont eux qui font la différence entre ces variantes de DP.

Il faut cependant noter que ce sont souvent les qualités des stratégies FSS qui font la différence. Et cela est en-
core plus vrai dans la derniére génération de prouveurs.

Unit Propagation

En ce qui concerne les heuristiques de type UP, elles ont été introduites conjointement par [Boufkhad 1996,
Crawford/Auton 1993, Dubois, et al. 1996, Freeman 1995]. Il s’agit d’améliorer I’estimation de VS(l) dans la
stratégie FSS. Le principe des heuristiques UP pour une variable v/7V est simple : elle évalue les bases obtenues
apres propagation de la clause unitaire v d’une part, et v d’autre part. Si les deux bases sont inconsistantes,
alors BC est inconsistante. Si une seule des deux bases est inconsistante, alors il suffit de fixer la valeur de v afin
d’obtenir une base consistante. Sinon, v et =v sont pondérés par le nombre de clauses de tailles minimales appa-
rues dans la base réduite. La difficulté principale est de choisir I’ensemble V des variables : comme ce traitement
prend du temps, il faut trouver un juste milieu entre minimiser le nombre de nceuds développés et minimiser le
temps d’exécution. Le plus souvent, VV contient un sous-ensemble des variables apparaissant dans les clauses
binaires. Récemment, [Li/Anbulagan 1997] ont développé une étude sur différentes heuristiques de type UP qui
a débouché sur I’'un des meilleurs algorithmes « a la DP » : SATZ. lls garantissent que V contiendra au moins t
variables non valuées a chaque nceud de I’arbre en utilisant une politique de sélection des variables de moins en
moins restrictive : variables ayant au moins une occurrence positive et négative dans une clause binaire et dont la

12 e facteur 1024 est une constante qui doit étre largement supérieure au nombre de clauses de la formule mais assez petite pour que la
valeur de I’heuristique tienne dans un mot machine [Freeman 1995]. La multiplication des poids privilégie les variables ayant un poids
comparable associé a chacun de ses littéraux. La somme permet de résoudre le cas ou le poids d’un des littéraux est nul.
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somme des occurrences (dans les clauses binaires) est au moins égale a 4, au moins égale a 2, meilleures varia-
bles selon I’heuristique, etc.

Voici leur algorithme de calcul des poids connaissant V :

Pour toute variable vV non valuée dans |'interprétation |
Soit BC et BC' deux copies de BC

BC ~ UnitPropagation(v) ;
BC ' « UnitPropagation(-v) ;

Si 0 BC et 0 BC' alors retourner insatisfaisable Finsi
S 0 BC alors
BC - BC’
I(v) =f aux
S non S OBC' alors
BC —~ BC )
I(v)=vrai
S non

poi ds(v)=di ffE{BC , BO ;
poi ds(-v)=di ff(BC ", BQ
F nsi
Fi nsi
Fi npour

Si V ne contient que des variabl es val uées ou V=0
Pour toute variable v de BC non val uée

-[ci

) -|ci )
poids(v) « 5 poi ds(-v) « i

i|=vOCi

De plus, on peut récupérer des informations sémantiques a I’aide de ces propagations de clause unitaires : si un
littéral | est propagé par BC/{ v} et BC/Av }alors BC 1. On obtient donc un littéral impliqué ! C’est de
cette maniere que sont déterminés les littéraux impliqués dans C-SAT (voir [Boufkhad 1996] pour une étude
complete sur les différentes techniques de production de littéraux impliqués). De plus, si | est propagé par
BCA v}etl I'estpar BC/Av } alorsv et sont logiqguement équivalents pour BC. Cette information est
aussi utilisée dans C-SAT mais n’est pas détectée « sémantiquement » comme ici : une reconnaissance syntaxi-
que est utilisée sur les clauses binaires et ternaires. Attention : ce sont des méthodes incompletes pour la recher-
che de littéraux impliqués et équivalents (seule une partie des littéraux impliqués et équivalents est détectée).

Il faut imaginer que les heuristigues MOMS ont une vision tres imprécise des propagations des clauses unitaires
lors de la satisfaction d’un littéral. Dans une heuristique de type UP, cette vision est beaucoup plus précise grace
aux « sondages » effectués. Afin d’aller encore plus loin dans la méthode, une estimation de la taille du sous
arbre basée sur des sondages [Lobjois/Lemaitre 1998] constituera peut étre la future génération d’heuristiques.
Mais il ne faut pas oublier que le prix a payer pour ce type d’heuristique est le temps. Notre implantation person-
nelle de I’heuristique UP, utilisant & peu pres les mémes criteres de sélection des variables V. que SATZ plus la
production de littéraux impliqués a la C-SAT, permet une réduction du nombre de nceuds (appels a la procédure)
développés : malheureusement, énormément de temps est passé a effectuer ces propagations unitaires et une
version « MOMS » de Davis et Putnam est souvent plus rapide. 1l vaut mieux quelquefois développer quelques
milliers de nceuds de plus pour gagner du temps ! Encore une fois, sur certaines instances, la propagation unitaire
permet de résoudre des instances en quelques secondes ou minutes la ot une méthode purement MOMS met des
heures (souvent des instances structurées). Seule une implantation trés efficace de ce mécanisme permet des
temps de résolutions raisonnables sur tout type d’instances. On notera par exemple I’algorithme de propagation
unitaire proposé par [Zhang/Stickel 1996] permettant d’effectuer cette opération en temps linéaire amorti.

Notons enfin que le calcul de littéraux impliqués peut étre effectué par un algorithme particulier en plus de
I’heuristique UP. Dans I’algorithme AVAL [Audemard, et al. 1999], il permet de réduire significativement le
nombre de nceuds de I’arbre de recherche développé par SATZ dans le cas d’instances aléatoires, voire de résou-
dre des instances que SATZ ne résout pas (classe ii32 DIMACS). Les temps de résolution sont malheureusement
en moyenne plus lents.

Pour résumer, un algorithme « a la DP » actuel doit posséder un certain nombre de caractéristiques :

2 diff(BC’,BC) retourne le nombre de clauses de taille minimale qui se trouvent dans BC’ et pas dans BC. Notons que selon la fonction
d’évaluation utilisée (nombre de clauses minimales, nombre de propagations effectuées, nombre de clauses satisfaites) on retombe sur une
stratégie FSS ou FIS.
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- pré-traitement (production de résolvantes binaires par exemple),

- mécanisme de propagation des littéraux purs et clauses unitaires (voire impliqués),
- filtrage des littéraux (apparaissant dans des clauses binaires, non-Horn, etc.),

- sélection du meilleur littéral par une heuristique MOMS et/ou UP.

Nous avons implanté un algorithme de Davis et Putnam ayant ces caractéristiques (en Java) et pourtant ces temps
de résolution sont médiocres par rapport a des algorithmes comme SATZ, POSIT, TABLEAU. Outre le langage
utilisé (le plus souvent ils sont écrits en C, C++ pour rel-SAT) , les bonnes performances de ces prouveurs sont
souvent liées aux astuces d’implantation des différents mécanismes (voir [Freeman 1995] pour quelques régles
de programmation pour prouveurs SAT). Rappelons enfin qu’aucun prouveur n’est meilleur que tous les autres
sur I’ensemble des instances disponibles.

Quelques remarques sur le comportement empirique (expérimental) des algorithmes « a la DP »

Une bonne partie des améliorations apportées dans le domaine de SAT provient de I’expérience des chercheurs
dans la résolution de problemes réels ou générés aléatoirement. En effet, deux écoles existent ; la premiére
considére que « les problemes réels sont faciles », car ils contiennent une structure propre au probléme (par
exemple, une description logique d’un circuit électronique utilisera vraisemblablement une décomposition en
composants), donc un algorithme utilisant cette structure doit é&tre capable de résoudre le probléme : les probleé-
mes classiques comme le zébre, les pigeons, Ramsey ... entrent dans cette catégorie. La seconde utilise des pro-
blémes générés aléatoirement, arguant que de tels probléemes sans structure permettent d’améliorer globalement
les performances des algorithmes, indépendamment des problémes a résoudre. Nous n’entrerons pas dans ce
débat. Notons cependant que la génération de problémes aléatoires permet d’obtenir facilement des cas de tests
pour les algorithmes, voire méme au niveau de I’implantation de ces algorithmes d’en vérifier leur comporte-
ment. De plus, le succes des prouveurs SAT et CSP « généraux » face a des prouveurs « spécialisés » dans le
cadre de la résolution de problémes tels que la planification (SATPLAN, [Kautz/Selman 1996]) semble conforter
I’étude de ces problémes aléatoires. Néanmoins, nous verrons dans la section 2.5 page 4 e ded chercheurs
travaillent sur des prouveurs adaptés a la résolution d’instances réelles. Leur particularité ;: un fort pouvoir sé-
mantique.

Les problemes générés aléatoirement les plus couramment utilisés sont les probleémes 3-SAT aléatoires. Etant
donné un nombre de variables NBV et un nombre de clauses NBC, on génére aléatoirement NBC clauses de lon-
gueur 3, dont les variables apparaissent positivement avec la probabilité PPOS. Celle ci est généralement de 0,5.
On peut néanmoins faire varier ce ratio pour obtenir des instances difficiles, voir par exemple [Castell 1997].

Dans la nous pouvons observer le comportement de I’algorithme de type Davis et Putnam que nous
avons implanté avec I’heuristique de TABLEAU, POSIT et SATZ.

En abscisse nous retrouvons le ratio E .
NBV

En ordonnée, le nombre de nceuds développés par I’algorithme pour résoudre 100 bases (de 100 variables et
100*ratio clauses), c'est a dire le nombre cumulé d’appels a la procédure de Davis et Putnam.

Nous distinguons 3 cas parmi ces appels :

- les appels résultant de la simplification par un littéral pur (PURS),

- ceux provenant de la propagation des clauses unitaires (UNITAIRES),

- etenfin ceux (« normaux ») résultant d’un choix sur la valeur de vérité d’un littéral (AUTRES). Il faut noter
que la plupart des résultats présentés dans le domaine ne considerent que ces derniers comme nceuds déve-
loppés.
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Proportion des différentes propagations pour un DP MOMS
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Figure 1 Satisfaction de Bases 3-SAT aléatoires - heuristique MOMS

On comprend facilement a la lecture de ce graphique que la propagation des clauses unitaires est trés importante
dans la procédure de Davis et Putham.

Nous pouvons observer tout d’abord que pour un ratio de 1 a 3,8 quasiment toutes les bases générées sont satis-
faisables. A contrario, pour un ratio de 5,2 a 9 les bases générées sont quasiment toutes inconsistantes. Entre 3,8
et 5,2 on génere de moins en moins de bases satisfaisables. Les problémes générés sont donc, en suivant la pro-
gression du ratio, sous-contraints, moyennement contraints et enfin sur-contraints. Ce comportement apparait
dans tous les problémes générés aléatoirement. Par contre, les valeurs limites du ratio entre ces différentes pha-
ses dépendent du nombre de variables, de la taille des clauses, etc ...

On peut maintenant remarquer que le nombre de nceuds développés par la procédure de Davis et Putham est
maximal lorsque les problémes générés sont moyennement contraints (expérimentalement le pic de difficulté
apparait a 50% de satisfiabilité). En deca, il y a tellement de solutions que I’algorithme en trouve une trés vite.
Au dela I’algorithme donne une preuve assez rapide de I’inconsistance. Ce type de courbe caractérise des pro-
blémes FACILES-DIFFICILES-FACILES pour les prouveurs actuels. Rien ne prouve que les problémes
moyennement contraints sont intrinséquement difficiles. Seulement, les problémes moyennement contraints
« trompent les heuristiques », ce qui les rend plus difficiles que les autres. Il faut d’ailleurs remarquer que les
mémes problémes peuvent devenir faciles ou difficiles suivant I’heuristique et/ou la méthode utilisée pour les
résoudre.

Etudions maintenant comment s’effectuent les simplifications par rapport au ratio :

- Sur les bases sous-contraintes, la simplification par littéraux purs est trés active. C’est compréhensible : en
générant n clauses de 3 littéraux en utilisant n variables, il y a généralement des littéraux purs qui apparais-
sent dans la base (une variable sur trois apparait soit positivement soit négativement au ratio 1, cf. graphique
ci-dessous). Comme la simplification par littéraux purs enléve des clauses de la base sans en raccourcir, il
n’y a pas de production de clause unitaire. On peut noter que jusqu’au ratio 1,7, aucun retour arriére n’est
nécessaire a la preuve de la consistance.

- Dans les autres cas, la propagation des clauses unitaires représente la majeure partie des nceuds développés.
La encore, la justification est facile : travaillant en 3-SAT, il suffit d’affecter 2 littéraux bien choisis pour
faire apparaitre une clause unitaire, dont I’affectation va raccourcir des clauses et faire apparaitre d’autres
clauses unitaires, etc.
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Nombre de littéraux purs présents dans les base générées pour 100 variables
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Nous allons maintenant comparer les deux approches heuristiques MOMS et MOMS+UP pour 100 variables.
100 bases ont été générées pour chaque valeur du ratio. L’heuristique utilisée est toujours celle de TABLEAU,
POSIT et SATZ (elle semble adaptée a la propagation des clauses unitaires). Les deux graphiques suivants cor-
respondent a la Figure 1]et la Figure 2|a la méme échelle.

Proportion des différentes propagations pour un DP MOMS Proportion des différentes propagations dans un DP MOMS+UP
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La premiére chose a remarquer est que la propagation unitaire permet de développer beaucoup moins de nceuds
gu’une seule heuristigue MOMS (4 fois moins au seuil environ). Malheureusement, dans notre implantation
actuelle, ceci ne se traduit pas en termes de temps de résolution. La propagation unitaire prend du temps, et est
difficile a mesurer en termes de nceuds explorés (seul un traitement minimal est effectué). On note I’apparition
de la propagation de littéraux impliqués, déterminés comme C-SAT a partir des résultats de la propagation uni-
taire.
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Il n’y a pas plus de propagations de littéraux purs, au contraire (voir ci-dessous) : c’est le changement d’échelle
qui donne cette impression. La production de littéraux impliqués apparait vers un ratio de 3, et devient maximale
au seuil. Elle est aussi utile pour prouver I’inconsistance.

Nous voulons revenir sur une remarque faite par [Mazure 1999] sur le nombre de littéraux purs propagés par un
algorithme de type Davis et Putnam. Pour des instances de 3-SAT avecl100 variables, on voit apparaitre deux
pics du nombre de littéraux purs propagés : un vers un ratio de 1,5 et un autre au seuil. Ce comportement se
produit quelle que soit la proportion de littéraux positifs (instances k-SAT déséquilibrées). 1l donne a ces courbes
le nom de « courbe du chameau », a cause de ces deux pics de difficultés, mais ne s’explique pas ce comporte-

ment.
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Nous nous risquons a fournir une explication, simple voire simpliste : nous avons déja donné nos remarques sur

la propagation de littéraux purs pour un ratio inférieur a 2. Le premier pic correspond sans doute a

I

I’augmentation du nombre de clauses, donc du nombre de littéraux purs a satisfaire pour satisfaire la base.
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Comme il n’y a pas de retour arriére pour ce pic, les littéraux purs comptabilisés étaient soit purs dans la base
initiale, soit sont devenus purs dans une base réduite. Comme le nombre de littéraux purs initiaux baisse avec
I’augmentation du ratio, il est normal que le nombre de littéraux purs diminue dans la recherche. Le second pic
de propagations au seuil nous semble intuitivement provenir de I’'importance de I’espace de recherche exploré au
seuil. Au vu du nombre de clauses unitaires propagées on peut penser qu’il apparait de temps en temps des litté-
raux purs lors de la recherche. Si I’on compare le nombre de littéraux purs propagés au nombre de clauses unitai-
res propagées sur les graphiques précédents, on peut noter que la propagation des littéraux purs est toujours trés
minoritaire. On peut noter par exemple que ce pic peut varier en fonction de I’heuristique : I’utilisation de la
propagation de clauses unitaires, en permettant de diminuer globalement le nombre de nceuds explorés, fait aussi
baisser ce pic de propagation. Ce qui semble conforter notre hypothése.

Mais ce n’est qu’une hypothése ...

2.2.3 Enumération de modeles/Couverture d'impliquants

Nous avons vu que la procédure de Davis et Putnam peut étre considérée comme un algorithme « d’énumération
par lots », car I’arbre développé est rarement complet, ce qui implique que les interprétations rejetées le sont par
lots, tout comme les modeles de la base : on trouve souvent un ensemble de solutions, un impliquant de la base
(on rappelle qu’une méthode basée sur la résolution produit des impliqués de la base).
On peut facilement transformer la procédure de Davis et Putnam pour qu’elle produise une couverture
d’impliquants de la base a la place de sa consistance, c'est a dire un ensemble d’ impliquants tel que la disjonction
de ces |mpI|quants est logiquement équivalente a la base (cf. Péfinition 16] page P1J. Il suffit de :
garder en mémoire I’affectation des littéraux, et retourner I’affectation courante lorsque I’on arrive
a une base trivialement consistante, ici la base vide.
- ne pas utiliser la propagation des littéraux purs car elle ne conserve pas I’équivalence logique de la
base,
- ne pas s’arréter au premier impliquant trouvé.

Cette approche est utilisée par exemple dans [Schrag 1996] et [Mazure/Marquis 1996] dans le cadre de la compi-
lation de bases de connaissances. Nous verrons plus loin qu’on peut aussi utiliser la procédure de Davis et Put-
nam pour énumeérer des interprétations selon certaines relations de « préférence syntaxique ».

Il faut noter cependant que les heuristiques ne sont pas forcément les mémes, étant donné qu’il faut développer
tout I’arbre de recherche.

On peut enfin noter que I’utilisation des « feuilles d’échecs », c'est a dire des feuilles étiquetées par une formule
trivialement inconsistante, permet d’obtenir de maniere duale une couverture d’impliquants de la négation de la
base (c'est-a-dire une couverture d’impliqués de la base). Il faut dans ce cas faire attention a la propagation des
clauses unitaires : une clause unitaire permet d’obtenir un impliquant de la négation de la base en falsifiant son
littéral.

2.3 Approches « stochastiques »

Il faut voir la recherche d’une solution d’une maniére complétement différente dans ce cas. On raisonne mainte-
nant sur I’espace de recherche composé des 2" interprétations de BC. Sachant qu’il est impossible, a partir d’une
certaine taille de probleme, d’effectuer une recherche exhaustive, les méthodes de recherche locale vont seule-
ment explorer quelques régions dans cet espace. Le probleme SAT est alors un peu transformé : on cherche une
interprétation qui minimise le nombre de clauses falsifiées (ou maximise le nombre de clauses satisfaites :
MAXSAT). Si la solution optimale satisfait toutes les clauses de la base, on a trouvé un modele de la base, et on
peut donc répondre que la base est satisfaisable, sinon on ne peut rien dire. On se trouve maintenant dans le ca-
dre des problémes d’optimisation, et non plus de satisfaction. Le véritable pendant de la recherche locale dans ce
cas est I’approche de type « branch and bound » [Lawler/Wood 1966], qui correspond a une recherche en pro-
fondeur d’abord, en ayant connaissance d’une limite supérieure de la solution optimale : quand la solution cou-
rante est évaluée au dela de cette limite supérieure, I’algorithme fait un retour arriére.

Les méthodes de recherche locale sont utilisées depuis les années 70 dans le domaine de la recherche opération-
nelle, pour résoudre des problémes comme le voyageur de commerce par exemple. Elles disposent d’un ensem-
ble R de candidats, d’une fonction d’évaluation f des éléments de R, plus une relation de voisinage V entre les
éléments de R. Une méthode de recherche locale prend au hasard r /7R, puis va chercher dans le voisinage de r
s’il existe un autre candidat r’ meilleur que la solution courante r. Si r’ existe, alors ce candidat devient la solu-
tion courante, sinon, c’est que I’on se trouve dans un minimum local. Il existe alors plusieurs maniéres de sortir
de ce minimum local : on peut essayer de choisir soit un autre candidat aussi bon que la solution courante parmi
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le voisinage (on explore alors un plateau) ou en dehors du voisinage (on creuse alors un tunnel) soit aléatoire-
ment un autre élément du voisinage, méme si ce candidat est moins bon que la solution courante. Certains algo-
rithmes réitérent ce processus a partir de différents r //R.

Dans le cadre de SAT, R = Is I’ensemble des interprétations constructibles a partir de S. f retourne par exemple le
nombre de clauses falsifiées par I’interprétation. Le voisinage d’une interprétation I est le plus souvent défini
comme I’ensemble des |S]| interprétations obtenues par changement de la valeur de vérité d’une variable de 1™

Il existe alors différentes heuristiques pour choisir la ou les interprétations suivantes parmi le voisinage :

e Choix du meilleur voisin: dans le cadre général, le choix des interprétations est restreint a
I’ensemble des interprétations du voisinage dont I’évaluation est meilleure que I’évaluation de
I’interprétation courante, donc dont le nombre de clauses falsifiées est inférieur au nombre de clau-
ses falsifiées actuel. Dans le cadre d’un algorithme glouton (« greedy local search »), seul le meil-
leur de ces voisins est sélectionné (il n’y a pas de retour arriére).

e Choix aléatoire : il suffit de changer la valeur de vérité d’une variable au hasard (cela revient a
choisir une interprétation du voisinage au hasard). Une amélioration consiste a forcer le changement
de la valeur de vérité d’une variable d’une clause falsifiée.

e Choix d’échappement :

e Changer la valeur de vérité d’une (plateau) ou de toutes (tunnel) les variables qui ne changent
pas la valeur de la fonction d’évaluation.

»  Eviter de toujours changer la valeur de vérité des mémes variables (boucle) : une priorité peut
étre donnée aux différentes variables (tres faible si on vient de changer sa valeur de vérité, plus
forte sinon), ou alors on peut interdire de changer la valeur de vérité de certaines variables.

A
Interprétation initiale

Mouvement aléatoire
Echappement (tunnel)

Nombre de clauses falsifiées

Modéle de BC o
Interprétations

Figure 3 Exemple de parcours d’un algorithme de recherche locale

La nous montre le comportement possible d’un algorithme de type recherche locale. La courbe repré-

sente I’évaluation de chaque interprétation par la fonction f (le nombre de clauses falsifiées par I’interprétation).

On peut distinguer les différentes phases de la recherche locale dans ce schéma :

e Ladescente : on choisit le meilleur voisin.

e L’échappement de type tunnel : quand on se trouve dans un minimum local, on « saute » sur une interpréta-
tion qui n’est pas dans le voisinage et qui ne change pas la valeur de la fonction d’évaluation.

e Les sauts aléatoires : on effectue un choix aléatoire. Cela permet d’échapper a certains minima locaux.

Voici un algorithme qui met en évidence ces différents comportements :

4 On appelle distance de Hamming entre deux interprétations | et I, notée Hamming(l,I’), le nombre de variables pour lesquelles elles
different. Le voisinage d’une interprétation | peut alors étre défini comme I’ensemble des interprétations situées a une distance de Hamming
de 1 ({I’ | Hamming(l,1’)=1}).
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RL( BC)
/1 algorithme de recherche |ocale
| < une interprétation de BC ;
Répét er
Si f(l) =0 alors retourner | Finsi
(
S O'OV(I) tg f(1')<f(l) alors | <1’ /] descente

Si non
S O'ov(l) tg f(17)=f(l)
alors | «1" ; /] échappenent ;
sinon | <« 'O V(1) tq f(1")=mn{f(J)]I0OV(I)}
Fi nsi
Fi nsi

| // ou aléatoire (saut al éatoire)
I « Choix_Al éatoire(l)

Jusqu’ a (nonbre d'itération | tenps écoul é | .)
Retourner « Je ne sais pas »

Algorithme 2 Recherche Locale

Les premiers algorithmes de type recherche locale pour SAT ont été développés vers la fin des années 80 pour la
conception et le test des circuits VLSI (« Very Large Scale Integration ») [Gu 1988]. L’ algorithme de recherche
locale qui a bouleversé la communauté SAT est un algorithme de recherche locale glouton, GSAT (« Greedy
SAT ») [Selman, et al. 1992].

Son principe de fonctionnement est le suivant :
GSAT (BO)
Pour i ~ 1 a MAX-TRIES faire
I « une interprétation générée al éatoirenent ;
Pour j « 1 a MAX-FLIPS faire
Si | satisfait BC alors retourner | Finsi
Soit 'O V(1) tq g(l")=rax{g(Jd)|JIOV(I)}
I <1
Fi npour
Fi npour
Ret ourner « pas de solution trouvée »

Algorithme 3 GSAT

Les parameétres de cette procédure sont MAX-TRIES et MAX-FLIPS : le premier correspond au nombre de
régions que 1’on veut explorer dans I’espace de recherche, le second au nombre d’itérations (au temps) a consa-
crer a I’exploration de chaque région. g(J) est I’heuristique « min-conflicts » : nombre de clauses falsifiées qui
deviendraient satisfaites moins le nombre de clauses satisfaites qui deviendraient falsifiées. Une interprétation
parmi les voisins de | maximisant cette fonction est retournée aléatoirement. Comme cette fonction peut retour-
ner un résultat négatif, les notions de remontée et d’échappement sont équivalentes a une valeur maximale de la
fonction respectivement négative ou égale a zéro.

Son principe étant des plus simples, ce type d’algorithme teste un nombre trés élevé d’interprétations a la se-
conde (plusieurs dizaines de milliers, selon la machine utilisée et la taille du probléme). On ne peut pas espérer
explorer entierement I’espace de recherche car aucun mécanisme n’empéche de retomber sur une interprétation
déja testée. Son principal inconvénient est d’ailleurs qu’elle peut rester coincée dans des minima locaux.

C’est pourquoi elle a été améliorée [Selman, et al. 1994] tout d’abord en introduisant, avec une probabilité p, des
sauts aléatoires (« random walk ») lors de la recherche , puis en choisissant les variables a flipper parmi celles
d’une clause falsifiée (WSAT, walksat). Le voisinage est un peu plus difficile a définir car il dépend d’une clause
falsifiée, ¢ : V(l,c) = { J | Hamming(l,J)=1 et J satisfait c}. Afin d’échapper a certains minima locaux, on trouve
une variante de WSAT utilisant en plus de I’heuristique min-conflicts un critére d’ancienneté sur les variables
(I’itération de son dernier flip) appelée Novelty [McAllester, et al. 1997].

[Mazure, et al. 1997] proposent une version modifiée de WSAT, TSAT, qui maintient lors de la recherche une
liste de k variables que I’on ne peut plus flipper (liste tabou [Glover/Laguna 1993]). Cette liste permet de sortir
d’un plateau ou d’un minimum local.

Les méthodes de recherche locale permettent de résoudre de trés gros problémes (jusqu’a 2000 variables au seuil
contre 500 variables pour les algorithmes complets). Soulignons que cela est vrai uniquement pour les instances
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satisfaisables. Mais leurs performances dépendent non seulement des heuristiques de choix de I’interprétation
suivante, mais aussi et surtout des parametres des différentes procédures (MAX-TRIES, MAX-FLIPS, p, k) pour
TSAT par exemple. L’une des difficultés dans I’utilisation de ces méthodes est de savoir comment les paramé-
trer. On retrouve dans la littérature des valeurs indicatives de ces paramétres pour résoudre des instances aléatoi-
res : MAXTRIES=5, MAXFLIPS=n? [Parkes/Walser 1996], p=0,5 [Selman, et al. 1994] et k=0,01875*n+2,8125
[Mazure, et al. 1997] ou n est le nombre de variables de I’instance du probléme a traiter.

Notons que I’'implantation de GSAT peut étre uniquement basée sur des compteurs et un générateur de nombre
aléatoire. C’est pourquoi [Hamadi/Merceron 1997] proposent une version matérielle de cette méthode sur une
architecture reconfigurable de type Field Programmable Gate Arrays (FPGA)™ L’intérét de cette implantation
matérielle est d’effectuer le test de satisfaction des clauses en paralléle : le temps de résolution d’une instance est
donc indépendant du nombre de clauses de I’instance ! Par contre, la taille du probléme encodé est limité par le
nombre de composants disponibles sur le circuit. Malheureusement, seuls des résultats issus de simulations sont
disponibles. Ils sont néanmoins encourageants : sur les instances présentées, les accélérations varient de x70 a
x300 par rapport aux résultats présentés par [Selman/Kautz 1993].

2.4 Coopération méthodes systématiques/stochastiques

Il existe des cas ou la coopération de deux méthodes permet de rendre plus robustes des algorithmes face aux
différentes instances a résoudre : on notera tout d’abord la coopération Davis et Putnam/Résolution que I’on
trouve dans certains traitements locaux qui effectuent des résolutions si celles-ci n’augmentent pas la taille de la
base [Franco 1991].[Castell 1997] propose avec DP_RC une coopération DP/Résolution dédiée a la production
de preuves par résolution minimales.

[Mazure, et al. 1996] présentent une méthode intéressante pour prouver I’inconsistance d’une base de clauses a
partir d’une méthode de recherche locale. Lorsque la recherche locale ne réussit pas a trouver un modele de la
base, les auteurs utilisent ce qu’ils appellent la trace de I’algorithme : a chaque clause est associé le nombre
d’intﬁﬂ)rétations testées qui I’ont falsifiée. De méme pour les littéraux. Ainsi, si la base est localement inconsis-
tante™; les clauses contenues dans la (ou les) sous bases inconsistantes correspondent aux clauses ayant le score
le plus élevé. Pour prouver I’inconsistance de la base, il suffit de lancer un algorithme complet sur la base formée
de ces clauses. D’aprés [Mazure, et al. 1996], cette méthode donne de bons résultats lorsque la base est locale-
ment inconsistante. Dans le cas contraire, comme toutes les clauses sont impliquées dans I’inconsistance, il faut
lancer une méthode complete sur la base entiére.

Certains utilisent aussi un prétraitement en recherche locale afin de pondérer les clauses par rapport a
I’heuristique globale. On préférera satisfaire d’abord les clauses souvent falsifiées. On trouve ce genre de prétrai-
tement dans C-SAT par exemple.

Une autre coopération semble s’installer entre les deux approches. Nous avons vu que des traitements locaux
sont effectués a chaque nceud de I’arbre de recherche. Ces traitements peuvent étre considérés comme des re-
cherches locales un peu simplifiées (comme I’heuristique UP par exemple). Mais ils deviennent de plus en plus
complexes. On se rapproche donc d’une méthode hybride qui parcourt exhaustivement des régions traitées par
recherche locale. [Mazure, et al. 1998] proposent par exemple d’utiliser TSAT a la place de la propagation uni-
taire afin d’effectuer le branchement sur le littéral ayant le plus fort score (cf. paragraphe précédent). On trouve
dans [Castell 1997] et [Mazure 1999] d’autres exemples de coopération.

Notons enfin une approche stochastique des algorithmes systématiques qui semble donner de bons résultats :
I’introduction du choix aléatoire de la variable de branchement associée a un redémarrage de I’algorithme systé-
matique [Gomes, et al. 1998]. L’idée est que I’instance n’est pas intrinséquement difficile, mais que I’heuristique
particuliere d’un algorithme systématique peut développer un arbre de taille exponentielle par rapport a la taille
moyenne des arbres développés par d’autres heuristiques pour cette instance. 1l faut alors voir une heuristique
comme un seul essai d’un algorithme stochastique : les performances contrastées d’une heuristique sur différents
problemes s’expliquent alors par la variance d’une méthode stochastique lorsqu’on effectue un seul essai. Pour
obtenir de meilleurs résultats (en moyenne), il faut donc multiplier ces essais. En pratique, cela revient a ajouter
une limite de retours arriére (équivalente au MAX-FLIPS de GSAT), aprés laquelle la recherche recommence a
la racine, plus un choix aléatoire de la variable de branchement parmi les meilleures proposées par I’heuristique.
L’ algorithme obtenu est toujours complet (seul I’ordonnancement de I’affectation des variables change pour

%5 Une version FPGA de la procédure de Davis et Putnam est décrite dans [Yokoo, et al. 1996]

16 On dira qu’une base BC est globalement consistante ssi BC et 0BC’ 0 BC, BC’ . Une base de clause est localement inconsistante ssi
BC EUOet OBC’ O BC telle que BC’ =00 La notion de « localement inconsistante » peut étre affinée par la taille de BC’ par exemple. Dans
la pratique, on parle de base localement inconsistante quand BC” est beaucoup plus petite que BC.
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chaque essai). Les résultats sont surprenants : en modifiant SATZ de la sorte, un probléme (logistics.d) résolu
(par SATZ) de maniére déterministe en 108 mn est résolu (en moyenne) en 95 s ! De méme, des problemes non
résolus de maniére déterministe en 24 heures sont résolus (en moyenne) en 165 s et 17 mn.

Nous allons maintenant présenter une méthode de résolution de SAT peu décrite dans la communauté
« Intelligence Artificielle » mais trés utilisée dans la communauté « méthodes formelles » pour la vérification et
la spécification de systémes : I’algorithme de Stalmark [Stalmarck 1989, Sheeran/Stalmark 1998].

2.5 Algorithme de Stalmark

Cette méthode a été développée dans le cadre de la validation de spécifications, quand celles-ci sont exprimées
(ou transformées) en calcul propositionnel. Etant donné un systéme décrit par la formule a et une propriété ex-
primée par la formule B, on cherche a savoir si la propriété est satisfaite dans le systéme : on cherche a prouver la
validité de la formule @ . On se trouve non plus devant un probleme de NP (comme SAT), mais de co-NP.
On retrouve aussi ce type de problemes dans I’aide a la conception de circuits. Historiquement, ce probléme e%l
traité dans la communauté « vérification matérielle » par I’utilisation de Diagrammes de Décision Binaires
(BDDs [Bryant 1986]). L’intérét de cette méthode est de s’appliquer a une formule quelconque et d’étre incré-
mentale. Néanmoins, elle est trés sensible a I’augmentation du nombre de connecteurs et de variables du pro-
bléme, rendant son utilisation impossible dans le cadre de la résolution de certains problemes réels
[Groote/Warners 1999]. La méthode de Stalmarck est une méthode brevetée [Stalmarck 1989] utilisée dans un
produit commercial capable de résoudre de grandes instances de problemes issus d’applications industrielles
(dans cette communauté, la taille des problemes est leur taille en Ko !). Ceux ci sont intraitables a I’aide de
BDDs, ce qui explique I’engouement de la communauté « méthodes formelles » pour cette méthode. Stalmarck
explique les bons résultats de sa méthode sur ces problémes en définissant une nouvelle classification des pro-
blémes dans laquelle bon nombre de problemes réels sont des problémes « faciles ».

Divers travaux reprenant certains principes de cette méthode existent dans le cadre de la satisfaction
[Groote/Warners 1999] ou de la validation de formules booléennes [Harrison 1996]. Ils constituent un premier
lien entre cette méthode et les méthodes développées par la communauté 1A (Davis et Putnam, recherche locale).

Nous allons d’abord présenter la méthode de Stalmarck telle qu’elle est définie dans [Sheeran/Stalmark 1998],
puis nous nous intéresserons a deux variantes de cette méthode.

2.5.1 La méthode de Stalmarck vue par ... Stdlmarck

Nous décrivons ici la version « simplifiée » de la méthode Stalmarck présentée dans [Sheeran/Stalmark 1998].
Nous renvoyons le lecteur a cette méme référence pour une explication plus compléte et plus rigoureuse.

Contrairement aux approches habituelles, cet algorithme travaille sur des formules quelconques, exprimées a
I’aide des cing connecteurs [,00~, et =, et pas seulement des CNF. Cette formule est tout d’abord transfor-
mée de maniere purement syntaxique en une formule a ne contenant que le connecteur . L’idée est ensuite de
remplacer chaque sous-formule P Q de a, par une nouvelle variable propositionnelle v. La formule a est donc
transformée en temps linéaire en un ensemble de triplets (v,p,q) de la formev = (p @), avec v nouvelle varia-
ble propositionnelle et p et q deux variables (nouvelles ou non), grace a I’ajout de nouvelles variables. T et [
sont remplacés respectivement par 1 et 0 dans les triplets.

Exemple :
Laformule a=p (g p) peut s’écrire sous forme de triplets {(b1,q,p),(b2,p,b1)} ou b2 représente la formule
a.

Stalmarck définit alors des régles de déduction sur ces triplets. Par exemple, p g est fausse ssi p est vraie et q

est fausse donne la régle (Rl)(/oiL’qq/)0 . si I’on a le triplet (0,p,q) alors on peut remplacer p par 1 et g par 0
p
dans les autres triplets. On peut rapprocher ces régles a celles de la méthode des tableaux analytiques [Smullyan

1968].

Le but de ces regles est d’obtenir un triplet terminal (contradictoire) : (1,1,0) est un triplet terminal par exemple
(les autres triplets terminaux sont (0,x,1) et (0,0,x)).

7 Une formule est valide ssi son BDD se réduit & un seul nceud terminal 1.
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Dans notre exemple, la seule régle R1 suffit a prouver que o est valide (c’est a dire =a inconsistante) :
Posons b2 est fausse (ce qui correspond a —a). Cela se traduit par le remplacement de b2 par 0 dans les triplets.
On peut donc appliquer la régle R1 sur le triplet (0,p,b1), ce qui donne :

{(b1,q,p)}[p/1,b1/0] = {(0,9,1)} [p/1,b1/0].
Or (0,q,1) est terminal. La formule —a est donc inconsistante. a est donc valide.

D’autres régles de déduction existent :

(v, p.)) (v.1,9) (v,v,q)
(R2) v/l (R4) v/q (Re)xll q/l

(v.0,9) (v, p.0) (v, p. p)
(R3) v/l (R9) v/=-p (R7) v/l

Certaines de ces régles n’assignent pas de variables, mais expriment I’équivalence de deux littéraux (regles R4 et
R5).

Soit E un ensemble de triplets. Soit R un ensemble de régles applicables sur E. On notera E R E’[S] I’application
de regles R sur E avec E’ ensemble de triplets résultant de I’applications de ces regles et S I’ensemble des substi-
tutions produites.

L’application des seules régles R1 a R7 ne garantit pas de trouver un triplet terminal. C’est pourquoi une régle de
branchement est introduite : Stalmarck I’appelle dilemma rule. 1l s’agit de I’expansion de Shannon appliquée a la
déduction.

E
E[v/1 E[V/0]
R R'
EYSY E2[S?2]
E[S]

Etant donné un ensemble de triplets E, pour une variable propositionnelle v, on applique les régles R1 a R7
d’une part sur E[v/1], d’autre part sur E[v/0], ce qui donne respectivement les ensembles de triplets E1[S1] et
E2[S2]. Si I’'un des ensembles de triplets contient un triplet terminal, alors S est I’ensemble des substitutions de
I’autre. Si les deux ensembles de triplets contiennent un triplet terminal, alors E représente une formule inconsis-
tante (et le probleme est donc résolu). Sinon, S = S1 n S2 : toute nouvelle information qui se déduit pour v vraie
et v fausse est indépendante de v. Nous allons donc obtenir 2 types d’information : la substitution d’une variable
par une valeur (0 ou 1) et la substitution d’une variable par un littéral. La premiéere information est exactement la
notion de littéral impliqué (cf. page 28) utilisée dans C-SAT. A notre connaissance, la seconde n’a pas
d’équivalent dans les prouveurs classiq

La dilemma rule est appliquée séquentiellement sur I’ensemble des variables non instanciées tant que des nou-
velles informations sont produites. Notons a présent que la dilemma rule se définit indépendamment des réegles
utilisées pour obtenir de nouvelles substitutions.

Stalmarck, définit donc une hiérarchie de méthodes de preuve M; basée sur I’utilisation de la dilemma rule sur
des tuples de variables : Mg se définie comme I’utilisation des seules régles R1 a R7, M;,; permet d’utiliser la
dilemma rule avec une méthode de preuve M; affectant un i-uplet de variables pour trouver de nouvelles substitu-
tions sur chaque branche.

Il définit de plus une nouvelle classification des problémes basée sur cette hiérarchie de méthodes de preuves.
Une formule est dite i-facile ssi elle est prouvable dans M;. Une formule valide est dite i-difficile si elle n’est pas
prouvable dans M;, pour tout j<i. Une formule est dite de degré de difficulté i ssi elle est i-facile et i-difficile. 1l
s’avére qu’empiriquement, beaucoup de problémes industriels ont des degrés de difficulté 0 ou 1. Stalmarck
montre que son algorithme est applicable dans ce cadre. Comme cette notion de difficulté ne prend pas en
compte le nombre de variables, on peut comprendre pourquoi de grands problémes industriels peuvent étre con-
sidérés comme « faciles » pour la méthode de Stalmarck.
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La version implantée dans I’outil commercialisé est plus puissant car il permet de travailler avec des régles sur
des formules avec les connecteurs [ et [ De plus, il propage la valeur de sous formules et pas seulement de
littéraux. Il permet aussi de travailler sur des types énumérés et pas seulement des variables booléennes. Cela est
important pour le public visé (validation de spécifications).

2.5.2 La méthode de Stalmarck vue par ... Harrison

La présentation de la méthode de Stalmarck par Harrison est citée en référence par Stalmarck lui-méme. Elle
présente de fagon plus intuitive (plus logique) les concepts de la méthode.

Cette formule est tout d’abord transformée de maniere purement syntaxique et en temps linéaire en une formule
ne contenant que les connecteurs -, /Jet <. La formule obtenue est ensuite transformée en triplets de la forme

Ve (pOg)ouv < (p < Q), avec v variable propositionnelle et p et g littéraux, grace a I’ajout de nouvelles
variables.

Montrons cela sur I’exemple de [Harrison 1996] :

a=-(@a = (b L£) (b ~~c)[a)

On construit les 5 triplets :

vl = (b/Jc), Vv2 =(a=Vl1), V3 =(b = =¢), v4 = (V3 /[Ja), V5 = (v2 [v4).
On peut noter que a et =v5 sont logiquement équivalentes sur le vocabulaire de a.

Le but est d’obtenir a partir de ces « équations » une contradiction de la forme v = -v (I’équivalent de la clause
nulle pour la résolution). Pour cela, I’algorithme va appliquer des regles de déduction sur ces triplets afin de
déterminer la valeur de vérité des différentes variables (I’auteur parle de déduction naturelle [Prawitz 1965]).

v~ (pda) Ve (per)
Si Alors Si Alors

Ve p peTetqe0O Ve p qeT
V = ( peOetqeT Ve mp qe0
p=q Ve=( V=( p=T
p = —Q Ve [ V e ( pe0O
VeoT peTetqeT p=q VeT
p=T Ve ( p = —q Ve [
p=0 Ve [ VeT p=q
qgeT Vep Ve [ p = —q
g 0O Ve [ p=T Ve (
p=U V= =qQ

qeT Ve=p

qeU Ve=p

On peut par exemple chercher a prouver I’inconsistance de la formule a en posant a < [, ou sa validité en po-
santa< T.

Dans I’exemple précédent, on trouve

V5 < O(V5 « T).Al’aide du 5*™ triplet, on trouve v2 < Tetv4« T.

Dev4 < Tetdu4*™ triplet, ontrouve v3 < Teta « T.

Dev3 < T etdu3*™ triplet on trouve b = =c.

De b = -cetdu1® triplet, on obtient vl < 0.

Dev2 « T etdu 2™ triplet, on obtienta - V1.

Dea = Teta=vlonobtientvl = T.

Devl = Tetvl = Oonobtientvl = =vl. contradiction. a n’est pas inconsistante.

L’équivalence entre deux littéraux permet d’éliminer une variable: si p = g alors g est remplacé par p dans toute
la formule. De plus, la transitivité et la symétrie de I’équivalence est aussi appliquée : p = get-p = rdonne q
= =r. L application des régles de déduction plus la transitivité et la symétrie de I’équivalence entre littéraux tant
que de nouvelles équations sont produites est appelée 0-saturation.

Mais la O-saturation ne suffit pas la plupart du temps a trouver une contradiction ou une assignation consistante
des variables de la formule. 1l faut alors utiliser la dilemma rule. Cette regle ressemble beaucoup a la notion de
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propagation unitaire et a la notion de littéraux impliqués. Il s’agit, pour un ensemble d’équations E et une varia-
ble donnée v, d’appliquer une 0-saturation sur E [0 {v= T} puis sur E O {v= O}. Appelons E1 le résultat de la
premiere O-saturation et E2 le résultat de la seconde. On a ECJE] et ECJE2. Si ces inclusions sont strictes, alors de
nouvelles informations sont apparues. On s’intéresse aux informations communes aux deux ensembles produits
(ELnE2). Si I'une des O-saturations produit une contradiction, alors on garde les informations produites par
I’autre O-saturation. Si les deux O-saturations produisent une contradiction, alors le probléme est inconsistant. On
appelle 1-saturation I’application de la dilemma rule a toutes les variables dont la valeur de vérité n’est pas fixée
tant que cela produit de nouvelles informations.

Si le probléme n’est toujours pas résolu apres application de la 1-saturation, on applique alors la 2-saturation. On
applique non plus la dilemma rule sur une variable v mais sur une paire de variables (v,w). On va donc
s’interesser a I’intersection des 4 O-saturations E1 (veTwe<T), E2 (veTw=0),E3 (voOw=T) et
E4(v- Ow=0). Plus généralement, on appellera n-saturation I’application de la O-saturation a un n-uplet de
variables.

Variables

{als)

O-saturation 1-saturation 2-saturation

A partir de la n-saturation, on retrouve la notion de difficulté définie par Stalmarck : une formule est dite n-facile
ssi elle peut étre prouvée par n-saturation et n-difficile si elle ne peut pas étre prouvée par (n-1)-saturation.

Les résultats présentés dans [Harrison 1996] concernant son implantation de I’algorithme sur des benchs DI-

MACS sont difficilement comparables aux résultats obtenus dans le cadre de la satisfaction :

e D’une part les instances inconsistantes sont niées pour obtenir des instances valides : les problémes sont
donc différents.

e L’implantation de I’algorithme est en CAML-light interprété, ce qui explique certainement les résultats
médiocres obtenus.

Un prouveur SAT utilise les mémes principes que I’algorithme de Stalmarck, sans utiliser la notion de triplet
(qui est brevetée) : HeerHugo [Groote/Warners 1999]. Nous comparerons ses performances avec un algorithme
classique de type DP.

2.5.3 La méthode de Stalmarck vue par ... Groote

Cette variante de la méthode de Stalmarck a pour principale caractéristique de remplacer les triplets (brevetés)
par des clauses, ce qui permet a I’auteur d’utiliser des techniques classiques de SAT dans ce cadre. Par exemple,

vV = (p = Q) seraremplacé par {v p g,vg p, vpq,pq Vv}ietvepOgpar{v p,Vv q,pq
v}. On se retrouve donc avec une formule CNF contenant des clauses de taille inférieure ou égale a trois.

Sur cette formule sont appliquées des régles comme la propagation des clauses unitaires ou des littéraux purs et
la recherche de littéraux équivalents basée sur des cycles d’implication (sip 9,9 -ret—r palorsp, qet
= r sont équivalents). Cela permet de réduire la taille du probleme.
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Les regles de déduction sont basées sur des tests de sous-sommation et la production de résolvantes,.

Exemple donné par I’auteur pour I’introduction de la clause C1:  p g r. On cherche une clause C2 ayant une
forme particuliére. Si une telle clause n’existe pas, la clause C1 est ajoutée simplement dans la base.

C2
pqr Ne pas ajouter C1 (Sous-sommation)
r pgqg Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter  p q (Résolution)
q pr Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter  p r (Résolution)
p qr Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter g r (Résolution)
pg Ne pas ajouter C1 (Sous-sommation)
qg p Ne pas ajouter C1, ajouter  p r (Résolution)
p g Ne pas ajouter C1, ajouter g r (Résolution)
pr Ne pas ajouter C1 (Sous-sommation)
r p Ne pas ajouter C1, ajouter  p g (Résolution)
p r Ne pas ajouter C1, ajouter g r (Résolution)
qr Ne pas ajouter C1 (Sous-sommation)
r g Ne pas ajouter C1, ajouter  q r (Résolution)
q r Ne pas ajouter C1, ajouter  p r (Résolution)

On peut noter que seules des clauses de taille deux sont produites par résolution.

Lorsque la clause  p q est ajoutée, de nouvelles régles s’appliquent.

C2
pg Ne pas ajouter C1 (Sous-sommation)
qg p Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter  p (Résolution)
p g Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter g (Résolution)
pq Ne pas ajouter C1, enlever C2, ajouter p = g
pqr Ajouter C1, enlever C2 (Sous-sommation)
r pq Ajouter C1, enlever C2 (Sous-sommation)
q pr Enlever C2, ajouter pr
qr p Enlever C2, ajouterr p
p qr Enlever C2, ajouter qr
rp g Enlever C2, ajouterr

On note que la encore, les clauses produites sont soit unitaires, soit de taille deux. De plus, des équivalences
entre littéraux sont produites. La aussi, la transitivité de I’équivalence est appliquée.

Groote note bien la similitude entre la notion de littéraux impliqués et la dilemma rule, en soulignant que la pre-
miere est une version simplifiée de la seconde ne prenant pas en compte I’équivalence entre littéraux. Groote
considére que la méthode de Stalmarck est une approche en largeur d’abord qu’il oppose a la recherche en pro-
fondeur d’abord de la procédure de Davis et Putnam.

Il propose en plus dans sa méthode des techniques proches de celles utilisées dans les méthodes de type DP :
I’ajout de clauses durant la recherche (« nogood recording »), I’introduction d’une méthode de recherche locale
type GSAT pour trouver une instanciation consistante des variables. Comme la méthode de Stalmarck est dédiée
a la production de contradictions, elle n’est pas adaptée au cadre d’instances satisfaisables. Son utilisation
conjointe avec une méthode de recherche locale doit lui permettre d’améliorer ses performances dans ce do-
maine.

On voit donc que HeerHugo est une implantation de la méthode de Stalmarck trés proche des techniques utilisées
dans la communauté |A travaillant sur SAT.

Pour comprendre I’intérét de cet algorithme, nous allons donner ici quelques tests effectués sur HeerHugo dans
le cadre de base de clauses 3-SAT générées aléatoirement. Nous avons utilisé pour cela la version de SATZ
distribuée avec le systéme de planification « blackbox » et la version 0.3 de HeerHugo, disponible sur le site de
I’auteur. Nous avons compilé les deux prouveurs sous Linux, sur un Pentium 133, 32 Mo. Voici les temps obte-
nus pour différentes instances de problémes 3-SAT. Les temps affichés sont ceux obtenus par la commande Unix
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ti me Y%commande% HeerHugo ne donnant pas une mesure correcte du temps de résolution. Pour SATZ, les
temps entre parenthéses sont obtenus en utilisant le paramétre —s du prouveur. Cette option permet d’enlever la
production de résolvante a la racine. Dans le cadre des instances 100x800, SATZ effectuait une preuve par réso-
lution de I’inconsistance (production de 126000 a 197000 résolvantes !), ce qui explique ces trés mauvais résul-
tats.

Comme les résultats de HeerHugo sont sans comparaison avec ceux de SATZ (ce dernier a résolu tous les pro-
blémes en mains d’une seconde avec I’option -s), nous avons ajouté le temps d’une version personnelle de DP
écrite en Java - Elle utilise une heuristique MOMS classique plus une propagation unitaire a la SATZ sélection-
nant la variable qui satisfait le plus de clauses. Ses performances sont loin d’atteindre celles de SATZ, mais on
peut noter qu’elle est robuste : ses temps d’exécution se situent entre 1,98 et 6,87s. HeerHugo a un comporte-
ment beaucoup plus imprévisible : selon les instances, il trouve un résultat en 0,23 ou 85,17s ! De plus, on peut
noter que les temps de résolution baissent avec I’augmentation du ratio : c’est normal puisque dans ce cas
I’inconsistance devient « facile » a prouver (on le retrouve avec les deux autres algorithmes).

Instance SATZ (SATZ -s) HeerHugo Prototype
100x500x#1 0,14s (0,08s) 47,38s 6,09s
100x500x#2 0,14s (0,07s) 24,92s 4,84s
100x500x#3 0,15s(0,10s) 44,45s 6,21s
100x500x#4 0,14s(0,07s) 51,68s 4,39s
100x500x#5 0,13s(0,08s) 51,24s 5,44s
100x600x#10 0,16s 18,29s 3,68s
100x600x#11 0,27s 5,61s 3,02s
100x600x#12 0,17s 18,43s 3,79s
100x600x#13 0,24s 10,05s 3,74s
100x600x#14 0,17s 28,44s 4,18s
100x700x#20 0,38s 4,97s 2,69s
100x700x#21 0,36s 3,558 3,02s
100x700x#22 0,27s 7,59s 2,58s
100x700x#23 0,74s 2,57s 3,24s
100x700x#24 0,28s 7,12s 2,965
100x800x#30 114,18s(0,06) 2,98s 2,80s
100x800x#31 332,70s(0,06) 0,23s 2,69s
100x800x#32 146,32s(0,08) 2,04s 2,47s
100x800x#33 139,31s(0,08) 2,16s 2,20s
100x800x#34 198,73s(0,08) 3,00s 2,365
100x900x#40 (0,09)s 1,8s 2,365
100x900x#41 (0,09)s 2,6s 2,47s
100x900x#42 (0,09)s 1,55s 2,30s
100x900x#43 (0,09)s 1,825 2,535
100x900x#44 (0,09)s 1,63s 1,98s
100x400x#50 0,12s 0,440s 3,41s
100x410x#50 0,10s 1,93s 3,465
100x420x#50 0,09s 2,47s 2,31s
100x430x#50 0,09s 84,79s 6,87s
100x440x#50 0,10s 82,79s 6,81s
100x450x#50 0,14s 76,39s 6,16s
100x460x#50 0,13s 85,17s 5,77s
100x470x#50 0,12s 37,99s 5,06s

On peut noter particulierement sur les instances autour du seuil que les méthodes issues de DP sont plus robustes
que HeerHugo. Quand il y a beaucoup de solutions, HeerHugo trouve rapidement une solution. Quand la preuve
de I’inconsistance est aisée, il trouve rapidement une preuve de I’inconsistance. Par contre, entre les deux, ses
temps d’exécution explosent.

Nos tests sont juste indicatifs : SATZ est pour I’instant I’un des meilleurs représentants de DP, et HeerHugo n’a
pas cette prétention pour les méthodes de type Stalmarck. De plus, il faudrait tester les deux algorithmes sur un

%8 11 faut noter que le temps présenté est le temps de traitement de I’instance (on ne compte pas le temps de lecture contrairement aux temps
des autres prouveurs) mais aussi le temps nécessaire & la compilation « a la volée » du bytecode Java en code natif. A titre d’indication, une
instance traitée une premiére fois dans ces conditions en 8,41s se trouve résolue en 2,20s aprés compilation du bytecode. Les tests ont été
effectués sur la méme machine que précédemment, mais sous Windows.
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beaucoup plus grand nombre d’instances pour valider ces résultats. Néanmoins, une version personnelle de DP
s’avere souvent plus efficace que HeerHugo. De plus, d’autres tests sur des formules venant du domaine de la
validation de spécifications (taille = 100ko) ont été résolus par HeerHugo ainsi que par SATZ (la encore en
moins d’1s !). Il semble donc que les instances de ces problémes soient faciles.

Une petite remarque encore sur HeerHugo : nos tests sur une machine Linux disposant de 32 Mo nous ont mon-
tré la forte consommation en mémoire de cette méthode par rapport a un DP classique.

Nous devons tout de méme nuancer notre propos : nous utilisons ici des tests sur des bases de clauses générées
aléatoirement, sans structure, au format CNF. HeerHugo et I’algorithme de Stalmarck permettent d’exprimer un
probléme sous une forme plus intuitive et plus expressive. De plus, la prise en compte de I’équivalence entre
littéraux qui est effectuée dans la méthode de Stdlmarck est de peu d’intérét sur ces instances aléatoires. On
trouve dans [Groote/Warners 1999] des résultats concernant des instances DIMACS. On peut noter par exemple
les bonnes performances de HeerHugo sur les instances inconsistantes bf* (instances résolues entre 2 et 35s) et
ssa* (chaque instance est résolue en moins de 16s) alors que certaines d’entre elles sont difficiles pour les meil-
leurs prouveurs classiques. Or ces problémes viennent d’applications réelles : HeerHugo semble donc véritable-
ment adapté au traitement des instances réelles !

Il semble qu’on se trouve devant deux types de prouveurs complets : ceux permettant de résoudre efficacement
certains problémes (structurés) issus d’applications réelles mais qui ont de grandes difficultés a résoudre des
instances aléatoires (particulierement au seuil), et ceux qui résolvent des problémes aléatoires et certains problé-
mes réels, sans doute les moins structurés. Les premiéres se distinguent par un trés fort pouvoir sémantique (dé-
tection des littéraux impliqués, équivalents, symétries, retours arriéres intelligents, etc.) qui semble adapté aux
problémes réels qui sont par nature structurés. Les deuxiémes utilisent des heuristiques afin de réduire toujours
plus I’espace de recherche. Ces deux approches sont complémentaires. Les résultats présentés par
[Groote/Warners 1999] laissent penser que d’ici peu de temps, nous retrouverons ce type de prouveur au coté de
SATZ etal.

On peut imaginer de fusionner les deux approches en considérant la 0-saturation comme une version de la pro-
pagation unitaire a trés fort pouvoir déductif. Elle permettrait peut-étre d’obtenir plus de littéraux impliqués et
des littéraux équivalents. On pourrait considérer qu’il s’agit d’une version «profondeur d’abord » de
I’algorithme de Stalmarck. A I’heure ou nous écrivons ces lignes, une nouvelle version de SATZ incorporant la
détection de littéraux équivalents a chaque nceud de I’arbre de recherche est annoncée [Li 19991~ Elle permet
de résoudre le fameux « 32-bit parity problem », le challenge numéro 2 de [Selman, et al. 1997]. Notons que
[Warners/Van-Maaren 1998] proposent aussi une méthode capable de résoudre une partie des instances de ce
probléme (celles compactées), fondée sur ... la notion d’équivalence entre littéraux !

Autre symbiose possible : I'utilisation de 0-saturation voire 1-saturation en prétraitement afin de produire des
littéraux impliqués et des équivalences entre variables afin de réduire le nombre de variables du probléme initial.
Dans [Kautz/Selman 1999], les auteurs parlent d’un programme développé par J. Crawford, « compact », qui
applique la propagation unitaire (une forme simplifiée de O-saturation), une heuristique de type UP (une 1-
saturation simplifiée), puis une heuristique UP sur deux littéraux (2-saturation simplifiée) a une formule proposi-
tionnelle afin de la réduire. Les résultats obtenus sont impressionnant pour certaines instances (le monde des
cubes), les formules sont réduites de 79% a 100% (soit la clause vide soit une base vide est produite), et devien-
nent triviales. Dans d’autres instances, la simplification va de 27% a 49%, mais les formules réduites restent
difficiles a résoudre.

Ces deux derniéres observations semblent conforter celles de Stalmarck et Groote.

%9 Des notions similaires sont aussi présentées dans [Brisoux 1999].
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« Pour résoudre un probleme de cette nature, le principal est de savoir raisonner a rebours. C’est un
art tres utile, qui est peu pratiqué. On le néglige parce que la vie de tous les jours fait appel le plus sou-
vent au raisonnement ordinaire. Pour cinquante personnes capables d’un raisonnement synthétique, a
peine en est-il une qui sache faire un raisonnement analytique.[...] Je suppose que vous racontiez une
série d’événements a un groupe de personnes, et que vous leur demandiez de vous en dire la suite ; elles
le repasseront dans leur esprit et la plupart d’entre elles trouveront ce qui en découle. Maintenant le
contraire : vous leur donnez d’abord la fin d’une autre série d’événements ; combien pourront en infé-
rer la série ? Fort peu. C’est cette derniere opération que j’appelle le raisonnement analytique ou le
raisonnement a rebours. » Sir Arthur Conan Doyle, Etude en Rouge.

Guide de lecture du chapitre

Ce chapitre est organisé d’une maniére un peu particuliére, qui correspond dans ses grandes lignes a la
chronologie de nos travaux. Nous présentons tout d’abord une application de nos travaux (I’ATMS, ou
plus exactement le CMS) pour illustrer de facon intuitive la notion de P-impliqué premier. Puis nous dé-
finirons la notion d’impliquant P-restreint qui nous sera nécessaire pour définir logiquement notre mé-
thode de calcul des P-impliqués premiers basée sur I'utilisation d’une variante de la procédure de Davis
et Putnam. Nous présenterons ensuite une méthode analogue de calcul de P-impliquants premiers. Nous
donnerons enfin quelques résultats expérimentaux a propos de ces algorithmes.

1 Impliqués premiers et ATMS

La notion de P-impliqué premier que nous abordons dans cette theése (P étant un ensemble consistant de litté-
raux) est un peu différente de la notion de P-impliqué que I’on trouve habituellement dans la littérature. En effet,
la plupart du temps, P n’est pas réduit a un ensemble de littéraux consistant. Nous allons montrer dans cette
section un exemple d’utilisation de cette notion de P-impliqué premier particuliere et comment cette particularité
nous permet de présenter un algorithme de calcul de ces P-impliqués premiers basé sur la procédure de Davis et
Putnam.

1.1 Présentation informelle

L’histoire se déroule en Bretagne, plus exactement dans le sud Finistere. La ville de Quimper est en émoi depuis
quelques jours : son député-maire socialiste, B. P. a disparu. Aucune rancon n’a été demandée. Tout de suite,
les soupcons se sont portés sur I’opposition : en effet, lors du dernier meeting électoral, B.P. avait lancé aux
bigoudens « coiffes longues, idées courtes » et aux penn-sardins une boutade sur I’origine du kouign-amman.
Ceux ci étaient rentrés dans une colére noire, jurant la perte du député-maire. Le préfet venait de donner un
ultimatum a I’inspecteur Yohann De Kernec : « je veux une explication avant ce soir ! » avait-il dit. L’ inspecteur
avait mis ses meilleurs éléments sur le coup et les résultats étaient la : 5 suspects arrétés. 3 bigoudens (Per,
Youen et Alan) et 2 penn sardinns (Denez et Jean). Tous de I’opposition. Ils sont connus des services de police
depuis longtemps.

Voici leurs témoignages concernant leur emploi du temps de la soirée de la disparition :

®  Per: «Je ne me souviens plus trés bien. J’étais soit au bistrot, au PSG (ndlr : « Plogastel St Germain »),
soit chez Youen. En tout cas, j’ai fini la soirée dans un état lamentable ... »
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®  Youen : « C’est vrai que Per est venu chez moi il y a quelques jours. Mais ce jour la précisément, il me
semble que je suis allé a un festnoz a Douarnenez : c’était gratuit ! La soirée en tout cas a stirement été ar-
rosée. »

® Alan : « Mes compagnons Per et Youen étaient complétements bourrés ce soir la. Comment voulez-vous que
I’on aie fait le coup ? Ce sont les penn sardinns qui ont fait le coup ! »

® Denez : « Je crois que je suis allé faire un tour au Port Rhu @ moins que ce soit le jour du festnoz, auquel
cas j’y étais. En tout cas, j’ai fini la soirée a la frégate. »

® Jean: «Je suis videur a la frégate. J’ai apercu Denez vers 23h et j’ai refusé de laisser entrer Alan : il était
trop ivre. Vous voyez bien que je n’y suis pour rien. Ce sont les bigoudens qui ont fait le coup ! »

Vérifications faites, il y avait bien eu un festnoz a Douarnenez le soir de la disparition, et quelqu’un pouvait
témoigner avoir vu Per au bistrot.

« Quelque chose cloche dans ces déclarations : jamais les bigoudens et les penn sardinns ne se seraient alliés
pour faire le coup ! ». L’inspecteur De Kernec but un verre de lambig cul sec : « I’Alcool fait Travailler les
Méninges des Sages ! » soupira-t-il en reposant son verre. Il lui restait une heure avant la rencontre tant redou-
tée avec le préfet.

Le préfet était de mauvaise humeur. Il écoutait attentivement le compte rendu de I’inspecteur :

« Monsieur le préfet, nous avons 5 suspects. L’un d’eux ment sur son emploi du temps le soir du délit. Trois
témoignages corroborent la thése d’une action bigoudene, et trois autres ceux d’une action penn sardinn. Ce
sont les seules informations dont nous disposons pour I’instant. »

« Je vous remercie inspecteur. Mais je ne veux pas d’hypothéses, je veux des faits. Rien que des faits ! »

Comment I’inspecteur De Kernec peut-il avancer cela ?

Traduisons les faits sur les emplois du temps des 5 suspects en calcul propositionnel. Les symboles proposition-
nels sont les suivants :

® psg : Per était au bistrot

® pb: Per était ivre

® chez: Per et Youen étaient ensemble chez Youen

® b : Youen était ivre

® festnoz : ce soir la il y avait un festnoz a Douarnenez
® penn: ce sont les penn sardinns qui ont fait le coup
® freg: soirée a la frégate

® rhu: soirée au Port Rhu

®  big: ce sont les bigoudens qui ont fait le coup

Voici BZH la base de clauses correspondant aux cing dépositions :

{psg pb,chez pb, psgchez ,
chez yb, festnoz  yb, chez festnoz

pbyb  penn,
festnoz  freg, rhu  freg, festnoz rhu
fregyb  big}

On peut représenter ces régles sous la forme d’un circuit logique :
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psg T
pb
-
chez —
W
T F o, C
Youen yb eoee

LS —
T big }
T Jean :
freg

Voici OBS les informations recueillies par les policiers :

festnoz

rhu

{ festnoz, psg, pennbig }

Pour savoir si les dépositions sont crédibles, il suffit de tester la consistance de BZH/J/OBS. Or ici
(BZH [70OBS)” [7donc au moins une des dépositions est fausse (en supposant que les informations recueillies
par les policiers sont exactes). Comment faire pour en savoir plus ?

Dans cette petite histoire, il nous faut retenir une chose : pour raisonner, I’inspecteur doit faire des hypothéses.
Nous allons faire de méme : nous utiliserons donc 5 symboles propositionnels spéciaux, qui seront nos hypothe-
ses : P (Per dit la vérité), Y (Youen dit la vérité), A (Alan dit la vérité), D (Denez dit la vérité) et J (Jean dit la
vérité). Chaque hypothése permet d’ignorer une déposition. Par exemple, si I’hypothése P est vraie, alors on
tiendra compte de la déposition de per, sinon on I’ignorera, ce qui se traduit en logique par P ((psg  pb) 7
(chez  pb))soit (Ppsg pb) J(P chez pb).

On obtient alors la nouvelle base de clause BZH’ :
{Ppsg pb,Pchez pb,psgchez |,

Ychez yb,Yfestnoz yb, chezfestnoz
Apbyb  penn,

D festnoz  freg, Drhu  freg, festnozrhu
Jfregyb  big}

Désignons I’ensemble des hypothéses {P,Y,A,D,J} par H. Nous cherchons d’ou proviennent les contradictions
dans les témoignages, c’est a dire qui sont les personnes qui ne peuvent pas toutes dire la vérité en méme temps.
En logique, cela revient & chercher E /7H tel que (BZH’ JOBS/JE)” = /7 Pour localiser précisément la (ou les)
source(s) de I’incohérence des témoignages, on se restreindra au plus petit E (pour I’inclusion) qui satisfait cette
propriété. Dans notre exemple, nous trouvons E = H, ce qui signifie que c’est I’ensemble des dépositions qui
produit I’inconsistance de la base (inconsistance globale). 1l suffit donc d’ignorer au moins une déposition pour
obtenir un déroulement crédible de la soirée. Malheureusement, rien ne permet de choisir entre les 5 déposi-
tions : il y a donc 5 cas de figure possibles si on ignore le minimum de dépositions nécessaires a un déroulement
crédible de la soirée, 5 « interprétations » de ce qui s’est passé ce soir la.

Comme certaines dépositions accusent directement les penn-sardins ou les bigoudens, il apparait judicieux de
chercher les dépositions qui étayent ces accusations. Soit en logique chercher E /7H tel que (BZH’ JOBS.E)" E
penn et E’ [7H tel que (BZH’JOBS/JE’)” [ big. On obtient un unique E={P,Y,A} et un unique E’={Y,D,J}. Il
faut noter que ces deux ensembles de témoignages sont cohérents avec les observations faites par la police.

Nous comprenons maintenant que I’inspecteur De Kernec a eu une « simple » démarche logique dans I’analyse
de la situation. Mais rien ne lui permet de désigner un coupable ! Nous verrons dans la partie suivante que
I’utilisation dans son raisonnement de connaissances exogenes pourrait lui permettre de conclure.

Toutes les notions utilisées par I’inspecteur De Kernec se retrouvent dans un outil, ’ATMS (« Assumption-based
Truth Maintenance System », systeme de maintien de la cohérence basé sur les hypotheses) congu initialement
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pour le diagnostic de panne par De Kleer [de-Kleer 1986, de-Kleer 1986b]. Elles sont la base de tant d’autres
domaines, notamment en logique non monotone, que I’ATMS est actuellement utilisé dans de nombreuses appli-
cations : restauration de la cohérence, argumentation, révision, etc. Nous allons tout d’abord formaliser les diffé-
rentes notions que nous venons de voir dans le cadre de I’ATMS (notions de labels, nogoods,...) puis nous les
reprendrons en termes plus « logiques » (P-impliqués). Nous présenterons ensuite une méthode de calcul de ces
P-impliqués a partir du calcul « d’impliquants P-restreints », une notion que nous proposerons et formaliserons.
Nous étudierons ensuite différentes applications de nos méthodes.

1.2 L’ATMS de De Kleer

Le systeme présenté par de Kleer descend d’une série de systemes de maintien de la cohérence (TMS) qui ont
pour but d’aider un systéme d’inférence. Ce systéme d’inférence utilise souvent une logique de type 1% ordre : il
contient la connaissance et les regles d’inférence des différents domaines. Chaque inférence est communiquée au
systéme de maintien de la cohérence. Celui-ci doit déterminer si ce qui est inféré est cohérent avec ce qui a déja
été déduit. Le TMS, contrairement au moteur d’inférence, travaille en logique propositionnelle. Le TMS est donc
un guide pour le moteur d’inférence.

justifications BC —»
<€—Nogoods(BC)—
Moteur dinférence  [“@—Interprétations(BC)— ATMS
(1er ordre) — donnée d —P> (propositionnel)
<—Label(d, BCy—
<€—Contexte(d,BC)

Figure 3 relations moteur d’inférence/ATMS

Nous allons tout d’abord donner les définitions des différents concepts utilisés dans I’ATMS de De Kleer sous
leur forme initiale [de-Kleer 1986, de-Kleer 1986b], c’est a dire sous la forme d’ensembles de littéraux particu-
liers. Puis nous nous intéresserons plus particulierement a leur sémantique, comme dans [Reiter/de-Kleer 1987].
Nous ne rentrerons pas ici dans le détail de I’implémentation de I’ATMS de De Kleer. Nous renvoyons le lecteur
a ses articles pour une description compléte du systéme.

1.2.1 Assumption-based Truth Maintenance System

Soit S I’ensemble des symboles propositionnels appelées aussi données. H /7S désigne I’ensemble des symboles
hypothéses (ou simplement hypothéses). E /7H est appelé un environnement. Les clauses utilisées dans I’ATMS
sont de la forme d; d, ... d,  d (clauses de Horn) avec d;(JS et dZ5/4[}. De Kleer les appelle justifications de
d.

Soit BC un ensemble de justifications. On dira qu’un environnement E est incohérent avec BC ssi (BCE)” [
On dira qu’un environnement E est cohérent avec BC ssi il n’est pas incohérent avec BC.

Définition 28 (nogoods)

Soit BC [7FPs un ensemble de justifications. On appelle nogood de BC tout environnement minimal incohérent
de BC (E est un nogood de BC ssi (BCE)” E et [J E’JE tel que (BCLE)” E £). On notera NG(BC)
I’ensemble des nogoods de BC.

Exemple : Dans notre exemple, {P,Y,A,D,J} était le seul nogood de BZH’ /7 OBS.

Le calcul des nogoods d’une base de clauses résout le probleme SAT: si NG(BC)={//}
(Penvironnement vide) la base est inconsistante sinon elle est consistante.

Définition 29 (interprétations de ’ATMS)

Soit BC 7 FPs un ensemble de justifications. On appelle interprétationmde BC tout environnement maximal
cohérent de BC (E est une interprétation de BC ssi (BC/JE)“ |z [Tet [JE’[7E tel que (BC/ZE’)”[% [)). On notera
INTER(BC) I’ensemble des interprétations de BC.

20 A ne pas confondre avec la notion d’interprétation du calcul propositionnel (Définition 3, p. 18).
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Exemple : INTER(BZH’ ZOBS)={{Y,A,D,J}{P,A,D,J}.{P,Y.D.J}.{P.Y,A.J}.{P.Y,AD}}

INTER(BC) peut étre calculé a partir de NG(BC) : un nogood représentant le plus petit ensemble
d’hypotheéses incohérent avec BC, il suffit d’enlever de H une hypothése de chaque nogood pour obtenir
un_environnement cohérent Autrement dit, il suffit d’enlever de H un «hitting set » (Définition 23]
p. de NG(BC) pour obtenir un environnement cohérent. (De Kleer appelle ces « hitting set » des
candidats dans [de-Kleer 1986b]. Si ce « hitting set » est minimal, alors I’environnement obtenu sera
maximal. On a donc INTER(BC)={H \ E | E //MHS(NG(BC))}.

Proposition 14 relation nogoods/interprétations
Soit BC [7FPs un ensemble de justifications. INTER(BC)={H \ E | E Z/MHS(NG(BC))}

Définition 30 (label d’une donnée)

Soit BC /7 FPs un ensemble de justifications. On appelle label d’une donnée d dans BC, noté label(d,BC),
I’unique ensemble d’environnements ayant les propriétés suivantes :

Cohérence : [E [Jlabel(d,BC), E cohérent avec BC

Correction : [E [Jlabel(d,BC), (BCLE)"Ed

Minimalité : E [Jlabel(d,BC), {7E’[7E tel que (BCLE’)Ed

Complétude : /B’ /7H cohérent avec BC tel que (BC/E’)fd [7E [Jlabel(d,BC) tel que E [TE’.

Exemple : label(penn,BZH’ JOBS)={{P,Y,A}} et label(big,BZH’ /7OBS)={{Y,D,J}}.

Si I’on relache la propriété de cohérence, NG(BC)=label(Z/BC). Dans I’ATMS de de Kleer, les labels
des données et I’ensemble des nogoods sont calculés de maniére similaire.

Définition 31 (contexte d’un environnement)

Soit BC /7FPs un ensemble de justifications. Soit E /7H. On appelle contexte de I’environnement cohérent E
dans BC, noté contexte(E,BC), I’ensemble des données déductibles de BC/JE (contexte(E,BC)={d | (BCLE)" E
d}).

Exemple : contexte({P,Y,A},BZH’ JOBS) = {P,Y,A,pb,yb,penn,festnoz,psg}
contexte(({D,Y,J},BZH’ JOBS) = {P,Y,A,yb,freg,festnoz,psg}

De Kleer distingue certains contextes particuliers.

Définition 32 (extensions)
Soit BC [7FPs un ensemble de justifications. Les contextes des interprétations de BC sont appelés les extensions
de BC (Extensions(BC)={contexte(E,BC) | E ZZ/INTER(BC)}).

L’algorithme que propose de Kleer pour calculer ces différents ensembles est un algorithme de type chainage
avant, ce qui explique la nécessité d’utiliser des clauses de Horn. Ce processus a I’avantage d’étre incrémental :
a tout moment, le label de toutes les données est connu, et I’introduction d’une nouvelle justification dans
I’ATMS provoque une mise a jour de ces labels. Néanmoins, cette caractéristique est aussi une contrainte de
I’ATMS : il est souvent inutile de connaitre le label de toutes les données. Dans le cadre d’un diagnostic de
panne par exemple ou les justifications représentent la description compléte d’une voiture, on se restreindra
souvent a un sous ensemble du systéme : si elle ne démarre pas, inutile de Vérifier le systeme de freinage ou
I’ampoule du plafonnier ! C’est pourquoi la notion de « focus » est rapidement apparue [Forbus/De-Kleer 1988,
Yacoub 1997]. On fournit @ I’ATMS un ensemble de données pertinentes, le focus, et seules les justifications
dont la partie antécédent est incluse dans le focus sont traitées. On peut ainsi réduire fortement le nombre de
labels calculés. Toute la difficulté de cette approche est de constituer cet ensemble de données.

Dans le but non plus de limiter le nombre de labels calculés mais la taille de ces labels, des probabilités [de-
Kleer/Williams 1987, de-Kleer 1991], des possibilités [Dubois, et al. 1990], voire plus généralement des colts
[Ngair/Provan 1993], ont été ajoutés aux hypothéses : on calcule alors les environnements les plus probables, les
plus certains, ceux minimisant une fonction de colt. Nous renvoyons le lecteur a [Provan 1996] pour une infor-
mation plus compleéte sur les fonctions de codt utilisables dans ce cadre.

Une autre maniére de limiter I’explosion combinatoire due au nombre de labels et a leur taille consiste a ne cal-
culer ces labels que lorsque I’on en a vraiment besoin : c’est I’idée développée par [Tatar 1994, Palmade 1992].
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L’un des reproches que I’on peut faire a I’ATMS est son expressivité limitée, due a I’utilisation de justifications
(clauses de Horn). C’est pourquoi de Kleer a ajouté la possibilité de rajouter des disjonctions d’hypothéses
(«choose » [de-Kleer 1986b] et des négations d’hypothéses avec le Negated assumption ATMS [de-Kleer
1988]).

Toutes les notions que nous venons de voir ont été définies par de Kleer pour son ATMS. Elles sont trés proches
d’un probléme de base en calcul propositionnel : le calcul d’impliquants/impliqués premiers. En effet, dans [Rei-
ter/de-Kleer 1987], les auteurs remplacent les concepts de I’ATMS dans un cadre plus général, le CMS.

1.2.2 Clause Management System
On peut voir le CMS comme une sorte de généralisation de I’ATMS. Nous avons souligné le fait que les défini-
tions de de Kleer dans son ATMS sont trés fortement liées a son implantation du systeme (justifications, no-
goods/label). Le CMS reprend les mémes concepts que I’ATMS mais indépendamment de toute implantation, il
les définit logiquement.

us]

C —>
>

Clause Management System

(@]

Moteur d'inférence

<€— MIN-SUPPORT(C,BC)

Le CMS est défini a partir de la notion de support :

Définition 33 (support, support minimal)
Soit BC /JFPs une base de clauses. Soit dune clause de FPs. Soit a une clause de FPs. a est appelé le support
de odans BC ssi :
1. BCYEal7d  ouencore BC”Ha EO
2. BCYRa, ou encore BCHa |2 (BC [7-a consistant).
De plus, a est appelé support minimal de Jssi [Jo’ un support de o tel que a’Oa.

Dans cette définition, on retrouve exactement la notion de label. On peut retrouver aisément que E/Jlabel(d,BC)

ssi E "est un support minimal de d dans BC. On notera toutefois que I’on ne cherche plus ici le label d’une don-
née mais plus généralement le label d’une clause.

[Reiter/de-Kleer 1987] montrent que I’ensemble des supports minimaux de a peut étre calculé a partir des impli-
qués premiers de BC (dans cet article, les auteurs inversent la notion d’impliqué et d’impliquant : les théorémes
suivants utilisent les appellations standard).

Proposition 15 (théoréme 2, p. 186, [Reiter/de-Kleer 1987])
Soit BC [7FPs. Soit F” une clause de FPs. Si E”est un support minimal de F”dans BC alors /7M" un impliqué
premier de BC tel que MnFz0 etE=M\F.

La réciproque de ce théoréme n’est pas vraie™] en voici une version affaiblie.

Proposition 16 (théoréme 3, p. 186, [Reiter/de-Kleer 1987])
Soit BC [JFPs. Soit F” une clause non nulle de FPs. Si M”est un impliqué premier de BC tel que FZM alors
(M\F)“est un support minimal pour F”dans BC.

On peut donc définir I’ensemble des supports minimaux d’une clause dans une formule a partir des impliqués
premiers de cette formule :

Proposition 17 (théoréme 5, p. 186, [Reiter/de-Kleer 1987])
Soit BC/FPs. Soit F” une clause de FPs. L’ensemble des supports minimaux de F“ dans BC, noté MIN-
SUPPORT(F“BC) = {(M\F)”| M”est un impliqué premier de BC et MnFZ/7}.

Cette proposition montre qu’il suffit de connaitre les impliqués premiers d’une formule pour calculer les sup-
ports de n’importe quelle clause dans cette formule.

2! prendre par exemple BC={ ab, acd}et F={b,d}. L’impliqué premier  a c d respecte {a,c,d} n{b,d}#7, donc  ac est bien un
support de F”dans BC mais il n’est pas minimal car  a est aussi un support de F”dans BC.
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Deux approches sont alors possibles : garder la formule sous sa forme initiale (une base de clauses) et calculer
ses impliqués premiers a chaque demande de supports minimaux (approche interprétée), ou alors remplacer la
formule par ses impliqués premiers, car une formule est logiqguement équivalente a la conjonction de ses impli-
qués premiers (approche compilée). La premiére approche limite la taille de stockage du probleme, mais de-
mande beaucoup de calculs (il faut recalculer les impliqués premiers a chaque fois) : elle est envisageable si il y
a beaucoup de mises-a-jour de la base de clauses, et peu de requétes. La seconde limite le calcul des supports a
leur recherche parmi les impliqués premiers, mais le nombre de ces impliqués premiers pouvant augmenter de
facon exponentielle avec la taille du probléme, leur stockage et leur calcul peut devenir trés colteux en espace et
en temps. Le calcul des impliqués premiers d’une mise a jour de la base peut bénéficier des impliqués premiers
déja calculés (on trouve dans [de-Kleer 1992] une méthode de calcul d’impliqués premiers dédiée a cette utilisa-
tion). Cette seconde approche sera utilisée si il y a peu de mises-a-jour de la base et beaucoup de requétes.

Le nombre d’impliqués d’une formule pouvant étre énorme (O(3"/n) [Marquis 1999]), différents travaux se si-
tuent entre I’ATMS et le CMS : alors que la notion de support n’est pas restreinte a un sous ensemble des varia-
bles dans le cadre du CMS, I’idée est de garder la notion d’environnement de I’ATMS. [Kean/Tsiknis 1990,
Kean/Tsiknis 1992] par exemple proposent avec I’Assumption based CMS (ACMS) une restriction du CMS a un
sous ensemble des symboles propositionnels. On cherche donc des supports qui contiennent uniquement des
symboles hypothéses, c’est a dire que seuls les impliqués premiers contenant des symboles hypothéses en partie
antécédent nous intéressent. Pierre Tayrac [Tayrac 1990] appelle ces clauses des CAT (Clauses a Antécédent
Typé). Il propose dans sa these une méthode de calcul d’impliqués premiers de type CAT basée sur une méthode
de résolution dirigée : la CAT-résolution. Plus récemment, Rachid Yacoub [Yacoub 1997] a intégré la notion de
focus dans cette approche.

Les travaux d’Olivier Palmade [Palmade 1992], inspirés de ceux de Pierre Tayrac, nous fournissent la mise en
ceuvre d’un ATMS s’appuyant sur un prouveur propositionnel a base de « P-clash » (principe de résolution a
I’envers). La particularité de cet ATMS est son fonctionnement en « deux passes » (voir section suivante). Les
travaux que nous avons menés au cours de cette thése en ont été trés fortement inspirés, en partant de la remar-
que suivante : «si les meilleurs prouveurs de SAT, a I’heure actuelle et en moyenne, sont basés sur des algo-
rithmes de type Davis et Putnam, pourquoi ne pas essayer de remplacer le prouveur de type P-clash par un Davis
et Putnam ? ».

1.3 ATMS « a deux passes »

L’idée de ce type d’ATMS est un peu différente de la notion de CMS. Au lieu de tout calculer a partir de la no-
tion de support, nous allons tout calculer a partir de la notion de nogood.

1.3.1 Remarques préliminaires

En effet, les notions de label et de nogoods sont trés proches : si E/7label(d,BC) alors E est un environnement
minimal cohérent avec BC tel que (BCJE)"E d. D’aprés la Proposition 2|page [L9] on a (BCE)" = d ssi (BCLE)”
[J-d [ Ossi (BCK-d}E)” [ £ Donc ELNG(BC/K~d}). Comme E est cohérent, [7E’ ZNG(BC) tel que E’[J
E. On obtient donc la propriété suivante :

Proposition 18 relation nogoods/label
Soit BC//FPs. Soit d une donnée. Label(d,BC) = {E | E //NG(BC/A~d}) et [[E’/NG(BC) tel que E’/JE}.

Il suffit donc de savoir calculer les nogoods d’une base de clauses pour calculer le label d’une donnée. On peut
noter que la seule condition que nous ayons est, pour des raisons pratiques et non théoriques car les algorithmes
de résolution de SAT travaillent sur des bases de clauses, « BC/A ~d} est une base de clauses ». Nous pouvons
donc généraliser la notion de label :

Définition 34 (généralisation du label)
Soit BC/7FPs. Soit a un cube ou une clause de FPs . Label(a,BC) ={E | E UNG(BCU{—ra})Elet [E’[NG(BC)
tel que E’/JE}.

Par rapport a la notion de support définie dans le CMS, nous permettons le calcul du label de conjonctions de

littéraux : nous verrons dans la section Applications |(p. que cette propriété peut s’avérer intéressante au ni-
veau de I’expressivité de I’outil.

22 5j o est une clause, =a est un cube. Or un cube est une CNF, donc une base de clauses.

Page 57



Partie Il : P-impliqués premiers

Essayons maintenant de donner au lecteur I’intuition de notre démarche. Chercher les nogoods d’une base de
clauses BC revient a chercher les ensembles de symboles hypotheses dont la satisfaction rend la base inconsis-
tante. Si BC était donnée sous forme DNF, il serait aisé de trouver un tel ensemble d’hypothéses s’il existe : il
suffirait pour chaque cube de cette formule de choisir un symbole hypothése qui apparait négativement. Si 1’un
des cubes ne contient aucune négation de symbole hypothése, alors il n’y a pas de nogoods pour cette formule.
Sinon, la satisfaction de chacun de ces symboles falsifiant chacun des cubes, la base devient bien inconsistante.
Calculer un nogood revient donc a choisir dans chaque cube une des négations hypothéses, en s’assurant que ce
choix est minimal, c’est & dire choisir un « minimal hitting set » sur I’ensemble des cubes restreints aux symbo-
les hypothéses apparaissant négativement.

Prenons par exemple BC={Ab ¢,B b,c } Une DNF correspondante est (=B/Z b/Z ¢)[{=A[b/Z c). Si
nous filtrons chaque cube sur ses hypothéses apparaissant négativement, nous obtenons les singletons {B} et
{A}. On obtient alors comme nogood de la base {A,B} qui est le seul élément de MHS({{A},{B}}).

On peut donc différencier deux étapes principales dans cette approche :
1. passer d’une CNF en une DNF,
2. effectuer I’opération MHS.

D’ou le nom d’ATMS a deux passes.

Premiére étape >

Ensemble
Nogoods Q}uxiéme étape (MHS) | d’ensembles
de littéraux

Nous allons présenter de maniere informelle une approche basée sur la procédure de Davis et Putnam qui nous
permet d’effectuer ces deux étapes a I’aide d’un seul algorithme. La formalisation de cette approche fera I’objet
de la section suivante.

1.3.2 Quelques bonnes propriétés de DP

Un algorithme de type Davis et Putnam peut étre utilisé pour passer d’une formule CNF en une formule DNF ;
nous avons vu section p. @ que I’on pouvait modifier I’algorithme original afin de calculer une couver-
ture d’impliquants d’une base de clauses, soit passer d’une CNF a une DNF. L’utilisation d’un prouveur basé sur
DP a la place du prouveur basé sur la résolution ne pose donc pas de probléme a ce niveau. Il nous reste mainte-
nant a effectuer la fameuse opération MHS.

Si nous regardons de plus prés cette opération, on peut remarquer que choisir un élément de chaque ensemble
(trouver un « hitting set ») ressemble beaucoup a satisfaire un littéral de chaque clause ( trouver un impliquant) a
la différence que seuls des littéraux purs sont utilisés dans le premier calcul, c'est a dire que I’on ne trouve jamais
un littéral et son complémentaire, et que la valeur de vérité donnée au symbole doit étre interprétée comme
« appartient a I’ensemble » et « n’appartient pas a I’ensemble ». MHS revient donc a effectuer un changement de
forme sur une base de clauses constituée uniquement de littéraux purs et de ne tenir compte que de ces littéraux !

Exemple : MHS({{A,B,C},{D}{E,F}}) = {{AD,E}{B,D,E}{C,DE},{ADF}{B,DF}{CD,F}}. Un calcul de
couverture d’impliquants de la base { A B C, D, E F } a partir d’un algorithme a la DP nous donne
{{A-B,-CD,E,-F }", {B,-CD,E,-F}" {CD,E,-F}" {CD,EF} {B~-CDEF}’ {A-B,-CDEF}’
{B,D,-E,F}* {-B,C,D,~E,F}” {A,=B,~C,D,~E,F}}. En ne considérant que les littéraux positifs (en gras), et
en minimisant pour I’inclusion, on retrouve bien le méme résultat.

Comme nous avons déja noté, une variante de DP peut nous permettre d’effectuer le changement de forme. Il
nous reste alors a effectuer une opération délicate : le test de sous-sommation nous permettant de produire uni-
guement les « hitting sets » minimaux ! Comme I’a souligné de Kleer dans [de-Kleer 1992], cette opération est
cruciale dans tout calcul d’impliqué premier. De Kleer propose un codage des impliqués trouvés sous forme
d’arbre de discrimination. Pour notre part, nous allons utiliser une propriété de la procédure de Davis et Putnam
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afin d’ordonner la production des impliquants : en effet, a chaque nceud de I’arbre de recherche, nous devons
choisir entre un littéral et son complémentaire. Nous pouvons par exemple choisir de toujours commencer par un
littéral négatif, afin d’essayer d’abord les impliquants ayant le plus de littéraux négatifs, et en dernier ceux qui
ont le plus de littéraux positifs. La particularité de I’arbre construit est que les impliquants sont produits dans un
ordre compatible avec I’inclusion de leur restriction aux littéraux positifs. Ainsi, la partie conséquent du premier
impliquant trouvé nous fournira un premier « hitting set » minimal M.

Propriété 3

SoitpS un ensemble de symboles propositionnels. Soit <P;P’> une partition de Ls telle que P et P’ sont des en-
semble consistants de littéraux. Une heuristique de branchement qui, pour tout littéral IZP, explore la branche I~
avant la branche |, ordonne les interprétations selon un ordre compatible avec I’inclusion restreinte a P, c’est a
dire que si B; et B, sont deux branches de I’arbre et (B1nP) [7(B,nP) alors B, est explorée avant B.

Preuve :

Prenons deux branches de I’arbre B; et B,, B; étant explorée avant B, (on représente une branche par
I’ensemble des littéraux qui I’étiquettent). Soit P I’ensemble des littéraux positifs (par renommage, on
peut toujours se ramener a ce cas). Il existe une propriété qui indique que toutes les branches d’un arbre
se rejoignent en au moins un point. Soit s/P le symbole de branchement ou B, et B, se rejoignent (en
parcourant I’arbre de bas en haut, se séparent dans I’autre sens). Donc —s/B; et s/B,. Donc on ne peut
pas avoir B,nPOB; nP.

Exemple : on peut le vérifier dans I’arbre binaire développé pour les 3 symboles a,b,c ci-dessous (P={a,b,c}).

_-a a~ <
- ~
RN 2N
S ”,
/< /\\ //&
-1C C -C c -c c -C c
/ \ / \\ // \ / \

0 {c} {b} {o.c}  {a} {ac}  {ab} {ab,c}
On peut prendre par exemple B; = {-a,b,c} et B,={a,—b,~c}. Ces deux branches se rejoignent au symbole de
branchement a.

En conséquence, le premier impliquant M“ trouvé aura forcément une restriction & P minimale. 1l nous faut
maintenant garantir que d’autres impliquants M’ tels que (MnP)ZA(M’ nP) ne seront pas produits. Or ce sont des
impliquants de la base. Nous allons donc transformer la base pour que ces impliquants ne soient plus des impli-
guants de la nouvelle base. Nous allons rajouter dans la base une clause qui sera falsifiée par tous ces impli-
quants : (MnP)™™. Ainsi, le prochain impliquant trouvé produira lui aussi une restriction & P minimale pour
I’inclusion, donc une nouvelle clause sera ajoutée dans la base, et ainsi de suite ... A la fin du processus, nous
aurons ajouté dans la base exactement une clause par impliquant trouvé. Chacune de ces clauses étant exacte-
ment la négation de la restriction a P de I'impliquant qui I’a produite. Dans la pratique, nous récupérerons sous
cette forme le résultat de nos calculs (forme CNF au lieu de DNF).

Comme notre base de clauses ne contient pas seulement des variables hypothéses, ce procédé doit étre modifié :
lorsque tous les littéraux hypothéses d’une base ont une valeur de Vérité, il nous importe peu de savoir exacte-
ment quelle assignation des littéraux non-hypothéses résulte d’un impliquant de la base (nous voulons unique-
ment connaitre la consistance de la base restante). Nous allons donc développer un algorithme énumératif de
type DP qui prend en compte cette remarque. Nous choisirons d’abord les symboles de H pour effectuer les
branchements (pour obtenir une énumération selon un ordre compatible avec I’inclusion restreinte a H). Lorsque
la base ne contiendra plus de symboles de H non affectés, on cherchera simplement la consistance de la base
restante avec un algorithme de SAT habituel (de type DP, bien sur !).

C’est ce que nous représentons sur le schéma suivant ;
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Recherche  exhaustive
ordonnée sur les parties
de P.

-
—
-

Tests de consistance.
(DP normal)

Par rapport au schéma de principe de la section précédente, nous effectuons donc deux opérations en méme
temps (le changement de forme et le filtrage), ce qui correspond au schéma suivant :

Premiére étape (Changement de forme + filtrage)

Ensemble
Nogoods @uxiéme étape (MHS) | g’elr)f{e,mbles
e littéraux

Voici donc notre démarche expérimentale. Nous avons implanté cet algorithme et avons pu en vérifier le com-
portement. Mais la signification des ensembles que nous manipulions nous a longtemps échappé. Nous avons
tout d’abord exprimé nos résultats en termes de « modeles préférés » [Castell, et al. 1996], car la premiére appli-
cation de nos résultats dans le cadre du raisonnement non monotone fut le calcul des modéles <P;Z>-minimaux
de Lifschitz [Lifschitz 1985] et son utilisation dans le raisonnement en monde clos (« Closed World Reaso-
ning »), puis en « modeles P-restreints » [Castell, et al. 1998] car cette notion capturait mieux les propriétés
logiques des ensembles calculés. La meilleure interprétation nous semble étre la notion d’impliquant P-restreint :
un modeéle étant un impliquant particulier, il n’y a pas d’autre changement dans cette derniére terminologie, outre
le nom, qu’une volonté de situer nos travaux dans le cadre général du calcul d’impliquants/impliqués lorsque
I’on a certaines propriétés sur les impliquants/impliqués recherchés.

Impliqguants P-restreints premiers

Une bonne partie des résultats que nous présentons ici sont issues de [Castell, et al. 1998].
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2.1 Présentation

Définition 35 (impligquant P-restreint, impliquant P-restreint premier)

Soit a [7FPs. Soit P [7Ls un ensemble de littéraux. Soit E /7P. E”est appelé un impliquant P-restreint de a ssi O
M impliquant de a tel que M n P = E. On dira de plus que E”est un impliquant P-restreint premier de a ssi [J
E’“impliquant P-restreint de o tel que E’/JE.

Exemple:BC={A aB b,AB }. P={-AB,-B}. Lesimpliquants de BC sont {{-A, =B} {-A, b}"{-B,
a}d. {-A, -B}” {-A}" et {-B}" sont des impliquants P-restreints de BC. {~A}” et {-B}” sont des impliquants
P-restreints premiers de BC.

Remarque : un impliquant P-restreint de a n’est pas un forcément un impliquant de a. Ici, seul
{-A,-B} est un impliquant. C’est méme un P-impliquant de BC.

Dans la suite du document, nous noterons IRP(a,P) I’ensemble des impliquants P-restreints premiers
de aet par IP(a,P) I’ensemble des P-impliquants premiers de a.

Dans le cadre général, le calcul d’impliquants P-restreints est difficile (voir les travaux de Thierry Castell par
exemple [Castell 1997]). Nous sommes motivés par le calcul d’impliqués premiers particuliers (les nogoods),
restreints a un ensemble de littéraux consistants (H ou H™). La restriction de nos travaux a un ensemble P consis-
tant nous permet d’avoir la propriété suivante (cf. contre exemple page :

Proposition 19
Soit a [7FPs. Soit P [7Ls un ensemble consistant de littéraux. Soit E /7P. E”est un impliquant P-restreint de a
ssi (EZJ(P\E)”) est consistant avec a.

Preuve :

) E”est un impliquant P-restreint de a donc CJM”un impliquant de a tel que E = M n P. Montrons
que M“{EJ(P\E) ") est consistant.
Supposons M“/{E/(P\E)")” inconsistant. Donc /71 7M | =I [FE 7 (P \ E)". Donc IZMnP=E ou
IZMAnP~. Supposons que IZE. Alors =I/E car sinon E serait inconsistant, donc comme E/P, P serait
aussi inconsistant. Donc —-1/{P\E)". Donc I/{P\E). Donc IE. Contradiction. Donc IZMnP~. Donc
=10P™ (sinon P serait inconsistant) donc -1/7 ECM. Donc IM et -IM. Contradiction. Donc
M“AEIP\E) )" est consistant. Soit M un modéle de M“{E/(P\E)")”. M*“ étant un modéle de M”]
c’est aussi un modéle de a.
0) (EL(P\E)")” consistant avec a donc /M un modéle de a tel que (EZI(P\E)”) 7M. Soit R = M\
(EL(P\E)™). MnP=((ELAP\E))OR) nP=((ELAP\E)") nP) AR nP)=E AR nP). Supposons que RnP ne
soit pas vide. Donc X RnP donc xP. Or XL RLM donc XM nP=E et x [7(EL(P\E)~). XLE. Contra-
diction. Donc MnP=EJ(RnP)=E. E"est donc un impliquant P-restreint de a.

Ce résultat est primordial pour nos travaux. Il signifie que si tous les littéraux de P sont satisfaits (ensemble E)
ou falsifiés (ensemble (P\E)™), alors il suffit de tester la consistance de la base restante pour obtenir un impli-
quant P-restreint. Voila pourquoi nous effectuons d’abord les branchements sur les variables de P, puis quand
toutes ces variables ont une valeur de vérité, nous pouvons utiliser un algorithme de satisfaction classique pour
tester la consistance de la base.

La proposition suivante découle directement de la précédente, et nous sera trés utile dans les prochaines démons-
trations :

Proposition 20
Soit a [JFPs. Soit P [7Ls un ensemble consistant de littéraux. Soit E /7P. Si E”est un impliquant P-restreint de
a alors 7/M“un modéle de o tel que MAP=E.

Preuve :

D’aprés le résultat précédent si E” est un impliquant P-restreint de o alors /N“ un modéle de
adECP\E))”. Or N” est un modéle de (EZ(P\E))” donc (E(P\E)”)[N. Posons
N=E [J(P\E)" JR. Donc NhP=(EnP).A(P\E)"nP)[ARNP) = ELA(RANP). On montre de la méme
maniére que précédemment que R P est vide. Donc il existe bien un modéle N“de a tel que NnP=E.
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Nous allons maintenant présenter un ensemble de résultats dans le but de justifier notre méthode de calcul de P-
impliqués premiers par deux appels successifs au méme algorithme. Ils sont valables pour des formules quel-
congues mais nous utiliserons des bases de clauses pour illustrer nos exemples. Afin de mieux comprendre leur
utilité, imaginons que nous soyons capables de calculer les impliquants P-restreints premiers d’une formule o
(c’est a dire déterminer I’ensemble IRP(a,P)). Notre but est de calculer les P”-impliqués premiers de cette for-
mule (ses nogoods par exemple). Comment pouvons-nous le faire ?

La proposition suivante montre qu’une formule a peut étre « encadrée logiquement » par ses P-impliquants et
ses impliquants P-restreints premiers.

Proposition 21 relation P-impliquants/impliquants P-restreints
Soit a [7FPs. Soit P /7Lg un ensemble consistant de littéraux. IP(a,P)”E a E IRP(a,P)”.

Preuve :

IP(a)”  a cette premiére relation est triviale car les éléments de IP(a,P) sont des impliquants de BC.

a E IRP(a,P)”. Tout modéle M de a définit un impliquant P-restreint : MP. De deux choses I’une.
Soit MNP est minimal auquel cas il se trouve dans IRP(a,P), soit il contient un élément de IRP(a,P).
Dans les deux cas, ce modeéle satisfait IRP(a)"”.

Exemple : Soit BC = {A c,Bc }etP ={-A B} Lesimpliquants de BC sont {-A/% B, -A/F ¢, -B/[t}.
Donc IP(BC,P) = {-AZ B}. IRP(BC,P) = {-A, -B}. On abien -A/# B [EBC”E -A/Z B

Le résultat suivant nous indique que les P-impliqués d’une formule peuvent étre obtenus a partir de I’ensemble
des impliquants P-restreints premiers de cette formule. Ce résultat est primordial car il indique que la seule con-
naissance des impliquants P-restreints premiers d’une formule permet de calculer ses P-impliqués. 1l est a la base
de toutes les extensions de nos travaux dans le cadre du raisonnement non monotone, car nous travaillerons le
plus souvent sur I’ensemble de impliquants P-restreints premiers d’une formule, et non directement sur la for-
mule.

Proposition 22
Soit a [JFPs. Soit P [7Ls un ensemble consistant de littéraux. 7E 7P, a |=E”ssi IRP(a,P)”|=E”

Preuve :
0) D’aprés la proposition précédente, on a a E IRP(a,P)”. Donc on a a E IRP(a,P)” E E”
Donc a |FE”.

) a | E” par hypothése. Supposons que IRP(a,P)” [z E”. Donc [F“[J IRP(a,P) tel que FNE=/J.
D’aprés la définition d’un impliquant P-restreint, il existe donc M“ impliquant de a tel que F = MnP.
D’aprés notre hypothése, nous avons donc M” = a | E”. Or EnM = EnF car EZP. Donc EnM=/7.
Donc M”[2 E” Contradiction.

Si nous reprenons notre exemple, le seul P-impliqué de BC est =A/# B, et nous avons bien IRP(BC,P)” [ -A [J
-B.

Nous présentons maintenant un résultat plus intuitif. Tout P-impliquant d’une formule est un P-impliquant des P-
impliquants premiers de cette formule. Ce résultat est a la base du raisonnement par impliquants/impliqués pre-
miers.

Proposition 23
Soit a [7FPs. Soit P /7Lg un ensemble consistant de littéraux. [7E /7P, E”[E a'ssi EZEIP(a,P)”

Preuve :
0) Daprés la ona IP(a,P)”[ a. Donc on a E” E IP(a,P)” [ a. Donc E”“E a.

) Posons E” £ a. Comme EZP, E”est un P-impliquant de a. Donc [7F“/AP(a,P) tel que F/E. Donc
E“EF" Donc E”EIP(a,P)”

Dans notre exemple, nous avions un seul P-impliquant -A/# B, qui est donc premier, qui est donc trivialement
sont propre P-impliquant.

Nous présentons maintenant deux résultats spécialement adaptés aux formules DNF, c’est a dire adaptés au trai-
tement d’une couverture d’impliquants d’une formule CNF par exemple. Le premier permet d’obtenir par simple
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filtrage des cubes de la DNF les impliquants P-restreints premiers de cette DNF. C’est de cette facon que I’on
agit « a la main ». Le second souligne une propriété de la disjonction des impliquants P-restreints d’une formule
en particulier, des DNF contenant uniquement des littéraux purs plus généralement.

Proposition 24

Soit a [J FPs une DNF. Soit P /7 Ls un ensemble consistant de littéraux. L’ensemble des impliquants P-
restreints premiers de a =E,” [JE,” [7... [JE,” est I’ensemble IRP(a,P)=min{(E.nP)", (E2nP)"....(E.nP)H}
ou min-E dénote I’ensemble des cubes de E minimaux pour I’inclusion.

Preuve :

Appelons R I’ensemble minA{(E;nP)” (E,nP)“...,(E,nP)3. Chaque E;” étant un impliquant de a,
chaque (EinP)“ est donc un impliquant P-restreint de a. R est donc constitué d’impliquants P-
restreints. Supposons qu’il existe F~impliquant P-restreint premier de a qui ne soit pas contenu dans R.
Donc il existe un modéle M“de a tel que MnP=F. On a deux possibilités :

® soit [0 | EinP [JF mais dans ce cas F”/ne peut pas étre premier.

® soit il existe au moins un littéral li de chaque EinP qui n’est pas dans F. Ces li ne se trouvent pas
non plus dans M (sinon ils seraient dans M 2P=F). Donc M”[# a. Contradiction.

Donc R contient des impliquants P-restreints, et parmi eux tous les impliquants P-restreints premiers.

Comme on ne garde que ceux minimaux pour la sous-sommation, R contient exactement les impliquants

P-restreints premiers de a@.

A I’aide de ce résultat, il est donc tres facile (modulo les tests de sous sommation) d’obtenir I’ensemble des im-
pliquants P-restreints premiers d’une formule DNF.

Dans notre exemple, nous avons BC” = (=A% B) (=A% ¢) [J(-BLe) = {{-A -B}’{-A -c}’{-B,c}3"
Donc IRP(BC,P) = minA{-A,-B}"’{-A}*{-B}?} = {-A,-B}.

Si maintenant cette DNF est constituée uniquement de littéraux (purs) de P, alors les notions d’impliquant, de P-
impliquant et d’impliquant P-restreint sont équivalentes (on dit aussi que la formule est indépendante de P™).

Corollaire 1
Soit a [JFPs une DNF. Soit P /7Ls un ensemble consistant de littéraux. Si tous les impliquants de a sont des P-
impliquants, alors IP(a,P)”= a = IRP(a,P)".

Preuve : immédiate car pour tout impliquant E, E/P (E” est un P-impliquant) donc EnP=E (E“ est
aussi un impliquant P-restreint).

Ce corollaire est trés important : c’est grace a lui que le calcul de « minimal hitting set » peut étre effec-
tué a I’aide de notre algorithme. En effet, lorsque tous les littéraux d’une base de clauses sont purs, si
I’on prend P égal a I’ensemble de ces littéraux purs, il est équivalent de calculer des P-impliquants pre-
miers ou des impliquants P-restreints premiers.

Nous allons maintenant introduire la notion de réduction d’une formule pour un sous-langage. Nous devons
noter que cette notion correspond a la notion de « forget» dans [Marquis 1999] qui généralise la notion
d’élimination de variables en logique propositionnelle (elle méme généralisée en logique du premier ordre par
[Lin/Reiter 1994]. Elle correspond a I’élimination d’une variable quantifiée existentiellement: (X)a = for-
get(ax).

Définition 36 (réduction d’une formule)
Soit a,8 [7FPs deux NNF. Soit P /7 Ls un ensemble consistant de littéraux. 3 est appelée une réduction de la
formule a relativement a P, notée reduc(a,P) ssi :

®  [Bcontient uniquement des littéraux de P, et

® les impliquants de £ sont les P-impliquants de a.
Cette formule est unique a I’équivalence logique prés, ce qui justifie la notation fonctionnelle re-
duc(a,P).

En vertu de la définition de reduc, on peut écrire IP(a,P)” = IP(reduc(a,P),P)” et en vertu du on
obtient IP(a,P)” = IP(reduc(a,P),P)” = IRP(reduc(a,P),P)”. On obtient donc la relation suivante entre les P-
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impliquants et les impliquants P-restreints d’une formule : les P-impliquants d’une formule sont les impliquants
P-restreints de la réduction de cette formule relativement a P.

Proposition 25 relation P-impliquant/impliquant P-restreint
Soit a [7FPs. Soit P /7L un ensemble consistant de littéraux. IP(a,P)” = IRP(reduc(a,P),P)”

L’intérét de ce résultat est de nous donner une méthode de calcul de P-impliquants premiers a I’aide d’un algo-
rithme de calcul d’impliqués P-restreints premiers.

Si nous prenons notre base BC = {A ¢,Bc }, reduc(BC,P)={A , B }. Le seul impliquant P-restreint
premier de reduc(BC,P), =A/Z B est aussi son seul (P-)impliquant premier.

Nous avons maintenant les moyens d’exprimer la notion de P-impliqué premier a partir de celle d’impliquant P-
restreint.

Proposition 26 relation P-impliqué/impliquant P-restreint
Soit a [JFPs. Soit P /7 Ls un ensemble consistant de littéraux. Soit E /7P. E” est un P-impliqué premier de a
ssi E™ JIRP(IRP(a,P)™,P7) ssi EZJIRP(IRP(a,P)™,P7)".

Preuve :

) E”est un P-impliqué premier de a donc a EE”. En vertu de la[Proposition 22] on a IRP(a,P)” EE”.
Ce qui conduit 8 E™ £ IRP(a,P)™” en prenant la contraposée. On peut alors appliquer la Proposition 23]
ce qui donne E™” E IP(IRP(a,P)™,P)” (comme E est une partie de P, E” est une partie de P7). Par ap-
plication de la on obtient E™” = IRP(reduc(IRP(a,P) ™ P")P")" ce qui se simplifie en
E™”EIRP(IRP(a,P) ™ P7)” car IRP(a,P)” contient uniquement des littéraux de P~ donc ses impli-
quants sont ses P"-impliquants. Nous avons donc montré que si E”est un P-impliqué de a, alors il [7F”
[IRP(IRP(a,P)™“,P7) tel que F [7E~. Comme E”est un P-impliqué premier, on a forcément E” = F.
En effet, si FZE", alors F~ [JE et F~ serait un P-impliqué de a (contredisant la primarité de E).

[7) Nous avons utilisé des équivalences pour prouver ).

Reprenons notre exemple. IRP(BC,P)= {-A-B}. IRP(BCP)™” = A/B. IRP(A/BP’)= {A/B}.
{A/B} = {-A/Z B}. =A/Z B est bien un P-impliqué de BC!

Cette démarche peut paraitre lourde et fastidieuse sur ce petit exemple pour calculer ce P-impliqué premier. Sur
des exemples plus conséquents, on peut noter que souvent I’ensemble des impliquants P-restreints premiers
d’une formule est de taille inférieure a la formule, et qu’il est tres facile d’en obtenir un P-impliqué premier.

Nous avons donc montré comment nous pouvons calculer les P-impliqués d’une formule a partir de calculs
d’impliquants P-restreints quand P est un ensemble consistant de littéraux. Nous renvoyons le lecteur aux
travaux de [Castell 1997] pour le cas général.

2.2 Calcul d’impliquants P-restreints premiers

Nous allons maintenant présenter notre algorithme de calcul de IRP(BC,P) dans la cas ot BC est une base de
clauses (et P un ensemble consistant de littéraux).

Nous avons annoncé dans la section @que nous ajoutons dans la base une clause afin d’éliminer les impli-
quants P-restreints minimaux.

Seule la falsification d’une de ces clauses ajoutées nous apporte de I’information : la non minimalité de la solu-
tion trouvée. Nous allons donc différencier les clauses ajoutées des clauses originales de la base. Nous utilisons
pour cela une base de clauses BA (pour Base des clauses Ajoutées), appelée base de minimisation, qui va conte-
nir I’ensemble des clauses ajoutées.

Chercher des impliquants P-restreints premiers de BCCIBA (ce qui revient a ajouter directement les clauses di-
rectement dans la base) ou un impliquant P-restreint premier de BC qui ne falsifie pas BA ne change rien au
niveau de la complétude du résultat. Par contre, cela oblige a satisfaire des littéraux de P~ superflus. Comme BA
contient uniquement des littéraux de P~ et que le nombre de clauses ajoutées peut &tre important (plus important
que la base de départ), il arrive la plupart du temps qu’un impliquant M” de BC n’est pas un impliquant de BA.
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Comme satisfaire BA consiste & satisfaire des littéraux de P”, Iimpliquant M’ de BC tel que MM’ et M*“est
aussi un impliquant de BA a la méme restriction a P que M (MhP=M’nP).

Nous pouvons formaliser I’évolution d’une base de minimisation de la maniére suivante :

Définition 37 (bases de minimisation)
Soit BC une base de clauses. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit m=|IRP(BC,P)|. Soient {BA;, BA,,
....BAL} un ensemble ordonné de base de clauses. {BA,BA,,...,.BA,} sont des bases de minimisations de BC

SSI .

1. Oi|BA|=i ;

2. BAOBA,O...0BA,.

3. OE"OIRPBCP) [ tel que E™ O BA;
4. BCUBA,EO

Il résulte de cette définition que les BAI contiennent uniquement des littéraux purs (les littéraux de P™) et que
BAm contient exactement IRP(BC,P) ™.

Nous cherchons donc des impliquants M de BC consistants avec BAi. La minimalité du résultat est alors garantie
par I’ordre dans lequel les interprétations sont énumérées.

Nous cherchons donc des ensembles E [J P tels que :
- OMtel que M” EBC"et MnP=E,
BASOE" RO

Il faut noter que lorsque I’algorithme termine, BA = BA,,, donc contient la négation des impliquants P-restreints
premiers.

MPL( BC, BA, P, 1 P) El
/1 Calcule les inpliquants P-restreints prem ers de BC
/! 1P contient les littéraux satisfaits.
/!l BA est |a base de mninisation.
/1 le résultat retourné est |a nouvelle base de mi nimsation
/1 Les inpliquants P-restreints sont sous forne clausale (niée) dans cette base.
Si 0O BC alors retourner BA Finsi; // BC est inconsistante
/] test de prinarité
Si BA"OI PY inconsi stant al ors retourner BA Finsi ;EI
S BC =0 alors // BC est consistante
retourner BA O {=((IPnP)9}
Fi nsi
| « Litteral PourSinplifier(BC, BA P)
Si (l#null) alors // on peut sinplifier BC par |
Ret ourner MPL(BCI], BA P, 1 PO{1})
Finsi ;
| « Choi x_Synbol e_de_P(BC, P) ;
Si (I#null) alors
SOL ~ MPL(BC[=I],BA P, IPO{=1}) ;
retourner MPL(BC[I], SO, P, I PO{I}}
Si non
Si DP(BC)=vrai alors // BC est consistante
retourner BA O {=((I1PnP)D}
Si non retourner BA
Fi nsi
Fi nsi

Algorithme 4 MPL - Calcul d’impliquants P-restreints premiers

La seule différence entre MPL et des algorithmes de calcul d’une couverture d’impliquants premiers comme
DPPI [Schrag 1996] ou DPIC [Mazure/Marquis 1996] concerne le test d’inconsistance entre BA et IP (test de
minimalité) couplé avec une énumération ordonnée des interprétations. La fonction est appelée avec BA et IP
vides pour le calcul des impliquants P-restreints premiers : MPL(BC,,P,[0).

2 e nom de la procédure, MPL, signifie Modeéles Préférés par leurs Littéraux. Voir explication page 70.

2 Dans I'implantation de I’algorithme, BA est réduite de la méme maniére que BC. Cela nécessite d’avoir un moyen d’ajouter une clause
sous sa forme réduite dans une base réduite (Si BA = /7, et que I’on veut ajouter la clauseab c  alors que BA a été réduite par a, b et ¢ sont
satisfaits a cet endroit de I’arbre, il faut ajouter la clause nulle dans BA[a,b,c]).
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La fonction Li ttéral PourSinplifier(BC, BA P) va permettre de propager les clauses unitaires apparaissant
dans BC et BA. De plus, nous avons trouvé un sous-ensemble des littéraux purs pouvant étre propagés sans per-
dre d’impliquants P-restreints (cf. section V.p page [[47).

Propriété 4 (propagation des littéraux purs dans MPL)
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit P/Ls un ensemble consistant de littéraux. Si IZP~ est pur dans BC alors
E”est un impliquant P-restreint premier de BC ssi E”est un impliquant P-restreint premier de BC[I].

Preuve :

) OM“EBC”tel que MnP=E. Comme BC[I]ZBC, M”EBC[I]“. Donc E” est aussi un impliquant P-
restreint de BC[I]. Il est premier sinon /J/E’ [JE tel que E’ est un impliquant P-restreint de BC[I].
Comme I/P, E’ est aussi un impliquant P-restreint de BC. Contradiction.

0) Comme I/P, tout impliquant P-restreint de BC[I] est un impliquant P-restreint de BC. Comme E”
est un impliquant P-restreint premier de BC[1], il est aussi premier pour BC.

On en déduit la fonction suivante :

Littéral PourSinplifier(BC, BA, P)

/1 retourne un littéral dont |a satisfaction pernet de sinplifier

/1 1a base BC en garantissant que tout inpliquant P-restreint prem er de | a base est
/1 un inpliquant P-restreint prem er de |a base sinplifiée.

Si Ol littéral tel que | est une clause unitaire de BC ou BA alors retourner | Finsi
Si OI0OP littéral tel que | est pur dans BC alors retourner | Finsi

retourner null

La fonction Choi x_Symbol e_De_P(BC, P) retourne le meilleur littéral de P conformément a une heuristique de
type MOMS (dans notre implantation, nous utilisons celle utilisée dans TABLEAU, POSIT et SATZ).

Il nous faut maintenant démontrer que notre algorithme est :

sain, c'est a dire que la base BA calculée ne contient que des négations d’impliquants P-restreints premiers,
complet, c'est a dire qu’il calcule tous les impliquants P-restreints premiers.

Preuve :

Cela découle de la page 3 En effet, & I"aide de ce théoréme, nous pouvons calculer
I’ensemble des impliquants P-restreints d’une formule a partir d’une couverture d’impliquants de cette
formule. Or nous avons noté dans la section page gu’un algorithme de type Davis et Putnam
permet de calculer une couverture d’impliquants de la base si I’on respecte quelques regles, comme par
exemple ne pas utiliser la propagation des littéraux purs, qui préserve la consistance de la base mais pas
son équivalence logique.

Comme seuls les impliquants P-restreints premiers nous intéressent, nous utilisons la Eropriete 3: page
@I afin de garantir que I’ordre d’énumération des interprétations est compatible avec I’inclusion de leur
restriction a P, donc que le premier impliquant trouvé a pour restriction a P un impliquant P-restreint
premier.

Nous ajoutons alors dans la base BA la négation de I’impliquant P-restreint premier trouvé (disons E-.
On montre que seuls les impliquants P-restreints sous-sommés par E” falsifient cette clause. En effet,
pour falsifier cette clause, il faut falsifier chacun de ses littéraux, donc tout impliquant E*“ qui falsifie
cette clause contient au moins tous les littéraux de E (ELZE’). Ce mécanisme empéche donc de produire
les impliquants P-restreints non premiers (et uniquement eux).

Notons enfin que I’algorithme s’arréte. En effet, a chaque appel récursif de MPL, nous éliminons une
variable de la base. Comme le nombre de variables est fini, alors le nombre d’appels récursifs a MPL
I’est aussi.

Nous allons maintenant retourner en Bretagne. Nous allons calculer les impliquants P-restreints premiers de
BZH’OOBS, avec P={-A,=Y,~D,=J,-P}. Le schéma suivant correspond a la trace de MPL durant ce calcul.
Chaque nceud représente un appel a MPL. Les bases associées a chaque nceuds (identifiables par leur numéro)
sont données ci-aprées. Chaque arc est étiqueté par le littéral réduisant la base. Les bases de minimisations sont
représentées sous les branches qui les produisent.
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psg

—chez

festnoz

- rhu

=Y

pb
D
D D
(o) GD
frel
freg g
© D
J J
12 39
. A
big
(19 40
- penn
)
-A
Test de
consistance
©
D, P}
BA1={ A} BA3={ A, J, D} BAS={ A, J, D, P, Y}

Figure 4 trace de MPL sur BZH’OOBS
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On peut noter qu’il n’y a pas de nceuds aboutissant a des bases inconsistantes car chaque choix produit des
clauses unitaires. Remarquons que les branchements se font sur des variables de P, en commencant par des
littéraux de P™". Nous avons noté pour chaque base de minimisation les coupures produites dans I’arbre. Dans cet
exemple elles sont nombreuses car les clauses de minimisation sont unitaires (donc on les propage directement).
Pour la base n°40, comme aucune variable hypothése n’est présente dans la base, un test de satisfaction est
utilisé. On remarque enfin que BAs contient la négation du résultat recherché, ici IRP(BZH’/JOBS,H") =
{-A,=J,-D,-P,-Y}.

1.

36.

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y,y
. BCl[psg, ~chez, festnoz, ~rhu, Y, yb,

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y,
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y,
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y,
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y,

. BCI[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P
. BCI[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P
. BCI[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P,
. BCl[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P
. BCI[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P
. BCl[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P

BC={psgP pb,chezP pb,psgchez ,chezY yb,festnozY yb,chezfesthoz ,pbybA
penn, festnoz D  freg,rhuD  freg, festnozrhu ,fregybJ big, pennbig , festnoz,

psg }

BC[psg] ={P pb,chezP pb,chez ,chezY yb, festnozY yb,chezfestnoz ,pbybA

penn, festhozD  freg,rhuD  freg, festhozrhu ,fregybJ big,pennbig , festnoz }

BC[psg, ~chez] ={P pb,festnozY yb,pbyb A penn,festnozD freg,rhuD freg, festnoz

rhu ,fregybJ big,pennbig , festnoz}

BC[psg, ~chez, festnoz] ={P pb,Y yb,pbyb A penn,D freg,rhuD freg,rhu , freg

ybJ  big, pennbig }

BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu]={P pb,Y yb,pbybA penn,D freg,fregybJ big, penn

big }
BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y]={P pb, yb,pbybA penn,D freg,fregybJ big, penn
big }

BCl[psg, =chez, festnoz, =rhu, Y,yb]={P pb,pb A penn,D freg, fregJ big,pennbig }
BCl[psg, =~ chez, festnoz, =rhu, Y,yb,P]={ pb,pbA penn,D freg,fregJ big, pennbig }
BCl[psg, =chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P, pb] ={A penn,D freg, fregJ big, pennbig }

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P, pb, D]={A penn, freg,fregJ big, pennbig }
. BCI[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P, pb
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P, pb, D
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, P, pb, D, freg, J, big] ={A penn,penn }
b, P, pb, D
b, P, pb, D

,D, freg]={A penn,J big,pennbig }
,freg, J]={A penn, big,pennbig }

, freg, J, big, ~penn]={A }
, freg, J, big, =penn, =A] =0

BA={ A}
, freg,~J]={A penn,pennbig }
, freg,~J, A]={ penn,pennbig }
, freg, =J, A, penn] = {big }
, freg, =J, A, penn, =~big] =0

<< <<
S o oo
U TUTUU
- T T T
SO OO
O0o00

BA,={ A J}

,pb,-D]={A penn,Jfreg big,bigpenn }
,pb,=D,J]={A penn,freg big,bigpenn }
pb, =D, J,A]={ penn,freg big,bigpenn }
, pb, =D, J, A, penn] ={freg  big, big }
pb, =D, J, A, penn, =big] = {freg }
pb, =D, J, A, penn, =big, =freg] = O

BA;={ A J, D}

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb,-P]={Apb penn,D freg,fregJ big,bigpenn }
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D] ={Apb penn, freg,fregJ big, bigpenn }
. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg] ={Apb penn,J big, bigpenn }

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg, J]={Apb penn, big, bigpenn }

. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg, J, big] ={Apb  penn,penn }

. BCl[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg, J, big, =penn]={Apb }

. BCl[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg, J, big, =penn, A]={pb }

. BCl[psg, ~chez, festnoz, =rhu, Y, yb, =P, D, freg, J, big, =penn, A, =pb] =0

BA,={ A, J, D, P}

. BC[psg, =chez, festnoz, =rhu, = Y]={P pb,pbAyb penn,D freg,Jfregyb big, penn big

¥

. BC[psg, =chez, festnoz, =rhu, =Y, P]={ pb,pbAyb penn,D freg,Jfregyb big, penn big

}
BCI[psg, ~chez, festnoz, ~rhu, =Y, P, pb]={Ayb penn,D freg,Jfregyb big,pennbig }
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37. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, =Y, P, pb,D]={Ayb penn, freg,Jfregyb big, pennbig }
38. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, =Y, P, pb, D, freg] ={Ayb penn,Jyb big,pennbig }

39. BC[psg, ~chez, festnoz, =rhu, =Y, P, pb, D, freg, J]={Ayb penn,yb big,pennbig }

40. BCIpsg, =chez, festnoz, =rhu, =Y, P, pb, D, freg, J, A]={yb penn,yb  big,pennbig }

BAs={ A, J, D, P, Y}

2.3 Calcul de P-impliquants premiers

Nous pouvons maintenant donner un algorithme de calcul de P-impliquants premiers basé sur I’algorithme MPL.
En effet, un P-impliquant de BC (s’il existe) satisfait chaque clause de BC par un littéral de P. Pour obtenir un P-
impliquant premier de BC, il suffit donc de calculer un « minimal hitting set » de I’ensemble des clauses de BC
restreintes a P.

Propriété 5
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit P /7Ls un ensemble consistant de littéraux. Soit BC’ = {CnP | C” [7BC}.
BC’ est une réduction de BC relativement & P.

Preuve :

Nous pouvons noter que BC’ contient uniquement des littéraux de P. Il nous faut maintenant démontrer
que tout impliquant de BC’ est un P-impliquant de BC. Soit M un impliquant de BC’. M satisfait chaque
clause de BC’. Comme chaque clause de BC est sous-sommeée par une clause de BC’, M satisfait chaque
clause de BC donc M est un impliquant de BC. Comme M /7P, M est un P-impliquant de BC.

Montrons maintenant que tout P-impliquant de BC est un impliquant de BC’. Soit M” un P-impliquant
de BC. M“ satisfait toutes les clauses de BC. Comme MZP, M” satisfait chaque clause de BC sur sa res-
triction & P, donc satisfait toutes les clauses de BC’. Donc M“est bien un impliquant de BC’.

En vertu de la nous pouvons donc proposer I’algorithme suivant de calcul de P-impliquants pre-
miers (avec P un ensemble consistant de littéraux) :

PI PQNTP( BC, P)

/1 BC une base de cl auses

/1 P un ensenble consistant de littéraux

/!l retourne les P-inpliquants prenmiers de BC

1. BC « { (cnP)?| C OBG ;
2. INTER « MPL(BC ,0O,P,0) ; // INTER est une base intermédiaire
3. Retourner INTER" ;

Algorithme 5 PIPQNTP - Calcul de P-impliquants premiers

2.4 Calcul de P-impliqués premiers

En vertu de la Proposition 26}, nous pouvons présenter de méme un algorithme de calcul de P-impliqués premiers
(P consistant) basé sur MPL.

PI P(BC, P)

/1 BC est une base de cl auses

/1 P est un ensenble consistant de |ittéraux
/1 BA contient les P-inpliqués premers de BC

1. INTER « MPL(BC 0O,P,0O) ; // INTER est une base interngédiaire
2. Retourner MPL(INTER O, P ,0) ;

Algorithme 6 PIP - Calcul de P-impliqués premiers

3 Formalisations alternatives

Nous avons déja évoqué dans ce chapitre que nous nous sommes longtemps interrogés sur la nature des ensem-
bles que nous manipulions. Nous présentons dans cette section les différentes formalisations que nous avons
utilisées pour définir ce que nous appelons maintenant impliquant P-restreint.

% Le nom de I’algorithme n’est pas trés simple mais il est difficile de différencier en quelques lettres P-impliquants premiers et P-impliqués
premiers.
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Une application de notre travail nous a conduit au raisonnement en monde clos (CWR, « Closed World Reaso-
ning »). La sémantique des différentes politiques de CWR est souvent présentée en termes de modeles minimaux
de Herbrand. C’est pourquoi la premiere formalisation que nous avons présentée est basée sur la notion trés
proche de « modele préféré » [Castell, et al. 1996].

3.1 Des modeles préférés ...

Définition 38 (D-interprétation)

Soit D5 un ensemble de symboles propositionnels. Soit a/FPs. On appelle D-interprétation une fonction de D
vers {vrai,faux}. C’est la restriction d’une interprétation du langage aux seuls symboles de D. On notera Ip
I’ensemble des D-interprétations. Une D-interprétation | D-satisfait une formule a ssi /M un modele de a tel
que | M. Une D-interprétation qui D-satisfait une formule o est appelée D-modele de a.

Dans la suite du document, nous représenterons une D-interprétation par I’ensemble des littéraux qu’elle satis-
fait.

Nous allons maintenant ajouter a la logique classique une relation de préférence entre les interprétations, et plus
précisément sur les D-interprétations. Soit [I un ordre partiel strict entre les D-interprétations. Si D=S alors nous
retrouvons la logique préférentielle classique de [Shoham 1987].
Soient M,M, 71p. My [7M, signifie que la D-interprétation M, est strictement préférée a la D-interprétation M;.
Nous pouvons alors définir une nouvelle sémantique pour notre logique :
- les D-interprétations préférées d’un ensemble F de D-interprétations sont les éléments maximaux
de F pour [
- Une D-interprétation M D-satisfait préférentiellement la formule a (M E° a) ssi M D-satisfait a et
M est maximale pour /7dans I’ensemble des D-interprétations qui D-satisfont a. M est appelée un
D-modele préféré de a.

Définissons par exemple un ordre partiel strict entre nos D-interprétations. Cet ordre partiel sera syntaxique :
nous allons préférer les modéles contenant le plus de littéraux négatifs (cf. modeles minimaux de Herbrand), ou
plus généralement contenant un maximum de littéraux « préférés ».

Définition 39 (D-interprétation préférée)

Soit D/A&. Soit (Pref,Npref) une partition des littéraux de Ly telle que Pref est une D-interprétation (donc Npref
I’est aussi). Pref est la D-interprétation maximale pour notre relation /7 dans lp. Npref est la D-interprétation
minimale pour /7 dans Ip. Soient M; et M, deux D-interprétations. M, est préférée a M; (noté M; /7 M,) ssi
M, nNpref O My nNpref ssi My nPref 7M,nPref.

Littéralement, cela signifie que M, est préférée a My ssi la partie non préférée de M, est incluse dans celle de M;.

On retrouve dans cette définition la restriction a un ensemble consistant de littéraux. Par contre, nous travaillons
ici sur une D-interprétation et pas seulement sur sa partie non préférée.

On peut montrer que E”est un impliquant P-restreint premier de a ssi (E/(P\E)”) est un D-modeéle préféré de a
pour D=symboles(P) et Pref=P".

Lemme 2 (équivalence entre les impliquants P-restreints et les D-modéles)
Soit alJFPs. Soit PLs un ensemble consistant de littéraux. Soit D I’ensemble des symboles de P. Soit E/P. E”
est un impliquant P-restreint de a ssi (EZ/AP\E)~) est un D-modéle de a.

Preuve :

) Soit E”Zun impliquant P-restreint de a. D’aprés la page B1] OM un modeéle de a tel

que (EAP\E)”) 7M. Comme D est I’ensemble des symboles de P, (E/AP\E)™) est une assignation de
tous les symboles de P, donc c’est un D-modeéle.
) Soit M un D-modele de a. Alors /M’ un modéle de a tel que MZM’. Soit E = MAnP. On montre
facilement que M = (EZ/(P\E)~). On a donc E = MnP [7M’nP. Supposons ELM’ nP. Alors [Jp/[P tel
que pLM’ et pL M. Comme M est une D-interprétation on a donc ~p/M. Donc p/ M’ et =p/ M. Contra-
diction. Donc M’ nP=E. Donc E est un impliquant P-restreint de a.
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Proposition 27 (équivalence entre un impliquant P-restreint premier et un D-modéle préféré)
Soit a/FPS. Soit P/Ls un ensemble consistant de littéraux. Soit D I’ensemble des symboles de P. Soit E/P. E”
est un P-impliquant premier de a ssi (EZ/(P\E)™) est un D-modele préféré de a pour Pref=P~ et Npref=P.

Preuve :

) D’aprés le lemme précédent, (EZ(P\E)”) est un D-modéle de a. Nous devons montrer que c’est

aussi un D-modéle préféré. Supposons que ce soit faux. Donc /7M un D-modéle de o tel que
(ELA(P\E)”) O M, c’est a dire MnNpref 7 (EZA(P\E)”) nNpref. Or si nous posons Npref = P et
Pref=P~ (ce qui respecte les conditions sur Pref et Npref), nous obtenons E'= M n P /JE. Donc O
E’ F tel que E’”est un impliquant P-restreint de a. Cela contredit le fait que E”soit premier.
) Soit M un D-modéle préféré de a. MnP est un impliquant P-restreint de a. Supposons que M P ne
soit pas premier. Donc 00 M’ un modéle de a tel que M’ nPLMAP. Or (M’ nP)AM’nP7) est un D-
modele de a (lemme précédent). Donc M 7 (M’ nP)LAM’ nP~). Donc M n’est pas un D-modele préfé-
ré de a. Contradiction.

Le terme « préféré » nous a été reproché lorsque nous avons publié nos travaux dans [Castell, et al. 1996] car
nous utilisons une relation de préférence « syntaxique » trés spéciale, qui ne correspond pas vraiment a la notion
de préférence usuelle en raisonnement non monotone (qui est plutdt sémantique). C’est pourquoi nous avons
changé la terminologie dans [Le-Berre 1996].

3.2 ... aux P-sous-modeles possibles ...
La notion de sous-modeéle restreint est exactement notre actuelle notion d’impliquant P-restreint.

Définition 40 (P-sous-modele possible)
Soit a une formule de FPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. On dira que p//P est un P-sous-modéle
possible de a ssi il existe un modéle de a dont p est la restriction a P : /M un modéle de a tel que MHP=p.

Nous définissions alors la notion de P-impliquant restreint :

Définition 41 (P-impliquants restreints)
Soit a une formule de FPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. On dira que p/P est un P-impliquant
restreint de o ssi toute interprétation contenant p est un modele de a

Ces notions étaient maladroites car elles redéfinissaient une notion déja existante : la notion de P-impliquants, et
ne réussissait pas a donner I’intuition de la sémantique associée a la notion de P-sous-modéles possibles. La
prochaine étape sera la bonne.

3.3 ... jusqu’aux modeles P-restreints

Nous présentons enfin dans [Castell, et al. 1998] une sémantique proche de celle présentée dans cette these : la
notion de modele P-restreint.

Définition 42 (Modéle P-restreint)
Soit a une formule de FPs. Soit P un ensemble de littéraux. On dira que p//P est modéle P-restreint de a ssi il
existe un modéle de a dont p est la restriction a P : /7/M modeéle de a tel que MnP=p.

On peut montrer que si I’on prend pour P un ensemble consistant de littéraux, alors la notion de modéle P-
restreint et celle d’impliquant P-restreint sont équivalentes.

En effet, Supposons que E soit un impliquant P-restreint de a. Alors /71 un impliquant de « tel que 1nP=E.
Nous pouvons maintenant construire un modéle M de a tel que MP=E en complétant | par un ensemble consis-
tant de littéraux n’apparaissant pas dans P (Si P est inconsistant, c’est a dire contient deux littéraux complémen-
taires, il n’est pas toujours possible de construire un tel modéle). Donc E est aussi un modéle P-restreint de a.

Contre exemple : SoitBC={ A, c}avec S={A,B,c} et P={A,B,-B}. BC admet deux modéles , A/# B/¢
et A/B/E qui donnent deux modéles P-restreints A/% B et A/B. AL est un impliquant de BC. On en déduit
I’impliquant P-restreint A. Il est impossible de construire un modéle M“ de a tel que MnP={A} car M doit
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contenir B ou =B (donc MnP={A,-B} ou MnP={A,B}). Si P={A,~A B}, alors c’est possible car pour chaque
littéral de P restant a satisfaire, son complémentaire n’est pas dans P : on prendra M = {A, =B, c}.
Si maintenant P={A, B}, il est toujours possible de construire M.

Nous allons maintenant nous intéresser a la complexité de ces différents algorithmes. Nous étudierons tout
d’abord celle-ci dans le pire des cas et ensuite nous essayerons de rapprocher ces résultats des observations faites
sur nos implantations des ces algorithmes.

4 Etude des différents algorithmes

4.1 Etude théorique

4.1.1 Complexité des algorithmes

La complexité de MPL approchée par le nombre de nceuds développés au pire des cas est la méme que celle de la
procédure de Davis et Putnam, c'est a dire O(2'™). En effet, dans les deux cas, la preuve de l'inconsistance d'une
formule peut entrainer le développement complet de I'arbre de recherche.

Il faut néanmoins noter que la complexité « réelle » de MPL est bien différente de celle de DP. La complexité de
MPL est en moyenne plus élevée que celle de DP car celui-ci s’arréte des qu’il trouve un modéle de la base.
Dans le cadre de MPL, cela n’est pas vrai. On peut donc penser que MPL développe un nombre de nceuds com-
parable a la preuve de I’inconsistance. C’est en partie vrai. Mais il faut noter que des heuristiques spécialisées
(stratégies FSS) permettent d’obtenir rapidement des clauses vides afin de limiter la taille de I’arbre. Elles per-
dent leur efficacité dans le cadre de MPL car il faut a la fois adopter une stratégie FIS afin de trouver des impli-
quants et une stratégie FSS afin de limiter la profondeur de I'arbre. De plus I'ordre des littéraux est fixé, contrai-
rement aux heuristiques traditionnelles de DP, mais cela n'est pas tres grave car il faut de toute fagon explorer les
deux branches.

Le filtrage de la base s’effectue en |c| E|P| car pour chaque clause cOBC il faut déterminer si chacun de ses
cOBC

éléments appartient ou non & P. Comme |P|<n et [c|<n, le filtrage s’effectue en O(IBC[*n?). La complexité du

calcul des P-impliquants premiers est donc O(2" +n?), c’est & dire - théoriquement - la méme que celle de MPL.

La complexité du calcul de P-impliqués premiers est égale & la complexité de la premiére passe O(2°) plus la
complexité de la deuxiéme passe O(2"). La complexité de cette méthode dépend donc aussi de la taille de P :
O(lel + 2IPI) = O(zlsl)_

4.1.2 Nombre maximal d'impliquants P-restreints premiers

Une différence entre les algorithmes résolvant des problemes de décision comme SAT et des algorithmes résol-
vant des « function problems » comme le calcul d’impliquants/impliqués est que la taille du résultat peut étre
exponentielle par rapport a celle du probléme initial. Or nous ajoutons pour chaque solution trouvée une clause
dans la base qui va nous garantir la minimalité de la prochaine solution trouvée. Notre base peut donc devenir
exponentiellement plus grande que la base originale.

Etudions le nombre maximal d’impliquants P-restreints premiers en fonction de la taille de P. L’ensemble des
parties de P forme pour Iinclusion ensembliste un treillis de /7 a P. Prenons par exemple P = {A,B,C} puis
P = {A,B,C,D}. Voici les treillis correspondant aux parties de P :
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{A,B,C,D}

AN

{A,B} {A,C} {B.C}

{A} {8} {c {0}

\%’

0

On peut noter ici qu’il peut y avoir au maximum 3 impliquants P-restreints premiers si |P|=3 et 6 impliquants P-
restreints premiers si |P| = 4.

b

. i . . P|div2
Nous allons montrer= que ce hombre correspond au nombre maximal d’éléments incomparables, soit C‘ div .

Ly

Preuve :
Nous allons montrer que la fonction CP, pour n fixé et p variable, est une fonction croissante jusque p

= n div 2 (division entiére de n par 2) puis décroissante jusque p = n. Comme CP=C["P il suffit de

montrer que C est croissante de p= 0 a p=n div 2.

Notons tout d’abord une propriété de ch:
= n! _ ni(n-p+1) :n—p+1Cnp_1
pi(n=p)!  p*(p-D!(n-(p-1)! P
n-p+1

. . a4 . . . n+1
CP est croissante ssi CP>CP™ ssi >1ssin-p+1>pssip <T' Comme p et n sont

+
des entiers, p <n_1 ssip < ndiv2. Donc CP est croissante jusque p = n div 2.
2

Exemple : pour |P|=100, il peut y avoir dans le pire des cas Cf‘go =100 891 344 545 564 193 334 812 497 256
impliquants P-restreints premiers !

Ce résultat ne permet pas de connaitre le nombre d’impliquants P-restreints maximal d’une formule mais permet
de mettre en évidence son caractere exponentiel.

De plus, la taille des solutions (en nombre de littéraux), augmente avec leur nombre (en théorie |P| div 2). Ceci
implique que les coupes de minimalité apparaissent plus tard dans I’arbre de recherche. Donc leur pouvoir de
coupe est de moins en moins important.

4.1.3 Relation entre le calcul d’impliquants P-restreints et de P-impliqués premiers

Notre méthode de calcul de P-impliqué premier est basée sur un changement de forme : le calcul des impliquants
P-restreints premiers. Cette approche connait une limite que I’on connait bien en compilationpar exemple : il
est possible lors d’un changement de forme de trouver une formule de taille exponentielle par rapport a la taille
de la base de départ.

% D’aprés des indications de Pierre Marquis, Jérdme Lang et Michel Cayrol.
27 Ici, ce sont les solutions qui sont sous forme compilée. Pas la base de connaissance.
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Ainsi, dans le pire des cas, nous pouvons trouver :

Base de départ

!

Impliquants P-restreints premiers

l

P-impliqués
premiers

Imaginons pour cela que BC contienne uniquement des littéraux purs. Effectuer un calcul d’impliquants P-
restreints premiers dans ce cas la (avec P I’ensemble des littéraux de BC) revient a calculer les P-impliquants
premiers de BC, c'est a dire & effectuer un « minimal hitting set » sur BC. On comprend aisément que dans ce cas
précis, le nombre d’impliquants P-restreints est exponentiel par rapport a la taille de BC. De plus, si I’on calcule
les P-impliqués premiers de BC, on retrouve une solution de la taille de BC (voire méme BC si aucune clause
n’était sous-sommée ). Nous calculons donc un résultat trivial en passant par une solution intermédiaire expo-
nentielle.

Notons qu’une méthode basée sur la résolution aurait produit le résultat attendu trés facilement, étant donné
gu’aucune résolution n’est possible.

Nous allons maintenant illustrer ces résultats sur le comportement de I’algorithme.
4.2 Etude expérimentale

4.2.1 Remarques préliminaires

Les résultats que nous présentons dans cette partie ont été obtenus sur des bases de clauses 3-SAT générées aléa-
toirement. On retrouve dans [Schrag/Crawford 1996] une étude empirique sur la présence d’impliqués premiers
dans les instances 3-SAT. Nous étudions ici surtout les impliquants P-restreints premiers et les P-impliqués pre-
miers.

Nous ne mesurons pas ici la performance de notre implantation de MPL, nous étudions son comportement.

Pourquoi ?

< d’une part car nous n’avons pas connaissance de benchmarks disponibles pour ce type de problémes£,I

e et d’autre part car notre implantation de la procédure de Davis et Putnam ne rivalise pas avec les implanta-
tions actuelles comme C-SAT, SATZ, SATO, etc. Cela s’explique d’une part par le langage choisi (Java
contre C) et d’autre part car une implantation efficace pour un calcul de couverture d’impliquants (premiers)
ne I’est pas forcément pour un calcul de satisfiabilité.

Comme dans le cadre de la satisfaction, nos paramétres seront : le nombre de variables (VAR), le nombre de

clauses (CLAUSES) ou le ratio nombre de clauses (RATIO), la probabilité de tirer un littéral positif (PPOS).

nombre de variables
Pour tenir compte des spécificités de notre probléme, nous ajoutons a ces paramétres standard du monde SAT un
paramétre SUB correspondant a la proportion de symboles de la base qui appartiennent au sous-langage ou la
taille de P selon les graphiques.

Les résultats sont exprimés en nombre de nceuds développés, en temps CPU (en millisecondes) ou en nombre de
solutions. Nous différencions les nceuds issus d’une simplification de la base (propagation des clauses unitaires
(CU) et des littéraux purs (LP)) des nceuds de branchement (AUTRES).

Tous les tests ont été effectués avec 100 bases par parametre. Les valeurs des résultats sont des valeurs cumulées
(pour obtenir le temps moyen de résolution d’un probleme ou le nombre moyen de nceuds développés pour ré-

% Les benchmarks d’ISCAS’85 (http://wwww.cbl..ncsu.edu/mww/CBL_Docs/iscas85.html) sont utilisés dans le cadre du diagnostic de
panne (diagnostic consistant), mais sont malheureusement disponibles uniquement sous un format nécessitant une conversion en logique.
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soudre ce probléme, il faut donc diviser les résultats par 100). Les temps d’exécution ne sont donnés qu’a titre
indicatif car ils dépendent de la machine utilisée, et surtout de la charge de la machine. La plupart des tests ont
été effectués sur une Sun Ultra 5, 64 Mo, 300 MHz avec la machine virtuelle Java fournie avec le JDK 1.2 de
SUN.

4.2.2 Comportement selon le ratio

La premiére chose que nous avons voulu vérifier concerne les similitudes de comportement entre MPL et un DP
classique. Nous avons donc utilisé un critere classique pour DP : le ratio. Etudions d’abord les résultats obtenus
pour VAR=50, PPOS=0,5 et SUB=24.

Comparaison nombre de noeuds de branchement/nombre de noeuds développés pour VAR = 50 et
SUB =24

60000 10000

- 9000
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-+ 8000

- 7000
40000

-+ 6000

30000 5000

- 4000

Nombre de neouds

20000
- 3000

- 2000
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\ 4 1000

Nombre d'impliquants P-restreints premiers
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RN SRR SR R AR R RO N SIS R i S IR A RN X )
Ratio

‘+ Nombre de noeuds de branchement —e— Nombre d'impliquants P-restreints premiers ‘

Dans ce cas, on observe bien une distribution des problémes FACILE- DIFFICILE -FACILE. On peut compren-
dre ce comportement : a un ratio faible, il y a tellement d’impliquants (de modéles) qu’il n’y a qu’un seul impli-
quant P-restreint premier, 0. A un ratio élevé, il n’y a plus d’impliquant, il faut donc prouver I’inconsistance de
la base. Entre les deux, on a un pic de difficulté qui semble correspondre au nombre d’impliquants P-restreints
premiers, c’est a dire a la taille du résultat.

Un deuxieme test avec cette fois-ci SUB=10 nous montre un résultat quelque peu différent.
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Comparaison Nombre de noeuds développés/Nombre de solutions pour VAR =50 et SUB =10
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Dans ce cas, les pics de complexité (du nombre de nceuds) et du nombre de solutions sont clairement décalés. Il
semble donc que ces pics se situent a des ratios différents selon la taille de P.

Nous avons donc effectué les mémes tests en faisant varier SUB de 0 a 34. On s’apercoit alors que les courbes de
complexité et les courbes du nombre d’impliquants P-restreints premiers se rejoignent a partir de SUB=24.
L’explication la plus logique est qu’a partir de SUB=50%, une bonne partie de la recherche est consacrée a la
recherche d’un grand nombre d’impliquants P-restreints (plus SUB augmente, plus le nombre de solutions aug-
mente). Et plus le nombre de solutions est grand, plus la preuve de I’inconsistance devient négligeable par rap-
port a la production des solutions.

Nombre de noeuds développés au total dans MPL (incluant ceux de I'algo. de satisfaction) pour
différentes tailles de P
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Nombre d'impliquants P-restreints premiers trouvés par MPL pour VAR =50 pour différentes taille
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4.2.3 Comportement selon la taille du sous-langage
Un autre parameétre que nous pouvons faire varier est la taille du sous-langage. La taille de P varie de 0 a 34 pour

RATIO=3,8.
Nature des noeuds dans la recherche selon la taille de P
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On note I"apparition d’un nouveau pic de difficulté, vers SUB=12. Le nombre de nceuds développés ensuite
décroft puis se stabilise, exactement comme pour SAT lorsque I’on fait varier le ratio. On remarque que si le
temps de calcul est proportionnel au nombre de nceuds développés jusqu’a SUB=24, il devient plus important
ensuite : cela s’explique sans doute par I’ajout des clauses de minimisation. En effet, la propagation devient de
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plus en plus lourde avec I’augmentation du nombre de clauses. Le graphique suivant nous montre que ce com-
portement n’est pas une caractéristique du probléme. Nous étudions toujours le nombre de nceuds développés au
total par MPL pour différentes tailles de P mais cette fois-ci pour différentes valeurs du ratio.

Nombre de noeuds développés au total dans MPL (incluant ceux de l'algo. de satisfaction)
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Notons que pour SUB=0 nous retrouvons le pic de difficulté du probleme SAT. Le pic de difficulté observé
précédemment n’est pas observé pour les valeurs du ratio inférieures a 2. 1l apparait entre les ratios 2 et 4 puis, il
s’accentue. Il est intéressant d’observer qu’il existe aussi sur les instances inconsistantes, ce qui indique qu’il ne
faut pas chercher du c6té du nombre de solutions produites. Nous pensons qu’il s’agit d’un seuil (20% du nom-
bre de variables) pour lequel I’heuristique utilisée pour le choix des variables de P est inadéquate. On remarque
de plus que ce pic semble plus large entre les ratio 2 et 4.

Pour confirmer cette hypothese, reprenons maintenant le cas particulier de RATIO=3,8. Nous étudions mainte-
nant le nombre de solutions (cumulées) et la taille moyenne de ces solutions. On note que le nombre de solutions
augmente avec la taille de P. Or nous avons vu que le nombre de nceuds développés pour une taille de P supé-
rieure a 24 était presque constant. Cela semble confirmer I’idée d’une heuristique plus robuste. On remarque de
plus que la taille des impliquants P-restreints premiers trouvés augmente avec la taille de P.

Page 78



Etude des différents algorithmes

Variation du nombre de solutions et de leur taille (moyenne) pour VAR =50, RATIO = 3,8 pour
différentes tailles de P
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Les graphiques suivant confirment ces résultats pour diverses valeurs du ratio. Le phénoméne de seuil que I’on
connait bien pour SAT (que I’on retrouve ici pour SUB=0) est amplifié avec la taille de P.

Nombre d'impliquants P-restreints premiers trouvés par MPL pour VAR = 50
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En faisant varier le ratio de 1 a 5,4 (aprés toutes les instances générées sont inconsistantes), on remarque que la
taille (en moyenne) des impliquants P-restreints premiers plafonne a la moitié de celle de P.
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Taille (moyenne) des

solutions

Taille moyenne des impliquants P-restreints premiers trouvés par MPL pour VAR=50
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4.2.4 Nature de larecherche

Nous cherchons maintenant a savoir comment se répartit la recherche des solutions entre la partie optimisation
de MPL (énumération contrainte des parties de P) et sa partie satisfaction (utilisation d’un algorithme de satisfac-

tion classique, ici DP).

Il faut comparer le graphique ci-dessous, concernant le nombre de nceuds de branchement développés par MPL
sans tenir compte des nceuds de branchement de I’algorithme de satisfaction, avec celui comptabilisant tous les

nceuds. On remarque une petite différence autour du ratio 3.

Nombre de noeuds de 1000
branchement

Pour mettre en évidence cette différence, nous représentons dans les graphiques suivants les pics de difficulté
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obtenus pour I’énumération des éléments de P d’une part, et le test de satisfaction d’autre part.
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Pic de difficulté en nombre de noeuds de branchement dans MPL (sans sat.) pour VAR =50
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Ici, le pic de difficulté correspond au pic du nombre d’impliquants P-restreints premiers, maximal autour d’un
ratio de 2 pour le nombre maximal d’éléments de P (ici 34 sur 50). On le vérifie sur ce graphique.

Nombre d'impliquants P-restreints premiers trouvés par MPL pour VAR=50
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Cela parait assez normal. Plus la taille de P augmente, plus il y a de solutions, et étant donné la forme C. du

nombre d’impliquants P-restreints premiers (voir section , il parait normal que son pic se trouve dans une
région moyennement sous-contrainte.

Le pic de difficulté concernant le test de satisfaction apparait lui plus tard.
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Pic de difficulté en nombre de noeuds de branchement de l'algorithme de satisfaction (appelé par
MPL) pour VAR=50
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On le retrouve pour un ratio compris entre 3,2 et 4 et une taille du sous-langage de 8 a 14. Nous pensons que ce
pic est du au mauvais comportement de I’heuristique. Comme il faut effectuer le branchement sur des variables
de P, I’heuristique est trés contrainte quand P est assez petit : si P est trés petit, il n’est pas trés grave de se trom-
per dans le choix de la variable de branchement, car il y a peu de solutions possibles. Si P devient assez grand,
alors I’heuristique sur les variables de P permet de diriger la recherche convenablement. Entre les deux,
I’heuristique est perdue. Ce phénomene apparait a partir d’un ratio plutot élevé car le nombre de retours arriére
augmente dans MPL et donc il faut effectuer de plus en plus de tests de consistance. Ce qui conforte les obser-
vations précédentes.

4.2.5 Etude des deux passes

Nous avons vu que la complexité de notre calcul de P-impliqués est en O(2). Le test suivant met en évidence
I'importance de la taille de P dans la complexité réelle de notre méthode, et illustre la remarque que nous avons
faite a propos du pire cas pour notre méthode : calculer les P-impliqués d’une base de littéraux purs. Nous géné-
rons des bases de 50 variables et 200 clauses afin d’avoir une base fortement consistante, avec PPOS=0 afin
d’avoir une base pure. Nous faisons varier la taille de P de 0 a 40 % du nombre de variables, les temps de calcul
au-deld de 40% étant trop élevés. Nous affichons les nceuds de type « autres » développés durant chacune des
passes.
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Nombre de noeuds développés a chaque passe

1000000 -

100000 -

10000

O Autres 1ére passe
1000 - N
H Autres 2éme passe

100 +

10 ~

0% 4% 8% 12% 16% 20% 24% 28% 32% 36% 40%

On peut noter que le nombre de nceuds développés lors de la seconde passe tend vers celui de la premiére passe
(attention, ici I’échelle est logarithmique). Le graphique suivant donne une explication a cette observation. Nous
comparons maintenant pour les mémes parametres le nombre d’impliquants P-restreints premiers trouvés lors de

la premiére passe (taille de la base intermédiaire) au nombre de P-impliqués premiers trouvés lors de la seconde
(le résultat).

Taille de la base intermédiaire / taille du résultat

Nombre de solutions

8%
12% o Impliquants P-restreints
16% 20% piiq

24% 28% P-impliqués
Taille du sous langage 32% 36%
40%

‘I P-impliqués B Impliquants P-restreints ‘

Il apparait nettement que la base intermédiaire devient exponentielle par rapport au résultat ! C’est malheureu-
sement le point le plus faible de notre méthode.
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Rappelons tout de méme qu’il s’agit du pire des cas. Si I’on prend par exemple PPOS=0,5, on trouve des résul-
tats plus encourageants :

Taille de la base intermédiaire/taille du résultat (PPOS=0,5)
3500
3000
2500

2000

1500

N
1

500

4

3

5 impliquants P-restreints premiers

P-impliqués premiers

6
7 8

10

11

‘D P-impliqués premiers Bimpliquants P-restreints premiers

On peut néanmoins se poser la question suivante ...

4.3 Une passe ou deux passes ?

« Pourquoi passer par un changement de forme et ne pas calculer directement les P-impliqués premiers a partir
de laCNF ? ».

Une premiere réponse, la plus sincére : parce que I’on ne sait pas le faire !

Une seconde réponse est qu’il serait en effet possible d’énumérer les environnements de 0 a P” en ne gardant
que ceux qui rendent la base inconsistante. Mais notre intuition est que cette méthode est beaucoup plus codteuse
que le passage par une DNF (c’est le cas sur certains exemples que nous avons traités). De plus, la rapidité de la
réponse dépendrait fortement de la taille des environnements que 1’on cherche. Dans notre approche, ce n’est
plus si simple. Il existe donc des cas ou notre approche sera moins bonne qu’une approche de type « générer et
tester », mais nous pensons que de maniére globale, elle est plus efficace.

Et pour étayer cette réponse, il faut savoir que 10 ans auparavant, dans un cas similaire, Reiter a adopté la méme
stratégie dans le cadre du diagnostic [Reiter 1987] (cf. page .

Reiter, arguant que I’approche « generate and test » est trop inefficace quand la cardinalité des diagnostics de-
vient importante, a cause du nombre de tests a effectuer~, utilise une méthode « en deux phases » basée sur la
notion de conflit. Dans un premier temps, il calcule tous les ensembles de composants qui ne peuvent pas fonc-
tionner en méme temps (notion de conflit, identique a la notion de nogood si I’on considére comme hypothése
que le composant fonctionne correctement, un conflit est donc un = Ab-impliqué de la base). Ensuite, il calcule
un « minimal hitting set » sur ces conflits pour obtenir les diagnostics minimaux. Nos démarches sont donc sem-
blables.

On peut remarquer cependant que :
- ce que Reiter appelle un conflit (le résultat de sa premiére phase) est pour nous un P-impliqué (no-
tre résultat),
- ce que nous appelons un impliquant P-restreint premier (le résultat de la premiére phase) est pour
Reiter un diagnostic minimal (son résultat) !

2 « The obvious problem with this approach is that it is too inefficient for systems with large number of components. » Section 4, p. 67
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La premiere phase de I’'un est le résultat de I’autre. Pourquoi ne pas inverser les méthodes afin de trouver les
résultats en une phase ?

Notons que les conflits calculés par Reiter ne sont pas minimaux (ce qui entraine d’ailleurs un probléme dans
son calcul du minimal hitting set [Greiner, et al. 1989]). Le calcul des conflits de Reiter est basé sur un prouveur
utilisant le principe de résolution. Ceci s’explique sans doute car ce type de prouveur marche bien dans le cadre
du premier ordre. Or, nous avons déja fait remarquer que dans le cadre du calcul propositionnel, les meilleurs
prouveurs actuels étaient basés sur la procédure de Davis et Putnam.

De plus, nous pouvons noter que pour calculer d’une maniére énumérative directe les nogoods d’une base BC a
partir d’un ensemble de |P| hypothéses parmi |S| symboles il faudrait effectuer pour chaque environnement E/P
de taille k un test de consistance de complexité O(2°*). Ce qui donne, dans le pire des cas, une complexité
L
0] C‘P‘ 2 .
k=0
n P P Ly
Comme (a+b)"=  Cka*b"™* et Ck2lI™ = 251 C";‘Z‘P‘_k on obtient C“;‘Z‘S‘_k = 2lSHPIglPl.
k=0 k=0 k=0 k=0

Ce qui nous donne une complexité en O(2°P13IP) qu’il faut comparer avec la complexité théorique du calcul de
P-impliqués premiers basé sur MPL : O(2°! + 2/7).

Nous avons implanté une méthode de calcul des P-impliqués premiers d’une formule suivant ce principe. Nous
I’avons appelée DualMPL.

Dual MPL( BC, BA, P, | P)
/1 Calcule les P-inpliqués prem ers de BC
/1 1P contient les littéraux satisfaits.

/!l BA est la base de mnimsation : le résultat se trouve dans cette base.
Si BC =0 alors retourner O Finsi ;
Si O BA'OI PY alors retourner O Finsi;
Si O BCalors // on a trouvé un P-inpliqué prenier
retourner BA O {-(I1PD}
Finsi ;
| « Choi x_Synbol e_de_P(BC, P) ;
Si (I#null) alors // il reste des variables de P a assigner

SOL ~ Dual MPL(BC, BA, P\ {I},IP) ;

Ret our ner Dual MPL(BC[ 1], SO, P\ {I'}, 1 PO{I }}
Si non

Si DP(BC)=faux alors

retourner BA O {-(IPDO)}
Si non

retourner 0O
Fi nsi
Fi nsi

Algorithme 7 DualMPL - Calcul de P-impliqués premiers

Nous pouvons noter que cet algorithme ne tient pas compte de la propagation des clauses unitaires. En effet,
comme on trouve une solution en falsifiant la base, une clause unitaire va maintenant produire une solution et
une exploration de I’arbre. L’algorithme est appelé avec BA et IP initialement vide : DualMPL(BC,,P,[0).

Nous avons donc comparé cet algorithme avec PIP, I’algorithme de calcul de P-impliqués premier basé sur MPL
(«en deux passes »). Nous avons Vvérifié que chacun des algorithmes trouvait le méme nombre de solutions
(cumulé) pour chaque parameétre afin de garantir leur implantation. Nous donnons le nombre de nceuds dévelop-
pés par les deux algorithmes pour obtenir les nogoods d’une base de clauses de 50 variables, |P|=10. Nous don-
nons a titre de comparaison le nombre de nceuds développés par MPL (pour la premiére phase de PIP) et DP
(pour tester la consistance) sur ces mémes bases. Les échelles des axes des ordonnées sont logarithmiques.

Page 85



Partie Il : P-impliqués premiers

Comparaison DP - MPL - PIP - Dual / Ratio
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La premiere remarque que nous pouvons faire est que DP nous donne un minorant du nombre de nceuds a déve-
lopper pour prouver I’inconsistance de la base. On ne distingue pas la différence entre les courbes MPL et PIP
car le nombre de nceuds produits par la seconde passe est négligeable par rapport au nombre de nceuds produit
lors de la premiere passe.

Nous pouvons ensuite noter que le nombre de P-impliqués premiers suit la traditionnelle courbe FACILE-
DIFFICILE-FACILE que I’on connait pour SAT. Seules quelques bases sous-contraintes ont des P-impliqués
premiers. Les bases inconsistantes ont pour unique P-impliqué premier la clause vide.

On peut noter que sur les bases inconsistantes, I’algorithme DualMPL est le meilleur. En effet, il prouve tout de
suite I’inconsistance de la base a I’aide de DP (on peut noter que les courbes se rejoignent). La preuve de
I’inconsistance est plus difficile pour MPL car I’ordre des littéraux est contraint. Par contre, en ce qui concerne
les autres bases, les résultats ne sont comparables qu’en prenant une échelle logarithmique (c’est aussi vrai pour
la comparaison de ces algorithmes avec DP, ne I’oublions pas).

4.4 Minimisation par ajout de clauses

Nous utilisons (pour garantir la primarité des impliquants P-restreints trouvés) I’ajout de clauses dans une base
de minimisation BA. Cette méthode a pour principal avantage de ne pas avoir a gérer explicitement la minimalité
par d’autres mécanismes que ceux utilisés pour SAT. Mais elle a aussi un désavantage qui n’est pas mesurable
en termes de nceuds développés mais en temps de calcul : lorsqu’il y a beaucoup de solutions, il nous faut gérer
une base BA (y propager la satisfaction de littéraux) qui peut étre de taille exponentielle par rapport a celle de la
base de départ. Non seulement il faut de la mémoire pour maintenir cette base, mais au fur et a mesure de la
recherche des solutions, le temps nécessaire a la propagation de la satisfaction d’un littéral dans cette base aug-
mente avec le nombre de solutions.

On se retrouve donc en face de deux problémes :
1) Comment tester la primarité d’un impliquant P-restreint ?
2) Comment représenter I’ensemble des solutions d’une maniere compacte ?

4.4.1 Ensemble de littéraux nécessaires

Nous avons déja noté que De Kleer [de-Kleer 1992] utilisait un arbre de discrimination (ou « Trie ») [Rymon
1992] pour effectuer son test de minimisation. Plus récemment, [Castell 1997] présentait une propriété permet-
tant de tester la primarité de P-impliquants (P pouvant étre inconsistant) sur la base de compteurs. En effet, un
impliquant qui satisfait une base de clauses doit satisfaire chacune des clauses de la base. Il est donc premier si
chacun de ses littéraux est le seul a satisfaire au moins une clause (I’auteur appelle ces littéraux des « littéraux
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nécessaires »). 1l maintient durant la recherche des compteurs associés a chaque littéral satisfait indiquant le
nombre de clauses qu’il est le seul a satisfaire. Dés qu’un de ces compteurs est a 0, on est sdr que I’impliquant en
cours n’est pas premier.

Définition 43 (ensemble de littéraux nécessaires [Castell 1997])
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit X /7Lg un ensemble de littéraux. X est nécessaire dans BC ssi [&/[X
[1“7BC telle que X ncl = {x}. Lorsque X n’est pas nécessaire dans BC, on dira que X déborde BC.

Le théoréme suivant est alors trés important :

Proposition 28 (théoréme du débordement [Castell 1997])
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit D /7Ls un ensemble de littéraux. Si D“est un P-impliquant de BC alors
[ [7D on a | est nécessaire pour BC.

Il permet d’arréter la recherche d’une solution dés que I’ensemble des littéraux satisfaits n’est plus nécessaire.
Nous ne pouvons pas utiliser cette méthode dans MPL car cette propriété n’est plus vraie pour des impliquants
P-restreints (premiers). Néanmoins, nous pouvons le faire dans le cas trés particulier ou la base contient unique-
ment des littéraux purs (pour la deuxiéme passe du calcul de P-impliqués par exemple). En effet, dans ce cas,

calculer des P-impliquants ou des impliquants P-restreints étant équivalent (cf. page p4), la pro-
priété devient donc vraie pour ces derniers.

L’utilisation de cette notion pour le calcul de P-impliquants premiers (P consistant), nous donne I’algorithme
suivant (pour le cas particulier ou la base ne contient que des littéraux purs) :

Castel | (BC I P, P)

/1 Calcule les P-inpliquants prem ers de BC

/1 BC ne doit contenir que des littéraux de P

/1 1P |"ensenble des littéraux satisfaits

/1 P un ensenbl e consistant de littéraux

/! retourne les P-inpliquants prem ers de BC.
Si 0 BC alors retourner O Finsi
Si | PnP n’est pas nécessaire alors retourner O Finsi ;
Si BC =0 alors // on a trouve un P-inpliquant prenier

retourner {(I1PnP)%

Fi nsi

| « Littéral PourSinplifier(BC

Si | #null alors // si | existe
retourner Castell (B I],1PO{I},P)

Finsi ;

I « choisirLiteral (BC)
retourner Castell (B -I1],IPO{=1},P) O Castell (BCI],IP{I},P)

Algorithme 8 Calcul de P-impliquants premiers a la Thierry Castell

Nous avons testé la méthode de minimisation de Thierry Castell par rapport a la notre dans le cas trés particulier
du calcul de P-impliquants premiers. Nous avons généré aléatoirement 100 bases au ratio 1,5 contenant unique-
ment des littéraux purs. Comme ces bases sont sous-contraintes, il y a énormément de P-impliquants premier si P
est I’ensemble de ces littéraux purs. C’est pourquoi nous générons uniquement des bases de 10 a 20 variables,
avec |P|=|VAR]|. A titre d’exemple, une base de 20 variables et 30 clauses donne 520 solutions environ ! Atten-
tion : les échelles sont logarithmiques.
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Comparaison entre MPL et Castell (Calcul de P-impliquants premiers)
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Le nombre de solutions est exponentiel par rapport au nombre de variables. Le nombre de nceuds développés est
proportionnel au nombre de solutions. 1l est plus élevé pour MPL que pour Ca%ell mais ce dernier développe
plus de nceuds de branchement. On le ressent un peu sur le temps de résolution™ Quand le nombre de clauses
ajoutées n’est pas trés élevé (ici, moins de 80 par bases) il semble plus intéressant d’utiliser la minimisation par
ajout de clauses. Ensuite, I'utilisation des ensembles de littéraux nécessaires est plus adaptée. On le comprend :
ajouter 520 clauses a une base qui en contient au départ 30 change la taille du probléme !

Nous avons effectué la méme comparaison en prenant VAR=15 et en faisant varier le ratio de 1 a 6. Attention,
ici PPOS=0 (pour calculer des P-impliquants), on ne retrouve donc pas le phénomene de seuil classique a
PPOS=0,5.

% a chute du temps de résolution sur les premiéres instances est due & la compilation 4 la volée du bytecode Java.
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Comparaison entre Castell et MPL pour VAR=15 selon le ratio
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On retrouve le méme phénomene : quand il y a peu de solutions (ici encore moins de 80 pour le ratio 1) I’ajout
de clauses est comparable a la technique des compteurs.

La minimisation par ajout de clauses semble donc utilisable dans le cadre de la production de P-impliquants si le
nombre de solutions est comparable a la taille de la base initiale. Dans le cas contraire, on lui préférera une me-
thode de calcul de type Castell par exemple.

4.4.2 Diagrammes de Décision Binaires (BDD)

[Bouquet 1999] présente une étude sur I’efficacité du test de primarité de Castell en le comparant avec I’ajout de
clauses et I'utilisation de diagrammes de décision binaire (BDD [Bryant 1986]). Pour cela, il présente
I’algorithme DPI qui effectue comme MPL une énumération des impliquants compatible avec I’inclusion.
Comme il s’agit de calculer des impliquants et non des impliquants P-restreints, I’algorithme développe 3 bran-
ches au lieu de 2 : les impliquants qui ne contiennent ni | ni =l, ceux qui contiennent | et ceux qui contiennent
=l. Ainsi, tout comme MPL, le premier impliquant trouvé est un impliquant premier. Il s’agit ensuite d’éliminer
tous les impliquants sous-sommés par un des impliquants premiers déja trouvés. Cela se fait toujours comme
dans MPL par ajout d’une clause (la négation de I'impliquant) dans une base de minimisation. Une variante
utilisant un BDD pour stocker les impliquants premiers et faire le test de sous-sommation est appelée DPI-BDD.
L’algorithme de Castell est noté PDP. Les trois méthodes ont été implantées par I’auteur et se différencient uni-
guement par la méthode de minimisation et la maniere dont I’arbre est développé : ordre compatible avec
I’inclusion pour les deux premiéres, heuristique pour la troisieme. Les tests sont effectués sur des instances aléa-
toires et des instances du probléme des pigeons.

On peut noter que les bons résultats de PDP par rapport & DPI ou DPI-BDD ne peuvent pas mettre en cause
uniquement la méthode de minimisation utilisée. Une lecture attentive des résultats permet de mettre en évidence
le fort pouvoir de coupe de la notion de littéraux nécessaires par rapport a une énumération compatible avec
I’inclusion ensembliste (PDP effectue beaucoup moins de tests de minimisation que DPI). La méthode PDP est
donc la plus efficace dans le cadre du calcul d’impliquants premiers. Malheureusement, nous avons déja noté
gue cette technique ne peut pas étre utilisée dans le cadre du calcul d’impliquants P-restreints premiers. Nous
allons donc nous intéresser a la comparaison entre DPI et DPI-BDD.

Dans la plupart des tests, DPI-BDD est beaucoup plus rapide que DPI, ce qui fait dire a I’auteur que cette der-

niére méthode est totalement inadéquate. Il faut mesurer ces affirmations :

e On peut noter sur bon nombre de problemes (MK,3-SAT aléatoires, [Bouquet 1999] tables 6.1 6.2 et 6.3
pages 112-117) DPI effectue plus de tests de sous-sommation que DPI-BDD (sauf dans 3 problemes aléatoi-
res a 100 variables ou c’est le contraire) !
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e L’auteur utilise dans le cadre des BDD une librairie spécialisée. Il ne fait pas mention d’une librairie
concernant I’implémentation de DPI. Or la performance de la minimisation par ajout de clauses est tres for-
tement liée a la performance globale de I’algorithme (propagation de la satisfaction d’un littéral, restauration
du contexte, ...).

Nous avons contacté I’auteur pour préciser ces points. Ce ne sont pas les nombres d’appels a Sous-sommation
qui sont comptabilisés mais les nombres de clauses de minimisations falsifiées dans le cas de DPI et le nombre
de coupures par minimisation dans DPI-BDD. La différence entre les deux vient du fait que dans le cas de DPI,
plusieurs clauses peuvent étre falsifiées en méme temps.

Concernant la performance de I’algorithme et de ces mécanismes de propagation, I’auteur la qualifie d’efficace,
celui-ci étant basé sur un prouveur SAT déja existant et modifié pour I’occasion.

On peut donc supposer que I’utilisation de BDD a un co(t qui se justifie a partir d’un certain nombre de solu-
tions (disons Nmin). En deca, on peut utiliser I’ajout de clauses pour effectuer le test de minimisation. Le choix
de I’une ou I'autre des méthodes dépendra donc essentiellement de la performance des mécanismes de propaga-
tion et de restauration de I’algorithme d’énumération (dont dépend Nmin) et du nombre de solutions des proble-
mes.

N’oublions pas qu’il faut aussi tenir compte de I'utilisation que I’on doit faire des impliquants (P-restreints)
premiers que I’on a calculés. Lorsque nous devons calculer les P-impliqués premiers d’une base, la base des
clauses de minimisation est exactement la forme sous laquelle nous devons avoir le résultat du calcul
d’impliquants P-restreints : une CNF. Si nous utilisons un BDD pour représenter les impliquants P-restreints
premiers, il faudra ajouter au temps de calcul la transformation du BDD en CNF (ou utiliser un algorithme de
calcul d’impliquants premiers sur ce BDD).

4.4.3 Propagation des clauses unitaires de la base de minimisation

Un point non mentionné concernant I’ajout de clauses dans la base est la prise en compte des clauses unitaires
générées par ces clauses lors de la recherche. Nous avons testé notre algorithme MPL en propageant et sans
propager les clauses unitaires produites par la base de minimisation.

Nous avons effectué ces tests sur 100 bases de 50 variables, avec [P|=25. Nous avons fait varier le ratio de 1 a 6,5
afin de faire varier le nombre d’impliquants P-restreints premiers. Nous donnons ici le nombre de nceuds déve-
loppés au total (incluant la propagation des littéraux purs et des clauses unitaires). Nous avons inclus le nombre
de clauses unitaires issues des clauses de minimisations propagées ainsi que le nombre de clauses ajoutées.

Effet de la propagation des clauses unitaires issues des clauses de minimisation
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On note que I’intérét de la propagation des clauses unitaires des clauses de minimisation est bien réel. Au niveau
des temps de résolution, on passe dans le meilleur de cas de 198s a 145s par exemple pour résoudre 100 instan-
ces.

En conclusion, la minimisation par utilisation de littéraux nécessaires est I’'une des meilleures solutions de mini-
misation dans le cadre du calcul d’impliquants premiers. Nous n’avons malheureusement pas de notion équiva-
lente dans le cadre des impliquants P-restreints premiers. La minimisation par ajout de clauses est une solution
qui semble tout a fait envisageable tant que I’on obtient un nombre restreint de solutions (< ?). Au-dela, on
pourra utiliser une représentation plus compacte des impliquants, a I’aide de BDD par exemple. Nous verrons
dans la quatriéme partie de cette these que nous allons utiliser des données exogénes afin de limiter le nombre de
solutions produites en ne calculant que les solutions « préférées ».

Peut étre qu’une solution intermédiaire serait d’utiliser la notion d’arbre de discrimination (TRIES [Rymon
1992]) pour représenter les clauses (ajoutées). En effet, SATO [Zhang/Stickel 1994] est parmi les meilleurs
algorithmes de résolution de SAT a I’heure actuelle. 1l doit ses performances a une implantation trés fine de la
propagation des clauses unitaires et de la représentation des clauses sous forme d’arbre au lieu de simple ensem-
ble. C’est une solution a la lenteur occasionnée par I’ajout de nouvelles clauses dans la base, mais cela ne change
rien quant a la représentation compacte des solutions.

Notons que I’utilisation de contraintes pour éviter la productions d’impliquants non premiers est aussi utilisée
dans [Palopoli, et al. 1999]. Le calcul des impliquants est basée sur la programmation linéaire en nombre entiers
0-1: les clauses sont des inégalités a résoudre. Quand un impliquant premier est trouvé, une nouvelle inégalité
est ajoutée au probleme pour éviter de produire des impliquants conséquence logique de celui-ci.

4.5 Et les heuristiques ?

Un dernier point que nous n’avons pas encore abordé et qui se trouve au cceur des préoccupations de la commu-
nauté SAT : les heuristiques. Quelles sont les bonnes ou les mauvaises heuristiques dans le cadre du calcul
d’impliquant P-restreint ?

Nous n’avons pas cherché une heuristique spécifique a la production d’impliquants P-restreints. Nous pouvons
seulement noter quelques observations faites lors de nos tests.

« Comme on pouvait s’y attendre, une heuristique balancée donne globalement de meilleurs résultats qu’une
heuristique non balancée. C’est aussi vrai quand la base de clauses contient uniquement des littéraux purs.

e Les heuristiques de type POSIT ou C-SAT (pondérées) n’avaient pas un bon comportement quand nous ne
propagions pas les clauses unitaires issues des clauses de minimisation. En prenant en compte ces clauses
unitaires, ces heuristiques permettent de limiter quelquefois de maniére spectaculaire le nombre de nceuds
développés vers un ratio de 3. Quand il y a énormément de solutions (ratio<2), une simple heuristique balan-
cée suffit. On retrouve les comportements observés pour SAT.

e L’heuristique semble perdue lorsque le sous-langage concerne environ 20% des variables propositionnelles.

Une question se pose néanmoins : faut-il comptabiliser dans nos heuristiques les clauses de minimisation ? 1l
semble que oui. Nous avons effectué des tests sur des bases aléatoires 3-SAT de 50 variables. Nous avons testé
pour un ratio compris entre 2 et 5 le nombre de nceuds développés par notre procédure MPL dans 3 configura-
tions : |P|=10, |P|=15 et |P|=20. Augmenter la taille de P permet d’augmenter le nombre et la taille des clauses
ajoutées. Nous avons fixé dans un cas le poids des clauses ajoutées a 0 (courbes « Sans ») et dans I’autre le poids
des clauses ajoutées est le méme que les clauses de la base produite (courbes « Avec »). On observe les résultats
suivants :
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On note que pour |[P|=10, les deux courbes sont comparables. Pour |P|=15, la prise en compte des clauses ajoutées
dans I’heuristique permet de réduire un peu le nombre de nceuds développés. Enfin, pour [P|=20, I’intérét de la
prise en compte des clauses de minimisation dans I’heuristique est flagrant. On peut noter sur le dernier graphi-

que

que le gain observé dans ces 3 cas semble proportionnel au nombre de clauses de minimisation. Ainsi,

I’ajout de clauses de minimisation permet de guider I’heuristique de recherche.

4.6 Conclusion de I’étude
Nous pouvons résumer en quelques points les caractéristiques de notre algorithme :

La taille de I’arbre développé dépend non seulement du nombre de variables mais aussi de la taille de P.

La minimisation par ajout de clauses semble efficace quand il n’y a pas beaucoup de solutions. Plus qu’une
simple méthode de minimisation, elle permet de guider la recherche de solutions : par propagation de clauses
unitaires issues de ces clauses, par leur prise en compte dans I’heuristique de recherche. Ceci n’est pas vrai
dans le cadre de I'utilisation de BDD pour effectuer la minimisation, par exemple. Néanmoins, dans le cadre
d’un calcul de P-impliquant premier, on lui préférera une méthode de minimisation basée sur la notion
d’ensembles nécessaires proposée par Thierry Castell.

Calcul de P-impliqués premiers : les deux passes ne sont pas identiques :

La premiere sera le plus souvent difficile a calculer. Le plus souvent, il s’agira de calculer un nombre limité
de solutions (comparable a la taille de la base). Dans le pire des cas, la taille du résultat obtenu sera expo-
nentiel par rapport a la taille de la base de départ.

La seconde est tres peu colteuse en temps car elle ne fait qu’énumérer les solutions : on se trouve dans le cas
bien particulier d’une base contenant uniquement des littéraux purs. La base est donc totalement sous-
contrainte. Néanmoins, lorsqu’un trés grand nombre de solutions sont produites, la minimisation par ajout de
clauses devient inutilisable. On peut remplacer cette seconde passe par n’importe quel algorithme de calcul
d’impliquant premier, celui proposé par Thierry Castell par exemple.
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« Les trois lois fondamentales de la Robotique :
Premiére Loi : Un robot ne peut nuire a un étre humain ni laisser sans assistance un étre humain en danger.
Deuxiéme Loi : Un robot doit obéir aux ordres qui lui sont donnés par les &tres humains, sauf quand ces ordres
sont incompatibles avec la Premiére Loi.
Troisieme Loi : Un robot doit protéger sa propre existence tant que cette protection n’est pas incompatible avec
la Premiere ou la Deuxiéme Loi. ‘

Manuel de la robotique, 58°™ édition (2058 aprés J.-C.) »

Isaac Asimov, Le Grand Livre des Robots

1 Applications

1.1 ATMS/ACMS

Nous avons déja présenté cet outil dans la partie précédente. Nous indiquons maintenant comment calculer les
différents ensembles manipulés par I’ATMS grace a la procédure MPL.

1.1.1 Calcul des nogoods

Ce calcul ne pose pas de difficultés car un nogood est tout simplement un impliqué particulier de la base (cf.
CMS page B6).

Proposition 29 (calcul des nogoods d’une formule)

Soit BC une base de clauses. Soit H I’ensemble des symboles hypotheses de BC. L’ensemble des nogoods de
BC est exactement I’ensemble des négations des H™-impliqués premiers de BC. Ce qui se traduit en termes de
calcul d’impliquants P-restreints en IRP(IRP(BC,H™)™,H).

Preuve : par définition des nogoods en utilisant la Proposition 26|page

Exemple : retournons quelques instants en Bretagne. BC =BzZH’/OBS. H={P,Y,A,D,J}. IRP(BC,H") =

{-P,=Y,=A,=D,-J}. Il faut maintenant calculer les impliquants (H-restreints) de IRP(BCH)™={ P, Y,
A D, J}. On trouve comme unique impliquant P/ Y/A/D/J. Ce qui nous donne

NG(BC)={{P,Y,A,D,J}}. Les témoignages ne peuvent pas étre tous exacts, i.e. quelqu'un a menti.

1.1.2 Calcul du label d’une formule
Ce calculﬁt un peu plus compliqué car il s’agit d’enlever lors du calcul du label les nogoods qui pourraient
apparaitre®~'Pour ce faire, nous allons ajouter dans la base intermédiaire les nogoods de la base, sous leur forme
clausale, c'est a dire niés. Nous allons donc chercher dans la deuxiéme phase les impliquants P-restreints de la
base intermédiaire BC’/7 NG~. Montrons que ces impliquants P-restreints sont bien des impliquants P-restreints
de BC’, et que seuls les impliquants P-restreints contenant un nogood sont éliminés.

Lemme 3

Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit BC’/7FPs une base de clauses contenant uniquement des litté-
raux de P. Soit BC’” une base de clauses contenant uniquement des littéraux de P~ . Soit BC = BC’ [7/BC’". E”
est un impliquant P-restreint de BC ssi E”est un P-impliquant restreint de BC’ et BC”*“/E”[# 0.

% Etant donné une base de clause BC, un environnement E et une donnée d, vérifier que E contient un nogood de BC nécessite un test
d’inconsistance (classe de complexité co-NP) tandis que vérifier que E contient un élément du label de d nécessite un test d’inconsistance et
un test de consistance (classe de complexité BH,). Il est donc normal qu’en pratique, il soit plus difficile de calculer le label d’une donnée
que les nogoods.
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Preuve :

) E“ est un impliquant P-restreint de BC ssi 0O M tel que M“” | BC“” et MnP=E. Donc

M”|=(BC’LBC’")” =BC’“BC’’” Donc M EBC’ (1) et M | BC’*(2). De (1) on déduit que E“”est un
impliquant P-restreint de BC’ et de (2) que BC**“/E" (car M est un impliquant de BC”’).
0) Soit ECP tel que E est un impliquant P-restreint de BC’ et BC””“/E"}2. Donc M tel que M”[EBC’”
et MnP=E. Montrons que M” E BC”*”. Supposons que M falsifie BC’’. Comme BC’’ contient unique-
ment des littéraux de P, seuls les littéraux de M P peuvent falsifier BC*’. Or MnP=E et BC”’“/[E"#.
Contradiction. Nous avons donc M“” E BC’” et M” E BC**” donc M”(BC’/BC’’)” = BC"”. Comme
E=MnP, E”est bien un impliquant P-restreint de BC.

Lemme 4

Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit BC’/FPs une base de clauses contenant uniquement des littéraux
de P. Soit BC’’ une base de clauses contenant uniquement des littéraux de P~ . Soit BC = BC’ [7BC”’. E”est un
impliquant P-restreint minimal de BC ssi E”est un P-impliquant restreint minimal de BC’ et BC”* "/ E=.

Preuve :

) Supposons que E ne soit pas un impliquant P-restreint minimal pour BC’. Donc /JE’/7E un impli-
guant P-restreint minimal de BC’. BC”*“/E""# O, car sinon BC”*“/E" EOdonc E ne serait pas un impli-
guant P-restreint minimal de BC. Donc d’aprés le lemme précédent, E’“est un impliquant P-restreint de
BC. Comme E’JE, E”n’est pas un impliquant P-restreint minimal de BC. Contradiction.

() Supposons que E ne soit pas un impliquant P-restreint minimal de BC. Alors /7E’/E un impliquant
P-restreint minimal de BC. D’aprés le lemme précédent, c’est un impliquant P-restreint de BC’. Donc E
n’est pas minimal. Contradiction.

Nous sommes maintenant capables, en vertu de la Proposition 18|et du lemme précédent, d’exprimer la notion de
label en termes de calcul d’impliquants P-restreints premiers.

Proposition 30 (calcul du label d’une formule)

Soit BC/FPs une base de clauses. Soit H I’ensemble des symboles hypothéses de BC. Soit NG I’ensemble des
nogoods de BC (un nogood étant interprété comme un cube). Soit a un cube ou une clause de FPs. Le label de a
est IRP(IRP(BC”Za ),H")"“[NG ™ H).

| Nous devons donc calculer les nogoods de BC avant de calculer le label d’une formule.

Exemple (suite) : Si nous cherchons maintenant les témoignages qui corroborent la thése d’une action penn
sardinn, pour calculer le label de penn, nous allons d’abord calculer les impliquants H™-restreints premiers de
BC’=BC/Apenn }. On trouve IRP(BC’,H™)={-A,-P,=Y}. Nous cherchons maintenant les impliquants P-
restreints premiersde BC”’ ={ A, Y, P,AYPDJ } Ontrouve ALXY/P (onnote qu’il s’agit bien d’un
impliquant P-restreint et pas d’un impliquant de BC’’). Dans ce cas particulier, nous avons NG(BC/Apenn })
= Label(BC, penn).

Si nous prenons maintenant BC ={Ab ¢,B Db,c }, H={AB}. NG = {{A,B}}. Si nous cherchons le label
de ¢, nous obtenons IRP(BC/Ac },H-)={-A,=B}. Si nous ignorons les nogoods de BC, c’est a dire que nous
calculons les nogoods de BC/Ac }, on obtient NG(BC/Ac }={{A,B}}. Or {A,B} n’est pas un élément du
label de c car {AB} est un nogood. C’est pourquoi nous calculons les impliquants de
IRPBCHc }H-)"ING™ ={ A B, A B } Cette base est inconsistante, elle n’a donc pas
d’impliquants. Donc le label de ¢ est vide.

1.1.3 Calcul des interprétations

Une interprétation est un sous-ensemble maximal E de H tel que BC”/E“# . Donc BCAE(H\E)”™)” |2 0. On
peut transformer le probléme de maximisation en un probléme de minimisation en cherchant E’/7H™ minimal tel
que BCYE’ (H™\E’)”) 2. C’est a dire E” est un impliquant H-restreint premier de BC.

Nous pouvons donc donner une méthode de calcul des interprétations fondée sur la notion d’impliquant P-
restreint premier.
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Proposition 31 (calcul des interprétations)
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit H I’ensemblﬁies symboles hypothéses de BC. L’ensemble des interpré-
tations de BC est { H\E™ | E“ZIRP(BC,H")}*%.

Ce résultat est intéressant car il montre qu’il est plus facile, pour notre méthode, de calculer I’ensemble
des interprétations que I’ensemble des nogoods ([Verfaillie/Lobjois 1999] retrouvent ce méme résultat
dans le cadre de CSP). Dans la pratique, comme les interprétations sont obtenues a I’aide de la premiere
étape du calcul des nogoods, nous calculerons toujours dans notre prototype les interprétations d’une
base de clauses (le calcul des nogoods étant nécessaire pour calculer le label d’une donnée).

Exemple (suite) : IRP(BC,H”) = {-P,-Y,=A,-D,-J}. H = {P,Y,AD,J}. Donc INTER(BC) = {{Y,AD,J},
{P.AD.J3}, {P.Y,D,J}{P.Y,AJ}.{P.Y.A,D}}.

1.1.4 Calcul du contexte d’'un environnement

Il nous reste enfin & montrer comment calculer le contexte d’un environnement a I’aide des impliquants P-
restreints.

Nous cherchons les données d/5 telles que BC®/E=d. Or d’aprés la page 62| nous avons
BC“E”|=d ssi IRP(BC/E”S) |=d. Donc d appartient & chaque impliquant S-restreint premier de BC, donc le
contexte d’un environnement E dans BC est I’intersection des impliquants S-restreints de BC“/E"”.

Proposition 32 (calcul du contexte)

Soit BC/FPs une base de clauses. Soit H I’ensemble des symboles hypotheses de BC. Soit E/H. Le contexte de
E dans BC est contexte(BC,E) = | _, oo F.
FPOIRP(BCPOET,S)

Exemple (suite) : nous cherchons maintenant le contexte de E={P,Y,D,J}, c’est a dire une extension de BC.
IRP(BC"CE",S) = {bighybCfregfestnozCpbCpsgY CPLUCD}. On ne déduit Contexte(BC,E) = {big, yb, freg,
festnoz, pb, psg, Y, P, J, D}.

Nous pouvons récapituler ces résultats dans le tableau suivant :

Nogoods | Interprétations | Label de d Contexte de E
Premiére passe F = IRP(BC,H") F = IRP(BC”{~d),H") F = IRP(BC/E"S)
Résultat {H\E | E7F} nE | EYCF
Deuxiéme passe | NG =IRP(F~,H) LB = IRP(F"/NG",H)
Résultat NG LB

1.2 CWR

Différentes techniques de raisonnement non monotone issues du domaine des bases de données sont regroupées
sous le sigle de CWR (« Closed World Reasoning »). En effet, parce qu’il serait trop colteux (en terme d’espace
mémoire) de stocker explicitement toute la connaissance, on se borne a décrire le plus souvent les faits positifs.
Puis tout fait positif (« vrai ») qui n’est pas logiquement déductible de la base est considéré comme « faux ». Si
nous reprenons I’exemple du début de cette partie, nous pouvons remarquer que I’on ne sait rien concernant la
présence de Per au Festnoz ce soir la. On suppose donc qu’il n’y était pas. Nous devons noter que le raisonne-
ment en monde clos est défini dans le cadre de la logique du premier ordre. Nous nous intéressons ici a sa ver-
sion propositionnelle.

%2 Nous pouvons de plus vérifier ce résultat grace a la Proposition 14, page 55. Nous avons souligné que les interprétations pouvaient se
calculer a partir des nogoods de la base en effectuant un « minimal hitting set » sur I’ensemble des nogoods. Il suffit alors de retrancher
chaque ensemble obtenu a H pour obtenir les interprétations de BC. Nous avons aussi montré que le deuxiéme calcul d’impliquants P-
restreints est équivalent a un calcul de « minimal hitting set » (car il est effectué sur une base pure). Si I’on note F I’ensemble obtenu aprés le
premier calcul d’impliquants P-restreints premiers et NG I’ensemble des nogoods, on obtient donc NG = MHS(F~). Or on peut montrer que
lorsque E est un ensemble d’ensembles minimaux pour I’inclusion et non contradictoires, on a MHS(MHS(E))=E. En utilisant la Proposition
14, on trouve donc : INTER = {H\E | ECMHS(NG)} = {H\E | ECMHS(MHS(F")} = {H\E | ELF7}.
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D’un point de vue purement logique, cela revient a ajouter dans la base de connaissances la négation de formules
(des littéraux négatifs ou des disjonctions de littéraux négatifs) non déductibles de la base. On ne considere pas
des formules quelconques : seules celles appelées ffn (« free for negation ») seront utilisées. Les différentes
techniques de raisonnement de CWR se différencient par leur calcul des ffn. Le raisonnement s’effectue ensuite
« classiquement » sur la base augmentée des formules ffn niées (notée XXX(B) ou XXX dénote la technique
suivie).

1.2.1 Définitions

Définition 44 (Raisonnement en monde clos)
Soient a et y deux formules de FPs. y est une conséquence de a sous I’hypothese XXX ssi a O0{-f3 | B est XXX-
ffn dans o}" Ey (que I’on notera aussi XXX(a) EY) avec XXX{CWA,GCWA EGCWA,CCWA ECWA}.

La premiere technique, sans doute la plus connue, a été introduite par [Reiter 1978]. L hypothése du monde clos
(CWA, «Closed World Assumption »), que certains appellent aussi hypothése du monde clos naive (NCWA,
« Naive CWA »), correspond exactement au principe que nous venons d’énoncer. Tout fait positif non déductible
classiquement d’une base de connaissances est CWA-ffn.

Définition 45 (Closed World Assumption)
Soient a et B deux formules de FPs. S est « free for negation » dans I’hypothése du monde clos (CWA-ffn) dans
assi Best un littéral positif tel que a [ S.

Reprenons notre base BZH avec cette fois OBS ={ psg, festnoz, penn big}. De BZH /7 OBS, nous trou-
vons que seuls les faits psg et festnoz ne sont pas CWA-ffn dans BZH/JOBS. On ajoute donc dans la base les
négations des autres faits (chez, rhu, big, freg, pb, yb, Y, P, J, D, A, penn) dont les clauses penn et big
(c’est a dire que ni les penn sardinns ni les bigoudens ne sont dans le coup). Or OBS contient la clause  penn
big (ce sont soit les penn sardinns soit les bigoudens qui ont fait le coup). BZH/7 OBS était consistante.
CWA(BZH/JOBS) devient inconsistante. Cela provient de I'utilisation de disjonction de littéraux positifs (des
clauses qui ne sont pas de Horn).

On peut noter que si I’on ajoute le fait  big dans la base initiale, alors CWA(BZHOOBSO{ big})
devient consistante. Le raisonnement en monde clos est donc non monotone car I’ajout de connaissan-
ces dans la base initiale ne garantit pas que les faits déja déduits sont déductibles de la nouvelle base
(XXX(a) Fy / XXX(alB ) FY).

Afin de résoudre ce probléeme, [Minker 1982] introduit I’hypothése du monde clos généralisée (GCWA
« Generalized CWA »).

Définition 46 (Generalized Closed World Assumption)
Soient a et S deux formules de FPs. [ est «free for negation » dans I’hypothése du monde clos généralisée
(GCWA-ffn) dans a ssi Sest un littéral positif tel que pour toute clause y; si a [# yalors a | y[g.

Cette définition est beaucoup plus prudente que la précédente. Si nous reprenons notre exemple, I’ensemble des
faits GCWA-ffn devient (chez, rhu, freg, pb, yb, Y, P, J, D, A), c’est a dire que nous n’avons plus aucune infor-
mation sur penn et big, ce qui permet d’éviter I’incohérence de GCWA(BZHOOBS).

Une extension de cette approche a été développée par [Yahya/Henschen 1985] : I’hypothése du monde clos gé-
néralisée étendue (EGCWA, « Extended GCWA »). Alors que les deux approches précédentes ne permettaient
que I'utilisation de littéraux positifs comme formules ffn, les auteurs permettent I’utilisation de conjonctions de
littéraux positifs.

Définition 47 (Extended Generalized Closed World Assumption)
Soient a et B deux formules de FPs. [ est « free for negation » dans I’hypothése du monde clos généralisée
(EGCWA-ffn) dans a ssi [ est une conjonction de littéraux positifs telle que pour toute clause y; si a £ yalors a

¥ yOB.
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Dans notre exemple, les formules EGCWA-ffn sont (chez, rhu, freg, pb, yb, Y, P, J, D, A ,penn/big). On remar-
que que I’on retrouve les formules qui étaient GCWA-ffn plus la conjonction de penn et big. Nous avons main-
tenant une information sur toutes les variables propositionnelles de la base.

Les deux derniéres approches sont des variantes de GCWA et EGCWA dans le cadre d’une application du rai-
sonnement en monde clos a un sous-ensemble des symboles de la formule. On partitionne maintenant les symbo-
les en 3 ensembles : P I’ensemble des symboles que I’on préfere falsifier (on dit aussi que 1’on veut minimiser la
satisfaction de ces atomes), Q I’ensemble des symboles dont la valeur de vérité ne peut pas varier lorsque I’on
essaye de falsifier un élément de P et enfin Z I’ensemble des symboles dont la valeur de vérité peut varier lors-
que I’on essaye de falsifier un élément de P. <P;Q;Z> dénotera dans la suite du document une partition P,Q,Z de
S.

L’hypothése du monde clos prudente (CCWA, « Careful CWA ») voit le jour dans [Gelfond/Przymusinska
1986].

Définition 48 (Careful Closed World Assumption)

Soient a et B deux formules de FPs. Soit S = <P;Q;Z>. Best « free for negation » dans I’hypothése du monde
clos prudente (CCWA-ffn) dans a ssi Best un littéral positif de P tel que pour toute clause C 7P, si a | c”
alors a [z C™[I1p.

Prenons par exemple P={big, penn}, Q={psg,festnoz} et Z={pb,yb,chez,freg,rhu}. On ne trouve pas de formule
CCWA-ffn dans notre exemple.

[Gelfond, et al. 1989] introduisent enfin I’hypothése du monde clos étendue (ECWA « Extended CWA »), qui
est a CCWA ce que EGCWA est a GCWA : la possibilité de considérer des conjonctions de littéraux positifs.

Définition 49 (Extended Closed World Assumption)
Soient a et B deux formules de FPs. Soit S = <P;Q;Z>. B”est « free for negation » dans I’hypothése du monde
clos étendue (ECWA-ffn) dans a'ssi B [7P/7Q tel que pour toute clause C /7P/[]L, si a [ C”alors a [ C"/7B",

En gardant notre partition des symboles, on trouve maintenant que big/penn est la seule formule ECWA-ffn de
BZH/JOBS.

1.2.2 Calculer les formules ffn

La caractérisation des formules ffn peut sembler ardue au premier abord. Les deux premiéres approches
s’expriment facilement a partir de la notion de modéles minimaux de [Lifschitz 1985].

Définition 50 (modeles minimaux de Lifschitz)

Soit a une formule de FPs et S=<P;Q;Z>. Soient M et N deux modeles de a. On écrira M <p.q.z NssiM et N
assignent la méme valeur aux symboles de Q et I’ensemble des symboles de P associés a vrai dans M est inclus
dans I’ensemble analogue de N. <p.q.7 est un préordre partiel sur les modéles de « et tout modele de a qui est
minimal pour < .q.7 est appelé un modele <P;Q;Z>-minimal de a. Un modéle <S;/7 ;/7>-minimal de « est
appelé tout simplement modéle minimal de a. Pour alléger la notation, comme P et Z suffisent pour déterminer
la partition de S, nous noterons dans la suite du document « modéle <P;Z>-minimal » un modele <P;Q;Z>-
minimal.

Remarque : [Raiman/de-Kleer 1992] proposent un ATMS capable de raisonner a partir de modéles minimaux
de Lifschitz: le Minimality Maintenance System (MMS). Les environnements ne sont plus minimaux pour
I’inclusion mais minimaux pour la cardinalité selon une politique de circonscription <P ;Q ;Z>.

Nous pouvons maintenant caractériser certains ensembles de formules ffn en termes de modeles minimaux [Ca-
doli 1995, page 39].

[ est CWA-ffn dans a ssi S est un littéral positif et il existe un modele M de a tel que MZS (c'est a dire que
=-B00M, que B n'est pas conséquence logique de a).

B est GCWA-ffn dans a ssi S est un littéral positif et pour tout modele minimal M de a, MZ3 (c'est a dire que
=3 appartient a tous les modéles minimaux de a).
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B est CCWA-ffn dans a ssi [ est un élément de P et pour tout modéle (P;Z)-minimal M de a, M[ZS (c'est a dire
que =3 appartient a tous les modeles <P; Z>-minimaux de a).

La notion d’impliquant P-restreint premier est trés proche de la notion de modéle <P;Q;Z>-minimal de Lifs-
chitz : il suffit de prendre Z=S\P et Q=[1. Nous n’avons pas de correspondance pour Q. Il existe un cas particu-
lier (autre que Q=0) pour lequel la correspondance entre ces deux notions existe : il suffit que tous les modeles
de la base aient la méme valeur de vérité sur les variables de Q, c’est a dire que (gq0Q, BC Fq ou BC F—q.

Propriété 6 (Relation entre un impliquant P-restreint premier et un modele <P ;Q ;Z>-minimal)

Soit a une formule de FPs. Soit M et N deux modeles de a et <P;Q ;Z> une partition des symboles de a. M est
un modéle <P ;Z>-minimal de a ssi MP est un impliquant P-restreint premier de a (0g0Q, BC Fq ou BC [
—|q,

Preuve :

) Soit M un modele <P;Z>-minimal de a. M est un modéle de a. E=MnP est donc un impliquant P-
restreint de a. Supposons que E ne soit pas minimal. Donc /E’E tel que E’ est un impliquant P-
restreint de a. Donc /N un modele de a tel que E’=NnP. Donc NnhPZM~nP. Comme 0gQ, BC = q
ou BC F-q, N < .z- M. Donc M n’est pas <P;Z>-minimal. Contradiction.

) Soit E un impliquant P-restreint premier de a.Donc /M un modéle de a tel que E=MnP. Suppo-
sons que M ne soit pas <P;Z>-minimal. Donc /N modéle <P;Z>-minimal de a tel que N <. .7> M.
Donc NnPZMnP=E. Donc E n’est pas un impliquant P-restreint premier. Contradiction.

Il est donc possible de proposer une caractérisation de ces trois ensembles de formules ffn en termes
d’impliquants P-restreints :

. CWA-ffn(@)= Y (S\E)

EY0IRP(a,S)
e GCWA-ffn(a)= | (S\E)
EY0IRP(a,S)
e CCWA-ffn(a)= | (P\E)
EY0IRP(a,P)

Les deux autres politiques s’expriment plus facilement en termes d’impliqués [Marquis 1999, proposition 4.6].

e [Best EGCWA-ffn dans a ssi S est une conjonction de littéraux positifs et =3 est un S™-impliqué premier de
a.
* Best ECWA-ffn dans a'ssi BLP g et B st un P~ [OLg-impliqué premier de a.

Nous avons caractérisé la notion de P-impliqués premiers en termes d’impliquants P-restreints dans la section
page @ On peut noter pour le premier cas que S~ est bien un ensemble consistant de littéraux. Par contre,
dans le cas général, P"[Lq n’est pas consistant. Néanmoins, en posant 0g0Q, BC = q ou BC = —q, on peut
réduire Lq aux seuls littéraux satisfaits de Q, on obtient bien P”"OLq un ensemble consistant de littéraux.

Nous pouvons donc utiliser notre algorithme de calcul d’impliquants P-restreints premiers pour calculer les for-
mules ffn d’une base de connaissances a selon les différentes politiques de CWR. Nous rappelons que ces résul-
tats sont valables pour CCWA et ECWA uniquement si 0qC0Q, BC = q ou BC [ =q (sinon il faut effectuer un
calcul d’impliquants P-restreints avec P inconsistant).

Nous pouvons utiliser les mémes principes que ceux utilisés dans MPL pour calculer exactement les modeles
<P ;Q ;Z>-minimaux de Lifschitz. En effet, seuls les modéles ayant la méme valeur de vérité sur les variables de
Q sont comparables. Nous pouvons donc commencer par effectuer les branchements sur les variables de Q (pour
fixer une valeur de vérité a ces variables), et quand celles-ci sont assignées, utiliser MPL pour calculer les mode-
les minimaux associés. Les clauses de la base ne seront plus de la forme (MnP)" mais de la forme
(Mn(POLg))".
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1.2.3 Calculer des formules ffn : pourquoi faire '?m

On peut en effet se poser cette question car il n’est pas nécessaire de calculer I’ensemble des formules XXX-ffn
d’une formule a pour savoir si une formule S est déductible de XXX(a)(voir [Marquis 1999] par exemple).

Néanmoins, un argument en faveur de cette solution est lié a la « compacité » de la représentation. Imaginons en
effet que nous ayons une base de connaissances o et que nous ayons un certain nombre de requétes a adresser a
a (pour savoir si une formule CNF est déductible de a). Supposons que nous pouvons effectuer un prétraitement
(hors-ligne) sur a avant de lui adresser des requétes. Etant donné une formule propositionnelle a et une politique
de circonscription <P;Q;Z>, déterminer si une formule CNF y vérifie ECWA(a) Evy est I'Izp—complet. Appelons
INFERENCE ce probléme de décision. Pour limiter la complexité d'INFERENCE, on peut « compiler », i.e. pré-
traiter les données en calculant :
e les formules 3, ..., G, qui sont ECWA-ffn pour a afin de calculer explicitement ECWA(Q). Si on suppose
que B,..., G, sont données, INFERENCE « devient » coNP-complet (en fait, ce n'est plus le méme probléme
de décision) : il suffit de tester la consistance de ECWA(a) &y .
* les modéles my, ..., m, qui sont <P;Z>-minimaux pour a puisque ECWA(a) = m, O... Om,. Dans ce cas,
INFERENCE « devient » polynomial.
C’est a dire que I’on peut représenter ECWA(a) en DNF ou en CNF. Malheureusement, on ne peut pas savoir a
priori quelle solution permet la représentation la plus compacte de la base, voire méme si une telle compilation
(selon la premiére ou la deuxieme approche) est intéressante. En effet, dans le pire des cas, le nombre de formu-
les ECWA-ffn ou de modéles <P;Z>-minimaux a considérer peut étre exponentiel relativement a la taille de a.
En outre, il se peut que le nombre de formules ECWA-ffn que I’on obtient soit exponentiellement plus petit que
le nombre de modéles <P;Z>-minimaux de «a (et inversement).

On se retrouve donc en face de trois possibilités devant a : compiler en CNF, compiler en DNF, ne rien faire. On
peut imaginer une méthode de compilation qui tienne compte de notre utilisation du calcul d’impliquants P-
restreints premiers pour calculer les P-impliqués premiers d’une formule :

1. Calculer les impliquants P-restreints premiers de a. Si leur nombre est comparable a la taille de a, utiliser
leur disjonction pour effectuer des requétes.

2. Si le nombre des impliquants P-restreints premiers est exponentiel par rapport a a, calculer les POLo-
impliqués premiers de a, a partir des impliquants P-restreints premiers déja calculés. Si leur nombre est
comparable a la taille de a, utiliser leur conjonction pour effectuer les requétes.

3. Sinon, utiliser a pour effectuer les requétes.

Notons que les concepteurs de ECWA utilisent une méthode fondée sur la résolution, MILO (MInimal model
Linear Ordered resolution) afin de produire les formules ECWA-ffn de a.

1.2.4 Déduction basée sur les modéles minimaux

Nous allons maintenant proposer une variante de notre algorithme permettant de déterminer si une clause ou un
cube se déduit minimalement d’une base de clauses (en utilisant le méme principe que [Niemeld 1996] présenté

page [L47).

Définition 51 (Inférence minimale)
Soit BCLFPs une base de clauses. Soit a une formule de FPs. BC |Ghin<p 2> O SSi & est vraie dans tous les modé-
les <P,Z>-minimaux de BC.

Corollaire 2
Soit BCLFPs une base de clauses. Soit a une formule de FPs. BC |Hi,<p.z> 0 ssi M un modele <P ;Z>-minimal
de BC qui satisfait -a.

Nous pouvons en déduire un algorithme permettant de déterminer si une formule est inférée minimalement par
BC. L’idée est la suivante : pour chaque modéle <P ;Z>-minimal de BC, vérifier s’il falsifie —a. Dans
I’affirmative, I’algorithme cherche un nouveau modéle <P ;Z>-minimal, sinon il s’arréte car il a trouvé un con-
tre-exemple.

Ent ai | sSMPL(BC, BA, a, P, | P)
/1 Calcule les inpliquants P-restreints prem ers de BC
/! 1P contient les littéraux satisfaits.

% Merci a Pierre Marquis pour ses informations et nos discussions sur le sujet.
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/1 BA est la base de minimsation : le résultat se trouve
/1 sous forme clausale (niée) dans cette base (son contenu peut
/1 varier aprés un appel a Entail sMPL.
/1 a est une formule CNF
/! Retourne faux si a est satisfaite par un npdele mnimal de BC,
/l c'est a dire vrai si -a est inférée mnimalenent par BC
Si 0 BC ou 0O BAOIP alors retourner vrai Finsi;
Si BC =10 alors
/1 on a trouvé un inpliquant P-restreint premer de BC
/1 on vérifie que |l e nodéle mnimal associé ne satisfait pas a
/1 il suffit de falsifier les variables de P non assignées
Si DP(ald(P)\((IPnP?) O(IPnP)7)))=vrai alors
/'l -a ne peut pas étre inférée par BC
/1 on a trouvé un contre exenple. La recherche
/1 s arréte.
Ret our ner faux
Fi nsi
BA « BA O {((IPnP)™}
retourner faux

Finsi ;
I « Littéral PourSinplifier(BC, BA P)
Si (l#null) alors // si | existe
Ret ourner Entail sMPL(BC[I],BA a[l], P, 1PO{I})
Finsi ;
I« Choi x_Synbol e_de_P(BC, P)
Si (l#null) alors // il reste des variables de P a assigner
// on arréte dés que |’on trouve un contre exenple
Si Entail sMPL(BC[I],BA a[=I],P, I PO{=l})=vrai alors
Ret ourner Entail sMPL(BC[I],BA a[l],P, I PO{I}}
Si non
Ret our ner faux
Fi nsi
Sinon // il ne reste plus de variables de P a assigner
/1 on teste uniquerment |a consistance de BC
Si DP(BC)=vrai alors
Si DP(ad(P)\N((IPAP)O(I PnP)7))=vrai alors
Ret our ner faux
Fi nsi
BA - BA O {(IPnP)®}
Fi nsi
Ret our ner vrai
Fi nsi

Algorithme 9 EntailsMPL : Inférence minimale a I’aide de MPL

1.3 Diagnostic
On retrouve en diagnostic les notions d’impliquants P-restreints et de P-impliquants premiers. Dans ce cadre, on
parle de diagnostic minimal consistant et de diagnostic noyau. Généralement on se situe dans le cadre du premier
ordre, mais comme le plus souvent il n’y a pas de fonctions et que les domaines sont finis, on peut donc toujours
se ramener au cadre propositionnel.

Nous nous situons dans le cadre du diagnostic a base de modéles (model-based diagnosis) ou le systeme a dia-
gnostiquer est représenté logiquement dans une base de connaissances SD (System Description). Comp dénote
un ensemble de composants du systéme, et un prédicat Ab(c) indique qu’un composant ¢c/LComp fonctionne
anormalement. SD peut comporter une description de bon fonctionnement du composant (fonctionnement nor-
mal) ou une description de la panne du composant. On dispose enfin d’une observation OBS du systéme « réel »,
provenant de capteurs par exemple.

1.3.1 Modéle de bon fonctionnement

Les regles de SD auront la forme de défauts : Ai  Bi Ab(c). « Si Ai est vrai alors Bi est vrai ou le composant ¢
fonctionne anormalement ». On va comparer cette observation avec le comportement attendu du systeme. Bien
sur, le cas idéal est d’obtenir une observation conforme au bon fonctionnement du systeme, c’est a dire SD [
OBS O {{-Ab(c) | cComp}"} consistant. Dans le cas contraire, il faut effectuer un diagnostic.
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Définition 52 (diagnostic [Reiter 1987])
Soit SD une description d’un systeme. Soit OBS une observation du systéme. Un diagnostic de SDOOBS est un
ensemble de composants. ACIComp tel que SD O OBS O {({Ab(c) | c[d }O{=Ab(c) | cOComp\A}) [T} |~ .

Exemple : nous pouvons reprendre la base BZH et I'exprimer a l'aide de prédicats d'anormalités. Ils signifieront
que le témoin ne peut pas dire la vérité (COMP = {p,y,a,d,j}).

BZHAb {psg  pb Ab(p), chez  pb Ab(p), psg chez

chez  yb Ab(y), festnoz  yb Ab(y), chez festnoz

pbyb  penn Ab(a),

festnoz  freg Ab(d), rhu  freg Ab(d), festnoz rhu

fregyb  big Ab(j)}

Les policiers ont observé OBS ={ festnoz, psg, penn big }.

On vérifie que BZHAb O OBS O {{~Ab(c) | cCComp}"} est inconsistant. A= { p, y } est un diagnostic de
BZHADb O OBS.

Pour réduire le nombre de diagnostics, Reiter utilise le principe de parcimoniem: seuls les diagnostics minimaux

sont calculés car ils permettent de représenter tous les diagnostics du systeme si la description du systéme est un
modéle de bon fonctionnement, i.e. Ab(c) n’apparait que positivement dans SD.

Définition 53 (diagnostic minimal [Reiter 1987])
Soit SD une description d’un systéme. Soit OBS une observation du systéme. Un diagnostic A de SDCJOBS est
appelé un diagnostic minimal ssi [J A’ un diagnostic de SDOOBS tel que A’[A .

Proposition 33 [de-Kleer, et al. 1992]

Soit (SD,Comp,0OBS) une représentation d’un probleme de diagnostic tel que Ab(c) apparait uniquement positi-
vement dans la forme clausale de SD. Pour tout ensemble de composant A 00 Comp, si A’ [0 A pour un diagnostic
minimal A’, alors A est lui-méme un diagnostic.

Dans BZHAD [0 OBS, les diagnostics minimaux sont {a}, {p}, {y}, {d} et {j}.

On peut noter que I’on distingue ici le prédicat d’anormalité Ab(c). Si I’on se ramene au cas propositionnel, on
distingue donc les littéraux AB = { Ab(c) | c0Comp}. Si I’on prend BC = SD [0 OBS, on cherche donc ECJAB
minimal tel que BCO {ET}O0{-(AB\E)[1} |z 0. A I’aide de la page on retombe sur la notion
d’impliquants AB-restreints premiers avec AB un ensemble consistant de littéraux. On peut donc utiliser MPL
pour calculer des diagnostics minimaux (cf. Etude des deux passes page .

1.3.2 Modéle de mauvais fonctionnement

Les regles de SD peuvent aussi étre de la forme Ab(c) Ai  Bi. « Si le composant ¢ fonctionne anormalement et
gue Ai est vrai alors Bi est vrai ». Le diagnostic ne se fera plus uniquement sur les littéraux d’anormalité positifs.

Définition 54 (diagnostic [de-Kleer, et al. 1992])
Soit SD la description d’un SyStéEﬁe’ Comp un ensemble de composants et OBS une observation du systéme.
Une conjonction C de Ab-littéraux™est un diagnostic de (SD,Comp,0BS) ssi SD [1 OBS O C £ [

A la différence de la notion de diagnostic de Reiter, ici lI'information indiquant qu'un composant fonctionne nor-
malement est importante.

Exemple: SD={ab Ab(c2), Ab(cl) a},OBS={ b}etCOMP ={cl,c2}. ~Ab(cl) et Ab(c2)TJAb(cl)
sont des diagnostics de SD [0 OBS. On obtient donc a la fois des informations de bon fonctionnement et de mau-
vais fonctionnement.

Comme le nombre de diagnostics d’un systéme peut étre trés important, il faut les représenter de maniére com-
pacte. Le critere de minimalité utilisé dans ce cadre differe Iégérement de I’inclusion ensembliste utilisée par
Reiter (il s’agit d’une relation d’inclusion entre littéraux et non plus entre variables). [de-Kleer, et al. 1992] di-
sent qu’une conjonction C" de littéraux couvre une autre conjonction D" de littéraux ssi C 7D.

% Ce terme s'applique généralement & la minimalité pour la cardinalité et non a l'inclusion ensembliste mais l'idée est la méme.
% Un Ab-littéral est un élément de Lag = {Ab(c) | c[Comp} A =Ab(c) | cComp}.
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Définition 55 (diagnostic partiel [de-Kleer, et al. 1992])
Un diagnostic partiel est un diagnostic tel que toute conjonction d’Ab-littéraux qu’il couvre est un diagnostic.

Nous pouvons traduire cette notion de diagnostic partiel en termes d’impliquants P-restreints. On cherche C /7
Lag tel que BC 0 OBS [0 {C™}z Oet O C’ tel que C 0 C’, BC 0 OBS [ {C"} |£ 0. Donc Clun impliquant | de BC O
OBS tel que 1nLsg = C. Donc C est un impliquant P-restreint de BC [0 OBS avec P= Lg. Notons que P est un
ensemble inconsistant de littéraux et que si C n’est pas une Ab-interprétation, alors il n’est pas possible de trou-
ver un modele M de BC [0 OBS tel que MnLg = C.

Définition 56 (diagnostic noyau, « kernel diagnosis » [de-Kleer, et al. 1992])
Un diagnostic partiel est appelé diagnostic noyau si aucun autre diagnostic ne le couvre.

Nous retrouvons maintenant la notion d’impliquant P-restreint premier.

La notion d’impliquant P-restreint premier est donc une notion qui n’est pas nouvelle en diagnostic, sous sa
forme générale (diagnostic noyau) ou sous sa forme simplifiée (diagnostic consistant a la Reiter).

1.4 Décision dans I'incertain

Nous présentons ici une application de notre calcul d’impliquants P-restreints premiers dans le cadre de la théo-
rie de la décision. Il s'agit pour un agent disposant de ses propres connaissances de prendre une décision, c'est a
dire de choisir un ensemble d’actions a effectuer parmi un ensemble d'actions envisageables, pour atteindre un
but. Ce but peut étre exprimé a I’aide de préférences graduelles (on le mesure alors a I’aide d’utilités ou de
co(its). On retrouve ce probleme en planification (les décisions sont des plans) en diagnostic (dans ce cas, les
décisions sont des réparations), etc. La décision dans I’incertain s’applique lorsque I’agent dispose de croyances
(connaissances incertaines). Il faut alors déterminer des critéres entre actions pour prendre la meilleure décision.
Le critere le plus communément utilisé est celui de I"utilité espérée : on dispose dans ce cadre de distributions de
probabilités pour modéliser I’incertitudes des connaissances et d’une fonction d’utilité a valeurs réelles pour
modéliser les préférences. Il existe cependant des problémes qui ne peuvent pas étre représentés par ce critere
[Allais 53, Ellsberg 1961].

[Sabbadin 1998] présente deux approches particuliéres de la décision sous incertitude, basées sur la logique
possibiliste, dans laquelle les croyances et les préférences sont qualitatives. Nous montrons que ces deux appro-
ches peuvent étre exprimées en termes d’impliquant P-restreints et de P-impliqués premiers. Nous proposons
ensuite deux algorithmes de calcul d’une décision optimale selon ces deux approches qui prennent en compte
certaines particularités de notre algorithme MPL. Ces résultats ont été publiés dans [Dubois, et al. 1998] et en
version longue dans [Dubois, et al. 1999].

1.4.1 Un peu de théorie

Les variables propositionnelles sont partitionnées en variables de décision (D) et en variables d’état (S\D). Nous
disposons de deux bases de connaissances K et P. K décrit ce que I’agent sait du monde ainsi que les contraintes
liant éventuellement les valeurs de vérité des variables de décisi% P est une base de préférences décrivant les
états-buts de I’agent, c'est a dire ceux satisfaisant ses préférences™: K et P sont supposées finies tout comme le
langage propositionnel considéré.

Supposons dans un premier temps que K et P sont des bases de connaissances propositionnelles classiques : les

connaissances sont certaines et les préférences sont de type « tout ou rien ».

e Prendre une « bonne » décision, d’un point de vue pessimiste, consiste a satisfaire toutes les formules de P
en agissant sur les variables de décision qui controlent les modéles de K et P. Cela se traduit logiquement
par une conjonction de décisions (elles sont prises en paralléles, il ne s’agit pas d’une séquence) d”telle que
K” [7d” E P” De plus, la formule K” /7d” doit étre consistante (i.e. la décision doit étre permise). On re-
tombe ici sur la notion classique de label : d contient un environnement du label de P dans K, en prenant
comme variables hypotheses les variables de décision.

e Prendre une bonne décision, d’un point de vue optimiste, consiste a prendre une décision cohérente avec les
connaissances et les buts a atteindre. Il s’agit donc logiquement de chercher K” [7d” P"[# [1 Ceci est équi-
vaut a chercher un impliquant D-restreint de K/P.

On retombe alors sur les notions classiques de diagnostic consistant ([Reiter 1987], «décision optimiste) et de diagnostic ab-
ductif ([Console/Torasso 1991], « décision pessimiste »).

% Les 3 lois de la robotique d’Asimov rappelées au début de cette partie sont des exemples de préférences de I’agent.
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Supposons maintenant que K et P sont stratifiées : on ajoute aux connaissances des degrés de certitude et aux
préférences des niveaux de priorité. On représente les degrés et les niveaux par des échelles (un ensemble fini
totalement ordonné). On suppose que les degrés de certitude et les niveaux de priorité sont commensurables,
c’est a dire que I’on peut utiliser une méme échelle L simplement ordonnée pour les représenter (cette hypothése
est apparemrgﬁnt forte mais il est toujours possible de se ramener a ce cas). Soit n la fonction de renversement de
cette échelle™ Nous représenterons les degrés de certitude par des o et les niveaux de priorité par des 5. Le plus
grand élément de L sera noté 1 et le plus petit 0. On a donc au moins deux niveaux. Si I’on se ramene au cadre
de la logique propositionnelle classique, 1 contient la formule K et O est vide. On peut considérer que
K= YK ou K7 dénote I’ensemble de connaissances de degré de certitude a. De méme, on considére
O<asl
P=Y P# ou P? dénote I’ensemble des préférences de niveau de priorité 8. Nous noterons :
0<pB<l
- K(resp. Pp) I’ensemble des connaissances de degré de certitude supérieur ou égal & «a (resp. de ni-
veau de priorité supérieur ou égal a f3).
- K5 (resp. Pﬁ) I’ensemble des connaissances de degré de certitude strictement supérieur a a, a<1

(resp. de niveau de priorité strictement supérieur S, 5<1).
- Plus généralement, a dénotera la valeur suivant immeédiatement a sur I’échelle L.

Nous allons associer une utilité a chaque décision. Cette utilité sera différente suivant la politique choisie (opti-
miste ou pessimiste). Choisir une décision optimale consiste alors a choisir pour une politique donnée une déci-
sion ayant une utilit¢ maximale. Nous choisissons de ne considérer parmi les décisions optimales que celles qui
sont minimales par rapport a I’inclusion ensembliste (représentation compacte d’une classe, d’un ensemble de
solutions).

Chercher une bonne décision d’un point de vue pessimiste, consiste a trouver K,” /7d” [ P,;D avec a élevé et 8
faible. C'est a dire a et n(f) élevés. Ce que I’on peut traduire par min(a,n(f)) élevé. Si on pose B=n(a), alors le

probléme devient : maximiser a tel que K,” Jd”[ P, avec a>0.

L utilité qualitative pessimiste d’une décision d est alors [Sabbadin 1998, Définition 3.2.1, page 135] :
Ux(d) = max { a>0 | K,” 0d”E P@D et K,/ 7d” I [} avec max (7 = 0.

En particulier, U«(d)=1 ssi K,“/d” Ps  ¢c’est & dire qu’une décision pessimiste optimale permettrait de satis-
faire tous les buts a partir des connaissances les plus certaines.

De méme, on peut définir I’utilité qualitative optimiste d’une décision d comme étant [Sabbadin 1998, Définition
3.2.2, page 136] :

U'(d) = max { n(a)s1 | K" Jd” 7P-" | [} avec max 7= 0.

En particulier, U*(d)=1 ssi Kam DdEDPampt [7 c’est a dire qu’une décision optimiste optimale serait consistante
avec I’ensemble des connaissances et I’ensemble des buts.

Nous proposons alors deux algorithmes de calcul de I’utilité d’une décision : le premier pour le point de vue
optimiste, le second pour le point de vue pessimiste. Leur principe est le suivant : chercher s’il existe une solu-
tion pour une utilité donnée a, en parcourant toute I’échelle de 1 a 0.

1.4.2 Calcul de décisions optimistes optimales

Déci si ons_Opti m stes(K, P, D)

/1 K est une base de cl auses représentant |es connai ssances
/1 P est une base de cl auses représentant |es préférences

/1 D est |'"ensenble des variabl es de déci sion

/! Retourne o* |'utilité des neilleures décisions optinstes
/] et ces décisions.

¥ SiLestl’échelle 0= ay < o < ;< @s...< a, = 1 alors n(a)=an.i.
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a « 1
/1 on cherche une déci sion consistante avec |’ ensenbl e des connai ssances
/1 et des buts

BA « MPL( K@DP@ ,0,D ;

Tant que BA=0 et a > 0 faire

Inc(a) ; // on descend dans |’ échelle
/1 on cherche une décision consistante avec | es connai ssances
/] et des buts restants

BA - WPL( K ~OP - BAD)

Fin tant que
/1 BA contient la négation du résultat si a > 0, [J sinon.
Retourner < a, BA™ >

Algorithme 10 Calcul de décisions optimales (utilité optimiste)

Ce premier algorithme est trés simple. On cherche d’abord les impliquants D-restreints minimaux de KOP. Si
aucune solution n’existe, on enléve les connaissances les moins certaines et les buts les moins prioritaires et on
recommence jusqu’a obtention d’une solution, auquel cas I’utilité de la (ou des) décision(s) optimiste(s) opti-
male(s) est a, ou a=0 et il n’y a pas de solutions.

Le schéma suivant illustre ce comportement :

Base de connaissance (K) Préférences (P)

Connaissances les plus
certaines

Buts les plus prioritaires

A A

n()

Buts les moins prioritaires

Connaissances les moins
certaines

Figure 5 Calcul de I'utilité optimiste d’une décision

Il faut noter que si les formules K et P sont construites avec N symboles propositionnels, alors la complexité de
cet algorithme est O(|L[*2").

1.4.3 Calcul de décisions pessimistes optimales

Déci si ons_Pessi m st es(K, P, D)

/1 K est une base de cl auses représentant |es connai ssances
/1 P est une base de cl auses représentant |es préférences

/1 D est |'ensenble des variabl es de déci sion

/1 Retourne o* |'utilité des neilleures décisions pessinstes
/] et ces décisions.

a — 1;

Tant que S =0 et a >0 faire
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/1 Cal cul des nogoods de K,
NG <« ML(Ky, O,D) /] 1%° passe, NG est une base intermédiaire
NG « MPL(NG , 0O, D) ; /1 2°™ passe : NG contient |es nogoods de K,
/1 sous forme de CNF
/1 Calcul du label de P'
S < ML(KOP, O,D) ; // 1%° passe, S est une base internédiaire
S « MPL(S ONG O, D) ; // 2°™ passe : S contient le |label de p
B -1
Tant que B > n(a) et S 0O faire
/1 Calcul "incrémental" du |abel de P

n(a)

/! On ajoute le calcul de la preniére passe a la 1*° passe
/1 du cal cul précédent

S <« S O ML(KE P, O0,D ;
S « MPL(S ONG O, D) ; // 2°™ passe : S contient le |abel de Pﬁ
Dec( B
Fin tant que
Si S=0 alors o max{ C_YQ, n(p} Finsi
Fin tant que
Ret our ner <a, S™>

Algorithme 11 Calcul de décisions optimales (utilité pessimiste)

Nous utilisons dans cet algorithme une propriété qui nous permet de calculer le label de la conjonction de deux
formules a et B dans BC a partir des impliquants P-restreints premiers de BC/Za et de ceux de BC/Zf3 . Elle est
basée sur le résultat suivant :

Lemme 5
Soit BC/ZFPg une base de clauses. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soient a et 3 deux formules de

FPs. IRP(BC” O(-=a O-.),P)?=IRP(BC U-a,P)” OIRP(BC O-2,P)".

Preuve :

) Soit E un impliquant P-restreint premier de BC” O (-~a@f ). Donc M modéle de BC” tel que
M EBC"”O(-aEf ) et MnP=E. Donc M [ (BC”0-a ) BC"O-B).
Soit M £ (BC” O-a) auquel cas E est un impliquant P-restreint de BCa , donc E | IRP(BCEa ,P).
Soit M £ (BC”0-P) auquel cas E est un impliquant P-restreint de BCEf , donc E E IRP(BCES ,P).
Donc E FIRP(BCZa ,P) OIRP(BCER ,P).
Nous avons donc IRP(BC" O(-=a 0-2),P)"F IRP(BC O-a,P)"” OIRP(BC O-4,P)".
0) Soit ECP tel que E E IRP(BC O-a, P)” OIRP(BC O-2,P)".
Soit E | IRP(BCZa ,P) donc E est un impliquant P-restreint premier de BC[Za . Donc O M tel que
MnP=E etM EBCEa EBCO-aEmf ). Donc E est un impliquant P-restreint de BCO(-~a=p ).
Soit E F IRP(BCER ,P) donc E est un impliquant P-restreint premier BCEB . Donc 0O M tel que
MnP=E etM EBCEHB EBCO(-a=f ). Donc E est un impliquant P-restreint de BCC(—-a=( ).
Donc E £ IRP(BC" O(-=a O-.),P)".

Donc IRP(BC O-a,P)” OIRP(BC O-24,P)"EIRP(BC” O(-a 0-.),P)".

Nous sommes maintenant capables d’exprimer une méthode de calcul du label d’une conjonction de formules.

Propriété 7 Calcul du label d’une conjonction de deux formules
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit H I’ensemble des symboles hypotheses de BC. Soient a et 3 deux formu-
les de FPs. Le label de a3 dans BC est :

IRP(IRP((BC“a ),H) ™ IRP((BC“FB ),H) ™ ONG™,H").

Preuve :

Il suffit de remplacer, en vertu du lemme précédent, dans la Proposition 30]IRP(BC{~a/#3 ),H)™ par
IRP((BC“Fa ),H) ™ IRP((BC“7B ),H)™ .

% @ dénote I'indice de la plus grande strate non vide de K moins certaine ou moins prioritaire que a.
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Il nous est maintenant possible de calculer «incrémentalement » le label d’une conjonction de formules qui
peuvent étre soit des clauses, soit des cubes. En effet, il faut que BC”/{-a/#f ) soit une base de clauses pour
calculer le label de la conjonction de a/B par la méthode des P-impliqués premiers, ce qui réduit a et 8 a des
littéraux. BC"/a et BC”/FB sont des bases de clauses.

Nous allons donc calculer le label de P*OPA- OPA-2 0.0P™@ en calculant d’abord le label de P?, puis le
label de P*OPP | puis le label de P*OPA-1 OP#-2 puis ... et enfin le label voulu.

Nous pourrions nous contenter de calculer seulement les impliquants P-restreints premiers des BC/Z pA puis
effectuer un seul calcul effectif de label sur I’ensemble des résultats obtenus. Il faut noter cependant que si le

label de P*OPA-1 [0...0PA est vide, avec 5 <n(a), alors il n"est pas nécessaire de continuer le calcul car on
sait déja que le label recherché est vide.

De plus, cette information nous permet de déterminer une borne inférieure de la prochaine strate a considérer. En

effet, supposons que le label de la formule P! OPA- [O0...0P” soit vide. Cela signifie que si d’autres informa-
tions ne sont pas ajoutées dans BC, alors on ne peut pas trouver de solutions d’utilité supérieure a n(B;) (car

B=n(a)).
Base de connaissances (K) Préférences (P)

Connaissances les plus
certaines

Buts les plus prioritaires

Buts les moins prioritaires

Connaissances les moins
certaines

Figure 6 Calcul de I'utilité pessimiste d’une décision

1.4.4 On ne peut pas faire d’'omelette ...

Nous allons maintenant illustrer ce que nous venons de voir sur un exemple tres connu en théorie de la décision :
celui de I’omelette de Savage [Savage 1954]. Le probleme est le suivant : on dispose dans un récipient d’une
omelette contenant 5 ceufs. On dispose d’un bol et d’un 6°™ ceuf. Malheureusement, on ne sait pas si cet ceuf est
bon. On a alors 3 actions possibles : casser quand méme I’ceuf dans I’omelette, au risque de perdre celle ci, cas-
ser I’ceuf dans le bol pour savoir si il est bon et selon le cas le mettre dans I’omelette ou le jeter, ou alors le jeter.
Le tableau suivant résume ce probleme de décision :

Actions possibles Etat du monde -
I’ceuf est bon I’ceuf est mauvais
Casser I’ceuf dans I’omelette Omelette a 6 ceufs Plus d’omelette
Casser I’ceuf dans le bol Omelette a 6 ceufs et un bol a laver | Omelette a 5 ceufs et un bol a laver
Jeter I’ceuf Omelette a 5 ceufs et un ceuf gaché | Omelette a 5 ceufs
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Voici ce probléme codé en logique propositionnelle tel qu’il est compris par notre prototype :

/1 g indique que |’ caf est bon (good),

/1 r indique que |’ oaf est pourri (rotten),

/'l x-oafs indique que |'on a une onelette a x-oafs

// cwindique qu'il y a un bol a laver (a cup to wash)
/1 we indique que |’'on a gaché un oaf (wasted egg)

/1 windique que |’ ormel ette est gachée (wasted onel ette)

/'l Les actions possibles sont

/1 BlIO casser |'oaf dans |'onelette (break in the onelette)
/'l BAC casser |’ caf dans |le bol (break apart in a cup)

/1 TA jeter |'oaf (throw it away)

/1 on code tout d' abord |es actions des décisions
I/ si |"oaf est bon et qu' on le net dans |'onelette,

/1 on obtient une onelette a 6 ocafs
BIO g -> 6-o0eufs ;

/1 si |"oaf est mauvais et qu' on le net dans |'onelette,
/] on perd |'onelette

BIOr ->w;

/1 si |"oaf est bon et qu on |le casse dans une tasse,

/1 on obtient une onelette a 6 ocafs

BAC g -> 6-oeufs ;

/1 si |"oaf est mauvais et qu' on | e casse dans une tasse,
/1 on obtient une onelette a 5 oafs

BAC r -> 5-o0eufs ;

/1 dans |l es deux cas, on aura un bol a |aver

BAC -> cw ;

/1 Si on jette un oaf qui est bon, on perd un oaf.
TA g -> we ;

/1 dans tous les cas on obtient un onelette a 5 cafs
TA -> 5-oeufs ;

/] On décrit mmintenant |es contraintes de représentation

/1 un oeuf est soit bon, soit mnauvais.
gr ->
-> g r

/1 on a soit une onmelette a 5 oufs soit une onelette a 6 ocafs
/1 soit une onel ette gachée

5-oeufs 6-oeufs -> ;

5-oeufs w-> ;

6-oeufs w-> ;

-> 5-o0eufs 6-oeufs w ;

/1 on ne peut pas avoir une onelette a 6-oeufs et un oaf gaché
6-oeufs we -> ;

/1 il faut prendre une et une seul e décision
-> BIO BAC TA ;

Bl O BAC -> ;

BAC TA -> ;

BIO TA -> ;

Ces connaissances sont certaines et se trouverons dans K*. L’incertitude va concerner le fait que I’ceuf est bon ou
mauvais. Nous allons utiliser une échelle L = {O=TITI < TUTU < TATA < TOTO < TUX <ZORK = 1} afin de
souligner que seul I’ordre sur L est important. Supposons que nous pensions que I’ceuf est bon avec une certitude
TATA. Nous allons donc fournir la base de connaissances suivante a notre oultil :

Il nous faut maintenant expliciter de la méme maniere les préférences entre les différents états-buts.
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===== ZORK
// on veut a tout prix manger une onelette
-> 5-oeufs 6-oeufs ;

===== TUX

/] et si possible ne pas gacher d’ oaf

we ->

===== TOTO

Il si |'omelette a 6 ocafs on préfére ne pas avoir a laver |le bol

6-oeufs cw -> ;

===== TATA

/'l on préférerait manger une onelette a 6 oeufs

-> 6-oeufs ;

===== TUTU

/'l idéal ement, on voudrait ne pas avoir a laver |le bol
cw->

===== TI| Tl

On peut maintenant appliquer nos deux algorithmes :

Eat Pinlatype
Fchier Fdios Base (WS  Déckion OWR Complation Aspect Akl

Charger Bs prélfrences S
1 -
Amicher lBE CONNAiSEANCES [
saana TOTI AfMicher les priférences
F &2l l'oesl=tte 5 & orufp e [ i) laver le bol
gkl oW == 1
ki @ opEmsE
mmmmm TATA Ml i@ pesarsie
A of préféreraic mangeE g Chelfrre & & gelfs
- G-geuts
ammma TUTIT
F idéal=ment, on voudcait me par s=odr & Llawer le bol =
W =h H é%
S—— L=

Ears ds connaissanos chacpes

Freferencea chazgeez

Drilité oprimiace : ZORK

Folutions optimales o [[BHIO)]

Utilits peEaaimiate : TATA

Talurions optimalea @ [(BIDY, |BRCH]
Echells [ZOPE, T, TUTD, TATA, TOUO, TITI]

En ce qui concerne le point de vue optimiste, on trouve un impliquant D-restreint de KOOP : BIO. Donc la déci-
sion optimiste optimale est BIO et son utilité est ZORK.

En ce qui concerne le point de vue pessimiste, le label de P™ dans K' est vide. On cherche donc la prochaine
strate non vide de K : K™, le label de P™* dans K'OK™™ est cette fois-ci non vide. Tout comme le label de
PT°T°. On ne va pas plus loin car n(TATA) = TOTO. On trouve donc deux solutions optimales : BIO et BAC.
L’utilité de ces décisions est TATA.
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2.1 Introduction de I'incomplétude dans MPL

2.1.1 Principe

Nous avons vu que la particularité de notre algorithme nous permet de garantir qu’un impliquant P-restreint est
premier sans pour autant avoir a les produire tous. Nous pouvons utiliser cette propriété pour rendre notre algo-
rithme « incomplet », c’est a dire que seule une partie des impliquants P-restreints premiers sera retournée.

La premiére méthode pour rendre notre algorithme incomplet est de s’arréter dés qu’un nombre donné de solu-
tions est atteint : « chercher 10 impliquants P-restreints premiers de BC ». Chercher 1 impliquant P-restreint
premier revient a résoudre le probleme SAT sans la simplification par littéraux purs et avec un ordre sur les
littéraux de P. Cette méthode se justifie si toutes les solutions ont méme « valeur », c’est & dire que parmi les
solutions il n’y a pas de bonne ou de mauvaise solution. Par exemple, on cherchera une maniére de restaurer la
cohérence dans la base de connaissances, un diagnostic minimal consistant, etc.

La seconde méthode consiste a arréter le calcul au bout d’un temps donné : « chercher des impliquants P-
restreints premiers pendant 10 secondes ». On peut alors imaginer une version « anytime » de notre algorithme.
Le principe d’un algorithme «anytime » est que la qualité de la réponse augmente si on augmente le temps
d’exécution de I’algorithme. Dans notre cas, la qualité sera mesurée en nombre d’impliquants P-restreints pre-
miers trouvés par rapport au nombre total d’impliquants P-restreints premiers.

Nous ne rentrons pas sur le détail des modifications a apporter a MPL pour implanter ces deux notions
d’incomplétude. Elles sont triviales : il suffit d’ajouter un compteur de solutions dans le premier cas et une borne
temporelle dans le second.

Nous avons tout d’abord pensé introduire les algorithmes incomplets de type GSAT pour effectuer le test de
satisfaction dans MPL. Or bon nombre de ces tests sont des preuves d’inconsistance. Il n’est donc pas intéressant
d’utiliser une approche incompléte dans ce cadre car elle effectuerait a chaque test inconsistant MAX-
TRIES*MAXFLIPS flips.

Son utilisation nous semble plus adaptée a la production d’impliquants P-restreints premiers en utilisant le méme
principe d’ajout de clauses de minimisation que dans MPL. Nous allons présenter une méthode de production
d’impliquants P-restreints premiers basée sur la minimisation de modéles fournis par un algorithme de satisfac-
tion. Nous verrons que cette méthode est parfois plus pratique que MPL pour obtenir un sous-ensemble des im-
pliguants P-restreints premiers d’une base de clauses.

2.1.2 Minimisation d’un impliquant
Une méthode simple pour produire un seul impliquant P-restreint premier est d’utiliser un algorithme de satisfac-
tion normal (un Davis et Putnam par exemple) et de le modifier afin qu’il retourne I’impliquant trouvé au lieu de
la simple réponse vrai ou faux. Une fois cet impliquant trouvé, il suffit d’effectuer un nombre polynomial de
tests de satisfaction pour minimiser sa restriction a P. On peut aussi dans ce cadre utiliser les algorithmes incom-
plets les plus performants pour obtenir un impliquant.

Lemme 6
Soit a une formule propositionnelle. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit E;[J E, O P. OE”un impli-
quant P-restreint de o tel que E; 0 E O E, ssi alJE;"(P\E2)* consistant.

Preuve :
c’est une généralisation de la Proposition 19]page

) Soit E” un impliquant P-restreint de o tel que E; 0 E O E,. D’aprés la on a
alE"C(P\E)® consistant. Or E10E donc E;n(P\E) = O, donc alE,;"(P\E)® [z . De méme, ECIE2,
donc (P\E2)(P\E) et comme E10E2, (P\E2)nE1=0. Donc alE;"(P\E,)" |2 .
0 ) Soit alE,"(P\E,)® [ 0. Donc M modeéle de alJE;"T(P\E,)® tel que MnP=E. E" est donc un
impliquant P-restreint. Comme M satisfait E;~, on a E,[JE. De plus, comme M satisfait (P\E2)& ,
En(P\E2)=01, c’est a dire ELIE,. Onadonc E; O E O E,.
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On en déduit un algorithme de calcul d’impliquant P-restreint premier a partir d’un impliquant M.

Nous savons qu’il existe un impliquant P-restreint premier E tel que ECOMnP. De plus I E. Nous avons donc
un encadrement E;=00 et E;=MnP de E. Nous allons ensuite choisir un élément e de E,\E; et considérer E’2 = E,
\ {e}. En appliquant le lemme précédent sur le nouvel encadrement (E,, E,’), nous pouvons déterminer si [Jun
impliquant P-restreint entre ces deux valeurs. Si oui, on réitére le processus avec E, = E,’. Sinon on ajoute e dans
E,. En effet, comme Oun impliquant P-restreint qui contient e, et [0d’impliquant P-restreint qui ne contient pas e,
cela signifie que e appartient a I'impliquant P-restreint premier E recherché. Donc E est maintenant encadré par
E; O {e} O E O E,. Et on réitere le processus jusqu’a E; = E,. Cela arrive forcément car E; [0 E, au départ et
MnP est fini, donc E, aussi, et a chaque étape, soit un élément de E, est enlevé, soit un élément de E, est ajouté
é El-

Propriété 8
Soit a [JFPs. Soit M un impliquant de a. Soit P un ensemble consistant de littéraux. E,=MnP.
E14— 0 )
Tant que E,LE, faire
e <« un élénment de E)\E ;
E' =E\ {e} ;
S adE.(P\Ey) )% O alors
E. « E D{ e}
Si non
E - E
Fi nsi
Fin tant que
Aprés exécution de cet algorithme, E;”est un impliquant P-restreint premier de a.

Cet algorithme permet de trouver UN impliquant P-restreint premier de a. E peut en contenir PLU-
SIEURS.

Cette méthode est utilisée par [Palopoli, et al. 1999] pour calculer les impliquants premiers d’une for-
mule a I’aide de la programmation linéaire en nombre entiers 0-1. Petite différence : au lieu de calculer
un impliquant premier a partir de I'impliquant, ils les produisent tous.

On peut donc, a partir d’une formule a et d’un modele de a, trouver un impliquant P-restreint premier de a en
au plus [IMnP| tests de consistance. Le modéle peut étre donné par un algorithme énumeératif classique, ou plus
judicieusement un algorithme de recherche locale si la base de connaissances est grande. Le test de consistance
par contre doit étre effectué par un algorithme de recherche complet.

On peut déduire de la propriété précédente un algorithme incrémental de production d’impliquants P-restreints
premiers. A la différence de notre procédure MPL, elle utilise uniquement des prouveurs SAT traditionnels.

M ni m sati onDeModél es(BC, MAXSQOL)
/1 Retourne MAXSCL inpliquants P-restreints preniers de BC
M — Modél e_de(BQO)
PIRP « O ;
/1 on cherche MAXSOL inpliquants P-restreints premers
Tant que M# null et |PIRP|<MAXSOL faire
/1 initialisation de |’ encadrenent
E; « Mn P
E - O}
/1 tant que E[E;
Tant que E2\E1 # O faire
Soit e un él ément de E2\E1 ;
E' - E2\ {e} )
/] test de consistance
Si BCOEOPVEy))?EDalors E; « B O{f e}
sinon E; - E’
Fi nsi
/1 La minimsation est term née, E1=E2 est un inpliquant P-restreint premer
PIRP —« PIRP O {E ;
// on ajoute sa négation a |a base pour ne pas |le retrouver.
BC - BC O {E™} ;
M — Modeél e_de(BC) ;
Fin tant que
Ret our ner PI RP
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La fonction Modele_de(BC) utilise un prouveur SAT traditionnel pour retourner un modele si la base est consis-
tante, et null sinon. Il faut pour cela modifier un peu la procédure de Davis et Putnam, en gardant la trace des
littéraux satisfaits. Dans le cas d’un algorithme incomplet, il suffit de retourner le modéle trouvé, ou null sinon.
Le test de consistance doit étre effectué par un algorithme complet.

2.1.3 Comparaison

Nous allons essayer cette méthode avec un algorithme de Davis et Putnam classique (heuristique MOMS), notre
implantation de la méthode de recherche locale WSAT (MAXTRIES=5, MAXFLIPS=10000, noise=0,5), et la
comparer avec notre méthode incompléte s’arrétant dés I’obtention d’un impliquant P-restreint premier. C’est ce
que montre le graphique suivant : nous faisons varier le ratio de 1 a 6.5 afin d’obtenir des formules ayant un
nombre de modéles variable. Le pourcentage des symboles appartenant au sous-langage est 50%, pour 100 va-
riables propositionnelles. Comme il est difficile de comparer le nombre de nceuds développés par une méthode
de recherche systématique avec le nombre de flips d’une méthode de recherche locale, nous utilisons deux échel-
les différentes. En ce qui concerne le nombre de nceuds de la procédure de Davis et Putnam et le nombre de flips
de WSAT, ils ne comprennent pas le nombre de nceuds nécessaires a la minimisation de I’impliquant P-restreint
premier. C’est pourquoi nous présentons pour ces deux méthodes la proportion du temps consacré a la minimisa-
tion de I'impliquant trouvé. Nous donnons aussi le temps passé par chacune des méthodes pour trouver un seul
impliquant P-restreint sur 100 bases. Nous avons stoppé la méthode de recherche locale quand les instances sont
devenues inconsistantes car les temps de résolution devenaient énormes (et constants !).

Comparaison des différentes méthodes de production d'un seul impliquant P-restreint premier
(VAR=100, SUB=50) : nombre de noeuds
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s =
b 3
2 20000 3000000 g
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o €
=4 o
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© 4 2000000
5
£ 10000
z
-+ 1000000
5000 -
O -00000000000644000600000000000¢ A}
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|-=—DavPut  IncompleteMPL —8—WSAT |

La premiere chose que I’on remarque est que notre méthode IncompleteMPL et la procédure de Davis et Putnam
on un comportement similaire. Le nombre de nceuds plus important pour IncompleteMPL correspond aux
contraintes de branchement que nous imposons pour garantir la minimalité de la solution. Pour la méthode
incomplete, dés qu’une instance inconsistante apparait, les temps de résolution explosent. Remarquons que
WSAT a trouvé un impliquant pour chaque base jusqu’au ratio 3,8. Quelques instances semblent difficiles pour
incompleteMPL parmi les bases sous-contraintes, alors qu’elles ne le sont pas pour les autres méthodes. C’est
sans doute a cause de I’emplacement du premier impliquant P-restreint premier dans I’arbre de recherche.

Intéressons nous maintenant aux temps de calcul de chacune des méthodes.
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Comparaison entre les différentes méthodes de production d'un impliquant P-restreint premier
(VAR=100, SUB=50) : le temps
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Contrairement a ce que nous pensions intuitivement, il n’y a pas beaucoup de différence entre notre version de
MPL avec arrét au premier impliquant P-restreint premier trouvé et I’utilisation d’un prouveur SAT traditionnel
pour rechercher un seul impliquant P-restreint premier. Le premier trouve rapidement une solution malgré les
contraintes sur les variables de branchement sur les instances trés sous-contraintes (ratio<2). Comme elle est
minimale, le temps gagné sur les autres méthodes est important car ces derniéres passent jusqu’a 80 % de leur
temps a minimiser I’impliquant P-restreint trouve (cf. graphiques ci-dessous).

Proportion entre le temps passé & la recherche d'un impliquant et sa minimisation (VAR=100, Proportion entre le temps passé & chercher un modele et le temps de sa minimisation (VAR=100,
SUB=50, algorithme DP) SUB=50, algo WSAT)

o !
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[B Minimisation B Recherche d'un impliguant Ratio [B Minimisation B Recherche Modgle Ratio

Les résultats de WSAT sont a peine meilleurs que ceux de DP dans cet exemple : nous pensons que cela est dii a
notre implantation qui n’est pas optimisée pour la recherche locale (entre 2000 et 2500 flips par seconde pour
des bases 3-SAT 100 variables 500/600 clauses sur une SUN ultra 5 300 Mhz). On remarque aussi que le temps
passé a la minimisation semble plus élevé dans le cadre de WSAT : cela s’explique sans doute par le fait que DP
travaille sur des impliquants et WSAT sur des modeles, donc I'impliquant P-restreint fourni par WSAT est sans
doute plus grand que celui fourni par DP en moyenne.

Mais ce test correspond a une taille du sous-langage pour laquelle I’heuristique sur I’énumérations des impli-
quants P-restreints semble bien fonctionner (cf. page . Nous avons effectué ce méme test pour maintenant un
sous-langage comportant 20 % des variables propositionnelles. Les résultats obtenus sont différents :
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Comparaison des algorithmes de recherche d'un impliquant P-restreint premier
(VAR=100, SUB=20) : le temps
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IncompleteMPL est le plus performant jusqu’au ratio 3 environ, ensuite il devient beaucoup plus mauvais qu’une
approche par minimisation d’impliquant. Ce qui semble confirmer que I’heuristique est trés mauvaise lorsque le
ratio concerne 20 % du sous langage : dés que le nombre de modeles diminue et que leur recherche devient diffi-
cile, IncompleteMPL met beaucoup de temps avant de trouver une premiére solution. On préférera donc une
méthode par minimisation d’impliquants a IncompleteMPL pour chercher quelques impliquants P-restreints
premiers.

2.2 Calcul du degré de croyance d’une formule

« Votre voiture souffre de pannes intermittentes. Les charbons du démarreur restent bloqués avec une probabili-
té X. Un court-circuit dans I’éclairage peut se produire avec une probabilité Y. Les essuies glaces marchent une
fois sur deux. Pour aller a I’Université, il faut que la voiture démarre, que I’éclairage fonctionne s’il fait nuit et
que les essuies glaces fonctionnent s’il pleut. Imaginons que vous deviez faire cours a 7h45 au mois de décem-
bre : il fait nuit et il pleut. Quelle est la probabilité de ne pas pouvoir aller a I’'Université ? »

Dans cet exemple, nous disposons de probabilités pour une partie des faits : ceux concernant le fonctionnement
de la voiture. A partir de ces probabilités (plus I’hypothése de leur indépendance), nous pouvons déduire une
distribution de probabilités sur I’état de la voiture (par exemple, la probabilité que la voiture démarre, que les
feux et les essuies glaces fonctionnement est (1-X)*(1-Y)*0,5). On cherche alors une probabilité pour un fait qui
ne concerne pas directement le fonctionnement de la voiture, mais qui en découle. Cette mesure est appelée un
degré de croyance [Dempster 1967, Shafer 1976].

D’un point de vue logique, on peut coder notre petit probléeme par :

BC = {nuit Ab(Eclairage) fac , pluie Ab(EssuiesGlaces) fac , fac Ab(Démarrage) , pluie, nuit}.
Certains auteurs ont montré que le degré de croyance recherché peut étre interprété comme la probabilité de
prouver —fac dans BC [Pearl 1988, Provan 1989, Smets 1993].

Le label de =fac dans BC, en considérant comme hypothéses les propositions d’anormalité, est
{{Ab(éclairage)},{Ab(EssuiesGlaces)},{Ab(Démarrage)}}. Connaissant les probabilités de pannes des différents
composants, on souhaite calculer a partir de ce label le degré de croyance de —fac (ce qui est différent de calcu-
ler la panne la plus probable). C’est ce que propose [Provan 89] en établissant la relation entre le degré de
croyance d’une formule et son label dans I’ATMS. Nous avons utilisé ce résultat dans [Le Berre/Sabbadin 1997]
pour la décision dans I’incertain qualitatif dans le cadre du « diagnostic et réparation ».

Nous présentons ici une solution algorithmique permettant de calculer le degré de croyance d’une formule lors
du calcul de son label et non aprés comme I’a proposé [Provan 1989]. Nous commengons par définir la notion de
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fonction de croyance dans le cadre de la théorie des ensembles [Dempster 1967, Shafer 1976], puis nous don-
nons son équivalent logique, la probabilité de déductibilité [Pearl 1988, Provan 1989, Smets 1993]. Nous décri-
vons ensuite les liens entre le label d’une donnée et sa croyance en nous basant sur les travaux de [Provan 89].
Nous montrons enfin comment modifier MPL pour calculer le degré de croyance d’une formule.

2.2.1 De lathéorie de Dempster-Shafer a ’ATMS

Dans la théorie de Dempster-Shafer (DS dans le reste du document), une fonction de masse associe des poids a
des sous-ensembles quelconques.

Définition 57 (fonction de masse)
Soit X un ensemble. m : 2% _. [0,1] est une fonction de masse ssi m Vérifie les propriétés suivantes :
- m(E) =1
EOX

- m(5)=0.

A partir d’une fonction de masse, il est possible de déduire deux mesures sur 2% : la croyance et la plausibilité.

Définition 58 (fonction de croyance)
bel : 2° - [0,1] est une fonction de croyance ssiil existe une fonction de masse m telle que [E[X,
bel(E)= m(F).

FOE

Définition 59 (fonction de plausibilité)
pls : 2% _ [0,1] est fonction de plausibilité ssi il existe une fonction de masse m telle que ZE /X,
PIS(E) = m(F) ~ =1 - Bel(X\E).

EnFz0

Certains auteurs ont montré qu’un degré de croyance d’une formule peut s’interpréter comme la probabilité de sa
prouvabilité [Pearl 1988, Provan 1989, Smets 1993]. Dans ce cadre, on dispose de distributions de probabilités
pour chaque élément d’un ensemble H de symboles du langage, dont on calcule une probabilité jointe par
I’hypothése d’indépendance sur les H-interprétations du langage (X = 2).

Exemple: H = {H;H,Hs}. P(H)=0,8 , P(H»=0,4 et P(H3)=0,7. On en déduit p({HiH,—~Hs}) =
P(H.)*P(H,)*(1-P(H3)) = 0,8*0,4*0,3 = 0,096

Smets appelle probability of deductibility d’une formule a dans une base BC la somme des probabilités des élé-
ments de X consistants avec BC qui satisfont a. Il montre que cette mesure est une fonction de croyance sur
I’ensemble des interprétations du langage (en associant a chaque formule du langage I’ensemble des H-
interprétations qui la satisfont).

Définition 60 (probabilité de déductibilité)

Soit BCFPs. Soit a/FPs une formule. Soit H/7. Soit X=2" I’ensemble des H-interprétations. Soit p une distri-
bution de probabilités sur les éléments de X.

Pasa(0)= p(l).

10X ,1|=a,l|I=BC

Remarque : Si S = H alors la croyance d’une formule est sa probabilité. Si maintenant H est vide, alors toute
formule a conséquence logique de BC aura pour croyance 1 et les autres formules auront pour croyance 0.

[Provan 1989] montre la relation entre le label d’un ATMS et le degré de croyance de la théorie de DS. On con-
sidére ici des environnements généralisés (des environnements contenant des négations d’hypotheses). Ces envi-
ronnements ont une particularité : ils sont mutuellement exclusifs (si on les interpréte comme la conjonction de
leurs éléments).

Définition 61 (formules mutuellement exclusives ou indépendantes)
Deux formules a et 3 sont indépendantes ssi elles ne contiennent pas les mémes symboles propositionnels et
sont exclusives ssi a OB = 0.

¥ EnF#£0 ssi E O (X\F) ssi F O (X\E)

Page 114



Variations autour de MPL

La notion de croyance d’une formule [ est alors proche de la notion de label de cette formule car ce dernier indi-
que les cubes a satisfaire pour prouver (3 a partir de a. En termes de H-interprétation, cela revient a donner de

maniére compacte un ensemble de H-interprétations : Label(B)= {{Hi}} représente en réalité
{{H1,~Hy,Hz},{H1,H,,H3},{H1,=H,,~H3},{H:,H,,—~H3}}. 1l faut enlever de ces H-interprétations celles qui con-
tiennent un nogood. Si {H,Hs} est un nogood par exemple, il ne faudra comptabiliser que

{{H1,~Hy,Hz},{H1,~H,,~H3}{H1,H,,—H3}}. C’est ce que nous pouvons schématiser de la fagon suivante :

{H1,H2,H3} {H1,~H2,H3} {H1,H2,~H3} {H1,~H2,~H3}

{~H1,H2,H3} {~H1,-H2 H3} {~H1,H2,-H3} {~H1,~H2,~H3}

Les cases grisées représentent les H-interprétations qui satisfont le label de 3 (H,) et les cases entourées celles
qui satisfont les nogoods (H,[OH5). La croyance de B (normalisée) est donc la somme des probabilités associées
aux cases grisées non entourées divisée par la somme des masses de cases non entourées.

Plus formellement, en notant [E] = {F | FOX et FFEE} on peut définir la croyance de 3 dans a par : bel(8) =
masse([label(B)]) - masse([label(B)]n[nogoods]) /(1 - masse([nogoods]).

Provan présente a partir de ces observations une méthode de calcul de la croyance d’une formule a partir d’un
ATMS :

1. Utiliser un ATMS pour calculer les nogoods de a et le label de la formule (3 Label(B)={L4,...,Ln}
2. Transformer le label de B en une expression booléenne a= L,"0..00," et chercher une formule a’= a dé-
composable en formules mutuellement exclusives ou indépendantes.
3. Calculer la probabilité de déductibilité P de cette expression a partir des probabilités des Hi en utilisant les
propriétés suivantes :
Pgea(L))=0
Pgea(Hi)=p(Hi)
Pgea(—=Hi)=1-p(Hi)
Paed(FOG)=Pyea(F)*Paea(G) &l
Paed(FLIG)=Paed(F)*+Posa(G)-Paea(FLUG) ™
4. Répéter les opérations 2 et 3 pour les nogoods et les environnements contenant & la fois un nogood et un
élément du label.
5. Utiliser la formule bel(B) = (P([label(B)]) - P([label(B)]n [nogoods])) /(1 - masse([nogoods]) pour détermi-
ner la croyance de B.

2.2.2 Exemples (issus de [Provan 1989])
Exemple 1 : sans nogood

a={ Probabilités
x1, P(A1)=0,5
X6, P(A2)=0,7

X1 Al X2, P(A3)=0,8

X2 A2 X3, P(A4)=0,6

x1 A3 x4, P(A5)=0,9

x4 A4 X5,

x2 x4 A5 x5}

Il n’y a pas de nogoods dans a. Prenons par exemple le label de x5 : {{A3,A4},{A1,A3,A5}}. A partir de ce
label on peut construire la formule (A30A4)(AL10A3AS). Les deux cubes de cette formule ne sont pas mu-
tuellement exclusifs ou indépendants (MEI*') car ils contiennent tous les deux A3. On a deux solutions pour
remplacer cette formule par une formule logiquement équivalente sous forme MEI :

1. Factoriser A3:

0 Cela provient de la relation classique en probabilités p(An B)=p(A)+p(B)-p(A0B) pour A et B deux ensembles quelconques. Notons que

si E et F sont deux formules exclusives (ECFED) alors on obtient masse(ECF)=masse(E)+masse(F).
41
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A3 (A4 O (ALOAS))
2. Rendre les 2 cubes mutuellement exclusifs a I’aide de I’équivalence a [0b =a O (-alb) :

(A30A4)ALOA3E A40IA5)

Il n’y a pas beaucoup de différence ici. Par contre, si nous avions choisi d’utiliser A1 pour rendre les cubes
mutuellement exclusifs, on obtiendrait (- A10A30A4)[((A10A3E A40AS5)(ALOA30A4). 1l peut donc y
avoir plus de cubes qu’au départ. Cette méthode peut donner une formule de taille exponentielle relative-
ment a celle de la formule de départ.

Nous pouvons Vérifier qu’en calculant les masses associées a ces deux formules nous obtenons bien le méme
résultat : P(A3(A4L(ALOASL))) = P((A3UA4)(ALOA3E A40IA5G)) = p(A3)p(A4) + p(AL)p(A3)p(A5) -
P(AL)p(A3)p(A4)p(AS).

On en déduit la croyance de x5 dans a : 0,8*0,6+0,5*0,8*0,9-0,5*0,8*0,6*0,9 = 0,48+0,36-0,216 = 0,624

L’intérét d’utiliser une formule DNF mutuellement exclusive est qu’il est alors trés simple de calculer la masse
de cette formule : il suffit de faire la somme des masses de ses cubes.

Exemple 2 : avec nogoods

Ajoutons maintenant la clause x2 A6 x4  dans a, avec m(A6)=0,4. Nous obtenons maintenant un nogood

{A1,A3,A6}.

Le label de x5 ne change pas. Par contre, son degré de croyance va changer : nous allons devoir normaliser la
masse du label pour ne prendre en compte que les formules de X consistantes avec a.

Nous représentons sur le schéma suivant I’ensemble des éléments de X, en grisé ceux appartenant au label de x5,
ceux contenant un nogood étant entoureés.

I {A1,A2,A3,A4,A5A6} ” {A1,A2,A3,A4,A5,-A6} || {A1,A2,A3,A4,-A5,A6} ” {A1,A2,A3,A4,-A5,-A6}

{A1,A2,A3,-A4,A5A6} ” {A1,A2,A3,-A4,A5,-A6} || {A1,A2,A3,-A4,-A5A6} ” {A1,A2,A3,-A4,-A5,-A6}

{A1,A2,-A3,A4,A5 A6} || {A1,A2,-A3,A4,A5,-A6} | | {A1,A2,-A3,A4,-A5 A6} || {A1,A2,-A3,A4,-A5,-AB}

{A1,A2,-A3,-A4,A5 A6} || {A1,A2,-A3,-A4,A5,-A6} || {A1,A2,-A3,-A4,-A5,A6} || {A1,A2,-A3,-A4,-A5,-A6}

{A1,-A2,A3,A4,A5 A6}

{A1,-A2,A3,A4,A5,-A6}

{A1,-A2,A3,A4,-A5,A6}

{A1,-A2,A3,A4,-A5,-A6}

{A1,-A2,A3,-A4,A5 A6}

{A1,-A2,A3,-A4,A5,-A6}

{A1,-A2,A3,-A4,-A5 A6}

{A1,-A2,A3,-A4,-A5,-A6}

{A1,-A2,-A3,A4,A5A6}

{A1,-A2,-A3,A4,A5,-A6}

{A1,-A2,-A3,A4,-A5 A6}

{A1,-A2,-A3,A4,-A5,-A6}

{A1,-A2,-A3,-A4,A5,A6}

{A1,-A2,-A3,-A4,A5,-A6}

{A1,-A2,-A3,-A4,-A5A6}

{A1,-A2,-A3,-A4,-A5,-A6}

{-A1,A2,A3,A4,A5 A6}

{-A1,A2,A3,A4,A5,-A6}

{-A1,A2,A3,A4,-A5 A6}

{-A1,A2,A3,A4,-A5,-A6}

{-A1,A2,A3,-A4,A5 A6}

{-A1,A2,A3,~-A4,A5,-A6}

{-A1,A2,A3,-A4,-A5,A6}

{-A1,A2,A3,-A4,-A5,-A6}

{-A1,A2,-A3,A4,A5A6}

{-A1,A2,-A3,A4,A5,-A6}

{-A1,A2,-A3,A4,-A5,A6}

{-A1,A2,-A3,A4,-A5,-A6}

{-A1,A2,-A3,-A4,A5,A6}

{-A1,A2,-A3,-A4,A5,-A6}

{-A1,A2,-A3,-A4,-A5A6}

{-A1,A2,-A3,-A4,-A5,-A6}

{-A1,-A2,A3,A4,A5A6}

{-A1,-A2,A3,A4,A5,-A6}

{-Al1,-A2,A3,A4,-A5,A6}

|| {-A1,-A2,A3,A4,-A5,~-A6} |

{~A1,~A2,A3,-A4,A5 A6}

{~A1,-A2,A3,-A4 A5,-A6}

{~A1,-A2,A3,-A4,-A5 A6}

|| {~A1,-A2,A3-A4,-A5,-A6} |

{~A1,~A2,-A3,A4,A5 A6}

{~A1,-A2,~A3,A4 A5,-A6}

{~A1,-A2,-A3,A4,-A5 A6}

|| {~A1,-A2,-A3,A4,-A5,-A6} |

{~A1,~A2,-A3,-A4,A5 A6}

{~A1,-A2,-A3,-A4 A5 -A6}

{~A1,-A2,~A3,-~A4,-A5 A6}

|| {~A1,-A2,-A3,-A4,-A5,-A6} |

Ensemble d’environnements Formule ME associée Masse
Label(x5)= {{As,As}.{A1,As,As}} (AsDA) A A3 ALAG) 0,624
Nogoods={{A;,As,As}} A 0ALAg 0,16
[Label(x5)]n [Nogoods]={{A1,As,As,Ac} {A1,A3,A5Act} | (A1TATATA) (A TAsG AOAsCA;) | 0,1536
[Label(x5)]\[Nogoods]= (A30A4E A5F A6)(—ALOA30A40A |0,4704
{{A3,A4,-A5-A6}{-A1,A3,A4,A6} {A1A3,A5-A6} | 6)(ALCA3CASE AG)(-A1LA3CA40
{-A1,A3,A4,A5-A6}} A5 A6)
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On en déduit la croyance de x5 : bel(x5)=(0,624-0,1536)/(1-0,16) = 0,56

2.2.3 Aspects calculatoires

Le point délicat de la méthode présentée par Provan est I’obtention de formules mutuellement exclusives ou
indépendantes. Il propose donc de transformer ce probléme en un probléme équivalent largement traité dans la
théorie des graphes : le « network reliability problem» (trouver la probabilité qu’un chemin existe entre deux
nceuds d’un graphe dont les arcs sont valués par des probabilités). Nous n’allons pas rentrer ici dans le détail de
ce probléme.

Nous proposons de calculer le label (et les nogoods) directement sous la forme de cubes mutuellement exclusifs,
grace a notre second calcul d’impliquants P-restreints, ce qui nous permettra de calculer en méme temps la pro-
babilité de ce label (ou ces nogoods). En effet, nous avons vu que la probabilité associée a une formule est la
somme des probabilités des H-interprétations qui permettent de la déduire. Lors de notre seconde passe, la base
gue nous traitons ne contient que des littéraux de H. Notre algorithme de calcul d’impliquants H-restreints pre-
miers effectue donc une énumération complete des H-interprétations. On peut donc utiliser une variante de cet
algorithme afin de calculer le degré de croyance d’une formule en notant que :
- Un H-impliquant est une représentation compacte d’un ensemble de H-interprétations, et que la
probabilité d’un impliquant est égale a la somme des probabilités de ces H-interprétations.
- Un Davis et Putnam sans arrét au premier impliquant permet de calculer une couverture
d’impliquants d’une formule.
- Ces impliquants sont mutuellement exclusifs.

Nous sommes donc en mesure de calculer, pour toute formule CNF BC telle que BC est constituée uniquement
de littéraux purs :

- a=IRP(BC,P)” =BC la disjonction des impliquants P-restreints premiers de BC,

- o =BC une couverture d’impliquants mutuellement exclusifs de BC.
Bien sir, a=a’. Nous pouvons donc relativement facilement obtenir notre label (nos nogoods) sous forme ME.

Nous allons de plus utiliser une autre particularité de notre méthode afin d’éviter certains calculs nécessaires
lorsque le calcul du degré de croyance est effectué a partir des données de I’ATMS. On note en effet dans la
méthode de Provan la nécessité de calculer le degré de croyance de [label(B)]n[Nogoods]. Cela provient du fait
qu’un label représente un ensemble de H-interprétations, dont certaines sont inconsistantes avec la base. Il faut
donc enlever la probabilité de ces H-interprétations inconsistantes a la masse du label. Dans notre cas, nous dis-
posons de plus d’informations. En effet, nous ajoutons a la base la négation des nogoods : on peut considérer que
nous n’énumérons que les H-interprétations consistantes avec la base. Nous obtenons une formule a’ dont les
cubes représentent seulement des ensembles de H-interprétations consistantes avec BC. Nous n’avons donc pas a
calculer I’intersection du label et des nogoods ni a calculer sa probabilité.

En ayant en plus connaissance des probabilités associées a chaque symbole hypothése, nous sommes alors en
mesure de calculer directement la masse d’un label ou des nogoods. Si nous reprenons I’exemple 1 et que nous
regardons les branches développées par MPL, on trouve bien deux solutions mutuellement exclusives (nceud 2)
logiquement équivalentes a notre label.
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A3 (08)

—A4 (0,4) A4 (0,6)

<]

A5 (09)

Al (05)

Mais cela ne suffit pas. Reprenons maintenant I’exemple 2. Voici I’arbre développé par notre algorithme pour
trouver le label de x5 : {{A3,A4},{A1,A3,A5}}.

A3 (0,8)
~A1 (0,5 Al (0,5)
A4 (0,6) ~A6 (0,6) SN A6 (04)
-~
-~
5] ™10 !
~A4 (0,4) A4 (0,6)

X

Les branches en pointillés ne sont pas développées car elles produisent soit un impliquant P-restreint non mini-
mal (nceud 9) soit un nogood (nceud 10). Nous voyons dans I’arbre que les deux solutions se rejoignent au nceud
2. Si I’on ajoute = Al dans le premier environnement, alors on obtient bien deux environnements mutuellement
exclusifs. Malheureusement, la formule associée (=A10A30A4)[(ALCA3CAS) n’est pas logiquement équiva-
lente a (A3UA4)[(ALCA3CAS).

A5 (0,9)

Pourquoi ? Tout simplement parce que nous utilisons 2 propriétés des impliquants P-restreints premiers dans
notre calcul :
- Une formule construite a partir d’un ensemble consistant de littéraux P est logiquement équivalente
a la disjonction de ses impliquants P-restreints premiers.
- Ajouter la négation des nogoods a cette formule nous permet d’en empécher la production par
I’algorithme.

La premiére propriété n’est plus applicable lorsque I’on cherche une couverture d’impliquants « quelconques ».
Nous devons donc enlever le test de minimalité en ce qui concerne le parcours de I’arbre de recherche afin de
calculer réellement une couverture d’impliquants (on retombe alors sur une utilisation classique de DP pour
calculer une couverture d’impliquants [Mazure/Marquis 1996, Schrag 1996]). Elle sera seulement utilisée pour
ne mémoriser que les impliquants P-restreints premiers.

En ce qui concerne les nogoods, on peut considérer que I’on enléve de I’ensemble des éléments de X représentés
par le label de x5 ceux inconsistants avec la base. Il est donc normal que nous n’obtenions pas un résultat logi-
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guement équivalent a ce label. Nous obtenons une formule logiquement équivalente a [Label(x5)]\[Nogoods] :
(AOAOA) O (ADAE ADASE Ag) O (ADADALE Ag) = (AsOALE AsE Ag) O (-AOAOA0A6) O
(A OAOAsE Ag) O (A OAOAOAE Ag).

DSMPL( BC, BA, P, | P, p)

Calcule les inpliquants P-restreints premers de BC

IP contient les littéraux satisfaits.

BA est |a base de minimsation : le résultat se trouve
sous forne clausal e (niée) dans cette base.

p une distribution de probabilité sur |les él énments de P.
retourne |la probabilité des inpliquants P-restreints de BC

Si 0 BC alors retourner O Finsi
Si BC =10 alors
Si BAOP |# O alors
[/ inpliquant P-restreint premier : on le
/1 met dans BA
BA « BA DO {((IPnP)®)}

Finsi ;
retourner 1;
Fi nsi
/] Attention : ici on peut seulenent sinplifier par clauses
/] unitaires : il faut préserver |’équival ence | ogique
| « Littéral PourSinplifier(BC ;
Si (I#null) alors // si | existe
Res = DSMPL(BC I ], BA P, I PO{1},p) ;
Ret our ner Res*p(l)
Fi nsi
| « Choi x_Synbol e_de_P(BC, P) ;
Si (I#null) alors // il reste des variables de P a assigner

Resg = MPL(BC[ -I],BA, P, IPO{=l},p) ;
Resd = MPL(BC[I],BA P, 1PO{I},p} ;
Ret our ner Resd*p(l)+resg*(1-p(l))
Sinon // on effectue seulement un test de consistance
Si DP(BC)=vrai alors
Si BA|# O alors
/1 on a un inpliquant P-restreint premer

BA « BA O {((IPnP)®)}

Finsi ;

Retourner 1
Si non

Ret ourner O
Fi nsi

Fi nsi

Algorithme 12 DSMPL - degré de croyance d’un ensemble d’impliquants P-restreints premiers

La méthode en soit n’est pas révolutionnaire, car elle correspond dans le domaine du network reliability a une
technique appelée dans ce domaine « Sum of Disjoint Products (SDP) » présentée la premiere fois par [Frat-
ta/Montanari 1973] et dont la version améliorée par [Locks 1987] est la meilleure approche pour résoudre ce
probléme. L’intérét de notre approche par rapport a celle de Provan est que le calcul du degré de croyance se fait
pendant le calcul du label et non pas apres. Il y a certes un surco(t par rapport a MPL lié au pouvoir de coupe de
la détection de non minimalité, mais sans doute moins important que celui lié a la transformation du résultat en
un graphe et I'utilisation d’un algorithme spécialisé de network reliability. De plus, comme nous I’avons vu
précédemment, il ne nous est pas nécessaire de calculer explicitement la probabilité des H-interprétations in-
consistantes avec la base présentes dans le label comme cela est nécessaire quand on utilise les seules données de

I’ATMS.
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:_4 Prototype 9 =]
Fichier Edition Base CMS Décision CWR Compilation Aspect Aide

NETM[EEE

ZAZ > x
1 A3 -» x4
4 A4 -> X5 : il
2 x4 A5 -> x5 ;
2 A6 x4 -> &

| »
m

| EXTRA
| MA33 0.5 AL
| MASS 0.7 AZ
| MASS 0.8 A3
| MA33 0.6 A4
| MASS 0.3 AS
MASS 0.4 A6

T
ol

Mogoods #1 @ 0.16000001 =

[{al, A6, 43}]

Label de -» x1 #1 : 1.0000001 :
[{}]

Label de -> x2 #1 : 0.404761%9 :
[{al}]

Label de -> x3 #1 : 0.28333336 :
[{a2, A1}]

Label de -> x4 #1 : 0.75190484 :
[{a3}]

Lahel de -> x5 #2 : 0.5600001 :
[{a4, A3}, {45, Al, A3}]

T
Lahel Contexte @) Clause [_| Ajouter les ypothéses @ Reguete
Fermer
Ext. i Cube (] Ajouter les négations | Filtre
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1 Motivations

Nous avons montré précédemment une méthode de calcul de P-impliqués premiers fondée sur la notion

d’impliquant P-restreint premier. Le calcul de ces derniers était effectué par un algorithme dérivé d’un algo-

rithme bien connu dans le domaine SAT : la procédure de Davis et Putnam.

Nous avons souligné que notre méthode de calcul avait comme particularités :

1. D’énumérer les impliquants P-restreints suivant un ordre compatible avec I’inclusion ensembliste.

2. De ne pas effectuer explicitement un test de sous-sommation mais d’utiliser des mécanismes courants dans
le domaine SAT pour garantir la primarité des solutions.

3. De bénéficier des travaux effectués autour de SAT au niveau notamment des heuristiques et des algorithmes.

Nous avons aussi souligné que notre approche de calcul de P-impliqué premier avait certaines limites :

1. P doit étre un ensemble consistant de littéraux.

2. Laminimisation par ajout de clauses semble peu performante quand il y a beaucoup de solutions.

3. Notre méthode de calcul en deux passes nous oblige a nous acquitter obligatoirement de la premiére passe
avant de trouver une solution.

1.1 Objectifs

Notre méthode de calcul de P-impliqués premiers est originale sur divers points. Dans quelle mesure peut-on la

« généraliser » ?

Pour I’instant, nous produisons tous les P-impliqués premiers d’une formule. Or il n’est pas toujours nécessaire

de les produire tous.

< Dans le cadre du diagnostic de panne par exemple, une propriété syntaxique comme la cardinalité permet
souvent de réduire considérablement le nombre de solutions : on préfére se concentrer sur les pannes qui
concernent un nombre minimal de composants.

e La connaissance des probabilités de panne de chaque composant permet de limiter I’ensemble des solutions
aux plus probables.

e L’expérience d’un expert peut I’amener a préférer les solutions mettant en cause tel composant plutét que tel
autre.

De plus, présenter 10000 solutions a un opérateur ne I’avance pas beaucoup. Il faut lui permettre de filtrer ces

solutions selon différents critéres. Ceux-ci pourront étre globaux (la minimalité pour la cardinalité) ou locaux

(préférer tel composant a tel autre), et utiliser des connaissances exogenes (des probabilités, un ordre partiel,

etc.).

Nous cherchons maintenant des « P-impliqués préférés ». Les relations de préférence que nous allons utiliser
seront diverses. Nous limitons notre étude au cas de relations de préférence compatibles avec I’inclusion ensem-
bliste car ainsi nous pouvons bénéficier des travaux déja effectués sur les P-impliqués premiers. Ces relations de
préférence seront donc des raffinements de la notion de primarité.

Nous allons présenter dans cette partie différentes solutions algorithmiques. Nous cherchons a garder les mémes
propriétés que MPL dans le cadre d’une relation de préférence autre que I’inclusion ensembliste. Cela ne sera
pas toujours possible.

1.2 Applications

Une de nos premiéres applications de notre calcul de P-impliqués premiers a été I’argumentation. Nous avons
présenté dans [Amgoud, et al. 1996] comment utiliser un ATMS pour calculer des arguments, puis comment
classer ensuite les différents arguments a I’aide de connaissances exogenes (une stratification de la base de
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connaissance) pour ne garder que les préférés. Ce travail n’était pas satisfaisant car il nous obligeait a calculer
tous les arguments afin de pouvoir les classer. L’ATMS ne servait qu’a produire les différents arguments. D’ou
I’idée d’introduire la relation de préférence au niveau du calcul des arguments pour ne produire que les préférés.

Le schéma suivant représente les divers étapes du calcul de P-impliqués préférés : le chemin gris représente
I’approche que nous allons développer dans cette partie.

Impliquants

Base de MPL P-restreints
connaissance | premiers

Algorithme
énumératif
compatible avec
la relation de
préférence ou
algorithme
d’optimisation

Filtres
(préférences)

Ensemble des
P-impliqués
GEINETS]

Filtres P-impliqués

(préférences)

préférés
(filtrés)

Nous allons pour cela définir la notion d’impliquant P-restreint préféré. Elle généralise la notion d’impliquant P-
restreint premier a toute autre relation de préférence compatible avec I’inclusion ensembliste. A cette notion
nous ajouterons celle de P-impliquant/P-impliqué préféré.

Le calcul de P-impliqué préféré va nous permettre de définir une sorte d’ATMS capable de calculer uniquement
les environnements préférés. Nous présentons dans cette optique le concept de compilation de solution. En effet,
notre méthode de calcul nous oblige a calculer d’abord les impliquants P-restreints premiers de la base. On peut
considérer que le résultat obtenu est I’ensemble des P-impliqués premiers sous forme compilée. De cette forme
compilée, nous montrerons comment filtrer les solutions selon les besoins de I’utilisateur.

1.3 Compilation de solutions

L’idée de base est la suivante : imaginons que les P-impliqués premiers que nous calculons soient les explica-
tions possibles d’une panne d’un systeme. Ils sont présentés a un opérateur qui au vu des solutions doit effectuer
la réparation nécessaire. Il dispose de certaines informations acquises par une longue expérience du systeme. Si
nous lui présentons 1000 solutions, il ne pourra rien en faire. 1l faut lui donner les moyens de filtrer ces solu-
tions. Supposons qu’il suspecte un composant A d’étre en panne. Il doit pouvoir accéder a toutes les explications
contenant A. De méme, s’il dispose de probabilités de panne, on doit pouvoir lui présenter les pannes les plus
probables. Nous devons de méme pouvoir calculer les explications les plus probables contenant A.

Le cadre du diagnostic fait depuis longtemps I’objet de travaux en ce sens [de-Kleer/Williams 1987, de-Kleer
1991]. L’ATMS a rapidement été étendu pour calculer les explications les plus probables. Mais peu de travaux
se sont tournés a notre connaissance sur la manipulation des solutions. Le plus souvent, ce sont de nouvelles
informations issues de capteurs qui arrivent dans la base de connaissances et modifient I’ensemble des solutions
(incrémentalement dans le cadre de I’ATMS par exemple). Mais il n’est pas facile de revenir en arriere. Nous
proposons une approche consistant a calculer hors-ligne I’ensemble des explications d’une panne du systéme
sous la forme d’une base de clauses. Cet ensemble de solutions sera ensuite filtré par les requétes d’un opérateur
a I’aide de connaissances exogenes.
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- Calcul off-line
Base | [ >

Solutions
compilées

R Calcul ontline
Requéte

utilisateur

solutions

utilisateur

Figure 7 Schéma de principe de la compilation de solutions

Nous allons illustrer cette approche par quelques résultats obtenus dans le domaine de la planification, issus
d’une tentative d’application de nos travaux avec Hector Geffner [Bonet/Geffner 1998]. En planification, on
dispose d’un ensemble d’actions a effectuer qui sont généralement exprimées sous la forme (préconditions,
ajouts, retraits). Exemple :

Action : charger la voiture V1 sur le bateau B1

Préconditions : la voiture V1 et le bateau Q sont sur le méme quai Q

Ajouts : la voiture V1 est sur le bateau B1

Retraits : la voiture n’est plus sur le quai Q
On cherche, a partir d’une situation initiale, une séquence d’actions a effectuer pour atteindre un but. Ce qui peut
se traduire en logique par un raisonnement abductif (recherche du label du but lorsque les hypothéses sont des
actions a effectuer) avec un codage approprié du temps. Par exemple

(1) ChargerV1B1, surV1Q, surB1Q;  surV1B1l, et

(2) ChargerV1B1, surV1Q, surB1Q; surV1Qu., O
permettent de décrire I’action « charger une voiture » a I’étape t. Le but et la situation initiale seront exprimées
par un ensemble de clauses unitaires. Mais ce codage est trés lourd car il faut multiplier le nombre de regles par
le nombre d’étapes maximal autorisé. Si I’on cherche maintenant uniquement un ensemble d’actions a effectuer
pour atteindre le but, on peut coder les ajouts a I’aide de clauses définies (1) sans utilisation explicite du temps.
Par contre, les retraits (2) ne sont pas exprimables sans prise en compte explicite du temps. D’ou I’idée d’Hector
Geffner d’exprimer sous forme logique une version simplifiée du probléme de planification en ne tenant pas
compte les retraits. 1l obtient ainsi une base de clauses définies RG. L’idée est de calculer une heuristique pour
le probléme réel a partir de la taille du plan minimal (en nombre d’actions) pour le probléeme simplifié. D’un
point de vue logique, il s’agit de calculer E un ensemble d’actions tel que RG /7SI JE” [ but et E minimal pour
la cardinalité, avec Sl la situation initiale, ce qui équivaux a calculer la taille minimale des environnements du
label de but dans la base RG/5I. Donc a calculer des P-impliqués CARD-préférés de RG/BI/7 but (RG/BI ne
peut pas contenir de nogoods car toutes les clauses sont définies).

Les exemples suivants sont issus de problémes classique en planification (Ile monde des cubes, blocks1, et logis-
tics, logX). A titre d’indication, le premier probleme contient 130 symboles dont 100 dans P et 180 clauses, le
second 362 symboles dont 210 dans P et 252 clauses, le dernier 451 symboles dont 256 dans P et 304 clauses.
Tests effectués sur un Pentium 133, 32Mo, JDK1.2.2+hotspot pour Windows.

Probléme 1°"® passe 2°™ passe Inclusion 2°™ passe Cardinalité¢ | 2°™ passe Cardinalité
#sol | Temps (s) |# sol MPL / Castell (s) |# sol | Taille | Temps (s) | # sol Temps (S)

Blocksl |13 2,19 608 __ 7,47 4,17 |38 4 1,1 1 0,4

Logl 212 | 6144 586754“~ | >16000 |>2563 |8 47 130 1 79

Log2 431 | 73379 1631964 ? ? 50 37 215 1 119

2 e nombre de solutions pour les problémes Logl et Log2 a été obtenu par une version de I’algorithme de Thierry Castell calculant les
solutions sans les mémoriser (en respectivement 4632s et 33757s sur un Mac Power G3 300 Mhz/64 Mo/MRJ 2.1.4).
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On note que généralement le temps de calcul de la premiére passe est plus petit que celui de la deuxieme passe
en utilisant comme préférence I’inclusion ensembliste. On remarque dans le premier exemple que les 608 P-
impliqués premiers sont calculables a partir de 13 clauses seulement! Si I’on cherche uniquement les P-
impliqués premiers minimaux pour la cardinalité, on n’en trouve que 38 en 1,8s, soit en 4 fois moins de temps.
Si I’on cherche uniquement la cardinalité du plus petit P-impliqué premier, on obtient la solution en 0,4 se-
condes, soit plus de 10 fois moins de temps que I’obtention de toutes les solutions !

Restreindre le nombre de solutions cherchées est encore plus intéressant dans les deux autres problemes : il ne
nous a pas été possible aprés plus de 3 heures de trouver toutes les solutions de Logl avec MPL (lorsque nous
I’avons arrété, il en avait trouvé plus de 15000 !). A I’aide de I’algorithme de Thierry Castell, nous avons trouvé
plus de 106800 solutions en 2563s, mais nous avons stoppé I’algorithme a cause de problemes de mémoire. Par
contre, en un peu moins de 4 minutes nous obtenons toutes les solutions minimales pour la cardinalité de Logl et
Log2.

Ces exemples nous montrent bien I’idée de compilation de solutions : plus de 500000 solutions regroupées en
212 clauses™ Nous pourrions arréter MPL(ou Castell) aprés un certain nombre de solutions, mais nous ne pour-
rions pas caractériser I’ensemble des impliquants P-restreints premiers obtenus : pourquoi considérer ces solu-
tions et pas les autres ? Dans le cas de la cardinalité, calculer tous les impliquants P-restreints premiers mini-
maux pour la cardinalité ou seulement I’un d’entre eux a un sens.

2 Enumération d’'impliquants P-restreints préférés

Nous allons présenter ici diverses variantes de MPL et d’autres algorithmes de la littérature capables d’énumérer
des impliquants P-restreints selon une relation de préférence compatible avec I’inclusion ensembliste.

2.1 Impliquants P-restreints préférés
Nous allons maintenant étendre notre définition d’impliquants P-restreints premiers a des relations de préférence
autres que I’inclusion ensembliste : les impliquants P-restreints préférés. Ces relations de préférence sont des
préordres partiels entre ensembles de littéraux de P. Nous préfixerons le terme préféré du nom de la relation de
préférence pour plus de clarté (nous parlerons par exemple d’impliquants P-restreints CARD-préférés pour des
impliquants P-restreints minimaux pour la cardinalité).

Définition 62 (impliquant P-restreint R-préféré)

Soit a [JFPs. Soit P [7Ls un ensemble de littéraux. Soit E /7P. Soit R une relation de préférence entre ensem-
bles de littéraux de P. On dira que E” est un impliquant P-restreint R-préféré de a ssi E” est un impliquant P-
restreint de a et [J E’”un impliquant P-restreint de a'tel que E’ ZE et E’ RE.

On peut vérifier qu’en prenant pour relation de préférence I’inclusion ensembliste, on retombe sur la dé-
finition d’impliquants P-restreints premiers.

On notera I’ensemble des impliquants P-restreints R-préférés d’une formule a IRPREF(a,P,R) (contre IRP(a,P)
pour I’ensemble des impliquants P-restreints premiers).

On définit de méme les notions de P-impliquants/P-impliqués préféreés.

Définition 63 (P-impliquants/P-impliqués R-préférés)

Soit a [JFPs. Soit P /7Ls un ensemble de littéraux. Soit E /7P. Soit R une relation de préférence entre ensem-
bles de littéraux de P. On dira que E”est un P-impliquant (resp. E”est un P-impliqué) R-préféré de a ssi E”est
un P-impliquant (resp. P-impliqué) de a et [I E’” un P-impliquant (resp. E’“ est un P-impliqué) de o tel que
E’ ZEetE'RE.

Nos définitions ne donnent aucune restriction sur la relation de préférence utilisée. Nous allons pourtant réduire

nos travaux au cas de relations de préférence compatibles avec I’inclusion. Pourquoi ?

e Car ces relations de préférence raffinent I’inclusion ensembliste, c'est a dire qu’elles permettent de réduire le
nombre de formules produites par notre algorithme de calcul d’impliquants P-restreints premiers.

e Car de nombreux algorithmes utilisent implicitement I’inclusion ensembliste (Davis et Putnam par exem-
ple).

e Car les propositions démontrées précédemment se généralisent alors pour la notion d’impliquants P-
restreints R-préférés.

3 On obtient ces résultats car toutes les clauses sont définies donc il n’y a pas de nogoods.
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Nous supposons donc par la suite que IRPREF(a,P,R) [7IRP(a,P).

On peut a partir des résultats de la partie 11 montrer que les P-impliquants/P-impliqués R-préférés se calculent a
partir des impliquants P-restreints R-préférés.

Proposition 34
Soit a [JFPs. Soit P /7 Ls un ensemble consistant de littéraux. E“ est un P-impliquant R-préféré de a ssi E”
OIRPREF(reduc(a,P),P,R).

Preuve : immédiate a partir de la Eroéosition 21] page Il suffit de remplacer dans la preuve de cette
proposition la preuve de la minimalité pour I’inclusion par la preuve de la préférence pour R (car R est
compatible avec I’inclusion).

Pour calculer les P-impliqués R-préférés, nous devons introduire une nouvelle notation.

Définition 64 (relation complémentaire)
R™ est la relation de préférence telle que O E,F/P,siERFalorsE" R™ F".

Exemple : dans le cadre de [Pinclusion ensembliste, nous avions /77 = [J: {AB} [ {AB,C} et
{-A,-B} J{-A,-B,-C}.

Proposition 35
Soit a [7FPs. Soit P /7L un ensemble consistant de littéraux. Soit E /7P. E” est un P-impliqué R-préféré de a
ssi E™“JIRPREF(IRP(a,P)“ ,P7,R").

Preuve : découle de la [Proposition 26 page en remplacant la preuve de minimalité pour I’inclusion
par la preuve de la préférence pour R.

Certaines relations de préférences permettent en plus de caractériser I’ensemble des solutions préférées. Pour la
minimalité pour la cardinalité par exemple, les solutions ont toutes la méme taille. 1l peut alors étre judicieux de
calculer une seule des solutions préférées afin de connaitre cette caractéristique (on cherchera par exemple la
taille d’un plan minimal). C’est pourquoi la caractéristique « la premiére solution trouvée est préférée » de MPL
est intéressante a conserver.

Nous allons montrer dans un premier temps comment nous pouvons modifier la procédure MPL pour calculer
des impliquants P-restreints préférés. Comme nous considérons des relations de préférence compatibles avec
I’inclusion, nous cherchons a contraindre notre algorithme MPL pour qu’il ne fournisse que les impliquants P-
restreints R-préférés : ainsi, nous développerons « au pire des cas » le méme nombre de nceuds que MPL. Quand
cela ne sera pas possible, nous essayerons de trouver (dans la littérature de la recherche heuristique) des algo-
rithmes permettant de conserver le principe de MPL : une recherche arborescente garantissant que la premiere
solution trouvée est R-préférée.

Pour introduire les différentes relations de préférence, nous devons tout d’abord faire une remarque concernant
les problemes traitant d’ensembles de clauses a la place d’ensembles de littéraux.

2.2 Ensemble de littéraux vs ensemble de clauses

Il existe des problémes en raisonnement non monotone qui nécessitent non pas la recherche de P-impliquants ou
de P-impliqués d’une base de clauses BC, mais des sous-bases de BC, c’est a dire des ensembles de clauses
BC’/7 BC. On cherchera par exemple une sous-base minimale incohérente, afin de connaitre la nature de
I’incohérence : incohérence locale si seules quelques clauses de la base entrainent cette incohérence, incohérence
globale si toutes les clauses sont la cause de I’incohérence. Dans les deux cas on pourra restaurer la cohérence en
éliminant par exemple une clause de chaque sous-base minimale incohérente. On peut de maniéere duale calculer
les sous-bases maximales cohérentes d’une base de clauses.

Ces deux notions sont semblables a la notion de nogood et d’interprétation de I’ATMS. Nous allons montrer ici
comment calculer via un simple encodage de la base de connaissances ces sous-bases minimales incohérentes ou
maximales cohérentes. Nous étendrons ensuite ce principe pour calculer le support d’une donnée dans le cadre
de I’argumentation.
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Nous considérons que BC contient a la fois des connaissances (elles ne peuvent pas étre remises en causes) et des
croyances (qui peuvent étre remises en causes). Nous noterons BC = KB /7 CR avec KB les connaissances et CR
les croyances (KB n CR =/7). KB peut étre vide et doit étre consistante. CR peut étre inconsistante.

Définition 65 (sous-base minimale incohérente/maximale cohérente)

CR’/JCR est une sous base minimale incohérente ssi KB /7CR’ = [Jet [JCR’’ [JCR’ telle que KB [/CR”’ /]
CR’/7 CR est une sous base maximale cohérente ssi KB /7 CR’ [z O et [ CR” /JCR telle que CR’ [7CR’" et
KB [JCR” [

Voyons tout d’abord comme nous allons coder notre base de clauses CR :

Définition 66 (encodage/décodage d’une base de clauses)

Soit CRFPs une base de clauses. Soit N = |CR|. Soit A = {A;, A,,...,Ax} un ensemble de nouveaux symboles
propositionnels n’apparaissant pas dans CR. Encode(CR,A) = { Ai  Ci | CiOCR, AilJA 1<i<N}. Soit ECA.
Décode (CRE)={C|A; CUOCRetA OE}.

On peut noter que Encode(CR,A) et Décode (CR,E) sont bien des bases de clauses.

Exemple : reprenons notre enquéte. KB = (OBS = { penn big , festnoz, psg}) [7{ psg chez , chez
festnoz , festnoz rhu  }. Ces faits sont certains car ils proviennent des vérifications faites par les gendarmes et
du fait qu’un homme n’a pas le don d’ubiquité. CR = BZH \ KB (les témoignages peuvent étre remis en cause).
Nous avons déja noté que BC = KB /7 CR est inconsistante. Voici la base obtenue par Encode(CR,A) avec
A={Al,..., A8}.

Encode(CR,A) = { Alpsg pb, A2chez pb,
A3 chez yb, A4 festnoz  yb,
A5 festnoz  freg, A6 rhu  freg,
A7 fregyb  big, A8pbyb  penn
}

Montrons maintenant comment calculer une sous base minimale incohérente de BC.

Proposition 36

Soit BC/FPs une base de clauses. Soit BC=<KB,CR> une partition des clauses de BC en connaissances et en
croyances. Soit N = |CR|. Soit A = {A;, A,,...,Ay} un ensemble de nouveaux symboles propositionnels
n’apparaissant pas dans CR. CR’/JCR est une sous base minimale incohérente de CR ssi DE™ un A -impliqué
premier de KB /7 CR’’ avec CR’’=Encode(CR,A) tel que Décode (CR’,E) = CR’ ssi [0 E un nogood de
KB /7 CR’’ avec CR’’=Encode(CR,A) tel que Décode (CR”’,E) = CR".

Preuve :

Montrons tout d’abord que E est un nogood de KB /7 CR’ avec CR’’=Encode(CR,A) ssi Dé-
code(CR’’,E) est une sous-base minimale incohérente de CR (on suppose que I’ensemble des hypothe-
ses est A). E est une nogood ssi CR”’"CE E 0. Donc KB“ICR”*“TE“HA\E) ™ [ 0. Donc toutes les clau-
ses Ai  Ci telles que AICJA\E sont satisfaites. Donc I’inconsistance provient des clauses Aj  Cj tel-
les que AjCJE. Comme les littéraux de A sont satisfaits, ce sont uniquement les clauses Cj qui sont in-
consistantes avec KB. Ces Cj forment bien une sous base minimale inconsistante de CR avec KB. Par
construction, il s’agit de Décode(CR”’,E).

On peut montrer de plus que puisque E est minimal, Décode(CR’’,E) est une sous-base minimale inco-
hérente.

Reprenons notre exemple : I’ensemble des nogoods de KB /7 CR*’=KB /7 Encode(CR,A) est {{A1,As,As,A7,Ag}}.
On retrouve donc la sous-base minimale incohérente Décode(CR™’, {A1,A4,As,A7,Ag})={psg  pb, festnoz  yb,
festnoz  freg, fregyb  big, pbyb  penn}.

Proposition 37

Soit CRFPs une base de clauses. Soit BC=<KB,CR> une partition des clauses de BC en connaissances et en
croyances.Soit N = |CR|. Soit A = {A;, A,...,Ay} un ensemble de nouveaux symboles propositionnels
n’apparaissant pas dans CR. CR’/ICR est une sous base maximale cohérente de BC ssi CJE” un impliquant A-
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restreint premier de KB//CR’’ avec CR’’=Encode(CR,A) tel que Décode (CR’’,A\E) = CR’ ssi (une interpréta-
tion | de KB/JCR’’ avec CR’’=Encode(CR,A) tel que Décode (CR™’,I).

Preuve :
Identique a la précédente en remplagant la notion de nogood par celle d’interprétation de I’ATMS.

Dans notre exemple, I’ensemble des interprétation de OBS /7 Encode(BZH,A) est {{A8, A7, A6, A5, Ad, A3, A2},
{A7, A6, A5, A4, A3, A2, Al}, {A8, A6, A5, Ad, A3, A2, Al}, {A8, A7, A6, A5, A3, A2, Al}, {A8, A7, A6, A4, A3,
A2, Al}}

Ce qui donne les sous-bases maximales cohérentes suivantes :

{pbyb penn,fregyb big,rhu freg, festhoz freg,festnoz yb,chez yb,chez pb},

{fregyb big,rhu freg,festnoz freg, festnoz yb,chez yb,chez pb,psg pb},

{pbyb penn,rhu freg, festnoz freg, festnoz yb,chez yb,chez pb,psg pb},

{pbyb penn,fregyb big,rhu freg, festhoz freg,chez yb,chez pb,psg pb},

{pbyb penn,fregyb big,rhu freg, festnoz yb,chez yb,chez pb,psg pb}

On retrouve enfin la notion de support d’une formule (sous-base minimale satisfaisant une formule) dans le ca-
dre de I’argumentation a partir du label d’une formule dans la base encodée.

Définition 67 (argument , support, conclusion [Elvang-Goransson et al. 1993])
Soit BC/FPs une base de clauses. Soit BC=<KB,CR> une partition des clauses de BC en connaissances et en
croyances. Soit a/FPs une formule. Un argument de a dans le contexte KB est un couple (CR’,a) tel que CR’ [
CR satisfaisant :

i) KB/JCR’ £ 00 (KBZ/CR’ consistant)

i) KBLCR’ Ea

iii) et [1CR” O CR’ telle que CR’’ satisfait i) et ii).
CR’ est le support et a la conclusion de I’argument (CR’, ).

Exemple : ({psg  pb, pbyb  penn, festnoz  yb}, penn) est un argument pour penn dans le contexte KB.

Proposition 38

Soit BC/FPs une base de clauses. Soit BC=<KB,CR> une partition des clauses de BC en connaissances et en
croyances. Soit N = |CR|. Soit A = {A;, A,,...,Ay} un ensemble de nouveaux symboles propositionnels
n’apparaissant pas dans CR. Soit a une formule. CR’/CR est un support minimal de a dans le contexte BC ssi [
E un environnement du label de @ dans BC/Z/CR’’ avec CR"’=Encode(CR,A) tel que Décode (CR’’,E) = CR’ ssi
E” O IRP(IRP(KB“CR**“I7a ),A™)"“NG™ A) ot NG est I’ensemble des nogoods de CR”".

Preuve : Par définition du label, on a KB“CCR**"CE"  a. Donc KB"OCR™" O E” (YA\E)™ E a. Donc
KB-OCR”" OE” (A\E)™ O-a [ 0. Or toutes les clauses Ai - Ci O CR”” telles que Ai [ (A\E) sont
satisfaites. Donc I’inconsistance provient des clauses restantes Aj  Cj telles que AjO0E. Comme Eest
consistant avec CR’’ (définition du label), alors I’inconsistance provient des clauses {Cj | Aj Cj O
CR” et Aj0 E}=Décode(CR”,E) de KB et -~a. Donc KB-ODécode(CR”,E)"Za [ [. Donc
KB-ODécode(CR”’,E)” E a. Décode(CR’’,E) est donc un support de a. On montre de plus que puisque
E est minimal alors Décode(CR’’,E) est un support minimal. La relation avec les impliquants P-

restreints premiers découle de la page

Nous allons maintenant étudier deux relations de préférence sur des sous-bases dans le cadre de I’argumentation.
Nous en déduirons deux relations de préférence entre littéraux que nous utiliserons pour calculer les supports
préférés d’une formule.

2.3 MPL et les niveaux

La premiére variante que nous présentons est issue de I’utilisation de notre travail dans le cadre de
I’argumentation. En effet, nous présentions dans [Amgoud, et al. 1996] diverses relations de préférences basées
sur la notion de niveau. Dans ce cadre, les bases de croyances sont stratifiées. Chaque strate représente des
croyances. Les strates sont ordonnées des croyances les plus slres aux moins sdres. On notera une base de
croyance stratifiée CR = <CR1 ; CR2 ; ... ; CRn> ou chaque CRi dénote une strate de la base. Pour des commo-
dités d’écriture, on pose que si CRi est plus slre que CRj alors i<j (la strate contenant les croyances les plus
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certaines est CR1). Comme nous allons utiliser les relations de préférence entre ensembles de clauses et entre
ensembles de littéraux, nous les définirons pour des ensembles de formules.

On définit alors la notion de niveau d’une sous-base CR’ de CR.

Définition 68 (niveau d’un ensemble de formules)

Soit FZFPg un ensemble de formules. Soit F =<F1 ;F2 ;... ;Fn> une stratification de cet ensemble. Soit E/F.
Niveau(E)= min{i | Osi<nh et (Fi+1/J...[/Fn)nE = [J} avec min /7 =n. Le niveau d’un ensemble de formules E
est la strate de la formule la moins certaine de E.

Exemple : F=<{a, b, ¢} ; {d, e} ; {f, g, h}>. Niveau({b, d})=2 et Niveau({a, h})=3.

2.3.1 Préférence « Worst In »

Cette premiere relation de préférence était présentée sous le nom « préférence BDP » dans [Amgoud, et al.
1996]. Son principe est de comparer chaque ensemble de formules uniquement sur ses connaissances les moins
sQres.

Définition 69 (préférence « Worst In » (WI))
Soit F O FPs un ensemble de formules. Soit F = <F1; F2 ;... ; Fn> une stratification de F. Soient F’OF et
F’0OF. F* est WI-préféré a F** ssi niveau(F’)<niveau(F").

Exemple:CR=<{ a,ab <c};{ad ¢ d, b};{d c}>
CR’={ a,ab c, d}estWl-préféréeaCR”’={ d,d «c}.
CR’et{ a,ad ¢, d}nesontpascomparablespour WI.

Nous allons modifier la méthode de codage présentée précédemment afin d’obtenir une stratification des varia-
bles ajoutées dans la base correspondant exactement a la stratification de la base.

Définition 70 (encodage d’une base de clauses stratifiée)

Soit CRZFPg une base de clauses. Soit CR = <CR1 ; CR2 ; ... ; CRm> une stratification de CR. Soit Nk = |CRy].
Soit A = {A;, A,,...,Ay} un ensemble de nouveaux symboles propositionnels n’apparaissant pas dans CR. Soit A
=<A;; Ay ...Ay> une stratification de A telle que |Ak|=|CRK| 1<ksm. Encode(CR,A) = { Ai  Ci | CiICRK,
AiOAK 1<i<Nk}.

Exemple : prenons comme stratification de CR = <{ psg  pb,chez pb, chez yb, festnoz yb, festnoz
freg,rhu  freg}; {fregyb big};{pbyb penn }> qui signifie que I’on préfére les témoignages ne con-
cernant pas directement la culpabilité des penn sardinns ou des bigoudens, puis le témoignage de Jean car il
s’appuie sur le témoignage d’un bigouden alors qu’il est penn sardinn, puis enfin le témoignage de Alan.
L’encodage de la base nous donne le méme résultat que précédemment avec la stratification de A = <{Al, A2,
A3, A4, A5, A6} ;{AT} ;{A8}>.

Nous utilisions une méthode de tri externe a I’ATMS afin de choisir les supports WI-préférés. Nous allons utili-
ser une propriété de MPL afin de limiter le calcul des impliquants P-restreints premiers aux seuls WI-préférés.

Reprenons par exemple notre arbre binaire de profondeur 3. Supposons maintenant que chaque symbole
appartienne a une strate différente : a a la strate 3, b a la strate 2 et ¢ a la strate 1. Nous nous intéressons au ni-
veau des impliquants P-restreints. Les impliquants P-restreints sont produits dans un ordre compatible avec leur
niveau, c'est a dire compatible avec la préférence WI. Le niveau 0 correspond au niveau de .
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/\

/<—.a a

—b b -b b

/N /N /N /N

0 1 2 2 3 3 3 3

Nous allons maintenant démontrer que pour ordonner les impliquants P-restreints premiers selon la préférence
WI, il suffit d’ordonner le choix des littéraux de P par niveau décroissant.

Proposition 39

Soit CR une base de clauses de FPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit P = <P1 ;P2 ;... ;Pn> une
stratification de P. MPL(CR,,P) plus une contrainte de choix des littéraux de P par ordre de niveau décroissant
permet d’énumeérer les impliquants P-restreints premiers selon un ordre compatible avec la préférence WI.

Preuve :

Supposons que ce soit faux. Alors OE1 et E2 deux impliquants P-restreints premiers de CR tels que E1
est trouvé avant E2 et E2 WI-préféré a E1. Donc JM1 un modéle de CR tel que M1nP=E1 et M2 un
modele de CR tel que M2nP=E2 et niveau(E2)<niveau(E1l). Donc CICEL tel que —10M2 et OI'OE2,
niveau({I’})<niveau({l}). Comme les littéraux de P sont ordonnés par niveau décroissant, on obtient
que E2 est trouvé avant E1. Contradiction.

Il suffit donc de rajouter dans notre algorithme un marqueur indiquant le niveau des impliquants P-restreints
premiers trouvés pour ne produire que les WI-préférés.

On peut noter que la propagation des clauses unitaires ne change en rien le niveau des impliquants P-restreints
produits car le numéro de la strate associée aux littéraux propagés ne peut étre qu’inférieur ou égal un numéro de
la strate du prochain littéral de branchement.

Nous proposons donc un algorithme de calcul d’impliquants P-restreints WI-préférés basé sur MPL. La seule
différence avec MPL est I’ajout d’un test permettant d’arréter la recherche dés que le niveau de I’interprétation
partielle courante est supérieur au niveau du meilleur impliquant P-restreint trouvé. Le nombre de nceuds déve-
loppés par cet algorithme est au plus le nombre de nceuds développés par MPL avec les mémes paramétres.

W (CR BA, A, niveau, IP, neilleur)

/1 Calcul des inpliquants A-restreints W-préférés

/1 CR est une base de cl auses contenant chacune une vari abl e uni que de A

/1 (CR est une base obtenue par |a fonction Encode())

/1 BA est |’ ensenble des clauses de mnimsation

/1 A est |’'ensenble de variabl es propositionnelles.

/1 niveau est une fonction qui retourne | e niveau d un ensenble de littéraux.

/1l 1P est |"interprétation partielle courante.
/1 retourne les inpliquant A-restreints W-préférés de CR et |eur niveau.
Si O CR alors retourner <BA |Al > Finsi; // CR est inconsistante
// on test le niveau de |'interprétation partielle restreinte courante

Si niveau(lPnA)> neilleur alors retourner <BA neilleur> Finsi
/] test de primarité
Si BA"OI PY inconsistant al ors retourner <BA, | Al > Finsi
Si CR=0 alors // CR est consistante
/1 on a trouvé un inpliquant A-restreint W-préféré
retourner <BA O {=~((I1PnA)D}, niveau(l PnA)> ;
Fi nsi
| < Litteral PourSinplifier(CR BA A
Si (l#null) alors // on peut sinplifier CR par |
Ret ourner W (CR[I], BA A niveau, | PO{I}, meilleur)
Finsi ;
/1 on doit retourner les littéraux de P par niveau décroi ssant
|« Choi x_Synbol e_de_P(CR, P, ni veau)
Si (I#null) alors

Page 129



Partie IV : P-impliqués préférés

<SCL, best> ~ W(CR -l], BA A niveau, | PO{=l},neilleur) ;
/1 Attention : la valeur de neilleur a peut étre changé
retourner W(CRI], SO, A niveau, | PO{l}, best}

Si non
Si DP(CR)=vrai alors // CR est consistante
/] on a trouvé un inpliquant A-restreint W-préféré
retourner <BA O {=((IPnP)9}, niveau(lPnA) >
Si non
retourner <BA | A >
Fi nsi
Fi nsi

Algorithme 13 W1 - calcul d’impliquants P-restreints W1-préférés
Cette fonction est appelée par WI(CR,O,A,niveau,1,|A)).
Nous présentions de plus un raffinement de WI.

2.3.2 Préférence WI-faible
La préférence WI ne permet pas de comparer deux ensembles de formules atteignant la méme strate. Par exem-
ple, P =<{a, b, c}; {d, e}; {f, g} >. {a, c, d, f} et {c,g} ne sont pas comparables avec la relation WI. Pourtant, on
préfere intuitivement le deuxieme ensemble de formules car il ne contient par de formules de la deuxiéme strate.
C’est I’idée proposée par [Amgoud 1999] (appelée BDP-faible).

Définition 71 (préférence WI-faible)

Soit F O FPg un ensemble de formules. Soit F = <F1 ;F2 ;... ; Fn> une stratification de F. Soient F’OF et
F’OF. F est WI-faible-préféré a F’” ssi O k<n tel que niveau(F’ ,k)<niveau(F’’,k) et Oj, k<j<n niveau(F’,
j)=niveau(F’’, j).

La seule contrainte sur I’ordre de choix des littéraux de branchement ne permet pas de garantir
I’ordonnancement des impliquants P-restreints selon la relation de préférence Wi-faible.

Contre exemple :

CR={ cb, eb, cf}P=<{f};{e};{b,c}>. Lesimpliquants P-restreints premiers de CR sont f[b, c[k et
bCk. {b,f} est WI-faible préfére a {c,e}. Exemple d’arbre de recherche développé par MPL sur CR en choisissant
pour littéral de branchement celui de strate maximale :

Le premier littéral de branchement choisi est b. On trouve dans le sous arbre gauche I’'impliquant P-restreint cle
et dans le sous arbre droit I'impliquant P-restreint bf. Or ce dernier est WI-faible préféré au premier. On peut
noter cependant que si chaque littéral appartient a une strate différente, alors ce contre exemple n’est plus possi-
ble.

Un autre raffinement de la préférence WI était présenté dans [Amgoud, et al. 1996] : il s’agit de la préférence
élitiste.
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2.3.3 Préférence élitiste

Cette relation a été proposée par [Cayrol, et al. 1993] et redéfinie en termes de niveaux par [Amgoud 1999].
L’idée est que chaque formule retenue doit étre meilleure qu’une formule rejetée.

Définition 72 (préférence élitiste (ELI))
Soit F O FPg un ensemble de formules. Soit P = <P1 ;P2 ;... ; Pn> une stratification de P. Soient EP et FP.
E est ELI-préféré a F ssi niveau(E\F)<niveau(F\E).

Exemple:CR=<{ aab «c¢};{ad ¢ d, b};{d c}>.
CR"={ aab c, d} est ELI-préféré a CR” ={ a,ad c, d} car niveau(CR’\CR) = ni-
veau ({ab c}) =1etniveau(CR\CR’) =niveau ({ad c})=2.

Nous allons montrer que I’ordre sur le choix des littéraux permet d’énumérer les impliquants P-resteints selon
cette nouvelle relation de préférence.

Reprenons notre arbre de recherche et prenons deux impliquants P-restreints : E={b} et F={a,c}. Pour la préfé-
rence ELI, nous devons étudier le niveau de E\F et de F\E. Ces ensembles sont en gras sur chacune des branches
de I’arbre. En utilisant un ordre sur les littéraux de branchement, nous garantissons que le niveau d’une solution
du sous-arbre gauche de I’arbre ne peut pas étre plus important que celui du sous-arbre droit. En effet, si tel est le
cas, c’est qu’il existe un littéral de strate supérieure au littéral de branchement, donc que les littéraux ne sont pas
utilisés par ordre de strate décroissante. La propagation des clauses unitaires ne change rien a cette propriété car
le littéral propageé ne peut étre que de niveau inférieur ou égal au niveau du littéral de branchement courant.

/NN 7 /N

0 1 2 2 3 3 3 3

Nous voyons dans notre exemple que le niveau de E\F est celui du sous-arbre gauche de la racine et celui de F\E
est le niveau du littéral de branchement. D’apres la remarque précédente, nous garantissons donc que ni-
veau(E\F) < niveau(F\E) (Dans notre exemple, niveau ({b})=2 et niveau({a,c})=3).

Proposition 40

Soit CR une formule de FPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit P = <P1 ; P2 ;... ;Pn> une stratifi-
cation de P. MPL(CR,/7,P) plus une contrainte de choix des littéraux de P par ordre décroissant de strate permet
d’énumérer les impliquants P-restreints premiers selon un ordre compatible avec la préférence élitiste

On en déduit un algorithme de calcul d’impliquants P-restreints ELI-préférés basé sur MPL. La seule différence
avec MPL est I’ajout d’un test permettant d’arréter la recherche dés que le niveau du sous-arbre gauche est infé-
rieur au niveau du littéral de branchement.

ELI (CR BA, A, niveau, IP, neilleur)

/1 Calcul des inpliquants A-restreints W-préférés

/1 CR est une base de cl auses contenant chacune une vari abl e uni que de A

/1 (CR est une base obtenue par |a fonction Encode())

/1 BA est |’ ensenble des clauses de mnimsation

/1 A est |’'ensenble de variabl es propositionnelles.

/1 niveau est une fonction qui retourne | e niveau d un ensenble de littéraux.

/1 1P est |"interprétation partielle courante.
/1 retourne les inpliquant A-restreints ELI-préférés de CR et |eur niveau.
Si 0O CR alors retourner <BA |Al> Finsi; // CR est inconsistante

/] test de prinarité
Si BA"OI PY i nconsistant al ors retourner <BA neilleur> Finsi
Si CR=0 alors // CR est consistante
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/! on a trouvé un inpliquant A-restreint W-préféré
/1 1e niveau du sous-arbre est 0O
retourner <BA O {=~((1PnA)YH},0> ;
Fi nsi
| « Litteral PourSinplifier(CR BA A ;
Si (I#null) alors // on peut sinplifier CR par |
Ret ourner ELI(CR[I], BA A niveau, | PO{l}, meill eur)
Fi nsi
/1 on doit retourner les littéraux de P par niveau décroi ssant
|« Choi x_Synbol e_de_P(CR, P, ni veau)
Si (I#null) alors
<SCL, best> ~ ELI(CR -Il], BA A niveau, | PO{=l}, nmeilleur)
/! On teste |l e niveau du sous-arbre gauche.
/1 Si celui-ci est inférieur au niveau du littéral courant,
/1 inutile d effectuer |e branchenent.
Si best>=niveau({l}) alors
retourner ELI(CR[I], SO, A niveau, | PO{l}, best}

Si non
Ret our ner <SQOL, best >
Fi nsi
Si non
Si DP(CR)=vrai alors // CR est consistante
// on a trouvé un inpliquant A-restreint W-préféré
/1] 1e niveau du sous-arbre est 0
retourner <BA O {-((IPnP)9}, 0>
Si non
retourner <BA | Al >
Fi nsi
Fi nsi

Algorithme 14 ELI - calcul d’impliquants P-restreints ELI-préférés
L’algorithme est appelé par ELI(CR,,A ,niveau,,|A]).

En utilisant ces deux algorithmes a la place de MPL (ou Castell) pour I’explicitation des solutions, seuls les P-
impliqués WI-préférés ou ELI-préférés seront produits (en vertu de la Proposition 35 page 125). En utilisant
I’encodage des bases et ces algorithmes dans notre CMS fondé sur MP donc uIer pour une
base de clauses BC = <KB ;CR> et la formule a les supports WI-préférés et ELI-préférés de a. Mais ce n’est
pas suffisant pour décider si a ou —a doit étre inféré. Il faut aussi pouvoir comparer les supports de a et -a.

Dans le cadre de la préférence WI, seul le niveau d’un impliquant P-restreint WI-préféré de a est nécessaire pour
connaitre la classe d’équivalence des impliquants P-restreints WI-préférés. Nous pouvons donc utiliser une va-
riante de notre algorithme WI s’arrétant des qu’une solution est trouvée pour obtenir le niveau d’un support WI-
préféré de a. On peut I’utiliser pour initialiser nei | | eur dans la recherche du niveau d’un support WI-préféré de
=0 . Si une solution est trouvée, elle correspond soit a un support de -a WI-préféré au support WI-préféré de a
(si le niveau du premier est strictement inférieur au niveau du second), soit a un support de méme niveau. Si
aucune solution n’est trouvée, c’est qu’il n’existe pas de support de —a WI-préféré ou équivalent au support WI-
préféré de a. Donc le support WI-préféré de a est WI-préféré a tous les supports de —a.

Ce raisonnement n’est malheureusement pas applicable avec la relation ELI, car le seul niveau d’un impliquant
P-restreint ELI-préféré ne suffit pas a caractériser une classe d’équivalence pour cette relation.

Dans certains cas, le codage permettra de s’en sortir de maniére plus satisfaisante.

Si nous reprenons une ultime fois notre enquéte bretonne, a partir de notre probléme sous sa forme stratifiée, on
peut calculer les supports de penn et de big. On obtient respectivement {{psg  pb, pb yb  penn, festnoz
yb}} et {{festnoz  yb, freg yb  big, festnoz  freg}}. Si maintenant on cherche les supports de  penn big,
on obtient les deux supports précédents {{psg  pb, ppyb  penn, festnoz  yb}{festnoz  yb, fregyb  big,
festnoz  freg}}. Si I’on calcule les supports WI-préférés de  penn big on obtient comme résultat {{freg yb
big, festnoz  freg, festnoz  yb }}, c’est a dire que I’on préfere le témoignage dénoncant les bigoudens a celui
dénoncant les penn sardinns.

En posant la préférence « les Bigoudens Détestent les Penn-sardins, et vice versa », on peut accorder plus de
crédit au témoignage de Jean qu’a celui d’Alan. Ainsi I’inspecteur De Kernec peut supporter devant le préfet la
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these d’une action bigoudéne. Ce dernier, convaincu, lui laisse carte blanche. L’inspecteur lance ses troupes au
QG des bigoudens. Le député maire est retrouveé et libéré en quelques minutes ...

2.4 Minimalité pour la cardinalité

Une relation de préférence classique dans diverses applications logiques est I’utilisation de formules de cardina-
lit¢ minimale (en nombre de littéraux, en nombre de clauses, etc.). Dans le cadre du calcul d’impliquants P-
restreint, on note par exemple le domaine du diagnostic consistant, ou I’on cherche les pannes concernant un
nombre minimal de composants. Dans celui du calcul de P-impliqués, on retrouve la méme notion d’explication
de panne mettant en cause un nombre minimal de composants en diagnostic abductif, de plans en nombre mini-
mal d’actions en planification, etc.

Pour cela, nous devons énumérer les impliquants P-restreints dans un ordre compatible avec leur cardinalité
(nombre de littéraux). L utilisation d’un algorithme du type Davis et Putnam ne permet pas cette énumération.
Nous allons donc présenter une adaptation d’un algorithme de recherche heuristique pour le faire.

2.4.1 LDS [Harvey/Ginsberg 1995]

Cet algorithme est basé sur I’observation suivante : dans la plupart des cas, lorsque I’on dispose d’une heuristi-
que pour guider une recherche dans un domaine particulier, les solutions trouvées sont «proches » du meilleur
candidat proposé par I’heuristique. D’ou I’idée d’effectuer une recherche en partant de ce candidat donné par
I’heuristique, puis en le dégradant petit a petit.

Une divergence (discrepancy) correspond par exemple dans le cadre de SAT a «flipper » une variable a
I’interprétation idéale. Supposons que nous ayons S variables propositionnelles dans notre probléme. Notre heu-
ristique va nous donner 1 interprétation idéale. Il y aura alors S interprétations a une divergence,

I I
o3y :Zl(%glinterprétations a deux désaccords, et plus généralement, C° :% interprétations avec i
I(S-=2)! IS -i)!

divergences™

Schématiquement, cela revient a augmenter circulairement la zone de recherche autour du candidat proposé par
I’heuristique.

Ensemble de
toutes les
interprétations

Interprétation idéale

Interprétations avec 2 divergences - R
Interprétations avec 1 divergence

* Le nombre de divergences entre deux interprétations correspond exactement dans le cadre de SAT a la distance de Hamming (p. 40) entre
ces deux interprétations.
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LDS utilise ce principe, avec toutefois une petite variante : a chaque étape, on ne recherche pas les solutions
ayant exactement i divergences, mais au maximum i divergences, c'est a dire que 1’on va repasser par des états
déja explorés.

Voici I'algorithme proposé par [Harvey/Ginsberg 1995] : il s’agit de parcourir un arbre de recherche binaire
jusqu’a un nceud but, sachant que pour chaque nceud, le fils gauche correspond au choix de I’heuristique et le fils
droit & une divergence de I’heuristique.

LDS_Pr obe( noeud, k)
/1 retourne un noaid but dont le chemin s’ éloigne d au plus d
/1 divergences de |’ heuristique

Si le noad est un noad but alors retourner noad Finsi ;

Si le noad est une feuille alors retourner O Finsi ;

/1 si aucune divergence n'est autorisée, on suit |’heuristique

Si (k=0) alors retourner LDS Probe(Gauche(noad),0) Finsi ;

Sinon // on effectue une divergence (1)

Res ~ LDS-Prob(Droit(noeud), k-1)
/1 si un noad but est trouvé on arréte |a recherche

Si (res # 0) alors retourner res Finsi ;
Ret our ner LDS_Pr obe( Gauche( norid), k)
Fi nsi

LDS( noaid)
Pour x « 0 a profondeur maximale faire
Res ~ LDS Probe(node, x) ;
Si res # O alors retourner res
Fin pour ;
Ret ourner [

Algorithme 15 LDS - Limited Discrepancy Search

Remarque : effectuer une divergence si elle est permise avant de tester le cas ou il n’y a pas de divergence pro-
duite (1) peut sembler contre-intuitif puisque 1’on cherche une solution ayant un minimum de divergences. Il faut
se rappeler que cette fonction est appelée pour différentes valeurs de d. Si par exemple LDS_Probe est appelée
une premiere fois avec d = 0, une seule feuille est explorée (tout a gauche). Si maintenant on I’appelle avec d=1,
en favorisant le minimum de divergences, la premiére feuille explorée est ... la feuille déja explorée a I’appel
précédent. En favorisant les divergences quand elles sont permises, le probleme n’est pas réglé (la feuille est
toujours re-explorée), mais repoussé : on retrouve notre feuille apres avoir atteint des feuilles non encore explo-
rées.

2.4.2 ILDS [Korf 1996]

C’est une version améliorée de LDS, qui a chaque appel fournit des interprétations ayant exactement k divergen-
ces. Ainsi, chaque feuille de I’arbre de recherche ne sera produite qu’une seule et unique fois (ce n’est pas vrai
pour les autres nceuds de I’arbre). La seule chose a ajouter est la profondeur de I’arbre restant a parcourir. Ainsi,
quand la profondeur restante ne permet pas de produire k divergences (pr of - 1< k, S0it prof < k), on n’explore
plus le sous arbre gauche.

| LDS_Pr obe( noeud, k, pr of)
/!l retourne un noaid but dont | e chem n s’éloigne d exactenent d
/1 divergences de |’ heuristique
Si le noad est un noeud but alors retourner noad Finsi ;
Si le nomd est une feuille alors retourner O Finsi
Si (prof>k) alors
/1 il est possible de faire k divergences dans | e sous-arbre
res — |LDS_Probe(Gauche(noad), k, prof-1)
Si res # 0 alors
Ret ourner res
Fi nsi
Finsi ;
/'l si au moins une divergence est autorisée, on effectue une divergence
Si (k>0) alors
Ret our ner LDS_Probe(Droit(noad), k-1, prof-1)
Fi nsi
Fi nsi

| LDS( noaud)
Pour x —~ O & profondeur nexinale faire
Res ~ |LDS_Probe(node, x, prof ondeur maxi mal e)
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Si res # 0 alors retourner res
Fin pour ;
Ret ourner O

Algorithme 16 ILDS - Improved LDS
Remarque : LDS et ILDS n’explorent pas les feuilles de I’arbre dans le méme ordre, mais en ordre inverse.

Comparons les 2 algorithmes sur un exemple. Le schéma suivant représente I’ordre dans lequel les feuilles d’un
arbre binaire complet de profondeur 3 sont atteintes par LDS pour un nombre de divergences K variant de 0 a 3.
Les chemins en fonceé représentent les feuilles atteintes par ILDS (I’ordre est inversé). Les chemins en clair mon-
trent donc les feuilles déja atteintes par LDS pour une valeur de K inférieure.

N

A premiere vue, le résultat est sans appel : ILDS (8 feuilles explorées) est beaucoup plus performant que LDS
(20 feuilles explorées). 1l faut cependant noter que dans le cadre de SAT par exemple, les arbres parcourus sont
rarement complets, donc en pratique les différences sont moins grandes.

2.4.3 Adaptation au calcul de modéles P-restreints CARD-préférés

Si nous reprenons I’idée de LDS/ILDS avec comme heuristique, comme dans le calcul des impliquants P-
restreints, «je préfere un littéral qui n’est pas dans P », nous obtenons comme interprétation (ou plutét comme P-
interprétation) idéale celle composée uniquement de littéraux de P”. Une divergence va correspondre a
I’apparition d’un littéral de P, donc a augmenter la taille de I'impliquant P-restreint. Ainsi, nous allons tester
I’existence de I'impliquant P-restreint de taille O, puis de taille 1, de taille 2, etc. ... La recherche s’arréte dés
que I’ensemble des impliquants P-restreints d’une taille donnée est non vide.

Nous continuons a utiliser BC qui représente la base de clauses en calcul propositionnel (une CNF), et P un en-
semble consistant de littéraux. Quand il ne reste plus de littéraux de P, on fait appel a un algorithme de type DP
pour Vvérifier la consistance de la base. Contrairement aux deux algorithmes proposés précédemment, notre heu-
ristique (P~) concerne uniquement une partie des variables. Méme en for¢ant le choix d’une variable de P pour le
branchement, une clause unitaire ou un littéral pur peuvent fixer la valeur d’une variable n’appartenant pas a P. Il
faut donc adapter I’algorithme dans ce cas. De plus, la suppression de I’arrét de la fonction ILDS_Probe lors-
qu’une solution est trouvée nous permet d’obtenir tous les impliquants P-restreints CARD-préférés et non
un seul. Le reste n’est que traduction du parcours de I’arbre dans le cas de SAT.

| LDS_Probe(BC, P, ip, d, k)

Si 0 BC al ors retourner 0O Finsi

Si BC = 0O alors retourner ipnP Finsi ;

/1 on cherche une clause unitaire ou un
/1 littéral pur qui n" apparait pas dans P
| <« Littéral PourSinplifier(BC P) ;

Si | #null alors // | existe
// il appartient a P: on a une divergence
Si 10 P alors retourner LDS Probe(BC[I],P,ipdl,d-1,k-1) Finsi ;
/'l sa négation appartient a P: il faut mettre a jour |a profondeur

Si -l 0 P alors retourner LDS Probe(BC[I], P, ipOl,d-1,k) Finsi
/1 sinon on propage normal erent
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retourner LDS Probe(BCI],P,ipdl,d,k)

Finsi ;
| « Choisir_Littéral de(BC, P)
Si (1# null) alors // il reste des variables de P & assigner
s -~ O ;
/1 on comrence par un él ément de P” : pas de dégradation
/1 on vérifie qu' il reste assez de littéraux de P a assigner

/1 pour effectuer k dégradations
Si (d>k) alors SOL —~ LDS Probe(BC[-I],P,ipO{=-l1},d-1,k) Finsi ;
/1 on continue par un él ément de P : une dégradation
/1 on vérifie d abord qu’une dégradation est autorisée
Si (k>0) alors SOL ~ SOL O LDS-Probe(BC[I],P,ipO{l},d-1,k-1) Finsi
Ret ourner SQOL ;
Sinon // il n'y a plus de synboles de P a assigner
/1 on effectue un sinple test de consistance
Si (DP(base)=vrai) alors
Ret our ner i pnP
Si non

Ret ourner 0O
Fi nsi
Fi nsi

| LDSMPL( BC, P)
/1 on fait varier la taille du nonbre exact de divergences
Pour x « 0 jusqu'a |P|
SOL ~ |LDS-Probe(BC P, O,|P, X) ;
Si SOL # O alors retourner SOL Finsi
retourner 0

Algorithme 17 ILDSMPL - impliquants P-restreints minimaux pour la cardinalité

2.4.4 Lien avec Distance-SAT

[Bailleux/Marquis 1999] présentent un nouveau probleme de décision proche de SAT. Il s’agit de déterminer s’il
existe un modéle d’une formule qui différe d’une interprétation partielle donnée sur au plus d variables. Il s’agit
exactement du probleme de décision correspondant au probléme d’optimisation que nous nous sommes proposeés
de résoudre.

Définition 73 (différence [Bailleux/Marquis 1999])
Une interprétation partielle Pl différe d’une interprétation partielle PI, sur au plus d variables ssi le nombre de
variables x de Dom(P1;) nDom(Pl,) telles que Pl;(x)=Pl,(x) est inférieur ou égal a d.

Il s’agit de la distance de Hamming entre deux interprétations partielles. Une différence correspond bien
a une divergence dans LDS/ILDS. En utilisant notre notation habituelle, nous pourrions écrire ssi
|P|1nP|2ﬂ| <d.

Définition 74 (Distance-SAT [Bailleux/Marquis 1999])

Distance-SAT est le probléme de décision suivant :
- Données : Une formule CNF BC, une interprétation partielle Pl et un entier naturel d.
- Questions : Existe-t-il un modele | de BC qui differe de PI sur au plus d variables.

Nous noterons ce probleme de décision Distance-SAT(BC,PI,d).

Les auteurs proposent pour résoudre ce probléme une variante de la procédure de Davis et Putnam appelée DPg;s.
wnce- 11 S’agit d’une implantation proche de la procédure LDS_Probe décrite ci-dessus. La différence entre cette
implantation et la ndtre se situe sur le choix de la variable de branchement. Nous forgons un branchement sur les
variables de Pl au début de I’arbre de recherche alors qu’aucune contrainte n’existe sur les variables de bran-
chement dans DPgisances C’€St Seulement lorsque la variable est choisie que I’on Vérifie si elle appartient ou non a
Pl. Nous avons fait ce choix en conformité avec I’approche utilisée dans MPL. De plus, hous commencgons tou-
jours un branchement par un littéral ne changeant pas le nombre de divergences. Aucune restriction de ce genre
n’existe dans DPgistance, aU CONtraire :

les auteurs arguent que dans le cadre de la résolution de ce probléme de décision « une approche énumérative
naive qui consisterait a engendrer successivement les interprétations | qui ne différent pas avec Pl sur au plus d
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variables, et a tester a chaque étape si | constitue ou pas un modéle de BC n’est en général pas réalisable en
pratique, méme si I’on ne considére que de « petites » valeurs pour n, [...], et pour d. »

Nous allons le vérifier sur des bases générées aléatoirement.

Notons au préalable que dans DPgisance, [Bailleux/Marquis 1999] ne propagent pas de littéraux purs. Or il est
possible de le faire, comme nous allons le montrer.

Lemme 7
Soit BC une base de clauses. Soit BC’/ZBC. Soit d un entier positif. Si Distance-SAT(BC,PI,d) est vrai alors
Distance-SAT(BC’,PI,d) est vrai.

Preuve :
Elle est triviale car tout modéle de BC satisfait BC’. En particulier celui qui difféere de Pl avec au plus d
différences.

Supposons maintenant que | soit un littéral pur de BC. Nous avons donc BC[I] /7 BC. Donc d’apres le lemme
précédent : si Distance-SAT(BC,PI,d) alors Distance-SAT(BC[I],P1,d).

Lemme 8
Soit BC une base de clauses. Soit d un entier positif. Soit | un littéral pur de BC. Si Distance-SAT(BCJI],Pl,d) est
vrai alors Distance-SAT(BC,PI,d+1) est vrai.

Preuve :

En effet, si /M modele de BC[I] qui satisfait Distance-SAT(BC[I],PI,d) alors il suffit de poser
M(l)=vrai pour satisfaire BC. Soit | est dans PI, auquel cas la différence entre M et Pl ne change pas,
soit I” est dans Pl auquel cas la différence entre Pl et M augmente de 1.

Si maintenant nous restreignons | a un littéral pur dont la négation n’est pas dans PI, on obtient un résultat plus
important : Si Distance-SAT(BCJI],P1,d) est vrai alors Distance-SAT(BC,PI,d) est vrai. On a alors équivalence
entre les deux problémes dans ce cas particulier.

Proposition 41
Soit BC une base de clauses. Soit d un entier positif. Soit | un littéral pur de BC tel que PI“/1 |z [. Distance-
SAT(BCII],PI,d) est vrai ssi Distance-SAT(BC,PI,d) est vrai.

Preuve :
D’aprés les deux lemmes précédents.

Nous avons implanté sur la base de notre aIgorithmeE(EjJe Davis et Putnam I’algorithme présenté par [Bail-
leux/Marquis 1999] sans I’heuristique appelée LASSO™-: nous I’appellerons DISTANCE-SAT. Nous avons
modifié cette procédure pour prendre en compte la propagation des littéraux purs selon la propriété précédente.
Nous la comparons a notre implantation de LDS_Probe avec branchement sur les symboles de PI d’abord. Cette
derniere propage elle aussi des littéraux purs.

Voici les résultats obtenus pour PI une interprétation compléte (SUB=50) et d=10 pour 50 variables proposition-
nelles.

“ Car son calcul demande plusieurs modifications de notre implantation.
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Comparaison entre Distance SAT et LDS pour VAR=50 et d=10
60000 -
50000 -
40000 -
30000 -

20000 K

10000 -

Nombre de branchements

O L L e e e e e e B e e e A e AL e

—=8— DISTANCE-SAT —&— DISTANCE-SAT+LIT. PURS LDS Ratio

Comme on pouvait s’y attendre, la propagation de certains littéraux purs permet de réduire la taille de I’arbre de
recherche. Résultat plus surprenant, I’utilisation d’une heuristique forcant I’ordre des littéraux de branchement
(car comme I’interprétation de référence est compléte, la priorité des variables n’est pas utilisée ici) permet de
réduire le nombre de nceuds développés jusqu’au ratio 3,4 environ !

Pour confirmer les bons résultats de LDS pour résoudre DISTANCE-SAT, nous avons relancé les tests des algo-
rithmes pour 100 variables et une distance de 20, en utilisant toujours une interprétation de référence compléte.
Nous obtenons des résultats comparables.

Nous avons donc modifié notre implantation DISTANCE-SAT pour forcer un branchement sur un littéral de Pl
d’abord. Les résultats obtenus sont presque exactement les mémes que LDS (a quelques nceuds prés sur plusieurs
milliers, sans doute car nous choisissons la premiére variable maximisant I’heuristique et que I’ordre dans lequel
sont examinées les variables n’est pas forcément le méme dans les deux algorithmes).

Nous avons ensuite effectué le méme test avec cette fois-ci une interprétation partielle comme référence (conte-
nant la moitié des variables). Les résultats sont différents :
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Comparaison Distance-SAT/LDS pour VAR=50, d=10, SUB=25
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‘—Q—DISTANCE-SAT —=—DISTANCE-SAT + LITS. PURS DISTANCE-SAT + LITS. PURS + ORD. LDS ‘

LDS est maintenant plus mauvais que Distance-SAT. Or les seules différences entre ces deux algorithmes sont le
choix d’une variable de I’interprétation partielle en priorité lors du branchement, plus I’ordonnancement des
littéraux pour ces variables. Or notre variante de Distance-SAT avec ordonnancement des littéraux lorsque la
variable de branchement est dans I’interprétation partielle (DISTANCE-SAT+LITS. PURS+ORD) est aussi
bonne, voire quelquefois meilleure que DISTANCE-SAT + LITS. PURS, donc I’ordonnancement ne semble pas
en cause. Nous pensons donc que le mauvais comportement de LDS provient de la contrainte sur le choix des
variables de branchement.

Ce qui confirme les propos de [Bailleux/Marquis 1999] cités précédemment.

On note donc que :

- la propagation des littéraux purs apparaissant dans I’interprétation (partielle) de référence permet
de réduire le nombre de nceuds de I’arbre de recherche.

- lorsque le branchement concerne une variable de I’interprétation de référence, commencer par satis-
faire le littéral appartenant a I’interprétation permet aussi de réduire le nombre de nceuds de I’arbre
de recherche.

- forcer le branchement sur les variables de I’interprétation partielle d’abord est une mauvaise solu-
tion car on perturbe I’heuristique de branchement, qui ne prend pas en compte la structure particu-
liere du probléme.

Ces résultats ont été obtenus avec une implantation personnelle de DPgsance N’ Utilisant pas I’heuristique LASSO
présentée dans [Bailleux/Marquis 1999]. Celle-ci permettrait sans doute de diminuer le nombre de nceuds déve-
loppés par notre algorithme. Néanmoins, les améliorations que nous proposons pour DPgisance peUVeENt trés bien
étre ajoutées a DPgistance+1asso - 12 propagation des littéraux purs par exemple permet de réduire le nombre de bran-
chements. A priori, satisfaire un littéral de I’interprétation avant sa négation ne devrait pas changer les bonnes
performances de I’heuristique LASSO puisque celle-ci est une heuristique balancée.

2.5 Filtrage de solutions

Au vu du nombre trés important de solutions « compilées » en quelques centaines de clauses (cf. exemples page
123), nous souhaitons trouver une méthode de «filtrage » de solutions Vérifiant des contraintes syntaxiques
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comme : « quelles sont les solutions contenant le littéral X ? ne contenant pas le littéral Y ? ». Nous appellerons
les premiéres des contraintes de présence et les secondes des contraintes d’absence.

Notre but est double :
- limiter le nombre de solutions (donc I’espace mémoire nécessaire a les stocker),
- limiter I’espace de recherche en fixant la valeur de certaines variables et/ou en rajoutant des con-
traintes.

Intuitivement, une contrainte d’absence d’un littéral se traduit par la falsification de ce littéral et une contrainte
de présence par sa satisfaction. Ce qui permet d’exprimer le filtrage par une base de clauses.

Définition 75 (filtrage d’impliquants P-restreints premiers)
Soit BC,CTRZFPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. F = { I | | O IRP(BC,P) et | O (P\I)” ECTR } est
appelé un filtrage des impliquants P-restreints premiers de BC par CTR.

Nous avons déja utilisé cette notion de filtrage lors du calcul du label d’une donnée. CTR avait alors une forme
tres particuliére : elle contenait uniquement des littéraux de P~, c’est a dire uniquement des contraintes
d’absence. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 42
Soit BC/FPs. Soit P un ensemble consistant de littéraux. Soit CTR une base de clauses contenant uniquement
des littéraux P". IRP(BCOCTR,P) est un filtrage des impliquants P-restreints premiers de BC par CTR.

Preuve :

découle du page P4l 71 JIRP(BCICTR,P), IARP(BC,P) et CTR” A7 |# [ Donc M tel
que M ECTR et | /7M. Comme CTR contient uniquement des littéraux de P", M /71 /7 (P\I)". Donc
I0(P\U)- satisfait CTR.

Exemple : prenonsBC={ AD, BD, CE}etP={A B,C,D,E}. Lesimpliquants [P-restreints]mpre-

miers de BC sont {A, B, C}” {C, D}”, {A, B, E}* {E, D}". Si nous voulons calculer les impliquants P-restreints

premiers de BC ne contenant pas E, il nous suffit de calculer les impliquants P-restreints premiers de BC/XE
}. On trouve bien {A,B,C} et {C,D}”

Il est donc facile de prendre en compte les contraintes d’absence dans MPL lorsque I’on doit effectuer un calcul
de P-impliquants premiers.

Malheureusement, ce résultat ne se généralise pas lorsque CTR est une base de clauses quelconques. Produire
tous les impliquants P-restreints premiers en ne gardant que ceux qui « satisfont» CTR n’est pas une solution
envisageable car elle ne permet aucunement de réduire I’espace de recherche (qui reste le méme) ni I’espace
mémoire (qui augmente, car il faut absolument ajouter les impliquants P-restreints trouvés dans la base de mini-
misation pour garantir leur primarité, il faut donc maintenir aussi un ensemble de solutions).

Cette derniére remarque n’est pas vraie si I’on cherche a filtrer des P-impliquants premiers. En effet, en utilisant
la notion d’ensemble de littéraux nécessaires, la primarité est testée indépendamment des P-impliquants premiers
déja trouvés. Il est donc possible de restreindre I’espace de recherche sans perdre la preuve de la primarité.

On en déduit donc, a partir de la définition de filtrage, un algorithme calculant uniquement les impliquants d’une
base de clauses pure BC satisfaisant une base de clauses CTR.

Castel | (BC, I P, P, CTR)

/1 Calcule les P-inpliquants preniers de BC

/1l en utilisant le filtrage CIR

/1 BC ne doit contenir que des littéraux de P

/1 1P |"ensenble des littéraux satisfaits

/1 P un ensenbl e consistant de |ittéraux

/! retourne les P-inpliquants prem ers de BC.
/1 il ne faut pas falsifier |les contraintes
Si 0O BC ou 0O CTR alors retourner O Finsi
/1 on restreint la recherche de littéraux nécessaires aux
/'l seul es clauses de BC

% Comme la base est pure, ces deux notions sont équivalentes.
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Si I PnP n’ est pas nécessaire dans BC al ors retourner O Finsi
Si BC =10 alors
/1 on a trouve un P-inpliquant prenier
I = 1PnP ;
Si I(P\1)- FECIR alors
/1 il satisfait toutes |es contraintes

retourner {(IPnP)%

Fi nsi

Ret ourner 0O ;
Finsi ;
| « Littéral PourSinplifier(BC
Si | #null alors // si | existe

retourner Castell (BCI],1PO{l}, P, CTR)
Finsi ;
| < choisirLiteral (BC ;
retourner Castell (B -I],IPO{=I1},P) O Castell (BCI],1PO{l}, P,CTR

Algorithme 18 Filtrage de P-impliqués par la méthode des littéraux nécessaires

Nous rappelons que ce filtrage ne peut étre utilisé que sur une base de clauses pure, c’est a dire lors de la seconde
phase du calcul de P-impliqué premier.

2.6 Et aussi ...

Que faire si notre relation de préférence ne nous permet pas d’énumérer les impliquants P-restreints des plus
préférés au moins préférés ? Par exemple, nous pouvons disposer pour chaque élément de P de probabilités (de
pannes, d’occurrences), de poids (des codts, des pénalités, des gains), etc... et d’une fonction d’agrégation (fonc-
tion d’évaluation). On cherche alors les impliquants P-restreints premiers les plus probables, ceux minimi-
sant/maximisant I’agrégation des poids, des probabilités. On se trouve alors en présence d’un probléme
d’optimisation, dont I’approche arborescente est le Branch & Bound [Lawler/Wood 1966]. La principale diffé-
rence entre les algorithmes présentés dans cette thése et les algorithmes de type B&B concerne le moment ol
une solution optimale du probleme est trouvée : dans le premier cas, dés qu’une solution est trouvée, elle est
optimale, alors que dans le second cas, il faut attendre la fin de I’algorithme pour faire la preuve de I’optimalité.
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1 Algorithme incomplet pour le raisonnement non monotone

Nous avons présenté dans cette these différentes utilisations d’une variante d’un algorithme « complet » de réso-

lution de SAT, notamment dans le cadre du raisonnement non monotone. Nous avons montré comment appliquer

un calcul de P-impliqués premiers pour détecter les sous-bases minimales incohérentes d’une base de croyances

moyennant un codage de cette base. Or cette approche a ses limites :

< nous introduisons une nouvelle variable par clauses, ce qui peut augmenter de fagcon considérable la taille du
probléme initial pour un algorithme énumératif,

* nous devons effectuer deux appels a MPL.

Les travaux que nous allons présenter sont basés sur I’utilisation d’une méthode stochastique pour approcher
I’ensemble des sous-bases minimales incohérentes d’une base de croyances. Contrairement a notre approche,
aucun codage de la base n’est nécessaire. Seule la « trace » de I’algorithme de recherche locale suffit ([Mazure,
et al. 1996], voir aussi page .

[Bessant, et al. 1998] utilisent cette technique pour la révision de croyances, [Grégoire, et al. 1998] dans le cadre
de I’inférence non monotone.

1.1 Application a la révision de croyances

Soit une base de croyances CR décrivant un systeme, et f une formule de « révision » du systéme, c'est a dire qui
apporte de nouvelles informations sur I’état du systeme. Cette formule f peut étre inconsistante avec CR (CR /Jf
= [) : il faut alors faire une révision sévére. L’une des solutions pour résoudre ce probléme est d’écrire CR a
I’aide de regles a exceptions. [Bessant, et al. 1998] pensent qu’il n’est pas trés naturel pour un ingénieur de la
connaissance d’écrire I’ensemble des régles a exception nécessaires pour enlever toutes les incohérences, mais
que le systeme devrait pouvoir, en cas de besoin, créer ces régles.

La base de croyance est écrite en calcul propositionnel sous forme CNF. Elle contient deux ensembles disjoints
de symboles d’anormalité avec priorités [McCarthy 1986] Pcr €t Prayision dont les éléments sont notés Ab; et Ab, ;.
Les regles a exceptions de la forme a /7—- Ab; — [ seront fournies par I’ingénieur de la connaissance. Celles de
la forme a [J- Ab,; - [ seront générées automatiquement lors du processus de révision. Le raisonnement sur
CR est basé sur la notion de modeles préférés définie par [Shoham 1987b] : CR |Of ssi f est vraie dans tous les
modeles préférés de CR. Ici, les modeles préférés sont ceux minimisant les symboles d’anormalité assignés a
vrai (ce qui correspond a des impliquants Ab-restreints premiers, avec Ab = Pcr 7 Pyevision)-

Une révision sévére revient & ajouter un symbole d’anormalité Ab, ; & certaines clauses de CR pour lever
I’inconsistance. On dit alors que ces clauses sont affaiblies par I’ajout du symbole Ab; ;.

Il existe plusieurs manieres de lever I’inconsistance de la base (voir [Gardenfors 1988] par exemple pour de plus
amples détails). La solution la plus « propre » (celle qui affaiblit le moins de clauses) serait de rajouter un sym-
bole d’anormalité dans une clause de chaque sous-base minimale inconsistante avec f: c’est I’approche de la
révision maxi-choix ( maxi-choice). Le probleme réside dans le choix de la clause a sélectionner dans chaque
sous-base : comment faire pour choisir parmi ces clauses si aucune autre connaissance n’est fournie ? Une autre
approche, plus prudente, est la révision par pleine rencontre ( full meet) : il s’agit d’affaiblir toutes les clauses
contenues dans les sous-bases minimales inconsistantes. D’ou I’idée de travailler sur I’ensemble des clauses
concernées par I’inconsistance, le noyau.
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Définition 76 Noyau [Bessant, et al. 1998]

Soit CR une base de clauses. Le noyau de CR selon f (noté Ker(CR,f)) est la conjonction des clauses de CR con-
tenues dans une sous-base minimale inconsistante de CR /7f. Nous noterons Res(CR,f) la conjonction des clauses
de CR qui n’apparaissent pas dans Ker(CR,f).

Remarque : nous avons montré précédemment que I’on pouvait calculer les sous-bases minimales inconsistan-
tes d’une base de croyances a I’aide d’un calcul de nogoods sur un encodage de cette base (ici, seul CR sera
encodée, pas f). De plus, nous avons montré comment calculer ces nogoods a partir de deux calculs
d’impliquants P-restreints premiers. Le résultat du premier calcul d’impliquants P-restreints premiers suffit pour
calculer exactement Ker(CR,f). En effet, le second calcul d’impliquants P-restreints premiers est un calcul de
minimal hitting set utilisé pour construire les nogoods (sous-bases minimales incohérentes) de la base. Toute
hypothése (clause) appartenant a un nogood (a une sous-base incohérente) apparait donc dans le résultat du pre-
mier calcul (si H = {A,B,C,D} et CR est une base dont les nogoods sont {B,C} et {B,D}, alors le résultat de la
premiére passe sera {B} et {C,D}, dont on peut déduire I’union des nogoods, {B,C,D}).

Il est alors possible de définir la notion de révision par pleine rencontre :

Définition 77 Révision par pleine rencontre [Bessant, et al. 1998]
Supposons que CR soit le résultat de i-1 révisions séveres précédentes :
CR o Pleinerencontre £ — (K ar(CR,f) O Abr_i) O Res(CR,f) Of

Res(CR,f) étant consistant, comme il est toujours possible de satisfaire Ab;, ; on obtient le résultat suivant :

Propriété 9 [Bessant, et al. 1998]
CR © Pleine rencontre £ oqt toujours consistante lorsque f est consistante.

Ce résultat est valable indépendamment de la forme de Ker(CR,f) : on peut donc imaginer approximer Ker(CR,f),
en garantissant seulement qu’une clause au moins de chaque sous-base minimale inconsistante est contenue dans
cette approximation (pour garantir Res(CR,f) consistant). C’est ce que proposent [Bessant, et al. 1998]. IIs utili-
sent une méthode de recherche locale pour détecter un sous-ensemble de clauses inconsistantes selon la métho-
dologie de [Mazure, et al. 1996], qui se fonde sur I’observation qu’une clause souvent falsifiée par une méthode
de recherche locale appartient généralement a une sous base minimale inconsistante. L’idée est d’approcher
Ker(CR,f) par I’ensemble des clauses les plus falsifiées de CR lorsque 1’on cherche la consistance de CR/T. Si la
base de clauses est localement inconsistante, un ensemble de clauses se dégage clairement de la base, et il cor-
respond a peu pres a Ker(CR,f).

Il est ainsi « facile » d’effectuer la révision pleine rencontre de CR avec f: il suffit de lancer I’algorithme de
recherche locale sur CR /7f et si I’algorithme ne trouve pas de solution au bout d’un certain temps, arréter
I’algorithme et rajouter les symboles d’anormalité aux clauses les plus falsifiées.

Il apparait empiriquement que la distance du résultat obtenu par rapport a Ker(CR,f) dépend du temps de calcul
alloué pour rechercher une solution (ce qui donne un aspect « anytime » a la méthode).

Notre méthode compléte ne semble pas adaptée a la révision sous pleine-rencontre. Nous pouvons utiliser le
résultat de notre premier calcul d’impliquants P-restreints premiers pour calculer exactement Ker(CR,f) mais les
performances de cette approche ne pourront sans doute pas égaler ceux obtenus par [Bessant, et al. 1998]. L une
des raisons est que nous obtenons plus d’informations que ces derniers : nous connaissons la valeur exacte de
Ker(CR,f) et nous obtenons des informations sur les sous-bases minimales inconsistantes. Par exemple, le pre-
mier impliquant P-restreint premier trouvé par MPL(Encode(CR,A)If,(1,A™) nous permet de restaurer la cohé-
rence de CRIf. Ce qui laisse entrevoir une application de nos travaux dans le cadre de la révision maxi-choix :
des qu’un impliquant P-restreint préféré est calculé, nous pouvons réviser notre base a I’aide de I’information
obtenue. Le probleme est de trouver une relation de préférence entre sous-bases maximales consistantes compa-
tible avec une énumération arborescente des impliquants P-restreints.

1.2 Application a un processus d’inférence non monotone

On trouve dans [Grégoire, et al. 1998] une méthode d’inférence dans le cadre de modeles préférés utilisant une
relation de préférence proche de la préférence Worst In présentée dans la partie précédente.
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Soit S un ensemble de symboles propositionnels et Ab = {Abl<Ab2<...Abn} un ensemble de symboles
d’anormalité ordonné. Abi<Abj signifie que Abi est une anormalité plus probable que Abj (dans le cadre du
diagnostic par exemple, Abi est une panne plus probable que Abj). On dispose d’une base de clauses BC cons-
truite a partir de S/J/Ab. Les symboles d’anormalité sont utilisés pour exprimer des régles a exception (modéle de
bon fonctionnement du systéme comme dans le cadre du diagnostic consistant de Reiter).

Un modele préféré de BC est intuitivement un modéle de BC qui ne satisfait pas de symboles d’anormalité (un
modele de bon fonctionnement) ou qui en contient un minimum.

Définition 78 (modele préféré[Grégoire, et al. 1998])
M est un modele préféré de BC ssi :
- M ne contient pas de symboles d’anormalité Abi a vrai
- M contient au moins un symbole d’anormalité Abi a vrai et
- [@M’un modéle de BC tq M’ ne contienne aucun Abj a vrai
- [@M’’ un modele de BC tq M’’ contienne un Abj a vrai et JAbi a vrai dans M, j<i.

Ils définissent alors la préférence entre 2 modeles par :

Définition 79 (préférence entre modeles [Grégoire, et al. 1998])
M est préféré (au sens large) a M’ ssi
- M ne contient pas de symboles d’anormalités.
- ou M’ ne contient pas de symboles d’anormalités ; dans ce cas, M ne contient pas de symboles
d’anormalité.
- Met M’ contiennent au moins un symbole d’anormalité et 0Abj 0 M’, OAbi O M tq i<j

On cherche donc des modéles ayant un minimum de variables d’anormalité assignées a vrai : dans notre termino-
logie, il s’agit d’impliquants Ab-restreints premiers. Les impliquants Ab-restreints sont préférés uniquement a
partir de leur élément le plus probable. Ce que nous pouvons rapprocher de la préférence Worst In (au sens large)
gue nous présentions page qui ordonne les impliquants P-restreints uniquement selon leur strate la moins
certaine. On montre en effet que I’ordre sur les symboles d’anormalité correspond a une stratification des
croyances sans utiliser de symboles d’anormalité.

Il suffit de partitionner BC en <KB ;CR> telles que KB contient toutes les regles « classiques » de BC, les con-
naissances, et CR est une base de clauses stratifiée construite a partir des regles a exception, qui contient des
croyances. L’ordre total entre les Abi nous permet de construire un préordre total entre les clauses a exception.
Nous en déduisons une stratification CR = <CR1 ;CR2 ;CR3 ;... ;CRN> avec CRi ={Ci | Ci  Abi 0 CR} et
N=|Ab|.

On peut considérer que les régles a exception plus I’ordre entre Abi est un encodage d’une base de croyances
stratifiée dans le cadre du raisonnement consistant. Le codage que nous avons proposé page correspond a
celui des bases stratifiées pour le raisonnement abductif.

On montre alors qu’un modele M est préféré a un modéle M’ dans le cadre de la Définition 79|(nous le noterons
M GMS-préféré a M’) ssi M’ nP est WI-préféré (au sens large) a Mn P en utilisant la stratification de littéraux P
=<{Abn} ;... ;{Abl}>.

En effet, [Amgoud 1999] a prouvé que H est strictement WI-préféré a H’ ssi niveau(H)<niveau(H") ssi Ch’(0H’
tel que OhOH h>h’ (h est strictement plus certaine que h”). Soit au sens large H est Wl-préféré a H’ ssi Ch’(OH’
tel que OhOH h’<h. Ce qui signifie en terme de stratification Ch’(0H’ tel que TOhOH, Abk = hnPOPi , Abl =
h’nPOPj et i<j. Donc I<k. Donc M est WI-préféré a M’ ssi JAbICOM” tel que OAbkOM I<k. Donc M’ est GMS-
préféré a M.

Nous avons proposé un algorithme de calcul d’impliquants P-restreints WI-préférés. [Grégoire, et al. 1998] pro-
posent une méthode d’inférence fondée sur leur notion de modeles préférés.

Définition 80 [Grégoire, et al. 1998]
Soit f une formule. BC |Of ssi f est satisfaite dans tous les modeles préférés de BC ssi M un modele de BC qui
satisfait f et [J un modele M’ de BC préféré (au sens large) a M tel que M’ ne satisfait pas f.
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L’une des solutions pour déterminer si f est inférée préférentiellement par BC est de calculer I’intersection des
modeles préférés de BC (comme nous I"avons proposé pour GCWA page P7). [Grégoire, et al. 1998] montrent
comment cette inférence non monotone peut étre effectuée en quelques tests de satisfiabilité (en pratique 5) en
exploitant la nature de la relation de préférence.

Il faut d’abord tester si f et =f ne peuvent pas étre satisfaites par un modéle de fonctionnement normal, c’est a
dire tester la consistance de BC O f (resp. ~f) ({~Abi | Abi 0 Ab}". Ce test est effectué par la méthode de re-
cherche locale TSAT car si un tel modele existe, cette procédure s’avére en général plus efficace qu’une mé-
thode systématique pour trouver ce modéle. La preuve de I’inconsistance est effectuée par un algorithme systé-
matique sur les clauses les plus falsifiées par TSAT. A I'aide de la définition précédente, f est inférée préféren-
tiellement ssi il existe un modéle de bon fonctionnement pour f et pas pour = f.

Si cette premiére étape ne suffit pas a conclure, il faut chercher des modéles contenant des symboles
d’anormalité satisfaits. L’étape précédente a permis de mettre en évidence un ensemble de clauses inconsistantes
dans BC Of {-Abi | Abi O Ab}". Parmi ces clauses, celles qui contiennent des Abi peuvent étre satisfaites en
satisfaisant ces Abi. Si I’ensemble de ces clauses est Ker(BC,f), alors seuls ces Abi sont a satisfaire pour trouver
une modele de BC O f (car Ker(BC,f) contient toutes les maniéres de restaurer la cohérence de la base). D’ol
I’idée de chercher un modéle de BC OO f qui satisfait en priorité I’un de ces Abi.
La seconde étape peut se schématiser par I’algorithme suivant : il retourne vrai ssi BC |Cf

Soit L = {Abi;< ...< Abiy, Abin. <...,< Abi,} I’ensemble des symboles d’anormalité.

Abij;...Abi, dénote I’ensemble des symboles d’anormalité apparaissant dans les clauses le plus souvent

falsifiées dans la premiére étape.

Abip....Abi, dénote le reste des symboles d’anormalité.

Tant que L # O faire

Abi = pop(L) ; // retourne le premer élénent de L

Si BCOf O{Abj | AbjO Ab, j<i }" O Abi consistant alors

/1 il existe un nodéle de BC [Jf contenant Abi

/1 il faut vérifier qu' il n'en existe pas de préféré pour -f
Si BCO-f O{Abj | AbjO Ab, j <i }” est consistant alors (1)
/1 il existe un nodéle de BC [J-f contenant Abi ou un Abj préféré a Abi.

/!l onlimte le reste de la recherche aux Abk strictenent préférés a Abj
L=L\ { Abk | Abj < Abk } ;
Si non
/1 il existe un nodéle de BC [Jf tel qu' il n’existe pas de nodél e de
/1 BC O=f qui lui est préféré.
Ret ourner vrai
Fi nsi
Fi nsi
Fin tant que
Ret our ner faux

L’une des astuces de cet algorithme pour limiter le nombre de tests de satisfaction est de remplacer les i preuves
de I’inconsistance de BC O —~f O {Abj | Abj O Ab et j <k} pour k =1 a i par un seul test de consistance (1).

La plus importante est surtout I’utilisation de la trace de TSAT sur BC O - Abi | Abi O Ab}” pour sélection-
ner un sous-ensemble des symboles d’anormalité sur lesquels appliquer d’abord la recherche « systématique ». Il
s’agit d’une heuristique permettant de résoudre en pratique plus rapidement le probleme.

Dans notre algorithme WI (comme dans tous les autres), nous ne retirons aucune information de la preuve de
I’inexistence d’un modele de bon fonctionnement (de I'impliquant P-restreint premier [1). On peut imaginer
effectuer la méme technique que [Grégoire, et al. 1998] pour améliorer I’heuristique de branchement sur P.
L’information retournée dans notre cas sera du type « appartient a un impliquant P-restreint premier » (car Ker-
nel(BC,f) correspond a I’'union des impliquants P-restreints premiers de BCLIf). On distinguera donc les littéraux
de P apparaissant dans les impliquants P-restreints et ceux n’y apparaissant pas. Nous pensons qu’effectuer
d’abord le branchement sur des variables ayant peu de chances d’apparaitre dans un impliquant P-restreint per-
mettra de réduire la taille de I’arbre de recherche. En effet, en supposant que ces littéraux n’apparaissent effecti-
vement pas dans les impliquants P-restreints premiers, alors les sous-arbres développés par leur satisfaction
devraient étre élagués par les clauses de minimisations. De plus, lorsque nous encodons une base de clauses pour
calculer ses sous-bases minimales incohérentes, la méme information peut étre obtenue a partir de la base origi-
nale et interprétée sur les variables ajoutées. D’un autre coté, le temps passé a calculer cette heuristique ne sera
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pas forcément inférieur au temps gagné sur le calcul d’impliquants P-restreints premiers. Il s’agit donc d’une
voie a explorer pour améliorer le comportement de notre méthode systématique.

2 Calcul de modeles minimaux par des tableaux analytiques

Une méthode proche de nos travaux est présentée par [Niemeld 1996]. 1l s’agit d’une adaptation de la méthode
des tableaux analytiques dans le cadre du calcul de modéles <P ;Z>-minimaux en calcul propositionnel et en
logique du premier ordre dans [Niemeld 1996b]. A la différence de nos travaux, le but n’est pas ici de calculer
des modéles minimaux mais de déterminer si une formule est conséquence logique de tous les modeles mini-
maux d’une base. Une modification de la méthode de preuve permet néanmoins de les obtenir.

Cette version de la méthode des tableaux analytiques [Smullyan 1968] s’applique comme I’algorithme de Davis
et Putnam a un ensemble de clauses, c’est a dire une formule CNF. Les clauses ont la forme b; b, bs ... b, &
a a3z ... an. On dira plus généralement qu’elles sont de la forme A B avec A = {a,a,...,an} €t
B={by,b,,...,b} deux ensembles de variables.

La construction d’un tableau est basée sur I’utilisation de deux régles :

bb,..b, &a,..a,

by, by,.., b, b,b,..b, aa,..a,

a a ey @ a - b b,,.., b

H 1 » 42 e G-l 1 A+l 1 9m C 1y 21 n
(H) ai O —

La premiére régle (H), est une regle d’hyper-résolution restreinte, que I’on peut comparer a la propagation des
clauses unitaires dans un algorithme de type Davis et Putnam. Attention toutefois : seules les clauses unitaires
positives sont propagées. L’auteur signale néanmoins que cette régle peut étre modifiée pour propager aussi les
clauses unitaires négatives sans changer la validité de ses travaux.

La seconde est une version affaiblie de la régle de branchement utilisée dans la procédure de Davis et Putnam.
On effectue le branchement uniquement parmi des variables apparaissant positivement dans une clause. Nous
verrons par la suite que cette regle est trés importante pour nous car elle va nous permettre d’utiliser une version
affaiblie de la propagation des littéraux purs dans notre algorithme MPL.

L’utilisation de ces regles peut étre restreinte de maniére a éviter I’introduction répétitive de littéraux : la regle
(H) est utilisable seulement si a; n’apparait pas déja sur la branche et la régle (C) est applicable seulement si ni a;
ni —a; ne sont présents sur la branche.

Définition 81 (tableau analytique)

Une branche est dite close si elle contient une paire de littéraux complémentaires ou il y a une clause de la forme
bl b2 ...bn  sur la branche telle que bl, b2, ..., bn apparaissent aussi sur la branche. Si une branche n’est pas
close, alors elle est dite ouverte. Un tableau est ouvert s’il a une branche ouverte, clos sinon.

Une branche est dite terminée quand pour toute clause bl ... bn  al...am sur la branche, si b1, ...,bn sont sur
la branche alors il existe un ai, iC{1..m} sur la branche. Un tableau est terminé si toutes ses branches sont termi-
nées ou closes.

Cette méthode permet de déterminer I’inconsistance d’une base de clauses.

Proposition 43 (méthode des tableaux saine et compléte pour la satisfiabilité [Niemela 1996])
Soit BC une base de clauses.

i) S’il existe un tableau clos pour BC, alors BC est inconsistante.

i) Si BC est inconsistante, alors tout tableau terminé est clos.

Un algorithme capable de résoudre SAT basé sur le principe des tableaux est le suivant :

Tabl eau(BC, T)
Il retourne close si |a base est inconsistante
/1 ouvert sinon

Tn ~ doHrule(BC, T) ; // application de la régle H
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si Tn = close al ors retourner close
si non

a « doCrule(BC Tn) ; // application de la regle C
si a=null al ors retourner ouvert
si non

si tableau(BC TnOf{a }) = ouvert retourner ouvert
si non retourner tabl eau(BC, Tn{ a})

Algorithme 19 Méthode des tableaux analytiques

On note que cette méthode ressemble beaucoup a la procédure de Davis et Putnam : il suffit de remplacer ouvert
par consistant (ou vrai) et close par inconsistant (ou faux) pour retrouver I’algorithme présenté page Notons
que la méthode développée par [Crawford/Auton 1993] classée parmi les bonnes implantations de DP est au
départ une méthode basée sur la méthode des tableaux !

e doHrule propage sur la branche les clauses unitaires positives a I’aide de la régle H. Si la branche est close,
alors doHrule retourne close sinon elle retourne la nouvelle branche.
< doCrule retourne une variable apparaissant positivement dans une clause de la branche, null sinon.

Définition 82 (inférence minimale)

Soit BC/Fps une base de clauses. Une interprétation M est un modéle minimal de BC ssi M est un modele de BC
et [1 M’ un modéle de BC tel que M’nSOOMn S. BC infére minimalement a (BC |tin a) ssi a est satisfaite par
tous les modeles minimaux de BC.

Proposition 44 [Niemela 1996]

Soit BC/Fps une base de clauses. Une interprétation M est un modéle minimal de BC ssi M est un modéle de BC
et pour toute variable a, M [a implique BC O N(BC,M) |=a avec N(BC,M) = {-Vv | v est une variable apparais-
sant positivement dans une clause de BC et M [£ v}.

L’algorithme tableau est alors modifié pour retourner close si la formule a est inférée minimalement par BC.
D’apres le théoréme de la déduction, on peut remplacer la preuve de BC = a par un test de la consistance de
BC O-a. L’auteur veut ici remplacer la preuve de BC |inin a par la construction d’un tableau pour BC 0 -a.
Si celui-ci est clos, alors la formule a est vraie dans tous les modéles minimaux de BC. Une branche ouverte
correspond a un contre exemple, un modéle minimal de BC qui ﬁ satisfait pas a. Comme I’inférence minimale
permet de déduire plus d’informations que I’inférence classique™; il faut restreindre la production des modéles
aux seuls modeles minimaux de BC a I’aide de la propriété précédente. Ainsi, dés qu’un modele de BC [0 -a est
trouvé, on vérifie si c’est un modéle minimal de BC. Si oui, alors on a trouvé un contre exemple de BC |nin a.
Sinon, on continue la recherche. Cela donne I’algorithme suivant : BC est la base de clause de départ, BC’ est
une CNF logiquement équivalente a BC [ et T est la branche du tableau initialisée a (1.

m(BC, BC, T)
Tn ~ doHrule(BC ,T) ; // application de la regle H
si Tn = close alors retourner close
si non
a « doCrule(BC,Tn) ; // application de la regle C
si a=null alors
si pour tout bOTn, BC O N(BC,Tn) E b alors retourner ouvert
sinon retourner close
si non
si mm(BC , TnO{a }) = ouvert retourner ouvert
sinon retourner mm(BC , TnO{ a})

Algorithme 20 Inférence minimale par la méthode des tableaux

L’algorithme peut étre utilisé pour renvoyer les modéles minimaux de BC en effectuant une petite modification
apres le test de minimalité (Iles modeles minimaux sont ajoutés dans min) :

mi (BC, BC, T, nin)
Tn ~ doHrule(BC ,T) ; // application de la regle H
si Tn = close alors retourner close

7 si I’on considére un langage contenant deux variables propositionnelles a et b, la formule BC = {a} permet classiquement de déduire a,
alors qu’elle permet de déduire minimalement a et —b
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si non

a « doCrule(BC,Tn) ; // application de la regle C
si a=null alors

si pour tout bOTn, BC O N(BC, Tn) E b alors
mn « mn0O{{b| b0OTn}} ;
retourner close
si non

si mm(BC , TnO{a })= ouvert retourner ouvert
sinon retourner m(BC , TnJ{ a})

Algorithme 21 Calcul de modéles minimaux par la méthode des tableaux

On peut noter que toutes les branches sont systématiquement explorées car I’algorithme ne retourne jamais ou-
vert.

Par rapport a notre méthode MPL, la principale différence se situe au niveau du test de minimalité. Ici il s’agit
d’un test de consistance effectué a chaque fois que I’on se trouve en présence d’un modéle de BC’. En notant M
I’ensemble des variables satisfaites dans la branche Tn, il suffit donc de tester la consistance de
BCO{M™"}ON(BC,M) & I’aide ne n’importe quel prouveur SAT. L’auteur utilise ... une méthode par tableaux.
On peut optimiser ce test en prenant pour M I’ensemble des variables satisfaites sur la branche Tn produites par
la régle de branchement : en effet, si celles la sont vraies, les autres le sont aussi.

Dans le cadre de Davis et Putnam, il s’agirait de tester pour un impliquant | de BC la consistance de
BC O (InP)™™ O (P\I)™". Comme aucune information de type ajout de clause de minimisation n’est ajoutée dans
la base une fois une solution minimale trouvée, ce test sera effectué a chaque impliquant de la base, ce qui ne
parait pas trés efficace.

Pour notre part, nous avons choisi une régle de branchement nous garantissant une énumération compatible avec
la minimalité des modeles de BC. Ainsi, le premier modéle trouvé est un modéle minimal.

Les implantations de ces méthodes par I’auteur sont en réalité des méthodes dérivées de la procédure de Davis et
Putnam car comme dans cette derniere, la base de clauses initiale est réduite par propagation unitaire a chaque
appel de la fonction doHrule. L’auteur note cette c%espondance en soulignant que la propagation des littéraux
purs ne peut pas étre effectuée car elle «<manque »*-des modeles minimaux. Une autre différence concerne la
régle de branchement (C) qui est plus restrictive que la régle de branchement de la méthode de Davis et Putnam.
Si aucune variable n’apparait positivement dans une clause, alors un modele est trouvé. Cela permet de réduire le
nombre de modéles trouvés sans perdre de modeles minimaux. En effet, siBC={a b, b  a}, une méthode
de type Davis et Putnam sans arrét au premier modéle trouvé donnerait comme résultat O et {a,b}. L’application
de la régle (C) étant impossible, seul le modéle minimal O est trouvé par la méthode des tableaux.

Nous allons montrer que cette régle de branchement est équivalente dans le cadre d’une méthode de Davis et
Putnam a propager les littéraux négatifs purs. Nous étendrons cette propriété au cas d’un ensemble consistant de
littéraux P ou la propagation des littéraux purs de P~ ne modifiera pas le nombre de modeles minimaux.

Proposition 45

Les deux fonctions suivantes sont équivalentes (on suppose que BC est réduite par doHrule comme dans un

algorithme de type DP) :

e fonction doCrule(BC) { si OOx tel que x apparait positivement dans une clause de BC retourner x sinon re-
tourner null }

e fonction doDPruleWithNPLP(BC) { Tant qu’il existe x un littéral positif tel que —x est pur satisfaire = x ; Si
Ox un littéral positif de BC tel que x n’est pas assigné retourner x sinon null}

Preuve :
) Supposons qu’il existe x apparaissant positivement dans BC. Alors il sera retourné par doCrule. De
plus, = x n’est pas pur, donc il sera aussi retourné par doDPruleWithNPLP.
Si une telle variable n’existe pas, deux solutions :
Soit toutes la variables sont assignées, auquel cas les deux fonctions retournent null

“8 « This rule cannot be used for generating minimals models because some minimal models might then be lost. For example, for = { a/Jb}
the Davis-Putnam procedure with the affirmative-negative rule returns that Xis satisfiable with (implicitly) assuming both a and b true and,
thus, misses the two minimal models {a} and {b} ».
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Soit toutes les variables de BC apparaissent exclusivement négativement. Dans ce cas, elles seront tou-
tes assignées par doDPruleWithNPLP donc les deux fonctions retournerons la encore null.

) Supposons qu’il existe x de BC qui ne soit pas assignée. Cette variable apparait positivement car si-
non elle aurait été assignée par propagation des littéraux purs négatifs. Donc elle sera retournée par les
deux fonctions.

Supposons qu’une telle variable n’existe pas. Toutes les variables sont donc assignées.

Soit par propagation des littéraux purs négatifs,

Soit par ce qu’ils étaient déja tous satisfaits dans BC.

Dans les deux cas les deux fonctions retournent null.

Nous avons donc ajouté cette propriété a MPL généralisée au cadre d’un ensemble consistant de littéraux. Si un
élément de P~ est pur, il est propage.

Ainsi la seule différence entre nos deux algorithmes devient le test de minimalité. En ce qui concerne les heuris-
tiques de branchement utilisées dans doCrule, rien n’est préciseé.

Les seuls tests présentés par I’auteur sont ceux concernant deux bases de clauses :

Testl={ alblcldlel; a2b2c2d2e2; a3b3c3d3e3; ad b4 cd ddes;
al a4; a4 a3; a3 a2}

Test2={ alblcldlel; a2b2c2d2e2; a3b3c3d3e3; ad b4 cd ddes;
al a4; a4 a3, a3 az;
bl b4, b4  Db3; b3  Db2;
cl c4; c4 c3; c3 c2;
dl d4; d4 d3; d3 d2}

La premiére admet 341 modeles minimaux et la seconde 17. Le prouveur de I’auteur (mm) est disponible sur son
site. Malheureusement, étant implanté en ECLIPSe Prolog, un prolog commercial, hous n’avons pu le tester sur
notre machine. Nous nous contenterons donc des résultats présentés par I’auteur : les 341 modéles minimaux de
Testl sont trouvés en 2s et les 17 modéles minimaux de Test2 sont trouvés en 0,5s sur une Sparc 4.

Nous avons implanté cette méthode a partir de notre Davis et Putnam (sans propagation des littéraux purs). Nous
choisissons pour le branchement uniquement un littéral apparaissant positivement. Si un tel littéral n’existe pas,
nous effectuons un test de minimalité. Nous I’effectuons a I’aide du méme algorithme de Davis et Putnam (sans
UP) que celui utilisé dans MPL. On trouve les 341 solutions en 7,4 secondes (796 nceuds) et les 17 solutions en
6,2 secondes (671 nceuds). A titre d’indication, dans le premier test, seuls des modeéles minimaux sont trouvés.
Dans le second, 204 modéles non minimaux sont trouveés.

Nous avons lancé notre algorithme MPL (sans la propagation des littéraux purs négatifs) sur ces deux tests. Le
comportement de I’algorithme est mauvais sur la premiére base : comme il y a beaucoup plus de modéles mini-
maux que de clauses dans la base, la prise en compte des clauses de minimisation dans I’heuristique perd
I’algorithme (plus de 25000 nceuds développés ). Cela est vérifié par I’utilisation de MPL sans utiliser les clau-
ses de minimisation dans I’heuristique : le méme résultat est trouvé en développant uniquement 792 nceuds !. Ce
comportement est inversé dans le cadre de la deuxiéme base : la prise en compte des clauses de minimisation
dans I’heuristique permet de développer moins de nceuds (213 contre 429). Il semble donc que la prise en compte
des clauses de minimisation dans I’heuristique est efficace lorsque le nombre de solutions est inférieur ou proche
du nombre de clauses de la base de départ. Cela semble confirmé par les résultats empiriques obtenus ou nous
considérions des bases de clauses dont le nombre de modéles minimaux était inférieur au nombre de clauses.

Nous avons ensuite utilisé sur ces deux tests la propagation des littéraux purs négatifs : 1005 nceuds développés
dont 213 propagations de littéraux purs négatifs pour le premier, 204 nceuds développés dont 35 propagations de
littéraux purs négatifs pour le second. Ce sont donc des instances pour lesquelles la propagation des littéraux
purs négatifs est importante.

En ce qui concerne les temps d’exécution de ces tests, nous les donnons dans le tableau suivant : comme il s’agit
d’une implantation en Java, nous donnons le temps nécessaire a la résolution du probléme la premiere fois que
I’algorithme est appelé (la compilation a la volée est incluse dans ce temps) puis entre parenthése le temps mi-
nimum obtenu en faisant 5 appels successifs au prouveur sur cette instance (on peut considérer que tout le code
est traduit en code natif, c’est a dire équivalent a du C++).
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mm (Sparc 4, | MPL classique MPL sans clauses de min.| MPL + propagation des
ECLIPSe Prolog) | (P133, Java 1.2) dans I’heuristique littéraux purs négatifs
Test 1| 2s 15s (7,8s) (25822 nceuds) | 4s (1,1s) (792 nceuds) 2,8s (0,65s) (1005 nceuds)
Test 2| 0,5 0,39s (0,22s) (213 nceuds) | 0,82s (0,65s) (429 nceuds) | 0,33s (0,16s) (204 nceuds)

Nous avons testé notre implantation de cette méthode sur un calcul de modéles minimaux, quand SUB=VAR (en
effet, dans cette version de mm, I’auteur ne prends pas en compte un ensemble de circonscription). Pour des
questions de temps de calcul, nous avons pris VAR = 15. Nous présentons les temps de calculs cumulés pour
résoudre 100 bases aléatoires de méme ratio. Nous avons aussi ajouté le pourcentage de modéles non minimaux
trouvés par rapport au nombre de modéles minimaux.

Comparaison de MPL avec la méthode de Niemela
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‘ C—JIModéles non minimaux trouvés =—Niemela —MPL ‘

MPL semble avoir un comportement constant : ¢’est parce que les instances sont trés petites. On note par contre
que la méthode de Niemel& n’est pas trés performante sur les instances sous-contraintes. Cela est du au nombre
élevé de modeles non minimaux trouvés. Quand il y a moins de modeles, ceux trouvés sont souvent minimaux.

Nos deux approches sont donc trés similaires : utilisation d’un prouveur SAT pour calculer des modéles mini-
maux. Pourquoi avoir choisi la méthode des tableaux analytiques, quand le meilleur prouveur SAT complet
depuis quelques années est un algorithme de type Davis et Putnam (surtout quand I’implantation de la méthode
des tableaux ressemble a s’y méprendre a un DP) ?

Notre argument sur ce point est de pouvoir utiliser les différentes heuristiques et amélioration autour de Davis et
Putnam.

Il semble que celui de I’auteur soit tout autre : cette approche est étendue au cadre du premier ordre et au calcul
de modeéles <P ;Z> minimaux dans [Niemeld 1996b]. La méthode des tableaux, si elle n’est pas la meilleure dans
le cadre du calcul propositionnel, a un équivalent en logique du premier ordre. Ce n’est pas le cas pour la mé-
thode de Davis et Putnam : on préférera utiliser la résolution par exemple.
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Cette these présente une modélisation logique d’un concept utilisé dans divers raisonnements en logique proposi-
tionnelle. Il s’agit de restreindre des impliquants a un ensemble consistant P de littéraux : les impliquants P-
restreints. Cette notion se retrouve par exemple dans celle de modéles minimaux de Herbrand ou de diagnostic
consistant. L’hypothése de restriction a un ensemble consistant de littéraux permet d’utiliser la meilleure (a
I’heure actuelle) procédure de recherche systématique pour SAT pour explorer I’espace des impliquants P-
restreints : I’algorithme de Davis et Putnam.

L’algorithme de calcul d’impliquants P-restreints premiers d’une base de clauses qui est proposé, MPL, utilise
les mémes concepts que celui de Davis et Putnam :

- propagation des clauses unitaires,

- propagation des littéraux purs dont la négation est dans P,

- utilisation des heuristiques utilisées dans les meilleures implantations de Davis et Putnam.

Afin de garantir la primarité des solutions obtenues, nous avons également introduit :
- une énumération des impliquants P-restreints compatible avec I’inclusion gréce a un ordre sur les
littéraux de branchement. Ceci garantit que le premier impliquant trouvé est un impliquant
P-restreint premier.
- I’ajout d’une nouvelle clause dans la base lorsqu’une solution est trouvée : cette clause empéche la
production d’impliquants P-restreints sous-sommés par I’impliquant P-restreint premier trouvé.

A partir de cet algorithme de calcul d’impliquants P-restreints premiers, nous avons montré comment calculer
des P-impliquants et P-impliqués premiers. Dans le premier cas, il suffit d’appliquer MPL sur une base de clau-
ses filtrée sur P. Dans le second cas, il s’agit d’appliquer deux fois MPL : la premiere fois pour obtenir les solu-
tions sous une forme « compilée », la seconde fois pour les expliciter. Cette deuxieme phase peut étre effectuée
par n’importe quel algorithme de calcul d’impliquants premiers.

L’étude du comportement de nos algorithmes sur des problémes générés aléatoirement montre que I’ajout de
clauses de minimisation, outre de garantir la primarité des solutions, permet généralement de réduire la taille de
I’arbre de recherche grace aux clauses unitaires produites et a la prise en compte de ces clauses dans
I’heuristique. Elle améne également a limiter I"utilisation de MPL pour effectuer la deuxiéme phase du calcul de
P-impliqués premiers aux situations ou le nombre de solutions est comparable a la taille de la base. Dans les
autres cas, le nombre de clauses a ajouter dans la base devenant important, on utilisera une autre technique pour
déterminer la primarité des solutions (par exemple la notion d’ensemble de littéraux nécessaires proposée par
[Castell 1997]).

Le calcul d’impliquants P-restreints et de P-impliqués premiers a été appliqué a divers domaines :
ATMS/ACMS, raisonnement en monde clos, décision dans I’incertain en logique propositionnelle, argumenta-
tion. Les notions d’impliquant P-restreint et de P-impliqué premier lorsque P est un ensemble consistant de litté-
raux sont a la base de nombreux problémes en raisonnement propositionnel.

Le passage obligatoire par une premiere étape de compilation avant de pouvoir obtenir un P-impliqué premier
constitue I’un des défauts majeurs de notre méthode. En effet, ce calcul intermédiaire s’avére en pratique plus
difficile que I’extraction des solutions qui est immédiate (leur nombre peut étre exponentiel par rapport a la taille
de la formule compilée).

Nous proposons donc la notion d’impliquant P-restreint préféré pour « filtrer » I’ensemble des impliquants P-
restreints premiers d’une base de connaissances. Des algorithmes de calcul d’impliquants P-restreints préférés
pour quelques relations de préférence telles que la cardinalité ou des relations basées sur la notion de niveau de
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certitude sont présentés. On en déduit la notion de P-impliqué préféré, en effectuant I’explicitation des solutions
par un algorithme de calcul d’impliquant P-restreint préféré.

Notre approche présente certaines limites :

e Le calcul des P-impliqués premiers d’une base de P-impliqués par notre méthode en « deux passes » s’avere
désastreux car la taille de la base « compilée » est exponentielle par rapport a la taille de la base de départ.

e Nous avons proposé ce calcul de P-impliqués a I’aide d’un algorithme unique de calcul d’impliquant
P-restreint premier car, pour I’explicitation des solutions (cas particulier d’une base de littéraux purs), il est
équivalent de calculer les P-impliquants ou les impliquants P-restreints premiers de la base. Ainsi toute amé-
lioration de I’algorithme se répercute sur le calcul des impliquants P-restreints et des P-impliqués premiers.
Toutefois, notre méthode ne tient pas compte des spécificités du calcul de P-impliquants : la technique de
calcul de P-impliguants premiers proposée par Thierry Castell (adaptée au cas particulier ou P est consistant)
est, en général, plus efficace que notre méthode de calcul d’impliquants P-restreints premiers pour effectuer
I’explicitation des solutions.

«  Notre méthode de calcul d’impliquants P-restreints premiers est fondée sur une énumération des variables de
P a la racine de I’arbre, puis I’utilisation d’un algorithme de satisfaction lorsque toutes les variables de P ont
une valeur de vérité. Cette approche s’est avérée mauvaise dans le cadre du probléme Distance-SAT car
cette contrainte perturbe I’heuristique.

Le cas de Distance-SAT est particulier. 1l s’agit d’un probléme de décision alors que nous travaillons sur un
probléme d’optimisation (nous devons trouver toutes les solutions minimales). De plus, il est possible de caracté-
riser les solutions minimales pour la cardinalité par une propriété commune : elles ont la méme taille. [Castell
1997] a montré une propriété similaire pour les P-impliquants premiers : leurs littéraux sont des ensembles de
littéraux nécessaires. Cette caractéristique permet de savoir si une solution est minimale indépendamment des
autres solutions déja trouvées. Il n’existe pas, a notre connaissance, de propriété similaire pour les impliquants P-
restreints premiers. Il est donc nécessaire de connaitre tous les impliquants P-restreints pour trouver les impli-
quants P-restreints premiers. Dans ces conditions, I’approche que nous proposons dans MPL nous semble inté-
ressante car elle évite d’effectuer explicitement les tests de minimalité et les solutions déja trouvées permettent
de guider I’heuristique.

Plusieurs points restent a développer :

« Nos résultats expérimentaux semblent montrer que I’heuristique utilisée dans notre algorithme de calcul
d’impliquants P-restreints premiers est perturbée lorsque P contient environ 20 % de variables du langage.
[Bailleux/Marquis 1999] ont présenté une heuristique appelée lasso pour le probléme DistanceSAT qui
permet de réduire de maniere significative le nombre de nceuds explorés. L’idée consiste a chercher les va-
riables de branchement parmi celles des clauses falsifiées par I’interprétation partielle de référence (pour
nous, P7). Son adaptation au calcul d’impliquants P-restreints premiers contribuera peut-étre a améliorer le
comportement de notre algorithme dans ce cas. Il faut cependant noter que les auteurs montrent que cette
heuristique est performante pour des interprétations de référence complétes, mais ne garantissent pas ce ré-
sultat lorsque elles sont partielles.

e Une autre approche pour améliorer la recherche d’impliquants P-restreints premiers consiste peut étre a
utiliser une méthode de type « retour arriere intelligent » comme celle de Rel-SAT [Bayardo/Schrag 1997]
par exemple lors de I’énumération des impliquants P-restreints. On constate empiriquement que ces techni-
ques permettent de corriger une mauvaise heuristique : si I’heuristique est bonne, il y a peu de retours arrié-
res intelligents. Comme le branchement est forcé sur des variables particulieres au début de I’arbre de re-
cherche, il y a de fortes chances que ces choix ne soient pas optimaux.

¢ Une politique de révision « maxi-choix » consiste a affaiblir dans une base de croyances inconsistante une
clause de chaque sous-base inconsistante. Nous avons noté dans la partie VV que ces clauses correspondent a
la notion d’impliquant P-restreint premier, via un encodage de la base. Le probléme est de savoir quelle
clause choisir dans chaque sous-base. Nous souhaitons étudier les relations de préférence existant dans ce
cadre pour proposer un systéme de révision basé sur la notion d’impliquant P-restreint préféré.
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Conclusion

L’ensemble des travaux présentés a conduit a I'implantation d’un prototype intégrant les différents algorithmes
développés. Ses performances « brutes » ne sont pas satisfaisantes : par exemple, les prouveurs SAT implantés
ont des temps de résolution médiocres par rapport aux prouveurs actuels. Outre le langage choisi, Java, ces mau-
vaises performances s’expliquent avant tout par I’objectif de ce prototype : faciliter le développement et
I’intégration de divers algorithmes sur une méme plate-forme (les différents algorithmes pouvant interagir), et
permettre de manipuler facilement les données calculées. Par exemple, tous les algorithmes sont écrits de ma-
niére récursive (cela facilite leur lecture et leur conception) et utilisent fortement les notions d’héritage et de
surcharge permises par les langages objets. Nous utilisons rarement des tableaux mais des vecteurs (plus souples
d’utilisation). De plus, comme tous nos algorithmes ne sont pas dédiés au probléme SAT, nous avons fait des
compromis sur les représentations des données. Ce prototype peut étre amélioré en utilisant des structures de
données plus fines comme les TRIES pour les clauses, et des mécanismes de propagation plus performants,
comme ceux que I’on retrouve pour SATO.

Nous pensons néanmoins que ces choix nous ont permis de mieux comprendre le comportement des différents
algorithmes utilisés. Ils nous ont permis de rapidement mettre en ceuvre une méthode (comme par exemple celle
de Niemeld, ou I’algorithme DistanceSAT) pour la comparer, sur la base d’une méme implantation, avec I’un de
nos algorithmes. Ce prototype permet de tester sur de petits exemples (comme c’est souvent le cas lorsque I’on
étudie une nouvelle approche), et de maniére relativement conviviale, les diverses techniques fondées sur le
raisonnement consistant ou abductif présentées dans cette thése.
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Annexe | - Utilisation du prototype
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<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Lancement du programme

java Prototype [fichier.base]

Lance l'interface graphique du prototype. Si un fichier de st donné, il est automatiquement chargé.

java Prototype -e fichier. XXX

Lance l'interface graphique du prototype en le forcant a charger fichier.XXX. Pratique lorsque I'on désire travail-
ler "a la main" sur une base qui se trouve dans un fichier de script.

java Prototype [-a Algo] fichier.cnf fichier2.cnf ...
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Utilise l'outil comme prouveur SAT. Si la paramétre -a est utilisé, alors Algo est utilisé pour résoudre le pro-
bléme. Algo doit bien sur étre le nom d'un plgorithme de satisfaction,| complet ou incomplet. Si Algo n'existe

pas, DavPut]est utilisé par défaut.

java Prototype -t fichier.cnf

Pour transformer un fichier au format DIMACS en un fichier au format HeerHugo.
Le résultat s'affiche sur I'entrée standard. Pas trés performant car on charge d'abord la base, et on demande en-
suite a I'objet de se représenter dans le format HeerHugo.

java Prototype -t2 fichier.cnf

Méme chose que précédemment mais pour obtenir une base de clauses sous forme implicative, c'est a dire notre
représentation. Méme remarque sur les performances.

java Prototype fichier.scp
Exécute le fcriptffichier.scp.
java Prototype fichier.test

Exécute une Eérie de tests.

java Prototype -

Lit les informations sur I'entrée standard (un gcript pu une $érie de test)}
<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">

Format des bases de clauses (CNF)

Les bases de clauses utilisées par notre prototype utilisent la syntaxe suivante :
( YCLAUSEY) +
avec :

YCLAUSE% = ((W/ar % Wvary* "->" ("War% warn* ;"
%ar % une chai ne de caracteéeres comengant par une minuscul e.
%/ar % une chai ne de caracteéres commencant par une mmj uscul e.

Par exemple :
Toto -> titi tutu ;
tata -> Toto tux ;

est une base de clauses reconnue par notre prototype.

Certaines variables d'une base de clauses ont quelquefois besoins d'étre différenciées (les hypothéses dans le
cadre d'un ATMS par exemple).Un identificateur de variable commencant par une majuscule indiquera ces va-
riables. Dans notre exemple, les variables sont divisées en {Toto} et {titi, tutu, tata, tux}.

Les commentaires sont de la forme :
/1 comentaire sur une |ligne
%6 un autre comentaire d' une |ligne
/*
...comentaire sur plusieurs lignes
*/
<l'doctype htm public "-//w3c//dtd htm 4.0 transitional//en">

Bases de clauses stratifiées

Dans ces bases de clauses, on distingue deux types de formules : les connaissances et les croyances. Les premié-
res sont certaines et ne peuvent pas étre remises en cause. Les secondes peuvent étre inconsistantes avec les
connaissances, voire entre elles.
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Le format de ces bases dans le prototype est le suivant :

(Y%CLAUSE%) * /] connai ssances

(Y%CLAUSE%Y * /] croyances

)*
Par exemple :
-> b ; /] connai ssance

----- /1 ici débutent |es croyances
b->c; /] strate 1

c->; /] strate 2
<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">

Bases de clauses ordonnées

Ce sont des bases de clauses stratifiées particuliéres, car chaque strate est étiquetée par une chaine de caracteres.
Le format de ces bases dans le prototype est le suivant :

("=====" %W D% // un identificateur de |'échelle
(Y%CLAUSEX) *)+ [/ toute |a base est sous forne clausale
"=====" 04 D0%// on termne toujours |'échelle par sa val eur mninale

Par exemple :

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Données numériques

Il est possible dassocier des poids, probabilités, etc. a des symboles hypotheses.
Dans tous les cas, les valeurs sont exprimées par des flottants, par exemple : 3., 1.27, 0.35, .67.

Lorsqu'il s'agit de probabilités, il suffit de fixer la valeur d'un des littéraux hypotheses. La valeur de sa négation
est déduite.
La syntaxe est la suivante :

/1 1a base de clause se trouve ici
" EXTRA"

(" _MASS" 9FLOAT% (["-"]%War% +) +
" _EXTRA"

Exemple :

/'l la base contient |es variables hypothéses Al, A2, A3, A4
_EXTRA

_MASS .5 A1 A2 -A3

_MASS 3. M4

_EXTRA

<Idoctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Base de préférences

Ces bases sont seulement utilisées dans le cadre de la décision.

Elles ont presque la méme syntaxe que les pases ordonnées,|mais :
e chaque strate ne peut contenir qu'une formule
e une formule est soit une clause soit un cube.
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Ce qui se traduit par :

("=====" 1D [/ un identificateur d' échelle

UCLAUSE% | %CUBE% )+ // chaque préférence est soit un cube soit une clause.
"z====" | DO

avec

UCUBE% = "[" (["-"](%War% war%)+"]"

<Idoctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Format des scripts

Les scripts sont des fichiers contenant des commandes exécutables par le prototype. Elles suivent le plus souvent
la description d'une base de connaissance.

Les scripts utilisés par notre prototype utilisent la syntaxe suivante :

(

%Jne pase de cl ausespo
/1 pour [ester]un ou plusieurs flgorithnes|sur une base particuliére
("_TEST" Y%ALGO%
/] pour passer des paranetres a |'algorithne.
/Il Attention, si |'algorithme n'accepte pas |es paranetres
/1 retourne un nessage d' erreur et s'arréte
[ YENTI ER% | %VIODGENY% YENTI ER%
["_RESTRICTION' ("NegativelLiteral" | "PositivelLiteral")])+

Requétes ATMS/CMS|

equet es Ral sonnenent en nonde cl os)

/| Dans ce cadre |es bases de clauses ont une fornme particuliére
Requét es Décision dans |"incertain|

Les commentaires sont de la forme :
/! comentaire sur une ligne
%6 autre commentaire sur une ligne
/ *
...comentaire sur plusieurs |ignes
*/
On peut afficher une chaine de caractéres en utilisant la commande " _ECHO' et la base de clauses lue a l'aide de
lacommande" THI S".

<Idoctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Commandes autour de I'ATMS/CMS (Clause Management System)

_Coal "
" _I NFCs" /] pour passer en node infornations
"_NO NFOS' // pour ne pas afficher d'informations
" _NOGOODS' // pour afficher |es nogoods de | a base de cl auses
" _IMPLCVR' [/ pour calculer une couverture d'inpliquants de |a base

" _CARD'|"_1CARD'] (%CLAUSE% %CUBE% // pour calculer le |label d une formule
/! CARD : tous |es environnenments du | abel m nimaux pour la cardinalité
/1 1CARD : 1 seul des environnenments du | abel minimal pour la cardinalité
/1 RIEN : |abel classique
/Il Y%CLAUSE% | e | abel de la clause (ex: a b ->c ;)
/Il Y%CUBE% | a | abel du cube (ex: [-a -b c])

Requétes en raisonnement non monotone (modéles [P-Jminimaux)

" O
/! Retourne les littéraux ou ensenbles de littéraux Free For Negation selon |les
/Il différentes politiques de CWR

"OWAT | " GOWA' | "_EGCWA" | "_COWA' | "_ECWA"
/! Retourne |es nodéles mninaux de Herbrand de | a base de cl auses
" _MODM N' |
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/'l Retourne |es nodéles P-mnimaux de Lifschitz de | a base de cl auses
"_MODPM N' |

/!l Retourne |les nodéles <P; @ Z>-mininmaux de Lifchitz. Les variables de P

/1 (& mnimser), sont ceux qui comrencent par une mgjuscul e. Les variables
/'l de Q (dont la valeur de vérité doit étre identique pour que deux nodél es
/] soient conparables) sont données avant |le not clef.

(War%* "_PQEMN'

/1 Pour savoir si un Cube ou une clause est mi nimal enent

/'l conséquence | ogi que de | a base

("_M NENTAILS" | "_M NPENTAILS") (%CLAUSE% | %CUBE%)

)+

Exemple

Si le script suivant se trouve dans CWR.scp
r -> AL h;

qg->A2d;

hd->;

h->p;

d->p;

->r
.>q

_ECwWA

_MODM N

_MODPM N

r q _PZM N
_MNENTAILS h d ;
_M NPENTAILS [ ->h d]

Son exécution par :

java Prototype CWR scp

donne le résultat suivant :

Traitement du fichier : CAR scp

CMWA : {-d, -p, -h, -Al, -A2}

GOWA

EGCWA : [{-p, -Al, -A2}, {-Al, -h}, {-h, -d}, {-A2, -d}]
COMA

EOWA : [{-A2, -Al}]

Model es M nimaux : [{A2, Al, r, q, -d, -p, -h}, {h, A2, p, r, q, -d, -Al}, {Al,p, d, r, g, -h,
- A2} ]

Model es P-M ni maux : [{Al, -A2}, {A2, -Al}]

Model es <P; @ Z-M ni maux : [{Al, r, q, -A2}, {A2, r, q, -Al}]
MnEntails -> h d : false

M nPEntails (-h d) : false

fin du traitenent du fichier : CAR scp

Décision dans l'incertain

Dans ce cadre, les informations sont situées dans deux bases de connaissances : les connaissances et les préfé-
rences (buts). De plus, il existe une échelle unique sur ces bases. Les connaissances situées en haut de I'échelle
sont les plus certaines, les préférences situées en haut de I'échelle les plus prioritaires.

Trouver une solution d'un point de vue optimiste est : trouver une solution cohérente avec les connaissances et
les buts a atteindre.

Trouver une solution d'un point de vue pessimiste est: trouver une solution satisfaisant tous les buts.

Syntaxe :

KNOALEDGE" // | a base de connai ssance

PBASE DE CLAUSES ORDONNEEY%)
" PREFERENCES" [/ les preférences

PBASE DE CLAUSES DE PREFERENCEY
[™_OPTIM ST C_DECI STON']
["_PESSI M STI C_DECI SI ON']
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Exemple :

Si le fichier Robots.scp contient le script suivant ;
_KNOW.EDGE

Tuer _homme - nuire_humain ;
Tuer _homme - obei r_homme ;
- No_op Tuer_honme ;
se_proteger No_op - ;

B

No_op Tuer _hommre -
No_op nuire_humain - ;

X
_OPTI M STI C_DECI SI ON
_PESSI M STI C_DECI SI ON
Alors le résultat de la commande
java Prototype Robots.csp
est le suivant :
Traitement du fichier : Robots.scp
Uilité optimste : BB
Solutions : [(No_op)]
Uilité pessimste : ZZ
Solutions : [(No_op)]
fin du traitenent du fichier : Robots.scp

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Format des fichiers de tests

Les fichiers de tests utilisés par notre prototype permettent de tester un algorithme sur des bases 3-SAT générées
aléatoirement selon différents criteres. lls utilisent la syntaxe suivante :

// Nomde |"algorithme a tester et ses paranetres.

" _TEST" [ YENTI ER% | 9%VIODELGENY% %ENTI ER%

/1 Nonmbre de bases ayant ces caractéristiques a tester

" _PRECI SI ON' %ENTI ER%

/'l Permet de sélectionner les littéraux a restreindre parm |e sous |angage.
[/l Par défaut, ce sont les littéraux négatifs qui sont sélectionnés.
["_RESTRICTION' ("PositivelLiteral" | "NegativelLiteral")]

/1 Indique | e nonbre de vari abl es.

" _VAR' Y%ENTIER% ["_TO' %ENTI ER% " _STEP" %ENTI ER%

/1 Indique |a proportion de variables dans |e sous |angage.
/1 choisir SUB entre 0. et 1. (.4 par exenple)

["_SUB" %LOAT% [" _TO' % LQOAT "_STEP" %LOATY]

/1 On indique enfin | e nonbre de cl auses,

// soit par le ratio (CLAUSES/ VAR)

("_RATIO" %LOAT% ["_TO' 9%LOAT "_STEP" %LOATY

/] soit en donnant directenment |e nonbre de clauses

| "_CLAUSES" %ENTIER% ["_TO' %ENTI ER% " _STEP" %ENTI ER%
Les conmentaires sont de la forne :

/! comentaire sur une ligne

%6 autre commentaire sur une ligne

/*

...comentaire sur plusieurs |lignes

*/

Lorsque le script commence, les caractéristiques de la machine sont affichées, ainsi que les principaux parame-
tres.

Chaque algorithme affiche ses propres données : on retrouve le plus souvent CU (nombre de propagation de
clauses unitaires), LP (propagation de littéraux purs), NODES (nceuds de branchement ou nombre d'appels ré-
cursifs a I'algorithme), #SOL (nombre de solutions) etc.

<Idoctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
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Algorithmes disponibles

PRIVATEDistanceSAT
istanceSATPL
istanceSATPLOrd LDS|

Impliquants/Impliqués

Complets MPL] [MPLNoHeur NoNPLP] PIP] PIPONTP]
P DavPutPreProcess ILDSMPL | DavPutModel
IncompleteMPL AnytimeMPL
Incomplets IESAT[ MWSAT| Novelty| ModelMinimisationJL D3

IAlgorithme de type Davis et Putnam avec une Heuristique de type MOMS. Pas d'heuristique
de type UP. Développe plus de nceuds que la version suivante mais n'est pas beaucoup moins
rapide.

DavPutModel Le méme algorithme mais renvoie un impliquant de la base s'il y en a un ou null sinon.

Algorithme de type Davis et Putham avec une Heuristique de type UP (choix de la variable
satisfaisant le plus de clauses parmi les variables apparaissant au moins 3 fois dans des clau-
DavPut ses positives et ou négatives) plus une heuristique de type MOMS. Pour l'instant, le nombre
de nceuds de I'arbre de recherche est considérablement réduit mais ce n'est pas vrai pour le
temps d'exécution. Cela changera peut étre en utilisant les collections fournies par le JDK1.2

Le méme qu précédemment avec en prétraitement la production de résolvantes a partir des

{PRIVATE}Simple-
DavPut

DavPutPreProcess singletons de la base (comme C-SAT).
IMPL L'algorithme de calcul des impliquants P-restreints premiers.

Le méme que précédemment mais sans tenir compte des clauses de minimisation dans I'heu-
|MPLNoHeur ristique. Permet de résoudre des instances ou il y a beaucoup plus de solutions que de clauses

dans la base de départ (cela perturbe I'neuristique de I'algorithme précédent).

IAlgorithme de calcul des impliquants P-restreints premiers sans propagation des littéraux
[MPLNoNPLP purs de non-P (propagation des littéraux purs dont le littéral complémentaire est dans P).
Selon l'instance a traiter, cette méthode peut s’avérer plus rapide que MPL.

MPL avec arrét au bout dun nombre de solutions fixé (par défaut, 10)
parametre optionnel : %ENTIERY

IMPL avec arrét au bout dun temps fixé (par défaut, 1 heure)
AnytimeMPL parametre optionnel : %ENTIERY
IAttention, il s'agit de millisecondes.

Calcul d'impliquants P-restreints premiers par minimisation d'un modeéle fourni par un algo-
rithme de recherche de modele (par defaut DavPutModel). Arrét au bout d'un nombre de
solutions donné (par défaut, 10).

parametres optionnels : %ENTIERY%

%MODELGEN% %ENTIER%

Attention : %MODELGEN% est soit DavPutModel soit une méthode de recherche locale

IAlgorithme "Improved Limited Discrepancy Search" de Korf appliqué au cadre de la recher-

IncompleteMPL

[ModelMinimisation

ILDS che d'un impliquant P-restreint minimal pour la cardinalité.
Le méme que précédemment mais complet : il donne tous les impliquants P-restreints mini-
ILDSMPL S
maux pour la cardinalité.
PIP Calcul de P-impliqués premiers (P étant un ensemble consistant de littéraux). Effectue deux
appels a MPL.
PIPQNTP Calcul de P-impliquants premiers. Effectue un filtrage des clauses avant d'appeler MPL.
Calcul de P-impliquants d'une base de clauses en utilisant la notion de littéral nécessaire pour
Castell effectuer le test de primarité. Cet I'algorithme est plus efficace que le précédent (mais la base
de clauses doit &tre pure car on ne filtre pas la base de clauses dans I'algorithme).
. Calcul de modéles minimaux basé sur les travaux de Niemela (méthode des tableaux analyti-
Niemela 5
ques revue a la sauce DP)
Le plus connu des algorithmes de recherche locale. Cette version contient un "Random
GSAT "
\Walk™ de 0,5.
WSAT Une variante de GSAT. La prochaine variable a flioner est choisie parmi une clause falsifiée
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choisie aléatoirement. Contient un "Noise" de 0,5.

Novelty

Une variante de WSAT. Critere d'antériorité dans le choix des variables de la clause falsifiée.
Contient un "Noise" de 0,6.

DistanceSAT

Implantation personnelle de l'algorithme présenté par Olivier Bailleux et Pierre Marquis.
N'utilise pas (encore) [I'heuristique LASSO présentée par les deux auteurs.
paramétre : %ENTIER% la distance par rapport a l'interprétation (partielle) de référence.
L'interprétation partielle est construite sur les variables hypotheses avec la négation des litté-
raux indiqués car les autres algorithmes utilisent des restrictions et non des références.

DistanceSATPL

Le méme que précédemment avec propagation de certains littéraux purs.

DistanceSATPLOrd

Le méme que précédemment avec ajout de l'ordonnancement des littéraux lorsqu'une varia-
ble de l'interprétation de référence est choisie

|LDS

L'algorithme LDS modifié pour résoudre la probléme DistanceSAT (on fait un seul appel a
LDS_Probe).

parametre : %ENTIER% la distance maximale autorisée avec l'interprétation (partielle) de
référence.

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Présentation de l'interface

L'interface se compose :
e de la barre de menu, classique,
e d'une barre d'outils,
e d'une fenétre d'édition,
e et d'une fenétre de résultats.

On retrouve dans le menu les opérations classiques de manipulations de fichiers et d'édition, plus un menu aspect
qui permet de changer le « look » de I'application (attention, les « look » Mac et Windows ne sont disponibles
gue sur ces systemes), et un menu d'aide.

Chaque autre menu correspond a des taches bien particuliéres :

. travail d'édit_ion et de test sur les bases de clauses |
. e raisonnement autour de 'ATMS/CMS

. a théorie de la décis

on dans l'incertain|

. e raisonnement en monde clos
. a compilation de solutions

Menu Base

Ces actions agissent sur la sélection courante ou sur le contenu de la fenétre d'édition si rien n'est sélectionné.

ter

{PRIVATE}Commen-

commenter les lignes (ajoutde "/ /

")

Décommenter

enléve les commentaires (retraitde "/ / ")

Ajouter hypotheses

@joute un symbole hypothése " Ass X" devant chaque ligne non vide

Enlever hypotheéses

enléve les symboles " Ass X"

Traduc. régles planif.

utilisé dans I'équipe pour transformer des régles de type
ACT : pl p2 -> +al +a2 -rl -r2

en autant de clauses, ACT étant le nom de I'action, pX les préconditions, aX les ajouts et
rX les retraits.

Tester consistance

calcule et affiche si la pase fest consistante ou inconsistante (algorithme PavPut)

Couverture
guants

d'impli-

calcul d'une couverture d'impliquants de la pase|a l'aide d'un algorithme de Davis et Put-
nam sans propagation des littéraux purs ni arrét au premier impliquant.

impliqués P-restreints

Calcul des impliquants P-restreints premiers de la pase (algorithme MPL].
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P-impliquants Calcul des P-impliquants premiers de la[pase](algorithme PIPONTP)

P-impliqués Calcul des P-impliqués premiers de la pase (algorithme

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">

Menu CMS

Différentes versions de (Assumption) Clause Management System.Certaines de ces actions sont disponibles en
ligne de commande)

Les différentes versions du CMS utilisent la méme interface. Sur la droite, I'ensemble des littéraux de la base.
Par défaut, seuls les littéraux non hypothéses positifs sont affichés. Les autres littéraux peuvent étre affichés en
cochant les cases "ajouter hypotheéses" et "ajouter négations”. La sélection des littéraux se fait de maniére analo-
gue au systéme utilisé (sur PC, utilisation des touches Shift et Ctrl pour faire des sélections multiples).
La sélection correspond soit a une requéte, soit a un filtre, selon la position du bouton radio associé. La requéte
est interprétée comme un clause ou un cube selon la position du bouton radio correspondant (par défaut, on con-

sidére des clauses).
Lorsqu’un filtre est

defini, seuls les littéraux du filtres apparaissent dans le résultat.

{PRIVATE}Nor-
mal

On retrouve le CMS/ACMS classique avec calcul des nogoods, labels, interprétations,
contexte, extensions ...). A utiliser avec des pases]de clauses contenant des littéraux hypothé-
ses.

Certaines de ses fonctionnalités sont implantées pour effectuer des expérimentations dans
I'équipe.

Avec Belief

Calcul du degré de croyance d'une formule. Nécessite une pase[de clauses contenant des litté-

[raux hypothéses plus des probabilités| sur chacun des littéraux hypotheses.
IAttention : il ne s'agit pas de calculer les environnements les plus probables du label d'une

donnée (cf. suivant).

Branch & Bound

Calcul des environnements les plus probables. Comme son nom l'indique, c'est un algorithme
de Branch & Bound qui est utilisé. Nécessite une pase]de clauses contenant des littéraux
hypothéses plus une probabilité pour chaque littéral hypothéses.

Argumentation

Utilisation du CMS pour raisonner sur des clauses et non sur des littéraux grace a un encodage
de la base transparent pour I'utilisateur. Possibilité de choisir parmi 4 préférences pour le cal-
cul des supports préférés (Inclusion, Cardinalité, WI, ELI). Nécessite une pase|de clauses
classique ne contenant pas de symbole hypothése ou une base de clauses ftratifiée|(obliga-
toire pour utiliser WI et ELI).

Sous-bases  maxi-|Utilise la notion d'interprétation de I'ATMS et le codage pour calculer les sous bases maxima-
males consistantes |les d'une e clauses ne contenant pas de symbole hypothese.

Sous-bases  mini-

males inconsistan-{Méme chose a partir des nogoods de I'ATMS.

tes

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">

Menu Décision

Ces calculs peuvent s'effectuer ¢n ligne de commande.|

PRI- . ) . . .
i/ ATE}Charger Lit une base de clauses représentant des croyances plus ou moins certaines. Nécessite une base
- de clauses prdonnée
connaissances
Charger préfé-[Lit une base de préférences| contenant des buts plus ou moins prioritaires.
[rences Attention : il faut utiliser les mémes identificateurs d'échelle entre les deux bases.

Afficher connais-
sances

IAffiche la base de connaissances

Afficher
[rences

préfé-

IAffiche la base de préférences

IAfficher échelle

IAffiche I’échelle de la base de connaissance

Utilité optimiste

Calcule une décision ayant une utilité optimale selon le point de vue optimiste (décision consis-

tante avec les buts)
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Calcule une décision ayant une utilité optimale selon le point de vue pessimiste (décision satis-
faisant les buts)

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">
Menu CWR

Utilité pessimiste

Toutes ces actions, et d'autres, sont disponibles en |igne de commande.|
Calcul des formules "free for negation" de différentes politiques du "Closed World Reasoning". 1l s'agit de litté-
raux négatifs ou de conjonctions de littéraux négatifs.

{PRI- Calcul des modeles minimaux de Herbrand. Pas de différence entre les littéraux hypothéses et non
VATE}He
hypothéses.
[rbrand
CWA Closed World Assumption. Littéraux négatifs de l'union des modeles minimaux de Herbrand.

GCWA  |Generalized CWA. Littéraux négatifs de l'intersection des modeles minimaux de Herbrand.

EGCWA |Extended GCWA. "hitting set minimal" sur les littéraux négatifs des modéles minimaux de Herbrand.
CCWA  |Careful Closed World Assumption. Comme GCWA sur les variables "hypothéses" uniquement.
ECWA Extended CWA. Comme EGCWA sur les variables "hypothéses" uniquement.

<!doctype html public "-//w3c//dtd html 4.0 transitional//en">

Menu compilation

Lorsque I'on cherche les P-impliqués premiers d'une base, nous calculons d'abord une formule ne contenant que
les littéraux de P, a partir de laquelle nous extrayons les P-impliqués premiers (ici P est I'ensemble des symboles
hypotheses négatifs). Nous appellons le calcul de la premiére formule "Compilation" car le plus souvent un
nombre important de P-impliqués sont ""cachés™ dans quelques clauses.

{fE.::E}C Calcule la premiére formule et I'ajoute a la fenétre d'édition. Nécessite une base de clauses contenant des

ompiler littéraux hypotheses.

Inclusion [Calcul des P-impliqués premiers. Base de clauses classique avec littéraux hypothéses.
Cardina-

Calcul des P-impliqués CARD-préférés. Base de clauses classique avec littéraux hypotheéses.

lité

Wi Calcul des P-impliqués WI-préférés. Nécessite une base de clauses stratifiée.

ELI Calcul des P-impliqués ELI-préférés. Nécessite une base de clauses stratifiée.

Filtrage Filtrage des solutions parmi les P-impliqués premiers d'une formule. Le filtre est exprimé sous la forme

d'une base de clauses.
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Nous ajoutons ici une implantation des algorithmes présentés dans le document en Java. Chaque algorithme est
un objet Java. Les méthodes d’un objet qui ne sont pas présentées n’apportent aucune information relative a
I’algorithme : par exemple, pour étre intégré dans notre outil, chaque algorithme doit avoir des méthodes permet-
tant de lancer un calcul selon différents parameétres. Elles n’apportent aucune aide a la compréhension de
I’algorithme. Elles sont donc omises.

SimpleDavPut

/**
* Une inplantation personnelle de |a faneuse procédure de Davis et
* Putnam L'heuristique utilisée est de type MOVB.
*/

public class SinpleDavPut inplenents SatisfiabilityAl gorithm {

/**
* Retourne le nmeilleur littéral de |a base pour |e prochain branchenent.
* @aram base | a base de cl auses.
* @eturn un littéral de |a base.
*/
protected Literal chooseliteral (Base base) {
Literal [max=null;
Synbol s;
I ong max = 0, poi ds;

Enunerati on e = base. get Synbol s(). el enents();
whil e (e. hasMoreEl ements()) {
s = (Synbol)e. next El ement () ;
poi ds = s. get Poi dsivax();
i f (max<poids) {
max = poids;
Imax = s.getBestLiteral ();

}
} // end of while ()
return | max;
}
/**
* Propage |l es clauses unitaires de | a base.
* @aram une base de cl auses
* @eturn <code>true</code> ssi |a base est consistante.
*/
protect ed bool ean propagat eUC(Base base) {
/* tant qu'il y a des clauses unitaires, |a base ne peut pas étre
satisfaite. On teste seulenent si elle est falsifiée. */
if (base.isFalsified()) {
return fal se;
Y} // end of if ()
i f (base.hasUnitd auses()) {
Literal lit = (Literal)base.getUnitd auses().pop();
lit.satisfy();
bool ean res = propagat eUC(base);
lit.undefine();
return res;
} // end of if ()

/* Si il n'y a plus de clauses unitaires, on propage les littéraux
purs */
return propagat ePL(base);
}
/**
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* Propage les littéraux purs de |a base
* @aram base une base de cl auses
* @eturn <code>true</code> ssi |a base est consistante
*/
protect ed bool ean propagat ePL(Base base) {
/* on ne peut pas falsifier |a base, on teste seulenent si celle-c
est satisfaite. */
if (base.isSatisfied()) {
return true
} /1 end of if ()
if (base.hasPureLiterals()) {
Literal Iit = (Literal)base.getPurelLiterals().pop();
lit.satisfy();
bool ean res = propagat ePL(base);
lit.undefine();
return res
} /1 end of if ()
/* il ne reste ni clauses unitaires ni littéraux purs, on effectue un
branchenent . */
return branch(base);

}
/**
* Effectue un branchement en utilisant une heuristique de type MOVS
* @aram base une base de cl auses
* @eturn <code>true</code> ssi |a base est consistante
*/
protected bool ean branch(Base base) {
return branch(base, chooseLiteral (base));
}

/**

* Effectue un branchement sur un littéral donné

* @aram base une base de cl auses
* @aramlit le littéral de branchenent
* @eturn <code>true</code> ssi |a base est consistante

*/
protected bool ean branch(Base base, Literal lit) {
if (lit!'=null) {
base. get Uni t d auses(). push(lit);
if (!propagateUC(base)) ({
base. get Unit Gl auses(). push(lit.negation())
return propagat eUC(base)
} /1 end of if ()
} /1 end of if ()
return true
}
/**

* La procedure de Davis et Putnamelle néne
* @aram base une base de cl auses
* @eturn <code>true</code> si |a base est consistante, false sinon
*/
public bool ean run(Base base) {
return propagat eUC(base);
}

MPL

/**

* Al gorithme décrit dans [CCC96] a une variante prés : ici, on ne
* retourne que |es ensenbl es mnimaux, alors que dans [ CCC96] on
* retourne des P-nodeél es

*/
public class MPL inplenments EnunerativeAl gorithm {

protected SatisfiabilityAl gorithm sat

public MPL() {
sat = new Si npl eDavPut () ;
}

/**

* Choisis le littéral sur |lequel va s'effectuer |e branchenent
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* Dans cette version trées sinple, on se base uni quenent sur
* | ' heuristique des |ittéraux.
* Comme notre choix s'effectue parm les littéraux de
* p, il faut vérifier a chaque fois si le litéral n'a pas déja
* été assigné.
* @aram base une base de cl auses
* @aramp |'ensenble de littéraux parm |esquels il faut chercher.
* @eturn le neilleur littéral de <code>l </ code>.
*/
protected Literal chooseliteral (Base base,Literal Set p) {
Literal | max=null;
Literal I;
long max = 0;

for (int i=0;i<p.size();i++) {
| = (Literal)p.elenmentAt(i);
if (l.getSynbol ().isUndefined()) {
| ong poids = |.getSynbol (). getPoids();
i f (max<poids) {
max = poids;
I'max = |.negation();

}
Y} // end of if ()
} /1 end of for ()
return | max;

}

/**

* Choisis un littéral dont |a satisfaction conserve |'équival ence

* | ogique restreinte a P entre |l a base de départ et |la base sinplifiée

* (par exenple, un littéral apparaissant dans une clause unitaire).

* @aram base une base de cl ause

* @aram p un ensenbl e consistant de |ittéraux.

* @eturn un littéral pernettant de sinplifier la base tout en conservant
* ' équi val ence | ogi que.

*/

protected Literal sinplified(Base base, Literal Set p) {
i f (base.hasUnitd auses()) {
return (Literal)base.getUnitd auses().pop();
}

for (int i=0;i<p.size();i++) {
Literal lit = (Literal)p.elementAt(i);
if (lit.negation().isPureLiteral()) {
return lit.negation();
} /1 end of if ()
} /1 end of for ()
return null;

}

protected Literal sinplified(Base base, Base basea, Literal Set p) {
i f (base.hasUnitd auses()) {
return (Literal)base.getUnitd auses().pop();
}

for (int i=0;i<p.size();i++) {
Literal lit = (Literal)p.el ementAt(
if (lit.negation().isPureLiteral())
return lit.negation();
} // end of if ()
} /1 end of for ()
i f (basea. hasUnitd auses()) {
return (Literal)basea. getUnitd auses().pop();

K
{

return null;

* La procédure elle néne.
* Le résultat se trouve dans |a base de clauses : ce sont |les
* clauses ajoutées (ou plus précisénent, |es négations des cl auses
* aj out ées).
*/

public void run(Base base, Base basea, Literal Set p) {

run( base, basea, new Literal Set(), p);
}

protected voi d run(Base base, Base basea, Literal Set ip,Literal Set p) {
if (base.isFalsified()||basea.isFalsified()) return;
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if (base.isSatisfied()) {
basea. addC ause(i p.inter(p).conplenent());
return;

Literal | = sinplified(base, basea, p);
if (It=null) {
| .satisfy(); ip.addEl enent(l);
run( base, basea, i p, p);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return;
}
| = chooseliteral (base, p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
run(base, basea, i p, p);
ip.renoveEl enent(1); |.flip();
i p. addEl ement (1 . negation());
run( base, basea, i p, p);
i p. renoveEl enent (1. negation()); |.negation().undefine();
return;
} else {
if (sat.run(base)) {
basea. addCl ause(i p.inter(p).conplenent());
} /1 end of if ()
} /1 end of else

PIPQNTP

public class Pl PONTP extends MPL {

public void run(Base base, Literal Set p) {
Base newbase = base.inter(p);
Base basea = new Base(newbase. get Synmbol s());
Literal Set pp = newbase. get SaneLiteral s(p);
run( newbase, basea, pp) ;

}
} /1 Pl PONTP

PIP

public class PIP inplenments EnunerativeAl gorithm {
protected MPL npl ;

public PIP() {
npl = new MPL();
}

public void run (Base base, Base res) {
Literal Set p = base. get SubLanguageliteral s(new NegativelLiteral ());
run(base, res, p);

}

public void run(Base base, Base res, Literal Set p) {
Base basea = new Base(base. get SubLanguageSynbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
if (p.isEnpty()) {
p = basea.getlLiterals(((Literal)p.firstEl enment()).negation());

npl . run(basea, res, p);
res.clean();

}
} /1 PIP
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DualMPL

/1 Dual MPL est basé sur une version de MPL ne propageant pas de littéraux purs
public class Dual MPL extends MPLNoNPLP {
public void run(Base base, Base basea, Literal Set ip,Literal Set p) {

try {

if (base.isSatisfied()||basea.isFalsified()) return;

if (base.isFalsified()) {
basea. addCl ause(i p. conpl enent ());
return;

Literal | = chooseliteral (base, p);

if (I'=null) {
p. renoveEl enent (| . negation());
run( base, basea, i p, p);
| .negation().satisfy(); ip.addEl enment(l.negation());
run(base, basea, i p, p);
i p.renoveEl ement (I . negation()); |.negation().undefine();
p. addEl ermrent (1 . negation());
return;

} else {

if (!sat.run(base)) {
basea. addd ause(i p. conpl ement());

} // end of else
} catch (Exception ex) {

Systemout.printin("Ex "+ex+"p “+p+'ip "+ip+"Base "+base+" basea
"+basea) ;
}
}
} // Dual MPL
Castell
/**

* Calcul de P-inpliquants prem ers basé sur |a technique de
* minimsation de Thierry Castell

*/

public class Castell extends MPL {

/**
* Retourne le neilleur littéral de |a base pour |e prochain branchenent.
* @aram base | a base de cl auses.
* @eturn un littéral de |a base.
*/
protected Literal chooseliteral (Base base) {
Literal [max=null;
Synbol s;
I ong max = 0, poi ds;

Enuneration e = base. get Al |l Synbol s(). el enents();
whil e (e. hasMoreEl enents()) {
s = (Synbol)e. next El ement () ;
poi ds = s. get Poi dsMax();
i f (max<poids) {
max = poids;
Imax = s.getBestLiteral ();

}
} // end of while ()
return | max;
}
/**
* Test de mininalité : on vérifie que tous les littéraux
* de |'ensenble de littéraux sont bien nécessaires.
* @aramip un ensenble de |ittéraux
* @aram <code>true</code> ssi cet inpliquant est mninal.
*/
protected boolean isMnimal (Literal Set ip) {
for (int i=0;i<ip.size();i++) {
if (!((Literal)ip.elementAt(i)).isNecessaire()) {
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return false;
Y // end of if ()
} // end of for ()
return true;

}

protected bool ean i sMninmal (Literal Set ip, Base base) {

for (int i=0;i<ip.size();i++) {

if (!((Literal)ip.elementAt(i)).isNecessaire(base.getC auses())) {

return false;
Y} // end of if ()
} // end of for ()
return true;

*/
public voi d run(Base base, Li t eral Set ip,Literal Set p, Base
tes, ReactiveVector sols) {
if
(base.isFalsified()||!isMnimal (ip.inter(p), base)||contraintes.isFalsified())

}

/**

* La procédure elle nméne.

* @aram base une base de clauses qui ne contient que des
* littéraux purs.

* @aram basea une base de cl auses qui contiendra |es

* impliquants premiers de <code>base</code>.
*/

public void run(Base base, Base basea, Literal Set p) {

ReactiveVector sols = new ReactiveVector();

sol s. set NewCl auseEvent Li st ener ( basea. get NewCl auseEvent Li stener());

run(base, new Literal Set(), p, sol s);
basea. and(sol s);

protected void run(Base base, Literal Set ip,Literal Set p, ReactiveVector sols) {

}

| **

if (base.isFalsified()||!isMnimal(ip.inter(p))) return;
if (base.isSatisfied()) {
sol s. addd ause(new C ause(ip.inter(p).conmplenment()));
return;
}
Literal | = sinplified(base,p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
run(base, ip, p, sol s);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return;

| = chooseliteral (base);

| .satisfy(); ip.addEl ement(l);

run(base, ip, p, sol s);

ip.renoveEl enent(1); I.flip();

i p. addEl ement (1. negation());

run(base, ip, p, sol s);

i p.renoveEl enent (| . negation()); |.negation().undefine();

* Seul algorithne capable de faire du filtrage.

*

if (base.isSatisfied()& contraintes.isSatisfied()) {
sol s. addd ause(new C ause(ip.inter(p).conmplenment()));
return;
}
Literal | = sinplified(base,p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
run(base, ip, p, contraintes, sols);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return;

| = chooselLiteral (base);
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);

run(base, ip, p, contraintes, sols);
ip.renoveEl enent(1); I.flip();

contrain-

return;
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i p. addEl ement (1 . negation());
run(base, i p, p, contraintes, sol s);
i p. renoveEl enent (1. negation()); |.negation().undefine();

}

public void run(Base base, Base basea, Literal Set p, Base contraintes) {
ReactiveVector sols = new ReactiveVector();
sol s. set NewCl auseEvent Li st ener ( basea. get NewCl auseEvent Li stener());
run(base, new Literal Set(), p, contraintes, sol s);
basea. and(sol s);

ATMS/ACMS

public class ATMS {
protected static MPL npl = new MPL();
protected EnunerativeAl gorithmfirst, second,
protected Base nogoods;
protected Vector interpretations;
protect ed SubLanguageBase base;
protected Vector ncel;

protected ATMS() {

first = npl;

second = npl;

ncel = new Vector();
}
publ i ¢ ATMS( SubLanguageBase base) {

this();

t hi s. base = base;

nogoods = nogoods( ( SubLanguageBase) base. cl one());
}

publ i c Base nogoods(SubLanguageBase base) {

Literal Set p = base. get SubLanguagelLiteral s(new NegativeLiteral ());

Base basea = new Base(base. get SubLanguageSynbol s());

/'l lere passe

mpl . run(base, basea, p) ;

basea. cl ean();

/1 on calcule les interprétations

interpretations = new Vector();

Enuneration it = basea. getC auses(). el enents();

while (it.hasMreEl enents()) {
Literal Set Is = ((Cause)it.nextEl ement()).getLiterals();
i nterpretations.addEl erent (p. conpl ement (). m nus(ls));

} /1 end of while ()

p = basea.getlLiteral s(new PositiveLiteral ());

Base res = new Base(basea. get Synbol s());

/] 2eme passe

mpl . run(basea, res, p);

res.clean();

return res;

}

public Vector getNogoods() {
Vector v = new Vector();
Enunerati on e = nogoods. get C auses(). el enents();
whil e (e. hasMoreEl enents()) {
v. addEl enent (((C ause) e. nextEl ement ()).getLiteral s().conplenent());
} /1 end of while ()
return v;

}

public Vector getlnterpretations() {
return interpretations;
}

public Vector |abel (SubLanguageBase base) {
Literal Set p = base. get SubLanguagelLiteral s(new NegativeLiteral ());
Base basea = new Base(base. get SubLanguageSynbol s());
/] lere passe
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first.run(base, basea, p);
basea. cl ean();
/1 on ajoute |a negation des nogoods
basea. and( nogoods) ;
p = basea.getLiteral s(new PositiveLiteral ());
Base res = new Base(basea. get Synbol s());
/1 2ene passe
second. run( basea, res, p);
res.clean();
Vector v = new Vector();
Enuneration e = res. getd auses().el enents();
whil e (e. hasMoreEl ements()) {
v. addEl enent (((C ause)e. nextEl ement ()).getLiteral s().conmplenent());
} /] end of while ()
return v

}

public Literal Set contexte(SubLanguageBase base) {
return contexte(base, base.getLiteral s(new PositiveLiteral()));
}

public Literal Set contexte(SubLanguageBase base, Literal Set p) {
Base basea = new Base(base. get Al l Synmbol s());
npl . run(base, basea, p);
basea. cl ean();
Literal Set Is = (Literal Set)p.clone();
Enunmeration it = basea. getC auses(). el enents();
while (it.hasMreEl enents()) {
Literal Set Isn = ((Clause)it.nextEl ement()).getLiterals();

Is = Is.inter(lsn.complenent());
} /1 end of while ()
return Is;

public Vector |abel (Cause cl) {
SubLanguageBase nbase = (SubLanguageBase) base. cl one();
nbase. and(cl . negation());
return | abel (nbase);

}

public Vector |abel (Cube cube) {
SubLanguageBase nbase = (SubLanguageBase) base. cl one();
nbase. and( cube. negation());
return | abel (nbase);

}

public Literal Set contexte(Literal Set Is) {
SubLanguageBase nbase = (SubLanguageBase) base. cl one();
nbase. and( new Cube(ls));
return contexte(nbase);

}

public Vector contexteEnsenbl e(Vector ens) {

Vector sol = new Vector();

Enurmeration it = ens.elenents();

while (it.hasMreEl enents()) {
Literal Set Is = (Literal Set)it.nextEl enent();
sol . addEl enent (contexte(ls));

} /1 end of while ()

return sol

public Vector extensions() {
return contexteEnsenbl e(interpretations);

}
} 11 ATVB

CWR

public class CWR
protected static MPL npl = new MPL();
protected static PQZMPL pgz = new PQZMPL()
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public static Vector MddM nHerbrand(Base base) {
return ModM n(base, base. getLiteral s(new PositivelLiteral ()));

}

public static Vector MbdM nLifschitz(Base base) {
return ModM n(base, base. get SubLanguageLiteral s(new PositivelLiteral ()));
}

public static Vector ModM n(Base base, Literal Set p) {

Base basea = new Base();

npl . run(base, basea, p);

basea. cl ean();

Vector resultat = new Vector();

Enunmerati on e = basea. getC auses(). el enents();

whil e (e. hasMoreEl ements()) {
Literal Set Is = ((d ause)e.nextEl ement()).getLiteral s();
/1 comre |es clauses de minimsations contiennent des negations
/1 d'elenments de p, on conplete par p et on conplenmente |e tout
/] pour obtenir |es nodéles mininaux de Herbrand.
resul tat. addEl ement (1 s. conpl et e(p). conpl emrent ());

} /] end of while ()

return resultat;

}

public static Vector ModM nPQZLi fschitz(Base base, Literal Set q) {
Literal Set p = base. get SubLanguageliteral s(new PositivelLiteral ());
return ModM nPQZ( base, p. m nus(q), q);

}
public static Vector ModM nPQZ(Base base, Literal Set p, Literal Set q) {
Base basea = new Base();
pgz. run( base, basea, p, q) ;
basea. cl ean();
Vector resultat = new Vector();
Enurmerati on e = basea. get C auses(). el enents();
whil e (e. hasMoreEl enents()) {
Literal Set Is = ((d ause)e. nextEl ement()).getLiterals();
/1l comre |es clauses de minimsations contiennent des negations
/1 d' elenents de p, on conplete par p et on conplenmente |e tout
/1 pour obtenir |les nodeles mninmux de Lifschitz.
resul tat. addEl ement (1 s. conpl et e(p). conpl enent ());
} /1 end of while ()
return resultat;

}

public static Literal Set CWA(Base base) {
Literal Set p = base.getLiteral s(new PositiveLiteral());
Base basea = new Base(base. get Synbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
Vector resultat = basea.getC auses();
Literal Set I's = new Literal Set();
while (!resultat.isEnpty()) {
Clause cl = (Cause)resultat.firstEl ement();
resul tat.renoveEl enent(cl);
Is = Is.union(cl.getLiteral s().conmplete(p).inter(p).conplenent());
} /1 end of while ()
return Is;

}

public static Literal Set GCWA(Base base) {
Literal Set p = base.getLiteral s(new PositiveLiteral());
Base basea = new Base(base. get Synmbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
Vector resultat = basea. getC auses();
Literal Set Is;
if (lresultat.iskEnmpty()) {
Clause cl = (Cause)resultat.firstEl ement();
resul tat.renoveEl enent(cl);
Is = cl.getLiteral s().conplete(p).inter(p).conplement();
while (!resultat.isEnpty()) {
cl = (Cause)resultat.firstEl enent();
resul tat.renoveEl enent (cl);
Is = Is.inter(cl.getlLiterals().conplete(p).inter(p).conplenment());
} /1 end of while ()
} else {

Page 185



Annexe Il - Sources des algorithmes

Is = new Literal Set();
} // end of else
return Is;

}

public static Vector EGCWA(Base base) {
Literal Set p = base.getlLiteral s(new PositivelLiteral ());
Base basea = new Base(base. get Synmbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
basea = basea. get BaseMax(p);
p = basea.getLiteral s(new NegativelLiteral ());
Base res = new Base(basea. get Synbol s());
mpl . run(basea, res, p);
res.clean();
Vector resultat = new Vector();
Enurmeration e = res. getd auses().el enents();
whi l e (e. hasMoreEl enents()) {
resul tat. addEl enent (((C ause) e. nextEl enent ()).getLiteral s().conplenent());
} // end of while ()
return resultat;

}

public static Literal Set CCOWA(SubLanguageBase base) {
Literal Set p = base. get SubLanguageLiteral s(new PositiveLiteral ());
Base basea = new Base(base. get Synmbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
Vector resultat = basea.getC auses();
Literal Set Is;
if (lresultat.isEmpty()) {
Clause cl = (Cause)resultat.firstEl ement();
resul tat.renoveEl enent (cl);
Is = cl.getLiteral s().conplete(p).inter(p).conplement();
while (!resultat.isEnpty()) {
cl = (Cause)resultat.firstEl enent();
resul tat.renoveEl enent (cl);
Is = Is.inter(cl.getlLiteral s().conplete(p).inter(p).conplenment());
} /1 end of while ()
} else {
Is = new Literal Set();
} /1 end of else
return |s;

}

public static Vector ECWA(SubLanguageBase base) {
Literal Set p = base. get SubLanguageLiteral s(new PositiveLiteral ());
Base basea = new Base(base. get Synbol s());
mpl . run(base, basea, p) ;
basea. cl ean();
basea = basea. get BaseMax(p);
p = basea.getLiteral s(new NegativelLiteral ());
Base res = new Base(basea. get Synbol s());
mpl . run(basea, res, p);
res.clean();
Vector resultat = new Vector();
Enunmeration e = res. getd auses().el enments();
whil e (e.hasMoreEl enents()) {
resul tat. addEl ement (((C ause) e. next El enent ()).getLiteral s().conplenment());
} /1 end of while ()
return resultat;

}
} 11 OWR

EntailsMPL

/**
* Inférence minimale a |'aide de MPL.

* On utilise |l e mére principe que N enela avec sa nméthode des

* t abl eaux.
*

*/
public class Entail sMPL extends MPL {
/**

* On vérifie que |'ensenble de littéraux est bien consistant
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* avec | a base.

* Contrairement a | propagation de clauses unitaires, il

f aut
* tester a chaque fois si |la base est satisfaite ou falsifiée.
*/

protect ed bool ean i sConsi stant (Base base, Literal Set |s) {
if (base.isFalsified()) {
return fal se;
} /1 end of if ()
if (base.isSatisfied()) {
return true;
} /1 end of if ()

if (!ls.isEmpty()) {

Literal lit = (Literal)ls.renmovelLast();
lit.satisfy();
bool ean res = i sConsi stant (base,|s);

lit.undefine();
return res;
} /1 end of if ()
return sat.run(base);

}
/**
* La procédure elle néne.

* on est obligé de changer de nom de nméthode car on retourne vrai ou faux.
*/

public bool ean run2(Base base, Base basea, Base fornul e, Literal Set

if (base.isFalsified()||basea.isFalsified()) return true;
if (base.isSatisfied()) {

/1 on a trouvé un nodél e P-m ninmal

Literal Set min = ip.inter(p).conplement();
/1 on |"'ajoute dans | a base de mnim sation.
basea. addd ause(m n);

/1 on vérifie si la formule est falsifiée par ce nodéle
if (!formule.isFalsified()) {

/1 comre les littéraux de IP sont déja satisfaits, il suffit

/1 de propager les littéraux de p.conplenent() ni satisfait
/1 ni falsifiés.

return !isConsistant (fornule, p.conmplenent().mnus(ip).mnus(mn));
}

return true;

ip,Literal Set p) {

}
Literal | = sinplified(base,p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
bool ean res = run2(base, basea, formule,ip,p);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return res;
}

| = chooseliteral (base, p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
bool ean res = run2(base, basea, formul e,ip, p);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
if (res) {
i p. addEl ement (1. negation());!.negation().satisfy();
res = run2(base, basea, fornule,ip,p);

i p.renoveEl enent (| .negation()); |.negation().undefine();
} /1 end of if ()

return res;
} else {

if (sat.run(base)) {

Literal Set min = ip.inter(p).conplenment();
if (!formule.isFalsified()) {

return !isConsistant (fornule,p.conplenent().mnus(ip).mnus(mn));
}

basea. addd ause(m n);
}
return true;
} /1 end of else

public void run(Base base, Base basea, Base formule, Literal Set p) {
bool ean res = run2(base, basea, formul e, new Literal Set(), p);
}

| **

* @aram base une base de cl auses
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@ar am basea une base de minimsation
@aram fornul e une fornul e sous forne CNF
@aram p un ensenbl e consistant de littéraux

@eturn <code>true</code> ssi la formule est inconsistante avec

la négation de la formule est m ni mal ement

a dire que
i nf érée par base.

Dans ce cas, basea contient tous |es npdéles P-ninimux de BC
Sinon, |a derniére clause de basea est un contre-exenple.

*
*
*
*
* tous | es nodel es P-m ni maux de base, c'est
*
*
*
*

/
public bool ean isEntail ed(Base base, Base basea, Base f
return run2(base, basea, fornul e, new Literal Set(), p);

}

/**
* @aram base une base de cl auses
* @aram formul e une formule sous forme CNF
* @aram p un ensenbl e consistant de |ittéraux
* @eturn <code>true</code> ssi la fornmule est incons
* tous | es nodel es P-m ni maux de base, c'est
* la négation de la forrmule est m ni mal ement
*

-~

public bool ean isEntail ed(Base base, Base fornule, Liter
Base basea = new Base();
return i seEntail ed(base, basea, formul e, p);

Decision dans I'incertain

public class Decision {

protected MPL npl = new MPL();

ormule, Literal Set p) {

istante avec
a dire que
i nf érée par base.

al Set p) {

public String optimsticWility(StratifiedBase K, PreferenceBase P, Vector sol utions)

{
Vector scale = K getScale();
int size =scale.size();
int i=size-1,
bool ean cont = true;
String key="";
Vector sol = new Vector();
while ((i>0)&&cont) {
key = (String)scale.elenmentAt(i--);
K. set St rat eOver (key) ;
K. and(P. get St rat eOver (key));
Literal Set d = K. get SubLanguageLiteral s(new PositiveLiteral ());
sol = npl.getSol utions(K d);
cont = sol.isEmty();
} // end of while ()
Enurer ati on enum = sol . el enents();
whi | e (enum hasMor eEl ements()) {
sol uti ons. addEl enent (enum next El enent ()) ;
} // end of while ()
if (cont) {
return (String)scale.lastEl ement();
} else {
return (String)scale. el enent At (size-2-i);
} /1 end of else
}
public String pessimsticUtility(StratifiedBase K, PreferenceBase P, Vector
tions) {

Vector scale = K getScal e();
int size =scale.size();

int i=0;
bool ean cont = true;
String al pha="";

PIP pip = new PIP();
Base inter2 = new Base();

while ((i<size-1)&&cont) {

sol u-
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al pha = (String)scale.el ementAt(i++);
K. set Strat eUpTo(al pha);
ATMS atns = new ATMS(K);
Base nogoods = at ns. get Negat edNogoods() ;
Base inter = new Base(K. get SubLanguageSynbol s());
int j =0;
String beta = (String)scale.elementAt(j);
K. set St rat eUpTo( al pha) ;
K. and(P. get Negat edStrat e(beta));
Literal Set d = K. get SubLanguageLiteral s(new NegativeLiteral ());
npl . run(K,inter,d);
inter.clean();
d = inter.getlLiteral s(new PositiveLiteral ());
inter2 = new Base(inter.getSynmbols());
i nter.and(nogoods);
npl .run(inter,inter2,d);
inter2.clean();
while ((j<size-i-1)&&inter2.iskEmpty()) {
beta = (String)scale.elenent At(++j);
K. set Strat eUpTo( al pha);
K. and( P. get Negat edStrat e(beta));
Base inter3 = new Base(K. get SubLanguageSynbol s());
d = K get SubLanguageli teral s(new NegativeLiteral ());
mpl . run(K,inter3,d);
inter3.clean();
inter.and(inter3);
inter2 = new Base(inter.getSynbols());
d = inter.getlLiteral s(new PositivelLiteral ());
mpl . run(inter,inter2,d);
inter2.clean();
} /1 end of while ()
if (cont = inter2.isEmpty()) {
String nextal pha = K get Next NonEnpt ySt r at eAft er (al pha) ;
al pha = scal e.indexO (nextal pha)<size-j-1 ? nextalpha : (String)
scal e. el enent At (si ze-j-1) ;
i = scal e.indexf (al pha);
} /1 end of if ()
} /1 end of while ()
Enurerati on enum = inter2.negation().elements();
whi l e (enum hasMor eEl ements()) {
sol uti ons. addEl enent (enum next El enent ()) ;
} /1 end of while ()
return al pha ;

}

} // Decision

ModelMinimization

public class Mddel M nim zation inplenments EnunerativeAl gorithm {

Mbdel Gener at or gen;
Si npl eDavPut sat;
int maxsol ;

public Mdel M nimization() {
t hi s(new DavPut Mbdel (), 1);
}

public Model M ni m zation(lnteger nbsol) {
t hi s(new DavPut Mbdel (), nbsol . i ntVal ue());
}

public Mddel M ni m zati on( Model Gener at or nodgen) {
t hi s(nodgen, 1) ;
}

public Model M ni m zati on( Model Gener at or nodgen, int nbsol) {
gen = nodgen;
sat = new Si npl eDavPut () ;
nmaxsol = nbsol;
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public void run(Base base, Base basea, Literal Set p) {
Literal Set I's = gen. get Mbdel (base);
whi | e ((basea. get d ausesCount () <maxsol ) &&(ls!=null)) {
Literal Set E = Is.inter(p);
bool ean change;
Stack EE = new Stack();
Literal Set nls new Literal Set();
Literal Set nl's new Literal Set();

EE. addAl | (E);
while ('EE enmpty()) {
Literal |I = (Literal)EE. pop();

nls = ms.union(p. mnus(E). conplenent());
nl s. addEl enent (| . negation());
if (!sat.propagate(base,nls)) {
m s. addEl enent (1) ;
} else {
m s. addEl enent (| . negation());
} // end of else
}
E=mns.inter(p);
basea. addd ause(basea. newd auseFor Base(E. conpl ement ()));
if (EisEnpty()) {
return;
} /1 end of if ()
base. addC ause(base. newC auseFor Base(E. conmpl ement ()));
i f (basea.get Cl ausesCount () <maxsol) {
I's = gen. get Model (base);
} /1 end of if ()
} /1 end of while ()

}
} // Model M nim zation

DSMPL

public class DSMPL extends MPL inplenents Val uedEnunerativeAl gorithm {

/**
* On ne peut pas propager les littéraux purs comre dans MPL.
*/
protected Literal sinplified(Base base, Literal Set p) {
i f (base.hasUnitd auses()) {
return (Literal)base.getUnitd auses().pop();

return null;
}
public float vrun(Base base, Base basea, Literal Set ip, Literal Set p,Hashtable va-
lues) {

if (base.isFalsified()) return 0.0f;
if (base.isSatisfied()) {
if (!basea.isFalsified()) {
basea. addCl ause(i p.inter(p).conplenent());
Y} // end of if ()
return 1.0f;

}

Literal | = sinplified(base,p);

if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
float res = vrun(base, basea, i p, p, val ues);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
res = res*((Float)values.get(l.toString())).floatValue();
return res;

}

| = chooselLiteral (base, p);

if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
float resg = vrun(base, basea, ip, p, val ues);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();

| . negation().satisfy(); ip.addEl ement(l.negation());
float resd = vrun(base, basea,ip, p, val ues);
i p.renoveEl enent (| . negation()); |.negation().undefine();

float res = resd*((Float)val ues.get(l.negation().toString())).floatValue();
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res += resg*((Float)values.get(l.toString())).fl oatValue();
return res;
} else {
if (sat.run(base)) {
if (!basea.isFalsified()) {
basea. addCl ause(i p.inter(p).conplenent());

return 1.0f;
} // end of if ()
return 0. 0f;
} // end of else {

}

public float vrun(Base base, Base basea, Literal Set p, Hashtable val ues) {
return vrun(base, basea, new Literal Set(), p, val ues);

}
} /1 DSMPL

Wi

/**
* Cal cul des inpliquants P-restreints W-préférés [ ACLI96].
*/
public class W extends MPL
i mpl ements Val uedEnunerati veAl gorithm {

public W() {

sat = new Si npl eDavPut () ;
}
/**

* Choisis le littéral de niveau maximal .
* @aramp un ensenble de |ittéraux.
* @aramvalues | e numéro de strates associ é a chaque synbol e de p.
* @eturn un littéral de p ayant |le numéro de strate le plus élevé.
*/
protected Literal chooseLiteral (Literal Set p, Hashtable val ues) {
Literal Imax=null;
Literal I;
float max = 0. Of;

for (int i=0;i<p.size();i++) {
I = ((Literal)p.elementAt(i));
if (l.getSynbol ().isUndefined()) {
float poids = ((Float)values.get(l.toString())).fl oatVal ue();
if (max<poids) {
max = poids;
I'max = |.negation();
} /] else {
} /1 end of if ()
}

return | max;

}

/**
* Pour |es niveaux, |la fonction d' agrégation est |e max.
*/
protected float agregate(float v1,float v2) {
return Math. max(vl, v2);
}

/**
* On préféere les ensenble ayant |le niveau | e plus bas.
*/
protected bool ean best(float v1,float v2) {
return vil<vz,
}

public float vrun(Base base, Base basea,Literal Set ip,Literal Set p, Hashtable va-
lues, float ipval,float borne) {
if (base.isFalsified()||basea.isFalsified()]|]|best(borne,ipval)) return borne;
if (base.isSatisfied()) {
basea. addd ause(ip.inter(p).conplenment());
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return ipval;

}
Literal | = sinplified(base,p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
float val ;

if (p.contains(l)) {

val = agregate(ipval, ((Float)values.get(l.toString())).floatValue());
} else {

val = ipval;
} // end of else

float res = vrun(base, basea, i p, p, val ues, val , borne) ;
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return res;
}
| = chooselLiteral (p, val ues);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl enment(l);
float res = vrun(base, basea, ip, p, val ues, i pval , borne);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
| . negation().satisfy(); ip.addEl ement(l.negation());
res =
vrun(base, basea, i p, p, val ues, agregat e(i pval , ((Fl oat) val ues. get (| . negation().toString()))
.floatValue()),res);
i p.renoveEl enent (| . negation()); |.negation().undefine();
return res;
} else {
base. get PureLiteral s().renoveAl | El ements();
if (sat.run(base)) {
basea. addd ause(ip.inter(p).conplenment());
return ipval;
} else {
return borne;
} /1 end of else
} /1 end of else

}

public float vrun(Base base, Base basea, Literal Set p, Hashtable val ues) {
return vrun(base, basea, new Literal Set(), p, val ues, 0. 0f , Fl oat . MAX_VALUE) ;

}
YW

ELI

public class ELI extends W {

public ELI() {
sat = new Si npl eDavPut () ;
}

public float vrun(Base base, Base basea, Literal Set ip,Literal Set p, Hashtable va-
| ues, fl oat borne) {
if (base.isFalsified()||basea.isFalsified()) return borne;
if (base.isSatisfied()) {
basea. addd ause(ip.inter(p).conplenment());
return 0. Of;

}

Literal | = sinplified(base,p);

if (It=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
float res = vrun(base, basea, i p, p, val ues, borne);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();

if (p.contains(l)) {
float val = ((Float)values.get(l.toString())).floatValue();
return agregate(res,val);
} else {
return res;
} /1 end of else
}
| = chooselLiteral (p, val ues);
if (I'=null) {
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float val = ((Fl oat)val ues.get(l.negation().toString())).floatValue();
| .satisfy(); ip.addEl enment(l);

float res = vrun(base, basea, i p, p, val ues, borne);
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
if (!best(res,val)) {
| . negation().satisfy(); ip.addEl enment(l.negation());
res = vrun(base, basea, i p, p, val ues, res);
i p.renoveEl ement (I . negation()); |.negation().undefine();
return agregate(res,val);
} /1 end of if ()
return res;
} else {
if (sat.run(base)) {

base. get PurelLiteral s().renmoveAl | El ements();

basea. addCl ause(i p.inter(p).conplenent());
return 0.0f;

} else {
return borne;
} // end of else
} // end of else

}

public float vrun(Base base, Base basea, Literal Set p, Hashtabl e val ues) {
return vrun(base, basea, new Literal Set (), p, val ues, Fl oat. MAX_VALUE) ;

}
} /1 ELI
ILDSMPL

public class | LDSMPL extends |LDS i npl enments Val uedEnunerati veAl gorithm {

public void LDSprobe(Base base, Base basea, LiteralSet ip, Literal Set p, int k, int
depth) {

if (base.isFalsified()) return;
if (base.isSatisfied()) {

basea. addC ause(i p.inter(p).conplenent());
return;

Literal | = sinplified(base,p);
if (I'=null) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
if (p.contains(l.negation())) {
if (depth>k) {
LDSpr obe( base, basea, i p, p, k, dept h- 1) ;
} /1 end of if ()
} else {
if (p.contains(l)) {
if (k>0) {
LDSpr obe( base, basea, i p, p, k-1, dept h-1);
} /1 end of if ()
} else {
LDSpr obe( base, basea, i p, p, k, dept h) ;
} // end of else
} /1 end of else
i p.renoveEl enent (1); |.undefine();
return;
} /1 end of if ()
| = chooseLiteral (p);
if (I'=null) {
if (depth>k) {
| .satisfy(); ip.addEl ement(l);
LDSpr obe( base, basea, i p, p, k, dept h-1);
ip.renoveEl ement (1); |.undefine();

}

if (k>0) {
| .negation().satisfy(); ip.addEl ement(l.negation());
LDSpr obe( base, basea, i p, p, k-1, dept h-1);

i p.renoveEl enent (I .negation()); |.negation().undefine();
} // end of if ()

} else {
if (sat.run(base)) {

basea. addd ause(ip.inter(p).conplenment());
} /1 end of if ()

Page 193






TITLE : Beyond SAT : P-restricted implicant, algorithms and applications

ABSTRACT :

Our work concernes two major problems in propositional logic : the satisfiability of a boolean formula
(SAT problem) and the computation of its prime implicants/implicates. The first one is widely studied in
the Artificial Intelligence community and some recent results show that SAT algorithms can be used
efficiently to solve problems in domains where specialized algorithms were used (planning or diagno-
sis for example). The second one is very important because it characterizes abductive reasoning (im-
plicate framework). We propose to modify a SAT algorithm (the Davis and Putnam procedure) to com-
pute formulas used by Assumption-based Truth Maintenance Systems. We formalize our method in
terms of prime P-restricted implicants : the intersection between a model and a consistent set of liter-
als. Then we apply our formalization in two examples of non-monotonic reasoning: Closed World Rea-
soning and Argumentation. We introduce preference relations between P-restricted implicants. For
example, in diagnosis, minimal cardinality explanations are sufficient. If other informations are avail-
able (fault probabilities for each component for instance), most probable explanations are preferred.
We take two examples of such preference relations in argumentation. Finally, we show that qualitative
decision theory in a logical framework can also be modeled with P-restricted implicants.

KEYWORDS

Artificial Intelligence, Propositional Logic, SAT, Prime Implicant/Implicate, ATMS, Nonmonotonic Rea-
soning, Algorithms.
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RESUME

Les travaux présentés concernent les deux problemes fondamentaux de la logique propositionnelle :
la satisfiabilité d'une formule logique (probléme SAT) et la détermination de ses impliquants/impliqués
premiers. Le premier probléme est largement étudié par la communauté IA et les progrés récents sont
si importants que I'on utilise actuellement des algorithmes de résolution de SAT pour traiter des pro-
blémes dans des domaines jusqu'alors réservés a des prouveurs spécialisés (planification ou diagnos-
tic par exemple). Le second est tres important car il caractérise le raisonnement abductif (notion
d’'impliqué). Nous proposons de modifier une méthode de résolution de SAT (la procédure de Davis et
Putnam) afin de produire des formules utilisées par des outils comme I'ATMS. Nous avons formalisé
cette méthode par la notion d'impliquant P-restreint premier : intuitivement, il s'agit de l'intersection
d'un modele avec un ensemble consistant de littéraux. Nous utilisons ensuite cette notion dans le
cadre du raisonnement non monotone : en raisonnement en monde clos (Closed World Reasoning) et
dans le cadre de lI'argumentation. Nous avons étendu notre formalisation afin d'utiliser différentes rela-
tions de préférence entre impliquants P-restreints (notion d'impliquant P-restreint préféré). Dans le
cadre du diagnostic, on cherchera souvent les explications mettant en cause le plus petit nombre de
composants. Si I'on dispose de connaissances exogénes (des probabilités de panne pour chaque
composant par exemple), on souhaite obtenir le diagnostic de panne le plus probable. Dans le cadre
de I'argumentation, nous donnons deux exemples de ces relations de préférence. Ces travaux s'éloi-
gnent du domaine de la satisfaction pour rejoindre les travaux sur I'optimisation. Nous montrons enfin
dans le cadre de I'approche logique de la décision qualitative comment profiter de certaines particula-
rités de notre méthode de calcul d'impliquant P-restreint pour calculer des décisions optimales.
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