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R�esum�e

Le domaine abord�e ici est le raisonnement non-monotone et plus particuli�erement

les formalismes mod�elisant la capacit�e de d�eduction d'un tel raisonnement. Ce tra-

vail ne porte pas sur le d�eveloppement de nouveaux formalismes de raisonnement

non-monotone, mais propose une �etude comparative dans un cadre uni�cateur.

�

A

partir d'une base de croyances, on choisit quelques formalismes combinant un prin-

cipe d'inf�erence p et un m�ecanisme de g�en�eration m de sous-ensembles de croyances

consistants issus de la base initiale et pouvant être ordonn�es ou pas �a l'aide de

pr�ef�erences. On identi�e ainsi deux classes de relations d'inf�erence :

celles du type (E;<) j�

p;m

�, not�ees p-m ;

et celles du type 	 j�

p;m

E;<

�, not�ees G-p-m.

Plusieurs relations d'inf�erence non-monotone peuvent être d�e�nies selon le m�e-

canisme de g�en�eration m et le principe d'inf�erence p retenus. Une comparaison

th�eorique de ces processus est alors e�ectu�ee selon trois points de vue distincts :

la complexit�e temporelle, la prudence (r�ealisme d'une relation du point de vue du

nombre de conclusions �a obtenir), les propri�et�es de d�eduction (approche axiomatique

de l'inf�erence non-monotone). Les r�esultats obtenus sont les suivants :

la complexit�e dans le cas propositionnel g�en�eral est catastrophique, et seules

des restrictions extrêmement contraignantes am�enent �a une complexit�e poly-

nomiale ;

le crit�ere de prudence est tr�es subjectif par rapport au contexte ;

les r�esultats concernant les propri�et�es de d�eduction con�rment la pr�edominance

de certaines relations due essentiellement �a la subjectivit�e des propri�et�es �etu-

di�ees ; ils prouvent aussi que les propri�et�es dites essentielles sont insu�santes

(non d�etection de probl�emes importants).

Cette �etude th�eorique est suivie d'une partie pratique portant sur l'algorithmique de

certaines de ces relations. On pr�esente ainsi quelques algorithmes et leurs r�esultats.



Table des mati�eres

1 Introduction et motivations g�en�erales 1

1.1 Probl�ematique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

1.2 Cadre des travaux : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2

1.3 Guide de lecture : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3

2 D�e�nition des relations d'inf�erence non-monotone 5

2.1 Processus de cr�eation d'une relation d'inf�erence non-monotone : : : : : : : : : : : 5

2.2

�

Etat de l'art sur les m�ecanismes de s�election : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7

2.2.1 Les sous-bases consistantes maximales pour l'inclusion et les ordres associ�es 8

2.2.2 Les sous-bases consistantes et l'ordre lexicographique : : : : : : : : : : : : : 14

2.2.3 Les extensions de la logique des d�efauts : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16

2.2.4 Les sous-bases consistantes et l'ordre \Best-Out" : : : : : : : : : : : : : : : 19

2.2.5 Les ensembles de G�ardenfors et Makinson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24

2.3 Choix des m�ecanismes et motivations de ces choix : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25

2.4

�

Etat de l'art sur les principes d'inf�erence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26

2.4.1 La cons�equence forte : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2.4.2 La cons�equence faible : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2.4.3 La cons�equence argumentative : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2.4.4 La cons�equence forte avec pr�ef�erences : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

2.4.5 La cons�equence faible avec pr�ef�erences : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

2.4.6 La cons�equence argumentative avec pr�ef�erences : : : : : : : : : : : : : : : : 28

2.4.7 Les autres principes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

2.5 Choix des principes d'inf�erence et motivations de ces choix : : : : : : : : : : : : : : 29

2.6 Di��erentes classes de relations d'inf�erence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29

2.6.1 La premi�ere d�e�nition pour les relations de classe 2 : : : : : : : : : : : : : : 30

2.6.2 La seconde d�e�nition pour les relations de classe 2 : : : : : : : : : : : : : : 31

2.6.3 Caract�erisation des sous-ensembles pr�ef�er�es dans la premi�ere d�e�nition : : : 31

2.6.4 Comparaison des deux d�e�nitions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43

2.6.5 D�e�nition utilis�ee pour les relations de classe 2 : : : : : : : : : : : : : : : : 45

2.6.6 Lien entre les deux classes de relations d'inf�erence non-monotone : : : : : : 46

2.7 R�ecapitulatif des relations �a �etudier : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46

3

�

Etat de l'art sur quelques crit�eres de comparaison th�eoriques 49

3.1 Liste de quelques crit�eres possibles, choix et motivations de ces choix : : : : : : : : 49

3.2 Complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49

3.2.1 Qu'est-ce-qu'un probl�eme ? Comment le formaliser ? : : : : : : : : : : : : : 50

3.2.2 Les machines de Turing et les classes de probl�emes : : : : : : : : : : : : : : 51

3.2.3 Les exemples de probl�emes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53

3.2.4 Repr�esentation de la hi�erarchie polynomiale : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53

3.2.5 Les conjectures de la th�eorie de la complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : 54

3.3 Prudence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54

3.4 Propri�et�es de d�eduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55

i



3.4.1 Les propri�et�es de Kraus, Lehmann et Magidor et leur s�emantique : : : : : : 55

3.4.2 Les propri�et�es de G�ardenfors et Makinson et leur s�emantique : : : : : : : : 67

3.4.3 Quelle est la classe de relations concern�ee par l'�etude des propri�et�es de d�e-

duction ? : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71

4 R�esultats de la comparaison th�eorique 73

4.1 Complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73

4.1.1 Champ de l'�etude de complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73

4.1.2

�

Etude de complexit�e dans le cas g�en�eral : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75

4.1.3

�

Etude de complexit�e des di��erentes relations d'inf�erence dans des cas parti-

culiers : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 110

4.1.4 Synth�ese des r�esultats et conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 144

4.2 Prudence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 151

4.3 Propri�et�es de d�eduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 153

4.3.1 Les r�esultats d�ej�a existants et leurs incidences : : : : : : : : : : : : : : : : : 153

4.3.2 Les nouveaux r�esultats : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 158

4.3.3 Conclusion sur les r�esultats : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 175

4.4 R�eunion des trois crit�eres de comparaison th�eorique : : : : : : : : : : : : : : : : : 180

4.4.1 La complexit�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181

4.4.2 La prudence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181

4.4.3 Les propri�et�es de d�eduction : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182

4.4.4 Les trois points de vue �a la fois : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 182

4.4.5 Conclusion g�en�erale : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 190

5 Application �a des probl�emes de r�evision 193

5.1 Deux probl�ematiques li�ees : inf�erence plausible, r�evision de bases de croyances : : : 193

5.2 Quelques r�esultats : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 194

6 Mise en �uvre de relations d'inf�erence non-monotone 199

6.1 Liste de quelques travaux sur l'algorithmique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 199

6.2 Les sp�eci�cit�es algorithmiques des relations �etudi�ees : : : : : : : : : : : : : : : : : 199

6.3 Les choix : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 200

6.4 Les algorithmes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201

6.4.1 L'algorithme na��f : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 201

6.4.2 L'algorithme utilisant Max-Sat : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 202

6.4.3 L'approche utilisant les BDD : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 204

6.5 Les r�esultats exp�erimentaux : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 212

6.5.1 L'impl�ementation des algorithmes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 212

6.5.2 Les jeux de tests : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 214

6.5.3 Conclusion sur l'�etude algorithmique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 218

7 Conclusions et perspectives 225

Bibliographie 229

A Th�eor�emes et d�e�nitions utilis�es pour les d�emonstrations de complexit�e 235

A.1 Les th�eor�emes et d�e�nitions g�en�eraux : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 235

A.2 Les th�eor�emes et d�e�nitions pour la r�evision : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 237

A.2.1 Complexit�e de Fmr : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 237

A.2.2 Complexit�e de Sbr : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 240

A.2.3 Complexit�e de Pbr : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 244

A.2.4 Complexit�e de Ubr : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 245

B Tableau r�ecapitulatif des transformations polynomiales utilis�ees 249

ii



Index 261

iii



Table des �gures

2.1 Processus de cr�eation d'une relation d'inf�erence non-monotone : : : : : : : : : : : 6

2.2 M�ecanisme de s�election E : Arbre des extensions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

2.3 M�ecanisme de s�election Bo : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

2.4 M�ecanisme de s�election E

�

: Arbre de recherche des extensions de E : : : : : : : : 43

2.5 M�ecanisme de s�election E

�

: Arbre de recherche des extensions de 	 �E : : : : : : 44

3.1 Exemple d'un mod�ele cumulatif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58

3.2 Exemple d'un mod�ele cumulatif ordonn�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59

3.3 Exemple d'un mod�ele pr�ef�erentiel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60

3.4 Exemple d'un mod�ele rang�e : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62

3.5 Exemple d'un mod�ele simplement cumulatif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63

3.6 Exemple d'un mod�ele simplement pr�ef�erentiel : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64

3.7 Les syst�emes de Kraus, Lehmann et Magidor { Classement par ordre de puissance. 65

4.1 Liens de prudence entre les relations d'inf�erence non-monotone de classe 1 : : : : : 154

4.2 Liens de prudence entre les relations d'inf�erence non-monotone de classe 2 : : : : : 155

4.3 Lien entre quelques relations G-Uni-m (point de vue des propri�et�es) : : : : : : : : 180

4.4 Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 1) : 183

4.5 Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 2) : 184

6.1 Fonction bool�eenne { Arbre de d�ecision { BDD : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 205

6.2 Les ROBDD R

E

, R

0

E

et R

00

E

de l'exemple sur les pingouins : : : : : : : : : : : : : : 210

6.3 Les ROBDD avec arcs invers�es R

E

, R

0

E

et R

00

E

de l'exemple sur les pingouins : : : 211

6.4 R�esultats des trois approches sur tests al�eatoires { 5, 10 et 20 variables : : : : : : : 219

6.5 Les di��erents temps obtenus avec les BDD sur tests al�eatoires { 5, 10 et 20 variables220

6.6 Les di��erentes tailles obtenues avec les BDD sur tests al�eatoires { 5, 10 et 20 variables221

6.7 Impact du nombre de variables sur le temps de r�eponse des trois m�ethodes : : : : : 222

iv



Table des tableaux

2.1 L'ordre \Best-Out" (exemple 1) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 20

2.2 L'ordre \Best-Out" (exemple 2) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22

2.3 L'ordre \Best-Out" (exemple 3) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23

2.4 Les relations d'inf�erence non-monotone de la classe 1 not�ees p-m : : : : : : : : : : 47

2.5 Les relations d'inf�erence non-monotone de la classe 2 not�ees G-p-m : : : : : : : : : 47

3.1 Les syst�emes de Kraus, Lehmann et Magidor { R�ecapitulation et s�emantique. : : : 64

3.2 Les variantes du syst�eme P et des relations rationnelles : : : : : : : : : : : : : : : 66

4.1 D�emonstration de complexit�e pour Arg-E : Exi-E / Arg-E : : : : : : : : : : : : 107

4.2 D�emonstration de complexit�e pour Arg-E : co-Exi-E / Arg-E : : : : : : : : : : 109

4.4 R�esultats existants sur les propri�et�es des relations G-p-m par rapport �a Kraus,

Lehmann et Magidor. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159

4.5 R�esultats existants sur les propri�et�es des relations G-p-m par rapport �a G�ardenfors

et Makinson. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 159

4.6 R�ecapitulatif des r�esultats du point de vue de Kraus, Lehmann et Magidor : : : : 176

4.7 R�ecapitulatif des r�esultats du point de vue de G�ardenfors et Makinson : : : : : : : 177

4.8 Complexit�e des relations d'inf�erence non-monotone : : : : : : : : : : : : : : : : : : 181

4.9 Prudence des relations d'inf�erence non-monotone { convention 1 : : : : : : : : : : 182

4.10 Prudence des relations d'inf�erence non-monotone { convention 2 : : : : : : : : : : 185

4.11 Propri�et�es de d�eduction des relations d'inf�erence non-monotone : : : : : : : : : : : 186

4.12 Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 1) : 187

4.13 Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 2) : 188

5.1 Liens postulats de la r�evision { propri�et�es de d�eduction : : : : : : : : : : : : : : : 195

5.2 Liens propri�et�es de d�eduction { postulats de la r�evision : : : : : : : : : : : : : : : 195

5.3 Liens r�evision { inf�erence non-monotone : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 197

6.1 Exemple des pingouins : la base de croyances : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 214

6.2 Exemple du salaire : la base de croyances (31 clauses) : : : : : : : : : : : : : : : : 215

6.3 Exemple du salaire : la base de croyances (77 clauses) : : : : : : : : : : : : : : : : 216

6.4 R�esultats sur les BDD : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 217

6.5 Comparaison des trois m�ethodes sur quelques exemples choisis : : : : : : : : : : : 217

v



vi



Chapitre 1

Introduction et motivations

g�en�erales

1.1 Probl�ematique

L'automatisation du raisonnement de sens commun est un th�eme majeur en intelligence arti�cielle.

Elle symbolise la tentative de mod�elisation de l'esprit humain au travers d'une machine.

�

A ce titre,

elle rencontre de nombreux probl�emes dont la repr�esentation des connaissances et la m�ecanisation

de processus d'inf�erence exploitant ces connaissances.

Historiquement, la logique classique a �et�e l'un des premiers outils d�evelopp�es dans ce cadre. Ainsi,

on dispose actuellement de toute une batterie d'outils th�eoriques ou pratiques permettant de re-

pr�esenter et d'utiliser des connaissances. Toutefois, de nombreux travaux ont mis en �evidence

certaines limitations de la logique classique en tant que mod�ele de raisonnement. La plus im-

portante est, sans conteste, le fait que l'inf�erence classique ne peut pas prendre en compte des

croyances contradictoires, ce que le raisonnement humain parâ�t mâ�triser.

Remarquons que le terme employ�e ici n'est plus \connaissances" mais \croyances". Je me situe

donc implicitement dans le cadre de connaissances qui n'ont qu'un statut de croyances, c'est-�a-dire

qui peuvent être incompl�etes, incertaines, r�evisables, parfois incoh�erentes entre elles.

Pour contourner les limites de la logique classique, de nombreuses propositions ont �et�e faites.

Certaines approches consistent �a d�e�nir un nouveau langage ainsi que des syst�emes d'inf�erence

associ�es. C'est, par exemple, le cas de la logique des d�efauts de [Rei80], ou des logiques modales

non-monotones (voir [HC68, Luk90]).

D'autres approches consistent �a associer la logique classique �a des techniques ou des heuristiques

pouvant combler ses lacunes. Ici aussi, de nombreuses id�ees ont �et�e expos�ees. L'une d'entre elles

revient �a exploiter un ordre ou un pr�e-ordre entre les croyances, qu'il soit exprim�e de mani�ere

symbolique ou num�erique (voir [Poo88, Bre89b, Pea90, Bra91]).

Notons qu'il existe divers travaux sur cette approche concernant, en particulier, la mani�ere d'arti-

culer les formules de la base de croyances et les pr�ef�erences entre ces formules. Par exemple, certains

auteurs utilisent des pr�ef�erences exog�enes entre les formules, donc impos�ees a priori et n'ayant pas

de contrainte sp�eci�que �a respecter (voir [Poo88, Bre89b, CRS92]). D'autres travaillent plutôt sur

des pr�e-ordres re�etant la d�ependance logique entre les formules de la base ; les pr�ef�erences ainsi

d�e�nies doivent alors respecter certaines contraintes, par exemple, la contrainte de dominance

(voir [GM94]). On trouve aussi des travaux portant sur la d�e�nition de pr�ef�erences �a partir des

mod�eles de la base en utilisant, par exemple, le principe de sp�eci�cit�e (voir [Gef92, Pea90]). Les

deux premi�eres approches ont comme point commun l'aspect \syntaxique" de la d�e�nition des

pr�ef�erences entre les formules. En e�et, les pr�ef�erences ainsi d�e�nies sont issues de la syntaxe de la

1



base et non des mod�eles de la base, s'opposant ainsi �a la troisi�eme approche. Notons que, dans les

travaux cit�es pr�ec�edemment, les pr�ef�erences sont exprim�ees par des pr�e-ordres ou des ordres to-

taux. Il existe aussi quelques travaux portant sur la mod�elisation des pr�ef�erences par un pr�e-ordre

partiel (voir [Bra91, CRS92, Men94]).

Pour r�esumer, on trouve de tr�es nombreux travaux sur la mod�elisation du raisonnement de sens

commun par la combinaison de la logique classique et d'un raisonnement pr�ef�erentiel, et en parti-

culier sur les processus de d�eduction mis en �uvre : d�e�nition de di��erents ordres ou pr�e-ordres

(voir entre autres [Bre89b, CRS92, DLP91, BCD

+

93, Leh92]), d�e�nitions de nouvelles relations

d'inf�erence (voir par exemple [BDP93, Bra93]), travaux sur la complexit�e de certaines relations

d'inf�erence (voir [Neb91, Got92]), sur les propri�et�es de d�eduction que doivent v�eri�er les relations

d'inf�erence (voir [KLM90, GM94, Bra93, BCD

+

93]), entre autres.

L'objectif de cette th�ese est de \faire le point" sur ce sujet, en proposant un cadre uni�cateur

pour mener �a bien des �etudes comparatives. Il ne s'agit ici pas de cr�eer de nouvelles th�eories, mais

plutôt d'�etudier celles qui existent d�ej�a, a�n de mieux comprendre les m�ecanismes mis en �uvre,

et ainsi pouvoir identi�er les applications auxquelles ces th�eories sont le plus adapt�ees.

1.2 Cadre des travaux

Je traiterai des bases de croyances �eventuellement inconsistantes sans me pr�eoccuper de savoir

d'o�u provient cette inconsistance. Toutefois, notons que parmi les origines d'une inconsistance, on

peut citer :

un probl�eme de r�evision : on part d'une base

1

et on rajoute une information consid�er�ee comme

pr�ef�er�ee �a toutes celles d�ej�a pr�esentes dans la base ; ce faisant, on se peut se retrouver avec

une nouvelle base inconsistante ;

un probl�eme de fusion de plusieurs bases conictuelles ;

la pr�esence dans la base d'assertions conditionnelles avec exception (par exemple, des r�egles

par d�efauts).

D'autre part, j'ai choisi d'�etudier les approches couplant inf�erence classique et raisonnement pr�e-

f�erentiel dans le but de pro�ter de toutes les connaissances disponibles sur l'inf�erence classique.

De plus, je m'int�eresse tout particuli�erement �a celles s'appuyant sur des pr�ef�erences exog�enes car

elles me semblent �a la fois plus simples et plus g�en�erales :

il n'y a pas de pr�e-ordre �a cr�eer a posteriori puisque il est donn�e a priori ; cela me semble une

m�ethode e�cace car, du point de vue applicatif, en partant d'une base d�ej�a pr�e-ordonn�ee,

on �economise le temps de calcul de l'ordre entre les croyances ;

le pr�e-ordre entre les formules n'a aucune contrainte sp�eci�que �a respecter ;

l'aspect \pr�e-ordre impos�e a priori" correspond bien �a l'image d'un pr�e-ordre donn�e par un

expert

2

, alors qu'un pr�e-ordre d�eduit de la base (que ce soit syntaxiquement ou s�emantique-

ment) semble moins naturel, le r�esultat ne correspondant pas forc�ement �a celui qu'aurait

donn�e l'expert.

De plus, je reprends les mêmes hypoth�eses que [Neb91] en choisissant d'aborder ces approches sous

l'aspect \syntaxique", c'est-�a-dire en travaillant au niveau de la syntaxe des formules de la base et

pas au niveau des mod�eles (pour des approches \s�emantiques" voir [KLM90, BCD

+

93, GM94]).

Je consid�ere chaque croyance de la base comme un tout indivisible. Elle sera donc soit accept�ee,

soit rejet�ee en bloc

3

. Cet aspect \tout ou rien" me parâ�t bien correspondre au fait qu'un expert

1

Dans le cadre de la r�evision d'une base, on consid�ere en g�en�eral que la base est consistante.

2

Bien sûr, il reste toujours le probl�eme de \r�ecolter" ce pr�e-ordre aupr�es des experts, mais ce n'est pas mon

propos.

3

Si on prend l'exemple de la logique propositionnelle, dans une approche syntaxique la formule a^ b ne sera pas

toujours trait�ee comme l'ensemble de formules fa; bg.
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a pris la peine d'exprimer une connaissance sous la forme d'une formule plutôt qu'une autre ;

cette connaissance doit donc être consid�er�ee comme un tout même si elle peut être d�ecompos�ee en

plusieurs �el�ements de connaissance. Un inconv�enient de cette attitude r�esolument \syntaxique" est

que l'analyse d'une base de connaissances doit se faire au niveau des formules et non plus au niveau

de la base en tant qu'entit�e ; cela peut être gênant car deux bases s�emantiquement �equivalentes

(c'est-�a-dire ayant les mêmes mod�eles) ne produiront pas forc�ement les mêmes conclusions.

L'expression \approches syntaxiques" que j'utiliserai ici recouvre donc plusieurs concepts :

les pr�ef�erences �etudi�ees sont exog�enes et impos�ees comme un �el�ement de la syntaxe de la

base ; elles ne sont pas d�eduites de la base ni syntaxiquement, ni s�emantiquement ;

la base �etudi�ee sera trait�ee au niveau des formules et pas au niveau des mod�eles.

Et en�n, le but de ma th�ese �etant de comparer les travaux d�ej�a existants, je me limiterai dans

cet ouvrage �a l'�etude de pr�ef�erences exprim�ees sous la forme d'un pr�e-ordre total, car la grande

majorit�e des travaux portant sur ce sujet concerne des pr�ef�erences totales entre les formules et

non partielles.

1.3 Guide de lecture

Tout ce document repose sur la d�emarche suivante : pr�esentation de divers formalismes et, pour

chacun d'entre eux, �etude suivant divers points de vue. Le choix de cette m�ethode de travail,

ainsi que les liens existant entre les formalismes analys�es, expliquent l'aspect souvent r�ep�etitif et

parfois redondant de cet ouvrage. Je pense toutefois que cette approche m�ethodologique s'impose

par le fait qu'il s'agit l�a d'une synth�ese de travaux pr�esentant �a la fois des points communs et des

di��erences importantes ; il est alors essentiel de ne pas perdre de vue les sp�eci�cit�es de chacun tout

en �nissant par en tirer des conclusions plus g�en�erales. Ainsi, chaque point de vue sera d'abord

abord�e dans le d�etail de chaque formalisme, puis examin�e de fa�con plus globale. Dans cette optique,

le plan de cette th�ese est le suivant.

La premi�ere partie (chapitre 2 page 5) constitue une pr�esentation de la construction des relations

d'inf�erence non-monotone que j'ai choisies d'�etudier. Cette technique est directement inspir�ee des

travaux de Pinkas et Loui (voir [PL92]) qui pr�esentent les relations d'inf�erence non-monotone

comme la combinaison d'un m�ecanisme de g�en�eration d'ensembles de croyances consistants issus

de la base initiale (ordonn�es ou pas �a l'aide de pr�ef�erences) et d'un principe d'inf�erence permet-

tant de d�eduire de nouvelles croyances �a partir de la d�eduction classique sur les ensembles g�en�er�es

pr�ec�edemment. Dans cette premi�ere partie, je pr�esente donc le mode de cr�eation, puis plusieurs

m�ecanismes de g�en�eration avec di��erents types de pr�ef�erences et en�n quelques principes d'inf�e-

rence. Cela m'am�ene �a �etablir la liste pr�ecise des relations que je vais �etudier, ainsi que quelques

r�esultats globaux importants pour la suite de ma synth�ese.

Dans une seconde partie (chapitre 3 page 49), je s�electionne et je pr�esente quelques crit�eres destin�es

�a e�ectuer la comparaison th�eorique des relations explicit�ees et choisies dans la partie pr�ec�edente.

La comparaison th�eorique et ses conclusions sont alors expos�ees dans la troisi�eme partie (chapitre 4

page 73) en proc�edant d'abord par une analyse au cas par cas puis en concluant de mani�ere plus

globale.

La quatri�eme partie (chapitre 5 page 193) permet de pr�eciser le lien �etabli par cette mod�elisation

entre diverses probl�ematiques (la r�evision de croyances et l'inf�erence plausible) et comment nos

propres r�esultats se retrouvent dans un tel sch�ema.

La cinqui�eme partie (chapitre 6 page 199) est consacr�ee aux questions algorithmiques.

La sixi�eme et derni�ere partie (chapitre 7 page 225) permet de conclure tout en pr�esentant quelques

perspectives.
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Chapitre 2

D�e�nition des relations

d'inf�erence non-monotone

2.1 Processus de cr�eation d'une relation d'inf�erence non-

monotone

Le langage utilis�e pour �enoncer les formules de la base de croyances d�enot�ee E peut être soit le

langage de la logique propositionnelle, soit le langage de la logique des pr�edicats avec des formules

ferm�ees. Toutefois, dans le cadre de mon �etude, je me limiterai �a des formules de la logique

propositionnelle, en particulier �a cause de r�esultats de complexit�e (voir section 3.2 page 49). Dans

toute la suite, E d�enotera donc un ensemble �ni non vide de formules propositionnelles.

Lorsqu'on disposera d'une relation de pr�ef�erence sur les �el�ements de E, elle sera not�ee < et repr�e-

sent�ee en g�en�eral par une relation de pr�e-ordre (r�eexive et transitive) d�e�nie sur les formules de

la base E. Les propri�et�es requises pour cette relation seront pr�ecis�ees lorsque ce sera n�ecessaire

(en fonction des approches d�ecrites).

Ayant choisi d'�etudier des approches qui couplent inf�erence classique et pr�ef�erences, je suis donc

amen�ee naturellement �a choisir le processus de cr�eation d'une relation d'inf�erence non-monotone

d�ecrit par Pinkas et Loui dans [PL92]. Ce processus est un processus en deux �etapes (voir �gure 2.1

page suivante) :

premi�erement, s�election de sous-bases pr�ef�er�ees (qui se doivent d'être consistantes

1

) de la

base E en utilisant les pr�ef�erences entre les formules de E ; notons que, dans le cas o�u les

pr�ef�erences sont exprim�ees sur E (qu'elles soient partielles ou totales), on peut pr�ealable-

ment appliquer un processus d'agr�egation a�n d'obtenir des pr�ef�erences entre les sous-bases

consistantes et ainsi d�eterminer les �el�ements pr�ef�er�es (voir [CRS92]) ;

deuxi�emement, utilisation d'un principe d'inf�erence a�n de d�e�nir l'inf�erence non-monotone

�a l'aide de l'inf�erence classique sur certaines des sous-bases pr�ef�er�ees, puisqu'elles sont consis-

tantes.

Ce processus est particuli�erement bien adapt�e aux approches �etudi�ees ici, puisqu'il permet l'utili-

sation de toutes les connaissances dont on dispose en logique classique ; on se ram�ene �a des outils

bien connus. On peut ainsi pro�ter de toutes les am�eliorations concernant la logique classique.

Remarquons que ce processus correspond �a une phase de \restauration de la coh�erence" puisqu'on

cherche �a raisonner avec des informations coh�erentes.

Dans la suite, je vais pr�esenter di��erents m�ecanismes de s�election et principes d'inf�erence.

1

Pour moi, toute sous-base pr�ef�er�ee est avant tout consistante. A�n d'all�eger l'�ecriture, j'utiliserai donc l'expres-

sion \sous-base pr�ef�er�ee" au lieu de \sous-base consistante pr�ef�er�ee". Cette remarque ne sera pas r�ep�et�ee.
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Base E stratifiée

Mécanisme de sélection

Définition des sous-bases

préférées

~

Principe d’inférence

Définition de l’inférence non-monotone

à partir de l’inférence classique

Sous-base préférée Y1 Sous-base préférée YpSous-base préférée Y2

Figure 2.1 : Processus de cr�eation d'une relation d'inf�erence non-monotone
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2.2

�

Etat de l'art sur les m�ecanismes de s�election

J'appellerai m�ecanisme de s�election initial, tout m�ecanisme permettant d'obtenir un ensemble de

sous-bases consistantes ordonn�e ou pas, �a partir d'une base E de formules munie d'une relation

de pr�ef�erence <.

Remarquons que, quand < correspond �a un pr�e-ordre, il existe plusieurs techniques pour partition-

ner E, par exemple la strati�cation uniforme. On appelle strati�cation uniforme de E le r�esultat

de l'application d'un tri topologique sur E

2

. Dans ce cas, on dit que la base E est strati��ee et on

note : E = E

1

[ : : :[E

n

avec n nombre de strates dans E.

Je pr�esente successivement des formalismes privil�egiant la maximalit�e au sens de l'inclusion (sec-

tion 2.2.1 page suivante), puis ceux utilisant la maximalit�e au sens de la cardinalit�e (section 2.2.2

page 14) qui permettent de ra�ner les pr�ec�edents. En section 2.2.3 page 16, je rappelle quelques

notions de la logique des d�efauts de [Rei80] (il existe des liens �etroits entre cette logique et les

m�ecanismes bas�es sur l'inclusion). Le formalisme pr�esent�e ensuite s'appuie sur un principe dif-

f�erent : le principe du minimum de sp�eci�cit�e (voir section 2.2.4 page 19). Et pour �nir (voir

section 2.2.5 page 24), je cite le formalisme propos�e par G�ardenfors et Makinson, qui impose aux

pr�ef�erences entre formules le respect d'un certain nombre de contraintes, ce qui n'�etait pas le cas

pour les m�ecanismes pr�esent�es jusqu'alors. Remarquons que les formalismes donn�es en section 2.2.3

page 16 et 2.2.5 page 24 sortent du cadre de mon �etude puisque ne faisant pas partie des approches

\syntaxiques" ; ils servent ainsi de points de comparaison.

De plus, tout au long de cette section, je vais utiliser un exemple unique, celui des pingouins,

repr�esent�e par une base propositionnelle strati��ee (E;<). J'ai choisi pour illustrer les di��erentes

d�e�nitions trois strati�cations (en premi�ere colonne le num�ero de strate E

i

, en seconde colonne

les formules de la base, en derni�ere colonne la signi�cation des formules de la base) :

strati�cation num�ero 1 de la base des pingouins (une seule formule par strate : strati�cation

stricte) :

E

1

! P titi est un pingouin

E

2

P ! O un pingouin est un oiseau

E

3

P ! :V un pingouin ne sait pas voler

E

4

O! V un oiseau sait voler

E

5

O! A un oiseau a des ailes

E

6

A! V Si on a des ailes, on sait voler

strati�cation num�ero 2 de la base des pingouins (3 strates, 2 formules par strate) :

E

1

! P

P ! O

titi est un pingouin

un pingouin est un oiseau

E

2

P ! :V

O! V

un pingouin ne sait pas voler

un oiseau sait voler

E

3

O! A

A! V

un oiseau a des ailes

si on a des ailes, on sait voler

2

Il existe plusieurs possibilit�es de tris topologiques. Le plus utilis�e en raisonnement non-monotone est le suivant.

Soit E une base de formules munie d'un pr�e-ordre <, on applique l'algorithme :

i  1

E

1

 ?

tant que E non vide faire

E

i

 Max(E) (*Max(E) = les �el�ements maximaux de E pour < *)

E  E - E

i

i  i + 1

�n tant que
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strati�cation num�ero 3 de la base des pingouins (une seule strate) :

E

1

! P

P ! O

P ! :V

O! V

O! A

A! V

titi est un pingouin

un pingouin est un oiseau

un pingouin ne sait pas voler

un oiseau sait voler

un oiseau a des ailes

Si on a des ailes, on sait voler

2.2.1 Les sous-bases consistantes maximales pour l'inclusion et les

ordres associ�es

2.2.1.1 D�e�nitions principales

Soit E un ensemble �ni non vide de formules, on d�e�nit :

D�e�nition 2.2.1 Les sous-bases consistantes A de E sont les sous-ensembles de E consistants

au sens de la logique classique.

Le m�ecanisme de s�election associ�e aux sous-bases consistantes sera not�e S.

D�e�nition 2.2.2 Une sous-base A de E est une sous-base consistante maximale pour l'inclusion

(sous-base maximale consistante) de E ssi :

A est une sous-base consistante,

il n'existe pas de sous-base consistante de E contenant strictement A.

Les sous-bases de E maximales consistantes seront aussi appel�ees th�eses de E.

Le m�ecanisme de s�election associ�e aux th�eses sera not�e T. Remarquons alors que nous avons

la propri�et�e suivante, qui prendra toute son importance lors de l'analyse des relations issues du

m�ecanisme S (voir les th�eor�emes 4.1.5 page 81 et 4.1.6 page 82) :

Propri�et�e 2.2.1 Soit E une base de croyances, 9S sous-base consistante de E telle que S ` H

, 9T th�ese de E telle que T ` H.

Preuve : Il su�t e�ectivement de constater que si S inf�ere H alors n'importe quelle

th�ese T contenant S

3

inf�erera aussi H. De même si T inf�ere H alors il existe une

sous-base consistante S = T qui inf�ere H. 2

Exemple : Si on calcule les th�eses correspondant �a l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2

page pr�ec�edente, on trouve 5 solutions, et ceci quelle que soit la strati�cation choisie :

Th�ese 1

! P

P ! O

P ! :V

O! A

Th�ese 2

! P

P ! O

P ! :V

A! V

Th�ese 3

! P

P ! O

O! V

O! A

A! V

Th�ese 4

! P

P ! :V

O! V

O! A

A! V

Th�ese 5

P ! O

P ! :V

O! V

O! A

A! V

3

Et il en existera n�ecessairement une.
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Il existe de nombreux travaux qui utilisent les th�eses de E

4

. On les rassemble sous le terme

\Inclusion Based Preference", c'est-�a-dire que parmi toutes les sous-bases consistantes, on privil�egie

les sous-bases maximales consistantes. Ces di��erentes approches peuvent parâ�tre redondantes.

Elles sont en e�et intimement li�ees les unes aux autres (soit parce qu'elles sont �equivalentes, soit

parce que certaines sont des cas particuliers des autres), et, en d�e�nitive, elles correspondent

toutes au même m�ecanisme de s�election que nous noterons Incl (voir section 2.2.1.5 page 14).

Dans les paragraphes suivants, et malgr�e l'aspect r�ep�etitif de la tâche, je vais pr�esenter tous ces

travaux ainsi que la terminologie utilis�ee suivant les di��erents auteurs, a�n de mettre en �evidence

l'historique et les sp�eci�cit�es de chaque possibilit�e. Ainsi, nous verrons successivement les travaux

de Brewka [Bre89b, Bre89a], puis une g�en�eralisation de ces travaux [CRS92], et, pour �nir, une

approche �equivalente issue de la logique possibiliste [DLP91].

2.2.1.2 Les sous-th�eories pr�ef�er�ees

D�e�nition 2.2.3 Soit E une base strati��ee, une sous-th�eorie pr�ef�er�ee est un ensemble S = S

1

[

: : :[S

n

tel que 8k 2 [1; n], S

1

[ : : :[S

k

est un sous-ensemble maximal consistant de E

1

[ : : :[E

k

(voir [Bre89a, Bre89b]).

Par d�e�nition, les sous-th�eories pr�ef�er�ees de Brewka sont des th�eses de E.

Exemple 1 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

1 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. En appliquant la m�ethode de Brewka, on

obtient une seule sous-th�eorie pr�ef�er�ee :

! P

P ! O

P ! :V

O! A

Exemple 2 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

2 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. Dans ce cas l�a, on trouve 3 sous-th�eories

pr�ef�er�ees :

! P

P ! O

P ! :V

O! A

! P

P ! O

P ! :V

A! V

! P

P ! O

O! V

O! A

A! V

Exemple 3 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

3 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. En appliquant la m�ethode de Brewka, on

trouve alors que toutes les th�eses sont des sous-th�eories pr�ef�er�ees.

Conclusions sur les sous-th�eories pr�ef�er�ees :

1. Brewka calcule directement les sous-th�eories pr�ef�er�ees sans passer par le calcul des th�eses.

2. Dans son processus, Brewka ne d�e�nit pas de relation de pr�ef�erence entre ses sous-th�eories

pr�ef�er�ees. Donc, dans le cas des exemples 2 et 3 ci-dessus, les solutions obtenues ne sont pas

comparables.

4

L'id�ee d'utiliser les sous-bases maximales consistantes d'une base �eventuellement inconsistante est d�ej�a ancienne

(voir [RM70]).
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3. Brewka signale dans son article que dans certains cas, on retrouve le même type de r�esultats

qu'avec les extensions de la logique des d�efauts de Reiter (voir [Rei80])

5

.

4. Dans le cas d'une base ne contenant qu'une seule strate, l'ensemble des sous-th�eories pr�ef�er�ees

est �egal �a celui des th�eses.

2.2.1.3 Les th�eses pr�ef�er�ees

Dans [CRS92]

6

, Cayrol, Royer, Saurel ont d�e�ni, �a partir d'une relation < (dite de pr�ef�erabilit�e)

sur les formules de E, plusieurs relations de pr�ef�erence � pour classer les sous-bases consistantes

de E.

L'objectif premier �etait de g�en�eraliser les travaux de Brewka en d�e�nissant une pr�ef�erence �

sur les sous-bases consistantes de E telle que les �el�ements maximaux pour cet ordre soient les

sous-th�eories pr�ef�er�ees d�e�nies dans [Bre89b].

Il a �et�e d�emontr�e alors que la pr�ef�erence � sur les sous-bases consistantes g�en�eralise l'inclusion

ensembliste. C'est donc une pr�ef�erence du type \Inclusion Based Preference".

On a plusieurs r�esultats suivant que E est ordonn�e ou pas :

si E n'est pas ordonn�e

7

, alors� correspond exactement �a l'ordre bas�e sur l'inclusion ensem-

bliste,

si E est ordonn�e avec un pr�e-ordre <

8

, alors on a 2 d�e�nitions possibles de l'ordre � appel�e

ordre d�emocratique :

d�e�nition 2.2.4 valable dans le cas g�en�eral, que < soit total ou partiel,

d�e�nition 2.2.5 si < est total et qui fournit un processus constructif.

L'ordre d�emocratique : Les d�e�nitions de l'ordre d�emocratique

9

sur les sous-bases consis-

tantes de la base initiale ordonn�ee (E;<) sont :

D�e�nition 2.2.4 Soient F et G, 2 sous-bases consistantes de (E;<), F est pr�ef�er�ee d�emocrati-

quement �a G (not�e G �

d

F ) ssi 8g 2 G n F , 9f 2 F n G tel que g < f et que l'on n'ait pas

f < g.

D�e�nition 2.2.5 Soit E la base initiale strati��ee, E = E

1

[ : : : [ E

n

(E

1

strate de plus haute

priorit�e, E

n

strate de plus faible priorit�e). 8i et 8F un sous-ensemble de E, on note F

i

= F \E

i

.

Soient F et G, 2 sous-bases consistantes de (E;<), F est pr�ef�er�ee d�emocratiquement �a G (not�e

G�

d

F ) ssi 9i tel que F

i

contient strictement G

i

et 8E

j

telle que E

j

soit une strate de priorit�e

sup�erieure �a E

i

10

, on a F

j

= G

j

.

Dans le cas o�u < est total sur E, les 2 d�e�nitions sont �equivalentes et les �el�ements maximaux de

cet ordre sont appel�ees th�eses d�emo-pr�ef�er�ees.

5

�

A condition que les d�efauts exprim�es soient des d�efauts normaux sans pr�e-requis, que l'ensembleW de Reiter

soit �egal �a la strate la plus prioritaire de E et que l'ordre soit judicieux entre les formules des strates inf�erieures qui

sont traduites sous forme de d�efaut. Il serait int�eressant de formaliser ce que l'on entend par \ordre judicieux", mais

ce n'est pas mon propos. Constatons quand même que la m�ethode de Brewka sur la base de l'exemple 2 fournit

exactement les mêmes ensembles que les extensions de Reiter, la fermeture logique mise �a part (voir section 2.2.3

page 16). Et si on modi�e la base en transformant la strate num�ero 1 en 2 strates 1 et 1bis, on obtient les sous-

th�eories pr�ef�er�ees f! P , P ! O, P ! :V , O ! Ag et f! P , P ! O, P ! :V , A ! V g qui ne correspondent

pas aux extensions.

6

Dans les articles [Cay90] et [Cay92], Cayrol utilise le terme d'interpr�etationpour parler de sous-bases maximales

consistantes. D�esormais ce terme est remplac�e par celui de th�ese.

7

E est alors compos�e d'une seule strate.

8

Ce pr�e-ordre peut être total, on retrouve alors la strati�cation comme dans [Bre89b], ou bien seulement partiel.

9

Le terme \d�emocratique" provient de travaux sur le choix social (voir bibliographie de [CRS92]).

10

Ce qui veut dire avec les notations choisies ici que j < i.
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Exemple 1 : Appliquons cette formule �a la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la

strati�cation num�ero 1 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. On trouve alors

l'ordre suivant sur les th�eses :

th�ese 5 �

d

th�ese 4 �

d

th�ese 3 �

d

th�ese 2 �

d

th�ese 1

Exemple 2 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

2 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. En appliquant la d�e�nition de l'ordre

d�emocratique, on trouve l'ordre suivant sur les th�eses :

th�ese 4 �

d

th�ese 1,

th�ese 4 �

d

th�ese 2,

th�ese 4 �

d

th�ese 3

th�ese 5 �

d

th�ese 1,

th�ese 5 �

d

th�ese 2,

th�ese 5 �

d

th�ese 3

(les th�eses 1, 2 et 3 sont incomparables, ainsi que les th�eses 4 et 5)

Exemple 3 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

3 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. En appliquant l'ordre d�emocratique, on

trouve alors que toutes les th�eses sont pr�ef�er�ees et donc incomparables entre elles.

L'ordre �elitiste : Dans [CRS92], on trouve aussi une autre relation de pr�ef�erence : la pr�ef�erence

�elitiste

11

qui correspond �a la recherche d'explications pr�ef�er�ees par rapport �a un but �a atteindre

et pour laquelle sont aussi donn�ees 2 d�e�nitions :

d�e�nition 2.2.6 valable dans le cas g�en�eral, que < soit total ou partiel,

d�e�nition 2.2.7 valable uniquement si < est total et qui fournit un processus constructif.

Les d�e�nitions de l'ordre �elitiste sur les sous-bases consistantes de la base initiale ordonn�ee (E;<)

sont :

D�e�nition 2.2.6 Soient F et G, 2 sous-bases consistantes de (E;<), F est pr�ef�er�ee �elitiquement

�a G (not�e G�

e

F ) ssi 8f 2 F nG, 9g 2 G n F tel que g < f et que l'on n'ait pas f < g.

D�e�nition 2.2.7 Soit E la base initiale strati��ee, E = E

1

[ : : : [ E

n

(E

1

strate de plus haute

priorit�e, E

n

strate de plus faible priorit�e). 8i et 8F un sous-ensemble de E, on note F

i

= F \E

i

.

Soient F et G, 2 sous-bases consistantes de (E;<), F est pr�ef�er�ee �elitiquement �a G (not�e G�

e

F )

ssi 9i tel que G

i

contient strictement F

i

et 8E

j

telle que E

j

soit une strate de priorit�e inf�erieure

�a E

i

, on a F

j

= G

j

.

Il n'est pas int�eressant d'appliquer cet ordre �a l'exemple pr�ec�edent. En e�et, les sous-bases pr�ef�er�ees

sont ici minimales pour l'inclusion. Cet ordre est surtout destin�e �a être utilis�e dans des probl�emes

de type abductif (recherche d'explication, diagnostic).

11

Ici aussi, le terme provient de travaux sur le choix social.
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Conclusions sur les th�eses pr�ef�er�ees :

1. Si le pr�e-ordre < est partiel sur E alors, l'ordre d�emocratique issu de < ne permet pas

d'ordonner toutes les th�eses.

2. Les �el�ements maximaux obtenus avec l'ordre d�emocratique sont les th�eses d�emo-pr�ef�er�ees et,

dans le cas d'un pr�e-ordre total < sur E, elles correspondent exactement aux sous-th�eories

pr�ef�er�ees.

3. L'ordre d�emocratique g�en�eralise les travaux de Brewka car :

il permet d'utiliser une base pr�e-ordonn�ee partiellement (donc non strati��ee) ;

dans le cas d'une base strati��ee, il ne se contente pas de fournir les sous-th�eories pr�ef�er�ees

mais il permet d'ordonner toutes les th�eses ;

dans le cas d'une base avec une strate unique, on retrouve les mêmes r�esultats qu'avec

la m�ethode de Brewka : toutes les th�eses sont pr�ef�er�ees.

2.2.1.4 Les sous-bases fortement maximales consistantes

�

A toute base initialeE = E

1

[: : :[E

n

strati��ee, on peut associer une base de croyances possibiliste

B et vice-versa ; une base possibiliste est une base compos�ee de couples (�; �) avec � une formule

et � appel�e le poids de cette formule et repr�esentant la borne inf�erieure de la mesure de n�ecessit�e

associ�ee �a la formule (voir [DLP91]).

En utilisant les sous-bases maximales consistantes de B, not�ees B

1

: : :B

p

, Dubois, Lang et Prade

d�e�nissent la notion suivante :

D�e�nition 2.2.8 Soit K un ensemble de formules possibiliste, on d�e�nit Inc(K) par :

soit il existe un j tel que :

[

i=1:::(j�1)

(�; �

i

) est consistant,

[

i=1:::j

(�; �

i

) est inconsistant.

alors Inc(K) = �

j

,

soit Inc(K) = 0.

On dit que Inc(K) est le degr�e d'inconsistance de K.

Inc(K) peut être calcul�e en utilisant le principe de r�esolution possibiliste (voir [DLP91]). D'autre

part, on a une propri�et�e importante : K est consistante ssi Inc(K) = 0.

D�e�nition 2.2.9 B

i

est une sous-base fortement maximale consistante de B ssi B

i

est consistante

et 8(�; �) 2 B nB

i

, Inc(B

i

[ f(�; �)g) = �.

Il a �et�e d�emontr�e que les sous-bases fortement maximales consistantes ainsi calcul�ees sur B sont

�equivalentes aux th�eses d�emo-pr�ef�er�ees obtenues sur la base E strati��ee ad�equate associ�ee �a B

(voir dans [BDLP92]).

Exemple 1 : Soit B une base propositionnelle possibiliste correspondant �a la strati�cation

num�ero 1 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7 :

B = f(! P , 1)

(P ! O, 0.9)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.5)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.1)g
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Les 5 sous-bases suivantes sont les versions possibilistes des th�eses donn�ees en section 2.2.1.1 page 8

correspondant �a la base possibiliste pr�ec�edente :

B

1

=

f(! P , 1)

(P ! O, 0.9)

(P ! :V , 0.8)

(O ! A, 0.3)g

B

2

=

f(! P , 1)

(P ! O, 0.9)

(P ! :V , 0.8)

(A! V , 0.1)g

B

3

=

f(! P , 1)

(P ! O, 0.9)

(O! V , 0.5)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.1)g

B

4

=

f(! P , 1)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.5)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.1)g

B

5

=

f(P ! O, 0.9)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.5)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.1)g

Une seule sous-base est fortement maximale consistante : B

1

.

Exemple 2 : Soit B une base propositionnelle possibiliste correspondant �a la strati�cation

num�ero 2 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7 :

B = f(! P , 1)

(P ! O, 1)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.8)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.3)g

Les versions possibilistes de chaque th�ese sont les suivantes :

B

1

=

f(! P , 1)

(P ! O, 1)

(P ! :V , 0.8)

(O ! A, 0.3)g

B

2

=

f(! P , 1)

(P ! O, 1)

(P ! :V , 0.8)

(A! V , 0.3)g

B

3

=

f(! P , 1)

(P ! O, 1)

(O! V , 0.8)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.3)g

B

4

=

f(! P , 1)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.8)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.3)g

B

5

=

f(P ! O, 1)

(P ! :V , 0.8)

(O! V , 0.8)

(O! A, 0.3)

(A! V , 0.3)g

Trois sous-bases sont fortement maximales consistantes : B

1

, B

2

et B

3

.

Exemple 3 : Soit B une base propositionnelle possibiliste correspondant �a la strati�cation

num�ero 3 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7 :

B = f(! P , 0, 7)

(P ! O, 0.7)

(P ! :V , 0.7)

(O! V , 0.7)

(O! A, 0.7)

(A! V , 0.7)g

Les versions possibilistes de chaque th�ese sont les suivantes :

B

1

=

f(! P , 0.7)

(P ! O, 0.7)

(P ! :V , 0.7)

(O ! A, 0.7)g

B

2

=

f(! P , 0.7)

(P ! O, 0.7)

(P ! :V , 0.7)

(A! V , 0.7)g

B

3

=

f(! P , 0.7)

(P ! O, 0.7)

(O! V , 0.7)

(O! A, 0.7)

(A! V , 0.7)g

B

4

=

f(! P , 0.7)

(P ! :V , 0.7)

(O! V , 0.7)

(O! A, 0.7)

(A! V , 0.7)g

B

5

=

f(P ! O, 0.7)

(P ! :V , 0.7)

(O! V , 0.7)

(O! A, 0.7)

(A! V , 0.7)g

B

1

; : : : ; B

5

sont toutes fortement maximales consistantes.
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Conclusions sur les sous-bases fortement maximales consistantes :

1. Les sous-bases fortement maximales consistantes de Dubois, Lang, Prade correspondent aux

th�eses d�emo-pr�ef�er�ees.

2. Dubois, Lang, Prade ont aussi d�e�ni un ordre entre les sous-bases fortement maximales

consistantes appel�e ordre lexicographique d�ecrit dans la section 2.2.2.

3. Je peux donc dire, ici aussi, que l'ordre d�emocratique permet de g�en�eraliser le concept de

sous-base fortement maximale consistante de [DLP91] par le fait qu'il traite les ensembles

partiellement ordonn�es.

4. Je retrouve toujours le même type de r�esultat dans le cas d'une base avec une seule strate.

2.2.1.5 Conclusion sur les m�ethodes \Inclusion Based Preference"

Toutes les m�ethodes vues dans cette section sont regroup�ees sous le terme \Inclusion Based Pre-

ference" car elles privil�egient parmi les sous-bases consistantes celles qui sont maximales pour

l'inclusion, nomm�ees ici des th�eses et permettent :

soit de s�electionner parmi ces th�eses la ou les th�eses pr�ef�er�ees,

soit d'ordonner partiellement ou totalement les th�eses.

Elles fournissent les mêmes r�esultats, même si les motivations sont au d�epart di��erentes.

Le m�ecanisme de s�election associ�e aux th�eses pr�ef�er�ees par les m�ethodes \Inclusion Based Prefe-

rence" sera not�e Incl.

2.2.2 Les sous-bases consistantes et l'ordre lexicographique

Ici, il ne s'agit pas seulement de travailler �a partir de sous-bases consistantes maximales pour

l'inclusion, mais plutôt de \ra�ner" les m�ecanismes vus pr�ec�edemment en ne s�electionnant que

certaines de ces sous-bases. Pour cela, on s�electionne des sous-bases consistantes maximales pour la

cardinalit�e. C'est la raison pour laquelle cette m�ethode, bien que cit�ee dans le cadre des sous-bases

fortement maximales consistantes de Dubois, Lang et Prade (voir [DLP91]), n'a pas �et�e pr�esent�ee

avec les m�ethodes \Inclusion Based Preference".

La d�e�nition de base (ordre bas�e sur la cardinalit�e) correspondant au cas d'une base de croyances

non ordonn�ee est (voir [DLP91]) :

D�e�nition 2.2.10 Soit E une base initiale �nie, soit A un sous-ensemble de E, on dit que A est

une sous-base consistante maximale pour la cardinalit�e ssi A est consistante et 8B sous-ensemble

de E tel que B soit consistant alors jBj � jAj

12

.

Lorsqu'on se trouve en pr�esence d'une base de croyances totalement pr�e-ordonn�ee on d�e�nit :

D�e�nition 2.2.11 Soit E une base strati��ee �nie (E = E

1

[ : : :[E

n

), soient A et B deux sous-

bases consistantes de E, on d�e�nit l'ordre lexicographique de la mani�ere suivante : A �

lex

B ssi

9i tel que jA

i

j < jB

i

j et pour tout j < i on a jA

j

j = jB

j

j.

En fait, comme Fran�cois L�evy le signale dans une communication personnelle, le terme \lexicogra-

phique" est mal choisi. En e�et, il d�esigne ici un ordre particulier bas�e sur la cardinalit�e appliqu�e

aux sous-bases issues d'une base strati��ee et prenant en compte l'ordre entre les formules de la

base. Or, plus g�en�eralement, un ordre lexicographique peut se d�e�nir de la fa�con suivante :

12

jAj d�enote le cardinal de A.
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D�e�nition 2.2.12 Soit E un ensemble muni d'une relation d'ordre strict <. Soit S l'ensemble

des suites d'�el�ements de E. L'ordre lexicographique sur S est d�e�ni par : 8 s = fe

0

; : : : ; e

n

s

g et 8

s

0

= fe

0

0

; : : : ; e

0

n

s

0

g deux �el�ements de S, s <

lex

s

0

si et seulement si 9k tel que :

1. 8i < k, e

i

� e

0

i

,

2. e

k

< e

0

k

.

Cette d�e�nition peut aussi être �etendue au cas d'un pr�e-ordre < sur E.

�

A la lumi�ere de cette d�e�nition, on constate alors que tous les ordres �etudi�es ici, qui portent sur

les sous-bases issues d'une base strati��ee et qui prennent en compte l'ordre entre les formules de la

base, sont des ordres lexicographiques. Cette approche est int�eressante en particulier parce qu'elle

permet d'expliciter math�ematiquement les liens existants entre ces di��erents ordres. On peut ainsi

retrouver avec une nouvelle m�ethode certains des r�esultats qui vont être pr�esent�es ou rappel�es ici.

Cette voie constitue donc une perspective �a explorer, mais sur laquelle je ne m'attarderai pas.

En cons�equence, dans toute la suite de ce document, le terme \lexicographique", que je conserve

en d�epit de son ambigu��t�e, d�enotera l'ordre particulier d�e�ni par [DLP91, Leh92]. En e�et, il ne

me parâ�t pas n�ecessaire de multiplier les termes \techniques", et, d'autre part, sachant que ce

travail est une synth�ese d'autres travaux, il est plus ais�e de conserver la terminologie des auteurs.

D�e�nition 2.2.13 (caract�erisation) Soit E une base strati��ee �nie (E = E

1

[ : : : [E

n

), soit S

un sous-ensemble de E, S est une sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre lexicographique ssi 8k = 1 : : :n,

(S

1

[ : : :[ S

k

) est un sous-ensemble consistant maximal pour la cardinalit�e de (E

1

[ : : :[E

k

).

Propri�et�e 2.2.2 (d�emonstration dans [BCD

+

93]) L'ordre lexicographique ra�ne l'\Inclusion Ba-

sed Preference" : toute sous-base de E se trouvant être �el�ement maximal pour l'ordre �

lex

sera

n�ecessairement �el�ement maximal pour l'ordre \Inclusion Based".

Voyons ce que cela donne sur un exemple.

Exemple 1 : SoitE la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero 1

de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. Il n'est pas raisonnable de calculer toutes les

sous-bases consistantes. Grâce �a la propri�et�e 2.2.2 et sachant que, 8S une sous-base consistante qui

n'est pas une th�ese, il existera toujours une th�ese T telle que S �

lex

T , je peux donc me contenter

de partir des sous-bases maximales consistantes, c'est-�a-dire des th�eses. Ensuite, j'applique l'ordre

lexicographique et j'obtiens :

th�ese 5 �

lex

th�ese 4 �

lex

th�ese 3 �

lex

th�ese 2 �

lex

th�ese 1

Remarque : je trouve ici le même ordre que celui obtenu par la pr�ef�erence d�emocratique.

Exemple 2 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

2 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. Dans ce cas l�a, on trouve les r�esultats

suivants

13

:

th�ese 5 �

lex

th�ese 4 �

lex

th�ese 2 �

lex

th�ese 1 �

lex

th�ese 3

(contrairement aux r�esultats obtenus avec l'ordre d�emocratique sur les th�eses, on a ici comme �el�e-

ment maximal pour l'ordre lexicographique la th�ese 3 tandis que les th�eses 1 et 2 sont �equivalentes

ainsi que les th�eses 4 et 5)

13

Le symbole �

lex

repr�esente la relation d'�equivalence issue de l'ordre �

lex

: soient A et B, 2 sous-bases dune

base E strati��ee, A �

lex

B , (8i= 1 : : : n, jA

i

j = jB

i

j, avec n = nombre de strates de E).
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Exemple 3 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

3 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7. En appliquant l'ordre lexicographique,

j'obtiens que :

th�ese 2 �

lex

th�ese 1 �

lex

th�ese 5 �

lex

th�ese 4 �

lex

th�ese 3

Conclusions sur les sous-bases consistantes et l'ordre lexicographique :

1. Bien que l'ordre lexicographique soit d�e�ni sur des sous-bases consistantes, les �el�ements

maximaux de cet ordre sont pris parmi les th�eses (voir propri�et�e 2.2.2 page pr�ec�edente) ;

d'o�u l'id�ee d'appliquer cet ordre uniquement sur les th�eses a�n de limiter les calculs

14

.

2. Dans le cas d'une base strati��ee avec des strates ne contenant qu'une seule formule, l'ordre

lexicographique appliqu�e aux th�eses fournit des r�esultats identiques �a ceux obtenus par toutes

les m�ethodes pr�ec�edentes.

3. Dans le cas d'une base strati��ee avec des strates pouvant contenir plusieurs formules et en

particulier dans le cas d'une base avec une strate unique, l'ordre lexicographique appliqu�e aux

th�eses fournit des r�esultats di��erents de ceux obtenus par les m�ethodes pr�ec�edentes. C'est

son principal avantage, puisqu'il y a au plus autant de th�eses pr�ef�er�ees lexicographiquement

que de th�eses pr�ef�er�ees au sens \Inclusion Based".

4. Quand l'ordre lexicographique est appliqu�e �a une base ne contenant qu'une seule strate, les

sous-bases pr�ef�er�ees sont celles de cardinal maximal.

5. L'ordre lexicographique permet de pr�e-ordonner de mani�ere totale les th�eses, contrairement

�a l'ordre d�emocratique qui ne fournit qu'un ordre partiel sur les th�eses.

6. Lehmann dans [Leh92] a d�e�ni un ordre semblable.

Le m�ecanisme de s�election associ�e aux sous-bases pr�ef�er�ees lexicographiquement sera not�e Lex, et

le cas particulier qui consiste �a appliquer l'ordre lexicographique �a une base �a strate unique sera

not�e Car.

2.2.3 Les extensions de la logique des d�efauts

Nous sortons ici du cadre des approches purement \syntaxiques" pour aborder un autre type

d'approches : les logiques non-monotones. Les travaux de Reiter (voir par exemple [Rei80]) ont

consist�e �a d�e�nir une nouvelle logique avec de nouvelles r�egles d'inf�erence prenant en compte des

r�egles g�en�erales pouvant comporter des d�efauts et ainsi permettant de g�erer une inconsistance de

la base de croyances.

Je vais toutefois citer quelques-uns des r�esultats obtenus par Reiter puisque ces r�esultats, dans cer-

tains cas tr�es particuliers, sont �equivalents �a ceux obtenus par l'utilisation de m�ethodes \Inclusion

Based Preference" (voir [Bre89b]).

La base de croyances E est ici partitionn�ee en :

W = ensemble de formules ferm�ees propositionnelles ou du premier ordre (pr�emisses),

D = ensemble de d�efauts c'est-�a-dire de formules de la forme a : b=c avec a

15

, b

16

, c

17

des

formules propositionnelles ou ferm�ees du premier ordre,

14

Il est bien sûr �evident que cette id�ee est applicable dans le cadre du petit exemple pr�esent�e. Toutefois, dans le

cas g�en�eral, il vaut mieux chercher une m�ethode constructive ne n�ecessitant ni le calcul des sous-bases consistantes,

ni celui des th�eses.

15

a est appel�e le pr�e-requis.

16

b est appel�e la justi�cation.

17

c est appel�e le cons�equent.
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D�e�nition 2.2.14 L'interpr�etation d'un d�efaut a : b=c est : \si a est connu et b consistant avec

tout ce qui est connu alors inf�erer c". Le d�efaut a : b=c est donc une nouvelle r�egle d'inf�erence

18

.

D�e�nition 2.2.15 (d�e�nition informelle) Les extensions sont des ensembles de croyances conte-

nant W et ferm�es pour les 2 types d'inf�erence : l'inf�erence classique et l'inf�erence des d�efauts.

Dans [Rei80] on trouve un processus de construction des extensions qui repose sur la propri�et�e

suivante :

Propri�et�e 2.2.3 (voir [Rei80]) Soit E = (W;D) une th�eorie des d�efauts. On part de E

0

=W , et

on d�e�nit r�ecursivement :

8i � 0, E

i+1

= C

n

(E

i

) [ fw tel que u : v

1

: : : v

n

=w 2 D;u 2 E

i

;:v

1

62 F ; : : : ;:v

n

62 Fg

19

alors F est une extension de E ssi F = [

i�0

E

i

La proc�edure consiste donc �a construire E

i+1

�a partir de E

i

avec un arbre binaire de racine E

i

.

Chaque �etage de cet arbre correspond �a l'applicabilit�e d'un d�efaut sur E

i

(donc la profondeur de

cet arbre est �egale au nombre de d�efauts applicables sur E

i

20

).

�

A chaque n�ud de chaque �etage,

on cr�ee deux branches :

celle o�u le d�efaut correspondant �a l'�etage est appliqu�e, donc on prend ici comme hypoth�ese

qu'aucune des n�egations des justi�cations n'appartiendra �a l'extension ;

celle o�u le d�efaut correspondant �a l'�etage n'est pas appliqu�e, donc on prend ici comme

hypoth�ese qu'au moins une des n�egations des justi�cations appartiendra �a l'extension.

Les feuilles de cet arbre sont des candidats au statut de E

i+1

. Il su�t alors de v�eri�er que les

hypoth�eses prises dans la branche menant �a cette feuille sont coh�erentes avec la feuille. Remarquons

qu'il existe des branches menant �a des impasses (par exemple, si les hypoth�eses prises dans la

branche consistent �a avoir �a la fois une formule et sa n�egation), de telles branches n'�etant bien-sûr

plus �a d�evelopper.

Il existe de nombreux cas particuliers de la logique des d�efauts, dont un qui me sera tr�es utile :

D�e�nition 2.2.16 Les d�efauts de la forme : b

i

=b

i

sont appel�es d�efauts super-normaux, et si

D = f : b

i

=b

i

g on dit que la th�eorie (W;D) est une th�eorie des d�efauts super-normale.

Dans ce cas-l�a, on a les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 2.2.4 (d�emonstration dans [Poo88, Bre89b]) Soit la th�eorie des d�efauts super-normale

(W;D) avec W = ? et D = f : b

i

=b

i

g, alors 8F

j

une extension de (W;D), 9T

j

une th�ese de la

base B = fbi tel que : b

i

=b

i

2 Dg telle que F

j

= C

n

(T

j

)

21

.

Propri�et�e 2.2.5 (d�emonstration dans [Poo88, Bre89b]) Soit B = fb

1

; : : : ; b

n

g la base de

croyances, alors 8T

j

une th�ese de la base, 9F

j

une extension de la th�eorie des d�efauts super-

normale (W;D) avec W = ? et D = f : b

i

=b

i

tel que b

i

2 Bg telle que F

j

= C

n

(T

j

).

18

Les d�e�nitions donn�ees ici sont volontairement simpli��ees. Pour plus de pr�ecision, se reporter �a [Rei80].

19

Remarquons la place occup�ee par F dans cette d�e�nition.

20

Un d�efaut est applicable sur un ensemble si et seulement si son pr�e-requis appartient �a l'ensemble.

21

Soit un ensemble A de formules, C

n

(A) = ensemble des cons�equences logiques de A.
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W = f! p; p! og

D = f: o! v=o! v (d�efaut d

1

),

: p! (:v)=p! (:v) (d�efaut d

2

),

: o! a=o! a (d�efaut d

3

)

: a! v=a! v (d�efaut d

4

)g
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H
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�

�

�

d
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d
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�

�

�

d
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d
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d
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�

B
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B

B

B

B

B

B

B

B

�

�

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�
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B

B

B
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B

B
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�
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B

B

B

B
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B

B

B

d

4

non

applicable

(a et :v 2 F)
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(a et :a,
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d

4

applicable
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F

1

=

C

n

(W [

f p! :v,

a! vg).

d

4

non

applicable

(a et :v 2 F)

F

2

=

C

n

(W [

f p! :v,

o! ag).

d

4

applicable

(a ou :v 62 F)

Inconsistance

(v et :v) !
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applicable
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Inconsistance !

(v et :v) !
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4

applicable
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Inconsistance !
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Figure 2.2 : M�ecanisme de s�election E : Arbre des extensions

Exemple : Contrairement aux sections pr�ec�edentes, je n'ai pas 3 exemples �a traiter, puisque

la base initiale E n'est pas ordonn�ee. Je choisis de traduire mon exemple des oiseaux avec des

d�efauts normaux sans pr�e-requis a�n de voir les points communs avec les m�ethodes pr�esent�ees

pr�ec�edemment (voir [Rei80]) :

E = (W;D) avec :

W = f ! P , P ! Og,

D = f :O! V /O! V , :P ! :V /P ! :V , :O! A/O! A, :A! V /A! V g

Je construis alors l'arbre de calcul des extensions et trouve 3 extensions possibles F

1

, F

2

et F

3

(voir la �gure 2.2).

Remarque : ces trois extensions correspondent bien aux th�eses pr�ef�er�ees obtenues par les m�ethodes

\Inclusion Based Preference" lorsque les formules (P ! O) et (! P ) constituent la strate de plus

forte priorit�e dans la base initiale E (voir note sur ce sujet dans la conclusion sur les sous-th�eories

pr�ef�er�ees de la section 2.2.1.2 page 9).
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Conclusions sur les extensions de la logique des d�efauts :

1. Chez Reiter et dans le cas d'une th�eorie (W;D) super-normale les extensions calcul�ees cor-

respondent aux th�eses d�emo-pr�ef�er�ees obtenues sur une base initiale comportant 2 strates,

la plus prioritaire pour les formules de W et la suivante pour les formules b

i

correspondant

aux d�efauts, quelle que soit la m�ethode utilis�ee pour les calculer.

2. Reiter n'a pas pr�evu d'ordre sur ses extensions. Poole, en introduisant les d�efauts nomm�es,

s'est donn�e la possibilit�e d'ordonner la base initiale mais n'a rien d�e�ni au niveau extension

(voir [Poo88]).

Ce m�ecanisme de s�election sera not�e E pour le cas des d�efauts g�en�eraux et E

�

pour le cas des

d�efauts super-normaux (attention �a ne pas confondre avec E repr�esentant en g�en�eral la base de

croyances). On distingue E de E

�

, bien qu'il s'agisse initialement du même m�ecanisme, a�n de

pouvoir faire la di��erence dans le chapitre 4 page 73 o�u seront pr�esent�es des r�esultats concernant

soit l'un, soit l'autre.

2.2.4 Les sous-bases consistantes et l'ordre \Best-Out"

L'approche pr�esent�ee ici, bien qu'appartenant �a la famille des approches \syntaxiques", permet

d'�etablir un lien avec des approches plus s�emantiques telles que les travaux sur le syst�eme Z [Pea90]

et sur la fermeture rationnelle [LM92].

Ici, l'id�ee est de rep�erer la strate la plus prioritaire amenant une inconsistance, et de consid�erer

alors que les seules formules int�eressantes �a prendre en compte sont celles de priorit�e sup�erieure �a

la strate fatidique (l'absence ou la pr�esence des autres formules n'ayant d�es lors aucune importance

tant que la consistance de la sous-base obtenue est v�eri��ee).

L'ordre \Best-Out" d�ecrit dans [BCD

+

93] et [DLP91] est d�e�ni, comme pour l'ordre lexicogra-

phique, �a partir de sous-bases consistantes et non �a partir des th�eses.

Soit une base E initiale strati��ee (E = E

1

[ : : :[E

n

), on d�e�nit :

D�e�nition 2.2.17 Soit A un sous-ensemble de E (A = A

1

[ : : :[A

n

), on note a(A) la plus haute

priorit�e d'une formule de E qui n'est pas dans A ; a(A) = minfi tel que 9� 2 E

i

nAg.

D�e�nition 2.2.18 Soient A et B, 2 sous-bases consistantes de E, on d�e�nit l'ordre \Best-Out"

de la mani�ere suivante : A �

bo

B ssi a(A) � a(B) (on dit alors que B est pr�ef�er�ee �a A pour

l'ordre �

bo

).

Attention, contrairement �a ce qui se produit pour l'ordre lexicographique, les �el�ements maximaux

de l'ordre \Best-Out" ne sont pas n�ecessairement des �el�ements maximaux pour l'inclusion ensem-

bliste. On ne peut donc pas se restreindre au calcul des th�eses. Il faut calculer toutes les sous-bases

consistantes.

Exemple 1 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

1 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7.

Calculons les sous-bases consistantes. Il y a 2

6

� 2 possibilit�es �a explorer (on ne tient pas compte

de la base vide, ni de la base initiale), ce qui fait au plus 62 sous-bases consistantes qu'il faudrait

comparer 2 �a 2 pour pouvoir les ordonner. En fait, si on cherche �a calculer les sous-ensembles

consistants A de E en fonction des di��erents a(A), on trouve 58 solutions class�ees suivant la

valeur a(A) (voir table 2.1 page suivante).

Remarquons que les sous-bases solutions correspondant aux th�eses sont les solutions 1, 2, 4, 12,

28.

Avec l'ordre \Best-Out", on trouve donc :
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les A consistants tels que a(A) =

6 : pas de A car l'ensemble f! P ,

P ! O, P ! :V , O ! V , O !

Ag est inconsistant

les A consistants tels que a(A) = 2 :

16 possibilit�es toutes consistantes

donc 16 solutions :

lesA consistants tels que a(A) = 1 :

32 possibilit�es toutes consistantes

sauf la base vide donc 31 solutions :

les A consistants tels que a(A) =

5 : pas de A car l'ensemble f! P ,

P ! O, P ! :V , O ! V g est

inconsistant

f! P , P ! :V , O ! V , O ! A,

A ! V g : sol. 12

f! P , P ! :V , O ! V , O !

Ag : sol. 13

f! P , P ! :V , O ! V , A !

V g : sol. 14

f! P , P ! :V , O! V g : sol. 15

f! P , P ! :V ,O ! A, A! V g :

sol. 16

fP ! O, P ! :V , O ! V , O!

A, A! V g : sol. 28

fP ! O, P ! :V , O ! V , O!

Ag : sol. 29

fP ! O, P ! :V , O ! V , A!

Vg : sol. 30

fP ! O, P ! :V , O ! V g : sol.

31

fP ! O, P ! :V , O ! A, A!

Vg : sol. 32

les A consistants tels que a(A) =

4 : 4 possibilit�es dont une inconsis-

tante donc 3 solutions :

f! P , P ! O, P ! :V , O ! A,

A! V g : inconsistante

f! P , P ! O, P ! :V ,O ! Ag :

sol. 1

f! P , P ! O, P ! :V , A !

V g : sol. 2

f! P , P ! O, P ! :V g : sol. 3

f! P , P ! :V , O! Ag : sol. 17

f! P , P ! :V , A! V g : sol. 18

f! P , P ! :V g : sol. 19

f! P , O ! V , O ! A, A ! V g :

sol. 20

f! P , O! V , O! Ag : sol. 21

f! P , O! V , A! V g : sol. 22

f! P , O! V g : sol. 23

f! P , O! A, A! V g : sol. 24

f! P , O! Ag : sol. 25

f! P , A! V g : sol. 26

f! Pg : sol. 27

fP ! O, P ! :V , O ! Ag : sol.

33

fP ! O, P ! :V , A ! V g : sol.

34

fP ! O, P ! :V g : sol. 35

fP ! O, O ! V , O ! A, A !

V g : sol. 36

fP ! O, O ! V , O ! Ag : sol. 37

fP ! O, O ! V , A! V g : sol. 38

fP ! O, O! V g : sol. 39

fP ! O, O ! A, A! V g : sol. 40

fP ! O, O! Ag : sol. 41

fP ! O, A! V g : sol. 42

fP ! Og : sol. 43

les A consistants tels que a(A) =

3 : 8 possibilit�es toutes consistantes

donc 8 solutions :

f! P , P ! O, O ! V , O ! A,

A! V g : sol. 4

f! P , P ! O, O ! V , O ! Ag :

sol. 5

f! P , P ! O, O ! V , A ! V g :

sol. 6

f! P , P ! O, O ! V g : sol. 7

f! P , P ! O, O ! A, A ! V g :

sol. 8

f! P , P ! O, O ! Ag : sol. 9

f! P , P ! O, A! V g : sol. 10

f! P , P ! Og : sol. 11

fP ! :V , O ! V , O ! A, A!

Vg : sol. 44

fP ! :V , O ! V , O ! Ag : sol.

45

fP ! :V , O ! V g : sol. 46

fP ! :V , O ! V , A ! V g : sol.

47

fP ! :V , O ! A, A ! V g : sol.

48

fP ! :V , O ! Ag : sol. 49

fP ! :V , A! V g : sol. 50

fP ! :V g : sol. 51

fO! V , O ! A, A! V g : sol. 52

fO! V , O! A, g : sol. 53

fO! V , A! V g : sol. 54

fO! V g : sol. 55

fO! A, A! V g : sol. 56

fO! Ag : sol. 57

fA! V g : sol. 58

Tableau 2.1 : L'ordre \Best-Out" (exemple 1)
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solutions 28 �a 58 �

bo

solutions 12 �a 27 �

bo

solutions 4 �a 11 �

bo

solutions 1 �a 3

(avec les solutions 1 �a 3 �equivalentes, de même que les solutions 4 �a 11, 12 �a 27, 28 �a 58)

Si on compare avec les r�esultats obtenus sur les th�eses par d'autres m�ethodes, on obtient des

r�esultats di��erents, puisqu'ici les 2 th�eses (solution 1 et solution 2) sont �equivalentes, alors qu'avec

les autres m�ethodes, la solution 1 �etait pr�ef�er�ee �a la solution 2.

Exemple 2 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

2 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7.

On trouve bien sûr le même nombre de sous-bases consistantes mais elles ne sont pas class�ees de

la même fa�con (voir table 2.2 page suivante).

Ici aussi, on se rend compte que les r�esultats obtenus sont di��erents de ceux obtenus par les autres

m�ethodes :

solutions 12 �a 58 �

bo

solutions 1 �a 11

(avec les solutions 1 �a 11 �equivalentes, ainsi que les solutions 12 �a 58)

Remarque : Si on regarde l'e�et de l'ordre \Best-Out" sur les th�eses, on retrouve que les 3 pre-

mi�eres th�eses sont de même importance ; par contre, c'est aussi le cas pour les 2 derni�eres, ce qui

n'apparaissait pas dans les m�ethodes \Inclusion Based".

Exemple 3 : Soit E la base propositionnelle strati��ee correspondant �a la strati�cation num�ero

3 de l'exemple pr�esent�e en tête de la section 2.2 page 7.

On retrouve bien sûr toujours les mêmes 58 sous-bases consistantes, mais cette fois elles sont toutes

pr�ef�er�ees (voir table 2.3 page 23).

Avec l'ordre \Best-Out", on trouve donc que les solutions 1 �a 58 sont �equivalentes.

Conclusions sur les sous-bases consistantes et l'ordre \Best-Out" :

1. L'ordre \Best-Out" est d�e�ni sur les sous-bases consistantes et pas sur les sous-bases maxi-

males consistantes.

2. Contrairement �a l'ordre lexicographique, on ne peut pas se contenter de l'appliquer unique-

ment sur les th�eses, puisque parmi toutes les sous-bases consistantes, les �el�ements maximaux

de l'ordre \Best-Out" ne sont pas n�ecessairement des th�eses.

3. Il s'agit d'une pr�ef�erence tr�es peu s�elective.

4. Les r�esultats obtenus avec cet ordre sont tout �a fait di��erents de ceux obtenus par les

m�ethodes vues pr�ec�edemment, except�e dans le cas d'une base avec une strate unique (voir

point suivant).

5. Dans le cas d'une base avec une strate unique, toutes les sous-bases consistantes sont pr�ef�e-

r�ees, donc en particulier les th�eses sont toutes pr�ef�er�ees.

6. L'ordre \Best-Out" permet de pr�e-ordonner totalement l'ensemble des sous-bases consis-

tantes.

7. Les relations d'inf�erence issues de cet ordre pr�esentent un inconv�enient majeur : le \drowning

e�ect" (l'e�et de noyade), c'est-�a-dire l'incapacit�e �a inf�erer une conclusion d�ependant d'une

formule situ�ee en dessous du seuil d'inconsistance (voir dans [BCD

+

93] la mani�ere de calculer

ce seuil).
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les A consistants tels que

a(A) = 3 : pas de A car

l'ensemble f! P , P ! O,

P ! :V , O ! V g est in-

consistant

les A consistants tels que a(A) =

2 : 12 possibilit�es dont une incon-

sistante donc 11 solutions :

f! P , P ! O, P ! :V , O ! A,

A ! V g : inconsistante

f! P , P ! O, P ! :V ,O ! Ag :

sol. 1

f! P , P ! O, P ! :V , A !

V g : sol. 2

f! P , P ! O, P ! :V g : sol. 3

f! P , P ! O, O ! V , O ! A,

A ! V g : sol. 4

f! P , P ! O, O ! V , O ! Ag :

sol. 5

f! P , P ! O, O ! V , A ! V g :

sol. 6

f! P , P ! O, O ! V g : sol. 7

f! P , P ! O, O ! A, A ! V g :

sol. 8

f! P , P ! O, O ! Ag : sol. 9

f! P , P ! O, A ! V g : sol. 10

f! P , P ! Og : sol. 11

les A consistants tels que a(A) = 1 : 48

possibilit�es toutes consistantes sauf la base

vide donc 47 solutions :

f! P , P ! :V , O ! V , O ! A, A !

V g : sol. 12

f! P , P ! :V , O! V , O! Ag : sol. 13

f! P , P ! :V , O! V , A! Vg : sol. 14

f! P , P ! :V , O! V g : sol. 15

f! P , P ! :V , O! A, A! Vg : sol. 16

f! P , P ! :V , O! Ag : sol. 17

f! P , P ! :V , A! V g : sol. 18

f! P , P ! :V g : sol. 19

f! P , O ! V , O! A, A ! V g : sol. 20

f! P , O ! V , O! Ag : sol. 21

f! P , O ! V , A! V g : sol. 22

f! P , O ! V g : sol. 23

f! P , O ! A, A! V g : sol. 24

f! P , O ! Ag : sol. 25

f! P , A! V g : sol. 26

f! Pg : sol. 27

fP ! O, P ! :V , O ! V , O! A, A !

V g : sol. 28

fP ! O, P ! :V , O ! V , O! Ag : sol.

29

fP ! O, P ! :V , O ! V , A! Vg : sol.

30

fP ! O, P ! :V , O ! V g : sol. 31

fP ! O, P ! :V , O ! A, A! Vg : sol.

32

fP ! O, P ! :V , O ! Ag : sol. 33

fP ! O, P ! :V , A ! V g : sol. 34

fP ! O, P ! :V g : sol. 35

fP ! O, O ! V , O ! A, A ! V g : sol.

36

fP ! O, O! V , O ! Ag : sol. 37

fP ! O, O! V , A ! V g : sol. 38

fP ! O, O! V g : sol. 39

fP ! O, O! A, A ! V g : sol. 40

fP ! O, O! Ag : sol. 41

fP ! O, A! V g : sol. 42

fP ! Og : sol. 43

fP ! :V , O ! V , O ! A, A! Vg : sol.

44

fP ! :V , O! V , O ! Ag : sol. 45

fP ! :V , O! V g : sol. 46

fP ! :V , O! V , A ! V g : sol. 47

fP ! :V , O! A, A ! V g : sol. 48

fP ! :V , O! Ag : sol. 49

fP ! :V , A! V g : sol. 50

fP ! :V g : sol. 51

fO! V , O! A, A ! V g : sol. 52

fO! V , O! A, g : sol. 53

fO! V , A! V g : sol. 54

fO! V g : sol. 55

fO! A, A! V g : sol. 56

fO! Ag : sol. 57

fA! V g : sol. 58

Tableau 2.2 : L'ordre \Best-Out" (exemple 2)

22



les A consistants tels que a(A) = 1 : 58 solutions :

f! P , P ! O, P ! :V , O! Ag : sol. 1

f! P , P ! O, P ! :V , A! V g : sol. 2

f! P , P ! O, P ! :V g : sol. 3

f! P , P ! O, O ! V , O! A, A! V g : sol. 4

f! P , P ! O, O ! V , O! Ag : sol. 5

f! P , P ! O, O ! V , A! V g : sol. 6

f! P , P ! O, O ! V g : sol. 7

f! P , P ! O, O ! A, A! V g : sol. 8

f! P , P ! O, O ! Ag : sol. 9

f! P , P ! O, A! V g : sol. 10

f! P , P ! Og : sol. 11

f! P , P ! :V , O ! V , O ! A, A ! V g : sol.

12

f! P , P ! :V , O ! V , O! Ag : sol. 13

f! P , P ! :V , O ! V , A! V g : sol. 14

f! P , P ! :V , O ! V g : sol. 15

f! P , P ! :V , O ! A, A! V g : sol. 16

f! P , P ! :V , O ! Ag : sol. 17

f! P , P ! :V , A! V g : sol. 18

f! P , P ! :V g : sol. 19

f! P , O! V , O ! A, A! V g : sol. 20

f! P , O! V , O ! Ag : sol. 21

f! P , O! V , A! V g : sol. 22

f! P , O! V g : sol. 23

f! P , O! A, A! V g : sol. 24

f! P , O! Ag : sol. 25

f! P , A! V g : sol. 26

f! Pg : sol. 27

fP ! O, P ! :V , O ! V , O! A, A ! V g : sol. 28

fP ! O, P ! :V , O ! V , O! Ag : sol. 29

fP ! O, P ! :V , O ! V , A! V g : sol. 30

fP ! O, P ! :V , O ! V g : sol. 31

fP ! O, P ! :V , O ! A, A! V g : sol. 32

fP ! O, P ! :V , O ! Ag : sol. 33

fP ! O, P ! :V , A! V g : sol. 34

fP ! O, P ! :V g : sol. 35

fP ! O, O! V , O ! A, A! V g : sol. 36

fP ! O, O! V , O ! Ag : sol. 37

fP ! O, O! V , A! V g : sol. 38

fP ! O, O! V g : sol. 39

fP ! O, O! A, A! V g : sol. 40

fP ! O, O! Ag : sol. 41

fP ! O, A! V g : sol. 42

fP ! Og : sol. 43

fP ! :V , O! V , O ! A, A! V g : sol. 44

fP ! :V , O! V , O ! Ag : sol. 45

fP ! :V , O! V g : sol. 46

fP ! :V , O! V , A ! V g : sol. 47

fP ! :V , O! A, A ! V g : sol. 48

fP ! :V , O! Ag : sol. 49

fP ! :V , A! V g : sol. 50

fP ! :V g : sol. 51

fO! V , O! A, A ! V g : sol. 52

fO! V , O! A, g : sol. 53

fO! V , A! V g : sol. 54

fO! V g : sol. 55

fO! A, A! V g : sol. 56

fO! Ag : sol. 57

fA! V g : sol. 58

Tableau 2.3 : L'ordre \Best-Out" (exemple 3)
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8. L'ordre \Best-Out" a une longue histoire. Il est issu du principe du minimum de sp�eci�cit�e

(voir [BDP92] et [BDP94a]). Il correspond entre autres au syst�eme Z de [Pea90], �a la ferme-

ture rationnelle de Lehmann et Magidor ([LM92]), la di��erence principale r�esidant dans le

fait que le pr�e-ordre < d�e�ni s�emantiquement dans [Pea90, LM92] est ici impos�e a priori.

Ce m�ecanisme de s�election sera not�e Bo.

2.2.5 Les ensembles de G�ardenfors et Makinson

Nous laissons de côt�e les approches purement \syntaxiques" pour aborder ici un autre type d'ap-

proches : celles qui utilisent le lien s�emantique et la d�ependance logique existant entre les croyances.

G�ardenfors et Makinson ont donc d�e�ni une classe de relations d'inf�erence non-monotone : les

relations d'inf�erence \expectatives" (voir [G�ar91] et [GM94])

22

. L'id�ee est que, lors d'un raisonne-

ment, on utilise des informations dans lesquelles on croit fermement mais aussi des informations

que l'on esp�ere, que l'on attend

23

. L'objectif des travaux de G�ardenfors et Makinson est d'obte-

nir une relation d'inf�erence non-monotone v�eri�ant des propri�et�es choisies parmi celles d�e�nies

dans [KLM90], [G�ar91] et [GM94].

On peut distinguer 2 m�ethodes :

l'utilisation d'ensembles d'\expectations" (sous-ensembles de formules choisis dans l'en-

semble de formules initial),

l'utilisation d'un ordre \expectatif" (ordre entre les formules du langage poss�edant certaines

propri�et�es).

Consid�erons la base de formules E. Les deux d�e�nitions de cette relation d'inf�erence \expectative"

sont :

D�e�nition 2.2.19 [utilisation d'ensembles d'\expectations"] f j� g ssi

g 2 C

E;S

(f) = \fC

n

(ffg [D) avec D 2 S(E?:f)g o�u :

C

n

(X) = ensemble des cons�equences logiques de X au sens de la logique classique,

S(B) = fonction de s�election renvoyant certains �el�ements de B,

E?h = sous-ensemble maximal de E qui ne peut impliquer logiquement h.

D�e�nition 2.2.20 [utilisation d'un ordre \expectatif"] f j� g ssi

g 2 C

n

(ffg [ fh 2 E tel que :f < hg) avec l'ordre < entre les formules qui est total et qui v�eri�e

les propri�et�es de dominance (si � ` � alors � � �) et de conjonctivit�e (pour tous � et �, � � �^�

ou � � � ^ �) (voir [GM94]).

Notons que E?:f est donc l'ensemble des sous-bases de E qui sont maximales (au sens de l'in-

clusion) consistantes avec f .

Remarque : la d�e�nition de la fonction S donn�ee dans la d�e�nition 2.2.19 est tout �a fait informelle.

Dans le cas des ensembles d'\expectations", les propri�et�es de la relation d'inf�erence ainsi d�e�nie

d�ependent intimement de la construction de la fonction de s�election S.

Dans le cas d'un ordre \expectatif", G�ardenfors et Makinson ont d�emontr�e que la relation d'inf�e-

rence \expectative" ainsi d�e�nie v�eri�e tout un ensemble de propri�et�es particuli�erement int�eres-

santes (la supra-classicit�e, l'�equivalence logique gauche, le ET, la cumulativit�e, le OU, la monotonie

22

J'utilise ici les termes \expectations", ordre \expectatif", relations \expectatives" qui sont des n�eologismes

issus directement de l'anglais a�n de conserver la terminologie de G�ardenfors et Makinson.

23

En anglais \to expect" veut dire attendre, esp�erer.
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rationnelle et la pr�eservation de la consistance { voir dans [KLM90, G�ar91, GM94] et dans la sec-

tion 3.4 page 55 de ce document la d�e�nition de chacune de ces propri�et�es).

Ils ont d'autre part d�emontr�e l'�equivalence des 2 m�ethodes �a condition que la fonction S soit

construite �a partir d'un ordre \expectatif" sur les formules de la base.

Comment situer cette approche par rapport aux approches pr�esent�ees pr�ec�edemment ?

Disons tout d'abord que toutes les m�ethodes pr�ec�edentes (\Inclusion Based", lexicographique,

\Best-Out", etc.) visent �a utiliser conjointement des sous-ensembles de formules choisis dans l'en-

semble de formules initial et un ordre entre les formules.

L'utilisation de sous-ensembles choisis correspond �a la construction d'une fonction S de s�election.

Ces approches peuvent donc se situer dans le cadre des ensembles d'\expectations" de G�ardenfors

et Makinson. Toutefois, l'ordre entre les formules sous-jacent �a la d�e�nition de cette fonction S

n'est pas un ordre \expectatif" ; en e�et, on n'impose rien �a l'ordre <, �a part dans certains cas le

fait qu'il soit total. Par cons�equence, les m�ethodes pr�ec�edentes ne sont pas des relations d'inf�erence

\expectatives" au sens de l'ordre \expectatif".

Conclusions sur les ensembles de G�ardenfors et Makinson :

1. L'approche de G�ardenfors et Makinson di��erencie

24

la construction de sous-ensembles de

formules particuliers issus de la base initiale et l'utilisation d'un ordre entre les formules de

la base, alors que les autres approches vues jusqu'�a pr�esent ont plutôt tendance �a utiliser

conjointement ces aspects.

2. Cette approche vise plutôt la d�e�nition d'une relation d'inf�erence poss�edant certaines pro-

pri�et�es choisies parmi celles pr�esent�ees dans [KLM90], [G�ar91] et [GM94]. En cons�equence,

elle impose �a l'ordre utilis�e (soit directement par la m�ethode de l'ordre \expectatif", soit

indirectement par la d�e�nition de la fonction de s�election S) un ensemble de propri�et�es (par

exemple, la dominance).

3. Les autres approches vues jusqu'alors correspondent �a la d�e�nition d'une fonction S de s�elec-

tion. Ce sont donc des approches \expectatives" dans le sens des ensembles d'\expectations"

(voir d�e�nition 2.2.19 page pr�ec�edente).

4. Par contre, ces autres approches n'imposent rien �a l'ordre <. Ce ne sont donc pas des

approches \expectatives" dans le sens d'un ordre \expectatif" (voir d�e�nition 2.2.20 page ci-

contre).

2.3 Choix des m�ecanismes et motivations de ces choix

Parmi tous les m�ecanismes de s�election pr�esent�es dans la section 2.2 page 7, je vais en privil�egier

certains. J'ai toutefois tenu �a les pr�esenter tous pour les raisons suivantes :

S, qui s�electionne les sous-bases consistantes, sert de point de rep�ere pour mesurer l'impact

d'un mode de s�election dit �evolu�e, c'est-�a-dire un mode de s�election plus restrictif que celui

reposant seulement sur la consistance des ensembles choisis ; �a part cela, ce m�ecanisme n'a

pas grand int�erêt ;

T, qui s�electionne les th�eses, est le plus classique et sert d'id�ee de base �a beaucoup d'autres

approches ; il est connu depuis bien longtemps d�ej�a (voir [RM70]) ;

Incl, qui s�electionne les th�eses \Inclusion Based" pr�ef�er�ees, est un ra�nement de T ;

Lex, qui s�electionne les th�eses pr�ef�er�ees pour l'ordre lexicographique, est un ra�nement de

Incl ;

24

Même s'ils montrent ensuite les liens �etroits entre ces deux aspects, en particulier du point de vue des propri�et�es

recherch�ees pour la relation d'inf�erence \expectative".
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Car, qui s�electionne les th�eses pr�ef�er�ees pour la cardinalit�e, est un ra�nement de T et un

cas particulier de Lex ;

Bo, qui s�electionne les sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best Out", fait le lien

avec l'inf�erence possibiliste, le syst�eme Z et d'autres formulations qui appartiennent plutôt

aux approches s�emantiques ;

E et E

�

, qui s�electionnent les extensions (dans le cas g�en�eral et dans le cas particulier d'une

th�eorie super-normale), font le lien avec la logique des d�efauts qui est un des m�ecanismes de

s�election

25

les plus connus appartenant �a la famille des logiques non-monotones ;

Ces m�ecanismes sont �a r�epartir en deux groupes :

ceux qui utilisent les pr�ef�erences entre formules (m�ecanismes Incl, Lex, Bo) ;

ceux qui n'utilisent pas les pr�ef�erences entre formules (m�ecanismes S, T, Car).

Notons que les m�ecanismes E et E

�

sont des m�ecanismes hybrides qui ne savent g�erer qu'une base

poss�edant au maximum deux strates :

la strate qui contient les pr�emisses (informations consid�er�ees comme certaines, qui sont donc

les \plus pr�ef�er�ees") et qui doit être consistante pour que le calcul des extensions pr�esente

un int�erêt ;

la strate qui correspond aux d�efauts qui sont donc \moins pr�ef�er�es" que les pr�emisses.

Les m�ecanismes sur lesquels je vais centrer mon �etude sont les m�ecanismes utilisant la strati�cation

des connaissances (Incl, Lex, Bo). Les autres m�ecanismes serviront essentiellement de point de

rep�ere et feront l'objet d'une moindre attention.

2.4

�

Etat de l'art sur les principes d'inf�erence

Grâce aux m�ecanismes de s�election pr�esent�es dans la section 2.2 page 7, on peut d�e�nir (P

E

;�)

avec P

E

= fP

E

1

; : : : ; P

E

n

g, un ensemble de sous-bases consistantes, et�, une relation de pr�ef�erence

(au moins un pr�e-ordre) sur cet ensemble.

On veut maintenant �etudier di��erents moyens d'inf�erer de fa�con non-monotone une formule � �a

partir de (P

E

;�) ; par exemple, on peut choisir d'inf�erer la formule � �a partir de (P

E

;�) si et

seulement si toutes les sous-bases P

E

i

de P

E

inf�erent classiquement �. Pour ce faire, l'objectif est

d'utiliser au maximum les techniques d'inf�erence classique.

Remarques importantes :

Cette section s'inspire tr�es largement des travaux de Pinkas et Loui (voir [PL92]). J'ai donc

gard�e leur point de d�epart, c'est-�a-dire le fait que l'ensemble P

E

soit un ensemble de sous-

bases consistantes associ�e �a un pr�e-ordre. Ce qui va m'amener �a pr�esenter 6 principes d'in-

f�erence.

Ici, je ne m'attache pas �a la construction des sous-bases et �a l'�elaboration de l'ordre entre

les sous-bases. En e�et, le m�ecanisme de d�e�nition de l'ensemble P

E

et de l'ordre � est

ind�ependant du principe d'inf�erence choisi

26

.

Je d�ecris ici les principaux m�ecanismes d'inf�erence pr�esent�es dans [PL92].
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Bien qu'elle n'ait pas �et�e introduite en tant que telle !
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Même si, historiquement, les auteurs d'un m�ecanisme de d�e�nition de P

E

avaient pr�evu de l'utiliser avec un

principe d'inf�erence particulier.
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2.4.1 La cons�equence forte

Il s'agit de la mise en �uvre d'un raisonnement circonspect (prudent)

27

:

D�e�nition 2.4.1 (P

E

;�) j�

8

� ssi quelle que soit la sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

, on a P

E

i

` �.

Ce principe d'inf�erence dit fort ou universel sera not�e avec le symbole j�

8

, et on appelle cons�e-

quence forte le type de cons�equence ainsi d�e�ni.

Remarques :

Ce principe a �et�e introduit par [RM70].

Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � n'intervient pas.

J'appellerai ce principe : le principe Uni (Uni pour universel).

Ce principe pr�esente la particularit�e suivante : parmi toutes les sous-bases P

E

i

de P

E

, on

peut avoir la sous-base vide ; la d�e�nition devient alors :

Si 9i tel que P

E

i

= ? alors ((P

E

;�) j�

8

� , � est une tautologie).

Ce cas se pr�esente rarement. Lorsqu'il se produira, je pr�esenterai 2 r�esultats di��erents, un

pour le cas o�u ? est �el�ement de P

E

, et un pour le cas o�u ? est exclu de P

E

.

2.4.2 La cons�equence faible

Par opposition au principe pr�ec�edent, j'ai ici la mise en �uvre d'un raisonnement cr�edule :

D�e�nition 2.4.2 (P

E

;�) j�

9

� ssi il existe au moins une sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

telle que

P

E

i

` �.

Ce principe d'inf�erence dit faible ou existentiel sera not�e avec le symbole j�

9

, et on appelle

cons�equence faible le type de cons�equence ainsi d�e�ni.

Remarques :

Ce principe a �et�e introduit par [RM70].

Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � n'intervient pas.

J'appellerai ce principe : le principe Exi (Exi pour existentiel).

2.4.3 La cons�equence argumentative

L'id�ee exploit�ee ici est la suivante : � est cons�equence faible mais :� n'est même pas cons�equence

faible.

D�e�nition 2.4.3 (P

E

;�) j�

A

� ssi il existe au moins une sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

telle que

P

E

i

` � et quelle que soit P

E

j

�el�ement de P

E

, on a P

E

j

6` :�.

Ce principe d'inf�erence dit argumentatif sera not�e avec le symbole j�

A

, et on appelle cons�equence

argumentative le type de cons�equence ainsi d�e�ni.

Remarques :

Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � n'intervient pas.

J'appellerai ce principe : le principe Arg (Arg pour argumentatif).

Ce principe est d�e�ni aussi par [BDP93] dans le cadre de l'argumentation, car il existe

des liens �etroits entre ce domaine et les relations d'inf�erence non-monotone (voir [Cay95a,

Cay95b] pour une �etude sur ce sujet).

27

On prend le plus possible de pr�ecautions avant d'inf�erer une nouvelle information. Par opposition, on parlera

de raisonnement cr�edule. Cette notion de prudence est pr�esent�ee dans la section 3.3 page 54.
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2.4.4 La cons�equence forte avec pr�ef�erences

Prenons maintenant en compte des pr�ef�erences entre les sous-bases. En les associant �a un raison-

nement circonspect, on obtient :

D�e�nition 2.4.4 (P

E

;�) j�

8;pref

� ssi quelle que soit la sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

pr�ef�er�ee

selon l'ordre �, on a P

E

i

` �.

Ce principe d'inf�erence dit universel avec pr�ef�erences sera not�e avec le symbole j�

8;pref

avec \pref"

fonction de l'ordre�, et on appelle cons�equence forte avec pr�ef�erences le type de cons�equence ainsi

d�e�ni.

Remarques :

Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � intervient ; il sert �a d�e�nir les sous-bases pr�ef�er�ees

de P

E

.

J'appellerai ce principe : le principe Uni-Pref (Uni pour universel et Pref pour l'ordre

�).

Même remarque que pour Uni sur l'inclusion de l'ensemble vide dans P

E

.

2.4.5 La cons�equence faible avec pr�ef�erences

Associons des pr�ef�erences et un raisonnement cr�edule :

D�e�nition 2.4.5 (P

E

;�) j�

9;pref

� ssi il existe au moins une sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

pr�e-

f�er�ee selon l'ordre � telle que P

E

i

` �.

Ce principe d'inf�erence dit existentiel avec pr�ef�erences sera not�e avec le symbole j�

9;pref

avec

\pref" fonction de l'ordre �, et on appelle cons�equence faible avec pr�ef�erences le type de cons�e-

quence ainsi d�e�ni.

Remarques :

Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � intervient ; il sert �a d�e�nir les sous-bases pr�ef�er�ees

de P

E

.

J'appellerai ce principe : le principe Exi-Pref (Exi pour existentiel et Pref pour l'ordre

�).

2.4.6 La cons�equence argumentative avec pr�ef�erences

Associons des pr�ef�erences et l'id�ee de la cons�equence argumentative :

D�e�nition 2.4.6 (P

E

;�) j�

A;pref

� ssi :

il existe au moins une sous-base P

E

i

�el�ement de P

E

pr�ef�er�ee selon l'ordre � telle que

P

E

i

` �,

et quelle que soit P

E

j

�el�ement de P

E

pr�ef�er�ee selon l'ordre �, on a P

E

j

6` :�.

Ce principe d'inf�erence dit argumentatif avec pr�ef�erences sera not�e avec le symbole j�

A;pref

avec

\pref" fonction de l'ordre �, et on appelle cons�equence argumentative avec pr�ef�erences le type de

cons�equence ainsi d�e�ni.

Remarques :
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Dans ce principe d'inf�erence, l'ordre � intervient ; il sert �a d�e�nir les sous-bases pr�ef�er�ees

de P

E

.

J'appellerai ce principe : le principe Arg-Pref (Arg pour argumentatif et Pref pour

l'ordre �).

Ce principe est aussi invoqu�e par [BDP93], mais dans le cadre des syst�emes d'argumentation

(voir [Cay95a, Cay95b]).

2.4.7 Les autres principes

Dans l'article de Pinkas et Loui, sont cit�es de nombreux autres principes d'inf�erence qui proviennent

essentiellement d'une combinaison entre les principes vus ci-dessus et que je me contenterai de citer

sans les �etudier plus en d�etail. On a par exemple :

(P

E

;�) j�� ssi 8P

E

i

pr�ef�er�ee selon l'ordre�, on a P

E

i

` � ou 9P

E

j

(pas forc�ement pr�ef�er�ee

pour l'ordre �) telle que P

E

j

6` :�.

(P

E

;�) j�� ssi 9P

E

i

pr�ef�er�ee selon l'ordre � telle que P

E

i

` � et 8P

E

j

(pas forc�ement

pr�ef�er�ee pour l'ordre �) on a P

E

j

6` :�.

(P

E

;�) j�� ssi 9P

E

i

(pr�ef�er�ee ou pas pour l'ordre �) telle que P

E

i

` � et 8P

E

j

(pr�ef�er�ee

ou pas pour l'ordre�) telle que P

E

i

� P

E

j

, on a P

E

j

6` :� (avec 2 cas possibles : P

E

i

� P

E

j

vu de mani�ere stricte ou non).

2.5 Choix des principes d'inf�erence et motivations de ces

choix

Il existe beaucoup d'autres principes d'inf�erence (voir [PL92] pour un panorama plus complet) et

je n'ai choisi de pr�esenter et d'�etudier que les trois principes d'inf�erence Uni, Exi et Arg (et leur

version avec pr�ef�erences) pour les raisons suivantes :

Uni et Exi �etaient quasiment impos�es par le fait que ce sont des principes d'inf�erence tr�es

connus dans la litt�erature (voir [RM70]) et qu'une classi�cation se devait de les prendre en

compte ; d'autre part, ils sont simples �a exprimer et �a appr�ehender ;

Arg repr�esente un moyen terme entre Uni et Exi qui semble beaucoup plus r�ealiste que

Uni (trop pessimiste) et Exi (trop optimiste) ; cela semble un bon compromis du point de

vue de l'expressivit�e.

2.6 Di��erentes classes de relations d'inf�erence

Dans les sections pr�ec�edentes, j'ai pr�esent�e divers m�ecanismes de s�election m et divers principes

d'inf�erence p.

�

A l'aide de ces \outils", on peut alors d�e�nir des relations d'inf�erence en utilisant

les notations suivantes :

E : la base initiale (ensemble �ni de formules propositionnelles),

< : ordre

28

entre les formules de E,

p : principe d'inf�erence (voir section 2.4 page 26),

m : m�ecanisme de d�e�nition de sous-ensembles consistants de E avec un ordre entre ces

sous-ensembles induit de < (voir section 2.2 page 7),

28

D�esormais, le mot \ordre" est employ�e dans un sens g�en�erique. Il recouvre indi��eremment les notions math�e-

matiques d'ordre et de pr�e-ordre.

29



	 et � : formules de la logique propositionnelle.

En fait, on peut d�e�nir au moins deux classes de relations d'inf�erence :

les relations d'inf�erence du type (E;<) j�

p;m

� ;

les relations d'inf�erence du type 	 j�

p;m

E;<

�.

La premi�ere classe correspond �a des relations d�e�nissant les \th�eor�emes non-monotones" pour un

contexte donn�e (la base E).

La seconde classe correspond �a des relations de d�eductibilit�e entre formules pour un contexte

donn�e (la base E).

Implicitement, en pr�esentant les principes d'inf�erence dans la section 2.4 page 26, je me suis

plac�ee dans le cadre de la premi�ere classe. Or, la seconde classe va être utile pour la partie de

mon �etude concernant les propri�et�es de d�eduction (voir section 4.3 page 153). Il faut donc �etudier

la d�e�nition des relations d'inf�erence non-monotone de la classe 2, et c'est l'objet de la section

pr�esente. Notons que les d�e�nitions propos�ees pour les relations de classe 2 s'appuient toutes sur

des relations de classe 1, ce qui parâ�t le plus appropri�e �etant donn�e que les relations de classe 2

sont des g�en�eralisations de celles de classe 1.

A�n de bien distinguer les deux classes de relations, j'utiliserai les notations suivantes :

Notation 2.6.1 Les deux classes de relations d'inf�erence non-monotone sont not�ees de la fa�con

suivante :

la classe des relations d'inf�erence du type (E;<) j�

p;m

� est not�ee p-m ;

la classe des relations d'inf�erence du type 	 j�

p;m

E;<

� est not�ee G-p-m.

Ces notations, qui peuvent parâ�tre arbitraires, sont dues �a mes choix de d�e�nition pour la classe

num�ero 2 et seront explicit�ees dans la section 2.6.6 page 46.

2.6.1 La premi�ere d�e�nition pour les relations de classe 2

D�e�nition 2.6.1 	 j�

p;m

E;<

� ssi (	 � (E;<)) j�

p;m

�

L'op�erateur � peut être d�e�ni de di��erentes mani�eres.

D�e�nition 2.6.2 Soit (E;<) une base de croyances propositionnelle strati��ee ou pas et 	 une

formule propositionnelle, (	 � (E;<)) = (E [ f	g; <

0

), avec l'ordre <

0

�etendant l'ordre < en

rajoutant une premi�ere strate �a E ne contenant que 	

29

.

Cette d�e�nition 2.6.2 repr�esente le point de vue de la r�evision de connaissances selon lequel la

formule rajout�ee est syst�ematiquement conserv�ee. Je m'inspire ici des travaux sur la r�evision

men�es entre autres par Nebel (cf. [Neb91]). Cette d�e�nition est la plus connue et la plus utilis�ee.

C'est celle que j'exploiterai principalement dans cette �etude.

Rappelons que le cadre syntaxique, dans lequel je d�e�nis les relations d'inf�erence non-monotone,

oblige �a consid�erer la formule 	 rajout�ee comme un tout indivisible (elle est accept�ee ou rejet�ee

dans son int�egralit�e) et ceci même si 	 est une conjonction de formules

30

.

Par contre, en s'�eloignant du point de vue de la r�evision, on peut d�e�nir de nouveaux op�erateurs

�.

29

C'est-�a-dire que 	 est strictement pr�ef�er�ee �a toute autre formule de E.

30

Cette remarque aura son importance dans un certain nombre de d�emonstrations pr�esent�ees dans cette th�ese.

30



D�e�nition 2.6.3 Soit (E;<) une base de croyances propositionnelle, strati��ee ou pas, et 	 une

formule propositionnelle, (	 � (E;<)) = E [ f	g, ensemble dans lequel toutes les formules sont

de même priorit�e.

La s�emantique de cette d�e�nition 2.6.3 repose sur le fait suivant : ce n'est pas parce qu'on rajoute

une nouvelle information	 �a l'ensemble des croyances, que 	 est plus �able que les autres croyances

de ma base. Cette d�e�nition pourra être utilis�ee pour les relations d'inf�erence non-monotone

n'exploitant pas l'ordre existant entre les formules de la base E.

On peut aussi consid�erer que l'op�erateur � consiste �a rajouter une information en pr�ecisant com-

ment classer cette nouvelle croyance par rapport au reste de la base. Cela revient �a ins�erer 	 dans

E soit en cr�eant une strate sp�eci�que pour 	, soit en pla�cant 	 dans une strate d�ej�a existante, ce

qui signi�e qu'il faut mettre l'ordre < �a jour. Cette possibilit�e est complexe �a mettre en �uvre et

ne sera pas exploit�ee ici.

2.6.2 La seconde d�e�nition pour les relations de classe 2

D�e�nition 2.6.4 	 j�

p;m

E;<

� ssi (E;<) j�

p;m

(	! �)

Cette d�e�nition pr�esente l'avantage d'�eviter de calculer de nouveaux sous-ensembles pr�ef�er�es. Tra-

vailler avec une nouvelle formule 	 peut alors se faire �a partir des sous-ensembles pr�ef�er�es de E. Ce

n'est pas le cas avec la d�e�nition 2.6.1 page pr�ec�edente dans laquelle on d�e�nit un nouvel ensemble

	 �E.

2.6.3 Caract�erisation des sous-ensembles pr�ef�er�es dans la premi�ere d�e-

�nition

Dans cette section, je vais reprendre chacun des m�ecanismes de g�en�eration m (pr�esent�es dans le

d�etail en section 2.2 page 7 et r�ecapitul�es en section 2.3 page 25), a�n de caract�eriser les sous-

ensembles m-pr�ef�er�es de (	� (E;<)) par rapport aux sous-ensembles m-pr�ef�er�es de (E;<). Ainsi,

de l'�etude des particularit�es de chaque m�ecanisme (un th�eor�eme de caract�erisation pour chaque

m), je pourrai extraire des r�egles de caract�erisation plus g�en�erales (voir sections 2.6.4 page 43, 2.6.5

page 45 et 2.6.6 page 46).

2.6.3.1 M�ecanisme de g�en�eration T

L'ordre <, s'il existe, n'intervient pas dans le m�ecanisme de g�en�eration T ; en cons�equence, la base

(E;<) sera simplement not�ee E.

L'op�erateur � peut correspondre soit �a la d�e�nition 2.6.3, soit �a la d�e�nition 2.6.2 page ci-contre.

Or, l'application de la d�e�nition 2.6.2 page pr�ec�edente au m�ecanisme T constitue un cas particu-

lier du m�ecanisme Incl ; elle sera donc prise en compte au travers du th�eor�eme de caract�erisa-

tion 2.6.3 page 33. Dans la section courante, nous allons nous contenter d'�etudier l'impact de la

d�e�nition 2.6.3 sur le m�ecanisme T ; on obtient ainsi le th�eor�eme de caract�erisation 2.6.1.

Rappelons que les sous-ensembles pr�ef�er�es de E par le m�ecanisme T sont les th�eses de E.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.1 Les th�eses de E [ f	g sont :

soit des th�eses Y de E ssi Y est inconsistante avec 	,

soit de la forme f	g [ Y avec :

Y � E,

Y consistante avec 	,
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Y est maximale pour l'inclusion parmi les sous-bases 	-consistantes

31

de E.

Preuve : Une th�ese est un sous-ensemble consistant maximal pour l'inclusion. D'autre

part, l'op�erateur � correspond �a l'union. Par cons�equent, un sous-ensemble Y

0

consis-

tant maximal pour l'inclusion de E [ f	g peut être :

soit un sous-ensemble Y consistant maximal pour l'inclusion de E �a condition que

Y soit inconsistant avec 	 (sinon Y n'est pas maximal dans 	� E),

soit l'union de 	 avec une sous-base Y ; par construction, cette Y est incluse dans

E et consistante avec 	 ; Y est-elle maximale pour l'inclusion parmi les sous-bases

de E consistantes avec 	 ? la d�emonstration se fait en deux �etapes :

condition su�sante : soit l'ensemble Y

0

= f	g[Y avec Y � E, Y consistante

avec 	 et Y maximale pour l'inclusion parmi les sous-bases de E consistantes

avec 	 alors Y

0

est maximale pour l'inclusion pour 	 � E, c'est donc une

th�ese de 	 �E ;

condition n�ecessaire : soit Y

0

une th�ese de 	 � E telle que Y

0

soit de la

forme f	g [ Y avec Y � E, Y 	-consistante ; raisonnons par l'absurde et

supposons que Y ne soit pas maximale pour l'inclusion parmi les sous-bases de

E consistantes avec 	 ; il existe alors Z � E maximale pour l'inclusion parmi

les sous-bases de E 	-consistantes telle que Y � Z ) f	g [ Y � f	g [ Z

) f	g [ Y n'est pas une th�ese de E

0

) contradiction avec l'hypoth�ese Y

0

th�ese de 	 �E.

2

Proposition 2.6.1 Il y a au moins autant de th�eses dans E [ f	g que dans E.

Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 2.6.1 page pr�ec�edente, chaque th�ese Y de E sert �a

construire une th�ese de E [ f	g et les th�eses ainsi construites sont di��erentes les unes

des autres puisque les Y de E sont distinctes deux �a deux. On obtient donc au moins

autant de th�eses pr�ef�er�ees dans E [ f	g que dans E. 2

Exemple : Soit la base E = f! p; p! o; p! (:v); o ! v; o ! ag et la formule 	 = (a ! v).

On a 4 th�eses dans E :

Y

1

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

1

	-inconsistante.

Y

2

=

f ! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

2

	-consistante.

Y

3

=

f ! p,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Y

3

	-consistante.

Y

4

=

f p! o,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Y

4

	-consistante.

Dans E

0

= E [ f	g, on a 5 th�eses :

Y

0

1

= Y

1

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

0

2

= Y

2

[f	g =

f ! p,

p! o,

o! v,

o! a,

a! vg

Y

0

3

= Y

3

[f	g =

f ! p,

p! (:v),

o! v,

o! a,

a! vg

Y

0

4

= Y

4

[f	g =

f p! o,

p! (:v),

o! v,

o! a,

a! vg

Y

0

5

= S [ f	g =

f ! p,

p! o,

p! (:v),

a! vg

(S partie de Y

1

)

31

C'est-�a-dire, les sous-bases qui sont consistantes avec 	.
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2.6.3.2 M�ecanisme de g�en�eration S

Ici aussi, comme pour le m�ecanisme T, l'op�erateur � peut correspondre soit �a la d�e�nition 2.6.3

page 31, soit �a la d�e�nition 2.6.2 page 30. Or, l'application de la d�e�nition 2.6.2 page 30 au m�eca-

nisme S ne correspond �a aucun des m�ecanismes �etudi�es ici ; elle ne sera donc pas prise en compte.

Dans la section courante, nous allons nous contenter d'�etudier l'impact de la d�e�nition 2.6.3 page 31

sur le m�ecanisme S ; on obtient ainsi le th�eor�eme de caract�erisation 2.6.2.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.2 Les sous-bases consistantes de E [ f	g sont :

soit Y , quelle que soit Y sous-base consistante de E,

soit de la forme f	g [ Y ssi Y est une sous-base consistante de E consistante avec 	.

Exemple : Soit la base E suivante : E = f! a; ab!; a! bg. Posons 	 = :a. Il y a 7 sous-bases

consistantes dans E, dont 4 consistantes avec 	.

Y

1

= ?

Y

1

	-consistante

Y

2

= f ! ag

Y

2

	-inconsistante

Y

3

= f ! a, ab!g

Y

3

	-inconsistante

Y

4

= f ! a, a! bg

Y

4

	-inconsistante

Y

5

= f ab!, a! bg

Y

5

	-consistante

Y

6

= f ab!g

Y

6

	-consistante

Y

7

= f a! bg

Y

7

	-consistante

Dans E

0

= f	g [E, on a 11 sous-bases consistantes (7 + 4).

Y

0

1

= Y

1

= ? Y

0

2

= Y

2

= f ! ag Y

0

3

= Y

3

=

f ! a, ab!g

Y

0

4

= Y

4

=

f ! a, a! bg

Y

0

5

= Y

5

=

f ab!, a! bg

Y

0

6

= Y

6

= f ab!g Y

0

7

= Y

7

= f a! bg Y

0

8

= f a!g

Y

0

9

=

f a!, ab!, a! bg

Y

0

10

= f a!, ab!g Y

0

11

= f a!, a! bg

2.6.3.3 M�ecanisme de g�en�eration Incl

La base de croyances �etant strati��ee, seule la d�e�nition 2.6.2 page 30 de l'op�erateur � pr�esente

un int�erêt.

Rappelons que les sous-ensembles pr�ef�er�es de E pour le m�ecanisme Incl sont les th�eses de E

pr�ef�er�ees pour l'inclusion (appel�ees th�eses incl-pr�ef�er�ees). On obtient ainsi le th�eor�eme 2.6.3.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.3 Les th�eses de 	�E incl-pr�ef�er�ees sont de la forme f	g[S

avec :

S � E,

S consistante avec 	,

S incl-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E consistantes avec 	.

Preuve : La d�emonstration se fait en deux �etapes (c'est une g�en�eralisation d'une partie

de la d�emonstration du th�eor�eme 2.6.1 page 31). La base E est strati��ee de la mani�ere

suivante : E = E

1

[ : : :[E

n

avec E

i

la strate num�ero i de E et E

0

= f	g.

condition su�sante : soit l'ensemble Y = f	g[S avec S � E, S consistante avec

	 et S incl-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E consistantes avec 	, montrons par

l'absurde que Y est incl-pr�ef�er�ee dans 	�E ; si ce n'est pas le cas alors il existe

Z � 	 � E telle que Z est incl-pr�ef�er�ee �a Y ; c'est-�a-dire, si on en revient �a la

d�e�nition (voir dans [CLS93]) : 9i, 0 � i � n, tel que Y

i

� Z

i

, et 8j < i, Y

j

= Z

j

;

or Y = f	g [ S ) Y

0

6= ? ) i � 1 et Z

0

= f	g ) 9i, 1 � i � n, tel que

S

i

= Y

i

� Z

i

, et 8j < i, Y

j

= Z

j

ce qui voudrait dire que S n'est pas incl-pr�ef�er�ee

parmi les sous-bases 	-consistantes, donc contradiction.
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condition n�ecessaire : soit Y une th�ese incl-pr�ef�er�ee de 	 � E, alors Y est de la

forme f	g[S avec S � E, S 	-consistante ; raisonnons par l'absurde et supposons

que S ne soit pas incl-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E consistantes avec 	 ;

il existe alors Z � E incl-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E 	-consistantes telle

que Z est incl-pr�ef�er�ee �a S ; c'est-�a-dire, si on en revient �a la d�e�nition (voir

dans [CLS93]) : 9i, 1 � i � n, tel que S

i

� Z

i

, et 8j < i, S

j

= Z

j

;

ceci implique que Z [ f	g est incl-pr�ef�er�ee �a S [ f	g = Y , ce qui est en contra-

diction avec l'hypoth�ese de d�epart.

2

Proposition 2.6.2 Il y a au moins autant de th�eses incl-pr�ef�er�ees dans 	 � E que de th�eses

incl-pr�ef�er�ees consistantes avec 	 dans E.

Preuve : D'apr�es le th�eor�eme 2.6.3 page pr�ec�edente, le nombre de th�eses incl-pr�ef�er�ees

de 	 � E est �egal au nombre de S incl-pr�ef�er�ees parmi les sous-bases de E 	-

consistantes. Parmi ces S, on retrouve toutes les th�eses incl-pr�ef�er�ees dans E consis-

tantes avec 	. Donc il y a au moins autant de th�eses incl-pr�ef�er�ees dans 	�E que de

th�eses incl-pr�ef�er�ees consistantes avec 	 dans E. 2

Remarque : Chaque th�ese incl-pr�ef�er�ee de E inconsistante avec 	 permet de trouver au moins un

sous-ensemble S satisfaisant les conditions du th�eor�eme 2.6.3 page pr�ec�edente. En e�et, soit Y une

th�ese incl-pr�ef�er�ee de E inconsistante avec 	, il su�t d'appliquer l'algorithme 2.1.

Algorithme 2.1 :

d�ebut

X  f	g

pour chaque strate i de Y faire

d�eterminer X

i

� Y

i

maximal pour l'inclusion et X-consistant

X  X [X

i

S  X n f	g

�n

Cependant, chaque th�ese incl-pr�ef�er�ee de E inconsistante avec 	 peut permettre de trouver plu-

sieurs S. Par exemple, la th�ese incl-pr�ef�er�ee Y inconsistante avec 	 suivante permet de trouver

deux sous-ensembles S

1

et S

2

.

Y est :

b

c d c! (:	)

e

S

1

est :

b

c d

e

S

2

est :

b

d c! (:	)

e

De même, un sous-ensemble S peut être issu de plusieurs th�eses incl-pr�ef�er�ees de E inconsistantes

avec 	. Par exemple, la base E suivante admet deux th�eses incl-pr�ef�er�ees toutes inconsistantes

avec 	 = a et il n'existe qu'un seul S issu de ces deux th�eses :

E est :

(:a) ^ b (:a) ^ (:b)

c

S est : c
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Exemple : Soient la formule 	 = (a! v) et la base E suivante :

! p

p! o

p! (:v)

o! v

o! a

Les 2 th�eses incl-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

1

	-inconsistante.

Y

2

=

f ! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

2

	-consistante.

Dans E

0

= 	� E, on a 2 th�eses incl-pr�ef�er�ees :

Y

0

1

= f	g [ S =

f a! v,

! p,

p! o,

p! (:v)g

avec S partie de E

Y

0

2

= Y

2

[ f	g =

f a! v,

! p,

p! o,

o! v,

o! a,

a! vg

2.6.3.4 M�ecanisme de g�en�eration Bo

Dans ce m�ecanisme de g�en�eration issu de l'ordre \Best-Out", on rep�ere le num�ero de la strate la

plus prioritaire �a partir de laquelle se produit une inconsistance ; dans E, ce num�ero sera not�e

amax et dans E

0

= 	 �E, il sera not�e amax2.

D'autre part, comme pour le m�ecanisme Incl et pour les mêmes raisons, la seule d�e�nition de �

utilis�ee sera la d�e�nition 2.6.2 page 30.

On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 2.6.1 L'ensemble N (E) = [

i=1;:::;amax�1

E

i

appel�e le noyau de E est consistant.

Propri�et�e 2.6.2 8Y , sous-base bo-pr�ef�er�ee de E, Y =N (E) [ S avec S � E

amax

[ : : :[E

n

et S

noyau-consistant.

Quelle que soit la formule 	 que l'on rajoute en premi�ere strate �a E pour constituer E

0

, on se

retrouve dans un des 4 cas suivants :

1. soit l'apparition de 	 provoque une inconsistance dans une strate i de E

0

plus prioritaire

que celle point�ee par le amax de E, on en conclut que amax2 est �egal �a i (voir �gure 2.3

page suivante).

2. soit l'apparition de 	 provoque une inconsistance dans une strate i de E

0

moins prioritaire

que celle point�ee par le amax de E, on en conclut que amax2 est �egal �a amax (voir �gure 2.3

page suivante).

3. soit l'apparition de 	 provoque une inconsistance dans l'ancienne strate amax de E, on en

conclut que amax2 est �egal �a amax (voir �gure 2.3 page suivante).
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E
E’

Strate i : nouvelle inconsistance

amax de E

Ψ

E
E’

amax de E
Strate i : nouvelle inconsistance

+

Ψ

E
E’

amax de E

Ψ

E
E’

Strate i : nouvelle inconsistance

amax de E

Ψ
Inconsistance avant la strate amax

Inconsistance après la strate amax

Inconsistance dans la strate amax

Pas d’inconsistance

Figure 2.3 : M�ecanisme de s�election Bo
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4. soit l'apparition de 	 ne provoque aucune nouvelle inconsistance, on en conclut que amax2

est �egal �a amax (voir �gure 2.3 page pr�ec�edente).

On constate donc que, dans tous les cas, amax2 � amax. On obtient le th�eor�eme de caract�erisation

suivant :

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.4 Les sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E

0

= 	 � E sont d�e�nies

par :

soit amax2 = amax : les seules sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E

0

sont de la forme Y

0

= f	g[Y

avec Y sous-base bo-pr�ef�er�ee de E 	-consistante

32

; on a alors autant de Y

0

que de Y

	-consistantes ;

soit amax2 < amax : les seules sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E

0

sont de la forme Y

0

= f	g[Z

o�u Z est un sous-ensemble de E 	-consistant et tel que N (E

0

) � Z.

On a alors la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 2.6.3 amax2 < amax ) 8Y sous-base bo-pr�ef�er�ee de E, Y est 	-inconsistante.

Preuve : 8Y , sous-base bo-pr�ef�er�ee de E, Y = N (E) [ S avec S � E

amax

[ : : :[E

n

et S noyau-consistant ; or, si amax2 < amax, alors f	g [ N (E) inconsistant ; donc

N (E) 	-inconsistant ; donc 8 Y , Y est 	-inconsistante. 2

Rappelons aussi quelques propri�et�es donn�ees dans [BCD

+

93] :

Propri�et�e 2.6.4 Parmi les sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E, on trouve les sous-bases incl-pr�ef�er�ees

de E.

Propri�et�e 2.6.5 (Cas particulier de la propri�et�e 2.6.6) Les sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E sont les

sous-bases consistantes de E contenant N (E) (N (E) = [

i=1;:::;amax�1

E

i

).

Propri�et�e 2.6.6 (G�en�eralisation de la propri�et�e 2.6.5) Soit amax(	) l'indice maximal tel que

[

i=1;:::;amax(	)�1

E

i

soit 	-consistant, alors les sous-bases de E qui sont bo-pr�ef�er�ees parmi les

sous-bases 	-consistantes de E sont les sous-bases consistantes contenant [

i=1;:::;amax(	)�1

E

i

.

On en d�eduit un nouveau th�eor�eme de caract�erisation :

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.5 Les sous-bases bo-pr�ef�er�ees de 	�E sont exactement de

la forme f	g [ S avec S � E sous-base bo-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases 	-consistantes de E.

Preuve : On d�etermine N (	 � E) = f	g

S

([

i=1;:::;amax2�1

E

i

) ; or, par d�e�nition,

amax2 correspond exactement �a amax(	) l'indice maximal tel que [

i=1;:::;amax(	)�1

E

i

soit 	-consistant ; donc en utilisant les propri�et�es 2.6.5 et 2.6.6, on obtient que N (	�

E) = f	g

S

([

i=1;:::;amax(	)�1

E

i

), d'o�u le th�eor�eme annonc�e. 2

32

En e�et, amax2 = amax ) N(E

0

) = f	g [N(E) ) Y

0

= N(E

0

) [ S

0

= f	g [N(E)[ S

0

= f	g [ Y avec Y

	-consistante.
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Exemple : Je retrouve ici les deux cas pr�esent�es ci-dessus.

Soit la base E suivante compos�ee de 3 strates :

E =

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Ici, amax = 2. Posons 	 = a! v. Les 6 sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

=

f ! p,

p! og

Y

2

=

f ! p,

p! o,

p! (:v)g

Y

3

=

f ! p,

p! o,

o! vg

Y

4

=

f ! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

5

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

6

=

f ! p,

p! o,

o! ag

avec Y

5

qui est 	-inconsistante et les autres qui sont 	-consistantes.

On a alors amax2 = amax et les 5 sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E

0

sont :

Y

0

1

= f	g [ Y

1

=

f a! v,

! p,

p! og

Y

0

2

= f	g [ Y

2

=

f a! v,

! p,

p! o,

p! (:v)g

Y

0

3

= f	g [ Y

3

=

f a! v,

! p,

p! o,

o! vg

Y

0

4

= f	g [ Y

4

=

f a! v,

! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

0

5

= f	g [ Y

6

=

f a! v,

! p,

p! o,

o! ag

Soit la base E suivante compos�ee de deux strates :

a

:v

a! o

o! v

Ici, amax = 2. Posons 	 = a! v. Les 3 sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

=

f a,

:vg

Y

2

=

f a,

:v,

a! og

Y

3

=

f a,

:v,

o! vg

On a alors amax2 = 1 < amax et les 11 sous-bases bo-pr�ef�er�ees de E

0

sont :

Y

0

1

=

f a! vg

Y

0

2

=

f a! v,

ag

Y

0

3

=

f a! v,

a,

a! og

Y

0

4

=

f a! v,

a,

o! vg

Y

0

5

=

f a! v,

a,

a! o,

o! vg

Y

0

6

=

f a! v,

:vg

Y

0

7

=

f a! v,

:v,

a! og

Y

0

8

=

f a! v,

:v,

o! vg

Y

0

9

=

f a! v,

a! og

Y

0

10

=

f a! v,

a! o,

o! vg

Y

0

11

=

f a! v,

o! vg

2.6.3.5 M�ecanisme de g�en�eration Car

Les sous-ensembles pr�ef�er�es de E par le m�ecanisme Car sont les th�eses de cardinalit�e maximale.

Notons n le cardinal des th�eses car-pr�ef�er�ees de E.
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L'op�erateur � peut correspondre soit �a la d�e�nition 2.6.3 page 31, soit �a la d�e�nition 2.6.2 page 30.

Or, l'application de la d�e�nition 2.6.2 page 30 au m�ecanisme Car constitue un cas particulier du

m�ecanisme Lex ; elle sera donc prise en compte au travers du th�eor�eme de caract�erisation 2.6.7

page suivante. Dans la section courante, nous allons donc nous contenter d'�etudier l'impact de la

d�e�nition 2.6.3 page 31 sur le m�ecanismeCar ; on obtient ainsi le th�eor�eme de caract�erisation 2.6.6.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.6 Les th�eses car-pr�ef�er�ees Y

0

de E [f	g sont caract�eris�ees

par :

Si 9Y telle que Y soit une th�ese car-pr�ef�er�ee de E et Y soit 	-consistante

alors Y

0

= f	g [ Y

sinon

1. soit Y

0

= Y avec Y th�ese car-pr�ef�er�ee de E (donc inconsistante avec 	) ;

2. soit Y

0

= f	g [ S avec S est une sous-base de E consistante avec 	 telle que jSj =

n� 1.

Preuve : Une sous-base car-pr�ef�er�ee est un sous-ensemble consistant maximal pour

la cardinalit�e. Remarquons que les sous-bases car-pr�ef�er�ees de E ont toutes le même

cardinal not�e n. D'autre part, l'op�erateur � correspond �a l'union. On a deux cas

possibles :

soit il existe au moins une th�ese car-pr�ef�er�ee de E qui est 	-consistante ; posons

alors Y

0

= f	g[Y avec Y th�ese car-pr�ef�er�ee 	-consistante ; sachant que jY j = n,

on a alors jY

0

j = n+1 ; d�emontrons que Y

0

est car-pr�ef�er�ee de E[f	g ; raisonnons

par l'absurde en supposant que Y

0

n'est pas car-pr�ef�er�ee, ceci implique qu'il existe

Z

0

telle jZ

0

j > jY

0

j ; on a alors deux cas possibles :

soit Z

0

contient 	 et alors il existe un sous-ensemble Z de E tel que jZj > n

ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese que n est le cardinal maximal des

sous-ensembles de E ;

soit Z

0

ne contient pas 	 et alors Z

0

est un sous-ensemble de E tel que

jZ

0

j > n + 1, donc jZ

0

j > n ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese que

n est le cardinal maximal des sous-ensembles de E ;

donc Y

0

= Y [ f	g est bien car-pr�ef�er�ee de E [ f	g ;

soit aucune des th�eses car-pr�ef�er�ees de E n'est 	-consistante ; donc la cardinalit�e

maximale pour les sous-bases de E[f	g est n ; donc toutes les th�eses car-pr�ef�er�ees

de E sont aussi car-pr�ef�er�ees pour E [ f	g ; de plus, posons Y

0

= f	g [ S, on a

alors deux cas possibles :

soit jSj < n � 1 : jS [ f	gj < n et alors 8Y sous-base car-pr�ef�er�ee de E,

jS [ f	gj < jY j ; alors S [ f	g ne peut être une sous-base car-pr�ef�er�ee de

	� E ;

soit jSj = n � 1 : jS [ f	gj = n et alors l'ensemble Y

0

= S [ f	g a une

cardinalit�e maximale de n, et les Y

0

ainsi d�e�nies sont aussi des car-pr�ef�er�ees

de 	 �E.

2

Propri�et�e 2.6.7 S'il existe des Y th�eses car-pr�ef�er�ees de E qui sont 	-consistantes :

alors il y a autant de th�eses car-pr�ef�er�ees dans E [ f	g que de th�eses car-pr�ef�er�ees de E

	-consistantes ;

sinon il y a au moins autant de th�eses car-pr�ef�er�ees dans E[f	g que de th�eses car-pr�ef�er�ees

de E.
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Exemple : Soit la base E = f! p; p! o; p! (:v); o ! v; o ! ag et la formule 	 = (a ! v).

On a 4 th�eses car-pr�ef�er�ees dans E :

Y

1

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

1

	-inconsistante.

Y

2

=

f ! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

2

	-consistante.

Y

3

=

f ! p,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Y

3

	-consistante.

Y

4

=

f p! o,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Y

4

	-consistante.

Dans E

0

= E [ f	g, on a 3 th�eses car-pr�ef�er�ees :

Y

0

1

= Y

2

[ f	g =

f ! p,

p! o,

o! v,

o! a,

a! vg

Y

0

2

= Y

3

[ f	g =

f ! p,

p! (:v),

o! v,

o! a,

a! vg

Y

0

3

= Y

4

[ f	g =

f p! o,

p! (:v),

o! v,

o! a,

a! vg

Autre exemple : La base E est la même que celle de l'exemple ci-dessus, on a donc les mêmes

th�eses car-pr�ef�er�ees pour E. Par contre, on choisit 	 = ((a ! v) ^ o ^ (:v)). Les 4 th�eses car-

pr�ef�er�ees de E sont toutes 	-inconsistantes. On obtient 5 th�eses car-pr�ef�er�ees pour E

0

:

Y

0

1

= Y

1

,

Y

0

2

= Y

2

,

Y

0

3

= Y

3

,

Y

0

4

= Y

4

,

Y

0

5

= 	 [ f! p, p! o, p! (:v)g.

Remarque : Je travaille dans un cadre syntaxique donc, bien que la formule 	 soit un ensemble

de trois clauses, elle est consid�er�ee comme une seule croyance.

Encore un exemple : La base E = fa; bg. Elle est consistante donc elle admet une seule th�ese

car-pr�ef�er�ee : Y = fa; bg. On choisit 	 = ((:a)^ (:b)). Y est 	-inconsistante. On obtient 1 th�ese

car-pr�ef�er�ee pour E

0

: Y

0

= Y (toujours �a cause du traitement syntaxique des croyances).

2.6.3.6 M�ecanisme de g�en�eration Lex

Les sous-ensembles pr�ef�er�es de E par le m�ecanisme Lex sont les th�eses de E pr�ef�er�ees lexicogra-

phiquement.

Pour les mêmes raisons que celles �evoqu�ees pour le m�ecanisme Incl, la seule d�e�nition utilis�ee

pour l'op�erateur � est la d�e�nition 2.6.2 page 30. On obtient ainsi le th�eor�eme 2.6.7.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.7 Les th�eses de 	�E lex-pr�ef�er�ees sont de la forme f	g[S

avec S sous-base de E consistante avec 	 telle que S est lex-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases 	-

consistantes de (E;<).

Preuve : La d�emonstration se fait en deux �etapes. La base E est strati��ee de la

mani�ere suivante : E = E

1

[ : : :[E

n

avec E

i

la strate num�ero i de E et E

0

= f	g.
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condition su�sante : soit l'ensemble Y = f	g [ S avec S � E, S consistante

avec 	 et S lex-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E consistantes avec 	, montrons

par l'absurde que Y est lex-pr�ef�er�ee dans 	 � E ; si ce n'est pas le cas alors il

existe Z � 	 � E telle que Z est lex-pr�ef�er�ee �a Y ; c'est-�a-dire, si on en revient

�a la d�e�nition (voir dans [CLS93]) : 9i, 0 � i � n, tel que jY

i

j < jZ

i

j, et 8j < i,

jY

j

j = jZ

j

j ;

or Y = f	g [ S ) Y

0

6= ? ) i � 1 et Z

0

= f	g ) 9i, 1 � i � n, tel que

jS

i

j = jY

i

j < jZ

i

j, et 8j < i, jY

j

j = jZ

j

j ce qui voudrait dire que S n'est pas

lex-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases 	-consistantes, donc contradiction.

condition n�ecessaire : soit Y une th�ese lex-pr�ef�er�ee de 	�E, alors Y est de la forme

f	g[S avec S � E, S 	-consistante ; raisonnons par l'absurde et supposons que

S ne soit pas lex-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E consistantes avec 	 ; il existe

alors Z � E lex-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases de E 	-consistantes telle que Z est

lex-pr�ef�er�ee �a S ; c'est-�a-dire, si on en revient �a la d�e�nition (voir dans [CLS93]) :

9i, 1 � i � n, tel que jS

i

j < jZ

i

j, et 8j < i, jS

j

j = jZ

j

j ;

ceci implique que Z[f	g est lex-pr�ef�er�ee �a S[f	g = Y , ce qui est en contradiction

avec l'hypoth�ese de d�epart.

2

Propri�et�e 2.6.8 S'il existe des Y th�eses lex-pr�ef�er�ees de E qui sont 	-consistantes alors le

nombre de th�eses lex-pr�ef�er�ees dans 	 � E est �egal au nombre de th�eses lex-pr�ef�er�ees de E 	-

consistantes.

Exemple : Soient la formule 	 = (a! v) et la base E suivante :

! p

p! o

p! (:v)

o! v

o! a

Les 2 th�eses lex-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

=

f ! p,

p! o,

p! (:v),

o! ag

Y

1

	-inconsistante.

Y

2

=

f ! p,

p! o,

o! v,

o! ag

Y

2

	-consistante.

Dans E

0

= 	� E, on a 1 th�ese lex-pr�ef�er�ee :

Y

0

1

= Y

2

[ f	g =

f a! v,

! p,

p! o,

o! v,

o! ag
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Autre exemple : La base E est inchang�ee. On prend pour 	 = :o. Les deux th�eses lex-pr�ef�er�ees

de E sont d�esormais toutes les deux 	-inconsistantes. On obtient ainsi 2 th�eses lex-pr�ef�er�ees pour

E

0

:

Y

0

1

=

f :o,

! p,

p! (:v),

o! v,

o! ag

Y

0

2

=

f :o,

p! o,

p! (:v),

o! v,

o! ag

2.6.3.7 M�ecanisme de g�en�eration E

�

Je ne m'int�eresse ici qu'au cas des d�efauts super-normaux (donc au m�ecanisme E

�

{ voir sec-

tion 2.2.3 page 16) puisque, dans ce cas l�a, il existe un lien entre ce m�ecanisme et celui de Brewka

(voir [Bre89b]) qui va nous permettre d'obtenir un th�eor�eme de caract�erisation.

L'op�erateur � consiste �a rajouter la formule 	 �a l'ensemble des pr�emisses W sans modi�er l'en-

semble des d�efauts D. Donc E

0

= (W

0

; D) avec W

0

= f	g [W . On obtient ainsi le th�eor�eme de

caract�erisation 2.6.8.

Th�eor�eme de caract�erisation 2.6.8 Les extensions de 	�E sont caract�eris�ees par une seule

des situations suivantes :

1. soitW

0

est inconsistant, la seule extension possible est alors inconsistante (ce cas ne pr�esente

bien-sûr aucun int�erêt) ;

2. soit W

0

est consistant et on peut alors garder l'arbre de recherche des extensions de E et

recalculer les conclusions de chaque branche :

�

Etat de la branche de l'arbre de E R�esultat sur la construction de l'arbre

pour E

0

inconsistance inconsistance

extension Y extension Y

0

de E

0

=

C

n

(Y [ f	g) lorsque Y est

	-consistante

�echec car certaines hypoth�eses sur

l'extension n'ont pas �et�e v�eri��ees

peut-être une solution si la seule

hypoth�ese manquante est satisfaite par

le fait que \	 2 l'extension"

On a ainsi deux cas possibles pour Y

0

:

soit Y

0

= C

n

(Y [ f	g) lorsque Y est 	-consistante,

soit Y

0

= C

n

(S [ f	g) lorsque S est le r�esultat d'une branche dont l'hypoth�ese man-

quante �etait \	 2 l'extension".

Preuve : Il su�t de se ramener au m�ecanisme de construction des extensions d�ecrit

par Reiter dans [Rei80] et rappel�e en section 2.2.3 page 16 pour se rendre compte que

le rajout de la pr�emisse 	 �a l'ensemble W ne peut se traduire que par les 3 cas donn�es

dans le th�eor�eme 2.6.8. 2

Propri�et�e 2.6.9 Si W

0

est consistant alors le nombre d'extensions de (W

0

; D) est sup�erieur ou

�egal au nombre d'extensions 	-consistantes de (W;D).
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W = f! p; p! og

D = f: p! (:v)=p! (:v) (d�efaut d

1

),

: o! v=o! v (d�efaut d

2

),

: o! a=o! a (d�efaut d

3

)g

@

@

@

�

�

�

D�efaut d

1

non

applicable

(p et v 2

extension)

D�efaut d

1

applicable

(p ou v 62

extension)

H

H

H

H

H

H

�

�

�

�

�

�

D�efaut d

2

non

applicable

(o et :v 2

extension)

Inconsistance
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Figure 2.4 : M�ecanisme de s�election E

�

: Arbre de recherche des extensions de E

Exemple : Soit la base E = (W;D) avec :

W = f! p; p! og,

D = f: p! (:v)=p! (:v); : o! v=o! v; : o! a=o! ag

et la formule 	 = (a! v). On obtient 2 extensions pour E �a l'aide de l'arbre de recherche de la

�gure 2.4. Parmi ces extensions, seule Y

1

est 	-consistante.

Puis, pour E

0

on prolonge l'arbre de recherche pour obtenir le r�esultat pr�esent�e dans la �gure 2.5

page suivante, c'est-�a-dire les deux extensions Y

0

1

et Y

0

2

. On retrouve alors Y

1

dans Y

0

1

(c'est le cas

o�u Y

0

= C

n

(Y [ f	g)). Par contre, l'extension Y

2

de E qui �etait 	-inconsistante n'apparâ�t plus

parmi les extensions de E

0

. Quant �a l'extension Y

0

2

, elle correspond au cas o�u Y

0

= C

n

(S [ f	g).

2.6.4 Comparaison des deux d�e�nitions

Dans cette section, je cherche �a �etablir des liens entre les deux d�e�nitions propos�ees pour une

relation de classe 2 (donc du type 	 j�

p;m

E;<

�) : d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.4 page 31 avec

l'op�erateur � correspondant �a la d�e�nition 2.6.2 page 30.

Ces liens d�ependent �etroitement du principe p et du m�ecanisme de g�en�eration m.

Th�eor�eme 2.6.1 Si p = Uni alors 8m 2 fIncl, Lex, Bo, E

�

g,
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Figure 2.5 : M�ecanisme de s�election E

�

: Arbre de recherche des extensions de 	 �E
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(	� (E;<)) j�

p;m

�) (E;<) j�

p;m

(	! �):

La d�emonstration de ce th�eor�eme repose sur la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 2.6.10 Pour tout m�ecanisme m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, 8Y sous-base m-pr�ef�er�ee de

E, si Y est 	-consistante alors Y [ f	g est une sous-base m-pr�ef�er�ee de 	 �E.

Preuve de la propri�et�e : La preuve est donn�ee pour chaque m�ecanisme m par

le th�eor�eme de caract�erisation correspondant (voir les th�eor�emes 2.6.3 page 33, 2.6.4

page 37, 2.6.7 page 40 et 2.6.8 page 42). 2

Preuve du th�eor�eme :

Prenons comme hypoth�ese que p = Uni et que (	� (E;<)) j�

p;m

�. Cela implique que

8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de 	 �E, Y

0

` �.

�

Etudions maintenant les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E. Soit Y une telle sous-base. On

a alors deux cas possibles :

soit Y est 	-consistante et alors la propri�et�e 2.6.10 s'applique et on sait que

Y

0

= Y [ f	g est une sous-base m-pr�ef�er�ee de 	 � E, donc d'apr�es l'hypoth�ese

Y [ f	g ` �, donc avec le th�eor�eme de la d�eduction Y ` (	! �) ;

soit Y est 	-inconsistante et alors Y ` (:	), donc trivialement Y ` (	! �).

Ainsi, toute sous-base m-pr�ef�er�ee de E inf�ere (	! �), donc (E;<) j�

8;m

(	! �) 2

Ce th�eor�eme correspond au fait que les relationsUni-m v�eri�ent la propri�et�e de conditionnalisation

faible (voir les articles [G�ar91, GM94] et la section 3.4.2 page 67 de ce document).

La r�eciproque de ce th�eor�eme est en g�en�eral fausse (voir tous les exemples fournis dans la sec-

tion 2.6.3 page 31 dans lesquels on constate que toutes les sous-bases m-pr�ef�er�ees de 	 � E ne

sont pas forc�ement issues des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E).

Toutefois, j'ai identi��e un cas o�u les deux d�e�nitions sont �equivalentes ;

Th�eor�eme 2.6.2 8m 2 fIncl, Lex, Bo, E

�

g, soit une base E dont toutes les sous-bases m-

pr�ef�er�ees sont 	-consistantes, alors si p = Uni on a

(E;<) j�

p;m

(	! �) ) (	 � (E;<)) j�

p;m

�.

Preuve : L'op�erateur � correspondant �a la d�e�nition 2.6.2 page 30, par construction,

8m 2 fIncl, Lex, Bog, toutes les sous-bases m-pr�ef�er�ees de 	 � E sont de la forme

Y

0

= Y [f	g avec Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E et dans le cas o�u m = E

�

, on sait que

Y

0

= C

n

(Y [ f	g) avec Y extension de E. D'autre part, par hypoth�ese, on sait que

pour un m donn�e, 8Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E, Y ` (	! �), donc avec le th�eor�eme

de d�eduction Y [ f	g ` �. On en conclut que 8Y

0

, Y

0

` � 2

2.6.5 D�e�nition utilis�ee pour les relations de classe 2

J'ai choisi d'utiliser la d�e�nition 2.6.1 page 30, avec l'op�erateur � donn�e par la d�e�nition 2.6.2

page 30, pour les raisons suivantes :

c'est une d�e�nition bien connue dans la litt�erature et qui re�ete particuli�erement bien le

point de vue de la r�evision ;
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et, dans certains cas, elle est plus g�en�erale que la d�e�nition 2.6.4 page 31 (voir le th�eo-

r�eme 2.6.1 page 43).

D�e�nition 2.6.5 Soit une base strati��ee (E;<), soit p un principe d'inf�erence, soit m un m�eca-

nisme de g�en�eration, la relation d'inf�erence G-p-m est d�e�nie par l'ensemble des couples (	;�)

tels que 	 j�

p;m

E;<

� avec 	 j�

p;m

E;<

� correspondant aux d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30,

c'est-�a-dire :

	 j�

p;m

E;<

� ssi (	 � (E;<)) j�

p;m

� avec (	 � (E;<)) = (E [ f	g; <

0

),

l'ordre <

0

�etendant l'ordre < en rajoutant une premi�ere strate �a E ne contenant que 	.

Remarque : Dans le cadre des relations d'inf�erence de classe 2, je cesse donc de m'int�eresser

aux m�ecanismes de s�election T, S et Car puisqu'ils ne prennent pas du tout en compte ni la

strati�cation de E, ni la position particuli�ere de 	.

Avec la d�e�nition 2.6.1 page 30, on a la propri�et�e suivante, qui r�ecapitule ainsi une partie de la

section 2.6.3 page 31 :

Propri�et�e 2.6.11 8m 2 fBo, Incl, Lexg, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de 	�E sont exactement

de la forme f	g [ S avec S � E sous-base m-pr�ef�er�ee parmi les sous-bases 	-consistantes de E.

2.6.6 Lien entre les deux classes de relations d'inf�erence non-monotone

Les deux classes de relations d'inf�erence non-monotone p-m (classe 1) et G-p-m (classe 2) sont

doublement li�ees. Tout d'abord, on peut constater que la premi�ere classe est un cas particulier de

la seconde classe.

Th�eor�eme 2.6.3 Si 	 est une tautologie alors on a l'�equivalence suivante :

	 j�

p;m

E;<

�, E j�

p;m

�

Preuve : Cela est dû �a la d�e�nition choisie pour 	 j�

p;m

E;<

� (voir d�e�nition 2.6.5). 2

Et ensuite, la seconde classe peut s'exprimer dans les mêmes termes que la premi�ere puisque

	 j�

p;m

E;<

�, 	 �E j�

p;m

�, et que 	� E peut être vue comme une nouvelle base E

0

.

Ces remarques sont importantes car elles justi�ent le fait qu'une partie de mon �etude porte sur

les relations de la classe 1 et une autre partie sur celles de la classe 2, et que malgr�e tout je vais

quand même pouvoir faire une synth�ese des di��erents r�esultats.

2.7 R�ecapitulatif des relations �a �etudier

Il s'agit ici de synth�etiser les sections pr�ec�edentes (voir les tableaux 2.4 page ci-contre et 2.5

page suivante).

L�egende des tableaux : Nous trouvons en colonne, les di��erents m�ecanismes de d�e�nition d'un

ensemble P

E

et d'un ordre � sur P

E

et nous avons en ligne, les di��erents principes d'inf�erence

consid�er�es (uniquement les principaux).
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Sous-

bases

consis-

tantes

sans

ordre

Sous-

bases

consis-

tantes

avec

ordre

\Best-

Out"

Th�eses

sans

ordre

Th�eses

avec ordre

bas�e sur

l'inclusion

Th�eses

avec ordre

bas�e sur la

cardinalit�e

Th�eses

avec ordre

lexicogra-

phique

Extensions

Logique des

d�efauts sans

ordre

(cas g�en�eral

ou cas des

d�efauts super-

normaux)

Uni Uni-S Uni-T Uni-E ou

Uni-E

�

Exi Exi-S Exi-T Exi-E ou

Exi-E

�

Arg Arg-S Arg-T Arg-E ou

Arg-E

�

Uni-

Pref

Uni-Bo Uni-Incl Uni-Car Uni-Lex

Exi-

Pref

Exi-Bo Exi-Incl Exi-Car Exi-Lex

Arg-

Pref

Arg-Bo Arg-Incl Arg-Car Arg-Lex

Tableau 2.4 : Les relations d'inf�erence non-monotone de la classe 1 not�ees p-m

Sous-bases

consistantes

avec ordre

\Best-Out"

Th�eses avec

ordre bas�e sur

l'inclusion

Th�eses avec

ordre lexico-

graphique

Extensions

Logique des

d�efauts sans

ordre

(cas g�en�eral

ou cas des

d�efauts super-

normaux)

Uni G-Uni-E ou

G-Uni-E

�

Exi G-Exi-E ou

G-Exi-E

�

Arg G-Arg-E ou

G-Arg-E

�

Uni-Pref G-Uni-Bo G-Uni-Incl G-Uni-Lex

Exi-Pref G-Exi-Bo G-Exi-Incl G-Exi-Lex

Arg-Pref G-Arg-Bo G-Arg-Incl G-Arg-Lex

Tableau 2.5 : Les relations d'inf�erence non-monotone de la classe 2 not�ees G-p-m
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Pourquoi un tel d�ecoupage ? Tout d'abord, l'ensemble P

E

peut être constitu�e par 3 types

de sous-bases consistantes (voir sections pr�ec�edentes) :

soit de sous-bases consistantes quelconques,

soit uniquement de th�eses (sous-bases maximales consistantes),

soit d'extensions au sens de la logique des d�efauts ; les d�efauts super-normaux de la logique

des d�efauts constituent un cas particulier qui me sera tr�es utile tout le long de cette �etude

et c'est la raison pour laquelle ce m�ecanisme est mis en �evidence ici au même titre que le cas

g�en�eral de la logique des d�efauts.

De plus, dans les sections pr�ec�edentes, j'ai aussi r�epertori�e 4 types de pr�ef�erences � sur des

sous-ensembles consistants de formules :

soit un ordre de type \Inclusion Based" ([Bre89b, CRS92, DLP91]), pr�evu pour ordonner

des th�eses

33

, et qui est une g�en�eralisation de l'utilisation de th�eses ;

soit l'ordre bas�e sur la cardinalit�e ([DLP91]), pr�evu pour ordonner initialement des sous-

bases consistantes issues d'une base non ordonn�ee, mais pour lequel les �el�ements pr�ef�er�es

sont par construction des th�eses ;

soit l'ordre lexicographique ([DLP91]), qui est un ra�nement de l'ordre bas�e sur la cardi-

nalit�e, tout comme l'ordre \Inclusion Based" est un ra�nement de l'utilisation de th�eses ;

cet ordre est lui aussi pr�evu pour ordonner initialement des sous-bases consistantes mais ses

�el�ements pr�ef�er�es sont par construction des th�eses ;

soit l'ordre \Best-Out" ([BCD

+

93, DLP91]), pr�evu pour ordonner des sous-bases consis-

tantes.

Partout o�u les principes Uni, Exi, Arg s'appliquent, on obtient une relation d'inf�erence not�ee

respectivement Uni-X, Exi-X, Arg-X (ou G-Uni-X, G-Exi-X, G-Arg-X) avec X remplac�e par

une lettre explicitant le type de l'ensemble P

E

utilis�e (S = sous-bases consistantes, T = th�eses,

E = extensions).

Partout o�u les principes Uni-Pref, Exi-Pref, Arg-Pref s'appliquent, c'est-�a-dire quand on

prend en compte les pr�ef�erences, on obtient une relation d'inf�erence not�ee respectivement Uni-

Pref, Exi-Pref,Arg-Pref (ou G-Uni-Pref, G-Exi-Pref,G-Arg-Pref) avec Pref remplac�e

par un mot explicitant l'ordre utilis�e (Bo = ordre \Best-Out", Incl = ordre bas�e sur l'inclusion,

Car = ordre bas�e sur la cardinalit�e, Lex = ordre lexicographique) et donc, par l�a même, le type

de l'ensemble P

E

(sous-bases consistantes pour Bo et th�eses pour Incl, Car et Lex).

Je me trouve donc devant 21 relations d'inf�erence non-monotone de classe 1 et 12 relations d'in-

f�erence non-monotone de classe 2, qu'il va falloir �etudier

34

.

On pose donc les notations suivantes :

Soient la base (E;<), les formules � et 	, le principe d'inf�erence p 2 fUni, Exi, Argg,

et le m�ecanisme de s�election m 2 fS, T, Incl, Bo, Car, Lex, E, E

�

g :

(E;<) j�

p;m

� (relation de classe 1) signi�e que la formule � est cons�equence

non-monotone de (E;<) selon m et p ;

	 j�

p;m

E;<

� (relation de classe 2) signi�e que 	 est cons�equence non-monotone de

la formule � selon m et p dans le contexte (E;<).

33

En fait, suivant les auteurs, l'ordre \Inclusion Based" est pr�evu pour ordonner des th�eses ou simplement des

sous-bases consistantes. Par exemple, Brewka l'a d�e�ni sur des th�eses, alors que l'ordre d�emocratique de Cayrol,

Royer et Saurel est applicable sur des sous-bases consistantes. Toutefois, toute sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Inclusion Based" est une th�ese. C'est la raison pour laquelle cet ordre ne sera �etudi�e que sur des th�eses.

34

On peut rajouter des lignes �a mon tableau en d�e�nissant de nouveaux principes d'inf�erence (par exemple ceux

cit�es par Pinkas et Loui), ou des colonnes en d�e�nissant de nouveaux couples (P

E

;�).
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Chapitre 3

�

Etat de l'art sur quelques crit�eres

de comparaison th�eoriques

3.1 Liste de quelques crit�eres possibles, choix et motiva-

tions de ces choix

J'ai �elu la complexit�e, la prudence et les propri�et�es de d�eduction comme les trois crit�eres de

comparaison �a utiliser pour les raisons suivantes :

la complexit�e est un crit�ere capital quand on pense e�cacit�e ; que va coûter la r�eponse �a

la question \la base E inf�ere-t-elle la formule �" ? le coût de cette r�eponse peut être soit

d'ordre temporel, soit d'ordre spatial et l'exp�erience nous apprend que c'est le coût en temps

qui pose probl�eme en premier (voir [GJ79, Neb91, Got92]) ; je m'attacherai donc �a �etudier

la complexit�e temporelle des processus de d�eduction non-monotone ;

la prudence est un crit�ere subjectif et d�ependant du contexte ; malgr�e cela, elle reste un

crit�ere important car elle cherche �a exprimer le r�ealisme d'une relation du point de vue

du nombre de conclusions �a obtenir (plus une relation est prudente et moins elle produit

de conclusions, donc moins elle risque d'inf�erer des conclusions erron�ees tout en risquant

d'oublier d'en inf�erer certaines) (voir [PL92]) ;

les propri�et�es de d�eduction sont un crit�ere important car elles d�e�nissent une approche

axiomatique de l'inf�erence non-monotone et ce faisant elles repr�esentent un \id�eal"

1

vers

lequel ces relations devraient tendre ; cet id�eal a �et�e d�e�ni par quelques sp�ecialistes du

domaine sous diverses formes qui se recoupent �a peu pr�es toutes ; ce sont les propri�et�es

de d�eduction qui prouvent l'ad�equation de la relation au raisonnement que l'on cherche �a

mod�eliser au travers des dites relations (voir [KLM90, GM94]).

Notons qu'il existe d'autres crit�eres, que l'on peut �etudier, mais qui ne seront pas trait�es ici :

insensibilit�e �a la redondance, �a la forme clausale : : : (voir par exemple [BDP94b]).

3.2 Complexit�e

Les rappels fournis ici sont volontairement succincts et les lecteurs int�eress�es pourront se reporter

aux ouvrages de r�ef�erence dans le domaine (par exemple, [GJ79]).

La complexit�e �a laquelle on s'int�eresse est la complexit�e temporelle

2

de r�esolution d'un probl�eme

1

Toutefois, mon �etude montre que cet \id�eal" n'est pas encore parfait, car il existe des relations d'inf�erence le

v�eri�ant et pr�esentant par ailleurs des probl�emes importants, tout comme il existe des relations d'inf�erence ne le

v�eri�ant pas et qui demeurent pourtant des relations int�eressantes par d'autres aspects.

2

Il existe aussi une complexit�e spatiale (voir [GJ79]).
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dans le pire des cas. Il s'agit de caract�eriser la fa�con dont �evolue le temps de r�esolution d'un

probl�eme suivant la taille des donn�ees et ceci dans le pire cas, a�n d'obtenir une borne sup�erieure

de la complexit�e r�eelle. Naturellement, les notions de temps, de r�esolution et de probl�eme devront

être formalis�ees.

Une distinction est habituellement faite entre les probl�emes dits \faciles", dont la complexit�e dans

le pire des cas est born�ee par une fonction polynomiale de la taille des donn�ees (exemple : tri

d'une liste d'entiers) et les autres probl�emes (exponentiels, super exponentiels: : :). Ce premier

classement voit son int�erêt fortement limit�e par la di�cult�e qu'il peut y avoir �a montrer qu'un

probl�eme ne peut pas être r�esolu en temps polynomial : pour de tr�es nombreux probl�emes, d'utilit�e

pratique importante, on ne connâ�t pas d'algorithme polynomial et on n'a pas pu d�emontrer qu'il

n'en existait pas.

La th�eorie de la complexit�e o�re un palliatif �a cette situation en introduisant la notion d'algo-

rithmes non d�eterministes polynomiaux (NP, contenant la classe des algorithmes polynomiaux) et

en distinguant parmi ceux-ci la classe particuli�erement riche des algorithmes \les plus di�ciles de

NP" (ou NP-complets : elle contient de tr�es nombreux probl�emes classiques de logique, de recherche

op�erationnelle: : :) telle que si l'un de ces probl�emes se r�esout en temps polynomial (personne n'a

encore r�eussi cet exploit), alors tous les probl�emes de NP se r�esolvent en temps polynomial.

Dire d'un probl�eme qu'il est NP-complet montre alors que le probl�eme est aussi di�cile que

bien d'autres probl�emes pour lesquels une gigantesque communaut�e de chercheurs n'a pas trouv�e

d'algorithme polynomial depuis plus de 30 ans.

Cette simple distinction P/NP a �et�e ensuite enrichie via la d�e�nition d'une hi�erarchie de classes

de probl�emes, de plus en plus di�ciles. Dans le cas qui m'occupe, je cherche �a situer dans cette

hi�erarchie, les di��erents m�ecanismes d'inf�erence a�n de pouvoir les comparer.

Avant toute pr�ecision suppl�ementaire, voyons comment l'on peut formaliser les notions de probl�eme

et d'algorithme.

3.2.1 Qu'est-ce-qu'un probl�eme ? Comment le formaliser ?

D�e�nition 3.2.1 Un probl�eme est une question g�en�erique (qui s'applique �a un ensemble d'�el�e-

ments).

Exemple de probl�eme : \D�eterminer si un entier naturel est pair ou impair".

D�e�nition 3.2.2 Une instance du probl�eme est la question pos�ee pour un �el�ement particulier de

l'ensemble. C'est donc une version du probl�eme dans laquelle les param�etres non sp�eci��es dans le

probl�eme initial ont �et�e instanci�es.

Exemple d'un probl�eme et d'une instance de probl�eme : le probl�eme \Soit A un nombre entier

naturel, A est-il pair ou impair ?" admet comme instances \3 est-il pair ou impair ?", \15624 est-il

pair ou impair ?" etc.

A�n de simpli�er les notations, une instance d'un probl�eme donn�e Q ne sera not�ee qu'avec l'�el�ement

particulier qui la d�e�nit. En e�et, pour un probl�eme donn�e et quelle que soit son instance, la

question pos�ee reste toujours la même. Ainsi, au lieu de dire que \3 est-il pair ou impair ?" est

une instance du probl�eme Q, on dira que \3" est une instance de Q.

�

A chaque instance de probl�eme est associ�ee une r�eponse.

D�e�nition 3.2.3 Un algorithme r�esout un probl�eme s'il peut être appliqu�e �a toute instance du

probl�eme pour fournir une r�eponse en un temps �ni.

D�e�nition 3.2.4 Un probl�eme de d�ecision est un probl�eme dont la r�eponse est oui ou non, quelle

que soit l'instance du probl�eme.
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Exemple : \Soit A un nombre entier naturel, A est-il premier ?".

On parlera donc d'instances positives (celles dont la r�eponse est oui), et d'instances n�egatives

(celles dont la r�eponse est non). \3" est une instance positive et \15624" est une instance n�egative

du probl�eme d�e�ni par \Soit A un entier naturel, A est-il premier ?".

D�e�nition 3.2.5 Un probl�eme est d�ecidable s'il existe un algorithme pour r�esoudre toutes ses

instances, sinon il est dit ind�ecidable.

En complexit�e, on n'�etudie que les probl�emes d�ecidables.

�

A chaque instance I d'un probl�eme Q, on associe par une fonction de codage e un mot d'un langage

formel L (voir [GJ79]). La fonction d'encodage n'est pas quelconque et doit être raisonnable (non

redondante et d�ecodable). D�esormais, chaque probl�eme Q sera vu �a travers son langage L. On

identi�era Q et L. On appelle taille de l'instance I, la taille du mot e(I).

D�e�nition 3.2.6 Dans le cas des probl�emes de d�ecision, on d�e�nit la notion de probl�eme com-

pl�ementaire : soit un probl�eme Q, le probl�eme compl�ementaire de Q, not�e co-Q, est le probl�eme

dont la r�eponse est oui quand celle de Q est non et vice-versa.

Remarque : La notation \co-" s'applique aussi aux langages : L et co-L.

Exemple : Le co-probl�eme de \Soit A un nombre entier naturel, A est-il premier ?" sera : \Soit A

un nombre entier naturel, A est-il le produit de 2 nombres entiers naturels strictement inf�erieurs

�a A ?".

3.2.2 Les machines de Turing et les classes de probl�emes

Nous avons vu �a la section pr�ec�edente que l'on peut coder une instance d'un probl�eme donn�e. Il

faut maintenant d�e�nir une machine sur laquelle r�esoudre le probl�eme encod�e. Cette machine est

la machine de Turing. C'est un automate auquel on prête la propri�et�e suivante : toute fonction

intuitivement calculable peut l'être par une machine de Turing

3

.

D�e�nition 3.2.7 On dit qu'une machine de Turing r�esout un probl�eme Q, quand, pour toute

instance I de Q et pour un encodage donn�e, la machine s'arrête en renvoyant la r�eponse oui

quand I est une instance positive (on dit que le mot repr�esentant I est accept�e par la machine) et

la r�eponse non quand I est une instance n�egative (on dit que le mot repr�esentant I est rejet�e par

la machine).

D�e�nition 3.2.8 La complexit�e temporelle d'un algorithme est une fonction qui associe �a la taille

n d'une instance (la longueur du mot repr�esentant l'instance) le nombre de pas d'ex�ecution e�ec-

tu�es par la machine jusqu'�a trouver la solution et ce pour le pire cas (sur tous les mots de longueur

n).

Il existe plusieurs types de machines de Turing, chacune permettant de d�e�nir une classe de

probl�emes.

D�e�nition 3.2.9 Les machines d�eterministes

4

induisent la classe P des probl�emes dits polyno-

miaux :

3

C'est la th�ese de Church-Turing.

4

Informellement, une machine de Turing d�eterministe est une machine de Turing qui, �a partir d'un �etat donn�e,

ne peut passer que dans un seul autre �etat. Rappelons que les machines de Turing sont des automates passant d'un

�etat �a un autre en fonction des entr�ees et produisant des sorties.
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un probl�eme est polynomial, s'il existe un algorithme pour le r�esoudre sur une machine

de Turing d�eterministe dont la complexit�e est born�ee par une fonction polynomiale de

la taille du probl�eme.

D�e�nition 3.2.10 Les machines non d�eterministes

5

induisent la classe NP des probl�emes dits

non d�eterministes polynomiaux :

un probl�eme est non d�eterministe polynomial, s'il existe un algorithme pour le r�esoudre

sur une machine de Turing non d�eterministe dont la complexit�e est born�ee par une

fonction polynomiale de la taille du probl�eme

6

.

D�e�nition 3.2.11 Les machines d�eterministes �a oracle de complexit�e X

7

induisent la classe P

X

:

un probl�eme est de complexit�e P

X

, s'il existe un algorithme pour le r�esoudre sur une

machine de Turing d�eterministe �a oracle de complexit�e X dont la complexit�e est born�ee

par une fonction polynomiale de la taille du probl�eme.

D�e�nition 3.2.12 Les machines non d�eterministes �a oracle de complexit�e X induisent la classe

NP

X

:

un probl�eme est de complexit�e NP

X

, s'il existe un algorithme pour le r�esoudre sur une

machine de Turing non d�eterministe �a oracle de complexit�e X dont la complexit�e est

born�ee par une fonction polynomiale de la taille du probl�eme.

On peut d�e�nir une hi�erarchie de classes de probl�emes. C'est la hi�erarchie polynomiale (not�ee

PH) :

�

p

0

= �

p

0

= �

p

0

= P (machines d�eterministes)

�

p

k+1

= P

�

p

k

(machines d�eterministes �a oracle de complexit�e �

p

k

)

�

p

k+1

= NP

�

p

k

(machines non d�eterministes �a oracle de complexit�e �

p

k

)

�

p

k+1

= co-�

p

k+1

(compl�ementaire)

Remarque : �

p

1

= P, �

p

1

= NP, �

p

1

= co-NP.

Quand un probl�eme Q est de complexit�e X, alors son co-probl�eme sera de complexit�e co-X.

Introduisons trois derni�eres notions : la transformation polynomiale, la compl�etude et la notion

de probl�eme X-di�cile.

D�e�nition 3.2.13 Une transformation polynomiale est une fonction f calculable en temps poly-

nomial permettant de \passer" d'un langage L

1

�a un langage L

2

(donc d'un probl�eme Q

1

�a un

probl�eme Q

2

) { voir d�e�nition pr�ecise dans l'annexe A page 235. On note : L

1

/ L

2

.

D�e�nition 3.2.14 Un probl�eme Q est X-complet avec X repr�esentant une classe de complexit�e,

ssi Q est de complexit�e X et 8Q

0

un probl�eme de complexit�e X, Q

0

se ram�ene �a Q par une trans-

formation polynomiale.

D�e�nition 3.2.15 Un probl�eme Q est X-di�cile avec X repr�esentant une classe de complexit�e,

ssi 8Q

0

un probl�eme de complexit�e X, Q

0

se ram�ene �a Q par une transformation polynomiale.

5

Par opposition aux machines d�eterministes, dans une machine non d�eterministe, �a partir d'un �etat donn�e, on

peut passer dans un �etat choisi parmi plusieurs �etats di��erents. Un probl�eme NP est donc un probl�eme qui peut se

r�esoudre e�cacement si on sait toujours faire les bons choix.

6

La complexit�e temporelle d'un algorithme dans le cas d'une machine de Turing non d�eterministe = le maximum

sur toutes les instances positives, donc pour tous les mots e(I) correspondants, du temps de reconnaissance de ces

mots ; sachant que ce temps de reconnaissance pour un mot e(I) donn�e = le minimum sur tous les choix possibles

du nombre de pas d'ex�ecution e�ectu�es jusqu'�a trouver la solution.

7

Informellement, une machine de Turing �a oracle de complexit�e X est une machine de Turing faisant appel �a

un sous-programme ex�ecut�e sur une autre machine sachant r�esoudre les probl�emes de la classe X. Chaque appel

compte alors pour un pas d'ex�ecution de la machine appelante.
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3.2.3 Les exemples de probl�emes

Exemple d'un probl�eme de classe P : \Soient A et B, 2 ensembles �nis, A est-il inclus dans

B ?".

Exemple d'un probl�eme NP-complet : le probl�eme de satis�abilit�e en logique proposition-

nelle \Soit � une formule propositionnelle, � est-elle satis�able ?". Ici je m'int�eresse au probl�eme

de satis�abilit�e d'une formule propositionnelle quelconque, appel�e \Satis�ability of boolean expres-

sions" dans [GJ79] et not�e le plus souvent Gsat. Il existe aussi un probl�eme Sat d�e�ni dans [GJ79]

qui ne concerne que la satis�abilit�e d'une formule propositionnelle exprim�ee sous forme normale

conjonctive. Ces deux probl�emes sont de même complexit�e. Remarquons que dans le cas de la

logique du premier ordre le probl�eme de la satis�abilit�e d'une formule est ind�ecidable.

Exemple d'un probl�eme co-NP-complet : le compl�ementaire du probl�eme de satis�abilit�e

en logique propositionnelle \Soit � une formule propositionnelle, � est-elle non satis�able ?". Ce

probl�eme est appel�e Ungsat

8

(ou co-Gsat ou Gvalid

9

).

Exemple d'un probl�eme �

p

2

-complet : le probl�eme 2-Qbf d�e�ni par : \La formule

9a8bH(a; b) est-elle satis�able ?". 9a8bH(a; b) est une formule d'une m�eta-logique dans laquelle

a et b sont 2 vecteurs repr�esentant les assignations des ensembles de variables propositionnelles

(a

1

; : : : ; a

n

) et (b

1

; : : : ; b

m

). \9a8bH(a; b) satis�able" signi�e donc : \il existe une assignation a

des variables propositionnelles a

1

; : : : ; a

n

, telle que, quelque soit l'assignation b des variables pro-

positionnelles b

1

; : : : ; b

m

, la formule H(a; b) est vraie". (voir dans [Neb91] et [Joh90]). On note

parfois : 2-Qbf-9.

Exemple d'un probl�eme �

p

2

-complet : le compl�ementaire du probl�eme 2-Qbf \La formule

9a8bH(a; b) est-elle non satis�able ?". Ce qui est �equivalent au probl�eme \La formule 8a9b:H(a; b)

est-elle satis�able ?", qui est parfois not�e : 2-Qbf-8.

3.2.4 Repr�esentation de la hi�erarchie polynomiale

etc.

co-NP

P

NP

∆p

2

p
3∆

p

2Π
p
2Σ

p
1Π p

1Σ
==

p
2Π p

2Σ∩

P est inclus dans NP et dans co-NP eux-mêmes inclus dans �

p

2

, etc.

On ne sait pas �a l'heure actuelle si ces inclusions sont strictes. Si P = NP alors toute la hi�erarchie

polynomiale s'e�ondre sur P (voir section 3.2.5 page suivante).

8

Même remarque que pour Gsat.

9

La non satis�abilit�e d'une formule est �equivalente �a la validit�e de sa n�egation.
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3.2.5 Les conjectures de la th�eorie de la complexit�e

Il existe tout un ensemble de conjectures en th�eorie de la complexit�e, entre autres :

Conjecture 3.2.1 P 6= NP.

Conjecture 3.2.2 NP 6= co-NP.

Conjecture 3.2.3 �

p

k

6= �

p

k

8k.

Ces conjectures ont fait l'objet de recherches intensives de la part des math�ematiciens et des

th�eoriciens de l'informatique depuis plusieurs dizaines d'ann�ees. Et personne n'a encore r�eussi �a

prouver leur v�eracit�e ou leur fausset�e.

Remarquons qu'il \su�rait" de trouver un algorithme de complexit�e polynomialepour un probl�eme

connu comme �etant NP-complet pour que les classes NP et co-NP soient ramen�ees �a la classe P.

On obtiendrait ainsi un \tassement" de la hi�erarchie polynomiale.

Ces conjectures sont sous-entendues dans tout ce qui suit.

3.3 Prudence

Dans cette section, je rappelle la notion de prudence telle qu'on la rencontre dans la litt�erature

(voir [PL92, Bra93]) :

D�e�nition 3.3.1 On dira que R est une relation de cons�equence ssi R = f(X

1

; Y

1

); : : : ; (X

n

; Y

n

)g

avec 8i, X

i

et Y

i

sont des formules et X

i

j�

R

Y

i

.

D�e�nition 3.3.2 Soient R

1

et R

2

, deux relations de cons�equence telles que d�e�nies par la d�e�-

nition 3.3.1. On dit que R

1

est plus prudente que R

2

(not�e R

1

+prec R

2

) ssi R

1

est incluse dans

R

2

(l'ordre +prec est un ordre partiel).

Les d�e�nitions 3.3.1 et 3.3.2 issues de [PL92] conviennent parfaitement �a l'�etude des relations

d'inf�erence que je note G-p-m. Dans [PL92], on trouve un sch�ema repr�esentant l'ordre partiel de

prudence entre certaines relations de cons�equence. C'est ce sch�ema de base que je vais ra�ner

dans la section 4.2 page 151 en introduisant di��erents types de pr�ef�erence.

Dans la litt�erature, on trouve aussi le cas particulier suivant :

D�e�nition 3.3.3 On dira que R est une relation de cons�equence ssi R = f(E;X

1

); : : : ; (E;X

n

)g

avec 8i, X

i

est une formule et E j�

R

X

i

.

D�e�nition 3.3.4 Soit une base de croyances E, soient R

1

et R

2

deux relations d'inf�erence non-

monotone telles que d�e�nies par la d�e�nition 3.3.3, on dit que R

1

est plus prudente que R

2

ssi

l'ensemble des formules d�eduites de E par R

1

est inclus dans l'ensemble des formules d�eduites de

E par R

2

.

Les d�e�nitions 3.3.3 et 3.3.4 sont celles utilis�ees dans [Bra93]. Elles conviennent �a l'�etude des

relations d'inf�erence que je note p-m.
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3.4 Propri�et�es de d�eduction

Quelle que soit la relation d'inf�erence non-monotone que nous d�e�nissons, il reste une question

essentielle : \Cette relation est-elle acceptable ?". Donc, pour être plus pr�ecis : \Quelles sont les

propri�et�es que doit v�eri�er une relation d'inf�erence non-monotone a�n de d�e�nir un raisonnement

non-monotone \acceptable" et que recouvre cette notion d'\acceptabilit�e" ?".

Les principaux papiers abordant ce sujet sont [KLM90, LM92, G�ar91, GM94] et je vais pr�esenter

un ensemble de propri�et�es de d�eduction issues de ces articles avec la s�emantique associ�ee.

3.4.1 Les propri�et�es de Kraus, Lehmann et Magidor et leur s�emantique

Dans [KLM90], Kraus, Lehmann et Magidor proposent une classi�cation des relations d'inf�erence

non-monotone, qu'ils appellent relations de cons�equence. Le langage L utilis�e est un ensemble de

formules propositionnelles et est ferm�e pour les connecteurs propositionnels classiques (^, _, !,

:). On suppose aussi que l'hypoth�ese de compacit�e est v�eri��ee.

D�e�nition 3.4.1 Un langage L est compact ssi 8a cons�equence logique d'un ensemble A � L,

alors 9A

0

sous-ensemble �ni de A tel que a soit cons�equence logique de A

0

.

On a ainsi la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 3.4.1 (Propri�et�e de compacit�e) Un ensemble de formules d'un langage compact L

est consistant ssi tous ses sous-ensembles �nis le sont.

D�e�nition 3.4.2 Soit le langage L, soient 	 et �, 2 formules de L, on a alors :

	 j� � est appel�ee assertion conditionnelle (ou plus simplement assertion), cela signi�e

\si on a 	 alors on a normalement �" ou \� est une cons�equence plausible de la formule

	" ; on dira que � est un fait plausible ;

	 est alors appel�ee l'ant�ec�edent de l'assertion ;

� est appel�ee le cons�equent de l'assertion.

D�e�nition 3.4.3 Les relations de cons�equence sont des ensembles d'assertions conditionnelles.

Avec le langage L, on d�e�nit une s�emantique �a l'aide d'un ensemble de mondes U et une relation

binaire de satisfaction entre les mondes et les formules. L'ensemble U est l'univers de r�ef�erence.

On peut consid�erer que les mondes sont des interpr�etations au sens de la logique classique.

Remarquons que la s�emantique des di��erentes relations d'inf�erence �etudi�ees s'appuie sur la notion

de mod�ele, elle-même utilisant la notion d'�etat et que Kraus, Lehmann et Magidor ne donnent pas

de d�e�nition formelle de cette derni�ere.

D�e�nition 3.4.4 Un mod�ele est un triplet (S; l; <) dans lequel S est un ensemble d'�etats, l est

une fonction de S dans 2

U

qui permet �a chaque �etat de pointer sur un ensemble non vide de

mondes et < est une relation binaire sur S.

Le terme \mod�ele" est ambigu puisqu'il poss�ede un sens bien pr�ecis en logique classique qui n'est

pas celui utilis�e ici. J'ai toutefois gard�e cette terminologie parce qu'elle est celle de Kraus, Lehmann

et Magidor, et donc par l�a-même facilite la lecture de cette section et sa mise en relation avec

l'article cit�e.

Remarquons aussi que la fonction l permet de d�e�nir un �etat comme �etant un ensemble de mondes,

donc un ensemble d'interpr�etations.
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D�e�nition 3.4.5 Soit le mod�ele (S; l; <), soit la formule A, on dira que l'�etat s 2 S satisfait A

ssi 8m 2 l(s), m j= A.

La relation de cons�equence d�e�nie par un mod�ele W = (S; l; <) est not�ee j=

w

et est d�e�nie par :

D�e�nition 3.4.6 A j=

w

B ssi pour tout �etat s 2 S minimal pour < satisfaisant A, s satisfait

aussi B.

Je vais maintenant passer en revue les di��erents syst�emes propos�es par Kraus, Lehmann et Magi-

dor ainsi que les s�emantiques correspondantes. Un \syst�eme" est d�e�ni par un ensemble donn�e de

propri�et�es et correspond donc �a l'ensemble des relations de cons�equence v�eri�ant les dites propri�e-

t�es. La construction de ces syst�emes se fait par ajout successif de propri�et�es les rendant de plus

en plus puissants.

Intuitivement, un syst�eme sera de plus en plus puissant ssi il est d�e�ni par un ensemble de pro-

pri�et�es de d�eduction de plus en plus important, donc ssi les relations de cons�equence associ�ees

contiennent de plus en plus d'assertions conditionnelles. Remarquons que cette notion de puis-

sance peut donc se d�e�nir de mani�ere tout �a fait formelle.

3.4.1.1 Le syst�eme C

Pr�esentons d'abord le plus faible : le syst�eme C.

D�e�nition 3.4.7 Une relation de cons�equence sera dite relation de cons�equence cumulative ssi

elle est ferm�ee pour les r�egles de d�eduction suivantes :

propri�et�e de r�eexivit�e : � j��,

�equivalence logique gauche :

j= �$ � ;� j� 

� j� 

,

a�aiblissement droit (\right weakening") :

j= �! � ;  j��

 j� �

,

coupure :

� j�� ;�^ � j� 

� j� 

,

monotonie prudente :

� j� � ;� j� 

� ^ � j�

.

Une telle relation de cons�equence est not�ee : j�

c

.

La signi�cation intuitive de ces propri�et�es est la suivante :

la r�eexivit�e signi�e que toute formule peut être d�eduite d'elle-même ;

l'�equivalence logique gauche indique que des formules �equivalentes doivent avoir les mêmes

cons�equences ;

l'a�aiblissement droit stipule que les cons�equences logiques de faits plausibles sont aussi des

faits plausibles ;

la coupure exprime les conditions dans lesquelles on peut se passer de fait plausible pour

d�eduire de nouveaux faits plausibles ;

la monotonie prudente est une forme restrictive de la monotonie.

D�e�nition 3.4.8 Le syst�eme logique correspondant �a la classe des relations de cons�equence cu-

mulatives est appel�e syst�eme C.

4 nouvelles propri�et�es sont d�eriv�ees des r�egles de d�eduction pr�ec�edentes :
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propri�et�e de l'�equivalence :

� j� � ; � j�� ;� j�

� j�

,

propri�et�e du ET :

� j� � ;� j� 

� j�� ^ 

,

propri�et�e du MPC (modus ponens) :

� j� � !  ;� j� �

� j� 

,

propri�et�e num�ero 9 de Kraus, Lehmann, Magidor :

�_ � j�� ;� j� 

� _ � j� 

.

Th�eor�eme 3.4.1 L'utilisation des r�egles de d�eduction du syst�eme C rend �equivalentes les 3 r�egles

suivantes :

propri�et�e de la monotonie :

j= �! � ; � j�

� j� 

propri�et�e EHD (\easy half deduction") :

� j�� ! 

� ^ � j�

propri�et�e de la transitivit�e :

� j� � ; � j� 

� j� 

�

A partir du moment o�u l'on renonce �a la monotonie, il faut aussi renoncer aux 2 autres.

Kraus, Lehmann et Magidor pr�esentent aussi la propri�et�e de la contraposition :

� j� �

:� j�:�

Th�eor�eme 3.4.2 La propri�et�e de contraposition implique la propri�et�e de monotonie.

Je vais maintenant pr�esenter la s�emantique correspondant au raisonnement cumulatif (syst�eme

C).

D�e�nition 3.4.9 Un mod�ele cumulatif est un triplet (S; l; <) dans lequel S est un ensemble

d'�etats, l est une fonction de S dans 2

U

qui permet �a chaque �etat de pointer sur un ensemble

de mondes non vide et < est une relation binaire sur S satisfaisant la condition de r�egularit�e (voir

les d�e�nitions 3.4.10 et 3.4.11). La relation de cons�equence induite par un tel mod�ele est not�ee :

j=

c

.

Un exemple de mod�ele cumulatif est pr�esent�e par la �gure 3.1 page suivante.

D�e�nition 3.4.10 Soient P � V et < une relation binaire sur V , on dira que P est un ensemble

r�egulier

10

ssi 8t 2 P , soit t est minimal pour P , soit 9s minimal pour P tel que s < t.

D�e�nition 3.4.11 La relation < du mod�ele (S; l; <) v�eri�e la condition de r�egularit�e ssi 8A 2 L

(A est une formule), l'ensemble des �etats satisfaisant A est r�egulier (donc born�e inf�erieurement

pour la relation <).

Remarquons que ces d�e�nitions sont tr�es g�en�erales et d�elicates �a mettre en �uvre. En particulier,

il est di�cile de v�eri�er la condition de r�egularit�e pour une relation binaire quelconque, même

quand l'ensemble des �etats est �ni. Pour pouvoir e�ectuer cette v�eri�cation sans trop de di�cult�e,

il faut que la relation < soit d�e�nie comme un ordre partiel.

Kraus, Lehmann et Magidor obtiennent ainsi le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.1 page suivante.

10

\smooth" en anglais.
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ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

e0 e1

e2

m1m3

m2

m4

m5

Figure 3.1 : Exemple d'un mod�ele cumulatif

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.1 Pour toute relation j�

c

, il existe un mod�ele cumulatif d�e-

�nissant une relation j=

c

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quelconques du langage

L, 	 j�

c

� , 	 j=

c

�

Ce th�eor�eme signi�e que les relations de cons�equence d�e�nies �a l'aide de mod�eles cumulatifs res-

pectent toutes les propri�et�es du syst�eme C. De même, il existe un mod�ele cumulatif tel qu'une

relation cumulative (d�e�nie �a l'aide des propri�et�es du syst�eme C) soit �equivalente �a la relation de

cons�equence d�e�nie avec ce mod�ele cumulatif.

Le syst�eme C reste toutefois un syst�eme encore trop faible pour être repr�esentatif d'un raisonne-

ment non-monotone puissant.

3.4.1.2 Le syst�eme CL

En rajoutant des propri�et�es au syst�eme C, on obtient le syst�eme CL (syst�eme C avec boucles -

\loop" en anglais) :

D�e�nition 3.4.12 Le syst�eme CL est bâti �a partir du syst�eme C et de la propri�et�e de la boucle :

�

0

j��

1

;�

1

j��

2

; : : : ;�

k�1

j��

k

;�

k

j��

0

�

0

j��

k

Ce syst�eme d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j�

cl

.

�

A partir de la propri�et�e ci-dessus, on peut en d�eduire une autre appel�ee propri�et�e num�ero 15 de

Kraus, Lehmann, Magidor :

�

0

j��

1

;�

1

j��

2

; : : : ;�

k�1

j��

k

;�

k

j��

0

�

i

j��

j

; 8i; j = 0; : : : ; k

La s�emantique associ�ee �a ce nouveau syst�eme CL est identique �a celle d�ecrite pour le syst�eme C,

en utilisant cette fois des mod�eles cumulatifs ordonn�es (voir exemple �gure 3.2 page suivante).

D�e�nition 3.4.13 Un mod�ele cumulatif ordonn�e est un mod�ele cumulatif pour lequel la relation

< est un ordre strict partiel. Il d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j=

cl

.
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La transitivité de l’ordre < n’apparaît pas

sur le schéma pour éviter les surcharges.

ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

e0 e1

e2 e3

e4

m3

m6 m1

m2

m5

m4

m0

m7

Figure 3.2 : Exemple d'un mod�ele cumulatif ordonn�e

Comme dans le cas cumulatif, Kraus, Lehmann, Magidor obtiennent alors le th�eor�eme de repr�e-

sentation 3.4.2.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.2 Pour toute relation j�

cl

, il existe un mod�ele cumulatif or-

donn�e d�e�nissant une relation j=

cl

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quelconques

du langage L, 	 j�

cl

� , 	 j=

cl

�

3.4.1.3 Le syst�eme P

De la même fa�con, Kraus, Lehmann et Magidor ont d�e�ni le syst�eme P (P pour pr�ef�erence) :

D�e�nition 3.4.14 Le syst�eme P est bâti �a partir du syst�eme C et de la propri�et�e du OU :

� j� ; � j� 

� _ � j� 

Ce syst�eme d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j�

p

.

Il est plus puissant que le syst�eme CL et surtout il permet de traiter les disjonctions de formules. On

dira alors qu'une relation de cons�equence respectant le syst�eme P est une relation de cons�equence

pr�ef�erentielle.

�

A partir de la propri�et�e ci-dessus et de certaines des propri�et�es du syst�eme C, on

peut en d�eduire de nouvelles propri�et�es :

propri�et�e S (appel�ee conditionnalisation dans [GM94]) :

� ^ � j�

� j�� ! 

propri�et�e D :

� ^ :� j�  ;�^ � j� 

� j� 

propri�et�e num�ero 19 de Kraus, Lehmann, Magidor :

� j�  ; � j��

� _ � j�  _ �
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La transitivité de l’ordre < n’apparaît pas

sur le schéma pour éviter les surcharges.

ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

e1

e2

e0

e3

e4

e6e5

m1 m5

m3 m4

m0

m2 m6

Figure 3.3 : Exemple d'un mod�ele pr�ef�erentiel

propri�et�e num�ero 20 de Kraus, Lehmann, Magidor :

� _  j�  ;� j� �

 j��! �

propri�et�e num�ero 21 de Kraus, Lehmann, Magidor :

� _ � j�� ; � _  j� �

� _  j��

propri�et�e num�ero 22 de Kraus, Lehmann, Magidor :

� _ � j�� ; � _  j� �

� j�  ! �

La s�emantique de ce syst�eme repose sur des mod�eles pr�ef�erentiels (voir exemple �gure 3.3).

D�e�nition 3.4.15 Un mod�ele pr�ef�erentiel est un mod�ele cumulatif ordonn�e dans lequel la fonction

l fait pointer chaque �etat vers un monde unique (et non plus vers un ensemble de mondes). Il d�e�nit

une relation de cons�equence not�ee : j=

p

.

Kraus, Lehmann, Magidor obtiennent alors le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.3.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.3 Pour toute relation j�

p

, il existe un mod�ele pr�ef�erentiel

d�e�nissant une relation j=

p

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quelconques du

langage L, 	 j�

p

� , 	 j=

p

�

P peut-il être consid�er�e comme un syst�eme convenable pour faire du raisonnement non-monotone ?

Il semblerait que l'on ne puisse ajouter aucune autre r�egle de type d�eductif (permettant de d�eduire

de nouvelles assertions). On peut par contre rajouter des r�egles d'un autre type, celles qui d�eduisent

de l'absence d'une assertion l'absence d'une autre assertion :

propri�et�e de la rationalit�e de la n�egation :

� ^  j6� � ;� ^ : j6� �

� j6��

propri�et�e de la rationalit�e disjonctive :

� j6�  ; � j6� 

� _ � j6�
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propri�et�e de la monotonie rationnelle :

� ^ � j6� ;� j6�:�

� j6� 

Cette propri�et�e de la monotonie rationnelle est pr�esent�ee aussi par G�ardenfors et Makinson

dans [G�ar91, GM94] mais sous une autre forme.

L'utilisation de la monotonie rationnelle �etait initialement destin�ee �a r�esoudre le probl�eme de non-

pertinence qui apparaissait dans le syst�eme P : si une formule � est une cons�equence non-monotone

de la formule � et si la formule � n'a \rien �a voir" avec � (par exemple, parce que � ne �gure pas

dans la base), alors on voudrait que � soit une cons�equence non-monotone de � ^ �. L'exemple

suivant, emprunt�e �a [Ben94] illustre bien ce probl�eme :

soit la base E = fO ! V; P ! O;P ! (:V )g avec O = oiseau, P = pingouin, V =

vole ; posons R = rouge, si on sait que O j�V , on voudrait alors que (O ^R) j�V , ce

qui n'est pas le cas.

Lehmann et Magidor ont donc poursuivi leurs investigations sur les relations d'inf�erence pr�ef�eren-

tielle en d�e�nissant la notion de relation d'inf�erence rationnelle (voir [LM92]). Remarquons que

G�ardenfors et Makinson dans [GM94] ont introduit un type semblable de relation d'inf�erence, qui

utilise lui-aussi la notion de monotonie rationnelle (voir d�e�nition 3.4.22 page 68 et th�eor�eme 3.4.9

page 70).

D�e�nition 3.4.16 Une relation d'inf�erence rationnelle est une relation v�eri�ant les propri�et�es du

syst�eme P et la propri�et�e de monotonie rationnelle. Ce syst�eme, appel�e syst�eme R, d�e�nit une

relation de cons�equence not�ee : j�

r

.

La s�emantique correspondante s'appuie sur la notion de mod�ele rang�e (voir exemple �gure 3.4 page

suivante). Ces mod�eles sont des mod�eles pr�ef�erentiels particuliers.

D�e�nition 3.4.17 Un mod�ele pr�ef�erentiel (S; l; <) est appel�e mod�ele rang�e ssi la relation < est

d�e�nie de la mani�ere suivante : il existe un ensemble totalement ordonn�e 
 (repr�esent�e par la

relation <




) et une fonction R de S dans 
 telle que : 8(s; t) un couple d'�etats de S, s < t ssi

R(s) <




R(t). Il d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j=

r

.

L'ordre sur 
 �etant total, on a une notion d'�equivalence entre �etats de même rang, ce qui n'existe

pas dans les types de mod�eles pr�esent�es jusqu'alors. Lehmann et Magidor obtiennent alors le

th�eor�eme de repr�esentation 3.4.4.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.4 Pour toute relation j�

r

, il existe un mod�ele rang�e d�e�nis-

sant une relation j=

r

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quelconques du langage L,

	 j�

r

� , 	 j=

r

�

Or, quand on calcule l'ensemble des formules issu d'une relation d'inf�erence rationnelle pour un

ensemble des formules initial donn�e, on constate que cet ensemble n'est pas unique. Lehmann et

Magidor r�esolvent ce probl�eme en proposant un mode de s�election d'un ensemble particulier, qu'ils

appellent la fermeture rationnelle. La construction de cet ensemble se fait �a l'aide d'une fonction

qui associe �a chaque formule du langage un nombre entier positif symbolisant l'\exceptionnalit�e"

de la formule. La base de croyances est ainsi strati��ee (voir l'algorithme de d�e�nition de cette

fonction dans [LM92]).

La s�emantique de cette relation d'inf�erence rationnelle particuli�ere repose alors sur un mod�ele

rang�e particulier dont la d�e�nition est donn�ee dans [LM92].

En fait, cette propri�et�e se r�ev�elera insu�sante pour r�esoudre la totalit�e du probl�eme de non-

pertinence (voir [Ben94] et la section 4.4.4 page 182 de ce document).
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La transitivité de l’ordre < n’apparaît pas

sur le schéma pour éviter les surcharges.

ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

rang x : numéro de rang dans l’ordre total correspondant à <

e1

e2

e0

e3

e4

e6e5

Rang 2

Rang 3

Rang 0

Rang 1

m1 m5

m3 m4

m0

m2 m6

Figure 3.4 : Exemple d'un mod�ele rang�e
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ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

e0 e1
m6 m1

m2
m5

Figure 3.5 : Exemple d'un mod�ele simplement cumulatif

3.4.1.4 Le syst�eme CM

Puis, Kraus, Lehmann et Magidor introduisent le syst�eme CM issu du syst�eme C en rajoutant

les r�egles de monotonie, EHD, transitivit�e d�ej�a pr�esent�ees dans le th�eor�eme 3.4.1 page 57. Le

syst�eme obtenu est plus puissant que le syst�eme C mais incomparable avec le syst�eme P et induit

une relation de cons�equence not�ee : j�

cm

. Cette relation est appel�ee relation de cons�equence

cumulative monotone. La s�emantique de ce syst�eme repose sur des mod�eles simplement cumulatifs

(voir exemple �gure 3.5).

D�e�nition 3.4.18 Un mod�ele simplement cumulatif est un mod�ele cumulatif dont la relation

binaire < est vide. Il d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j=

cm

.

Kraus, Lehmann, Magidor obtiennent ainsi le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.5.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.5 Pour toute relation j�

cm

, il existe un mod�ele simplement

cumulatif d�e�nissant une relation j=

cm

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quel-

conques du langage L, 	 j�

cm

� , 	 j=

cm

�

3.4.1.5 Le syst�eme M

Pour �nir, le syst�eme M est issu du syst�eme C en rajoutant la r�egle de contraposition d�ej�a pr�esent�ee

dans le th�eor�eme 3.4.1 page 57. Le syst�eme obtenu est plus puissant que les syst�emes CM et P et

induit une relation de cons�equence not�ee : j�

m

. Cette relation est appel�ee relation de cons�equence

monotone. La s�emantique de ce syst�eme repose sur des mod�eles simplement pr�ef�erentiels (voir

exemple �gure 3.6 page suivante).

D�e�nition 3.4.19 Un mod�ele simplement pr�ef�erentiel est un mod�ele pr�ef�erentiel dont la relation

binaire < est vide. Il d�e�nit une relation de cons�equence not�ee : j=

m

.

Kraus, Lehmann, Magidor obtiennent ainsi le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.6.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.6 Pour toute relation j�

m

, il existe un mod�ele simplement

pr�ef�erentiel d�e�nissant une relation j=

m

et v�eri�ant : �etant donn�ees 	 et � deux formules quel-

conques du langage L, 	 j�

m

� , 	 j=

m

�
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ej

ej

 : ei<ej

ej  :  état j

mi  :  monde i

mi  : l(ej) = {les mi}

mk mlei

Légende : 

e0 e1m1 m5

Figure 3.6 : Exemple d'un mod�ele simplement pr�ef�erentiel

Propri�et�es de d�eduction Syst�eme Relation de

cons�equence

issue du

syst�eme

Mod�ele Relation de

cons�equence

issue du

mod�ele

Les propri�et�es de base :

r�eexivit�e,

�equivalence logique

gauche,

a�aiblissement

droit,

coupure,

monotonie

prudente.

C j�

c

cumulatif j=

c

Les propri�et�es de base et

la boucle.

CL j�

cl

cumulatif ordonn�e j=

cl

Les propri�et�es de base et

le OU.

P j�

p

pr�ef�erentiel j=

p

Les propri�et�es de base plus

le OU et la monotonie

rationnelle.

R j�

r

rang�e j=

r

Les propri�et�es de base plus

la monotonie, l'EHD et la

transitivit�e.

CM j�

cm

simplement cumu-

latif

j=

cm

Les propri�et�es de base et

la contraposition.

M j�

m

simplement

pr�ef�erentiel

j=

m

Tableau 3.1 : Les syst�emes de Kraus, Lehmann et Magidor { R�ecapitulation et s�emantique.
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Système C

Système CL

Système R

Système M

Remarque : les systèmes CM et P sont incomparables.

D
e 

p
lu

s 
en

 p
lu

s 
p
u
is

sa
n
t

Système CM Système P

Figure 3.7 : Les syst�emes de Kraus, Lehmann et Magidor { Classement par ordre de puissance.

3.4.1.6 Conclusion sur les travaux de Kraus, Lehmann et Magidor

Kraus, Lehmann et Magidor ont ainsi d�e�ni 6 familles de mod�eles et les relations de cons�equence

associ�ees. Chaque famille est caract�eris�ee par un syst�eme logique. Ces syst�emes ne sont pas �equi-

valents. Ils sont r�ecapitul�es dans le tableau 3.1 page ci-contre et repr�esent�es par ordre de puissance

sur la �gure 3.7.

Signalons d'autre part qu'il existe plusieurs variantes du syst�eme P et des relations d'inf�erence

rationnelle propos�ees par les mêmes auteurs. Ces variantes sont pr�esent�ees dans le tableau 3.2

page suivante.

Les passages d'une variante �a l'autre sont donn�es par les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 3.4.2 (d�emonstration dans [KLM90]) Les propri�et�es d'a�aiblissement droit, de condi-

tionnalisation et du ET impliquent la propri�et�e de la coupure.

Propri�et�e 3.4.3 (d�emonstration dans [KLM90]) Les propri�et�es de r�eexivit�e, d'�equivalence lo-

gique gauche, d'a�aiblissement droit, de coupure et de monotonie prudente impliquent la propri�et�e

du ET.

Propri�et�e 3.4.4 (d�emonstration dans [KLM90]) Les propri�et�es de r�eexivit�e, d'�equivalence lo-

gique gauche, d'a�aiblissement droit, de coupure, de monotonie prudente et du OU impliquent la

propri�et�e de conditionnalisation.

Propri�et�e 3.4.5 Les propri�et�es de r�eexivit�e, d'�equivalence logique gauche, d'a�aiblissement

droit, de la conditionnalisation et du ET impliquent la propri�et�e du OU.

Preuve : (sugg�er�ee par Lehmann lors d'une communication personnelle)

Supposons que p j� r et q j� r ;

avec l'�equivalence logique gauche, on a j= p $ (p _ q) ^ p et p j� r qui impliquent

((p _ q) ^ p) j� r ;

de même, j= q $ (p _ q) ^ q et q j� r impliquent ((p _ q) ^ q) j� r ;

en appliquant la conditionnalisation sur ces deux formules, on obtient (p_q) j� (p! r)

et (p _ q) j� (q ! r) ;
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Propri�et�es de d�eduction [KLM90] [LM92] [FL94]

sys. P sys. R sys. P sys. R sys. R qui

pr�eservent la

consistance

r�eexivit�e X X X X X

�equivalence logique gauche X X X X X

a�aiblissement droit X X X X X

coupure X X

monotonie prudente X X X X

OU X X X X

monotonie rationnelle X X X

ET X X X

conditionnalisation

(propri�et�e S)

X

pr�eservation de la consistance X

Tableau 3.2 : Les variantes du syst�eme P et des relations rationnelles

puis, avec le ET, on a (p _ q) j� (p! r) ^ (q! r) ;

or, on sait que j= ((p ! r) ^ (q ! r)) ! ((p _ q) ! r) et (p _ q) j� (p ! r) ^ (q ! r)

impliquent (p _ q) j� ((p _ q)! r) ;

de plus, la r�eexivit�e implique que (p_ q) j� (p_ q), ce qui nous donne avec la formule

pr�ec�edente en appliquant le ET : (p _ q) j� ((p _ q)! r) ;

sachant que j= ((p _ q) ^ r) ! r, un dernier passage par l'a�aiblissement droit nous

su�t alors pour conclure que (p _ q) j� r. 2

Propri�et�e 3.4.6 Les propri�et�es de r�eexivit�e et d'a�aiblissement droit impliquent la propri�et�e de

supra-classicit�e (voir d�e�nition 3.4.20 page suivante issue de [GM94]).

Preuve : Supposons que p ` q ; on sait alors que ` (p ! q) ; de plus, avec la

r�eexivit�e, on a p j� p ; donc en appliquant l'a�aiblissement droit avec ` (p ! q) et

p j�p, on obtient p j� q. 2

Propri�et�e 3.4.7 Les propri�et�es de monotonie rationnelle, de pr�eservation de la consistance, de

supra-classicit�e et du ET impliquent la propri�et�e de monotonie prudente.

Preuve : (sugg�er�ee par Lehmann lors d'une communication personnelle)

Supposons que p j� q et p j� r ;

nous avons ici deux cas possibles :

si p j6� (:q), alors en appliquant la monotonie rationnelle avec p j� r et p j6� (:q),

on obtient (p ^ q) j� r ;

si p j� (:q), alors en appliquant le ET avec p j� q et p j� (:q), on obtient p j�? ;

donc avec la pr�eservation de la consistance p ` ? ; donc (p ^ q) ` ? ; donc

(p^q) ` x, 8x en particulier pour x = r ; donc, avec la supra-classicit�e (p^q) j� r.

2
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3.4.2 Les propri�et�es de G�ardenfors et Makinson et leur s�emantique

G�ardenfors et Makinson ont explor�e les di��erentes voies dans lesquelles le concept d'\expectation"

peut être utilis�e pour faire un raisonnement non-monotone (voir [GM94]). L'id�ee est que, lors

d'un raisonnement, on utilise des informations dans lesquelles on croit fermement mais aussi des

informations attendues ou esp�er�ees (ce que l'on nomme en anglais : \expectations"). Un tel concept

peut prendre plusieurs formes : les ensembles d'\expectations", et les ordres d'\expectations". D'un

côt�e, les \expectations" peuvent donc être consid�er�ees comme des propositions exprim�ees avec le

même langage que les croyances certaines. Ainsi on peut parler d'ensembles d'\expectations" et

utiliser ces ensembles pour d�e�nir une nouvelle relation d'inf�erence non-monotone : � j�� ssi � est

impliqu�e logiquement par � avec les ensembles d'\expectations" (le plus possible d'\expectations"

qui soient consistantes avec �). De l'autre côt�e, les \expectations" peuvent être consid�er�ees comme

un ordre entre des propositions, en particulier celles en lesquelles on ne croit pas fermement :

� j�� ssi � est impliqu�e logiquement par � avec toutes les propositions qui sont su�samment bien

attendues �a la lumi�ere de �. Le probl�eme technique est bien-sûr de savoir d�e�nir le \su�samment

bien attendues". Ces 2 id�ees sont li�ees et reviennent �a peu-pr�es au même (voir l'�etude pr�esent�ee

en section 2.2.5 page 24).

Remarquons avant toute chose que G�ardenfors et Makinson se placent syst�ematiquement dans une

optique de r�evision, ce qui signi�e que leur ensemble de d�epart est en g�en�eral consistant et que

c'est l'ajout d'une nouvelle croyance qui am�ene l'inconsistance.

G�ardenfors et Makinson se basent sur les hypoth�eses suivantes. Le langage utilis�e L est propo-

sitionnel et ferm�e pour les 4 connecteurs logiques. Il n'y aura aucun rajout de r�egle par d�efaut,

d'op�erateur modal, etc. Toutes les \expectations" seront exprim�ees avec L. Le langage ainsi utilis�e

est suppos�e compact, comme chez Kraus, Lehmann et Magidor.

3.4.2.1 Les propri�et�es de G�ardenfors et Makinson

G�ardenfors et Makinson proposent les propri�et�es suivantes.

D�e�nition 3.4.20 Une relation j� est une relation d'inf�erence non-monotone ssi elle poss�ede les

4 propri�et�es suivantes :

la supra-classicit�e :

� ` �

� j� �

,

l'�equivalence logique gauche :

j= �$ � ;� j�

� j�

,

l'a�aiblissement droit (\right weakening") :

j= �! � ;  j��

 j� �

,

le ET :

� j�� ;� j� 

� j� � ^ 

.

Remarques :

La supra-classicit�e implique la propri�et�e de r�eexivit�e.

L'a�aiblissement droit avec le ET et la compacit�e de ` impliquent la propri�et�e de fermeture :

� j��

i

pour tout �

i

2 B ;B ` 

� j� 

.

D�e�nition 3.4.21 On appelle ensemble des postulats de base l'ensemble suivant de propri�et�es :

les 4 propri�et�es servant �a la d�e�nition d'une relation d'inf�erence non-monotone,
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la conditionnalisation faible :

� j� �

j��! �

,

la monotonie rationnelle faible :

j6�:� ; j��! �

� j� �

,

la pr�eservation de la consistance :

� j�?

� ` ?

(avec ? repr�esentant la contradiction).

D�e�nition 3.4.22 On appelle ensemble �etendu des postulats l'ensemble suivant de propri�et�es :

les postulats de base,

la cumulativit�e :

� j� � ; � ` �

� j� , � j� 

,

le OU :

� j�  ; � j� 

� _ � j� 

,

la monotonie rationnelle :

� j�  ;� j6�:�

� ^ � j� 

.

Remarques :

La rationalit�e disjonctive est une cons�equence de l'ensemble �etendu de postulats.

La cumulativit�e, avec les postulats de base, est �equivalente �a la coupure plus la monotonie

prudente (voir la propri�et�e 4.3.1 page 170 explicitant le lien entre toutes ces propri�et�es).

La cumulativit�e, avec les postulats de base, est �equivalente �a la r�eciprocit�e :

� j�� ; � j��

� j�  , � j�

Le OU, avec les postulats de base, est �equivalent �a la conditionnalisation (appel�ee propri�et�e

S dans [KLM90]) :

� ^ � j� 

� j� � ! 

La monotonie rationnelle s'exprime ici de mani�ere di��erente mais elle est �equivalente �a celle

de Kraus, Lehmann, Magidor.

3.4.2.2 Le cas des ensembles d'\expectations"

Notons � un ensemble de formules de L jouant le rôle d'un ensemble d'\expectations"

11

, et

rappelons les d�e�nitions suivantes donn�ees dans [G�ar91, GM94] :

D�e�nition 3.4.23 Un ensemble D est un sous-ensemble maximal de � qui ne peut impliquer

logiquement � ssi :

1. D � �,

2. � 62 C

n

(D),

3. � 2 C

n

(D

0

) pour tout D

0

tel que D � D

0

� �.

L'ensemble de tous les sous-ensembles maximaux de � ne pouvant impliquer � est not�e �?�.

11

Ici, les \expectations" correspondent exactement �a la notion de croyances.
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Pour v�eri�er si � j� �, on utilise �?:�. Toutefois, il subsiste un probl�eme important : en g�en�eral

l'ensemble �?:� n'est pas un singleton. Comment choisir entre tous les ensembles maximaux ?

Pour cela, on rajoute une fonction de s�election S

�

qui d�epend de �. Cette fonction prend en

argument l'ensemble de tous les ensembles maximaux et elle renvoie les ensembles pr�ef�er�es.

Remarquons que �?:� est l'ensemble des sous-ensembles maximaux �-consistants de �.

D�e�nition 3.4.24 Une op�eration d'inf�erence \expectative" C

�;S

est d�e�nie pour tout � 2 L par

l'�equation

12

:

C

�;S

(�) = \fC

n

(f�g [ D) tel que D 2 S(�?:�)g avec � un ensemble non vide

d'\expectations" et S une fonction de s�election ;

C

�;S

est dite ferm�ee quand � = C

n

(�) ;

C

�;S

est dite g�en�er�ee avec consistance quand � est consistant.

On d�e�nit donc � j�

�;S

� par � 2 C

�;S

(�) (c'est-�a-dire � est impliqu�e logiquement par toutes les

unions de � avec un sous-ensemble de � maximal �-consistant pr�ef�er�e).

Remarques :

L'approche par ensembles d'\expectations" est une approche prudente, donc correspond �a

ce que j'appelle le principe Uni.

Dans le cas o�u � est ferm�e pour la d�eduction (� = C

n

(�)), pour tout � et pour tout

D 2 S(�?:�) les ensembles C

n

(f�g[D) peuvent être vus comme des mondes dans lesquels

� est vrai. On rejoint ainsi la terminologie de Shoham et ses mod�eles pr�ef�er�es (voir [Sho87]).

G�ardenfors et Makinson obtiennent alors le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.7.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.7 Une relation d'inf�erence non-monotone j� satisfait les

postulats de base ssi il existe une relation d'inf�erence \expectative" ferm�ee et g�en�er�ee avec consis-

tance j�

�;S

telle que � j� � ssi � j�

�;S

� pour tous � et � de L.

Si on impose des restrictions �a la fonction de s�election S, on obtient une relation d'inf�erence

v�eri�ant d'autres propri�et�es que celles apparaissant dans les postulats de base.

Prenons, par exemple, la condition (SC) suivante :

D�e�nition 3.4.25 La condition (SC) est :

si S(�?:�) � �?:� � �?:� alors S(�?:�) = S(�?:�).

Cette condition signi�e intuitivement : si les sous-bases �-consistantes pr�ef�er�ees sont des sous-bases

�-consistantes, elles-même �etant des sous-bases �-consistantes, alors les sous-bases �-consistantes

pr�ef�er�ees sont les sous-bases �-consistantes pr�ef�er�ees.

G�ardenfors et Makinson obtiennent ainsi le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.8.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.8 Une relation d'inf�erence non-monotone j� satisfait les

postulats de base et la propri�et�e de cumulativit�e ssi il existe une relation d'inf�erence \expecta-

tive" ferm�ee et g�en�er�ee avec consistance j�

�;S

v�eri�ant la condition (SC) telle que � j� � ssi

� j�

�;S

� pour tous � et � de L.

Un autre cas possible pour restreindre la fonction S est l'utilisation de pr�ef�erences dans la d�e�nition

de S.

12

Dans une optique de r�evision, � est l'ensemble initial et � est la formule avec laquelle on r�evise.
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D�e�nition 3.4.26 Une fonction de s�election S est relationnelle sur � ssi il existe une relation

� sur les sous-ensembles de � telle que, pour toute formule � consistante, on a :

S(�?:�) = fD 2 �?:� tel que D � D

0

pour tout D

0

2 �?:�g.

S est dite relationnelle transitivement ssi S est relationnelle en utilisant une relation transitive �.

G�ardenfors et Makinson obtiennent ainsi le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.9.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.9 Une relation d'inf�erence non-monotone j� satisfait l'en-

semble �etendu des postulats de base ssi il existe une relation d'inf�erence \expectative" ferm�ee,

g�en�er�ee avec consistance et relationnelle transitivement j�

�;S

telle que � j� � ssi � j�

�;S

� pour

tous � et � de L.

3.4.2.3 Le cas des ordres d'\expectations"

Bien qu'il soit possible de trouver des th�eor�emes de repr�esentation, l'utilisation des fonctions de

s�election comme m�ecanisme pour g�en�erer des inf�erences non-monotones n'est pas satisfaisant dans

le cadre du calcul de ces inf�erences, la d�e�nition fonctionnelle de la fonction S n'�etant en g�en�eral

pas disponible.

G�ardenfors et Makinson ont donc propos�e d'utiliser des ordres sur les formules de �. Ces ordres

sont destin�es �a repr�esenter les divers degr�es de certitude des formules. L'ordre \expectatif" va

concerner toutes les formules, on n'a plus besoin d'isoler un ensemble d'\expectations". On travaille

donc �a partir de (L;�) et � � � signi�era que � est au moins autant attendu, esp�er�e que �.

Cette relation de pr�e-ordre poss�ede les propri�et�es suivantes :

la transitivit�e : si � � � et � �  alors � �  (propri�et�e P

1

),

la dominance : si � ` � alors � � � (propri�et�e P

2

),

la conjonctivit�e : pour tous � et �, � � � ^ � ou � � � ^ � (propri�et�e P

3

).

Remarque : ces trois conditions impliquent que l'ordre est total.

D�e�nition 3.4.27 j� est une relation d'inf�erence \expectative" comparative ssi il existe un ordre

� satisfaisant les 3 propri�et�es P

1

�a P

3

et tel que la condition (C j� ) soit v�eri��ee :

� j�  ssi  2 C

n

(f�g [ f� tel que :� < �g).

Remarque la condition (C j� ) peut aussi s'exprimer de la fa�con suivante : � j�  ssi, soit � ` ,

soit il existe � 2 L tel que � ^ � `  et :� < �.

G�ardenfors et Makinson obtiennent alors le th�eor�eme de repr�esentation 3.4.10.

Th�eor�eme de repr�esentation 3.4.10 j� est une relation d'inf�erence non-monotone sur L sa-

tisfaisant l'ensemble �etendu des postulats ssi j� est une relation d'inf�erence \expectative" compa-

rative.

Le lien entre cette approche utilisant les ordres \expectatifs" et les mod�eles pr�ef�er�es de Shoham

(cf [Sho87]) est le suivant :

Th�eor�eme 3.4.3 Pour tout ordre \expectatif", on peut trouver un mod�ele pr�ef�erentiel ad�equat

tel que l'inf�erence \expectative" soit identique �a l'inf�erence issue de ce mod�ele, et vice-versa.

Avec la d�e�nition suivante d'un mod�ele pr�ef�erentiel ad�equat :
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D�e�nition 3.4.28 Soit le triplet M = (S; j=;@) avec S un ensemble non vide d'�etats, j= une

relation de satisfaction entre les �el�ements de S et les formules de L, et @ une relation entre �etats.

M est un mod�ele pr�ef�erentiel ad�equat ssi il v�eri�e les 4 propri�et�es suivantes :

1. la classicit�e : 8s 2 S et �, � 2 L,

s j= :� ssi s 6j= �, et

s j= �^ � ssi s j= � et s j= � ;

2. l'extension : pour tout � consistant au sens de C

n

, il existe un s 2 S tel que s j= � ;

3. bas�e sur une relation de pr�ef�erence @ qui est irr�eexive, transitive et rang�ee ;

4. limit�e de mani�ere �nie

13

: c'est-�a-dire que pour toute formule � qui est satisfaite par un �etat

non pr�ef�er�e, il existe un �etat pr�ef�er�e qui la satisfait.

G�ardenfors et Makinson donnent alors un th�eor�eme r�ecapitulatif :

Th�eor�eme 3.4.4 Soit j� une relation entre des formules de L, les 4 conditions suivantes sont

�equivalentes :

1. j� est d�etermin�ee par j�

�;S

une relation d'inf�erence \expectative", transitivement relation-

nelle, g�en�er�ee avec consistance et ferm�ee ;

2. j� est d�etermin�ee par un ordre \expectatif" � sur L en utilisant la condition (C j� ) ;

3. j� est d�etermin�ee par un mod�ele pr�ef�erentiel ad�equat ;

4. j� satisfait les propri�et�es de supra-classicit�e, �equivalence logique gauche, ET, cumulativit�e,

OU, monotonie rationnelle et pr�eservation de la consistance.

3.4.3 Quelle est la classe de relations concern�ee par l'�etude des propri�e-

t�es de d�eduction ?

Comme nous avons pu le constater dans toute cette section, les propri�et�es de d�eduction sont

d�e�nies pour des relations d'inf�erence non-monotone du type 	 j�

p;m

E;<

�, et non pour celles du type

(E;<) j�

p;m

�. Cela signi�e donc que toute mon �etude portant sur les propri�et�es de d�eduction se

fera sur des relations d'inf�erence du type G-p-m (donc de la classe 2).

13

On retrouve ici la condition de r�egularit�e de [KLM90].
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Chapitre 4

R�esultats de la comparaison

th�eorique

4.1 Complexit�e

4.1.1 Champ de l'�etude de complexit�e

J'ai choisi d'�etudier ici la complexit�e des 21 relations d'inf�erence (E;<) j�

p;m

H de la classe 1 avec

les notations suivantes :

E = la base initiale (ensemble de formules propositionnelles) suppos�ee �nie,

< = ordre entre les formules de E,

p = principe d'inf�erence,

m = m�ecanisme de d�e�nition de sous-ensembles consistants de E avec un ordre entre ces

sous-ensembles induit de <,

H = formule de la logique propositionnelle.

Rappelons, qu'en fait, les 12 autres relations d'inf�erence (	 j�

p;m

E;<

�) de la classe 2 vont elles aussi

être trait�ees par cette �etude (voir sections 2.6.6 page 46 et 4.1.4 page 144).

Pourquoi se limiter au cas de la logique propositionnelle ? Tout simplement parce que le m�ecanisme

d'inf�erence classique auquel on va se ramener, qui est d�ecidable en logique des propositions, est

ind�ecidable en logique du premier ordre. Ce qui signi�e qu'il n'existe pas d'algorithme pouvant

r�esoudre le probl�eme dans le cas du premier ordre sur toutes ses instances. Or les calculs de

complexit�e s'appuient sur l'existence de tels algorithmes de r�esolution.

Je traiterai d'abord le cas g�en�eral o�u (E;<) est un ensemble pr�e-ordonn�e de formules proposition-

nelles quelconques et o�u H est une formule propositionnelle quelconque.

Nous verrons dans la section 4.1.3 page 110 quatre cas particuliers pour (E;<) et H (une formule

par strate, la forme conjonctive normale, les conjonctions de clauses de Horn, une formule par strate

avec des conjonctions de clauses de Horn) qui, pour deux d'entre eux, r�eduisent consid�erablement

la complexit�e des probl�emes pos�es.

Notons que l'�etude de complexit�e porte sur des probl�emes et non sur des relations. Les probl�emes

que j'�etudie sont donc les suivants :

D�e�nition 4.1.1 Soient une base ordonn�ee (E;<), une formule H, un m�ecanisme de s�election

m et un principe d'inf�erence p, les probl�emes �etudi�es sont : (E;<) j�

p;m

H ?
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Ces probl�emes seront not�es p-m, c'est-�a-dire de la même fa�con que les classes de relations d'inf�e-

rence associ�ees. Ce choix de notation est destin�e �a faciliter la lecture de ce document en �evitant

la multiplication des sigles.

Remarques importantes :

Dans toute cette section, ainsi que dans la section 4.1.3 page 110, j'utiliserai sans les rap-

peler divers th�eor�emes et d�e�nitions de la th�eorie de la complexit�e qui sont r�epertori�es dans

l'annexe A page 235

1

.

D'autre part, les d�emonstrations donn�ees dans cette section pourront parâ�tre r�ep�etitives,

voire redondantes. En e�et, la m�ethode suivie est toujours la même quel que soit le probl�eme

trait�e ; elle consiste en deux �etapes :

premi�erement, exhiber un algorithme permettant de r�esoudre ce probl�eme ; on obtient

ainsi une borne sup�erieure pour la complexit�e du dit-probl�eme (on parle de preuve

d'appartenance �a une classe de complexit�e) ;

deuxi�emement, a�ner le r�esultat obtenu pr�ec�edemment soit en trouvant une borne

inf�erieure (par preuve de compl�etude), soit en prouvant l'impossibilit�e d'appartenance

�a des sous-classes de la classe de complexit�e concern�ee ; dans tous les cas, cela revient �a

trouver une transformation polynomiale permettant de passer d'un probl�eme \connu"

(au sens de la complexit�e) au probl�eme �etudi�e.

De plus, les probl�emes trait�es ont de nombreux points communs, ce qui permet d'utiliser

souvent le même type d'algorithmes pour la preuve d'appartenance ou les mêmes probl�emes

pour les preuves de compl�etude. Ainsi, il n'est pas surprenant de constater que certaines

preuves sont presque identiques �a d'autres. On pourrait être tent�e de \factoriser" ces d�e-

monstrations s'il n'y avait justement ce \presque" qui repr�esente les sp�eci�cit�es de chaque

probl�eme et impose par l�a-même la multiplication des d�emonstrations. Aux lecteurs press�es,

je conseillerai donc de passer directement �a la section 4.1.4 page 144 dans laquelle je r�ecapi-

tule tous les r�esultats de complexit�e obtenus. Quant �a ceux int�eress�es par les preuves, voici

quelques �ls d'Ariane pour les guider dans le labyrinthe des d�emonstrations :

les preuves pour les probl�emes Exi-m, qui sont tous de même complexit�e (par exemple

�

p

2

-complets dans le cas g�en�eral), sont presque toutes identiques (algorithmes tr�es res-

semblants, utilisation du même probl�eme pour la partie compl�etude) ;

les preuves pour les probl�emesArg-m, qui sont tous de même complexit�e (par exemple,

dans le cas g�en�eral, �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

), si �

p

2

6= �

p

2

), sont presque toutes identiques (al-

gorithmes tr�es ressemblants, pas de preuve de compl�etude mais utilisation des mêmes

probl�emes pour a�ner la borne sup�erieure de complexit�e) ;

le cas des Uni-m est un peu plus complexe car certains appartiennent �a une classe de

complexit�e et d'autres �a une autre classe ; on a donc deux techniques distinctes :

les probl�emes Uni-m qui sont �

p

2

-complets sont trait�es �a partir de leurs co-

probl�emes (qui sont �

p

2

-complets) de la même fa�con que les Exi-m ;

les autres sont autant de cas particuliers �a traiter ; en particulier ceux faisant

intervenir la notion de cardinalit�e qui induisent un ph�enom�ene de \masquage"

constituant le c�ur des d�emonstrations de complexit�e de ces probl�emes ; de même,

le cas de Uni-S est tout �a fait sp�ecial, puisqu'on constate que ce probl�eme est

�equivalent �a l'inf�erence classique et qu'il n'apporte donc rien dans le cadre d'un

raisonnement non-monotone ;

1

Aux lecteurs int�eress�es par le contenu des preuves, je conseille une lecture rapide de l'annexe cit�ee, dans laquelle

se trouvent les th�eor�emes et d�e�nitions utilis�es, mais surtout les d�emonstrations de la complexit�e de quelques

processus de r�evision de croyances. Ce sont les m�ecanismes mis en �uvre dans ces d�emonstrations qui m'ont

largement inspir�ee pour la suite.
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on cherche �a exploiter au maximum les cas particuliers pour traiter les cas g�en�eraux

2

;

c'est par exemple les cas entre les m�ecanismes T et Incl, ou entre Car et Lex ;

de même, on utilise au mieux les liens, les �equivalences entre certains probl�emes (par

exemple, ceux induits par les m�ecanismes T et S, ou ceux issus de Incl et E

�

).

Tous les r�esultats de cette section ont fait l'objet de publications (voir [CLS93, LS94, CLS94b]).

4.1.2

�

Etude de complexit�e dans le cas g�en�eral

4.1.2.1

�

Etude de la complexit�e de Uni-T

Rappel : Le probl�eme Uni-T est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte de E

3

en utilisant les th�eses d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

8;T

H.

Th�eor�eme 4.1.1 Uni-T est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Notons que ce m�ecanisme d'inf�erence non-monotone correspond exactement au m�eca-

nisme de r�evision Sbr �etudi�e par Nebel dans [Neb91] (voir l'annexe A page 235). La

d�emonstration propos�ee par Nebel s'applique donc parfaitement au m�ecanismeUni-T.

Je vais quand même la reprendre dans son int�egralit�e

4

.

Raisonner sur Uni-T n�ecessite de passer en revue toutes les th�eses de E pour savoir

si H est cons�equence forte. On va donc faire la d�emonstration plutôt sur le probl�eme

co-Uni-T (E j6�

8;T

H) car dans ce cas-l�a il su�ra de trouver une seule th�ese qui n'inf�ere

pas H

5

. On propose l'algorithme 4.1 pour co-Uni-T.

Algorithme 4.1 : co-Uni-T (E, H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

1 v�eri�er que Y est une th�ese de E

v�eri�er que Y n'inf�ere pas H

�n

Pour r�esoudre le point 1 de l'algorithme 4.1, on peut v�eri�er la consistance de Y puis

prendre chaque �el�ement z de E n Y et v�eri�er l'inconsistance de Y [ fzg.

On obtient ainsi pour co-Uni-T le nouvel algorithme 4.2 page suivante

6

.

Quant �a la r�esolution des points 1, 2, et 3 de l'algorithme ci-dessus, elle peut se faire en

utilisant un oracle non d�eterministe polynomial, puisque le probl�eme \Soit un ensemble

de formules BC et une formule H, BC 6` H ?" est NP et que le probl�eme \Soit un

ensemble de formules BC et une formuleH, BC ` H ?" est co-NP. L'algorithme donn�e

pour co-Uni-T est donc non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial et il fait

2

En e�et, la classe de complexit�e dans le cas g�en�eral constitue une borne sup�erieure �a la complexit�e dans le cas

particulier. De même, la compl�etude dans le cas particulier implique la compl�etude dans le cas g�en�eral si les deux

cas correspondent �a une même classe de complexit�e.

3

Ici, l'ordre < ne sert �a rien, j'utiliserai donc la notation E au lieu de (E;<). Cette remarque est valable pour

Uni (Exi, Arg)-T (S, Car, E).

4

Pourquoi la reprendre au lieu de se contenter de citer le r�esultat de Nebel ? Parce que les m�ecanismes mis en

�uvre ici vont être rediscut�es lors de l'�etude des cas particuliers (voir section 4.1.3 page 110).

5

Cette remarque est valable pour toutes les d�emonstrations portant sur une relation d'inf�erence utilisant la

cons�equence forte. Elle ne sera donc pas r�ep�et�ee.

6

Cette technique de ra�nage de l'algorithme initial sera syst�ematiquement utilis�ee pour toute �etude d'apparte-

nance concernant les relations d'inf�erence utilisant des th�eses. Elle ne sera donc pas r�ep�et�ee.
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Algorithme 4.2 : co-Uni-T (E, H) (version ra�n�ee)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

1 v�eri�er que Y est consistant

pour chaque �el�ement z de E n Y faire

2 v�eri�er que Y [ fzg est inconsistant

3 v�eri�er que Y n'inf�ere pas H

�n

appel �a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. Ainsi, le probl�eme co-Uni-T

appartient �a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

. Le probl�eme Uni-T appartient alors

�a la classe de complexit�e �

p

2

.

Attention, il s'agit l�a d'une limite maximale

7

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

On esp�ere montrer que Uni-T est �

p

2

-complet, donc que co-Uni-T est �

p

2

-complet. On

connâ�t des probl�emes �

p

2

-complets, et si on arrive �a ramener un de ces probl�emes �a co-

Uni-T par une transformation polynomiale, on aura d�emontr�e la compl�etude

8

. Prenons

par exemple le probl�eme 2-Qbf (voir entre autres [Neb91], [Joh90] et la d�emonstration

de Sbr dans l'annexe A page 235). La question est de savoir si on peut passer de 2-Qbf

�a co-Uni-T grâce �a une transformation polynomiale.

Soit \9a8bG(a; b)" une instance de 2-Qbf, posons :

E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

;:G(a; b)g, et H = :G(a; b).

Remarques :

les th�eses de E sont de la forme :

soit fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i, et fl

1

; : : : ; l

n

g inconsistant avec

:G(a; b),

soit fl

1

; : : : ; l

n

;:G(a; b)g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i, et fl

1

; : : : ; l

n

g consistant

avec :G(a; b),

on a dans E toutes les \valeurs" possibles pour les variables propositionnelles

a

1

; : : : ; a

n

dont on cherche s'il existe un mod�ele,

on n'impose aucune contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

, dont

tous les mod�eles doivent être pris en compte.

On a alors :

9a8bG(a; b) satis�able

,

il existe une assignation des variables propositionnelles a

1

; : : : ; a

n

telle que sans la

moindre contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

(donc pour toute

assignation de b

1

; : : : ; b

m

) on a G(a; b) vraie

9

,

9fl

1

; : : : ; l

n

g telle que fl

1

; : : : ; l

n

g j= G(a; b)

,

7

Cette remarque est valable pour toutes les d�emonstrations d'appartenance �a une classe de complexit�e. Elle ne

sera donc pas r�ep�et�ee.

8

Ce m�ecanisme de raisonnement est syst�ematiquement utilis�e d�es que l'on cherche �a prouver la compl�etude.

9

Cette �etape du raisonnement sur 2-Qbf permettant le passage de \9a8bG(a;b) satis�able" �a \9fl

1

; : : : ; l

n

g telle

que fl

1

; : : : ; l

n

g ` G(a; b)" est syst�ematique et ne sera donc pas r�ep�et�ee.
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9fl

1

; : : : ; l

n

g telle que fl

1

; : : : ; l

n

g inconsistante avec :G(a; b)

,

9 une th�ese fl

1

; : : : ; l

n

g 6` :G(a; b)

,

E j6�

8;T

H

On a donc montr�e que 2-Qbf / co-Uni-T. Or 2-Qbf est �

p

2

-complet et on a vu que

co-Uni-T 2 �

p

2

. On en d�eduit que co-Uni-T est �

p

2

-complet et donc que Uni-T est

�

p

2

-complet. 2

4.1.2.2

�

Etude de la complexit�e de Exi-T

Rappel : Le probl�eme Exi-T est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible de E

en utilisant les th�eses d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

9;T

H.

Th�eor�eme 4.1.2 Exi-T est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.3 pour Exi-T.

Algorithme 4.3 : Exi-T (E, H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

v�eri�er que Y est une th�ese de E

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Cet algorithme est non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial et il fait appel

�a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. Le probl�eme Exi-T appartient donc

�a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Reprenons le probl�eme 2-Qbf et essayons de passer de 2-Qbf �a Exi-T grâce �a une

transformation polynomiale.

Soit \9a8bG(a; b)", une instance de 2-Qbf, posons :

H = G(a; b) et E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g.

Les remarques faites lors de la d�emonstration de Uni-T sont toujours valables, excep-

tion faite de la premi�ere qui devient :

la base E est �egale �a fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g, ce qui signi�e que quelle que soit

la th�ese Y , c'est-�a-dire une sous-base maximale consistante, on a Y = fl

1

; : : : ; l

n

g

avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1 : : :n.

Montrons alors que : \fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-T"

�equivaut �a \9a8bG(a; b) satis�able" :

fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-T

,

il existe un sous-ensemble Y de E tel que Y soit une th�ese et inf�ere G(a; b)
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,

il existe un sous-ensemble Y = fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1; : : : ; n

tel que Y ` G(a; b)

,

il existe fl

1

; : : : ; l

n

g qui inf�ere G(a; b)

,

9a8bG(a; b) est satis�able

On a donc montr�e que 2-Qbf / Exi-T. Or 2-Qbf est �

p

2

-complet et Exi-T 2 �

p

2

. On

en d�eduit que Exi-T est �

p

2

-complet

10

. 2

4.1.2.3

�

Etude de la complexit�e de Arg-T

Rappel : Le probl�emeArg-T est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumentative

de E en utilisant les th�eses d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

A;T

H.

Th�eor�eme 4.1.3 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-T 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

J'ai choisi d'exprimer ce r�esultat sous cette forme a�n de bien \visualiser" la place occup�ee par le

probl�eme �etudi�e dans la classe �

p

3

, plutôt que d'utiliser la forme \Arg-T 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile

et �

p

2

-di�cile".

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.4 pour Arg-T.

Algorithme 4.4 : Arg-T (E, H)

d�ebut

v�eri�er que E j6�

9;T

:H

v�eri�er que E j�

9;T

H

�n

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-T)

11

.

La complexit�e de Arg-T est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

L'�etude de la compl�etude est plus di�cile. En e�et, on connâ�t quelques probl�emes

�

p

3

-complets, par exemple le probl�eme du double sac �a dos de [Joh90], ou quelques

probl�emes d'abduction de [EG93]. Toutefois, je n'ai pas r�eussi �a ramener polynomia-

lement un de ces probl�emes �a Arg-T

12

. On ne peut donc pas prouver simplement la

compl�etude, si compl�etude il y a.

10

Ce r�esultat n'est pas surprenant. Dans [EG93], Eiter et Gottlob ont d�e�ni le probl�eme abductif suivant :

instance : P = (V;H;M;T ) un Pap (probl�eme d'abduction propositionnel) avec V un ensemble de

variables propositionnelles, H un ensemble d'hypoth�eses (atomes propositionnels),M un ensemble de

manifestations (formules propositionnelles), T une th�eorie consistante (formules propositionnelles) ;

question : Existe-t-il une explication pour P ? (une explication est un sous-ensemble H

0

tel que

H

0

� H , T [H

0

est consistant, (T [H

0

) j=M).

Ce probl�eme peut être transform�e en Exi-T de la mani�ere suivante : E = T [H et G =M .

11

Voir la d�emonstration de la complexit�e du m�ecanisme de r�evision Fmr (th�eor�eme A.2.1 page 238 de l'annexe A

page 235) pour l'utilisation dans un algorithme de deux oracles, l'un de complexit�e X et l'autre de complexit�e co-X.

12

Le probl�eme du double sac �a dos de [Joh90] se ram�ene sans di�cult�e majeure �a un probl�eme de d�eduction en

logique des pr�edicats. Malheureusement, il faut que la logique utilis�ee dans le probl�eme Arg-T �etudi�e ici soit la

logique propositionnelle, sinon les probl�emes de satis�abilit�e deviennent ind�ecidables et donc n'appartiennent plus

�a NP.
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Par contre, on peut peut-être ra�ner le r�esultat d'appartenance �a une classe comme

Nebel l'a fait dans le calcul des complexit�es de Fmr et Ubr (voir dans [Neb91] et dans

l'annexe A page 235), c'est-�a-dire montrer que Arg-T 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

).

Pour cela on compare le probl�eme Arg-T �a des probl�emes de classe inf�erieure dans la

hi�erarchie polynomiale.

On constate alors que :

le probl�eme Exi-T se ram�ene polynomialement �a Arg-T :

Soit \E;H", une instance de Exi-T, posons :

- f(E) = E [ fH ! Gg avec G nouvelle variable propositionnelle

(G n'apparâ�t pas dans E),

- f(H) = G.

Remarques pr�eliminaires :

H ! G est consistante avec n'importe quelle th�ese Y

0

de E : soit Y

0

th�ese.

Y

0

est consistante, donc admet un mod�ele M

0

. Or G n'apparâ�t pas dans E,

donc n'apparâ�t pas dans Y

0

. On peut ainsi �etendre le mod�eleM

0

de Y

0

�a un

mod�eleM en rajoutant la valeur vrai pour la variable propositionnelle G. On

a ainsi M mod�ele de Y

0

et mod�ele de H ! G. H ! G est donc consistante

avec toute th�ese de E.

Aucune des th�eses de f(E) n'inf�ere :G.

Quelle que soit Y th�ese de f(E), Y sera de la forme Y = Y

0

[fH ! Gg avec

Y

0

th�ese de E. Ceci vient du fait que la formule H ! G est consistante avec

toutes les th�eses de E.

Quelle que soit Y th�ese de f(E), Y ` G ssi Y

0

` H, car :

Y

0

` H ) 8M

0

mod�ele de Y

0

, M

0

(H) = vrai (soit X une formule,M (X)

est la valeur de v�erit�e de X dans l'interpr�etation M ) ; on cherche �a mon-

trer que Y ` G, donc que 8M mod�ele de Y , M est un mod�ele de G ; M

�etant un mod�ele de Y et Y = Y

0

[ fH ! Gg, M est donc un mod�ele de

Y

0

et de H ! G ; ainsi, on a M (H) = vrai et M (H ! G) = vrai, donc

M (G) = vrai, donc Y ` G.

Y ` G et supposons que Y

0

6` H ) 9M

0

mod�ele de Y

0

tel que M

0

(H) =

faux ) 9M mod�ele de Y d�e�ni par M

0

�etendu avec M (G) = faux ce qui

contredit l'hypoth�ese Y ` G.

Montrons alors que : f(E) j�

A;T

f(H) , E j�

9;T

H :

f(E) j�

A;T

G

,

il existe Y th�ese de f(E) telle que Y ` G

et aucune des autres th�eses n'inf�ere :G

,

il existe Y th�ese de f(E) telle que Y ` G

(voir remarques pr�eliminaires)

,

il existe Y

0

th�ese de E telle que Y

0

` H

(voir remarques pr�eliminaires)

,

E j�

9;T

H

le probl�eme co-Exi-T se ram�ene polynomialement �a Arg-T :

Soit \E;H", une instance de co-Exi-T, posons :

- f(E) = E [ f:Hg,

- f(H) = :H.

Remarque pr�eliminaire : Soit Y une th�ese de f(E) = E [ f:Hg :
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soit Y contient :H :

soit Y = Y

0

[f:Hg avec Y

0

th�ese de E consistante avec :H et :H 62 Y

0

donc Y

0

6` H et Y inf�ere :H,

soit Y = Y

0

avec Y

0

th�ese de E consistante avec :H et :H 2 Y

0

donc

Y

0

6` H et Y inf�ere :H,

soit il n'existe pas de th�ese Y

0

de E consistante avec :H et alors il

existe un sous-ensemble S de E consistant, qui peut être vide, tel que

Y = S [ f:Hg,

soit Y ne contient pas :H et alors Y = Y

0

avec Y

0

th�ese de E inconsistante

avec :H donc inf�erant H.

On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.1 Si toutes les th�eses Y

0

de E sont consistantes avec :H (donc

n'inf�erent pas H) alors toutes les th�eses de f(E) sont :

soit de la forme Y = Y

0

[ f:Hg si :H 62 Y

0

,

soit de la forme Y = Y

0

si :H 2 Y

0

,

et, bien sûr, elles inf�erent :H et n'inf�erent pas H ;

Propri�et�e 4.1.2 S'il existe une th�ese Y

0

de E qui inf�ere H (donc inconsistante

avec :H) alors il existe une th�ese Y de f(E) de la forme Y = Y

0

qui inf�ere H ;

Propri�et�e 4.1.3 (contrapos�ee de la propri�et�e 4.1.2) si aucune th�ese Y de f(E)

n'inf�ere H alors aucune th�ese Y

0

de E n'inf�ere H.

Montrons alors que : f(E) j�

A;T

f(H) , E j6�

9;T

H.

Tout d'abord :

f(E) j�

A;T

:H

,

9Y th�ese de f(E) telle que Y ` :H

et 8Y th�ese de f(E) Y 6` H

)

(�a cause de la propri�et�e 4.1.3)

8Y

0

th�ese de E, Y

0

6` H

,

E j6�

9;T

H

D'autre part :

E j6�

9;T

H

,

8Y

0

th�ese de E, Y

0

6` H

)

(�a cause de la propri�et�e 4.1.1)

8Y th�ese de f(E), Y 6` H et Y ` :H

)

9Y th�ese de f(E) telle que Y ` :H

et 8Y th�ese de f(E) Y 6` H

,

f(E) j�

A;T

:H

On a donc Exi-T / Arg-T et co-Exi-T / Arg-T (avec Exi-T qui est �

p

2

-complet

et co-Exi-T qui est �

p

2

-complet). Donc Arg-T 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile et �

p

2

-di�cile.

En utilisant le th�eor�eme A.1.4 page 237 donn�e dans l'annexe A page 235

13

, on prouve

donc que, si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-T 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

). 2

13

Ce th�eor�eme A.1.4 page 237 sera utilis�e de mani�ere syst�ematique dans les d�emonstrations du type \le probl�eme

2 �

p

k

- (�

p

k�1

[ �

p

k�1

)". Il ne sera donc pas cit�e chaque fois.
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4.1.2.4

�

Etude de la complexit�e de Uni-S

Rappel : Le probl�eme Uni-S est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte de E en

utilisant les sous-bases consistantes d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

8;S

H.

Th�eor�eme 4.1.4 Uni-S est co-NP-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.5 pour Uni-S.

Algorithme 4.5 : Uni-S (E, H)

d�ebut

pour tout �el�ement G

i

de la base E faire

v�eri�er que G

i

` H

�n

Or, on sait que : (8G

i

2 E; i = 1 : : :n, G

i

` H), ((

W

i

G

i

) ` H). Donc l'algorithme 4.5

se simpli�e et devient l'algorithme 4.6.

Algorithme 4.6 : Uni-S (E, H) (version simpli��ee)

d�ebut

v�eri�er que (

W

i

G

i

) ` H avec i = 1 : : :n

�n

Le probl�eme Uni-S se ram�ene donc exactement au probl�eme de l'inf�erence classique et

est donc co-NP-complet. 2

D'autre part, se posent les probl�emes de la prise en compte des tautologies et de l'ensemble vide

en tant que sous-bases consistantes. Pour cette raison, cette relation d'inf�erence non-monotone ne

pr�esente aucun int�erêt, et ne sera donc pas �etudi�ee plus en d�etail.

4.1.2.5

�

Etude de la complexit�e de Exi-S

Rappel : Le probl�eme Exi-S est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible de E en

utilisant les sous-bases consistantes d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

9;S

H.

Th�eor�eme 4.1.5 Exi-S est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Rappelons d'abord que nous avons la propri�et�e 2.2.1 page 8 qui revient �a dire que toute

instance positive pour Exi-T est aussi une instance positive pour Exi-S, et vice-versa.

Donc Exi-T = Exi-S. Ainsi, Exi-S a la même complexit�e que Exi-T. 2

4.1.2.6

�

Etude de la complexit�e de Arg-S

Rappel : Le probl�emeArg-S est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumentative

de E en utilisant les sous-bases consistantes d�e�nies �a partir de E".

Notation : E j�

A;S

H.
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Th�eor�eme 4.1.6 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-S 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

Preuve :

J'ai toujours la propri�et�e 2.2.1 page 8 d�ej�a utilis�ee pour la d�emonstration de Exi-S.

Or, l'algorithme 4.7 que je propose pour le probl�eme Arg-S utilise les oracles Exi-S

et co-Exi-S. Cet algorithme est donc �equivalent �a l'algorithme 4.8.

Algorithme 4.7 : Arg-S (E, H)

d�ebut

v�eri�er que E j6�

9;S

:H

v�eri�er que E j�

9;S

H

�n

Algorithme 4.8 : Arg-S (E, H) (nouvelle version)

d�ebut

v�eri�er que E j6�

9;T

:H

v�eri�er que E j�

9;T

H

�n

Donc Arg-T = Arg-S. Ainsi, Arg-S a la même complexit�e que Arg-T. 2

4.1.2.7

�

Etude de la complexit�e de Uni-Bo

Rappel : Le probl�eme Uni-Bo est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte avec

pr�ef�erences de (E;<)

14

en utilisant l'ordre \Best-Out" sur les sous-bases consistantes".

Notation : (E;<) j�

8;Bo

H.

Th�eor�eme 4.1.7 Si NP 6= co-NP, Uni-Bo 2 �

p

2

- (NP [ co-NP).

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Il faut d'abord remarquer, vu le m�ecanisme de construction des sous-bases consistantes

pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" (voir section 2.2.4 page 19), que :

les sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" sont les sous-

ensembles Y qui ont tous le même a(Y ) = amax et tels que \Y = [

i=1:::amax�1

E

i

(cette intersection �etant consistante),

pour que toutes les sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" inf�e-

rent une même formule, il faut que cette formule soit inf�er�ee par leur intersection :

8Y

i

, Y

i

` H , \Y

i

` H.

On propose l'algorithme 4.9 pour Uni-Bo.

Algorithme 4.9 : Uni-Bo ((E;<), H)

d�ebut

1 calculer le amax de (E;<)

Y = [

i=1:::amax�1

E

i

(* Y est consistant *)

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

La d�ecomposition de l'�etape 1 \calculer le amax de (E;<)" se fait �a l'aide de l'algo-

rithme 4.10 page ci-contre.

14

�

A partir de maintenant, les probl�emes consid�er�es prennent en compte l'ordre < sur E. On utilisera donc la

notation (E;<) au lieu de E. Cette remarque est valable pour Uni(Exi, Arg)-Bo(Incl, Lex).
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Algorithme 4.10 : Calcul Amax ((E;<))

d�ebut

nb  1

Z  E

1

tant que Z est consistant et nb � nombre total de strates dans E faire

nb  nb+ 1

Z  Z [E

nb

amax  nb

�n

L'algorithme complet est donc polynomial et il fait appel �a un oracle non d�eterministe

polynomial. Le probl�eme Uni-Bo appartient donc �a la classe de complexit�e P

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

L'�etude de la compl�etude est plus di�cile. Essayons de comparer le probl�eme Uni-Bo

avec des probl�emes de classe inf�erieure dans la hi�erarchie polynomiale, c'est-�a-dire des

probl�emes NP et co-NP, par exemple les probl�emes Gsat et Ungsat. On constate

alors que :

le probl�eme Gsat se ram�ene au probl�eme Uni-Bo par une transformation poly-

nomiale :

Soit \G" une instance de Gsat, posons :

E = fGg et H = G.

Remarquons que (E;<) est r�eduit �a une seule strate, il est donc not�e E

15

. Deux

cas se pr�esentent :

si G est consistante (donc satis�able) alors amax = 2 et la seule sous-base

consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" est Y = fGg ; le probl�eme Uni-

Bo se ram�ene donc �a montrer que G ` G, ce qui est toujours vrai ;

sinon (G est inconsistante donc non satis�able) amax = 1 et la seule sous-

base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" est Y = ? ; le probl�eme

Uni-Bo se ram�ene donc �a montrer que ` G, ce qui est faux quand G est non

satis�able.

Ainsi on aura bien : G est satis�able , E j�

8;Bo

H.

En conclusion, Gsat se transforme polynomialement en Uni-Bo (not�e Gsat /

Uni-Bo).

le probl�eme Ungsat se ram�ene au probl�eme Uni-Bo de mani�ere polynomiale :

Soit \G" une instance de Ungsat, posons :

E = ? et H = :G.

Remarquons alors que amax = 1 et que la seule sous-base consistante pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" est Y = ? ; le probl�eme Uni-Bo se ram�ene donc �a

montrer que ` :G, ce qui est faux quand G est satis�able et vrai quand G est

non satis�able.

On a donc : Ungsat , G non satis�able , E j�

8;Bo

H.

En conclusion, on a Ungsat / Uni-Bo.

En suivant le même raisonnement que pour Arg-T (voir la preuve du th�eor�eme 4.1.3

page 78), on prouve que, si NP 6= co-NP, Uni-Bo 2 �

p

2

- (NP [ co-NP). 2

4.1.2.8

�

Etude de la complexit�e de Exi-Bo

Rappel : Le probl�eme Exi-Bo est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible avec

pr�ef�erences de (E;<) en utilisant l'ordre \Best-Out" sur les sous-bases consistantes".

15

Ce cas se produit souvent. Cette remarque ne sera donc pas r�ep�et�ee.
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Notation : (E;<) j�

9;Bo

H.

Th�eor�eme 4.1.8 Exi-Bo est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.11 pour Exi-Bo.

Algorithme 4.11 : Exi-Bo ((E;<), H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

1 v�eri�er que Y est une sous-base consistante bo-pr�ef�er�ee de (E;<)

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

La d�ecomposition de l'�etape 1 \v�eri�er que Y est une sous-base consistante pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" de (E;<)" se fait �a l'aide de l'algorithme 4.12.

Algorithme 4.12 : V�eri�er que Y est une sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de (E;<)

d�ebut

v�eri�er que Y est consistant

calculer a(Y )

nb  1

Z  E

1

tant que Z est consistant et nb � nombre total de strates dans E faire

nb  nb+ 1

Z  Z [E

nb

amax  nb

v�eri�er que a(Y ) = amax

�n

L'algorithme complet est non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial et il

fait appel �a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. Le probl�eme Exi-Bo

appartient donc �a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

On connâ�t des probl�emes �

p

2

-complets. La question est donc de savoir si on peut

passer de l'un de ces probl�emes �a Exi-Bo grâce �a une transformation polynomiale.

Choisissons par exemple le probl�eme 2-Qbf.

Soit \9a8bG(a; b)", une instance de 2-Qbf, posons :

H = G(a; b), E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g.

Ainsi :

on a dans E toutes les \valeurs" possibles pour les variables propositionnelles

a

1

; : : : ; a

n

dont on cherche s'il existe une assignation,

on n'impose aucune contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

, dont

toutes les assignations doivent être prises en compte.

Remarques pr�eliminaires :

La base E est �egale �a fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g avec une seule strate, ce qui

signi�e que quelle que soit Y sous-base consistante, a(Y ) = 1 donc Y est pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" et Y est un sous-ensemble de fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou

:a

i

, 8i = 1 : : :n.
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Soit une formule H, s'il existe une sous-base consistante Y qui inf�ere H, alors

pour toute Y

0

= Y [ fl

k

1

; : : : ; l

k

m

g avec les l

k

j

repr�esentant les variables propo-

sitionnelles a

k

non a�ect�ees par Y , Y

0

sera consistant et inf�erera H puisque la

relation d'inf�erence classique est monotone.

Soit une formule H, s'il existe un ensemble Y

0

= fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

,

8i = 1 : : :n tel que Y

0

inf�ere H, alors Y

0

est une sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out".

Montrons alors que : \fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-

Bo" �equivaut �a \9a8bG(a; b) est satis�able" :

fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-Bo

,

il existe un sous-ensemble Y de E tel que Y soit une sous-base consistante pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" et inf�ere G(a; b)

,

il existe une sous-base consistante Y , sous-ensemble de fl

1

; : : : ; l

n

g

avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1 : : :n, telle que Y ` G(a; b) et a(Y ) = 1

,

il existe fl

1

; : : : ; l

n

g qui inf�ere G(a; b)

,

9a8bG(a; b) est satis�able

On a donc montr�e que 2-Qbf / Exi-Bo. Or 2-Qbf est �

p

2

-complet et Exi-Bo 2 �

p

2

.

On en d�eduit que Exi-Bo est �

p

2

-complet. 2

4.1.2.9

�

Etude de la complexit�e de Arg-Bo

Rappel : Le probl�eme Arg-Bo est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumen-

tative avec pr�ef�erences de (E;<) en utilisant l'ordre \Best-Out" sur les sous-bases consistantes".

Notation : (E;<) j�

A;Bo

H.

Th�eor�eme 4.1.9 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-Bo 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.13 pour Arg-Bo.

Algorithme 4.13 : Arg-Bo ((E;<), H)

d�ebut

v�eri�er que (E;<) j6�

9;Bo

:H

v�eri�er que (E;<) j�

9;Bo

H

�n

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-Bo).

La complexit�e de Arg-Bo est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Essayons de comparer le probl�eme Arg-Bo avec des probl�emes de classe inf�erieure

dans la hi�erarchie polynomiale.

On constate alors que :
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le probl�eme Exi-Bo se ram�ene polynomialement �a Arg-Bo :

Soit \(E;<);H", une instance de Exi-Bo, posons :

- f(H) = G,

- f((E;<)) = (E [ fH ! Gg; <)

a

avec G nouvelle variable propositionnelle (G n'apparâ�t pas dans

(E;<)) et la formule H ! G plac�ee seule en premi�ere strate.

a

En fait, il ne s'agit pas du pr�e-ordre< (d�e�ni uniquement sur E) mais du

pr�e-ordre <

0

correspondant �a l'extension de < en rajoutant � < (H ! G),

8� 2 E. Toutefois, a�n de ne pas alourdir les notations, je continuerai �a

utiliser < au lieu de <

0

. Cette remarque est valable pour tous les cas o�u l'on

modi�e la base E initiale strati��ee en rajoutant un nouvel �el�ement.

Remarques pr�eliminaires :

H ! G est consistante avec n'importe quelle sous-base consistante pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" Y

0

de E : soit Y

0

sous-base consistante pr�ef�er�ee pour

l'ordre \Best-Out". Y

0

est consistante, donc admet un mod�ele M

0

. Or G

n'apparâ�t pas dans E, donc n'apparâ�t pas dans Y

0

. On peut ainsi �etendre le

mod�eleM

0

de Y

0

�a un mod�eleM en rajoutant la valeur vrai pour la variable

propositionnelle G. On a ainsiM mod�ele de Y

0

et mod�ele de H ! G. H ! G

est donc consistante avec toute sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de E.

Quelle que soit Y sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de

f((E;<)), Y sera de la forme Y = Y

0

[ fH ! Gg avec Y

0

sous-base consis-

tante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de (E;<). Ceci vient du fait que la

formule H ! G est la plus prioritaire de f((E;<)) et qu'elle est consistante

avec toutes les sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" de

(E;<).

Quelle que soit Y sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de

f((E;<)), Y ` G ssi Y

0

` H (voir argumentation dans la d�emonstration du

th�eor�eme 4.1.3 page 78).

Montrons alors que : \f((E;<)) inf�ere f(H) avec la m�ethode Arg-Bo" �equivaut

�a \(E;<) inf�ere H avec la m�ethode Exi-Bo" :

f((E;<)) inf�ere G avec la m�ethode Arg-Bo

,

il existe Y sous-base consistante pr�ef�er�ee pour

l'ordre \Best-Out" de f((E;<)) telle que Y ` G

et aucune des autres sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour

l'ordre \Best-Out" n'inf�ere :G.

,

il existe Y sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de f((E;<)) telle que Y ` G (voir remarques pr�eliminaires)

,

il existe Y

0

sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de (E;<) telle que Y

0

` H (voir remarques pr�eliminaires)

,

(E;<) inf�ere H avec la m�ethode Exi-Bo

le probl�eme co-Exi-Bo se ram�ene polynomialement �a Arg-Bo :

Soit \(E;<);H", une instance de co-Exi-Bo, posons :

- f(H) = :H,

- f((E;<)) = (E [ f:Hg; <)

avec :H constituant seule la derni�ere strate.

Remarques pr�eliminaires :
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Soit Y une sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de f((E;<)),

on a 2 cas possibles :

soit Y ne contient pas :H et alors Y est une sous-base consistante pr�ef�er�ee

pour l'ordre \Best-Out" de (E;<) qui peut être soit consistante, soit incon-

sistante avec :H,

soit Y contient :H et :

soit Y = Y

0

[ f:Hg o�u Y

0

est une sous-base consistante pr�ef�er�ee pour

l'ordre \Best-Out" de (E;<) qui est consistante avec :H et qui ne

contient pas :H,

soit Y = Y

0

o�u Y

0

est une sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de (E;<) qui contient :H.

On constate alors que, si aucune des sous-bases consistantes pr�ef�er�ees pour l'ordre

\Best-Out" de (E;<) n'inf�ere H, alors aucune des sous-bases consistantes pr�e-

f�er�ees pour l'ordre \Best-Out" de f((E;<)) n'inf�erera H, et r�eciproquement.

D'autre part, s'il existe au moins une sous-base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" de (E;<) consistante avec :H, alors on aura au moins une sous-base

consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de f((E;<)) qui contiendra :H et

donc inf�erera :H. On a donc :

(E;<) j6�

9;Bo

H

,

il n'existe pas de sous-base consistante Y

0

pr�ef�er�ee pour

l'ordre \Best-Out" de (E;<) qui inf�ere H

(donc toutes les sous-bases Y

0

sont consistantes avec :H)

,

il n'existe pas de sous-base consistante Y pr�ef�er�ee pour

l'ordre \Best-Out" de f((E;<)) qui inf�ere H et

il existe au moins une sous-base Y pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out"

de f((E;<)) qui contient :H et donc inf�ere :H

,

f((E;<)) j�

A;Bo

:H

On a donc Exi-Bo / Arg-Bo et co-Exi-Bo / Arg-Bo (avec Exi-Bo qui est �

p

2

-

complet et co-Exi-Bo qui est �

p

2

-complet). Donc, comme pour Arg-T, on prouve que,

si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-Bo 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

). 2

4.1.2.10

�

Etude de la complexit�e de Uni-Incl

Rappel : Le probl�eme Uni-Incl est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte avec

pr�ef�erences de (E;<) en utilisant l'ordre \Inclusion Based" sur les th�eses de E".

Notation : (E;<) j�

8;In

H.

Th�eor�eme 4.1.10 Uni-Incl est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Notons que ce m�ecanisme d'inf�erence non-monotone correspond exactement au m�e-

canisme de r�evision Pbr �etudi�e par Nebel dans [Neb91] (voir l'annexe A page 235).

Comme pour Uni-T, la d�emonstration propos�ee par Nebel s'applique parfaitement au

m�ecanisme Uni-Incl. Pour les mêmes raisons que celles pr�esent�ees pour Uni-T (voir

th�eor�eme 4.1.1 page 75), cette d�emonstration est donc reprise dans son int�egralit�e en

utilisant Uni-T �a la place de Sbr.

On propose l'algorithme 4.14 page suivante pour co-Uni-Incl.
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Algorithme 4.14 : co-Uni-Incl ((E;<), H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based" de (E;<)

v�eri�er que Y n'inf�ere pas H

�n

Cet algorithme est non d�eterministe polynomial (�a cause du \deviner") et il fait appel

�a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. Le probl�eme co-Uni-Incl appartient

�a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

.

Le probl�eme Uni-Incl appartient alors �a la classe de complexit�e �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

On connâ�t des probl�emes �

p

2

-complets. Par exemple, le probl�eme Uni-T. Or, il se

trouve que Uni-Incl est une g�en�eralisation de Uni-T.

Soit \E;H", une instance de Uni-T, consid�erons toutes les

formules de E en une seule strate.

Propri�et�e 4.1.4 Quand E est constitu�e d'une seule strate, les th�eses de E sont exac-

tement les th�eses pr�ef�er�ees pour l'ordre \Inclusion Based".

On a alors :

E j�

8;T

H

,

Quelle que soit Y th�ese de E, Y inf�ere H

,

Quelle que soit Y th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based" de E, Y inf�ere H

,

E j�

8;In

H

On a donc montr�e que Uni-T / Uni-Incl. Or Uni-T est �

p

2

-complet et Uni-Incl

2 �

p

2

. On en d�eduit que Uni-Incl est �

p

2

-complet. 2

4.1.2.11

�

Etude de la complexit�e de Exi-Incl

Rappel : Le probl�eme Exi-Incl est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible avec

pr�ef�erences de (E;<) en utilisant l'ordre \Inclusion Based" sur les th�eses de E".

Notation : (E;<) j�

9;In

H.

Th�eor�eme 4.1.11 Exi-Incl est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.15 page suivante pour Exi-Incl.

Cet algorithme est non d�eterministe polynomial (�a cause du \deviner") et il fait appel

�a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. Le probl�eme Exi-Incl appartient

donc �a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

De la même mani�ere que pour Uni-Incl, il est possible de passer de Exi-T �a Exi-Incl

grâce �a une transformation polynomiale.
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Algorithme 4.15 : Exi-Incl ((E;<), H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based" de (E;<)

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Soit \E;H", une instance de Exi-T, consid�erons toutes les

formules de E en une seule strate.

La propri�et�e 4.1.4 page ci-contre reste valable. On a alors :

E j�

9;T

H

,

il existe Y th�ese de E qui inf�ere H

,

il existe Y th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based" de E qui inf�ere H

,

E j�

9;In

H

On a donc montr�e que Exi-T / Exi-Incl. Or Exi-T est �

p

2

-complet et Exi-Incl

2 �

p

2

. On en d�eduit que Exi-Incl est �

p

2

-complet. 2

4.1.2.12

�

Etude de la complexit�e de Arg-Incl

Rappel : Le probl�eme Arg-Incl est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumen-

tative avec pr�ef�erences de (E;<) en utilisant l'ordre \Inclusion Based" sur les th�eses de E".

Notation : (E;<) j�

A;In

H.

Th�eor�eme 4.1.12 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-Incl 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.16 pour Arg-Incl.

Algorithme 4.16 : Arg-Incl ((E;<), H)

d�ebut

v�eri�er que (E;<) j6�

9;In

:H

v�eri�er que (E;<) j�

9;In

H

�n

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-Incl).

La complexit�e de Arg-Incl est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Je vais comparer le probl�eme Arg-Incl avec des probl�emes de classe inf�erieure dans

la hi�erarchie polynomiale.

Pour cela, en utilisant encore la propri�et�e 4.1.4 page ci-contre, on constate d'abord que

Arg-T se ram�ene polynomialement �a Arg-Incl.

Soit \E;H", une instance de Arg-T, consid�erons toutes les

formules de E en une seule strate.
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On a alors :

E j�

A;T

H

,

il existe Y th�ese de E qui inf�ere H et aucune th�ese de E n'inf�ere :H

,

il existe Y th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based" de E qui inf�ere H et aucune

des th�eses pr�ef�er�ees pour l'ordre \Inclusion Based" de E n'inf�ere :H

,

E j�

A;In

H

On a donc bien Arg-T / Arg-Incl. Or on a d�emontr�e que Exi-T / Arg-T et que

co-Exi-T / Arg-T, donc par la transitivit�e de /, on a Exi-T / Arg-Incl et co-

Exi-T / Arg-Incl (avec Exi-T qui est �

p

2

-complet et co-Exi-T qui est �

p

2

-complet).

Comme pour Arg-T, on prouve donc que, si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-Incl 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

).

2

4.1.2.13

�

Etude de la complexit�e de Uni-Car

Rappel : Le probl�eme Uni-Car est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte avec

pr�ef�erences de E en utilisant un ordre bas�e sur la cardinalit�e sur les th�eses de E".

Notation : E j�

8;Car

H.

Th�eor�eme 4.1.13 Uni-Car est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Remarque : d'apr�es la d�e�nition donn�ee �a la section 2.2.2 page 14, on a la propri�et�e

suivante :

Propri�et�e 4.1.5 Soit E un ensemble ordonn�e de formules, toutes les th�eses pr�ef�er�ees

pour la cardinalit�e dans E ont le même cardinal.

Cette remarque permet de proposer l'algorithme 4.17 page ci-contre pour Uni-Car.

Cet algorithme est le r�esultat de mes recherches sur Uni-Lex dont l'�etude, bien que

pr�esent�ee apr�es, a �et�e e�ectu�ee avant celle deUni-Car (voir le th�eor�eme 4.1.16 page 97)

et de suggestions propos�ees par Daniel Lehmann lors d'une communication personnelle.

On y utilise deux oracles distincts :Max-Gsat et Ngsat-Car dont il faut d�eterminer

la complexit�e.

Le probl�eme Max-Gsat est d�e�ni par :

instance : E un ensemble de formules et k un entier,

question : existe-t-il une interpr�etation satisfaisant au moins k formules

de E ?

L'algorithme 4.18 page ci-contre permet de r�esoudre ce probl�eme.

Il s'agit d'un algorithme non d�eterministe, doncMax-Gsat appartient �a la classe

NP. Montrons maintenant la compl�etude. C'est imm�ediat. En e�et, il su�t de

constater que Gsat se ram�ene polynomialement �a Max-Gsat.

Soit \G" une instance de Gsat, posons :

E = fGg, k = 1.
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Algorithme 4.17 : Uni-Car (E, H)

d�ebut

k  0

n

f

 nombre de formules dans E

�ni  faux

tant que (n

f

� 0) et (non �ni) faire

k  n

f

si Max-Gsat (E,k) alors

�ni  vrai

sinon

n

f

 n

�

1

si Ngsat-Car (E,H,k) alors

�echec  vrai

sinon

�echec  faux

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

Algorithme 4.18 : Max-Gsat (E, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

p  0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

p  p+ 1

v�eri�er que p � k

�n

91



On a alors : G est satis�able , il existe un mod�ele M de G , il existe une

interpr�etation M telle que M satisfait k = 1 formule de E , Max-Gsat (fGg,

1). On a doncMax-Gsat NP-complet (remarque :Max-Gsat reste NP-complet,

même pour des clauses).

Le probl�eme Ngsat-Car est d�e�ni par :

instance : E un ensemble de formules,H une formule propositionnelle, k

un entier avec k = nombre maximumde formules pouvant être satisfaites

dans E,

question : existe-t-il une interpr�etation M qui satisfait k formules de E

telle que M ne satisfait pas H ?

On propose l'algorithme 4.19 pour Ngsat-Car.

Algorithme 4.19 : Ngsat-Car (E, H, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

(* v�eri�er qu'elle satisfait k formules de E *)

k

0

 0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

k

0

 k

0

+ 1

v�eri�er que k

0

= k

v�eri�er que M ne satisfait pas H

�n

Remarquons que, quelle que soit l'interpr�etation M , v�eri�er que M satisfait ou

pas un ensemble de formules propositionnelles se fait en temps polynomial. L'algo-

rithme ci-dessus pour Ngsat-Car est non d�eterministe polynomial, doncNgsat-

Car appartient �a la classe de complexit�e NP. Quant �a la preuve de compl�etude,

elle se fait en ramenant polynomialement Gsat �a Ngsat-Car.

Soit \G" une instance de Gsat, posons :

E = fGg, H = :G et k = 1.

On a alors : G satis�able, il existe une interpr�etation M qui satisfait G, Dans

E, le nombre maximal de formules pouvant être satisfaites est 1 , il existe une

interpr�etation M satisfaisant k formules qui ne satisfait pas :G. Ngsat-Car est

donc NP-complet (y compris pour des clauses).

Ce qui me permet de dire que l'algorithme propos�e pour Uni-Car est d�eterministe

polynomial et qu'il fait appel �a un oracle non d�eterministe polynomial

16

. Le probl�eme

Uni-Car appartient donc �a la classe de complexit�e P

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Dans l'article [EG93] de Eiter et Gottlob, plusieurs probl�emes �

p

2

-complets sont ci-

t�es. Parmi ceux-ci, j'ai choisi d'utiliser, pour prouver la compl�etude de Uni-Car, le

probl�eme suivant :

Instance : Soit C = fC

1

; : : : ; C

m

g ensemble de clauses, soit k 2 f1; : : : ;mg

un entier,

Question : toutes les assignations card-maximales V

c

des variables de C

v�eri�ent-elles : V

c

(C

k

) = vrai ?

16

En fait, cet algorithme fait appel �a deux oracles O1 (Max-Gsat) et O2 (Ngsat-Car). Mais ces 2 oracles sont

NP-complets. Il est donc possible de transformer de mani�ere polynomiale un des oracles en l'autre et ainsi de ne plus

faire appel qu'�a un seul oracle. Cette remarque est valable pour plusieurs probl�emes et ne sera donc pas r�ep�et�ee.
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Je note ce probl�eme Acm (pour Assignation de Cardinalit�e Maximum) et rappelle la

d�e�nition d'une assignation card-maximale :

D�e�nition 4.1.2 Soit un ensemble de clauses C = fC

1

; : : : ; C

m

g et X = fx

1

; : : : ; x

n

g

l'ensemble des variables de C, soient deux assignations V et W de X, on dit que

V >

card

W ssi V satisfait strictement plus de clauses de C que W (en nombre de

clauses). De même, on dit que V <

card

W ssi V satisfait strictement moins de clauses

de C que W .

D�e�nition 4.1.3 Soit C un ensemble de clauses, V est une assignation card-maximale

de C ssi V est maximale pour l'ordre >

card

parmi toutes les assignations des variables

de C.

Remarque pr�eliminaire : Soit C = fC

1

; : : : ; C

m

g ensemble de clauses. Soit V une

assignation des variables de C, posons Y (V ) = fC

i

tel que V (C

i

) = vrai ; i = 1 : : :mg.

On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.6 Y (V ) est un sous-ensemble de C consistant.

Preuve : D'apr�es la d�e�nition de Y (V ), l'assignation V satisfait toutes les

clauses de Y (V ), donc Y (V ) est consistant. 2

Propri�et�e 4.1.7 Pour tout sous-ensemble Y de C maximal (pour l'inclusion) consis-

tant, il existe une assignation V des variables de C telle que Y = Y (V ).

Preuve : Y est consistant donc il existe une assignation V telle que V

satisfait toutes les clauses de Y .

On peut donc d�e�nir Y (V ) = fC

i

tel que V (C

i

) = vrai ; i = 1 : : :mg. On

a alors Y � Y (V ). D'autre part, Y est maximal pour l'inclusion donc il

n'existe pas de Y

0

sous-ensemble de C di��erent de Y tel que Y � Y

0

. Donc

Y = Y (V ). 2

Propri�et�e 4.1.8 Soient V et W deux assignations des variables de C. V >

card

W ssi Y (V ) �

card

Y (W ) (l'ordre �

card

est l'ordre bas�e sur la cardinalit�e d�e�ni

par [BCD

+

93] dans le cas d'une base non strati��ee : Y �

card

Z ssi jY j > jZj ;

de même, Y �

card

Z ssi jY j < jZj).

Preuve : V >

card

W , V satisfait plus de clauses de C que W , jY (V )j >

jY (W )j , par d�e�nition Y (V )�

card

Y (W ) 2

Propri�et�e 4.1.9 Soit C = fC

1

; : : : ; C

m

g un ensemble de clauses, V est une assigna-

tion card-maximale de C ssi Y (V ) est un sous-ensemble consistant de fC

1

; : : : ; C

m

g

maximal pour la cardinalit�e.

Preuve :V est une assignation card-maximale , il n'existe pas d'assi-

gnation W de C telle que V <

card

W , il n'existe pas d'assignation

W de C, Y (V ) �

card

Y (W ) , Y (V ) est un sous-ensemble consistant de

fC

1

; : : : ; C

m

g maximal pour la cardinalit�e. 2

Nous allons utiliser ce probl�eme Acm pour prouver la compl�etude de Uni-Car.

Soit \C = fC

1

; : : : ; C

m

g, k 2 f1; : : : ;mg" une instance de Acm,

posons :

H = C

k

et

E = fC

1

; : : : ; C

m

g
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D�emontrons alors que Acm / Uni-Car :

Acm implique Uni-Car :

Toute assignation V

c

card-maximale pour C v�eri�e : V

c

(C

k

) = vrai

) (�a cause de la propri�et�e 4.1.7 page pr�ec�edente)

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, il existe une assignation V telle que

Y = Y (V )

) (�a cause de la propri�et�e 4.1.9 page pr�ec�edente)

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, l'assignation V telle que Y = Y (V )

est card-maximale et v�eri�e donc V

c

(C

k

) = vrai

)

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y contient C

k

,

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y inf�ere C

k

Uni-Car implique Acm :

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y inf�ere C

k

,

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y contient C

k

) (�a cause de la propri�et�e 4.1.9 page pr�ec�edente)

8V

c

assignation card-maximale de C, Y (V

c

) est un sous-ensemble maximal pour

la cardinalit�e de C

)

8V

c

assignation card-maximale de C, Y (V

c

) est une des th�eses pr�ef�er�ees pour la

cardinalit�e de E

)

8V

c

assignation card-maximale de C, Y (V

c

) contient C

k

)

Toute assignation V

c

card-maximale pour C v�eri�e : V

c

(C

k

) = vrai

J'en conclus que Acm / Uni-Car, et ainsi que Uni-Car est �

p

2

-complet. 2

4.1.2.14

�

Etude de la complexit�e de Exi-Car

Rappel : Le probl�eme Exi-Car est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible avec

pr�ef�erences de E en utilisant un ordre bas�e sur la cardinalit�e sur les th�eses de E".

Notation : E j�

9;Car

H.

Th�eor�eme 4.1.14 Exi-Car est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.20 pour Exi-Car.

Algorithme 4.20 : Exi-Car (E, H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

1 v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

La propri�et�e 4.1.5 page 90 d�ej�a cit�ee pour Uni-Car permet un ra�nage pour Exi-Car

dans lequel le point 1 de l'algorithme 4.20 est d�etaill�e \v�eri�er que Y est une th�ese

pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E". On obtient ainsi l'algorithme 4.21 page ci-contre.
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Algorithme 4.21 : Exi-Car (E, H) (nouvelle version)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

(* v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E *)

�echec  faux

k  jY j

si il existe une sous-base consistante Z de E telle que jZj > k alors

�echec  vrai

si non �echec alors

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Donc, on obtient pour Exi-Car un algorithme non d�eterministe polynomial faisant

appel �a deux oracles : un de complexit�e NP (\v�eri�er que Y inf�ere H") et l'autre de

complexit�e inconnue (\existe-t-il une sous-base consistante Z de E telle que jZj > k").

Il me faut donc d�etailler cet oracle-l�a d�e�ni par :

instance : E une base et k un entier,

question : existe-t-il une interpr�etation satisfaisant strictement plus de k

formules de E ?

Remarquons que ce probl�eme est tr�es proche du probl�eme Max-Gsat �etudi�e pour

Uni-Car, sa seule di��erence venant du type d'in�egalit�e utilis�ee qui est ici une in�egalit�e

stricte. Je vais donc noter ce probl�eme Max-Gsat-Strict et �etudier sa complexit�e.

On propose l'algorithme 4.22 pour Max-Gsat-Strict est le suivant :

Algorithme 4.22 : Max-Gsat-Strict (E, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

p  0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

p  p+ 1

v�eri�er que p > k

�n

Le probl�emeMax-Gsat-Strict appartient donc �a la classe de complexit�e NP (�a cause

du \deviner"). Montrons maintenant la compl�etude. Il su�t de constater que Gsat se

ram�ene polynomialement �a Max-Gsat-Strict.

Soit \G" une instance de Gsat, posons :

E = fGg, k = 0.

On a alors : G est satis�able , il existe un mod�ele M de G , il existe une sous-base

consistante Z de E telle que jZj > 0 , Max-Gsat-Strict (fGg, 0). On a donc

Max-Gsat-Strict NP-complet (y compris dans le cas de clauses). Remarquons que

j'aurais aussi pu d�emontrer la compl�etude �a partir du probl�eme Max-Gsat.

L'algorithme propos�e pour Exi-Car est donc non d�eterministe (�a cause du \devi-

ner") polynomial et il fait appel �a un oracle lui aussi non d�eterministe polynomial. La

complexit�e de Exi-Car est donc au plus NP

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?
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Essayons de passer de 2-Qbf �a Exi-Car grâce �a une transformation polynomiale.

Soit \9a8bG(a; b)", une instance de 2-Qbf, posons :

H = G(a; b) ;

E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g

Ainsi :

on a dans E toutes les \valeurs" possibles pour les variables propositionnelles

a

1

; : : : ; a

n

dont on cherche s'il existe une assignation,

on n'impose aucune contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

, dont

toutes les assignations doivent être prises en compte.

Remarque pr�eliminaire : Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E , Y est de

la forme fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1 : : :n.

Montrons alors que : \fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-

Car" �equivaut �a \9a8bG(a; b) est satis�able" :

fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g inf�ere G(a; b) avec la m�ethode Exi-Car

,

il existe un sous-ensemble Y de E tel que Y soit une th�ese pr�ef�er�ee pour la

cardinalit�e et inf�ere G(a; b)

,

il existe un sous-ensemble Y = fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1 : : :n, tel que

Y ` G(a; b)

,

il existe fl

1

; : : : ; l

n

g qui inf�ere G(a; b)

,

9a8bG(a; b) est satis�able

Le probl�eme 2-Qbf se ram�ene donc polynomialement �a Exi-Car. Et on en d�eduit que

le probl�eme Exi-Car est �

p

2

-complet. Remarque : c'est la même d�emonstration que

pour Exi-T. 2

4.1.2.15

�

Etude de la complexit�e de Arg-Car

Rappel : Le probl�eme Arg-Car est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argu-

mentative avec pr�ef�erences de E en utilisant un ordre bas�e sur la cardinalit�e sur les th�eses de

E".

Notation : E j�

A;Car

H.

Th�eor�eme 4.1.15 Arg-Car 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.23 page ci-contre pour Arg-Car.

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-Car).

La complexit�e de Arg-Car est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Essayons de comparer le probl�eme Arg-Car avec des probl�emes de classe inf�erieure

dans la hi�erarchie polynomiale. On constate alors que :
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Algorithme 4.23 : Arg-Car (E, H)

d�ebut

v�eri�er que E j6�

9;Car

:H

v�eri�er que E j�

9;Car

H

�n

le probl�eme Exi-Car se ram�ene polynomialement �a Arg-Car :

Soit \E;H" une instance de Exi-Car, posons :

- f(H) = G,

- f(E) = E [ fH ! Gg

avec G nouvelle variable propositionnelle (G n'apparâ�t pas dans

E).

Remarques pr�eliminaires :

H ! G est consistante avec n'importe quelle th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e

Y

0

de E (voir argumentation donn�ee pour la d�emonstration de Arg-T, en

sachant que toute th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e est aussi tout simplement

une th�ese !).

Quelle que soit Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de f(E), Y sera de la

forme Y

0

[ fH ! Gg avec Y

0

une th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E.

Ceci vient du fait que la formuleH ! G est consistante avec toutes les th�eses

pr�ef�er�ees pour la cardinalit�e de E.

Quelle que soit Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de f(E), Y ` G ssi Y

0

` H

(voir argumentation dans la d�emonstration de Arg-T).

Montrons alors que : \f(E) inf�ere f(H) avec la m�ethode Arg-Car" �equivaut �a

\E inf�ere H avec la m�ethode Exi-Car" :

f(E) inf�ere G avec la m�ethode Arg-Car

,

il existe Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de f(E) telle que Y ` G

et aucune des autres th�eses pr�ef�er�ees pour la cardinalit�e n'inf�ere :G.

,

il existe Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de f(E) telle que Y ` G (voir

remarques pr�eliminaires)

,

il existe Y

0

th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E telle que Y

0

` H (voir

remarques pr�eliminaires)

,

E inf�ere H avec la m�ethode Exi-Car

par contre, je n'ai pas r�eussi �a montrer qu'un probl�eme �

p

2

-complet (par exemple :

co-Exi-Car) se ram�ene polynomialement �a Arg-Car.

Je ne peux donc pas refaire le raisonnement e�ectu�e pour les autres relations d'inf�erence

utilisant la cons�equence argumentative (voir par exemple th�eor�eme 4.1.3 page 78). Seul

le r�esultat d'appartenance demeure valable. 2

4.1.2.16

�

Etude de la complexit�e de Uni-Lex

Rappel : Le probl�eme Uni-Lex est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte avec

pr�ef�erences de (E;<) en utilisant un ordre lexicographique sur les th�eses de (E;<)".

Notation : (E;<) j�

8;Lex

H.

Th�eor�eme 4.1.16 Uni-Lex est �

p

2

-complet.
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On peut donner 2 preuves pour ce th�eor�eme, pour la partie \appartenance �a une classe" comme

pour la partie \compl�etude".

Preuve num�ero 1 : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Remarque : Cette relation d'inf�erence est une g�en�eralisation de la relation Uni-Car �a

une base strati��ee. Et, comme pour Uni-Car, on a la propri�et�e :

Propri�et�e 4.1.10 Soit (E;<) un ensemble ordonn�e de formules, toutes les th�eses pr�e-

f�er�ees lexicographiquement dans (E;<) ont le même cardinal strate par strate.

La r�eexion que j'ai men�ee me conduit alors aux faits suivants.

Soient (E;<) une base strati��ee et H une formule, posons :

f((E;<)) = (E [ fH ! G;:Gg; <) et f(H) = :G avec :

- G nouvelle variable propositionnelle n'apparaissant pas dans E,

- H ! G constituant seule la premi�ere strate,

- :G constituant seule la derni�ere strate.

Puis, calculons les th�eses Y pr�ef�er�ees lexicographiquement de f((E;<)) en utilisant la

propri�et�e 4.1.10 :

Y

0

th�ese

pr�ef�er�ee lexico-

graphiquement

de (E;<)

(jY

0

j = n)

Y

00

th�ese pr�ef�er�ee

lexicographiquement

de (E [ fH ! Gg; <)

avec 1

�ere

strate =

fH ! Gg

Y th�ese pr�ef�er�ee

lexicographiquement de

f((E;<)) =

(E [ fH ! G;:Gg; <)

avec 1

�ere

strate = fH ! Gg et

derni�ere strate = f:Gg

Y

0

inf�ere H Y

00

= Y

0

[ fH ! Gg

(jY

00

j = n+ 1)

avec Y

00

` H, Y

00

` G

donc inconsistante

avec :G

Y (not�e Y

1

er

cas

) = Y

00

=

Y

0

[ fH ! Gg

(jY j = n+ 1)

avec Y ` H, Y ` G et Y 6` :G

et il existe une telle Y seulement

si le cas donn�e dans la case

ci-dessous ne se produit jamais

(puisque jY

1

er

cas

j < jY

2

�eme

cas

j

et que l'on a la propri�et�e 4.1.10)

Y

0

n'inf�ere pas H Y

00

= Y

0

[ fH ! Gg

(jY

00

j = n+ 1)

avec Y

00

6` H, Y

00

6` G

donc consistante avec

:G

Sachant que :G 62 Y

0

donc

:G 62 Y

00

,

Y (not�e Y

2

�eme

cas

) = Y

00

[ f:Gg

= Y

0

[ fH ! G;:Gg

(jY j = n+ 2)

avec Y 6` H, Y 6` G et Y ` :G

et c'est la seule forme possible

pour toute th�ese pr�ef�er�ee

lexicographiquement de

f((E;<)) (pour la même raison

que celle fournie dans le 1

er

cas). Ainsi on masque les Y

0

qui

inf�eraient H.

On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.11 Il existe une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de f((E;<)) qui

inf�ere G ssi toute th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) inf�ere H.
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Propri�et�e 4.1.12 Il existe une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) qui n'in-

f�ere pas H ssi toute th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de f((E;<)) inf�ere :G.

De ces deux propri�et�es, on d�eduit facilement que :

Uni-Lex / Exi-Lex,

co-Uni-Lex / Uni-Lex.

Ce qui donne pour Uni-Lex, l'algorithme 4.24

17

:

Algorithme 4.24 : Uni-Lex ((E;<), H)

d�ebut

E

0

 fH ! Gg [E [ f:Gg

k  < 0; 0; : : : ; 0 > (* vecteur de dimension n

0

= nombre de strates dans E

0

*)

pour n

s

 1 �a n

0

faire

n

f

 nombre de formules dans la strate E

0

n

s

�ni  faux

tant que (n

f

� 0) et (non �ni) faire

k[n

s

]  n

f

si Max-Gsat-Array (E

0

,k) alors

�ni  vrai

sinon

n

f

 n

f

� 1

v�eri�er que k[n

0

] est di��erent de 1

�n

Remarquons que, en fait, ce n'est pas la n�egation de la formule H elle-même que l'on

rajoute en derni�ere strate, mais la n�egation de la formuleG qui est une nouvelle variable

propositionnelle n'apparaissant pas dans E et dans le même temps, on rajoute en tant

que premi�ere strate la formuleH ! G ; ainsi, on ne risque pas de rajouter une formule

qui existerait d�ej�a dans la base, ce qui transformerait la base en un multi-ensemble.

Je retrouve ici le probl�eme Max-Gsat pr�esent�e pour Uni-Car mais g�en�eralis�e pour

les bases strati��ees et not�e alors Max-Gsat-Array :

instance : (E;<) une base et k un vecteur d'entiers de dimension n (n =

nb de strates dans E),

question : existe-t-il une interpr�etation satisfaisant pour chaque strate E

i

de E au moins k[i] formules) ?

Ce probl�eme peut être r�esolu avec l'algorithme 4.25 page suivante.

Il s'agit d'un algorithme non d�eterministe, donc Max-Gsat-Array appartient �a la

classe NP. La preuve de compl�etude est imm�ediate. En e�et, Max-Gsat qui est NP-

complet (voir d�emonstration pourUni-Car) est une restriction deMax-Gsat-Array.

Soit \E; k" une instance de Max-Gsat, posons :

- f(E) = E,

- f(k) =< k >

avec f(E) une base strati��ee constitu�ee d'une seule strate.

17

Cet algorithme repose sur le fait que la base est strati��ee et que la formule :G est plac�ee seule dans la derni�ere

strate. Il aurait pu être utilis�e pour Uni-Car en pla�cant toutes les formules de E dans la même strate (la strate

interm�ediaire).
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Algorithme 4.25 : Max-Gsat-Array ((E;<), k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

i  1 (* strate la plus prioritaire *)

�echec  faux

tant que i � n (nombre de strates de E) et (non �echec) faire

p  0

pour chaque formule G de (E;<) faire

si M satisfait G alors

p  p+ 1

si p � k[i] alors

i  i + 1

sinon

�echec  vrai

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

On a alors : Max-Gsat (E,k) , Max-Gsat-Array (f(E),f(k)).

On a doncMax-Gsat-Array NP-complet. Ce qui me permet de dire que l'algorithme

propos�e pour Uni-Lex est d�eterministe polynomial et qu'il fait appel �a un oracle

non d�eterministe polynomial. Le probl�eme Uni-Lex appartient donc �a la classe de

complexit�e P

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

On sait que Uni-Car est �

p

2

-complet. Or Uni-Car est une restriction de Uni-Lex,

donc on peut prouver que Uni-Car / Uni-Lex en utilisant la transformation poly-

nomiale suivante :

Soit \E;H" une instance de Uni-Car, posons :

- f(H) = H,

- f(E) = E,

f(E) �etant alors une base strati��ee ne contenant qu'une seule

strate.

Donc Uni-Lex est �

p

2

-complet. 2

Preuve num�ero 2 : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Un autre algorithme possible pour Uni-Lex s'inspire de celui propos�e pour Uni-Car.

On y utilise le probl�eme Ngsat-Lex :

instance : (E;<) une base strati��ee, H une formule propositionnelle, k

un vecteur de dimension n (n = nb de strates dans E) avec k[i] = nombre

maximumde formules pouvant être satisfaites dans la strate i (même vecteur

k que celui d�ecrit dans l'algorithme pr�ec�edent),

question : existe-t-il une interpr�etation M qui satisfait k[i] formules de

chaque strate i de E telle que M ne satisfait pas H ?

Ce probl�eme Ngsat-Lex est une g�en�eralisation du probl�eme Ngsat-Car d�e�ni lors

de la d�emonstration pour Uni-Car de la même mani�ere que Max-Gsat-Array est

une g�en�eralisation de Max-Gsat. Ngsat-Lex est NP-complet. Cela se d�emontre en

utilisant l'algorithme 4.26 page ci-contre.
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Algorithme 4.26 : Ngsat-Lex ((E;<), H, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

(* v�eri�er qu'elle satisfait k[i] formules de chaque strate i de E *)

k

0

 < 0; 0; : : :; 0 > (* k

0

de même dimension n que k *)

pour chaque strate i de 1 �a n faire

pour chaque formule G de la strate i faire

si M satisfait G alors

k

0

[i]  k

0

[i] + 1

v�eri�er que k

0

= k

v�eri�er que M ne satisfait pas H

�n

L'algorithme pour Ngsat-Lex est non d�eterministe polynomial, donc Ngsat-Lex

appartient �a la classe de complexit�e NP. Quant �a la preuve de compl�etude, elle se fait

en ramenant polynomialementNgsat-Car �a Ngsat-Lex. Soit \E,H,k" une instance

de Ngsat-Car, posons : f(E) = E, f(H) = H et f(k) vecteur de dimension 1 �egal �a

< k >. On a alors : Nsat-Car / Ngsat-Lex. On peut ainsi utiliser l'algorithme 4.27

pour Uni-Lex.

Algorithme 4.27 : Uni-Lex ((E;<), H) (nouvelle version)

d�ebut

(* calcul du vecteur k *)

k  < 0; 0; : : : ; 0 > (* vecteur de dimension n (nombre de strates dans E) *)

pour n

s

 1 �a n faire

n

f

 nombre de formules dans la strate E

n

s

�ni  faux

tant que (n

f

� 0) et (non �ni) faire

k[n

s

]  n

f

si Max-Gsat-Array (E,k) alors

�ni  vrai

sinon

n

f

 n

f

� 1

si Ngsat-Lex (E,H,k) alors

�echec  vrai

sinon

�echec  faux

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

Cet algorithme montre lui-aussi que Uni-Lex appartient �a la classe �

p

2

. Remarquons

que l'on utilise ici aussi l'oracleMax-Gsat-Array qui a �et�e pr�esent�e avec le premier

algorithme pour Uni-Lex. Signalons toutefois que le premier algorithme propos�e pour

Uni-Lex est plus e�cace puisqu'il ne fait appel qu'�a un seul oracle NP alors que le

second algorithme en utilise 2.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

On peut d�emontrer directement la compl�etude pourUni-Lex �a partir du même type de

probl�eme que celui utilis�e pour Uni-Car. Je vais pr�esenter cette preuve ici car elle sera
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r�eutilis�ee lors de l'�etude de la compl�etude du probl�eme 1/Strate (cf. section 4.1.26

page 113). Le probl�eme choisi est (cf. [EG93]) :

Instance : Soit C = fC

1

; : : : ; C

m

g ensemble de clauses satis�able, soit X =

fx

1

; : : : ; x

n

g ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans C,

soit O(X) =< x

1

; : : : ; x

n

> une prioritisation de X (une \prioritisation" de

X est une suite strictement ordonn�ee < x

1

; : : : ; x

n

> des variables de X),

Question : L'assignation lex-maximale V

M

pour la prioritisation O(X) sa-

tisfaisant C v�eri�e-t-elle : V

M

(x

n

) = vrai ?

Je note ce probl�eme Alm (pour Assignation Lexicographiquement Maximale) et rap-

pelle la d�e�nition d'une assignation lex-maximale :

D�e�nition 4.1.4 Soient un ensemble de variables X = fx

1

; : : : ; x

n

g et O(X) =

< x

1

; : : : ; x

n

> une prioritisation de X, avec x

1

la plus prioritaire et x

n

la moins

prioritaire, soient deux assignations V et W sur cet ensemble de variables, on dit que

V >

lex

W pour O(X) ssi 9i 2 [1 : : :n] tel que 8j < i, V (x

j

) = W (x

j

), V (x

i

) =

vrai, W (x

i

) = faux (de même, V <

lex

W pour O(X) ssi 9i 2 [1 : : :n] tel que 8j < i,

V (x

j

) = W (x

j

), V (x

i

) = faux, W (x

i

) = vrai).

D�e�nition 4.1.5 Pour une prioritisation de X donn�ee, V

M

est une assignation lex-

maximale ssi V

M

est maximale pour l'ordre >

lex

.

Remarques pr�eliminaires : Soit C = fC

1

; : : : ; C

m

g ensemble de clauses satis�able,

soient X = fx

1

; : : : ; x

n

g ensemble des variables propositionnelles apparaissant dans C

et O(X) =< x

1

; : : : ; x

n

> une prioritisation de X.

1. L'ordre >

lex

est strict et total, donc il n'existe qu'une seule assignation lex-

maximale satisfaisant C pour une prioritisation de X donn�ee.

2. Soit V une assignation de X satisfaisant C, posons Y (V ) = fx

i

tel que V (x

i

) =

vrai ; i = 1 : : :ng. On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.13 Y (V ) est une sous-base de X consistante avec C.

Propri�et�e 4.1.14 Soient V et W assignations de X, soit O(X) une prioritisa-

tion de X. Si V >

lex

W pour O(X) alors Y (V ) �

lex

Y (W ) (l'ordre �

lex

est

l'ordre lexicographique tel que d�e�ni par [BCD

+

93], voir section 2.2.2 page 14 :

Y �

lex

Z ssi 9i tel que jY

i

j > jZ

i

j et 8j; j < i, jY

j

j = jZ

j

j ; de même, Y �

lex

Z

ssi 9i tel que jY

i

j < jZ

i

j et 8j; j < i, jY

j

j = jZ

j

j).

Preuve : Avec O(X) =< x

1

; : : : ; x

n

>, V >

lex

W pour O(X) , 9i 2

[1 : : :n] tel que 8j < i, V (x

j

) = W (x

j

), V (x

i

) = vrai, W (x

i

) = faux )

9i 2 [1 : : :n] tel que 8j < i on a :

soit (x

j

2 Y (V ) et x

j

2 Y (W )), soit (x

j

62 Y (V ) et x

j

62 Y (W ))

et x

i

2 Y (V ) et x

i

62 Y (W )

) par d�e�nition Y (V )�

lex

Y (W ) 2

On utilise ce probl�eme Alm pour prouver la compl�etude de Uni-Lex.

Soit \C = fC

1

; : : : ; C

m

g satis�able, X = fx

1

; : : : ; x

n

g,

O(X) =< x

1

; : : : ; x

n

>" une instance de Alm, posons :

H = x

n

et

(E;<) = fC

1

^ : : :^ C

m

; x

1

; : : : ; x

n

g,

l'ordre < �etant le suivant : la formule CC = C

1

^ : : :^ C

m

est

plus prioritaire que la formule x

1

elle-même plus prioritaire que

la formule x

2

elle-même plus prioritaire que : : :plus prioritaire

que x

n

.
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Remarques pr�eliminaires :

La premi�ere strate E

1

de E est consistante puisque C est satis�able.

Toute th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement contient la formule de la premi�ere

strate.

Comme il n'y a qu'une formule par strate dans E, il n'existe alors qu'une seule

et unique th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement qui est aussi la seule pr�ef�er�ee pour

l'inclusion (voir propri�et�e 4.1.22 page 110). Notons Y

0

cette th�ese. Y

0

= E

1

[

(f�

1

; : : : ; �

n

g n f>g avec :

> = tautologie,

�

1

= x

1

s'il existe un mod�ele de CC avec x

1

�a vrai, sinon �

1

= >,

�

2

= x

2

s'il existe un mod�ele de CC avec �

1

, x

2

�a vrai, sinon �

2

= >,

.

.

.

�

n

= x

n

s'il existe un mod�ele de CC avec �

1

, : : : , �

n�1

, x

n

�a vrai, sinon

�

n

= >.

D�e�nition 4.1.6 Soit V

0

l'assignation d�e�nie de la fa�con suivante : V

0

(x

i

) =

vrai si x

i

2 Y

0

, faux sinon. On a alors Y (V

0

) [E

1

= Y

0

et V

0

satisfait C.

On a alors la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 4.1.15 V

0

ainsi construite est exactement l'assignation lex-maximale

pour O(X).

Preuve : Raisonnons par l'absurde. Si V

0

n'est pas l'assignation lex-

maximale pour O(X) satisfaisant C alors il existe une autre assignation

not�ee V

M

qui est l'assignation lex-maximale pour O(X) satisfaisant C.

Donc V

M

>

lex

V

0

pour O(X) alors Y (V

M

) �

lex

Y (V

0

). Cela implique

que Y (V

0

)[E

1

n'est pas lex-pr�ef�er�ee pour E. On a donc une contradiction

avec la condition impos�ee �a la construction de V

0

(cf. d�e�nition 4.1.6). 2

V

M

(x

n

) = vrai ssi Y

0

contient x

n

D�emontrons alors que Alm / Uni-Lex :

Soient C, X et O(X), on a V

M

(x

n

) = vrai

,

8Y th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de E, Y contient x

n

,

8Y th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de E, Y inf�ere x

n

J'en conclus que Alm / Uni-Lex, et ainsi que Uni-Lex est �

p

2

-complet. 2

4.1.2.17

�

Etude de la complexit�e de Exi-Lex

Rappel : Le probl�eme Exi-Lex est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible avec

pr�ef�erences de (E;<) en utilisant un ordre lexicographique sur les th�eses de (E;<)".

Notation : (E;<) j�

9;Lex

H.

Th�eor�eme 4.1.17 Exi-Lex est �

p

2

-complet.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Remarquons que Exi-Lex est une g�en�eralisation de Exi-Car pour des bases strati��ees.
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Algorithme 4.28 : Exi-Lex ((E;<), H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<)

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Algorithme 4.29 : Exi-Lex ((E;<), H) (nouvelle version)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

(* v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) *)

�echec  faux

i  1 (* strate la plus prioritaire *)

tant que non �echec et i < n+ 1 faire

k  jY

1

j+ jY

2

j+ : : :+ jY

i

j

si il existe une sous-base consistante Z de E

1

[E

2

[ : : :[E

i

telle que jZj > k alors

�echec  vrai

sinon

i  i + 1

si non �echec alors

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

On propose l'algorithme 4.28 pour Exi-Lex.

Comme pour Exi-Car, on peut ra�ner cet algorithme et ainsi obtenir l'algo-

rithme 4.29.

Donc j'obtiens pour Exi-Lex un algorithme non d�eterministe polynomial faisant appel

�a deux oracles de complexit�e NP (Gsat et Max-Gsat-Strict d�ej�a pr�esent�e pour

Exi-Car). Ce qui me permet de dire que l'algorithme propos�e pour Exi-Lex est non

d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial et qu'il fait appel �a un oracle lui aussi

non d�eterministe polynomial. La complexit�e de Exi-Lex est donc au plus NP

NP

= �

p

2

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Exi-Car �etant une restriction de Exi-Lex, on peut d�e�nir la transformation polyno-

miale suivante :

Soit \E;H" une instance de Exi-Car, posons :

- f(H) = H,

- f(E) = E,

f(E) �etant alors une base strati��ee ne contenant qu'une seule

strate.

On a donc : Exi-Car / Exi-Lex. Or Exi-Car est �

p

2

-complet. Et on en d�eduit que le

probl�eme Exi-Lex est �

p

2

-complet. Remarque : c'est le même type de d�emonstration

que pour Exi-Incl. 2

4.1.2.18

�

Etude de la complexit�e de Arg-Lex

Rappel : Le probl�eme Arg-Lex est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumen-

tative avec pr�ef�erences de (E;<) en utilisant un ordre lexicographique sur les th�eses de (E;<)".

Notation : (E;<) j�

A;Lex

H.
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Th�eor�eme 4.1.18 Arg-Lex 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile.

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Remarquons que Arg-Lex est une g�en�eralisation de Arg-Car aux bases strati��ees.

On propose l'algorithme 4.30 pour Arg-Lex.

Algorithme 4.30 : Arg-Lex ((E;<), H)

d�ebut

v�eri�er que (E;<) j6�

9;Lex

:H

v�eri�er que (E;<) j�

9;Lex

H

�n

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-Lex).

La complexit�e de Arg-Lex est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

Arg-Car �etant une restriction de Arg-Lex, on peut d�e�nir la transformation poly-

nomiale suivante :

Soit \E;H" une instance de Arg-Car, posons :

- f(H) = H,

- f(E) = E,

f(E) �etant alors une base strati��ee ne contenant qu'une seule

strate.

On obtient ainsi que Arg-Car / Arg-Lex, or on sait que Exi-Car / Arg-Car,

donc Exi-Car / Arg-Lex. Par contre, comme pour Arg-Car, je n'ai pas r�eussi �a

montrer qu'un probl�eme �

p

2

-complet (par exemple : co-Exi-Lex ou co-Exi-Car) se

ram�ene polynomialement �a Arg-Lex.

Je ne peux donc pas refaire le raisonnement e�ectu�e pour les autres relations d'inf�erence

utilisant la cons�equence argumentative (voir par exemple le th�eor�eme 4.1.3 page 78).

Seul le r�esultat d'appartenance demeure valable. 2

4.1.2.19

�

Etude de la complexit�e de Uni-E

Rappel : Le probl�eme Uni-E est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence forte de

E = (W;D) th�eorie des d�efauts propositionnelle en utilisant les extensions de E".

Notation : E j�

8;E

H.

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par Gottlob dans le cas g�en�eral (voir [Got92]). Ses conclusions sont les

suivantes.

Th�eor�eme 4.1.19 Uni-E est �

p

2

-complet.

Remarques : Gottlob a montr�e que Uni-E reste �

p

2

-complet même si E = (W;D) est une

th�eorie des d�efauts propositionnelle normale (c'est-�a-dire dont les d�efauts sont de la forme a : b=b).

Et, dans le cas particulier correspondant au m�ecanisme E

�

, on obtient un r�esultat similaire.

Th�eor�eme 4.1.20 Uni-E

�

est �

p

2

-complet.

Preuve : Le th�eor�eme 4.1.19 fournit la preuve d'appartenance, et pour la compl�etude,

la propri�et�e 2.2.5 page 17 fournit une transformation polynomiale deUni-T en Uni-E

�

.

2
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4.1.2.20

�

Etude de la complexit�e de Exi-E

Rappel : Le probl�eme Exi-E est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence faible de

E = (W;D) th�eorie des d�efauts propositionnelle en utilisant les extensions de E".

Notation : E j�

9;E

H.

Ce probl�eme a �et�e �etudi�e par Gottlob dans le cas g�en�eral (voir [Got92]). Ses conclusions sont les

suivantes.

Th�eor�eme 4.1.21 Exi-E est �

p

2

-complet.

Remarques : Gottlob a montr�e que Exi-E reste �

p

2

-complet même si E = (W;D) est une

th�eorie des d�efauts propositionnelle normale.

Et, dans le cas particulier correspondant au m�ecanisme E

�

, on obtient un r�esultat similaire.

Th�eor�eme 4.1.22 Exi-E

�

est �

p

2

-complet.

Preuve : Même principe que pour le th�eor�eme 4.1.20 page pr�ec�edente. 2

4.1.2.21

�

Etude de la complexit�e de Arg-E

Rappel : Le probl�emeArg-E est le suivant : \v�eri�er que H est une cons�equence argumentative

de E = (W;D) th�eorie des d�efauts propositionnelle en utilisant les extensions de E".

Notation : E j�

A;E

H.

�

A ma connaissance, Gottlob ne s'est pas encore int�eress�e �a ce type de relation d'inf�erence sur une

th�eorie des d�efauts.

Th�eor�eme 4.1.23 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-E 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

Preuve : 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

On propose l'algorithme 4.31 pour Arg-E.

Algorithme 4.31 : Arg-E ((E;<), H)

d�ebut

v�eri�er que (E;<) j6�

9;E

:H

v�eri�er que (E;<) j�

9;E

H

�n

Cet algorithme est polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e �

p

2

(Exi-E).

La complexit�e de Arg-E est donc au plus P

�

p

2

= �

p

3

.

2

�eme

partie : la compl�etude ?

J'ai toujours les mêmes di�cult�es �a �etudier la compl�etude, donc j'essaye de montrer

que Arg-E 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

).

Pour cela on compare le probl�eme Arg-E avec des probl�emes de classe inf�erieure dans

la hi�erarchie polynomiale.

On constate alors que :

le probl�eme Exi-E se ram�ene polynomialement �a Arg-E :
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�

Etat de la branche de l'arbre de E R�esultat sur la construction de l'arbre

pour f(E)

inconsistance inconsistance

extension Y

0

extension Y de f(E) =

C

n

(Y

0

[ fH ! Gg)

�echec car certaines hypoth�eses sur

l'extension n'ont pas �et�e v�eri��ees

peut-être une solution si la seule

hypoth�ese manquante est satisfaite par

le fait :

\H ! G 2 l'extension" ;

or ce cas est impossible puisque G

n'apparâ�t pas dans E ;

on a donc un �echec

Tableau 4.1 : D�emonstration de complexit�e pour Arg-E : Exi-E / Arg-E

Soit \E = (W;D);H", une instance de Exi-E, posons :

- f(H) = G,

- f(E) = (W [ fH ! Gg; D)

avec G nouvelle variable propositionnelle (G n'apparâ�t pas dans

W , ni dans D).

Remarques pr�eliminaires :

H ! G est consistante avec n'importe quelle extension Y

0

de E : si Y

0

est

une extension, elle est consistante et elle admet donc un mod�ele M

0

. Or G

n'apparâ�t pas dans E, donc n'apparâ�t pas dans Y

0

. On peut ainsi �etendre le

mod�eleM

0

de Y

0

�a un mod�eleM en rajoutant la valeur vrai pour la variable

propositionnelle G. On a ainsiM mod�ele de Y

0

et mod�ele de H ! G. H ! G

est donc consistante avec toute extension Y

0

de E.

H ! G ne permet pas l'activation d'autres d�efauts que ceux activ�es pour le

calcul des extensions de E, puisque G n'apparâ�t pas dansD (et en particulier,

dans les pr�e-requis des d�efauts de D).

Le fait de rajouter cette pr�emisse �a E permet de reprendre en int�egralit�e

l'arbre de recherche des extensions de E et de construire l'arbre de recherche

des extensions de f(E) �a partir de l'�etude sur chaque branche de l'arbre de E

de l'ajout de la pr�emisse H ! G (voir la m�ethode de construction de l'arbre

de recherche en section 2.2.3 page 16).

Cela donne les r�esultats pr�esent�es dans le tableau 4.1 et on obtient les propri�et�es

suivantes :

Propri�et�e 4.1.16 Quelle que soit Y extension de f(E), Y est de la forme Y

0

[

fH ! Gg avec Y

0

extension de E.

Propri�et�e 4.1.17 Quelle que soit Y extension de f(E), Y ` G ssi Y

0

` H (voir

argumentation dans la d�emonstration du th�eor�eme 4.1.3 page 78).

Propri�et�e 4.1.18 Aucune extension de E ou de f(E) ne peut inf�erer :G.
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Montrons alors que : \f(E) inf�ere f(H) avec la m�ethode Arg-E" �equivaut �a \E

inf�ere H avec la m�ethode Exi-E" :

f(E) inf�ere G avec la m�ethode Arg-E

,

il existe Y extension de f(E) telle que Y ` G

et aucune des autres extensions n'inf�ere :G.

,

(�a cause de la propri�et�e 4.1.18 page pr�ec�edente)

il existe Y extension de f(E) telle que Y ` G

,

(�a cause des propri�et�es 4.1.16 page pr�ec�edente et 4.1.17 page pr�ec�edente)

il existe Y

0

extension de E telle que Y

0

` H

,

E inf�ere H avec la m�ethode Exi-E

le probl�eme co-Exi-E se ram�ene polynomialement �a Arg-E :

Soit \E = (W;D);H", une instance de co-Exi-E, posons :

- f(E) = (W;D [ f: :H=:Hg,

- f(H) = :H.

Remarque pr�eliminaire :

Le fait de rajouter un d�efaut �a E permet de reprendre dans son int�egralit�e l'arbre

de recherche des extensions de E et de construire l'arbre de recherche des ex-

tensions de f(E) �a partir de l'arbre pour E et de l'�etude sur chaque branche de

l'arbre de E de l'activation ou non du d�efaut ::H=:H. Cela donne les r�esultats

pr�esent�es dans le tableau 4.2 page ci-contre et on obtient les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.19 Si toutes les extensions Y

0

de E sont consistantes avec :H

(donc n'inf�erent pas H) alors toutes les extensions de f(E) inf�erent :H et n'in-

f�erent pas H ;

Propri�et�e 4.1.20 S'il existe une extension Y

0

de E qui inf�ere H (donc inconsis-

tante avec :H) alors il existe une extension Y de f(E) qui inf�ere H (Y = Y

0

) ;

Propri�et�e 4.1.21 (contrapos�ee de la propri�et�e 4.1.20) Si aucune extension Y de

f(E) n'inf�ere H alors aucune extension Y

0

de E n'inf�ere H.

Montrons alors que : \f(E) inf�ere f(H) avec la m�ethode Arg-E" �equivaut �a \E

n'inf�ere pas H avec la m�ethode Exi-E".

Tout d'abord :

f(E) inf�ere :H avec la m�ethode Arg-E

,

9Y extension de f(E) telle que Y ` :H

et 8Y extension de f(E), Y 6` H

)

(�a cause de la propri�et�e 4.1.21)

8Y

0

extension de E, Y

0

6` H

,

E n'inf�ere pas H avec la m�ethode Exi-E

Et r�eciproquement :

E n'inf�ere pas H avec la m�ethode Exi-E

,

8Y

0

extension de E, Y

0

6` H

)

(�a cause de la propri�et�e 4.1.19)

8Y extension de f(E), Y 6` H et Y ` :H
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�

Etat de la branche de

l'arbre de E

Statut du d�efaut ::H=:H

(appliqu�e ou non)

R�esultat sur la construction

de l'arbre pour f(E)

inconsistance
dans les deux cas

inconsistance

extension Y

0

consistante avec :H

donc n'inf�erant pas H

application du d�efaut :

H ne doit pas 2 �a l'extension

�nale

extension Y de f(E) =

C

n

(Y

0

[ f:Hg) si :H 62 Y

0

ou C

n

(Y

0

) sinon

Y contient :H et n'inf�ere

pas H

non application du d�efaut :

H doit 2 �a l'extension �nale

�echec :

H ne peut pas 2 �a

l'extension �nale

extension Y

0

inconsistante avec :H

donc inf�erant H

application du d�efaut :

H ne doit pas 2 �a l'extension

�nale

�echec :

H 2 �a l'extension �nale

non application du d�efaut :

H doit 2 �a l'extension �nale

extension Y de f(E) = Y

0

Y ne contient pas :H et

inf�ere H

�echec car certaines

hypoth�eses sur

l'extension n'ont pas

�et�e v�eri��ees

application du d�efaut :

H ne doit pas 2 �a l'extension

�nale

peut-être une solution si la

seule hypoth�ese manquante

est satisfaite par le fait :

\:H 2 l'extension" ;

dans ce cas l�a, on a :

extension Y de f(E) =

C

n

(S [ f:Hg) avec S = W

[ fles cons�equents des

d�efauts de E activ�es pour

cette brancheg

Y contient :H et n'inf�ere

pas H

non application du d�efaut :

H doit 2 �a l'extension �nale

�echec :

la non application du d�efaut

ne permet pas de v�eri�er les

hypoth�eses manquant d�ej�a

pour l'extension de E

Tableau 4.2 : D�emonstration de complexit�e pour Arg-E : co-Exi-E / Arg-E
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)

9Y extension de f(E) telle que Y ` :H

et 8Y extension de f(E), Y 6` H

,

f(E) inf�ere :H avec la m�ethode Arg-E

On a donc Exi-E / Arg-E et co-Exi-E / Arg-E (avec Exi-E qui est �

p

2

-complet et

co-Exi-E qui est �

p

2

-complet). Ainsi, comme pour Arg-T, on prouve que, si �

p

2

6= �

p

2

,

Arg-E 2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

). 2

Et, dans le cas particulier correspondant au m�ecanisme E

�

, on obtient un r�esultat similaire.

Th�eor�eme 4.1.24 Si �

p

2

6= �

p

2

, Arg-E

�

2 �

p

3

- (�

p

2

[�

p

2

)

Preuve : Même principe que pour le th�eor�eme 4.1.20 page 105. 2

4.1.3

�

Etude de complexit�e des di��erentes relations d'inf�erence dans des

cas particuliers

L'�etude de complexit�e des relations d'inf�erence pr�esent�ees dans la section pr�ec�edente est reprise

ici en traitant quatre cas particuliers :

celui o�u (E;<) est un ensemble totalement et strictement ordonn�e ; ce qui revient �a dire que

l'on a une base initiale E strati��ee avec une seule formule par strate ;

celui o�u (E;<) est un ensemble totalement ordonn�e de formules sous forme conjonctive

normale (formules Cnf) ;

celui o�u (E;<) est un ensemble totalement ordonn�e de conjonctions de clauses de Horn ;

celui o�u (E;<) est un ensemble totalement et strictement ordonn�e de conjonctions de clauses

de Horn.

Les relations d'inf�erence Uni (Exi, Arg)-T (S, Car, E) ne sont concern�ees ni par le premier,

ni par le dernier de ces quatre cas particuliers. En e�et, ces relations d'inf�erence ne tiennent pas

compte de l'ordre sur E. On peut aussi montrer que, dans ces cas l�a, les probl�emes Uni (Exi,

Arg)-Incl (Lex) deviennent �equivalents (voir d�emonstration dans la section suivante).

L'�etude du second cas particulier permet de traiter une sous-famille de la logique propositionnelle

tr�es souvent utilis�ee (les clauses) mais ne permet cependant aucune simpli�cation de la complexit�e

des probl�emes �etudi�es.

Dans le troisi�eme cas particulier, le probl�eme Gsat devient polynomial et sera not�e Sat-Horn,

ce qui induit bien sûr des complexit�es plus faibles pour les probl�emes pos�es.

Le quatri�eme cas permet de combiner les premier et troisi�eme cas et d'obtenir ainsi de meilleurs

r�esultats mais sur une classe de probl�emes tr�es restreinte.

4.1.3.1 Cas d'une base strati��ee avec une seule formule par strate

Dans toute cette section, (E;<) d�enotera une base strati��ee avec une seule formule par strate.

Dans le cas particulier d'une base strictement strati��ee, on a la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 4.1.22 Soit < ordre total et strict sur E, il y a une seule th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Inclusion Based" qui est aussi la seule th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement.
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Preuve :

Prenons les notations suivantes : E = E

1

[ : : : [ E

n

(E

i

strate compos�ee d'une seule

formule), on note F

i

= E

i

\ F , 8i et 8F sous-ensemble de E.

Rappelons les deux d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 4.1.7 Soient A et B deux sous-ensembles consistants de E, A =

A

1

[ : : :[A

n

et B = B

1

[ : : :[B

n

, A est pr�ef�er�e �a B pour l'ordre \Inclusion

Based" (not�e B �

incl

A) ssi il existe i tel que B

i

� A

i

18

et 8j < i, A

j

=

B

j

19

.

D�e�nition 4.1.8 Soient A et B deux sous-ensembles consistants de E,

A = A

1

[ : : : [ A

n

et B = B

1

[ : : : [ B

n

, A est pr�ef�er�e �a B pour l'ordre

lexicographique (not�e B �

lex

A) ssi il existe i tel que jB

i

j < jA

i

j et 8j < i,

jA

j

j = jB

j

j.

Remarquons en premier lieu que, dans le cas d'une base dont les strates sont compos�ees

d'une seule formule, on a : 8i, A

i

= ? ou A

i

= ff

i

g avec f

i

la formule de la strate

num�ero i. De même pour B.

Montrons alors que les deux ordres donnent le même r�esultat : 8B et 8A, B �

incl

A

, B �

lex

A.

B �

incl

A

,

9i tel que B

i

� A

i

et 8j < i, A

j

= B

j

,

9i tel que B

i

= ? et A

i

= ff

i

g et 8j < i, soit A

j

= B

j

= ?, soit A

j

= B

j

= ff

j

g

,

9i tel que jB

i

j = 0 et jA

i

j = 1 et 8j < i, soit jA

j

j = jB

j

j = 0, soit jA

j

j = jB

j

j = 1

,

9i tel que jB

i

j < jA

i

j et 8j < i, jA

j

j = jB

j

j

,

B �

lex

A.

Montrons ensuite l'unicit�e des th�eses pr�ef�er�ees :

D�e�nition 4.1.9 Une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre \Inclusion Based"

20

de E

est un ensemble S = S

1

[ : : :[ S

n

tel que 8k 2 [1 : : :n] S

1

[ : : :[ S

k

est un

sous-ensemble maximal consistant de E

1

[ : : :[E

k

.

Cette d�e�nition induit le processus constructif suivant : pour chaque strate k en partant

de la plus prioritaire, soit la formule f

k

(de la strate k) est consistante avec l'ensemble

solution d�ej�a construit, alors le nouvel ensemble solution est �egal �a l'union de ff

k

g

avec l'ancien ensemble solution, soit f

k

est inconsistante avec l'ensemble solution d�ej�a

construit, alors l'ensemble solution reste inchang�e. Dans tous les cas, �a la �n de chaque

�etape du processus, on a qu'un seul ensemble solution. 2

18

Le symbole � d�enote l'inclusion stricte.

19

Rappelons que cette d�e�nition correspond �a l'ordre d�emocratique.

20

Cette fois, nous utilisons la d�e�nition de Brewka pour son aspect constructif.
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Th�eor�eme 4.1.25 (Complexit�e deUni (Exi, Arg)-Bo) Dans le cas d'une base strati��ee stric-

tement, Uni-Bo (respectivement Exi-Bo, Arg-Bo) est not�e 1/Strate-Uni-Bo (respectivement

1/Strate-Exi-Bo, 1/Strate-Arg-Bo). Les complexit�es sont :

si NP 6= co-NP, 1/Strate-Uni-Bo 2 �

p

2

- (NP [ co-NP)

1/Strate-Exi-Bo est �

p

2

-complet

si �

p

2

6= �

p

2

, 1/Strate-Arg-Bo 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

)

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Contrairement �a ce qui se passe pour les m�ethodes \Inclusion Based" et lexicographique

(voir propri�et�e 4.1.22 page 110), je n'ai pas ici de simpli�cation des algorithmes. En

e�et, le fait qu'il n'y ait qu'une formule par strate intervient dans le calcul des a(Y )

mais ne permet pas de se ramener �a une seule et unique sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" (voir l'exemple donn�e �a la section 2.2.4 page 19). On garde donc les mêmes

r�esultats d'appartenance que ceux vus pr�ec�edemment :

1/Strate-Uni-Bo appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

1/Strate-Exi-Bo appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

1/Strate-Arg-Bo appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

Pour 1/Strate-Uni-Bo, on peut conserver exactement la même d�emonstration

que celle du cas g�en�eral, puisque les transformations utilis�ees d�e�nissent des bases

avec une seule formule par strate.

On prouve donc que : 1/Strate-Uni-Bo 2 �

p

2

- (NP [ co-NP).

Par contre, pour 1/Strate-Exi-Bo, la d�emonstration du cas g�en�eral ne s'ap-

plique plus puisque la base E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

g n'est pas strictement

strati��ee. Je propose alors une nouvelle transformation polynomiale :

Soit \E;H", une instance de Exi-S, posons :

- f(H) = H,

- (f(E); <) = f?g [E

strat

avec ? symbolisant la contradiction et constituant seul la

premi�ere strate et E

strat

l'ensemble constitu�e des formules de E

ordonn�ees strictement (ordre arbitraire).

D'apr�es la d�e�nition de l'ordre \Best-Out", le amax correspondant �a f(E) est 1.

Ainsi, les sous-bases pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" de f(E) sont exactement

les sous-bases consistantes de E

strat

, elles-même �etant les sous-bases consistantes

de E. On a donc :

9Y sous base consistante de E telle que Y ` H

,

9Y sous base consistante pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de f(E) telle que

Y ` H

On a ainsi Exi-S / 1/Strate-Exi-Bo. Le probl�eme 1/Strate-Exi-Bo est donc

�

p

2

-complet.

Pour 1/Strate-Arg-Bo, je peux garder la même d�emonstration que celle du cas

g�en�eral en partant des probl�emes 1/Strate-Exi-Bo et co-1/Strate-Exi-Bo,

puisque les deux transformations polynomiales utilis�ees g�en�erent des sous-bases

strati��ees strictement. J'en conclus que 1/Strate-Arg-Bo 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si

�

p

2

6= �

p

2

.

2
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Propri�et�e 4.1.23 (Uni(Exi, Arg)-Incl et Uni(Exi, Arg)-Lex) Comme il existe une unique

th�ese pr�ef�er�ee �a la fois pour l'ordre \Inclusion Based" et pour l'ordre lexicographique, on constate

alors que les probl�emes Uni-Incl, Exi-Incl et Arg-Incl deviennent �equivalents ainsi que les

probl�emes Uni-Lex, Exi-Lex et Arg-Lex. J'obtiens ainsi un unique probl�eme not�e 1/Strate.

Th�eor�eme 4.1.26 (Complexit�e de Uni(Exi, Arg)-Incl et Uni(Exi, Arg)-Lex)

1/Strate est �

p

2

-complet.

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

On propose l'algorithme 4.32 pour 1/Strate (ce probl�eme est not�e (E;<) j�

1�s

H).

Algorithme 4.32 : 1/Strate ((E;<), H)

d�ebut

X  ?

n

s

 1

1 si X [E

n

s

est consistant alors

X  X [E

n

s

n

s

 n

s

+ 1

si n

s

= nb total de strates dans E alors

v�eri�er que X ` H

sinon

aller �etape 1

�n

Cet algorithme est d�eterministe polynomial et il fait appel �a un oracle de complexit�e

NP. Le probl�eme 1/Strate appartient donc �a la classe de complexit�e �

p

2

.

�

Etude de compl�etude.

Pour le th�eor�eme 4.1.16 page 97, j'ai pr�esent�e une d�emonstration de compl�etude pour

Uni-Lex utilisant le probl�eme Alm donn�e par Eiter et Gottlob dans [EG93]. Or cette

preuve s'applique en int�egralit�e pour le probl�eme 1/Strate puisque la transformation

polynomiale utilis�ee g�en�ere une base E strictement ordonn�ee :

Soit \C = fC

1

; : : : ; C

m

g satis�able, X = fx

1

; : : : ; x

n

g,

O(X) =< x

1

; : : : ; x

n

>" une instance de Alm, posons :

H = x

n

et

(E;<) = fC

1

^ : : :^ C

m

; x

1

; : : : ; x

n

g,

l'ordre < �etant le suivant : la formule CC = C

1

^ : : :^ C

m

est

plus prioritaire que la formule x

1

elle-même plus prioritaire que

la formule x

2

elle-même plus prioritaire que : : :plus prioritaire

que x

n

.

Donc Alm / 1/Strate et on en conclut que 1/Strate est �

p

2

-complet. 2

4.1.3.2 Cas d'une base de formules Cnf

Dans ce paragraphe, les formules composant la base �etudi�ee (E;<) ainsi que la formule H sont

sous forme normale conjonctive. Ce sont donc des conjonctions de disjonctions, ce qui, en lo-

gique propositionnelle, correspond �a des ensembles de clauses. Dans ce cas pr�ecis, le probl�eme de

satis�abilit�e utilis�e n'est plus Gsat mais Sat qui est lui-aussi NP-complet (voir [GJ79])

21

. Par

21

Même remarque pour Ungsat qui devient Unsat.
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contre, le probl�eme 2-Qbf n'est plus �

p

2

-complet dans le cas de formules Cnf alors qu'il l'est

toujours pour des formules Dnf

22

(voir [Sto77]). Cela remet donc en cause quelques-unes de mes

d�emonstrations. D'autre part, de nombreuses transformations polynomiales utilis�ees lors des d�e-

monstrations de compl�etude dans le cas g�en�eral ne conservent pas la forme conjonctive normale

(voir en particulier les d�emonstrations pour les relations argumentatives).

Les probl�emes p-m seront not�es dans le cas d'une base de formules Cnf : p-m-Cnf.

Th�eor�eme 4.1.27 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-T-Cnf)

Uni-T-Cnf est �

p

2

-complet

Exi-T-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-T-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes �etant conserv�es, on obtient les mêmes r�esultats d'appartenance

que dans le cas g�en�eral :

Uni-T-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-T-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-T-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-T-Cnf, au lieu d'utiliser le probl�eme 2-Qbf g�en�eral comme dans

la d�emonstration de Uni-T, on choisit d'utiliser le probl�eme 2Qbf-Dnf qui

est �

p

2

-complet (voir [Sto77]) : \9a8bG(a; b) satis�able ? avec G(a; b) sous

forme Dnf". On peut garder exactement la même transformation polynomiale

puisque l'ensemble E et la formule H sont alors en forme Cnf (rappel : E =

fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

;:G(a; b)g et H = :G(a; b)). Donc Uni-T-Cnf est �

p

2

-

complet.

pour Exi-T-Cnf, on va utiliser le probl�eme co-2Qbf-Dnf qui est �

p

2

-complet.

Soit \8a9bG(a; b) avec G(a; b) sous-forme Cnf", une instance de

co-2-Qbf-Dnf, posons :

- H = s,

- E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

; G(a; b)_ sg

avec s une nouvelle variable propositionnelle.

Les th�eses de E sont alors de la forme Y = fl

1

; : : : ; l

n

; G(a; b) _ sg avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i. En e�et, il su�t de remarquer que la formule G(a; b) _ s est toujours

consistante avec n'importe quel ensemble fl

1

; : : : ; l

n

g puisque s est un nouveau

symbole et qu'il su�t d'�etendre les interpr�etations satisfaisant les l

i

en rajoutant

la valeur vrai pour s. D'autre part, on remarque aussi que :

fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b) ,

il existe une extensionM de l'assignation fl

1

; : : : ; l

n

g pour les autres symboles

de G(a; b) (les b

i

) telle queM satisfait G(a; b), etM satisfait G(a; b)_s quelle

que soit la valeur de s ,

fl

1

; : : : ; l

n

; G(a; b)_ sg n'inf�ere pas s.

fl

1

; : : : ; l

n

g inconsistant avec G(a; b) ,

fl

1

; : : : ; l

n

g inf�ere :G(a; b),

fl

1

; : : : ; l

n

; G(a; b)_ sg inf�ere s.

On a alors :

22

Les formulesDnf sont sous forme normale disjonctive, c'est-�a-dire sous la forme de disjonctions de conjonctions.
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8a9bG(a; b) satis�able

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g; fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8Y th�ese de E, Y n'inf�ere pas s

et r�eciproquement :

8Y th�ese de E, Y n'inf�ere pas s

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g n'inf�ere pas :G(a; b)

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8a9bG(a; b) satis�able

On en conclut donc que co-2Qbf-Dnf / co-Exi-T-Cnf et donc que Exi-T-Cnf

est �

p

2

-complet.

pour Arg-T-Cnf, les transformations utilis�ees dans le cas g�en�eral ne conservent

pas la forme conjonctive normale : si E et H sont sous forme Cnf, alors f(E) =

E [ fH ! Gg ou f(E) = E [ f:Hg, et f(H) = :H ne sont pas sous forme

Cnf mais sous forme quelconque (certaines formules sont en Cnf, d'autres en

Dnf). Par contre, on peut �etudier un nouveau probl�eme Exi-T-Mixte d�e�ni

par la restriction de Exi-T �a une base de formules E Cnf et �a une formule H

Dnf. L'algorithme de Exi-T s'applique �a Exi-T-Mixte qui appartient ainsi �a la

classe �

p

2

. D'autre part la d�emonstration de compl�etude donn�ee pour Exi-T-Cnf

s'applique parfaitement �aExi-T-Mixte, puisque on a la transformation suivante :

Soit \8a9bG(a; b) avec G(a; b) sous-forme Cnf", une instance de

co-2-Qbf-Dnf, posons :

E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

; G(a; b)_ sg

avec s une nouvelle variable propositionnelle

(E est une base de formules Cnf),

et H = s (H est alors une formule Dnf).

Exi-T-Mixte est donc un probl�eme �

p

2

-complet. On peut alors r�eutiliser les trans-

formations du cas g�en�eral :

Soit \E;H", une instance de Exi-T-Mixte

(E en Cnf et H en Dnf), posons :

f(E) = E [ fH ! Gg

avec G une nouvelle variable propositionnelle

(E est une base de formules Cnf),

et f(H) = G (f(H) est alors une formule Cnf).

et :

Soit \E;H", une instance de co-Exi-T-Mixte

(E en Cnf et H en Dnf), posons :

f(E) = E [ f:Hg

(E est une base de formules Cnf),

et f(H) = :H (f(H) est alors une formule Cnf).

On en d�eduit ainsi que : Arg-T-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

.

2

Th�eor�eme 4.1.28 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-S-Cnf)

Uni-S-Cnf est co-NP-complet
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Exi-S-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-S-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

Preuve :

�

Etude d'appartenance et de compl�etude.

On garde exactement les mêmes d�emonstrations que celles de Uni-S, Exi-S et Arg-

S (voir les th�eor�emes 4.1.4 page 81, 4.1.5 page 81 et 4.1.6 page 82) en se ramenant

�a l'inf�erence classique sur des formules Cnf (pour Uni-S-Cnf), �a Exi-T-Cnf (pour

Exi-S-Cnf) et �a Arg-T-Cnf (pour Arg-S-Cnf) :

Uni-S-Cnf est co-NP-complet,

Exi-S-Cnf est �

p

2

-complet.

Arg-S-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

.

2

Th�eor�eme 4.1.29 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Bo-Cnf)

Uni-Bo-Cnf 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP

Exi-Bo-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-Bo-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes �etant conserv�es, on obtient les mêmes r�esultats d'appartenance

que dans le cas g�en�eral :

Uni-Bo-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Bo-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Bo-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Bo-Cnf, on peut conserver la même transformation polynomiale que

pour Uni-Bo (voir th�eor�eme 4.1.7 page 82), pour prouver que Sat / Uni-Bo-

Cnf. Par contre, pour la seconde partie de la d�emonstration, on va utiliser une

autre transformation.

Soit \G" une instance de Unsat, posons :

E = f:G! sg et H = s

avec s un nouveau symbole propositionnel.

Remarquons que G et H sont sous forme Cnf, et que passer E sous forme Cnf

se fait en temps polynomial. De plus, la seule sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre

\Best-Out" est f:G! sg.

On a alors :

G non satis�able

,

s est Uni-Bo-Cnf-inf�er�ee par E.

Donc Unsat / Uni-Bo-Cnf et Uni-Bo-Cnf appartient �a �

p

2

- (NP [ co-NP) si

NP 6= co-NP.

pour Exi-Bo-Cnf, on fait le même raisonnement que pour Exi-T-Cnf. On utilise

le probl�eme co-2Qbf-Dnf qui est �

p

2

-complet.
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Soit \8a9bG(a; b) avec G(a; b) sous-forme Cnf", une instance de

co-2-Qbf-Dnf, posons :

- H = s,

- E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

; G(a; b)_ sg

avec s une nouvelle variable propositionnelle.

Les sous-bases pr�ef�er�ees pour l'ordre \Best-Out" de E sont de la forme Y =

fl

1

; : : : ; l

n

; G(a; b) _ sg avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i. Toutes les remarques faites pour

Exi-T-Cnf restent valables ici dans le cadre des sous-bases pr�ef�er�ees pour l'ordre

\Best-Out".

On a alors :

8a9bG(a; b) satis�able

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g; fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8Y sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de E, Y n'inf�ere pas s

et r�eciproquement :

8Y sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-Out" de E, Y n'inf�ere pas s

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g n'inf�ere pas :G(a; b)

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8a9bG(a; b) satis�able

On en conclut donc que co-2Qbf-Dnf / co-Exi-Bo-Cnf et donc que Exi-Bo-

Cnf est �

p

2

-complet.

pour Arg-Bo-Cnf, je retrouve les mêmes probl�emes que ceux rencontr�es pour

Arg-T-Cnf (voir th�eor�eme 4.1.27 page 114). Ici aussi, il faut �etudier le probl�eme

Exi-Bo-Mixte, qui pour les mêmes raisons que celles �evoqu�ees pour Exi-T-

Mixte, sera �

p

2

-complet. On garde les transformations donn�ees pour le cas g�en�eral

en utilisant les probl�emes Exi-Bo-Mixte et co-Exi-Bo-Mixte. On prouve ainsi

que Arg-Bo-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

.

2

Th�eor�eme 4.1.30 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Incl-Cnf)

Uni-Incl-Cnf est �

p

2

-complet

Exi-Incl-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-Incl-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6= �

p

2

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes �etant conserv�es, on obtient les mêmes r�esultats d'appartenance

que dans le cas g�en�eral :

Uni-Incl-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Incl-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Incl-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Incl-Cnf, on garde la même d�emonstration que pour Uni-Incl (voir

th�eor�eme 4.1.10 page 87) en utilisantUni-T-Cnf et on prouve queUni-Incl-Cnf

est �

p

2

-complet.
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pour Exi-Incl-Cnf, on garde la même d�emonstration que pour Exi-Incl (voir

th�eor�eme 4.1.11 page 88) en utilisant Exi-T-Cnf et on prouve que Exi-Incl-Cnf

est �

p

2

-complet.

pour Arg-Incl-Cnf, on garde la même d�emonstration que pour Arg-Incl (voir

th�eor�eme 4.1.12 page 89) en utilisant Arg-T-Cnf (donc Exi-T-Mixte et co-

Exi-T-Mixte) et on prouve que Arg-Incl-Cnf 2 �

p

3

- (�

p

2

[ �

p

2

) si �

p

2

6=

�

p

2

.

2

Th�eor�eme 4.1.31 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Car-Cnf)

Uni-Car-Cnf est �

p

2

-complet

Exi-Car-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-Car-Cnf 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes �etant conserv�es, on obtient les mêmes r�esultats d'appartenance

que dans le cas g�en�eral, puisque les oracles utilis�es (Sat, Max-Gsat, Ngsat-Car)

restent NP-complets dans le cas de formules Cnf :

Uni-Car-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Car-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Car-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Car-Cnf, on peut garder la même transformation que celle du cas

g�en�eral (voir th�eor�eme 4.1.13 page 90) puisque la base E et la formule H ainsi

g�en�er�ees sont sous forme Cnf.

Donc Uni-Car-Cnf est �

p

2

-complet.

pour Exi-Car-Cnf, on fait le même raisonnement que pour Exi-T-Cnf. On

utilise le probl�eme co-2Qbf-Dnf qui est �

p

2

-complet.

Soit \8a9bG(a; b) avec G(a; b) sous-forme Cnf", une instance de

co-2-Qbf-Dnf, posons :

- H = s,

- E = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

; G(a; b)_ sg

avec s une nouvelle variable propositionnelle.

Les th�eses pr�ef�er�ees pour la cardinalit�e de E sont alors de la forme Y =

fl

1

; : : : ; l

n

; G(a; b) _ sg avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i. Toutes les remarques faites pour

Exi-T-Cnf restent valables ici dans le cadre des th�eses pr�ef�er�ees pour la cardi-

nalit�e.

On a alors :

8a9bG(a; b) satis�able

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g; fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y n'inf�ere pas s,

et r�eciproquement :
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8Y th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E, Y n'inf�ere pas s

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g n'inf�ere pas :G(a; b)

)

8fl

1

; : : : ; l

n

g, fl

1

; : : : ; l

n

g consistant avec G(a; b)

)

8a9bG(a; b) satis�able

On en conclut donc que co-2Qbf-Dnf / co-Exi-Car-Cnf et donc que Exi-Car-

Cnf est �

p

2

-complet.

pour Arg-Car-Cnf, comme pour Arg-T-Cnf (voir th�eor�eme 4.1.27 page 114),

on garde la même transformation en utilisant le probl�emeExi-Car-Mixte qui est

�

p

2

-complet pour les mêmes raisons que celles �evoqu�ees lors de la d�emonstration

de compl�etude de Exi-T-Mixte. On prouve ainsi que Arg-Car-Cnf 2 �

p

3

et

est �

p

2

-di�cile. Tout comme pour Arg-Car, je ne suis pas parvenue �a prouver

que Arg-Car-Cnf est �

p

2

-di�cile.

2

Th�eor�eme 4.1.32 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Lex-Cnf)

Uni-Lex-Cnf est �

p

2

-complet

Exi-Lex-Cnf est �

p

2

-complet

Arg-Lex-Cnf 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Comme pour Uni (Exi, Arg)-Car, tous les algorithmes sont conserv�es, et on obtient

les mêmes r�esultats d'appartenance que dans le cas g�en�eral :

Uni-Lex-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Lex-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Lex-Cnf appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Lex-Cnf, on peut garder la même transformation que celle du cas

g�en�eral (voir th�eor�eme 4.1.16 page 97) qui permet de passer de Uni-Car-Cnf

�a Uni-Lex-Cnf, puis en utilisant le fait que Uni-Car-Cnf est �

p

2

-complet, on

obtient que Uni-Lex-Cnf est �

p

2

-complet.

pour Exi-Lex-Cnf, on peut garder la même transformation que celle du cas

g�en�eral (voir th�eor�eme 4.1.17 page 103) qui permet de passer de Exi-Car-Cnf

�a Exi-Lex-Cnf, puis en utilisant les r�esultats sur Exi-Car-Cnf, on obtient que

Exi-Lex-Cnf est �

p

2

-complet.

pour Arg-Lex-Cnf, on peut garder la même transformation que celle du cas

g�en�eral (voir th�eor�eme 4.1.18 page 105) qui permet de passer de Arg-Car-Cnf

�a Arg-Lex-Cnf, puis en utilisant les r�esultats sur Arg-Car-Cnf, on prouve

que Arg-Lex-Cnf 2 �

p

3

et est �

p

2

-di�cile. Par contre, comme pour Arg-Lex,

je ne suis pas parvenue �a prouver que Arg-Lex-Cnf est �

p

2

-di�cile.

2

Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-E-Cnf Il n'existe pas �a ma connaissance de travaux sur ces

relations d'inf�erence dans le cas de formules Cnf. Mon �etude ne portant pas particuli�erement sur

la logique des d�efauts, je ne m'�etendrais pas sur ce sujet.
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4.1.3.3 Cas d'une base de Horn

Ici, on part de l'hypoth�ese que la base �etudi�ee (E;<) est un ensemble de conjonctions de clauses

de Horn et que la formule trait�ee H est une clause de Horn. Rappelons qu'une clause de Horn est

une formule de la forme :

soit A

1

: : :A

n

! B

soit A

1

: : :A

n

! (avec A

i

et B des litt�eraux positifs).

Donc, dans toute la suite, une base de Horn sera d�e�nie comme un ensemble de conjonctions de

clauses de Horn et pas comme un ensemble de clauses de Horn (appel�e par opposition base de

Horn stricte). Ainsi, on pourra garder un aspect syntaxique conforme �a nos choix initiaux : la

formule a^ b n'�etant pas trait�ee comme l'ensemble fa; bg, ce qui n'aurait pas �et�e possible avec une

base de Horn stricte.

Toutefois, notons que le probl�eme de l'existence ou non d'un mod�ele dans une base de Horn

telle que nous l'avons d�e�nie est exactement le même que dans une base de Horn stricte. Ce qui

va nous permettre de pro�ter du fait que, dans le cas de Horn strict, les probl�emes Gsat et

Ungsat (not�es alors Sat-Horn et Unsat-Horn) deviennent polynomiaux. Ceci implique que les

probl�emes d'inf�erence classique deviennent polynomiaux eux aussi, que ce soit dans le cas d'une

base de Horn stricte ou pas. On a en e�et :

B ` H , B [ f:Hg inconsistant , B [ f:Hg non satis�able,

B 6` H , B [ f:Hg consistant , B [ f:Hg satis�able.

Ainsi, tant que la formule H est une clause de Horn, :H peut être vue soit comme un ensemble

de clauses de Horn, soit comme une conjonction de clauses de Horn, et dans les deux cas, les

probl�emes d'inf�erence classique se ram�enent alors aux probl�emes Sat-Horn et Unsat-Horn.

On constate rapidement que tous les probl�emes �etudi�es dans la section 4.1.2 page 75 passent dans

la classe de complexit�e inf�erieure.

Remarquons aussi que les r�esultats donn�es dans cette section permettent de �xer une borne su-

p�erieure pour la complexit�e des probl�emes �etudi�es dans le cas o�u la base E est une base de Horn

stricte et plus seulement une base de Horn. Par contre, tous les r�esultats de compl�etude seront �a

revoir si on veut a�ner ce r�esultat.

Notation : dans le cas d'une base de Horn, les probl�emes p-m seront not�es p-m-Horn.

Th�eor�eme 4.1.33 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-T-Horn)

Uni-T-Horn est co-NP-complet

Exi-T-Horn est NP-complet

Arg-T-Horn 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes sont conserv�es et comme la complexit�e des probl�emes d'inf�erence

a diminu�e, on a alors :

Uni-T-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e co-NP,

Exi-T-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e NP,

Arg-T-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

.

�

Etude de compl�etude.
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pour Uni-T-Horn, on va utiliser la même m�ethode que pour Sbr-Horn (voir

annexe A page 235), c'est-�a-dire prouver que Sat / co-Uni-T-Horn

23

.

Soit \C" une instance de Sat, avec C = fC

j

g pour j = 1 : : :m

ensemble de clauses quelconques �a satisfaire, et

V (C) = fx

1

; : : : ; x

n

g l'ensemble des variables propositionnelles

de C, posons :

- H = :s.

- E = fp; x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

;:z

1

; : : : ;:z

n

;:sg avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

, s nouveaux symboles de variables propositionnelles, et

avec la formule

p = (z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_ :y

i

) ^ (y

i

! z

i

) ^ (x

i

!

z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y],

avec la notation suivante : C

j

[y] = la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les x

i

positifs par des :y

i

.

Remarques pr�eliminaires :

Il est inutile de d�e�nir un ordre entre les formules de la base.

L'id�ee de cette d�emonstration est issue d'un article de Eiter et Gottlob

(voir [EG92]).

Le but est de transformer un probl�eme portant sur des clauses quelconques

en un probl�eme portant sur des conjonctions de clauses de Horn. Il faut donc

transformer les clauses initiales en clauses de Horn ou en conjonctions de

clauses de Horn. Pour cela, on introduit une nouvelle variable propositionnelle

y

i

pour chaque x

i

de C, y

i

jouera le rôle de :x

i

. Cela pose alors un probl�eme

de coh�erence : il ne faut pas que x

i

et y

i

puissent avoir la même valeur de

v�erit�e. J'introduis alors une nouvelle variable propositionnelle z

i

assurant le

fait que x

i

et y

i

ne soient pas vraies en même temps ; la maximalit�e pour

l'inclusion assure pour sa part qu'au moins une des deux variables, x

i

ou y

i

,

est vraie, quel que soit i. La derni�ere variable rajout�ee s sera vraie quand tous

les z

i

seront vrais, donc quand pour tous les x

i

et y

i

, on aura valeur-v�erit�e

(x

i

) 6= valeur-v�erit�e (y

i

).

En transformant C

j

en C

j

[y], on obtient une clause de Horn, quel que soit j.

On a alors la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 4.1.24 Si la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de la valeur de

v�erit�e de y

i

8i, alors C sera satisfaite ssi C[y] est satisfaite.

De plus, si on calcule les sous-bases maximales consistantes de E, on trouve

que :

Propri�et�e 4.1.25 Si C est satis�able alors il existe Y sous-base maximale

consistante de E telle que Y ` z

i

(8i) et Y ` s. Y n'inf�erera pas :s.

La seule sous-base maximale consistante inf�erant s est une sous-base conte-

nant la formule p, puisque la variable s n'apparâ�t que dans p.

Prouvons maintenant que Sat(C) , co-Uni-T-Horn (E, H).

Sat implique co-Uni-T-Horn :

C satis�able

,

il existe une interpr�etation � de fx

1

; : : : ; x

n

g dans laquelle C est vraie

)

Posons W = fx

i

tels que �(x

i

) soit vraig [ fyj tels que �(xj) soit fauxg.

8i �(x

i

) 6= �(y

i

) puisque y

i

� :x

i

.

On a donc : 8j C

j

[y] satisfaite puisque C

j

est satisfaite et que x

i

et y

i

n'ont

pas la même valeur de v�erit�e 8i.

23

Notons qu'il s'agit ici du probl�eme Sat portant sur la satis�abilit�e d'ensembles de clauses quelconques, pas de

clauses de Horn !
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On peut ainsi en d�eduire que p est satisfaite, donc que Y = fpg [W est

maximale consistante dans E

24

.

)

il existe une sous-base maximale consistante Y de E

telle que Y inf�ere tous les z

i

et inf�ere s.

)

il existe une sous-base maximale consistante Y de E

telle que Y n'inf�ere pas :s.

,

co-Uni-T-Horn (E, H)

co-Uni-T-Horn implique Sat :

co-Uni-T-Horn (E, H)

,

il existe Y sous-base maximale consistante de E

telle que Y n'inf�ere pas :s.

Donc Y est inconsistante avec :s, puisque :s 2 E, donc Y inf�ere s.

Y contient p, donc Y contient un certain ensemble fx

i

g [ fy

i

g tel que dans

une interpr�etation satisfaisant Y donc p, on aura :

- 8i la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de celle de y

i

,

- les C

j

[y] seront satisfaites.

Posons comme interpr�etation � :

�(x

i

) = vrai si x

i

appartient �a Y et faux sinon

)

Dans l'interpr�etation � qui satisfait Y , les C

j

[y] sont satisfaites et comme

les x

i

et les y

i

n'ont pas la même valeur de v�erit�e

)

les C

j

sont satisfaites elles aussi

,

C satis�able

Le probl�eme Sat se ram�ene donc polynomialement �a co-Uni-T-Horn. On en

d�eduit que le probl�eme co-Uni-T-Horn est NP-complet, et donc que Uni-T-

Horn est co-NP-complet.

pour Exi-T-Horn, on va faire le même raisonnement que celui pour co-Uni-T-

Horn, c'est-�a-dire prouver que Sat / Exi-T-Horn.

Soit \C" une instance de Sat, avec C = fC

j

g pour j = 1 : : :m

ensemble de clauses quelconques �a satisfaire, soit

V (C) = fx

1

; : : : ; x

n

g l'ensemble des variables propositionnelles

de C, posons :

- H = s.

- E = fp; x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

;:z

1

; : : : ;:z

n

;:sg avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

, s nouveaux symboles de variables propositionnelles, et

avec la formule

p = (z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_ :y

i

) ^ (y

i

! z

i

) ^ (x

i

!

z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y],

avec la notation suivante : C

j

[y] = la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les x

i

positifs par des :y

i

.

Les remarques pr�eliminaires fournies pour la d�emonstration de Uni-T-Horn res-

tent valables.

Prouvons maintenant que Sat(C) , Exi-T-Horn (E;H).

Sat implique Exi-T-Horn :

24

Cette �etape du raisonnement reste toujours la même pour les d�emonstrations sur les probl�emes �a clauses de

Horn montrant l'existence d'une transformation polynomiale entre Sat et le probl�eme trait�e. Elle ne sera donc pas

r�ep�et�ee.
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C satis�able

)

de la même fa�con que pour co-Uni-T-Horn, il existe une sous-base

maximale consistante Y de E d�e�nie par

Y = fpg [ fx

i

tels que �(x

i

) soit vraig [ fyj tels que �(xj) soit fauxg

et telle que Y inf�ere tous les z

i

et inf�ere s.

,

Exi-T-Horn (E;H)

Exi-T-Horn implique Sat :

Exi-T-Horn (E;H)

,

il existe Y sous-base maximale consistante de E

telle que Y inf�ere s.

Y contient p, donc Y contient un certain ensemble fx

i

g [ fy

i

g tel que dans

une interpr�etation satisfaisant Y donc p, on aura :

-8i la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de celle de y

i

,

- les C

j

[y] seront satisfaites.

Posons comme interpr�etation � :

�(x

i

) = vrai si x

i

appartient �a Y et faux sinon

)

Dans l'interpr�etation � qui satisfait Y , les C

j

[y] sont satisfaites et comme

les x

i

et les y

i

n'ont pas la même valeur de v�erit�e

)

les C

j

sont satisfaites elles aussi

,

C satis�able

Le probl�eme Sat se ram�ene donc polynomialement �a Exi-T-Horn. On en d�eduit

que le probl�eme Exi-T-Horn est NP-complet.

pour Arg-T-Horn, on ne peut pas garder la même d�emonstration que pour

Arg-T (voir th�eor�eme 4.1.3 page 78). En e�et les transformations polynomiales

utilis�ees pour passer de Exi-T �a Arg-T et de co-Exi-T �a Arg-T ne conservent

pas la propri�et�e Horn des formules utilis�ees :

H ! G ne sera une clause de Horn que si H est un litt�eral positif (rappelons

que G est une nouvelle variable propositionnelle),

:H ne sera une clause de Horn que si H est un litt�eral positif ou n�egatif.

Il va donc falloir �etudier un nouveau probl�eme appel�e Exi-T-Horn-Positif :

instance : E une base de Horn, H un litt�eral positif,

question : H est-elle cons�equence faible de E en utilisant les th�eses

d�e�nies �a partir de E ?

L'algorithme 4.33 �a appliquer �a ce probl�eme est identique �a celui de Exi-T et

Exi-T-Horn.

Algorithme 4.33 : Exi-T-Horn-Positif (E, H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

v�eri�er que Y est une th�ese de E

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Cet algorithme est non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial, puisque

E est une base de Horn et que H est un litt�eral positif (donc une clause de Horn).

Le probl�eme Exi-T-Horn-Positif appartient �a la classe de complexit�e NP.
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Exi-T-Horn-Positif est-il NP-complet ? Il su�t de se ramener �a la d�emonstra-

tion de compl�etude faite pour Exi-T-Horn et de constater qu'elle reste valable

en int�egralit�e pour Exi-T-Horn-Positif puisqu'on posait : H = s (s �etant un

litt�eral positif). J'en conclus que Exi-T-Horn-Positif est NP-complet.

�

A partir de l�a, je peux reprendre les transformations polynomiales d�e�nies pour

Arg-T et les appliquer respectivement �a Exi-T-Horn-Positif et co-Exi-T-

Horn-Positif. Ce qui donne :

Soit \E;H" une instance de Exi-T-Horn-Positif, posons :

f(E) = E [ fH ! Gg et f(H) = G

(G nouveau symbole propositionnel)

f(E) est bien une base de Horn et f(H) est une clause de Horn. Puis avec :

Soit \E;H" une instance de co-Exi-T-Horn-Positif, posons :

f(E) = E [ f:Hg et f(H) = :H

Ici aussi f(E) est une base de Horn et f(H) est une clause de Horn.

Ainsi, on obtient que Arg-T-Horn appartient �a la classe de complexit�e �

p

2

- (NP

[ co-NP) si NP 6= co-NP.

2

Th�eor�eme 4.1.34 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-S-Horn)

Uni-S-Horn est P

Exi-S-Horn est NP-complet

Arg-S-Horn 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP

Preuve :

�

Etude d'appartenance et de compl�etude.

Toutes les d�emonstrations sont conserv�ees et comme la complexit�e de l'inf�erence clas-

sique pour un ensemble de conjonctions de clauses de Horn (pour Uni-S-Horn), de

Exi-T-Horn (pour Exi-S-Horn) et de Arg-T-Horn (pour Arg-S-Horn) a dimi-

nu�e, on a alors :

Uni-S-Horn est d�esormais de complexit�e P,

Exi-S-Horn est NP-complet.

Arg-S-Horn appartient �a la classe de complexit�e �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6=

co-NP.

2

Th�eor�eme 4.1.35 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Bo-Horn)

Uni-Bo-Horn est P

Exi-Bo-Horn est NP-complet

Arg-Bo-Horn 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes sont conserv�es et comme la complexit�e des probl�emes d'inf�erence

a diminu�e, on a alors :

Uni-Bo-Horn est d�esormais de complexit�e P,

Exi-Bo-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e NP,
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Arg-Bo-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

.

�

Etude de compl�etude.

pour Exi-Bo-Horn, on va utiliser la même m�ethode que pour Exi-T-Horn (voir

th�eor�eme 4.1.33 page 120), c'est-�a-dire prouver que Sat / Exi-Bo-Horn.

Soit \C" une instance de Sat, avec C = fC

j

g pour j = 1 : : :m

ensemble de clauses quelconques �a satisfaire, soit

V (C) = fx

1

; : : : ; x

n

g l'ensemble des variables propositionnelles

de C, posons :

- H = s.

- E = fp; x

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

;:z

1

; : : : ;:z

n

;:sg avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

, s nouveaux symboles de variables propositionnelles, et

avec la formule

p = (z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_ :y

i

) ^ (y

i

! z

i

) ^ (x

i

!

z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y],

avec la notation suivante : C

j

[y] = la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les x

i

positifs par des :y

i

. Il est inutile de d�e�nir

un ordre entre les formules de la base.

Les remarques pr�eliminaires fournies pour Uni-T-Horn restent valables ici. On

constate en plus que :

Comme il n'y a pas d'ordre entre les formules de E, cela signi�e que pour

toute sous-base consistante Y de E telle que Y 6= E, a(Y ) = 1.

E est inconsistant ; en e�et pour que E soit consistant, il faut que tous les

x

i

, tous les y

i

soient �a vrai, tous les z

i

et s soient �a faux, et que p soit �a vrai,

or pour que p soit vrai, cela impose que soit x

i

, soit y

i

soit faux, 8i ; on a

donc une incoh�erence.

La seule sous-base consistante pr�ef�er�ee dans l'ordre \Best-Out"

25

inf�erant s

est une sous-base contenant la formule p et un ensemble de x

i

et y

i

tel que les

valeurs de v�erit�e des x

i

soient di��erentes des valeurs de v�erit�e des y

i

, puisque

la variable s n'apparâ�t que dans p.

Prouvons maintenant que Sat(C) , Exi-Bo-Horn (E;H).

Sat implique Exi-Bo-Horn :

C satis�able

)

il existe une sous-base consistante Y de E telle que Y inf�ere tous les z

i

et

inf�ere s.

,

Exi-Bo-Horn (E;H)

Exi-Bo-Horn implique Sat :

Exi-Bo-Horn (E;H)

,

il existe Y sous-base consistante pr�ef�er�ee dans l'ordre \Best-Out" de E telle

que Y inf�ere s. Donc Y contient p, donc Y contient un ensemble fx

i

g [ fy

i

g

tel que dans une interpr�etation satisfaisant Y donc p, on aura :

- 8i la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de celle de y

i

,

- les C

j

[y] seront satisfaites.

Posons comme interpr�etation � : �(x

i

) = vrai si x

i

2 Y et faux sinon

)

Dans l'interpr�etation � qui satisfait Y , les C

j

[y] sont satisfaites et comme

les x

i

et les y

i

n'ont pas la même valeur de v�erit�e

25

�

Etant donn�e qu'il n'y a qu'une seule strate dans E, toute sous-base consistante est pr�ef�er�ee pour l'ordre \Best-

Out".
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)

les C

j

sont satisfaites elles aussi

,

C satis�able

Le probl�eme Sat se ram�ene donc polynomialement �a Exi-Bo-Horn. Et on en

d�eduit que le probl�eme Exi-Bo-Horn est NP-complet.

pour Arg-Bo-Horn, on ne peut pas garder la même d�emonstration que pour

Arg-Bo (voir th�eor�eme 4.1.9 page 85). En e�et, comme pour Arg-T, les trans-

formations polynomiales utilis�ees pour passer de Exi-Bo �a Arg-Bo et de co-

Exi-Bo �a Arg-Bo ne conservent pas la \Hornitude" des formules utilis�ees (voir

remarques sur la d�emonstration du th�eor�eme 4.1.33 page 120 pourArg-T-Horn).

Il va donc falloir �etudier un nouveau probl�eme appel�e Exi-Bo-Horn-Positif :

instance : E une base de Horn, H un litt�eral positif,

question : H est-elle cons�equence faible de (E;<) en utilisant l'ordre

\Best Out" sur les sous-bases consistantes ?

Je d�emontre comme pour Exi-T-Horn-Positif (voir th�eor�eme 4.1.33 page 120)

que Exi-Bo-Horn-Positif est NP-complet.

�

A partir de l�a, je peux reprendre les

transformations polynomiales d�e�nies pour Arg-Bo et les appliquer respective-

ment �a Exi-Bo-Horn-Positif et co-Exi-Bo-Horn-Positif :

Soit \(E;<), H" une instance de Exi-Bo-Horn-Positif,

posons :

- f(H) = G (G nouveau symbole propositionnel),

- f((E;<)) = (E [ fH ! Gg; <)

avec H ! G constituant seule la premi�ere strate.

On a bien f((E;<)) qui est une base de Horn et f(H) qui est une clause de Horn.

Puis, avec :

Soit \(E;<);H" une instance de co-Exi-Bo-Horn-Positif,

posons :

- f(H) = :H,

- f((E;<)) = (E [ f:Hg; <)

avec :H constituant seule la derni�ere strate.

Ici aussi f((E;<)) est une base de Horn et f(H) est une clause de Horn.

Ainsi, on obtient que Arg-Bo-Horn appartient �a la classe de complexit�e �

p

2

-

(NP [ co-NP) si NP 6= co-NP.

2

Th�eor�eme 4.1.36 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Incl-Horn)

Uni-Incl-Horn est co-NP-complet

Exi-Incl-Horn est NP-complet

Arg-Incl-Horn 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Tous les algorithmes sont conserv�es et comme la complexit�e des probl�emes d'inf�erence

a diminu�e, on a alors :

Uni-Incl-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e co-NP,

Exi-Incl-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e NP,

Arg-Incl-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

.

�

Etude de compl�etude.
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pour Uni-Incl-Horn, on garde exactement la même d�emonstration que pour

Uni-Incl (voir th�eor�eme 4.1.10 page 87), mais comme maintenant le probl�eme

Uni-T-Horn est co-NP-complet, on obtient que Uni-Incl-Horn est co-NP-

complet.

pour Exi-Incl-Horn, on garde exactement la même d�emonstration que pour

Exi-Incl (voir th�eor�eme 4.1.11 page 88), mais comme maintenant le probl�eme

Exi-T-Horn est NP-complet, on obtient que Exi-Incl-Horn est NP-complet.

pour Arg-Incl-Horn, on garde exactement la même d�emonstration que pour

Arg-Incl (voir th�eor�eme 4.1.12 page 89), mais comme maintenant le probl�eme

Arg-T-Horn utilise les probl�emes co-Exi-T-Horn-Positif et Exi-T-Horn-

Positif qui sont respectivement co-NP-complet et NP-complet, on obtient donc

que Arg-Incl-Horn appartient �a la classe de complexit�e �

p

2

- (NP [ co-NP) si

NP 6= co-NP.

2

Les multi-ensembles Jusqu'�a pr�esent, tous les probl�emes utilis�es dans les d�emonstrations de

complexit�e �etaient d�e�nis pour des ensembles de croyances. Or, pour �etudier le cas particulier

des clauses de Horn pour les probl�emes utilisant la cardinalit�e, il est indispensable d'introduire

une nouvelle notion : les multi-ensembles. En e�et, dans les d�emonstrations propos�ees pour les

th�eor�emes 4.1.37 page 130 et 4.1.38 page 137, je vais être amen�ee �a r�ep�eter des formules de la base

initiale ce qui n'est pas compatible avec la notion d'ensemble. Notons toutefois que tous les r�esultats

obtenus jusqu'ici sur des ensembles sont conserv�es dans leur int�egralit�e quand on travaille sur des

multi-ensembles. En e�et, le cas des ensembles est une restriction du cas des multi-ensembles donc

toutes les preuves de compl�etude restent valables, quant aux preuves d'appartenance, on constate

que les seuls algorithmes d�ependants de cet aspect sont les algorithmes utilisant la cardinalit�e et

ils peuvent être modi��es pour int�egrer cet aspect.

D�e�nition 4.1.10 E est un multi-ensemble de formules propositionnelles ssi :

E est un ensemble de couples (�

i

; p

i

) avec :

�

i

une formule propositionnelle,

p

i

est le poids de �

i

, c'est-�a-dire le nombre d'occurrences de �

i

;

il ne peut pas y avoir dans E deux couples (�

i

; p

i

) et (�

j

; p

j

) tels que �

i

= �

j

et p

i

6= p

j

.

D�e�nition 4.1.11 (E;<) = E

1

[ : : :[E

n

est un multi-ensemble strati��e de formules proposition-

nelles ssi :

(E;<) est un ensemble strati��e de couples (�

i

; p

i

) avec :

�

i

une formule propositionnelle,

p

i

est le poids de �

i

, c'est-�a-dire le nombre d'occurrences de �

i

;

il ne peut pas y avoir dans (E;<) deux couples (�

i

; p

i

) et (�

j

; p

j

) tels que �

i

= �

j

et

p

i

6= p

j

.

D�e�nition 4.1.12 Les multi-ensembles �etant d�e�nis comme des ensembles de couples, on

conserve la notion d'inclusion classique : soit E un multi-ensemble, S est un \sous-ensemble"

de E ssi S � E. Idem pour le cas strati��e.
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Exemples : Soit E = f(A; 3); (B; 1); (C; 2)g,E est un multi-ensemble correspondant �a la collec-

tion de formules propositionnelles suivante : fA;A;A;B;C;Cg. Soit E = f(A; 3); (B; 1); (A; 2)g,

E n'est pas un multi-ensemble. Soit E = f(A; 3); (B; 1); (A; 3)g, E est le multi-ensemble : f (A,3),

(B,1)g.

Cette notion de multi-ensemble est essentielle en cardinalit�e car dire qu'une formule � peut être

r�ep�et�ee p fois change totalement le calcul des sous-bases pr�ef�er�ees pour la cardinalit�e.

D�e�nition 4.1.13 Soit S un sous-ensemble du multi-ensemble E, on note jSj

�

et on appelle

cardinal de S

jSj

�

=

P

i

p

i

tel que (�

i

; p

i

) 2 S.

D�e�nition 4.1.14 On note E

�

l'ensemble de formules propositionnelles issu du multi-ensemble

E :

E

�

= f�

i

telle que (�

i

; p

i

) 2 Eg

D�e�nition 4.1.15 Soit S un sous-ensemble du multi-ensemble E, S est une sous-base consistante

de E ssi S

�

est une sous-base consistante de E

�

.

Soit S un sous-ensemble du multi-ensemble E, S est une th�ese de E ssi S

�

est une th�ese de E

�

.

D�e�nition 4.1.16 Soit S un sous-ensemble du multi-ensemble E, S est une sous-base pr�ef�er�ee

pour la cardinalit�e de E ssi :

S est une sous-base consistante de E,

il n'existe pas S

0

sous-base consistante de E telle que jSj

�

< jS

0

j

�

.

D�e�nition 4.1.17 Soit S un sous-ensemble du multi-ensemble (E;<) = E

1

[ : : :[E

n

, S est une

sous-base pr�ef�er�ee pour l'ordre lexicographique de (E;<) ssi 8k = 1 : : :n, S

1

[ : : : [ S

k

est une

sous-base pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e du multi-ensemble E

1

[ : : :[E

k

.

Je peux alors red�e�nir les probl�emes d'inf�erence non-monotone li�es �a la cardinalit�e :

D�e�nition 4.1.18 Les probl�emes d'inf�erence non-monotone Uni (Exi, Arg)-Car sur des multi-

ensembles sont :

instance : E un multi-ensemble de formules propositionnelles, H une formule propo-

sitionnelle,

question : H est-elle une cons�equence forte (faible, argumentative) de E en utilisant

l'ordre bas�e sur la cardinalit�e sur les th�eses de E ?

Ces probl�emes sont not�es Uni (Exi, Arg)-Car-Me.

D�e�nition 4.1.19 Les probl�emes d'inf�erence non-monotone Uni (Exi, Arg)-Lex sur des multi-

ensembles sont :

instance : E un multi-ensemble de formules propositionnelles, H une formule propo-

sitionnelle,

question : H est-elle une cons�equence forte (faible, argumentative) avec pr�ef�erences

de E en utilisant l'ordre lexicographique sur les th�eses de E ?

Ces probl�emes sont not�es Uni (Exi, Arg)-Lex-Me.
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Algorithme 4.34 : Uni-Car-Me (E, H)

d�ebut

k  0

nfmax  (

P

i

p

i

tel que (�

i

; p

i

) 2 E)

si Max-Gsat-Me (E, nfmax) alors

k  nfmax

sinon

nfmin  0

tant que ((nfmax - nfmin) > 1) faire

k  (nfmax + nfmin) div 2 (* div = division enti�ere *)

si Max-Gsat-Me (E, k) alors

nfmin  k

sinon

nfmax  k

si Ngat-Car-Me (E,H,k) alors

�echec  vrai

sinon

�echec  faux

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

Algorithme 4.35 : Max-Gsat-Me (E, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

p  0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

p  p+ p

G

(* p

G

= poids de G *)

v�eri�er que p � k

�n

Algorithme 4.36 : Ngsat-Car-Me (E, H, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

(* v�eri�er qu'elle satisfait k formules de E *)

k

0

 0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

k

0

 k

0

+ p

G

(* p

G

= poids de G *)

v�eri�er que k

0

= k

v�eri�er que M ne satisfait pas H

�n
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Algorithme 4.37 : Exi-Car-Me (E, H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de E

(* v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e de E *)

�echec  faux

k  jY j

�

si il existe une sous-base consistante Z de E telle que jZj

�

> k alors

�echec  vrai

si non �echec alors

v�eri�er que Y inf�ere H

�n

Notons que les algorithmes utilisant la cardinalit�e et apparaissant dans les preuves d'appartenance

peuvent être modi��es comme suit :

algorithme 4.34 page pr�ec�edente pour Uni-Car-Me (recherche dichotomique pour conserver

un algorithme polynomial) ;

algorithme 4.35 page pr�ec�edente pour Max-Gsat-Me ;

algorithme 4.36 page pr�ec�edente pour Ngsat-Car-Me ;

algorithme 4.37 pour Exi-Car-Me ;

algorithme 4.38 pour Max-Gsat-Strict-Me ;

Algorithme 4.38 : Max-Gsat-Strict-Me (E, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

p  0

pour chaque formule G de E faire

si M satisfait G alors

p  p+ p

G

(* p

G

= poids de G *)

v�eri�er que p > k

�n

algorithmes 4.39 page ci-contre et 4.40 page suivante pour Uni-Lex-Me (recherche dicho-

tomique pour conserver un algorithme polynomial) ;

algorithme 4.41 page 132 pour Max-Gsat-Array-Me ;

algorithme 4.42 page 132 pour Ngsat-Lex-Me ;

algorithme 4.43 page 132 pour Exi-Lex-Me ;

Tous ces algorithmes donnent la même borne maximum pour la complexit�e que celle obtenue par

les algorithmes correspondant au cas des ensembles.

Th�eor�eme 4.1.37 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Car-Horn)

Uni-Car-Horn 2 �

p

2

mais Uni-Car-Me-Horn est �

p

2

-complet

Exi-Car-Horn 2 �

p

2

Arg-Car-Horn 2 �

p

3

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Dans tous les algorithmes propos�es, que ce soit pour Uni-Car ou pour Exi-Car,

j'utilise non seulement un oracle traitant l'inf�erence classique, mais aussi des oracles
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Algorithme 4.39 : Uni-Lex-Me ((E;<), H)

d�ebut

E

0

 f(H ! G; 1)g [E [ f(:G; 1)g

k  < 0; 0; : : : ; 0 > (* vecteur de dimension n

0

= nombre de strates dans E

0

*)

pour n

s

 1 �a n

0

faire

nfmax  (

P

i

p

i

tel que (�

i

; p

i

) 2 E

0

n

s

)

k[n

s

]  nfmax

si (non Max-Gsat-Array-Me (E

0

, k)) alors

nfmin  0

k[n

s

]  0

tant que ((nfmax - nfmin) > 1) faire

k[n

s

]  (nfmax + nfmin) div 2 (* div = division enti�ere *)

si Max-Gsat-Array-Me (E

0

, k) alors

nfmin  k[n

s

]

sinon

nfmax  k[n

s

]

v�eri�er que k[n

0

] est di��erent de 1

�n

Algorithme 4.40 : Uni-Lex-Me ((E;<), H) (autre version)

d�ebut

(* calcul du vecteur k *)

k  < 0; 0; : : : ; 0 > (* vecteur de dimension n (nombre de strates dans E) *)

pour n

s

 1 �a n faire

nfmax  (

P

i

p

i

tel que (�

i

; p

i

) 2 E

n

s

)

k[n

s

]  nfmax

si (non Max-Gsat-Array-Me (E, k)) alors

nfmin  0

k[n

s

]  0

tant que ((nfmax - nfmin) > 1) faire

k[n

s

]  (nfmax + nfmin) div 2 (* div = division enti�ere *)

si Max-Gsat-Array-Me (E, k) alors

nfmin  k[n

s

]

sinon

nfmax  k[n

s

]

si Ngat-Lex-Me (E,H,k) alors

�echec  vrai

sinon

�echec  faux

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n
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Algorithme 4.41 : Max-Gsat-Array-Me ((E;<), k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

i  1 (* strate la plus prioritaire *)

�echec  faux

tant que i � n (nombre de strates de E) et (non �echec) faire

p  0

pour chaque formule G de (E;<) faire

si M satisfait G alors

p  p+ p

G

(* p

G

= poids de G *)

si p � k[i] alors

i  i + 1

sinon

�echec  vrai

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

Algorithme 4.42 : Ngsat-Lex-Me ((E;<), H, k)

d�ebut

deviner une interpr�etation M

(* v�eri�er qu'elle satisfait k[i] formules de chaque strate i de E *)

k

0

 < 0; 0; : : :; 0 > (* k

0

de même dimension n que k *)

pour chaque strate i de 1 �a n faire

pour chaque formule G de la strate i faire

si M satisfait G alors

k

0

[i]  k

0

[i] + p

G

(* p

G

= poids de G *)

v�eri�er que k

0

= k

v�eri�er que M ne satisfait pas H

�n

Algorithme 4.43 : Exi-Lex-Me ((E;<), H)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de (E;<)

(* v�eri�er que Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) *)

�echec  faux

i  1 (* strate la plus prioritaire *)

tant que non �echec et i < n+ 1 faire

k  jY

1

j

�

+ jY

2

j

�

+ : : :+ jY

i

j

�

si il existe une sous-base consistante Z de E

1

[E

2

[ : : :[E

i

telle que jZj

�

> k alors

�echec  vrai

sinon

i  i + 1

si non �echec alors

v�eri�er que Y inf�ere H

�n
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appel�es Max-Gsat, Ngsat-Car (pour Uni-Car) ouMax-Gsat-Strict (pour Exi-

Car). Le probl�eme d'inf�erence classique dans le cas de conjonctions de clauses de Horn

devient polynomial. Par contre, on doit �etudier les probl�emesMax-Gsat, Ngsat-Car

etMax-Gsat-Strict dans le cas de conjonctions de clauses de Horn (probl�emes not�es

alors Max-Sat-Horn, Nsat-Car-Horn et Max-Sat-Strict-Horn)

26

.

Les algorithmes de Max-Sat-Horn, Nsat-Car-Horn et Max-Sat-Strict-

Horn sont les mêmes que ceux de Max-Gsat, Ngsat-Car et Max-Gsat-

Strict (voir les d�emonstrations des th�eor�emes 4.1.13 page 90 et 4.1.14 page 94).

Les probl�emes Max-Sat-Horn, Nsat-Car-Horn et Max-Sat-Strict-Horn

appartiennent donc �a la classe de complexit�e NP. Le r�esultat est le même pour le

cas des multi-ensembles : Max-Sat-Me-Horn, Nsat-Car-Me-Horn et Max-

Sat-Strict-Me-Horn appartiennent donc �a la classe de complexit�e NP.

Compl�etude deMax-Sat-Horn : on ne peut plus utiliser la même transformation

que pour Max-Gsat puisque Sat devient polynomial quand il s'agit de clauses

de Horn. J'utilise donc un autre probl�eme NP-complet Max-2-Sat : \Soit C

collection de n clauses �a 2 litt�eraux maximum, soit un entier k � n, existe-t-il

une assignation M satisfaisant au moins k clauses prises dans C ?" (voir [GJ79]).

Remarque : Si k = n ou k �xe (k = n� k

0

, avec k

0

une constante) alors Max-2-

Sat devient polynomial.

Mais comme ce probl�eme est d�e�ni sur une collection de clauses et non sur un

ensemble de clauses, je vais donc d�emontrer la compl�etude du probl�eme Max-

Sat-Me-Horn au lieu de d�emontrer celle de Max-Sat-Horn.

Soit une collection C de n clauses �a 2 litt�eraux maximum,

d�ecomposons C en :

CH = fles clauses de C qui sont d�ej�a sous forme de clauses de

Horng et C nCH et posons :

E = CH [ CNH avec :

CNH = fles clauses d�e�nies de la mani�ere suivante : 8c clause

de C de la forme ! a

1

a

2

(c 2 C nCH), les clauses de Horn

! a

1

, ! a

2

, a

1

a

2

! 2 CNHg.

Remarquons que les clauses ! a

1

, ! a

2

, a

1

a

2

! ainsi g�en�er�ees peuvent ne pas

être uniques. C'est donc ici que l'utilisation d'un multi-ensemble prend tout son

sens. Bien que E ne soit pas un multi-ensemble tel que je l'ai d�e�ni, il est bien

�evidemment tr�es simple de compter le nombre d'occurrences de chaque formule

de E (ce qui se fait en un temps polynomial) et de cr�eer le multi-ensemble cor-

respondant �a E.

Soit p le nombre de clauses de C qui ne sont pas des clauses de Horn (p = jCnCHj),

soit M une assignation des variables apparaissant dans C, on a les propri�et�es

suivantes :

Soit c clause de C sous la forme! a

1

a

2

, M satisfait c , M satisfait exacte-

ment 2 clauses de l'ensemble f! a

1

, ! a

2

, a

1

a

2

! g.

Soit c clause de C sous la forme! a

1

a

2

, M ne satisfait pas c , M satisfait

exactement 1 clause de l'ensemble f! a

1

, ! a

2

, a

1

a

2

! g (c'est la clause

a

1

a

2

!).

Soit M une assignation des variables de C, d�e�nissons k

M

= nombre de clauses

de C satisfaites par M . On a alors : k

M

= k

0

M

+ k

1

M

avec k

0

M

= nombre de

clauses de Horn de C qui sont satisfaites par M et k

1

M

= nombre de clauses de

C sous forme de ! a

1

a

2

qui sont satisfaites par M . Calculons k

00

M

= nombre de

clauses de E satisfaites par M :

k

00

M

= k

0

M

+ 2k

1

M

+ (p� k

1

M

) = k

0

M

+ k

1

M

+ p = k

M

+ p

26

Les d�emonstrations donn�ees s'appliquent aussi au cas d'une base de Horn stricte.
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Soit k entier � n (nombre de clauses de C), posons :

f(k) = k

0

= k + p

Montrons alors que Max-2-Sat / Max-Sat-Me-Horn :

Max-2-Sat (C,k)

,

9M assignation satisfaisant au moins k clauses de C, donc k

M

� k

,

9M assignation satisfaisant au moins k + p clauses de E,

puisque k

00

M

= k

M

+ p � k + p

,

9Y sous-base consistante de E telle que jY j � k + p

,

9Y sous-base consistante de E telle que jY j � k

0

= f(k)

,

Max-Sat-Me-Horn (E,f(k))

Le probl�eme Max-Sat-Me-Horn est donc NP-complet.

Compl�etude du probl�eme Nsat-Car-Horn : il est inutile de prouver la compl�e-

tude de ce probl�eme puisqu'il ne sert d'oracle que pour un algorithme dans lequel

on utilise aussi l'oracle Max-Sat-Horn dont on vient de montrer que la version

multi-ensemble est NP-compl�ete. Et comme on sait que Nsat-Car-Horn ap-

partient �a la classe de complexit�e NP, il se transforme donc polynomialement en

Max-Sat-Me-Horn. L'algorithme utilisant ces oracles est donc un algorithme

faisant appel �a un oracle non d�eterministe polynomial.

Compl�etude du probl�emeMax-Sat-Strict-Horn : on peut prouver que sa ver-

sion multi-ensemble est NP-compl�ete en utilisant la transformation suivante.

Soit \E; k" une instance de Max-Sat-Me-Horn, posons :

- f(E) = E (donc une seule strate),

- f(k) = k � 1.

On a alors :

il existe une interpr�etation satisfaisant au moins k formules de E

,

il existe une interpr�etation satisfaisant strictement plus de k � 1 formules de E.

On a donc Max-Sat-Me-Horn / Max-Sat-Strict-Me-Horn, et Max-Sat-

Strict-Me-Horn est NP-complet.

J'en conclus que les probl�emes d'inf�erence utilisant l'ordre bas�e sur la cardinalit�e n'ont

donc pas chang�e de complexit�e dans le cas de multi-ensembles :

Uni-Car-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Car-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Car-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

Or le cas des ensembles �etant une restriction du cas des multi-ensembles, je peux aussi

conclure que :

Uni-Car-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Car-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Car-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Car-Horn, on ne peut pas garder la d�emonstration du cas g�en�eral

(voir th�eor�eme 4.1.13 page 90), puisque la transformation utilis�ee ne g�en�ere pas

des clauses de Horn. Je ne conserve alors qu'un r�esultat d'appartenance.
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Par contre, il existe une transformation polynomiale permettant de passer du

probl�eme Uni-Lex-Horn au probl�eme Uni-Car-Me-Horn.

Soit \(E;<);H" une instance de Uni-Lex-Horn, posons :

- f(H) = H,

- f(E) = le multi-ensemble produit par l'algorithme 4.44

a

.

a

Cet algorithme est issu d'un algorithme pr�esent�e dans [DLS94].

Algorithme 4.44 : Construction de f(E)

d�ebut

f(E)  f(�

i

; 1);�

i

2 E

n

g (* E

n

= strate la moins prioritaire *)

p 1

pour chaque strate E

i

de (E;<), i = n� 1; : : : ; 1 faire

p p � (1 + jE

i+1

j)

f(E)  f(E) [ f(�

i

; p) pour toutes les formules �

i

2 E

i

g

�n

Remarques :

L'algorithme permettant le calcul de f(E) est un algorithme polynomial.

f(E) est un multi-ensemble non strati��e.

�

A chaque strate i de (E;<) correspond un poids unique p

i

. En cons�equence,

toutes les formules de cette strate ont le même poids dans f(E).

Quand on applique cet algorithme �a un sous-ensemble de E, les poids de

chaque strate sont toujours calcul�es d'apr�es (E;<).

Propri�et�e 4.1.26 Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) ssi

f(Y ) est une th�ese pr�ef�er�ee de f(E) pour l'ordre bas�e sur la cardinalit�e.

Preuve : La d�emonstration se fait en 3 �etapes :

montrer qu'�a tout sous-ensemble de (E;<) correspond par la fonction

f un sous-ensemble de f(E), et vice-versa :

c'est �evident, d'apr�es l'algorithme donn�e, sachant que les poids de

chaque strate sont �x�es en fonction de la base (E;<) ;

montrer que si Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<

) alors f(Y ) est une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre bas�e sur la cardinalit�e

de f(E) :

soit (E;<) = E

1

[: : :[E

n

une base strati��ee, soit A un sous-ensemble

de (E;<), d'apr�es l'algorithme de construction de f(E), le cardinal

de f(A) se calcule de la fa�con suivante :

jf(A)j

�

= jf(A

1

)j

�

+ jf(A

2

)j

�

+ : : :+ jf(A

n

)j

�

= (p

1

� jA

1

j) + (p

2

� jA

2

j) + : : :+ (p

n

� jA

n

j)

= [

1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� jA

1

j

+[

2

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� jA

2

j

.

.

.

+[

n�1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� jA

n�1

j

+jA

n

j
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soient A et B deux sous-ensembles de (E;<) tels que A est pr�ef�er�e �a

B pour l'ordre lexicographique sur (E;<), on a alors par d�e�nition :

il existe i un num�ero de strate de (E;<) tel que jA

i

j > jB

i

j et 8j < i,

jA

j

j = jB

j

j ;

ainsi, on peut dire que, pour cette strate i, jA

i

j = jB

i

j+ x o�u x � 1 ;

d'autre part, on a toujours : 8k, en particulier pour k > i, jB

k

j �

jA

k

j � jE

k

j ;

calculons alors la di��erence jf(A)j

�

� jf(B)j

�

:

jf(A)j

�

� jf(B)j

�

= [

i

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� (jB

i

j+ x� jB

i

j)

+[

i+1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� (jA

i+1

j � jB

i+1

j)

.

.

.

+[

n�1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� (jA

n�1

j � jB

n�1

j)

+(jA

n

j � jB

n

j)

ce qui implique que :

jf(A)j

�

� jf(B)j

�

� [

i

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]

�[

i+1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� jE

i+1

j

.

.

.

�[

n�1

Y

j=n�1

(1 + jE

j+1

j)]� jE

n�1

j

�jE

n

j

jf(A)j

�

� jf(B)j

�

� 1 + jE

n

j � jE

n

j

jf(A)j

�

� jf(B)j

�

� 1

donc f(A) est pr�ef�er�e pour la cardinalit�e �a f(B).

montrer que si f(Y ) est une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre bas�e sur la

cardinalit�e de f(E) alors Y est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographique-

ment de (E;<) :

soit f(A) une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre bas�e sur la cardinalit�e de

f(E), raisonnons par l'absurde en supposant que A n'est pas une

th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<) ;

alors il existe B th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement �a A; on sait alors

que f(B) est pr�ef�er�ee pour la cardinalit�e �a f(A) (voir d�emonstration

pr�ec�edente) ;

on a donc une contradiction avec l'hypoth�ese initiale disant que f(A)

est une th�ese pr�ef�er�ee pour l'ordre bas�e sur la cardinalit�e de f(E) ;

on en d�eduit ainsi que A est une th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement

de (E;<).
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2

Grâce �a cette propri�et�e, on prouve que :

Uni-Lex-Horn (E, H) , Uni-Car-Me-Horn (f(E), f(H)),

ce qui implique que Uni-Lex-Horn / Uni-Car-Me-Horn.

Or on d�emontre (voir le th�eor�eme 4.1.38) que Uni-Lex-Horn est �

p

2

-complet.

Ce qui me permet de conclure que Uni-Car-Me-Horn est �

p

2

-complet.

pour Exi-Car-Horn, on ne peut pas garder la même d�emonstration que pour

Exi-Car (voir th�eor�eme 4.1.14 page 94). Toutefois, je n'ai pas pu trouver une

transformation polynomiale d'un probl�eme �

p

2

-complet en Exi-Car-Horn. Je ne

conserve alors qu'un r�esultat d'appartenance.

pour Arg-Car-Horn, on retrouve les mêmes di�cult�es que celles rencontr�ees

pour Arg-Car (voir th�eor�eme 4.1.15 page 96) alourdies encore par le fait que je

ne sais rien sur la compl�etude de Exi-Car-Horn. Donc, comme pour Exi-Car-

Horn, je ne conserve qu'un r�esultat d'appartenance.

2

Th�eor�eme 4.1.38 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Lex-Horn)

Uni-Lex-Horn est �

p

2

-complet

Exi-Lex-Horn 2 �

p

2

Arg-Lex-Horn 2 �

p

3

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

L'utilisation de l'ordre lexicographique sur une base strati��ee de Horn pr�esente les

mêmes particularit�es que l'utilisation de l'ordre bas�e sur la cardinalit�e dans une base

sans strate. J'ai d�ej�a �etudi�e l'oracle Max-Gsat-Strict dans le cadre de Uni (Exi,

Arg)-Car-Horn, il reste �a �etudier les oracles appel�es Max-Sat-Array-Horn et

Nsat-Lex-Horn

27

.

Les algorithmes de Max-Sat-Array-Horn et de Nsat-Lex-Horn sont les

mêmes que ceux de Max-Gsat-Array et de Ngsat-Lex (voir la d�emonstration

du th�eor�eme 4.1.16 page 97). Les probl�emes Max-Sat-Array-Horn et Nsat-

Lex-Horn appartiennent donc �a la classe de complexit�e NP. Le r�esultat est le

même pour le cas des multi-ensembles : Max-Sat-Array-Me-Horn et Nsat-

Lex-Me-Horn appartiennent donc �a la classe de complexit�e NP.

Compl�etude du probl�eme Max-Sat-Array-Horn : on peut utiliser la même

transformation que dans le cas g�en�eral mais uniquement sur les multi-ensembles

28

,

puisque Max-Sat-Me-Horn est toujours une restriction de Max-Sat-Array-

Me-Horn. On a donc Max-Sat-Me-Horn / Max-Sat-Array-Me-Horn,

donc Max-Sat-Array-Me-Horn est NP-complet.

Compl�etude du probl�emeNsat-Lex-Horn : comme pourNsat-Car-Horn dans

Uni-Car-Horn, il est inutile de montrer la compl�etude de ce probl�eme, puisqu'il

est toujours utilis�e en collaboration avec l'oracle Max-Sat-Array-Horn dont

la version multi-ensemble est NP-compl�ete.

J'en conclus que les probl�emes d'inf�erence utilisant l'ordre lexicographique n'ont donc

pas chang�e de complexit�e dans le cas des multi-ensembles :

Uni-Lex-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

27

Ici aussi, comme pour Max-Sat-Horn, Nsat-Car-Horn et Max-Sat-Strict-Horn (voir preuve du th�eo-

r�eme 4.1.37 page 130), les d�emonstrations donn�ees s'appliquent au cas d'une base de Horn stricte.

28

On ne sait rien sur la compl�etude de Max-Sat-Horn.
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Exi-Lex-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Lex-Me-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

Or le cas des ensembles �etant une restriction du cas des multi-ensembles, je peux aussi

conclure que :

Uni-Lex-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Exi-Lex-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

,

Arg-Lex-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

3

.

�

Etude de compl�etude.

pour Uni-Lex-Horn, je ne peux pas utiliser les d�emonstrations du cas g�en�eral

(voir th�eor�eme 4.1.16 page 97), puisque je ne sais rien sur Uni-Car-Horn et que

la transformation �a partir du probl�eme Alm ne g�en�ere pas de clauses de Horn.

Essayons donc avec d'autres probl�emes �

p

2

-complets. Montrons, par exemple, que

Acm

29

/ Uni-Lex-Horn.

Soit \C = fC

1

; : : : ; C

m

g un ensemble de clauses

(X = fx

1

; : : : ; x

n

g les variables de C), k = f1; : : : ;mg un entier"

une instance de Acm, posons :

- H = C

k

[y] ^ s.

- (E;<) =

fp

1

; : : : ; p

m

g [ fx

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

g [ f:z

1

; : : : ;:z

n

;:sg avec

y

1

; : : : ; y

n

, z

1

; : : : ; z

n

, s nouveaux symboles de variables

propositionnelles, et avec les formules

p

j

= (z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_ :y

i

) ^ (y

i

! z

i

) ^ (x

i

!

z

i

)) ^ C

j

[y],

avec la notation suivante : C

j

[y] = la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les litt�eraux positifs x

i

par des litt�eraux n�egatifs

:y

i

.

L'ordre < entre les formules de la base est le suivant : les p

j

plus

prioritaires que les x

i

et les y

i

, eux-mêmes plus prioritaires que

les :z

i

et le :s.

Notons Y = fy

1

; : : : ; y

n

g.

La plupart des remarques pr�eliminaires faites pour Uni-T-Horn restent valables

ici. On a alors les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.1.27 Si la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de la valeur de v�erit�e

de y

i

8i alors C sera satisfaite ssi C[y] est satisfaite.

8V assignation de X, notons D(V ) l'ensemble des clauses de C satisfaites par V .

De même, 8V

0

assignation de X [Y , notons D(V

0

) l'ensemble des clauses de C[y]

satisfaites par V

0

.

Propri�et�e 4.1.28 Si, quel que soit i la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de la

valeur de v�erit�e de y

i

alors :

il existe une assignation V de X card-maximale pour C satisfaisant l'ensemble de

clauses D(V ) ssi il existe une assignation V

0

de X [ Y card-maximale pour C[y]

satisfaisant D(V )[y]

Preuve : Toute la preuve repose sur la propri�et�e 4.1.27. L'hypoth�ese de

base est que la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de la valeur de v�erit�e

de y

i

, 8i.

Il existe une assignation V de X satisfaisant l'ensemble de clauses

D(V ) � C , (�a cause de la propri�et�e 4.1.27 et de l'hypoth�ese de

29

Ce probl�eme est issu de [EG93] et a d�ej�a �et�e utilis�e pour la preuve du th�eor�eme 4.1.13 page 90.
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base) il existe une assignation V

0

satisfaisant l'ensemble D(V )[y] �

C[y] correspondant �a D(V ). Remarquons au passage que D(V

0

) =

D(V )[y] et que jD(V )j = jD(V )[y]j.

V est une assignation de X card-maximale pour C , il n'existe pas

d'assignation W de X telle que jD(V )j < jD(W )j.

Construisons l'assignation V

0

telle que V

0

(x

i

) = V (x

i

) 8x

i

2 X et

V

0

(y

i

) 6= V (x

i

) 8y

i

2 Y , on a ainsi une assignation V

0

de X [ Y

satisfaisant D(V )[y]. Raisonnons par l'absurde et supposons que l'as-

signation V

0

n'est pas card-maximale. Il existe alors une autre assi-

gnation de X [ Y not�ee W

0

qui est card-maximale pour C[y], on a

donc jD(V

0

)j < jD(W

0

)j. Donc, l'assignationW correspondant �a W

0

(c'est �a dire la restriction de W

0

�a X) aura la propri�et�e suivante :

jD(V )j < jD(W )j, ce qui est en contradiction avec l'hypoth�ese V

card-maximale.

De la même fa�con, on prouve que si V

0

est une assignation de X [Y

card-maximale pour C[y] alors l'assignation V de X correspondante

est card-maximale pour C.

2

De plus :

Si on calcule les th�eses pr�ef�er�ees lexicographiquement T de (E;<), on trouve

que : s'il existe une C

j

satis�able alors il existe une th�ese T telle que T ` z

i

(8i) et T ` s.

Les seules th�eses pr�ef�er�ees lexicographiquement inf�erant s sont les sous-bases

contenant le plus de formules p

j

, puisque la variable s n'apparâ�t que dans

les p

j

.

D'autre part, j'ai toujours les propri�et�es utilis�ees pour la d�emonstration de

compl�etude de Uni-Car.

Prouvons maintenant que Acm / Uni-Lex-Horn.

Acm implique Uni-Lex-Horn :

Toute assignation V

c

de X card-maximale pour C v�eri�e : V

c

(C

k

) = vrai.

�

Etendons chaque V

c

�a Y de telle fa�con que V

c

(x

i

) 6= V

c

(y

i

).

)

8T th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de E :

T est constitu�ee de 3 strates T

1

, T

2

et T

3

:

T

1

contient le maximumde p

j

, T

1

est maximale pour la cardinalit�e dans

E

1

(premi�ere strate de E),

T

2

contient des x

i

et des y

i

(exactement n en tout puisque �a cause des

formules p

j

, on doit avoir la valeur de x

i

di��erente de la valeur de y

i

8i),

T

3

est vide (puisque �a cause des formules p

j

, on doit avoir tous les z

i

et s) ;

donc T inf�ere s.

9V

0

une assignation de X [ Y telle que l'ensemble des clauses satisfaites

par V

0

est T

1

(cf. propri�et�e 4.1.7 page 93). V

0

satisfait les formules p

j

de

T

1

, donc les formules C

j

[y] correspondantes.

)

V

0

est card-maximale pour E

1

(cf. propri�et�e 4.1.9 page 93) et pour C[y]

)

9V assignation de X card-maximale pour C (cf. propri�et�e 4.1.28

page ci-contre). Or toutes les assignations card-maximales pour C satisfont

C

k

.
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)

V

0

satisfait C

k

[y] (cf. propri�et�e 4.1.28 page 138)

)

T

1

contient la formule p

k

)

T

1

inf�ere C

k

[y]

)

toutes les th�eses pr�ef�er�ees lexicographiquement T de (E;<) inf�erent s et

C

k

[y], donc inf�erent C

k

[y] ^ s.

Uni-Lex-Horn implique Acm :

quelle que soit T th�ese pr�ef�er�ee lexicographiquement de (E;<), T inf�ere

C

k

[y] ^ s, donc T inf�ere C

k

[y] et s.

)

8T , T

1

(premi�ere strate de T ) contient la formule p

k

(puisque T ` C

k

[y]) et

toute assignation de X [ Y satisfaisant T v�eri�e le fait que la valeur de x

i

est di��erente de la valeur de y

i

8i (puisque T ` s).

)

8V

c

assignation de X card-maximale pour C, il existe V

0

une assignation de

X [ Y card-maximale pour C[y] (cf. propri�et�e 4.1.28 page 138)

)

D(V

0

) est un sous-ensemble maximal pour la cardinalit�e pour C[y]

(cf. propri�et�e 4.1.9 page 93)

)

l'ensemble P

D(V

0

)

des formules p

j

correspondant �a D(V

0

) est maximal pour

la cardinalit�e pour E

1

(premi�ere strate de E)

)

P

D(V

0

)

est un des T

1

(premi�ere strate des T pr�ef�er�ees lexicographiquement)

)

P

D(V

0

)

contient p

k

)

D(V

0

) contient C

k

[y]

)

V

0

satisfait C

k

[y]

)

Toute assignation V

c

card-maximale pour C v�eri�e : V

c

(C

k

) = vrai

Le probl�eme Acm se ram�ene donc polynomialement �a Uni-Lex-Horn. On en

d�eduit que Uni-Lex-Horn est �

p

2

-complet.

pour Exi-Lex-Horn, je ne peux pas utiliser la d�emonstration du cas g�en�eral (voir

th�eor�eme 4.1.17 page 103), puisque je ne sais rien sur Exi-Car-Horn. Toutefois,

je n'ai pas pu trouver une autre transformation polynomiale d'un probl�eme �

p

2

-

complet en Exi-Lex-Horn. Je ne conserve alors qu'un r�esultat d'appartenance.

pour Arg-Lex-Horn, je ne peux pas utiliser la d�emonstration du cas g�en�eral

(voir th�eor�eme 4.1.18 page 105), puisque je ne sais rien sur Arg-Car-Horn.

Donc, comme pour Exi-Lex-Horn, je ne conserve qu'un r�esultat d'appartenance.

2

D�e�nition 4.1.20 Une th�eorie des d�efauts de Horn peut être d�e�nie de di��erentes fa�cons. Voici

deux d�e�nitions possibles :

d�e�nition de Stillman donn�ee dans [Sti90]

l'ensemble des pr�emisses W est un ensemble de clauses de Horn,
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l'ensemble des d�efauts D est un ensemble de d�efauts de la forme a : b=b avec a un

unique litt�eral positif, et b un unique litt�eral (positif ou n�egatif),

la formule �a inf�erer est un litt�eral (positif ou n�egatif).

d�e�nition de Kautz et Selman donn�ee dans [KS91]

l'ensemble des pr�emisses W est un ensemble de litt�eraux,

l'ensemble des d�efauts D est un ensemble de d�efauts de la forme a

1

; : : : ; an : b=b avec,

8i, a

i

litt�eral positif, et b un unique litt�eral (positif ou n�egatif)

30

,

la formule �a inf�erer est un litt�eral (positif ou n�egatif).

Th�eor�eme 4.1.39 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-E-Horn)

Suivant la d�e�nition choisie pour une th�eorie des d�efauts de Horn, on obtient des r�esultats di��e-

rents :

Avec la d�e�nition de Stillman (voir [Sti90]) :

pas d'�etude de Uni-E-Horn

Exi-E-Horn est NP-complet

Arg-E-Horn 2 �

p

2

et est co-NP-di�cile

Avec la d�e�nition de Kautz et Selman (voir [KS91]) :

Uni-E-Horn est co-NP-complet

Exi-E-Horn 2 P

Arg-E-Horn 2 P

Preuve :

�

Etude d'appartenance et de compl�etude.

Parmi ces trois relations d'inf�erence, deux ont d�ej�a �et�e �etudi�ees par Kautz et Selman

dans [KS91] et par Stillman dans [Sti90]. Il s'agit de Uni-E-Horn et Exi-E-Horn. Je

me contenterai donc de citer leurs r�esultats. Par contre, il n'y a eu �a ma connaissance

aucune �etude sur Arg-E-Horn.

Signalons avant tout que la d�e�nition de Stillman est di��erente de celle de Kautz et

Selman (voir d�e�nition 4.1.20 page ci-contre). Ils n'obtiennent donc pas les mêmes

r�esultats

31

.

Le r�esultat obtenu par Stillman est le suivant :

Exi-E-Horn est NP-complet (preuve de Stillman dans [Sti90]).

Les r�esultats obtenus par Kautz et Selman sont les suivants :

Uni-E-Horn est co-NP-complet (preuve de Kautz et Selman dans [KS91]).

Exi-E-Horn est polynomial (preuve de Kautz et Selman dans [KS91]).

Ni Stillman, ni Kautz et Selman n'ont �etudi�e Arg-E-Horn. Peut-on conserver la

d�emonstration faite pour Arg-E (voir th�eor�eme 4.1.23 page 106) ?

Oui, pour la preuve d'appartenance puisque l'algorithme utilis�e reste inchang�e

avec un oracle (Exi-E-Horn) qui a diminu�e en complexit�e. Suivant la d�e�nition

utilis�ee, Arg-E-Horn appartient donc :

soit �a �

p

2

(d�e�nition de Stillman),

soit �a P (d�e�nition de Kautz et Selman).

30

Il s'agit donc, dans les 2 cas, d'une sous-classe des d�efauts normaux.

31

Il est possible de donner encore d'autres d�e�nitions de E = (W;D) et de la formule �a inf�erer dans le cas des

clauses de Horn et on obtiendrait sûrement d'autres r�esultats.
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Non, pour la preuve de compl�etude. Du point de vue de Kautz et Selman, le

probl�eme de la compl�etude ne se pose plus puisque Arg-E-Horn est de com-

plexit�e P. Et du point de vue de Stillman, je rencontre la di�cult�e suivante : une

des transformations polynomiales e�ectu�ees dans le cadre de la relation Arg-E

ne permet pas de respecter les contraintes impos�ees par Stillman (voir tableau

ci-dessous).

D�e�nition de Stillman

Transformation polynomiale de

Exi-E (E;H) �a

Arg-E (f(E), f(H)) :

- f(H) = H,

- f(E) = E avec ajout de

H ! G aux pr�emisses

(G nouveau symbole

propositionnel)

Soient H un litt�eral quelconque et G

un litt�eral positif, H ! G n'est pas

une conjonction de clauses de Horn.

(except�e si H est un litt�eral positif)

Transformation non utilisable

Transformation polynomiale de

co-Exi-E (E;H) �a

Arg-E (f(E), f(H)) :

- f(E) = E avec ajout

de ::H=:H aux d�efauts

- f(H) = :H

Soit H un litt�eral quelconque, le

d�efaut ::H=:H est de la forme a : b=b

avec b un litt�eral unique.

(que H soit un litt�eral positif ou

n�egatif)

Transformation utilisable

Je peux donc toujours montrer que co-Exi-E-Horn / Arg-E-Horn du point

de vue de Stillman, donc que Arg-E-Horn est co-NP-di�cile.

Par contre, je ne peux plus montrer que Exi-E-Horn / Arg-E-Horn. La seule

possibilit�e restante est d'imposer queH soit un litt�eral positif. Ainsi, je conserve la

transformation polynomiale d�e�nie pour Arg-E et je montre que Exi-E-Horn-

Positif / Arg-E-Horn avec Exi-E-Horn-Positif probl�eme correspondant

�a Exi-E-Horn en imposant que la formule inf�er�ee soit uniquement un litt�eral

positif.

Or, on ne connâ�t pas la complexit�e de ce probl�eme (on sait seulement qu'au

pire Exi-E-Horn-Positif sera NP-complet puisque c'est une restriction de Exi-

E-Horn). Il faudrait donc mener une �etude semblable �a celle de Stillman pour

calculer la complexit�e de Exi-E-Horn-Positif et l'utiliser a�n de calculer celle

de Arg-E-Horn, ce que je ne ferai pas ici, puisque la logique des d�efauts n'est

pas au centre de mon �etude.

2

Remarques sur le raisonnement �a partir de la logique des d�efauts : Il existe de nom-

breux autres cas particuliers concernant la logique des d�efauts (voir [Sti90] et [KS91]).

Dans [KS91], Kautz et Selman ont propos�e, �a partir d'un ensemble W de litt�eraux, toute une

palette de possibilit�es pour l'ensemble D. Ainsi, nous venons de voir une d�e�nition portant sur

l'utilisation des d�efauts de Horn qui permet d'obtenir un algorithme polynomial pour Exi-E-

Horn.

Ils ont aussi propos�e une th�eorie des d�efauts unaire et normale, c'est-�a-dire dont les d�efauts sont

de la forme a : b=b avec a un unique litt�eral positif, et b un unique litt�eral (positif ou n�egatif),

ce qui est un cas particulier des d�efauts de Horn. Dans ce cas l�a, ils ont fourni des algorithmes

polynomiaux pour Uni-E et pour Exi-E. Les autres possibilit�es propos�ees ne permettent pas de

r�eduire la complexit�e en de�c�a de la classe NP.

La hi�erarchie de Kautz et Selman a �et�e reprise par Stillman dans [Sti90] en �etendant les choix

possibles pour W et en rajoutant certains choix pour l'ensemble D. Nous venons de voir par

exemple l'utilisation de clauses de Horn pour W avec des d�efauts unaires et normaux.
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Stillman d�emontre aussi que le processus d'inf�erence Exi-E est polynomial dans le cas de d�efauts

unaires, normaux et sans pr�e-requis et avec un ensemble W ne contenant que des clauses avec

2 litt�eraux au plus (rappelons que le probl�eme de satisfaction pour des clauses de 2 litt�eraux au

plus, appel�e 2-Sat, est polynomial { voir [GJ79]).

Il serait int�eressant de voir la correspondance de tous ces cas particuliers de th�eories des d�efauts

dans le cas d'une base de croyances propositionnelle classique et de calculer la complexit�e des pro-

cessus d'inf�erence associ�es. Il est probable que l'on trouverait aussi des algorithmes polynomiaux.

4.1.3.4 Cas d'une base de Horn strati��ee strictement

Dans ce dernier cas, on \mixe" le premier et le troisi�eme cas particuliers �etudi�es ici. Ainsi, on

esp�ere cumuler les gains en complexit�e de ces deux m�ethodes.

Th�eor�eme 4.1.40 (Complexit�e de Uni (Exi, Arg)-Bo) Dans le cas d'une base de Horn

strati��ee strictement, Uni-Bo (respectivement Exi-Bo, Arg-Bo) est not�e 1/Strate-Uni-Bo-

Horn (respectivement 1/Strate-Exi-Bo-Horn, 1/Strate-Arg-Bo-Horn). Les complexit�es

sont :

1/Strate-Uni-Bo-Horn 2 P

1/Strate-Exi-Bo-Horn est NP-complet

si NP 6= co-NP, 1/Strate-Arg-Bo-Horn 2 �

p

2

- (NP [ co-NP)

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

Ici, comme dans le cas g�en�eral portant sur une seule formule par strate, et contrai-

rement �a ce qui se passe pour les m�ethodes \Inclusion Based" et lexicographique

(voir propri�et�e 4.1.22 page 110), il n'y a pas de simpli�cation des algorithmes (voir

la d�emonstration du th�eor�eme 4.1.25 page 112). On garde donc les mêmes r�esultats

d'appartenance que ceux donn�es dans le cas de Horn :

1/Strate-Uni-Bo-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e P,

1/Strate-Exi-Bo-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e NP,

1/Strate-Arg-Bo-Horn appartient au plus �a la classe de complexit�e �

p

2

.

�

Etude de compl�etude.

Pour 1/Strate-Exi-Bo-Horn, la d�emonstration du cas Horn (voir th�eo-

r�eme 4.1.35 page 124) ne s'applique plus puisque la base E propos�ee n'est pas

strictement strati��ee. Je propose alors une nouvelle transformation polynomiale :

Soit \E;H", une instance de Exi-Bo-Horn, avec

(E;<) = (f�

1

1

; : : : ;�

1

k

1

g; : : : ; f�

n

1

; : : : ;�

n

k

n

g), n �etant le nombre

de strates de E, posons :

- f(H) = H,

- (f(E); <) = (f�

1

1

^ : : :^ �

1

k

1

g; : : : ; f�

n

1

^ : : :^

�

n

k

n

g; f�

1

1

g; : : : ; f�

1

k

1

g; : : : ; f�

n

1

g; : : : ; f�

n

k

n

g)

Nous constatons alors que, d'apr�es la d�e�nition de l'ordre \Best-Out" :

Propri�et�e 4.1.29 Soit N (E) = [

i=1:::l

E

i

le noyau de E, alors [

i=1:::l

f�

i

1

^ : : :^

�

i

k

i

g est le noyau de f(E)

Propri�et�e 4.1.30 Soit N (f(E)) = [

i=1:::l

f�

i

1

^ : : : ^ �

i

k

i

g le noyau de f(E),

alors [

i=1:::l

E

i

est le noyau de E

Propri�et�e 4.1.31 N (E) et N (f(E)) sont logiquement �equivalents.

On a donc :
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Exi-Bo-Horn implique 1/Strate-Exi-Bo-Horn :

9Y sous base consistante bo-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` H

)

9Y sous base consistante de E telle que Y contient le noyau de E et Y ` H

)

9Y

0

sous base consistante de f(E) telle que Y

0

= Y [N (f(E)) et Y

0

` H

)

9Y

0

sous base consistante bo-pr�ef�er�ee de f(E) telle que Y

0

` H

1/Strate-Exi-Bo-Horn implique Exi-Bo-Horn :

9Y

0

sous base consistante bo-pr�ef�er�ee de f(E) telle que Y

0

` H

)

9Y sous base consistante de E telle que Y = Y

0

dans laquelle on remplace

toutes les formules �

i

1

^ : : :^ �

i

k

i

par l'ensemble f�

i

1

; : : : ;�

i

k

i

g ;

cette sous-base Y inf�ere H et contient N (E)

)

9Y sous base consistante bo-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` H

On a ainsi Exi-Bo-Horn / 1/Strate-Exi-Bo-Horn. Le probl�eme 1/Strate-

Exi-Bo-Horn est donc NP-complet.

Pour 1/Strate-Arg-Bo-Horn, je peux garder la même d�emonstration que celle

du cas Horn (voir th�eor�eme 4.1.35 page 124) en partant des probl�emes 1/Strate-

Exi-Bo-Horn-Positif et co-1/Strate-Exi-Bo-Horn-Positif, les deux trans-

formations polynomiales utilis�ees g�en�erant des sous-bases strati��ees strictement.

Ces deux probl�emes sont respectivement NP-complet et co-NP-complet. En e�et,

il su�t de reprendre la d�emonstration de 1/Strate-Exi-Bo-Horn en imposant

que H soit un litt�eral positif, et on peut alors garder la même transformation po-

lynomiale pour passer de Exi-Bo-Horn-Positif (que l'on sait être NP-complet {

voir th�eor�eme 4.1.35 page 124) �a 1/Strate-Exi-Bo-Horn-Positif. J'en conclus

que 1/Strate-Arg-Bo 2 �

p

2

- (NP [ co-NP) si NP 6= co-NP.

2

Propri�et�e 4.1.32 (Uni(Exi,Arg)-Incl etUni(Exi, Arg)-Lex) On sait que, dans le cas d'une

base strati��ee strictement, il existe une unique th�ese pr�ef�er�ee �a la fois pour l'ordre \Inclusion

Based" et pour l'ordre lexicographique. Si on rajoute en plus la contrainte d'une base de Horn, on

obtient alors un unique probl�eme not�e 1/Strate-Horn.

Th�eor�eme 4.1.41 (Complexit�e de Uni(Exi, Arg)-Incl et Uni(Exi, Arg)-Lex)

1/Strate-Horn 2 P.

Preuve :

�

Etude d'appartenance.

L'algorithme propos�e pour 1/Strate (voir th�eor�eme 4.1.26 page 113) est encore va-

lable. Par contre, maintenant que nous avons des conjonctions de clauses de Horn,

cet algorithme, qui fait appel �a un oracle de complexit�e P, devient d�eterministe po-

lynomial. Le probl�eme 1/Strate-Horn appartient donc �a la classe de complexit�e P.

2

4.1.4 Synth�ese des r�esultats et conclusion

Dans le tableau ci-apr�es, sont r�epertori�es tous les r�esultats d�emontr�es dans les sections pr�ec�edentes.

On retrouve ainsi les cinq cas �etudi�es : le cas g�en�eral, le cas d'une strati�cation stricte, le cas d'une

base de formules Cnf, le cas d'une base de Horn et le cas d'une base de Horn strictement strati��ee.
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Remarquons que les r�esultats pr�esent�es ici sont aussi valables dans le cas des multi-ensembles.

Le seul probl�eme pour lequel j'ai trouv�e une di��erence entre le cas des ensembles et le cas des

multi-ensembles est le probl�eme Uni-Car-Horn (voir tableau des r�esultats).

Rappelons que les r�esultats obtenus ici sont valables �a la fois pour les relations de classe 1 (les

p-m) et pour celles de classe 2 (les G-p-m). En e�et, les algorithmes propos�es pour les relations

p-m sont utilisables aussi pour les relations G-p-m, ce qui permet de conserver tous les r�esultats

d'appartenance. Quant aux r�esultats de compl�etude, ils demeurent identiques puisque les relations

p-m sont des restrictions des relations G-p-m.

Cas proposi-

tionnel

g�en�eral

Cas d'une

base strati��ee

strictement

Cas d'une

base de

formules Cnf

Cas d'une

base de Horn

Cas d'une

base de Horn

strictement

ordonn�ee

Uni-T

th�eses non

ordonn�ees +

cons�equence

forte

�

p

2

-complet non concern�e Uni-T-Cnf

�

p

2

-complet

Uni-T-Horn

co-NP-

complet

non concern�e

Exi-T

th�eses non

ordonn�ees +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet non concern�e Exi-T-Cnf

�

p

2

-complet

Exi-T-Horn

NP-complet

non concern�e

Arg-T

th�eses non

ordonn�ees +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

non concern�e Arg-T-Cnf

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

Arg-T-Horn

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6=

co-NP

non concern�e

Uni-S

sous-bases

consistantes

non

ordonn�ees +

cons�equence

forte

co-NP-

complet

non concern�e Uni-S-Cnf

co-NP-

complet

Uni-S-Horn

P

non concern�e
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Exi-S

sous-bases

consistantes

non

ordonn�ees +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet non concern�e Exi-S-Cnf

�

p

2

-complet

Exi-S-Horn

NP-complet

non concern�e

Arg-S

sous-bases

consistantes

non

ordonn�ees +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

non concern�e Arg-S-Cnf

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

Arg-S-Horn

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6=

co-NP

non concern�e

Uni-Bo

sous-bases

consistantes

\Best-Out"

ordonn�ees +

cons�equence

forte

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6= co-NP

1/Strate-

Uni-Bo

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6= co-NP

Uni-Bo-Cnf

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6= co-NP

Uni-Bo-

Horn

P

1/Strate-

Uni-Bo-

Horn

P

Exi-Bo

sous-bases

consistantes

\Best-Out"

ordonn�ees +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet 1/Strate-

Exi-Bo

�

p

2

-complet

Exi-Bo-Cnf

�

p

2

-complet

Exi-Bo-

Horn

NP-complet

1/Strate-

Exi-Bo-

Horn

NP-complet

Arg-Bo

sous-bases

consistantes

\Best-Out"

ordonn�ees +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

1/Strate-

Arg-Bo

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

Arg-Bo-Cnf

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

Arg-Bo-

Horn

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6=

co-NP

1/Strate-

Arg-Bo-

Horn

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6=

co-NP
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Uni-Incl

th�eses

ordonn�ees par

m�ethode

\Inclusion

Based" +

cons�equence

forte

�

p

2

-complet une seule

relation

d'inf�erence

pour Uni

(Exi, Arg)

-Incl (Lex) :

1/Strate

�

p

2

-complet

Uni-Incl-

Cnf

�

p

2

-complet

Uni-Incl-

Horn

co-NP-

complet

1/Strate-

Horn

P

Exi-Incl

th�eses

ordonn�ees par

m�ethode

\Inclusion

Based" +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet

(voir

Uni-Incl)

Exi-Incl-

Cnf

�

p

2

-complet

Exi-Incl-

Horn

NP-complet

1/Strate-

Horn

P

Arg-Incl

th�eses

ordonn�ees par

m�ethode

\Inclusion

Based" +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

(voir

Uni-Incl)

Arg-Incl-

Cnf

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

Arg-Incl-

Horn

�

p

2

- (NP [

co-NP)

si NP 6=

co-NP

1/Strate-

Horn

P

Uni-Lex

th�eses

ordonn�ees par

ordre lexico-

graphique +

cons�equence

forte

�

p

2

-complet

(voir

Uni-Incl)

Uni-Lex-Cnf

�

p

2

-complet

Uni-Lex-

Horn

�

p

2

-complet

1/Strate-

Horn

P

Exi-Lex

th�eses

ordonn�ees par

ordre lexico-

graphique +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet

(voir

Uni-Incl)

Exi-Lex-Cnf

�

p

2

-complet

Exi-Lex-

Horn

�

p

2

1/Strate-

Horn

P
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Arg-Lex

th�eses

ordonn�ees par

ordre lexico-

graphique +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

et �

p

2

-di�cile

(voir

Uni-Incl)

Arg-Lex-

Cnf

�

p

3

et �

p

2

-di�cile

Arg-Lex-

Horn

�

p

3

1/Strate-

Horn

P

Uni-Car

th�eses

ordonn�ees par

ordre bas�e sur

la cardinalit�e

+

cons�equence

forte

�

p

2

-complet non concern�e Uni-Car-

Cnf

�

p

2

-complet

Uni-Car-

Horn

�

p

2

( et

Uni-Car-

Me-Horn

�

p

2

-complet

non concern�e

Exi-Car

th�eses

ordonn�ees par

ordre bas�e sur

la cardinalit�e

+

cons�equence

faible

�

p

2

-complet non concern�e Exi-Car-

Cnf

�

p

2

-complet

Exi-Car-

Horn

�

p

2

non concern�e

Arg-Car

th�eses

ordonn�ees par

ordre bas�e sur

la cardinalit�e

+

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

et �

p

2

-di�cile

non concern�e Arg-Car-

Cnf

�

p

3

et �

p

2

-di�cile

Arg-Car-

Horn

�

p

3

non concern�e

Uni-E

extensions

non

ordonn�ees +

cons�equence

forte

�

p

2

-complet non concern�e Uni-E-Cnf

non �etudi�e

Uni-E-Horn

D�e�nition

Stillman :

non �etudi�e

D�e�nition

Kautz et

Selman :

co-NP-

complet

non concern�e
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Exi-E

extensions

non

ordonn�ees +

cons�equence

faible

�

p

2

-complet non concern�e Exi-E-Cnf

non �etudi�e

Exi-E-Horn

D�e�nition

Stillman :

NP-complet

D�e�nition

Kautz et

Selman :

P

non concern�e

Arg-E

extensions

non

ordonn�ees +

cons�equence

argumenta-

tive

�

p

3

- (�

p

2

[

�

p

2

)

si �

p

2

6= �

p

2

non concern�e Arg-E-Cnf

non �etudi�e

Arg-E-Horn

D�e�nition

Stillman :

�

p

2

et

co-NP-di�cile

D�e�nition

Kautz et

Selman :

P

non concern�e

Que peut-on conclure de tels r�esultats ?

Remarquons avant tout que seule la complexit�e temporelle des probl�emes d'inf�erence non-

monotone a �et�e �etudi�ee ici. En e�et, la th�eorie de la complexit�e nous apprend que le temps est

une ressource plus critique que l'espace.

Ensuite, on constate rapidement que la majorit�e des probl�emes d'inf�erence non-monotone dans le

cas propositionnel g�en�eral ont une complexit�e exponentielle par rapport �a la taille du probl�eme.

Bien que ces complexit�es ne d�epassent pas le troisi�eme niveau de la hi�erarchie polynomiale, elles

restent prohibitives.

Cela signi�e que l'interrogation d'une base de connaissances propositionnelle E quelconque pour

d�eterminer si une formule donn�ee est d�eductible de E, par un raisonnement non-monotone, risque

fort de prendre un temps beaucoup trop important pour un op�erateur humain (plusieurs heures,

voir plusieurs jours et même plusieurs ann�ees).

Il existe di��erents moyens de r�eduire ce temps qui se ram�enent tous �a restreindre le cadre du

probl�eme �etudi�e. J'en ai �etudi�e quatre :

ne travailler que sur une base strati��ee strictement, ce qui r�eduit, le plus souvent, la com-

plexit�e d'un demi-niveau de la hi�erarchie polynomiale,

ne travailler que sur des formules Cnf, ce qui ne r�eduit en rien la complexit�e des probl�emes

�etudi�es,

ne travailler que sur des formules et des bases constitu�ees respectivement de clauses de Horn

et de conjonctions de clauses de Horn, ce qui ram�ene la complexit�e au niveau inf�erieur de la

hi�erarchie polynomiale dans la plupart des cas

32

;

ne travailler que sur des formules et des bases strictement strati��ees et constitu�ees respecti-

vement de clauses de Horn et de conjonctions de clauses de Horn, ce qui rend la plupart des

probl�emes polynomiaux.

32

Rappelons que les r�esultats donn�es ici permettent aussi de �xer une borne sup�erieure pour la complexit�e des

probl�emes d'inf�erence non-monotone r�eduits au cas d'une base de Horn stricte, c'est-�a-dire ne traitant que des

formules et des bases constitu�ees de clauses de Horn.
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La derni�ere m�ethode est bien sûr la plus int�eressante mais aussi la plus contraignante : toutes les

formules propositionnelles ne peuvent pas se traduire sous forme de conjonctions de clauses de

Horn (par exemple : A_B) et d�e�nir un ordre strict entre les formules n'est pas toujours possible.

De plus certaines relations n'exploitant pas l'ordre entre les formules, ce cas particulier n'est pas

toujours utilisable.

D'autre part, si on se contente du cas particulier des conjonctions de clauses de Horn, lui-aussi

tr�es restrictif, on reste malheureusement en majorit�e dans le cadre de probl�emes �a complexit�e

exponentielle.

Une analyse plus pouss�ee des r�esultats permet de distinguer les relations d'inf�erence non-monotone

Uni-Bo et Uni-Lex qui, dans le pire des cas, ne d�epassent pas le premier niveau (�

p

2

, NP, co-NP)

de la hi�erarchie polynomiale. Malheureusement, même ces relations ont des inconv�enients :

Uni-Bo pr�esente le probl�eme de la noyade (voir [BCD

+

93]) ;

et paradoxalement, Uni-Lex n'est pas a�ect�ee par la restriction �a un langage pauvre (les

conjonctions de clauses de Horn) alors que presque toutes les autres relations la rejoignent

sur le premier niveau de la hi�erarchie polynomiale.

Les probl�emes d'inf�erence non-monotone sont-ils condamn�es �a ne jamais être r�esolus ?

En fait, je ne pense pas que ces r�esultats permettent d'a�rmer que toute utilisation pratique de

ces formalismes est impossible. En e�et :

Ce probl�eme est aussi celui de la logique classique (l'inf�erence classique est de complexit�e

co-NP-complet), et il existe d�esormais un certain nombre de m�ecanismes, d'algorithmes per-

mettant d'obtenir quelques r�esultats (voir les travaux sur Gsat dans [LMS92b]).

Le d�eveloppement de machines massivement parall�eles de plus en plus rapides, de plus en

plus puissantes, se poursuit. Elles pourraient peut-être permettre de repousser la fronti�ere

de l'\inutilisabilit�e" pratique su�samment loin pour pouvoir traiter des instances de taille

su�sante.

Et puis surtout les calculs de complexit�e e�ectu�es ici re�etent le pire des cas et bon nombre

de probl�emes pratiques �a traiter ne sont pas dans cette cat�egorie.

Il faudrait pour a�ner cette conclusion faire aussi une �etude de complexit�e en moyenne, ce que je

ne ferai pas ici par manque de comp�etence dans ce domaine.

En conclusion, pour traiter l'inf�erence non-monotone, il faut d�e�nir le probl�eme le plus pr�ecis�ement

possible, a�n d'utiliser au mieux ses particularit�es lors de la d�e�nition des algorithmes de r�esolution

du probl�eme. Cela pose alors le probl�eme de la r�eutilisabilit�e de tels algorithmes. Je pense qu'il

faudra probablement en venir �a la d�e�nition de diverses cat�egories de probl�emes et �a l'�ecriture

d'algorithmes propres �a chaque cat�egorie.
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4.2 Prudence

Dans cette section, je pr�esente une classi�cation semblable �a celle pr�esent�ee par Pinkas et Loui

dans [PL92]. En e�et, j'�etudie du point de vue de la prudence les principes Uni, Exi et Arg

qui sont d�ej�a trait�es dans [PL92]. Mais, alors que Pinkas et Loui les ont class�es sans pr�eciser

les m�ecanismes de g�en�eration, je m'attache �a ra�ner une partie de leur sch�ema en introduisant

l'impact de quelques m�ecanismes de g�en�eration sur la prudence des relations d'inf�erence non-

monotone.

Les r�esultats pr�esent�es dans cette section ont fait l'objet de publications (voir [CLS94a, LS95c,

CLS95]).

Les relations d'inf�erence �etudi�ees ici sont celles de la classe 1, donc du type (E;<) j�

p;m

�. Rap-

pelons toutefois que les relations de la classe 2 sont elles-aussi concern�ees par cette �etude (voir le

lien entre les deux classes en section 2.6.6 page 46).

Pour construire cette classi�cation, j'utilise les propri�et�es suivantes :

Propri�et�e 4.2.1 Soit Y une sous-base incl-pr�ef�er�ee de E alors Y est aussi une th�ese de E.

Preuve : Par d�e�nition d'une sous-base incl-pr�ef�er�ee. 2

Propri�et�e 4.2.2 Soit Y une th�ese de E alors Y est aussi une sous-base consistante de E.

Preuve : Par d�e�nition d'une th�ese. 2

Propri�et�e 4.2.3 Soit Y une sous-base car-pr�ef�er�ee de E alors Y est aussi une th�ese de E.

Preuve : Par d�e�nition d'une sous-base car-pr�ef�er�ee. 2

Propri�et�e 4.2.4 Soit Y une sous-base lex-pr�ef�er�ee de E alors Y est aussi une sous-base incl-

pr�ef�er�ee de E.

Preuve : Voir dans [BCD

+

93]. 2

Propri�et�e 4.2.5 Soit Y une sous-base incl-pr�ef�er�ee de E alors Y est aussi une sous-base bo-

pr�ef�er�ee de E.

Preuve : Voir dans [BCD

+

93]. 2

Propri�et�e 4.2.6 Soit Y une sous-base bo-pr�ef�er�ee de E alors il existe Y

0

sous-base maximale

consistante de E telle que Y est incluse dans Y

0

.

Preuve : Voir dans [BCD

+

93]. 2

Propri�et�e 4.2.7 Soient la base E et la th�eorie super-normale correspondante (W;D) (voir sec-

tion 2.2.3 page 16), soit Y une sous-base incl-pr�ef�er�ee de E alors C

n

(Y ) est une extension de

(W;D).

Preuve : Voir dans [Bre89b]. 2

Propri�et�e 4.2.8 Soient la base E et la th�eorie super-normale correspondante (W;D), soit Y une

extension de (W;D) alors il existe Y

0

sous-base incl-pr�ef�er�ee de E telle que Y = C

n

(Y

0

).
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Preuve : Voir dans [Bre89b]. 2

Grâce �a toutes ces propri�et�es, on prouve que :

E j�

8;Bo

�

) (lien num�ero 22 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

8;In

�

, (lien num�ero 26 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

8;E

�

�

) (lien num�ero 25 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

8;Lex

�

E j�

8;S

�

) (lien num�ero 20 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

8;T

�

) (lien num�ero 23 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

8;Car

�

) (lien num�ero 24 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

8;Lex

�

E j�

8;T

�

) (lien num�ero 21 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

8;In

�

E j�

9;Lex

�

) (lien num�ero 35 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

9;In

�

, (lien num�ero 36 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

9;E

�

�

) (lien num�ero 32 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

9;Bo

�

E j�

9;Lex

�

) (lien num�ero 34 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

9;Car

�

) (lien num�ero 33 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

9;T

�

) (lien num�ero 30 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

9;S

�

E j�

9;In

�

) (lien num�ero 31 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

9;T

�

E j�

9;Bo

�

) (lien num�ero 37 sur les �gures 4.1 page 154)

E j�

9;T

�

D'autre part, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, on sait que :

E j�

8;m

�

) (liens num�eros 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

A;m

�

) (liens num�eros 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 sur les �gures 4.1 page 154 et 4.2 page 155)

E j�

9;m

�.
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E j�

A;In

�

, (lien num�ero 16 sur les �gures 4.1 page suivante et 4.2 page 155)

E j�

A;E

�

�

Remarques :

Les liens de prudence entre les relations de classe 1 (les p-m) sont pr�esent�es par la �gure 4.1

page suivante.

Les r�esultats obtenus sur les relations de classe 1 �etant aussi valables pour les relations de

classe 2 (les G-p-m), cela donne le sch�ema 4.2 page 155.

La relation \est plus prudente que" est une relation transitive

33

. Toutefois, tous les liens de

prudence n'ont pas �et�e trac�es dans les �gures 4.1 page suivante et 4.2 page 155 a�n d'all�eger

le sch�ema.

Les relations Uni-T,Exi-T et Arg-T ont d�ej�a �et�e compar�ees du point de vue de la prudence

dans [BDP93].

4.3 Propri�et�es de d�eduction

Dans cette section, j'�etudie les propri�et�es v�eri��ees par les relations d'inf�erence non-monotone de

la classe 2, telles que je les ai d�e�nies dans la section 2.6 page 29 de ce document. Toutefois, cette

�etude peut aussi être �etendue aux relations d'inf�erence de la classe 1 correspondantes (voir le lien

entre les deux classes en section 2.6.6 page 46).

J'ai choisi de m'int�eresser uniquement aux relations d'inf�erence de classe 2, donc du type 	 j�

p;m

E;<

�

de mani�ere �a respecter exactement la terminologie des propri�et�es telles qu'elles ont �et�e d�e�nies par

Kraus, Lehmann, Magidor, G�ardenfors et Makinson. Ce faisant, les seules relations pr�esentant un

int�erêt sont celles utilisant la strati�cation (donc celles construites avec les m�ecanismes Bo, Incl,

Lex, E { ou E

�

). Toutefois, il est possible d'utiliser une d�e�nition restreinte des propri�et�es dans

lesquelles interviennent uniquement la relation (E;<) j�

p;m

� et non plus la relation 	 j�

p;m

E;<

�.

Dans ce cadre l�a, on peut alors traiter aussi les relations d'inf�erence de classe 1 d�e�nies avec les

m�ecanismes T, S et Car

34

.

Ainsi, je me limiterai aux relations du type 	 j�

p;m

E;<

� avec p 2 fUni, Exi, Argg et m 2 fBo,

Incl, Lex, E

�

g. Certains de ces r�esultats ont �et�e d�emontr�es par d'autres chercheurs. Je vais les

pr�esenter dans une premi�ere section. Puis, je donnerai mes propres r�esultats en compl�ement dans

une seconde section.

Remarquons qu'ici aussi on est amen�e �a r�ealiser une �etude pouvant sembler r�ep�etitive, puisqu'il faut

examiner chaque propri�et�e pour chaque relation. Les lecteurs press�es pourront passer directement

aux tableaux r�ecapitulatifs donn�es en section 4.3.3 page 175.

Les r�esultats pr�esent�es dans cette section ont fait l'objet de publications (voir [CLS94a, LS95c,

CLS95]).

4.3.1 Les r�esultats d�ej�a existants et leurs incidences

Les travaux de Kraus, Lehmann et Magidor [KLM90], ainsi que ceux de G�ardenfors et Makin-

son [GM94] fournissent la totalit�e des r�esultats concernant les relations d'inf�erence d�e�nies �a partir

33

En e�et, la relation \est plus prudente que" est construite �a partir de la relation d'inclusion qui est transitive.

34

C'est l'option choisie par les auteurs de [BDP93, Ben94] ; ils d�emontrent ainsi que :

la relation G-Arg-T v�eri�e la propri�et�e d'a�aiblissement droit d�e�nie par

j= �! � ;E j��

E j� �

;

la relation G-Arg-T ne v�eri�e pas la propri�et�e du ET d�e�nie par

E j�� ;E j� 

E j� � ^ 

.
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Légende :

b = a est plus prudent que ba

(1)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(22)

(25)

(26)

(36)

(35)

(16)

(32)

(2)

G-UNI-BO

G-UNI-E*

G-UNI-LEX

G-ARG-LEX

G-EXI-LEX

G-EXI-E*

G-EXI-BO

G-ARG-E* G-ARG-BO

G-EXI-INCL

G-ARG-INCL

G-UNI-INCL

Figure 4.2 : Liens de prudence entre les relations d'inf�erence non-monotone de classe 2

du principe Uni. En e�et, tous les th�eor�emes de repr�esentation (voir section 3.4 page 55) se ram�e-

nent �a l'utilisation d'une approche \sceptique" : il existe un mod�ele d'un type particulier tel que

toutes les interpr�etations v�eri�ent une propri�et�e donn�ee.

4.3.1.1 G-Uni-Incl, G-Uni-Lex, G-Uni-Bo

En utilisant ces th�eor�emes de repr�esentation, Benferhat, Cayrol, Dubois, Lang et Prade ont d�e-

montr�e les r�esultats suivants :

G-Uni-Incl est une relation d'inf�erence pr�ef�erentielle (voir [BCD

+

93, Ben94]).

G-Uni-Lex est une relation d'inf�erence rationnelle (voir [BCD

+

93, Ben94]).

G-Uni-Bo est une relation d'inf�erence quasiment rationnelle, puisque la relation d'inf�erence

issue de la logique possibiliste, et not�ee `

�

, est quasiment rationnelle (voir [Ben94]) et qu'il a

�et�e d�emontr�e dans [BCD

+

93] que j�

8;Bo

,`

�

. La d�enomination de \quasiment rationnelle"

vient du fait que Benferhat et ses coll�egues n'utilisent pas la forme classique des propri�et�es

de supra-classicit�e et de r�eexivit�e mais une forme restreinte. En e�et, ils ont choisi comme

convention le principe appel�e \Nihil ex Absurdo", c'est-�a-dire qu'en pr�esence d'une incon-

sistance, ils choisissent de ne rien d�eduire

35

; ceci les am�ene donc �a d�e�nir les propri�et�es de

d�eduction suivantes :

propri�et�e de r�eexivit�e restreinte : si � 6= ? alors � j��,

la supra-classicit�e restreinte : si � 6= ? alors

� ` �

� j� �

.

35

L'autre principe utilis�e en g�en�eral consiste �a dire qu'en pr�esence d'une inconsistance, on choisit de tout d�eduire.
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On dit alors qu'une relation d'inf�erence est quasiment rationnelle quand elle v�eri�e la mo-

notonie rationnelle, la r�eexivit�e restreinte et toutes les propri�et�es du syst�eme P except�e la

r�eexivit�e classique.

Toutes ces d�emonstrations s'articulent autour de la reconnaissance d'un mod�ele particulier permet-

tant de d�e�nir la relation d'inf�erence �etudi�ee, puis de l'application du th�eor�eme de repr�esentation

correspondant.

On a aussi les r�esultats suivants :

G-Uni-Incl v�eri�e les propri�et�es de : supra-classicit�e, �equivalence logique gauche, a�aiblisse-

ment droit, ET, conditionnalisation faible, pr�eservation de la consistance, cumulativit�e, OU

et ne v�eri�e pas les propri�et�es de monotonie rationnelle et de monotonie rationnelle faible

(voir [BCD

+

93]).

G-Uni-Lex v�eri�e les propri�et�es de : supra-classicit�e, �equivalence logique gauche, a�aiblisse-

ment droit, ET, conditionnalisation faible, pr�eservation de la consistance, cumulativit�e, OU,

monotonie rationnelle et monotonie rationnelle faible (voir [BCD

+

93]) ; G-Uni-Lex v�eri�e

donc les postulats �etendus de G�ardenfors et Makinson (voir [GM94]).

G-Uni-Bo v�eri�e les propri�et�es de : supra-classicit�e restreinte, �equivalence logique gauche,

a�aiblissement droit, ET, pr�eservation de la consistance, OU, monotonie rationnelle et mo-

notonie rationnelle faible (voir [BCD

+

93, Ben94]). La conditionnalisation faible et la cu-

mulativit�e n'apparaissent pas dans ces r�esultats. Toutefois, la conditionnalisation faible est

prouv�ee �a la fois par :

le th�eor�eme 2.6.1 page 43 donn�e dans ce document,

une propri�et�e donn�ee dans [BDP92] qui dit que la propri�et�e de conditionnalisation est

impliqu�ee soit par les propri�et�es d'�equivalence logique gauche, d'a�aiblissement droit,

du ET, du OU, de la monotonie rationnelle, de la r�eexivit�e restreinte et du Nihil ex

Absurdo, soit par les propri�et�es d'�equivalence logique gauche, d'a�aiblissement droit,

du ET, du OU, de la monotonie prudente, de la r�eexivit�e ; or la conditionnalisation

faible est un cas particulier de la conditionnalisation.

Remarquons que les relations G-Uni-Incl, G-Uni-Bo et G-Uni-Lex ne sont pas d�e�nies de

mani�ere identique dans [BCD

+

93] et dans ce document. Toutefois, la propri�et�e 2.6.11 page 46

permet de se rendre compte que les deux d�e�nitions sont �equivalentes et que l'on peut donc

utiliser les r�esultats pr�esent�es dans [BCD

+

93] dans le cadre pr�esent.

4.3.1.2 G-Uni-E

�

et G-Exi-E

�

Dans [Bra93], Brass �etudie un sous-ensemble de la logique des d�efauts (m�ecanismeE

�

) : les d�efauts

super-normaux. Ceci correspond au cas particulier du m�ecanisme Incl sur une base de croyances

poss�edant deux strates. Quatre principes sont invoqu�es dans ce travail dont les principes G-Uni

et G-Exi.

Ainsi, Brass a d�emontr�e que :

G-Uni-E

�

, dans le cas des d�efauts super-normaux, v�eri�e les propri�et�es suivantes :

la r�eexivit�e,

l'a�aiblissement droit,

l'�equivalence logique gauche,

le ET,

le OU.

G-Exi-E

�

, dans le cas des d�efauts super-normaux, v�eri�e les propri�et�es suivantes :

la r�eexivit�e,
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l'a�aiblissement droit,

l'�equivalence logique gauche.

Pour prouver que G-Uni-E

�

est pr�ef�erentielle, dans le cas des d�efauts super-normaux, il su�t de

prouver qu'elle v�eri�e les propri�et�es de coupure et de monotonie prudente.

Th�eor�eme 4.3.1 Dans le cas des d�efauts super-normaux, la relation G-Uni-E

�

v�eri�e la propri�et�e

de la coupure (si � j� � et � ^ � j�  alors � j� ).

Preuve : On part des hypoth�eses � j� � et � ^ � j� .

La premi�ere hypoth�ese implique que 8Y extension de T = (W [ f�g; D), Y ` � ; or

les extensions sont ferm�ees pour la cons�equence logique, donc � 2 Y .

La seconde hypoth�ese implique que 8Y

0

extension de T

0

= (W [ f�; �g; D), Y

0

`  ;

or les extensions Y

0

de T

0

sont construites �a partir de T comme suit :

soit Y

0

= C

n

(Y [ f�g) ssi Y est �-consistante,

soit Y

0

= C

n

(S [ f�g) ssi S est le r�esultat d'une branche dont l'hypoth�ese man-

quante �etait \� 2 l'extension".

Or, on sait que 8Y; � 2 Y , donc le premier cas revient �a dire que 8Y , 9Y

0

telle que

Y

0

= Y . Et on sait que 8Y

0

, Y

0

`  ; donc 8Y , Y `  et on en conclut que � j� . 2

Th�eor�eme 4.3.2 Dans le cas des d�efauts super-normaux, la relation G-Uni-E

�

v�eri�e la propri�et�e

de monotonie prudente (si � j� � et � j�  alors � ^ � j� ).

Preuve : On sait (voir [Bre89b]) que, dans le cas d'une th�eorie des d�efauts super-

normale T = (W;D), les extensions obtenues correspondent exactement aux th�eses

incl-pr�ef�er�ees obtenues sur la base E compos�ee de deux strates E

1

= W et E

2

= fles

cons�equents des d�efauts de Dg.

Or, on sait que la relation G-Uni-Incl v�eri�e la monotonie prudente puisqu'elle est

pr�ef�erentielle.

On a donc : si 8Y th�ese incl-pr�ef�er�ee de � � E, Y ` � et Y `  alors 8Y

0

th�ese

incl-pr�ef�er�ee de (� ^ �) � E, Y

0

` .

Sachant que les Y th�eses incl-pr�ef�er�ees de � � E sont exactement les extensions de

��T = (W [f�g; D) et que les Y

0

th�eses incl-pr�ef�er�ees de (�^�)�E sont exactement

les extensions de (� ^ �) � T = (W [ f�; �g; D), on d�eduit que la relation G-Uni-E

�

v�eri�e la propri�et�e de monotonie prudente

36

. 2

Contre-exemple pour la monotonie rationnelle. Ici aussi, le contre-exemple donn�e dans [Ben94]

pour G-Uni-Incl peut s'appliquer :

La th�eorie des d�efauts T est la suivante :

W = fa; b! ; a! cg,

D = f : ! a=! a ; : ! b=! b ; : c! =c!g.

On obtient ainsi 2 extensions :

Y

1

= C

n

(fa; b! ; a! c ;! ag) ;

Y

2

= C

n

(fa; b! ; a! c ;! b ; c!g) ;

36

Ce type de d�emonstration peut aussi être utilis�e pour prouver que G-Uni-E

�

v�eri�e la coupure.
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Toutes ces extensions inf�erent la formule a _ (:c) et il existe une extension qui n'inf�ere pas :c.

Posons :

� = vrai,

� = c,

 = a _ (:c).

On a ainsi � j�  et � j6� (:�).

Si on rajoute la formule � �a la base E, on obtient (�^ �) j6�, car il existe une extension de � �E

qui n'inf�ere pas  (l'extension Y = C

n

(fa; b! ; a! c ;! b ;! cg)).

Th�eor�eme 4.3.3 Dans le cas des d�efauts super-normaux, la relation G-Uni-E

�

est pr�ef�erentielle

et non rationnelle.

Contre-exemple dans le cas des d�efauts normaux. Prenons la th�eorie suivante :

W = fg,

D = f : a=a ; (a_ b) : (:a)=(:a)g.

Il est facile de voir sur cette th�eorie, que la relation G-Uni-E

�

ne v�eri�e pas la monotonie prudente.

En e�et, cette th�eorie admet une seule extension Y = C

n

fag. Cette extension permet d'inf�erer les

formules a et a _ b. Posons :

� = vrai,

� = a _ b,

 = a.

On a ainsi � j�  et � j� �.

Si on rajoute la formule � �a la base E on obtient (� ^ �) j6� , car il existe maintenant deux

extensions pour � �E : Y

1

= C

n

fag et Y

2

= C

n

f:a; bg) avec Y

2

qui n'inf�ere pas .

4.3.1.3 Conclusion sur les r�esultats d�ej�a existants

Dans les tableaux 4.4 page suivante et 4.5 page ci-contre, je donne tous les r�esultats obtenus sur

les relations G-Uni-m pour m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g et sur G-Exi-E

�

dans cette section et dans

la section 2.6.4 page 43. Le tableau 4.4 page ci-contre permet de se situer par rapport aux travaux

de Kraus, Lehmann et Magidor (voir [KLM90]) et le tableau 4.5 page suivante permet de se situer

par rapport aux travaux de G�ardenfors et Makinson (voir [GM94]).

4.3.2 Les nouveaux r�esultats

Ces nouveaux r�esultats concernent la relation d'inf�erence non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide

des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 et sont pr�esent�es propri�et�e par propri�et�e avec les

preuves correspondant aux di��erents cas.

4.3.2.1 La supra-classicit�e

Rappelons que la propri�et�e de supra-classicit�e se d�e�nit par

� ` �

� j� �
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Relations d'inf�erence Propri�et�es

G-Uni-Bo syst�eme P (sauf la r�eexivit�e) + r�eexivit�e restreinte

+ monotonie rationnelle + conditionnalisation faible

G-Uni-Incl syst�eme P + conditionnalisation faible

G-Uni-Lex syst�eme P + monotonie rationnelle + conditionnali-

sation faible

G-Uni-E

�

(super-normaux) syst�eme P + conditionnalisation faible

G-Exi-E

�

(super-normaux) r�eexivit�e + a�aiblissement droit + �equivalence lo-

gique gauche

Tableau 4.4 : R�esultats existants sur les propri�et�es des relations G-p-m par rapport �a Kraus,

Lehmann et Magidor.

Relations d'inf�erence Propri�et�es

G-Uni-Bo postulats de base (sauf supra-classicit�e) + supra-

classicit�e restreinte + monotonie rationnelle + OU

G-Uni-Incl postulats �etendus sauf monotonie rationnelle et mo-

notonie rationnelle faible

G-Uni-Lex postulats �etendus

G-Uni-E

�

(super-normaux) a�aiblissement droit + �equivalence logique gauche +

ET + OU

G-Exi-E

�

(super-normaux) a�aiblissement droit + �equivalence logique gauche

Tableau 4.5 : R�esultats existants sur les propri�et�es des relations G-p-m par rapport �a G�ardenfors

et Makinson.
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Th�eor�eme 4.3.4 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de supra-classicit�e.

Preuve :

Pour G-Uni-m : (pour m = Incl ou Lex, voir aussi section 4.3.1 page 153) si

� ` � alors 8S sous-ensemble de E �-consistant, S [ f�g ` �, donc d'apr�es

les th�eor�emes, 2.6.4 page 37, 2.6.3 page 33, 2.6.7 page 40 et 2.6.8 page 42, on a

� j�

8;m

� 8m.

Pour G-Exi-m : si � ` � alors, d'apr�es le cas pr�ec�edent, � j�

8;m

� 8m, donc

� j�

9;m

� 8m.

Pour G-Arg-m : si � ` � alors � 6` (:�) donc 8S sous-ensemble de E �-consistant,

S [ f�g 6` (:�), et avec le fait que � j�

9;m

� 8m, on obtient que � j�

A;m

� 8m.

2

4.3.2.2 La r�eexivit�e

Rappelons que la propri�et�e de r�eexivit�e se d�e�nit par � j��

Th�eor�eme 4.3.5 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de r�eexivit�e.

Preuve :

Pour G-Uni-m : (pour m = Incl, Lex ou E

�

, voir aussi section 4.3.1 page 153)

on sait que la relation v�eri�e la supra-classicit�e donc d'apr�es [G�ar91, GM94] elle

v�eri�e aussi la r�eexivit�e.

Pour G-Exi-m et G-Arg-m : (pour G-Exi-E

�

, voir aussi section 4.3.1 page 153)

idem G-Uni-m.

2

4.3.2.3 La pr�eservation de la consistance

Rappelons que la propri�et�e de pr�eservation de la consistance se d�e�nit par

� j�?

� ` ?

(avec ? repr�esentant la contradiction)

Th�eor�eme 4.3.6 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de pr�eservation de la consistance.

Preuve :

Pour G-Uni-m : (pour m = Bo, Incl ou Lex, voir aussi section 4.3.1 page 153)

8m, � j�

8;m

?, 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

` ? , 8Y

0

sous-base m-

pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

est inconsistante ; or, vu la d�e�nition des Y

0

(voir section 2.2

page 7), ceci n'est possible que lorsque la formule � est inconsistante, donc � ` ?.

Pour G-Exi-m : idem G-Uni-m.

Pour G-Arg-m : idem G-Uni-m.

2
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4.3.2.4 La conditionnalisation faible

Rappelons que la propri�et�e de conditionnalisation faible se d�e�nit par

� j� �

j��! �

Th�eor�eme 4.3.7 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de conditionnalisation faible.

Preuve :

Pour G-Uni-m : voir th�eor�eme 2.6.1 page 43 et pour m = Bo, Incl ou Lex, voir

aussi section 4.3.1 page 153.

Pour G-Exi-m : 8m, � j�

9;m

� ) 8m, 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle

que Y

0

` � ; par d�e�nition (voir section 2.2 page 7) les Y

0

ne peuvent avoir que

deux formes possibles :

soit Y

0

= f�g[Y avec Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E ; alors on peut appliquer

le th�eor�eme de la d�eduction et on obtient : 9Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E

telle que Y ` �! � ;

soit Y

0

= f�g [ S avec S sous-ensemble de E qui n'est pas une sous-base

m-pr�ef�er�ee de E ; S est donc issu d'une sous-base Y m-pr�ef�er�ee de E incon-

sistante avec � ) il existe Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (:�)

) il existe Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (:�) _ � ) il existe

Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (�! �).

Pour G-Arg-m : 8m, � j�

A;m

�)8m, 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que

Y

0

` � et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` (:�) ; grâce �a la d�emonstration

de la propri�et�e de conditionnalisation faible pour les relations d'inf�erence G-Exi-

m, on sait d�ej�a que \9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

` � ) 9Y

sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (� ! �)" ; raisonnons par l'absurde en

supposant que : (8Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E, Y 6` :(�! �)) ; ceci implique

que 9Y sous-base pr�ef�er�ee de E telle que Y ` :(� ! �) ) 9Y sous-base m-

pr�ef�er�ee de E consistante avec � telle que Y [ f�g ` :� ) 9Y

0

sous-base m-

pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

` :� ) contradiction avec l'hypoth�ese \8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E Y

0

6` (:�)".

2

4.3.2.5 Le OU

Rappelons que la propri�et�e du OU se d�e�nit par

� j�  ; � j� 

� _ � j� 

Rappel 4.3.1 Pour p = Uni, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone

G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e du OU.

Preuve : Voir section 4.3.1 page 153. 2

Th�eor�eme 4.3.8 8p 2 fExi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la

propri�et�e du OU.

Preuve :
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Pour G-Exi-m : Il su�t de prendre un contre-exemple ; soit la base E suivante

(strati��ee en deux strates) :

x; �!  � ! ; x

! x x!

Le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �!  ; � ! ; x ; ! xg et

Y

2

= fx; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve

37

:

Y

1

= fx; �!  ; � ! ; x ; ! xg,

Y

2

= fx; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �!  ; � ! ; x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �!  ; � ! ; x ; x!g) ;

pour �� E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g) ;

pour � � E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � � E sont :

Y

00

1

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg et

Y

00

2

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � � E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg,

Y

00

2

= f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � �E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g) ;

pour (� _ �) � E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� _ �) � E sont :

Y

000

1

= f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg et

Y

000

2

= f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� _ �) � E, on trouve :

Y

000

1

= f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg,

Y

000

2

= f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� _ �) �E sont :

Y

000

1

= C

n

(f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; ! xg) et

37

Je cite ici, parmi les sous-bases Bo-pr�ef�er�ees de E, les sous-bases maximales consistantes (voir la propri�et�e 2.6.3

page 37). Remarquons alors que si ces sous-bases n'inf�erent pas une formule alors aucune autre sous-baseBo-pr�ef�er�ee

n'inf�erera cette formule. Cette remarque s'applique tr�es souvent dans les contre-exemples concernant le m�ecanisme

Bo, elle ne sera donc pas r�ep�et�ee.
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Y

000

2

= C

n

(f! �; � ; x; �!  ; � ! ; x ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  (les Y

0

1

) ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

00

`  (les Y

00

2

) ;

6 9Y

000

sous-base m-pr�ef�er�ee de (� _ �) �E telle que Y

000

` .

Pour G-Arg-m : le contre-exemple appliqu�e au cas G-Exi-m s'applique ici aussi

et, 8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

6` (:) ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

00

`  (les Y

00

2

) et 8Y

00

sous-base

m-pr�ef�er�ee de � � E, Y

00

6` (:) ;

6 9Y

000

sous-base m-pr�ef�er�ee de (�_�)�E telle que Y

000

`  et 8Y

000

sous-base

m-pr�ef�er�ee de (� _ �) � E, Y

000

6` (:).

2

4.3.2.6 La monotonie rationnelle

Rappelons que la propri�et�e de monotonie rationnelle se d�e�nit par

� j�  ;� j6�:�

� ^ � j� 

Rappel 4.3.2 Quel que soit m 2 fIncl, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone G-Uni-m,

d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la propri�et�e de mono-

tonie rationnelle.

Preuve : Voir section 4.3.1 page 153. 2

Rappel 4.3.3 Quel que soit m 2 fBo, Lexg, la relation d'inf�erence non-monotone G-Uni-m,

d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e de monotonie

rationnelle.

Preuve : Voir section 4.3.1 page 153. 2

Th�eor�eme 4.3.9 Pour p = Exi, quel que soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de monotonie rationnelle.

Preuve : Elle utilise le lemme suivant :

Lemme 4.3.1 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g un m�ecanisme de s�election, soient � et �

deux formules, soit Y une sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E qui est �-consistante alors

Y [ f�g est une sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E.

Preuve :

Pour m = Incl ou Lex, d'apr�es les th�eor�emes de caract�erisation 2.6.3

page 33 et 2.6.7 page 40, on sait que Y = f�g[S avec S sous-ensemble

de E, S �-consistant et S m-pr�ef�er�e parmi les sous-bases de E �-

consistantes ; sachant que Y est �-consistante, on obtient que S est

�^ �-consistant, donc S est m-pr�ef�er�e parmi les sous-bases de E �^ �-

consistantes ; en e�et, si ne n'�etait pas le cas, on aurait un sous-ensemble

S

0

m-pr�ef�er�e �a S qui serait � ^ �-consistant, donc �-consistant et donc

S ne serait pas m-pr�ef�er�e parmi les sous-bases �-consistantes.
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Pour m = Bo, d'apr�es le th�eor�eme de caract�erisation 2.6.4 page 37, on

sait que Y = f�g [ S avec S � E, S �-consistant et N (� � E) � S ;

sachant que Y est �-consistante, on obtient que S est � ^ �-consistant

et que N (��E) est �^�-consistant ; donc N ((�^�)�E) = N (��E)

et Y [ f�g est une sous-base pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E.

Pour m = E

�

, comme je me restreins au cas des d�efauts super-normaux,

je peux utiliser la propri�et�e donn�ee dans [Bre89b] qui prouve, dans ce

cas l�a, qu'il est toujours possible de trouver une strati�cation de la base

permettant d'obtenir les mêmes r�esultats avec le m�ecanisme Incl que

ceux obtenus avec le m�ecanisme E

�

; je pose ainsi E la base strati��ee

compos�ee des deux strates E

0

et E

1

avec E

0

= W consistant et E

1

=

fles cons�equents de chaque d�efaut de Dg ; �a chaque Y sous-base incl-

pr�ef�er�ee de ��E correspond une extension Y

E

de (W [f�g; D) telle que

Y

E

= C

n

(Y ) ; donc si Y

E

est �-consistante alors Y est �-consistante ;

sachant que la propri�et�e est vraie pour Incl, on obtient que Y [ f�g

est incl-pr�ef�er�ee de (� ^ �) � E, donc Y

E

[ f�g est une extension de

(� ^ �) � (W;D).

2

8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, � j� et � j6� (:�) ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E

telle que Y `  et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E, Y

0

6` (:�), donc toutes les

sous-bases m-pr�ef�er�ees de � � E sont �-consistantes ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de

��E telle que Y

0

[f�g `  ; or par le lemme 4.3.1 page pr�ec�edente, Y

0

[f�g est une

sous-base m-pr�ef�er�ee de (�^ �)�E ) 9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (�^ �)�E telle

que Y

00

`  ) (� ^ �) j�  2

Th�eor�eme 4.3.10 Pour p = Arg, quel que soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�e-

rence non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne

v�eri�e pas la propri�et�e de monotonie rationnelle.

Preuve : Il su�t de prendre un contre-exemple ; soit la base E strati��ee en deux

strates suivante :

x; �!  �;  ! x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �!  ; �;  ! x ; ! xg et

Y

2

= fx; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �!  ; �;  ! x ; ! xg,

Y

2

= fx; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

pour ��E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;
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pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

pour (� ^ �) �E

38

, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) �E sont :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg et

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) �E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg,

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) � E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

`  (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` (:) ;

8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

6` (:�) ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (�^�)�E telle que Y

00

`  (les Y

00

1

) et 9Y

00

sous-base

m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E telle que Y

00

` (:) (les Y

00

2

).

2

4.3.2.7 L'�equivalence logique gauche

Rappelons que la propri�et�e d'�equivalence logique gauche se d�e�nit par

j= �$ � ;� j� 

� j� 

Th�eor�eme 4.3.11 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e d'�equivalence logique gauche.

Preuve :

Pour G-Uni-m : voir section 4.3.1 page 153.

Pour G-Exi-m : (pour G-Exi-E

�

, voir aussi section 4.3.1 page 153) on sait que

� j�  , 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  ;

or, 8m Y

0

est de la forme S [f�g avec S un sous-ensemble de E m-pr�ef�er�e parmi

les sous-ensembles �-consistants ;

d'autre part, on sait que � est �equivalent �a �, donc 8S sous-ensemble de E m-

pr�ef�er�e parmi les sous-ensembles �-consistants, S est aussi un sous-ensemble de E

m-pr�ef�er�e parmi les sous-ensembles �-consistants, donc S [f�g est une sous-base

m-pr�ef�er�ee de � �E ;

donc 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

`  ) 9S sous-ensemble

de E m-pr�ef�er�e parmi les sous-ensembles �-consistants tel que S [ f�g `  ; or,

38

Rappelons que je me situe dans un cadre syntaxique. Ceci implique que la formule �^� est un tout indivisible,

même si elle s'exprime sous la forme des deux clauses! � et ! �.
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� est �equivalent �a �, donc S [ f�g et S [ f�g ont exactement les mêmes cons�e-

quences logiques ) 9S sous-ensemble de E m-pr�ef�er�e parmi les sous-ensembles

�-consistants tel que S [f�g `  ) 9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de � �E telle que

Y

00

` .

Pour G-Arg-m : on applique le même raisonnement que pour G-Exi-m ;

on sait que, � �etant �equivalent �a �, 8S, S [ f�g et S [ f�g ont exactement les

mêmes cons�equences logiques, on obtient que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

`  et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee

de ��E, Y

0

6` : ) 9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

00

`  et 8Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E, Y

00

6` :.

2

4.3.2.8 L'a�aiblissement droit

Rappelons que la propri�et�e d'a�aiblissement droit se d�e�nit par

j= �! � ;  j��

 j� �

Th�eor�eme 4.3.12 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e d'a�aiblissement droit.

Preuve :

Pour G-Uni-m : voir section 4.3.1 page 153.

Pour G-Exi-m : (pour G-Exi-E

�

, voir aussi section 4.3.1 page 153) on sait que

j= � ! � , ` � ! � ; on sait aussi que  j�� , 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de

�E telle que Y

0

` � ; donc 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �E telle que Y

0

` �.

Pour G-Arg-m : on sait que j= � ! � , ` � ! � ; on sait aussi que  j�� ,

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de  � E telle que Y

0

` � et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee

de  � E, Y

0

6` (:�) ; donc 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de  � E telle que Y

0

` �

et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de  � E, Y

0

6` (:�) (ce dernier point se prouve en

raisonnant par l'absurde car s'il existe Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �E telle que

Y

0

` :� alors il existe aussi Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de  �E telle que Y

0

` :�,

puisque j= �! � , j= :� ! :�).

2

4.3.2.9 La coupure

Rappelons que la propri�et�e de la coupure se d�e�nit par

� j� � ;�^ � j�

� j� 

Rappel 4.3.4 Pour p = Uni, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone

G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e de la

coupure.

Preuve : voir section 4.3.1 page 153. 2

Th�eor�eme 4.3.13 8p 2 fExi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la

propri�et�e de la coupure.

Preuve :
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Pour G-Exi-m : il su�t de prendre un contre-exemple ; posons la base E strati��ee

en deux strates suivante :

x; �! � �; � ! ; x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; �; � ! ; x ; x!g) ;

pour �� E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g) ;

pour (� ^ �) � E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) � E sont :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg et

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) � E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg,

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) �E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; �; � ! ; x ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E telle que Y

00

`  (les Y

00

2

) ;

6 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

` .

Pour G-Arg-m : le contre-exemple appliqu�e au cas G-Exi-m s'applique ici aussi

et, 8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

6` (:�) ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) � E telle que Y

00

`  (les Y

00

2

) et 8Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) � E, Y

00

6` (:) ;

6 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

`  et 8Y

0

sous-base m-

pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` (:).

2
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4.3.2.10 La monotonie prudente

Rappelons que la propri�et�e de la monotonie prudente se d�e�nit par

� j�� ;� j� 

� ^ � j� 

Rappel 4.3.5 Pour p = Uni, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone

G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e de la

monotonie prudente.

Preuve : voir section 4.3.1 page 153. 2

Th�eor�eme 4.3.14 Pour p = Exi, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas

la propri�et�e de la monotonie prudente.

Preuve : Il su�t de prendre un contre-exemple ; posons la base E suivante :

x; �! � �! ; x; �

� ! x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g) ;

pour ��E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; x!g) ;

pour (� ^ �) �E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg la sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E est :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) �E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg,

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! xg ;
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pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) � E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; � ! x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; �! ; x; � ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) ;

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

`  (les Y

0

2

) ;

6 9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) � E telle que Y

00

` .

2

Th�eor�eme 4.3.15 Pour p = Arg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la

propri�et�e de la monotonie prudente.

Preuve : Il su�t de prendre un contre-exemple ; posons la base E suivante :

x; �! � x; �!  �;  ! x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

pour ��E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

pour (� ^ �) �E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg la sous-base m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E est :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg

Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) �E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg,
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Y

00

2

= f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de (� ^ �) � E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; ! � ; x; �! � ; x; �!  ; �;  ! x ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` :� ;

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

`  (les Y

0

2

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` : ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de (�^�)�E telle que Y

00

`  (les Y

00

1

) et 9Y

00

sous-base

m-pr�ef�er�ee de (� ^ �) �E telle que Y

00

` : (les Y

00

2

).

2

4.3.2.11 La cumulativit�e

Rappelons que la propri�et�e de cumulativit�e se d�e�nit par

� j� � ; � ` �

� j�  , � j� 

Avant toute chose, je donne d'abord la d�emonstration de la propri�et�e 4.3.1 pr�esent�ee dans [GM94].

Propri�et�e 4.3.1 Les propri�et�es de coupure, monotonie prudente, �equivalence logique gauche et

supra-classicit�e impliquent la propri�et�e de cumulativit�e.

Preuve : Soient � et �, deux formules telles que � j� � et � ` �.

supposons que � j�  ; avec � j� � et la monotonie prudente, on obtient que � ^

� j�  ; d'autre part, on sait que � ` � ) ` � ! � ) ` (� ^ �) $ � ; donc en

appliquant l'�equivalence logique gauche, on obtient que � j�  ;

supposons que � j�  ; avec � ` � et la supra-classicit�e, on obtient que � j�� ;

donc avec � j� � et � j� , on obtient (�^ �) j�  ; puis en appliquant la coupure,

on obtient que � j� .

2

Th�eor�eme 4.3.16 Pour p = Uni, quel que soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la

propri�et�e de cumulativit�e.

Preuve : (pour m = Incl ou Lex, voir aussi la section 4.3.1 page 153) Quel que soit

m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, on utilise la propri�et�e 4.3.1. En e�et, dans ce cas-l�a, toutes

les propri�et�es n�ecessaires sont v�eri��ees (voir les th�eor�emes 4.3.2.1 page 158, 4.3.2.7

page 165, 4.3.2.9 page 166, 4.3.2.10 page 168). On peut donc en conclure que la propri�et�e

de cumulativit�e est v�eri��ee. 2

Th�eor�eme 4.3.17 Pour p = Exi, quel que soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas

la propri�et�e de cumulativit�e.

Preuve : On sait grâce �a [GM94] que la propri�et�e de cumulativit�e est �equivalente

aux propri�et�es de coupure et de monotonie prudente quand les postulats de base sont

v�eri��es.
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Or, pour p = Exi, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, tous ces postulats de base sont v�eri��es

(voir les th�eor�emes 4.3.2.1 page 158, 4.3.2.7 page 165, 4.3.2.8 page 166, 4.3.2.12 page

suivante, 4.3.2.4 page 161, 4.3.2.3 page 160, 4.3.2.13 page 173), alors que les propri�et�es

de coupure et de monotonie prudente ne sont pas v�eri��ees (voir les th�eor�emes 4.3.2.9

page 166, 4.3.2.10 page 168). Donc la propri�et�e de cumulativit�e n'est pas v�eri��ee. 2

Th�eor�eme 4.3.18 Pour p = Arg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la

propri�et�e de la cumulativit�e.

Preuve : Il su�t de prendre un contre-exemple ; posons la base E suivante :

x; �! � �; �! ; x

! x x!

et posons � = � ^ �.

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; �; �! ; x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; �; �! ; x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; �; �! ; x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; �; �! ; x ; x!g) ;

pour ��E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g) ;

pour � �E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � � E sont :

Y

00

1

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg et

Y

00

2

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � �E, on trouve :

Y

00

1

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg,

Y

00

2

= f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de � � E sont :

Y

00

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; ! xg) et

Y

00

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �; �! ; x ; x!g) ;
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8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

6` (:�) ;

� ` � ;

9Y

00

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

00

`  (les Y

00

2

) et 8Y

00

sous-base

m-pr�ef�er�ee de � �E, Y

00

6` (:) ;

6 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee

de �� E, Y

0

6` (:).

2

4.3.2.12 Le ET

Rappelons que la propri�et�e du ET se d�e�nit par

� j� � ;� j� 

� j� � ^ 

Th�eor�eme 4.3.19 8p 2 fExi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la

propri�et�e du ET.

Preuve :

Pour G-Exi-m : Il su�t de prendre un contre-exemple ; soit la base E suivante :

x; �! � �! ; x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; �! ; x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; �! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; �! ; x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; �! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; �! ; x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; �! ; x ; x!g) ;

pour �� E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �! ; x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �! ; x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; �! ; x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; �! ; x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �! ; x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; �! ; x ; x!g) ;

8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) ;

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  (les Y

0

2

) ;

6 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

` (� ^ ).
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Pour G-Arg-m : le contre-exemple appliqu�e au cas G-Exi-m s'applique ici aussi

et, 8m, on constate que :

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

6` (:�) ;

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

`  (les Y

0

2

) et 8Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

6` (:) ;

6 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que Y

0

` � ^ .

2

Th�eor�eme 4.3.20 Pour p = Uni, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-

monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e

du ET.

Preuve : (pour m = Bo, Incl ou Lex, voir aussi section 4.3.1 page 153) La propri�et�e

du ET est d�eriv�ee des propri�et�es du syst�eme C (voir [KLM90]). Or, pour p = Uni,

8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone G-p-m v�eri�e toutes

ces propri�et�es (voir section 4.3.1 page 153). Elle v�eri�e donc aussi la propri�et�e du ET.

2

4.3.2.13 La monotonie rationnelle faible

Rappelons que la propri�et�e de monotonie rationnelle faible se d�e�nit par

j� (�! �) ; j6�:�

� j��

Propri�et�e 4.3.2 8p 2 fUni, Exi, Argg, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, si la relation d'inf�erence

non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�e la

propri�et�e de monotonie rationnelle, alors elle v�eri�e aussi la propri�et�e de monotonie rationnelle

faible.

Preuve : La monotonie rationnelle faible est un cas particulier de la monotonie ra-

tionnelle ; soit la propri�et�e de monotonie rationnelle exprim�ee sous la forme suivante :

P j�R ;P j6�:Q

(P ^Q) j�R

posons P = vrai, Q = �, R = �! �, on obtient alors :

j� (�! �) ; j6�:�

� j� (�! �)

or :

pour p = Uni, � j� (�! �) ) 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

` (�! �)

) 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E, Y

0

[ f�g ` �, or toutes les Y

0

sous-bases

m-pr�ef�er�ees de � � E sont de la forme f�g [ S avec S un sous-ensemble de E,

donc Y

0

= Y

0

[f�g ; on a donc 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

` � ; donc

� j� � ;

pour p = Exi, � j� (� ! �) ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que

Y

0

` (� ! �) ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

[ f�g ` �, or

toutes les Y

0

sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E sont de la forme f�g[S avec S un

sous-ensemble de E, donc Y

0

= Y

0

[f�g ; on a donc 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de

�� E telle que Y

0

` � ) � j� � ;
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pour p = Arg, � j� (� ! �) ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que

Y

0

` (� ! �) et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E, Y

0

6` :(� ! �) ) 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E telle que Y

0

[f�g ` � et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee

de �� E, Y

0

consistante avec :�_ �, or toutes les Y

0

sous-bases m-pr�ef�er�ees de

��E sont consistantes avec � et de la forme f�g[S avec S un sous-ensemble de

E, donc Y

0

= Y

0

[ f�g ; on a donc 9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de �� E telle que

Y

0

` � et 8Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

consistante avec � ) � j� �.

2

Th�eor�eme 4.3.21 Pour p = Uni, quel que soit m 2 fBo, Lexg et pour p = Exi, quel que

soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des

d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, v�eri�e la propri�et�e de monotonie rationnelle faible.

Preuve : (voir aussi section 4.3.1 page 153) C'est une simple application de la pro-

pri�et�e 4.3.2 page pr�ec�edente, puisque dans tous ces cas les relations d'inf�erence non-

monotone v�eri�ent la monotonie rationnelle. 2

Th�eor�eme 4.3.22 Pour p = Uni, 8m 2 fIncl, E

�

g, la relation d'inf�erence non-monotone G-

p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne v�eri�e pas la propri�et�e de

monotonie rationnelle faible.

Preuve : (pour m = Incl, voir aussi section 4.3.1 page 153) Il su�t de donner un

contre-exemple

39

; soit la base E suivante :

a; b! a! c

! a ! b c!

On obtient ainsi :

pour m = Incl, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fa; b! ; a! c ;! ag ;

Y

2

= fa; b! ; a! c ;! b ; c!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

fa; b! ; a! c ;! ag ;

Y

2

= C

n

fa; b! ; a! c ;! b ; c!g ;

8m, les sous-bases m-pr�ef�er�ees inf�erent la formule c ! a et il existe une sous-base

m-pr�ef�er�ee qui n'inf�ere pas :c. Posons :

� = c,

� = a.

On a ainsi j��! � et j6� (:�).

8m, si on rajoute la formule � �a la base E, on obtient � j6��, car il existe au moins une

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E qui n'inf�ere pas � (la sous-base m-pr�ef�er�ee contenant

fa; b! ; a! c ;! b ;! cg).

2

Th�eor�eme 4.3.23 Pour p = Arg, quel que soit m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, la relation d'inf�e-

rence non-monotone G-p-m, d�e�nie �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30, ne

v�eri�e pas la propri�et�e de monotonie rationnelle faible.

39

Celui utilis�e pour prouver que G-Uni-Incl ne v�eri�e pas la monotonie rationnelle convient parfaitement (voir

dans [Ben94]).
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Preuve : Il su�t de prendre un contre-exemple ; soit la base E suivante :

x; �! � � ! x

! x x!

8m, le calcul des sous-bases m-pr�ef�er�ees de E fournit les r�esultats suivants :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= fx; �! � ; � ! x ; ! xg et

Y

2

= fx; �! � ; � ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E, on trouve :

Y

1

= fx; �! � ; � ! x ; ! xg,

Y

2

= fx; �! � ; � ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de E sont :

Y

1

= C

n

(fx; �! � ; � ! x ; ! xg) et

Y

2

= C

n

(fx; �! � ; � ! x ; x!g) ;

pour ��E, on obtient :

8m 2 fIncl, Lexg les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; � ! x ; ! xg et

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; � ! x ; x!g ;

pour m = Bo, parmi les sous-bases m-pr�ef�er�ees de ��E, on trouve :

Y

0

1

= f! � ; x; �! � ; � ! x ; ! xg,

Y

0

2

= f! � ; x; �! � ; � ! x ; x!g ;

pour m = E

�

, les sous-bases m-pr�ef�er�ees de �� E sont :

Y

0

1

= C

n

(f! � ; x; �! � ; � ! x ; ! xg) et

Y

0

2

= C

n

(f! � ; x; �! � ; � ! x ; x!g) ;

8m, on constate que :

6 9Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (:�), donc j6�:� ;

9Y sous-base m-pr�ef�er�ee de E telle que Y ` (� ! �) (les Y

1

) et 8Y sous-base

m-pr�ef�er�ee de E, Y 6` :(�! �), donc j� (�! �) ;

9Y

0

sous-base m-pr�ef�er�ee de � � E telle que Y

0

` � (les Y

0

1

) et 9Y

0

sous-base

m-pr�ef�er�ee de ��E, Y

0

` (:�) (les Y

00

2

), donc � j6��.

2

4.3.3 Conclusion sur les r�esultats

Tous les r�esultats rappel�es et d�emontr�es dans cette section sont r�ecapitul�es dans les tableaux 4.6

page suivante et 4.7 page 177.

On peut s'attacher �a identi�er des liens entre les divers r�esultats pr�esent�es.

Ces liens sont de di��erents types :

les similarit�es ;

les di��erences ;

comment se situer par rapport aux classi�cations existantes (celles propos�ees dans [KLM90]

ou dans [GM94]) ?

quelle relation d'inf�erence non-monotone choisir quand on souhaite que le raisonnement

mod�elis�e v�eri�e un ensemble de propri�et�es donn�e ?

Rappelons que tous les r�esultats de cette section sont donn�es par rapport �a un ensemble de

propri�et�es que je me suis �x�ee (voir la liste de ces propri�et�es dans la section 3.4 page 55).

175



Syst�eme P

PROPRI

�

ET

�

ES

z }| {

r

�
e



e

x

i

v

i

t

�
e

�
e

q

u

i

v

a

l

e

n

c

e

l

o

g

i

q

u

e

g

a

u

c

h

e

a

�

a

i

b

l

i

s

s

e

m

e

n

t

d

r

o

i

t

c

o

u

p

u

r

e

m

o

n

o

t

o

n

i

e

p

r

u

d

e

n

t

e

O
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G-Uni-Bo | | | | | | |

G-Uni-Incl | | | | | | }

G-Uni-Lex | | | | | | |

G-Uni-E
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| | | | | | }

G-Exi-Bo | | | } } } |

G-Exi-Incl | | | } } } |
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G-Exi-E

�

| | | } } } |

G-Arg-Bo | | | } } } }

G-Arg-Incl | | | } } } }

G-Arg-Lex | | | } } } }

G-Arg-E

�

| | | } } } }

Tableau 4.6 : R�ecapitulatif des r�esultats du point de vue de Kraus, Lehmann et Magidor

[(| = propri�et�e v�eri��ee, } = propri�et�e non v�eri��ee)]
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Postulats de base
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G-Uni-Bo | | | | | | | | | |

G-Uni-Incl | | | | } | | | } |

G-Uni-Lex | | | | | | | | | |

G-Uni-E

�

| | | | } | | | } |

G-Exi-Bo | | | } | | | } | }

G-Exi-Incl | | | } | | | } | }

G-Exi-Lex | | | } | | | } | }

G-Exi-E

�

| | | } | | | } | }

G-Arg-Bo | | | } } | | } } }

G-Arg-Incl | | | } } | | } } }

G-Arg-Lex | | | } } | | } } }

G-Arg-E

�

| | | } } | | } } }

Tableau 4.7 : R�ecapitulatif des r�esultats du point de vue de G�ardenfors et Makinson

[(| = propri�et�e v�eri��ee, } = propri�et�e non v�eri��ee)]
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4.3.3.1 Les similarit�es

Propri�et�e 4.3.3 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Exi-m d�e�nies �a l'aide

des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent toutes le même ensemble de propri�et�es.

Propri�et�e 4.3.4 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Arg-m d�e�nies �a l'aide

des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent toutes le même ensemble de propri�et�es.

Propri�et�e 4.3.5 8m 2 fIncl, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�-

nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent toutes le même ensemble de propri�et�es.

Propri�et�e 4.3.6 8m 2 fBo, Lexg, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�-

nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent toutes le même ensemble de propri�et�es.

4.3.3.2 Les di��erences

Propri�et�e 4.3.7 8m 2 fBo, Lexg, les relations d'inf�erence G-Exi-m d�e�nies �a l'aide des d�e-

�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 ne v�eri�ent aucune propri�et�e de plus

40

que les relations

d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30.

Propri�et�e 4.3.8 8m 2 fIncl, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Exi-m d�e�nies �a l'aide des d�e�-

nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent deux propri�et�es que ne v�eri�ent pas les relations

d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 : la monotonie

rationnelle et la monotonie rationnelle faible.

Propri�et�e 4.3.9 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Arg-m d�e�nies �a l'aide

des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 ne v�eri�ent aucune propri�et�e de plus que les relations

d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30.

Propri�et�e 4.3.10 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Arg-m d�e�nies �a

l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 ne v�eri�ent aucune propri�et�e de plus que les

relations d'inf�erence G-Exi-m d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30.

Propri�et�e 4.3.11 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Exi-m d�e�nies �a

l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent deux propri�et�es que ne v�eri�ent pas

les relations d'inf�erence G-Arg-m d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 :

la monotonie rationnelle et la monotonie rationnelle faible (les G-Exi-m sont donc plus pr�es des

postulats de base de [GM94] que les G-Arg-m, il ne leur manque que le ET !).

4.3.3.3 Lien avec la classi�cation de Kraus, Lehmann et Magidor

Propri�et�e 4.3.12 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Exi-m et G-Arg-m

d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 induisent des syst�emes encore plus

faibles que le syst�eme C (syst�eme le plus faible pr�esent�e dans [KLM90]).

Propri�et�e 4.3.13 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a

l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent les propri�et�es du syst�eme P

de [KLM90]. Ce sont des relations d'inf�erence pr�ef�erentielles.

Propri�et�e 4.3.14 8m 2 fBo, Lexg, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e-

�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent les propri�et�es du syst�eme P de [KLM90] plus la

monotonie rationnelle. Ce sont des relations d'inf�erence rationnelles.

40

Ce qui ne veut pas dire que les relations G-Exi-m v�eri�ent toutes les propri�et�es des G-Uni-m.
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4.3.3.4 Lien avec la classi�cation de G�ardenfors et Makinson

Propri�et�e 4.3.15 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a

l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 sont des relations d'inf�erence non-monotone

au sens de [GM94].

Propri�et�e 4.3.16 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Exi-m et G-Arg-m

d�e�nies �a l'aide des d�e�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 ne sont pas des relations d'inf�erence

non-monotone au sens de [GM94] (il manque le ET).

Propri�et�e 4.3.17 8m 2 fBo, Lexg, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e-

�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent l'ensemble des postulats de base de [GM94].

Propri�et�e 4.3.18 8m 2 fIncl, E

�

g, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e�-

nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 ne v�eri�ent pas l'ensemble des postulats de base de [GM94].

Propri�et�e 4.3.19 8m 2 fBo, Lexg, les relations d'inf�erence G-Uni-m d�e�nies �a l'aide des d�e-

�nitions 2.6.1 page 30 et 2.6.2 page 30 v�eri�ent l'ensemble �etendu des postulats de [GM94]. Ce

sont des relations d'inf�erence comparatives.

4.3.3.5 Choix en fonction d'un ensemble de propri�et�es

Propri�et�e 4.3.20 Pour respecter toutes les propri�et�es du syst�eme C de [KLM90], il faut au moins

une relation du type G-Uni-m, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g.

Propri�et�e 4.3.21 Pour respecter toutes les propri�et�es du syst�eme P de [KLM90], il faut au moins

une relation du type G-Uni-m, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g.

Propri�et�e 4.3.22 Pour respecter toutes les propri�et�es du syst�eme P de [KLM90] et la monotonie

rationnelle, il faut au moins une relation du type G-Uni-m, avec m 2 fBo, Lexg.

Propri�et�e 4.3.23 Pour respecter tous les postulats de base de [GM94], il faut au moins une

relation du type G-Uni-m, 8m 2 fBo, Lexg.

Propri�et�e 4.3.24 Pour respecter tous les postulats �etendus de [GM94], il faut au moins une

relation du type G-Uni-m, avec m 2 fBo, Lexg.

Rappelons aussi les r�esultats d�ej�a existants.

Propri�et�e 4.3.25 (voir [BCD

+

93]) L'ensemble des relations G-Uni-Lex est exactement l'en-

semble des relations comparatives

41

.

Propri�et�e 4.3.26 (voir [BCD

+

93]) L'ensemble des relations G-Uni-Incl est strictement inclus

dans l'ensemble des relations pr�ef�erentielles et contient strictement l'ensemble des relations com-

paratives.

Les r�esultats de [BCD

+

93] me permettent de repr�esenter les relations G-Uni-Lex et G-Uni-Incl

dans le sch�ema 4.3 page suivante.

41

C'est-�a-dire les relations d�e�nies par l'ensemble �etendu des postulats de G�ardenfors et Makinson.

179



Relations préférentielles

Relations comparatives

G-UNI-INCL

G-UNI-LEX

Figure 4.3 : Lien entre quelques relations G-Uni-m (point de vue des propri�et�es)

4.4 R�eunion des trois crit�eres de comparaison th�eorique

Remarquons tout d'abord que le lien entre la prudence et les propri�et�es de d�eduction a d�ej�a �et�e

explor�e par Brass en ce qui concerne les relations G-Uni-E

�

et G-Exi-E

�

(voir [Bra93]).

Ainsi, il donne les th�eor�emes 4.4.1 et 4.4.2.

Th�eor�eme 4.4.1 La relation G-Uni-E

�

est la plus prudente, parmi les relations d'inf�erence d�e-

�nies avec le m�ecanisme de g�en�eration E

�

, qui v�eri�e les propri�et�es de r�eexivit�e, a�aiblissement

droit, �equivalence logique gauche, ET, OU et CWA.

Th�eor�eme 4.4.2 La relation G-Exi-E

�

est la plus prudente, parmi les relations d'inf�erence d�e-

�nies avec le m�ecanisme de g�en�eration E

�

, qui v�eri�e les propri�et�es de r�eexivit�e, a�aiblissement

droit, CLC, DA, CWA et IMD.

Les propri�et�es CWA, CLC, DA et IMD sont d�e�nies dans [Bra93] et sont li�ees pour la plupart au

formalisme des d�efauts. Elles ne seront donc pas expos�ees ici.

Ces th�eor�emes prouvent que la relation d'inf�erence �etudi�ee R

P

est �a la fois saine et compl�ete pour

l'ensemble de propri�et�es de d�eduction donn�e P : R

P

v�eri�e P et 8R, une relation d'inf�erence

d�e�nie sur le même m�ecanisme de g�en�eration d'extensions que R, si R v�eri�e P alors R

P

est plus

prudente que R.

Il m'est di�cile de fournir le même type de r�esultats puisque je manipule plusieurs sortes de

m�ecanismes de g�en�eration et que les sous-bases ainsi g�en�er�ees ne sont pas toujours comparables.

Toutefois, le th�eor�eme 4.4.3, qui est une version a�aiblie de ce type de r�esultat, est directement

issu des r�esultats des sections 4.3 page 153 et 4.2 page 151.

Th�eor�eme 4.4.3 La relation G-Uni-Bo est la plus prudente, parmi les relations d'inf�erence G-

p-m avec p 2 fUni, Exi, Argg et m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, qui v�eri�e l'ensemble des propri�et�es

de d�eduction du syst�eme P et l'ensemble des postulats �etendus.
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Dans cette section je vais confronter les di��erents points de vue sur les relations d'inf�erence non-

monotone. Ce faisant, je fais la synth�ese des r�esultats obtenus sur les relations de classe 1 (les

p-m) et sur celles de classe 2 (les G-p-m). Je limite donc mon analyse aux m�ecanismes m 2 fBo,

Incl, Lex, E

�

g et je r�eduis mon domaine aux seules relations G-p-m qui sont les plus g�en�erales

pour les m�ecanismes choisis.

J'exprimerai chaque point de vue sous la forme d'un pr�e-ordre partiel (voir les tableaux 4.8 pour la

complexit�e, 4.9 page suivante et 4.10 page 185 pour la prudence { deux conventions di��erentes, 4.11

page 186 pour les propri�et�es) puis je synth�etiserai ces tableaux en un tableau unique 4.12 page 187

ou 4.13 page 188 (suivant la convention choisie pour la prudence) qui peut se repr�esenter sous

forme d'un graphe (voir les �gures 4.4 page 183 et 4.5 page 184).

La technique utilis�ee est celle de Pareto :

D�e�nition 4.4.1 Soit (R

1

; : : : ; R

n

) un ensemble de n relations d'ordre ou de pr�e-ordre, soient X

et Y deux objets �a comparer dans le cadre des n relations, on dira que X est Pareto-sup�erieur �a

Y (not�e X > Y ) ssi (8i, XR

i

Y ) et (9j tel qu'on n'a pas Y R

j

X).

4.4.1 La complexit�e

Je pr�esente dans le tableau 4.8 la relation de pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence induite par

les r�esultats de complexit�e donn�es dans la section 4.1 page 73.
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G-Exi-Bo <

G-Arg-Bo < <

G-Uni-Incl < < >

G-Exi-Incl < = > NC

G-Arg-Incl < < = < <

G-Uni-Lex = > > > > >

G-Exi-Lex < = > > = > <

G-Arg-Lex < < = < < = < <

G-Uni-E

�

< < > = < > < < >

G-Exi-E

�

< = > > = > < = > NC

G-Arg-E

�

< < = < < = < < = < <

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y ont la même complexit�e,

\X > Y " 7! X a une meilleure complexit�e que Y (donc

Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.8 : Complexit�e des relations d'inf�erence non-monotone

4.4.2 La prudence

Pour le point de vue de la prudence, on utilise le graphe 4.1 page 154 a�n de d�e�nir la relation de

pr�e-ordre pr�esent�ee dans les tableaux 4.9 page suivante et 4.10 page 185.
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J'ai choisi de tester deux conventions di��erentes :

l'�el�ement le meilleur du point de vue de la prudence est celui qui est le plus prudent (voir

tableau 4.9) ;

l'�el�ement le meilleur du point de vue de la prudence est celui qui est le moins prudent (voir

tableau 4.10 page 185).
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G-Exi-Bo <

G-Arg-Bo < >

G-Uni-Incl < > NC

G-Exi-Incl < > NC <

G-Arg-Incl < > NC < >

G-Uni-Lex < > NC < > NC

G-Exi-Lex < > NC < > NC <

G-Arg-Lex < > NC < > NC < >

G-Uni-E

�

< > NC = > > > > >

G-Exi-E

�

< > NC < = < < < < <

G-Arg-E

�

< > NC < > = NC NC NC < >

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y sont de même prudence,

\X > Y " 7! X est plus prudente que Y (donc Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.9 : Prudence des relations d'inf�erence non-monotone { convention 1

4.4.3 Les propri�et�es de d�eduction

Pour le point de vue des propri�et�es de d�eduction, on utilise les tableaux 4.6 page 176 et 4.7 page 177

(voir section 4.3 page 153) a�n de d�e�nir la relation de pr�e-ordre pr�esent�ee dans le tableau 4.11

page 186.

4.4.4 Les trois points de vue �a la fois

Les trois points de vue r�eunis peuvent être repr�esent�es :

soit par le tableau 4.12 page 187 et le graphe 4.4 page ci-contre qui sont construits �a partir

des tableaux 4.8 page pr�ec�edente, 4.9 et 4.11 page 186 ;

soit par le tableau 4.13 page 188 et le graphe 4.5 page 184 qui sont construits �a partir des

tableaux 4.8 page pr�ec�edente, 4.10 page 185 et 4.11 page 186.

Remarquons que le choix d'une convention pour l'�echelle de la prudence a un impact non n�egli-

geable sur le r�esultat �nal.

L'analyse des r�esultats obtenus met en �evidence trois points particuliers :
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Légende : R1              R2 signifie que R1 est ‘‘meilleure’’ que R2
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G-Exi-Bo >

G-Arg-Bo > <

G-Uni-Incl > < NC

G-Exi-Incl > < NC >

G-Arg-Incl > < NC > <

G-Uni-Lex > < NC > < NC

G-Exi-Lex > < NC > < NC >

G-Arg-Lex > < NC > < NC > <

G-Uni-E

�

> < NC = < < < < <

G-Exi-E

�

> < NC > = > > > > >

G-Arg-E

�

> < NC > < = NC NC NC > <

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y sont de même prudence,

\X > Y " 7! X est moins prudente que Y (donc Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.10 : Prudence des relations d'inf�erence non-monotone { convention 2

l'excellence de la relation G-Uni-Bo pour chaque crit�ere �etudi�e dans le cas de la convention

num�ero 1 pour la prudence (le plus prudent est le meilleur),

l'absence de relation globale, prenant en compte les trois crit�eres, entre les relations G-Uni-

m et les autres relations dans le cas de la convention num�ero 2 pour la prudence (le moins

prudent est le meilleur),

la m�ediocrit�e des relations G-Arg-m, 8m 2 fBo, Incl, Lex, E

�

g, dans les deux conventions

choisies.

La relation G-Uni-Bo (convention 1) L'ensemble des r�esultats obtenus, avec la convention

num�ero 1 pour la prudence, semble indiquer que la relation G-Uni-Bo est la plus satisfaisante

quel que soit le point de vue pris en compte :

sa complexit�e est la meilleure que ce soit dans le cas g�en�eral ou dans les cas particuliers

�etudi�es (voir [CLS93]) ;

elle v�eri�e toutes les propri�et�es �etudi�ees ;

elle est la plus prudente des relations utilisant la strati�cation de la base de croyances, donc

la meilleure de ce point de vue quand on choisit la convention 1.

Malheureusement, on sait aussi que cette relation pr�esente un inconv�enient majeur appel�e l'e�et

de noyade (voir [BCD

+

93]) : on ne peut pas G-Uni-Bo-inf�erer de conclusions �a l'aide de formules

situ�ees dans une strate inf�erieure �a celle o�u se produit l'inconsistance.

L'exemple classique du pingouin permet d'illustrer ce probl�eme :

Si on a la base E suivante :
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G-Exi-Bo <

G-Arg-Bo < <

G-Uni-Incl < NC >

G-Exi-Incl < = > NC

G-Arg-Incl < < = < <

G-Uni-Lex = > > > > >

G-Exi-Lex < = > NC = > <

G-Arg-Lex < < = < < = < <

G-Uni-E

�

< NC > = NC > < NC >

G-Exi-E

�

< = > NC = > < = > NC

G-Arg-E

�

< < = < < = < < = < <

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y ont les mêmes propri�et�es (par rapport

�a l'ensemble de propri�et�es que je me suis �x�ee),

\X > Y " 7! X a les mêmes propri�et�es que Y plus quelques

autres (donc Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.11 : Propri�et�es de d�eduction des relations d'inf�erence non-monotone
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G-Exi-Bo <

G-Arg-Bo < NC

G-Uni-Incl < NC NC

G-Exi-Incl < > NC NC

G-Arg-Incl < NC NC < NC

G-Uni-Lex < > NC NC > NC

G-Exi-Lex < > NC NC > NC <

G-Arg-Lex < NC NC < NC NC < NC

G-Uni-E

�

< NC NC = NC > NC NC >

G-Exi-E

�

< > NC NC = NC < < NC NC

G-Arg-E

�

< NC NC < NC = NC NC NC < NC

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y sont �equivalentes,

\X > Y " 7! X est \meilleure que" Y sur les 3 crit�eres

(donc Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.12 : Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 1)

187



.

.

.

Y

.

.

.

X

.

.

.

G

-

U

n

i

-

B

o

G

-

E

x

i

-

B

o

G

-

A

r

g

-

B

o

G

-

U

n

i

-

I

n

c

l

G

-

E

x

i

-

I

n

c

l

G

-

A

r

g

-

I

n

c

l

G

-

U

n

i

-

L

e

x

G

-

E

x

i

-

L

e

x

G

-

A

r

g

-

L

e

x

G

-

U

n

i

-

E

�

G

-

E

x

i

-

E

�

G-Exi-Bo NC

G-Arg-Bo NC <

G-Uni-Incl NC NC NC

G-Exi-Incl NC < NC NC

G-Arg-Incl NC < NC NC <

G-Uni-Lex > NC NC > NC NC

G-Exi-Lex NC < NC NC < NC NC

G-Arg-Lex NC < NC NC < NC NC <

G-Uni-E

�

NC NC NC = NC NC < NC NC

G-Exi-E

�

NC < NC NC = > NC > > NC

G-Arg-E

�

NC < NC NC < = NC NC NC NC <

L�egende : soient X et Y des relations d'inf�erence,

\X = Y " 7! X et Y sont �equivalentes,

\X > Y " 7! X est \meilleure que" Y sur les 3 crit�eres

(donc Y < X),

\X NC Y " 7! X et Y ne sont pas comparables.

Tableau 4.13 : Pr�e-ordre entre les relations d'inf�erence non-monotone (prudence { convention 2)
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E

1

! P

P ! O

titi est un pingouin

un pingouin est un oiseau

E

2

P ! :V

O! V

un pingouin ne sait pas voler

un oiseau sait voler

E

3

O! A un oiseau a des ailes

Dans ce cas l�a, les sous-bases bo-pr�ef�er�ees sont :

! P

P ! O

P ! :V

O! A

! P

P ! O

P ! :V

! P

P ! O

! P

P ! O

O ! V

O ! A

! P

P ! O

O ! V

On constate que E j6�

8;Bo

A alors que la formule O! A n'est pour rien dans l'inconsistance de la

base E.

Notons alors que la propri�et�e de monotonie rationnelle, qui avait �et�e d�e�nie a�n de r�esoudre le

probl�eme de la non-pertinence (voir [LM92]), n'y r�eussit donc pas compl�etement ; en e�et, l'e�et

de noyade qui est un cas particulier de la non-pertinence est toujours pr�esent alors que G-Uni-Bo

v�eri�e la monotonie rationnelle.

Les bons r�esultats obtenus pour G-Uni-Bo signi�ent donc qu'aucun des crit�eres �etudi�es ne prend

en compte cet aspect de la relation. J'en conclus que l'ensemble des propri�et�es d�e�nissant une

relation rationnelle et l'ensemble des postulats �etendus ne su�sent pas �a juger de l'int�erêt d'une

relation d'inf�erence non-monotone. Il faudrait trouver une nouvelle propri�et�e qui garantirait la

r�esolution du probl�eme de non-pertinence, donc �eviterait le probl�eme de la noyade.

L'absence de relation globale entre les G-Uni-m et les autres (convention 2) Cette

absence provient du fait que la relation de pr�e-ordre issue de la convention num�ero 2 pour la

prudence va �a l'encontre de la relation de pr�e-ordre issue des propri�et�es. Nous avons donc deux

crit�eres contradictoires qui d�e�nissent deux ensembles de relations d'inf�erence incomparables.

Cela prouve bien l'importance du choix des relations de pr�e-ordre correspondant �a chaque crit�ere

et composant la relation de pr�e-ordre globale.

Les relations G-Arg-m Commen�cons par remarquer que les propri�et�es de G�ardenfors et Ma-

kinson, tout comme les propri�et�es de Kraus, Lehmann et Magidor ont �et�e �ecrites au d�epart dans

l'optique d'une s�emantique li�ee aux mod�eles, donc pour des relations du type G-Uni-m.

Il n'est donc pas �etonnant que ce soient les relations G-Uni-m (8m 2 fBo, Incl, Lex, Eg) qui

obtiennent les meilleurs r�esultats de ce point de vue.

D'un autre côt�e, il me semble que, sur l'�echelle de la prudence, les extrêmes sont irr�ealistes :

le principe Uni est trop exigeant, donc trop pessimiste ;

le principe Exi n'est pas su�samment exigeant, donc trop optimiste.

Ainsi, on se trouve devant le dilemme suivant :

les relations G-Uni-m v�eri�ent tout un ensemble de propri�et�es int�eressantes mais sont trop

prudentes ;

les relations G-Arg-m ne v�eri�ent pas su�samment de propri�et�es int�eressantes (propri�et�es

d�e�nies au d�epart pour les G-Uni-m) mais ce sont des moyens termes int�eressants du point

de vue de la prudence (voir papiers sur l'argumentation [EGFK93, SL92, Cay95a]) ;

les relations G-Exi-m v�eri�ent �a peine plus de propri�et�es que les G-Arg-m mais ne sont pas

assez prudentes.
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Ainsi, les r�esultats n�egatifs obtenus sur les relations du type G-Arg-m semblent devoir être nuanc�es

par les faits suivants :

les G-Arg-m sont �etudi�ees �a l'aide d'un ensemble de propri�et�es d�e�nies au d�epart pour

d'autres types de relations ; une des perspectives de travail serait donc de d�e�nir un nouveau

jeu de propri�et�es non li�e �a la s�emantique des mod�eles et qui, par l�a-même serait utilisable

pour di��erents principes p (par exemple, p = Uni, Exi ou Arg) ; je pourrais ainsi comparer

les relations G-Uni-m, G-Exi-m, G-Arg-m d'une mani�ere un peu plus objective ;

les G-Arg-m, qui se situent au milieu de l'�echelle de la prudence, apportent un plus tr�es net

du point de vue du r�ealisme de la relation d'inf�erence non-monotone ; malheureusement cet

aspect positif est aussi un inconv�enient du point de vue de la complexit�e de calcul.

Pour illustrer l'int�erêt des relations G-Arg-m, reprenons l'exemple utilis�e pour pr�esenter le pro-

bl�eme de la noyade dans le cas de G-Uni-Bo. On constate que E j�

A;Bo

A alors que l'on a

E j6�

8;Bo

A. La simple utilisation d'une cons�equence argumentative, sans changer le m�ecanisme

de g�en�eration, permet de r�esoudre le probl�eme de la noyade.

D'autre part, notons qu'il existe de plus en plus d'approches du raisonnement non-monotone

utilisant la notion d'argumentation (voir par exemple [EGFK93, SL92] pour des travaux r�ecents sur

ce sujet). Dans ces travaux, on consid�ere en g�en�eral qu'une conclusion est inf�er�ee si les arguments

qui la supportent \ont plus de poids" que les arguments qui la contrent. Il existe un lien entre

ces approches utilisant l'argumentation et les relations d'inf�erence non-monotone dans le cadre

d'une base de croyances non strati��ee (voir [Cay95a, Cay95b])

42

. Cela me semble être une raison

suppl�ementaire pour continuer �a �etudier et �a classi�er les relations d'inf�erence non-monotone se

rapprochant de tels principes.

4.4.5 Conclusion g�en�erale

Cette comparaison th�eorique a permis de pr�esenter un cadre g�en�eral pour les relations d'inf�erence

non-monotone, dans lequel il est possible de :

comparer ces relations �a travers di��erents points de vue, et ce faisant,

mieux comprendre les di��erents formalismes pr�esent�es.

D�esormais, on est plus apte �a pr�eciser les int�erêts de la relation d'inf�erence choisie par rapport �a un

contexte d'utilisation donn�e. Par exemple, dans un contexte de diagnostic reposant sur l'utilisation

de mod�eles et bas�e sur la consistance

43

, on choisira en priorit�e une relation du type G-Uni-Lex,

qui v�eri�e un ensemble de propri�et�es int�eressant et dont la complexit�e est la plus faible possible ;

dans un contexte de connaissances hi�erarchiques, on �evitera la relation G-Uni-Bo �a cause du

probl�eme de la noyade ; dans un contexte de fusion de bases de connaissances, on pr�ef�erera les

relations G-Arg-m qui savent prendre en compte di��erents points de vue dans l'�elaboration d'un

raisonnement.

Cette �etude doit être prolong�ee dans di��erentes directions :

d�ecouverte d'une nouvelle propri�et�e caract�erisant l'absence de l'e�et de noyade,

d�e�nitions de propri�et�es caract�erisant les relations de type G-Exi-m ou G-Arg-m,

d�e�nition d'une �echelle de \r�ealisme" dans laquelle la relation d'inf�erence la meilleure serait

celle dont le r�ealisme serait le plus signi�catif (la relation ne serait ni trop optimiste en

�evitant la d�eduction de trop de formules, ni trop pessimiste en inf�erant su�samment de

formules) ; ainsi, je pourrais comparer les principes Uni, Exi et Arg de mani�ere di��erente

et, �a mon avis, meilleure qu'en utilisant l'�echelle de la prudence.

42

Par contre, �a ma connaissance, il n'existe pas de travaux sur ce sujet dans le cadre d'une base de croyances

strati��ee.

43

Un diagnostic bas�e sur la consistance est une sous-base maximale consistante ; les formules absentes de cette

sous-base correspondent aux composants en panne. Dans cette approche, si on utilise le maximum de cardinalit�e

pour s�electionner une sous-base, on minimalise le nombre de composants en panne.
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Toutes ces directions de recherche visent �a d�e�nir de nouveaux outils de mesure permettant de

comparer de plus en plus �nement les relations d'inf�erence.

Une autre perspective serait de synth�etiser davantage les r�esultats pr�esent�es ici en utilisant la

suggestion propos�ee par Fran�cois L�evy dans une communication personnelle (voir section 2.2.2

page 14) : consid�erer les formalismes utilis�es ici comme des formalismes reposant tous sur un ordre

de type \lexicographique" (au sens de la d�e�nition math�ematique classique 2.2.12 page 15).
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Chapitre 5

Application �a des probl�emes de

r�evision

En explicitant les liens existant entre divers processus de raisonnement, on constate alors que la

classi�cation pr�esent�ee dans la section 4.4 page 180, pour des probl�emes d'inf�erence non-monotone,

est applicable en grande partie �a d'autres types de probl�emes, par exemple la r�evision.

5.1 Deux probl�ematiques li�ees : inf�erence plausible, r�evi-

sion de bases de croyances

De nombreux travaux sont d�edi�es �a l'�etude des liens entre les processus de r�evision et ceux d'in-

f�erence plausible (voir par exemple [GM89, G�ar90, FL94]).

Dans le contexte d'un probl�eme de r�evision, on consid�ere toujours que c'est la connaissance de

l'agent qui change et pas le monde. On note K �� le r�esultat de la r�evision de K par la formule �.

G�en�eralement, dans les travaux sur la r�evision, la base K est une th�eorie (c'est-�a-dire un ensemble

de formules clos pour la d�eduction logique classique) consistante.

Les premiers travaux sur la r�evision ont �et�e r�ealis�es par G�ardenfors et Makinson (voir [AGM85,

GM89]).

Ainsi, ont �et�e d�e�nis 8 postulats appel�es postulats pour la r�evision ou postulats AGM et not�es

K

�1

�a K

�8

:

K

�1

: K �� est une th�eorie ;

K

�2

: � 2 K �� ;

K

�3

: K �� � C

n

(K;�) ;

K

�4

: si :� 62 K alors C

n

(K;�) � (K ��) ;

K

�5

: si K �� est inconsistant alors � est la contradiction ;

K

�6

: si j= (�$ 	) alors (K ��) = (K �	) ;

K

�7

: (K � (� ^	)) � C

n

(K ��;	) ;

K

�8

: si :	 62 K �� alors C

n

(K ��;	) � (K � (� ^	)) ;

Les premiers liens entre r�evision et inf�erence plausible sont expos�es dans [GM89, FL94] au travers

des th�eor�emes de repr�esentation suivants :

Th�eor�eme 5.1.1 (voir d�emonstration dans [GM89, FL94]) Soit K une th�eorie, et � une op�eration

de r�evision. On d�e�nit une inf�erence j�

K;�

par � j�

K;�

� ssi � 2 K � �.

Si � v�eri�e les postulats AGM, alors j�

K;�

est une inf�erence rationnelle qui pr�eserve la consistance.
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Th�eor�eme 5.1.2 (voir d�emonstration dans [FL94]) Soit j� une relation d'inf�erence rationnelle

qui pr�eserve la consistance, d�e�nissons :

K �

j�

� =

�

f	j� j�	g si :� 2 C

n

(K)

C

n

(K [ f�g) sinon

alors �

j�

est une op�eration de r�evision qui v�eri�e les postulats AGM plus un postulat appel�e K

�9

propos�e dans [FL94] qui est le suivant :

8K telle que :� 2 K;K �� = K

?

��

(avec K

?

= le langage complet).

Remarque : dans [FL94], la th�eorie K peut être inconsistante.

Th�eor�eme 5.1.3 (voir d�emonstration dans [FL94]) Soit j� une relation d'inf�erence rationnelle

qui pr�eserve la consistance, il existe une th�eorie K et une op�eration de r�evision � satisfaisant les

postulats d'AGM plus le postulat K

�9

telle que � j�	 ssi 	 2 K ��.

D'autre part, il est �evident que, �a cause des d�e�nitions donn�ees respectivement dans les th�eo-

r�emes 5.1.1 page pr�ec�edente et 5.1.2 pour l'inf�erence non-monotone et pour l'op�eration de r�evision,

on a la propri�et�e suivante :

Propri�et�e 5.1.1 Les postulats K

�3

, K

�4

et K

�9

sont vrais par d�e�nition pour l'op�eration de

r�evision issue du th�eor�eme 5.1.2. De plus, le postulat K

�3

implique par d�e�nition la propri�et�e de

conditionnalisation faible.

Preuve : Voyons chaque postulat l'un apr�es l'autre :

K

�3

est v�eri��e par l'op�eration de r�evision �

j�

issue du th�eor�eme 5.1.2 car : si

:� 2 K alors C

n

(K;�) = langage complet, sinon (K �

j�

�) = C

n

(K;�) ; donc

dans les deux cas, on a (K �

j�

�) � C

n

(K;�) ;

K

�4

est v�eri��e par l'op�eration de r�evision �

j�

issue du th�eor�eme 5.1.2 car : si

:� 62 K alors (K �

j�

�) = C

n

(K;�) ; donc, on a C

n

(K;�) � (K �

j�

�) ;

K

�9

est v�eri��e par l'op�eration de r�evision �

j�

issue du th�eor�eme 5.1.2 car : 8K,

si :� 2 K alors (K �

j�

�) = f	 telle que � j�	g ; d'autre part, (K

?

�

j�

�) =

f	 telle que � j�	g, puisque K

?

est le langage complet, et donc que :� 2 K

?

;

donc, on a (K �

j�

�) = (K

?

�

j�

�) ;

quand l'op�eration de r�evision � v�eri�e le postulat K

�3

, alors l'inf�erence non-

monotone j�

K;�

issue du th�eor�eme 5.1.1 page pr�ec�edente v�eri�e la propri�et�e de

conditionnalisation faible car : l'hypoth�ese p j�

K;�

q est �equivalente �a q 2 K � p,

donc, en appliquant le postulat K

�3

, q 2 C

n

(K;�), donc (K [ fpg) ` q, donc

K ` (p! q), donc (p! q) 2 C

n

(K) ; or C

n

(K) = K �T (T = tautologie) ; donc

(p! q) 2 K � T ; donc j�

K;�

(p! q).

2

5.2 Quelques r�esultats

Ainsi, on peut extraire de la litt�erature sur ce sujet (essentiellement [GM89, FL94]) les tableaux 5.1

page suivante et 5.2 page ci-contre qui r�ecapitulent les liens entre les postulats et les propri�et�es.
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K

�1

! A�aiblissement droit + ET

K

�2

! R�eexivit�e

K

�3

! Conditionnalisation faible

K

�4

K

�5

! Pr�eservation de la consistance

K

�6

!

�

Equivalence logique gauche

K

�7

! Conditionnalisation

K

�8

! Monotonie rationnelle

Tableau 5.1 : Liens postulats de la r�evision { propri�et�es de d�eduction

[X ! Y signi�e que le postulat X de l'op�eration de r�evision � sur K implique la propri�et�e de d�eduction

Y pour la relation d'inf�erence j�

K;�

]

A�aiblissement droit + ET ! K

�1

R�eexivit�e ! K

�2

(par d�e�nition) K

�3

(par d�e�nition) K

�4

Pr�eservation de la consistance ! K

�5

�

Equivalence logique gauche ! K

�6

Conditionnalisation ! (avec K

�3

) K

�7

Monotonie rationnelle ! (avec K

�1

) K

�8

(par d�e�nition) K

�9

Tableau 5.2 : Liens propri�et�es de d�eduction { postulats de la r�evision

[Y ! X signi�e que la propri�et�e de d�eduction Y pour la relation d'inf�erence j�

K

implique le postulat X

pour l'op�eration de r�evision � j� sur K]
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Les choses sont donc relativement claires en ce qui concernent les relations d'inf�erence rationnelle.

Qu'en-t-il des relations qui ne sont pas rationnelles ? Et en particulier, quels liens peut-on �etablir

entre relations pr�ef�erentielles et r�evision ?

On sait d�ej�a grâce aux th�eor�emes 5.1.1 page 193, 5.1.2 page 194, 5.1.3 page 194, que l'on peut

associer �a une relation d'inf�erence pr�ef�erentielle qui pr�eserve la consistance, une op�eration de

r�evision qui satisfait les postulats K

�1

�a K

�7

et K

�9

. Ce qui nous donne le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5.2.1 Soit j� une relation d'inf�erence pr�ef�erentielle qui pr�eserve la consistance, d�e-

�nissons :

K �

j�

� =

�

f	j� j�	g si :� 2 C

n

(K)

C

n

(K [ f�g) sinon

alors �

j�

v�eri�e les postulats K

�1

�a K

�7

et K

�9

.

Preuve : Une relation d'inf�erence pr�ef�erentielle v�eri�e par d�e�nition les propri�et�es

suivantes :

la r�eexivit�e,

l'�equivalence logique gauche,

l'a�aiblissement droit,

la coupure,

la monotonie prudente,

le OU.

Donc elle v�eri�e le ET et la conditionnalisation (voir propri�et�es 3.4.3 page 65 et 3.4.4

page 65). De plus, par hypoth�ese, elle v�eri�e la pr�eservation de la consistance. Ainsi,

en utilisant le tableau 5.1 page pr�ec�edente, on montre que l'op�eration de r�evision �

j�

v�eri�e les sept premiers postulats AGM et K

�9

. 2

Le th�eor�eme r�eciproque est-il vrai ?

Soit � une op�eration de r�evision qui satisfait les sept premiers postulats AGM, posons � j�	 ssi

	 2 K ��. Quelles sont les propri�et�es de j� ?

Grâce au tableau 5.1 page pr�ec�edente, on sait d�ej�a que j� v�eri�e :

la r�eexivit�e,

l'�equivalence logique gauche,

l'a�aiblissement droit,

le ET,

la pr�eservation de la consistance,

la conditionnalisation.

En appliquant la propri�et�e 3.4.5 page 65, on sait que j� v�eri�e aussi la propri�et�e du OU. Il lui

manque donc, pour qu'elle soit pr�ef�erentielle, la monotonie prudente. Or, la propri�et�e 3.4.7 page 66

montre que la monotonie prudente provient �a la fois du ET, de la pr�eservation de la consistance,

mais aussi de la monotonie rationnelle, qui n'est pas v�eri��ee ici.

Il n'est donc pas possible de donner la r�eciproque du th�eor�eme 5.2.1 �a partir des �el�ements expos�es

ci-dessus. Par contre, les travaux de Rott (voir [Rot92]) mettent en �evidence une caract�erisation

des relations d'inf�erence pr�ef�erentielle en terme de r�evision. Pour cela, Rott introduit un nouveau

postulat appel�e K

�8�c

:
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Si 	 2 K �� alors K �� � K � (� ^	)

Ce postulat est exactement la traduction de la monotonie prudente.

Dans [Rot92], Rott d�emontre alors que K

�8

implique K

�8�c

(�etant donn�es les postulats K

�1

�a

K

�6

), ce qui est le pendant de la propri�et�e 3.4.7 page 66.

On obtient ainsi le th�eor�eme 5.2.2 qui caract�erise les relations d'inf�erence pr�ef�erentielle.

Th�eor�eme 5.2.2 Soit j� une relation d'inf�erence pr�ef�erentielle qui pr�eserve la consistance, il

existe une th�eorie K et une op�eration de r�evision � satisfaisant les sept premiers postulats d'AGM

plus les postulats K

�8�c

donn�e dans[Rot92] et K

�9

donn�e dans [FL94] telle que � j�	 ssi 	 2

K ��.

Il reste un dernier point �a explorer : comment se situe la relation Uni-Incl �a rapport aux postulats

de la r�evision ?

Ici, les principaux r�esultats viennent de travaux men�es par Rott dans [Rot93], dans un cadre

totalement di��erent, puisqu'il s'agissait de travaux portant sur la contraction. Dans ce contexte

particulier, il propose un nouveau postulat appel�e P

8

, dont l'adaptation en terme de d�eduction

donne la chose suivante :

Si (A _B) j�G alors (f�jA j��g [ f�jB j��g ` G

Et, en posant � j�

K;�

� ssi � 2 K � �, on peut aussi exprimer ce postulat en terme de postulat

pour la r�evision (not�e alors K

�8�r

) :

K � (A _B) � C

n

((K �A) [ (K �B))

Lors d'une communication personnelle, Rott a sugg�er�e que ce postulat permettrait la caract�erisa-

tion de la relation Uni-Incl. Ce r�esultat reste �a d�emontrer.

Pour r�ecapituler, on obtient le tableau 5.3, dans lequel PC signi�e \pr�eservation de la consistance"

et MR signi�e \monotonie rationnelle".

Relations d'inf�erence pr�e-

f�erentielle v�eri�ant PC

� Relations de type Uni-

Incl

� Relations d'inf�erence ra-

tionnelle v�eri�ant PC :

Uni-Lex

l l (?) l

Syst�eme P + PC Syst�eme P + PC + P8 Syst�eme P + PC + MR

l l l

K

�1

�a K

�7

+ K

�8�c

+

K

�9

K

�1

�a K

�7

+ K

�8�c

+

K

�9

+ K

�8�r

K

�1

�a K

�8

+ K

�9

Tableau 5.3 : Liens r�evision { inf�erence non-monotone
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Chapitre 6

Mise en �uvre de relations

d'inf�erence non-monotone

6.1 Liste de quelques travaux sur l'algorithmique

On distingue essentiellement quatre types de travaux sur l'algorithmique du raisonnement non-

monotone qui pourraient �eventuellement nous être utiles, au vu des relations �etudi�ees dans ce

document :

tout d'abord, les travaux portant sur la logique des d�efauts (voir [L�ev91, SR91, Sat94,

Men94]) qui concernent en particulier le calcul des extensions et qui permettent donc par

l�a-même de traiter les relations Uni-E, Exi-E et Arg-E ;

il existe aussi un prouveur et un ATMS pour la logique possibiliste (voir [Lan91]) ; ces deux

outils sont int�eressants pour les relations Uni-Bo, Exi-Bo et Arg-Bo ;

dans [BCD

+

93], un algorithme est propos�e pour les relations de type Incl et Lex ; il pr�esup-

pose la connaissance des ensembles de conits minimaux g�en�er�es par un ATMS classique ;

en�n, dans [CRS92] est propos�e un algorithme de r�esolution de conits utilisable pour les

relations de type T et Incl.

La logique des d�efauts n'�etant pas au centre de cette �etude, les r�esultats algorithmiques la concer-

nant ne seront donc pas �etudi�es plus avant pour l'instant. Quant aux autres r�esultats, ils pr�esuppo-

sent tous l'utilisation d'un ATMS, ce qui est coûteux du point de vue temporel (voir [Pro90] pour

une �etude de complexit�e des ATMS) et du point de vue m�emoire puisque, dans le pire des cas,

on peut avoir un nombre de \nogoods"

1

exponentiel, ce qui sous-entend que même un traitement

lin�eaire sur ces ensembles prendra un temps important. Je vais donc chercher �a d�evelopper des

algorithmes ne n�ecessitant pas l'usage pr�ealable d'un tel outil.

6.2 Les sp�eci�cit�es algorithmiques des relations �etudi�ees

A�n d'être en mesure d'e�ectuer les meilleurs choix algorithmiques possibles, �etudions les sp�eci�-

cit�es des relations d'inf�erence non-monotone �a impl�ementer.

Ces relations sont d�e�nies en deux �etapes :

un m�ecanisme de s�election des sous-bases pr�ef�er�ees,

1

Un \nogood" est un ensemble de formules repr�esentant un conit de la base initiale qui est minimal au sens de

l'inclusion. Ce mot est issu de la terminologie des ATMS.
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un principe d'inf�erence.

Plusieurs options sont envisageables selon que l'algorithme couple ou pas ces deux �etapes. L'utili-

sation et les r�esultats des di��erentes m�ethodes de couplage d�ependent �a la fois de la relation trait�ee

et de la base E �etudi�ee. En e�et, dans le cas o�u E j�

9;In

�, un couplage fort (calcul des sous-bases

pr�ef�er�ees en même temps que la v�eri�cation de l'inf�erence) permettra d'obtenir une r�eponse plus

rapidement pour la relation Exi-Incl

2

qu'un couplage faible (calcul des sous-bases puis test de

l'inf�erence). De même, on voit que, dans le cas o�u E j6�

9;In

�, ces deux m�ethodes sont identiques

(du point de vue temps de r�eponse) pour impl�ementer la relation Exi-Incl

3

.

Une autre sp�eci�cit�e des relations �etudi�ees ici est l'utilisation des sous-bases consistantes maxi-

males pour l'inclusion. Or, ces sous-bases peuvent être calcul�ees de deux fa�cons possibles, soit

directement, soit en passant par les ensembles minimaux de conits (voir par exemple les algo-

rithmes propos�es dans [BCD

+

93, Men94]) . On distingue ainsi deux approches :

D�e�nition 6.2.1 (D�e�nition informelle) Il existe au moins deux approches algorithmiques pos-

sibles pour calculer les sous-bases pr�ef�er�ees d'une base de croyances :

l'approche descendante : on part des ensembles de conits minimaux pour calculer les sous-

bases pr�ef�er�ees ; cette m�ethode est int�eressante �a condition de disposer de ces \nogoods" ;

l'approche ascendante, par opposition, consiste �a calculer directement les sous-bases pr�ef�e-

r�ees sans passer par le calcul des \nogoods".

Il est clair, comme je l'ai d�ej�a signal�e, que l'utilisation pr�ealable d'un ATMS est pr�ejudiciable

du point de vue de la complexit�e temporelle, puisque l'algorithme de recherche des \nogoods"

par un ATMS est exponentiel, même dans le cas o�u la base ne contient que des clauses de Horn

(voir [Pro90]).

6.3 Les choix

L'�etude algorithmique est structur�ee en fonction des points suivants :

Quelles relations vont être impl�ement�ees ?

L'algorithme doit-il être d�edi�e ou pas �a la relation impl�ement�ee ?

Cet algorithme utilisera-t-il un ATMS dans une premi�ere phase ?

�

A quel type de couplage correspondra-t-il ?

Le premier choix est dict�e par les r�esultats de la comparaison th�eorique qui permet d'�elire Uni-Bo

et Uni-Lex comme �etant les relations les plus \int�eressantes". Connaissant d'autre part l'incon-

v�enient majeur dont sou�re Uni-Bo (le probl�eme de non-pertinence), on a choisi comme relation

�a impl�ementer Uni-Lex.

Le second choix est li�e aux contraintes d'e�cacit�e. En e�et, l'avantage d'un algorithme d�edi�e

est son e�cacit�e pour la relation choisie. Par exemple, dans le cas de la relation Uni-Lex, un

algorithme d�edi�e calculera directement les sous-bases pr�ef�er�ees lexicographiquement au lieu de

calculer d'abord les sous-bases maximales consistantes puis d'utiliser les pr�ef�erences entre les

formules pour d�eterminer les sous-bases lex-pr�ef�er�ees. L'algorithme d�edi�e est certes un peu plus

complexe �a �ecrire mais il parâ�t aussi plus e�cace puisqu'il y a en g�en�eral moins de sous-bases

lex-pr�ef�er�ees que de sous-bases maximales consistantes �a calculer. L'inconv�enient reste bien sûr

le manque de r�eutilisabilit�e d'un tel algorithme. L'essentiel des algorithmes pr�esent�es ici seront

d�edi�es �a la relation Uni-Lex. Toutefois, il semble relativement ais�e d'en modi�er certains a�n de

2

En e�et, on arrête la recherche d�es qu'on a trouv�e une sous-base qui inf�ere la formule.

3

Il faut connâ�tre toutes les sous-bases pr�ef�er�ees avant de pouvoir dire qu'aucune n'inf�ere la formule.
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les adapter �a d'autres relations, par exemple �a Exi-Lex, Arg-Lex et aux relations utilisant les

m�ecanismes de g�en�eration Car et Bo.

Le troisi�eme choix, comme le second, est li�e �a l'e�cacit�e, qui est d�efavorablement a�ect�ee par

l'utilisation d'un ATMS. En cons�equence, aucun des algorithmes donn�es dans la suite ne travaillera

�a partir des ensembles minimaux de conits.

Et pour �nir, j'ai test�e di��erents couplages : tout d'abord, le couplage le plus faible (calcul des

sous-bases pr�ef�er�ees puis test de l'inf�erence), puis une m�ethode reposant sur un couplage beaucoup

plus fort, et en�n, �a nouveau une technique utilisant un couplage faible.

6.4 Les algorithmes

Trois algorithmes sont propos�es ici. Le premier est extrêmement na��f et repose sur l'utilisation

d'un prouveur correspondant au probl�eme Sat. Le second correspond exactement �a l'algorithme

donn�e pour la preuve d'appartenance du th�eor�eme 4.1.16 page 97, donc utilise le probl�eme Max-

Sat-Array. Le troisi�eme s'inspire de techniques utilis�ees dans la conception de syst�emes digitaux

reposant sur la notion de diagrammes de d�ecision binaires et a donn�e lieu �a une publication

(voir [CLSS96]).

6.4.1 L'algorithme na��f

Ce premier algorithme qui utilise le probl�eme Sat est en fait doublement exponentiel, dans le

pire des cas. Je le pr�esente quand même pour bien voir l'impact d'un couplage faible sur l'impl�e-

mentation de la relation Uni-Lex. Il permet aussi d'appr�ecier les retomb�ees pratiques de l'�etude

th�eorique de complexit�e, en comparant cet algorithme avec l'algorithme donn�e dans la section 6.4.2

page suivante.

On suppose que l'on dispose d'un prouveur complet pour Sat. Remarquons que cet algorithme

aurait aussi pu être test�e avec un prouveur incomplet de type Gsat (voir un exemple de prouveur

incomplet dans [LMS92b]). Par contre, dans ce cas, on ne peut pas être certain de r�esoudre le

probl�eme correctement. En e�et, l'impact d'une proc�edure al�eatoire peut être n�egligeable sur Sat

et catastrophique pour la relation Uni-Lex qui n�ecessite un grand nombre de r�esolutions du

probl�eme Sat, qui doivent toutes être correctes. Ce sujet m�erite �a lui seul toute une �etude qui

sort du cadre de cette th�ese.

Cet algorithme repose sur le parcours de toute la base E, de la strate la plus prioritaire �a la strate

la moins prioritaire, en retenant �a chaque �etape les sous-bases lex-pr�ef�er�ees par rapport aux strates

d�ej�a explor�ees ; ensuite, on conclut par la v�eri�cation de l'inf�erence de la formule � par chacune

des sous-bases lex-pr�ef�er�ees.

Posons les notations suivantes :

E : la base strati��ee initiale ;

� : la formule �a inf�erer ;

E

i

: la strate courante ;

Vliste : la liste des sous-bases lex-pr�ef�er�ees de E

1

[ : : :[E

i�1

(E

i

�etant la strate courante) ;

on dit que Vliste est la \vieille" liste ;

Nliste : la liste des sous-bases lex-pr�ef�er�ees E

1

[ : : : [ E

i

(E

i

�etant la strate courante) ; on

dit que Nliste est la \nouvelle" liste ;

Max : maximum des cardinaux de la strate courante des sous-bases lex-pr�ef�er�ees.

Avec ces notations, la relation Uni-Lex peut être r�esolue avec l'algorithme 6.1 page suivante qui

prend en entr�ee, la base E et la formule �, et qui renvoie en sortie une valeur bool�eenne : vrai si

la base E inf�ere la formule � par la relation Uni-Lex, faux sinon.
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Algorithme 6.1 : Uni-Lex Na

�

�f ((E;<), �)

d�ebut

Vliste  ?

pour chaque strate E

i

de la base E faire

Nliste  ?

Max  0

Rechercher-Lex-Pr

�

ef

�

er

�

ees-Strate-Courante (E

i

, Vliste, Nliste, Max)

Vliste  Nliste

pour chaque sous-base de Vliste faire

si la sous-base n'inf�ere pas classiquement la formule � alors

retourner faux

retourner vrai

�n

Dans l'algorithme 6.1, la partie Rechercher-Lex-Pr

�

ef

�

er

�

ees-Strate-Courante prend en en-

tr�ee la strate courante E

i

, la \vieille" liste de sous-bases lex-pr�ef�er�ees et renvoie la \nouvelle" liste

et la cardinalit�e maximum pour cette strate. Cette proc�edure peut être ra�n�ee en utilisant l'al-

gorithme 6.2.

Algorithme 6.2 : Rechercher-Lex-Pr

�

ef

�

er

�

ees-Strate-Courante (E

i

, Vliste, Nliste,

Max)

d�ebut

si strate E

i

6= ? alors

rajouter E

i

en tant que derni�ere strate de chaque sous-base B de Vliste

pour chaque sous-base B de Vliste faire

supprimer B de Vliste

si le cardinal de la derni�ere strate de B est � �a Max alors

si B est consistante alors

si B 62 Nliste alors

Max  cardinal de la derni�ere strate de B

rajouter B �a Nliste

sinon

pour chaque formule � de la derni�ere strate de B faire

rajouter B priv�ee de � �a Vliste

�n

Ces algorithmes ont �et�e impl�ement�es en langage C (voir [LS95b]).

6.4.2 L'algorithme utilisant Max-Sat

Ce second algorithme qui repose sur l'utilisation du probl�eme Max-Sat-Array n'e�ectue qu'un

nombre polynomial d'appels �a une proc�edure de r�esolution d'un probl�eme NP-complet. Il s'agit de

l'algorithme donn�e en preuve d'appartenance de Uni-Lex �a �

p

2

(voir th�eor�eme 4.1.16 page 97).

On suppose que l'on dispose d'un prouveur complet capable de traiter le probl�eme Max-Sat-

Array qui prend en entr�ee une base E et un vecteur de cardinalit�es maximales k pour renvoyer

vrai quand il existe une sous-base de E dont la cardinalit�e (strate par strate) est �egale ou sup�erieure

que celle donn�ee par le vecteur k et faux sinon.

On utilise ici une particularit�e de l'ordre lexicographique : toutes les sous-bases lex-pr�ef�er�ees ont

la même cardinalit�e strate par strate. Rajoutons la n�egation de la formule en tant que derni�ere
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strate. Il su�t alors qu'il existe une sous-base lex-pr�ef�er�ee dont la cardinalit�e de la derni�ere strate

est �egale �a 1 pour pouvoir dire qu'il existe une sous-base lex-pr�ef�er�ee qui n'inf�ere pas la formule

�, et ainsi pouvoir conclure que E n'inf�ere pas � par la relation Uni-Lex.

Posons les notations suivantes :

E : la base initiale ;

� : la formule �a inf�erer ;

E

0

: base r�esultant du rajout de la n�egation de la formule en tant que derni�ere strate ; au ni-

veau de l'impl�ementation, et contrairement �a la d�emonstration th�eorique du th�eor�eme 4.1.16

page 97, il est inutile de tenir compte du fait que :� pourrait d�ej�a être dans la base ;

n

0

: nombre de strates de E

0

;

k : vecteur de nombres entiers ; �a chaque composante du vecteur correspond la cardinalit�e

de la strate correspondante dans une sous-base lex-pr�ef�er�ee ;

n

s

: num�ero de la strate courante ;

n

f

: nombre courant de formules dans la strate courante ;

fini : bool�een (�a vrai quand on trouve une sous-base dont la cardinalit�e de chaque strate

correspond au vecteur k, faux sinon).

Cela nous donne l'algorithme 6.3 qui peut être am�elior�e de deux fa�cons :

soit en e�ectuant l'�etape 2 par dichotomie,

soit en rempla�cant l'�etape 1 par l'utilisation d'une fonction r�esolvant le probl�emeMax-Gsat-

Array-Opt qui n'est plus un probl�eme de d�ecision mais un probl�eme d'optimisation : il

prend en entr�ee une base de croyances et renvoie un vecteur k correspondant au vecteur de

cardinalit�e des sous-bases lex-pr�ef�er�ees ; on obtient alors l'algorithme 6.4.

Algorithme 6.3 : Uni-Lex Avec Max-Sat ((E;<), �)

d�ebut

E

0

 E [ f:�g (* � plac�ee en derni�ere strate *)

k  < 0; 0; : : : ; 0 > (*vecteur de dimension n

0

= nombre de strates dans E

0

*)

1 pour n

s

 1 �a n

0

faire

n

f

 nombre de formules dans la strate E

0

n

s

fini  faux

2 tant que (n

f

� 0) et (non fini) faire

k[n

s

]  n

f

si Max-Gsat-Array (E

0

,k) alors

fini  vrai

sinon

n

f

 n

f

� 1

v�eri�er que k[n

0

] est di��erent de 1

�n

Algorithme 6.4 : Uni-Lex Avec Max-Sat am

�

elior

�

e ((E;<), �)

d�ebut

E

0

 E [ f:�g

Max-Gsat-Array-Opt (E

0

,k)

v�eri�er que k[n

0

] est di��erent de 1 (* n

0

= nombre de strates dans E

0

*)

�n
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6.4.3 L'approche utilisant les BDD

L'id�ee d'utiliser les diagrammes de d�ecision binaires (BDD : Binary Decision Diagram) d�ecoule des

mauvais r�esultats obtenus en complexit�e. En e�et, les techniques BDD sont beaucoup utilis�ees et

particuli�erement e�caces dans le domaine de la conception et du test de syst�emes digitaux pour

r�esoudre des probl�emes dont la complexit�e est au del�a de NP. Certes, l'utilisation de ces BDD

implique une forte consommation en m�emoire puisque les graphes correspondants sont en g�en�eral

de grande taille (de taille exponentielle dans le nombre de variables dans le pire des cas). Mais

ainsi, en sacri�ant la place m�emoire, on peut esp�erer am�eliorer le temps de r�eponse, la construction

du graphe constituant une phase de \pr�ecompilation" de la base.

6.4.3.1 Pr�esentation des BDD

Un BDD (voir [Lee59, Bry92]) repr�esente une fonction bool�eenne ou une formule � sous la forme

d'un graphe acyclique dirig�e (DAG : directed acyclic graph) utilisant des �etiquettes et ne poss�edant

qu'une racine unique. Ce graphe peut être obtenu �a partir de l'arbre de d�ecision associ�e �a la fonction

bool�eenne. Il poss�ede deux sommets puits (les \feuilles" du graphe) �etiquet�es 0 et 1 repr�esentant

respectivement les fonctions bool�eennes constantes faux et vrai. Chaque sommet non terminal est

�etiquet�e avec une variable bool�eenne v apparaissant dans � et il en part deux arcs �etiquet�es then

et else. Le �ls then correspond au cas o�u la variable v est suppos�ee �egale �a vrai et le �ls else

correspond au cas o�u la variable v est suppos�ee �egale �a faux. Ainsi les puits 1 et 0 indiquent la

valeur �nale de la fonction bool�eenne � comme dans les arbres de d�ecision.

Soit < un ordre total donn�e sur les variables, un BDD ordonn�e (not�e OBDD) est un BDD dans

lequel tous les chemins de la source vers un puits visitent les variables dans l'ordre donn�e.

Le OBDD r�eduit (appel�e ROBDD) d'une formule � est g�en�eralement beaucoup plus petit que

l'arbre de d�ecision correspondant, puisqu'il r�esulte de l'application sur celui-ci des deux r�egles

de r�eduction suivantes, et ce jusqu'�a stabilisation (voir l'exemple tir�e de [Bry92] sur �gure 6.1

page suivante) :

�elimination des sommets redondants, c'est-�a-dire tels que les deux �ls pointent vers le même

sommet ;

et fusion de tous les sous-graphes repr�esentant les mêmes fonctions bool�eennes, c'est-�a-dire

fusion des sommets ayant même �etiquette et mêmes �ls.

Ce ROBDD est unique pour un ordre donn�e des variables et ceci ind�ependamment de l'ordre

d'application des r�egles de r�eduction. Avec ce processus de r�eduction, on diminue la taille du

BDD de mani�ere consid�erable, allant même parfois jusqu'�a obtenir des gains exponentiels (une

tautologie sur n variables est r�eduite au sommet 1).

Apr�es r�eduction et pour un ordre des variables donn�e, le DAG donne une repr�esentation canonique

de la formule �. Ainsi, deux formules logiquement �equivalentes auront le même ROBDD.

En pratique, le ROBDD n'est pas construit en r�eduisant un grand arbre de d�ecision, mais en

utilisant une technique incr�ementale. En e�et, �a chaque op�erateur logique correspond un op�erateur

ROBDD : soient � et 	 deux formules logiques, la repr�esentation de �hopi	 (hopi �etant un

op�erateur logique quelconque) sous la forme d'un ROBDD sera B

�

hop

B

iB

	

avec hop

B

i l'op�erateur

ROBDD correspondant �a hopi, et B

f

le ROBDD de la formule f . La taille du ROBDD de la formule

�hopi	 est O(S

�

�S

	

) avec S

f

correspondant au nombre de sommets dans le ROBDD repr�esentant

la formule f . On peut ainsi v�eri�er qu'une formule en implique une autre (le ROBDD de �! 	 se

r�eduira au puits 1 si l'implication est vraie). On peut aussi traiter la quanti�cation universelle ou

existentielle sur une variable ou sur un ensemble de variables : �etant donn�e le BDD correspondant

�a la formule bool�eenne f(a; b) (a, b �etant deux ensembles de variables), on peut calculer les BDD

correspondant �a 9af(a; b) et 8af(a; b) qui sont des formules bool�eennes sur b. La quanti�cation

existentielle (resp. universelle) sur une variable est obtenue en rempla�cant chacun des sommets
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Figure 6.1 : Fonction bool�eenne { Arbre de d�ecision { BDD

[de gauche �a droite : la table de v�erit�e de la formule �, l'arbre de d�ecision associ�e et le BDD

r�eduit ; un arc en pointill�e correspond �a un �ls else, un arc en trait plein �a un �ls then]

correspondant �a cette variable par le BDD repr�esentant la disjonction (resp. conjonction) des BDD

de ses �ls.

Pour l'essentiel, les op�erateurs sur les BDD sont de complexit�e temporelle lin�eaire dans la taille

des BDD manipul�es. Il est donc important de limiter cette taille autant que possible (la taille du

ROBDD n'est pas n�ecessairement exponentielle dans le nombre de variables, bien que, dans le

pire des cas, la complexit�e spatiale reste de l'ordre de O(2

jV j

), V �etant l'ensemble des variables de

�). Des travaux sur ce sujet ont mis en �evidence l'inuence primordiale de l'ordre sur la taille du

ROBDD. Il existe ainsi de tr�es nombreux exemples dans des applications r�eelles qui peuvent être

repr�esent�es de mani�ere e�cace �a condition de trouver un \bon" ordre (voir [Bry92]).

6.4.3.2 Application des BDD aux relations d'inf�erence non-monotone

Dans un ROBDD, tout chemin de la racine �a un puits repr�esente plusieurs interpr�etations des

variables de �. De même, toute interpr�etation correspond �a un chemin unique dans le graphe.

Ainsi, une interpr�etation satisfait la formule � si et seulement si le chemin correspondant dans le

graphe atteint le puits 1.

Dans le cadre du raisonnement non-monotone, nous cherchons �a repr�esenter avec un ROBDD

une base de formules g�en�eralement inconsistante E = f�

i

g. Dans ce cas, le ROBDD repr�esentant

E sera r�eduit au puits 0. L'id�ee, pr�esent�ee pour les CSP dynamiques dans [J�eg94, JB95], est

d'introduire une nouvelle variable propositionnelle h

�

i

(appel�ee hypoth�ese) pour chaque formule

�

i

de la base E, et de modi�er alors E en rempla�cant chaque formule �

i

par la formule h

�

i

! �

i

(cette approche est classique dans le cadre des ATMS) ; la base r�esultante sera not�ee E

H

, avec

H = fh

�

i

; �

i

2 Eg l'ensemble des hypoth�eses. L'ensemble de formules ainsi obtenu est consistant et

chaque interpr�etation le satisfaisant d�e�nit �a la fois une sous-base consistante de la base initiale,

puisque l'assignation �a vrai d'une variable h

�

i

signi�e que la formule �

i

appartient �a la sous-

base, et un mod�ele de cette sous-base. Ainsi, les sous-bases pr�ef�er�ees correspondent �a des chemins

pr�ef�er�es dans le graphe. Cette propri�et�e permet de ramener le probl�eme de recherche des sous-bases

pr�ef�er�ees et de leurs mod�eles, au probl�eme de recherche de \plus courts" chemins conduisant au

puits 1 dans le DAG du ROBDD (cette notion de \plus court" chemin sera explicit�ee un peu plus

loin dans le texte).

D�e�nition d'un nouvel ordre Dans ce contexte, et quelque soit l'ordre donn�e < sur l'ensemble

V des variables apparaissant dans la base E, [JB95] montre qu'en appliquant l'ordre <

0

obtenu en

�etendant < par insertion des variables hypoth�eses h

�

i

apr�es toutes les variables de V , la complexit�e

spatiale du ROBDD de E

H

est de O(2

jV j

� jHj), ce qui est mieux que la borne O(2

jV j+jHj

) d�ej�a

connue.

Or, nous avons trouv�e un autre type d'ordre encore plus e�cace du point de vue occupation

m�emoire (voir [CLSS96]). Soit un ordre < sur V , on d�e�nit l'ordre <

0

en �etendant l'ordre <
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par insertion de chaque hypoth�ese h

�

i

juste apr�es la derni�ere variable de �

i

dans l'ordre <. Sur

l'exemple du pingouin d�e�ni avec la base strati��ee E = E

1

[E

2

et 4 formules : �

1

= p, �

2

= p! o,

�

3

= p! :v et �

4

= o! v, avec �

1

et �

2

constituant la strate la plus prioritaire, et, en supposant

que l'ordre initial entre les variables de E est : p < o < v, on rajoute les 4 variables h

1

�a h

4

comme

variables hypoth�eses pour chaque formule �

i

, et on obtient l'ordre : p < h

1

< o < h

2

< v < h

3

<

h

4

.

Th�eor�eme 6.4.1 Soit une base E = f�

i

g, soit V l'ensemble des variables utilis�ees dans E, jV j =

n. On associe �a chaque formule �

i

de E une nouvelle variable h

�

i

. Soit H l'ensemble de ces

variables, appel�ees hypoth�eses, jHj = jEj = m. Soit E

0

= fh

�

i

! �

i

; i = 1 : : :mg.

�

Etant donn�e un ordre sur V , on consid�ere un ordre sur V [ H tel que toute hypoth�ese h

�

i

est

situ�ee imm�ediatement apr�es les variables apparaissant dans �

i

. Pour toute hypoth�ese h, on note

n

h

le nombre de variables de V qui pr�ec�edent h dans l'ordre.

Alors, le BDD ordonn�e r�eduit de la base E

0

utilisant un tel ordre poss�ede un nombre de sommets

non terminaux inf�erieur �a :

(2

n

� 1) +

X

h2H

(2

n

h

)

Preuve : Elle s'appuie sur le fait qu'un BDD ordonn�e r�eduit est d�e�ni comme la

fermeture par deux r�egles de r�eduction, de l'arbre de d�ecision binaire ordonn�e (cf.

�gure 6.1 page pr�ec�edente). Chacune de ces r�egles diminue le nombre de sommets dans

le BDD d'une unit�e, le BDD r�eduit �etant obtenu par application r�ep�et�ee de ces deux

r�egles, dans un ordre quelconque, et jusqu'�a stabilisation.

Nous allons montrer qu'une application limit�ee de ces r�egles �a l'arbre de d�ecision binaire

ordonn�e de E

0

permet d'atteindre un BDD ordonn�e et partiellement r�eduit dont la taille

est major�ee par (2

n

�1)+

P

h2H

(2

n

h

). Le BDD totalement r�eduit �etant n�ecessairement

plus petit, cela conclura la preuve.

Consid�erons l'arbre de d�ecision binaire ordonn�e de E

0

. Soit h

�

i

2 H, l'hypoth�ese

associ�ee �a la formule �

i

. Soit un des sommets s

h

�

i

correspondant �a cette hypoth�ese

dans l'arbre de d�ecision.

�

Etant donn�e que h

�

i

est situ�ee apr�es les variables de �

i

, deux

situations sont possibles :

1. l'interpr�etation des variables de �

i

satisfait �

i

: dans ce cas, la formule h

�

i

! �

i

est satisfaite ind�ependamment de la valeur de h

�

i

. Comme h

�

i

n'apparâ�t dans

aucune autre formule de E

0

, les deux sous-arbres gauche et droit de s

h

�

i

sont

identiques et l'on peut supprimer le sommet s

h

�

i

(ainsi qu'une copie du sous-

arbre) par application des r�egles de r�eduction ;

2. l'interpr�etation des variables de �

i

viole �

i

: dans ce cas, si h

�

i

est interpr�et�ee

�a vrai, la formule h

�

i

! �

i

est viol�ee, ind�ependamment des valeurs que peuvent

prendre les variables qui suivent h

�

i

dans l'ordre. Toutes les feuilles du sous-arbre

de s

h

�

i

correspondant �a l'interpr�etation �a vrai de h

�

i

sont donc des sommets 0.

On peut alors, par application r�ep�et�ee des deux r�egles de r�eduction, supprimer ce

sous-arbre pour le remplacer directement par le sommet 0.

Nous poss�edons maintenant tous les �el�ements pour �nir notre preuve, par r�ecurrence :

dans le cas o�u m = 0, il est clair que le nombre de sommets non terminaux est major�e

par (2

n

� 1).

Supposons donc que notre th�eor�eme s'applique sur tout BDD repr�esentant un ensemble

de formules de la forme fh

�

! �g, convenablement ordonn�e, et comportant strictement

moins de m hypoth�eses.

Consid�erons l'arbre de d�ecision binaire associ�e �a E

0

, comportant 2

n+m

�1 sommets non

terminaux. Soit � la premi�ere hypoth�ese dans l'ordre sur V [H. D'apr�es les remarques
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pr�ec�edentes, il est possible d'appliquer les deux r�egles de r�eduction de fa�con �a ce que

chaque sommet s

�

correspondant �a � disparaisse ou ait un �ls �egal �a 0 (sommet

terminal). Le nombre de sommets non terminaux dans le BDD partiellement r�eduit

ainsi obtenu se d�ecompose alors en :

1. (2

n

�

� 1) sommets pour les n

�

variables non hypoth�eses qui pr�ec�edent � dans

l'ordre ;

2. un maximum de 2

n

�

sommets correspondant �a l'hypoth�ese � ;

3. 2

n

�

sous-arbres dont les racines correspondent �a la variable qui suit � dans l'ordre.

Ces 2

n

�

sous-arbres sont des arbres de d�ecision binaire ordonn�es. Soit I l'interpr�etation

partielle donn�ee par le chemin menant de la racine de l'arbre �a la racine d'un de ces

sous-arbres. Quel que soit un sous-arbre parmi les 2

n

�

situ�es sous le niveau de �, ce

sous-arbre repr�esente l'arbre de d�ecision binaire de la formule E

0

I

obtenue �a partir de

E

0

par substitution aux variables de l'interpr�etation I de leur valeur de v�erit�e dans I.

Du fait de l'ordre sur V [H, E

0

I

contient des formules constantes 0 ou 1 et des formules

de la forme h

�

! �. Les formules 1, toujours satisfaites, n'inuent pas sur la valeur de

v�erit�e de E

0

I

. Donc :

1. soit E

0

I

contient une formule 0 et, dans ce cas, sa valeur de v�erit�e est toujours

�egale �a 0, le sous-arbre de d�ecision binaire de E

0

I

pouvant être r�eduit au sommet

0 par application des r�egles de r�eduction ;

2. soit E

0

I

ne contient pas de formule 0 et satisfait alors toutes les conditions d'ap-

plication de l'hypoth�ese de r�ecurrence ; il comporte alors m � 1 hypoth�eses et

respecte la condition sur l'ordre (une hypoth�ese est situ�ee apr�es les variables de

la formule associ�ee) ; on sait donc que l'on peut r�eduire le sous-arbre en un BDD

ordonn�e et partiellement r�eduit dont le nombre de sommets non terminaux est

major�e par (2

n�n

�

� 1) +

P

h2H�f�g

(2

n

h

�n

�

) (c'est l'hypoth�ese de r�ecurrence).

Donc, dans tous les cas, on peut donc r�eduire chaque sous-arbre en un BDD ordonn�e

partiellement r�eduit dont le nombre de sommets non terminaux est major�e par

(2

n�n

�

� 1) +

X

h2H�f�g

(2

n

h

�n

�

)

L'ensemble des r�eductions permet donc d'aboutir �a un BDD ordonn�e et partiellement

r�eduit comportant un nombre de sommets non terminaux major�e par :

S =

z }| {

[2

n

�

� 1]+

z }| {

[2

n

�

] +

z }| {

[2

n

�

:((2

n�n

�

� 1) +

X

h2H�f�g

(2

n

h

�n

�

))]

= [2

n

�

� 1] + [2

n

�

] + [2

n

� 2

n

�

+

X

h2H�f�g

(2

n

h

)]

= 2

n

�

� 1 + 2

n

+

X

h2H�f�g

(2

n

h

)

= (2

n

� 1) +

X

h2H

(2

n

h

)

2

On notera que dans le cas o�u toutes les variables hypoth�eses sont ins�er�ees apr�es toutes les variables

de V comme le proposait [JB95], on trouve un majorant de sommets non terminaux �egal �a (2

n

�

1) +

P

h2H

2

n

= 2

n

(m + 1) � 1 et qui correspond donc au majorant indiqu�e dans [JB95]. Dans

tous les autres cas, le majorant que nous obtenons est meilleur.
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Les algorithmes Maintenant qu'on dispose d'un ROBDD de taille \optimis�ee", il reste �a ex-

pliciter la notion de \plus court" chemin dans ce ROBDD. L'id�ee propos�ee dans [JB95] pour le

traitement des CSP incoh�erents consiste �a pond�erer les arcs else de chaque sommet correspondant

�a une hypoth�ese. Ce poids repr�esente le coût du rejet de cette hypoth�ese, donc le coût du rejet de

la clause correspondante. Ainsi, de fa�con habituelle, la longueur d'un chemin sera d�e�nie comme

�etant la somme des poids des arcs de ce chemin. La relation �a impl�ementer �etant Uni-Lex, les

sous-bases lex-pr�ef�er�ees de la base E correspondent �a des chemins pr�ef�er�es dans le ROBDD de E et

un chemin pr�ef�er�e est un \plus court" chemin correspondant �a un choix judicieux de poids permet-

tant de prendre en compte la notion de cardinalit�e par strate qui est �a la base de la d�e�nition de

la relation Uni-Lex. Ainsi, on utilise l'algorithme 6.5 issu d'un algorithme pr�esent�e dans [DLS94]

(d�ej�a utilis�e en partie au travers de l'algorithme 4.44 page 135) que nous avons repris et am�elior�e,

a�n de calculer les poids associ�es �a chaque formule �

i

de la base strati��ee E = E

1

[ : : :[E

n

(E

1

�etant la strate la plus prioritaire, E

n

la strate la moins prioritaire) :

Algorithme 6.5 : CalculPoids(E;<)

d�ebut

poids des formules de E

n

 1

pour chaque strate E

i

de E

n�1

�a E

1

faire

poids des formules de E

i

 poids des formules de E

i+1

� (jE

i+1

j+ 1)

�n

Ainsi, avec cet algorithme, le poids de toute formule �

i

de la strate E

k

est strictement sup�erieur

�a la somme des poids de toutes les formules des strates moins prioritaires que E

k

. Donc, les

sous-bases de coût minimal sont aussi les sous-bases lex-pr�ef�er�ees.

Comme dans [JB95], on peut alors utiliser un algorithme lin�eaire en temps d�eriv�e de l'algorithme

de Bellman (voir [CLR90]) pour calculer le plus court chemin menant au puits 1 dans le DAG. Il

s'agit d'une proc�edure r�ecursive parcourant le BDD en profondeur d'abord qui calcule, m�emorise

et r�eutilise le coût des �ls pour calculer celui du p�ere

4

(voir l'algorithme 6.6).

Algorithme 6.6 : Co

^

ut(F )

d�ebut

(***** On initialise Co

^

ut(1) �a 0 et Co

^

ut(0) au maximum possible *****)

t  Co

^

ut(then) (* appel r�ecursif si Co

^

ut(then) non connu

utilisation imm�ediate sinon *)

e  Co

^

ut(else) (* appel r�ecursif si Co

^

ut(else) non connu

utilisation imm�ediate sinon *)

si F est une hypoth�ese alors r  coût de rejet de F

sinon r  0

e  e+ r

Co

^

ut(F )  min(t,e) (* m�emorisation et retour de valeur *)

�n

Nous avons modi��e cet algorithme a�n qu'il construise en même temps un nouveau ROBDD R

0

E

qui ne contiendra plus que les chemins les plus courts menant au puits 1 (les autres chemins sont

simplement dirig�es vers le puits 0). Ce nouveau ROBDD est dit \d�egraiss�e". Cette proc�edure de

\d�egraissage" r�ecursive utilise les versions d�egraiss�ees des �ls pour calculer celle du p�ere (voir

l'algorithme 6.7 page ci-contre). On utilise pour cela une fonction essentielle de manipulation des

BDD not�ee Ite (If Then Else) qui prend en param�etre une variable x et deux ROBDD B

f

et B

g

et qui retourne le ROBDD repr�esentant la formule (:x _ f) ^ (x _ g) (si x alors f sinon g).

Le nouveau ROBDDR

0

E

cr�e�e avec cet algorithme peut alors être utilis�e pour r�esoudre les probl�emes

utilisant le m�ecanisme de g�en�eration Lex et ceci �a moindre coût. Ainsi, on peut dire que R

0

E

4

Le coût d'un sommet n'est calcul�e qu'une fois, puis on le m�emorise de fa�con �a le r�eutiliser quand on retombe

sur ce sommet.
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Algorithme 6.7 : Deg(F )

d�ebut

(***** On initialise Co

^

ut(1) �a 0 et Co

^

ut(0) au maximum ****)

(***** On initialise Deg(1) (version d�egraiss�ee du puits 1) *****)

(***** avec un pointeur vers le puits 1, et Deg(0) *****)

(***** (version d�egraiss�ee du puits 0) avec un pointeur vers le puits 0 *****)

t  Co

^

ut(then)

e  Co

^

ut(else)

si F est une hypoth�ese alors r  coût de rejet de F

sinon r  0

e  e+ r

Co

^

ut(F )  min(t,e)

si t > Co

^

ut(F ) alors n

t

 puits 0

sinon n

t

 Deg(then) (* Deg(then) : version d�egraiss�ee du �ls then *)

si e > Co

^

ut(F ) alors n

e

 puits 0

sinon n

e

 Deg(else) (* Deg(else) : version d�egraiss�ee du �ls else *)

Deg(F )  Ite (la variable de F , n

t

, n

e

)

�n

repr�esente une version \compil�ee" de la base (chaque chemin de la racine au puits 1 repr�esentant

une sous-base pr�ef�er�ee avec un mod�ele associ�e). Dans le cas de Uni-Lex, il su�t de quanti�er

existentiellement R

0

E

sur toutes les variables hypoth�eses (ce qui peut se faire lors du d�egraissage)

et l'on obtient alors un nouveau ROBDD R

00

E

qui repr�esente l'ensemble de tous les mod�eles de

toutes les sous-bases pr�ef�er�ees de E

5

. Ainsi, la base E inf�ere la formule � par la relation Uni-Lex

si et seulement si cette formule est classiquement inf�er�ee par R

00

E

.

Ce processus est illustr�e avec l'exemple du pingouin d�e�ni avec deux strates (E = E

1

[ E

2

) et 4

formules : �

1

= p, �

2

= p! o, �

3

= p! :v et �

4

= o! v, avec �

1

et �

2

constituant la strate la

plus prioritaire. L'ordre initial entre les variables de E est : p < o < v. On rajoute les 4 variables h

1

�a h

4

comme variables hypoth�eses pour chaque formule �

i

. En utilisant notre technique, on obtient

un nouvel ordre : p < h

1

< o < h

2

< v < h

3

< h

4

. Puis on calcule les poids et on obtient 1 comme

poids pour les formules de la strate E

2

, donc pour les variables h

3

et h

4

, et 3 comme poids pour

les formules de la strate E

1

, donc pour les variables h

1

et h

2

. La �gure 6.2 page suivante pr�esente

successivement :

le ROBDD R

E

, avec en gras le poids des arcs else (qui sont en pointill�e) et en italique la

longueur du plus court chemin de chaque sommet vers le puits 1 ;

le ROBDD R

0

E

issu de R

E

en ne s�electionnant que les chemins les plus courts, donc en

redirigeant les autres vers le puits 0 ;

le ROBDD R

00

E

obtenu apr�es la quanti�cation existentielle des variables h

1

, h

2

, h

3

et h

4

.

On voit avec R

0

E

que la base E poss�ede deux sous-bases lex-pr�ef�er�ees qui rejettent respectivement

�

3

et �

4

. De plus, R

00

E

repr�esente implicitement les deux mod�eles de ces deux sous-bases. Ainsi, on

peut prouver o et p mais pas v.

En fait, l'impl�ementation BDD utilis�ee pour les tests est un peu particuli�ere. Il s'agit d'un \pa-

ckage" r�ealis�e par Bryant et Brace (voir [BRB90]) dans lequel la repr�esentation du BDD s'appuie

sur la notion d'arcs invers�es : une fonction bool�eenne r�ef�erenc�ee via un arc invers�e repr�esente la

fonction oppos�ee (voir sur la �gure 6.3 page 211 l'exemple des pingouins exprim�e sous la forme

d'un BDD avec arcs invers�es). Ainsi, on n'a plus qu'un seul puits (le puits 1) et tous les chemins

m�enent �a ce puits. Dans ce cas, seuls nous int�eressent les plus courts chemins qui, depuis la racine,

parcourent un nombre pair d'arcs invers�es.

5

En fait, il s'agit d'un cas simple de quanti�cation puisque les variables hypoth�eses ont toujours pour �ls then

un sommet terminal (voir la preuve du th�eor�eme 6.4.1 page 206 concernant le nouvel ordre).
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p
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Figure 6.2 : Les ROBDD R

E

, R

0

E

et R

00

E

de l'exemple sur les pingouins
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Figure 6.3 : Les ROBDD avec arcs invers�es R
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de l'exemple sur les pingouins
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Dans le cas de BDD avec arcs invers�es, les algorithmes donn�es pr�ec�edemment se compliquent,

puisqu'il faut maintenir en permanence �a la fois le plus court chemin vers \1" (le puits 1 atteint

par un nombre pair d'arcs invers�es) et celui vers \0" (le puits 1 atteint par un nombre impair d'arcs

invers�es). L'algorithme de calcul du plus court chemin 6.6 page 208 devient alors l'algorithme 6.8.

Algorithme 6.8 : Co

^

ut0 (F ) et Co

^

ut1 (F )

d�ebut

(***** Co

^

ut0(sommet) = chemin le plus court de ce sommet au puits 1 *****)

(***** passant par un nombre impair d'arcs invers�es *****)

(***** Co

^

ut1(sommet) = chemin le plus court de ce sommet au puits 1 *****)

(***** passant par un nombre pair d'arcs invers�es *****)

(***** On initialise Co

^

ut1(1) �a 0 et Co

^

ut0(1) au maximum *****)

si le �ls then n'est pas invers�e alors t

0

 Co

^

ut0(then)

sinon t

0

 Co

^

ut1(then)

si le �ls then n'est pas invers�e alors t

1

 Co

^

ut1(then)

sinon t

1

 Co

^

ut0(then)

si le �ls else n'est pas invers�e alors e

0

 Co

^

ut0(else)

sinon e

0

 Co

^

ut1(else)

si le �ls else n'est pas invers�e alors e

1

 Co

^

ut1(else)

sinon e

1

 Co

^

ut0(else)

si F est une hypoth�ese alors r  coût de rejet de F

sinon r  0

e

0

 e

0

+ r

e

1

 e

1

+ r

Co

^

ut0(F )  min(t

0

,e

0

)

Co

^

ut1(F )  min(t

1

,e

1

)

�n

Il est possible d'am�eliorer cet algorithme. En e�et, on peut montrer que pour tout sommet soit

Co

^

ut0, soit Co

^

ut1 est nul (la preuve se fait par induction : c'est vrai pour les deux puits 0 et

1, si c'est vrai pour les deux �ls ce sera vrai pour le p�ere s'il s'agit d'un n�ud de type variable (�a

cause du min), et, s'il s'agit d'un n�ud de type hypoth�ese, �etant donn�e que l'on ne rajoute aucun

coût sur le �ls then, ce sera vrai aussi).

Quant �a l'algorithme de d�egraissage 6.7 page 209, dans le cas d'arcs invers�es, il se transforme en

l'algorithme 6.9 page suivante.

6.5 Les r�esultats exp�erimentaux

6.5.1 L'impl�ementation des algorithmes

Les algorithmes d�ecrits pr�ec�edemment ont �et�e cod�es en langage C (voir l'impl�ementation des

di��erentes m�ethodes dans [LS95b]).

Le prouveur utilis�e pour Sat ainsi que la proc�edure correspondant �a Max-Sat-Array ont �et�e

impl�ement�es en langage C par Thierry Castell, �etudiant en 3

�eme

cycle dans la même �equipe que

moi.

L'algorithme utilis�e pour Sat est un algorithme bas�e sur la proc�edure de Davis et Putnam

(voir [DP60]) utilisant l'heuristique pr�esent�ee dans [DABC93]. Il s'agit de l'une des m�ethodes

compl�etes les plus performantes �a ce jour.

Le probl�emeMax-Sat-Array est, quant �a lui, cod�e par un algorithme d�eriv�e de l'algorithme de

Davis et Putnam et utilisant l'heuristique de [DABC93] avec un principe de s�eparation{�evaluation

6

6

En anglais : \Branch and Bound"
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Algorithme 6.9 : Deg0 (F ) et Deg1 (F )

d�ebut

(***** Co

^

ut0(sommet) = chemin le plus court de ce sommet au puits 1 *****)

(***** passant par un nombre impair d'arcs invers�es *****)

(***** Co

^

ut1(sommet) = chemin le plus court de ce sommet au puits 1 *****)

(***** passant par un nombre pair d'arcs invers�es *****)

(***** Deg0(sommet) = version d�egraiss�ee menant du sommet vers le puits 1 *****)

(***** passant par un nombre impair d'arcs invers�es *****)

(***** Deg1(sommet) = version d�egraiss�ee menant du sommet vers le puits 1 *****)

(***** passant par un nombre pair d'arcs invers�es *****)

(***** On initialise Co

^

ut1(1) �a 0 et Co

^

ut0(1) au maximum *****)

(***** et Deg0(1) et Deg1(1) pointent vers le puits 1 *****)

si le �ls then n'est pas invers�e alors t

0

 Co

^

ut0(then)

sinon t

0

 Co

^

ut1(then)

si le �ls then n'est pas invers�e alors t

1

 Co

^

ut1(then)

sinon t

1

 Co

^

ut0(then)

si le �ls else n'est pas invers�e alors e

0

 Co

^

ut0(else)

sinon e

0

 Co

^

ut1(else)

si le �ls else n'est pas invers�e alors e

1

 Co

^

ut1(else)

sinon e

1

 Co

^

ut0(else)

si F est une hypoth�ese alors r  coût de rejet de F

sinon r  0

e

0

 e

0

+ r

e

1

 e

1

+ r

Co

^

ut0(F )  min(t

0

,e

0

)

Co

^

ut1(F )  min(t

1

,e

1

)

si t

0

> Co

^

ut0(F ) alors n

t

0

 puits 1

sinon

si le �ls then n'est pas invers�e alors n

t

0

 Deg0(then)

sinon n

t

0

 le compl�ement de Deg1(then)

si e

0

> Co

^

ut0(F ) alors n

e

0

 puits 1

sinon

si le �ls else n'est pas invers�e alors n

e

0

 Deg0(else)

sinon n

e

0

 le compl�ement de Deg1(else)

si t

1

> Co

^

ut1(F ) alors n

t

1

 puits 0

sinon

si le �ls then n'est pas invers�e alors n

t

1

 Deg1(then)

sinon n

t

1

 le compl�ement de Deg0(then)

si e

1

> Co

^

ut1(F ) alors n

e

1

 puits 0

sinon

si le �ls else n'est pas invers�e alors n

e

1

 Deg1(else)

sinon n

e

1

 le compl�ement de Deg0(else)

Deg0(F )  Ite (la variable de F , n

t

0

, n

e

0

)

Deg1(F )  Ite (la variable de F , n

t

1

, n

e

1

)

�n
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(en utilisant le nombre de clauses falsi��ees apr�es r�eduction de la base comme �evaluation). Ici, l'id�ee

de base est d'associer �a chaque formule un poids et ainsi de maximiser non pas le nombre de for-

mules satisfaites mais la somme des poids des formules satisfaites. Il s'agit d'une m�ethode compl�ete.

Cet algorithme a �et�e d�evelopp�e par Thierry Castell. Notons qu'il existe dans la litt�erature d'autres

exemples d'algorithmes pourMax-Sat, qui utilisent en particulier des m�ethodes incompl�etes (voir

par exemple [HJ90, LMS92b]).

Dans le cas des BDD, j'ai �etendu le \package" BDD distribu�e par Bryant et Brace (voir [BRB90])

en rajoutant la prise en compte des poids pour les variables hypoth�eses et en impl�ementant les

algorithmes utilisant les arcs invers�es donn�es dans la section 6.4.3.2 page 205.

6.5.2 Les jeux de tests

J'ai ex�ecut�e ces programmes sur 4 jeux de test :

L'exemple classique des pingouins repr�esent�e par une base de 6 clauses, 3 strates et avec les

4 variables suivantes :

p = être un pingouin,

o = être un oiseau,

v = voler,

a = avoir des ailes.

La base utilis�ee dans cet exemple est pr�esent�ee dans le tableau 6.1.

E

1

! p

p! o

E

2

o! v

p! :v

E

3

o! a

a! v

Tableau 6.1 : Exemple des pingouins : la base de croyances

L'exemple suivant porte sur l'attribution d'une augmentation de salaire, et est repr�esent�e

par une base de 31 clauses, 7 strates avec les 17 variables suivantes :

AA = augmentation attribu�ee,

AD = augmentation disponible,

ADT = employ�e est en avance dans son travail,

AP = augmentation possible,

BN = employ�e est bien not�e,

BV = employ�e est bien vu de son chef,

CMV = chef est mal vu de la hi�erarchie,

D = employ�e est d�emotiv�e,

HFA = employ�e fait des horaires insu�sants,

HFO = employ�e fait des horaires importants,

HMO = employ�e fait des horaires moyens,

JDT = employ�e est �a jour dans son travail,

RDT = employ�e est en retard dans son travail,

S = employ�e est en surcharge,

SFA = employ�e a un salaire faible,
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SFO = employ�e a un salaire fort,

SMO = employ�e a un salaire moyen.

La base utilis�ee dans cet exemple est pr�esent�ee dans le tableau 6.2.

E

1

! SFA

! HFA

! RDT

! S

! D

! AD

SMO !

SFO !

HMO !

HFO !

JDT !

ADT !

BV !

CMV !

E

2

AP, AD ! AA

HFA, BN !

HMO ! BN

HFO ! BN

E

3

SFA ! AP

SMO ! AP

SFO, AP !

BN, RDT !

JDT ! BN

ADT ! BN

E

4

BN ! AP

AP ! BN

BV ! BN

BN ! BV

E

5

S ! AP

E

6

D ! AP

E

7

CMV ! AP

Tableau 6.2 : Exemple du salaire : la base de croyances (31 clauses)

L'exemple sur le salaire augment�e de quelques clauses ; celui-ci sera repr�esent�e par une base

de 77 clauses, 9 strates et toujours les mêmes 17 variables. La base utilis�ee dans cet exemple

est pr�esent�ee dans le tableau 6.3 page suivante.

Des exemples de bases de 3-clauses tir�ees al�eatoirement avec la proc�edure suivante (voir

l'impl�ementation en langage C [LS95b]) : on �xe 2 param�etres, le nombre de variables n, le

nombre de clauses l, et pour un n et un l donn�es, on g�en�ere al�eatoirement l clauses de longueur

3. Chaque clause est produite en choisissant al�eatoirement un ensemble de 3 variables parmi

les n disponibles et en changeant le signe de chacune d'entre elles avec une probabilit�e de

0.5. Ce mod�ele de g�en�eration est bien connu dans la communaut�e �etudiant la r�esolution du

probl�eme Sat et a �et�e introduit par [LMS92a]. Depuis, de nombreux travaux ont mis en

�evidence un seuil de 4.25 pour le ratio l=n autour duquel la probabilit�e de satis�abilit�e des

instances de bases 3-clauses g�en�er�ees al�eatoirement s'inverse brusquement (avant ce seuil,

les instances g�en�er�ees sont presque toutes consistantes et apr�es elles sont presque toutes

inconsistantes). On sait aussi qu'autour de ce seuil se situent des instances pour lesquelles
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E

1

! SFA E

3

SFO ! HFO, HMO E

4

AP, AD ! AA

! HFA SMO ! HFO, HMO, HFA HFA, BN !

! RDT SFA ! HFO, HMO, HFA HMO ! BN

! S SFO ! JDT, RDT, ADT HFO ! BN

! D SMO ! JDT, RDT, ADT E

5

SFA ! AP

! AD SFA ! JDT, RDT, ADT SMO ! AP

SMO ! HFA ! SFA, SMO, SFO SFO, AP !

SFO ! HFO ! SFA, SMO, SFO BN, RDT !

HMO ! HMO ! SFA, SMO, SFO JDT ! BN

HFO ! HFA ! RDT, JDT, ADT ADT ! BN

JDT ! HFO ! RDT, JDT, ADT E

6

BN ! AP

ADT ! HMO ! RDT, JDT, ADT AP ! BN

BV ! ADT ! SFA, SFO, SMO BV ! BN

CMV ! JDT ! SFA, SFO, SMO BN ! BV

E

2

HFO, HFA ! RDT ! SFA, SFO, SMO E

7

S ! AP

HFO, HMO ! ADT ! HFA, HFO, HMO E

8

D ! AP

HFA, HMO ! JDT ! HFA, HFO, HMO E

9

CMV ! AP

SFA, SFO ! RDT ! HFA, HFO, HMO

SFO, SMO ! D, SFO !

SMO, SFA ! D, SMO !

JDT, ADT ! SFA ! D

JDT, RDT ! HFO ! D

RDT, ADT ! HMO, D !

HFA ! D

RDT ! D

JDT, D !

ADT, D !

D ! RDT

D ! HFA

HFO ! S

S, HMO !

S, HFA !

RDT ! S

S, JDT !

S, ADT !

S ! RDT

S ! HFO

Tableau 6.3 : Exemple du salaire : la base de croyances (77 clauses)
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la r�esolution du probl�eme Sat est particuli�erement di�cile.

Tous les tests ont �et�e e�ectu�es sur une Sparc Server 1000 (qui, malgr�e son nom, est moins rapide

qu'une Sparc 10), et les r�esultats donn�es sont de 3 types :

Les r�esultats r�ecapitul�es dans le tableau 6.4 concernent uniquement l'approche BDD et

portent �a la fois sur le temps de r�eponse (en minute et seconde) et sur l'occupation m�emoire

(en nombre de sommets pour la taille du BDD). Ils sont issus de [CLSS96]. Ainsi, on compare

l'ordre pour les variables propos�e dans [JB95] avec l'ordre pr�esent�e ici en section 6.4.3.2

page 205. Les temps d'ex�ecution mesur�es correspondent �a la d�e�nition du BDD, puis �a son

d�egraissage. On constate que l'ordre propos�e ici est bien meilleur que l'ordre de [JB95],

puisque le gain en taille varie avec un rapport de 4 �a 9 suivant les exemples. Il semble que

ce rapport soit croissant avec la taille de la base initiale.

Taille de R

E

Tps r�eponse avec R

E

Taille Tps r�eponse avec R

00

E

Test ordre notre ordre notre R

00

E

ordre notre

[JB95] ordre [JB95] ordre [JB95] ordre

Pingouins 12 10 � 0 � 0 4 � 0 � 0

Salaire 31 f. 252 932 62 028 1'07" 4.7" 17 12.8" 3.1"

Salaire 77 f. 748 461 83 040 4'25" 14.3" 17 38" 4.2"

Tableau 6.4 : R�esultats sur les BDD

Les r�esultats concernant les temps de r�eponse des 3 approches sur les trois premiers exemples,

sont pr�esent�es dans le tableau 6.5. Les temps donn�es ici correspondent au processus complet

de la relation Uni-Lex : �a partir d'une base E et d'une clause �, on mesure le temps

n�ecessaire pour v�eri�er si E j�

8;lex

�. Dans le cas de l'exemple des pingouins, la clause � est

! a. Dans ce cas des exemples sur le salaire, la clause � est! AA

7

. Ces r�esultats con�rment

ce que la th�eorie nous a appris : les r�esultats obtenus par la m�ethode de r�esolution na��ve

sont tr�es vite catastrophiques, alors que ceux obtenus en utilisantMax-Sat sont de loin les

meilleures. La m�ethode reposant sur les BDD est un moyen terme pouvant être int�eressant

dans une optique de pr�ecompilation de la base initiale.

R�esolution avec BDD

Test R�es. na��ve R�es. avec Max-Sat Tps. construction Tps.

+ d�egraissage v�eri�cation

Pingouins � 0 � 0 � 0 � 0

Salaire 31 f. 0.06" � 0 7.8" � 0

Salaire 77 f. arrêt apr�es 26'40" 0.02" 18.5" � 0

Tableau 6.5 : Comparaison des trois m�ethodes sur quelques exemples choisis

Quant aux tests al�eatoires e�ectu�es avec chacune des trois m�ethodes, leurs r�esultats sont

pr�esent�es sur les �gures 6.4 page 219 �a 6.7 page 222 en utilisant une �echelle verticale loga-

rithmique. Ces tests ont �et�e e�ectu�es avec trois valeurs de nombre de variables (5, 10 et 20),

pour des ratios allant de 2 �a 8 par pas de 0.2, et avec 50 �echantillons par point. Rappelons que

les bases ainsi g�en�er�ees sont, avec une forte probabilit�e, consistantes pour un ratio inf�erieur

�a 4.25 et inconsistantes pour un ratio sup�erieur �a 4.25. D'autre part, nous avons interrompu

l'ex�ecution du test courant d�es que le temps de r�eponse d�epassait quelques centaines de

secondes. Dans ce cas, aucun r�esultat n'est donn�e et la courbe est alors interrompue.

La �gure 6.4 page 219 porte sur des temps qui correspondent au temps n�ecessaire pour

v�eri�er si E j�

8;lex

�, �a partir d'une base E et d'une clause � donn�ees. Ici, la clause �

est une clause de 3 litt�eraux tir�ee al�eatoirement (en utilisant la même technique et les

7

Nous informons nos lecteurs que l'employ�e a �nalement obtenu son augmentation de salaire !
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mêmes param�etres que pour le choix de la base). Ces r�esultats g�en�eralisent ceux obtenus

sur les trois exemples pr�ec�edents, c'est-�a-dire les excellents r�esultats de la m�ethode

utilisant Max-Sat, suivie de pr�es par la m�ethode reposant sur les BDD (l'�ecart entre

les deux m�ethodes se creusant au fur et �a mesure que le nombre de variables augmente).

Quant �a la m�ethode na��ve, ses performances ne lui permettent pas de traiter plus d'une

dizaine de variables d�es que la base devient fortement inconsistante.

La �gure 6.5 page 220 est relative aux temps de cr�eation, de d�egraissage et de v�eri�-

cation de l'implication avec la m�ethode des BDD. Ces r�esultats con�rment l'int�erêt de

cette technique dans une optique de pr�ecompilation de la base, puisque le temps de v�e-

ri�cation de l'implication, une fois obtenu le BDD d�egraiss�e, est tout �a fait n�egligeable.

Par contre, le temps de cr�eation, et dans une moindre mesure celui de d�egraissage, sont

importants d�es que l'on manipule des bases de croyances de grande taille.

La �gure 6.6 page 221 concerne la taille des BDD : celle apr�es la cr�eation (donc, avant

d�egraissage) et celle apr�es d�egraissage. On y voit l'impact impressionnant du d�egrais-

sage sur le BDD initial. On constate aussi que, d�es que la base devient fortement

inconsistante, le BDD d�egraiss�e correspond, dans la majorit�e des cas, �a une seule sous-

base lex-pr�ef�er�ee ayant un seul mod�ele (le nombre de sommets tend vers le nombre

de variables). Cela prouve �a quel point le m�ecanisme de g�en�eration utilisant l'ordre

lexicographique est s�electif.

La �gure 6.7 page 222 reprend les r�esultats de la �gure 6.4 page suivante en pr�esentant

un autre point de vue : l'impact du nombre de variables sur chaque m�ethode. Il s'av�ere

que la technique la plus robuste est encore celle utilisantMax-Sat.

6.5.3 Conclusion sur l'�etude algorithmique

Les r�esultats obtenus mettent en �evidence quelques points importants :

ils identi�ent clairement la m�ethode utilisant Max-Sat comme �etant la meilleure, celle

reposant sur les BDD venant ensuite, et en derni�ere position la m�ethode na��ve qui est catas-

trophique ; ce r�esultat montre bien l'int�erêt pratique d'une �etude en complexit�e, l'algorithme

s'appuyant sur Max-Sat d�ecoulant de cette �etude ;

ils mettent en �evidence le fait que, dans la m�ethode utilisant les BDD, c'est le temps de

cr�eation de la base qui est le plus coûteux ; le temps de d�egraissage est beaucoup plus faible

et celui de v�eri�cation est proche de 0 ; l'utilisation des BDD commemoyen de pr�ecompilation

de la base est donc justi��ee dans la pratique ;

ils montrent aussi que, contrairement au probl�eme Sat, aucune des m�ethodes utilis�ees ne

fait apparâ�tre le moindre seuil.

Les perspectives sont alors multiples. On peut envisager la transformation des algorithmes pr�e-

sent�es ici a�n de pouvoir repr�esenter d'autres relations d'inf�erence non-monotone. Cela devrait

être facile �a faire pour les m�ethodes na��ve et BDD, puisqu'elles r�esultent d'un couplage faible. Par

contre, l'algorithme utilisant Max-Sat va être beaucoup plus di�cile �a transformer.

Bien que les r�esultats sur les BDD ne soient pas exceptionnels, cette m�ethode m�erite encore

quelques �etudes. En e�et, elle pr�esente un avantage certain par rapport aux autres m�ethodes :

elle permet de traiter une base de formules propositionnelles quelconques, alors que les autres

techniques se limitent �a des bases de clauses. Les am�eliorations possibles de cette m�ethode peuvent

porter sur les performances en temps de construction (par exemple, en utilisant Max-Sat pour

construire le BDD d�egraiss�e directement), ou bien en taille du BDD produit (par exemple, en

am�eliorant l'ordre utilis�e sur les variables pour, entre autres, minimiser l'impact de l'insertion des

variables hypoth�eses, ou en �etudiant un ordre d'introduction des formules durant la construction

du BDD).

D'autre part, l'utilisation des BDD montre par exp�erimentation que, dans le cas d'une base de

croyances fortement inconsistante, le m�ecanisme de g�en�eration Lex ne s�electionne en g�en�eral
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qu'une seule sous-base ayant un seul mod�ele. Cela parâ�t excessif, et incite �a l'�etude d'autres

relations plus graduelles (par exemple, ne pas prendre en compte que les sous-bases lex-pr�ef�er�ees,

mais aussi celles qui leur sont le plus proches dans l'ordre lexicographique).

Dans un cadre plus g�en�eral, tous les tests e�ectu�es ici seraient �a reprendre pour analyser l'impact

de nouveaux param�etres, par exemple le nombre de strates, le nombre de sous-bases pr�ef�er�ees,

le nombre de mod�eles pr�ef�er�es de ces sous-bases. Il faudrait aussi �etudier l'�evolution de l'�ecart

entre la borne th�eorique et la taille r�eelle suivant l'�evolution des param�etres (nombre de variables,

ratios: : : ). Et pour �nir (momentan�ement, j'esp�ere), il serait aussi int�eressant d'approfondir l'�etude

des m�ethodes d�evelopp�ees dans d'autres domaines du raisonnement non-monotone (par exemple,

celles utilis�ees en logique des d�efauts). Peut-être, d�ecouvrirait-on des aspects et techniques utili-

sables pour coder les relations qui nous int�eressent.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Le cadre du raisonnement non-monotone en intelligence arti�cielle a vu se d�evelopper depuis

quelques ann�ees de tr�es nombreux formalismes ayant chacun leurs sp�eci�cit�es, tant th�eoriques,

qu'applicatives.

Il m'a sembl�e alors, qu'�a cette �etape de la recherche sur un domaine aussi proli�que, il �etait

important de \faire le point". Ce travail est donc une �etude de synth�ese de quelques formalismes

d�ej�a existants. Il ne s'agit pas de cr�eer de nouveaux formalismes pour faire du raisonnement non-

monotone, mais plutôt d'en identi�er un ou plusieurs particuli�erement performants (du point de

vue pratique comme du point de vue th�eorique).

J'ai choisi de restreindre mon centre d'int�erêt aux formalismes traitant de l'aspect d�eductif du

raisonnement non-monotone et en particulier �a ceux r�esultant de la combinaison de l'inf�erence

classique et de pr�ef�erences (voir [DLP91, CRS92, Leh92, BCD

+

93, BDP93]). Ainsi, mon travail

s'applique au traitement d'une base inconsistante, puisque les pr�ef�erences peuvent servir entre

autres �a choisir en cas de conits, et il concerne les m�ethodes dites de \ restauration de la coh�eren-

ce" puisque, face �a une inconsistance, elles cherchent �a restaurer la coh�erence avec �eventuellement

le risque de rendre inaccessible certaines informations

1

.

Dans ce contexte, on peut identi�er di��erentes relations d'inf�erence pouvant toutes être vues �a

travers le même cadre uni�cateur : pour chacune d'entre elles, on identi�e un ensemble de sous-

bases consistantes pr�ef�er�ees et on applique un principe d'inf�erence permettant de d�e�nir l'inf�erence

non-monotone �a partir de l'inf�erence classique sur les sous-bases pr�ef�er�ees. Ainsi, je me suis trouv�ee

face �a une vingtaine de relations d'inf�erence non-monotone que j'ai �etudi�ees suivant di��erents

points de vue : la complexit�e du temps de calcul, la prudence et la validit�e des propri�et�es de

d�eduction (voir [KLM90, GM94]). Ces crit�eres ont �et�e choisis en fonction de leur importance :

La complexit�e en temps de calcul est essentielle d�es qu'on aborde l'aspect d'une mise en

pratique de la th�eorie (voir [Neb95]) ;

la prudence, comme la validit�e des propri�et�es de d�eduction sont relatives �a la capacit�e de la

relation d'inf�erence �a d�eduire le maximum de conclusions signi�catives suivant les donn�ees

dont on dispose.

1

De mani�ere g�en�erale, on constate qu'il existe diverses attitudes possibles face �a l'inconsistance (voir [BDP95]

pour une pr�esentation de ce sujet) :

soit chercher �a restaurer la consistance, avec �eventuellement le risque de rendre inaccessible certaines infor-

mations ; dans [BDP95], ces techniques sont dites \bas�ees sur la coh�erence" ;

soit chercher �a g�erer l'inconsistance sans rien jeter, c'est-�a-dire inf�erer de nouvelles conclusions �a partir de

la base inconsistante en les justi�ant par de \bonnes raisons", de \bons arguments" ; dans [BDP95], ces

techniques sont dites \fondatrices".

.
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Quelques travaux existaient d�ej�a sur ces sujets (voir [Neb91, Got92, EG92, EG93] sur le chapitre

de la complexit�e, voir [PL92, Bra93] pour la prudence, voir [KLM90, Leh92, BCD

+

93, GM94]

pour les propri�et�es de d�eduction) mais le plus souvent ces �etudes ne concernaient que quelques

relations et rarement sur tous ces crit�eres �a la fois. Mon travail a donc consist�e �a compl�eter le plus

possible ces di��erents travaux, en particulier sur les relations d'inf�erence non-monotone issues de

la cardinalit�e et sur celles issues de la cons�equence argumentative moins �etudi�ees du fait de leur

apparition r�ecente. Dans le même ordre d'id�ee, j'ai cherch�e �a approfondir l'aspect algorithmique

de ces relations en r�ealisant quelques impl�ementations pratiques.

La premi�ere �etape de l'�etude est purement th�eorique et a permis d'obtenir de nombreux r�esultats :

Premi�erement, dans le cadre de la complexit�e, j'apporte de nombreux r�esultats jusqu'alors

inconnus puisque sur les 81 r�esultats pr�esent�es en section 4.1.4 page 144, 74 sont nouveaux.

J'ai aussi montr�e que certaines restrictions pouvaient am�eliorer quelque peu cet aspect mais

ces gains restent limit�es puisqu'ils r�eduisent d'autant l'expressivit�e de notre langage (seule

l'utilisation de conjonctions de clauses de Horn et d'un ordre strict et total comme relation

de pr�ef�erence permet de se ramener �a des probl�emes de complexit�e P).

Deuxi�emement, je pr�esente un ensemble complet de r�esultats concernant la prudence et les

propri�et�es de d�eduction des relations d'inf�erence non-monotone permettant ainsi de situer

les di��erentes relations �etudi�ees par rapport aux types de relations consid�er�ees comme int�e-

ressantes dans ce domaine (relations pr�ef�erentielles ou relations rationnelles).

Cette �etude a permis de distinguer deux relations (Uni-Bo et Uni-Lex) particuli�erement perfor-

mantes pour tous les crit�eres �etudi�es, mais elle est surtout int�eressante par le fait qu'elle m'am�ene

�a remettre en question certains des crit�eres de comparaison utilis�es. Par exemple, la pr�edominance

de l'ensemble de propri�et�es de d�eduction, consid�er�e �a ce jour comme primordial pour avoir une

\bonne" relation, me parâ�t excessive et ceci pour deux raisons :

cet ensemble de propri�et�es est insu�sant pour d�etecter certains probl�emes importants (voir

par exemple le probl�eme de non-pertinence pour Uni-Bo) ;

les propri�et�es de cet ensemble peuvent ne pas être v�eri��ees par une relation sans que pour

autant cette relation soit sans int�erêt (voir le cas des relations issues de la cons�equence

argumentative).

Mis �a part le fait que cet ensemble devrait être compl�et�e par de nouvelles propri�et�es (certaines

existent d�ej�a et d'autres sont �a d�ecouvrir), je pense, et ce sera l�a une des perspectives de ces

travaux, qu'il serait souhaitable de trouver des crit�eres de comparaison beaucoup plus complets

et objectifs. Ce n'est pas le cas actuellement avec le crit�ere de prudence extrêmement di�cile �a

exploiter et avec les propri�et�es de d�eduction qui favorisent certains types de relations d'inf�erence,

puisqu'ayant �et�e d�e�nies �a l'origine pour ces relations l�a.

Toutefois, je ne suis pas certaine que cela soit la seule solution. En e�et, une autre perspective serait

probablement de \prendre le probl�eme dans l'autre sens", c'est-�a-dire de chercher par rapport �a

une application donn�ee quelles sont les propri�et�es souhaitables pour une relation traitant cette

application. J'ai choisi ici la premi�ere m�ethode car mon �etude n'est pas centr�ee sur un probl�eme

donn�e mais s'inscrit plutôt dans un cadre g�en�eral.

Parmi les prolongements possibles, je vois aussi le même type d'�etude dans le cas de relations

d'inf�erence d�e�nies �a l'aide d'un ordre partiel (ici, je me suis content�ee d'explorer des relations

d'inf�erence d�e�nies �a l'aide d'un ordre total). Sur cet aspect, quelques travaux existent d�ej�a

(voir [Rya92, CRS92, Men94]), et il serait bon de voir si les r�esultats th�eoriques obtenus dans

le cas d'un ordre total s'�etendent �a un ordre partiel.

Une autre possibilit�e �a explorer serait d'�etudier l'impact sur les r�esultats th�eoriques de la d�e�nition

d'un autre op�erateur � (l'op�erateur qui permet de d�e�nir la relation 	 j�

p;m

E;<

� �a partir de la

relation (E;<) j�

p;m

�). En e�et, la d�e�nition utilis�ee ici est celle se rapprochant le plus de l'aspect

actuellement envisag�e dans les probl�emes de r�evision.
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La seconde �etape de cette �etude concerne l'algorithmique, et les r�esultats obtenus portent sur

les performances temporelles et spatiales des 3 algorithmes impl�ement�es. Cette derni�ere �etape

rejoint l'�etape de synth�ese th�eorique en mettant en valeur, du point de vue pratique les di��erences

de complexit�e th�eorique. On \sent" bien alors tout l'int�erêt d'une �etude de complexit�e th�eorique,

pr�ealable indispensable �a une quelconque r�ealisation pratique. Ici, les perspectives sont �evidemment

de d�evelopper des algorithmes pour d'autres relations, puisque je me suis limit�ee �a �etudier ceux

pour Uni-Lex. De plus, l'utilisation de ces di��erents algorithmes sur des exemples r�eels me parâ�t

essentielle pour bien expliciter les avantages et les inconv�enients de chaque relation.

En�n, je pense qu'une telle �etude, �a la fois th�eorique et pratique, serait �a mener sur d'autres types

de relations, en particulier sur des relations \fondatrices" au sens de [BDP95], puisqu'on sait d�ej�a

qu'il existe quelques liens avec l'approche \bas�ee sur la coh�erence" qui a �et�e au centre de mon

travail (voir [Cay95a]).
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Annexe A

Th�eor�emes et d�e�nitions utilis�es

pour les d�emonstrations de

complexit�e

Dans cette annexe, je r�epertorie les principaux th�eor�emes et d�e�nitions utilis�es lors des d�emons-

trations de complexit�e. Pour chacun des th�eor�emes, je donne soit la r�ef�erence o�u trouver la preuve,

soit la preuve elle-même.

Remarque : dans le cas des th�eor�emes donnant la complexit�e des processus de r�evision Fmr, Sbr,

Pbr,Ubr auxquels je me suis r�ef�er�ee lors de mes propres d�emonstrations de complexit�e, j'explicite

dans une premi�ere partie les d�emonstrations pr�esent�ees initialement par Nebel dans [Neb91], car

les m�ecanismes mis en �uvre m'ont beaucoup inspir�ee pour mes propres d�emonstrations. Puis je

calcule la complexit�e de ces mêmes processus dans un cas particulier (le cas de Horn) en utilisant

la technique donn�ee par Eiter et Gottlob dans [EG92].

A.1 Les th�eor�emes et d�e�nitions g�en�eraux

D�e�nition A.1.1 Une transformation polynomiale f est une fonction calculable en un temps

polynomial et telle que 8x, x 2 L

1

, f(x) 2 L

2

(ceci est not�e L

1

/ L

2

).

Corollaire A.1.1 Dans le cadre de probl�emes de d�ecision, L

1

/ L

2

, co-L

1

/ co-L

2

.

Preuve :

L

1

/ L

2

,

il existe une transformation polynomiale f telle que (x 2 L

1

, f(x) 2 L

2

) pour tout

x

,

il existe une transformation polynomiale f telle que (x 62 L

1

, f(x) 62 L

2

) pour tout

x

Or nous sommes dans le cadre de probl�emes de d�ecision. Ce qui signi�e que les langages

L

1

et L

2

repr�esentent des instances positives de probl�emes, c'est-�a-dire des instances

dont la solution est oui. Donc dire que x 62 L

1

est �equivalent �a dire que x 2 co-L

1

. On

a donc :
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,

il existe une transformation polynomiale f telle que (x 2 co-L

1

, f(x) 2 co-L

2

) pour

tout x

,

co-L

1

/ co-L

2

2

Corollaire A.1.2 Dans le cadre de probl�emes de d�ecision, pour toute classe de complexit�e X de

la hi�erarchie polynomiale, on a : L est X-complet , co-L est co-X-complet.

Preuve :

L est X-complet

,

L 2 X et 8L

0

2 X, L

0

/ L. Or L

0

/ L , co-L

0

/ co-L. On a donc :

L 2 X et 8L

0

2 X, co-L

0

/ co-L

,

co-L 2 co-X et 8 co-L

0

2 co-X, co-L

0

/ co-L

,

co-L est co-X-complet. 2

Th�eor�eme A.1.1 Si L est NP-complet et co-L 2 NP alors NP = co-NP

Preuve : (voir [GJ79])

Th�eor�eme A.1.2 Soit X une classe de complexit�e de la hi�erarchie polynomiale, 8L

1

; L

2

2 X, L

1

�etant X-complet, si L

1

/ L

2

, alors L

2

est X-complet.

Preuve :

Pour toute classe X de la hi�erarchie polynomiale,L

2

sera X-complet ssi L

2

2 X et pour

tout L 2 X on a L / L

2

.

Or on sait d�ej�a que L

2

2 X puisque cela fait partie des hypoth�eses. Il su�t de montrer

que pour tout L 2 X on a L / L

2

.

On sait que L

1

est X-complet, donc que pour tout L 2 X on a L / L

1

. Et on sait que

L

1

/ L

2

.

D'autre part, on sait que la relation / est transitive (voir [GJ79]).

On a donc pour tout L 2 X, L / L

2

.

L

2

est donc X-complet. 2

Th�eor�eme A.1.3 Soit X une classe de complexit�e de la hi�erarchie polynomiale, si L est X-complet

et co-L 2 X alors X = co-X

1

.

Preuve :

1. L 2 X-complet , co-L 2 co-X-complet , pour tout L

0

2 co-X on a L

0

/ co-L

Or on sait par hypoth�ese que co-L 2 X donc comme L 2 X-complet, on a co-L /

L.

La transformation polynomiale �etant transitive, on a donc pour tout L

0

2 co-X,

L

0

/ L )

pour tout L

0

2 co-X, L

0

2 X ) co-X inclus dans X

1

Ce th�eor�eme est une g�en�eralisation du th�eor�eme A.1.1 cit�e pr�ec�edemment.
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2. L 2 X-complet, co-L 2 co-X-complet.

D'autre part co-L 2 X donc L 2 co-X et co-L �etant co-X-complet, alors L / co-L.

Avec de plus le fait que L 2 X-complet, pour tout L

0

2 X on a L

0

/ L.

La transformation polynomiale �etant transitive, on a donc pour tout L

0

2 X, L

0

/ co-L ) pour tout L

0

2 X, L

0

2 co-X ) X inclus dans co-X

3. En conclusion : X = co-X.

2

Th�eor�eme A.1.4 Soit k un entier repr�esentant un niveau de la hi�erarchie polynomiale (k � 1),

les deux propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

(1) si �

p

k�1

6= �

p

k�1

, L 2 �

p

k

- (�

p

k�1

[ �

p

k�1

),

(2) L 2 �

p

k

et est �

p

k�1

-di�cile et �

p

k�1

-di�cile.

Preuve :

(1) ) (2) :

(1), L 2 �

p

k

- (�

p

k�1

[ �

p

k�1

), si �

p

k�1

6= �

p

k�1

. Rappelons que : si �

p

k�1

= �

p

k�1

alors la hi�erarchie polynomiale s'e�ondre sur �

p

k�1

. Tant que l'on suppose vraie la

conjecture �

p

k�1

6= �

p

k�1

, on suppose par l�a-même que les classes �

p

k

et (�

p

k�1

[

�

p

k�1

) sont distinctes. Ainsi, si L appartient �a la di��erence �

p

k

- (�

p

k�1

[ �

p

k�1

),

alors, par d�e�nition de la hi�erarchie polynomiale, L est (�

p

k�1

[ �

p

k�1

)-di�cile.

On a ainsi : L 2 �

p

k

et est �

p

k�1

-di�cile et �

p

k�1

-di�cile, ce qui est exactement

la propri�et�e (2).

(2) ) (1) :

(2), L 2 �

p

k

et est �

p

k�1

-di�cile et �

p

k�1

-di�cile. Donc, soit L

0

probl�eme �

p

k�1

-

complet, on a : L

0

/ L et co-L

0

/ L. Prenons maintenant comme hypoth�ese

que :

L 2 �

p

k�1

:

Utilisons le th�eor�eme A.1.3 page ci-contre donn�e ci-dessus. On sait que co-L

0

/ L, donc avec l'hypoth�ese L 2 �

p

k�1

, il est possible de r�esoudre co-L

0

avec

un algorithme �

p

k�1

, ce qui revient �a dire que co-L

0

2 �

p

k�1

.

D'autre part, on sait que L

0

est �

p

k�1

-complet. Nous obtenons alors : L

0

est

�

p

k�1

-complet, co-L

0

2 �

p

k�1

, on a donc �

p

k�1

= �

p

k�1

.

L 2 �

p

k�1

:

On sait que L

1

/ L

2

, co-L

1

/ co-L

2

, 8 L

1

et L

2

. De plus on sait que L

0

/ L

donc co-L

0

/ co-L.

Ainsi, avec l'hypoth�ese L 2 �

p

k�1

, on a co-L 2 �

p

k�1

, et il est donc possible

de r�esoudre co-L

0

avec un algorithme �

p

k�1

, ce qui revient �a dire que co-L

0

2

�

p

k�1

.

Nous pouvons donc �a nouveau appliquer le même th�eor�eme : L

0

est �

p

k�1

-

complet, co-L

0

2 �

p

k�1

, on a donc �

p

k�1

= �

p

k�1

.

Nous avons ainsi, si �

p

k�1

6= �

p

k�1

, L 2 �

p

k

- (�

p

k�1

[ �

p

k�1

), ce qui est exactement

la propri�et�e (1).

2

A.2 Les th�eor�emes et d�e�nitions pour la r�evision

A.2.1 Complexit�e de Fmr

D�e�nition A.2.1 Le probl�eme Fmr se d�e�nit de la mani�ere suivante : soit Z un ensemble de

formules, soient y et x deux formules, Z r�evis�e par y inf�ere-t-il x ? L'op�erateur de r�evision est
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d�e�ni comme suit : l'ensemble \Z r�evis�e par y" = Z [ fyg si Z est consistant avec y, sinon y.

Voir [Neb91] pour plus de d�etail.

Th�eor�eme A.2.1 Dans le cas propositionnel g�en�eral, le processus de r�evision appel�e Fmr appar-

tient �a la classe de complexit�e �

p

2

- (NP [ co-NP), si NP 6= co-NP.

Preuve : (voir [Neb91])

Il faut calculer la complexit�e du probl�eme P : x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y en utilisant la

m�ethode Fmr ?

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

L'algorithme A.1 est un algorithme possible pour Fmr.

Algorithme A.1 : Fmr (Z, x, y)

d�ebut

si Z n'inf�ere pas :y alors

Z [ y inf�ere-t-il x ?

else

y inf�ere-t-il x ?

�n

On sait d'autre part que le probl�eme BC ` H est de complexit�e co-NP et donc que le

co-probl�eme associ�e BC 6` H est de complexit�e NP. Cela nous donne donc pour Fmr

un algorithme polynomial faisant appel �a un oracle NP et �a un oracle co-NP. Ce qui ne

correspond �a rien de connu dans la hi�erarchie polynomiale. Par contre, on peut sans

probl�eme modi�er cet algorithme de mani�ere �a n'utiliser plus qu'un oracle NP

2

(voir

algorithme A.2).

Algorithme A.2 : Fmr (Z, x, y) seconde possibilit�e

d�ebut

si Z n'inf�ere pas :y alors

si Z [ y n'inf�ere pas x alors

�echec  vrai

else

�echec  faux

else

si y n'inf�ere pas x alors

�echec  vrai

else

�echec  faux

v�eri�er que l'on n'a pas �echec (�echec = faux)

�n

Dans cet algorithme qui est polynomial, on utilise un oracle de complexit�e NP.

Le probl�eme Fmr est donc dans la classe de complexit�e P

NP

= �

p

2

.

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?

On ra�ne l'appartenance �a la classe �

p

2

en v�eri�ant si Fmr 2 NP ou co-NP.

2

Cette technique est syst�ematiquement utilis�ee y compris pour des oracles de complexit�e X quelconque et elle

justi�e le fait que la hi�erarchie polynomiale ne soit d�e�nie que pour des oracles de classe NP, �

p

2

, �

p

3

, : : :, �

p

k

.
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Pour cela, on va essayer de comparer Fmr �a des probl�emes connus de NP et co-NP. Les

probl�emes les plus connus sont Gsat et Ungsat (satisfaisabilit�e et insatisfaisabilit�e

d'une formule en logique classique propositionnelle). On constate alors que :

Le probl�eme Gsat se ram�ene au probl�eme Fmr par une transformation polyno-

miale :

Soit H une formule propositionnelle, posons : Z = fHg, y = vrai, et x = H

3

.

H est satis�able , H 2 C

n

(fHg) r�evis�e par vrai.

En conclusion,Gsat se transforme polynomialement en Fmr (not�eGsat /Fmr).

Le probl�eme Ungsat (compl�ementaire de Gsat) se ram�ene au probl�eme Fmr

de mani�ere polynomiale (on applique le même raisonnement que pr�ec�edemment).

Soit H une formule propositionnelle, posons : Z = ?, y = H et x = ?.

H est insatis�able

,

il n'existe pas d'ensemble de formules consistant M tel que M ` H

,

H ` ?.

,

? 2 C

n

(?) r�evis�e par H.

En conclusion, on a Ungsat / Fmr.

En utilisant le th�eor�eme A.1.4 page 237 donn�e ci-dessus, on prouve que, si NP 6= co-NP,

Fmr 2 �

p

2

- (NP [ co-NP). 2

D�e�nition A.2.2 On dira qu'un processus de r�evision Rev(Z; y; x) est appliqu�e au cas Horn ssi

Z est un ensemble de conjonctions de clauses de Horn, y est une conjonction de clauses de Horn

et x est une clause de Horn.

D�e�nition A.2.3 On dira qu'un processus de r�evision Rev(Z; y; x) est appliqu�e au cas Horn

strict ssi Z est un ensemble de clauses de Horn, y et x sont des clauses de Horn.

Th�eor�eme A.2.2 Dans le cas Horn (voir d�e�nition A.2.2), le processus de r�evision appel�e Fmr

appartient �a la classe de complexit�e P et sera not�e Fmr-Horn.

Preuve : L'algorithme pour Fmr-Horn est le même que celui de Fmr. C'est un

algorithme polynomial, dans lequel on utilise un oracle qui est d�esormais de complexit�e

P puisque le probl�eme de satisfaction d'un ensemble de conjonctions de clauses de Horn

est polynomial.

Le probl�eme Fmr-Horn est donc dans la classe de complexit�e P. 2

3

Cette construction est la cons�equence du raisonnement suivant. Tout d'abord, on remarque que BC ` H est

de complexit�e co-NP (donc se ram�ene �a un probl�eme Ungsat), tandis que BC 6` H est de complexit�e NP (donc se

ram�ene �a un probl�eme Gsat) ; ainsi l'algorithme de Fmr donn�e ci-dessus peut s'exprimer de la fa�con suivante :

1. Si Gsat alors

2. Ungsat num�ero 1

3. sinon Ungsat num�ero 2

Pour que Gsat se ram�ene �a cet algorithme, il su�t que :

ce probl�eme Gsat corresponde au probl�eme Gsat du \Si",

le probl�emeUngsat num�ero 1 corresponde�a un probl�eme donc la r�eponse est oui quand la r�eponse au probl�eme

Gsat est oui,

le probl�eme Ungsat num�ero 2 corresponde �a un probl�eme donc la r�eponse est non quand la r�eponse au

probl�eme Gsat est non.
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Th�eor�eme A.2.3 Dans le cas Horn strict (voir d�e�nition A.2.3 page pr�ec�edente), le processus

de r�evision appel�e Fmr appartient �a la classe de complexit�e P et sera not�e Fmr-HornS.

Preuve : La preuve est identique �a celle du cas Horn puisque les probl�emes de satis-

faction d'un ensemble de clauses de Horn et d'un ensemble de conjonctions de clauses

de Horn sont identiques.

Le probl�eme Fmr-HornS est donc dans la classe de complexit�e P. 2

A.2.2 Complexit�e de Sbr

D�e�nition A.2.4 Le probl�eme Sbr se d�e�nit de la mani�ere suivante : soit Z un ensemble de

formules, soient y et x deux formules, Z r�evis�e par y inf�ere-t-il x ? L'op�erateur de r�evision est

d�e�ni comme suit : l'ensemble \Z r�evis�e par y" = (\

Y2(Z#:y)

C

n

(Y )) + y, avec l'op�erateur #

d�e�ni informellement par Z # y = fensembles de formules n'impliquant pas y et maximaux pour

l'inclusiong, la notation C

n

(A) signi�ant l'ensemble des cons�equences logiques de A.

Voir [Neb91] pour plus de d�etail, en particulier pour la d�e�nition formelle de Z # y. Remarquons

que les Y sont les th�eses de Z consistantes avec y.

Th�eor�eme A.2.4 Dans le cas propositionnel g�en�eral, le processus de r�evision appel�e Sbr est

�

p

2

-complet.

Preuve : (voir [Neb91])

Il faut calculer la complexit�e du probl�eme P : x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y en utilisant la

m�ethode Sbr ?

Dans la m�ethode Sbr, le probl�eme \x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y" consiste �a prouver que :

\quel que soit Y un sous-ensemble de Z tel que Y n'inf�ere pas :y et est maximal au

sens de l'inclusion (Y est dit maximal-y-consistant), alors Y [ fyg inf�ere x".

Il va être d�elicat de calculer la complexit�e de ce probl�eme sachant qu'il faut passer en

revue tous les sous-ensembles Y de Z v�eri�ant les propri�et�es �enonc�ees ci-dessus. On va

donc plutôt calculer la complexit�e du co-probl�eme dans lequel il su�t de trouver un

sous-ensemble Y v�eri�ant les propri�et�es mais n'inf�erant pas x.

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

L'algorithme non d�eterministe A.3 est une des solutions possibles pour impl�ementer

co-Sbr.

Algorithme A.3 : Sbr (Z, x, y)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de Z

v�eri�er qu'il est maximal pour l'inclusion et n'inf�ere pas :y

(* c'est-�a-dire que quel que soit z appartenant �a Z � Y ,

on a Y [ fzg qui inf�ere :y *)

v�eri�er que Y [ fyg n'inf�ere pas x

�n

Dans cet algorithme qui est non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial, on

utilise un oracle de complexit�e NP (même raisonnement que pour Fmr).

Le probl�eme co-Sbr appartient donc �a la classe de complexit�e NP

NP

= �

p

2

, donc le

probl�eme Sbr appartient �a co-�

p

2

= �

p

2

.

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?
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On connâ�t des probl�emes �

p

2

-complets. L'un des plus connus est le probl�eme 2-Qbf :

\v�eri�er la satisfaisabilit�e de la formule 9a8bH(a; b) avec a = (a

1

; : : : ; a

n

) et b =

(b

1

; : : : ; b

m

)".

Pour montrer que co-Sbr est �

p

2

-complet, il su�t de montrer que le probl�eme 2-Qbf

se ram�ene polynomialement �a co-Sbr. Et on pourra alors d�eduire que co-Sbr est �

p

2

-

complet en utilisant le th�eor�eme A.1.2 page 236.

Comment faire le lien entre co-Sbr et 2-Qbf ? On cherche �a d�emontrer que le probl�eme

2-Qbf se ram�ene polynomialement �a co-Sbr. Le principe est le même que celui utilis�e

pour Fmr. Il faut montrer qu'il existe une fonction f telle que l'image par f d'une

instance positive du probl�eme num�ero 1 \9a8bH(a; b) est satis�able" est une instance

positive du probl�eme num�ero 2 \Z r�evis�e par y avec la m�ethode Sbr n'inf�ere pas x".

Posons donc :

x = :H(a; b), y = vrai, Z = fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

;:H(a; b)g.

on d�e�nit ainsi une fonction f calculable en un temps polynomial,

on a dans Z toutes les \valeurs" possibles pour les variables propositionnelles

a

1

; : : : ; a

n

dont on cherche s'il existe une assignation,

on n'impose aucune contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

, dont

toutes les assignations doivent être prises en compte,

on a dans Z la n�egation de la formule dont on cherche �a prouver la satisfaisabilit�e.

Montrons alors que : \fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

;:H(a; b)g r�evis�e par vrai avec la m�e-

thode Sbr n'inf�ere pas :H(a; b)" �equivaut �a \9a8bH(a; b) est satis�able" :

fa

1

; : : : ; a

n

;:a

1

; : : : ;:a

n

;:H(a; b)g r�evis�e par vrai avec la m�ethode Sbr

n'inf�ere pas :H(a; b)

,

il existe un sous-ensemble Y de Z tel que Y soit maximal pour l'inclusion et n'inf�ere

pas : (vrai) = contradiction = ? (donc maximal consistant) et

tel que Y n'inf�ere pas :H(a; b)

,

vu la forme de Z choisie et pour que Y soit maximal consistant et n'inf�ere pas

:H(a; b), alors Y = fl

1

; : : : ; l

n

g avec l

i

= a

i

ou :a

i

, 8i = 1 : : :n.

,

9fl

1

; : : : ; l

n

g qui est inconsistant avec :H(a; b)

,

9fl

1

; : : : ; l

n

g qui inf�ere H(a; b)

,

il existe un mod�ele des variables propositionnelles a

1

; : : : ; a

n

tel que sans la moindre

contrainte sur les variables propositionnelles b

1

; : : : ; b

m

(donc pour tout mod�ele de

b

1

; : : : ; b

m

) on a H(a; b) vraie

,

9a8bH(a; b) est satis�able

Le probl�eme 2-Qbf se ram�ene donc polynomialement �a co-Sbr. Et on en d�eduit en

utilisant le th�eor�eme A.1.2 page 236 que le probl�eme co-Sbr est �

p

2

-complet et Sbr

est �

p

2

-complet. 2
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Th�eor�eme A.2.5 Dans le cas Horn (voir d�e�nition A.2.2 page 239), le processus de r�evision

appel�e Sbr est co-NP-complet (il sera not�e Sbr-Horn).

Preuve :

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

L'algorithme pour co-Sbr-Horn est le même que celui de co-Sbr. Il s'agit d'un algo-

rithme non d�eterministe polynomial (�a cause du \deviner"), dans lequel on utilise un

oracle de complexit�e P.

Le probl�eme co-Sbr-Horn appartient donc �a la classe de complexit�e NP, donc le

probl�eme Sbr-Horn appartient �a co-NP.

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?

On connâ�t des probl�emes NP-complets. L'un des plus connus est le probl�eme Sat.

Pour montrer que co-Sbr-Horn est NP-complet, il su�t de montrer que le probl�eme

Sat se ram�ene polynomialement �a co-Sbr-Horn.

Comment faire le lien entre co-Sbr-Horn et Sat ? Nous allons nous inspirer de la d�e-

monstration utilis�ee par Eiter et Gottlob dans [EG92]. Soit C = fC

j

g pour j = 1 : : :m

ensemble de clauses quelconques �a satisfaire, soit V (C) = fx

1

; : : : ; x

n

g l'ensemble des

variables propositionnelles apparaissant dans C, posons :

Z = fx

1

; : : : ; x

n

; y

1

; : : : ; y

n

;:z

1

; : : : ;:z

n

;:sg avec y

1

; : : : ; y

n

, z

1

; : : : ; z

n

, s

nouveaux symboles de variables propositionnelles,

x = :s,

y = (z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_ :y

i

) ^ (y

i

! z

i

) ^ (x

i

! z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y], avec la notation suivante : C

j

[y] = la clause C

j

dans laquelle

on remplace tous les x

i

positifs par des :y

i

.

Quelques explications :

Le but est de transformer un probl�eme portant sur des clauses quelconques en un

probl�eme portant sur des conjonctions de clauses de Horn. Il faut donc transformer

les clauses initiales en conjonctions de clauses de Horn. Pour cela, on introduit

une nouvelle variable propositionnelle y

i

pour chaque x

i

de C, cette y

i

jouera

le rôle de :x

i

. Cela pose alors un probl�eme de coh�erence : x

i

et y

i

ne doivent

pas avoir la même valeur de v�erit�e. Nous introduisons alors une nouvelle variable

propositionnelle z

i

assurant le fait que x

i

et y

i

ne soient pas vraies en même

temps ; la maximalit�e pour l'inclusion assure pour sa part qu'au moins une des

deux variables, x

i

ou y

i

, est vraie, quel que soit i. La derni�ere variable rajout�ee s

sera vraie quand tous les z

i

seront vraies, donc quand pour tous les x

i

et y

i

, on

aura valeur-v�erit�e (x

i

) 6= valeur-v�erit�e (y

i

).

En transformant C

j

en C

j

[y], on obtient une clause de Horn, quel que soit j.

On a alors la propri�et�e suivante :

Propri�et�e A.2.1 Si la valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de la valeur de v�erit�e

de y

i

8i alors C sera satisfaite ssi C[y] est satisfaite.

De plus, si on calcule les sous-bases maximales consistantes Y de Z r�evis�e avec y,

on trouve que :

Propri�et�e A.2.2 Si C est satis�able alors il existe Y tel que Y ` z

i

(8i) et

Y ` s. Un tel Y n'inf�erera pas :s.
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Preuve :

C satis�able , il existe une interpr�etation � dans laquelle C est vraie.

Posons :

W = fx

i

tels que �(x

i

) soit vraig [ fyj tels que �(xj) soit fauxg.

8i, �(x

i

) 6= �(y

i

) puisque y

i

= :x

i

.

On a donc : 8j C

j

[y] satisfaite puisque C

j

est satisfaite et que x

i

et y

i

n'ont pas la même valeur de v�erit�e 8i.

On peut ainsi en d�eduire que y est satisfaite, donc que Y =W [ fyg est

maximale consistante pour Z r�evis�e par y.

Donc, il existe une sous-base maximale consistante Y de Z r�evis�e par y

de la forme :

Y = fx

i

tels que �(x

i

) soit vraig [ fy

i

tels que �(x

i

) soit fauxg [ fyg.

Or une telle sous-base inf�ere tous les z

i

et inf�ere s.

Donc Y n'inf�ere pas :s

Z est un ensemble de conjonctions de clauses de Horn.

y est un ensemble de conjonctions de clauses de Horn puisque les C

j

[y] sont des

clauses de Horn.

x est une clause de Horn.

Montrons maintenant que Sat implique co-Sbr-Horn et que co-Sbr-Horn implique

Sat.

Sat implique co-Sbr-Horn :

C satis�able

)

il existe une sous-base maximale consistante Y (Y = W [ fyg) de Z r�evis�e par y

telle que Y inf�ere tous les z

i

et inf�ere s et Y n'inf�ere pas :s

,

co-Sbr-Horn

co-Sbr-Horn implique Sat :

co-Sbr-Horn

,

il existe Y une sous-base maximale consistante de Z r�evis�e par y telle que Y

n'inf�ere pas :s.

Or :s appartient �a Z, donc si Y n'inf�ere pas :s, cela signi�e que Y est

inconsistante avec :s, donc que Y inf�ere s, donc que Y contient y, que 8i la

valeur de v�erit�e de x

i

est di��erente de celle de y

i

et que les C

j

[y] sont satisfaites

par la même interpr�etation que celle satisfaisant Y .

Posons comme interpr�etation � qui satisfait Y :

�(x

i

) = vrai si x

i

appartient �a Y � fyg et faux sinon

)

Dans l'interpr�etation �, les C

j

[y] sont satisfaites et comme les x

i

et les y

i

n'ont

pas la même valeur de v�erit�e

)

les C

j

sont satisfaites elles aussi

,

C satis�able

Le probl�eme Sat se ram�ene donc polynomialement �a co-Sbr-Horn. Et on en d�eduit

que le probl�eme co-Sbr-Horn est NP-complet. Donc le probl�eme Sbr-Horn est co-

NP-complet. 2
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A.2.3 Complexit�e de Pbr

D�e�nition A.2.5 Le probl�eme Pbr se d�e�nit de la mani�ere suivante : soit Z un ensemble strati��e

de formules, soient y et x deux formules, Z r�evis�e par y inf�ere-t-il x ? L'op�erateur de r�evision est

d�e�ni comme suit : l'ensemble \Z r�evis�e par y" = C

n

((_(Z + :y)) ^ y), avec l'op�erateur + d�e�ni

informellement par Z + y = fensembles de formules n'impliquant pas y et pr�ef�er�es par rapport �a

l'ordre induit par la strati�cation de Zg, la notation C

n

(A) signi�ant l'ensemble des cons�equences

logiques de A.

Voir [Neb91] pour plus de d�etail, en particulier pour la d�e�nition formelle de Z + y. Remarquons

que l'ordre utilis�e dans le calcul de Z + :y correspond exactement �a l'ordre \Inclusion Based" sur

les sous-bases consistantes avec y.

Th�eor�eme A.2.6 Dans le cas propositionnel g�en�eral, le processus de r�evision appel�e Pbr est

�

p

2

-complet.

Preuve :(voir [Neb91])

Il faut calculer la complexit�e du probl�eme P : x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y en utilisant la

m�ethode Pbr ?

Dans la m�ethode Pbr, le probl�eme \x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y" consiste �a prouver que :

\soit Z une base strati��ee, quel que soit Y sous-ensemble de Z qui n'inf�ere pas :y et

qui est pr�ef�er�e pour l'ordre \Inclusion Based" (voir d�e�nition de Pbr), alors Y [ fyg

inf�ere x".

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Posons Z = Z

1

[ : : :[Z

n

avec Z

i

= classe d'�equivalence (ensemble des formules ayant

la même priorit�e).

L'algorithme A.4 est un des algorithmes possibles pour co-Pbr.

Algorithme A.4 : Pbr (Z, x, y)

d�ebut

deviner un sous-ensemble Y de Z

v�eri�er qu'il est pr�ef�er�e pour l'ordre \Inclusion Based" et n'inf�ere pas :y

(* c'est-�a-dire que quel que soit Z

i

,

on a Y

i

= Y \ Z

i

qui est maximal pour l'inclusion parmi les

sous-ensembles de Z

i

tels que ([

j�i

Y

j

) n'inf�ere pas :y *).

v�eri�er que Y [ fyg n'inf�ere pas x.

�n

Dans cet algorithme qui est non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial, on

utilise un oracle de complexit�e NP (même raisonnement que pour Fmr).

La complexit�e de l'algorithme de co-Pbr est donc au plus NP

NP

= �

p

2

, donc la com-

plexit�e de Pbr est au plus co-�

p

2

= �

p

2

.

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?

On sait que le probl�eme Sbr est �

p

2

-complet.

On vient de montrer que le probl�eme Pbr est �

p

2

.

D'autre part, il existe une transformation polynomiale �evidente du probl�eme Sbr dans

le probl�eme Pbr : on consid�ere la base de connaissances Z du probl�eme Sbr comme

�etant une base avec priorit�e dans laquelle toutes les formules ont la même priorit�e ; Z

est donc aussi une base pour Pbr. On a ainsi Sbr / Pbr.

On en d�eduit que le probl�eme Pbr est �

p

2

-complet. 2

244



Th�eor�eme A.2.7 Dans le cas Horn (voir d�e�nition A.2.2 page 239), le processus de r�evision

appel�e Pbr est co-NP-complet (il sera not�e Pbr-Horn).

Preuve :

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

L'algorithme pour co-Pbr-Horn est le même que celui de co-Pbr. Il s'agit d'un algo-

rithme non d�eterministe (�a cause du \deviner") polynomial, dans lequel on utilise un

oracle de complexit�e P.

Le probl�eme co-Pbr-Horn appartient donc �a la classe de complexit�eNP, et le probl�eme

Pbr-Horn appartient �a co-NP.

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?

On sait que le probl�eme Sbr-Horn est co-NP-complet.

On vient de montrer que le probl�eme Pbr-Horn est co-NP.

D'autre part, il existe une transformation polynomiale �evidente du probl�eme Sbr-

Horn dans le probl�eme Pbr-Horn : la même que celle qui permet de passer de Sbr

�a Pbr. On a ainsi Sbr-Horn / Pbr-Horn.

On en d�eduit que le probl�eme Pbr-Horn est NP-complet. 2

A.2.4 Complexit�e de Ubr

D�e�nition A.2.6 Le probl�eme Ubr est d�e�ni de mani�ere identique au probl�eme Pbr (voir d�e�-

nition A.2.5 page ci-contre) mais en imposant que la base Z soit strati��ee strictement (une seule

formule par strate).

Th�eor�eme A.2.8 Dans le cas propositionnel g�en�eral, le processus de r�evision appel�e Ubr appar-

tient �a la classe de complexit�e �

p

2

- (NP [ co-NP), si NP 6= co-NP.

Preuve : (voir [Neb91])

Il faut calculer la complexit�e du probl�eme P : x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y en utilisant la

m�ethode Ubr ?

Dans la m�ethode Ubr, le probl�eme \x 2 C

n

(Z) r�evis�e par y" consiste �a prouver que :

\soit Z une base strati��ee telle que chaque strate ne contienne qu'une seule formule,

quel que soit Y sous-ensemble de Z qui n'inf�ere pas :y et qui est pr�ef�er�e pour l'ordre

\Inclusion Based", alors Y [ fyg inf�ere x".

�

Etude 1

�ere

partie : l'appartenance �a une classe.

Z = Z

1

[ : : :[Z

n

avec Z

i

= fz

i

g = singleton (on a une formule par niveau de priorit�e

et pas plus).

Au pire, Ubr aura la même complexit�e que Pbr. On peut toutefois esp�erer que le fait

que chaque classe d'�equivalence Z

i

soit un singleton simpli�e la r�esolution du probl�eme.

L'algorithme A.5 page suivante est une des solutions possibles pour impl�ementerUbr.

Remarque : cet algorithme peut parâ�tre plus compliqu�e que ceux de Sbr ou Pbr. Cela

vient du fait que le calcul des th�eses pr�ef�er�ees est int�egr�e directement �a l'algorithme,

ce qui n'�etait pas le cas pour les algorithmes pr�ec�edents. En fait, nous allons voir que

sa complexit�e est moindre.

Ici, on a un algorithme polynomial dans lequel on fait appel �a un oracle de complexit�e

NP. On peut donc en d�eduire que le probl�emeUbr appartient �a la classe des probl�emes

de complexit�e P

NP

= �

p

2

.
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Algorithme A.5 : Ubr (Z, x, y)

d�ebut

initialiser X �a ?

initialiser i �a 1

1 si X [ Z

i

n'inf�ere pas :y alors

X  X [ Z

i

incr�ementer i

si on a trait�e tous les niveaux de priorit�e alors

v�eri�er que X [ fyg inf�ere x

else

recommencer �a partir de l'�etape 1 de l'algorithme

�n

�

Etude 2

�eme

partie : la compl�etude ?

L'�etude de la compl�etude est plus di�cile. Essayons de ra�ner l'appartenance �a la

classe �

p

2

en v�eri�ant si Ubr 2 NP ou co-NP.

Pour cela, on va essayer de comparer Ubr �a des probl�emes connus de NP et co-NP. Les

probl�emes les plus classiques sont Gsat et Ungsat (satisfaisabilit�e et insatisfaisabilit�e

d'une formule en logique classique propositionnelle). On constate alors que :

le probl�eme Gsat se ram�ene au probl�eme Ubr de mani�ere polynomiale (même

raisonnement que pour la d�emonstration de Fmr) :

Soit H formule propositionnelle, posons : Z = fHg, y = vrai, x = H. On a alors :

H est satis�able , H 2 C

n

(H) r�evis�e par vrai.

Remarque : La base Z = fHg est bien une base avec priorit�e non ambigu�e car

elle ne contient qu'une seule classe d'�equivalence repr�esentant la seule formule de

la base qui peut être vue comme la formule �a la fois la plus prioritaire et la moins

prioritaire.

En conclusion, on a Gsat qui se transforme polynomialement en Ubr (not�e Gsat

/ Ubr).

le probl�eme Ungsat (compl�ementaire de Gsat) se ram�ene au probl�eme Ubr de

mani�ere polynomiale (même raisonnement que pour la d�emonstration de Fmr) :

Soit H formule propositionnelle, posons : Z = ?, y = H, x = ?. On a alors :

H est insatis�able , ? 2 C

n

(?) r�evis�e par H.

Remarque : La base Z = ? est bien une base avec priorit�e non ambigu�e car elle

ne contient aucune formule.

En conclusion, on a Ungsat / Ubr.

En reprenant le même raisonnement que pour Fmr, on prouve que, si NP 6= co-NP,

Ubr 2 �

p

2

- (NP [ co-NP).

2

Th�eor�eme A.2.9 Dans le cas Horn (voir d�e�nition A.2.2 page 239), le processus de r�evision

appel�e Ubr appartient �a la classe de complexit�e P (il sera not�e Ubr-Horn).

Preuve :

L'algorithme pour Ubr-Horn est le même que celui de Ubr. C'est un algorithme po-

lynomial, dans lequel on utilise un oracle qui est d�esormais de complexit�e P puisque le

probl�eme de satisfaction d'un ensemble de conjonctions de clauses de Horn est poly-

nomial.

Le probl�eme Ubr-Horn est donc dans la classe de complexit�e P. 2
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Th�eor�eme A.2.10 Dans le cas Horn strict (voir d�e�nition A.2.3 page 239), le processus de

r�evision appel�e Ubr appartient �a la classe de complexit�e P (il sera not�e Ubr-HornS).

Preuve : La preuve est la même que pour Ubr-Horn. 2

A.2.4.1 Remarques d'ordre g�en�eral sur les processus de r�evision et d'inf�erence

Il existe entre les processus de r�evision et les processus d'inf�erence non-monotone des liens �etroits

(voir le chapitre 5 page 193). Typiquement, il y a une correspondance entre le probl�eme \Z r�evis�e

par y inf�ere-t-il x ?" et le probl�eme \(E;<) inf�ere-t-il x ? avec (E;<) = r�esultat de l'op�eration de

r�evision de Z par y".

Par exemple, on voit que le processus Sbr correspond exactement au probl�eme Uni-T, que même

que le processus Pbr correspond au probl�eme Uni-Incl et que Ubr correspond au probl�eme

1/Strate.

Ce sont toutes ces correspondances qui expliquent la pr�esence de processus de r�evision dans ce

document d�edi�e aux processus d'inf�erence. Elles justi�ent les similarit�es d'algorithmes et de d�e-

monstrations.
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Annexe B

Tableau r�ecapitulatif des

transformations polynomiales

utilis�ees

Dans ce chapitre, je r�ecapitule toutes les transformations polynomiales utilis�ees dans les sec-

tions 4.1.2 page 75 et 4.1.3 page 110 lors des d�emonstrations de complexit�e.

Ce r�ecapitulatif va se faire sous la forme d'un tableau d�e�ni comme suit :

les lignes correspondent aux probl�emes Q �etudi�es dans ce document qui sont :

soit les probl�emes correspondant aux relations d'inf�erence non-monotone dont j'ai �etudi�e

la complexit�e,

soit les probl�emes rencontr�es lors des d�emonstrations d'appartenance de ces relations

d'inf�erence non-monotone ;

les colonnes correspondent aux di��erents cas trait�es :

le cas g�en�eral,

le cas d'une base strati��ee strictement,

le cas des formules Cnf,

le cas des conjonctions de clauses de Horn (appel�e cas de Horn) ;

le cas d'une base de conjonctions de clauses de Horn strati��ee strictement ;

�a l'intersection d'une ligne et d'une colonne, on trouve alors le ou les probl�emes Q

0

ainsi que

la transformation utilis�ee pour d�emontrer que Q

0

/ Q dans le but de prouver la compl�etude

de Q ou de ra�ner l'appartenance de Q �a une classe de complexit�e.
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Cas

propositionnel

g�en�eral

Cas d'une base

strati��ee

strictement

Cas des formules

Cnf

Cas de Horn Cas d'une base

de Horn strati��ee

strictement

Uni-T Pb :

2-Qbf

Ins :

\9a8bG(a;b)"

Transformation :

- H = :G(a; b),

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, :G(a; b)g.

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

2Qbf-Dnf

Ins :

\9a8bG(a;b)"

Transformation :

- H = :G(a; b)

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, :G(a; b)g.

Pb :

Sat

Ins :

\C" avec C =

fC

j

g pour j =

1 : : :m ensemble

de clauses quel-

conques �a satis-

faire, et V (C) =

fx

1

; : : : ; x

n

g l'en-

semble des

variables proposi-

tionnelles de C

Transformation :

- H = :s

- E = fp, x

1

,

: : : , x

n

, y

1

, : : : ,

y

n

, :z

1

, : : : , :z

n

,

:sg

avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

,

s nouveaux sym-

boles de

variables proposi-

tionnelles, et avec

la formule p =

(z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_

:y

i

)^ (y

i

! z

i

)^

(x

i

! z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y]g,

avec la notation

suivante : C

j

[y]

= la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les

x

i

positifs par des

:y

i

Non concern�e par

ce cas.
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Exi-T Pb :

2-Qbf

Ins :

\9a8bG(a;b)"

Transformation :

- H = G(a; b),

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

g

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s,

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle

Pb :

Sat

Ins :

\C" avec C =

fC

j

g pour j =

1 : : :m ensemble

de clauses quel-

conques �a satis-

faire, et V (C) =

fx

1

; : : : ; x

n

g l'en-

semble des

variables proposi-

tionnelles de C

Transformation :

- H = s

- E = fp, x

1

,

: : : , x

n

, y

1

, : : : ,

y

n

, :z

1

, : : : , :z

n

,

:sg

avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

,

s nouveaux sym-

boles de

variables proposi-

tionnelles, et avec

la formule p =

(z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_

:y

i

)^ (y

i

! z

i

)^

(x

i

! z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y]g,

avec la notation

suivante : C

j

[y]

= la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les

x

i

positifs par des

:y

i

Non concern�e par

ce cas.

Exi-T-

Mixte

(relation sp�eciale

�etudi�ee

pour la d�emons-

tration de com-

pl�etude de Arg-

T-Cnf)

Attention !!

Il s'agit du cas o�u

E est une base de

formules Cnf et

o�u H est une for-

mule Dnf.

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s,

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle
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Arg-T Pb :

Exi-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = E [

fH ! Gg avecG

nouvelle variable

propositionnelle

(G n'apparâ�t

pas dans E)

Pb :

co-Exi-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f(E) = E [

f:Hg

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Exi-T-Mixte

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = E [

fH ! Gg avec G

nouvelle variable

propositionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans E)

Pb :

co-Exi-T-Mixte

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f(E) = E [

f:Hg

Pb :

Exi-T-Horn-

Positif

(cas particulierde

Exi-T-Horn

dans lequel H est

un litt�eral positif)

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = E [

fH ! Gg avec G

nouvelle variable

propositionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans E)

Pb :

co-Exi-T-Horn-

Positif

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f(E) = E [

f:Hg

Non concern�e par

ce cas.

Uni-S Pas de

transformation.

Non concern�e

par ce cas.

Pas de

transformation.

Pas de

transformation.

Non concern�e par

ce cas.

Exi-S Pb :

Exi-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Exi-T-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Pb :

Exi-T-Horn

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Non concern�e par

ce cas.

Arg-S Pb :

Arg-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Arg-T-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Pb :

Arg-T-Horn

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

Non concern�e par

ce cas.

Uni-Bo Pb :

Gsat

Ins :

\G"

Transformation :

- H = G

- E = fGg

Pb :

Ungsat

Ins :

\G"

Transformation :

- H = :G

- E = ?

idem cas g�en�eral Pb :

Sat

Ins :

\G"

Transformation :

- H = G

- E = fGg

Pb :

Unsat

Ins :

\G"

Transformation :

- H = s

- E = f:G! sg

avec s un

nouveau symbole

propositionnel

Pas de

transformation.

Pas de

transformation.
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Exi-Bo Pb :

2-Qbf,

Ins :

\9a8bG(a;b)"

Transformation :

- H = G(a; b),

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

g

Pb :

Exi-S

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = H

- (f(E);<) =

f?g [ E

strat

avec ? symbo-

lisant la contra-

diction et consti-

tuant seul la pre-

mi�ere

strate et E

strat

l'ensemble

constitu�e des for-

mules de E or-

donn�ees stricte-

ment dans n'im-

porte quel ordre

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s,

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle

Pb :

Sat

Ins :

\C" avec C =

fC

j

g pour j =

1 : : :m ensemble

de clauses quel-

conques �a satis-

faire, et V (C) =

fx

1

; : : : ; x

n

g l'en-

semble des

variables proposi-

tionnelles de C

Transformation :

- H = s

- E = fp, x

1

,

: : : , x

n

,y

1

, : : : ,

y

n

, :z

1

, : : : , :z

n

,

:sg

avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

,

s nouveaux sym-

boles de

variables proposi-

tionnelles, et avec

la formule p =

(z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_

:y

i

)^ (y

i

! z

i

)^

(x

i

! z

i

)) ^

V

j=1:::m

C

j

[y]g,

avec la notation

suivante : C

j

[y]

= la clause C

j

dans laquelle on

remplace tous les

x

i

positifs par des

:y

i

Pb :

Exi-Bo-Horn

Ins :

\(E;<); H"

avec (E;<) =

(f�

1

1

; : : : ;�

1

k

1

g,

: : : ,

f�

n

1

; : : : ;�

n

k

1

g)

Transformation :

- f(H) = H

- (f(E);<) =

(f�

1

1

^ : : :^�

1

k

1

g,

: : : ,

f�

n

1

^ : : : ^�

n

k

1

g,

f�

1

1

g, : : : , f�

1

k

1

g,

: : : , f�

n

1

g, : : : ,

f�

n

k

1

g)

Exi-

Bo-

Mixte

(relation sp�eciale

�etudi�ee

pour la d�emons-

tration de com-

pl�etude de Arg-

Bo-Cnf)

Attention !!

Il s'agit du cas o�u

E est une base de

formules Cnf et

o�u H est une for-

mule Dnf.

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s,

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle
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Arg-

Bo

Pb :

Exi-Bo

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = G

- f((E;<)) =

(E[fH ! Gg; <

) avecG nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'apparâ�t

pas dans (E;<

)) et la formule

H ! G plac�ee

seule en premi�ere

strate

Pb :

co-Exi-Bo

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f((E;<)) =

(E [ f:Hg;<)

avec :H consti-

tuant seule la

derni�ere strate

Pb :

1/Strate-Exi-

Bo

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = G

- f((E;<)) =

(E[fH ! Gg; <

) avecG nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'apparâ�t

pas dans (E;<

)) et la formule

H ! G plac�ee

seule en premi�ere

strate

Pb :

co-1/Strate-

Exi-Bo

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f((E;<)) =

(E [ f:Hg;<)

avec :H consti-

tuant seule la

derni�ere strate

Pb :

Exi-Bo-Mixte

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = G

- f((E;<)) =

(E [ fH ! Gg; <

) avec G nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans (E;<)) et

la formule H !

G plac�ee seule en

premi�ere strate

Pb :

co-Exi-Bo-

Mixte

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f((E;<)) =

(E [ f:Hg;<)

avec :H consti-

tuant seule la der-

ni�ere strate

Pb :

Exi-Bo-Horn-

Positif (cas par-

ticulier de Exi-

Bo-Horn dans le-

quel H est un lit-

t�eral positif)

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = G

- f((E;<)) =

(E [fH ! Gg; <

) avec G nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans (E;<)) et

la formule H !

G plac�ee seule en

premi�ere strate

Pb :

co-Exi-Bo-

Horn-Positif

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f((E;<)) =

(E [ f:Hg;<)

avec :H consti-

tuant seule la der-

ni�ere strate

Pb :

1/Strate-Exi-

Bo-Horn-

Positif (cas par-

ticulier de

1/Strate-Exi-

Bo-Horn dans le-

quel H est un lit-

t�eral positif)

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = G

- f((E;<)) =

(E [ fH ! Gg; <

) avec G nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans (E;<)) et

la formule H !

G plac�ee seule en

premi�ere strate

Pb :

co-1/Strate-

Exi-Bo-Horn-

Positif

Ins :

\(E;<); H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f((E;<)) =

(E [ f:Hg;<)

avec :H consti-

tuant seule la der-

ni�ere strate
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Uni-

Incl

Pb :

Uni-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

Une seule rela-

tion

d'inf�erence pour

Uni (Exi, Arg) -

Incl (Lex) not�ee

1/Strate :

Pb :

Alm (cf. [EG93])

Ins :

\C =

fC

1

; : : : ;C

m

g

satis�able, X =

fx

1

; : : : ; x

n

g,

O(X) =<

x

1

; : : : ; x

n

>"

Transformation :

- H = x

n

- (E;<) = fC

1

^

: : :^ C

m

, x

1

,: : : ,

x

n

g

l'ordre< �etant le

suivant : la for-

mule CC = C

1

^

: : :^C

m

est plus

prioritaire que la

formule x

1

elle-

même plus prio-

ritaire que la for-

mule x

2

elle-

même plus prio-

ritaire

que : : :plus prio-

ritaire que x

n

.

Pb :

Uni-T-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

Pb :

Uni-T-Horn

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

Une seule relation

d'inf�erence pour

Uni (Exi, Arg) -

Incl (Lex) not�ee

1/Strate-Horn.

Pas de

transformation.

Exi-

Incl

Pb :

Exi-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Pb :

Exi-T-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

Pb :

Exi-T-Horn

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Arg-

Incl

Pb :

Arg-T

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Pb :

Arg-T-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

Pb :

Arg-T-Horn

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

255



Uni-

Lex

Pb :

Uni-Car

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Pb :

Uni-Car-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

Pb :

Acm

Ins :

\C =

fC

1

; : : : ; C

m

g un

ensemble

de clauses (X =

fx

1

; : : : ; x

n

g les

variables de C),

k = f1; : : : ;mg

un entier"

Transformation :

- H = C

k

[y] ^ s

- (E;<)

= fp

1

; : : : ; p

m

g [

fx

1

, : : : , x

n

, y

1

,

: : : , y

n

g [ f:z

1

,

: : : , :z

n

, :sg

avec y

1

; : : : ; y

n

,

z

1

; : : : ; z

n

, s nou-

veaux symboles

de variables pro-

positionnelles, et

avec les formules

p

j

=

(z

1

: : : z

n

! s) ^

V

i=1:::n

((:x

i

_

:y

i

)^ (y

i

! z

i

)^

(x

i

! z

i

))^C

j

[y],

avec la notation

suivante : C

j

[y] =

la clause C

j

dans

laquelle on rem-

place tous les lit-

t�eraux positifs x

i

par des litt�eraux

n�egatifs :y

i

.

L'ordre

< entre les for-

mules de la base

est le suivant :

les p

j

plus priori-

taires que les x

i

et les y

i

, eux-

mêmes plus prio-

ritaires que les

:z

i

et le :s

(voir dans Uni-

Incl)

Exi-

Lex

Pb :

Exi-Car

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Pb :

Exi-Car-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

non �etudi�e (voir dans Uni-

Incl)
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Arg-

Lex

Pb :

Arg-Car

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les for-

mules de E en

une seule strate)

(voir dans Uni-

Incl)

Pb :

Arg-Car-Cnf

Ins :

\E;H"

Transformation :

identit�e

(consid�erons

toutes les

formules de E en

une seule strate)

non �etudi�e (voir dans Uni-

Incl)

Max-

Gsat

Pb :

Gsat

Ins :

\G"

Transformation :

- k = 1

- E = fGg

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Sat

Ins :

\G"

Transformation :

- k = 1

- E = fGg

Pour la version

multi-ensemble :

Pb :

Max-2-Sat

Ins :

\C; k"

avec C collection

de n clauses �a

2 litt�eraux maxi-

mum et k entier

� n (nombre de

clauses de C)

Transformation :

- f(k) = k + p

avec p = jC nCH j

- E = CH [

CNH avec CH =

fles clauses de C

qui sont d�ej�a sous

forme de clauses

de

Horng et CNH

= fles clauses d�e-

�nies de la ma-

ni�ere suivante : 8c

clause de C de

la forme ! a

1

a

2

(c 2 C n CH), les

clauses de Horn

! a

1

, ! a

2

,

a

1

a

2

! 2 CNHg

Non concern�e par

ce cas.

Ngsat-

Car

Pb :

Gsat

Ins :

\G"

Transformation :

- E = fGg

- H = :G

- k = 1

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Sat

Ins :

\G"

Transformation :

- E = fGg

- H = :G

- k = 1

non �etudi�e Non concern�e par

ce cas.

Max-

Gsat-

Strict

Pb :

Gsat

Ins :

\G"

Transformation :

- k = 0

- E = fGg

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Sat

Ins :

\G"

Transformation :

- k = 0

- E = fGg

Pour la version

multi-ensemble :

Pb :

Max-Sat-Me-

Horn

Ins :

\E;k"

Transformation :

- f(k) = k � 1

- f(E) = E (donc

une seule strate)

Non concern�e par

ce cas.
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Max-

Gsat-

Array

Pb :

Max-Gsat

Ins :

\E;k"

Transformation :

- f(k) =< k >

- f(E) = E avec

f(E) une base

strati��ee consti-

tu�ee d'une seule

strate

Non concern�e

par ce cas.

idem cas g�en�eral Pour la version

multi-ensemble :

Pb :

Max-Sat-Me-

Horn

Ins :

\E;k"

Transformation :

- f(k) =< k >

- f(E) = E avec

f(E) une base

strati��ee consti-

tu�ee d'une seule

strate

Non concern�e par

ce cas.

Ngsat-

Lex

Pb :

Ngsat-Car

Ins :

\E;H; k"

Transformation :

- f(E) = E avec

f(E) une base

strati��ee consti-

tu�ee d'une seule

strate

- f(H) = H

- f(k) =< k >

Non concern�e

par ce cas.

idem cas g�en�eral non �etudi�e Non concern�e par

ce cas.

Uni-

Car

Pb :

Acm

Ins :

\C =

fC

1

; : : : ; C

m

g,

k 2 f1; : : : ;mg"

Transformation :

- H = C

k

- E =

fC

1

; : : : ; C

m

g

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Acm

Ins :

\C =

fC

1

; : : : ; C

m

g,

k 2 f1; : : : ;mg"

Transformation :

- H = C

k

- E =

fC

1

; : : : ; C

m

g

Pour la version

multi-ensemble :

Pb :

\Uni-Lex-Horn"

Transformation :

- f(H) = H

- f(E) = le r�e-

sultat de l'algo-

rithme donn�e

en section 4.1.37

page 130

Non concern�e par

ce cas.

Exi-

Car

Pb :

2-Qbf

Ins :

\9a8bG(a;b)"

Transformation :

- H = G(a; b)

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

g

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle

non �etudi�e Non concern�e par

ce cas.
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Exi-

Car-

Mixte

(relation sp�eciale

�etudi�ee

pour la d�emons-

tration de com-

pl�etude de Arg-

Car-Cnf)

Attention !!

Il s'agit du cas o�u

E est une base de

formules Cnf et

o�u H est une for-

mule Dnf.

Pb :

co-2Qbf-Dnf

Ins :

\8a9bG(a;b) avec

G(a; b)

sous-forme Cnf"

Transformation :

- H = s

- E = fa

1

,

: : : , a

n

, :a

1

, : : : ,

:a

n

, G(a; b) _ sg

avec s une nou-

velle variable

propositionnelle

Arg-

Car

Pb :

Exi-Car

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = E [

fH ! Gg avecG

nouvelle variable

propositionnelle

(G n'apparâ�t

pas dans E)

Non concern�e

par ce cas.

Pb :

Exi-Car-Mixte

Ins :

\E;H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = E [

fH ! Gg avec G

nouvelle variable

propositionnelle

(G n'apparâ�t pas

dans E)

non �etudi�e Non concern�e par

ce cas.

Uni-E (voir [Got92]) Non concern�e

par ce cas.

non �etudi�e (voir [KS91]) Non concern�e par

ce cas.

Exi-E (voir [Got92]) Non concern�e

par ce cas.

non �etudi�e (voir [KS91]

et [Sti90])

Non concern�e par

ce cas.

Arg-E Pb :

Exi-E

Ins :

\E =

(W;D);H"

Transformation :

- f(H) = G

- f(E) = (W [

fH ! Gg;D)

avec G nouvelle

variable proposi-

tionnelle

(G n'appa-

râ�t pas dans W ,

ni dans D)

Pb :

co-Exi-E

Ins :

\E =

(W;D);H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f(E) = (W;D[

f: :H=:Hg

Non concern�e

par ce cas.

non �etudi�e D�e�nition de

Stillman :

(voir [Sti90])

Pb :

co-Exi-E-Horn

Ins :

\E = (W;D);H"

Transformation :

- f(H) = :H

- f(E) = (W;D [

f: :H=:Hg

Non concern�e par

ce cas.
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