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A une époque où foisonnent les innovations technologiques, les robots Humanoïdes 

représentent plus que jamais un sujet inépuisable de fictions cinématographiques ou la réalité 

scientifique se trouve largement dépassée par les aspirations et l’imaginaire de ces 

productions. Cependant et même si les avancées technologiques mises en avant dans les 

fictions ne sont que fictives, les compétences sociales et l’interaction avec l’environnement 

constituent des objectifs d’actualité pour la plupart des centres de recherche ou se multiplient 

les créations robotiques Humanoïdes.  

De nombreux sociologues, anthropologues, scientifiques et même philosophes tentent 

d’analyser les motivations de la recherche Humanoïde, de comprendre la fascination qu’elle 

opère sur la plupart des gens et enfin d’anticiper les changements sociétaux induits par 

l’apparition de ce nouvel acteur social au rôle non encore clairement délimité. Il semble que 

l’engouement mondial pour la robotique Humanoïde trouve son essence dans le désir de 

comprendre le fonctionnement de l’être humain dans toute sa complexité à travers la 

reproduction de ses mécanismes, reflexes et aptitudes physiques soit les fonctions motrices 

des robots Humanoïdes mais aussi plus récemment à travers le décodage et la simulation des 

mécanismes délicats de la cognition humaine via l’avènement des robots sociaux. 

Parmi les fonctions motrices attribuées aux Humanoïdes, la mise en œuvre de la marche 

constitue indéniablement la fonctionnalité la plus étudiée. On constate, en effet, à travers 

l’étude et la comparaison des travaux traitant des fonctions motrices des robots Humanoïdes 

que les robots bipèdes ont surtout joué un rôle scientifique dans la mesure où ils renseignent 

sur les mécanismes de la marche humaine incluant les concepts de maintien de l’équilibre, 

réaction avec le sol, synchronisation des mouvements…  

La fonction de marche robotique se caractérise essentiellement par sa complexité de mise en 

œuvre du fait des nombreuses difficultés soulevées au niveau de la modélisation dynamique, 

la considération des phases et la dimension importante du système mais aussi de l’objectif 

délicat de réalisation d’une marche réaliste proche de la démarche de locomotion humaine. De 

ce fait, plusieurs voies de recherche ont été explorées pour la modélisation et la commande 

des robots marcheurs et différents types de marche ont été conçus et mis en œuvre de la 

marche statique à la marche dynamique en distinguant entre marches active et passive. 

Néanmoins et quel que soit l’Humanoïde considéré en termes de nombre de corps rigides et 

de degrés de liberté et indépendamment du type de marche adopté, la réalisation d’un cycle de 

marche robotique nécessite la réalisation de trois objectifs : la satisfaction d’un critère de 
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stabilité adéquat, la génération d’une trajectoire de référence et la commande du robot bipède 

pour la réalisation de la trajectoire désirée. 

A la lumière de toutes ces considérations, notre travail s’inscrit dans la volonté de proposer 

une étude complète d’un robot Humanoïde marcheur contemporain particulier. Le robot 

Humanoïde étudié possède les fonctions de marche et de balancement des bras. Les résultats 

de ce travail de recherche doivent contribuer à satisfaire un certain nombre d’objectifs :  

- Leur exploitation en vue de réaliser des prothèses de jambe intelligentes et s’adaptant 

mieux à la mise en mouvement du reste du corps humain. 

- La contribution à la compréhension des mécanismes complexes de la marche humaine 

et des processus cognitifs correspondants afin de détecter d’éventuelles anomalies 

relatives à la locomotion humaine et d’y remédier,  

- La résolution d’un problème au cœur des préoccupations robotiques actuelles : la mise 

en œuvre d’un cycle de marche robotique s’apparentant autant que possible à un cycle 

de marche humain. Ceci implique de surmonter les difficultés relatives à la 

modélisation des différentes phases de marche et plus particulièrement la phase de 

contact avec le sol, la réalisation de l’alternance de ces phases et la résolution du 

problème de stabilité dynamique. 

- L’optimisation du cycle de marche robotique afin qu’il soit ressemblant au cycle de 

marche humain à travers la minimisation d’un critère que la cognition humaine tend 

naturellement à minimiser : le Jerk ou quantité de mouvements brusques effectués. 

- La modélisation tridimensionnelle pour renforcer la similitude entre le cycle de 

marche robotique et le cycle de marche humain qui s’opère naturellement dans 

l’espace tridimensionnel. La modélisation tridimensionnelle rend indéniablement plus 

complexe l’étude du robot Humanoïde car le nombre de degrés de liberté est plus 

important impliquant une dimension élevée des modèles cinématiques et dynamiques 

élaborés. Ceci rend plus délicat le processus de transformation du modèle dynamique 

initial en un modèle réduit et minimal qui soit directement exploitable à des fins 

d’analyse et de simulation. 

 Notre travail de recherche se concentre sur l’étude d’un robot Humanoïde adoptant une 

morphologie particulière qui s’inspire des caractéristiques en taille et poids et des données 

morphologiques obtenues suite à l’application d’une méthodologie rigoureuse de calcul des 

données segmentaires sur un sujet féminin adulte. Ainsi, le robot Humanoïde féminin étudié 

possède une masse de 70 kg et une hauteur de 1,73m et se compose de quinze corps rigides 
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auxquels sont associés vingt-six degrés de liberté de type rotoïde. D’autre part et 

contrairement à la plupart des analyses géométriques et dynamiques qui considèrent que tronc 

et bassin forment un seul et un même corps rigide, nous choisissons de les séparer en deux 

parties indépendantes. Cette séparation donne lieu à deux systèmes robotiques indépendants: 

le robot bipède d’une part et le torse et bras anthropomorphiques d’autre part. 

L’une des contributions de cette thèse réside dans la proposition d’une méthode pertinente de 

réduction des modèles dynamiques permettant l’obtention de modèles dynamiques 

tridimensionnels réduits exploitables à des fins d’analyse, de simulation et de commande.  

La commande par Minimum Jerk fait partie des lois de commande optimales. L’apport 

principal d’une loi de commande par Minimum Jerk réside dans la génération de trajectoires 

lisses permettant d’éviter tout mouvement brusque. Dans le domaine de la robotique, la 

théorie du Minimum Jerk  a presque été exclusivement exploitée pour le développement de 

membres supérieurs à des fins médicales. Une étude bibliographique actualisée montre qu’il 

n’existe pas à ce jour de travaux traitant de l’application du principe du minimum Jerk pour la 

commande de la partie bipédale dans l’espace tridimensionnel. Ainsi, notre étude se 

positionne comme étant une première initiative de l’application de la théorie du Minimum 

Jerk pour la commande de robots bipèdes évoluant dans un espace tridimensionnel à travers la 

mise en œuvre des méthodes usuelles Point-to-Point  et Via-point. Cependant, notre 

contribution majeure réside dans la proposition d’une nouvelle méthode d’application du 

critère de minimisation du Jerk. Cette méthodologie inédite différente des approches Point-to-

Point  et Via-point puise son originalité dans la proposition de trajectoires de référence 

cartésiennes tridimensionnelles particulières associant fonctions trigonométriques et fonctions 

polynomiales. 

Ce travail de recherche s’articule autour de quatre chapitres. 

Le premier chapitre sera consacré à l’élaboration d’un état de l’art des travaux traitant des 

robots Humanoïdes. Une description des fonctions motrices et sociales majeures attribuées à 

ces robots ainsi qu’un recensement des principales familles d’Humanoïdes développés à 

travers le monde y sont proposés. L’aspect plus technique mais tout aussi crucial de la 

commande de la marche bipédale des robots Humanoïdes sera ensuite traité.  

Dans le second chapitre, nous proposerons la morphologie d’un robot Humanoïde féminin en 

utilisant une méthodologie rigoureuse pour aboutir à des données morphologiques 
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mesurables. Dans un deuxième temps et pour les deux systèmes robotiques considérés : le 

haut du robot Humanoïde et sa partie bipédale, nous développerons les modèles cinématiques 

tridimensionnels associés. Ces modèles seront validés à travers la mise en œuvre d’un certain 

nombre de scénarios standards 

Le troisième chapitre sera consacré à l’établissement du modèle dynamique tridimensionnel 

du robot Humanoïde considéré via le recours à la méthodologie de Newton-Euler. Moyennant 

certaines transformations mathématiques, les équations dynamiques des deux systèmes 

robotiques seront obtenues. Une méthode pertinente de réduction des systèmes robotiques 

permettant l’obtention de modèles exploitables à des fins d’analyse et de commande sera 

proposée. 

Dans le quatrième chapitre, nous proposerons un ensemble de stratégies de commande, selon 

les phases de marche considérées, qui garantissent au robot humanoïde la génération d’un 

cycle de marche s’apparentant autant que possible à celui d’un être humain. En particulier 

pendant la phase libre, la synthèse d’une nouvelle loi de commande par Minimum Jerk pour la 

génération d’une trajectoire semi-ellipsoïdale par la pointe du pied du robot sera proposée. La 

synthèse d’une loi de commande par impédance assurant au robot Humanoïde un contact 

élastique avec le sol et l’élaboration d’un cycle complet seront ensuite traitées. Enfin, les 

mouvements du bipède seront associés à un mouvement de balancement des bras afin de 

permettre la visualisation de la démarche du robot Humanoïde entier lors de la génération 

d’un cycle de marche.  

 

Toutes les méthodes proposées et les commandes développées dans ce manuscrit seront 

évaluées et positionnées par rapport aux travaux existants et validées par des résultats de 

simulation. Ce manuscrit se termine par une conclusion générale 
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Chapitre 1 
Robots Humanoïdes : Etat de l’art 
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1.1. Introduction 

Les nombreuses et spectaculaires avancées technologiques dans le domaine de la robotique 

soulèvent plus que jamais des questionnements relatifs au rôle et à l’impact des robots 

humanoïdes dans la société contemporaine. La définition même du  robot  Humanoïde  nous 

renvoie inlassablement à ces questionnements qui revêtent souvent un caractère 

philosophique. En effet, selon [Akhratuzzaman & Shafie, 2010], un robot Humanoïde est un 

robot ressemblant par un ou plusieurs aspects de son apparence à un être humain.  Il doit être 

capable de s’adapter aux changements de son environnement en continuant à agir de façon à 

atteindre un objectif déterminé.  

Des objectifs tels que la réalisation d’une marche bipédale, la mise en œuvre d’une dextérité 

des mains et doigts robotiques ou encore l’attribution de compétences sociales sont autant 

d’enjeux complexes de la recherche robotique humanoïde qui font l’objet de nombreux 

ouvrages et travaux [Lungarella et al., 2003], [Fong et al., 2003], [Ambrose et al., 2005] 

[Garcia et al., 2007] et [Akhratuzzaman & Shafie, 2010]. En effet, selon Katić et 

Vukobratović dans [Katić & Vukobratović, 2003], plus de 50 grands projets de robots 

Humanoïdes sont en cours de développement en 2003, ceci sans tenir compte des nombreux 

projets s’intéressant uniquement aux robots bipédaux. Une décennie plus tard, cette tendance  

ne cesse de s’accentuer avec l’avènement de versions de robots Humanoïdes plus 

sophistiquées capables de réaliser des tâches très spécifiques. 

L’objectif majeur de ce chapitre est de présenter les motivations qui nous ont poussées à la 

mise en œuvre de ce travail à travers la réalisation d’un état de l’art des travaux relatifs aux 

robots Humanoïdes. Ainsi, nous commencerons par établir une classification des robots 

Humanoïdes en fonction des tâches qu’ils peuvent accomplir et de leur domaine 

d’application. Nous recenserons ensuite les principales familles d’Humanoïdes développés à 

travers le monde en insistant sur leurs caractéristique morphologiques et les fonctions qu’ils 

sont capables de réaliser. Puis et afin d’intégrer dans toute son ampleur la dimension 

d’interaction et de communication des Humanoïdes avec leur environnement et les êtres 

humains qu’ils côtoient, nous procéderons à l’évaluation des différentes fonctions attribuées à 

ces  robots. Enfin, nous traiterons de l’aspect plus technique mais tout aussi crucial de la 

génération et commande de la marche bipédale des robots Humanoïdes en explicitant d’abord 

les phases d’un cycle de marche puis en passant en revue les différents modèles de marche et 

techniques de stabilisation ainsi que les techniques de commande relatives à la marche 
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bipédale des robots Humanoïdes. Nous terminerons ce chapitre en précisant les différentes 

contributions qui seront apportées à travers l’achèvement de cette thèse.  

1.2. Classification des robots Humanoïdes 

Il n’existe à ce jour aucune classification standardisée des robots Humanoïdes [Breuer & 

Takanishi, 2009]. Néanmoins, la différenciation de ces systèmes robotiques peut se faire à 

différents niveaux tels que les fonctions accomplies, l’anatomie, le nombre de degrés de 

liberté, le niveau d’autonomie ou encore le degré d’interaction avec son environnement. Dans 

ce qui suit, nous proposons une classification basée sur les tâches que le robot Humanoïde est 

capable d’accomplir et son domaine d’application [Bekey, 2008]. Nous distinguons ainsi: 

- Les robots Humanoïdes industriels [Yokoi et al., 2004]. Ils sont capables de remplacer 

l’Homme dans les tâches professionnelles physiques pénibles ou répétitives qui lui 

incombent usuellement et parfois se montrent encore plus performants que l’Homme 

augmentant ainsi la productivité, la précision et l’endurance. 

- Les robots Humanoïdes domestiques [Vahrenkamp  et al., 2012]. Ils sont destinés à 

s’acquitter de tâches domestiques quotidiennes et conçus pour évoluer dans 

l’environnement restreint d’une cuisine et une buanderie. Ils sont souvent lents et ont 

besoin d’espace pour évoluer. 

- Les robots Humanoïdes de sauvetage et d’exploration [Ambrose et al., 2000]. Ils 

permettent l’exploration de milieux ou environnements dangereux et hostiles pour 

l’Homme. Les robots Humanoïdes militaires procèdent au démantèlement des 

réacteurs nucléaires et des champs de mines. Souryo II par exemple intervient dans 

des zones sinistrées suite à des explosions ou à des catastrophes naturelles pour 

rechercher des victimes dans les décombres. Il se déplace en rampant tel un reptile afin 

d’accéder à des zones difficiles [Breuer & Takanishi, 2009].  

- Les robots Humanoïdes de service [Asami, 1994]. Ils possèdent des fonctions sociales 

leur permettant d’interagir avec les êtres humains afin de fournir un service. Ils 

peuvent jouer le rôle de réceptionniste, guide de musée, hôtesse d’accueil… 

- Les robots Humanoïdes d’assistance [Bekele et al., 2013] et [McColl et al., 2013]. La 

pertinence du recours aux robots Humanoïdes d’assistance réside dans le 

vieillissement significatif de la population mondiale et plus spécialement de la société 

japonaise. Ils constituent une réponse technologique aux changements 

démographiques mondiaux des dernières décennies.   En effet, les robots Humanoïdes 
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d’assistance ont pour fonctions d’assister les personnes âgées ou handicapées dans 

leur environnement domestique afin de leur permettre de vivre de façon indépendante 

sans recourir à l’aide d’une personne externe en les aidant à s’alimenter ou s’habiller. 

Ce sont également des Humanoïdes sociaux qui doivent dialoguer avec les personnes 

qu’ils assistent en leur rappelant par exemple les médicaments qu’ils doivent prendre, 

le régime alimentaire qu’ils doivent suivre ou encore les dangers qu’ils doivent éviter. 

- Les robots Humanoïdes de divertissement [Mataric, 2000] et [Jacobsen et al., 2004]. 

Le milieu du divertissement constitue un domaine très attractif pour les concepteurs de 

robots Humanoïdes. De nombreuses applications ludiques existent telles que les robots 

jouets ou les androïdes destinés à évoluer dans le milieu de la petite enfance à des fins 

pédagogiques. Ceux-ci peuvent s’avérer très utiles pour l’apprentissage de nouvelles 

langues, du chant et même de la danse.   

1.3. Principaux Humanoïdes dans le monde 

Nous recensons dans les Tableaux 1.1 à 1.4 les principales familles d’humanoïdes ou projets 

d’Humanoïdes qui existent à travers le monde tout en spécifiant leurs caractéristiques 

anatomiques et cinématiques ainsi que les fonctions qu’ils réalisent. Ce recensement ne peut 

être exhaustif du fait du nombre important de robots Humanoïdes développés dans les 

différents centres de recherche. Ainsi, parmi la multitude de robots Humanoïdes existant 

actuellement, nous avons élaboré une sélection des Humanoïdes les plus emblématiques selon 

les deux critères suivants : 

- L’impact scientifique mondial et la reconnaissance de la communauté scientifique robotique. 

- Un balayage objectif et quantifié des différentes zones géographiques ou la recherche 

robotique est riche et productive. 

Nous reprenons dans les Tableaux 1.1 et 1.2 les deux principales familles de robots 

Humanoïdes japonais développés respectivement par les deux leaders industriels nippons 

Kawada Indutries et Honda. 

Le second foyer asiatique de recherche en matière de robotique humanoïde se trouve en Corée 

du sud ou le principal Humanoïde conçu est le robot KHR. Les différentes versions de KHR 

sont présentées dans le Tableau 1.3. 

Enfin, la recherche robotique humanoïde en Europe et en Amérique n’étant pas aussi 

intensive et productive, nous choisissons de reprendre dans le seul Tableau 1.4 les principaux 

Humanoïdes européens et américains développés.  



 

10 

 

Tableau 1.1: Evolution du robot Humanoïde HRP 
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HRP-1 1998 
120 Kg 
1,6m 

Tête 
Torse 
Bras  

Mains 
Jambes 
Pieds 

Marche 
Particularité: Commandes séparées du haut et 
du bas du robot 

30 2 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

0 
2: 

1/main 
12: 

6/jambe 
[Hirukawa et al., 2004]  

HRP-2 2003 
58 Kg 
1,54m 

Marche sur des surfaces rugueuses 
Capacité de se relever après une chute 
Interaction avec l'homme dans des espaces  
ouverts 

30 2 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

2 
2: 

1/main 
12: 

6/jambe 

http://global.kawada.jp/
mechatronics/hrp4.html 
[Kaneko et al., 2004]  

HRP-3 
  

2007 
65 Kg 
1,6m 

Mêmes fonctions que HRP-2 avec:  
- une marche plus rapide ( 2 Km/h) 
- Réalisation d'opérations manuelles plus 
sophistiquées  
Les améliorations apportées concernent 
surtout l'aspect technique (système de 
refroidissement, autonomie de batterie...) 

42 2 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

2 
12: 

6/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://global.kawada.jp/
mechatronics/hrp4.html 
[Kaneko et al., 2008]  

HRP-4C 2009 
43 Kg 
1,58m 

Gynoide avec le visage et les expressions 
faciales d'une jeune femme japonaise. 
Mêmes fonctions que HRP-2 avec adoption 
d'une démarche féminine lors de la marche 
Reconnaissance vocale et réponse à certaines 
questions posées. 
Capable de chanter en adoptant les 
expressions faciales et mouvements des lèvres 
adéquats. 

42 
11: 

3 cou 
8 Visage 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

3 
4: 

2/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://www.aist.go.jp/ 
[Kajita et al., 2011] 
[Miura et al., 2012] 

HRP-4 2010 
39 Kg 
1,51 m 

Robot athlétique aux dimensions réduites 
Amélioration de son interactivité avec les 
êtres humains (Fiabilité et sécurité) 
Capable de réaliser des exercices de 
gymnastique (grande souplesse du corps) 
Amélioration des fonctions des mains avec: 
- Ouverture et décapsulation de bouteilles 
- Versement de liquide dans un verre  

34 2 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

2 
4: 

2/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://global.kawada.jp/
mechatronics/hrp4.html 
[Kaneko et al., 2011] 
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Tableau 1.2: Evolution du robot Humanoïde Asimo 

 

Projet 
(Pays)  

Désignati
on 

Date 
Parution 

Masse/ 
Taille Anatomie Fonctions spécifiques DDL 

DDL 
Tête 

DDL  
Bras 

DDL 
Torse 

DDL 
Mains 

DDL 
Jambes 
& Pieds 

Source 

P
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t A
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o 
- 

H
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 (
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P-1 

1993-
1997 

175Kg 
1, 915 m 

Tête 
Torse 
Bras  

Mains 
Jambes 
Pieds 

Marche  - - - - - - 

[Hirai, 1998]  
[Hirai et al., 1998] 

 
 

P-2 
210 Kg 
1,82 m 

Marche plus évoluée  avec 
montée et descente d'escaliers 

30 - - - - - 

P-3 
52Kg 
1,2 m 

Marche avec une vitesse maximale de 
1,6Km/h 
Grande habilité manuelle 

26 - - - - 
- 
 

 
Asimo I 

 
2000 

54 Kg 
1,3 m 

Nouvelle technologie de marche: i-walk  
avec une vitesse maximale de 3Km/h 
Mémoire et capacités de calculs  
Identification d'objets mobiles 
Reconnaissance de visages et de voix   

34 3 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

1 
4: 

2/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://asimo.honda.com 
[Hirose et al., 2001a]  

[Sakagami et al., 2002] 

 
Asimo II 

 
2005 

54 Kg 
1,3 m 

Marche : 3Km/h et course : 6Km/h 
Prise d'objets: 0,5 Kg/ main 
Nouvelles fonctions: 
- Réceptionniste / Guide d'information 
- Manœuvrer et corriger de la trajectoire 
d'un chariot 
- Porter un objet et courir avec 
- Tenir quelqu'un par la main et se déplacer  

34 3 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

1 
4: 

2/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://asimo.honda.com 

 
Asimo 

III 
2011 

48 Kg 
1,3 m 

Technologie de commande de 
comportement autonome   
Amélioration des fonctions des mains avec: 
- Ouverture et décapsulation de bouteilles 
- Versement de liquide dans un verre  
- Communication par langage des signes 
 Fonctions bipédales affinées: 
-Evitement de collision avec les humains 
par prédiction de leur trajectoire  
-Possibilité de changer de trajectoire lors 
d'un mouvement déjà entrepris 
- Sensibilité aux informations externes et 
prise de décision conséquente  

57 3 

14: 
3/épaule 
1/coude 

3/poignée 

2 
26: 

13/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://world.honda.com/
ASIMO/ 

technology/2011/ 
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Tableau 1.3: Evolution du robot Humanoïde KHR 

Projet 
(Pays)   Désignation Date 

Parution 
Masse/ 
Taille Anatomie Fonctions spécifiques DDL DDL 

Tête 
DDL  
Bras 

DDL 
Torse 

DDL 
Mains 

DDL 
Jambes 
& Pieds 

Source 
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KHR-1 2002 
48 Kg 
1,19 m 

Tronc 
Bras 

Jambes 

Marche avec une vitesse maximale de 0,8 
Km/h 
Capacité de se lever et s'assoir  

22 0 
8: 

3/épaule 
1/coude 

2 0 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

[Kim et al., 2002]  

KHR-2 2003 
56 Kg 
1,2 m 

Tête 
Torse 
Bras  

Mains 
Jambes 
Pieds 

Même philosophie de conception mécanique 
et énergétique que KHR-1 avec ajout des 
mains et d'une tête avec deux yeux 
Marche avec une vitesse maximale de 1 Km/h 
Agrippage d'objets avec une prise de 0,5 Kg/ 
doigt 

41 
6: 

2 cou 
2/ œil 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

1 
10: 

5/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

[Kim et al., 2004]  

KHR-3 
HUBO 

2005 
55 Kg 
1,25 m 

Fonctionnalités identiques à KHR-2 mais 
améliorées: 
- Qualité des joints et rigidité des corps 
rigides 
- Apparence plus humaine  
- Intercation avec les êtres humains plus 
devellopée 

41 
6: 

2 cou 
2/ œil 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

1 
10: 

5/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

[Park et al., 2005] 
[Park et al., 2006]   

Albert 
 Hubo 

2007 
57 Kg 
1,37 m 

  Nouvelles fonctions par rapport à KHR-3 
HUBO: 
     - Danse, marche plus rapide 
     - Serrage de mains, utilisation du langage 
des signes 
     - Reconnaissance vocale et visuelle 
     - Visage humain de Albert Einstein: 
     - Expressivité du visage (rire, clignement 
des yeux, ...) 
     - Génération d'émotions 

66 
31: 

3 cou 
28 tête 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

1 
10: 

5/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

[Oh et al., 2006]  

KHR-4 
HUBO II 

2008 à 
2011 

45 Kg 
1,25 m 

   - Marche avec une vitesse maximale de 2,5  
Km/h 
   - Course avec une vitesse maximale de 3,6  
Km/h 
   - Amélioration importante  de la démarche : 
jambes maintenues droites et non rabattues 
vers le sol. 

41 
6: 

2 cou 
2/ œil 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

1 
10: 

5/main 

12: 
3/hanche 
1/genou 

2/cheville 

http://spectrum.ieee.or
g/automaton/robotics/

humanoids/ 
[Kim, 2009] 
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Tableau 1.4: Principaux Humanoïdes européens et américains 

Projet 
(Pays) Désignation Date 

Parution 
Masse/ 
Taille Anatomie Fonctions spécifiques DDL DDL 

Tête 
DDL  
Bras 

DDL 
Torse 

DDL 
Mains 

DDL 
Jambes 
& Pieds 

Source 

La
bo

ra
to

ire
 

d'
au

to
m

at
iq

ue
 

 d
e 

G
re

no
bl

e 
– R

O
B

E
A

  
(F

ra
nc

e)
 

Rabbit 
 

2001 
37 Kg 

1,425 m 
Torse 

Jambes 

Marche avec une vitesse maximale de 5 Km/h 
Course avec u.ne vitesse maximale de 12 Km/h 
Capable de supporter des chocs conséquents 
Particularités: 
  -  le nombre de ddls varie selon la phase du 
mouvement 
  -  le bipède évolue seulement dans le plan 
sagittal 

simple 
support: 

5 ddl 
0 0 1 0 

4: 
1/hanche 
1/genou 

 
[Chevallereau et al., 

2003] Phase 
de vol: 
7 ddls 

0 0 1 0 

6: 
1/hanche 
1/genou 
2: Centre 
de gravité 

K
ar

ls
ru

he
 In

st
itu

te
 o

f 
T

ec
hn

ol
og

y 
(A

lle
m

ag
ne

) 

Armar III 2006 1,75 m 

Tête 
Torse 
Bras  

Mains 
Platforme 
Mobile  

Robot dédié principalement à l’aide aux tâches 
ménagères et de cuisine : 
- Ouvrir une machine à laver et la vider ou la 
remplir et sortir des produits du réfrigérateur 
- Comprendre des ordres simples et les exécuter 
de façon indépendante. 
- Reconnaître et s’adapter à un environnement 
domestique 
Particularités :  
-  Apprentissage par l’observation. 
- Corps supérieur d’un humanoïde et partie 
inférieure s’apparentant à une plateforme 
holonomique mobile 

43 

7: 
 3: cou 
1: tête 
3: yeux 

14: 
3/épaule 
2/coude 

2/poignée 

3 
16: 

8/main 
 
3 

[Albers et al., 2006a] 
[Albers et al., 2006b] 
[Asfour et al., 2006]  
[Prats et al., 2008]    

[Vahrenkamp et al., 
2012] 

M
IT

 A
rt

ifi
ci

al
 

 In
te

lli
ge

nc
e 

La
bo

ra
to

ry
 

(U
S

A
) 

Cog 
 

1996 - 
Tête 
Torse 
Bras 

Vision et ouïe 
Aggrippage d'objets 
Comportement visuel et d'ouïe similaire à celui 
d'un être humain 

21 
6: 

3:yeux 
3: cou 

12: 
3/épaule 
1/coude 

2/poignée 

3 0 0 [Brooks et al., 1999]  

P
ro

gr
am

m
e 

R
ob

on
au

t 
N

A
S

A
/ G

en
er

al
 M

ot
or

s 
  

(U
S

A
) 

Robonaut 2 
 

2011 
136 Kg 
2,4 m 

Tête 
Torse 
Bras 

Particularité : Premier robot Humanoïde spatial, 
possède plus de 350 capteurs.  Ces fonctions 
sont : 
- Aider le travail des astronautes dans des 
situations délicates (sorties extravéhiculaires…) 
- Interaction avec les astronautes pour travailler 
en équipe. 
- Réalisation d’activités et tâches intra-
véhiculaires pendant 1 année 
- Exploration de l’environnement spatial par la 
réalisation d’activités extravéhiculaires. 

42 
 

3: cou 

14: 
3/épaule 
2/coude 

2/poignée 

1 
24 

12/main 
0 

 [Diftler et al., 2011] 
[Bridgwater et al., 

2012] 
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La comparaison des Tableaux 1.1 à 1.4 met clairement en évidence la prédominance des 

robots Humanoïdes asiatiques (Japon, Corée du Sud) dans le domaine de la robotique 

[Ambrose et al., 2005]  et [Breuer & Takanishi, 2009]. En effet, le Japon est le leader mondial 

en termes d’innovation robotique androïde avec des robots tels que Actroid  [Yoshikawa et 

al., 2011] et HRP-4C  mais également le pionnier de la commercialisation des robots 

Humanoïdes par la mise sur le marché d’androïdes assistants domestiques, assistants 

infirmiers dans les hôpitaux et les cliniques ou encore animateurs et réceptionnistes dans le 

secteur du tertiaire [Fuji et al., 2011].  

L’analyse des différents tableaux montre également l’étude de problématiques inhérentes à la 

recherche robotique humanoïde différentes selon le positionnement géographique. Ainsi, nous 

constatons que les asiatiques ont concentré leurs recherches sur les Humanoïdes bipédaux et 

l’étude de la marche et la course mais également la création d’une ressemblance faciale avec 

génération d’expressions et de sentiments. Citons HRP-4 un gynoïde japonais qui imite 

fidèlement la gestuelle d’une jeune femme nipponne qui chante ou Albert Hubo, reproduction 

surprenante de la physionomie d’Albert Einstein. Les travaux américains ont privilégié 

l’étude de l’anatomie supérieure (tête-bras-torse) en focalisant leur attention sur les fonctions 

d’agrippage et de portage de précision ainsi que la reproduction d’une certaine dextérité des 

doigts. Ainsi Robonaut 2, un Humanoïde spatial à la pointe de la technologie américaine 

possède une partie supérieure s’apparentant à un humanoïde et un corps inférieure composé 

d’une surface mobile équipée de roues. Les recherches européennes ne sont pas aussi 

nombreuses mais restent variées. Ainsi, Rabbit constitue un projet robotique original puisqu’il 

s’agit d’un bipède sans pieds et dont le nombre de degrés de liberté varie selon la phase de la 

marche ou de la course considérée. Par ailleurs, les allemands ont développé un certain 

nombre de plateformes robotiques dont la plus significative reste Armar III.  

En considérant l’aspect anatomique des différents Humanoïdes présentés dans les Tableaux 

1.1 à 1.4, nous constatons que la plupart des projets développant des Humanoïdes à anatomie 

complète adoptent une seule et même commande destinée à contrôler l’ensemble de 

l’Humanoïde bien que bras et jambes n’effectuent pas les mêmes fonctions. Seul HRP-1 

possède des commandes séparées pour le haut et le bas du robot comme le montre le Tableau 

1.1. 

Enfin, ce recensement fait apparaître l’absence de robot Humanoïde africain. De ce fait, notre 

étude se positionne comme une première proposition de morphologie d’un robot Humanoïde 

féminin africain possédant les fonctions de marche bipédale et de balancement des bras. De 
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plus et contrairement à la plupart des études traitant d’Humanoïdes à anatomie complète, deux 

commandes séparées seront développées pour assurer la mise en mouvement des jambes et 

des bras. 

1.4 Fonctions des robots Humanoïdes 

Parmi les fonctionnalités les plus souvent attribuées aux robots Humanoïdes, nous 

retrouvons : 

- La fonction de mobilité. Elle permet le déplacement des robots Humanoïdes dans leur 

environnement [Wang & Li, 2008]. On distingue deux types de mobilité. D’une part, 

les robots Humanoïdes bipédaux capables de marcher, de courir et même parfois de 

monter des escaliers. Nous citons dans cette catégorie les robots Asimo [Hirose et al., 

2001a] et KHR-4 [Kim, 2009] (voir Figure 1.1). D’autre part, les robots Humanoïdes 

dotés d’une plate-forme holonomique à roues, les plus connus sont le robot spatial 

Robonaut [Ambrose et al., 2000]et le robot domestique Armar  [Prats et al., 2008], 

[Vahrenkamp et al., 2012] (voir Figure 1.2). A travers l’étude et la comparaison des 

travaux traitant des robots Humanoïdes, nous constatons que les robots bipèdes ont un 

rôle scientifique dans la mesure où ils renseignent sur les mécanismes de la marche 

humaine incluant les concepts de maintien de l’équilibre [Stilman et al., 2010], 

réaction avec le sol [Dietrich et al., 2011], synchronisation des mouvements… 

 

 

Figure 1.1.  Humanoïdes bipédaux : Asimo (à gauche) et KHR-4 Hubo (à droite) 
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Figure 1.2.  Humanoïdes mobiles : Armar III (à gauche) et Robonaut II (à droite) 
 

L’attribution de la marche bipédale à un robot implique des structures mécaniques 

complexes, l’application de commandes élaborées et une consommation d’énergie 

importante [Kuo, 2007]. De ce fait, leur mise en place est très complexe alors que la 

réalisation des robots sur plate-forme mobile est plus simple et moins coûteuse en 

énergie laissant la place à l’expérimentation d’autres fonctionnalités [De Luca et al., 

2001], [Ortigoza et al., 2012].  
 

- La fonction d’agrippage, de manipulation d’objets et de mise en mouvement des bras. 

Elle implique la mise en mouvement d’un bras muni d’une pince à son extrémité pour 

les premiers prototypes. Les versions actuelles de robots Humanoïdes manipulateurs 

sont équipées de deux bras munis chacun d’une main à cinq doigts et possèdent une 

réelle dextérité et habileté manuelle pour la réalisation de tâches nécessitant une 

grande précision. Ainsi, Wendy est un androïde capable de cuisiner en cassant des 

œufs ou en coupant des légumes avec un couteau acéré [Sugano, 2005], le prototype 

KHR-4 a été revu pour assurer une meilleure dextérité des mains et des doigts [Castley 

& Oh, 2011] tandis qu’Armar  III  peut ouvrir une machine à laver et la vider ou la 

remplir et sortir des produits du réfrigérateur [Vahrenkamp et al., 2012]. On assiste 

également au Japon au phénomène de prolifération des robots d’assistance infirmiers 

destinés à porter et transporter les patients et à leur administrer des médicaments 

[Huang et al., 2011]. 
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- Les fonctions sensorielles de vue et d’ouïe. La capacité à voir est indispensable à 

l’interaction du robot Humanoïde avec son environnement. Les caméras sont placées 

au niveau des yeux et la flexibilité du cou et des yeux offre une meilleure visibilité. En 

effet, la vision permet l’exploration du milieu, l’identification des objets, l’évitement 

d’obstacles par le robot Humanoïde et la caractérisation de son propre positionnement 

[Chang et al., 2009]. La fonction visuelle est indispensable à la mise en œuvre des 

deux fonctionnalités précédemment traitées. L’ouïe est une fonction surtout prisée 

dans l’interaction Humanoïde- Humain pour la réception d’ordres ou l’établissement 

d’un dialogue avec un être humain. Ainsi c’est grâce à leur capacité d’écoute que les 

androïdes tels que HRP-4C [Kajita et al., 2011] ou Actroid Der-2 [Akhratuzzaman & 

Shafie, 2010] peuvent jouer le rôle de guide ou de réceptionniste (voir Figure 1.3). 

Ces différentes fonctionnalités impliquent une connaissance ou une reconnaissance de 

l’environnement  par le robot Humanoïde et présupposent donc une interaction Humanoïde- 

Environnement.  

 

Figure 1.3.  Androïdes féminins : HRP-4C (à gauche) et Actroid Der-2 (à droite) 
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- Les fonctions sociales des robots Humanoïdes. La robotique sociale est un domaine de 

recherche multidisciplinaire. Ainsi, des disciplines telles que la psychologie ou la 

sociologie sont progressivement et de plus en plus mises à contribution lors de la 

conception des androïdes [Fong et al., 2003] et [Breazeal, 2007]. Selon Rosemarijn 

Looije et ses collaborateurs dans [Looije et al., 2010], les robots sociaux peuvent être 

considérés comme des systèmes cognitifs car leur principale fonction réside dans la 

capacité à « changer d’attitudes, humeurs ou de croyances relatives aux personnes 

avec lesquelles ils interagissent ». De ce fait, l’attribution de fonctions sociales aux 

robots Humanoïdes constitue une réponse à la problématique de l’interaction 

Humanoïde-Humain soulevée dans de nombreux travaux [Breazeal, 2003], [Goodrich 

& Schultz, 2007] et [Dautenhahn, 2007]. Le MIT (Massachusetts Institute of 

Technology) à travers les travaux de Cynthia Breazeal est le premier laboratoire de 

recherche robotique à s’être intéressé aux fonctions sociales des robots Humanoïdes et 

à leur interaction avec les hommes à travers la création de robots sociaux dédiés 

exclusivement à la communication et à l’interaction avec les êtres humains. 

Ainsi, Kismet (voir Figure 1.4) crée en 2000 est un robot social capable de tirer des 

enseignements de son interaction avec les êtres humains et d’en acquérir des 

apprentissages [Breazeal, 2003]. Leonardo (voir Figure 1.4) qui a également vu le jour 

au MIT en 2001 sous l’apparence d’un petit chien à la physionomie volontairement 

attachante est un robot possédant un total de 69 degrés de liberté dont 32 sont dédiés à 

la mise en mouvement de la tête. Cette créature est capable de reproduire de façon 

cohérente une large palette de sentiments et d’expressions faciales pour accompagner 

son propre discours ou réagir à celui de ses interlocuteurs. De même qu’elle peut 

participer ou aider son interlocuteur dans la réalisation d’une tâche de façon intuitive 

par sa propre interprétation d’une situation donnée et non comme pour les robots 

usuels suite à la réception d’un ordre clairement formulé [Thomaz & Breazeal, 2007]. 

Ces prototypes de robots sociaux sans objectif de fonctionnalité motrice prédominante 

constituent un tremplin vers la dotation des robots Humanoïdes usuels de fonctions 

sociales. Celles-ci doivent leur permettre d’amorcer un  dialogue avec leurs donneurs 

d’ordres ou interlocuteurs et de mieux cerner et maîtriser leur environnement à travers 

leur propre lecture et perception des expressions faciales et émotions de leurs vis-à-

vis. Par ailleurs, l’attribution de fonctions sociales ainsi qu’une apparence 

physique sympathique aux Humanoïdes les rend plus appréciables, plus attractifs et 

moins imposant et intimidants [Breazeal, 2009]. Les robots sociaux sont souvent 
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dédiés à l’éducation pédagogique infantile [Chang & Sabanovic, 2013], 

l’accompagnement des personnes âgés vivant souvent seules [MacColl et al., 2013] ou 

encore à l’assistance médicale et plus spécifiquement l’aide à la communication des 

enfants autistes [Mazzei et al., 2012] et [Lee & Obinata, 2013]. 

 

Figure 1.4.  Robots sociaux : Kismet avec Cynthia Breazeal (à gauche) et Leonardo (à droite) 

1.5. Génération et commande d’un cycle de marche 

Aujourd’hui encore, la marche bipédale constitue la fonction phare des robots Humanoïdes 

vue la complexité de sa mise en œuvre. De nombreux critères de stabilité exploitant 

différentes techniques de commande continuent à être proposés. 

Nous nous concentrerons donc dans ce paragraphe sur la caractérisation de la fonction de 

marche bipédale. Ainsi, nous reprendrons l’ensemble des phases composant un cycle de 

marche. Puis nous explorerons les différents modèles de marche existants et établirons la 

corrélation avec les critères de stabilité généralement employés pour garantir le maintien de 

l’équilibre du robot marcheur. Enfin, nous recenserons les principaux types de commandes 

robotiques proposées dans la littérature. 

1.5.1. Phases d’un cycle de marche  

Selon [Kajita et al., 2009], la marche repose sur un déplacement par appui alterné sur les deux 

jambes avec toujours au moins un point d’appui en contact avec le sol. On appelle la jambe en 

contact total avec le sol jambe d’appui ou jambe de support et la jambe initiant le mouvement 

de pas jambe oscillante ou jambe de vol. Comme le montre la Figure 1.5, pour chaque 

membre inférieur le cycle de marche humain se compose de deux phases [Chemori, 2005]: 
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- La phase d’appui. Elle correspond à toute l’étape où le pied reste en contact avec le 

sol débutant au premier contact du pied avec le sol et s’achevant au moment du 

décollement des orteils du sol. Elle représente jusqu'à 60% du cycle de marche. 

- La phase oscillante. Elle correspond à toute la période où le pied est libre, sans contact 

avec le sol. Elle débute dès que la phase d’appui s’achève et se termine lorsque le 

second pied entre dans sa propre phase d’appui. Sa durée correspond généralement 

aux 40%  restants du cycle de marche. 

Dans le cas d’une marche usuelle, le membre inférieur jouant le rôle de jambe d’appui assure 

les trois fonctions de support, d'amortissement et de propulsion tandis que le membre inférieur 

oscillant est déplacé vers l'avant [Viton et al., 2006]. Deux phases de double appui sont 

souvent considérées : 

-  Le double appui de réception. Il se produit au contact initial du pied précédemment 

libre avec le sol et se poursuit par le transfert du poids de l’autre membre inférieur vers 

celui-ci. 

- Le double appui de propulsion. Il se produit au niveau de la jambe précédemment 

jambe de support au moment du décollement du pied. A ce niveau, il y a transfert du 

poids de ce membre inférieur vers l’autre qui devient alors jambe d’appui.  
 

 

Figure 1.5.  Les différentes phases d’un cycle de marche [Darmana, 2004] 

La mise en œuvre de la marche artificielle tente de reproduire ces différentes étapes mais le 

rythme moins soutenu de la marche robotique implique la considération d’une phase 
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supplémentaire. En effet, un cycle de marche robotique caractéristique se compose de trois 

phases essentielles [Hemami & Zheng, 1984], [Chemori & Alamir, 2004], [Katić et al., 2008] 

et [Cho et al., 2009]:  

- La phase de simple support (SSP) : elle se produit lorsque l’un des pieds reste 

immobile en contact avec le sol tandis que le second réalise un mouvement de rotation 

dans le plan sagittal de l’arrière vers l’avant. Initialement, le talon du pied effecteur se 

soulève progressivement du sol en utilisant la pointe du pied comme pivot. Lorsque la 

rotation effectuée par le talon du pied en mouvement est suffisante, sa pointe se 

soulève également et le pied quitte totalement le sol pour avancer librement. Cette 

phase correspond au modèle dynamique libre. 

- La phase d’impact (IP): elle constitue la seconde phase se produisant à l’instant où la 

pointe du pied libre entre en contact avec le sol. L’impact entre la pointe du pied et le 

sol est de durée infinitésimale [Westervelt et al., 2003]. 

- La phase de double support (DSP): elle correspond à la troisième et dernière étape 

du cycle de marche lorsque les deux pieds sont en contact avec la surface de marche. 

Cette phase débute au moment où le talon du pied en mouvement commence à toucher 

le sol puis le mouvement de rotation du pied de l’arrière vers l’avant se poursuit 

jusqu'à ce que  toute la plante du pied entre en contact avec la surface de marche. La 

durée de l’étape de double support dépend étroitement de la cadence du cycle de 

marche. En effet, plus le cycle de marche est rapide et soutenu, plus cette phase sera 

de courte durée. Elle constitue la deuxième étape relative au modèle dynamique 

contraint. 

Tout au long de la mise en œuvre de ces différentes phases, le pied de support ne change ni de 

position ni d’orientation et la totalité de la plante du pied reste en contact avec le sol. La 

génération de la fonction de marche est obtenue par la succession répétitive et ordonnée de 

ces trois phases. En effet, dès que la troisième phase du pied effecteur s’achève, le pied de la 

jambe de support initie sa propre première phase de cycle de marche.  

1.5.2. Modèles de marche et critères de stabilité 

La marche robotique bipédale repose sur deux modèles de marche: la marche statique 

également appelée quasi-statique et la marche dynamique [Kajita et al., 2009]. Le recours à un 

critère de stabilité donné dépend du modèle de marche adopté. Le choix d’un critère de 
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stabilité assure le maintien de l’équilibre du bipède à tout instant et permet ainsi d’éviter 

qu’un mouvement ne soit à l’origine d’une perte d’équilibre entrainant une chute du robot.  

- Marche statique et critères de stabilité. Dans ce cas, une lourde contrainte guide la 

mise en mouvement du bipède imposant une marche composée uniquement de DSP en 

alternant entre double appui de propulsion et double appui de réception. En effet, la 

projection du centre de masse (CoM) sur le sol doit constamment se trouver à 

l’intérieur d’un polygone particulier joignant les points d’appuis au sol, le polygone de 

sustentation (voir Figure 1.6). Une marge adéquate de stabilité doit être assurée durant 

toutes les phases du mouvement. McGhee [McGhee, 1968]  définit la marge de 

stabilité statique comme  étant la distance minimale entre le centre de masse du robot 

marcheur et l’un des côtés du polygone de sustentation. Le critère de stabilité statique 

élaboré par McGhee permet d’affirmer que le système robotique est statiquement 

stable si la marge de stabilité statique est positive. La marge de stabilité statique 

constitue ainsi un moyen d’évaluer la stabilité des robots bipèdes et d’assurer à tout 

instant le maintien d’une position d’équilibre.  
 

 

Figure 1.6: Illustration du critère de stabilité statique 
 

D’autres moyens permettant la mesure de la marge de stabilité existent sans pour 

autant être exclusivement dédiés aux robots bipèdes. Nous pouvons citer la marge de 

stabilité d’énergie [Messuri, 1985] ou la marge de stabilité d’énergie normalisée 

[Hirose et al., 2001b]. Ces deux critères donnent de meilleurs résultats dans le cas 
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spécifique de la locomotion sur plan incliné car ils donnent une indication précise sur 

la quantité d’énergie nécessaire pour provoquer la chute du robot marcheur. La marche 

statique est très restrictive empêchant le robot bipède d’atteindre de grandes vitesses 

de déplacement car seuls les mouvements lents sont autorisés [Kim et al., 2007].  
 

- Marche dynamique et critères de stabilité. Dans ce cas, la projection verticale du 

centre de masse sur le sol peut se trouver localement en dehors du polygone de 

sustentation [Kajita et al., 2009]. L’omission de la contrainte relative au centre de 

masse offre une meilleure mobilité au robot marcheur et lui confère plus de liberté de 

mouvements. La marche robotique résultante est plus rapide se rapprochant ainsi de la 

marche bipédale humaine mais le système robotique considéré est instable rendant 

l’application d’une commande efficace plus complexe et plus délicate. De même, les 

conditions relatives aux critères de stabilité dynamique sont plus difficiles à satisfaire. 

Le Zero Moment Point plus connu sous l’abréviation ZMP est le critère de stabilité 

dynamique le plus souvent utilisé en robotique bipédale. En effet, Vukobratovic a 

introduit le concept de ZMP en 1968 [Vukobratovic & Juricic, 1968] puis l’a 

rigoureusement étayé dans ses travaux ultérieurs [Vukobratovic et al., 1990] et 

[Vukobratovic & Borovac, 2004].  Le ZMP trouve son origine dans l’instabilité causée 

par le choix d’une marche dynamique car il est difficile de conserver dans ce cas un 

contact suffisant avec le sol pendant la phase de simple support. Ceci augmente le 

risque de perte d’équilibre du bipède et donc de chute. Le critère du ZMP  consiste à 

vérifier que le point correspondant au ZMP existe à chaque instant. Cela revient à 

prendre en compte toutes les forces gravitationnelles et inertielles intervenant pendant 

la phase critique de simple support et à déterminer une force de réaction du sol 

résultante en un point de contact qui résume à lui seul l’ensemble des forces et couples 

appliqués sur toute la zone de contact (plante du pied). Si ce point se trouve à 

l’intérieur du  polygone de support, il sera désigné par ZMP et garantira le maintien de 

l’équilibre dynamique du système robotique bipédale (voir Figure 1.7). Par contre, si 

ce point se trouve sur l’un des bords ou à l’extérieur du polygone de sustentation, il 

pourra être désigné par ZMP fictif ou FZMP mais n’assurera pas la stabilité 

dynamique. Le critère du ZMP se traduit  par la condition nécessaire et suffisante 

suivante : les composantes horizontales du moment de la résultante de réaction du sol 

doivent être nulles. Il est à noter que plus le ZMP s’approche des limites du polygone 

de support, plus l’équilibre dynamique du système robotique s’en trouve fragilisé. 
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Dans ce cas, tout moment additionnel est susceptible de faire basculer le bipède. Une 

solution consiste à ramener le ZMP à l’intérieur d’une  zone de sécurité au sein même 

du polygone de sustentation par la mise en œuvre des mouvements appropriés [Yagi & 

Lumelsky, 2000] et [Vadakkepat et al., 2008].  
 

 

Figure 1.7: Illustration du critère du ZMP 
 

Dans la Figure 1.7, PA désigne le point de contact entre le sol et la cheville, FA et MA 

représentent respectivement la force et le moment de réaction de la cheville. Fg est le 

vecteur de pesanteur appliqué au niveau du centre de gravité du pied de support tandis 

que FR désigne la résultante de la force de réaction totale. Le point ou s’exerce FR se 

trouve à l’intérieur du polygone de support, c’est donc le ZMP. 

Selon Vukobratovic, la notion de ZMP doit être envisagée comme étroitement liée à la 

force de réaction du sol. Il insiste sur trois notions qui selon lui portent à confusion de 

nombreux chercheurs : (i) le critère du ZMP n’est pas un critère de stabilité 

dynamique mais plutôt un critère de maintien de l’équilibre dynamique lorsque le 

contact avec le sol devient ponctuel, (ii) Le ZMP n’existe que si le centre de masse se 

trouve à l’intérieur du polygone de support. Dans le cas où le centre de masse se 

trouve à l’extérieur du polygone de sustentation, on ne parle plus de ZMP car il 

n’existe pas. (iii) ZMP et centre de pression sont deux points confondus si le centre de 

pression se trouve à l’intérieur du polygone de support [Vukobratovic & Borovac, 

2004]. De nombreux chercheurs utilisent le critère du ZMP pour le maintien de 
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l’équilibre dynamique des robots Humanoïdes mais les applications les plus 

emblématiques demeurent [Mitobe et al., 2000], [Kajita et al., 2003], [Sardain & 

Bessonnet, 2004], [Erbatur & Kurt, 2009]. D’autres critères de stabilité dynamique 

existent mais ils ne sont que marginalement utilisés néanmoins nous pouvons citer un 

critère souvent comparé au ZMP : l’indicateur de rotation du pied ou FRI (Foot 

Rotation Indicator) initialement introduit par Goswami en 1999 dans [Goswami, 

1999]. Il s’agit du point au niveau de la surface de contact pied/sol ou la résultante de 

la force de réaction du sol devrait agir pour maintenir le pied en position stationnaire 

et éviter sa rotation sur lui-même ce qui entrainerait la perte d’équilibre. 

Contrairement au ZMP, le FRI peut se trouver en dehors du polygone de sustentation, 

dans ce cas il servira à mesurer le degré d’instabilité du robot bipède. D’autres travaux 

ont exploité le FRI dont [Wieber, 2002], [Choi & Grizzle, 2005] et [Sabourin & 

Bruneau, 2005]. Dans [Fu & Chen, 2007], les auteurs dressent une comparaison des 

critères de stabilité dynamique généralement employés pour assurer l’équilibre des 

robots marcheurs, ils citent, outre le ZMP, le retour de Poincaré (Poincaré return 

map). En effet, le retour de Poincaré est une technique permettant de déterminer 

l’existence d’orbites périodiques et d’évaluer leurs propriétés de stabilité. Ce critère 

préconise la réalisation de trajectoires au sein d’un cycle limite de stabilité néanmoins 

les faibles déviations par rapport au cycle qui obéissent à une relation linéaire relative 

au critère sont acceptables. Le retour de Poincaré est souvent utilisé dans l’analyse de 

la stabilité des robots bipèdes dans le cas d’une marche dynamique passive [Mac Geer, 

1990] et [Goswami et al., 1996]. Cependant il présente deux limitations majeures. 

D’une part, il n’est applicable que dans le cas d’une marche bipédale périodique or la 

marche sur des surfaces rugueuses ainsi que l’évitement d’obstacles potentiels ou le 

changement de la vitesse de marche ne sont en rien périodiques, ceci restreint 

notablement les cas d’applications. D’autre part, de larges déviations par rapport au 

cycle limite rendent l’emploi de cette technique impossible [Westervelt et al., 2007].  

Lors de la mise en œuvre d’un cycle de marche, l’alternance des phases de double support 

(DSP), simple support (SSP) et impact (IP) donne lieu à des scénarios différents nécessitant 

une analyse différente [Vukobratovic & Borovac, 2004]. Lors de la phase de double support, 

le robot bipède est supporté simultanément par ses deux jambes maintenues fixes au sol. Il 

s’apparente ainsi à un système robotique statiquement stable. Pendant la phase de simple 

support, le robot humanoïde est statiquement instable ce qui  requiert le recours à un critère de 

stabilité dynamique. Enfin, la phase d’impact étant de durée infinitésimale [Westervelt, 2003], 
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elle ne constitue pas un risque à la perte d’équilibre de l’humanoïde d’autant plus que le robot 

se retrouve rapidement en situation de stabilité statique (DSP). Ainsi pendant un cycle de 

marche élémentaire, différents critères de stabilité devront être employés pour le maintien de 

l’équilibre d’un même système robotique.  

On distingue également entre marche active et marche passive. Cette différenciation s’opère 

surtout dans le cas de la marche dynamique. On parlera ainsi de marche dynamique passive et 

marche dynamique active : 

- Marche dynamique  passive. Cette notion a été introduite par Mac Geer en 1990 dans 

[Mac Geer, 1990] ou il généralise la marche balistique précédemment définie dans 

[Mochon & McMahon, 1980] par la dénomination marche passive car aucune 

commande externe ou apport d’énergie ne sont nécessaires à la mise en mouvement du 

robot considéré. On dira alors que le système est sous-actionné. En effet, la marche 

dynamique passive s’applique à une classe particulière de robots marcheurs pouvant 

marcher sans sollicitation externe sur une surface faiblement inclinée, le robot 

marcheur dynamique passif est capable de descendre une pente douce en n’utilisant 

que son énergie potentielle [Kajita et al., 2009]. Les jambes du bipède se balancent 

naturellement tel un pendule et la conservation du moment angulaire conditionne le 

contact du pied avec le sol [Kuo, 1999]. 

 

- Marche dynamique active. Contrairement à la marche dynamique passive restreinte 

aux plans inclinés et réalisable uniquement pour une marche en descente, la marche 

dynamique active convient quelle que soit la surface de marche et son plan 

d’inclinaison [Asano et al., 2000]. Elle correspond à l’application d’une commande au 

robot bipède afin de lui permettre de surmonter la phase d’impact où il perd toute son 

énergie et d’initier la phase suivante [Schiehlen, 2005]. Bien que couteuse en énergie, 

la marche dynamique active est beaucoup plus utilisée pour la mise en mouvement des 

robots bipèdes. De nombreuses techniques de commande ont été développées dans ce 

sens.  

1.5.3. Nature de la force de réaction du sol 

Selon Goswami dans [Goswami, 1999], toutes les articulations du robot Humanoïde peuvent 

être actionnées et contrôlées excepté le contact entre le pied et le sol. Il définit le contact 

pied/sol comme étant un joint unilatéral car il n’y a pas de forces attractives qui interviennent 

dans le bilan des forces mais aussi sous-actionné car aucune entrée de commande n’est 
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appliquée à ce niveau. Vukobratovic reprend cette même idée dans [Vukobratovic & Borovac, 

2004] où il décrit le contact pied/sol comme étant un degré de liberté supplémentaire mais 

passif. Lors du contact avec le sol, le pied ne peut être commandé directement mais en 

agissant sur les forces tangentielles et normales en présence.  

Il est donc nécessaire d’identifier au préalable le type de contact qui sera simulé. Celui-ci 

conditionne la nature des forces extérieures s’appliquant au point de contact. En effet, dans le 

cas d’un contact rigide, la phase d’impact est instantanée et la force de réaction du sol est 

souvent impulsionnelle [Grizzle et al., 2001]. La commande à appliquer pour compenser 

l’effet de cette force est simple à mettre en œuvre. Par contre, si le contact est progressif, la 

phase d’impact dure plus longtemps. Dans ce cas de figure, le pied est souple et possède une 

certaine élasticité rendant la surface de contact déformable. La force de réaction du sol sera 

oscillante avec une amplitude qui s’atténuera au fil des oscillations traduisant les contacts de 

plus en plus amortis entre le pied et le sol. Les amortisseurs non linéaires et les systèmes 

équipés de ressorts sont souvent utilisés pour matérialiser le contact progressif amorti comme 

dans le cas de la série de robots Humanoïdes HRP [Nagasaki et al., 2004]. L’avantage de ce 

dernier modèle est qu’il est applicable quel que soit le type de surface de contact considéré 

surtout qu’il convient autant à la marche qu’à la course [Iida et al., 2009]. Néanmoins, 

l’élaboration d’une commande compensatoire est plus complexe que dans le cas du modèle 

rigide. 

Dans le cadre de notre étude et lors de la mise en œuvre de la fonction de marche, les trois 

phases usuelles d’un cycle de marche seront considérées et le contact pied/sol sera de type 

rigide pour la réalisation d’une marche dynamique. 

1.5.4. Techniques de commande  

Pour réaliser la commande d’un système robotique bipédale, il faut choisir la commande qui 

assurera la coordination adéquate des mouvements des différents corps rigides impliqués dans 

la mise en œuvre de la marche bipédale. L’objectif étant que celle-ci se rapproche autant que 

possible de la marche humaine.  

Différentes approches et stratégies ont été employées pour commander les robots marcheurs 

tenant compte de l’importance à assurer une marche efficace et stable, peu couteuse en 

énergie et pouvant s’adapter à différents types de sol et aux diverses perturbations [Fatehi et 

al., 2010]. Au niveau de la génération de modèles de marche, nous distinguons deux types de 



 

28 

 

travaux [Kajita et al., 2001]. D’une part les études qui choisissent d’assimiler le système 

robotique étudié à un modèle plus simple parfois même élémentaire [Sugihara et al., 2002] et 

d’autre part les travaux qui considèrent le modèle robotique complet exploitant toutes les 

données morphologiques existantes [Hirai et al., 1998] et [Huang et al., 2001].  

- Commande via un modèle simplifié. Le concept du pendule inversé linéaire 

communément appelé LIPM (Linear Inverted Pendulum Model) a été le plus employé 

dans ce sens car il simplifie le problème de génération de trajectoire. Nous pouvons 

citer dans ce contexte [Kajita & Tani, 1996] et [Pratt et al., 2001] et plus récemment 

[Yoo et al., 2009], [Lee et al., 2011] et [Hong et al., 2014]. Cette approche ne 

nécessite qu’une connaissance limitée du modèle dynamique robotique. Peu de 

données morphologiques sont exploitées telles que le centre de masse ou le moment 

angulaire total. La méthode du LIPM se base sur l’hypothèse selon laquelle durant la 

SSP ou tout le poids du robot Humanoïde est supporté par la jambe d’appui, la 

dynamique globale du système robotique peut s’apparenter au modèle d’un pendule 

inversé joignant entre le centre de masse de tout le corps du robot et le pied de 

support. Ainsi, l’approche du LIPM résume la totalité du corps du robot Humanoïde 

en un point comportant toute la masse du robot et une jambe télescopique au poids 

négligeable. Pour assurer la réalisation de trajectoires de marche stable, de nombreux 

travaux de recherche ont élaboré des algorithmes de génération de trajectoire de 

référence dans lesquels le critère de stabilité du ZMP est appliqué au LIPM même si le 

LIPM ne tient pas compte dans la modélisation dynamique qu’il propose de la jambe 

oscillante.. Citons [Kajita et al., 2001], [Vanderborght et al., 2008] et [Erbatur & Kurt, 

2009]. Il est cependant à noter que si les jambes sont lourdes, l’omission de la 

dynamique de la jambe de vol peut générer des problèmes de poursuite et de 

perturbations durant la phase de simple support. Pour pallier à ces problèmes et 

continuer à utiliser la modélisation par LIPM même dans le cas de jambes avec une 

masse significative ce qui correspond à la réalité de la plupart des robots marcheurs, 

certaines études dont [Park & Kim, 1998] et [Erbatur & Seven, 2007]  proposent un 

LIPM commutatif. L’avantage du LIPM commutatif réside dans la commutation entre 

deux modèles dynamiques : un modèle à un centre de masse durant la DSP et un 

modèle à deux centres de masse pendant la SSP. Dans [Motoi et al., 2009], le concept 

du LIPM virtuel ou VLIPM (Virtual Linear Inverted Pendulum Model) est introduit. 

Celui-ci permet d’atteindre la position et la vitesse désirées du centre de gravité du 

robot bipède sans pour autant modifier l’emplacement des pieds du robot. Ainsi, la 
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génération de trajectoire par VLIPM consiste à recourir à un point de support virtuel, 

le VSP (Virtual Supporting Point) pour compenser l’écart entre position désirée et 

position virtuelle modifiée du pied en mouvement. 
 

- Commande via le modèle complet. Les travaux qui se sont orientés vers ce type de 

modélisation dynamique [Khatib et al., 2004], [Kuroki, 2006] et [Dalibard et al., 2013] 

perçoivent le système robotique dans sa totalité. Ils exploitent toutes les données 

morphologiques disponibles telles que la masse du robot, la position du centre de 

masse, ou encore l’inertie de chaque corps rigide afin de générer des modèles de 

trajectoires. La pertinence de cette méthode dépend surtout de la précision et de 

l’exactitude des modèles employés. On distingue deux catégories de travaux 

s’inspirant de l’approche par modélisation dynamique complète. Le premier groupe se 

concentre sur la génération d’une simple trajectoire de référence et la mise en œuvre 

d’une loi de commande avec poursuite. En effet, dans ce cas le robot Humanoïde est 

contrôlé via l’élaboration d’une commande par retour d’état ou de sortie pendant les 

phases de SSP, IP et DSP. Nous pouvons citer dans ce sens les travaux de [Shih & 

Gruver, 1992], [Goddard et al., 1992] et plus récemment ceux de [Westervelt et al., 

2007]  et [Chen & Li, 2008]. Le second groupe opte pour le recours à une fonction 

objectif composée d’un ou plusieurs termes à minimiser en vue de générer une 

trajectoire optimale [Hurmuzlu, 1993], [Hu et al., 2008] et [Liu et al., 2012]. Les 

critères à optimiser sont généralement le temps d’exécution [Suleiman et al., 2010], le 

coût en énergie [Minakata et al., 2008], le coût des couples moteurs [Chevallereau & 

Aoustin, 2001], les vibrations du robot ou encore le Jerk [Morimoto & Atkeson, 

2007].   

Qu’il s’agisse du modèle simplifié ou complet, nous constatons que différents types de 

commandes non linéaires ont été appliqués dans la littérature. Le Tableau 1.5 présente une 

synthèse des principales techniques de commande non linéaires employées pour la génération 

de cycles de marches à travers une analyse bibliographique des travaux illustrant la mise en 

œuvre de ces lois de commandes. Il s’inspire d’une récente étude bibliographique [Boubaker, 

2013] dans laquelle les différentes techniques de commande employées lors de la 

modélisation par pendule inversé sont explorées. Pour chaque technique de commande 

présentée, nous recensons au niveau de la seconde colonne du Tableau 1.4 les ouvrages 

académiques illustrant la mise en œuvre de cette loi de commande. Dans les deux dernières 

colonnes du tableau, nous citons certains articles de journaux ou de conférence illustrant la 
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mise en œuvre de cette technique de commande pour le modèle simplifié du robot marcheur 

(troisième colonne) et  le modèle complet du robot marcheur (quatrième colonne). 

Tableau 1.5 : Techniques de commandes non linéaires des systèmes robotiques 

Technique de 

commande 

Ouvrages 

académiques 

Articles de recherche 

Modèle simplifié Modèle  complet 

Commande 
prédictive 

[Allgöwer  & Zheng, 
2000] 

[Findeisen et al., 
2006] 

[Magni et al., 2009] 

[Kajita et al., 2003] 
[Dimitrov et al., 2011] 

[Bagheri & Miripour-Fard, 
2011] 

[Azevedo et al., 2004] 
[Chemori & Alamir, 

2006] 
[Ge et al., 2012] 

Commande 
optimale en 

temps 

[Lewis & Syrmos, 
1995] 

[Vinter, 2000] 
[Boscain & Piccoli, 

2004] 

[Harada et al., 2010] 

[Takanishi et al., 
1989] 

[Sadigh & Mansouri, 
2013] 

Commande 
optimale en 

énergie 
 [Khalil, 2002 ] 

[Roussel et al., 1998] 
 [Spong et al., 2007] 
[Lia & Chena, 2011] 

[Khraief & M'Sirdi, 
2004] 

[Wang et al., 2013] 

Commande par 
réseaux de 
neurones 

[Ge et al., 1998] 
[Lewis et al., 1999] 

[Kitamura et al., 1988] 
[Miller, 1994] 

[Wang et al., 2010] 

[Zhou, 2000]  
[Geng et al., 2006] 

 [Vundavilli & 
Pratihar, 2011] 

Commande 
adaptative par 

PID 

[Astrom & 
Wittenmark, 1995] 

[Asano et al., 2000]  
 [Villagra & Balaguer, 

2011] 

Commande par 
logique floue 

[Wang, 1994] 
[Juang, 2000]  

[Zaidi et al., 2012] 

[Murakami et al., 
1995] 

[Ferreira et al., 2009] 
[Li et al., 2011] 

Commande par 
mode glissant 

[Utkin, 1992] 
[Edwards & 

Spurgeon, 1998] 
[Utkin et al., 1999] 

[Moosavian et al., 2007] 
[Dehghani & Fattah, 2010]  

 [Tzafestas et al., 
1996]  

[Mu & Wu, 2004] 
[Lin et al., 2007] 

Commande 
hybride 

[Savkin & Evans, 
2002] 

[Liberzon, 2003] 

[Ramamoorthy & Kuipers, 
2006] 

[Hong et al., 2014] 

[Park & Chung, 
1999a] 

[Liu & Li, 2003] 
[Katić et al., 2008] 

 

Ce tableau met en évidence un recours équilibré aux modélisations simplifiée et complète des 

robots bipédaux quelle que soit la technique de commande employée. Cependant, nous 

constatons que la commande prédictive est souvent étroitement liée au recours au pendule 

inversé comme modèle dynamique simplifié. De même, il apparaît que la plupart des 
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commandes optimales s’adaptent mieux à une modélisation dynamique complète du robot 

considéré. 

1.6. Contributions de la thèse 

Le travail que nous aspirons à réaliser trouve toute son essence dans la volonté de proposer 

une étude complète d’un robot Humanoïde marcheur particulier. Les différentes étapes 

nécessaires à la modélisation et à la commande du robot humanoïde y sont soigneusement 

traitées à la lumière des avancées et réalisations de la recherche robotique humanoïde actuelle. 

Le robot humanoïde que nous désirons concevoir possède les fonctions de marche et de 

balancement des bras. Ces deux fonctionnalités seront associées en vue de contribuer au 

maintien de l’équilibre dynamique du robot bipède.  

Ce travail propose un certain nombre d’originalités que nous recensons ci-dessous.  

Une morphologie particulière. En effet, nous proposons pour la mise en œuvre du robot 

Humanoïde une morphologie particulière qui s’apparente autant que possible à un sujet 

humain féminin de masse 70 kg et de hauteur 1,73m doté de vingt-six degrés de liberté de 

type rotoïde associés à quinze corps rigides. L’originalité de cette morphologie tient à son 

réalisme puisqu’elle s’inspire des caractéristiques en taille et poids d’une jeune femme réelle 

et que les données morphologiques utilisées ont été obtenues suite à l’application d’une 

méthodologie rigoureuse de calcul des données segmentaires humaines.  

Séparation en deux systèmes robotiques indépendants. Contrairement à la plupart des études 

anthropométriques qui considèrent que tronc et bassin constituent un seul et un même corps 

rigide, nous avons opté pour la séparation du tronc en deux parties indépendantes donnant 

ainsi lieu à deux systèmes robotiques indépendants : le robot bipède d’une part et le torse et 

bras anthropomorphiques d’autre part. Cette séparation a pour avantage d’atténuer la 

complexité de mise en œuvre de la commande et de simplifier l’étude géométrique et 

dynamique du système robotique complet. 

Proposition d’une méthode de réduction du modèle robotique dynamique. Lors de 

l’établissement du modèle dynamique tridimensionnel des deux systèmes robotiques : robot 

bipède et torse et bras anthropomorphiques, nous proposons une méthode pertinente de 

réduction des modèles dynamiques à des fins d’analyse, simulations et de commande. Cette 

méthodologie est applicable à tout système robotique quel que soit le nombre de degrés de 

liberté dont il est doté ou de corps rigides le composant. Elle constitue une méthode complète 
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et exhaustive se basant sur le formalisme de Newton-Euler pour aboutir à un modèle 

dynamique tridimensionnel sous sa forme minimale moyennant certains calculs et 

transformations mathématiques. 

Implémentation d’une commande optimale par Minimum Jerk pour la commande du robot 

bipède dans l’espace tridimensionnel. Notre étude se positionne comme étant une première 

initiative de l’application de la théorie du Minimum Jerk pour la commande de robots bipèdes 

évoluant dans un espace tridimensionnel. En effet dans le domaine de la robotique, la théorie 

du Minimum Jerk  a presque été exclusivement exploitée pour le développement de membres 

supérieurs à des fins médicales. L’étude de Boonpratatong et ses collaborateurs 

[Boonpratatong et al., 2008] est la seule qui se soit intéressée à l’application du principe du 

minimum Jerk pour la commande de la partie bipédale mais seulement dans le plan 

bidimensionnel. 

Proposition d’une nouvelle technique de génération de trajectoire selon le critère du 

Minimum Jerk. Nous présentons à ce niveau notre contribution majeure qui réside dans la 

proposition d’une nouvelle méthode d’application du critère de minimisation 

du  Jerk  différente des méthodes usuelles Point-to-Point  et Via-point. Elle trouve son 

originalité dans la proposition de trajectoires de référence assez particulières qui mettent en 

jeu à la fois des fonctions trigonométriques et des fonctions de trajectoires polynomiales dans 

l’espace cartésien tridimensionnel d’évolution du bipède. Le recours simultané aux fonctions 

trigonométriques et polynômiales confère à la trajectoire résultante les avantages de ces deux 

types de fonctions. 

1.7. Conclusion 

L’élaboration de ce chapitre a mis en évidence, outre la richesse et la prolifération scientifique 

dans le domaine de la robotique Humanoïde, les nombreux axes de recherche qui pouvaient 

être envisagées dans ce domaine d’étude. L’état de l’art que nous avons proposé présente une 

classification des robots Humanoïdes selon leur secteur d’activité ainsi que les fonctions 

qu’ils sont capables de réaliser. La synthèse recensant les grandes familles d’Humanoïdes à 

travers le monde a permis d’identifier les grands courants scientifiques de la robotique 

Humanoïde, les foyers géographiques les plus actifs et de mesurer les progrès et 

développements réalisés en quelques décennies seulement. Nous avons ensuite traité l’aspect 

primordial de la commande robotique en choisissant d’insister principalement sur la 

commande relative à la marche bipédale de par la complexité de sa mise en œuvre mais aussi 
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en raison du rôle important et de la place considérable qu’elle occupe dans le domaine de la 

robotique Humanoïde. A cet effet, nous avons caractérisé le cycle de marche robotique et 

identifié les différents types de marches possibles et les critères de stabilité correspondants 

puis recensé les techniques de commande employées. Enfin au terme de chapitre, nous 

abordons les contributions que nous souhaitons apporter et précisons les motivations qui 

furent les nôtres dans la réalisation de ce travail. 
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Chapitre 2 
Le Robot Humanoïde : Morphologie 

Modèles anthropométrique et géométrique 
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2.1. Introduction 

L’objectif de ce chapitre est de procéder à une présentation justifiée de la morphologie du 

robot humanoïde objet de notre étude. Ainsi, nous commencerons par une proposition d’une 

morphologie particulière qui s’apparente autant que possible à un sujet humain féminin en 

utilisant une méthodologie rigoureuse pour aboutir à des données morphologiques 

mesurables. Ayant opté pour la séparation de l’humanoïde en deux systèmes robotiques 

indépendants : un haut et une partie bipédale, nous développerons dans un deuxième temps le 

modèle géométrique tridimensionnel associé à chaque système par un recours aux 

transformations par les angles d’Euler. Des scénarios de validation des modèles géométrique 

direct et cinématique inverse seront ensuite proposés. Enfin, ce chapitre s’achèvera par le 

calcul dans l’espace tridimensionnel des vitesses et accélérations angulaires des différents 

corps rigides. 

2.2. Structure mécanique articulée  

Le système mécanique articulé que nous désirons concevoir est un robot humanoïde qui 

s’apparente autant possible à un sujet humain féminin de masse 70 kg et de hauteur 1,73m 

doté de vingt-six degrés de liberté de type rotoïde associés à quinze corps rigides [Aloulou & 

Boubaker, 2010a].  En nous inspirant de la morphologie générale d’un être humain que nous 

exposons dans la Figure 2.1, nous proposons  la morphologie particulière du robot humanoïde 

représentée dans la Figure 2.2.  

 
Figure 2.1 : Morphologie générale d’un être humain 
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Celle-ci reprend l’ensemble des segments et articulations composant le robot étudié. Le 

Tableau 2.1 explique les joints et le nombre de degrés de liberté associés à chaque corps 

rigide ainsi que leur emplacement. C1 à C15 constituent les quinze corps rigides du robot et 

J1 à J15 correspondent aux quatorze joints [Aloulou & Boubaker, 2010b].  

Contrairement à la plupart des études anthropométriques qui considèrent que le tronc et le 

bassin constituent un seul et un même corps rigide [Allard  & Blanchi, 2000], nous avons opté 

pour la séparation du tronc en deux parties indépendants. Néanmoins, nous considérerons que 

l’articulation qui lie ces deux segments est de type encastrement. J4 et J8 représentent donc le 

même joint de type encastrement reliant le tronc au bassin et faisant la jonction entre deux 

systèmes robotiques que nous allons considérer comme indépendants. Nous avons privilégié 

la redondance du joint afin de conserver une concordance numérique entre chaque segment et 

l’articulation correspondante.  

 

Figure 2.2. Structure mécanique articulée du robot humanoïde [Aloulou & Boubaker, 2010b] 
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Tableau 2.1. Corps rigides et articulations associés au robot humanoïde  

 [Aloulou & Boubaker, 2010b] 

 

La position angulaire de chaque corps rigide Ci est mesurée par ses angles d’Euler [Landau & 

Lifschitz, 1976], [Goldstein, 1980]. La dernière colonne du Tableau 2.1 met en évidence pour 

chaque corps rigide Ci le vecteur des angles d’Euler ξK relatifs à chaque joint Ji associé à Ci.  

2.3. Modèle anthropométrique 

L’objectif est de procéder à une étude  anthropométrique du robot proposé. Le terme 

anthropométrie trouve son origine dans la fusion des termes  latins Anthropos et metron qui 

signifient respectivement Homme et mesurer. Ainsi, l’anthropométrie est l’étude et la mesure 

des dimensions physiques du corps humain [Chandler et al., 1975]. Elle permet d'évaluer la 

corpulence, les proportions et la composition du corps humain et de ce fait elle représente 

l’aspect quantitatif de l’anthropologie physique.  

On distingue l’anthropométrie dynamique qui a pour principal objectif la mesure des 

segments corporels lors de la mise en mouvement du corps humain et l’anthropométrie 

Corps  

Rigide 

Description du 

 corps rigide 
Joint Description du joint 

Degrés de  

liberté 

C1 Pied droit J1  Cheville droite  ξ1 = [0     H1    H<] 
C2 Jambe droite J2  Genou droit ξ2 = [0    H�  HP] 
C3 Cuisse droite J3  Hanche droite  ξ3 = [HQ   H
   HR] 
C4 Bassin J4  Joint de type encastrement ξ4 = [0      0      0] 
C5 Cuisse gauche J5  Hanche gauche  ξ5 = [HJ   HS   HT] 
C6 Jambe gauche J6  Genou gauche ξ6 = [0   H��  H��] 
C7 Pied gauche J7  Cheville gauche  ξ7 = [0   H��   H�<] 
C8 Tronc J8  Joint de type encastrement ξ8 = [0      0      0] 
C9 Tête  J9  Cou ξ9 =  [0   H�P   H�Q] 
C10 Bras droit J10  Epaule droite ξ10  = [H�
 H�R H�J] 
C11 Avant-bras droit J11  Coude droit ξ11 = [0  H�S  0] 
C12 Main droite J12  Poignet droit ξ12 = [0  H�T H<�] 
C13 Bras gauche J13  Epaule gauche ξ13 = [H<� H<< H<P] 
C14 Avant-bras gauche J14  Coude gauche ξ14 = [0    H<Q     0] 
C15 Main gauche J15  Poignet gauche ξ15 = [0   H<
   H<R] 
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statique qui s’intéresse à ces mêmes mesures en position statique. Plusieurs méthodes et 

logiciels existent pour calculer  les mesures anthropométriques du corps humain [Dao, 2009].   

Nous nous baserons, dans ce travail, sur les données provenant de mesures anthropométriques 

statiques car leur mise en œuvre est beaucoup plus aisée. Elles suffisent à établir une 

modélisation cinématique et dynamique satisfaisantes. Dans ce sens, les travaux de Winter 

[Winter, 2009] ont permis de mettre en évidence des proportions segmentaires normalisées 

qui peuvent être prises comme indication. La Figure 2.3 indique la proportion de chaque 

membre en terme de longueur par rapport à la stature totale de l’individu notée H selon le 

modèle de Winter [Winter, 2009]. Le Tableau 2.2 fournit quelques mesures segmentaires 

obtenues par application du modèle de Winter pour une personne de sexe féminin et de taille 

H=1.73m. 

 

Figure 2.3. Longueurs segmentaires en fonction de la taille [Winter 2009] 
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Tableau 2.2. Mesures segmentaires du robot humanoïde obtenues via le modèle de Winter 

Corps rigide 
Proportion du corps rigide de la 

stature totale selon Winter 

Mesures de 

Winter (cm) 

 Pied  0,039 6,747 

 Jambe 0,246 42,558 

 Cuisse  0,200 34,600 

 Bassin 0,045 7,785 

 Tronc 0,293 50,689 

 Tête  0,182 31,486 

 Bras  0,180 31,140 

 Avant-bras 0,145 25,085 

 Main  0,108 18,684 

 

Chacun des quinze segments du robot humanoïde doit être caractérisé par un ensemble de 

paramètres physiques. Ainsi, pour chaque corps rigide Ci, on définit les paramètres suivants : 

- *� ∈ ℜ: masse relative au corps Ci. 

- "� ∈ ℜ: centre d’inertie relatif au corps Ci. 

- &� ∈ ℜ: distance proximale définie comme étant la distance entre le centre de gravité et 

l’extrémité  du corps Ci reliée au corps précédent Ci-1. 

- (� ∈ ℜ: distance distale définie comme étant la distance entre le centre de gravité et 

l’extrémité  du corps Ci reliée au corps suivant Ci+1. 

 

On définit alors : 

- )�  ∈ ℜPXP: la matrice de masse du corps Ci telle que :  

)�	 =	Y*� 0 00 *� 00 0 *�Z 

- !� ∈ ℜPXP: la matrice d’inertie du corps Ci telle que : 

!�	 =	["�� 0 00 "�� 00 0 "��\ 
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- $� ∈ ℜPX�: le vecteur distance proximale entre le centre de gravité et l’extrémité  du 

corps Ci reliée au corps précédent Ci-1, exprimé dans le repère du corps i  tel que : 

KK = [0      0				kK]T 

- '� ℜPX�: le vecteur distance distale entre le centre de gravité et l’extrémité  du corps Ci 

reliée au corps suivant Ci+1, exprimé dans le repère du corps i tel que : 

'� = [0      0					(�]T 

Sauf pour le corps rigide C4, soit le bassin, pour lequel les vecteurs distances proximale et 

distale sont définis comme suit : 

   	$Q= [0      kQ� 				kQ�		]T                          et                                              'Q = [0      lQ� 				lQ�		]T   

La Figure 2.4 reprend la morphologie du robot humanoïde proposé avec la précision des 

distances distales et proximales de chaque corps rigide exprimées dans le référentiel mobile 

lié au ième corps rigide.  
 

 

Figure 2.4. Représentation des longueurs distales et proximales du robot humanoïde 
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Dans le but de déterminer le modèle anthropométrique constitué par l’ensemble des 

paramètres physiques caractérisant chaque corps rigide Ci, nous nous appuyions sur le modèle 

statistique de Dempster [Dempster & Gaughran, 1967]. Ce modèle repose sur l’assimilation 

de chaque corps rigide à une forme géométrique spécifique. Ainsi, nous assimilerons la tête et 

le cou à une sphère, le tronc et le bassin à des parallélépipèdes et tous les autres membres à 

des cylindres. Pourtant simple d’utilisation, ce modèle offre des résultats satisfaisants quant à 

la détermination de la masse, de la densité volumique, de la position du centre de gravité de 

chaque membre et des distances proximale et distale qui sont déduites de la longueur 

segmentaire. Ces caractéristiques sont directement obtenues à partir du modèle de Dempster 

qui nécessite comme seules entrées les mesures de  la masse M et de la hauteur H du corps 

humain à étudier ainsi que les longueurs segmentaires fournies par le modèle de Winter 

[Winter, 2009]. D’autres paramètres physiques contribuant également à la caractérisation de 

chacun des quinze corps rigides peuvent être calculés à partir des données précédentes. Il 

s’agit de l’inertie de chaque corps rigide dont le calcul requiert l’utilisation de toutes les 

données obtenues directement via le modèle de Dempster [Annexe 1]. Ainsi, pour la masse de 

70 kg et la hauteur de 1,73m, nous obtenons les résultats exposés dans le Tableau 2.3. 

Tableau 2.3. Paramètres physiques du robot humanoïde obtenus via le modèle de Dempster  

Corps rigide 
Masse 

(Kg) 

Longueur 

(m) 

Inertie autour du centre de 

masse 

Distance 

proximale 

(m) 

Distance 

distale (m) 

Pied droit 1,015 0,067 0,001 0,001 0,002 0,034 0,034 

Jambe droite 3,255 0,426 0,051 0,051 0,004 0,184 0,241 

Cuisse droite 7,000 0,424 0,113 0,113 0,017 0,184 0,240 

Bassin 9,940 0,199 0,112 0,112 0,472 0,021 0,178 

Cuisse gauche  7,000 0,424 0,113 0,113 0,017 0,240 0,184 

Jambe gauche 3,255 0,426 0,051 0,051 0,004 0,241 0,184 

Pied gauche 1,015 0,067 0,001 0,001 0,002 0,034 0,034 

Tronc 24,850 0,299 0,332 0,332 1,458 0,206 0,093 

Tête et cou 5,670 0,314 0,012 0,012 0,012 0,157 0,157 

Bras droit 1,960 0,321 0,018 0,018 0,002 0,140 0,181 

Avant-bras droit 1,120 0,253 0,006 0,006 0,001 0,109 0,144 

Main droite 0,420 0,187 0,001 0,001 0,000 0,095 0,092 

Bras gauche 1,960 0,321 0,018 0,018 0,002 0,140 0,181 

Avant-bras gauche 1,120 0,253 0,006 0,006 0,001 0,109 0,144 

Main gauche 0,420 0,187 0,001 0,001 0,000 0,095 0,092 
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2.4. Modèles géométriques tridimensionnels 

La modélisation géométrique tridimensionnelle du robot humanoïde sera élaborée sous les 
hypothèses suivantes [Aloulou & Boubaker, 2010b]: 

Hypothèse 1 : La rotation du pied par rapport à l’axe vertical de son repère mobile n’est pas 

considérée si le pied n’entre pas en contact avec le sol.   

Hypothèse 2 : Le robot possède toujours un point d’attache fixe au sol via le pied de support. 

On suppose que le contact entre le robot et le sol est toujours ponctuel. 

Hypothèse 3 : On considère que la partie supérieure du robot humanoïde n’entre pas en 

contact avec l’environnement.  

Hypothèse 4: Toutes les articulations sont de type rotoïde sauf le joint J4 pour lequel 

l’articulation est encastrée. En effet, ce joint représente la connexion entre les deux corps 

rigides : tronc et bassin.  

 

2.4.1. Transformations par les angles d’Euler 
 

Pour la modélisation géométrique, nous avons opté pour la méthode de transformation par les 

angles d’Euler [Landau & Lifschitz, 1976] et [Goldstein, 1980]. Les angles d’Euler E� sont 

obtenus par trois rotations successives autour d’un repère mobile. En supposant que les deux 

repères inertiel et mobile coïncident au départ, l’angle I� est formé par la rotation du corps i 

par rapport à l’axe ;, la deuxième transformation donne l’angle =� par rotation du corps i par 

rapport au nouvel axe 9�_�. Enfin la troisième transformation fournit l’angle A� par rotation du 

corps i par rapport au nouvel axe :�_<. Une rotation d’un repère par rapport à un axe peut être 

représentée par une matrice de transformation. La Figure 2.5 met, par exemple en évidence la 

seconde rotation effectuée par rapport à l’axe 9�_� : 

 

 

  

 

 

Figure 2.5. Rotation sur l’axe 9�_� d’un angle =� 

=�   

;�_� 

:�_�
9�_� 

;�_< 

:�_<
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Nous supposons que les deux repères inertiel et mobile coïncident au départ. Ainsi, pour le 

système robotique bipédal, le repère inertiel coïncide avec le repère mobile du pied droit 

tandis que pour le robot supérieur le repère inertiel correspond au repère mobile du tronc 

comme le montre la Figure 2.6. 

 

 

 Figure 2.6. Représentation des repères inertiels pour les deux systèmes robotiques 

 

La matrice de passage du repère du corps i vers le repère inertiel est décrite par [Annexe 2]: 

��
= Y�`aI��`aA� − a"cI�a"cA� a"c =� 	 		−a"cI� �`a =� �`aI�a"cA� + a"cI� a"c =��`aA�a"cI��`aA� + �`aI�a"cA� a"c =� �`a =� �`aI� a"cI�a"cA� − �`aI� a"c =� �`aA�−�`a =� a"cA� a"c =� �`a =� �`aA� Z 

                                                                                                                                     (2.1) 

 

Z 

X 

Y 

Z 

X 
Y 
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Supposons que les rotations s’effectuent successivement sur les axes ;�_�, 9�_� et :�_<, la 

vitesse angulaire s’écrit donc sous la forme matricielle suivante [Annexe 3]: 

6� = ���E��8�Ee� = ��8�Ee�	                                             (2.2) 

où ��	est une matrice de passage donnée par: 

�� =
f
ggh

−a"cA��`a	=� 0 �`aA��`a=��`aA� 0 a"cA�a"cA� 	a"c=	��`a=� 1 −�`aA�	a"c=��`a=�
			
i
jjk 

L’accélération angulaire est enfin décrite par l’expression [Annexe 3]: 

6le = 	��C m��8�Ele n = �le 8�Ele + ��8�Elo                                        (2.3) 

. 

2.4.2. Modèle géométrique direct du robot bipède [Aloulou & Boubaker, 2010 b] 
 

Dans ce paragraphe le modèle géométrique direct de la partie bipédale sera établi. Soit donc 7 = (7�		7<		7P		7Q		7
	7R		7J	)p le vecteur des positions cartésiennes des centres de gravité 

des différents corps rigides. Notons par �� la matrice de passage du repère du corps i vers le 

repère inertiel alors que la matrice  ��p permet d’effectuer la transformation inverse. 

En utilisant les données du Tableau 2.1 se rapportant à la partie bipèdale ainsi que 

l’expression de la matrice de passage (2.1), nous obtenons :  

�� = Y �`aH<			 	0 a"cH<		a"cH<a"cH�		 �`aH�		 −a"cH��`aH<		−�`aH�a"cH<		 a"cH�		 �`aH��`aH<		 Z 

�< = Y �`aHP			 	0 a"cHP		a"cHPa"cH�		 �`aH�		 −a"cH��`aHP		−�`aH�a"cHP		 a"cH�		 �`aH��`aHP		 Z 

�P
= Y�`aHQ�`aHR		 − a"cHQa"cH
a"cHR			 		−a"cHQ�`aH
	 �`aHQa"cHR		 + a"cHQa"cH
�`aHR		a"cHQ�`aHR		 + �`aHQa"cH
a"cHR		 �`aHQ�`aH
		 a"cHQa"cHR		 − �`aHQa"cH
�`aHR		−�`aH
a"cHR		 a"c H
 �`a H
 �`a HR Z 
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�Q = Y1	 	0 00 1 00 0 1Z 

�

= Y�`aHJ�`aHT − a"cHJa"cHSa"cHT			 −a"cHJ�`aHS		 �`aHJa"cHT + a"cHJa"cHS�`aHT	a"cHJ�`aHT + �`aHJa"cHSa"cHT		 �`aHJ�`aHS		 a"cHJa"cHT − �`aHJa"cHS�`aHT		−�`aHSa"cHT		 a"c HS �`a HS �`a HT Z 

�R = Y �`aH��			 	0 a"cH��		a"cH��a"cH��		 �`aH��		 −a"cH���`aH��		−�`aH��a"cH��		 a"cH��		 �`aH���`aH��		 Z 

�J = Y �`aH�<			 	0 a"cH�<		a"cH��a"cH�<		 �`aH��		 −a"cH���`aH�<		−�`aH��a"cH�<		 a"cH��		 �`aH���`aH�<		 Z 

En se référant à la Figure 2.5 dans laquelle sont mentionnées les distances proximales et 

distales associées au bipède, nous identifions les différentes liaisons entre l’ensemble des 

corps rigides. Nous pouvons en déduire le modèle géométrique suivant du bipède écrit sous 

forme implicite en fonction des matrices de transformation calculées précédemment [Aloulou 

& Boubaker, 2010b]: 

                                                         7� = ��('� − $�) 
	7< = �<	('< − $<) + 7� 

                                                       	7P = �P('P − $P) + 7< 
    	7Q = �Q	('Q − $Q) + 7P                                                (2.4)                                                                                                        

		7
 = �
	('
 − $
) + 7Q 
                                                 					7R = �R	('R − $R) + 7
 

 																																																														7J = �J	('J − $J) + 7R                    
 

2.4.3. Modèle géométrique direct du robot supérieur [Aloulou & Boubaker, 2010b] 
 

Dans ce paragraphe, le modèle géométrique direct de la partie supérieure sera établi. Soit 7 = (	7S		7T		7��		7��		7�<		7�P	7�Q		7�
)p le vecteur des positions cartésiennes des centres de 

gravité des corps rigides de la partie haute du robot. En utilisant les données du Tableau 2.1 se 
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rapportant à la partie supérieure du robot humanoide ainsi que l’expression de la matrice de 

passage (2.1), nous obtenons les expressions des différentes matrices de passage :  

�S = Y1	 	0 00 1 00 0 1Z 

�T = Y �`aH�Q			 	0 a"cH�Q		a"cH�Pa"cH�Q		 �`aH�P		 −a"cH�P�`aH�Q		−�`aH�Pa"cH�Q		 a"cH�P		 �`aH�P�`aH�Q		 Z 

���
= Y�`aH�
�`aH�J − a"cH�
a"cH�Ra"cH�J			 		−a"cH�
�`aH�R	 �`aH�
a"cH�J + a"cH�
a"cH�R�`aH�J		a"cH�
�`aH�J + �`aH�
a"cH�Ra"cH�J		 �`aH�
�`aH�R	 a"cH�
a"cH�J		 − �`aH�
a"cH�R�`aH�J		−�`aH�Ra"cH�J		 a"c H�R �`a H�R �`a H�J Z 

��� = Y1	 	0 00 �`aH�S		 −a"cH�S		0 a"cH�S		 �`a H�S Z 

��< = Y �`aH<�			 	0 a"cH<�		a"cH�T	a"cH<�		 �`aH�T		 −a"cH�T�`aH<�		−�`aH�Ta"cH<�		 a"cH�T		 �`aH�T�`aH<�		 Z 

��P
= Y�`aH<��`aH<P − a"cH<�a"cH<<a"cH<P			 −a"cH<��`aH<<	 �`aH<�a"cH<P + a"cH<�a"cH<<�`aH<P	a"cH<��`aH<P	 + �`aH<�a"cH<<a"cH<P	 �`aH<��`aH<<	 a"cH<�a"cH<P − �`aH<�a"cH<<	�`aH<P		−�`aH<<	a"cH<P		 a"c H<< �`a H<< �`a H<P Z 

��Q = Y1	 	0 00 �`aH<Q		 −a"cH<Q		0 a"cH<Q		 �`a H<Q Z 

��
 = Y �`aH<R			 	0 a"cH<R		a"cH<Ra"cH<
		 �`aH<
		 −a"cH<
�`aH<R		−�`aH<
a"cH<R		 a"cH<
		 �`aH<
�`aH<R		 Z 

 

Nous supposons que le tronc est équidistant des corps C9, C10 et C13 soit respectivement le 

cou, le bras droit et le bras gauche, ceci implique que 7ST = 7S�� = 7S�P. 
 Sous cette hypothèse et d’après la Figure 2.5 dans laquelle sont mentionnées les distances 

proximales et distales associées au haut de l’humanoïde, le modèle géométrique du haut est 

décrit par : 
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                                                      7S = �S�'S − $S� 

                                                      7T = �T�'T − $T� 	+ 7S 
                                                     7�� = ���('�� − $��) 	+ 7S                                                                                               

       7�� = ���('�� − $��) +	7��                                             (2.5)                                                           

				7�< = ��<('�< − $�<) + 7�� 
				7�P = ��P('�P − $�P) + 7S 
				7�Q = ��Q('�Q − $�Q) + 7�P	 
				7�
 = ��
('�
 − $�
) + 7�Q 

2.5. Validation des modèles géométrique direct et cinématique inverse des deux systèmes 

robotiques 

Nous considérons à ce niveau un certain nombre de scénarios standards [Atkeson et al., 2000], 

[Shoushtari & Abedi, 2012] et [Aloulou & Boubaker, 2013b] permettant de valider les 

modèles géométrique direct et cinématique inverse du bipède et du robot supérieur. Qu’il 

s’agisse de la validation du modèle géométrique direct ou cinématique inverse, toutes les 

simulations fournies seront représentées séparément dans les plans sagittal et frontal. 

2.5.1. Scénarios de validation associés au système robotique bipédale [Aloulou & 

Boubaker, 2013b] 

Le modèle géométrique direct est validé par le scénario 1, tous les autres scénarios concernent 

la validation du modèle cinématique inverse.  

Scénario 1 : posture droite  

Cette posture consiste en une tenue droite des jambes qui restent toutes deux resserrées au 

même niveau. Elle se traduit par la combinaison de positions angulaires  suivantes: 

H = [0					0					0					0					0						0						0							0							0							0						0					0]p 

Par application de la géométrique directe (2.4), la position cartésienne du pied droit sera : 

7J = [	0						0						0	]p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.7. 



 

48 

 

 

Figure 2.7. Posture droite du bipède représentée dans les deux plans sagittal et frontal 

Pour  la validation du modèle cinématique inverse du robot bipède, on rappelle que le modèle 

géométrique direct explicite déduit à partir du système (2.4) est donné par: 

7J = �J	('J − $J) + �R	('R − $R) + �
	('
 − $
) + �Q	('Q − $Q) +	�P('P − $P)							(2.6) 
               +	A<	(L< − K<) +	A�(L� − K�)		               
                                                                                                                                  

où 	XJ représente une expression explicite de la pointe du pied droit en fonction des variables 

articulaires H�		(i = 1…12) et �y 	(j = 1…7) les matrices de transformation d’Euler. Le 

modèle cinématique inverse est alors décrit par: 

H = #���m7J − 7J_�	n + H�		                                                   (2.7)                                                                            

où #��� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne définie par : 

#�� = |	}~(�)|�                                                                     (2.8) 

et 7J�	et H�		 représentent respectivement la position cartésienne désirée de la pointe du pied 

et les positions articulaires désirées. Au niveau de l’Annexe 4, nous fournissons l’expression 

analytique des différents éléments constituant cette matrice. 

Scénario 2 : Jambe gauche tenue horizontale parallèlement au sol dans le plan sagittal 

Cette posture se traduit par la position cartésienne  du pied droit : 

7J = [	0.78						0						0.91	]p 

qui correspond par application de la cinématique inverse aux positions angulaires suivantes : 

H = �0					0					0					0					0						0						0							0						 − �2 							0					 − �2 				− �2�p 
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La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.8. 

 

Figure 2.8. Posture associée au scénario 2  

Scénario 3 : Jambe gauche tenue horizontale parallèlement au sol dans le plan frontal 

Cette posture se traduit par la position cartésienne  donnée par : 

7J_���C��� = [	0						0.85						0.85	]p 

Par application de la cinématique inverse, la combinaison de positions angulaires sera : 

H = �0					0					0					0					0						0						0						 �2 						0						 �2 					0				0�p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.9. 

 

Figure 2.9. Posture associée au scénario 3  
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Scénario 4 : Ecartement des deux jambes de façon symétrique dans le plan frontal  

Cette posture se traduit par la position cartésienne  donnée par : 

7J_���C��� = [	0						0.85						0	]p 

Qui correspond par application de la cinématique inverse à la combinaison de positions 

angulaires initiales suivante :  

H = [−�6 					0					0					0				 − �6 					0						0							 �6 							0							 �6 						0						0]p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.10. 

 

Figure 2.10. Posture associée au scénario 4  

Scénario 5 : Ecartement des deux jambes de façon symétrique dans le plan frontal 

Cette posture se traduit par la position cartésienne 	donnée par : 

7J_���C��� = [	0.46						0.77						0.14	]p  

Par application de la cinématique inverse, la combinaison de positions angulaires sera : 

H = [−�6 					0						0						0				 − �6 					0						0						 �6 						− �4 								�6 						− �8 					0]p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.11. 
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Figure 2.11. Posture associée au scénario 5  

Scénario 6 : Ajustement des conditions initiale et finale pour la génération d’un pas  

Des simulations intensives ont été élaborées pour atteindre l’objectif fixé. La combinaison des 

positions angulaires initiales et cartésiennes finales sont fixées telles que : 

H���C��� = [− �11 			0			0				0		 − �9 			0			0			 �9 			0			 �11 		− 0.0089		0]p																							 
et 7J_�����/ = [0.3							0.53										0.01]p 

Par application de l’algorithme de la cinématique inverse les positions angulaires finales 

désirées obtenues sont données par 

H����� = [−0.281		0		0.159	 − 0.056	 − 0.346			0.158		 − 0.056			0.376		 − 0.172		0.305	− 0.183			0]p 

 

La validation des postures relatives à la position initiale et finale lors d’un pas de marche dans 

un espace tridimensionnel sont représentés par la Figure 2.12. 
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Figure 2.12. Position initiale et finale d’un pas de marche dans un espace 3D 

2.5.2. Scénarios de validation associés au robot supérieur [Aloulou & Boubaker, 2013b] 

Le modèle géométrique direct est validé par le scénario 7, tous les autres scénarios concernent 

la validation du modèle cinématique inverse.  

Scénario 7 : posture droite  

Cette posture consiste en une tenue droite des bras et des mains qui restent tous deux 

resserrées au niveau du tronc. Elle se traduit par la combinaison de positions angulaires  

suivantes: 

H = [0					0					0					0					0						0						0							0							0							0						0					0			0			0]p 

Par application de la géométrique directe (2.5), les positions cartésiennes des mains droite et 

gauche seront respectivement : 

7�< = [	0						0						0.586	]p                              et                               7�
 = [	0									0						0.586	]p 

 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.13. 
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Figure 2.13. Posture droite du bipède représentée dans les deux plans sagittal et frontal 

Pour  la validation du modèle cinématique inverse du  torse et des bras anthropomorphiques, 

nous rappelons que le modèle géométrique direct explicit des deux extrémités 

anthropomorphiques est donné par: 

7�< = ��<	('�< − $�<) + ���	('�� −$��) + ���	('�� − $��) + �S	('S − $S)        (2.9) 

7�
 = ��
	('�
 − $�
) + ��Q	('�Q −$�Q) + ��P	('�P − $�P) + �S	('S − $S)       (2.13) 

où 	X�< et 	X�
	représentent respectivement des expressions explicites de la main  droite et de 

la main gauche en fonction des variables articulaires H�		(i = 13…26) et �y 	(j = 8…15) les 

matrices de transformation d’Euler. Le modèle cinématique inverse du torse et des bras 

anthropomorphiques est décrit par : 

H = #�<� �	7�< − 7�<_�	7�
 − 7�
_�	� + H�		                                             (2.10)                                                                            

où #�<� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne définie par : 

#�< = �|	}��(�)|� 		|	}��(�)|� �p                                                   (2.11) 

et 7�<_�	, 7�
_�	et H�		 représentent respectivement les positions cartésiennes désirées des 

mains droite et gauche et les positions articulaires désirées. Nous fournissons dans l’Annexe 4 

l’expression analytique des différents éléments composant la matrice jacobienne.  
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Scénario 8 : Bras tendus horizontalement parallèlement au sol dans le plan frontal 

Cette posture se traduit par les positions cartésiennes des deux mains suivantes: 

7�< = [	0		 − 0.761					1.347	]p                         et                         7�
 = [	0		0. 761						1.347	]p 

correspondant par application de la cinématique inverse aux positions angulaires suivantes : 

H = �0							0					 �2 						0							 �2 								− �2 								− �2 							0						 − �2 								0								 �2 									�2 									�2 								0�p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.14. 

 

Figure 2.14. Posture associée au scénario 8  

Scénario 9 : Bras horizontaux et avant-bras et mains tendues verticalement dans le plan 
frontal 

Cette posture se traduit par les positions cartésiennes des deux mains suivantes: 

7�< = [	0		 − 0.321						1.787	]p                         et                         7�
 = [	0		0. 321					1.787	]p 

Par application de la cinématique inverse, la combinaison de positions angulaires sera : 

H = �0							0					 �2 						0							 �2 								− �								 − �							0						 − �2 								0								 �2 								�									�								0�p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.15. 
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Figure 2.15. Posture associée au scénario 9  

Scénario 10 : Balancement vers l’avant des deux bras anthropomorphiques dans le plan 

sagittal avec la main droite tendue verticalement et la gauche tendue horizontalement 

Cette posture se traduit par les positions cartésiennes des deux mains suivantes: 

7�< = [	0.278			0						1.252]p                         et                         7�
 = [	0.508		0					1.600	]p 

Par application de la cinématique inverse, la combinaison de positions angulaires sera : 

H = �0						0							0							0							 − �3 							�								0							0						0								0						 − 	�2 					− �								0						 − �2	�p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.16. 

 

Figure 2.16. Posture associée au scénario 10 
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Scénario 11 : Ecartement des deux bras anthropomorphiques de façon symétrique dans 

les plans sagittal et frontal 

Cette posture se traduit par les positions cartésiennes des deux mains suivantes: 

7�< = [	0.227			0.161						1.253]p               et                     7�
 = [		0.227		 − 0.161						1.253]p 

Par application de la cinématique inverse, la combinaison de positions angulaires sera : 

H = �0						0							0							 �4 					− 	�4 							�								0							0						0							 − 	�4 					− 	�4 							�								0						0	�p 

La validation de cette posture est représentée par la Figure 2.17.  

 

Figure 2.17. Posture associée au scénario 11 

Scénario 12 : Ajustement des conditions initiale et finale pour le mouvement de 

balancement des bras 

La combinaison des positions angulaires initiales et cartésiennes finales sont fixées telles que : 

H���C��� = [0					0					0					0					0						0						0							0							0							0						0					0			0			0]p																							 
et 

7�< = [	0			0.566						0.943]p                           et                        7�
 = [	0		 − 0.566						0.943]p 

Par application de l’algorithme de la cinématique inverse les positions angulaires finales 

désirées obtenues sont données par : 
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H����� = [0				0				0.137	 − 3.478			0.374			2.866		10.567		 − 1.075	 − 0.303	− 1.756		0.359		 − 3.562	 − 2.908	 − 0.076]p 

La validation des postures relatives à la position initiale et finale du torse et des bras 

anthropomorphiques lors du mouvement de balancement des bras dans un espace 

tridimensionnel sont représentés par la Figure 2.18 

                  

Figure 2.18. Position initiale et finale du torse lors du balancement des bras dans un espace 

3D  

Les résultats obtenus précédemment lors de la validation des modèles géométrique direct et 

cinématique inverse des deux systèmes robotiques composant le robot humanoïde sont très 

satisfaisants. Ils confirment que les algorithmes de cinématique inverse développés permettent 

d’atteindre les  positions désirées dans l’espace cartésien tridimensionnel. 

 2.6. Calcul des vitesses et accélérations angulaires des différents corps rigides 

Le calcul des vitesses et accélérations angulaires est nécessaire. En effet, ces données seront 

utilisées lors de la mise en œuvre du modèle dynamique du robot humanoïde. Par utilisation 

des expressions (2.2), les composantes tridimensionnelles des vitesses angulaires des 

différents corps rigides sont calculées telles que:  
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6< = [cos HP.He �He Psin HP.He � \ 

	6P = [−cosH
. sinHR.HeQ + cosHR.He 
sinH
.HeQ +	He RcosH
. cosHR.HeQ + sinHR.He 
 \ 

6Q = Y000Z 

6
 = [−cosHS. sinHT.He J + cosHT.He SsinHS.He J +	He TcosHS. cosHT.He J + sinHT.He S \ 

6R = [cosH��.He��He��sinH��.He��\ 

6J = [cosH�<.He��He�<sinH�<.He��\ 

6S = Y000Z 

6T = [cosH�QHe�PHe�QsinH�QHe�P\ 

6�� = [−cosH�R sinH�JHe�
 + cosH�JHe�RsinH�RHe�
 +	He�JcosH�R cosH�JHe�
 + sinH�JHe�R \ 

6�� = YHe�S00 Z 

6�< = [cosH<�He�THe <�sinH<�He�T\ 
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			6�P = [−cosH<< sinH<PH
e <� + cosH<PHe <<sinH<<He <� +	He <PcosH<< cosH<PHe <� + sinH<PHe << \ 

6�Q = YHe <Q00 Z 

6�
 = [cosH<RHe <
He <RsinH<RHe <
\ 

Alors que la dérivée première de ces vitesses décrite par (2.3) permet de calculer les 

expressions des accélérations angulaires telles que: 

6e � = [cosH<.Ho�Ho <sinH<.Ho�\ + [
−sinH<.He�. He <0cosH<.He�. He < \ 

6e < = [cosHP.Ho�Ho PsinHP.Ho�\ + [
−sinHP.He�. He P0cosHP.He�. He P \ 

				6e P =	[−cosH
. sinHR.HoQ + cosHR.Ho 
sinH
.HoQ +	Ho RcosH
. cosHR.HoQ + sinHR.Ho 
 \ 

+	[ sinH
. sinHR.HeQ. He 
 − cos	H
.cosHR.HeQ. He R − sinHR.He 
. He RcosH
.HeQ. He 
	−sinH
. cosHR.HeQ. He 
 − cos	H
.sinHR.HeQ. He R + cosHR.He 
. He R\ 

6eQ = Y000Z 

				6e 
 = [−cosHS. sinHT.Ho J + cosHT.Ho SsinHS.Ho J +	Ho TcosHS. cosHT.Ho J + sinHT.Ho S \ 

+[ sinHS. sinHT.He J. He S − cos	HS.cosHT.He J. He T − sinH��.He S. He TcosHS.He J. He S	−sinHS. cosHT.He J. He S − cos	HS.sinHT.He J. He�� + cosHT.He S. He T\ 
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6e R = [cos H��. Ho ��Ho ��sin H��.Ho ��
\ + [−sin H��. He ��. He ��0cos H��. He ��. He ��

\ 

6e J = [cos H�<. Ho ��Ho �<sin H�<.Ho ��
\ + [−sin H�<. He ��. He �<0cos H�<. He ��. He �<

\ 

6e S = Y000Z 

6e T = [cos H�Q Ho �PHo �Qsin H�QHo �P
\ + [−sin H�Q He �PHe �Q0cos H�Q He �PHe �Q

\  

6e �� = [−cos H�R sin H�JHo �
 + cos H�JHo �Rsin H�RHo �
 + 	Ho�JcosH�R cosH�JHo�
 + sinH�JHo�R \ + 

[ sinH�R sinH�JHe�
He�R − cos	H�RcosH�JHe�
He�J − sinH�JHe�RHe�JcosH�RHe�
He�R−sinH�R cosH�JHe�
He�R − cos	H�RsinH�JHe�
He�J + cosH�JHe�RHe�J\ 

6e �� = [Ho�S0Ho�S\ 

6e �< = [cosH<�Ho �THo <�sinH<�Ho�T\ + [
−sinH<�He�THe <�0cosH<�He�THe <� \ 

6e �P =	[−cosH<< sinH<PHo <� + cosH<PHo <<sinH<<Ho <�	cosH<< cosH<PHo <� + sinH<PHo << \ + 

[ sinH<< sinH<PHe <�He << − cos	H<<cosH<PHe <�He <P − sinH<�He <<He <PcosH<<He <�He <<	−sinH<< cosH<PHe <�He << − cos	H<<sinH<PHe <�He <P + cosH<PHe <<He <P\ 

6e �Q =	[Ho <Q0Ho <Q\ 
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6e �
 = [cos H<R Ho <
Ho <Rsin H<RHo <

\ + [−sin H<R He <
He <R0cos H<R He <
He <R

\ 

Les relations relatives aux vitesses et aux accélérations angulaires des différents corps rigides 

du robot humanoïde seront exploitées dans le chapitre suivant pour l’établissement des 

modèles dynamiques des deux systèmes robotiques proposés dans ce chapitre.  

2.7. Conclusion 

Après avoir déterminé les valeurs des paramètres physiques caractérisant chaque corps rigide 

du robot humanoïde grâce aux modèles anthropométrique de Winter et statistique de 

Dempster, nous avons élaboré la modélisation géométrique des parties inférieure et supérieure 

du robot humanoïde sous l’hypothèse que le robot humanoïde est constitué de deux systèmes 

robotiques indépendants. Le modèle cinématique inverse a été obtenu en utilisant la méthode 

de transformation par les angles d’Euler qui tient compte des différentes articulations liant 

l’ensemble des corps rigides entre eux. Les modèles géométrique direct et cinématique 

inverse ont fait preuve d’une précision irréprochable lors d’une validation par un certain 

nombre de scénarios standards souvent utilisés dans le domaine de la robotique humanoïde 

pour de tels objectifs. 

Les vitesses et accélérations angulaires des corps rigides ont été enfin calculées. Elles seront 

impératives lors de la mise en œuvre du modèle dynamique du robot humanoïde. Celui-ci fera 

l’objet du chapitre suivant.  
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Chapitre 3 
 

Modèles dynamiques du Robot Humanoïde 
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3.1. Introduction 

Dans ce chapitre, les modèles dynamiques du robot humanoïde seront établis via le recours à 

la méthodologie de Newton-Euler. En effet, nous initierons ce chapitre par la présentation de 

cette méthode et des principes sur lesquels elle repose en spécifiant les différents types de 

forces et couples agissant sur le robot objet de notre étude. Puis, moyennant certains calculs et 

transformations mathématiques, nous aboutirons aux équations dynamiques robotiques. Une 

méthode pertinente de réduction des systèmes robotiques sera proposée permettant l’obtention 

de modèles exploitables à des fins d’analyse et de commande. 

3.2. Principe de modélisation suivant le formalisme de Newton-Euler 

Les formalismes de Lagrange et de Newton–Euler constituent les méthodes de base pour 

l’établissement des modèles dynamiques des systèmes robotiques. Plusieurs ouvrages ont été 

rédigés autour de ces deux concepts [Wittenburg, 1977] [Bruce, 1984],  [Craig, 2005], [Fu et 

al., 1987], [Hahn, 2002], [Herbert et al., 2002], [Angeles, 2006], [Khalil & Dombre, 2002], 

[Shabana, 2005]. Cependant, même si ces deux formalismes conduisent à des représentations 

dynamiques équivalentes [Silver, 1982], leur mise en œuvre s’avère très différente. Basé sur 

un concept énergétique [Bruce, 1984], le formalisme de Lagrange délivre une représentation 

simple pour tout système possédant plusieurs joints en fournissant à tout instant les 

coordonnées généralisées des différents corps rigides du système robotique [Abdellatif & 

Heimann, 2009]. Néanmoins, cette méthode présente certaines limites. En premier lieu et pour 

les systèmes complexes, le choix des coordonnées des corps rigides en mouvement n’est pas 

aisé. D’autre part, cette méthode ne donne pas d’informations directes quant aux efforts 

nécessaires pour actionner les différentes liaisons. En particulier, la mise en œuvre de 

certaines liaisons complexes impliquant un frottement comme pour les phases d’impact 

devient irréalisable dans un contexte purement Lagrangien. Enfin et surtout, l’évaluation et 

l’inversion de certains matrices jacobiennes peut donner lieu à des opérateurs d’inertie non 

linéaires et denses générant ainsi un coût de calcul assez élevé [Høifødt, 2011]. 
 

La méthodologie de Newton-Euler [Hahn, 2002], [Featherstone, 2008], vers laquelle notre 

choix s’est porté repose sur l’observation et la détermination des vitesses en un ou plusieurs 

points d’observation donnés. Ces vitesses sont celles des corps rigides passant par le point 

d’observation en différents instants.  Par conséquent¸ les points d'observation constituent les 

positions actuelles des corps rigides à un moment donné. La fonction résultante pour chaque 

point d’observation est appelée description d'Euler du champ des vitesses. En outre et bien 
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que le formalisme de Newton–Euler implique la prise en compte d’un plus grand nombre de 

paramètres pour le cas des systèmes possédant plusieurs corps rigides, la détermination et 

l’inversion des opérateurs d’inertie correspondants n’implique pas un coût de calcul élevé. 

Bien plus, la méthode de Newton-Euler permet d’introduire différents types de forces et 

couples. En effet, cette méthode est basée sur le principe fondamental de la dynamique établi 

par Newton dans lequel chaque corps possède deux équations dynamiques : une équation en 

translation et une autre en rotation qui concentre l’essentiel des non-linéarités du système. 

En nous inspirant des travaux de Hemami [Hemami, 1982], [Hemami & Zheng, 1984], 

[Hemami, 2002], nous avons généralisé les deux équations de la dynamique pour un robot 

possédant plusieurs corps rigides comme suit [Aloulou & Boubaker, 2012]: 

	!�6le = �� + �� + ���� + ��	 + ���� + G� + G���																						         (3.1) 

)�7lo = )�� + ?�	– ?���																																													      (3.2) 

où : 

	!� : Inertie du corps rigide Ci.  6le : Accélération angulaire du corps rigide Ci.  �� : Couple intrinsèque au corps Ci mettant en relation la vitesse angulaire et l’inertie du corps 

Ci et exprimé dans le repère du corps R_i. �� : Couple dû à la force holonome appliquée à l’articulation proximale du corps Ci  et 

exprimé dans le repère du corps R_i. ����	: Couple dû à la force holonome appliquée à l’articulation distale du corps Ci  et exprimé 

dans le repère du corps R_i. ��			: Couple  non-holonome appliqué à l’articulation proximale du corps Ci  et exprimé dans le 

repère du corps R_i. ����	: Couple non-holonome appliqué à l’articulation distale du corps Ci  et exprimé dans le 

repère du corps R_i. G�	: Couple musculaire appliqué à l’articulation proximale du corps Ci et exprimé dans le 

repère du corps R_i. G���	: Couple musculaire appliqué à l’articulation distale du corps Ci et exprimé dans le repère 

du corps R_i. )�: Masse du corps rigide Ci.  7lo ∶ Accélération linéaire du corps rigide Ci.  
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� : Vecteur de pesanteur ?� : Force holonome appliquée à l’articulation proximale du corps Ci et exprimée dans le 

repère inertiel R. ?��� : Force holonome appliquée à l’articulation distale du corps Ci et exprimée dans le repère 

inertiel R. 

Ainsi, les équations dynamiques en rotation (3.1)  et en  translation (3.2)  relatives au corps 

rigide i sont exprimées dans le repère du corps R_i. 

Pour appliquer la méthode de Newton-Euler, il faut définir un repère galiléen et affecter à 

chaque corps rigide un repère relatif. Le passage d’un repère à un autre est assuré par le 

formalisme des angles d’Euler [Annexe 2]. Il faut également préciser un ordre bien défini 

dans l’établissement des équations car les corps rigides dépendent des corps qui leur sont 

adjacents.   

Le Bilan des forces et couples appliqués sur le corps humain révèle que les membres du 

bipède subissent trois types de forces [Hemami, 2002], [Hemami & Utkin, 2002] : 

Les forces et couples holonomes : Ils résultent de l’interaction entre un membre et les 

membres qui lui sont attachés. Ces forces et couples assurent la cohésion entre les différents 

membres du corps humain. Ainsi, les couples holonomes �� et ���� sont définis de la façon 

suivante:  

 �� = ± $� × ��p?�                                                     (3.3)                                                      

 ���� = ± '� × ��p?���                                                (3.4) 

où : $� : vecteur distance proximale entre le centre de gravité et l’extrémité  du corps Ci reliée au 

corps précédent Ci-1 et exprimé dans le repère du corps i.   '� : vecteur distance distale entre le centre de gravité et l’extrémité  du corps Ci reliée au 

corps suivant Ci+1et exprimé dans le repère du corps i. �� : matrice de passage du repère du corps i vers le repère inertiel. La matrice ��p permet 

d’effectuer la transformation inverse. 

Le produit vectoriel entre la longueur  $� (respectivement  '�) et la matrice de passage �� 
résulte de la projection des forces ?� (respectivement ?���) sur les axes ;, 9�_� et :�_< selon les 

trois angles d’Euler respectifs I�, =� et A�. Il permet de transformer ces forces en couples.  
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Les forces  ?� et ?��� sont exprimées dans le repère inertiel, la multiplication par la matrice de 

transformation  ��p  les ramènent dans le repère du corps R_i. 

Les couples non-holonomes : Ils représentent l’effort que subit un membre pour rester aligné 

avec le membre précédent. Ils existent au niveau des articulations ayant un nombre de degré 

de liberté inférieur à 3. Ainsi, les couples non holonomes ��	et ���� sont définis de la façon 

suivante:  

��	 = ±��p��8�,�ΛK                                                  (3.5) 

 ����	 = ±	,���ΛK��                                                   (3.6) 

avec :  

Λ�	: Couple non-holonome appliqué à l’articulation proximale du corps Ci et exprimé dans le 

repère du corps précédent R_i-1. Λ���	: Couple non-holonome appliqué à l’articulation distale du corps Ci et exprimé dans le 

repère du corps R_i. ,� : vecteur/matrice des liaisons mécaniques entre les corps liés au corps Ci présentant des 

forces non-holonomes. ,���: vecteur/matrice des liaisons mécaniques entre les corps liés au corps Ci+1  présentant 

des forces non-holonomes. 

Pour ramener et  exprimer Λ�  dans le repère du corps R_i, nous procédons à deux 

transformations : 

- Une  multiplication par la matrice de transformation ��8�, celle-ci permet le passage du 

repère R_i-1 au repère inertiel. Par ce produit, on exprime le couple D�  dans le repère 

inertiel. 

- Une  multiplication par la matrice de transformation ��p, celle-ci permet le passage du 

repère  inertiel au repère R_i. Par ce produit, on exprime le couple D�   dans le repère du 

corps. 

Les couples mécaniques ou musculaires : ce sont les couples appliqués par les muscles du 

corps humain aux  membres pour les déplacer. En effet, les couples mécaniques G�	et G��� seront définis de la façon suivante:  
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	G�	 = ±	��p��8�-�                                                   (3.7) 

 G���	 = ±	-���                                                      (3.8) 

avec : -�	: Couple musculaire appliqué à l’articulation proximale du corps Ci et exprimé dans le 

repère du corps précédent R_i-1. -���	: Couple musculaire appliqué à l’articulation distale du corps Ci et exprimé dans le 

repère du corps R_i.  

Pour ramener et exprimer -�		dans le repère du corps R_i, nous procédons aux mêmes 

transformations que pour le couple Λ�. 
Enfin l’expression du couple �� 	associé au corps rigide i est donnée par [Hemami, 2002]:  

�� = �(6�) = !�6� �6� = �6�<6�P(!�< − !�P)6�P6��(!�P − !��)6��6�<(!�� − !�<)�                            (3.9) 

La Figure 3.1 représente un bilan des forces et couples appliqués pour un seul corps rigide.   

 

 

Figure 3.1 : Représentation des forces et couples appliqués à un seul corps rigide 

Remarque : 

Par rapport au corps i et au repère associé, les couples non holonomes	D� et musculaires -�	exercés par le corps précédent sont toujours exprimés dans le repère associé au corps 
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précédent R_i-1. Par rapport au corps i et au repère associé, les couples non holonomes 	D���  
et musculaires -���	exercés par le corps suivant sont toujours exprimés dans le repère du 

corps R_i. Par rapport au corps i et au repère associé, les forces  holonomes sont toujours 

exprimées dans le repère inertiel qu’elles soient exercés par le corps précédent ?�	ou le corps 

suivant ?���.  
 

3.3. Modèle dynamique du robot bipède : phase de pré-impact ou de simple support 

(SSP) 

L’objectif est de développer le modèle dynamique  du robot bipède en appliquant le principe 

de la modélisation selon le formalisme de Newton-Euler présenté dans le paragraphe 

précédent. Dans la littérature, peu de travaux ont résolu le problème de modélisation des 

robots bipèdes avec plusieurs corps rigides dans un espace tridimensionnel. Nous citons 

particulièrement ceux de [Zheng, 1984], [Hemami & Zheng, 1984], [Zengshi, 2006] vue la 

complexité des développements et les difficultés d’analyse et de synthèse de tels modèles. 

Pour modéliser la marche bipédale, certains auteurs ont contourné le problème d’une 

modélisation tridimensionnelle par une projection sur deux espace planaires: les plans frontal 

et sagittal [Azevedo & Andref, 2000] et [Chevallereau et al., 2009]  sous l’hypothèse de 

négliger les interactions des dynamiques entre ces deux espaces. Ainsi, dans [Chevallereau et 

al., 2009], les auteurs présentent trois types de commandes par retour d’état permettant 

d’atteindre non seulement une stabilité asymptotique du bipède considéré mais également une 

démarche cyclique et rapide lors de la marche en émettant comme hypothèse de départ que le 

contact entre le robot et le sol inhibe toutes les rotations de type précession. Cependant, la 

majorité des travaux ont eu recours à une modélisation dans un espace planaire en traitant dès 

le départ d’un robot bipède planaire et en choisissant généralement le plan sagittal comme 

plan d’étude car il permet une meilleure visualisation de la marche bipédale que le plan 

frontal [Chang & Hurmuzlu, 1993], [Pratt et al., 2001], [Choi & Grizzle, 2005], [Yang et al., 

2008], [Wang & Chevallereau, 2011] et [Hamon et al., 2013].  

Pour d’autres travaux, dont l’objectif principal est l’analyse des bifurcations et des 

comportements chaotiques lors la marche humaine, les auteurs ont assimilé les robots bipèdes 

à des systèmes mécaniques caractérisés par un nombre réduit de corps rigides [Goswami et 

al., 1998], [Kaygisiz et al., 2006] et [Moon & Spong, 2011].  [Gritli et al., 2012] considère 

que le robot bipède obéit à la dynamique d’un compas dont la complexité est réduite à 2 ou 3 

degrés de liberté dans un espace planaire.  
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Malgré la complexité des développements mathématiques fastidieux, nous nous fixerons dans 

ce chapitre l’objectif de décrire le plus fidèlement possible la dynamique de la marche 

humaine en considérant la morphologie du robot bipède conçue au niveau du deuxième 

chapitre et ce dans un espace tridimensionnel et sans aucun découplage entre les plans frontal 

et latéral. Pour atteindre cet objectif nous appliquerons le formalisme de Newton-Euler décrit 

précédemment.  

Nous proposerons dans ce même contexte une méthode de réduction pertinente [Aloulou & 

Boubaker, 2012] et adaptée aux modèles complexes et de grande dimension tel que le nôtre. 

Nous montrerons que la méthode de réduction proposée permettra d’obtenir un modèle non 

linéaire réduit qui servira sans aucune difficulté à atteindre des objectifs d’analyse et de 

commande du système. 

3.3.1 Recensement des contraintes 

Le robot bipède dont la morphologie a été introduite dans le chapitre précédent est représenté 

par la Figure 3.2. Il est soumis aux forces décrites par les forces et couples mis en évidence 

par la Figure 3.3.  

 

      Figure 3.2. Joints et Corps rigides                  Figure 3.3. Forces et couples appliqués 
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3.3.1.1. Analyse des contraintes non holonomiques  

Les forces et couples holonomes et musculaires s’appliquent au niveau de toutes les 

articulations alors que les forces non holonomes ne s’appliquent qu’aux articulations J2, J3, J6 

et J7. Par ailleurs, le robot bipède est soumis à cinq contraintes non 

holonomiques essentiellement appliquées au niveau des genoux et des chevilles. On recense 

les contraintes suivantes :  

Première contrainte non holonomique:  

Au niveau de la cheville droite, on ne dénombre qu’un seul degré de liberté et deux degrés de 

liaison. Soit ,�  la matrice permettant de modéliser les différents degrés de liaison et +�	la 

matrice modélisant les différents degrés de liberté pour le joint i. Pour cette première 

contrainte, nous obtenons les matrices suivantes : 

,< = �1 0 00 0 1�p		 
+<		 =	 [0 1 0]p 

Deuxième contrainte non holonomique:  

Au niveau du genou droit, on dénombre un seul degré de liberté  et deux degrés de liaison 

d’où :  

,P = �1 0 00 0 1�p		 
+P		 =	 [0 1 0]p 

Troisième contrainte non holonomique: 

De  la même façon, au niveau du genou gauche, on retrouve la même configuration, c’est-à 

dire qu’on dénombre également un seul degré de liberté et deux degrés de liaison d’où : 

,R = �1 0 00 0 1�p			 
+R		 =	 [0 1 0]p 

Quatrième contrainte non holonomique: 

Pareillement, au niveau de la cheville gauche, on retrouve une configuration identique à celle 

de la cheville droite. On dénombre ainsi un seul degré de liberté et deux degrés de liaison 

d’où : 
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,J = �1 0 00 0 1�p			 
+J		 =	 [0 1 0]p 

La traduction des quatre contraintes non holonomiques précédentes en équations donne le 

système suivant [Aloulou & Boubaker, 2012]:  

														,<p(��p�<6< −6�) = 0 

,Pp(�<p�P6P −6<) = 0						                                         (3.10) 

                                                        ,Rp(�
p�R6R −6
) = 0   

,Jp(�Rp�J6J −6R) = 0 

3.3.1.2. Analyse des contraintes holonomiques  

On dénombre au total 21 contraintes qui proviennent directement du modèle géométrique du 

robot bipède élaboré au niveau du chapitre précédent. Il s’agit des contraintes qui décrivent 

les liaisons entre les différents segments. Les contraintes  holonomiques peuvent s’écrire sous 

la forme suivante [Aloulou & Boubaker, 2012]: 

                                                       	7� = ��$� 
	7< = �<$< − ��'� + 7�		 
	7P = �P$P − �<'< + 7<		 
7Q = �Q$Q − �P'P + 7P                                              (3.11) 

7
 = �
$
 − �Q'Q + 7Q 
7R = �R$R − �
'
 + 7
 
	7J = �J$J − �R'R + 7R	 

Les positions 	7�	considérées à ce niveau correspondent aux différentes articulations 

proximales mises en jeu et non aux centres de gravité des segments. 

3.3.2. Les équations de la dynamique 

Le Tableau 3.1 présente un récapitulatif des forces appliquées aux sept corps rigides 

constituant le bipède pour l’équation en rotation et qui constituent les différents termes de 

l’équation généralisée (3.1).  
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Tableau 3.1.  Couples appliquées au bipède [Aloulou & Boubaker, 2012] 

Corps i �  ¡  ¡ �¢ £  £ �¢ ¤ 	 ¤ �¢	 
1 �� $� � ��p?� −'� � ��p?< 0 −,<Λ< ��p-� −-< 
2 �< $< � �<p?< −'< � �<p?P �<p��,<Λ< −,PΛP �<p��-< −-P 
3 �P $P � �Pp?P −'P � �Pp?Q �Pp�<,PΛP 0 �Pp�<-P −-Q 
4 �Q $Q � �Qp?Q 'Q � �Qp?
 0 0 �Qp�P-Q −-
 
5 �
 −$
 � �
p?
 '
 � �
p?R 0 ,RΛR −�
p�Q-
 -R 
6 �R −$R � �Rp?R 'R � �Rp?J −�Rp�
,RΛR ,JΛJ −�Rp�
-R -J 
7 �J −$J � �Jp?J 0 −�Jp�R,JΛJ 0 −�Jp�R-J 0 

 

Remarque : 

La majorité des forces impliquées contiennent dans leur expression un produit vectoriel. La 

simplification des produits vectoriels est impérative pour une utilisation du modèle 

dynamique. Pour ce faire, nous recourons à l’utilisation des matrices antisymétriques. 

Soit $ = [$1		$2		$3	]p et ' = ['1		'2		'3	]p deux vecteurs représentant respectivement la 

longueur proximale et la longueur distale d’un corps rigide donné. Il est possible de montrer 

que [Zheng, 1984] : 

		$ � ' = $$' = −''$	                                       (3.12) 

 où : 

$$ = ¥ 0 −$3 $2$3 0 −$1−$2 $1 0 ¦ 
 

Le Tableau 3.2 retrace l’ensemble des forces appliquées aux sept corps rigides constituant le 

bipède pour l’équation en translation et qui constituent les différents termes de l’équation 

généralisée (3.2). 
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Tableau 3.2. Forces appliquées au bipède [Aloulou & Boubaker, 2012] 

 

 

 

 

 

 

En se référant au Tableau 3.1 pour l’équation de la dynamique (3.1), il  est possible d’écrire 

après simplification du produit vectoriel : 

                 !�6�e = �� + $$���p?� − 	''���p?< − ,<D< + ��p-� − -<      
												!<6<e = �< + $$<�<p?< − 	''<�<p?P 	− ,PDP + �<p��,<D< + �<p��-< − -P 

                 IP6Pe = �P + $$P�Pp?P − 	''P�Pp?Q 	+ �Pp�<,PDP + �Pp�<-P − -Q	  
IQ6Qe = �Q + $$Q�Qp?Q + 	''Q�Qp?
 + �Qp�P-Q − -
                                           (3.13) 

                 											I
6
e = �
 − 	$$
�
p?
 		+ 	''
�
p?R + ,RDR − �
p�Q-
 + -R    
                IR6Re = �R − 	$$R�Rp?R 		+ 	''R�Rp?J + ,JDJ − �Rp�
,RDR − �Rp�
-R + -J      
                IJ6Je = �J − 	$$J�Jp?J 		− �Jp�R,JDJ − �Jp�R-J + -J   
En se référant aux Tableau 3.2 pour l’équation de la dynamique (3.2), il  est possible d’écrire: 

	)�7o� = )�� + ?� − ?< 
	)<7o< = )<� + ?< − ?P 
	)P7oP = )P� + ?P − ?Q 
)Q7oQ = )Q� + ?Q + ?
                                              (3.14) 

	)
7o
 = )
� − ?
 + ?R 
	)R7oR = )R� − ?R + ?J 
	)J7oJ = )J� − ?J									 

Corps i ¨ 	© ª  ª �¢ 
1 )�� ?� −?< 
2 )<� ?< −?P 
3 )P� ?P −?Q 
4 )Q� ?Q ?
 
5 )
� −?
 ?R 
6 )R� −?R ?J 
7 )J� −?J 0 
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Les systèmes (3.13) et (3.14) peuvent s’écrire sous la forme : 

«�;� = «< + «P? + «QD + «
-																															                (3.15) 

où: 

;� = ¬6e �p	6e <p	6e Pp	6eQp	6
p	6e Rp	6Jp	7o�p	7o<p		7oPp		7oQp		7o
p 	7oRp		7oJp­ ∈ ℜQ<X� 
? = 	 [?�			?<			?P			?Q			?
			?R			?J	]p ∈ ℜ<�X�  tel que  ?� =	 ¬?�_�			?�_<			?�_P			­p ∈ ℜPX� 
D = 	 ¬D<_�			D<_<				DP_�			DP_<		DR_�			DR_<				DJ_�			DJ_<­p ∈ ℜSX� 
	- = 	 [-�			-<			-P			-Q			-
			-R			-J	]p ∈ ℜ<�X�     
Avec : 

 -� =	 [®�					®<							0]p		,	-< =	 [0					®P						0]p, -P =	 [®Q				®
				®R		]p , -Q = 	[0					0					0		]p   

-
 = 	[®J				®S				®T		]p, -R =	 [0					®��				0]p,  -J =	 [®��				®�<			0]p . 
Pour ne pas alourdir ce chapitre, les matrices «�, «<, «P, «Q	¯
	«
 de grande dimension seront 

définies dans l’Annexe 5.	 
3.3.3. Proposition d’une méthode de réduction du modèle [Aloulou & Boubaker, 2012] 

La méthode de réduction que nous proposons repose sur l’application de deux principes: 

- L’utilisation des développements relatifs aux contraintes holonomiques et non 

holonomiques ainsi que leur dérivations temporelles de façon à éliminer les variables liées 

par ces contraintes. Cette première étape de réduction permettra le passage d’un système 

initial de dimension 42 à un système à 29 variables d’état. 
 

- L’application de simplifications matricielles spécifiques afin d’éliminer les termes 

correspondants aux forces holonomiques et aux couples non holonomiques du système 

d’équations initial. Cette seconde étape de réduction permettra le passage d’un système à  

29 variables d’état vers un système à seulement 12 variables d’état. 

La dérivation par rapport au temps des quatre contraintes non holonomiques (3.10) donne: 

,<p(−6e � −66���p�<6< + ��p�<6e <) = 0 

,Pp(−6e < −66<�<p�P6P + �<p�P6e P) = 0 

,Rp(−6e 
 −66
�
p�R6R + �
p�R6e R) = 0 

,Jp(−6e R −66R�Rp�J6J + �Rp�J6e J) = 0 
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Où 66�	représente la matrice antisymétrique pour l’accélération angulaire du corps rigide 

Ci.  

En arrangeant  ce système d’équations sous une forme plus compacte, nous obtenons : 

                        «Qp;� = «R                                                            (3.16)                                           

avec : 

«R =	
f
gh
			,<p66���p�<6<			,Pp66<�<p�P6P		,Rp66
�
p�R6R		,Jp66R�Rp�J6Ji

jk ∈ ℜSX� 

Par une double dérivation du système (3.11) nous obtenons (voir les détails de la 

démonstration dans l’Annexe 6) : 

																			7o� + ��$$�6e � = ��(66�)<$�          
7o< + �<$$<6e < − ��''�6e � − 7o� = �<(66<)<$< − ��(66�)<'� 
7oP + �P$$P6e P − �<''<6e < − 7o< = �P(66P)<$P−	�<(66<)<'< 
7oQ + �Q$$Q6eQ − �P''P6e P − 7oP = �Q(66Q)<$Q − �P(66P)<'P           (3.17) 

−7o
 − �
$$
6e 
 + �Q''Q6eQ + 7oQ = −�
(66
)<$
 + �Q(66Q)<'Q 
−7oR − �R$$R6e R + �
''
6e 
 + 7o
 = −�R(66R)<$R + �
(66
)<'
 
−7oJ − �J$$J6e J + �R''R6e R + 7oR = −�J(66J)<$J + �R(66R)<'R 

Le système d’équations précédent peut s’écrire sous la forme plus compacte suivante: 

		«Pp;� =	«J	                                                           (3.18) 

avec : 

«J =
f
gg
gg
h ��(66�)<$��<(66<)<$< − ��(66�)<'��P(66P)<$P−	�<(66<)<'<�Q(66Q)<$Q − �P(66P)<'P−�
(66
)<$
 + �Q(66Q)<'Q−�R(66R)<$R + �
(66
)<'
−�J(66J)<$J + �R(66R)<'Qi

jj
jj
k
	∈ ℜ<�X� 
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En combinant les équations (3.16) et (3.18), nous aurons : 

	[«P		«Q]p;� = [«Jp		«Rp]p                                              (3.19)                                                                                                                            

A partir de l’équation (3.15), on peut écrire : 

;� = «�8�	[«< + «P? + «QD + «
-	]																								            (3.20)              

Remplaçons (3.20) dans (3.19), nous pouvons obtenir : 

[«P		«Q]p	«�8�			°	«< +	[«P «Q] 	�		?D 	� +«
-	± = [	«Jp 		«Rp	]p 

Soit :   

�		?D 	� = 		 [«P		«Q]p	«�8�	[«P		«Q]					8�		[	«Jp		«Rp	]p −			 [«P		«Q]p«�8�	[«P		«Q]				8�[«P		«Q]p«�8�	(«< + «
-)	 
Ou encore : 

�		?D 	� = 				 [«P		«Q]p«�8�		[«P		«Q]				8�	[	«Jp		«Rp	]p −		 [«P		«Q]8�	(«< + «
-)              (3.21)                 

De cette façon, le vecteur des forces holonomiques ?	et le vecteur des couples non 

holonomiques D sont exprimés sous forme d’un  vecteur d’état. Cette formulation propose un 

système à 29 variables d’état puisque ? ∈ ℜ<�X� et D ∈ ℜSX� ce qui représente déjà une 

réduction du nombre de degrés de liberté qui était de 42. Il reste donc certains 

développements à effectuer  pour obtenir le modèle d’état présentant un nombre minimal de 

variables d’état. 

Posons 	«Pp =	 [«S		«T], nous pouvons alors écrire: 

«Pp;� =	 [«S		«T];� = «S6e + «T7o                                           (3.22)             

Les matrices «S	¯
	«T sont définies dans l’Annexe 5.	En combinant les équations (3.18) et 

(3.22), nous aurons : 

	«S6e + «T7o = «J                                                     (3.23)      

Pour obtenir une représentation d’état à partir de l’équation (3.23), on isole 7o  et on l’exprime 

en fonction des autres éléments soit donc : 

7o = −«T8�«S6e + «T8�«J 

Soit sous forme matricielle : 

�6e7o � = � !<�−«T8�«S�6e + � `<�«T8�«J� 
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avec :             

`<� 	 ∈ ℜ<�X� : un vecteur nul    !<� 	 ∈ ℜ<�X<� : une matrice identité   
 

On pose : 

«�� = � !<�−«T8�«S�	,			«�� 	 ∈ ℜQ<X<�	
«�� = � `<�«T8�«J�	,			«�� 	 ∈ ℜQ<X�	

On pourra alors écrire : ;� = «��6e + «��																																																										(3.24) 

En remplaçant l’expression de ;�	obtenue en (3.24) dans l’équation du système (3.15), nous 

obtenons : «�«��6e + «�«�� = «< + «P? + «QD + «
- 

Ou encore : 

«��p«�«��6e = −«��p«�«�� + «��p«< + «��p«P? + «��p«QD + «��p«
-      (3.25) 

Sachant que nous pouvons démontrer que	«��p PPΓ = 0 (voir Annexe 7). L’équation précédente 

devient alors: 

«��p«�«��6e = −«��p«�«�� + «��p«< + «��p«QD + «��p«
-						        (3.26) 

Les accélérations angulaires 6e �	à	6e J	 définies au paragraphe 3 du chapitre II peuvent être 

mises sous une forme matricielle plus compacte de sorte que : 

        6e = «�<Ho + «�P						                                                  (3.27) 

Les matrices «�<	¯
	«�P sont définies dans l’Annexe 5.	En utilisant l’expression (3.27), 

l’équation (3.26) devient alors : 

«��p«�«��m«�<Ho + «�Pn = −«��p«�«�� + «��p«< + «��p«QD + «��p«
- 

Ou encore : 

«�<p«��p«�«��«�<Ho = −«�<p«��p«�«�� + «�<p«��p«< + «�<p«��p«QD + «�<p«��p«
- − «�<p«��p«�«��«�P       

Sachant que nous pouvons démontrer que «�<p «��p PQΛ	 = 0. L’équation précédente peut 

s’écrire comme suit : 
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«�<p«��p«�«��«�<Ho + «�<p«��p«��«�� + «��«�P�	−	«�<p«��p«< = «�<p«��p«
-      (3.28) 

Les couples de commande peuvent être représentés sous la forme matricielle suivante : 

- = ℎ�. 

Où . est le vecteur des couples de commande et h� est une matrice définie au niveau de 

l’Annexe 5.  L’équation (3.28) devient alors : 

«�<p«��p«�«��«�<Ho + «�<p«��p«�(«�� + «��«�P)	−	«�<p«��p«< = 		«�<p «��p «
	h�.    (3.29) 

Cette dernière expression obéit bien à la forme générale d’un modèle dynamique robotique 

qui s’écrit: 

#(H)Ho + 	 m	H,He n + 	�(H) = ·.	                                       (3.30)	
où : 

                                           #(H) = 	 	«�<p «��p «�«��P�< 
                   m	H, He n = 	«�<p«��p«�(«�� + «��«�P)	 

                                          �(H) = −	«�<p «��p 	P<				 
                                          · =	 		«�<p «��p «
h� 

#(H) 	∈ ℜ�<∗�<	est la matrice d’inertie,  mH,He n ∈ ℜ�<∗�	est le vecteur des forces centripètes 

de Coriolis, �(H) ∈ ℜ�<∗�	est le vecteur de pesanteur, · ∈ ℜ�<∗�< est la matrice de 

commande. 

 

3.3.4. Analyse des propriétés du modèle linéarisé 

Dans ce paragraphe, le modèle d’état linéarisé du bipède libre sera exploité à des fins 

d’analyse. La linéarisation du système robotique pendant la phase de pré-impact développée 

en Annexe 8 donne le modèle d’état suivant : 

He = �(H − H/0) + �(. − ./0) 
où :                                                                                                                                       (3.31) 
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� = [ 0�<∗�< !�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<)8� |m8	¹��º ¹�»º 	¼�n|� ½�¾¿ 0�<∗�<\ ∈ ℜ<Q∗<Q  
� = � 0�<∗�<(	«�<p «��p «�«��P�<)8�		«�<p «��p «
h�� ∈ ℜ<Q∗� 

En utilisant le théorème de Lyapunov pour les systèmes linéaires, nous montrons dans 

l’Annexe 9 que le système linéarisé est instable. Cependant la matrice de commandabilité est 

de rang plein et égal à 24, le système est donc commandable. Plus de détails à ce propos sont 

donnés dans l’Annexe 9. 

3.4. Modèle dynamique du robot bipède : phases d’impact et de double support 

Lors de la mise en œuvre de la fonction de marche,  il est essentiel de définir clairement les 

différentes phases élémentaires constituant un pas de marche. Ainsi et classiquement, la 

plupart des travaux anciens ou plus récents tels que [Hemami & Zheng, 1984], [Chen et al., 

1986], [Katić et al., 2008] et [Cho et al., 2009], définissent trois phases élémentaires 

successives longuement explicitées au niveau du premier chapitre: la phase de simple support 

ou pré-impact lorsque un seul pied est en contact avec le sol et l’autre en mouvement dans les 

airs, la phase d’impact qui considère l’instant de contact et la phase de double support ou 

post-impact lorsque les deux pieds sont en contact avec le sol. Néanmoins, de nombreuses 

variantes existent. Ainsi, certains travaux tendent à simplifier le pas de marche et à ne 

considérer que deux étapes alternatives. Dans [Shih et al., 2007] et [Chevallereau et al., 2009], 

les auteurs définissent uniquement les phases successives de simple support et de double 

support. La phase d’impact étant supposée instantanée, elle est ignorée. Au contraire, d’autres 

études telles que [Goddard et al., 1992] par souci de précision tiennent compte de toutes les 

étapes contribuant à la réalisation d’une marche similaire à la marche humaine en faisant la 

distinction dans la mise en mouvement du pied effecteur entre les différents mouvements du 

talon et de la pointe du pied.     

La force de réaction du sol intervient au niveau de la phase d’impact où elle atteint sa valeur 

maximale puis se maintient à une faible valeur constante tout au long de la phase de double 

support. Peu de travaux proposent une définition stricte de la force de réaction du sol et des 

enjeux qui en découlent [Zheng & Hemami, 1985] et [Goswami, 1999]. La plupart des études 

[Park & Chung, 1999a] et [Lim et al., 2004] proposent plutôt des simulations où les 

paramètres de la raideur, de l’humidité et de l’inertie sont évalués afin de garantir une marche 

stable et robuste.  
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Ainsi, qu’il s’agisse de la phase d’impact ou de la phase de double support, l’équation de la 

dynamique se présente sous la forme suivante [Aloulou & Boubaker, 2010b] : 

#�H�Ho + 	 m	H, He n + 	�(H) = ·. + |Àº|� 	�																																		(3.32)                                           

�(H) = 	 [�� �� ��]pétant le point d’impact ou de contact entre le pied et le sol.  

3.4.1. La phase d’impact (IP) 

Pendant la phase d’impact, nous assumons que l’impact est instantané avec une force 

d’impact assimilée à une impulsion. En intégrant l’équation (3.32) entre les instants 
�8  et 		
��  

définis respectivement comme les instants précédant et succédant directement à l’impact, on 

aura:  

		Á 	[			C»ÂC»Ã		 #(H)Ho + 	 m	H, He n + 	�(H)	]	Ä
 = Á 	[			C»ÂC»Ã		 ·. + |Àº|� 	�		]Ä
					       (3.33)    

Dans le cas du bipède libre, aucun couple extérieur n’est appliqué, il y a donc conservation du 

moment angulaire total. Nous pouvons alors écrire d’après l’équation (3.30) : 

		Á 	[			C»ÂC»Ã		 	 m	H,He n + 	�(H)	]	Ä
 = Á ·.		C»ÂC»Ã	 Ä
					                               (3.34)    

Ainsi l’équation (3.33) devient : 

Á #(H)Ho		C»ÂC»Ã		 	Ä
	 = Á 			C»ÂC»Ã		 |Àº|� �	Ä
															                             (3.35) 

La force d’impact étant assimilée à une impulsion, nous pouvons écrire : 

� = ����@	(
 − 
�)                                               (3.36) 

où : 

����	est la valeur de la force � lors de la phase d’impact. @	(
 − 
�)est la fonction de Dirac appliquée entre les instants 
�8  et 		
��.   

L’équation (3.35) devient alors: 

#mH���nmHe (		
��) − He (		
�8)n = 		 |Àº|� |	�ÆÇÈ 	����					                       (3.37) 

Cette dernière expression contenant le terme de la force de réaction du sol lors de l’impact ne 

permet pas d’obtenir une expression explicite de ����. 
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3.4.2. La phase de contact ou de double support (DSP) 

Pendant la phase de contact, nous assumons que le point de contact est fixe au sol. Ce qui 

permet de vérifier la relation suivante : �À����C  = 0                                                             (3.38) 

 Ceci permet également d’écrire: 

|À���|� He �
� = 0                                                        (3.39)                                                                                                            

|À���|� 	Ho + ||� (	|À(�)|� 	He )	He = 0                                          (3.40)                                                       

Sachant que la matrice d’inertie est inversible, on aura : 

Ho = #8�(H)	�−	 m	H,He n − 	�(H) + ·. + |Àº|� �	�							                       (3.41)	
Multiplions l’équation précédente par 

|À(�)|� 	puis ajoutons à chaque membre de l’égalité 

||� (	|À(�)|� He )	He , nous aurons: 

|À(�)|� #8�(H)	|Àº|� 	� = |À(�)|� #8�(H)	¬	 m	H,He n + 	�(H) − ·.	­ − ||� �	|À(�)|� He �He      (3.42) 

Nous pouvons alors extraire l’expression de la force de réaction du sol lorsque le contact 

s’établit : 

� = �É�(H)ÉH #−1(H) 	É�-ÉH �−1 �|À(�)|� #8�(H)	¬ m	H,He n + �(H) − ·.­ − ||� �	|À(�)|� 	He � He �	    
(3.43) 

Il est important de remarquer ici que la force de contact est une fonction non linéaire du 

vecteur de position H, du vecteur de vitesse He 	et du vecteur commande .. Ce constat révèle 

un modèle difficile pour des objectifs de commande car l’expression de la commande dépend 

de la force et vice-versa. 

3.4.3. Analyse des propriétés du modèle linéarisé 

La linéarisation du système robotique contraint (3.32) selon la modélisation d’état linéaire 

décrite en Annexe 8 est alors définie par : 

He = �(H − H/0) + �(Ê − Ê/0)                                           (3.44) 

où : 
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� = [ 0�<∗�< !�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8� |m8	¹��º ¹�»º 	¼�n|� ½�¾¿ 0�<∗�<\ ∈ W<Q∗<Q 
     � U Ë 0�<∗�< 0�<�P�	«�<p «��p «�«��P�<�8�«�<p «��p «
h� �	«�<p «��p «�«��P�<�8� |Àº|� Ì ∈ W<Q∗� 

On constate que la matrice d’état des deux modèles libre et contraint est identique donc 

l’analyse de la stabilité sera la même pour les deux modèles. Le robot bipède contraint est 

donc instable. Ce résultat était attendu pour ce type de système [Vukobratovic et al., 1990]. 

D’autre part, comme le montre l’Annexe 9, la matrice de commandabilité est de rang plein et 

égal à 24. Nous pouvons donc en conclure que bipède est toujours un système commandable. 

3.5. Modèle dynamique du torse et bras anthropomorphiques 

La modélisation de la partie haute du robot requiert uniquement l’établissement du modèle 

dynamique libre car ce système robotique ne sera considéré que lors de la mise en œuvre de 

mouvements non contraints à l’environnement.  

3.5.1. Recensement des contraintes 

Le robot constitué par le torse et les bras anthropomorphiques et dont la morphologie a été 

introduite au niveau du chapitre précédent est représenté par la Figure 3.4. Il est soumis aux 

forces décrites par les forces et couples mis en évidence par la Figure 3.5. 

         

        Figure 3.4. Joints et Corps rigides              Figure 3.5. Forces et couples appliqués 
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3.5.1.1. Analyse des contraintes non holonomiques 

Nous avons dénombré quatre contraintes non holonomiques essentiellement présentes au 

niveau des coudes et des poignets. 

Première contrainte holonomique 

On dénombre au niveau du coude droit un seul degré de liberté et deux degrés de liaison. Soit 

Ri la matrice permettant de modéliser les différents degrés de liaison et Qi la matrice 

modélisant les différents degrés de liberté pour le joint i. Pour cette première contrainte, nous 

obtenons les matrices suivantes : 

,�� = �1 0 00 0 1�p		 
	+��		 U	 L0 1 0]p 

Deuxième contrainte holonomique:  

Au niveau du poignet droit, on dénombrera un seul degré de liberté  et deux degrés de liaison. 

Nous aurons donc les matrices suivantes : 

,�< = �1 0 00 0 1�p		 
	+�<		 U	 L0 1 0]p 

Troisième contrainte holonomique :  

Au niveau du coude gauche, on retrouve la même configuration que pour le coude droit. On 

aura donc : 

,�Q = �1 0 00 0 1�p			 
	+�Q		 U	 L0 1 0]p 

Quatrième contrainte holonomique : 

Pareillement, au niveau du poignet gauche, on retrouve une configuration identique à celle du 

poignet droit. On dénombrera également un seul degré de liberté et deux degrés de liaison 

d’où : 

,�
 = �1 0 00 0 1�p			 
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+�
		 U	 L0 1 0]p 

La traduction en équations des quatre contraintes non holonomiques précédentes donne le 

système suivant [Aloulou & Boubaker, 2013a]: 

,��p ����p ���6�� − 6��� = 0 

,�<p ����p ��<6�< − 6��� = 0 

,�Qp ���Pp ��Q6�Q − 6�P� = 0                                          (3.45) 

														,�
p ���Qp ��
6�
 −6�Q� U 0 

3.5.1.2. Analyse des contraintes holonomiques  

On dénombre au total vingt-quatre contraintes holonomiques qui proviennent directement du 

modèle géométrique établi au second chapitre. Il s’agit des contraintes de connexion entre les 

segments et elles peuvent s’écrire sous la forme suivante [Aloulou & Boubaker, 2013a]: 

7S = �S$S																																		     
7T U �T$T − �S'S + 7S									 
7�� U ���$�� − �S'S + 7S			   
	7�� U ���$�� − ���'�� + 7��		                                       (3.46) 

	7�< U ��<$�< − ���'�� + 7�� 
7�P U ��P$�P − �S'S + 7S					 
7�Q U ��Q$�Q − ��P'�P + 7�P 
7�
 U ��
$�
 − ��Q'�Q + 7�Q 

3.5.2. Les équations de la dynamique 

En se référant à la Figure 3.5, le Tableau  3.3 donne un récapitulatif des forces appliquées aux 

huit corps rigides constituant le haut du robot pour l’équation de Newton-Euler en rotation 

tandis que le Tableau 3.4 retrace l’ensemble des forces appliquées aux huit corps rigides 

constituant le haut du robot  pour l’équation en translation. 
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Tableau 3.3 : Forces appliquées au haut du robot pour l’équation en rotation [Aloulou & 

Boubaker, 2013a] 

Corps i �  ¡  ¡ �¢ £  £ �¢ ¤ 	 ¤ �¢	 
8 �S $S × �Sp?S 

'S × �Sp�−?T+ ?�� + ?�P� 0 0 �Sp-S 
−-T + -��+ -�P 

9 �T $T × �Tp?T 0 0 0 �Tp�S-T 0 

10 ��� −$�� × ���p?�� '�� × ���p?�� 0 ,��Λ�� −���p�S-�� -�� 
11 ��� −$�� × ���p?�� '�� × ���p?�< −���p���,��Λ�� ,�<Λ�< −���p���-�� -�< 
12 ��< −$�< × ��<p?�< 0 −��<p���,�<Λ�< 0 −��<p���-�< 0 

13 ��P −$�P × ��Pp?�P '�P × ��Pp?�Q 0 ,�QΛ�Q −��Pp�S-�P -�Q 
14 ��Q −$�Q × ��Qp?�Q '�Q × ��Qp?�
 −��Qp��P,�QΛ�Q ,�
Λ�
 −��Qp��P-�P -�
 
15 ��
 −$�
 × ��
p?�
 0 −��
p��Q,�
Λ�
 0 −��
p��Q-�
 0 

 

Tableau 3.4 : Forces appliquées au haut du robot pour l’équation en translation [Aloulou & 

Boubaker, 2013a] 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Corps i ¨ 	© ª  ª �¢ 
8 )S� ?S −?T + ?�� + ?�P 
9 )T� ?T 0 

10 )��� −?�� ?�� 

11 )��� −?�� ?�< 

12 )�<� −?�< 0 

13 )�P� −?�P ?�Q 

14 )�Q� −?�Q ?�
 

15 )�
� −?�
 0 
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En utilisant l’équation de la dynamique (3.1), les résultats du Tableau 3.3 on obtient, après 

simplification du produit vectoriel, le système d’équations suivant: 

!S6Se = �S + $$S�Sp?S − 	''S�Sp?T + 	''S�Sp?�� + 	''S�Sp?�P + �Sp-S − -T + -��	+	-�P				 
				!T6Te U �T + $$T�Tp?T + �Tp�S-T  
    !��6��e U ��� − $$�����p ?�� + 	''�����p ?�� + ,��D�� − ���p �S-�� + -��       
   	!��6��e U ��� − $$�����p ?�� + 	''�����p ?�< − ���p ���,��D�� + ,�<D�< − ���p ���-�� + -�< 
    !�<6�<e U ��< − $$�<��<p ?�< − ��<p ���,�<D�< − ��<p ���-�<                                         (3.47) 

				!�P6�Pe U ��P − $$�P��Pp ?�P + 	''�P��Pp ?�Q + ,�QD�Q − ��Pp �S-�P + -�Q   
					!�Q6�Qe U ��Q − $$�Q��Qp ?�Q + 	''�Q��Qp ?�
 − ��Qp ��P,�QD�Q + ,�
D�
 − ��Qp ��P-�Q + -�
 
				!�
6�
e U ��
 − $$�
��
p ?�
 − ��
p ��Q,�
D�
 − ��
p ��Q-�
  
En se référant au Tableau 3.4 pour l’équation de la dynamique (3.2), il  est possible d’écrire : 

)S7oS U )S� + ΓS − ΓT	 + Γ��	+	Γ�P 
)T7oT U )T� + ΓT																						 
)��7o�� U )��� − Γ�� + Γ�� 
)��7o�� U )��� − Γ�� + Γ�< 
)�<7o�< U )�<� − Γ�<                                                           (3.48) 

)�P7o�P U )�P� − Γ�P + Γ�Q 
)�Q7o�Q U )�Q� − Γ�Q + Γ�
 
)�
7o�
 U )�
� − Γ�
 

Les systèmes (3.47) et (3.48) peuvent s’écrire sous la forme : 

«�Q;< U «�
 + «�R? + «�JD + «�S	-					                                      (3.49) 

où: 
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;< = �6Sp ,e 6Tp ,e 6��p ,e 6��p ,e 6�<p ,e 6�Pp ,e 6�Qp ,e 6�
p ,e 7oSp , 7oTp , 7o��p , 7o��p , 7o�<p , 7o�Pp , 7o�Qp , 7o�
p � ∈ ℜQSX� 

? = 	 L?S			?T			?��			?��			?�<			?�P			?�Q		?�
Op ∈ ℜ<QX�     tel que  ?� = 	 ¬?�_�			?�_<			?�_P			­p ∈ ℜPX� 

D = 	 ¬D��_�			D��_<				D�<_�			D�<_<		D�Q_�			D�Q_<				D�
_�			D�
_<­p ∈ ℜSX� 

	- U 	 L-S			-T			-��			-��			-�<			-�P			-�Q		-�
	Op ∈ ℜ<QX�     

Avec: 

-S = [0						0					0]p,-T = [	®�P					®�Q				0]p, 	-�� U L®�
					®�R					®�J		Op,-�� U 	L®�S						0						0		Op 

-�< U L®�T					®<�			0]p,	-�P U L®<�					®<<				®<POp, 
	-�Q U L®<Q					0						0]p,	-�
 U L®<
					®<R					0]p	 

Les matrices «�Q, «�
, «�R, «�J	¯
	«�S sont définies dans l’Annexe 10. 

3.5.3. Proposition d’une méthode de réduction du modèle [Aloulou & Boubaker, 2013a] 

La méthode de réduction que nous avons antérieurement proposée pour la réduction du 

modèle dynamique bipédale sera également appliquée à la modélisation dynamique du torse 

et bras anthropomorphiques selon les deux étapes successives suivantes : 

-  Une première étape d’élimination des variables liées par l’ensemble des contraintes 

holonomiques et non holonomiques. Ceci doit permettre le passage d’un système initial de 

dimension 48 à un système de 32 variables d’état. 
 

- Une seconde étape de réduction par simplifications matricielles spécifiques. Ceci doit 

permettre le passage d’un système de  32 variables d’état à seulement 14 variables d’état 

finales. 

La traduction en équations des quatre contraintes non holonomiques a donné lieu au système 

(3.45). En dérivant  ce système d’équations par rapport au temps, on obtient : 

	,��p �−6e �� −66�����p ���6�� + ���p ���6e ��� U 0			 
	,�<p �−6e �� −66�����p ��<6�< + ���p ��<6e �<� U 0                                                                                                         

	,�Qp �−6e �P −66�P��Pp ��Q6�Q + ��Pp ��Q6e �Q� U 0                             (3.50) 

	,�
p �−6e �Q −66�Q��Qp ��
6�
 + ��Qp ��
6e �
� U 0 
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En arrangeant  ce système d’équations sous une forme plus compacte, nous obtenons : 

«�Jp ;< = «�T                                                        (3.51) 

avec la matrice «�J	définie dans l’Annexe 10 et : 

«�T U	
f
gh
			,��p 66�����p ���6��			,�<p 66�����p ��<6�<			,�Qp 66�P���p ��Q6�Q			,�
p 66�Q���p ��
6�
i

jk ∈ ℜSX� 

Par une double dérivation du système (3.46) nous obtenons (voir les détails de la 

démonstration dans l’annexe Annexe 6) : 

7oS + �S$$S6e S = �S�66S�<$S  

7oT + �T$$T6e T − �S''S6e S − 7oS = �T�66T�<$T−	�S�66S�<'S  
7o�� + ���$$��6e �� − �S''S6e S − 7oS U ����66���<$��−	�S�66S�<'S                                                                           

7o�� + ���$$��6e �� − ���''��6e �� − 7o�� U ����66���<$�� − ����66���<'��       
7o�< + ��<$$�<6e �< − ���''��6e �� − 7o�� U ��<�66�<�<$�< − ����66���<'��   (3.52) 

7o�P + ��P$$�P6e �P − �S''S6e S − 7oS U ��P�66�P�<$�P−	�S�66S�<'S 
7o�Q + ��Q$$�Q6e �Q − ��P''�P6e �P − 7o�P U ��Q�66�Q�<$�Q − ��P�66�P�<'�� 
7o�
 + ��
$$�
6e �
 − ��Q''�Q6e �Q − 7o�Q U ��
�66�
�<$�
 − ��Q�66�Q�<'�Q 

En arrangeant  ce système d’équations sous une forme plus compacte, nous obtenons : 

«�Rp ;< U	«<�	                                                        (3.53) 

 avec la matrice «�R	définie dans l’Annexe 10 et : 

«<� U
f
gg
gg
gh

�S�66S�<$S		�T�66T�<$T−	�S�66S�<'S����66���<$��−	�S�66S�<'S	����66���<$�� − ����66���<'����<�66�<�<$�< − ����66���<'����P�66�P�<$�P−	�S�66S�<'S��Q�66�Q�<$�Q − ��P�66�P�<'����
�66�
�<$�
 − ��Q�66�Q�<'�Qi
jj
jj
jk ∈ ℜ<QX� 
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En combinant les équations (3.51) et (3.53), nous aboutissons à l’équation : 

	L«�R		«�JOp;< U L«<�p 		«�Tp Op                                                 (3.54)  

A partir de l’équation (3.49), on exprime le vecteur ;<	en fonction des autres membres de 

l’égalité :                                                                                       

;< U «�Q8�	L«�
 + «�R? + «�JD + «�S	-	O		                             (3.55)            

Remplaçons (3.55) dans (3.54), nous pouvons écrire : 

L«�R		«�JOp	«�Q8�			°«�
 +	L«�R «�JO 	�		?D 	� +«�S	-± = L«<�p 		«�Tp Op 

Soit :   

�		?D 	� U 				 L«�R		«�JOp	«�Q8�			L«�R		«�JO			8�		L	«<�p 		«�Tp 	Op − L«�R		«�JO8�	�«�
 + «�S-�     (3.56) 

De cette façon, le vecteur de la force holonomique Γ	et du couple non holonomique Λ sont 

exprimés comme des variables d’état. Cette formulation propose un système à 32 variables 

d’état puisque ? ∈ ℜ<QX�  et D ∈ ℜSX� ce qui représente déjà une réduction du nombre de 

degrés de liberté qui était de 48. Il reste ainsi certains développements à effectuer  pour 

obtenir le modèle d’état présentant un nombre minimal de variables d’état. 

Posons 

 «�Rp = 	 L«<�		«<<O                                                     (3.57) 

Nous pouvons alors écrire: 

«�Rp ;< U	 L«<�		«<<O;< U «<�6e + «<<7o                                (3.58)      

Les matrices «<�	¯
	«<< sont définies dans l’Annexe 10.	En combinant les équations (3.53) et 

(3.58), nous aurons : 

«<�6e + «<<7o U 	«<�                                                   (3.59)   

Pour obtenir une représentation d’état à partir de l’équation (3.59), on isole 7o  et on l’exprime 

en fonction des autres éléments soit donc : 

7o 	U −«<<8�«<�6e + «<<8�«<� 
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Soit sous forme matricielle : 

�6e7o � = � !<Q−«<<8�«<�� 6e + � `<Q«<<8�«<�� 

avec :             

`<Q 	∈ ℜ<QX� : un vecteur nul    !<Q 	∈ ℜ<QX<Q : une matrice identité   
 

On pose : 

«<P = � !<Q−«<<8�«<��	,			«<P 	∈ ℜQSX<Q	
«<Q U � `<Q«<<8�«<��	,			«<Q 	∈ ℜQSX�	

On pourra alors écrire :	 ;< U «<P6e + «<Q																																																			(3.60) 

En remplaçant l’expression de ;<	obtenue en (3.60) dans l’équation du système (3.49), nous 
obtenons : 

«�Q«<P6e + «�Q«<Q U «�
 + «�R? + «�JD + «�S	-                      (3.61) 

Ou encore : 

«<Pp«�Q«<P6e U −«<Pp«�Q«<Q + «<Pp«�
 + «<Pp«�R? + «<Pp«�JD + «<Pp«�S	-        (3.62) 

Sachant que nous pouvons démontrer que	«<Pp«�R? U 0 (voir Annexe 7). L’équation 

précédente devient alors: 

«<Pp«�Q«<P6e = −«<Pp«�Q«<Q + «<Pp«�
 + «<Pp«�JD + «<Pp«�S	-           (3.63) 

Les accélérations angulaires 6e S	à	6e �
	 définies au paragraphe 3 du chapitre II peuvent être 

mises sous une forme matricielle plus compacte de sorte que : 

        6e U «<
Ho + «<R				                                                  (3.64) 

Les matrices «<
	¯
	«<R sont définies dans l’Annexe 10.	En utilisant l’expression (3.64), 

l’équation (3.63) devient alors : 

«<Pp«�Q«<P�«<
Ho + «<R� U −«<Pp«�Q«<Q + «<Pp«�
 + «<Pp«�JD + «<Pp«�S	- 

Ou encore : 
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«<
p«<Pp«�Q«<P«<
Ho = 												−«<
p«<Pp«�Q«<P«<R − «<
p«<Pp«�Q«<Q + «<
p«<Pp«�
 + «<
p«<Pp«�JD + «<
p«<Pp«�S	-		   
Sachant que nous pouvons démontrer que «<
p«<Pp«�JD	 U 0. L’équation précédente peut 
s’écrire comme suit : 

«<
p«<Pp«�Q«<P«<
Ho + «<
p«<Pp«14�«<Q + «<P«<R� − «<
p«<Pp«�
 = «<
p«<Pp«�S	-       (3.65) 

Les couples de commande peuvent être représentés sous la forme matricielle suivante : 

- U ℎÍ. 

Où . est le vecteur des couples de commande et ℎÍ est une matrice définie au niveau de 

l’Annexe 10.  L’équation (3.65) devient alors : 

«<
p«<Pp«�Q«<P«<
Ho + «<
p«<Pp«14�«<Q + «<P«<R�− «<
p«<Pp«�
 U «<
p«<Pp«�Sℎ®.    (3.66) 

Cette dernière expression obéit bien à la forme générale d’un modèle dynamique robotique 

qui s’écrit: 

#�H�Ho + 	 m	H,He n + 	��H� U ·.	
où :                                                                                                                                       (3.67) 

#�H� U 	«<
p«<Pp«�Q«<P«<
,																																																				 
 m	H,He n U 	«<
p«<Pp«�Q�«<Q + «<P«<R�  
��H� U −	«25-«23-«15                                     
· U	«25-«23-«18ℎÍ      

#�H� 	∈ ℜ�Q∗�Qest la matrice d’inertie,  mH, He n ∈ ℜ�Q∗�est le vecteur des forces centripètes 

de Coriolis, ��H� ∈ ℜ�Q∗�	est le vecteur de pesanteur, · ∈ ℜ�Q∗�Q est la matrice de 

commande. 

3.5.4. Analyse des propriétés du modèle linéarisé 

La linéarisation du système robotique libre développée en Annexe 8, donne le modèle d’état 

suivant : 
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He = ��H − H/0� + ��. − ./0�                                              (3.68) 

où : 

� =
f
gh

0�Q∗�Q !�Q∗�Q
�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� É �«25-«23-«15�ÉH Î

�¾¿
0�Q∗�Qi

jk ∈ ℜ<S∗<S 

� = Y 0�Q∗�Q�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� «25-«23-«18ℎÍZ ∈ ℜ<S∗� 

En utilisant le théorème de Lyapunov pour les systèmes linéaires, nous montrons dans 

l’Annexe 11 que le système linéarisé est instable. Cependant la matrice de commandabilité est 

de rang plein et égal à 28, le système est donc commandable. Plus de détails à ce propos sont 

donnés dans l’Annexe 11. 

3. 6. Conclusion  

L’objectif de ce chapitre était le développement des modèles dynamiques de la partie bipédale 

et du torse et bras anthropomorphiques du robot Humanoïde via le recours au formalisme de 

Newton-Euler. Le modèle dynamique du bipède a été établi pendant les phases de pré-impact, 

impact et post-impact dans un espace tridimensionnel. Une méthode pertinente de réduction a 

été proposée. Celle-ci a permis l’obtention d’un modèle non linéaire de dimension 12 à partir 

d’un système de dimension 42. Pour le modèle correspondant à la phase d’impact, une 

expression de la force d’impact a été exprimée alors que pour le modèle de contact, le 

problème de l’expression de la force dépendant de la loi de commande a été mis en valeur. Le 

modèle dynamique tridimensionnel de la partie supérieure du robot Humanoïde a été élaboré 

dans le cas libre. L’obtention d’un modèle non linéaire de dimension 14 à partir d’un système 

initial de dimension 48 a été prouvée. Les propriétés intrinsèques à savoir la stabilité et la 

commandabilité  des différents modèles ont été analysées. Les modèles obtenus seront utiles 

lors du dernier chapitre pour la commande du robot Humanoïde lors de la génération d’un 

cycle de marche avec balancement des bras. 
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Chapitre 4 
 

Commande du Robot Humanoïde 
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4.1.Introduction 

La contribution de ce chapitre s’inscrit dans le cadre de la proposition d’un ensemble de 

stratégies de commande, selon les phases de marche, qui garantissent au robot humanoïde la 

génération d’un cycle de marche s’apparentant autant que possible à celui d’un être humain. 

Pour atteindre cet objectif, nous imposerons à la dynamique du robot commandé les 

contraintes suivantes: 

- Une minimisation de la quantité des mouvements brusques appelée aussi Jerk pendant 

les phases libres du cycle de marche.  

- La poursuite d’une trajectoire semi-ellipsoïdale par la pointe du pied. 

- Un contact élastique et une adaptation aux terrains irréguliers pendant les phases 

d’impact et de contact. 

- Une synchronisation entre la marche bipédale et le balancement des bras pour assurer 

une meilleure stabilisation du corps.  

Ce chapitre sera organisé comme suit. Après un état de l’art exhaustif et complet de la 

commande par Minimum Jerk, la synthèse d’une loi de commande par Minimum Jerk pour la 

génération d’une trajectoire semi-ellipsoïdale par la pointe du pied du robot sera proposée 

pour assurer une minimisation des mouvements brusques. La synthèse de la commande par 

raideur active qui permettra au robot d’avoir un contact élastique et une adaptation aux 

terrains irréguliers sera ensuite traitée. L’élaboration d’un cycle de marche avec la réalisation 

de pas de marche par alternance sera abordée dans le paragraphe suivant. Enfin, dans le 

dernier paragraphe, les mouvements du bipède seront synchronisés avec un mouvement de 

balancement des bras pour assurer une meilleure stabilisation du robot humanoïde lors de la 

génération d’un cycle de marche.   

4.2. Commande par Minimum Jerk : Etat de l’art et principes  

La commande par Minimum Jerk fait partie des lois de commande optimales. L’apport 

principal d’une loi de commande par Minimum Jerk réside dans la génération de trajectoires 

lisses permettant d’éviter tout mouvement brusque. Il semble que Hogan soit le pionnier de 

l’utilisation du principe du Minimum Jerk dans l’étude des systèmes robotiques dans l’objectif 

de reproduire les mouvements réalistes d’un bras humain [Hogan, 1984a] et [Flash & Hogan, 

1985] et des muscles antagonistes [Hogan, 1984b]. Hogan développe un concept inédit. En 

effet, il établit le constat selon lequel le degré de lissage d’une courbe peut être quantifié par 

une fonction comptabilisant le nombre de mouvements brusques effectués. Il appellera cette 

fonction Jerk et il l’associe mathématiquement à la dérivée de l’accélération angulaire par 
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rapport au temps ou encore à la troisième dérivée temporelle de la position angulaire lors de la 

réalisation de la trajectoire désirée. Le Jerk représente donc la quantité de mouvements 

brusques ou vifs effectués par une structure mécanique [Kyriakopoulos & Saridis, 1988] et 

[Amirabdollahian et al., 2002]. Ainsi, si la position angulaire ou cartésienne d’un système est 

décrite au cours du temps par une variable	��
�, alors le Jerk de ce système sera défini 

par [Kyriakopoulos & Saridis, 1988] :  

                                                                      �Ï�
� U 	 �ÐÑ�C��CÐ                                                    (4.1) 

Selon Shadmehr et Wise [Shadmehr & Wise, 2005], pour que le système nerveux central 

initie un mouvement d’un organe effecteur en garantissant la génération d’une trajectoire lisse 

sans secousses, il faut que le système nerveux central minimise la somme du carré du Jerk 

tout le long de la trajectoire considérée. Ainsi, pour une variable ��
� décrivant une trajectoire 

particulière commençant à l’instant 
� et s’achevant à l’instant	
�, on peut estimer le degré de 

lissage de la courbe correspondant à la trajectoire en calculant la fonction coût du Jerk définie 

par [Shadmehr & Wise, 2005]:  

                                                        ���
�� U �<Á 		�Ï�
�<Ä
	CÒC»                                         (4.2) 

La problématique de mise en mouvement d’organes effecteurs robotiques se traduit souvent 

par la spécification de points de départ et d’arrivée à atteindre en un temps déterminé. Afin de 

trouver parmi la multitude de trajectoires possibles celles permettant de générer le mouvement 

le plus harmonieux et lisse qui soit, il faut assigner un coût au Jerk à chaque trajectoire 

potentielle et ne conserver que celle présentant le coût minimal. Mathématiquement, cela 

s’apparente au problème de minimisation suivant [Flash & Hogan, 1985]:  

                                                           �� U *"c 			�<Á 	�Ï�
�<Ä
	CÒC»                                           (4.3)                     

Bien qu’ils ne soient pas essentiels, certains termes peuvent être ajoutés à la fonction 

d’optimisation permettant ainsi de minimiser une somme quantifiée de critères multiples. 

Gasparetto et Zanotto [Gasparetto & Zanotto, 2008]  définissent, par exemple, l’intégrale de 

la somme quantifiée du carré du Jerk et du temps d’exécution comme fonction objectif à 

minimiser. Ces travaux sont à l’origine de recherches plus récentes utilisant la dualité temps et 

Jerk [Mattmüller & Gisler, 2009].  
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Kyriakopoulos et Saridis [Kyriakopoulos et Saridis, 1988] constatent que le Jerk affecte 

notoirement l’efficacité de la commande appliquée et doit par conséquent être minimisé. En 

effet, leurs travaux les mènent à la conclusion selon laquelle l’erreur sur la position angulaire 

décroit lorsque le coût en Jerk diminue. Piazzi et Visioli [Piazzi & Visioli, 2000] prouvent 

que les trajectoires obtenues via une minimisation du Jerk sont similaires aux mouvements 

entrepris par les membres effecteurs humains.  Ils permettent une limitation des vibrations. De 

ce fait, la commande par minimisation du Jerk constitue un choix attractif pour la commande 

des systèmes robotiques.  

Pour résoudre le problème de minimisation du Jerk, Hogan et nombre de ses successeurs 

utilisent la technique du calcul des variations [Shadmehr & Wise, 2005]. L’objectif de ce 

calcul est de déterminer parmi la multitude de trajectoires possibles pour un organe effecteur 

devant se déplacer d’un point initial à l’instant 
� vers un point final à l’instant	
�, la 

trajectoire ��
�  garantissant la réalisation du trajet le plus lisse. En effet, la technique du 

calcul de variations assigne à chaque trajectoire possible une fonction coût du Jerk  ���
��	et 

conserve celle présentant le coût minimal. Ainsi, on associe à la variable ��
� dont 

l’expression est purement polynomiale une variation ¯ telle que	��
� → ��
� + ¯	Ô�
�.   
La fonction de variation Ô�
� étant très faible aux limites, elle vérifie les conditions suivantes 

[Shadmehr & Wise, 2005]:  

                                                               Ô�
�� U Ôm
�n U 0                                             	
                                                               Ôe�
�� U Ôem
�n U 0                                                  (4.4) 

    Ôo�
�� = Ôom
�n = 0 

Il suffit ensuite de dériver la fonction coût du Jerk 	 ���
��	 par rapport à la variation	¯. On 

aura ainsi [Shadmehr & Wise, 2005]: 

 �� + ¯Ô� U 12Õ 	�	�Ï + ¯ÔÏ�<Ä
	CÒ
C»  

Ä �� + ¯Ô�Ä¯ U Õ �	�Ï + ¯ÔÏ�ÔÏ		Ä
	CÒ
C»  

Ä �� + ¯Ô�Ä¯ Ö/×� U Õ �Ï	ÔÏ	Ä
	CÒ
C»  
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En utilisant l’intégration par parties telle que: 

Õ �Ï	ÔÏ	Ä
	CÒ
C» U Õ ®	ÄÊCÒ

C» U ®	Ê|C»CÒ −Õ Ê	Ä®CÒ
C»  

et en posant : ® U �Ï	 et 	ÄÊ U 	ÔÏÄ
, il découle que :	Ä® U ��Q�Ä
 et Ê U Ôo . En continuant 

l’intégration par parties, nous aurons :  

Õ �Ï		ÔÏ	Ä
	CÒ
C» U �Ï	Ôo |C»CÒ −Õ Ôo 	��Q�	Ä
CÒ

C» U −Õ Ôo 	��Q�	Ä
CÒ
C»  

A ce niveau, nous procédons à une seconde intégration par parties :  

−Õ Ôo 	��Q�	Ä
CÒ
C» U −Õ ®	ÄÊCÒ

C» U −®	Ê|C»CÒ +Õ Ê	Ä®CÒ
C»  

en posant : ® U ��Q�		 et 	ÄÊ U 	Ôo 	Ä
, nous déduisons : Ä® U ��
�Ä
  et  Ê U Ôe , d’où : 

−Õ Ôo 	��Q�	Ä
CÒ
C» U −��Q�Ôe ØC»CÒ +Õ Ôe 	��
�	Ä
CÒ

C» U Õ Ôe 	��
�	Ä
CÒ
C»  

Õ Ôe 		��
�	Ä
CÒ
C» U ��
�ÔØC»CÒ −Õ Ô	��R�	Ä
CÒ

C» U −Õ Ô	��R�	Ä
CÒ
C»  

Ce dernier résultat correspond à la dérivée de la fonctionnelle de départ  ���
�� qui doit être 

nulle puisque la variation considérée  ¯ est très faible. Nous aurons alors : 

Ä �� + ¯	Ô�Ä¯ Ö/×� U −Õ Ô	��R�	Ä
	 ≡ 0CÒ
C»  

Ce constat signifie qu’il existe une fonction ��
�	possédant une dérivée sixième par rapport au 

temps nulle capable de minimiser la fonctionnelle du Jerk telle que : 

��R� U 0 

L’équation différentielle précédente peut avoir comme solution l’expression polynomiale 

suivante :  

��
� = �


 + �Q
Q + �P
P + �<
< + ��
 + ��                                  (4.5) 
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ou ��… �
 sont des constantes à déterminer pour chaque variable angulaire ou cartésienne ��t�. On peut également définir la vitesse et l’accélération correspondantes données par :  

                          �e�
� = 5�

Q + 4�Q
P + 3�P
< + 2�<
 + ��                               (4.6) 

�o�
� = 20�

P + 12�Q
< + 6�P
 + 2�<                                  (4.7) 

En outre, comme l’affirme Amirabdollahian et ses collaborateurs [Amirabdollahian et al., 

2002], le recours aux trajectoires polynômiales présente certains avantages. Ainsi, la 

commande en position, en vitesse et en accélération du mouvement est aisément réalisable 

puisque les dérivées première et seconde du polynôme ��
�	sont connues. D’autre part, pour 

les applications utilisant des commandes en temps réel, la trajectoire peut être rectifiée ou 

réajustée à tout instant par une simple redéfinition des polynômes décrivant la trajectoire ou 

bien par la superposition d’une nouvelle trajectoire à la trajectoire précédemment définie 

[Flash & Henis, 1991]. Enfin, certains travaux  [Erkorkmaz & Altintas, 2001] [Alfredo et al., 

2009] démontrent clairement que les lois de commande se basant sur des polynômes de degré 

plus élevé sont  plus efficaces car la dynamique du robot est plus lisse et que la trajectoire de 

référence est facilement suivie par les servomoteurs impliqués. Néanmoins, ces polynômes 

présentent certains désavantages : les commandes correspondantes sont  difficiles à générer 

car les temps de calcul sont importants et le besoin en ressources matérielles est plus grand. 

Ceci a pour effet d’augmenter les temps d’exécution et de compromettre sérieusement 

l’éventualité d’une implémentation de la loi de commande en temps réel. 

D’autres approches considèrent plus pertinent le recours aux courbes trigonométriques 

comme modèles de trajectoires. Ainsi,  Simon et Isik proposent dans [Simon & Isik, 1991] et 

[Simon & Isik, 1993] une méthode pour minimiser l’intégrale du carré du Jerk de la 

trajectoire trigonométrique d’un bras manipulateur sous l’hypothèse que le temps entre les 

points intermédiaires est le même. Ils constatent que les courbes trigonométriques donnent 

lieu à des trajectoires lisses et ajustables en temps réel au niveau de toutes les articulations 

mises en jeu.  De plus, ils notent que l’ensemble des joints impliqués dans la réalisation du 

mouvement présentent un comportement beaucoup moins oscillatoire que celui relevé dans le 

cadre de trajectoires purement algébriques. Cette méthode repose sur le principe que les 

positions angulaires  de référence découlent de l’application d’un algorithme de cinématique 

inverse aux positions cartésiennes choisies par l’utilisateur pour la réalisation d’une trajectoire 

trigonométrique. L’optimisation de la trajectoire se fait au niveau du choix de certains 
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paramètres de la courbe trigonométrique pour permettre, entre autres critères d’optimisation 

éventuels,  la minimisation du Jerk.   

Outre l’expression de la trajectoire de référence pour laquelle les avis sont partagés parmi les 

utilisateurs du Jerk entre courbes polynomiales et courbes trigonométriques, un second point 

soulève le débat. En effet, est-il préférable de planifier la trajectoire de référence dans le plan 

cartésien ou dans le repère articulaire ?     

Certains chercheurs affirment que les trajectoires humaines sont planifiées par le système 

nerveux central dans le plan articulaire [Greene, 1972], [Saltzman, 1979] et [Soechtingand & 

Lacquaniti, 1981]. Selon ces chercheurs, le système nerveux central utilise une stratégie afin 

de diminuer la complexité du problème de commande. D’autres chercheurs dont les initiateurs 

sont Lashley [Lashley, 1951]  et Bernstein [Bernstein, 1976] estiment au contraire que pour 

réaliser une commande simple et efficace des organes effecteurs, les trajectoires doivent 

impérativement être planifiées dans le repère cartésien. Il faut recourir par la suite à un 

algorithme de cinématique  inverse pour traduire la trajectoire cartésienne de référence en 

positions angulaires correspondantes qui seront injectées au niveau des différentes 

articulations afin de produire le mouvement désiré. Cette seconde philosophie remporte 

l’adhésion de nombreux chercheurs en robotique sur la mise en mouvement des systèmes 

robotiques  [Khatib, 1985], [Luh & Lin, 1981], [Paul, 1979] et [Shin & McKay, 1986]  et 

surtout parmi les utilisateurs du Jerk des plus anciens [Hogan, 1984b]  [Flash & Hogan, 

1985], [Tomita et al., 1996] aux plus récents [Piazzi & Visioli, 2000], [Gasparetto & Zanotto, 

2008], [Gasparetto & Zanotto, 2010], [Sekar et al., 2008], [Mattmüller & Gisler, 2009] et 

[Zanotto et al., 2011]. Etant donné que pour Hogan et son équipe la construction des 

trajectoires de référence dans le repère cartésien semble être une évidence [Flash &  Hogan, 

1985], Kyriakopoulos et Saridis [Kyriakopoulos & Saridis, 1988] sont en réalité les premiers 

à poser la problématique du choix des trajectoires planifiées dans le repère cartésien et celles 

planifiées dans le domaine articulaire. Ils ont développé une commande par minimisation du 

Jerk d’un bras manipulateur en résolvant les deux problèmes d’optimisation évoqués 

précédemment. Ils énoncent à travers leur propre expérimentation les avantages et 

inconvénients des deux approches mises en œuvre. Ils démontrent que si le problème de 

minimisation et ses solutions sont formulés dans l’espace des joints articulaires, seules les 

limitations physiques des servomoteurs des articulations seront prises en compte dans 

l’énoncé des contraintes. La présence d’éventuels obstacles physiques ne sera pas traitée. Or, 

dans un environnement réaliste, les obstacles existent et sont à l’origine des modifications de 
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trajectoire. La construction de trajectoires de référence selon le critère de minimisation 

du Jerk se décline donc de différentes manières selon les contraintes imposées et la forme de 

la trajectoire désirée ce qui conditionne clairement l’approche adoptée. Essentiellement deux 

méthodologies sont recensées dans la littérature relative à l’utilisation du Jerk et ce quel que 

soit le domaine d’application considéré. Il s’agit de la méthode du Point-to-Point et de la 

méthode des Via-points [Flash &  Hogan, 1985]. 

La méthode du Point-to-Point  est souvent utilisée pour la réalisation de mouvements non 

contraints. Son objectif majeur est le suivant : réaliser le mouvement le plus lisse qui soit 

permettant de passer d’une position initiale donnée à une position finale souhaitée en un 

temps donné [Miyamoto et al., 2004]. Elle se base donc sur la mise à disposition de peu de 

données de départ : l’expression de la fonction à minimiser et de deux points correspondants 

aux temps initial et final du déplacement du système robotique considéré [Morimoto & 

Atkeson, 2007]. Dans ce cas, l’algorithme de minimisation du Jerk ne s’exécutera qu’une 

seule fois et les positions intermédiaires successives seront déterminées par l’algorithme de 

façon à minimiser la quantité de mouvements effectués. Pour chaque variable angulaire ou 

cartésienne ���t�, la position, la vitesse et l’accélération vérifient l’écriture matricielle 

suivante [Flash &  Hogan, 1985]:  
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                      (4.8)  

- ��,�, �e�,�	et �o�,�	sont respectivement la position, la vitesse et l’accélération 

correspondant à la variable  ���t� à l’instant 
�. 
- ��,� , �e�,�	et �o�,�	sont respectivement la position, la vitesse et l’accélération 

correspondant à la variable  ���t� à l’instant 
� . 
La méthode des Via-Points  est préconisée lorsque l’espace dans lequel le système robotique 

évolue présente des obstacles [Flash &  Hogan, 1985]. De ce fait, la trajectoire empruntée par 

chacune des positions angulaires ou cartésiennes doit être spécifiée en indiquant non 

seulement les positions initiale et finale mais également un certain nombre de positions 
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intermédiaires désirées caractérisées par les temps auxquels ces positions doivent être 

atteintes par l’organe effecteur [Piazzi & Visioli, 1997]. Ainsi, l’application de cette méthode 

nécessite que la trajectoire désirée soit décrite par plusieurs points.  Par conséquent, le nombre 

de points intermédiaires spécifiés détermine le degré de précision de la trajectoire de 

référence. Cette solution implique que l’algorithme soit exécuté plusieurs fois (entre chaque 

couple de positions intermédiaires). Dans le cas où une seule position intermédiaire désirée 

est spécifiée, l’écriture matricielle des fonctions polynômiales de position, vitesse et 

accélération angulaires sera décrite par [Flash &  Hogan, 1985]: 
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- 
� 	 représente un instant intermédiaire vérifiant	
� < 
� < 
�. 

-  ��,� , �e�,�	et �o�,�		sont respectivement la position, la vitesse et l’accélération 

correspondant à la variable  ���t� à l’instant 
�. 
Le principe de la commande par minimum Jerk a touché plusieurs domaines d’applications. 

Dans le domaine de l’outillage, nous pouvons citer les travaux de Makino et Ohde qui ont 

utilisé dans [Makino & Ohde, 1991]  la trajectoire d’un arbre à came universel pour générer 

des profils de Jerk continus tandis que Tomita et ses collaborateurs [Tomita  et al., 1996] ont 

eu recours aux fonctions trigonométriques pour atteindre le même objectif. Dans [Erkorkmaz 

& Altintas, 2001], le Jerk est utilisé pour limiter les fluctuations d’un outil mobile et la 

trajectoire de référence utilisée correspond à un polynôme d’ordre 5 obtenu suite à une 

interpolation récursive.  

Dans le secteur automobile, la consommation minimale d’énergie et l’absence de 

mouvements brusques sont deux impératifs à une conduite harmonieuse. Mais généralement 

les approches permettant d’atteindre une consommation minimale d’énergie et une trajectoire 

par minimisation du Jerk sont traitées séparément et modélisées par des fonctionnelles 

indépendantes. Dans [Veeraklaew et al., 2005], une relation simple entre ces deux critères est 

proposée pour la commande en temps réel d’un système automobile.  
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En robotique, des trajectoires polynômiales par minimisation du Jerk sont planifiées pour 

assurer la synchronisation entre plusieurs machines [Khatib, 1985], [Gyorfi & Wu, 2006] ou 

robots manipulateurs industriels [Luh & Lin, 1981], [Shin & McKay, 1986], [Piazzi & 

Visioli, 2000] et [Gasparetto & Zanotto, 2010]. 

Le domaine médicale est le domaine le plus florissant et riche en terme d’application du 

concept du Minimum Jerk. Les études concernent presque exclusivement l’étude des 

mouvements du bras [Hogan, 1984b], [Flash &  Hogan, 1985], [Kyriakopoulos et 

Saridis, 1988], [Flash &  Henis, 1991]  et [Simon & Isik, 1993] bien que la question des 

prothèses de doigt soit soulevée dans [Secco & Magenes, 2002]. Les premiers travaux se sont 

surtout intéressés à la mise en œuvre et planification de trajectoires désirées cartésiennes par 

minimisation du Jerk selon la méthode du Point-to-Point. Des recherches plus récentes [Secco 

& Magenes, 2002], [Huegel et al., 2009], [Otsuka et al., 2011] et [Tanaka et al., 2012] se sont 

quant à elles tournées vers des applications plus complexes. Dans [Otsuka et al., 2011], la 

théorie du Minimum Jerk est utilisée pour permettre aux bras du robot Suit HAL d’assister des 

patients paralysés lors des repas. D’autres chercheurs focalisent leurs travaux sur un membre 

particulier du bras. Dans [Huegel et al., 2009], un modèle de minimisation du Jerk de la main 

est développé pour permettre à l’avant-bras d‘atteindre des positions données lors de la 

manipulation d’objets de masses diverses. Un prototype de main composée de cinq doigts 

reliés entre eux par des ressorts et interagissant dans un environnement visuel tactile a été 

développé et il a été démontré que l’extension du Jerk aux trajectoires de l’avant-bras 

constitue un modèle économique pour la mise en mouvement de l’avant-bras surtout dans les 

applications pour environnements virtuels. Enfin dans [Tanaka et al., 2012], une méthode de 

génération de trajectoire pour un système robotique chirurgical de type maître/esclave est 

proposée.  La minimisation du Jerk s’effectue dans ce cas par des trajectoires B-splines 

d’ordre cinq et la continuité des positions, vitesses et accélérations est assurée par l’utilisation 

de points de commande fictifs lors de la génération du prochain segment de trajectoire. Les 

résultats expérimentaux ont montré que la trajectoire ainsi générée est lisse et présente si peu 

de mouvements brusques qu’elle peut directement être exploitée pour une commande en 

temps réel du système robotique chirurgical. Une multitude d’autres applications toutes aussi 

diverses existent mais nous ne pouvons toutes les citer. 

Dans le domaine de la robotique, la théorie du Minimum Jerk  a presque été exclusivement 

exploitée pour la commande des membres supérieurs à des fins médicales. L’un des rares 

travaux qui se soit intéressé à l’application du principe du Minimum Jerk  pour la commande 
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de la partie bipédale est celui de Boonpratatong et ses collaborateurs [Boonpratatong et al., 

2008]. En effet, une modélisation bidimensionnelle d’un segment du pied d’une prothèse de 

jambe est proposée. L’objectif ultime étant de permettre au robot bipède une mise en 

mouvement  qui soit lisse et similaire à celle effectuée par le pied humain lors de la marche 

dans le plan sagittal.  

C’est dans ce cadre que se situe notre contribution : En effet, nous estimons que notre étude se 

positionne comme étant une première initiative de l’application de la théorie du Minimum 

Jerk pour la commande de robots bipèdes évoluant dans un espace tridimensionnel. 

Cependant, nous pensons également que notre contribution majeure réside dans la proposition 

d’une nouvelle technique d’application du critère de minimisation du  Jerk  différente des 

méthodes usuelles Point-to-Point  et Via-point. En effet, elle propose des trajectoires de 

référence assez particulières qui mettent en jeu à la fois des fonctions trigonométriques et des 

fonctions de trajectoires polynomiales dans l’espace cartésien tridimensionnel d’évolution du 

bipède.  

4.3. Contribution à la commande par minimisation du Jerk  

4.3.1. Contribution 

Comparée aux approches de commande par minimum Jerk citées dans la littérature telles que 

les approches Point-to-Point ou Via-point, la technique que nous proposons dans ce 

paragraphe est assez différente. En effet, la méthode Point-to-Point  implique des contraintes 

sur les positions, vitesses et accélérations aux limites décrites par l’écriture matricielle (4.8) 

alors que la méthode des Via-point implique les mêmes contraintes aux limites mais 

également des contraintes sur un certain nombre de positions intermédiaires désirées 

caractérisées par les temps auxquels ces positions doivent être atteintes par l’organe effecteur. 

Dans le cas où une position intermédiaire unique est spécifiée, l’ensemble de ces contraintes 

sont décrites par l’écriture matricielle (4.9).  

L’approche que nous proposons trouve principalement sa différence dans l’élaboration d’une 

trajectoire de référence dans le plan cartésien en spécifiant des contraintes sur les positions, 

vitesses et accélérations à chaque itération temporelle et non pas seulement aux conditions 

aux limites ou aux points intermédiaires [Aloulou & Boubaker, 2011].  

Une autre spécification de l’approche que nous proposons est de remplacer le polynôme 

d’ordre 5 (4.5) décrivant la trajectoire désirée de l’effecteur du robot (pointe du pied dans 
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notre cas) par l’expression d’une fonction trigonométrique qui dépend elle-même du 

polynôme d’ordre 5. Ce choix particulier permet d’allier entre les avantages des fonctions 

polynomiales et des fonctions trigonométriques pour des objectifs de lissage et de 

minimisation des secousses.   

Enfin, dans un souci de réaliser une commande simple et efficace des actionneurs, les 

trajectoires sont  planifiées dans le repère cartésien alors que la commande est fonction des 

variables articulaires. Cette philosophie nous rapproche autant que possible de la cognitive 

d’un cerveau humain [Saimpont et al., 2012]. Rappelons que le modèle dynamique du robot 

bipède libre est décrit par: 

#�H�Ho  + 	 �	H, He � + 	��H� U ·.                                            (4.10) 

où H représente le vecteur des variables articulaires non nulles donnés par: 

H U LH�		H<		HP		 HQ		H
		HR		HJ		HS		HT H��		H��		H�<Op 

alors que le modèle géométrique directe du bipède est donné par : 

7J U �J	�'J − $J� + �R	�'R − $R� + �
	�'
 − $
� + �Q	�'Q − $Q� +	�P�'P − $P� 
       + 	�<	�'< − $<� +	���'� − $��		                                        (4.11)                                                                                                                       

où 	7J représente une expression implicite de la pointe du pied gauche en fonction des 

variables articulaires H�		(" U 1…12) et des matrices de transformation d’Euler �y 	�j U1…7�. Le modèle géométrique inverse est  alors donné par: 

H − H�		 U #���m7J − 7J_�n                                          (4.12)                                    

où : 

 #��� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne définie par : 

#�� U É	7J�H�ÉH  

Dans l’objectif de s’apparenter à une marche humaine, nous imposerons à la pointe du pied du 

robot bipède de suivre une trajectoire semblable à celle empruntée par le pied humain lors de 

la réalisation d’un pas de marche. Nous opterons donc pour une forme semi-ellipsoïdale de la 

marche dans le plan sagittal. En nous inspirant de l’équation cartésienne d’une ellipse, nous 

imposerons à la pointe du pied de décrire, dans le plan cartésien tridimensionnel, la trajectoire 
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désirée suivante [Aloulou & Boubaker, 2015]:  

       7J_� = [=	 + � �`a�ÄH��	 + �� 						�							Ü + �a"c	�ÄH��	 + ��	Op	           (4.13)      

Le paramètre	� représente la longueur d’un demi-pas, � représente la hauteur maximale du 

pas et � définit l’écartement entre les deux jambes. Le paramètre	Ä sert de multiplicateur pour 

augmenter la plage de variation de la variable articulaire H��	 de façon à atteindre un 

intervalle de	L0	�O, enfin le couple	�=, Ü� représente les coordonnées initiales du centre de 

l’ellipse dans le plan sagittal. On définit également les dérivées première et seconde de 

l’équation (4.13) correspondant respectivement à la vitesse et à l’accélération dans le plan 

cartésien tridimensionnel: 

 7eJ_� U ¬−�ÄHe ��	 a"c�ÄH��	 + �� 						0							�ÄHe��	�`a	�ÄH�� + ��	­p	        (4.14)   

7oJ_� U �−� mÄHe ��n<�`a�ÄH�� + �� − �ÄHo��	 a"c�ÄH�� + �� 					0		 − �mÄHe��n<sin	�ÄH�� +
�� 	+ �ÄHo��	�`a	�ÄH�� + ���p																																			(4.15)               

D’un autre côté, nous imposerons au système robotique (4.10) d’imiter le comportement 

linéaire stable d’un système de second ordre décrit par le modèle de référence : 

         �Ho �
� − Ho ��
�� + $% �He �
� − He ��
�� + $¹mH�
� − H��
�n U 0	                      (4.16)                    

Ou H��
�,  He ��
� et Ho ��
� correspondent respectivement aux vecteurs des positions, vitesses 

et accélérations angulaires désirées. $%		et $�	sont deux matrices diagonales définies positives 

représentant respectivement la matrice somme et la matrice produit des n pôles p1i et p2i 

supposés strictement négatifs, compte tenu des objectifs de stabilité,  tels que: 

$% U Ä"��	LÝ�� + Ý<�	O                                                 (4.17) 

 et                         

 $� U Ä"��	LÝ�� × Ý<�	O                                                 (4.18) 

Afin de garantir une stabilité globale du système, la réalisation des performances désirées et le 

découplage des différentes variables d’état, nous définissons le paramètre largeur de bande  Þ  

qui satisfait les conditions suivantes [Hemami & Zheng, 1984] et [Tzafestas et al., 1993]: $% U Ä"��	L2	Þ	O                                                    (4.19) 

et                      

 $� U Ä"��	LÞ<O                                                     (4.20) 



 

106 

 

En conjuguant les relations (4.10) et (4.16), nous obtenons la loi de commande du système 

libre donnée par: 

.	�
� U ·8� �#�H� �Ho ��
� − $% �He �
� − He ��
�� − $¹mH�
� − H��
�n� +  m	H,He n +
	��H��   (4.21)       

La stratégie de commande par Minimum Jerk que nous proposons est décrite par la Figure 4.1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 4.1 : Génération de trajectoire selon la méthode proposée d’application du critère du 

Minimum Jerk [Aloulou & Boubaker, 2015] 

Ainsi, le calcul de la loi de commande pour  la minimisation du Jerk selon la méthode que 

nous proposons implique les étapes suivantes :  

i. Calcul du vecteur de positions angulaires initiales H���C���		en utilisant le modèle 

cinématique inverse donné en (4.12) à partir de la position cartésienne initiale du pied 

gauche		7J_���C���. De façon identique, le vecteur de positions angulaires finales souhaitées H�����		sera calculé en appliquant le modèle cinématique inverse (4.12) à la position 
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cartésienne finale désirée du pied gauche	7J_�����.  
ii.  Génération des trajectoires angulaires de référence selon la méthode Point-to-Point en 

utilisant les équations (4.5), (4.6) et (4.7), les conditions initiale et finale angulaires ainsi que 

les données temporelles		
� et		
�. Ce calcul ne sera exécuté qu’une seule fois afin de 

déterminer les coefficients ���,�, ���,�, ���,<, ���,P, ���,Q	et		���,
		des trois 

polynômes	ß���
�, ße���
� et	ßo���
�. 
iii.  Calcul des trajectoires de référence de type semi-ellipsoïdale dans le domaine cartésien en 

calculant à chaque itération les positions, vitesses et accélérations cartésiennes 7J_��
�,7eJ_��
�, et 7oJ_��
� de référence  dans l’espace tridimensionnel selon les équations respectives 

(4.14), (4.15) et (4.16) 

iv.  Calcul des trajectoires de référence dans le domaine articulaire en calculant à chaque 

itération les positions, vitesses et accélérations angulaires H��
�, He ��
� et Ho ��
� par 

application du modèle cinématique inverse. Ainsi, le vecteur des positions angulaires H��
�	au cours du temps est calculé en utilisant l’équation (4.12) tandis que le vecteur de 

vitesse  angulaire He ��
� est obtenu en tirant de (4.12) l’équation suivante : 

He ��
� U #���7eJ_��
�                                                   (4.22) 

Pour obtenir Ho ��
�, il suffit de dériver l’équation précédente par rapport au temps tel que:  

Ho ��
� U #��� �7oJ_��
� 	− #e��He ��
��                                        (4.23) 

v.  Calcul du contrôleur par Minimum Jerk .�
� en utilisant la relation (4.21) et les 

expressions (4.12), (4.22) et (4.23).  

vi.  Application de la commande .�
� précedement calculée au système robotique (4.10) afin 

de déterminer les vecteurs de positions et vitesses angulaires réelles H�
� et He �
�. 
vii.   Récupération des trajectoires cartésiennes réelles 7J�
�	et 7eJ�
� en recourant au modèle 

cinematique direct (4.11). 
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4.3.2. Résultats de simulation 

De par les différentes simulations auxquelles nous avons procédé, nous avons remarqué que 

pour une même position cartésienne initiale du pied gauche 7J_���C���, plusieurs combinaisons 

de positions angulaires initiales H���C��� peuvent exister. Nous avons également constaté que 

la position initiale H���C��� a un impact considérable sur l’efficacité de la commande 

appliquée. Ainsi, certaines positions angulaires initiales ne permettent pas d’atteindre la 

position angulaire finale souhaitée. Il est donc essentiel de s’assurer que la combinaison 

initiale permet la mise en œuvre d’une commande efficace et correspond à une posture 

convenable du robot bipède.  

En utilisant le modèle cinématique inverse (4.12) et pour une position initiale : 

7J_���C��� = [	0						0.53							0	Op 

Nous obtenons la combinaison de positions angulaires initiales suivante : 

H���C��� U �− �11 			0			0				0		 − �9 			0			0			 �9 			0			 �11 		− 0.0089		0�p	 
Nous devons également spécifier les contraintes sur la position finale désirée du pied gauche 

dans le plan cartésien. Nous avons opté pour : 

7J_����� U L0.3							0.53										0.01]p	 
Par application d’un algorithme de cinématique inverse développé à partir de l’équation 

(4.12), nous obtenons: 

H����� U L−0.281		0		0.159	 − 0.056	 − 0.346			0.158		 − 0.056			0.376		 − 0.172		0.305	 −0.183			0]p  

Pour la réalisation d’un pas de marche, les paramètres de marche considérés s’inspirent 

fortement des travaux de Öber sur les paramètres standards relatifs à la marche humaine 

[Öberg et al., 1993]. Dans cette étude expérimentale, des paramètres temporels basiques de 

marche humaine ont été collectés sur 233 sujets sains âgés de 10 à 79 ans parmi lesquels 116 

sont de sexe masculin et 117 de sexe féminin. Ces données ont été récoltées lors de la 

réalisation de trois types de marche : une marche lente, une marche normale et enfin une 

marche rapide. Afin de caractériser le type de marche selon l’âge, la corpulence et le sexe, les 

paramètres les plus fréquemment utilisés sont la vitesse, la longueur du pas et la fréquence des 

pas. Pour un sujet féminin âgé de 28 ans et possédant une allure de marche dite lente, les 
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résultats fournis par Öber [Öberg et al., 1993] permettent facilement d’obtenir les paramètres 

de marche fournies par le Tableau 4.1 

Tableau 4.1: Paramètres de marche pour une femme possédant une allure de marche lente  

Age (années) Fréquence de pas (pas/s) Longueur de pas (m) Durée de pas (s) 

20-29 1.59 0.518 0.63 
 

Pour la réalisation des simulations relatives à la partie bipédale du robot humanoïde dans le 

cas libre, nous considérons l’accomplissement d’un pas de marche. Par conséquent et en 

tenant compte du Tableau 4.1, la longueur d’un pas devrait être de 0,518 m et ne devrait durer 

que 0,63s. Néanmoins, nous opterons pour une longueur de pas de 0.3 m car les simulations 

montrent qu’une durée de pas de 0.63 s ne peut être respectée par la dynamique du robot que 

nous avons conçu pour une longueur de pas de 0.518 m.  Pour déterminer  la largeur de bande 

adéquate, nous commençons par mesurer pour différentes largeurs de bande les paramètres 

suivants : la durée d’un pas, le temps d’exécution du programme d’implémentation 

correspondant et le couple maximal parmi les couples générés au niveau des différentes 

articulations du bipède lors de la réalisation du pas. Les résultats obtenus sont fournis par le 

Tableau 4.2. 

Tableau 4.2: Sélection de la largeur de bande 	λ   
â Durée d’un pas (s) Temps d’exécution Couple maximal 

 5 3.2 0,19 94 

12 0.8 0,16 475 

30 0.6 0,13 3154 

Pour atteindre une durée de pas de 0,63 s, nous devons choisir une largeur de bande égale à 

une valeur de 30. Néanmoins, nous constatons que le couple généré dans ce cas est trop grand 

pour être réalisable. En effet, une valeur de 3154 N/m ne peut être atteinte. Pour obtenir une 

valeur de couple qui soit atteignable, nous supposons qu’une durée de pas égale à 0,8s est 

satisfaisante auquel cas la largeur de bande vaudra 12. 

Les paramètres	���,�, ���,�, ���,<, ���,P, ���,Q	et		���,
	sont calculés en utilisant la relation 

(4.8) pour 
� U 0a et 
� = 0.8a. Et nous obtenons au final le polynôme ß���
� suivant :  

ß���
� = −3.18

 + 6.36
Q − 3.39
P − 0.0089 
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La trajectoire désirée de la jambe oscillante au cours du temps est obtenue par la construction 

d’une trajectoire cartésienne de référence de type semi-ellipsoïdale conformément à 

l’équation (4.13). A ce niveau, nous attribuons des valeurs aux différents paramètres 

intervenant dans cette équation. Ainsi, nous choisissons un pas d’une longueur de 0.3m par 

conséquent la longueur d’un demi-pas sera de � = 0.15m, le pied se soulèvera à une hauteur 

maximale de � = 0.1m et l’écartement entre les deux jambes sera de	� U 0.53m. Le 

paramètre	Ä	servant de multiplicateur pour augmenter la plage de variation de ����
� de façon 

à atteindre l’intervalle  L0	�O sera pris égal à 16.5. Enfin les coordonnées initiales du centre de 

l’ellipse sont de = U 0.15m selon l’axe des 9 et Ü = 0m selon l’axe des ;.  

Nous aurons alors d’après l’équation (4.13): 

  7J_� = [0.15	 + 0.15 �`a�16.5ß���
� + �� 						0.53							0.1a"c	�16.5ß���
� + ��	Op	      (4.24)  

Pour chacune des douze variables articulaires		H�		, nous visualisons la position, la vitesse et 

l’accélération angulaires lorsque le bipède soulève le pied en mouvement et s’apprête à le 

remettre au sol. Lors des simulations, nous renommons H le vecteur des variables articulaires 

non nulles selon l’équation suivante : 

H U L9�			9<			9P			 9Q		9
				9R				9J			9S				9T	 9��			9��			9�<Op                      (4.25) 

De même, nous définissons : 

7J_� U L7�						ã� 							ä� 	Op                                              (4.26) 

Et 

7J U L7						ã							ä	Op                                                (4.27) 

Ainsi, la Figure 4.2 présente les trajectoires cartésiennes désirée et réelle du pied en 

mouvement tandis que la Figure 4.3 représente les positions cartésiennes désirées et réelles de 

la jambe de vol au cours du temps. La Figure 4.4 met en évidence les différentes postures 

prises par le bipède lors de la réalisation d’un pas de marche dans l’espace tridimensionnel 

alors que la Figure 4.5 présente ces mêmes postures dans les plans sagittal et frontal. Les 

Figures 4.6 et 4.7 illustrent les positions, vitesses et accélérations angulaires des différentes 

articulations du bipède. Enfin, les couples relatifs à la  mise en mouvement de la jambe 

gauche et du pied gauche sont présentés dans la Figure 4.8. 
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Figure 4.2 : Trajectoires cartésiennes désirée (en rouge) et réelle (en noir) du pied libre lors de 
la réalisation d’un pas de marche [Aloulou & Boubaker, 2015] 

 

Figure 4.3 : Evolution des composantes cartésiennes désirées et réelles du pied libre lors de la 
réalisation d’un pas de marche  
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Figure 4.4 : Positions intermédiaires du bipède lors de la réalisation d’un pas de marche en 3D  

  

                                  a                                                                                     b 

Figure 4.5 : Positions intermédiaires du bipède lors de la réalisation d’un pas de marche dans 
les plans sagittal (a) et frontal (b) 
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Figure 4.6 : Positions, vitesses et accélérations angulaires du pied de support 
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Figure 4.7 : Positions, vitesses et accélérations angulaires du pied en mouvement  
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Figure 4.8 : Couples de commande des articulations du pied en mouvement  
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La Figure 4.2 met en évidence la superposition de la trajectoire cartésienne désirée de la 

jambe de vol représentée en rouge et sa trajectoire cartésienne réelle représentée en noir lors 

de la réalisation d’un pas de marche. Ces deux courbes sont quasiment identiques et elles 

s’apparentent bien à la réalisation d’une demi-ellipse se rapprochant ainsi du mouvement 

réalisé par le pied humain lors d’un pas de marche. 

La Figure 4.3 met en évidence l’évolution des positions cartésiennes désirées et réelles du pied 

en mouvement au court du temps. Il apparaît clairement que les positions cartésiennes réelles 

atteignent à chaque itération les positions cartésiennes désirées. Ainsi, le pied se soulève 

jusqu'à 0.1m au-dessus du sol puis il se repose progressivement sur le sol 0.3m après 

l’initiation du pas.  

La Figure 4.4 représente dans l’espace tridimensionnel les différentes postures adoptées par le 

bipède de la position initiale à la position finale lors de la réalisation d’un pas de marche par 

application d’une commande par minimisation du Jerk selon la méthode proposée.  

On observe clairement au niveau de la Figure 4.5 (a),  le soulèvement du pied puis sa descente 

progressive vers le sol dans un mouvement s’apparentant à celui effectué par le  pied humain 

lors de réalisation d’un pas de marche. Le reste du corps de la partie inférieure de 

l’humanoïde accompagne le pied dans son mouvement comme l’illustre la Figure 4.5 (b). La 

simulation dans l’espace tridimensionnel renforce l’utilité et l’avantage de la modélisation 

cinématique et dynamique tridimensionnelle. 

L’ensemble des simulations réalisées au niveau des Figures 4.6 et 4.7 montre que toutes les 

positions angulaires désirées ont été atteintes. Ce constat est confirmé par l’allure des courbes 

de toutes les vitesses angulaires correspondantes. En effet, nous remarquons que pour chaque 

variable articulaire, la vitesse et l’accélération angulaires correspondantes finissent  par 

s’annuler à	
å U0.8s, ce qui correspond au temps d’achèvement du pas. Les variables 

angulaires		H<		 et 	H�<			ne sont pas sollicitées. Elles restent toujours à zéro. Cela s’explique 

par le choix de conservation de la plante du pied alignée avec sa pointe tout au long de la 

réalisation d’un pas de marche qu’il s’agisse du pied en mouvement ou du pied de support.  

Nous avons constaté que les couples correspondant à la jambe de support (jambe droite) soit .� à .R	sont nuls ou très faibles pendant toute la durée du pas. Nous n’avons donc pas jugé 

nécessaire et utile de présenter les courbes des couples de commande relatives à la jambe 

droite. Les couples relatifs à la  mise en mouvement de la jambe oscillante (.J à .T	) et du 
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pied correspondant (.�� à .�<)  sont présentés dans la Figure 4.8. Ces couples varient quant à 

eux tout au long de la réalisation du pas. L’articulation dont l’actionnement a nécessité le 

couple de commande le plus important est la première articulation de la hanche gauche HJ.  
Cette variable correspond au mouvement de la jambe supérieure gauche au niveau du fémur 

par rapport à l'axe des ;. Tous les couples finissent par s’annuler à	
å U0.8s car la commande 

a atteint son objectif et que la position finale désirée a été atteinte. 

4.3.3. Etude Comparative 

Dans ce  paragraphe, nous allons comparer entre les deux méthodologies usuelles 

d’application du Jerk soit les méthodes Point-to-Point et Via-points et la méthode que nous 

avons proposée. La comparaison se fera via les simulations des postures prises par le bipède 

dans le plan sagittal et de la trajectoire de la pointe du pied en mouvement dans l’espace 

cartésien. Mais également à travers le calcul pour chaque méthode de trois critères : la 

moyenne quadratique des énergies, la moyenne quadratique des couples engendrés et enfin la 

moyenne quadratique des jerks. La Figure 4.9 illustre la stratégie de génération de trajectoire 

par Minimum Jerk pour la méthode Point-to-Point alors que la Figure 4.10 reprend la stratégie 

de génération de trajectoire par la méthode Via-points. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.9 : Génération de trajectoire selon le critère du Minimum Jerk par application de la 
méthode Point-to-Point  
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Figure 4.10 : Génération de trajectoire selon le critère du  Minimum Jerk  par application de la 
méthode Via-Point  

Les simulations relatives à l’approche Point-to-Point concernent la représentation des 

différentes postures prises par le bipède dans les plans sagittal et frontal lors de la réalisation 

d’un pas de marche (voir Figure 4.11) et l’évolution des positions cartésiennes du pied en 

mouvement au cours du temps (voir Figure 4.12). 

   

a                                                                                     b 

Figure 4.11 : Positions intermédiaires du bipède lors de la réalisation d’un pas de marche dans 
les plans sagittal (a) et frontal (b) [Aloulou & Boubaker, 2011] 
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Figure 4.12 : Evolution de la pointe du pied en mouvement dans l’espace tridimensionnel 

Dans la Figure 4.12,  la courbe ; en fonction du temps met en évidence une position 

cartésienne du pied gauche qui ne varie que très faiblement alors même que les courbes 9 en 

fonction du temps et : en fonction du temps montrent des positions cartésiennes évoluant 

comme les positions désirées. La courbe ; en fonction de 9 permet de déduire que le pied ne 

quitte pas le sol et que le mouvement effectué par la jambe de vol est une simple translation 

suivant l’axe des	9. Ce constat est renforcé par les résultats de la Figure 4.11. En effet, il 

apparaît clairement sur la Figure 4.11-a que le pied ne se soulève pas du sol: il ne fait que 

glisser de la position initiale à la position finale en abscisse bien que la trajectoire à suivre soit 

décrite par un polynôme d’ordre cinq. Ceci s’explique par le fait que nous appliquons dans ce 

cas de figure un critère de minimisation en utilisant des positions initiale et finale possédant la 

même coordonnée en ; fixée à zéro. Par conséquent, le critère employé visant à réduire la 

quantité de mouvements effectués, la translation représente le déplacement impliquant une 

consommation d’énergie minimale. 

Dans le cadre de l’application d’une commande minimisant le  Jerk  par la méthode Via-

Points, nous introduisons une position désirée intermédiaire par laquelle le pied en 

mouvement du robot devra transiter avant d’atteindre la position finale souhaitée. Ceci doit 

permettre d’éliminer partiellement le problème rencontré lors de l’utilisation de la 
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méthodologie Point-to-Point et d’éviter ainsi la translation du pied. D’autre part, la trajectoire 

observée devra un peu plus se rapprocher de celle obtenue dans le cas de la marche humaine 

puisque une information supplémentaire aura été fournie. Ceci implique la réalisation d’un 

algorithme de minimisation du  Jerk  d’autant plus complexe où les paramètres	a��,�, a��,�,a��,<, a��,P, a��,Q	et		a��,
	sont calculés en utilisant la relation (4.8) pour 
� U 0a et 
� =0.8a. Les résultats de simulation sont donnés dans les Figures 4.13 et 4.14.  

  

                                  a                                                                                     b 

Figure 4.13 : Positions intermédiaires du bipède lors de la réalisation d’un pas de marche dans 
les plans sagittal (a) et frontal (b) [Aloulou & Boubaker, 2011] 

 

Figure 4.14 : Evolution de la pointe du pied en mouvement dans l’espace tridimensionnel  
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La Figure 4.13-a montre que les postures successives du bipède dans le plan sagittal sont 

proches de celles observées dans le cas de l’application de la commande avec minimisation du 

Jerk par la méthode que nous avons proposée. Néanmoins, le soulèvement du pied est plus 

faible et l’écartement entre les deux jambes est plus grand (voir Figure 4.13-b).  

Ces constats sont confirmés par les résultats de la Figure 4.14. En effet, la courbe ; en 

fonction du temps montre que le pied se soulève seulement à une hauteur de 0.07m alors que 

la condition désirée est de 0.1m. De façon similaire mais moins significative pour la position 

en	9, la valeur maximale atteinte est de 0.27m bien que la valeur souhaitée soit de 0.3m. 

Enfin, la position en : prend une plus grande valeur alors que la position en : désirée est 

constante au cours du temps. Par conséquent, la minimisation du Jerk par la méthode Via-

Points ne donne pas de résultats de simulation suffisamment satisfaisants car la commande 

appliquée n’est pas atteinte. 

Le Tableau 4.3 fournit une étude comparative entre les deux méthodes usuelles d’application 

du Jerk soit les approches Point-to-Point et Via-points et la méthode que nous avons proposé. 

Les critères de comparaison utilisés pour l’évaluation de ces trois approches sont :  

- La moyenne quadratique des énergies donnée par : 

�è U �é∑ 	0.5�	ApA	�é�×�                                                (4.28) 

- La moyenne quadratique des couples dissipés par les actionneurs du robot bipède dont 

l’expression est la suivante : 

�ë U �é∑ 0.5�	.p.	�é�×�                                                 (4.29) 

- La moyenne quadratique des Jerks obéissant à la formule ci-dessous :  

��/æì U �é∑ 	0.5�	Aí	p	Aí	�é�×�                                               (4.30) 

Où N est le nombre d’itérations obtenu lors de l’exécution de l’algorithme d’intégration 

numérique du système robotique dynamique (4.10). 

 

 



 

122 

 

Tableau 4.3. Etude comparative entre les algorithmes du Minimum Jerk  

Critères de                              
performance 

Approches 

Vitesse 
maximale 
(rad.s-1) 

Moyenne 
quadratique 
des énergies 

(N.m)2 

Moyenne 
quadratique 
des couples  

(N.m-1)2 

Moyenne 
quadratique 

des Jerks 
(rad.s-3)2 

Point-to-point 0.1123 0.7640 2.9435 0.0134 

Via-point 0.4094 0.6747 982.8087 2.9625 

Méthode proposée 0.4888 0.5652 468.3025 0.4685 

La minimisation du Jerk  par la méthodologie que nous avons proposée donne lieu à une 

trajectoire très proche de celle réalisée dans le cadre de la marche humaine contrairement aux 

approches Via-points ou le pas réalisé ne correspond pas aux spécifications de la commande 

et Point-to-Point où seul un mouvement de translation est observé. Cependant en termes de 

performances, on constate à travers les résultats du Tableau 4.3 que pour la méthode Point-to-

Point, la moyenne quadratique des couples générés et la moyenne quadratique des Jerks sont 

faibles en contrepartie d’une dynamique très lente du système et d’une moyenne quadratique 

des énergies élevée. Ces performances n’ont que peu d’importance puisque la méthodologie 

employée ne permet pas la réalisation d’un pas de marche convenable. La comparaison entre 

les deux dernières approches montre que la méthode que nous avons proposée présente 

plusieurs avantages. En effet, la commande étant efficace, le système dynamique est très 

rapide. De plus, les moyennes quadratiques des énergies et des couples sont relativement 

faibles et peu de mouvements brusques sont effectués.  

Il ressort clairement de cette comparaison que l’adoption d’une loi de commande minimisant 

le Jerk par la méthodologie que nous avons proposée représente le choix le plus attractif non 

seulement car le mouvement réalisé est plus proche de la démarche humaine mais aussi car 

moins de mouvements brusques sont générés. 

4.4. Commande du robot bipède contraint: Phases d’impact et de post-impact  

4.4.1 Commande par impédance du système robotique contraint 

Le problème de la commande des robots marcheurs durant les phases d’impact puis de double 

support a été résolu dans la littérature par plusieurs approches. L’enjeu principal réside dans la 

reproduction d’une force d’impact puis de contact identique à la force de réaction du sol réelle 

qui tient compte des paramètres environnementaux relatifs au type de sol et à la nature du 
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contact. D’autre part, la conservation de la stabilité du bipède au moment délicat de l’impact 

constitue une difficulté majeure car la zone de contact est ponctuelle augmentant ainsi le 

risque de rotation de la jambe oscillante sur elle-même et par conséquent de perte d’équilibre 

[Vukobratovic & Borovac, 2004].   

Pour la résolution du problème de la commande en force et en position des robots bipèdes, on 

recense essentiellement deux approches [Yoshikawa, 2000]: 

- La commande hybride en position et en force. Cette approche a été introduite par Craig et 

Raibert [Craig & Raibert, 1979]. Elle repose sur le principe de la satisfaction simultanée 

de deux objectifs contradictoires : la régulation de la force et celle de la position (ou 

vitesse) à travers la mise en œuvre d’une seule et même commande. Cette méthode a 

surtout été appliquée pour la commande des robots manipulateurs [Yoshikawa & Zheng, 

1993] mais également pour la mise en mouvement des robots marcheurs [Fujimoto & 

Kawamura, 1996] et [Buschmann et al., 2009]. 

- La commande par raideur active ou impédance. Cette approche, initialement proposée par 

Hogan dans [Hogan, 1985], a pour objectif l’établissement d’une relation dynamique entre 

la position de l’organe effecteur et la force de contact [Yoshikawa, 2000]. Deux méthodes 

découlent de cette approche. D’une part, la commande par impédance classique dans 

laquelle la dynamique du système robotique considéré n’est pas prise en compte. Cette 

première méthode inclut la commande par raideur active. D’autre part, la commande par 

impédance dynamique, cette seconde se base sur deux hypothèses essentielles : la 

considération du modèle dynamique contraint du système robotique étudié lorsqu’une 

force extérieure est appliquée et la caractérisation de l’environnement incluant trois 

paramètres : l’inertie, l’amortissement et la raideur active. L’avantage principal de cette 

approche est qu’elle constitue une commande fiable. De ce fait, de nombreux travaux 

recourent à la commande par impédance pour la mise en mouvement des robots 

marcheurs, citons [Park & Chung, 1999a], [Lim et al., 2004], [Kwon & Park, 2009] et 

[Arevalo & Garcia, 2012]. 

Pour la commande du bipède contraint durant les phases d’impact et de post-impact, nous 

opterons pour l’approche de commande par impédance en utilisant l’expression de la 

commande proposée dans [Aloulou & Boubaker, 2015]. En effet, si le système robotique 

contraint précédemment introduit dans le chapitre 3 et décrit par : 

#�H�Ho + 	 m	H, He n + 	��H� U ·. + |Àº|� 	�																																	(4.31)                                           
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subit une force de contrainte de l’environnement donnée par : 

� = 	 �� +		$� . m	7J − 7J�n +		��. 7eJ +)� . 7oJ																															(4.32) 

où �� est la consigne pour la force de réaction du sol et 	$�, �� et )� sont respectivement les 

matrices de raideur, d’amortissement et d’inertie du point de contact permettant de 

caractériser le type de contact et l’environnement où se produit le contact, sous la loi de 

commande : 

.	 U ·8�. #�î�C�		¬$¹m	7J_� − 7Jn − $%. 7eJ + $���� − �� + ��­ +	·8�. ��H�							(4.33) 

où #�î�C� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne du système robotique bipédale au 

point de contact E et $¹, $% et $� sont respectivement les matrices de gain de position, gain 

de vitesse et gain de force, toutes trois diagonales. 

Alors le système robotique (4.31) est asymptotiquement stable si les conditions suivantes sont 

vérifiées [Aloulou & Boubaker, 2015]: 

                                                            $¹ > 0, 

                                                       $% > 0                                                                      (4.34) 

                                                          	$� U −! 
4.4.2 Résultats de simulation 

Ainsi, au cours des phases d’impact et de double support, le bipède contraint obéira au modèle 

(4.31) et la force de réaction du sol sera exprimée par l’équation (4.32). Pour caractériser 

l’environnement de contact, nous exploiterons les paramètres environnementaux  proposés par 

Park [Park, 2001] tel que:  

$� U Ä"��	L10Q				10Q			10Q] 
                                                �� = Ä"��	L630		630	630]                                             (4.35) 

    )� = Ä"��	L108<			108<			108<] 
Concernant la consigne pour la force de réaction du sol, celle-ci doit permettre au pied de vol 

positionné à une hauteur de 0.01m du sol de se poser sur la surface de contact tout en 

autorisant un faible glissement du pied suivant l’axe des 9. La résultante de la force de 

réaction du sol possède une composante verticale et une composante tangentielle. Selon [Park 

& Chung, 1999b], la composante verticale de la force externe de référence doit traduire la 
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migration de la masse du robot bipède du pied droit de support vers le pied gauche en 

phase  d’acceptation de masse. Elle correspond ainsi au produit de la masse de la partie 

bipédale et de la pesanteur. Quant à la composante tangentielle de la force de réaction du sol 

de référence, elle doit être faible mais suffisante pour permettre une courte translation du pied 

gauche suivant l’axe des 9. Ainsi, nous prendrons : 

�� = [30					0					300]p                                                      (4.36) 

Le bipède contraint obéira durant les phases d’impact et de post-impact à la loi de commande 

(4.33) pour les valeurs suivantes des gains de position, vitesse et force : 

$� = Ä"��	L10Q				10Q			10Q] 
                                                $% = Ä"��	L600		600	600]                                             (4.37) 

                                                     $� = −Ä"��	¬1				1					1­   
Ces valeurs assurent la stabilité asymptotique du système conformément aux conditions 

(4.34). Elles ont été obtenues suite à la réalisation de nombreuses simulations en vue d’obtenir 

la commande la plus efficiente permettant d’atteindre la position finale désirée du pied en 

mouvement dans l’intervalle de temps souhaité en générant des couples réalisables. Ainsi, 

nous avons constaté que : 

- Le gain de position $� agit sur la vitesse de convergence du système. Cela signifie qu’il 

conditionne le temps nécessaire à la réalisation de l’impact et du contact tels que nous le 

désirons. Nous avons choisi une durée de contact de 0.2s; il faut donc trouver la valeur du 

gain $�	qui permet d’atteindre cet objectif sans pour autant impliquer des couples trop grands 

et donc difficilement réalisables en pratique. 

- Le gain de vitesse $% conditionne la vitesse de pose du pied au sol. Des faibles valeurs de $% 
génèrent un contact rapide mais entrainent l’enfoncement du pied dans la surface de contact 

tandis que des valeurs élevées ralentissent le système mais la lenteur de la marche bipédale 

résultante est peu réaliste. 

- le gain de force $� est choisi conformément aux conditions de stabilité asymptotique (4.34). 

La position finale atteinte par le pied gauche en phase de simple support lors de l’application 

d’une commande par minimisation du Jerk selon la méthode que nous avons proposé pour 
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une durée de la phase libre de 0.8s représente sa position initiale lors de la mise en œuvre des 

phases d’impact et de double support. Par conséquent : 

7J_���C��� = [0.3							0.53										0.01]p 

La durée totale des phases d’impact et de post-impact est de 0.2s et la position finale 

souhaitée du pied gauche pour l’achèvement d’un pas de marche est : 

7J_����� = [0.35							0.53										0]p 

Lors des simulations, nous visualisons la composante verticale de la force de réaction du sol � 

et le couple de commande relatif à la mise en mouvement du pied gauche .�� (voir Figure 

4.15),  les composantes cartésiennes en 9 et en ; du pied gauche (voir Figure 4.16) et enfin la 

trajectoire du pied gauche (voir Figure 4.17) pour la réalisation d’un pas de marche complet. 

 

Figure 4.15 : Evolution de la force de réaction du sol et du couple de commande .�� lors la 
réalisation d’un pas de marche complet 
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Figure 4.16 : Evolution des composantes cartésiennes réelles du pied en mouvement lors la 
réalisation d’un pas de marche complet 

 

Figure 4.17 : Trajectoire cartésienne réelle du pied en mouvement lors la réalisation d’un pas 
de marche complet 
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s’y  maintient jusqu'à l’achèvement du pas. Cette valeur correspond à la composante verticale 

de la force externe de référence. Le couple de commande  .�� relatif à la mise en mouvement 

du pied gauche atteint sa valeur maximale au moment de l’impact puis il se stabilise à une 

faible valeur durant le double support car la commande a atteint son objectif et que la position 

finale désirée est presque atteinte. 

La Figure 4.16 met en évidence l’évolution des positions cartésiennes réelles du pied en 

mouvement au court du temps lors de la réalisation d’un pas complet de marche. Au moment 

de l’impact, il apparaît clairement que les positions cartésiennes en 9 et en ; observent un 

ralentissement de leur vitesse de convergence pour éviter que le pied ne s’enfonce dans le sol. 

Les positions cartésiennes désirées sont atteintes à 
å = 1a	soit à l’achèvement du pas. 

La trajectoire cartésienne du pied en mouvement est représentée dans la Figure 4.17 pour la 

réalisation d’un pas de marche complet. Durant la phase libre, le pied en mouvement du 

bipède emprunte une trajectoire en forme de demi-ellipse se rapprochant ainsi du mouvement 

réalisé par le pied humain lors d’un pas de marche. Lors du contact, la trajectoire suivie par le 

bipède s’apparente à un segment de droite de pente négative et à la fin de cette phase, on 

observe un glissement de la jambe sur la surface de contact. 

4.5. Génération d’un cycle de marche avec synchronisation des mouvements des bras  

Dans cette dernière partie, nous proposons en premier lieu le principe de réalisation d’un 

cycle de marche complet et les résultats de simulation correspondants, puis établissons la 

commande du torse et bras anthropomorphiques pour la réalisation du balancement des bras. 

Enfin, nous livrons une simulation du robot humanoïde complet en intégrant la mise en 

mouvement des bras lors de la réalisation d’un cycle de marche. 

4.5.1 Génération d’un cycle de marche 

La génération d’un cycle de marche implique la succession de deux pas initiés par des pieds 

différents. Nous avons ultérieurement proposé la réalisation d’un pas de marche complet par 

le pied gauche incluant les phases de simple support, impact et double support. Nous 

présentons à ce niveau le principe de réalisation d’un pas complet par le pied droit et la mise 

en œuvre de l’alternance des pas. 

En effet, la réalisation d’un pas alterné n’affecte pas la modélisation dynamique du système 

robotique. Par contre, elle implique une modélisation géométrique directe différente. 

Rappelons que pour la réalisation d’un pas par le pied en mouvement, nous avions utilisé le 
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modèle géométrique permettant d’exprimer la pointe du pied gauche 7J	en fonction de tous 

les autres membres. Nous avions obtenu l’expression (4.11). Pour initier un pas avec le pied 

droit, nous devons exprimer la pointe du pied droit 7� en fonction de tous les autres corps 

rigides en partant du pied de support 7J : 
7� U ��	�'� − $�� − A<	�L< − K<� − �P�'P − $P� + �Q	�'Q − $Q�-	�
	�'
 − $
� 

       	−�R	�'R − $R� +	�J	�'J − $J�		                                        (4.35)    

Le modèle géométrique inverse est  alors donné par: 

H − H�		 U #����m7� − 7�_�n                                          (4.36)                                    

Où  #���� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne définie par : 

#��� U É	7��H�ÉH  

La mise en œuvre de la commande par Minimum Jerk pour la réalisation d’un pas de marche 

avec le pied droit selon la méthode que nous avons proposée implique de suivre 

rigoureusement la méthodologie proposée. Ainsi, nous imposerons à la pointe du pied droit en 

mouvement de décrire, dans le plan cartésien tridimensionnel, la trajectoire désirée suivante :  

7�_� U L0.15	 + 0.3 �`a�16.5ß<�
� + �� 						0.53							0.1a"c	�16.5ß<�
� + ��	Op	      (4.37) 

Pendant la phase de simple support, la commande appliquée est identique à celle donnée en 

(4.21). Ceci s’explique par le fait que la commande est exprimée dans l’espace articulaire en 

fonction des joints angulaires dont l’expression ne change pas selon le pied en mouvement. 

Pour la réalisation des phases d’impact et de double support, le système robotique décrit par 

(4.31) subit la force de réaction du sol : 

� U	�� −		$�m	7�_� − 7�n −		��m	7e�_� − 7e�n −)�m	7o�_� − 7o�n																						(4.38) 

Nous conserverons les mêmes paramètres environnementaux, de force de réaction du sol et de 

gains de commande que ceux donnés respectivement en (4.35), (4.36) et (4.37) pour 

l’application de la commande : 

.	 U ·8�. #�î�C�		¬$¹m	7�_� − 7�n − $%. 7e� + $���� − �� + ��­ +	·8�. ��H�							(4.39) 



 

130 

 

Les résultats de simulation concernent la mise en œuvre de trois pas alternés en commençant 

par le pied gauche, chaque pas se faisant sur une durée de 1s. Les coordonnées en ; des 

positions cartésiennes des deux pieds effecteurs 7�	et 7J sont reprises dans la Figure 4.18. La 

résultante de la force de réaction du sol est représentée sur le Figure 4.19. Enfin, la Figure 

4.20 illustre les positions successives prises par le bipède lors de la réalisation de trois pas de 

marche par alternance.  

 

Figure 4.18 : Evolution des composantes cartésiennes en ; du pied gauche 7J	et du pied droit 7�		lors de la réalisation de trois pas alternés de marche. 

Figure 4.19 : Evolution de la résultante de la force de réaction du sol lors de la réalisation de 

trois pas alternés de marche 
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Figure 4.20 : Cycle de marche dans le plan sagittal [Aloulou & Boubaker, 2015] 

La Figure 4.18 illustre les composantes cartésiennes en ; du pied gauche 7J	et du pied droit 7�		lors de la réalisation de trois pas de marche. Elle met clairement en évidence l’alternance 

des pieds effecteurs au cours du temps.  

La Figure 4.19 fait apparaître la succession des différentes phases de simple support, impact 

et double support pour chacun des trois pas.  Ainsi, la phase de double support du pied gauche 

est instantanément suivie de la phase de simple support du pied droit.  

La Figure 4.20 représente dans le plan sagittal les différentes postures adoptées par le bipède 

de la position initiale à la position finale lors de la réalisation de trois pas de marche alternés 

par application d’une commande par minimisation du Jerk selon la méthode que nous avons 

proposée pendant les phases libre et une commande par impédance durant les phases de 

contact. Pour plus de clarté et afin de mieux discerner les deux jambes, nous représentons la 

jambe et le pied gauche en bleu et la jambe et le pied droit en rouge. On observe clairement la 

réalisation de deux pas par le pied gauche et entre les deux un pas par le pied droit. Tout au 

long de la mise en œuvre de la marche, le tronc reste droit assurant ainsi le maintien de 

l’équilibre du bipède. 
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4.5.2 Mise en œuvre du balancement des bras 

La réalisation d’un simple écartement des bras, de leur balancement dans un mouvement de 

va-et-vient ou encore une mise en mouvement destinée à accompagner la marche sont autant 

de mouvements qui n’impliquent aucun contact avec l’environnement. La commande du torse 

et bras anthropomorphiques se fera donc toujours en considérant le système robotique libre 

décrit par la modélisation dynamique donnée en (4.10)  par application de la loi de commande 

linéarisante (4.21) pour un vecteur H représentant le vecteur des variables articulaires non 

nulles donné par: 

H = [H�P		H�Q		H�
		 H�R		H�J		H�S		H�T		H<�		H<� H<<		H<P		H<Q	H<
		H<ROp       (4.40) 

Rappelons que le modèle géométrique direct des deux extrémités anthropomorphiques est 

donné par: 

7�< U ��<	�'�< − $�<� + ���	�'�� −$��� + ���	�'�� − $��� + �S	�'S − $S�        (4.41) 

7�
 U ��
	�'�
 − $�
� + ��Q	�'�Q −$�Q� + ��P	�'�P − $�P� + �S	�'S − $S�       (4.42) 

où 	X�< et 	X�
	représentent respectivement des expressions implicites de la main  droite et de 

la main gauche en fonction des variables articulaires H�		(i U 13…26) et des matrices de 

transformation d’Euler �y 	�j U 8…15�. Le modèle cinématique du torse et des bras 

anthropomorphiques est décrit par : 

H U #�<� �	7�< − 7�<_�	7�
 − 7�
_�	� + H�		                                             (4.43)                                                                            

où #�<� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne définie par : 

#�< U L|	}�����|� 		|	}�����|� Op                                                   (4.44) 

et 7�<_�	, 7�
_�	et H�		 représentent respectivement les positions cartésiennes désirées des 

mains droite et gauche et les positions articulaires désirées.  

En utilisant le modèle cinématique inverse (4.43) et pour des positions initiales des mains 

droite et gauche : 

       7�<_���C��� U L	−0.05				0					 − 0.45	Op       et          7�
_���C��� U L	0.01				0			 − 0.45	Op 
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Nous obtenons la combinaison de positions angulaires initiales suivante : 

H���C��� = [0			0			0.082				0.028					0.246		 − 0.004		 − 0.007	 − 0.154		 − 0.301		 − 0.175	− 0.065					0.222					0.020					 − 0.0361]p	 
Nous devons également spécifier les contraintes sur les positions finales désirées des mains 

droite et gauche dans le plan cartésien. Nous avons opté pour : 

       7�<_� U L	−0.25			 − 0.02					 − 0.3	Op        et        7�
_� U L	0.15			 − 0.02			 − 0.35	Op 

Par application de l’algorithme de cinématique inverse (4.43), nous obtenons: 

H����� U L0						0						0.060				 − 0.525				0.004						0.649						0.040				1.952		 − 0.078					0.561				0.227			− 0.631	 − 0.176				 − 0.345]p 

La Figure 4.21 représente dans l’espace tridimensionnel les différentes postures adoptées par 

la partie supérieure du robot Humanoïde lors de la mise en mouvement des deux bras. On 

constate que seuls les deux-bras, avant-bras et mains effectuent un mouvement allant de 

l’intérieur du corps vers l’extérieur. Ce mouvement d’écartement des bras s’apparente à la 

gestuelle d’un être humain lorsqu’il écarte ses mains de son corps.  

 

Figure 4.21 : Positions intermédiaires du torse et bras anthropomorphiques lors de la mise en 

mouvement des deux bras. 
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4.5.3 Mise en mouvement du robot humanoïde complet  

Tout au long de la mise en œuvre de ce travail, nous avons constamment abordé les deux 

systèmes robotiques composant le robot humanoïde: torse et bras anthropomorphiques d’une 

part et partie bipédale d’autre part comme deux systèmes indépendants. Ceci tant au niveau 

des modélisations cinématique et dynamique qu’au niveau de la commande. La mise en 

œuvre du robot humanoïde complet consiste à associer les deux systèmes robotiques en 

harmonisant certains mouvements des bras avec ceux des jambes de façon à obtenir comme 

dans le cas de la marche humaine une marche robotique accompagnée d’une gestuelle des 

bras appropriée. Cela implique : 

-  la prise en compte du joint de type encastrement au niveau de la modélisation 

géométrique. 

- la mise en œuvre d’une commande hiérarchisée permettant la synchronisation de la 

partie supérieure en fonction du cycle de marche ou alors l’élaboration d’objectifs de 

commande séparés mais permettant d’aboutir en définitif à une marche accompagnée de 

mouvements des bras appropriés. 

En vue de réaliser la mise en mouvement du robot humanoïde complet, nous choisissons de 

conserver des commandes séparées et d’élaborer en contrepartie des objectifs de position, 

vitesse et temps permettant d’atteindre le résultat escompté. A cet effet, nous imposons aux 

bras de s’écarter du tronc progressivement en fonction de la phase du cycle de marche 

considérée par la spécification de temps de réalisation similaires. Ainsi, la Figure 4.22 fournit 

dans l’espace tridimensionnel les postures successives adoptées par le robot Humanoïde lors 

de la réalisation de deux pas alternés. 
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Figure 4.22 : Positions intermédiaires de l’humanoïde complet lors de la réalisation d’un cycle 

de marche accompagné du balancement des bras [Aloulou & Boubaker, 2015] 

Quatre postures différentes sont représentées sur la Figure 4.22. Le bras et le pied droits sont 

représentés en rouge tandis que le bras et le pied gauches apparaissent en bleu. Les deux 

premières postures illustrent le robot Humanoïde lors de la réalisation d’un pas de marche 

avec le pied gauche.  Les troisième et quatrième postures correspondent à  la réalisation d’un 

pas de marche avec le pied droit. 

4.6. Conclusion 

La commande des deux systèmes robotiques étudiés soit torse et bras anthropomorphiques 

d’une part et partie bipédale d’autre part est au cœur de ce chapitre. Ainsi, nous avons en 

premier lieu investi le domaine de la commande par Minimum jerk  via un état de l’art 

exhaustif et complet de l’avènement de cette commande en 1984 jusqu’aux applications les 

plus récentes.  Ceci nous a permis d’introduire notre contribution majeure qui réside dans la 

proposition d’une nouvelle méthode d’application du critère de minimisation du 

Jerk différente des méthodes usuelles Point-to-Point et Via-point. Cette méthodologie inédite 

a été validée par son application au robot bipède libre pour la réalisation d’un pas de marche 

en phase de simple support. Nous avons ensuite investi le domaine de la commande par 

impédance pour  réaliser la commande du système bipédale contraint lors de la mise en œuvre 

des phases d’impact et de post-impact. La commande par Minimum Jerk du bipède libre en 
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phase de simple support et la commande par impédance du bipède contraint en phases 

d’impact et de contact ont permis la réalisation d’un pas de marche complet. L’élaboration 

d’un cycle de marche avec des pas de marche alternés repose sur la succession de ces trois 

phases avec alternance du pied effecteur considéré. Concernant le torse et bras 

anthropomorphiques, nous appliquons une commande linéarisante au système robotique libre 

en vue de permettre aux deux mains d’atteindre les positions cartésiennes spécifiées. Enfin, 

pour réaliser la mise en mouvement du robot Humanoïde complet, nous imposons aux mains 

de réaliser un écartement progressif en fonction de la phase du cycle de marche considérée en 

agissant sur le temps de réalisation de la gestuelle des bras. Une synchronisation plus 

rigoureuse des deux systèmes robotiques composant le robot Humanoïde à travers la mise en 

œuvre d’une commande hiérarchisée constitue une perspective de ce travail de recherche. 
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L’étude présentée dans ce mémoire apporte une contribution à la réduction de la dimension 

des modèles dynamiques des robots humanoïdes et à l’optimisation par Minimum Jerk de la 

locomotion de ces robots dans un espace tridimensionnel. Les méthodologies proposées ont 

été validées sur un nouveau prototype de robot humanoïde féminin de masse 70 kg et de 

hauteur 1,73m et doté de quinze corps rigides auxquels sont associés vingt-six degrés de 

liberté de type rotoïde.  

Au niveau de la caractérisation du modèle anthropométrique du robot Humanoïde conçu, nous 

avons dans un premier temps recouru au modèle de Winter qui livre des proportions 

segmentaires normalisées indicatives permettant ainsi le calcul des distances proximales et 

distales de chaque corps rigide. Puis, nous avons exploité le modèle statistique de Dempster 

en assimilant la tête et le cou à une sphère, le tronc et le bassin à des parallélépipèdes et tous 

les autres membres à des cylindres. Ceci a permis l’obtention de résultats satisfaisants quant à 

la détermination de la masse, de la densité volumique et de la position du centre de gravité de 

chaque corps rigide du robot conçu.  

Deux systèmes robotiques indépendants composant le robot Humanoïde complet ont été 

considérés pour l’établissement des modèles cinématiques et dynamiques du robot bipède et 

torse et bras anthropomorphiques. Les modèles cinématique et cinématique inverse établis via 

la méthode de transformation par les angles d’Euler ont fait preuve d’une précision 

irréprochable lors d’une validation par un certain nombre de scénarios standards souvent 

utilisés dans le domaine de la robotique Humanoïde pour atteindre de tels objectifs. 

Lors de l’établissement du modèle dynamique tridimensionnel des deux systèmes robotiques : 

robot bipède et torse et bras anthropomorphiques, nous avons proposé une méthode pertinente 

de réduction des systèmes robotiques permettant l’obtention de modèles exploitables en 

simulation et en commande. Cette méthodologie applicable à tout système robotique constitue 

une méthode complète et exhaustive se basant sur le formalisme de Newton-Euler pour 

aboutir à un modèle dynamique tridimensionnel réduit moyennant certains calculs et 

transformations mathématiques. Elle a permis une réduction significative de la dimension du 

modèle dynamique du bipède qui passe de 42 variables d’état à finalement seulement 12. Pour 

le robot torse et bras anthropomorphiques, elle a contribué à l’obtention d’un modèle réduit de 

dimension 14 à partir d’un système initial de dimension 48.  

Suite à l’analyse des propriétés intrinsèques des systèmes robotiques, une élaboration des lois 

de commande nécessaires à la réalisation d’un cycle de marche avec balancement des bras a 
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été proposée. Pour la commande du bipède libre en phase de simple support, nous avons 

proposé une méthode d’application du critère de minimisation du Jerk. Cette approche trouve 

principalement sa différence dans l’élaboration d’une trajectoire de référence dans le plan 

cartésien en spécifiant des contraintes sur les positions, vitesses et accélérations à chaque 

itération temporelle et non pas seulement aux conditions aux limites ou aux points 

intermédiaires telles que les méthodes usuelles Point-to-Point ou Via-point. Pour la 

commande du bipède contraint en phases d’impact et de contact, nous avons exploité la 

commande par impédance qui présente l’avantage de tenir compte des paramètres 

environnementaux relatifs au type de sol et à la nature du contact. La succession des trois 

phases de simple support, impact et double support avec alternance du pied effecteur 

considéré contribue à la mise en œuvre d’un cycle de marche complet. Pour la mise en 

mouvement du torse et bras anthropomorphiques, nous appliquons une commande linéarisante 

au système robotique libre en vue de permettre aux deux mains d’atteindre les positions 

cartésiennes spécifiées. Enfin, pour réaliser la  synchronisation  des deux systèmes robotiques 

composant le robot Humanoïde, nous imposons aux mains de réaliser un écartement 

progressif en fonction de la phase du cycle de marche considérée en agissant sur le temps de 

réalisation de la gestuelle des bras.    

Bien que les objectifs fixés pour la réalisation d’un cycle de marche aient été achevés, certains 

aspects de cette étude constituent des voies de recherche dont l’exploration peut s’avérer 

pertinente et profitable au domaine de la recherche robotique Humanoïde actuelle. 

En effet, tout au long de cette étude le robot torse et bras anthropomorphiques est uniquement 

considéré pendant la phase libre. Aucun contact avec l’environnement n’a été envisagé. Une 

extension possible de ce travail serait de traiter également le cas contraint pendant la 

réalisation de tâches d’agrippage d’objets, de serrage de main ou de collusion avec d’autres 

objets. 

Enfin, pour réaliser la synchronisation entre les deux systèmes robotiques composant le robot 

Humanoïde : torse et bras anthropomorphiques d’une part et partie bipédale d’autre part, nous 

avons choisi de conserver des lois de commande séparées en imposant des contraintes 

temporelles sur les objectifs de position et de vitesse. Cette approche est assez contraignante 

car elle implique des contraintes très restrictives sur les lois de commande. Une autre 

démarche serait de considérer la mise en œuvre d’une commande hiérarchisée permettant la 

synchronisation de la partie supérieure du robot humanoïde en fonction du cycle de marche 

par la génération de boucles de retour imbriquées. 
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ANNEXE 1: MODELE DE DEMPSTER 
 

Pour appliquer le modèle de Dempster [Dempster & Gaughran, 1967], nous nous basons sur 

le tableau A1.1 qui nécessite comme seules entrées les mesures de la masse M et de la hauteur 

H du corps humain à étudier ainsi que les longueurs segmentaires obtenues via le modèle de 

Winter [Winter, 2009]. Ce tableau fournit pour chaque corps rigide : 

-  le coefficient de masse qui correspond à la proportion de la masse du segment par 

rapport à la masse totale M.  

- le coefficient de la longueur proximale qui correspond à la proportion de la longueur 

proximale du segment par rapport à la longueur segmentaire,  

- La densité volumique F� du corps Ci.  

Tableau A1.1 : Données directement fournies par le modèle de Dempster 

Différents  
segments 

Coefficient  
de masse 

Coefficient de la 
longueur proximale 

Densité volumique 
 ρ (Kg/l) 

Tronc entier 0,497 0,498 - 

Tronc (60% tronc entier) 0,355 0,690 1030 

Bassin (40% tronc entier) 0,142 0,105 1030 

bras droit 0,028 0,436 1086 

bras gauche 0,028 0,436 1086 

avant-bras droit 0,016 0,430 1127 

avant-bras gauche 0,016 0,430 1127 

main droite 0,006 0,506 1148 

main gauche 0,006 0,506 1148 

tête + cou 0,081 0,500 1110 

cuisse droite 0,100 0,433 1089 

cuisse gauche 0,100 0,433 1089 

jambe droite 0,047 0,433 1095 

jambe gauche 0,047 0,433 1095 

pied droit 0,015 0,500 1107 

pied gauche 0,015 0,500 1107 
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La densité volumique F� est une constante du corps humain indépendante des paramètres H et 

M mais inhérente au corps rigide considéré. 

A partir de ce tableau, il sera possible de déduire pour chaque corps rigide : 

- la masse *� du segment directement déduite du coefficient de masse. 

- la longueur proximale &� 	directement déduite de la longueur segmentaire et du 

coefficient de la longueur proximale. 

- La longueur distale (� qui correspond à la différence entre longueur segmentaire et 

distance proximale. 

Pour le calcul des inerties, rappelons que !� la matrice d’inertie du corps Ci est telle que :	

!�	 U	["�� 0 00 "�� 00 0 "��
\ 

Le modèle statistique de Dempster assimile le tronc et le bassin à des parallélépipèdes, le 

calcul de l’inertie du tronc et du bassin obéira donc aux équations suivantes : 

"�� = "�� = QP F� 	Ä�	��¬m(�P + &�Pn + ��<�(� + &��­                      (A1.1) 

"�� U QP F�	Ä� 	��LÄ� + ��<�(� + &��O                                 (A1.2) 

Avec: 

Ä� : la moitié de la longueur du parallélépipède considéré correspondant au corps Ci �� : la moitié de la profondeur du parallélépipède considéré correspondant au corps Ci 

Pour la tête et le cou représentés par une sphère,  le calcul de l’inertie satisfera à l’équation : 

"�� U "�� U "�� U <
 	*� ð�<                                         (A1.3) 

Avec ð�  le rayon de la base du corps Ci 

Enfin, tous les autres membres sont apparentés à des cylindres et auront des inerties 

correspondant aux équations suivantes :  

"�� U "�� U �Æ�< 	L3	ð�< + �(� + &��<O                                    (A1.4) 

"�� U �< 	*� ð�<                                                  (A1.5) 

Pour les corps rigides assimilés à une sphère ou à un cylindre, le rayon de la base ð�  est donné 

par: 

ð� U ñ *���(� + &��F�ò
�<
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ANNEXE 2: TRANSFORMATIONS PAR 

LES ANGLES D’EULER 

 

Nous allons au niveau de cette annexe reprendre les trois transformations d’Euler successives 

[Goldstein, 1980] permettant pour chaque corps rigide le passage du repère inertiel vers le 

repère du corps i tel qu’illustré par la Figure 2.6 du second chapitre et aboutissant à la 

construction de la matrice de passage globale �� de chaque corps rigide.  

Première transformation d’Euler: Rotation suivant l’axe ó ∶ 
Soient �9, :, ;� la base du repère inertiel galiléen R. Une rotation par rapport à l’axe ; d’un 

angle I� nous ramène à un repère Ri1 de base �9�_�, :�_�, ;�_��. Une simple projection des 

vecteurs de cette base sur les axes du repère R permet de trouver leurs coordonnées :  

											9�_� U cosI�9 − sinIK : 

	:�_� U sinI� 9 +	cosI�:	                                     (A2.1) 

								;�_� U ; 
L’écriture matricielle de l’équation précédente nous donne la matrice de passage du repère 

fixe R au premier repère mobile R_i1 : 

Y9�_�:�_�;�_�Z U Y
�`aI�a"cI�0 		−a"cI��`aI�0 		001Z Ë9:;Ì                                  (A2.2) 

Soit : 

���8�=Y�`aI�a"cI�0 		−a"cI��`aI�0 		001Z                                           (A2.3) 

Le passage inverse du repère mobile R_i1 vers le repère inertiel R  est donc réalisé par la 

matrice de transformation inverse	���8�.  
Notons que : 
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���8� = ���p 

et par conséquent : 

��� = 	 Y �`aI�−a"cI�0 		a"cI��`aI�0 		001Z                                         (A2.4) 

Deuxième transformation d’Euler: Rotation suivant l’axe ô ∶ 
La rotation par rapport à l’axe 9�_� d’un angle =� nous ramène à un repère R_i2 de base �9�_<, :�_<, ;�_<�. Une simple projection des vecteurs de cette base sur les axes du repère R_i1 

permet de trouver leurs coordonnées : 

																																																									9�_< U 9�� 
						:�_< U cos =� :�_� −	sin =� ;�_�                                    (A2.5) 

						;�_< U sin =� :�� + cos =� ;�_� 
L’écriture matricielle de l’équation précédente nous donne la matrice de passage du  premier 

repère mobile R_i1 au second repère mobile R_i2 :  

Y9�_<:�_<;�_<Z U Y
100		

0cos =�sin =� 		
0−sin =�cos =� Z Y9�_�:�_�;�_�Z                             (A2.6) 

Soit : 

���8�=	Y100		
0cos =�sin =� 		

0−sin =�cos =� Z                                       (A2.7) 

Le passage inverse du repère R_i2 vers le repère R_i1 est donc réalisé par la matrice de 

transformation inverse ���8�. Notons que : 

���8� = ���p 

et par conséquent : 

��� = 	 Y100		
0cos =�−sin =�	

0sin =�cos =�Z                                    (A2.8) 
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Troisième  transformation d’Euler: Rotation suivant l’axe Y 

La rotation par rapport à l’axe :�_< d’un angle A� nous ramène au repère du corps R_i3 de base �9�_P, :�_P, ;�_P�. Une simple projection des vecteurs de cette base sur les axes du repère R_i2 

permet de trouver leurs coordonnées : 

			9�_P U cos A�9�_< + 	a"c A�;�_< 
										:�_P U :�_<                                                                   (A2.9) 

			;�_P U −a"cA�9�_<	 + cos A�;�_< 
L’écriture matricielle de l’équation précédente nous donne la matrice de passage du second 

repère mobile R_i2 au repère du corps R_i3 : 

				Y9�_P:�_P;�_PZ U Y
�`aA�0−a"cA� 		

010		
a"cA�0�`aA�Z Y9�_<:�_<;�_<Z                               (A2.10) 

Soit : 

���8�=Y �`aA�0−a"cA� 		
010		
a"cA�0�`aA�Z                                        (A2.11) 

Le passage inverse du repère du corps R_i3 vers le repère mobile R_i2 est donc réalisé par la 

matrice de transformation inverse  ���8�. Notons que : 

���8� = ���p 

et par conséquent : 

	��� U	Y�`aA�0a"cA� 		
010		
−a"cA�0�`aA� Z                                      (A2.12) 

Le dernier et troisième repère mobile R_i3 est ainsi le repère du corps que nous appellerons 

R_i. 

Matrice de passage globale Ai : 

Enfin, pour obtenir le passage du repère inertiel vers le repère du corps i, il suffit d’écrire la  

matrice de passage complète qui comprend les trois rotations successives: 
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��p = ���p���p���p                                                  (A2.13) 

Nous remplaçons chaque matrice de transformation par son expression : 

��p = Y�`aI�a"cI�0 		−a"cI��`aI�0 		001Z Y100		
0cos =�sin =� 		

0−sin =�cos =� Z Y �`aA�0−a"cA� 		
010		
a"cA�0�`aA�Z              (A2.14) 

 

Nous obtenons finalement :                       

��p =
Y�`aI��`aA� − a"cI�a"cA� a"c =�	 		−a"cI� �`a =� �`aI�a"cA� + a"cI� a"c =��`aA�a"cI��`aA� + �`aI�a"cA� a"c =� �`a =� �`aI� a"cI�a"cA� − �`aI� a"c =� �`aA�−�`a =� a"cA� a"c =� �`a =� �`aA� Z                                                                                                                             

(A2.15) 

�� permet le passage du repère du corps R_i vers le repère inertiel R. 
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ANNEXE 3: VITESSES ET 

ACCELERATIONS ANGULAIRES DES 

ANGLES D’EULER 

 

Nous allons développer dans ce qui suit l’expression de la vitesse angulaire des angles d’Euler 

puis en déduire l’expression de l’accélération angulaire correspondante. 

Expression de la vitesse angulaire : 

Pour des rotations successives sur les axes ;�_�, 9�_� et :�_<, la vitesse angulaire s’écrit sous la 

forme suivante: 

	6l44445 U =le 	9�_� +	Ale :�< +		Ie �;�_�                                      (A3.1)    

Et nous avons: 

						9�_� U 9�_< 
								:�_< U :�_P 
											;�_� U ;�_�				 

La vitesse angulaire donnée en (A3.1) peut donc également s’écrire : 

6l44445 U =le 9�_< +	Ale :�_P +		Ie �;�_�                                       (A3.2)                                                                    

Le but ici est de ramener l’expression de la vitesse angulaire donnée en (A3.2) et exprimée 

dans trois repères différents à un seul repère : le repère final du corps i soit Ri3 de base �9�_P, :�_P, ;�_P�. A cet effet, nous exprimons	;�_� dans le repère Ri2 en effectuant la rotation 

suivant 	9�_�  et nous obtenons:  

	;�_� U a"c=�:�_< + 	�`a=�;�_<                                           (A3.3)                        

En combinant les équations (A3.2) et (A3.3), nous trouvons : 

6l44445 U =le 9�_< +	Ale :�_P +		Il	e m	a"c=�:�_< + 	�`a=�;�_<n                       (A3.4) 
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Soit: 6l44445 = =le 9�_< + 	Ale :�_P +		Ile a"c=�:�_< +Ile �`a=�;�_<                            (A3.5) 

Exprimons Ri2 �9�_<, :�_<, ;�_<�	dans le repère Ri3 �9�_P, :�_P, ;�_P� en effectuant une rotation 

suivant :�_<: 						9�_< U �`aA�9�_P + 	a"cA�;�_P 
						:�_< U 	:�_P					                                                              (A3.6) 

											;�_< U �`aA�;�_P − 	a"cA�9�_P					 
D’où l’équation (A3.5) devient : 

6l44445 U =le ��`aA�9�_P + 	a"cA�;�_P� +	Ale :�_P +	Ile a"c=�:�_< +Ile �`a=��	�`aA�;�_P − 	a"cA�9�_P�	 
(A3.7) 

Nous développons l’équation précédente :  

6l44445 	U =le �`aA�9�_P + =le a"cA�;�_P +	Ale :�_P +	Ile a"c=�:�_P +Ile �`a=��`aA�;�_P−	Ile �`a=�a"cA�9�_P 
On obtient finalement : 

6l44445 U m=le �`aA� −	Ile �`a=�a"cA�n9�Ð + mAle + Ile a"c=�n:�Ð 	+ m=le a"cA� +	Ile �`a=��`aA�n;�_P 
(A3.8) 

D’autre part, la vitesse angulaire dans le repère final Ri3 est : 

6l44445 U 6��9�_P +	6�<:�_P +		6�P;�_P                                                (A3.9) 

Par identification entre les équations (A3.8) et (A3.9), on obtient les relations suivantes entre 

la vitesse angulaire du corps et la vitesse angulaire des angles d’Euler : 

6�� U =le �`aA� −	Ile �`a=�a"cA� 
                                         6�< U Ale + Ile a"c=� 				                                                           (A3.10) 

6�P U =le a"cA� +	Ile �`a=��`aA� 
 



 

176 

 

Cette relation peut être mise sous forme matricielle : 

Y6��6�<6�PZ = Y−�`a=�a"cA� 				a"c=��`a=��`aA� 			�`aA� 				0a"cA�
0	10 Z 	[Ile=leAle \ U ���E��8�Ele U ��

8�Ele 	            (A3.11) 

i étant l’indice du corps Ci dans lequel on exprime la vitesse en fonction de la vitesse des 

angles d’Euler avec  E� U �=�		A� 		I��p. 

La matrice de passage inverse de  ��8�	est donnée par: 

�� U
f
ggh

−a"cA��`a	=� 0 �`aA��`a=��`aA� 0 a"cA�a"cA� 	a"c=	��`a=� 1 −�`aA�	a"c=��`a=�
			
i
jjk 

                                                                        

Expression de l’accélération angulaire : 

L’accélération angulaire n’est autre que la dérivée temporelle de la vitesse angulaire donnée 

en (A3.9) et est décrite par l’équation : 

�õö444445�C U 6e ��9�_P +	6e �<:�_P +		6e �P;�_P	                               (A3.12) 

En dérivant l’expression de la vitesse angulaire donnée en (A3.11), nous obtenons : 

[6l�e6l<e6lPe \ U
	��C m��8�Ele n U �le 8�Ele + ��8�Elo                               (A3.13)                                              
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ANNEXE 4: EXPRESSIONS DES 

MATRICES JACOBIENNES DES DEUX 

SYSTEMES ROBOTIQUES 

 

Cette annexe est consacrée aux expressions des matrices Jacobiennes #�	 dont les inverses sont 

nécessaires à l’élaboration des modèles cinématiques inverses de la partie bipédale d’une part 

et du torse et bras anthropomorphiques d’autre part.  

 
1. Matrices Jacobienne et jacobienne inverse de la partie bipédale 

La matrice Jacobienne du modèle cinématique de la partie bipédale correspond à la dérivée de 

l’expression explicite de la position géométrique de la pointe du pied droit 7J par rapport aux 

différentes variables angulaires H�		(i U 1…12). Nous obtenons alors la matrice suivante : 

#�� U Y÷�			 ÷<		 ÷P ÷Q		 ÷
		 ÷R ÷J			 ÷S		 ÷T÷�P ÷�Q ÷�
 ÷�R ÷�J ÷�S ÷�T ÷<� ÷<�÷<
 ÷<R ÷<J ÷<S ÷<T ÷P� ÷P� ÷P< ÷PP					
÷�� ÷�� ÷�<÷<< ÷<P ÷<Q÷PQ ÷P
 ÷PRZ								         

(A4.1) 

Avec : 

÷� U 0                                

÷< = − cos H< �&� − (��                  

÷P = − cos HP �&< − (<�     

÷Q = �&P − (P��a"cHQa"cHR − �`aHQ�`aH
�`aHR�           

÷
 = − a"c HQ cos H
 cos HR �&P − (P�                     

÷R = −�&P − (P���`aHQ�`aHR − a"cHQa"cH
a"cHR� 

÷J = �&
 − (
��a"cHJa"cHT − �`aHJa"cHS�`aHT�          

÷S = −�&
 − (
�a"cHJ�`aHS�`aHT                  
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÷T = −�&
 − (
���`aHJ�`aHT − a"cHJa"cHSa"cHT� 

÷�� = 0 

÷�� = −�&R − (R��`aH�� 

÷�< = −�&J − (J��`aH�< 

÷�P = �&� − (���`aH��`aH< + �&< − (<��`aH��`aHP 

÷�Q = −�&� − (��a"cH�a"cH< 

÷�
 = −�&< − (<�a"cH�a"cHP 

÷�R = −�&P − (P���`aHQa"cHR + a"cHQa"cH
�`aHR� 

÷�J = �`a HQ cos H
 cos HR �&P − (P�                   

÷�S = −�&P − (P��a"cHQ�`aHR + �`aHQa"cH
a"cHR� 

÷�T = −�&
 − (
���`aHJa"cHT + a"cHJa"cHS�`aHT� 

÷<� = �&
 − (
��`aHJ�`aHS�`aHT 

÷<� = −�&
 − (
��a"cHJ�`aHT + �`aHJa"cHSa"cHT� 

÷<< = �&R − (R��`aH���`aH�� + �&J − (J��`aH���`aH�< 

÷<P = −�&R − (R�a"cH��a"cH�� 

÷<Q = −�&J − (J�a"cH��a"cH�< 

÷<
 = �&� − (��a"cH��`aH< + �&< − (<�a"cH��`aHP 

÷<R = �&� − (���`aH�a"cH< 

÷<J = �&� − (���`aH�a"cHP 

÷<S = 0 

÷<T = a"c H
 cos HR �&P − (P� 

÷P� = �`aH
a"cHR�&P − (P� 

÷P� = 0 

÷P< = �&
 − (
�a"cHS�`aHT 

÷PP = �&
 − (
���`aHSa"cHT� 
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÷PQ = �&R − (R�a"cH���`aH�� + �&J − (J�a"cH���`aH�< 

÷P
 = �&R − (R��`aH��a"cH��  

÷PR = �&J − (J��`aH��a"cH�< 

#��� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne #��. Elle est calculée numériquement par 

utilisation de la fonction pinv du logiciel Matlab. 

2. Matrices jacobienne et jacobienne inverse du torse et bras anthropomorphiques 

Pour le système robotique constitué par le torse et les bras anthropomorphiques, la matrice 

Jacobienne du modèle cinématique associé correspond aux dérivées respectives des 

expressions explicites des positions géométriques de la main droite 7�< et de la main gauche 7�
	par rapport aux différentes variables angulaires H�		(i U 13…26). Nous obtenons alors la 

matrice suivante : 

#�< U
f
ggh	
ø�			 ø<		 øP		 øQ	 ø
		 øR øJ øS		 øTø�
		 ø�R ø�J ø�S ø�T ø<� ø<� ø<< ø<Pø<T øP� øP� øP< øPP øPQ øP
 øPR øPJ					

ø�� ø�� ø�< ø�P ø�Qø<Q ø<
 ø<R ø<J ø<SøPS øPT øQ� øQ� øQ<øQP øQQ	 øQ
 øQR øQJ øQS øQT ø
� ø
�ø
J ø
S ø
T øR� øR� øR< øRP øRQ øR
	øJ� øJ< øJP øJQ øJ
 øJR øJJ øJS øJT					
ø
< ø
P ø
Q ø

 ø
RøRR øRJ øRS øRT øJ�øS� øS� øS< øSP øSQi

jjk     

(A4.2) 

Avec : 

ø� U 0                                

ø< = 0                  

øP = �−sin H�
a"c H�J + �`aH�
a"cH�R�`aH�J��(�� − &��� 

øQ = a"cH�
�`aH�R�`aH�J�(�� − &��� 

ø
 = �cos H�
�`a H�J − a"cH�
a"cH�Ra"cH�J��(�� − &���       

øR = 0  

øJ = 0 

øS = �`aH<��(�< − &�<�                
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øT = 0 

ø�� = 0 

ø�� = 0 

ø�< = 0 

ø�P = 0 

ø�Q = 0 

ø�
 = 0 

ø�R = 0 

ø�J = �cos H�
a"c H�J + a"cH�
a"cH�R�`aH�J��(�� − &���                 

ø�S = −�`aH�
�`aH�R�`aH�J�(�� − &J��� 

ø�T = �a"c H�
�`a H�J + �`aH�
a"cH�Ra"cH�J��(�� − &��� 

ø<� = −�`aH�S�(�� − &��� 

ø<� = �`aH�T�`aH<��(�< − &�<� 

ø<< = a"cH�Ta"cH<��(�< − &�<� 

ø<P = 0 

ø<Q = 0 

ø<
 = 0 

ø<R = 0 

ø<J = 0 

ø<S = 0 

ø<T = 0 

øP� = 0 

øP� = 0 

øP< = −a"cH�R�`aH�J�(�� − &��� 

øPP = −�`aH�Ra"cH�J�(�� − &��� 
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øPQ = −a"cH�S�(�� − &��� 

øP
 = −a"cH�T�`aH<��(�< − &�<�  

øPR = −�`aH�Ta"cH<��(�< − &�<� 

øPJ = 0 

øPS = 0 

øPT = 0 

øQ� = 0 

øQ� = 0 

øQ< = 0 

øQP = 0 

øQQ = 0 

øQ
 = 0 

øQR = 0 

øQJ = 0 

øQS = 0 

øQT = 0 

ø
� = 0 

ø
� = �−a"cH<�a"cH<P + �`aH<�a"cH<<�`aH<P��(�P − &�P� 

ø
< = a"cH<��`aH<<�`aH<P�(�P − &�P� 

ø
P = ��`aH<��`aH<P − a"cH<�a"cH<<a"cH<P��(�P − &�P� 

ø
Q = −�`aH<Q�(�Q − &�Q� 

ø
Q = −a"cH<Q�(�Q − &�Q� 

ø
Q = 0 
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ø

 = 0 

ø
R = �`aH<R�(�
 − &�
� 

ø
J = 0 

ø
S = 0 

ø
T = 0 

øR� = 0 

øR� = 0 

øR< = 0 

øRP = 0 

øRQ = 0 

øR
 = ��`aH<�a"cH<P + a"cH<�a"cH<<�`aH<P��(�P − &�P� 

øRR = −�`aH<��`aH<<�`aH<P�(�P − &�P� 

øRJ = �a"cH<��`aH<P + �`aH<�a"cH<<a"cH<P��(�P − &�P� 

øRS = −�`aH<Q�(�Q − &�Q� 

øRT = −�`aH<
�`aH<R�(�
 − &�
� 

øJ� = a"cH<
a"cH<R�(�
 − &�
� 

øJ� = 0 

øJ< = 0 

øJP = 0 

øJQ = 0 

øJ
 = 0 

øJR = 0 

øJJ = 0 
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øJS = 0 

øJT = 0 

øS� = −a"cH<<�`aH<P�(�P − &�P� 

øS� = −�`aH<<a"cH<P�(�P − &�P� 

øS< = −a"cH<Q�(�Q − &�Q� 

øSP = −a"cH<
�`aH<R�(�
 − &�
� 

øSQ = −�`aH<
a"cH<R�(�
 − &�
� 

#�<� est la pseudo inverse de la matrice Jacobienne #�<. Elle est calculée numériquement par 

utilisation de la fonction pinv du logiciel Matlab. 
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ANNEXE 5: MATRICES DE GRANDE 

DIMENSION ASSOCIEES AU MODELE 

BIPEDALE  

 

Dans cette annexe, nous présentons toutes les matrices de grande dimension nécessaires à 

l’élaboration du modèle dynamique réduit du système robotique bipédale. Ceci, dans le but de 

ne pas alourdir le chapitre 3. 

 

 

          									!� ` `` 	!< `` ` !P				
` 	` 		`` 	` 		`` 	` 		`								

` 		` 			`` 			` 		`` 			` 		` 					
`̀
`					

` 		` 		`` 			` 		`` 			` 		`							
`̀
` 

																			`		 ` 	`															` ` 	`															` ` 	`					
!Q ` `` 	!
 `` 	` 		!R						

` 		` 		`` 		` 		`` 		` 		`						
`̀
`					

` 		` 		`` 			` 		`` 			` 		`							
`̀
`																																		 				«� U 			`		 ` 	`																` ` 	`																` ` 	`					

` 	` 			`` 	` 			`` 	` 			`							
!J 	` `` 	)� `` 	` )<			

`̀
`   		` 			` 		`` 			` 		`` 			` 		`							

`̀
` 							∈ ℜQ<XQ< 

                 	`	 ` 	`					`		 `			 `							` 			`							` )P			` 			`							` 		`          		` 	` 	`		` 	` 	`					` 		` 		`` 		` 		`							` 			` 		`` 			` 		`						` )Q `` ` )
					` 		`` 			`		 		` 	` 	`		` 	` 	`					` 		` 		`` 		` 		`							` 			` 		`` 			` 		`						` 	` 			`` 	` 			`						)R `` )J 
 

 

 «< U L��				�<			�P			�Q				�
			�R				�J			)�	�			)<	�				)P	�			)Q	�			)
	�			)R	�			)J	�	Où 		∈ ℜQ<X� 
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 														$$���p −''���p `						` $$<�<p −''<�<p						` ` $$P�Pp 				
	`	`−''P�Pp										

`̀
`	              ̀

											`` 											`` 											` 

															` 															` 														`													$$Q�Qp ''Q�Qp     						` 											`		 															` 															` 														`																	` 				−$$
�
p					''
�
p 							`			  «P U 					` 															` 														`															` 															` 														`																	` 											` 			−$$R�Rp` 											` 							` 		 ''R�Rp−$$J�Jp				 ∈ ℜQ<X<� 

               
	! 												−! 														`	` 															! 											−!	` 														` 														! 				

													`													`									−! 																
`̀
`               ̀

											`` 											`` 											`   

																` 														` 														`																	! 												!                ̀ 											` 																` 														` 														`																	` 								−!                ! 												` ` 														`						 								`` 								` 								`																	` 											`	 								−!` 										` 											`														 		!−! 
 

 

 

            
−,< a�<p��,< −,P							a 														aa 														a 

																		a 			�Pp�<,Pa 			a 					a 														aa 														a 
																		a 									aa 									a				 ,R 				a−�Rp�
,R 					,J 
«Q U								 a 									aa 									a												a 					−�Jp�R,Ja 							a     ∈ ℜQ<XS   

																		a 									aa 									a												a 														aa 														a 																		a 									aa 									a												a 														aa 														a 																		a 									aa 									a												a 														aa 														a 
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														��p −! 		`												` 		�<p	�� 	−!												` ` 	�Pp	�<								
`̀
−!													

`̀
`	             ̀

								`` 							`` 							`  

														` 							` 											`									�Qp	�P 				−!     									` 								`		 														` 							` 											`													` 				−�
p	�Q										! 								`			  
«
 U				 ` 							` 											`` 							` 											`													` 										` 			−�Rp	�
` 										` 							` 		 		!	−�Jp	�R 				∈ ℜQ<X<�			 	 

              
	` 							` 											`	` 							` 											`	` 							` 											`				

									`									`									`															
`̀
`              ̀

							`` 							`` 							`   

	` 							` 											`													`															`              ̀ 							` 	` 							` 										`	` 							` 											`	` 							` 											`				
									`									`									`															

`̀
`              ̀

							`` 							`` 							`  														 
	  
  

		��$$� ` `		−��''� �<$$< `	` −�<''< �P$$P											
` 													` 														`` 													` 														`` 													` 														`

																		`																		`																		` 

«S U						 	` 													` 					−�P''P	` 													` 				`	` 													` 				` 						�Q$$Q ` `				�Q''Q	 −�
$$
 `				` 	�
''
 −�R$$R											
`̀
` 								∈ ℜ<�X<�		 

	` 													` 											`																		` 													` 									�R''R					−�J$$J 
 

 

		 	! 		` 		`−! 		! 			`		` −! 			! 								
` 	` 	`` 			`		 	`` 	` 	`

										`										`										` 

«T U					 ` 		` 	−!` 		` 			`` 		` 			` 	
						! 	` 		`								!	 −! 		`						` 		! −!										

`̀
` 							∈ ℜ<�X<� 

															` 		` 			`									` 			` 				! 						− ! 
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«�< 	∈ ℜ<�X�<	: 
 

													cosΦ< 0 		00 1 		0sinΦ< 0 		0											
0 																	00 																	00 																	0	

		0 						0					 												0						0				 					0				 												0		0 						0					 												0											
0 			00 			00 			0							

0 00 00 0  

												cosΦP 0 		00 0 		1sinΦP 0 		0											
0 																	00 																	00 																	0

			0 						0					 												0							0				 					0				 												0			0 						0					 												0											
0 			00 			00 			0							

0 00 00 0 

«�< = 				 						0	 	0	 0						0	 	0	 	0					0 	0	 	0		
−cosΦ
sinΦR cosΦRsinΦ
 0cosΦ
cosΦR sinΦR 		

0 									0					 												01 								0				 												00 									0					 												0												
0 		00 		00 		0								

0 00 00 0 

																	0	 			0 			0				0 			0 			0				0 			0 			0										
0 																		00 																		00 																		0			 

0 						0					 											0			0				 					0				 											00 						0					 											0												
0 		00 		00 		0  						0 00 00 0 

																	0	 			0 			0				0 			0 			0				0 			0 			0										
0 																		00 																		00 																		0					

		0 −cosΦSsinΦT 			cosΦT		0 sinΦS 			0		0 cosΦScosΦT 			sinΦT 							
0 			0	1 			0	0 			0      

0 00 00 0 

																		0	 			0 			0				0 			0 			0				0 			0 			0										
0 																		00 																		00 																		0	 	

0 									0					 															0				0				 								0				 															00 									0					 															0											
0 cosΦ��0 00 sinΦ��  	0 01 00 0 

					0	 			0 			0				0 			0 			0				0 			0 			0										
0 																		00 																		00 																		0	 	

0 									0					 															0				0				 								0				 															00 									0					 															0												
0 cosΦ�<0 00 sinΦ�<  	0 00 10 0 
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  «�P 	∈ ℜ<�X�: 

 

−sin H< He �He <0cos H< He �He <  

−sin HP He �He P0cos HP He �He P  

sin H
 sin HRHe QHe 
 − cos	H
cosHRHeQHe R − sinHRHe 
He RcosH
HeQHe R−sinH
 cosHRHeQHe 
 − cos	H
sinHRHeQHe R + cosHRHe 
He R 
	«�P U																																																							000 

sin HS sin HTHe JHe S − cos	HScosHTHe JHe T − sinHTHe SHe TcosHSHe JHe T	−sinHS cosHTHe JHe S − cos	HSsinHTHe JHe T + cosHTHe SHe T 
−sinH��He��He��0cos H�� He ��He ��

 

−sin H�< He ��He �<0cos H�< He ��He �<
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h� 	∈ ℜ<�X�: 
 													1 0 0													0 1 0														0 0 0				

0 0 00 0 00 0 0			
0 0 00 0 00 0 0			

000				
0 00 00 0 

														0 0 0														0 0 1														0 0 0				
0 0 00 0 00 0 0			

0 0 00 0 00 0 0			
000				

0 00 00 0 

														0 0 0													0 0 0														0 0 0				
1 0 00 1 00 0 1			

0 0 00 0 00 0 0			
000				

0 00 00 0 

h� = 			 	0 0 0	0 0 0	0 0 0				
0 0 00 0 00 0 0			

0 0 00 0 00 0 0			
000 			0 00 00 0 

														0 0 0													0 0 0													0 0 0				
0 0 00 0 00 0 0			

1 0 00 1 00 0 1			
00	0  		0 00 00 0 

														0 0 0									0 0 0									0 0 0				
0 0 00 0 00 0 0			

0 0 00 0 00 0 0			
100 			0 01 00 0 

	0 0 0	0 0 0	0 0 0			
0 0 00 0 00 0 0			

0 0 00 0 00 0 0			
000 			0 00 10 0 
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ANNEXE 6: DERIVATION DU SYSTEME 

DE CONTRAINTES HOLONOMIQUES 
 

Dans cette annexe, nous explicitons les développements et dérivations temporelles permettant 

d’obtenir à partir du système d’équations formé par l’ensemble des contraintes holonomiques, 

un nouveau système d’équations contribuant à la réduction du modèle dynamique de la partie 

bipédale d’une part et du torse et bras anthropomorphiques d’autre part.  

 
1. Dérivations temporelles du système de contraintes holonomiques de la partie 

bipédale 

Revenons au système (3.11) qui reprend l’ensemble des contraintes holonomiques subies par 

le bipède et prenons le cas du premier corps rigide C1, nous avons d’après la première 

équation du système (3.11): 

7� = ��$�	                                                         (A6.1) 

Lorsque nous dérivons la matrice de transformation  d’Euler �� par rapport au temps,  nous 

obtenons : 

	�e� U �û��C U ��66� U ��	x	6�                                        (A6.2) 

En utilisant le résultat de l’équation précédente et en dérivant la première équation du système 

(3.11) par rapport au temps, nous obtenons:   

7e� U ��	x	6�$� U ��66�K�                                         (A6.3) 

par conséquent :                  

7e� − ��66�K� U 0                                                 (A6.4) 

Si nous dérivons l’équation (A6.4) une seconde fois par rapport au temps, nous aurons : 

	7o� − Ä���66�$��Ä
 U 0 

	7o� − Ä����66�$�Ä
 − ��Ä�66�$��Ä
 U 0 
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	7o� − ���66��<$� − ��Ä�	−$$�6��Ä
 U 0 

	7o� − ���66��<$� + ��$$�Ä�	6��Ä
 U 0 

Soit au final, 		 
	7o� − ���66��<$� + ��$$�6e � U 0                               (A6.5) 

Pour appliquer ce même développement aux six autres corps rigides, il suffit de déterminer les 

dérivées temporelles des matrices de transformation d’Euler �< à	�J et d’appliquer ces 

résultats aux dérivées temporelles des autres équations du système (3.11). Nous avons alors : 

																																																			7e� − ��66�$� U 0 

				7e< − �<66<$< + ��66�'� − 7e� U 0 

				7eP − �P66P$P + �<66<'< − 7e< U 0 

				7eQ − �Q66Q$Q + �P66P'P − 7eP U 0                               (A6.6) 

				7e
 − �
66
$
 + �Q66Q'Q − 7eQ U 0 

			7eR − �R66R$R + �
66
'
 − 7e
 U 0 

				7eJ − �J66J$J + �R66R'R − 7eR U 0 

et 

																7o� − ���66��<$� + ��$$�6e � U 0 

7o< − �<�66<�<$< + �<$$<. 6e < + ���66��<'� − ��''�6e � − 7o� = 0 

7oP − �P�66P�<$P + �P$$P6e P + �<�66<�<'< − �<''<6e < − 7o< = 0 

7oQ − �Q�66Q�<$Q + �Q$$Q6e Q + �P�66P�<'P − �P''P6e P − 7oP = 0 

7o
 − �
�66
�<$
 + �
$$
6e 
 + �Q�66Q�<'Q − �Q''Q6e Q − 7oQ = 0     (A6.7) 

7oR − �R�66R�<$R + �R$$R6e R + �
�66
�<'
 − �
''
6e 
 − 7o
 = 0 

7oJ − �J�66J�<$J + �J$$J6e J + �R�66R�<'R − �R''R6e R − 7oR = 0 

Ce dernier système sera utilisé lors de la réduction du modèle dynamique bipédale. 
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2. Dérivations temporelles du système de contraintes holonomiques du torse et des bras 
anthropomorphiques 

Revenons au système (3.50) qui reprend l’ensemble des contraintes holonomiques subies par 

le torse et les bras anthropomorphiques et appliquons le raisonnement présenté ci-dessus pour 

le robot bipède au haut du robot humanoïde. Cela consiste dans un premier temps à 

déterminer les dérivées temporelles des matrices de transformation d’Euler �S	à	��
 ainsi que 

les dérivées temporelles de toutes les équations du système (3.50). Nous avons alors :  
 		7eS − �S66S$S U 0																																		 		7eT − �T66T$T + �S66S'S − 7eS U 0 

									7e�� − ���66��$�� + �S66S'S − 7eS U 0 

															7e�� − ���66��$�� + ���66��'�� − 7e�� U 0 

														7e�< − ��<66�<$�< + ���66��'�� − 7e�� U 0                    (A6.8) 

								7e�P − ��P66�P$�P + �S66S'S − 7eS U 0 

															7e�Q − ��Q66�Q$�Q + ��P66�P'�P − 7e�P U 0 

															7e�
 − ��
66�
$�
 + ��Q66�Q'�Q − 7e�Q U 0 

En dérivant le système (A6.8) par rapport au temps, nous obtenons: 

7oS − �S�66S�<$S + �S$$S6e S = 0																																																																																								 
7oT − �T�66T�<$T + �T$$T6e T + �S�66S�<'S − �S''S6e S − 7oS U 0																								       

					7o�� − ����66���<$�� + ���$$��6e �� + �S�66S�<'S − �S''S6e S − 7oS U 0      (A6.9) 

7o�� − ����66���<$�� + ���$$��6e �� + ����66���<'�� − ���''��6e �� − 7o�� = 0  

7o�< − ��<�66�<�<$�< + ��<$$�<6e �< + ����66���<'�� − ���''��6e �� − 7o�� = 0 

7o�P − ��P�66�P�<$�P + ��P$$�P6e �P + �S�66S�<'S − �S''S6e S − 7oS = 0												 
7o�Q − ��Q�66�Q�<$�Q + ��Q$$�Q6e �Q + ��P�66�P�<'�P − ��P''�P6e �P − 7o�� U 0 

7o�
 − ��
�66�
�<$�
 + ��
$$�
6e �
 + ��Q�66�Q�<'�Q − ��Q''�Q6e �Q − 7o�Q = 0 

Ce dernier système sera utilisé lors de la réduction du modèle dynamique du torse et des 

bras anthropomorphiques. 
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ANNEXE 7: DEMONSTRATIONS 

RELATIVES A LA REDUCTION  DU 

MODELE DYNAMIQUE  

 

Dans ce qui suit, nous présentons les démonstrations de deux équations utilisées pour aboutir 

à la réduction des modèles dynamiques du robot bipédale et du robot supérieur.  

1.  Démonstration relative à la réduction du modèle dynamique bipédale 

Nous devons vérifier que 	«��p PPΓ = 0, cela revient à démontrer que 	«��p PP = 0. Nous avons : 

«�� = � !<�−«T8�«S� 

or  

	! 			` 		`! 		! 		`! 		! 		! 								
` 	` 	`` 			`		 	`` 	` 	`

								`								`								` 

«T8� U 						! 			! 			!																			! 		! 			!																			! 		! 			!	
							! 	` 		`								!	 −! 		`							! 	−! 	−!							

`̀
` 

! 			! 			!										! 	−! 	−! 			− ! 
        avec   !: La matrice identité ∈ ℜPXP 

       d’où 

		−��$$� 			` 		`	ý� 		−�<$$< 		`	ý� 		ý< 		−�P$$P								
` 													` 													`` 															`		 													`` 													` 													`

																				`																				`																				` 

−«T8�«S U								 	ý� 												ý< 													ýP																														ý� 													ý< 													ýP																														ý� 													ý< 													ýP	
							−�Q$$Q 	` 		`						ýQ	 −�
$$
 		`						ýQ	 	ý
 	−�R$$R														

`̀
` 

														ý� 													ý< 													ýP													ýQ	 												ý
 														ýR 							− �J$$J 
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avec: 

ý� = ���''� − $$��																								ý< U 	�<�''< −$$<�																										ýP U 	�P�''P − $$P  
	ýQ 	U 	�Q�''Q − $$Q�																				ý
 	U 	�
�''
 −$$
�																									ýR U 	�R�''R − $$R� 
et : 

			! 			` 		`` 		! 		`` 		` 		! 								
` 	` 	`` 			`		 	`` 	` 	`

						`						`						` 

I<� U 							` 			` 			`																		` 			` 			`																		` 			` 			`	
						! 		` 		`							`	 		! 		`						` 		` 		! 							

`̀
` 

` 			` 		`								` 				` 		`							! 
par conséquent :   

				! ` `				` ! `			` ` ! 			
` ` `` 	`		 `` ` `

		`		`			`
−$$���p ` 	`` −$$<�<p 	`` ` −$$P�Pp				

` 												`	 											`` 													`		 											`` 											` 											`
													`														`														` 

	«10			- U 			` ` `																		` ` `																		` ` `		
` ` 	`	`	 ! 	`	` ` 	! 			

`̀
`								

! 												` 											`` 												! 											`` 												` 												!					
−$$Q�Qp ` `` −$$
�
p		 `` ` −$$R�Rp		

				`				`				` 

			` ` `			` 	` 	`				!								` 												` 											`														` 													` 												` 				− $$J�Jp  

Avec 	«��			p 	∈ ℜ<�XQ< 

Définissons la matrice �� de sorte qu’elle vérifie l’équation  �� =		«��p PP, 

	��	�� =	! × $$���p + 	! × �−$$���p� U 0P�P 

	��	�< U ! × �−''���p� − 	! × �−$$���p� + 	! × �''� − $$����p=0P�P 

			⋮ 
	��	�QJ =	! × $$J�Jp − 	! × �−$$J�Jp� U 0P�P 

En procédant de la même façon pour les 96 autres éléments tridimensionnels de la matrice ��, 

on aboutit à :  �� = 0�Q<X<��. 
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2. Démonstration relative à la réduction du modèle dynamique du robot supérieur  

Nous devons nous assurer que	«<Pp P�RΓ = 0, cela revient à démontrer que 	«<Pp P�R = 0. Nous 
avons : 

«<P = � !<Q−«<<8�«<�� 

or  

 

					−!−!	−!										
	−̀!	` 								

		`		`			!											
`̀
`											

`̀
`										

`̀
`											

`̀
`										

`̀
` 

−«<<8� U		 −!−!	−!												
`̀
`											

!!̀ 								 	!			!		`									
		`			!		`								

		`		`			!											
`̀
`										

`̀
` 

								−!−!												`̀											`̀										`̀												`̀										!!											!		!											̀!  

 

         d’ou : 

							−$$S�Sp�1�1
	`−$$T�Tp	`

		`		`			−$$�����p						
`̀
`																					

`̀
`																			

`̀
`																			

`̀
`																			

`̀
` 

−«<<8�«<� U									�1�1�1																
`̀
`																			

�2�2̀					−$$�����p	�3̀ 		`−$$�<��<p		`
`̀

−$$�P��Pp								
`̀
`																			

`̀
` 

																		�1�1																`̀																				`̀																`̀																					`̀																		�4�4					−$$�Q��Qp		�5 	`−$$�
��
p 

 

avec: 

�� U �''8 − $$8��8-																					�< U �''10 − $$10��10-																					�P U �''11 − $$11��11- 

   	�Q U �''13 − $$13��13-																�
 U �''14 − $$14��14-																								 
et : 

 !̀
`										

		̀!	`									
		`		`			!											

`̀
`											

`̀
`										

`̀
`												

`̀
`										

`̀
` 

I<Q U			 `̀`											
`̀
`											

`̀
`											

!̀
`											 !̀̀ 										

`̀
! 												

`̀
`										

`̀
` 

			`̀										`̀												`̀											`̀											`̀										`̀										 		!		`											̀!  
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par conséquent :  

										 !̀`	
		̀!	`
		`		`			!			

`̀
`			
`̀
`			
`̀
`		
`̀
`			
`̀
` 
−�S$$Sp`̀ 	��p−�T$$Tp	`

			��p		`−���$$��p				
��p
�̀<p														

��p
�̀<p															

��p`̀ 														��p`̀ 														��p`̀  

		 																`«<P			p U 				`																` 		
`̀
`			
`̀
`			
!̀
`			 !̀̀ 			

`̀
! 		
`̀
`			
`̀
`									

`̀
`																

`̀
`																		

`̀
`				
−���$$��p		�		`

	�Pp−��<$$�<p		`
		`		`−��P$$�Pp							

`̀
�Qp															

`̀
�Qp 

			`̀		`̀			`̀			`̀			`̀			`̀ 		!		`				̀! 									`̀																	`̀																	`̀																`̀																			`̀																					`̀					−��Q$$�Qp		` 	 	�
p−��
$$�
p 

Avec 	«<P			p 	∈ ℜ<QXQS 

Définissons la matrice �� de sorte qu’elle vérifie l’équation  �� =		«<Pp P�R, 

��	�� U ! × �S$$Sp + 	! × m−�S$$Spn U 0P�P	
												��	�< U ! × m−�S''Spn − 	! × m−�S$$Spn +		�p × !																																																					U	! × m−�S''Spn − 	! × m−�S$$Spn +		�S�''S − $$S�p × !																																																					U	0P�P																																																						⋮																��	�RS U ! × m−��
$$�
pn − 	! × m−��
$$�
pn U 0P�P	

En procédant de la même façon pour les 126 autres éléments tridimensionnels de la matrice ��, on aboutit à �� = 0�QSX<Q� 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

197 

 

ANNEXE 8: LINEARISATION ET 

REPRESENTATION D’ETAT DES MODELES 

DYNAMIQUES ROBOTIQUES 

 

Nous allons dans ce qui suit procéder à la linéarisation des modèles robotiques libre et 

contraint, le but étant d’obtenir des modèles d’état linéarisés qui seront utilisés à des fins 

d’analyse.  

1. Linéarisation des modèles dynamiques libres 
 

     1.1 Cas général 

Qu’il s’agisse du robot bipède ou bien du système robotique composé par le torse et les bras 

anthropomorphiques, l’équation de la dynamique du système libre est toujours décrite par:  

#�H�Ho  +   � H, He � +  ��H� = ·.                                       (A8.1) 

où : 

H ∈ ℜ�∗�  est le vecteur des variables articulaires 

. ∈ ℜ�∗�  est le vecteur de commande 

#�H� ∈ ℜ�∗�   est la matrice d’inertie 

 m H, He n ∈ ℜ�∗�  est le vecteur des forces centrifuges, centripèdes et  de Coriolis 

��H� ∈ ℜ�∗�  est le vecteur de pesanteur 

· ∈ ℜ�∗�  est la matrice de commande 

Nous pouvons également l’écrire de la façon suivante [Khalil & Dombre, 2002] : 

#�H�Ho +  �� H�He < +  ��H� = ·.                                          (A8.2) 

La loi de commande . qui sera utilisée doit permettre une mise en mouvement du système 

robotique d’une position initiale H���C��� vers une position d’équilibre H/0, caractérisée par 

des accélérations et des vitesses nulles d’où : 
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Ho/0 = He/0 = 0                                                    (A8.3) 

On définit également ./0	, la commande nécessaire pour maintenir le robot dans une position 

d’équilibre : 

VUU éq +=                                                      (A8.4)  

L’équation de la dynamique à l’équilibre est donnée par l’expression suivante: 

#mH/0nHo/0 + 	�m	H/0nHe/0<	 + 	��H/0� U · éqU                           (A8.5) 

En combinant les équations (A8.3), (A8.4) et (A8.5), nous pouvons écrire : 

             ./0	 U ·8���H/0�                                               (A8.6) 

Posons :  

A U 	H − H/0 

d’où : 

H U H/0 + 	A                                                      (A8.7) 

 

En remplaçant les expressions (A8.4) et (A8.7) dans l’équation différentielle (A8.2), nous 

obtenons : 

#mH/0 + 	An�Ho/0 +	Ao� + �m	H/0 + 	An�He/0 +	Ae�< + �mH/0 + 	An U ·�./0	 + 1�    (A8.8) 

Le développement en série de Taylor de premier ordre est d’une fonction non linéaire � est 

donné par l’équation : 

��H� U �mH/0 + 	An ≅ �mH/0n + |�|H½H¯� A				                           (A8.9) 

En utilisant l’équation précédente (A8.9) et en procédant à l’élimination des produits non 

linéaires tendant vers zéro, nous aboutissons à la simplification de l’équation différentielle 

(A8.8) et nous aurons : 

[#mH/0n + É#ÉHÖ�¾¿ A\Ao + [�m	H/0n + É�ÉHÖ�¾¿ A\ 	Ae< +[�m	H/0n + É�ÉHÖ�¾¿ A\ U ·m./0	 + 1n 
(A8.10)        



 

199 

 

Après simplification, nous obtenons : 

#mH/0nAo + �m	H/0n + |�|H½H¯� A U ·m./0	 + 1n                            (A8.11) 

En appliquant le résultat de l’équation (A8.6) à l’équation (A8.11), nous aurons : 

#mH/0nAo + |�|H½H¯� A U ·1									                                   (A8.12) 

Soit AB�BC/�/ le vecteur d’état du système. On pose :  

AB�BC/�/ U LA Ae Op ∈ ℜ<�∗<� 

AeB�BC/�/ = [Ae Ao ]p ∈ ℜ<�∗<� 

Prenons l’équation différentielle (A8.12), nous aurons l’égalité suivante : 

	Ao U #mH/0n8� �− |�|H½H¯� A + ·1	�										                          (A8.13) 

que nous pouvons également écrire : 

Ao U Ë		−#mH/0n8� É�ÉH�H¯�ÌA +		�#mH/0n8�·�1 

Le modèle d’état linéarisé d’un système libre est ainsi donné par le système suivant : 

AeB�BC/�/ U �AB�BC/�/ + �1 

avec :                                                                                                                                 (A8.14) 

A :  la matrice d’état du système décrite par: 

� U [ 0��� !���−#mH/0n8� É�ÉH��¾¿ 0���\ 

B : la matrice de commande donnée par :                                                                                          

� = Ë 0���#mH/0n8�·Ì 
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1.2 Application au modèle dynamique bipédale 

Rappelons que la dynamique du système robotique correspondant à la partie inférieure de 

l’humanoïde en phase libre obtenue dans le chapitre III est décrite par le système suivant : 

#�H�Ho + 	 m	H,He n + 	��H� U ·.	                                       (A8.15)	
où : 

                                           #�H� U 	 	«�<p «��p «�«��P�< 

                   m	H, He n U 	«�<p«��p«��«�� + «��«�P�	 
                                          ��H� U −	«�<p «��p 	P<				 
                                          · U	 		«�<p «��p «
h� 

La linéarisation du système robotique libre (A8.15) selon la modélisation d’état linéaire 

(A8.14) est alors décrite par : 

AeB�BC/�/ = �AB�BC/�/ + �1 

avec :                                                                                                                                 (A8.16) 

� = � 0�<∗�< !�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8� É�«12- «��p 	P2�ÉH Ö�¾¿
0�<∗�<� 

� = � 0�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8�		«12- «��p «5h�� 

1.3 Application au modèle dynamique du robot supérieur 

Reprenons l’équation de la dynamique régissant le comportement du torse et bras 

anthropomorphiques en phase libre et obtenue dans le chapitre III: 

#�H�Ho + 	 m	H,He n + 	��H� U ·.	                                       (A8.17)	
où : 

#�H� U 	«<
p«<Pp«�Q«<P«<
										 
 m	H,He n U 	«<
p«<Pp«�Q�«<Q + «<P«<R�  
��H� U −	«25-«23-«15                                     · U	«25-«23-«18ℎÍ      
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La linéarisation du système robotique libre (A8.17) selon la modélisation d’état linéaire 

(A8.14) est alors décrite par : 

 

AeB�BC/�/ = �AB�BC/�/ + �1 

avec :                                                                                                                                 (A8.18) 

� =
f
gh

0�Q∗�Q !�Q∗�Q
�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� É �«25-«23-«15�ÉH Î

�¾¿
0�Q∗�Qi

jk 

� = Y 0�Q∗�Q�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� «25-«23-«18ℎÍZ 

 

2 Linéarisation du modèle dynamique contraint 

2.1 Cas général 

Dans le cas d’un système contraint, l’équation de la dynamique donnée dans le chapitre III est  

décrite par: 

#�H�Ho + 	 m	H, He n + 	��H� U ·. + |Àº|� 	�				                              (A8.19) 

Posons :  

� U	�/0 + ��																								                                    (A8.20) 

 

 L’équation de la dynamique à l’équilibre est  donnée par: 

	#mH/0nHo/0 + 	�m	H/0nHe/0<	 + 	�mH/0n U · éqU + |Àº|� 	�/0                     (A8.21)                        

 En combinant les équations (A8.3), (A8.4), (A8.20) et (A8.21), nous pouvons écrire : 

�mH/0n U · éqU + |Àº|� �/0                                        (A8.21) 

 Remplaçons les expressions (A8.4), (A8.7) et (A8.20) dans l’équation différentielle (A8.19), 

nous obtenons: 
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#mH/0 + 	An�Ho/0 +	Ao � + �m	H/0 + 	An�He/0 +	Ae�< + �mH/0 + 	An U ·m./0	 + 1n + É�pÉH 	m�/0 + �� 	n 
 (A8.22)                                                                                                                           

En utilisant le développement en série de Taylor de premier ordre donné par l’équation (A8.9) 

et en procédant à l’élimination des produits non linéaires tendant vers zéro, on aboutit à la 

simplification de l’équation différentielle précédente :      

#mH/0nAo + �m	H/0n + |�|�½�¾¿ A U ·m./0	 + 1n	+ |Àº|� 	m�/0 + ��	n		              (A8.23) 

 

En appliquant le résultat de l’équation (A8.21) à l’équation (A8.23), nous aurons : 

#mH/0nAo + |�|�½�¾¿ A U ·1 +	|Àº|� 	��																										            (A8.24) 

                                                                                                                        

On pose de nouveau  AB�BC/�/ le vecteur d’état du système :     

AB�BC/�/ U LA Ae Op ∈ ℜ<�∗<� 

AeB�BC/�/ = [Ae Ao ]p ∈ ℜ<�∗<� 

Prenons l’équation différentielle (A8.24), nous aurons l’égalité suivante : 

Ao = #mH/0n8� �− |�|�½�¾¿ A + ·1	 + 	|Àº|� 	��		�                          (A8.25) 

ou encore, 

Ao U Ë−#mH/0n8� É�ÉH��¾¿ÌA +		�#mH/0n8�·�1 + Ë#mH/0n8� É�pÉH Ì��	 
Le modèle d’état est donc donné par : 

AeB�BC/�/ U Y 0 !−#mH¯�n−1 É�ÉH½H¯� 0Z Aa:a
¯*¯ + Ë 0#mH¯�n−1·Ì 1	 + Ë 0#mH¯�n−1 É�-
ÉH Ì ��     (A8.26)  

Sous une forme plus compacte : 

7e = �AB�BC/�/ + � �1���				                                     (A8.27) 
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avec : 

� = [ 0��� !���−#mH/0n8� É�ÉH��¾¿ 0���\ 

� = [ 0��� 					0���#mH/0n8�· 					#mH/0n8� É�pÉH \ 

                                                                            

2.2 Application au modèle dynamique bipédale 

Rappelons que la dynamique du système robotique correspondant à la partie inférieure de 

l’humanoïde en phase contrainte obtenue dans le chapitre III est décrite par le système 

suivant : 

#�H�Ho + 	 m	H,He n + 	��H� U ·. + |Àº|� 	�	                                (A8.28)	
où : 

                                           #�H� U 	 	«�<p «��p «�«��P�< 

                   m	H, He n U 	«�<p«��p«��«�� + «��«�P�	 
                                          ��H� U −	«�<p «��p 	P<				 
                                          · U	 		«�<p «��p «
h� 

La linéarisation du système robotique contraint (A8.28) selon la modélisation d’état linéaire 

(A8.27) est alors décrite par : 

7e = �AB�BC/�/ + � �1���		 
avec :                                                                                                                                 (A8.29) 

�� 0�<∗�< !�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8� É�	«�<p «��p 	P<�ÉH Ö�¾¿
0�<∗�<� 

� = [ 0�<∗�< 0�<�P�	«�<p «��p «�«��P�<�8�«�<p «��p «
h� �	«�<p «��p «�«��P�<�8� É�pÉH \ 
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ANNEXE 9: ANALYSE DES PROPRIETES 

DU MODELE DYNAMIQUE BIPEDALE  

 

 

Cette annexe est consacrée à l’analyse des propriétés du système robotique inférieur du robot 

humanoïde. Pour les deux cas libre et contraint, nous étudierons en premier lieu la stabilité 

puis établirons la commandabilité. 

1. Cas libre 
 

1.1 Stabilité 

L’étude de la stabilité repose sur la vérification du théorème de la stabilité pour les systèmes 

dynamiques qu’ils soient linéaires ou non linéaires [Khalil & Dombre, 2002]. Etant donné que 

nous disposons de la représentation d’état linéarisée du système robotique bipédal obtenue en 

[Annexe 8], prouver la stabilité du système consistera à appliquer le critère de la stabilité au 

sens de Lyapunov des systèmes linéaires à la matrice d’état du système.  
 

En effet, selon le théorème de Lyapunov [Spong et al., 2006], le système linéaire 9e = �9 est 

asymptotiquement stable si et seulement si, pour toute matrice symétrique définie positive ', 

il existe une matrice « définie positive et symétrique satisfaisant l’équation de Lyapunov 

suivante : 

�p« + «� + ' = 0                                                         (A9.1) 

Reprenons l’expression de la matrice A obtenue en [Annexe 8] : 

 

� = [ 0�<∗�< !�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8� |m«12- ¹�»º 	P2n|� ½�¾¿ 0�<∗�<\                                (A9.2) 

 

 

La matrice A numérique correspondante est donnée par : 
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La plus élémentaire des matrices symétriques définies positives étant la matrice identité, nous 

définissons ' comme étant la matrice identité telle que ' ∈ ℜ<Q∗<Q. Pour générer la matrice «, 

nous utilisons la commande lyap sous le logiciel Matlab. Nous obtenons : 
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Les conditions de symétrie et de positivité de la matrice « ne sont toutes les deux pas vérifiées. Nous 

pouvons donc affirmer que le système est instable. 

1.2 Commandabilité 

Pour étudier la commandabilité du système, il est important de calculer la matrice de 

commandabilité Q  exprimée par la relation suivante [Khalil & Dombre, 2002]: 

+ = [�	�� … . ��8��	O                                                       (A9.3)  

Reprenons l’expression de la matrice � obtenue en [Annexe 8] : 

� U � 0�<∗�<�	«�<p «��p «�«��P�<�8�		«12- «��p «5h��                                   (A9.4) 
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La matrice � numérique correspondante est donnée par : 

 

Pour obtenir la matrice de commandabilité numérique, nous utilisons la commande ctrb sous 

le logiciel Matlab. La matrice numérique + obtenue est telle que + ∈ ℜ<Q∗<SS.  
 

Un système commandable doit vérifier le critère de Kalman, une condition nécessaire et 

suffisante de commandabilité [Khalil & Dombre, 2002]. Pour cela, il faut établir que le rang 

de la matrice de commandabilité est égal à l’ordre du système d’état. Nous obtenons : 

ð�c��+� = 24 

Or A ∈ ℜ<Q∗<Q. Nous pouvons donc en conclure que le bipède libre est un système 

commandable. 

2. Cas contraint 
 

2.1 Stabilité 

Le système robotique bipédale contraint possède une  matrice d’état identique à celle du 

bipède libre donc l’analyse de stabilité est la même. Nous pouvons alors affirmer que le 

système robotique inférieur est toujours instable qu’il s’agisse du cas libre ou contraint. 

2.2 Commandabilité 

Pour l’étude de la commandabilité, nous utilisons l’expression donnée en (A9.3) de façon 

similaire au cas du bipède libre. Reprenons l’expression de la matrice � obtenue en [Annexe 

8] : 
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� = Ë 0�<∗�< 0�<�P�	«�<p «��p «�«��P�<�8�«�<p «��p «
h� �	«�<p «��p «�«��P�<�8� |Àº|� Ì               (A9.5) 

La matrice � numérique correspondante est donnée par : 

 

Pour obtenir la matrice de commandabilité numérique, nous utilisons la commande ctrb sous 

le logiciel Matlab. La matrice numérique + obtenue est telle que + ∈ ℜ<Q∗PR�. Vérifions que 

le rang de la matrice de commandabilité est égal à l’ordre du système d’état. Nous obtenons : 

ð�c��+� = 24 

Or A ∈ ℜ<Q∗<Q. Nous pouvons donc en conclure que le système robotique bipédal contraint 

est  commandable.                                 

Ainsi le système robotique correspondant au bipède est toujours commandable qu’il s’agisse 

du cas libre ou contraint. 
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ANNEXE 10: MATRICES DE GRANDE 

DIMENSION ASSOCIEES AU HAUT DU 

ROBOT HUMANOIDE 

 

Dans cette annexe, nous présentons toutes les matrices de grande dimension nécessaires à 

l’élaboration du modèle dynamique réduit du système robotique associé au torse et bras 

anthropomorphiques. Ceci, dans le but de ne pas alourdir les développements du chapitre 3. 

 «�Q ∈ ℜQS∗QS	: 
!S `` !T				` 		`` 		`					` 			`` 			`					` 			`` 			`					` 		`` 		`						` 						`` 						`						` 				`` 				`					` 				`` 				` ` `` `				!�� `` !��				` 		`` 		`					` 			`` 			`					` 		`` 		`						` 						`` 						`						` 				`` 				`					` 				`` 				` ` `` `					` 			`` 			`				!�< `` !�P			` 			`` 			`					` 		`` 		`						` 						`` 						`						` 				`` 				`					` 				`` 				` 

«�Q U				 ` `` `					` 			`` 			`						` 		`` 		`				!�Q `` !�
			` 		`` 		`						` 						`` 						`						` 				`` 				`					` 				`` 				`     ` `` `					` 			`` 			`						` 		`` 		`					` 			`` 			`			)S `	` )T			` 						`` 						`						` 				`` 				`					` 				`` 				`		 ` `` `					` 			`` 			`						` 		`` 		`					` 			`` 			`					` 		`` 		`				)�� ``	 )��			` 				`` 				`					` 				`` 				` ` `` `					` 			`` 			`						` 		`` 		`					` 			`` 			`					` 		`` 		`						` 					`` 					`			)�< `	` )�P		` 				`` 				`		 ` `` `					` 			`` 			`						` 		`` 		`					` 			`` 			`					` 		`` 		`						` 					`` 				` 						` 				`` 				`		)�Q `	` )�
 
 

 
 

«�
 	∈ ℜQS∗�	: 
«�
 U				L�S �T			��� ���			��< ��P			��Q ��
	)S	� )T	�		)��	� )��	�		)�<	� )�P	�		)�Q	� )�
	�Op   
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«�R 	∈ ℜQS∗<Q	:  

												$$S�Sp −''S�Sp` $$T�Tp 					''S�Sp 													`` 													`																			` 													''S�Sp` 											` 													` 																	`` 																	` 

                 
` 												`` 												`								−$$�����p 		''�����p` −$$�����p 			 ` 											`''�����p 											`																		` 																	`` 																	` 

																	` 												`` 												`																	` 																		`` 																		`								−$$�<��<p 			`			` −$$�P��Pp 				 ` 										`''�P��Pp 											`	 
«�R U					 ` 												`` 												`																	` 																		`` 																		`																		` 																	`` 																		`								−$$�Q��Qp ''�Q��Qp		` 	−$$�
��
p  

																	! 										−!` 												! 																! 																		`` 																		`																		` 																		`` 																		`																		` 																	`` 																	` 

                 
` 												`` 												`														−! 																		!		` 																−!																	` 																		`! 																	` 																		` 																	`` 																	` 

                 
` 												`` 												`																` 																			`` 																			`																−! 															`` 														−!																		` 																	`! 																	` 

																		` 											`` 											`																` 																				`` 																				`																	` 																	`` 																	`																		−! 															!` 													−! 
 

 

«�J 	∈ ℜQS∗S 

																								a 											aa 											a																	a 																		aa 																		a 

															 ,11 a−�11- �10,11 ,12															a 																	aa 																	a 

																								a −�12- �11,12a 			a 							 a 															a,14 															a 

																									a 											aa 											a					−�14- �13,14 ,15				a −�15- �14,15 «�J U												 a 											aa 											a																	a 																		aa 																		a              

																								a 											aa 											a																	a 																		aa 																		a 

																								a 											aa 											a																	a 																		aa 																		a 

																								a 											aa 											a																	a 																		aa 																		a 
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																	` 				−!` 						�Tp�S									! 														`` 														`																	` 													!` 													`																` 														`` 														` 

                 
` 									`` 									`							−���p �S 		!` −���p ���										` 													`! 													`																` 															`` 															` 

																	` 										`` 										`													` 														`` 														`								−��<p ��� 		`			` −��Pp �S											` 													`! 														`	 
«�S U					 ` 										`` 										`													` 														`` 														`																` 													`` 														`								−��Qp ��P !		` 	−��
p ��Q    ∈ ℜQS∗<Q	  
																	` 											`` 											`													` 													`` 													`																` 														`` 														`																` 														`` 														`	
																	` 											`` 											`													` 													`` 													`																` 														`` 														`																` 														`` 														`          	
																	` 											`` 											`													` 													`` 													`																` 														`` 														`																` 														`` 														` 

																	` 											`` 											`													` 													`` 													`																` 														`` 														`																` 														`` 														` 

 

 «<� 	∈ ℜ<QX<Q  : 

$$8�8-−''8�8-''8�8- 		
`$$9�9-`

`̀
−$$10�10-								`̀`																			

`̀
`																			

`̀
`																	

`̀
`																					

`̀
` 

«<� U	 `̀
''8�8-											

`̀
`								

''10�10-`̀ 		−$$11�11-''11�11-` 	 `−$$12�12-` 	 `̀
−$$13�13-								

`̀
`																				

`̀
` 

			`̀															`̀															`̀																		`̀																			`̀												''13�13-` 		−$$14�14-''14�14- 	 	`−$$15�15- 

 

 

«<< ∈ ℜ<QX<Q  : 

 		!−!		! 										 !̀̀ 								
		`		−̀!										

`̀
`											

`̀
`										

`̀
`											

`̀
`										

`̀
` 

«<< U				 `̀! 									
`̀
`										

!̀
`								

−!			!		`									
		−̀!		`								

		`		−̀!											
`̀
`										

`̀
` 

					`	`									`̀										`̀											`̀											`̀										 !̀ 								−!			!											̀!  
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«<
 	∈ ℜ<QX�Q : 

 

																	0 		0 												00 			0 												00 			0 												0														
0 			0				0		 	00 	0

	0 	0					 	0			0		 0				 	0	0 	0					 	0									
0 									00 									00 									0								

0 	00 		00 	0 							
0 						00 						00 					0   

												cΦ14 0 												00 1 												0sΦ14 0 												0																
0 				00 				00 				0		

	0 	0					 0				0		 0				 	0	0 	0					 0 								
0 										00 										00 											0							

0 	00 	00 	0							
0 						00 						00 							0 

							 											0 	0 −cΦ16sΦ17												0	 	0 sΦ16											0 	0 cΦ16cΦ17 		
cΦ17 		00 		1sΦ17 	0

				0 	0					 0						0	 0				 0				0 	0					 0										
0 											00 											00 											0							

0 00 00 0						
0 							00 							00 							0 

	«25 U		 			0	 		0 												0		0 		0 												0		0 		0 												0												
				0 		0					0	 		0				0 		0	 

			1 	0					 	0				0	 0				 	0			1 	0					 	0										
0 											00 											00 											0  				0 00 00 0							

0 							00 							00 							0  

																0 0 									0					0 0 									0					0 0 									0														
			0 		0				0	 		0			0 		0  			0 			cΦ20 			0		0 0 			1		0 			sΦ20 			0										

0 											00 											00 											0       

0 00 00 0							
0 							00 							00 							0 

																	0 0 									0					0 0 									0					0 0 									0																
	0 		0				0	 0	0 0  	 0 				0					 				0	0	 			0				 				00 				0					 				0	

−cΦ22sΦ23 cΦ23sΦ22 0cΦ22cΦ23 sΦ23 	0 01 00 0						
0 						00 						00 						0 

															0 	0 									0			0 	0 									0			0 0 								0 																	
	0 		0			0 0	0 0  	 	0 				0					 					0		0	 			0				 					0	0 				0					 					0									

0 														00 														00 														0 						0 10 00 1							
0 						00 						00 						0 

		0 	0 									0	0 0 									0	0 0 									0																
0 	0				0	 0	0 0  

0 		0					 					0			0			 	0				 					00 		0					 					0									
0 														00 														00 														0 					0 00 00 0		

cosΦ26 00 1sinΦ26 0 

 

Les abréviations « c » pour cosinus et « s »  pour sinus utilisées lors de l’écriture de la matrice 

précédente ne sont là que pour minimiser la taille de la matrice et permettre sa représentation 

sur une seule et même page. 
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														000 

 								−sinH�QHe�PHe�Q0cos H�Q He �PHe �Q
 

															 sinH�R sinH�JHe�
He�R − cos	H�RcosH�JHe�
He�J − sinH�JHe�RHe�JcosH�RHe�
He�R−sinH�R cosH�JHe�
He�R − cos	H�RsinH�JHe�
He�J + cosH�JHe�RHe�J 
	«<R U																																																															000                                                                 ∈ ℜ<QX� 

				−sinH<�He�THe <�0cos H<� He �THe <�
 

																 sinH<< sinH<PHe <�He << − cos	H<<cosH<PHe <�He <P − sinH<PHe <<He <PcosH<<He <�He <<−sinH<< cosH<PHe <�He << − cos	H<<sinH<PHe <�He <P + cosH<PHe <<He <P 
      

000 

 									−sinH<RHe <
He <R0	cosH<RHe <
He <R  

  

		000      

000					
000      

000					
000     

000					
000     

000					
000   

000		  
000     

000     

000      

000 

		100      

010					
000      

000					
000     

000					
000     

000					
000   

000		  
000     

000     

000      

000 

000      

000					
100      

010					
001     

000					
000     

000					
000   

000		  
000     

000     

000      

000 

000      

000					
000      

000					
000     

100					
000     

000					
000   

000		  
000     

000     

000      

000 

hÍ = 											000      

000					
000      

000					
000     

000					
100     

010					
000   

000		  
000     

000     

000      

000 										∈ ℜ<QX�Q 

000      

000					
000      

000					
000     

000					
000     

000					
100   

010		  
001     

000     

000      

000 

000      

000					
000      

000					
000     

000					
000     

000					
000   

000		  
000     

100     

000      

000 

																						000      

000					
000      

000					
000     

000					
000     

000					
000   

000		  
000     

000     

100      

010 
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ANNEXE 11: ANALYSE DES PROPRIETES 

DU MODELE DYNAMIQUE DU ROBOT 

SUPERIEUR  

 

 

Cette annexe est consacrée à l’analyse des propriétés du système robotique correspondant aux 

torse et bras anthropomorphiques dans le cas libre Nous étudierons en premier lieu la stabilité 

puis établirons la commandabilité. 

1. Etude de la stabilité 

Pour établir la stabilité du robot supérieur, nous appliquons le théorème de Lyapunov des 

systèmes linéaires [Spong et al., 2006] à la matrice d’état du système. Reprenons l’expression 

de la matrice A obtenue en [Annexe 8] : 

� = � 0�Q∗�Q !�Q∗�Q�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� |�«25-«23-«15�|� Ö�¾¿
0�Q∗�Q�                                (A11.1) 

La matrice A numérique correspondante est donnée par : 

 

 



 

215 

 

 

 

 

La plus élémentaire des matrices symétriques définies positives étant la matrice identité, nous 

définissons ' comme étant la matrice identité telle que ' ∈ ℜ<S∗<S. Pour générer la matrice «, 

nous utilisons la commande lyap sous le logiciel Matlab. Nous obtenons : 
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Les conditions de symétrie et de positivité de la matrice « ne sont toutes les deux pas vérifiées. Nous 

pouvons donc affirmer que le torse et les bras anthropomorphiques représentent un système instable 

dans le cas libre. 

2. Etude de la commandabilité 

Pour étudier la commandabilité du système robotique supérieur, nous établissons la matrice de 

commandabilité Q  exprimée par la relation suivante [Khalil & Dombre, 2002]: 

+ = [�	�� … . ��8��	O                                                       (A11.2)  

Reprenons l’expression de la matrice � obtenue en [Annexe 8] : 

� U Y 0�Q∗�Q�«<
p«<Pp«�Q«<P«<
�8� «25-«23-«18ℎÍZ                                   (A11.3) 

 

La matrice � numérique correspondante est donnée par : 
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Pour obtenir la matrice de commandabilité numérique, nous utilisons la commande ctrb sous 

le logiciel Matlab. La matrice numérique + obtenue est telle que + ∈ ℜ<S∗PT<. Nous devons 

établir que le rang de la matrice de commandabilité est égal à l’ordre du système d’état 

[Khalil & Dombre, 2002]. Nous obtenons : 

ð�c��+� = 28 

Or A ∈ ℜ<S∗<S. Nous pouvons donc en conclure que la partie supérieure du robot humanoïde 

est  un système commandable dans le cas libre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


