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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’utilisation de l’allocation de commande dans
le domaine de l’électrotechnique et l’électronique de puissance. Elle comporte deux volets,
le premier orienté sur la théorie de l’allocation de commande et le second en lien avec
la conception de lois de commande pour les convertisseurs en parallèle. L’allocation de
commande donne des solutions pour commander des systèmes redondants en entrée.
Toutefois les définitions et caractérisations de cette classe de systèmes souffrent d’un
manque d’uniformité. C’est pourquoi dans le premier volet, cette thèse présente de
nouvelles définitions et caractérisations générales de systèmes linéaires redondants en
entrée en prenant en compte les contraintes d’entrée et d’état. Le cadre d’application de la
technique d’allocation dite "géométrique" est également étendu pour prendre en compte des
contraintes d’entrée. À la lumière de ces contributions, nous montrons dans le second volet
que le système de convertisseurs continus en parallèle alimentant une charge unique est
redondant en entrée. Sur ce système, des techniques de commande basées sur l’allocation
de commande sont utilisées en apportant des preuves de stabilité et de performance. Ces
développements sont appuyés par des simulations et des expérimentations.
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Introduction générale

Contexte

Les présents travaux s’inscrivent dans une démarche méthodologique de conception
de lois de commande pour le pilotage de systèmes d’électrotechnique et d’électronique de
puissance, démarche développée au sein du Laboratoire AMPERE, sur le site de l’INSA
LYON. Ce laboratoire présente des compétences sur trois secteurs différents, à savoir
l’Énergie Électrique, la Bio-Ingénierie et les Méthodes pour l’Ingénierie des Systèmes. Il est
structuré en trois départements scientifiques, un pour chaque secteur. Un des avantages de
cette diversité est de proposer des solutions transverses entre ces différents secteurs. C’est
pourquoi cette thèse comporte deux volets, le premier lié à des aspects méthodologiques
et le deuxième concernant l’énergie électrique. Plus particulièrement, les travaux ont été
effectués au sein du département Méthodes pour l’Ingénierie des Systèmes en développant
d’une part des aspects méthodologiques en automatique pour pouvoir d’autre part les
mettre en œuvre sur des systèmes physiques liés à l’énergie électrique.

Depuis quelques temps, la communauté de l’électrotechnique et de l’électronique de
puissance s’intéresse à des problèmes de mise en parallèle de convertisseurs de puissance.
En effet, avec le développement de réseaux microgrids, à savoir des réseaux de distribution
d’énergie associant localement consommation, stockage et production d’électricité, il est
nécessaire d’assurer le bon fonctionnement du cœur du réseau. Les différents constituants
sont la plupart du temps associés à des convertisseurs et connectés au même réseau,
réalisant ainsi une interconnexion en parallèle de convertisseurs. Nous retrouvons également
cette structure pour des alimentations basse tension/fort courant où la parallélisation de
convertisseurs permet d’augmenter le courant maximal qui peut être fourni. La commande
de ces systèmes est un problème complexe qui contient, encore aujourd’hui un certain
nombre de verrous. D’un côté, une partie de la bibliographie s’intéresse à la réalisation
pratique de correcteurs pour ces systèmes pour des situations précises, mais en ne présentant
que très rarement des éléments formels concernant la stabilité et concernant la méthodologie
de conception de la loi de commande. De l’autre côté, les démarches théoriques conduisant
à des certificats de stabilité sont souvent trop éloignées des réalités physiques pour une mise
en pratique directe. C’est pourquoi les travaux de cette thèse visent à rapprocher théorie
et application. De notre point de vue, la mise en parallèle de convertisseurs conduit à un
système redondant en entrée si l’on considère chaque convertisseur comme un actionneur.
Ainsi, les techniques d’allocation de commande semblent être des outils théoriques adaptés
pour concevoir la commande de tels systèmes.
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Introduction générale

Objectifs
Actuellement, dans la littérature, les définitions et caractérisations des systèmes

redondants en entrée souffrent d’un manque d’uniformité. Un des objectifs de cette thèse
est d’apporter de nouvelles définitions plus générales. Ces définitions seront apportées
pour des systèmes linéaires mais en prenant en compte les contraintes d’état et d’entrée.
Parmi les différentes méthodes de conception de loi de commande que nous trouvons dans
la littérature de l’allocation de commande pour ces systèmes, nous avons choisi de nous
concentrer principalement sur l’approche géométrique. Jusqu’à présent, cette approche a
été développée pour des systèmes non contraints. Cette thèse vise entre autres à étendre
cette approche en prenant en compte les contraintes d’entrée.

À la lumière des nouvelles définitions apportées dans cette thèse, de nombreux
systèmes de l’électrotechnique et de l’électronique de puissance peuvent être considérés
comme redondants en entrée (moteurs, onduleurs, batteries, panneaux solaires, certains
convertisseurs, etc). Nous nous focalisons sur la mise en parallèle de convertisseurs
dévolteurs DC/DC pour alimenter une charge. Sur ces systèmes, l’objectif est de concevoir
des lois de commande donnant lieu à (i) des preuves de stabilité et (ii) des garanties
de performance, notamment sur la manière de répartir le courant sur les différents
convertisseurs. Ces lois de commande seront développées grâce aux méthodes de l’allocation
de commande en prenant en compte les contraintes d’entrée et lorsque certains paramètres
sont inconnus.

Organisation du mémoire
En vue de répondre aux objectifs fixés, nous proposons un développement construit

en quatre chapitres, articulés de la manière suivante.

Le premier chapitre dresse le contexte général de la redondance d’entrée. Cette notion
est la caractéristique commune à tous les systèmes que nous considérerons dans ce mémoire.
D’une part, nous présenterons les éléments qui, de notre point de vue, ont motivé la présence
de cette redondance d’entrée. D’autre part, nous discuterons ce qu’induit la redondance
d’entrée sur un système, principalement en lien avec la commande. Finalement, nous
présenterons un exemple d’utilisation original de cette redondance d’entrée sur un moteur
synchrone à aimants permanents pour souligner l’intérêt de prendre en considération cette
redondance afin d’améliorer les performances du système asservi.

Toutefois, dans la littérature, la notion de redondance d’entrée est associée à de
nombreuses définitions différentes, voire parfois concurrentes. Il en résulte une confusion
lorsqu’il s’agit de caractériser des systèmes redondants en entrée. C’est le premier point
qui sera abordé dans le chapitre 2. Ensuite, de nouvelles définitions seront présentées
dans le but d’unifier les différents points de vue sur cette notion. Ces nouvelles définitions
s’appuient sur une formalisation en termes de signaux, ce qui en fait un outil à la fois
intuitif et rigoureux. Parmi ces définitions, une taxonomie sera donnée afin de distinguer
les différentes origines de la redondance d’entrée. Toutes ces définitions sont données dans
le cadre de systèmes linéaires en prenant en compte les contraintes d’entrée et d’état.
Enfin, ce chapitre présentera des caractérisations complètes dans le cas où les contraintes
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sont linéaires. Par ce moyen, nous obtenons une méthode systématique pour affirmer si
un système linéaire ayant des contraintes linéaires est redondant en entrée ou non, et, le
cas échéant, pour le positionner dans la taxonomie élaborée dans cette thèse.

Par rapport à un objectif de commande donné, un système redondant en entrée a la
particularité de présenter des degrés de liberté. L’allocation de commande est une théorie
utilisée pour concevoir une loi de commande pour ce type de système. Dans le chapitre 3,
nous effectuerons un état de l’art des différentes approches de cette théorie qui visent à
répondre à l’objectif de commande, tout en gérant les degrés de liberté de façon optimale.
L’une de ces approches, l’approche géométrique, présente des propriétés intéressantes mais
ne prend pas en compte les contraintes d’entrée. C’est pourquoi, nous proposerons une
méthode qui permet de considérer les contraintes pour une certaine catégorie de systèmes
que nous détaillerons dans ce chapitre.

Dans le chapitre 4, nous nous intéresserons aux convertisseurs DC/DC en parallèle
alimentant une unique charge. Grâce aux éléments développés dans le chapitre 2, nous
verrons que ce système est redondant en entrée. Nous pourrons alors définir le problème
d’allocation de commande associé, en prenant en compte la difficulté que la charge
est inconnue, comme dans la majorité des applications pratiques. Ainsi, les degrés de
liberté présents pourront être utilisés pour un problème pratique comme par exemple
la minimisation des pertes. Après avoir brièvement présenté les stratégies de commande
existantes et leurs inconvénients, nous verrons deux approches de l’allocation de commande,
dont l’approche géométrique, qui répondent au problème posé. Grâce à ces nouvelles lois
de commande, l’hétérogénéité des différents convertisseurs peut être mise à profit pour
améliorer les performances globales du système. Nous proposerons donc dans une dernière
partie, une manière de choisir les convertisseurs de ce système en ajoutant une branche
très rapide grâce à un amplificateur opérationnel. Associé à une loi de commande (par
allocation) adaptée, on montrera que ce nouveau système présente des performances très
élevées.
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Chapitre 1. Contexte de la redondance d’entrée

Introduction
Le présent chapitre 1 est ciblé sur l’origine et les intérêts de la redondance d’entrée de

systèmes dynamiques. Sur de tels systèmes, nous pouvons parler d’un objectif principal :
la régulation des sorties. La redondance d’entrée est reliée au fait qu’il y a trop d’entrées
par rapport aux sorties à réguler. Par conséquent, le système contient des grandeurs
commandables qui peuvent prendre plusieurs valeurs différentes sans modifier les sorties.
En ce sens, nous parlons de degrés de liberté. En pratique, un système est composé de un
ou plusieurs actionneurs créant leur propre effort pour agir sur le procédé. La contribution
de ces efforts qui est utilisée pour réguler les sorties est appelé l’effort global. La redondance
d’entrée apparaît lorsqu’il y a plus d’actionneurs que nécessaire pour générer l’effort global.
Dans ce cas, les degrés de liberté sont étroitement reliés à la répartition de ce dernier
sur les différents actionneurs et peuvent être alors utilisés de manière judicieuse pour
répondre à un objectif secondaire. Dans ce chapitre, nous parlerons indifféremment de
redondance d’entrée et de sur-actionnement. Nous nous interrogerons sur les motivations
de la présence de cette redondance d’entrée.

Le chapitre 1 se décompose de la manière suivante :
• la section 1.1 est à vocation bibliographique et vise à mettre en évidence la présence

de la redondance d’entrée et comment cela peut être utilisé pour améliorer certains
aspects, comme la performance, le vieillissement, etc. Après avoir donné les raisons
principales de la présence d’entrées redondantes sur certains systèmes, nous verrons
que suivant la raison évoquée pour ajouter un actionneur, il faut choisir différemment
ce dernier. C’est le problème du dimensionnement. Ensuite nous verrons deux
principaux objectifs lors de l’utilisation des degrés de liberté. Le premier consiste à
bien choisir la répartition sur les différents actionneurs afin d’obtenir une optimalité
(rendement, vieillissement, performance, etc) tandis que le second consiste à gérer
leurs saturations efficacement (gestions des saturations d’entrée, atteindre des régions
inaccessibles de l’état, etc) ;

• la section 1.2 présente une manière novatrice d’utiliser un degré de liberté inhérent
aux machines synchrones à aimants permanents de manière à améliorer le suivi de
trajectoire de couple. En effet, une partie du courant de tels moteurs n’a aucune
influence sur la trajectoire de vitesse : il y a donc un degré de liberté. Cette variable
étant habituellement choisie la plus proche de zéro afin de minimiser les pertes
joules du moteur, nous montrerons pourquoi l’éloigner de zéro permet cependant
d’améliorer le suivi de trajectoire de couple. Puis nous proposerons une approche
permettant de choisir la valeur de ce courant de manière optimale afin d’obtenir un
compromis entre consommation et suivi de trajectoire. Enfin, quelques simulations
illustreront la contribution de cette section.

1.1 Origines et intérêts de la redondance d’entrée

1.1.1 Les raisons : pourquoi ajouter des actionneurs ?
Nous avons identifié quatre raisons qui permettent d’expliquer pourquoi certains

systèmes ont plus d’actionneurs que nécessaire.
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1.1. Origines et intérêts de la redondance d’entrée

La panne

Quelque soit le système considéré, celui-ci n’est jamais à l’abri d’une panne d’un
de ses actionneurs. Si malheureusement le système ne comporte qu’un actionneur, alors
au moment de la panne, le système ne sera plus du tout contrôlable et évoluera seul.
Dans de nombreux cas, cela entraîne des situations indésirables, voire néfastes. Par contre,
imaginons qu’un ou plusieurs autres actionneurs soient présents sur le système, ceux-ci
peuvent prendre le relais et la catastrophe peut être évitée.

Pour des applications à grand coefficient de sécurité, l’ajout d’actionneurs pour pallier
une panne est très souvent utilisé. Citons notamment le domaine de l’aéronautique [1]
pour lequel on ne peut pas se permettre de perdre la commandabilité d’un avion à cause
d’une panne, puisque cela entraînerait des conséquences catastrophiques.

Les saturations

Au delà de ces aspects de sécurité, il existe des systèmes pour lesquels un seul
actionneur ne permet pas de produire l’effort nécessaire au bon fonctionnement de celui-ci.
Les contraintes physiques liées à l’actionneur l’empêchent de produire des efforts au delà
de ces limites. Une réponse évidente à ce problème est d’en ajouter d’autres.

L’actionneur poussée vectorielle d’un aéronef est l’exemple historique de l’allocation
de commande qui utilise ce principe [2, 3]. En effet, avec les actionneurs classiques d’un
avion, de nombreuses trajectoires ne sont pas faisables puisque la force de poussée générée
n’est pas suffisante. Par conséquent, l’actionneur poussée vectorielle, a été ajouté pour
pouvoir justement générer ces trajectoires en fournissant une poussée très puissante.

Les batteries sont des exemples intéressants pour illustrer différemment ce principe.
Ces dispositifs ont pour but de fournir de la puissance électrique à une charge. Géné-
ralement, ces charges fonctionnent avec des tensions de quelques dizaines à quelques
centaines de Volts et nécessitent des courants relativement importants. Malheureusement,
à l’heure actuelle, les cellules de stockage ont des tensions de l’ordre de quelques Volts
et ne fournissent pas de courants suffisamment élevés. C’est pourquoi, la solution est
d’associer ces cellules en série pour augmenter la tension et en parallèle pour augmenter
le courant. Ainsi, le niveau de tension et de courant nécessaire au bon fonctionnement de
la charge est atteint. Chacune des cellules peut être vue comme un actionneur [4,5], et
les avoir multipliées permet de produire un effort plus grand. Nous retrouvons le même
principe pour les panneaux solaires, puisque les cellules photovoltaïques sont également
mises en série et en parallèle pour augmenter la tension et le courant.

Finalement, puisque nous nous intéresserons aux convertisseurs de puissance en
parallèle dans le chapitre 4, nous faisons remarquer que ce principe s’applique pour de
tels systèmes. Comme leurs noms l’indiquent, ils convertissent la puissance issue d’une
source de tension (un réseau électrique par exemple) pour la transmettre à une charge
avec la bonne forme (continue ou alternative) et dans les bonnes proportions (niveau de
tension adéquat, etc). Ces convertisseurs ne peuvent pas forcément fournir des courants
très élevés à cause des risques d’échauffement. Lorsque la charge requiert un courant
au-delà de la limite d’un convertisseur, d’autres convertisseurs sont ajoutés en parallèle
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Convertisseur
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Figure 1.1 – Schéma de principe des convertisseurs en parallèle

pour pouvoir répondre à cet effort. Ce principe, fréquemment utilisé pour les alimentations
basse tension/fort courant, est représenté sur la figure 1.1.

La performance

La troisième raison d’ajouter des actionneurs est d’améliorer la performance. Même
si le système peut fonctionner avec un seul actionneur, il se peut qu’en ajouter d’autres,
surtout s’ils ont des caractéristiques différentes, permette d’améliorer les performances du
système. Par performance, nous pouvons citer par exemple l’amélioration du rendement,
l’accélération de la dynamique, etc. C’est un principe que nous retrouvons pour plusieurs
exemples.

Reprenons le cas des convertisseurs en parallèle. Même si précédemment, nous avons
vu que l’ajout de convertisseurs permet de fournir des efforts plus grands, cela peut
également servir pour d’autres objectifs, dont on peut citer les deux suivants :

• le premier est la réduction des ondulations du courant de charge. En réalité, les
convertisseurs de tension continue (DC/DC) sont commandés par des interrupteurs
et ont plusieurs états de fonctionnement (suivant l’état bloqué ou passant de chaque
interrupteur). Prenons le cas d’un convertisseur à deux états. Le premier permet de
faire croître le courant tandis que le second le fait diminuer. En régime permanent,
ces deux modes sont activés tour à tour pour osciller à une certaine fréquence autour
du courant continu nécessaire. Par conséquent, le courant transmis à la charge aura
des ondulations, et cela peut perturber le fonctionnement de la charge. Ajoutons
maintenant un deuxième convertisseur en parallèle qui fonctionne exactement à la
même fréquence mais en opposition de phase avec le premier. Le résultat est que la
charge ne verra plus aucune ondulation. Cette technique s’appelle l’entrelacement [6,
7] ;

• le deuxième objectif consiste à accélérer la dynamique du convertisseur. Jusqu’ici,
lorsqu’on parlait de convertisseurs en parallèle, on imaginait ajouter des convertis-
seurs identiques (nécessaire pour l’entrelacement). Mais le fait de considérer des
convertisseurs ayant des caractéristiques dynamiques différentes peut avoir également
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son intérêt. Si le premier convertisseur est lent, alors pendant le régime transitoire, il
y aura des phénomènes indésirables comme des sur-tensions ou des sous-tensions aux
bornes de la charge. En ajoutant un convertisseur en parallèle plus rapide, ce dernier
va absorber les demandes du régime transitoire et ces phénomènes pourront être
considérablement réduits. C’est ce qui est fait lorsqu’on parle de circuits auxiliaires
pour les convertisseurs [8]. On peut se demander cependant pourquoi ne pas garder
uniquement le convertisseur rapide et supprimer le lent. En réalité, pour ces systèmes,
la rapidité et l’efficacité ne vont pas de pair. Donc pour conserver un bon rendement
en régime permanent, il faut garder le convertisseur lent.
Pour utiliser un système connu de tous, ces soucis d’amélioration de performance sont

présents sur les véhicules routiers équipés d’une motorisation hybride. Pour ces derniers,
deux actionneurs permettant d’entraîner les roues sont présents, un moteur thermique
et un moteur électrique [9], chacun d’eux ayant son régime optimal. Alors que le moteur
électrique est plus efficace à bas régime, c’est-à-dire lorsque la vitesse de rotation est faible,
le moteur thermique, quant à lui, a un meilleur rendement lorsque la vitesse est élevée.
Ainsi, il est possible de tirer avantage de cette différence pour favoriser le moteur électrique
au démarrage et sur des trajets urbains, et privilégier le moteur thermique sur des trajets
autoroutiers, ceci afin de minimiser la consommation énergétique de l’ensemble [9, 10].
Nous pouvons également évoquer le système de freinage des véhicules. Pour améliorer les
performances de freinage, chacune des roues est équipée d’un dispositif de freinage car il
est bien plus efficace de pouvoir répartir l’effort de freinage sur toutes les roues [11–13].

La conception

Parfois, lors de la conception d’un système, un certain nombre d’actionneurs est
nécessaire pour le bon fonctionnement du système sans vouloir laisser volontairement
des degrés de liberté. Prenons l’exemple de l’onduleur triphasé pour illustrer ce cas. Ce
dispositif permet de convertir une tension continue en un système de tension triphasé où
les tensions sont sinusoïdales et déphasées de 2π/3. Le schéma de principe de l’onduleur est
donné sur la figure 1.2. Comme nous le voyons, il est composé de trois bras de transistors qui
jouent le rôle d’interrupteurs. Chaque bras peut être vu comme un actionneur et à première
vue, un onduleur composé de trois bras/actionneurs a le même nombre d’actionneurs que
de variables à commander (trois bras/trois tensions). Mais la présence de deux actionneurs
serait théoriquement suffisante pour réaliser cet objectif puisque si le neutre du réseau
triphasé n’est pas relié (ce qui est souvent le cas), alors le choix de deux tensions va
inévitablement déterminer la valeur de la troisième. Il reste donc un degré de liberté qui
est le choix de la tension de neutre (composante homopolaire), qui n’a en soi pas un intérêt
primordial pour le système de tension triphasé équilibré. Ainsi le nombre d’actionneurs
présent laisse des degrés de liberté sur le système même si aucun actionneur n’a été
volontairement ajouté. Le sur-actionnement de l’onduleur est, en quelque sorte, présent
sans avoir été volontairement recherché à l’origine.

1.1.2 Dimensionnement
Nous avons vu dans la sous-section précédente que l’ajout d’actionneurs a de nom-

breux intérêts. Par contre, suivant l’objectif recherché par le sur-actionnement, il convient
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Onduleur

Système de
tension continue

Système de
tension triphasée

Figure 1.2 – Schéma de principe d’un onduleur triphasé 3 bras/2 niveaux

de choisir les actionneurs supplémentaires avec soin. Par exemple, pour les convertisseurs
en parallèle, il y a au moins trois conséquences à ajouter des branches : (i) fournir un cou-
rant plus important, (ii) entrelacer les ondulations et (iii) modifier la dynamique. Toutefois,
les convertisseurs à ajouter auront des caractéristiques différentes selon l’objectif recherché.
Pour l’entrelacement, il est préférable que celui qu’on ajoute ait des caractéristiques
proches de celui existant. Pour accélérer la dynamique il faut un convertisseur beaucoup
plus rapide, et on ne bénéficie plus de l’entrelacement. Enfin pour fournir un courant plus
important, il faut des convertisseurs ayant un bon rendement et par conséquent pas très
rapides. On ne peut donc pas accélérer la dynamique.

Ainsi, le dimensionnement des actionneurs qui sont ajoutés est important, et nous
verrons ces différences en détail pour les convertisseurs par la suite (chapitre 4).

1.1.3 Utilisation des degrés de liberté
S’il y a des actionneurs supplémentaires alors la manière de répartir un effort sur

l’ensemble des actionneurs est un degré de liberté. Cette distribution n’agit pas sur la
valeur de l’effort lui même. Le choix de répartition est motivé par deux principaux facteurs,
l’optimalité vis-à-vis d’un certain critère et la gestion des saturations.

Optimalité de la répartition

Jusqu’à la fin du XXème siècle, il était habituel d’utiliser l’actionneur principal pour
générer l’effort global et lorsque ce dernier ne pouvait plus suivre ou tombait en panne,
alors seulement les actionneurs supplémentaires étaient utilisés [14]. Mais puisque d’autres
actionneurs sont présents, on peut se demander pourquoi ne pas les utiliser dès le début
pour leur assigner une fraction de l’effort global à produire.

Une première manière de répartir ces efforts consiste en la minimisation de la
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consommation du système. Comme nous en avons parlé précédemment, c’est le cas pour
les véhicules hybrides : l’utilisation de l’un ou l’autre des moteurs est choisie pour minimiser
la consommation. Pour les convertisseurs en parallèle, le choix du convertisseur à utiliser
pour amener la puissance à la charge est un degré de liberté. Si les convertisseurs sont
différents, il est fort probable que leur régime optimal le soit également. Par exemple, il
se pourrait que le premier convertisseur soit plus efficace à faible puissance alors que le
deuxième ait un meilleur rendement à forte puissance. Dans ce cas, quand la charge a
besoin de peu de puissance, le premier convertisseur serait utilisé en priorité, de manière
à augmenter le rendement (voir [15]).

La minimisation de la consommation n’est pas la seule manière de choisir la réparti-
tion de l’effort total sur les différents actionneurs. Revenons aux panneaux solaires ou aux
batteries dont l’équilibrage des cellules est l’une des principales difficultés. Pour ces sys-
tèmes, le problème d’équilibrage correspond au fait de ne pas surcharger particulièrement
l’une des cellules par rapport aux autres afin d’amenuiser le vieillissement prématuré de
celle-ci. Plus une cellule présente des signes de vieillesse, plus il est impératif de limiter la
puissance de celle-ci [4, 5, 16]. En agissant de la sorte, l’objectif de répartition consiste à
maximiser la durée de vie du système.

Nous avons présenté quelques exemples pour lesquels la répartition de l’effort global
en régime permanent est choisie intelligemment vis-à-vis d’un certain objectif. Toutefois
un autre phénomène a un effet sur cette répartition : les saturations.

Gestion des contraintes

La gestion des saturations était au cœur des objectifs de l’allocation de commande dès
son apparition [17–19] et pour cause, puisque pour certains systèmes l’ajout d’actionneurs
était motivé par les saturations de ceux déjà présents (voir sous-section 1.1.1). Cependant,
il faut savoir maintenant gérer ce degré de liberté en rapport avec les saturations. On
retrouve dans la littérature deux moyens différents de gérer les saturations.

La première consiste à déclencher un actionneur uniquement lorsque les autres
saturent. Cette technique, connue sous le nom de chaînage (voir [20, 21]), est utile
lorsqu’on ne veut utiliser cet actionneur que lorsque c’est indispensable. C’est le cas de la
poussée vectorielle des aéronefs. Elle est tellement consommatrice en énergie que tant que
l’effort est réalisable par les actionneurs classiques, on s’interdit de l’utiliser. Par contre
lors de trajectoires particulières, nécessitant un effort trop important pour les actionneurs
classiques, la poussée vectorielle est utilisée.

La deuxième façon de gérer ces saturations est de choisir une répartition de manière
à être le plus loin possible des saturations. C’est ce qui est appelé quelquefois l’équilibrage
de charge (cf. [22,23]). Pour les onduleurs triphasés, cette technique est souvent utilisée.
On a vu précédemment qu’il existe un degré de liberté qui est le choix de la tension du
point neutre. Cette tension peut être laissée à une valeur fixe par une certaine technique
de modulation. Par contre, lorsqu’on choisit une technique différente qui permet de faire
varier la tension de ce point neutre de manière à s’éloigner des saturations, alors on
s’aperçoit qu’on est capable de générer des amplitudes de tension plus grandes.

Dans cette section, nous avons montré pourquoi certains systèmes ont plus d’action-
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neurs que nécessaire. Nous avons pu également insister sur l’importance du dimensionne-
ment des actionneurs ajoutés. Le résultat de ce sur-actionnement est la présence de degrés
de liberté. C’est pourquoi, nous avons vu quelques manières classiques de gérer ces degrés
de liberté. Parfois, montrer une nouvelle manière de les gérer peut être intéressant. C’est
ce que nous verrons dans la section suivante pour les moteurs synchrones.

1.2 Précharge d’une machine synchrone à aimants
permanents

Nous venons de voir quelques stratégies issues de la littérature qui permettent
d’utiliser les degrés de liberté liés au sur-actionnement. Nous en présentons ici une
nouvelle concernant les machines synchrones à aimants permanents (MSAP) : la précharge
de flux. Cette stratégie correspond à la modification de la valeur d’une partie du courant
qui n’a pas d’influence sur le couple, le courant direct. Le choix de ce dernier permet
d’améliorer le suivi de trajectoire de couple de la MSAP. Nous donnons également une
manière optimale de choisir la valeur de ce courant afin d’obtenir un compromis entre
consommation du moteur et qualité du suivi de trajectoire du couple.

Pour des applications de haute vitesse, une des premières limitations des machines
synchrones à aimants permanents réside en la limitation des variables de commande,
en particulier les limites en tension et courant. En effet, la force contre-électromotrice
interne augmente lorsque la vitesse de rotation augmente. Pour vaincre cette force, il
faut augmenter la tension des enroulements, mais les saturations de tension (tenue en
tension des composants, source de tension limitée) limitent cette augmentation. Lorsque
les saturations sont atteintes, il n’est plus possible d’augmenter la vitesse. De plus, du
fait de la capacité de refroidissement limitée du moteur, le courant consommé dans
les enroulements statoriques du moteur sont également contraints. En effet, lorsqu’un
courant trop important est appliqué, cela entraîne un échauffement du moteur pouvant
l’endommager.

Cependant, en modifiant la valeur du courant direct, il est possible d’agir sur les
tensions de manière à atteindre des vitesses plus élevées et de produire des couples
plus importants. Ceci est couramment appelé défluxage dans la littérature des machines
synchrones (cf. [24–26] par exemple) et consiste à choisir le régime permanent électrique
qui maximise le couple ou la vitesse de rotation tout en respectant les contraintes de
tension et de courant. Ce problème a été amplement étudié dans la littérature (voir [27–29]
pour n’en citer que quelques-uns). Nous montrons par la suite comment le choix du courant
direct pourrait également améliorer le régime transitoire.

1.2.1 Modèle d’une MSAP

Considérons premièrement le modèle dynamique d’une MSAP à pôles lisses. Comme
représenté sur la figure 1.3, il est composé de deux parties : (i) la dynamique électrique et
(ii) la dynamique mécanique.
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ω
iq

idvd

vq

ω
τem3

2npΦf

Dynamique
électrique

Dynamique
mécanique

Figure 1.3 – Schéma bloc d’une machine synchrone à aimants permanents dans le repère
d-q

Dynamique électrique

Pour la commande de MSAP, la transformée de Park [30] permet d’introduire un
nouveau repère, le repère d-q, qui est très souvent utilisé. Ce repère est tournant et est lié
au champ magnétique tournant. En appliquant cette transformée, la dynamique électrique
s’écrit

Ls
di
dt =

[
−Rs npLsω
−npLsω −Rs

]
i+ v −

[
0

Φfnpω

]
, (1.1)

avec
• i :=

[
id iq

]ᵀ
regroupant les courants dans le repère d-q ;

• v :=
[
vd vq

]ᵀ
regroupant les tensions dans le repère d-q ;

• Ls l’inductance statorique ;
• Rs la résistance statorique ;
• ω la vitesse angulaire mécanique du moteur ;
• Φf la constante de flux électromagnétique ;
• np le nombre de paires de pôles.

Nous ne considérons pas ici l’onduleur associé à sa technique de modulation qui permet
de créer le vecteur de tension v en pratique. Ce dernier correspond au vecteur d’entrée du
système.

Dynamique mécanique

D’après la deuxième loi de Newton d’un mouvement en rotation, le modèle dynamique
de la partie mécanique peut s’écrire

Jm
dω
dt = −fvω + τem − τext, (1.2)

avec
• Jm l’inertie de l’arbre moteur ;
• fv la constante de frottement visqueux ;
• τem le couple développé par le moteur ;
• τext le couple résultant extérieur ou couple de charge.
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Dans cette équation, le couple du moteur τem doit être vu comme l’entrée de l’équation
(1.2) alors que la vitesse angulaire ω en est l’état.

Le couple du moteur et le courant quadratique iq sont liés par la relation linéaire
suivante :

τem = 3
2npΦf iq. (1.3)

D’après (1.3), il est clair que le couple dépend uniquement du courant quadratique
iq. En conséquence, réguler la vitesse ou le couple laisse la valeur de id complètement
libre. Par contre, les dynamiques de courant sont couplées. D’après (1.1), la dérivée de
iq est influencée par la valeur du courant direct id. Cependant, tant que v peut être
choisi librement, ce couplage est simplement compensé par le remplacement de vq par
v̂q + npLsωid pour que la dérivée de iq ne dépende plus de id. Elle est commandée par la
nouvelle entrée v̂q. Ceci est la technique classique du découplage (que l’on trouve dans [31])
qui permet de réécrire l’équation (1.1) comme

Ls
di
dt =

[
−Rs npLsω

0 −Rs

]
i+

[
vd
v̂q

]
−
[

0
Φfnpω

]
. (1.4)

Contraintes physiques

La norme de v est contrainte physiquement par l’alimentation, ce qui l’empêche de
dépasser le scalaire Vmax qui dépend du type de source de tension et de la technique de
modulation de l’onduleur associé. La relation

‖v‖ =
√
v2
d + v2

q ≤ Vmax (1.5)

est vraie en tout temps. Par ailleurs, la norme du courant est aussi contrainte à ne pas
dépasser une limite haute en régime permanent :

‖i‖ =
√
i2d + i2q ≤ Imax. (1.6)

Cette limite Imax dépend principalement de la capacité de refroidissement du moteur. La
dépasser pendant un temps long a de fortes chances d’endommager le moteur et réduit
sa durée de vie. Notons que des pics de courant rapides et ne respectant pas (1.6) sont
tolérés, puisque le moteur n’aura pas le temps de s’échauffer.

1.2.2 Pourquoi le courant direct améliore-t-il le suivi de trajec-
toire de couple

Nous allons montrer que le courant direct id peut être utilisé pour améliorer la
réaction à une perturbation de couple. Notons τ#

em la référence de couple. Nous regardons
premièrement comment les inégalités (1.5) et (1.6) peuvent limiter le couple τem et ainsi,
empêcher τ#

em d’être correctement suivi.

Remarquons en premier lieu que (1.6) s’applique seulement pour le régime permanent.
Donc le fait de violer cette contrainte pendant un temps court n’a pas de grandes
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conséquences sur l’échauffement du moteur. Par contre, (1.5) porte sur les tensions et par
conséquent limite la dérivée du couple τem. En effet, d’après (1.1) et (1.3), on obtient

τ̇em = 3
2npΦf

diq
dt = 3

2Ls
npΦf (−npωLsid −Rsiq + vq − Φfnpω). (1.7)

Il est alors possible de calculer la variation de couple maximum τ̇em vérifiant (1.5). De
plus, les courants et la vitesse étant des variables d’état, les relations 1

id(t+) = id(t−), iq(t+) = iq(t−) et ω(t+) = ω(t−) (1.8)

sont vérifiées pour tout instant t. Par contre, les entrées de la dynamique électrique, vd et
vq peuvent être changées instantanément parce que la continuité n’est pas requise. Ceci
équivaut à dire que vd(t+) peut être complètement indépendant de vd(t−), vu que ces
tensions sont générées grâce à un onduleur dont la dynamique est beaucoup plus rapide
que les dynamiques considérées dans le moteur. D’après les équations (1.7) et (1.8), on
obtient

τ̇em(t+) = 3
2Ls

npΦf (−npω(t−)Lsid(t−)−Rsiq(t−) + vq(t+)− Φfnpω(t−)). (1.9)

En remplaçant iq dans (1.9) grâce à l’expression (1.3), on obtient les bornes de variations
de couple

τ̇em,min(ω(t−), τ(t−), id(t−)) ≤ τ̇em(t+) ≤ τ̇em,max(ω(t−), τ(t−), id(t−)),

où

τ̇em,min(ω, τ, id) := ψ(ω)id + γ(ω, τ)− 3
2LnpΦfVmax,

τ̇em,max(ω, τ, id) := ψ(ω)id + γ(ω, τ) + 3
2LnpΦfVmax,

ψ(ω) := −3
2n

2
pΦfω, γ(ω, τ) := − 1

Ls
(Rsτ + 3

2n
2
pΦ2

fω),

étant donné que la valeur maximale de vq(t+) qui respecte (1.5) est Vmax et qu’elle est
obtenue en choisissant vd(t+) = 0.

L’équilibre mécanique est caractérisé par les valeurs de vitesse et de couple à t = t−,
à savoir ω(t−) et τ(t−). Ces valeurs sont fixées par le cahier des charges, il n’y a donc aucun
degré de liberté sur leur choix. Par contre, les variations extrêmes de couple (τ̇em,min et
τ̇em,max) sont aussi fonction de id(t−), la valeur du courant direct qui à l’équilibre, n’a aucun
impact sur l’équation mécanique. Ceci est le point capital de cette nouvelle utilisation.
En conséquence, s’il est possible de prédire dans quelle direction il faudra produire une
variation de couple importante, alors cette variation pourra être plus grande si id(t−) a
été ajusté à une valeur appropriée pour la maximiser. Cette discussion est illustrée par la
figure 1.4 en considérant que la vitesse de rotation est positive. Sur cette figure, le premier
repère correspond aux trajectoires de couple et le deuxième, aux trajectoires de courant

1. Soit une fonction f : R→ R, x 7→ f(x). Nous notons f(x+
0 ) := lim

x→x0
x>x0

f(x) et f(x−0 ) := lim
x→x0
x<x0

f(x).
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: τ#em(t)

: τem,1(t)

: τem,2(t)
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: id,1(t)

: id,2(t)

t
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Figure 1.4 – Schéma illustrant l’effet de la précharge de flux sur les variations de couple

direct id. Deux cas ont été représentés. En orange nous trouvons les trajectoires de couple
et de courant direct sans effectuer de précharge de flux. En bleu, des trajectoires de couple
et de courant direct avec une précharge de flux. La consigne de couple τem,r est donnée en
rouge pointillé. Les cônes correspondent aux variations maximales et minimales de couple
que l’on pourrait effectuer à chaque instant, en assignant vq = Vmax ou vq = −Vmax et
vd = 0. Nous voyons qu’en fonction de la valeur de id, les cônes changent d’orientation, si
bien que, lorsque la demande de couple varie brusquement, si le courant direct est négatif
avant cette variation, la réaction à la demande de couple est plus rapide (courbes bleues)
que si le courant direct était laissé à 0 (courbes oranges). Notons qu’après le changement
de couple, les deux entrées sont fixées telles que vq = Vmax et vd = 0 de manière à réaliser
le plus vite possible le nouveau couple. Par conséquent le courant id n’est plus régulé.

1.2.3 Précharge de flux optimale
Le fait de choisir id 6= 0 entraîne une consommation supplémentaire. Il y a donc

un compromis à faire entre (i) la consommation du moteur et (ii) la réactivité à une
perturbation de charge. Ces deux objectifs sont contradictoires puisque pour minimiser
la consommation, il suffit de choisir id le plus proche de zéro possible alors qu’en ce qui
concerne la réactivité, il faut éloigner id de zéro autant que possible. Ce compromis pourra
se faire à l’aide d’un problème d’optimisation, afin de pouvoir régler le niveau de précharge
de flux de manière à réaliser un compromis optimal entre consommation et réactivité.

Fonction coût

Formalisons maintenant ce problème d’optimisation. Afin de ne pas complexifier
le discours, nous nous intéressons uniquement à la maximisation de la borne supérieure
de τ̇em, sachant que la minimisation de la borne inférieure suit exactement le même
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raisonnement.

Pour cela, nous définissons une fonction coût J : R2 → R tel que

J(id, iq) = α

(
‖i‖
Imax

)2

− (1− α) τ̇em,max(ω, τem, id)
|ψ(ω)Imax|

. (1.10)

Cette fonction est paramétrée par la vitesse de rotation ω, le couple τem et une variable
de pondération α ∈ [0, 1]. Cette dernière sert à effectuer un compromis entre le premier et
le second terme de J . Notons que chacun de ces deux termes a été normalisé grâce à la
norme maximale du vecteur de courant i et à ψ(ω). Afin de comprendre quel est l’objectif
de chacun des termes, prenons deux cas extrêmes qui correspondent aux frontières de
l’ensemble auquel appartient α :

• α = 0 correspond à une précharge de flux complète qui vise à maximiser la borne
supérieure de variation de couple, peu importe la consommation d’énergie ;

• α = 1 minimise la consommation d’énergie, en ignorant les limites de variation de
couple τ̇em.

Quand α est compris entre 0 et 1, un compromis entre ces deux cas extrêmes est choisi. Il
agit donc comme un indicateur de réactivité du correcteur. La valeur de α devrait alors
être proche de 1 lorsqu’une brusque variation de référence de couple τem,r est attendue,
puisque le couple va devoir augmenter très rapidement. En revanche, lorsque nous nous
attendons à ce que τem,r évolue doucement, il faudra choisir α proche de 0, de manière à
se focaliser sur la consommation d’énergie.

Formulation du problème d’optimisation

Une fois la fonction coût J définie, nous pouvons formaliser le problème d’optimisation
que nous voulons résoudre ici. Nous cherchons donc à minimiser J , en régime permanent
et tout en étant sûr que les contraintes sur le courant (1.6) et la tension (1.5) soient
respectées. Le régime permanent est défini par une certaine vitesse ω et par conséquent
un certain couple τem, solutions de

dω
dt = 0 et di

dt = 02. (1.11)

Utiliser de plus les relations (1.1) et (1.2) donne lieu au problème d’optimisation suivant :
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Précharge de flux optimale

min
id,iq

(
α
i2d + i2q
I2

max
− (1− α) τ̇em,max(ω, id)

|ψ(ω)Imax|

)
tel que (1.12a)∥∥∥∥∥

[
id
iq

]∥∥∥∥∥ ≤ Imax, (1.12b)∥∥∥∥∥
[

0
Φfnpω

]
−
[
−Rs npLsω
−npLsω −Rs

] [
id
iq

]∥∥∥∥∥ ≤ Vmax, (1.12c)

iq = 2τem

3npΦf

, (1.12d)

où ω, τem et α sont vus comme des paramètres.

Remarquons que (1.12b) correspond aux limites de courant (1.6) alors que, après
avoir remplacé les tensions par les courants correspondants en régime permanent (en
utilisant (1.1) et (1.11)) dans l’inégalité (1.5), on obtient (1.12c). La dernière contrainte
(1.12d) est directement issue de (1.3) et est paramétrée par le couple τem qui doit être
produit de manière à compenser les frottements visqueux et les couples extérieurs et à
assurer la vitesse de rotation souhaitée. Étant donné que iq est complètement défini par
(1.12d), il est intéressant de remarquer que seul le courant direct id est une variable de
décision du problème d’optimisation. En effet, le régime permanent pour la vitesse de
rotation fixe toutes les variables sauf id.

Solution analytique de (1.12)

Au lieu d’utiliser les conditions d’optimalités de Karush-Kuhn-Tucker, il convient
de mentionner que la solution analytique peut être aussi obtenue pour le problème
d’optimisation (1.12) en utilisant de simples considérations géométriques. Plus précisément,
les contraintes de (1.12) sont représentées dans le plan (id, iq) afin de mieux mettre en
évidence les limitations physiques du moteur. Procéder de la sorte permet d’obtenir une
interprétation physique de la solution optimale.

Parlons premièrement des contraintes de courant. Un exemple concernant une telle
saturation est représenté sur la figure 1.5. L’équation (1.12d) fixe la valeur de iq. Il en
résulte que la solution optimale appartient à la droite rouge horizontale de la figure 1.5.
De plus, la relation (1.12b) correspond à l’intérieur du cercle bleu centré à l’origine et de
rayon Imax. Le résultat de ces deux contraintes limite les valeurs possibles de id tel que :

id ∈ [−isat, isat] , (1.13)

où

isat :=

√√√√I2
max −

(
2τem

3npΦf

)2

≤ 0.

Les variables isat et −isat correspondent à l’abscisse des points donnés par l’intersection
entre la droite (1.12d) et le bord du disque (1.12b).
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Imax

Imax

−isat isat

i2d + i2q = I2max

iq

id0

(1.12b) et (1.12d)

valeurs atteignables pour id sous (1.12b) et (1.12d)

Figure 1.5 – Limites de courant dans le plan (id, iq)

Considérons maintenant les saturations de tension avec iq fixé par (1.12d). Soit le
changement de variable [̃

id
ĩq

]
:=
[
id
iq

]
+ κ(ω)

[
npωLs
Rs

]
,

avec
κ(ω) := Φfnpω

R2
s + (npωLs)2 .

Avec ce changement d’origine, l’inégalité donnée par (1.12c) devient∥∥∥∥∥−
[
−Rs npLsω
−npLsω −Rs

] [̃
id
ĩq

]∥∥∥∥∥ =
√(
−npωLsĩq +Rsĩd

)2
+
(
npωLsĩd +Rsĩq

)2
≤ Vmax,

(1.14)
puisque

κ(ω)
[
−Rs npLsω
−npLsω −Rs

] [
npωLs
Rs

]
= −κ(ω)

[
0

(npLsω)2 +R2
s

]
= −

[
0

Φfnpω

]
.

En développant, l’inégalité (1.14) donne

ĩ2d + ĩ2q ≤
V 2

max

R2
s + (npωLs)2 (1.15)

et correspond, dans le plan (̃id, ĩq) à l’équation d’un disque centré en 0 et de rayon

r(ω) := Vmax√
R2
s + (npωLs)2

et donc, dans le plan (id, iq) à l’équation d’un disque centré en

(−npωLsκ(ω),−Rsκ(ω))
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i−v

ĩ2d + ĩ2q = r(ω)2

iq

id
i+v

0

(1.12c) et (1.12d)

valeurs atteignables pour id sous (1.12c) et (1.12d)

Figure 1.6 – Limites de tension dans le plan (id, iq) pour ω > 0

et de même rayon.

Enfin, en combinant (1.15) et (1.12d), on obtient

id ∈ [i−v , i+v ], (1.16)

où

i−v := −

√√√√r2(ω)−
(

2τem

3npΦf

+Rsκ(ω)
)2

− npωLsκ(ω),

i+v :=

√√√√r2(ω)−
(

2τem

3npΦf

+Rsκ(ω)
)2

− npωLsκ(ω).

La figure 1.6 est une illustration des contraintes de tension et de la manière avec laquelle
ces saturations restreignent le domaine d’appartenance de id selon l’équation (1.16). i−v et
i+v correspondent aux intersections entre la droite fixée par la valeur du couple (1.12d) et
la frontière du disque (1.15).

En combinant (1.13) et (1.16), on peut alors facilement rassembler les trois contraintes
du problème (1.12) en l’unique relation

id ∈
[
sat−, sat+

]
, (1.17)

où
sat− := max{−isat, i

−
v }, et sat+ := min{isat, i

+
v }.

La figure 1.7 illustre les valeurs limites admissibles par le courant direct lorsque (i) les
limites de courant et (ii) les limites de tension sont prises en compte.
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i−v

iq

idi+v

i2d + i2q = I2max

isat−isat

sat− sat+

ĩ2d + ĩ2q = r2(ω)

0

(1.12b), (1.12c) et (1.12d)

valeurs atteignables pour id sous (1.12b), (1.12c) et (1.12d)

Figure 1.7 – Limites de courant et de tension dans le plan (id, iq) pour ω > 0

Une fois toutes les contraintes ramenées sur le courant direct, qui finalement ap-
partient au segment donné par (1.17), nous pouvons chercher la solution optimale du
problème (1.12). Celle-ci peut s’écrire sous la forme

id =


sat−, isd < sat−,
isd, sat− ≤ isd ≤ sat+,
sat+, isd > sat+.

(1.18)

Dans cette expression, isd représente l’unique solution optimale du problème (1.12) dont
les contraintes ont été enlevées, à savoir

isd := arg min
id

J

(
id,

2τem

3npΦf

)
.

Le minimum de cette fonction J a une expression analytique. Effectivement, il suffit de
calculer la valeur de id pour laquelle la dérivée de J selon id s’annule, c’est-à-dire

∂

∂id
J(id,

2τ
3npΦf

) = 0 ⇔ 2α id
I2

max
− (1− α) ψ(ω)

|ψ(ω)Imax|
= 0.

Ceci nous donne donc

isd =


α− 1

2α Imaxsgn (ω) , (α > 0),
−∞, (α = 0 ∧ ω > 0),
+∞, (α = 0 ∧ ω < 0),

(1.19)

où

∀ω ∈ R, sgn (ω) =


−1, si ω < 0,
0, si ω = 0,
1, si ω > 0.
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est la fonction signe. Si α = 0, la fonction coût J est linéaire et par conséquent non
bornée. C’est pourquoi isd prend des valeurs infinies, de manière à forcer isd < sat− ou
isd > sat+. Finalement, puisque id est solution de (1.18), dans le cas où α serait nul, la
solution optimale id se situe sur les frontières de l’ensemble réalisable.

Remarque 1.2.1 (Cas non-faisables). Suivant les valeurs de ω et τem, le problème d’op-
timisation (1.12) peut s’avérer infaisable. Sur la figure 1.7, nous voyons graphiquement
qu’une telle situation apparaît à chaque fois que la droite rouge, donnée par (1.12d), se
situe soit au dessus, soit en dessous de l’intersection des deux disques qui représentent les
contraintes (1.12b) et (1.12c). Dans ce cas, l’inégalité sat− > sat+ est vraie. Le point de
fonctionnement (ω, τem) n’est donc pas réalisable et nous choisirons la valeur de (id, iq)
qui est telle que sat− = sat+, c’est à dire le plus proche possible du point souhaité. y

1.2.4 Résultats de simulation
Scénario de simulation

Afin de donner un sens à l’environnement de simulation présenté ci-après, considérons
un scénario réaliste où une stratégie de commande en boucle fermée permet d’asservir
la vitesse, ce qui est l’objectif de commande principal. Il faut en conséquence que le
correcteur assure que la vitesse relative ω̃ := ω − ωr soit la plus proche possible de zéro.
Ici, ωr correspond à la référence de vitesse variant dans le temps qu’il faut suivre. Plus
précisément, supposons que cette référence est constante par morceaux et que sa valeur
change précisément à un instant t = td, alors que le système était initialement au repos,
c’est-à-dire, ω̃(t−d ) = 0. Faisons également l’hypothèse que le correcteur mécanique qui
délivre une référence de couple τem,r est un retour proportionnel négatif de la forme −kω̃
avec k > 0. Alors, dans ce cas précis, τem,r va brusquement changer de valeur à t = td
puisque

τem,r(t+d )− τem,r(t−d ) = −k(ω̃(t+)− ω̃(t−)) (1.8)= k(ωr(t+)− ωr(t−))

est vérifiée. Ainsi ωr(t+) > ωr(t−) implique forcément que τem,r(t+d ) > τem,r(t−d ), ce
qui indique que τem doit être augmentée dans le but de ramener ω̃ à zéro. De plus, si
k
(
ωr(t+)− ωr(t−)

)
est grand, puisque le saut de ωr est important ou bien le gain k est

choisi de manière à rendre le correcteur agressif, le meilleur système en boucle fermée doit
produire la plus grande variation possible de couple τem dans la direction souhaitée. Cela
équivaut à augmenter τem le plus rapidement possible, en choisissant donc les tensions
d’entrée vd = 0 et vq = Vmax. L’environnement de simulation ci-dessous correspond à un
intervalle de temps très faible autour de td (comme sur le zoom de la figure 1.4) et permet
d’observer comment la précharge influe sur la variation de couple.

Environnement de simulation

Des simulations sur le modèle en boucle ouverte donné par (1.1) et (1.2) ont été
effectuées. Les paramètres choisis pour le moteur sont donnés par le tableau 4.1.

Chaque simulation d’une durée de tf = 100µs se déroule de la manière suivante :
phase 1 : pour t ∈ [0, td[, le système est au repos à un équilibre mécanique qui est

caractérisé par ω et τem donnés ;

22/186



1.2. Précharge d’une machine synchrone à aimants permanents

Tableau 1.1 – Paramètres de la MSAP utilisée pour la précharge

Nombre de paires de pôles, np 5
Résistance statorique, Rs 0,55 Ω
Inductance statorique, Ls 4e−4 H
Constante de flux électromagnétique, Φf 0,0082 Wb
Coefficient de frottements visqueux, fv 1, 044e−4 kg.m.s−1

Inertie mécanique, Jm 2, 2e−6 kg.m2

Limite de tension, Vmax 12 V
Limite de courant, Imax 3 A

phase 2 : pour t ∈ [td, tf [, les tensions d’entrées basculent aux valeurs pour lesquelles
τ̇(t+em,d) est maximal selon (1.5), à savoir vd = 0 et vq = Vmax.

Tous les signaux de commande sont constants sur chacune de ces deux phases et la
transition entre les deux se produit à td = 20µs. Pendant la phase 1, le régime permanent
est choisi en assignant à id la solution du problème d’optimisation (1.12) pour différentes
valeurs de α. Ainsi, la manière avec laquelle ce paramètre influence les deux phases pourra
être observée.

Résultats pour la phase 1

Pour la phase 1, deux cas sont considérés.

1er cas : ω = 100 rad.s−1 et τext = 0 N.m.

L’absence de couple extérieur entraîne la caractéristique suivante : le couple τem doit
uniquement compenser les frottements visqueux à l’équilibre, à savoir τem = fvω.
On peut alors calculer les valeurs numériques du régime permanent correspondant
à la phase 1 :

• ω = 100 rad.s−1 ;
• τem = 0, 010 N.m ;
• iq = 0, 170 A ;

• isat=3,00 A ;
• i+v =16,97 A ;
• i−v =-21,76 A.

Le courant id est contraint à respecter −3, 00 A ≤ id ≤ 3, 00 A.

2nd cas : ω = 300 rad.s−1 et τext = 0 N.m.

Un deuxième cas est considéré. Par rapport au premier cas, uniquement la vitesse
de rotation du moteur a été modifiée afin d’observer son influence sur la précharge.
Les nouvelles valeurs numériques du régime permanent correspondant à la phase 1
sont :
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• ω = 300 rad.s−1 ;
• τem = 0, 031 N.m ;
• iq = 0, 51 A ;

• isat=2,96 A ;
• i+v =-1,02 A ;
• i−v =-21,26 A ;

Ici, le courant id est contraint à respecter −2, 96 A ≤ id ≤ −1, 02 A.

Une des différences entre le premier et le second cas est la limitation haute du
courant id. Si dans le premier cas, cette limite est liée à la contrainte de courant (1.6),
dans le second cas, le courant direct est restreint par la contrainte de tension (1.5) : dans
ce cas, la relation sat+ = i+v est vraie et le courant direct doit être forcément négatif
lorsque ω = 300 rad.s−1. Notons que ceci correspond à l’utilisation classique du défluxage,
à savoir le fait d’imposer une valeur négative pour id afin d’entraîner le moteur à des
vitesses plus grandes.

Pour chacun de ces deux cas, id est calculé comme la solution du problème (1.12)
(dont la solution est donnée par (1.18)) pour différentes valeurs du paramètre α. Les
résultats sont donnés dans le tableau 1.2. Les valeurs en rouge indiquent que α est tel que

Tableau 1.2 – Solutions de (1.12) et puissance dissipée

1er1er1er cas : ω = 100ω = 100ω = 100 rad.s−1−1−1

α id (A) P (W)
1,00 0,00 0,02
0,90 -0,33 0,12
0,75 -1,00 0,85
0,60 -2,00 3,32
0,50 - 3,00 7,43
0 - 3,00 7,43

2nd2nd2nd cas : ω = 300ω = 300ω = 300 rad.s−1−1−1

α id (A) P (W)
1 -1,02 1,07

0,75 -1,02 1,07
0,70 -1,29 1,58
0,65 -1,62 2,37
0,60 -2,00 3,51
0,50 -2,96 7,43
0 -2,96 7,43

la solution optimale appartient à la frontière de l’ensemble des contraintes, c’est-à-dire que
id est égale soit à sat−, soit à sat+. La dernière colonne des deux tableaux 1.2 précise la
puissance des pertes résistives dans le circuit électrique pendant la phase 1. D’après [32, eq.
(14)], l’expression de ces pertes s’écrit

P (i) := 3
2Rs

(
i2d + i2q

)
.

Rappelons que le but de α est de choisir un compromis entre la minimisation de la
consommation d’énergie (pour α grand) et la précision du suivi de trajectoire de couple
(pour α petit). Les résultats du tableau 1.2 sont cohérents avec ce principe car P diminue
lorsque α augmente.

Résultats pour la phase 2

Pour chacun des deux cas considérés, examinons comment la phase 1, pour laquelle
α agissait comme paramètre, modifie le comportement des premiers instants de la phase
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2. Pour ce faire, les réponses temporelles de id et τem sont représentées sur la figure 1.8 et
la figure 1.9, qui correspondent respectivement au premier cas (ω = 100 rad.s−1) et au
deuxième cas (ω = 300 rad.s−1).
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Figure 1.8 – Réponses temporelles de id(t) et τem(t) pour le premier cas (ω = 100
rad.s−1 et τext = 0)

Sur chaque figure, les courbes de courant direct id et de couple τem sont représentées
avec les mêmes couleurs pour le même α. On peut voir que, plus id est négatif dans
la phase 1 (plus α est petit), plus le couple τem augmente rapidement durant la phase
2. Évidemment, cette conclusion est valide uniquement lorsque le choix de α n’induit
pas de saturations sur id. En effet, lorsqu’une saturation est atteinte (ce qui correspond
aux valeurs en rouge dans le tableau 1.2), diminuer ou augmenter encore α selon que
c’est une saturation basse ou haute, ne modifiera pas la valeur de id. Ces simulations
confirment donc qu’en augmentant α, les limites de variations de couple τ̇em se déplacent
d’une telle manière que le suivi de trajectoire de couple est amélioré tout en considérant
les saturations de tension et de courant.

Pour finir, remarquons que cette stratégie de précharge est plus efficace quand la
vitesse du moteur est élevée (figure 1.9). Effectivement, les limites de variation de couple
sont influencées par id à travers le terme ψ(ω)id où ψ(ω) est linéaire en ω. Par conséquent,
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t (s) ×10
-4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

i d
(A

)

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

α = 0.5
α = 0.6
α = 0.65
α = 0.7
α = 0.75

t (s) ×10
-4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

τ
em

(N
.m

)

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

α = 0.5
α = 0.6
α = 0.65
α = 0.7
α = 0.75

Figure 1.9 – Réponses temporelles de id(t) et τem(t) pour le deuxième cas (ω = 300
rad.s−1 et τem,ext = 0)

une grande valeur de ω augmente l’effet de ψ(ω)id et, à son tour, a une action plus
importante sur τ̇em,min et τ̇em,max.

Dans cette section, nous avons premièrement rappelé qu’il existait un degré de
liberté sur les MSAP, à savoir la valeur du courant direct. En général, ce courant est
soit laissé à zéro pour minimiser la consommation, soit choisi négatif pour éviter les
saturations et ainsi permettre d’augmenter la vitesse de rotation (défluxage). Cependant,
nous avons montré que ce courant peut être également utile pour réagir rapidement à
une forte demande de couple. En effet, en préchargeant ce courant id, en amont de la
perturbation, les variations de couple engendrées par le moteur sont plus fortes. C’est donc
une autre utilisation de ce degré de liberté. Toutefois, réaliser cette précharge augmente la
consommation du moteur. C’est pourquoi nous avons proposé une manière de choisir ce
niveau de précharge grâce à un problème d’optimisation, tout en respectant les contraintes
du système. Ce problème contient une variable de pondération α qui permet de traduire
la préférence entre consommation et réactivité. Finalement, les simulations proposées
soulignent l’intérêt qu’il peut y avoir à utiliser le courant id de cette nouvelle manière.
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Conclusion
Dans ce premier chapitre, nous avons examiné les systèmes redondants en entrée.

Ces systèmes ont plus d’actionneurs ou d’entrées que nécessaire pour agir sur la sortie.

Premièrement nous avons vu les raisons d’avoir cette redondance d’entrée. Après
avoir discuté de la manière de dimensionner les entrées supplémentaires, nous avons donné
quelques manières de gérer les degrés de liberté présents, par exemple pour l’optimalité,
la gestion de contrainte, etc.

Ensuite, nous nous sommes focalisés sur un système précis : la machine synchrone à
aimants permanents. Sur ce système, il existe un degré de liberté qui correspond au choix
du courant direct. Habituellement, cette partie du courant est laissée à 0 pour minimiser la
consommation ou bien elle est choisie volontairement négative pour augmenter la vitesse
de rotation du moteur. C’est ce qu’on appelle le défluxage. Par rapport à cela, nous avons
proposé une manière novatrice de choisir ce courant direct. Nous l’utilisons pour améliorer
la réaction à une perturbation de couple. Nous montrons cet intérêt et présentons une
méthode pour choisir la valeur de courant direct, de manière à avoir un compromis entre
consommation et capacité de réaction à une perturbation de couple. Toutefois, l’étude
a été réalisée en boucle ouverte, et nous espérons pouvoir l’inclure à l’avenir dans une
stratégie de commande en boucle fermée. Ce choix du degré de liberté présent sur les
machines synchrones à aimants permanents est un exemple de ce que l’on peut faire sur
un système redondant en entrée.
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Introduction

Jusqu’ici, nous avons parlé de systèmes contenant des degrés de liberté. Nous avons
vu la raison de leur présence, la manière de les créer, et les avantages que l’on peut en tirer.
Mais pour tout cela, il est nécessaire de savoir que le système considéré en contient, et ce
n’est pas toujours évident. La théorie la plus connue permettant d’utiliser la redondance
d’entrée s’intitule l’allocation de commande. Elle est apparue vers la fin du XXème siècle
principalement dans le domaine de l’aéronautique [3,17–19] et des robots sous-marins [33].
Avec son arrivée, des efforts d’uniformisation et de définition de systèmes ayant des entrées
redondantes ont été fournis. Cependant ces définitions souffrent de disparités, ne serait-ce
que concernant leur nom. Ces systèmes ont premièrement été nommés systèmes sur-
actionnés [34–37]. On retrouve également le terme actionneurs redondants (par exemple
dans [38–42]) pour évoquer la même caractéristique puis d’entrées redondantes dans [43–45]
pour n’en citer que quelques-uns. Dans l’article [46] le terme systèmes larges est préféré.
Nous voyons la présence de nombreuses appellations pour la même catégorie de système,
si bien que plusieurs définitions concurrentes de ce que nous nommons redondance d’entrée
dans ce manuscrit existent dans la littérature (voir [1, 43, 45] par exemple), ce qui en
rend difficile la caractérisation. En particulier, les différentes caractéristiques de ce que
nous nommons redondance d’entrée dans ce mémoire, concernant la présence ou non de
dynamique d’actionneurs, ne sont pas toujours suffisamment explicites et elles diffèrent
d’une définition à l’autre. C’est pourquoi, un des objectifs de ce chapitre consiste en la
proposition de nouvelles définitions de la redondance d’entrée permettant d’englober tous
les types de degrés de liberté, et d’assurer la plus grande généralité possible.

Après avoir introduit les notations nécessaires, nous présenterons le contexte de
l’étude, à savoir la classe des systèmes que nous considérons. Après cette section intro-
ductive, nous listerons les différentes définitions existantes d’un système redondant en
entrée. Certaines d’entre elles font appel à des éléments de la théorie de commande géo-
métrique dont certains aspects sont rappelés dans l’annexe A. Puis nous présenterons les
définitions que nous apportons. Après cela, nous donnerons la taxonomie de la redondance
d’entrée, composée de trois types. Une fois cette taxonomie donnée, nous exhiberons
les liens qu’entretiennent les concepts que nous avons introduits avec d’autres concepts
connus comme l’inversibilité à gauche, l’injectivité et l’observation forte. La partie de
définitions sera alors terminée et nous enchaînerons ainsi sur la caractérisation. Pour ce
faire, nous introduirons premièrement un point de vue incrémental. Cette notion doit
être vue comme un outil nécessaire à la caractérisation de la redondance d’entrée. Cette
caractérisation sera présentée pour des systèmes dont l’état et l’entrée appartiennent à
des ensembles de contraintes linéaires. Grâce à cette caractérisation, nous aurons une
démarche systématique qui permet d’identifier si un système est redondant en entrée et le
cas échéant, de quel type est cette redondance.
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2.1 Notations et systèmes considérés

2.1.1 Notations
Pour la suite de cette section, nous avons besoin d’introduire les notations suivantes.

Notons R+ l’ensemble des nombres réels positifs ou nuls. Le symbole 0 représente tout ce
qui est nul mais qui n’est pas un réel (un vecteur, une application, un sous-espace, une
trajectoire), selon le contexte. La cardinalité d’un ensemble S, notée |S|, est dite plus
grande ou égale à α ∈ N si S admet au moins α éléments distincts 1 u1, . . . , uα ∈ S tels
qu’ils diffèrent d’un ensemble de mesure non nulle, c’est à dire si

∫
‖ui(τ)− uj(τ)‖ dτ > 0

pour tout i, j ∈ {1, . . . , α} différents. Les signaux u1, u2 sont égaux si |{u1, u2}| = 1. Les
sous-espaces (pas forcément linéaires/vectoriels) d’un espace euclidien sont notés par des
lettres cursives, par exemple U et X . Les lettres capitales grasses sont pour les espaces
fonctionnels comme par exemple U = {u : R+ → U}. Nous notons également C(I, C)
(respectivement PC(I, C)) l’ensemble des fonctions continues (continues par morceaux)
d’un intervalle I ⊆ R dans C. L’ensemble S−a s’écrit {s−a : s ∈ S}, de telle manière que
a ∈ S est équivalent à 0 ∈ S− a. Étant donné un ensemble A ∈ Rn et une matrice B (pas
nécessairement inversible ou carrée) avec n lignes, l’ensemble B−1A s’écrit {u : Bu ∈ A}.
Par abus de notation, la relation x ∈ X , où x(·) est une fonction du temps, veut dire
x(t) ∈ X quelque soit t dans le domaine de x(·). La transformée de Laplace de u est notée
s 7→ L[u](s). Plusieurs trajectoires différentes d’une même grandeur seront différenciées
par une lettre en indice (ua et ub par exemple). Pour différencier plusieurs composantes
d’une même trajectoire, nous utiliserons un chiffre en indice (u1 et u2 par exemple).

2.1.2 Contexte de l’étude
Dynamique non contrainte

Considérons le système Σ, linéaire, propre, invariant dans le temps et régi par les
équations suivantes :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) =: x0, (2.1a)
y(t) = Cx(t) +Du(t), (2.1b)

où
• A ∈ Rn×n est la matrice d’état ;
• B ∈ Rn×m est la matrice d’entrée ;
• C ∈ Rp×n est la matrice de sortie ;
• D ∈ Rp×m est la matrice de transfert direct.

Les vecteurs u(t) ∈ Rm, x(t) ∈ Rn et y(t) ∈ Rp sont l’entrée, l’état et la sortie de Σ à
l’instant t.

Considérons le système Σ en termes de relation entrée-état et relation entrée-sortie,
puisque nous aurons besoin de ces outils par la suite.

1. Ici seulement, ui fait référence à une trajectoire et non à la i-ème composante de u
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Relations entrée-état et entrée-sortie Notons Hx[x0; ·] la relation entrée-état qui
encapsule l’équation (2.1a). Hx[x0; ·] est une relation de u(·) vers l’état x(·) produit par
le système Σ lorsqu’il est excité par u(·) à partir d’un état initial x(0) = x0 ∈ Rn. De la
même manière, la relation entrée-sortie

H[x0; ·] : u 7→ CHx[x0;u] +Du

décrit de manière concise l’équation (2.1). Cet opérateur associe à u(·) la sortie y(·) produite
par le système Σ lorsqu’il est excité par u(·) à partir d’un état initial x(0) = x0 ∈ Rn.

Ensemble d’entrée Pour toute la suite, nous considérons également que u est causale,
continue par morceaux et exponentiellement bornée (CCMEB), c’est à dire que u ∈ UΣ
où

UΣ := {u ∈ PC(R+,Rm) | ∃M,α ∈ R : ‖u(t)‖ ≤Meαt,∀t ∈ R+}.
Choisir u dans cet ensemble certifie que la transformée de Laplace L[u] existe et que,
pour tout x0 ∈ Rn, il existe une unique fonction continue x : R+ → Rn qui vérifie (2.1a)
pour tout t ∈ R+ pour laquelle u est continue (voir [47, p.236] par exemple). C’est
cette hypothèse qui a motivé la définition de domaine et co-domaine des opérateurs
Hx[x0; ·] : UΣ → C(R+,Rn) et H[x0; ·] : UΣ → Y avec Y défini comme

Y := PC(R+,Rp).

Notons qu’à la fois Hx et H sont paramétrées par un x0 ∈ Rn arbitraire. Remarquons que
dans ce contexte, la transformée de Laplace de la trajectoire d’état L[Hx[x0;u]] d’une part
et de la trajectoire de sortie d’autre part L[H[x0;u]] existent toutes les deux pour tout
x0 ∈ Rn et pour tout u ∈ UΣ.

Compatibilité et admissibilité Soit x0 ∈ Rn une condition initiale donnée. Un triplet
(u, x, y) est dit compatible avec Σ si x et y sont produits par le système Σ quand il est
excité par u ∈ UΣ. De même, une paire (u, y) est dite compatible avec Σ s’il existe x pour
lequel le triplet (u, x, y) est compatible. Un signal d’entrée u (respectivement de sortie
y) est dit admissible par rapport à Σ s’il existe une sortie y (une entrée u) pour laquelle
(u, y) est compatible. Pour une condition initiale x0 ∈ Rn donnée, l’ensemble de tous les
triplets (u, x, y) compatibles avec Σ est noté par QΣ(x0) et s’écrit

QΣ(x0) := {(u, x, y) ∈ UΣ ×C(R+,Rn)×PC(R+,Rp) : Hx[x0;u] = x, H[x0;u] = y}.

De même, l’ensemble de toutes les paires (u, y) compatibles avec Σ est noté WΣ(x0) et
s’écrit

WΣ(x0) := {(u, y) ∈ UΣ ×PC(R+,Rp) : H[x0;u] = y}.

Enfin, rappelons la relation qui est vraie pour tout x0, x̃0 ∈ Rn, u, ũ ∈ UΣ et α ∈ R
grâce à la linéarité de (2.1a) :

Hx[x0;u] + Hx[x̃0; ũ] = Hx[x0 + x̃0;u+ ũ], (2.2)
Hx[αx0;αu] = αHx[x0;u], (2.3)

Hx[xt0 ;u ◦ (t 7→ t+ t0)] ◦ (t 7→ t− t0) = Hx[x0;u] avec xt0 := Hx[x0;u](t0). (2.4)

Puisque (2.1b) est linéaire, ces propriétés sont également vraies pour H à la place de Hx.

33/186



Chapitre 2. Définitions et caractérisations de la redondance d’entrée

Ajout de contraintes d’entrée et d’état

Soit S le système dynamique qui dérive de Σ donné par (2.1) en lui imposant
des contraintes d’entrée et d’état. Ces limitations sont considérées en imposant que les
relations u(t) ∈ U et x(t) ∈ X soient vérifiées pour tout t ∈ R+. U et X sont des sous-
ensembles de Rm et Rn respectivement. Pour cette raison, les signaux d’entrée et d’état
de S appartiennent aux espaces fonctionnels U et X définis comme suit :

U := {u : R+ → U} ∩UΣ,

X := {x : R+ → X} ∩C(R+,Rn).

Par conséquent, l’espace Q(x0) de triplet (u, x, y) compatible avec S dérive de QΣ(x0)
comme suit :

Q(x0) := QΣ(x0) ∩ (U×X×Y). (2.5)
Un triplet (u, x, y) tel que (u, x, y) ∈ Q(x0) implique que (u(t), x(t)) ∈ U × X est vérifié
pour tout t ≥ 0. De même, W(x0) correspond à l’ensemble de paires compatibles avec S
pour l’état initial x0, c’est-à-dire que (u, y) ∈W(x0) s’il existe x tel que (u, x, y) ∈ Q(x0).
En général, ces contraintes entraînent des difficultés spécifiques, comme celle illustrée dans
l’exemple suivant.

Exemple 2.1.1. Considérons le système dynamique suivant :

ẋ = x+ u,

y = x,

avec X = U = [0, 1]. Si 0 < x0 ≤ 1, alors ẋ(t) > 0 pour tout t ∈ R+, et ce quelque soit
u ∈ U. Ainsi x(t) va inévitablement sortir de X . Il n’y a donc aucune entrée u ∈ U telle
que la trajectoire d’état vérifie x ∈ X. Les ensembles W(x0) et Q(x0) sont donc vides,
quelque soit x0 ∈]0, 1] ⊆ X . En revanche, si x0 = 0 ∈ X , la trajectoire d’entrée u = 0 est
admissible. On a Q(0) = {(0, 0, 0)}. �

Nous voyons dans cet exemple qu’en fonction de l’état initial x0 et des contraintes
U × X , il est possible qu’aucune trajectoire d’état appartenant à X pour tout t n’existe.
C’est pour cette raison que nous nommons Xc l’ensemble de toutes les conditions initiales
x0 pour lesquelles il existe au moins une paire entrée/sortie compatible :

Xc := {x0 ∈ Rn : |W(x0)| ≥ 1} ⊆ X .

Notons qu’on a nécessairement Xc ⊆ X puisque x0 6∈ X enfreint forcément l’inclusion
x(t) ∈ X à t = 0 et par conséquent empêche l’existence d’une quelconque paire compatible.
Pour l’exemple 2.1.1, on a Xc = {0} ⊂ X .

Soit Ua(x0) l’ensemble de trajectoires "admissibles" d’entrée dans UΣ, c’est-à-dire,
celles qui sont conformes avec les contraintes d’entrée et qui induisent une trajectoire
d’état satisfaisant les contraintes qui lui sont relatives quand l’état initial est x0 :

Ua(x0) := {u ∈ UΣ | ∃y : (u, y) ∈W(x0)}.

Pour l’exemple 2.1.1, Ua(x0) est égal à ∅ (respectivement {0}) pour x0 ∈]0; 1] (x0 = 0).
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Figure 2.1 – Croquis des signaux de l’application entrée-sortie associés à Σ et S et
paramétrés par x0 ∈ X . On considère que QΣ(x0) = {(ui, xi, yi)i∈{a,...,h}}

Enfin, l’application entrée/état Hx[x0; ·] (respectivement application entrée/sortie
H[x0; ·]) associée à S, et paramétrée par x0, est naturellement définie comme la restriction
de Hx[x0; ·] (H[x0; ·]) à Ua(x0), à savoir

Hx[x0; ·] := Hx[x0; ·]|Ua(x0),
H[x0; ·] := H[x0; ·]|Ua(x0).

Illustration graphique

La figure 2.1 doit être vue comme un support des définitions et discussions à venir. Il
s’agit d’un croquis informel auquel le lecteur peut se référer pour comprendre les concepts
introduits dans la suite de ce chapitre. Nous ne commenterons donc pas entièrement cette
figure maintenant mais, les premières remarques la concernant sont les suivantes :

• U (respectivement Ua(x0)) est issu de UΣ par l’exclusion des signaux qui ne sont
pas compatibles avec les contraintes d’entrée (les contraintes d’entrée et d’état) de
telle manière que la relation Ua(x0) ⊆ U ⊆ UΣ est vérifiée quelque soit x0 ∈ X ;

• (ui, xi, yi) ∈ Q(x0) pour tout i ∈ {a, . . . , h} sauf pour i = a puisque xa 6∈ X, de
sorte que les contraintes d’état ne sont pas respectées quand on applique l’entrée ua.
Cet exemple montre que l’image de U par Hx[x0; ·] n’est pas forcément contenue
dans X ;

• H[x0; U] est en général un sous-ensemble strictement propre de PC(R+,Rp) puisque
Σ n’est pas supposé inversible à droite (au sens de la définition de [48, Def. 8.11] 2)
et que UΣ ne contient pas de distributions (voir [48, Chap. 8]). L’existence de
ŷ ∈ Y\H[x0; U] illustre cette remarque : il n’existe pas de trajectoires d’entrée pour
lesquelles la paire (u, ŷ) ∈W(x0). La sortie ŷ n’est donc pas admissible à partir de
x0.

2. Le concept de la définition est de dire qu’un système est inversible à droite si pour toute trajectoire
de sortie, il existe une trajectoire d’entrée qui la produit.

35/186



Chapitre 2. Définitions et caractérisations de la redondance d’entrée

2.2 Définitions existantes de la redondance d’entrée
Après avoir présenté le contexte et les outils nécessaires, nous pouvons désormais

discuter de la redondance d’entrée. Commençons par présenter les différentes définitions
existantes pour de tels systèmes.

2.2.1 Liste chronologique de citations issues de la littérature
Citons ici les définitions de la littérature par ordre chronologique :

• Bordignon [38, p.30] : "La commande génère des moments à travers le produit
matriciel Buu = τ où Bu : Rm → Rn. Puisque la classe des systèmes considérés
implique des entrées redondantes, m > n".

• Berge [34] : "Lorsque l’espace généré par les entrées de commande est plus grand que
l’espace d’entrée, le bateau sera pleinement contrôlable et considéré sur-actionné".

• Buffington [49] : "La redondance d’effecteurs de commande est définie par les
conditions suivantes :

rg{Bu} = p,

m > p,

Bu n′a pas de colonnes de zéros,

où Bu correspond à la matrice reliant les efforts de chacun des actionneurs à l’effort
global". L’opérateur "rg" fait référence au rang de la matrice en argument.

• Schneiders [37] : "Pour des systèmes dynamiques, ceci est considéré comme du
sur-actionnement : le nombre d’actionneurs est plus grand que le nombre de modes
rigides à commander".

• Johansen, Tohidi [50–52] : "Nous considérons des systèmes complètement action-
nés ou sur-actionnés (m ≥ p)".

• Harkegard [53] : "Supposons que rg{Bu(x)} = k < m. Puisque k < m, Bu a un
noyau de dimension m− k dans lequel u peut être perturbée sans exercer une action
sur la dynamique du système. Cela veut dire qu’il y a plusieurs manières de répartir
la commande sur les actionneurs, chacune d’elles assurant exactement le même
comportement du système. Ceci correspond au type de redondance d’actionneurs
qui est classiquement considéré dans les applications d’allocation de commande ".

• Zaccarian [43] : "Un système a des entrées redondantes si une des deux conditions
suivantes est satisfaite :

– il a des entrées redondantes fortes si Ker
{[
B
D

]}
6= {0} ;

– il a des entrées redondantes faibles si P ∗ := lim
s→0

C(sI − A)−1B + D est une
matrice finie qui satisfait Ker {P ∗} 6= {0}".

• Serrani [45] : "Un système est dit sur-actionné quand m > p et rg{B} ≥ p. 3 On
distingue

3. Cette définition s’applique dans le cadre de systèmes strictement propres uniquement.
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– les entrées redondantes fortes quand rg{B} = p ;
– des entrées redondantes faibles quand rg{B} > p".

• Johansen [1] : "Il peut y avoir plus d’actionneurs que le strict minimum pour
réaliser les objectifs de commande du mouvement d’une application. Donc, pour des
systèmes mécaniques sur-actionnés la contrôlabilité des états choisis et des sorties
aurait aussi pu être obtenue avec moins d’entrées de commande".

• Galeani [46] : "Le degré de redondance forte ρ et le degré de redondance faible 4 ν
sont définis comme

ρ := dim Ker
{[
B
D

]}
, ν := m− p− ρ.

Le système a
– des entrées redondantes fortes quand ρ = m− p ;
– ρ-entrées redondantes fortes (ou ν-entrées redondantes faibles), quand 0 < ρ <
m− p (ou 0 < ν < m− p) ;

– des entrées redondantes faibles quand ρ = 0".
• Galeani [46] : "Nous nous intéressons ici au cas où m > p, c’est-à-dire à des

systèmes larges".
Remarquons premièrement que les noms des systèmes considérés (sur-actionné,

redondant en entrée, ou large) diffèrent d’un article à l’autre alors que chacun d’eux vise à
désigner la même caractéristique. De plus, toutes les définitions ne sont pas équivalentes.

2.2.2 Classification
On peut classer ces différentes définitions en deux groupes : le premier faisant

référence à des actionneurs statiques uniquement, le deuxième incluant aussi les actionneurs
dynamiques.

• Actionneurs statiques : Ces définitions se retrouvent dans [34, 37, 38, 49, 53]. La
caractéristique similaire à ces définitions est la présence d’un noyau dans la ma-
trice d’entrée

[
Bᵀ Dᵀ

]ᵀ
. Ainsi il est possible d’avoir une direction d’entrée qui

n’a d’influence ni sur l’état, ni sur la sortie. Cette entrée pouvant être modifiée
instantanément, cela fait référence à la présence d’actionneurs statiques.

• Actionneurs dynamiques : En 2009, [43] montre qu’en la présence d’actionneurs
dynamiques, il est possible également d’avoir des degrés de liberté concernant le
régime permanent. C’est à dire que même si le régime transitoire est perturbé, il y a
plusieurs régimes permanents qui satisfont la sortie. C’est ce qui est compris dans
la condition des entrées redondantes faibles. Par la suite, [45] montre que même
le régime transitoire est sous-déterminé pour les entrées redondantes faibles. Dans
cet article, la redondance d’entrée est redéfinie par m > p dans le cas de systèmes
inversibles à droite uniquement. Un degré de redondance forte et faible a été ajouté
par [46].

4. Notons que dans l’article [46], ce degré est nommé µ. Nous avons choisi de le renommer ν dans
ce mémoire.

37/186



Chapitre 2. Définitions et caractérisations de la redondance d’entrée

Par ailleurs, la communauté n’a pas un point de vue unique sur ces définitions et pour
certains systèmes vérifiant m > p. Pour une machine synchrone à aimants permanents
par exemple, une partie la considérera comme étant redondante en entrée alors qu’une
autre partie non. De plus,

• l’hypothèse d’inversibilité à droite n’est pas nécessaire pour considérer des systèmes
redondants en entrée. Il est donc possible qu’un système soit redondant en entrée
avec m ≤ p (voir l’exemple 2.3.3 pour s’en convaincre) ;

• les contraintes d’entrée ou d’état n’ont jamais été prises en compte pour ces défi-
nitions. Toutefois, ces saturations ont une influence sur la présence de redondance
d’entrée pour certaines trajectoires (voir l’exemple 2.3.1).
C’est pour cela que nous cherchons à unifier ces définitions et les étendre pour

englober les deux points suivants :
• tout type de système dynamique linéaire, tant qu’il est propre et invariant en temps ;
• les contraintes sur l’état et l’entrée du système.

2.3 Définitions proposées
Pour les définitions que nous proposons, la redondance d’entrée de S est reliée à

la capacité du système à générer des trajectoires de sortie identiques y par le moyen de
trajectoires d’entrée distinctes ua 6= ub, à partir d’une même condition initiale x0. Dans ce
cas, le couple (x0, y) ne détermine donc pas l’entrée u de manière unique. Par conséquent,
des degrés de liberté existent quand il s’agit de concevoir une entrée pour générer la sortie
y. Nous montrerons formellement par la suite que cette propriété est intrinsèquement
reliée à la non-inversibilité à gauche de S.

Naturellement, nous pouvons nous demander si cette propriété, associée à une sortie
et un état initial spécifique, reste valide quand d’autres couples (x0, y) sont considérés.
Dans le cas non-contraint, nous verrons qu’elle reste effectivement valide quelque soit
(x0, y). Ceci sera établi par le théorème 2.7.3 à venir. Par contre, lorsque des contraintes
d’entrée et d’état sont imposées, l’exemple suivant montre dès maintenant que la propriété
de redondance peut apparaître/disparaître selon le choix de (x0, y).

Exemple 2.3.1 (Non-uniformité). Considérons le système suivant :

ẋ = −x+
[
1 1

]
u, y = x+

[
1 0

]
u,

pour lequel chaque entrée doit être positive, alors que la trajectoire d’état est libre, c’est à
dire U = R2

+ et X = R. On observe que l’application entrée/sortie est complètement prise
en compte par l’équation suivante, pour laquelle y est considéré comme un paramètre et
u1,2 sont les inconnues :

ẏ + y − u2 = u̇1 + 2u1, (2.6)
avec u1(0) = y(0)− x(0). Considérons les cas suivants :
(i) définissons x0,a := −1 et ya : t 7→ −e−t. Dans ce cas, ua = 0 est l’unique entrée

dans UΣ qui donne lieu à ya lorsque x(0) = x0,a tout en étant compatible avec les
contraintes en tout temps, c’est-à-dire (ua, ya), (ub, yb) ∈ W(x0,a). En effet, (2.6)
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est réduit à −u2 = u̇1 + 2u1, de sorte que u1(t) ≤ 0 ne peut pas s’échapper de
{u1(0) = 0} à cause des contraintes de u2(t) ≥ 0 ;

(ii) gardons x(0) = x0,a et choisissons yb = 0. Clairement, autant ub : t 7→ [e−2t, 0]ᵀ que
uc : t 7→ [e−3t, e−3t]ᵀ produisent yb et sont compatibles avec les contraintes ;

(iii) définissons x0,b = 0 et gardons yb = 0. Pour la même raison que dans (i), ua = 0 est
la seule entrée qui est telle que (ua, yb) ∈W(x0,b).

En résumé, lorsque x(0) = x0,a, la sortie yb peut être produite par plusieurs entrées. Au
contraire, remplacer l’état initial par x0,b ou la sortie par ya rend l’entrée unique. Par
conséquent, la capacité à concevoir des entrées différentes qui donnent lieu à la même
sortie ne dépend pas uniquement de la trajectoire de sortie mais également du choix de la
condition initiale x0. �

Le phénomène montré par cet exemple a motivé les définitions à venir qui font
intervenir explicitement la sortie y et l’état initial x0 pour la redondance d’entrée.

2.3.1 Définitions de la redondance d’entrée
Définition 2.3.1. Un système S est dit redondant en entrée à X s ⊆ X sur Ys ⊂ Y s’il
existe une trajectoire de sortie y ∈ Ys qui, à partir d’un état initial x0 ∈ X s, peut être
produite par (au moins) deux entrées distinctes, c’est-à-dire qu’il existe x0 ∈ X s tel que

∃(ua, ya), (ub, yb) ∈W(x0) ∩ (U×Ys) : ua 6= ub, ya = yb. (2.7)

�

En s’inspirant de [54, Définition 2.4, p.20], une paire (x0, y) par laquelle on montre
que le système S est redondant en entrée est dite singulière.

Définition 2.3.2. Une paire (x0, y) ∈ X × Y est singulière (pour le système S) si la
trajectoire de sortie y peut être produite par (au moins) deux entrées distinctes à partir
d’une condition initiale x0, c’est-à-dire

∃(ua, ya), (ub, yb) ∈W(x0) : ua 6= ub, ya = yb = y. (2.8)

�

Remarque 2.3.1. Dans la première définition, lorsque les ensembles X et Y sont considérés
en entier (c’est-à-dire que X s = X et Ys = Y), alors les qualificatifs "à X " et "sur Y" sont
implicites de telle manière que

• l’expression redondance d’entrée à X s doit être lue comme redondance d’entrée à
X s sur Y ;

• l’expression redondance d’entrée sur Ys doit être lue comme redondance d’entrée à
X sur Ys ;

• l’expression redondance d’entrée doit être lue comme redondance d’entrée à X sur
Y.

y
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Remarque 2.3.2 (Formulation alternative à (2.8)). Remarquons que les relations

|W(x0) ∩ (U× {y})| ≥ 2, (2.9a)
|H−1[x0; y]| ≥ 2 (2.9b)

donnent deux manières alternatives de définir la singularité de (x0, y) ∈ X × Y. Ici,
H−1[x0; y] fait référence à l’ensemble des antécédents de y ∈ Y par H[x0; ·], c’est-à-dire
H−1[x0; y] := {u ∈ Ua(x0) : y = H[x0;u]} ou, de façon équivalente, H−1[x0; y] ∩Ua(x0)
ou encore {u ∈ U : (u, y) ∈ W(x0)}. Les développements qui suivent pourraient être
réécrits indifféremment dans l’une ou l’autre reformulation. y

Notons S ⊆ X ×Y l’ensemble des paires singulières associées au système S, à savoir

S := {(x0, y) ∈ X ×Y : (2.8)}.

Il est clair que le système S est redondant en entrée à X s sur Ys si et seulement
si S ∩ (X s × Ys) est non vide. On définit également A comme l’ensemble des paires
(x0, y) ∈ X ×Y pour lesquelles y est admissible pour ce x0 :

A := {(x0, y) ∈ X ×Y | ∃u : (u, y) ∈W(x0)}.

Par la suite, une paire (x0, y) sera dite admissible si elle appartient à A.

On a alors la chaîne d’inclusion suivante :

S ⊆ A ⊆ X ×Y.

Cette dernière suggère (i) que X ×Y peut contenir des paires (x0, y) non admissibles
(dans ce cas, l’inclusion de A dans X ×Y est stricte) et (ii) que, même lorsque c’est le cas
(on a alors (x0, y) ∈ A), cette paire peut ne pas être singulière (dans ce cas, l’inclusion
de S dans A est stricte). Finalement, l’inclusion S ⊆ A indique que, pour qu’une paire
(x0, y) soit singulière, il faut qu’elle soit admissible.

Exemple 2.3.2. Sur la figure 2.1, nous voyons que (x0, ye) et (x0, yg) sont des paires
singulières, ce qui veut dire que {(x0, ye), (x0, yg)} ⊆ S. Par conséquent S est redondant
en entrée (à X sur Y). Remarquons que (x0, ya) n’est pas une paire singulière même si
ya = yb et ua 6= ub. En effet, xa 6∈ X et donc (ua, ya) n’appartient pas à W(x0). Enfin,
nous observons que yc 6= yd même si xc = xd. Il est évident que cette situation ne peut se
produire que si Σ n’est pas strictement propre. �

Exemple 2.3.3 (Système non-inversible à droite). Pour mettre en lumière le fait que
l’inversibilité à droite n’est pas requise pour la redondance d’entrée et que par conséquent
même si m n’est pas plus grand que p (ici m = p), le système peut être redondant en
entrée, prenons le système carré suivant pour lequel il n’y a aucune contrainte (c’est-à-dire
que U = Rm et X = Rn) :

ẋ =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

x+

1 0
1 0
0 1

u, y =
[
1 0 0
0 1 0

]
x.
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Par exemple, pour x0 = 0, les deux entrées ua et ub qui s’écrivent

ua = 0 et ub : t 7→
[
0
1

]
sont distinctes, produisent des trajectoires d’état

xa = 0 et xb : t 7→

 0
0

1− e−t


différentes, mais la même sortie

ya = yb = 0.

Remarquons que pour x0 = 0, en choisissant la première composante de y à 0 pour

tout t, cela impose que l’entrée soit de la forme u : t 7→
[

0
ũ(t)

]
avec ũ : R+ → R. À

son tour, cette entrée impose que y soit égale à 0 pour tout t. Par conséquent, la sortie
suivante :

y : t 7→
[
0
1

]
n’est pas admissible. Donc le système n’est pas inversible à droite. �

2.3.2 Uniformité
D’après la relation (2.7), pour établir que S est redondant en entrée X s sur Ys, il

suffit de trouver un seul élément y dans l’espace fonctionnel Ys de sortie qui admet au
moins deux antécédents par H[x0; ·] pour un certain x0 ∈ X s. Cependant, dans certains cas,
cette singularité peut se présenter pour toutes les paires (x0, y) ∈ (X s ×Ys) admissibles.
Formalisons cette propriété de manière plus détaillée au moyen du concept d’uniformité.

Définition 2.3.3. Le système S est uniformément redondant en entrée à X s sur Ys (i)
s’il est redondant en entrée à X s sur Ys et (ii) si toute paire (x0, y) ∈ (X s×Ys) admissible
est singulière. Autrement dit, si (i) S ∩ (X s ×Ys) est non vide et (ii) S ∩ (X s ×Ys) =
A ∩ (X s ∩Ys). �

Exemple 2.3.4. D’après les signaux représentés sur la figure 2.1, nous pouvons dire
que S est uniformément redondant en entrée à {x0} sur {ye, yg}, et même sur {ye, yg, ŷ}
puisque ŷ n’est pas une sortie admissible. �

2.4 Taxonomie
Dans la section précédente, nous avons pu définir ce qu’est un système redondant

en entrée, et le relier à la notion de paires singulières. Cette redondance d’entrée peut
avoir différentes origines, c’est pourquoi nous donnons dans cette section une classification
de ces différentes origines. Dans cette classification, les trajectoires d’état ont un rôle à
jouer. En effet, deux trajectoires d’entrée distinctes ont la possibilité de produire non
seulement des trajectoires de sortie identiques mais aussi des trajectoires d’état identiques.
Cette propriété est déterminante dans la classification des différentes espèces de paires
singulières.
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2.4.1 Classification des paires singulières
Introduisons ici les trajectoires d’entrée dans (2.8) : à partir d’une paire (x0, y) ∈

X ×Y, définissons les relations suivantes :

∃(ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) : ua 6= ub, xa = xb, ya = yb = y, (2.10)
∃(ũa, x̃a, ỹa), (ũb, x̃b, ỹb) ∈ Q(x0) : ũa 6= ũb, x̃a 6= x̃b, ỹa = ỹb = y. (2.11)

Ces deux relations expriment le fait qu’il existe deux entrées différentes qui permettent de
générer une même sortie à partir d’un même état initial donné. La différence entre les
deux est que, pour la relation (2.10), la trajectoire d’état est également la même pour les
deux entrées alors que pour la relation (2.11), les trajectoires d’état sont différentes.

Notons que si (x0, y) est une paire singulière, alors au moins l’une des deux relations
ci-dessus est vérifiée.

En utilisant les deux relations (2.10) et (2.11) au lieu de (2.7), il est possible d’étudier
l’origine de la singularité, ce qui donne lieu à une taxonomie pour distinguer les paires
singulières de par la structure interne de S.

Définition 2.4.1. Une paire (x0, y) ∈ X ×Y est singulière
• de type 1 si (2.10) est vraie mais pas (2.11) ;
• de type 2 si (2.11) est vraie mais pas (2.10) ;
• de type 3 si à la fois (2.10) et (2.11) sont vraies.

�

Remarque 2.4.1. Notons que si l’application entrée/état Hx[x0; ·] est injective, alors (2.10)
ne peut être vraie si bien que s’il y a des paires singulières, elles ne seront ni de type 1, ni
de type 3. En d’autres termes, l’existence d’une paire singulière de type 1 ou 3 implique
forcément que Hx[x0; ·] n’est pas injective. y

Une conséquence de la définition précédente est que les trois types sont mutuellement
exclusifs : aucune paire singulière (x0, y) ne peut être de différents types simultanément.
C’est pour cette raison que nous introduisons les relations suivantes qui ne sont rien de
plus que les négations de (2.10) et (2.11) respectivement :

∀(ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) : ua = ub ∨ xa 6= xb ∨ ¬(ya = yb = y), (2.12)
∀(ũa, x̃a, ỹa), (ũb, x̃b, ỹb) ∈ Q(x0) : ũa = ũb ∨ x̃a = x̃b ∨ ¬(ỹa = ỹb = y). (2.13)

Cela donne lieu à la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. Soit (x0, y) ∈ X ×Y une paire singulière du système S. Elle est
• de type 1 si et seulement si l’implication

ua 6= ub
y = ya = yb

}
⇒ xa = xb (2.14)

est vraie pour tout (ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) ;
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• de type 2 si et seulement si l’implication

ua 6= ub
y = ya = yb

}
⇒ xa 6= xb (2.15)

est vraie pour tout (ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) ;
• de type 3 si et seulement si ni (2.14), ni (2.15) ne sont vraies, et ce pour tout

(ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0).

Dans ce contexte, l’exemple suivant permet d’illustrer la taxonomie proposée et de
donner dès maintenant un aperçu de la caractérisation apportée par cette section.

Exemple 2.4.1. D’après la figure 2.1, la paire singulière (x0, ye) est de type 1 et la paire
(x0, yg) est de type 2. �

Donnons également des exemples de trois systèmes qui contiennent des paires de
type 1 pour le premier, de type 2 pour le second et de type 3 pour le dernier.

Exemple 2.4.2 (Type 1). Considérons le système non contraint suivant :

ẋ =
[
1 1

]
u,

y = x.
(2.16)

Pour un état initial x0 = 0, les deux trajectoires d’entrée suivantes :

ua = 0 et ub : t 7→
[

1
−1

]

sont distinctes et génèrent le même état et la même sortie xa = xb = ya = yb = 0. Puisque
y = x, on sait que (2.11) n’est pas vraie pour la paire (x0, y) = (0,0), elle est donc de
type 1. �

Exemple 2.4.3 (Type 2). Considérons le système non contraint suivant :

ẋ =
[
−1 1
0 −1

]
x+

[
1 0
0 1

]
u,

y =
[
1 0

]
x.

(2.17)

Pour x0 = 0, les deux entrées suivantes :

ua : t 7→
[
1
0

]
et ub : t 7→

[
e−t

1

]

sont distinctes et donnent lieu à des trajectoires d’état différentes

xa : t 7→
[
1− e−t

0

]
et xb : t 7→

[
1− e−t
1− e−t

]
,

mais à la même sortie
ya = yb : t 7→ 1− e−t.

On peut montrer que (2.10) n’est pas vraie pour la paire considérée. Donc cette paire
(x0, y) = (0, t 7→ 1− e−t) est singulière de type 2. �

43/186



Chapitre 2. Définitions et caractérisations de la redondance d’entrée

Exemple 2.4.4 (Type 3). Considérons le système non contraint suivant :

ẋ =
[
−1 0
0 −1

]
x+

[
1 0 0
0 1 1

]
u,

y =
[
1 0

]
x.

(2.18)

Pour x0 = 0, les trois entrées suivantes :

ua : t 7→

1
0
0

 , ub : t 7→

1
1
0

 et uc : t 7→

 1
0.5
0.5


sont distinctes et engendrent des trajectoires d’état telles que la deuxième et la troisième
sont les mêmes :

xa : t 7→
[
1− e−t

0

]
et xb = xc : t 7→

[
1− e−t
1− e−t

]
,

et la même sortie
ya = yb = yc : t 7→ 1− e−t.

Par conséquent, la paire (x0, y) = (0, t 7→ 1− e−t) est singulière de type 3. �

2.4.2 Classification des systèmes
Lorsque toutes les paires singulières d’un ensemble X s ×Ys choisi appartiennent au

même type, le système lui-même hérite de la taxonomie proposée, bien qu’elle fût conçue
initialement pour les paires singulières.

Définition 2.4.2. Un système S est redondant en entrée de type 1 (respectivement 2 et 3)
(i) s’il est redondant en entrée (à X sur Y) et (ii) si toute paire singulière (x0, y) ∈ X ×Y
est de type 1 (2 et 3), c’est-à-dire si (i) S est non vide et (ii) pour tout (x0, y) ∈ S, la
relation (2.10) ∧ ¬(2.11) (respectivement ¬(2.10) ∧ (2.11), (2.10) ∧ (2.11)) est vraie. �

Exemple 2.4.5. En considérant les signaux représentés sur la figure 2.1, des paires
singulières de différents types coexistent. Par conséquent, S n’est pas redondant en entrée
d’un type en particulier. �

Comme l’illustre la définition suivante, la propriété d’uniformité présentée précédem-
ment peut être combinée avec la taxonomie proposée.

Définition 2.4.3. Un système S est uniformément redondant en entrée de type 1 (res-
pectivement 2 et 3) (i) s’il est uniformément redondant en entrée (à X sur Y) et (ii) s’il
est redondant en entrée à X sur Y de type 1 (2 et 3), c’est-à-dire que (i) S est égal à A
et n’est pas vide et (ii) pour tout (x0, y) ∈ S, la relation (2.10) ∧ ¬(2.11) (respectivement
¬(2.10) ∧ (2.11), (2.10) ∧ (2.11)) est vraie. �

2.5 Relations avec des concepts connus
En réalité, la redondance d’entrée comme nous l’avons définie dans les sections

précédentes est étroitement liée avec d’autres concepts bien connus comme l’inversibilité
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à gauche, l’injectivité d’une application entrée/sortie mais aussi l’observabilité forte. Ici,
nous relions formellement la redondance d’entrée à ces différents concepts.

Pour éviter les complications inutiles, on considère dans cette section que les
ensembles X s et Ys sont tels qu’il existe x0 ∈ X s pour lequel il existe des paires
(u, y) ∈W(x0) ∩ (U×Ys), c’est-à-dire que A ∩ (X s ×Ys) est non vide.

2.5.1 Inversibilité à gauche
Premièrement, adaptons la définition de l’inversibilité à gauche donnée par [48, Def.

8.7] dans le contexte de cette étude. Un système S est dit inversible à gauche à X s sur
Ys si deux trajectoires de sortie de Ys, admissibles pour x0 ∈ X s et identiques ne peuvent
provenir que de trajectoires d’entrée identiques, c’est-à-dire si pour tout x0 ∈ X s et pour
tout ua, ub ∈ Ua(x0) l’implication suivante est vraie :

Ys 3 H[x0;ua] = H[x0;ub] ⇒ ua = ub.

Ceci équivaut à dire que la propriété suivante est vraie pour tout x0 ∈ X s :
∀(ua, ya), (ub, yb) ∈W(x0) ∩ (U×Ys) : ua = ub ∨ ya 6= yb.

Il se trouve que c’est exactement la négation de (2.7). Ainsi la propriété de redondance
d’entrée n’est rien de plus que la non-inversibilité à gauche.

Lemme 2.5.1 (Inversibilité à gauche). Un système S est redondant en entrée à X s ⊆ X
sur Ys ⊆ Y si et seulement si S n’est pas inversible à gauche à X s sur Ys.

2.5.2 Injectivité
En suivant par exemple [55, p.138], les définitions précédentes peuvent être interpré-

tées en terme d’injectivité de l’application entrée/sortie associée à S.

Lemme 2.5.2 (Injectivité). Un système S est redondant en entrée à X s ⊆ X sur
Ys ⊆ Y si et seulement si la restriction de H[x0; ·] à l’ensemble des trajectoires d’entrée qui
produisent une trajectoire de sortie dans Ys, à savoir {u | ∃y : (u, y) ∈W(x0)∩(U×Ys)},
n’est pas injective pour au moins un x0 ∈ X s.

En corollaire, le système S est redondant en entrée à X s sur Y si et seulement si
H[x0; ·] n’est pas injective pour au moins un x0 ∈ X s.

Remarque 2.5.1 (Non injectivité de Hx et existence de paires singulières). En s’appuyant
sur (2.10), nous rappelons que la remarque 2.4.1 montre que la redondance d’entrée de
type 1 ou 3 implique que Hx[x0; ·] n’est pas injective. Par contre il est important de noter
que l’implication opposée (la non-injectivité de Hx[x0; ·] implique l’existence de paires
singulières (x0, y) de type 1 ou 3) n’est pas vraie dans le cas général. L’exemple 2.5.1 en
est un contre-exemple. y

Exemple 2.5.1 (Non-injectivité de Hx). Considérons le système non contraint suivant :

ẋ = x−
[
1 1

]
u,

y =
[
1
0

]
x+

[
0 0
0 1

]
u.
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Dans cet exemple, nous voyons que dim Ker {B} > 0, ce qui prouve que l’opérateur
Hx[x0; ·] n’est pas injectif puisqu’il existe forcément (ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) tel
que ua 6= ub et xa = xb. Mais nous verrons grâce aux outils présentés dans la suite (voir
exemple 2.7.8) que ces deux entrées différentes produisent forcément deux trajectoires de
sortie différentes puisque nous verrons que ce système n’est pas redondant en entrée. Cette
dernière propriété ne l’empêche pas d’avoir une relation entrée/état non injective. �

2.5.3 Observabilité forte
Il se trouve que la redondance d’entrée de type 1 est liée à l’observabilité forte de

S. Rappelons que le système S est observable si deux états distincts quelconques sont
distinguables, c’est-à-dire si
∀x0,a 6= x0,b ∈ Xc, ∃(ua, ya) ∈W(x0,a), ∃(ub, yb) ∈W(x0,b) : ua = ub, ya 6= yb. (2.19)

En gardant à l’esprit que le fait d’être distinguable ne dépend pas de l’intervalle temporel
[0, T ] considéré, la formulation précédente est adaptée de [48, Def. 3.6, p.41]. L’observabilité
forte apparaît lorsque la propriété suivante est vraie :

∀x0,a 6= x0,b ∈ Xc, ∀(ua, ya) ∈W(x0,a), ∀(ub, yb) ∈W(x0,b) : ya 6= yb, (2.20)
ce qui veut dire que toute paire d’états distincts est distinguable par toute entrée (même
distincte).

Lemme 2.5.3. Soit S fortement observable et redondant en entrée (à X sur Y). Alors,
S est redondant en entrée de type 1.

Démonstration. Par définition, si S est redondant en entrée, il existe une paire singulière
(x0, y) ∈ X ×Y telle que (2.7) est vérifiée, c’est-à-dire

∃(ua, xa, ya), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0) : ua 6= ub, ya = yb.

On montre que xa est égal à xb, de sorte que (x0, y) est singulière de type 1. Pour
comprendre ce point, raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe t0 ≥ 0 tel que
xa(t0) 6= xb(t0). D’après (2.4), en remplaçant Hx par H, l’égalité ya = yb peut s’écrire
comme H[xa(t0);ua ◦ (t 7→ t+ t0)] = H[xb(t0);ub ◦ (t 7→ t+ t0)], ce qui empêche S d’être
fortement observable, au sens de (2.20). Puisque la paire singulière (x0, y) est arbitraire,
cela prouve que S est redondant en entrée de type 1.

L’exemple suivant montre que l’implication du lemme 2.5.3 n’est pas une relation
d’équivalence.

Exemple 2.5.2. Considérons le système non contraint suivant :

ẋ =
[
1 0
0 1

]
x+

[
0 0
1 1

]
u,

y =
[
0 1

]
x.

Clairement, ce système est redondant en entrée de type 1 puisque toute entrée distincte
donnant lieu à la même sortie entraîne également la même trajectoire d’état. Cependant,
il n’est pas fortement observable puisque u = 0 entraîne y = 0 pour tout état initial dont
la deuxième composante est nulle. �
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2.6 Analyse incrémentale
Cette section a pour but d’analyser l’application entrée/sortie associée au système S

en utilisant un point de vue incrémental : les couples d’entrées (ua, ub) sont alors décrits
par (ua, ũ) avec ũ = ub − ua afin que ub = ua + ũ puisse être exprimée relativement à
ua. Cette analyse contribue à la caractérisation pratique des définitions précédentes, en
particulier lorsque U et X sont linéaires.

2.6.1 Caractérisation incrémentale de la singularité
Soit une paire singulière (x0, y). Construisons l’ensemble H−1[x0; y] de toutes les

entrées admissibles u qui produisent une même sortie y quand l’état est initialisé à x0,
c’est-à-dire

H−1[x0; y] := {u ∈ U : (u, y) ∈W(x0)}.

Par définition, (x0, y) est singulière si et seulement si |H−1[x0; y]| ≥ 2. Dans le but d’obtenir
des conditions pour lesquelles cette inégalité est vérifiée, décrivons H−1[x0; y] relativement
à un élément u de cet ensemble. Plus précisément, étant donné u ∈ H−1[x0; y] quelconque,
définissons Ũ(x0, u) comme suit :

Ũ(x0, u) := H−1[x0; y]− u. (2.21)

Notons que Ũ est paramétré par (x0, u) ∈ X ×U, mais ne l’est pas par y qui peut être
obtenu de manière unique à partir de x0 et u. Écrire (2.21) dans l’autre sens permet de
saisir plus facilement le sens de notre démarche. L’égalité H−1[x0; y] = Ũ(x0, u) + u veut
simplement dire que Ũ(x0;u) collecte les signaux ũ : R+ → Rm qui, lorsqu’ils sont ajoutés
à u ∈ H−1[x0; y], donnent lieu à des entrées qui appartiennent toujours à H−1[x0; y]. Par
conséquent, ces entrées satisfont (u+ ũ, y) ∈W(x0), c’est-à-dire qu’à la fois u et u+ ũ
respectent les contraintes et produisent une sortie y identique pour le même état initial
x0. En observant que 0 appartient à Ũ(x0, u), cette discussion donne lieu à une nouvelle
caractérisation de la singularité. Pour cela, introduisons premièrement le lemme suivant.

Lemme 2.6.1. Pour tout x0,a, x0,b ∈ X et pour tout triplet (u, x, y) ∈ Q(x0,b), les
ensembles Q(x0,a)− (u, x, y) et W(x0,a)− (u, y) s’écrivent

Q(x0,a)− (u, x, y) =
{(ũ, x̃, ỹ) ∈ U×X×Y − (u, x, y) : Hx[x0,a − x0,b; ũ] = x̃, H[x0,a − x0,b; ũ] = ỹ} (2.22)

et

W(x0,a)− (u, y) =
{(ũ, ỹ) ∈ U×Y − (u, y) : H[x0,a − x0,b; ũ] = ỹ, Hx[x0,a − x0,b; ũ] ∈ X− Hx[x0,b;u]}.

(2.23)

Démonstration. Montrons premièrement que Q(x0,a)−(u, x, y) est inclus dans la partie de
droite de (2.22). Choisissons arbitrairement x0,a, x0,b ∈ X , (u, x, y) ∈ Q(x0,b) et (ũ, x̃, ỹ) ∈
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Q(x0,a) − (u, x, y), tels que (ũ, x̃, ỹ) = (ū, x̄, ȳ) − (u, x, y), pour un (ū, x̄, ȳ) ∈ Q(x0,a).
Remarquons que

Hx[x0,a − x0,b; ũ] = Hx[x0,a − x0,b; ū− u]
(2.2)= Hx[x0,a; ū] + Hx[−x0,b;−u]

(2.3)= Hx[x0,a; ū]− Hx[x0,b;u] = x̄− x = x̃

et de manière similaire, H[x0,a − x0,b; ũ] = ỹ. Puis, notons que Q(x0,a) − (u, x, y) ⊆
U×X×Y − (u, x, y) vient de (2.5).

Inversement, considérons un triplet arbitraire (u, x, y) ∈ Q(x0,b). Prenons (ũ, x̃, ỹ)
inclus dans la partie de droite de (2.22) et montrons maintenant que (ũ, x̃, ỹ) appartient
également à Q(x0,a) − (u, x, y). Définissons (ū, x̄, ȳ) := (ũ, x̃, ỹ) + (u, x, y). Dans ce cas,
(ū, x̄, ȳ) ∈ U×X×Y. Puis, observons que Hx[x0,a; ū] = Hx[x0,b;u] + H[x0,a − x0,b; ũ] =
x + x̃ = x̄ et de manière analogue, H[x0,a; ū] = ȳ. On a alors prouvé que (ū, x̄, ȳ) ∈
Q(x0,a) si bien que (ũ, x̃, ỹ) ∈ Q(x0,a)− (u, x, y). L’équation (2.23) se déduit directement
de (2.22).

La proposition suivante donne une nouvelle caractérisation de la singularité.

Proposition 2.6.2. La paire (x0, y) ∈ X ×Y est singulière si et seulement si H−1[x0; y]
est non vide et

∀u ∈ H−1[x0; y] : |Ũ(x0, u)| ≥ 2. (2.24)

De plus, l’ensemble Ũ(x0, u) s’écrit

Ũ(x0, u) = {ũ ∈ U− u : H[0; ũ] = 0 et Hx[0; ũ] ∈ X− Hx[x0;u]}. (2.25)

Démonstration. L’égalité entre |H−1[x0; y]| et |Ũ(x0, u)| peut être déduite de (2.21). Les
paramètres de ces ensembles sont arbitraires, à condition que (u, y) appartienne à W(x0).
Ceci équivaut à dire que u peut être choisie librement dans H−1[x0; y]. En se référant aux
conclusions de la remarque 2.3.2, cela prouve (2.24).

Poursuivons la discussion qui précède le lemme 2.6.1. Remarquons que (ũ+ u, y) =
(u, y) + (ũ,0) appartient à W(x0), ce qui équivaut à dire que ũ satisfait (ũ,0) ∈W(x0)−
(u, y). D’après l’équation (2.23) (pour le cas particulier où x0,a = x0,b), on a directement

W(x0)− (u, y) = {(ũ, ỹ) ∈ U×Y − (u, y) : H[0; ũ] = ỹ et Hx[0; ũ] ∈ X− Hx[x0;u]}.

Cette dernière relation avec ỹ = 0 prouve (2.25).

La proposition précédente montre qu’il est possible de trouver une entrée distincte
de u bien que produisant la même sortie si et seulement s’il est possible de concevoir une
entrée incrémentale u+ ũ (i) laissant la sortie y inchangée et (ii) étant compatible avec
les contraintes intégrées dans U×X×Y. Par linéarité (voir (2.25)), cela se trouve être
équivalent à dire que ũ produit une sortie identiquement nulle à partir d’un état initial
nul sans sortir des contraintes liées à U×X×Y − (u, x, y).
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Exemple 2.6.1. Sur le système non contraint
{
ẋ=−x +

[
1 1

]
u,

y= x,

les entrées
ua : t 7→

[
1
0

]
et ub : t 7→

[
0
1

]

appartiennent à H−1[1, y] avec y : t 7→ 1. Par conséquent, l’entrée

ũ = ub − ua : t 7→
[
−1
1

]

est telle que ũ ∈ Ũ(1, ua). En effet, si à ua, on ajoute ũ, on obtient ub qui donne la même
sortie que ua. �

2.6.2 Caractérisation incrémentale de la taxonomie proposée
Le lemme suivant propose une caractérisation des trois types de singularité en

utilisant l’ensemble Ũ(x0, u) relatif à une entrée u.

Lemme 2.6.3. Soit (x0, y) ∈ X ×Y une paire singulière du système S. Elle est

• de type 1 si et seulement si

∀u ∈ H−1[x0; y], ∀ũ ∈ Ũ(x0, u) \ {0} : Hx[0; ũ] = 0; (2.26)

• de type 2 si et seulement si

∀u ∈ H−1[x0; y], ∀ũ ∈ Ũ(x0, u) \ {0} : Hx[0; ũ] 6= 0; (2.27)

• de type 3 si et seulement si ni (2.26), ni (2.27) ne sont vraies.

Démonstration. Selon la proposition 2.4.1, une paire (x0, y) est singulière de type 1 si et
seulement si : u 6= ub et y = yb impliquent x = xb pour tout (u, x, y), (ub, xb, yb) ∈ Q(x0).
En définissant (ũ, x̃, ỹ) := (ub, xb, yb)− (u, x, y), c’est équivalent à dire que : ũ 6= 0 et ỹ = 0
impliquent x̃ = 0 pour tout (u, x, y) ∈ Q(x0) et pour tout (ũ, x̃, ỹ) ∈ Q(x0)− (u, x, y). En
oubliant les trajectoires d’état, on obtient

∀(u, y) ∈W(x0), ∀(ũ, ỹ) ∈W(x0)− (u, y) : ũ 6= 0
ỹ = 0

}
⇒ Hx[0; ũ] = 0. (2.28)

Si on utilise l’expression de Ũ(x0, u) donnée par (2.25), il ressort que (2.28) est équivalent
à (2.26), puisque (u, y) ∈ W(x0) est équivalent à u ∈ H−1[x0; y]. Le fait que (2.27)
caractérise la singularité de type 2 peut être montré de façon similaire. La singularité de
type 3 fait référence à la singularité qui n’est ni de type 1, ni de type 2.
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2.7 Espaces linéaires
Dans cette section, nous étudions comment les résultats précédents peuvent se

simplifier lorsque l’hypothèse suivante est considérée.

Hypothèse 2.7.1 (Espaces (vectoriels) linéaires). Les ensembles U ⊆ Rm et X ⊆ Rn

sont linéaires sur R, à savoir, pour tout α, β ∈ R et ua,b(t) ∈ U , on a αua(t) + βub(t) ∈ U
et l’ensemble X bénéficie d’une propriété analogue. 4

Pour toute cette section, l’hypothèse ci-dessus sera considérée comme valide. Notons
que cette hypothèse est évidemment vraie dans le cas non contraint où U = Rm et X = Rn

(voir la sous-section 2.7.5 pour plus de détails).

Exemple 2.7.1 (X linéaire). L’espace suivant est un exemple de contrainte d’état linéaire :

X =
{
x ∈ R2 | x1 + x2 = 0

}
.

�

2.7.1 Linéarité implique uniformité
Sous l’hypothèse 2.7.1, les espaces fonctionnels U et X héritent de la propriété de

linéarité de U et X . En effet, si on prend α, β ∈ R et ua,b ∈ U, alors αua(t) + βub(t) ∈ U
pour tout t si bien que αua + βub ∈ U. Nous pouvons procéder de même pour X. Une
conséquence essentielle de cette particularité est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.7.1. Considérons n’importe quel x0,a, x0,b ∈ X . Sous l’hypothèse 2.7.1, quelque
soit (u, y) ∈W(x0,b), on peut écrire

W(x0,a)− (u, y) = W(x0,a − x0,b). (2.29)

Démonstration. Soit x tel que (u, x, y) ∈ Q(x0,b) ⊂ U×X×Y. On sait que U×Y−(u, y) =
U×Y et X− x = X sont vraies sous l’hypothèse 2.7.1. Par conséquent, W(x0,a)− (u, y)
devient {(ũ, ỹ) ∈ U×Y : H[x0,a − x0,b; ũ] = ỹ, Hx[x0,a − x0,b; ũ] ∈ X} (voir lemme 2.6.1)
ce qui n’est rien d’autre que W(x0,a − x0,b).

Il en résulte que

Ũ(x0, u) = {ũ : R+ → Rm | (ũ,0) ∈W(x0)− (u,H[x0;u])}

se réduit à
Ũ := {ũ : R+ → Rm | (ũ,0) ∈W(0)}

lorsque l’hypothèse 2.7.1 est vraie (voir (2.25)). Clairement, 0 appartient à cet ensemble.
Comme le suggère la notation, Ũ ne dépend plus ni de x0, ni de u. Spécifions la proposi-
tion 2.6.2 et le lemme 2.6.3 dans ce contexte.

Lemme 2.7.2. Sous l’hypothèse 2.7.1, la paire (x0, y) ∈ X × Y est singulière si et
seulement si

|Ũ \ {0}| ≥ 1. (2.30)
De plus, (x0, y) est :
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• de type 1 si et seulement si

∀ũ ∈ Ũ \ {0} : Hx[0; ũ] = 0; (2.31)

• de type 2 si et seulement si

∀ũ ∈ Ũ \ {0} : Hx[0; ũ] 6= 0; (2.32)

• de type 3 si et seulement si ni (2.31), ni (2.32) ne sont vraies.

Puisque (2.30), (2.31) et (2.32) ne dépendent ni de x0, ni de y, les propriétés
précédentes sont indépendantes du choix de la paire (x0, y) dès lors que cette dernière
est admissible, c’est-à-dire que H−1[x0; y] est non vide. Par conséquent les théorèmes
ci-dessous sont évidents.

Théorème 2.7.3. Sous l’hypothèse 2.7.1, si S est redondant en entrée (à X sur Y),
alors il est uniformément redondant en entrée à X sur Y, c’est-à-dire que A = S 6= 0.

Théorème 2.7.4. Sous l’hypothèse 2.7.1, si S admet une paire singulière (x0, y) ∈ X ×Y
de type 1 (respectivement 2 et 3), alors S est uniformément redondant en entrée à X sur
Y de type 1 (2 et 3).

2.7.2 Description de Q(x0) grâce aux trajectoires d’un système
non contraint

Dans un premier temps, débarrassons nous des contraintes associées à U et X par
la construction d’un quadruplet pour lequel les trajectoires non contraintes peuvent être
rassemblées dans un ensemble isomorphe à Q(x0). Nous rappelons que les ensembles U et
X sont linéaires.

Soit G l’insertion de U dans Rm. Soit BU := B|U = BG la restriction de B à U . 5

Prenons un élément x0 ∈ Xc quelconque et un triplet (u, x, y) dans Q(x0). Dans ce cas,
la trajectoire d’état x appartient à V∗(X , A,BU) (ou V∗(X )), le plus grand sous-espace
(A,BU)-invariant commandé contenu dans X . L’ensemble d’entrées u qui produisent de
telles dynamiques peut être paramétré par le moyen d’un copain F de V∗(X ) quelconque,
c’est-à-dire que F est choisi arbitrairement dans F (V∗(X )). En effet, dans ce contexte,
les théorèmes [48, Th. 4.3 et Th. 4.5] s’appliquent et assurent que u induit x ∈ X si et
seulement si x(0) appartient à V∗(X ) et u = G(Fx+Lw) avec w de dimension appropriée.
Ici, L est une application linéaire injective 6 telle que

Im {L} = B−1
U V∗(X , A,BU).

L’utilisation de cette expression de u transforme le quadruplet Σ sous la forme
(A + BUF,BUL,C + DUF,DUL) avec DU := D|U = DG la restriction de D à U . Soit

5. Pour les définitions en lien avec la théorie de commande géométrique, comme la restriction et
l’insertion, il est possible de se référer à [56, Chap. 0] ou [48, Sec. 2.2].

6. L’injectivité de L n’est pas mentionnée dans [48, Th. 4.3]. Cependant, il est clair que cette
exigence peut être ajoutée sans perte de généralité.
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ΣF la restriction de la dynamique induite par ce nouveau quadruplet à V∗(X ), c’est-
à-dire que le quadruplet (AF , BF , CF , DF ) de ΣF est tel que AF := (A + BUF )|V∗(X ),
BF := V∗(X )|(BUL), CF := (C +DUF )|V∗(X ) et DF := DUL.

Soit l’insertion T : V∗(X )→ Rn, nous venons juste de prouver que (i) Q(x0) est non
vide si et seulement si x0 ∈ V∗(X ), 7 c’est-à-dire que x0 = Tη0 pour un η0, et (ii) le triplet
(u, x, y) appartient à Q(Tη0) si et seulement s’il existe (w, η, ϕ) ∈ QF (η0). Ici, l’ensemble
QF (η0) collecte toutes les trajectoires d’entrée w, d’état η et de sortie ϕ associées à
la condition initiale η(0) = η0 et compatibles avec le système ΣF . Plus précisément,
l’application suivante associe tout triplet compatible de ΣF à un autre triplet compatible
de S :

E(F, η0; ·) : QF (η0)→ Q(Tη0)
(w, η, ϕ) 7→ (GFTη +GLw, Tη, ϕ).

Cette application est paramétrée par F ∈ F (V∗(X )) et η0 ∈ Rl où

l := dim(V∗(X , A,BU)).

Lemme 2.7.5. Sous l’hypothèse 2.7.1 et avec l > 0, quelque soit η0 ∈ Rl et F ∈
F (V∗(X , A,BU)), l’application E(F, η0; ·) est linéaire et bijective, si bien que QF (η0) et
Q(Tη0) sont isomorphes.

Démonstration. La surjectivité de E(F, η0; ·) a déjà été prouvée. L’injectivité est issue de
celle de GL et de T . La linéarité est évidente.

Grâce à ce lemme, nous pouvons donner le résultat clé pour obtenir une caractérisa-
tion efficace de la redondance d’entrée.

Proposition 2.7.6. Sous l’hypothèse 2.7.1 et avec l > 0, toutes les propositions suivantes
sont équivalentes :
(i) S est redondant en entrée (à X sur Y) ;
(ii) il existe F ∈ F (V∗(X , A,BU)) tel que ΣF est redondant en entrée (à Rl sur Y) ;
(iii) ΣF est redondant en entrée à X sur Y pour tout F ∈ F (V∗(X , A,BU)).

Démonstration. Par définition, la déclaration (i) est vraie si et seulement s’il existe une
paire singulière (x0, y) ∈ X ×Y de S, c’est-à-dire s’il existe ua 6= ub ∈ U et xa, xb ∈ X
tels que (ua, xa, y), (ub, xb, y) ∈ Q(x0). Par définition de V∗(X ), on a x0 ∈ V∗(X ) puisque
xa,b ∈ X. Il existe donc η0 tel que x0 = Tη0. Prenons n’importe quel copain F ∈ F (V∗(X ))
et notons E−1(F, η0; (ua, xa, y)) et E−1(F, η0; (ub, xb, y)) par (wa, ηa, ϕa) et (wb, ηb, ϕb)
respectivement. Par définition de E, on sait que ϕa = ϕb = y. De plus, le fait que E soit
injective implique que le triplet (wa, ηa, ϕa = y) est distinct de (wb, ηb, ϕb = y) puisque
(ua, xa, ya) 6= (ub, xb, yb). À cause de l’unicité des trajectoires d’état de ΣF pour une
trajectoire d’entrée w et une condition initiale données, c’est équivalent à dire que wa 6= wb
de sorte que (η0, y) est une paire singulière de ΣF . L’équivalence entre (ii) et (iii) vient
directement du fait que F ∈ F (V(X )) est arbitraire.

7. Cet ensemble V∗(X ) correspond donc à Xc, l’ensemble de toutes les conditions initiales x0 pour
lesquelles il existe au moins une paire entrée/sortie compatible.
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Remarque 2.7.1. Par construction, on peut montrer que tout w tel qu’il existe η et ϕ
satisfaisant (w, η, ϕ) ∈ QF (η0) est causale, continue par morceaux et exponentiellement
bornée. En effet, en nommant

(u, x, y) := (GFTη +GLw, Tη, ϕ) ∈ Q(Tη0) ⊆ UΣ ×C(R+,Rn)×Y,

on vérifie que u présente ces caractéristiques et que η est continue (car T est injective).
Par conséquent, w hérite (i) de la continuité par morceaux de u et (ii) de la bornitude
exponentielle de u et η (elle même induite par celle de u). y

Remarque 2.7.2 (Si l = 0). Considérons le cas dégénéré où V∗(X , A,BU) est égal à {0},
c’est-à-dire lorsque l = 0. Dans une telle situation, la trajectoire d’état doit forcément
partir de l’origine et ne peut pas s’échapper de ce point sans enfreindre les contraintes
d’entrée ou d’état. Le système S est en quelque sorte sur-contraint et l’espace d’état
de ΣF se réduit à {0}. Par conséquent, les seules entrées admissibles appartiennent à
U ∩ Ker {B} et ΣF devient une application entrée/sortie statique w 7→ ϕ = Mw avec
M := D|(U ∩Ker {B}). y

L’exemple suivant illustre comment s’affranchir des contraintes linéaires.

Exemple 2.7.2 (Contraintes linéaires). Soit le système
ẋ=−

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x +

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

u,
y=

[
0 0 1

]
x,

avec les ensembles de contraintes suivants :

X =
{
x ∈ R3 | x2 + x3 = 0

}
et U =

{
u ∈ R4 | u3 − u4 = 0

}
.

Les matrices injectives G et P suivantes sont telles que Im {G} = U et Im {P} = X :

G =


1 0 0
0 1 0
0 0 1/2
0 0 1/2

 et P =

1 0
0 1
0 −1

 ,
de sorte que BU = BG = I3. Puisque AX = X , on a trivialement AX ⊆ X + Im {BU}
si bien que V∗(X ) = X et 0 ∈ F (V∗(X )). En appliquant l’entrée u = G(Fx+ Lw) avec
F = 0 et

L =

1 0
0 1
0 −1

 ,
de sorte que Im {L} = B−1

U V∗(X ) = X et en appliquant le changement de variable

x =

P
0

0
1




︸ ︷︷ ︸
Φ

η,
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nous pouvons construire le quadruplet (−I2, I2,
[
0 −1

]
, 0) de ΣF dérivant du système

dynamique suivant :

[
η̇
α̇

]
= Φ−1(A+BGF )Φ

[
η
α

]
+ Φ−1BGLw = −I3

[
η
α

]
+
[

I2
0ᵀ2

]
w,

y = CΦ
[
η
α

]
=
[
0 −1 1

] [η
α

]
,

(2.33)

puisque

Φ−1 =

1 0 0
0 1 0
0 1 1

 .
On peut vérifier que pour tout α0 = 0 (c’est-à-dire x0 ∈ X ) et pour tout w, la fonction
α est identiquement nulle (c’est-à-dire que x(t) ∈ V∗(X ) pour tout t ∈ R+). D’après la
proposition 2.7.6, si ΣF est redondant en entrée alors S aussi. Or nous montrons dans
notre cas qu’à partir de η0 = 0, les deux entrées

wa = 0 et wb : t 7→
[
1
0

]
donnent la même sortie y = 0. ΣF est redondant en entrée et donc par conséquent S
aussi. �

Exemple 2.7.3 (V∗(X ) ⊂ X est possible). Clarifions que V∗(X ) peut être strictement
inclus dans X de sorte que dimV∗(X ) < dimX . Par exemple, considérons le système
dynamique suivant :

ẋ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 1

x+

0
0
1

u,
avec les contraintes U = R et X = {0} ⊕R2, ce qui induit que la première composante de
l’état est forcée à être nulle. Puisque l’entrée ne peut modifier aucune des deux premières
composantes de l’état, dont les dynamiques sont couplées, la seconde composante de l’état
doit elle aussi forcément être identiquement nulle et V∗(X ) se réduit à {02} ⊕ R. �

2.7.3 Caractérisation de la redondance d’entrée
Soulignons que le triplet (w, η, ϕ) ∈ QF (x0) est contraint uniquement par des

équations algébro-différentielles associées à ΣF et non, comme S, par des contraintes
imposant à l’état et l’entrée d’appartenir à des ensembles spécifiques analogues à U et
X . Pourtant, toute trajectoire associée à S peut être mise en correspondance à une
trajectoire associée à ΣF : E(F, x0; ·) relie QF (x0) à Q(x0) de manière bijective. Pour
obtenir ce résultat, les contraintes d’entrée et d’état associées à S ont été en quelque sorte
structurellement prises en compte par le quadruplet de ΣF .

Cette correspondance entre S et ΣF permet d’utiliser les résultats existants pour
le cas de contraintes linéaires. Dans ce cadre, le théorème suivant propose plusieurs
caractérisations de la redondance d’entrée lorsque l’on considère l’hypothèse 2.7.1, en
s’appuyant sur le fait que la redondance d’entrée est aussi la non-inversibilité à gauche,
comme le montre le lemme 2.5.1.
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Théorème 2.7.7. Supposons que l’hypothèse 2.7.1 et l’inégalité l > 0 sont vérifiées.
Prenons un copain F quelconque de V∗(X , A,BU) et définissons ρ et le sous espace NF
comme suit :

N 3 ρ := dim
(

Ker
{[
BF

DF

]})
, (2.34a)

U 3 NF := B−1
F V(ΣF ) ∩Ker {DF} . (2.34b)

Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) le système S est redondant en entrée (à X sur Y) ;
(ii) dim(R(ΣF )) > 0 ou ρ > 0 ;
(iii) dim(NF ) > 0 ;
(iv) la matrice de transfert GF (s) := CF (sI− AF )−1BF +DF de ΣF n’est pas inversible

à gauche, ce qui veut dire qu’il existe un vecteur polynomial q non nul tel que
GF (s)q(s) = 0 pour tout s ∈ C ;

(v) il existe une infinité de s ∈ C pour lesquels rg{PF (s)} < l + dim
(
B−1V∗(X )

)
où PF (s) fait référence à la matrice de système

[
sI−AF −BF
CF DF

]
de ΣF , c’est-à-dire

rg-nrm PF := max
s∈C

rg{PF (s)} < l + dim
(
B−1V∗(X )

)
.

Démonstration. La proposition 2.7.6 relie la redondance d’entrée de S (à X sur Y) à la
redondance d’entrée de ΣF (à Rl sur Y). Montrons premièrement que cette propriété de
ΣF est équivalente à (iv) en adaptant la preuve de [48, Th. 8.8] au contexte de cette étude
où U ne contient pas de distributions impulsives lisses. Supposons en premier lieu que ΣF

est redondant en entrée à X sur Y. Sous l’hypothèse 2.7.1, la sortie 0 ∈ Y est une sortie
admissible de ΣF , produite par l’entrée 0 à partir de l’état initial η(0) = 0 si bien que
(0,0) ∈ X ×Y est une paire admissible pour ΣF . En appliquant le théorème 2.7.3 à ΣF ,
on montre que cette paire est aussi singulière pour ΣF . Il existe donc une entrée w 6= 0
causale, continue par morceaux et exponentiellement bornée (CCMEB) qui produit la
même sortie ϕ = 0 à partir du même état initial η(0) = 0. La transformée de Laplace de
la sortie ϕ s’écrit

GF (s)L[w](s) = 0. (2.35)

D’après cette équation, nous savons que GF (s) n’admet pas d’inverse à gauche. En
effet, la multiplication à gauche de (2.35) par l’inverse à gauche de GF (s) entraînerait
L[w](s) = 0, ce qui entrerait en contradiction avec w 6= 0. Inversement, supposons que
GF (s) ne soit pas inversible à gauche, c’est-à-dire qu’il existe un vecteur polynomial
q(s) = q0 + q1s + · · · + qks

k où les qi (i ∈ {0, . . . k}) ne sont pas tous nuls et tel que
GF (s)q(s) = 0. On construit alors une entrée w 6= 0 CCMEB telle que L[w](s) = q(s)/sk+1.
La transformée de Laplace de la sortie produite par cette entrée à partir de conditions
initiales nulles s’écrit GF (s)L[w](s) = GF (s)q(s)/sk+1 = 0. Par conséquent, la sortie 0
peut être produite par deux entrées CCMEB distinctes, à savoir 0 et w, ce qui prouve
que ΣF est redondant en entrée. Ainsi, (i)⇔(iv).

Grâce à [48, Cor. 8.10], (iv) équivaut à dire que ΣF n’est pas inversible à gauche
(dans le sens classique de [48, Def. 8.7]), de sorte que [48, Th. 8.26] et [48, Cor. 8.10]
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s’appliquent et montrent que (i)⇔(ii) et (i)⇔(v). En ce qui concerne (iii), on observe que
si ρ = 0, alors (i)⇔(iii) comme le montre [57, Lem. 3]. Au contraire, si ρ > 0 de sorte que
(ii) est vraie et donc S est redondant en entrée, on vérifie que (iii) est aussi valide puisque
l’inclusion

Ker
{[
BF

DF

]}
⊆ NF

est vérifiée.

Remarque 2.7.3. Dans le théorème 2.7.7, le copain F de V∗(X , A,BU) peut être choisi
arbitrairement. Cela montre que l’inversibilité de GF , le rang-normal de PF , le fait que ρ =
dim(R(ΣF )) = 0 et la dimension de NF sont indépendants de F ∈ F (V∗(X , A,BU)). y

Remarque 2.7.4 (Suite de la remarque 2.7.2). Sous l’hypothèse 2.7.1 et avec l = 0, il est clair
que S est redondant en entrée si et seulement si dim(U ∩Ker {[ BD ]}) = dim(Ker {M}) > 0.
Dans ce cas, toutes les paires singulières sont de type 1. y

2.7.4 Caractérisation des différents types de redondance d’en-
trée

L’importance fondamentale de NF est soulignée par le théorème 2.7.7 : dimNF
caractérise la redondance d’entrée de S. Ce sous-espace est parfois nommé "sous-espace
d’entrée non-observable" [57, p.239]. Cette terminologie vient du fait suivant : étant donné
un copain F̂ de V(ΣF ) et un signal ŵ : R+ → NF arbitraire, il existe η tel que (w, η,0) ∈
Q(0) avec w = F̂ η + ŵ, c’est-à-dire, que la sortie produite par w est identiquement
nulle [48, Th. 7.11]. Donc, le signal ŵ est invisible depuis la sortie. Remarquons que le
lemme 2.7.5 permet de construire une entrée ũ admissible de S qui bénéficie de propriétés
analogues : en nommant E(F,0; (w, η,0)) par (ũ, x̃, ỹ), il suit que ũ = GLw + GFTη
produit la sortie ỹ = 0 pour x0 = 0. Cette entrée ũ appartient à Ũ. L’existence d’une telle
entrée ũ a une conséquence cruciale puisqu’elle prouve la redondance d’entrée. En effet, en
prenant un état initial x0 ∈ Xc arbitraire et une paire (u, y) ∈ Q(x0) quelconque également,
on observe que (u+ ũ, y) appartient aussi à Q(x0). Pour s’en convaincre, remarquons que
(i) ũ+ u est admissible sous l’hypothèse 2.7.1 et (ii) H[x0;u+ ũ] = H[x0;u] + H[0; ũ] = y.

Décomposons maintenant le sous-espace NF dans le but d’examiner comment une
entrée comme ŵ peut influencer les trajectoires d’état. La discussion à venir propose
une caractérisation de chaque type de redondance d’entrée. Premièrement, notons que
Ker {BF} ∩Ker {DF} appartient à NF de sorte que ce premier sous-espace contribue à la
dimension du dernier. La codimension de Ker {BF} ∩Ker {DF} dans NF est notée par ν,
la dimension de l’espace quotient de NF par Ker

{[
BF
DF

]}
, à savoir :

ν := dim
(
NF/Ker

{[
BF

DF

]})
, (2.36)

de sorte que la dimension de NF est la somme de deux termes :

dimNF = ρ+ ν. (2.37)
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À partir du théorème 2.7.7, rappelons que S est redondant en entrée si et seulement
si ρ + ν est strictement positif. Comme le formalise la proposition suivante, le type de
redondance d’entrée dépend de quel terme ρ ou ν est non nul.

Remarque 2.7.5. La valeur de ν peut directement être calculée à partir de l’égalité suivante :

ν = dim(R(ΣF ) ∩BFKer {DF}). (2.38)
Cette égalité vient du lemme B.2 et de (2.37). y

Proposition 2.7.8. Sous l’hypothèse 2.7.1 et avec l > 0, si le système S est redondant
en entrée (à X sur Y), alors le type de redondance d’entrée de S est caractérisé par ρ et
ν, comme dans le tableau suivant :

Tableau 2.1 – Caractérisation de la redondance d’entrée

Redondance d’entrée ρ ν
type 1 >0 =0
type 2 =0 >0
type 3 >0 >0

Par ailleurs, on a
dim(R(ΣF )) > 0⇔ ν > 0. (2.39)

Démonstration. Premièrement, rappelons que la redondance d’entrée de S implique que
dimNF = ρ+ ν est strictement positive. Prouvons chaque ligne du tableau. À partir du
lemme 2.6.3, remarquons que la redondance d’entrée de type 1 est vraie si et seulement si
l’implication suivante est valide pour tout (u, x, y) ∈ Q(0) :

y = 0⇒ x = 0. (2.40)

Prenons un F ∈ F (V∗(X , A,BU)) quelconque et un triplet (u, x, y) ∈ Q(0) également
quelconque. Définissons E−1(F,0; (u, x, y)) =: (w, η, ϕ) ∈ QF (0), de sorte que (u, x, y) =
(GLw +GFTη, Tη, ϕ), par définition de E. Alors, (2.40) s’écrit

ϕ = 0⇒ η = 0, (2.41)

puisque T est injectif. L’implication (2.41) est vérifiée pour tout (u, x, y) = E(F,0; (w, η, ϕ)
∈ Q(0)), ou, de manière équivalente, pour tout (w, η, ϕ) ∈ QF (0) (voir lemme 2.7.5).
Ceci équivaut à dire que R(ΣF ) = {0} (voir annexe B). Étant donné (B.5), R(ΣF ) = {0}
implique que NF se réduit à Ker {BF} ∩Ker {DF}, ce qui est équivalent à ν = 0 et donc
ρ > 0. Inversement, si R(ΣF ) = 0, alors (2.41) est vraie pour tout (w, η, ϕ) ∈ QF (0).
Comme démontré précédemment, siS est redondant en entrée, on prouve que la redondance
est de type 1.

Pour montrer la deuxième ligne du tableau, supposons que ρ > 0. Dans un tel cas, il
existe un signal non nul w ∈ Ker {BF} ∩Ker {DF}. Cela implique que (w,0,0) ∈ QF (0)
ou, de manière équivalente, E(F,0; (w,0,0)) = (GLw,0,0) ∈ Q(0), de sorte que (2.32)
n’est pas vérifiée. Par contraposée, cela montre que (2.32) implique ρ = 0. Pour montrer
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l’implication contraire, supposons que ρ = 0. Par l’absurde, considérons que (2.32) n’est
pas vérifiée, de sorte qu’il existe un signal d’entrée non nul tel que (u,0,0) ∈ Q(0) ou, de
manière équivalente E−1(F,0; (u,0,0)) =: (w, η, ϕ) ∈ QF (0). Cela implique que η = 0 et
ϕ = 0. Par conséquent, w ∈ Ker {BF} et DFw = ϕ = 0. Ceci est en contradiction avec
l’égalité ρ = 0, de sorte qu’il faut que (2.32) soit vérifiée.

La dernière ligne du tableau vient immédiatement du fait que la singularité de type
3 est équivalente à la singularité qui n’est ni de type 1, ni de type 2.

En ce qui concerne la relation d’équivalence (2.39), elle vient des points (ii) et (iii)
du théorème 2.7.7 : la caractérisation de la redondance d’entrée s’écrit ρ+ dim(RF ) > 0
pour (ii) et ρ+ dim(R(ΣF ) ∩BFKer {DF}) > 0 pour (iii). Par conséquent les conditions
dim(RF ) > 0 et dim(R(ΣF ) ∩BFKer {DF}) > 0 sont équivalentes.

Clairement, dimNF = ρ+ ν correspond au nombre d’entrées indépendantes (après
retour d’état via F ) qui n’affectent pas la sortie. Plus précisément, ρ composantes de
l’entrée n’affectent pas l’état alors que ν autres composantes ont une influence sur l’état.
Par conséquent, dimNF est reliée à la taille de l’ensemble de toutes les entrées qui donnent
lieu à la même sortie. Cette observation est à l’origine de l’utilisation de ρ et de ν pour
quantifier le degré de redondance d’entrée.

Définition 2.7.1. Sous l’hypothèse 2.7.1, la paire (ρ, ν) définie par (2.34a) et (2.36) est
le degré de redondance du système S. �

Reprenons l’exemple 2.7.2 pour voir de quel type est la redondance d’entrée dans ce
cas. Nous y verrons également qu’il ne faut pas se fier à l’étude des trajectoires de Σ pour
cette caractérisation mais bien à celle de ΣF .

Exemple 2.7.4 (Contraintes linéaires (fin)). Nous savons donc que l’exemple 2.7.2 est
redondant en entrée parce que ΣF l’est. Regardons premièrement le système non contraint
Σ qui s’écrit 

ẋ=−

1 0 0
0 1 0
0 0 1

x +

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1

u,
y=

[
0 0 1

]
x,

sur lequel on observe que
ρ = 1 et ν = 2.

Ainsi, sans les contraintes, Σ serait redondant en entrée de degré (1, 2) et donc de type
3. Cependant, d’après l’étude sur ΣF issue de (2.33), on observe que ρ = 0 et ν = 1.
En réalité, S est redondant en entrée de type 2 et non du type 3 comme l’étude sur
Σ le laissait croire. On voit donc que les contraintes peuvent modifier la redondance
d’entrée. �

Remarque 2.7.6 (Comparaison avec [43]). Notons que la taxonomie que nous proposons
est liée à celle qui était déjà proposée dans la littérature. En effet, nous trouvons dans [43]
deux types, la redondance d’entrée forte et la redondance d’entrée faible (taxonomie
rappelée à la page 36). La première est équivalente à ρ > 0, tandis que la seconde est
caractérisée par la condition suivante : P ∗ := lim

s→0
C(sI − A)−1B + D existe et est une
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matrice finie qui satisfait Ker {P ∗} 6= {0}. Définie de cette manière, la redondance d’entrée
forte implique donc la redondance d’entrée faible (l’inverse n’étant pas vrai dans le cas
général). Les relations entre la taxonomie donnée ici et celle de [43] sont, sous formes
d’implications :

• redondance d’entrée de type 1 ⇒ redondance d’entrée forte ;
• redondance d’entrée de type 2 ⇒ redondance d’entrée faible mais pas forte ;
• redondance d’entrée de type 3 ⇒ redondance d’entrée forte.

Par conséquent, la nouvelle taxonomie permet de distinguer deux types de redondance
d’entrée forte. y

Remarque 2.7.7 (Comparaison avec [46]). Un degré de redondance a déjà été conçu
dans [46, Def. 1] dans le cas non-contraint et pour des systèmes linéaires inversibles à
droite. Dans ce cas, il ressort que dimNF = ρ+ ν est égal à m− p, de sorte que les valeurs
de ρ et de ν peuvent être déduites l’une de l’autre en utilisant les dimensions du système.
Par conséquent, au lieu d’utiliser la paire (ρ, ν) pour qualifier le degré de redondance
d’entrée, un système est dit dans [46] ρ-fortement (respectivement ν-faiblement) redondant
en entrée ou simplement fortement (faiblement) redondant en entrée s’il est 0-faiblement
(0-fortement) redondant en entrée. Dans la taxonomie que nous apportons, fortement
(respectivement faiblement) redondant en entrée fait référence au type 1 (type 2), alors
que ρ-fortement ou ν-faiblement correspond au type 3 tant que ni ρ, ni ν ne sont nuls. y

En comparaison avec [46], la définition du degré de redondance d’entrée donné dans
ce mémoire peut être vu comme une généralisation à des systèmes non inversibles à droite
et contraints linéairement pour lesquels dimNF = ρ+ ν ne peut pas être calculée à partir
des dimensions du système.

Remarque 2.7.8 (Observabilité forte). L’exemple 2.5.2 fournit un système redondant en
entrée de type 1 qui n’est pas fortement observable. On peut vérifier que ce système n’est
en fait même pas observable. Dans le contexte de contraintes linéaires (hypothèse 2.7.1),
il ressort que l’observabilité associée à la redondance d’entrée de type 1 implique l’ob-
servabilité forte. Cette propriété associée au lemme 2.5.3 entraîne les deux inclusions
suivantes :

observabilité forte
redondance d’entrée

}
⇒ redondance d’entrée de type 1

observabilité forte⇐
{

observabilité
redondance d’entrée de type 1

Autrement dit, l’observabilité forte et la redondance d’entrée de type 1 sont équivalentes
sous l’hypothèse de redondance d’entrée, d’observabilité et de contraintes linéaires.

Avant de prouver cette affirmation, clarifions quelques points à propos de l’observa-
bilité. Rappelons que cette dernière propriété signifie que deux états initiaux distincts
et quelconques sont distinguables par une entrée. Dans le cas non-contraint, il est bien
connu que toute entrée peut être utilisée pour ce but. Montrons que ce résultat est aussi
valide si les contraintes sont linéaires (hypothèse 2.7.1). Pour ce but, supposons que
S est observable si bien que (2.19) est vérifiée et définissons ỹ := yb − ya 6= 0. Alors,
(ub, yb) = (ua, ya)+(0, ỹ) ∈W(x0,b) ou, de manière équivalente, (0, ỹ) ∈W(x0,b)−(ua, ya).
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Grâce au lemme 2.7.1 et à la linéarité de X , cela veut dire que pour tout x̃0 ∈ X , il existe
ỹ 6= 0 tel que (0, ỹ) ∈ W(x̃0). Par conséquent, l’observabilité implique la proposition
suivante :

∀x̃0 ∈ X : (0,0) 6∈W(x̃0), (2.42)

à cause de l’unicité de solution.

Supposons maintenant que S est observable et redondant en entrée de type 1.
Supposons, par l’absurde, que S n’est pas fortement observable, c’est-à-dire (voir (2.20))

∃x0,a 6= x0,b ∈ Xc, ∃(ua, xa, ya) ∈ Q(x0,a), ∃(ub, xb, yb) ∈ Q(x0,b) : ya = yb.

Premièrement, on observe que ua = ub est nécessairement vraie. Autrement, ya = yb
impliquerait xa = xb à cause de la redondance d’entrée de type 1 (voir (2.14)), ce
qui est en contradiction avec xa(0) = x0,a 6= x0,b = xb(0). Par conséquent, l’entrée
ua = ub entraîne des sorties identiques ya = yb à partir d’état initiaux distincts, donc
à (ua, ya) ∈ W(x0,a) ∩W(x0,b). Grâce au lemme 2.7.1, (ua, ya) ∈ W(x0,b) donne lieu
à (0,0) ∈ W(x0,b) − (ua, ya) = W(x0,b − x0,a). Puisque x0,a − x0,b ∈ X , cela est en
contradiction avec (2.42), et par conséquent avec l’observabilité. Donc, S est fortement
observable. y

2.7.5 Le cas non contraint
Considérons maintenant que S n’est contraint ni en entrée, ni en état, de sorte qu’il

se réduit à Σ. Pour ce faire, considérons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.7.2 (Cas non contraint). Supposons que U = Rm et X = Rn. 4

Dans ce cas particulier, les derniers résultats de cette section peuvent être directement
particularisés en enlevant l’indice F dans les déclarations du théorème 2.7.7. En effet,
BU = B et DU = D et 0 est un copain de V∗(X , A,BU) puisque X est évidemment
invariant. Par conséquent, les systèmes S, Σ et ΣF coïncident.

Théorème 2.7.9. Sous l’hypothèse 2.7.2, on a ρ = dim Ker {B} ∩Ker {D} et ν =
dim(R(Σ) ∩BKer {D}). Les déclarations suivantes sont équivalentes :
(i) le système S est redondant en entrée (à X sur Y) ;
(ii) dim(R(Σ)) > 0 ou ρ > 0 ;
(iii) dimN > 0 ;
(iv) La matrice de transfert G(s) := C(sI − A)−1B + D de Σ n’est pas inversible à

gauche ;
(v) rg − nrm

[
sI−A −B
C D

]
< n+m.

Enfin, l’hypothèse 2.7.1 est vérifiée et l > 0, de sorte que la proposition 2.7.8 s’applique.

Remarque 2.7.9 (Comparaison avec [45]). Dans le cas non contraint et sous l’hypothèse de
systèmes strictement propres, c’est-à-dire avec l’hypothèse 2.7.2 et D = 0, la redondance
d’entrée est caractérisée implicitement dans [45] par la condition dim(B−1R(Σ)) > 0.
Cette caractérisation coïncide avec notre définition puisque B−1R(Σ) est égal à N dans
ce cas, comme le prouve le lemme B.2 de l’annexe B. y
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Reprenons les exemples 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.4 pour voir ces différentes caractérisations.

Exemple 2.7.5 (Type 1 (suite de l’exemple 2.4.2)). Rappelons que le système est

ẋ =
[
1 1

]
u,

y = x.

Sachant que B =
[
1 1

]
et D = 0, il est clair que

Ker
{[
B
D

]}
= Im

{[
1
−1

]}
,

si bien que ρ = 1. Le système est redondant en entrée selon le théorème 2.7.9. De plus,
sachant que y = x, alors ν = 0 et par conséquent le système est redondant en entrée de
type 1. �

Exemple 2.7.6 (Type 2 (suite de l’exemple 2.4.3)). Rappelons que le système est

ẋ =
[
−1 1
0 −1

]
x+

[
1 0
0 1

]
u,

y =
[
1 0

]
x.

Il est clair que pour ce système, ρ = 0 puisque la matrice d’entrée n’a pas de noyau. Par
contre

R(Σ) = Im
{[

0
1

]}
,

si bien que ν = 1. Par conséquent le système est redondant en entrée de type 2. Remarquons
que toutes les entrées qui s’écrivent

u : t 7→
[
0 −1
0 0

]
x(t) +

[
0
1

]
w(t),

avec w(t) ∈ R quelconque pour tout t, n’induisent aucune variation sur la sortie. Sur cette
expression, notons que la matrice devant x(t) est un copain de R(Σ). �

Exemple 2.7.7 (Type 3 (suite de l’exemple 2.4.4)). Rappelons que le système est

ẋ =
[
−1 0
0 −1

]
x+

[
1 0 0
0 1 1

]
u,

y =
[
1 0

]
x.

On remarque pour ce système que

Ker
{[
B
D

]}
= Im


 0

1
−1


 et R(Σ) = Im

{[
0
1

]}
,

si bien que ρ = ν = 1. Par conséquent le système est redondant en entrée de type 3. �
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Σa Σp
τu

Σ
y

Figure 2.2 – Décomposition du système en un procédé Σp et des actionneurs Σa

L’exemple suivant est la suite de l’exemple 2.5.1 dans lequel on montre que le système
n’est pas redondant en entrée.

Exemple 2.7.8 (Suite de l’exemple 2.5.1). Rappelons que le système considéré s’écrit

ẋ = x−
[
1 1

]
u,

y =
[
1
0

]
x+

[
0 0
0 1

]
u.

Il est clair que

ρ = Ker


1 1

0 0
0 1


 = {0}.

Par ailleurs, comme il n’existe pas de F tel que

Ker {C +DF} 6= {0},

sachant que R(Σ) ⊆ Ker {C +DF} (voir figure A.1), alors dimR(Σ) = 0 et par consé-
quent ν = 0. Le système n’est donc pas redondant. �

Remarque 2.7.10. Lorsque nous avons présenté les notions pré-requises de la théorie
de commande géométrique (annexe A), nous avons parlé du fait que les sous-espaces
vectoriels V(Σ), S(Σ) et par conséquent R(Σ) = V(Σ) ∩ S(Σ) peuvent s’obtenir grâce
à des algorithmes (voir [57]). De même, on peut aisément obtenir Ker {B} ∩ Ker {D}.
Par conséquent il est possible de connaître la présence de redondance d’entrée et son
type, lorsque les contraintes sont linéaires et dans le cas non contraint, par le biais d’un
algorithme. y

2.7.6 Sur-actionnement et redondance d’entrée
D’un point de vue pratique, un système composé d’un procédé qui est piloté par

plusieurs actionneurs dont les contributions s’ajoutent et génèrent un effort global est
appelé système sur-actionné [1]. Établissons les liens entre la taxonomie de la redondance
d’entrée et le sur-actionnement, dans le contexte non contraint où l’hypothèse 2.7.2 est
vérifiée.

Comme illustré par la figure 2.2, le système sur-actionné Σ donné par (2.1) se
décompose en deux parties :
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• le modèle Σp du procédé :

Σp :
{
ẋp=Apxp+Bp τ,
y =Cpxp+Dp τ,

(2.43)

où xp ∈ Rnp est l’état du procédé et τ ∈ Rnτ est l’effort global produit par l’ensemble
des actionneurs.

• le modèle Σa des actionneurs est construit à partir des modèles Σs
a et Σd

a de l’ensemble
des actionneurs statiques et dynamiques qui s’écrivent comme suit :

Σs
a : ysa = Dacus, (2.44)

Σd
a :

{
ẋac =Aacxac +Bacud,
yda =Cacxac.

(2.45)

Les contributions de ces deux groupes d’actionneurs génèrent l’effort global

τ = Bu

[
ysa
yda

]
= Bs

uy
s
a +Bd

uy
d
a,

avec
Bu :=

[
Bs
u Bd

u

]
. (2.46)

Σa est alors décrit par les équations suivantes :

Σa :


ẋac = Aacxac +

[
0 Bac

] [us
ud

]
,

τ = Bu

[
ysa
yda

]
= Bd

uCacxac +
[
Bs
uDac 0

] [us
ud

]
,

(2.47)

où xac(t) ∈ Rna est l’état des actionneurs dynamiques. Par abus de notation, on
considère ici que na peut-être nul. Cette situation correspond au cas où les actionneurs
sont uniquement statiques, si bien que u = us et τ = Bs

uy
s
a. Le modèle Σa est alors

décrit par la relation purement algébrique suivante :

Σa : τ = Bs
uDacu. (2.48)

L’état x =
[
xᵀac xᵀp

]ᵀ
du système Σ regroupe l’état du procédé et des actionneurs

de sorte que n = na + np et les matrices (A,B,C,D) de Σ peuvent s’écrire comme suit :

(si na > 0) : A =
[

Aac 0
BpB

d
uCac Ap

]
, B =

[
0 Bac

BpB
s
uDac 0

]
,

C =
[
DpB

d
uCac Cp

]
, D =

[
DpB

s
uDac 0

]
;

(si na = 0) : A = Ap, B = BpB
s
uDac, C = Cp, D = DpB

s
uDac;

pour u =
[
uᵀs uᵀd

]ᵀ
.

On fait l’hypothèse suivante.

Hypothèse 2.7.3. Les modèles Σp, Σs
a et Σd

a sont inversibles à gauche. Σa est redondant
en entrée. Le noyau de Bu est de dimension strictement positive. 4
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Dans le contexte de cette étude, le sur-actionnement se traduit naturellement par
le fait qu’une même trajectoire d’effort global τ peut être produite de plusieurs façons
différentes, c’est-à-dire par le biais de plusieurs trajectoires d’entrée u différentes. Le
modèle Σa est donc redondant en entrée, au sens défini dans ce mémoire. Par ailleurs, on
simplifie l’analyse en supposant que la sortie y (respectivement, les sorties ysa et yda) définit
de manière unique l’effort global τ (les entrées us et ud), c’est-à-dire que Σp (Σs

a et Σd
a)

est inversible à gauche (autrement dit Σp (Σs
a et Σd

a) n’est pas redondant en entrée).

Proposition 2.7.10. Sous les hypothèses 2.7.2 et 2.7.3, le système sur-actionné Σ décrit
par (2.43) et (2.47) est redondant en entrée. De plus, Σ est redondant en entrée :
(i) de type 1 si tous ses actionneurs sont statiques. Dans ce cas, na = 0 ;
(ii) de type 2 si tous ses actionneurs sont dynamiques. Dans ce cas, na > 0.

Démonstration. En vertu du théorème 2.7.9, l’hypothèse 2.7.3 implique les relations
suivantes :

Ker
{[
Bp

Dp

]}
= {0}, Ker {Bac} = {0}, Ker {Dac} = {0}, R(Σp) = {0}

Ceci permet de démontrer les deux égalités suivantes :

Ker
{[
B
D

]}
= Ker {Bs

uDac} ⊕ {0}; (2.49)

R(Σ) =
{
R(Σa)⊕ {0np}, (na > 0),
{0np}, (na = 0). (2.50)

L’équation (2.49) se déduit immédiatement de l’égalité suivante et du fait que
[
Bp
Dp

]
et

Bac sont injectives :

[
B
D

]
=



 0 I
Bp 0
Dp 0

 [Bs
uDac 0
0 Bac

]
, (na > 0),

[
Bp

Dp

]
Bs
uDac, (na = 0).

Pour prouver (2.50), rappelons que R(Σ) rassemble l’ensemble des états atteignables
depuis l’origine (en temps fini), sous la contrainte que la sortie y est identiquement nulle,
ce qui revient à imposer τ = 0 puisque Σp est inversible à gauche. Dans ce cas, xp = 0. Si
na > 0, les états atteignables sont donc de la forme [x?ᵀac ,0ᵀ]ᵀ. Clairement, l’ensemble des
x?ac possible correspond alors à l’ensemble des état atteignables depuis l’origine (x0,ac = 0)
sous la contrainte τ = 0, c’est-à-dire R(Σa). Si na = 0, aucun état (distinct de 0) n’est
atteignable, si bien que R(Σa) = {0}.

Dans le cas où les actionneurs sont statiques, Σa est donné par (2.48). Comme Σa

est redondant en entrée (hypothèse 2.7.3), alors cette dernière équation donne

dim (Ker {Bs
uDac}) > 0.
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Par conséquent, on obtient d’après (2.49) :

ρ = dim
(

Ker
{[
B
D

]})
> 0.

Par ailleurs, l’équation (2.50) nous donne R(Σ) = {0} puisque na = 0, ce qui implique
ν = 0 (voir proposition 2.7.8). Σ est donc redondant en entrée de type 1.

Pour le point (ii), les actionneurs étant tous dynamiques, nous pouvons réécrire Σa

donné en (2.47) comme

Σa :
{
ẋac = Aacxac +Bacud,
τ = Bd

uy
d
a = Bd

uCacxac.

D’après l’hypothèse 2.7.3, nous savons que Σa est redondant en entrée, donc, d’après le
théorème 2.7.9, dim(R(Σa)) + ρa > 0 avec ρa = dim(Ker {Bac}). De plus, le fait que Σd

a

soit inversible à gauche (hypothèse 2.7.3) assure que Ker {Bac} = {0}. Par conséquent,
on a

dim(R(Σa)) > 0,
ce qui implique dim(R(Σ)) > 0 (d’après (2.50)) et donc ν > 0 (proposition 2.7.8).
D’après (2.50), on obtient dim(R(Σ)) > 0. Par ailleurs, Bs

u étant nul puisque tous les
actionneurs sont dynamiques, on sait que (voir (2.50))

ρ = dim
(

Ker
{[
B
D

]})
= 0.

Donc Σ est redondant en entrée de type 2.

Remarque 2.7.11. Dans le cas où Σa présente des actionneurs statiques et dynamiques, on
ne peut pas conclure sur le type de la redondance d’entrée. Dans ce cas, on peut en effet
construire des exemples de redondance des trois types. y

Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes attardés sur les définitions et caractérisations

de la redondance d’entrée. Nous avons vu que dans la littérature, les définitions de tels
systèmes (i) manquaient d’uniformisation, (ii) supposaient l’inversibilité à droite, (iii) ne
prenaient pas en compte l’effet des contraintes et (iv) n’étaient pas formulés en termes
de signaux. C’est pourquoi nous avons proposé de nouvelles définitions permettant de
répondre à ces trois points. Ces nouvelles définitions s’appuient sur une formalisation en
termes de signaux, ce qui en fait un outil à la fois intuitif et rigoureux.

Nous avons montré comment ces nouvelles définitions sont reliées à celles existantes
dans la littérature. De plus, nous avons proposé une nouvelle taxonomie en trois types
selon la structure interne du modèle considéré.

Par rapport à l’inversibilité à droite, nous avons levé cette hypothèse et montré
des exemples de systèmes qui ne le sont pas tout en étant redondants en entrée (voir
exemple 2.5.1).
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Les nouvelles définitions prennent en compte des contraintes d’entrée et d’état. Nous
avons également donné des caractérisations de la redondance d’entrée et de la taxonomie
lorsque les contraintes sont linéaires.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons cherché à définir et caractériser la redondance
d’entrée. La redondance d’entrée d’un système lui confère une propriété particulière
lorsqu’il s’agit de le commander : la présence de degrés de liberté par rapport à l’objectif
de commande principal. Le présent chapitre s’intéresse à la gestion de ces degrés de liberté.
La théorie de l’automatique qui donne des éléments pour les gérer est l’allocation de
commande. Cette théorie a été très largement développée depuis les années 1990 mais de
nombreuses questions restent ouvertes. Nous nous intéresserons à un point particulier : la
prise en compte des contraintes d’entrée en assurant que lorsque le correcteur fournit une
entrée non faisable, la priorité est donnée à l’objectif de commande principal et non à la
gestion des degrés de liberté. Jusqu’à présent, ces contraintes ne sont gérées correctement
que dans le cas où les systèmes sont redondants en entrée de type 1. Pour les types 2 et 3,
à notre connaissance aucune réponse n’est donnée au problème d’allocation de commande
tel que nous le poserons.

Pour en arriver à ce point, nous avons divisé ce chapitre en trois sections :

• La section 3.1 présente le cadre du problème considéré. Nous y trouverons les
données de ce problème : le système dynamique linéaire associé à des contraintes et
un état initial. Puisque nous voulons travailler sur l’allocation de commande, nous
supposerons que le système est redondant en entrée et que le régime permanent de
l’objectif principal est sous-déterminé. Finalement nous donnerons le problème de
commande qui consiste à trouver le régime permanent optimal parmi ceux réalisant
l’objectif principal.

• Une fois ce problème posé, la section 3.2 présentera différentes méthodes qui lui
donnent des éléments de réponse. Nous trouvons quatre approches principales de
l’allocation de commande qui s’intéressent à ce problème : (i) l’approche statique, (ii)
l’approche dynamique, (iii) l’approche par opérateur et (iv) l’approche géométrique.
Pour chacune d’elles, nous en présenterons le principe, les avantages et les limites.
Nous verrons entre autres que l’approche géométrique répond au problème posé
pour tous les types de redondance d’entrée avec la propriété intéressante qui est de
laisser la trajectoire de sortie indépendante de l’optimisation du régime permanent.
Toutefois, cette stratégie ne tient pas compte des contraintes d’entrée.

• C’est pourquoi, la section 3.3 s’intéresse à la gestion des contraintes. Les résultats
de cette section doivent être vus comme une extension pour l’approche géométrique.
Cette approche propose une décomposition du système en deux parties, l’une pour
l’objectif principal et l’autre pour la gestion des degrés de liberté. Nous verrons que
les contraintes d’entrée seront décomposées sur le même principe, en donnant la
priorité à l’objectif principal par rapport à la gestion des degrés de liberté. Cependant,
ces résultats concernent uniquement une sous partie des systèmes redondants en
entrée que nous détaillerons par la suite.

68/186



3.1. Définition du problème d’allocation de commande

3.1 Définition du problème d’allocation de commande

3.1.1 Données du problème
Considérons un système S correspondant à un système dynamique linéaire Σ donné

par l’équation (2.1) associé aux contraintes d’entrée u ∈ U . Ne considérant pas les
contraintes d’état, nous supposons que x ∈ Rn.

Remarque 3.1.1. Notons que dans ce document, la sortie y ne correspond pas aux sorties
de mesure mais aux sorties de performance. Cela signifie que le correcteur a accès à tout
l’état x mais que l’objectif de commande est lié aux sorties y. y

De manière générale, le problème de commande du système S est de trouver une loi
de commande en boucle fermée qui permet d’amener le système à un équilibre commandé
qui est :

• tel que la sortie corresponde à une valeur de référence yr ∈ Rp ;
• globalement asymptotiquement stable (GAS).

Remarque 3.1.2. Dans le chapitre précédent, afin de définir et caractériser plusieurs
propriétés du système S (relatives à la redondance d’entrée), nous nous sommes appuyés
sur des notions de trajectoires d’entrée, d’état et de sortie du système en adoptant un
point de vue "en boucle ouverte", le seul à même de mettre en évidence les propriétés
structurelles de S. Ce type d’approche suppose toutefois que le système et l’état initial
sont parfaitement connus, ce qui n’est pas judicieux pour un problème d’ingénierie. Par
contre, nous savons qu’une structure de rétroaction "en boucle fermée" a des propriétés
très intéressantes lorsque des paramètres inconnus rentrent en jeu (par rapport à un
état initial ou à une erreur de modèle par exemple). C’est pourquoi, nous définissons le
problème de commande comme la conception d’un correcteur en boucle fermée. y

Pour la suite de ce chapitre, nous utiliserons la notation suivante : lorsqu’un signal
temporel converge vers un régime statique, nous notons cette valeur asymptotique par une
astérisque en exposant. Soit un signal y : t 7→ y(t) convergeant vers une valeur constante,
y∗ est donné par la relation suivante :

y∗ := lim
t→+∞

y(t).

3.1.2 Redondance d’entrée
Dans ce chapitre, nous supposons que S est redondant en entrée (à Rn sur Y). A

priori, trouver un correcteur qui amène le système à un état d’équilibre stable vérifiant
y∗ = yr est un problème qui n’admet pas une unique solution. Plusieurs régimes transitoires
et permanents satisfaisant cette exigence peuvent exister. Par souci de simplicité, nous
nous intéresserons uniquement à l’indétermination du régime permanent et nous faisons
l’hypothèse suivante.

Hypothèse 3.1.1 (Régime permanent sous-déterminé). Il existe plusieurs valeurs de
x ∈ Rn et u ∈ U tel que [

A B
C D

] [
x
u

]
=
[

0
yr

]
. (3.1)
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4

Proposition 3.1.1. Dans le cas non-contraint (U = Rm) et sous l’hypothèse où il existe
un équilibre commandé tel que y∗ = yr ( (3.1) d’inconnue (x, u) admet une solution), si S
est redondant en entrée à Rn sur Y, alors l’hypothèse 3.1.1 est vérifiée.

Démonstration. D’après le théorème 2.7.9 du chapitre 2, nous savons que dire que S est
redondant en entrée à Rn sur Y est équivalent à

rg-nrm
{[
sI− A −B
C D

]}
< n+m.

Cette propriété est donc vraie pour s = 0. On peut donc écrire

rg
{[
A B
C D

]}
< n+m,

ce qui signifie que cette matrice a un noyau et par conséquent, si l’équation (3.1) où u et
x sont les inconnues admet une solution, alors il en existe aussi une infinité.

Toutefois, lorsque les contraintes d’entrée sont prises en compte, cette proposition
n’est pas forcément valide. Il existe des cas pathologiques où la référence yr amène le
système sur une frontière du domaine de U , ce qui supprime la sous-détermination du
régime permanent. L’exemple 3.1.1 donne une illustration de cette situation.

Exemple 3.1.1. Soit le système{
ẋ=−x +

[
1 1

]
u,

y= x,

avec x ∈ R et u ∈ U = [0; 1]2. On remarque que réguler la sortie à un équilibre vérifiant
yr = 2 amène l’entrée sur la frontière de son domaine puisqu’à l’équilibre, ẋ = 0 entraîne

−2 +
[
1 1

]
u = 0.

Par conséquent, ce régime permanent n’est pas sous-déterminé car l’équilibre de l’entrée
u∗ =

[
1 1

]ᵀ
est unique. En revanche, pour toutes les références yr ∈]0; 2[, il reste des

choix concernant l’entrée en régime permanent. Par l’hypothèse 3.1.1, nous empêchons le
choix yr = 2 et yr = 0. �

3.1.3 Problème d’allocation de commande considéré
D’après l’hypothèse 3.1.1, définir la valeur de yr ne suffit pas à déterminer complète-

ment le régime permanent du système puisque le couple entrée/état recherché n’est pas
unique. Ce choix est un objectif secondaire que nous exprimons comme un problème d’op-
timisation. Par conséquent, le problème de l’allocation de commande que nous considérons
dans ce document s’écrit :
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Problème 3.1.1. Soit une fonction coût J : Rm × Rn → R. Étant donné une référence
de sortie yr ∈ Rp, concevoir un correcteur par retour d’état C : x(t) 7→ u(t) ∈ U tel que
l’équilibre de la boucle fermée de C avec S vérifie

(u∗, x∗) ∈ arg min
û,x̂

J(û, x̂)

tel que


Ax̂+Bû = 0,
Cx̂+Dû = yr,
û ∈ U ,

(3.2)

et soit globalement asymptotiquement stable (GAS). •

Remarquons qu’il existe une hiérarchie concernant les différents objectifs de com-
mande. Nous souhaitons assurer en priorité que la sortie converge vers yr, c’est pourquoi
c’est une contrainte du problème d’optimisation. En revanche, dès lors que cette dernière
est satisfaite, le choix de l’entrée et de l’état en régime permanent est un objectif secondaire
qui est défini comme la minimisation de (3.2). Par la suite, nous parlerons

• d’objectif principal pour le choix de la sortie ;
• d’objectif secondaire pour le choix de l’entrée et de l’état optimal selon (3.2), c’est à

dire parmi ceux satisfaisant l’objectif principal.
En conclusion, nous avons présenté le cadre du problème auquel nous voulons

apporter des réponses dans ce chapitre. Le système considéré et les hypothèses effectuées
ont été premièrement données pour pouvoir définir le problème d’allocation de commande
que nous posons.

3.2 Analyse comparative des méthodes existantes
L’objectif de cette section est de présenter les méthodes existantes qui donnent des

éléments de réponse au problème 3.1.1. La méthode générale est de traiter séparément la
génération de l’effort global pour réguler la sortie de sa répartition sur les actionneurs.
Les différentes manières de gérer l’effort global et la répartition de l’effort donnent lieu à
quatre approches : (i) l’approche statique, (ii) l’approche dynamique, (iii) l’approche par
opérateur et (iv) l’approche géométrique.

3.2.1 Approche statique
Au milieu des années 1980, les techniques d’allocation de commande sont apparues

sous la forme de l’approche statique, pour des applications dans l’aéronautique et la
marine. Par des considérations physiques, les systèmes ont été préalablement décomposés
sous la forme d’un procédé Σp défini par (2.43) et d’un modèle d’actionneur Σa défini
par (2.44). Les systèmes étudiés sont donc des systèmes redondants en entrée de type 1
(voir proposition 2.7.10).

Principe général

Comme le système est décomposé en deux parties, le correcteur est lui aussi conçu
en deux parties. La première partie, Cy, délivre un effort global désiré τd de manière à
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réguler la sortie à sa valeur de référence yr. La seconde partie, l’allocateur A, prend en
entrée cet effort désiré τd et le répartit sur les actionneurs (il choisit le vecteur d’entrée u)
de manière à ce que l’effort global réel τ soit égal à τd. La figure 3.1 illustre ce principe.
La conception des correcteurs se fait sous l’hypothèse suivante.

1

Σa Σpτ yCy Aτdyr
u

cascade interne: allocateur + actionneurs

Figure 3.1 – Schéma de principe de l’approche statique et dynamique

Hypothèse 3.2.1 (Approche statique). La cascade interne correspondant à l’intercon-
nexion de A avec Σa est considérée comme un gain unitaire. Cela veut dire que l’effort
total appliqué τ(t) est égal à l’effort global désiré τd(t) pour tout t. 4

Résolution du problème 3.1.1 via l’approche statique

1. Sous l’hypothèse 3.2.1 et étant donné une référence de sortie yr ∈ Rp, concevoir
Cy : x(t) 7→ τd(t) comme un correcteur par retour d’état tel que l’équilibre de
la boucle fermée de Cy avec Σp vérifie y∗ = yr et soit GAS. La stratégie de
conception de Cy est représentée sur la figure 3.2.

2. Le but de l’allocateur A est d’assurer en tout temps τ = τd afin que l’hypo-
thèse 3.2.1 soit vérifiée. Sachant que le système est sur-actionné, il y a en
général plusieurs combinaisons d’entrées qui délivrent un effort global tel que
τ = τd. C’est pourquoi cette répartition d’effort peut être définie comme la
solution d’un problème d’optimisation. A est conçu comme

A : τd(t) 7→ u(t) ∈ arg min
û

J(û, x(t))

tel que
{
Buû = τd(t),
û ∈ U ,

(3.3)

avec Bu est donné par (2.46). La figure 3.3 illustre la conception de A.

Remarque 3.2.1. Notons que l’usage d’actionneurs statiques facilite grandement la concep-
tion d’un allocateur validant l’hypothèse 3.2.1. Dans le cas contraire où le modèle Σa

est dynamique, la satisfaction de cette hypothèse (pour toutes conditions initiales et en
excluant les entrées impulsionnelles) n’est pas possible dans le cas général. y

On notera que cette stratégie assure que la répartition de l’effort sur les entrées
est optimale en tout temps et pas uniquement en régime permanent comme le suggère le
problème 3.1.1.
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1

Σp yCy τd = τ
yr

+

−

Figure 3.2 – Schéma de principe de la conception de Cy

1

Σa τAτd u

0
−+

Figure 3.3 – Schéma de principe de la conception de A

Conception de A

La quasi-totalité des travaux des approches statiques (voir [1,58] par exemple) se
consacre uniquement à la conception de l’allocateur puisque l’élaboration de Cy sous
l’hypothèse 3.2.1 est un problème classique de l’automatique. Pour la conception de A, on
distingue deux méthodes différentes : l’une lorsque le problème d’optimisation (3.3) a une
solution analytique et l’autre dans le cas contraire.

Avec une solution analytique Le cas typique où (3.3) a une solution analytique
correspond à celui où les contraintes d’entrée ne sont pas considérées et que la fonction J
est quadratique en u. On parle alors d’allocation par pseudo-inverse (voir par exemple [33,
59–61] et [62, p.43]) puisque la solution est exprimée grâce à la pseudo inverse dite de
Moore-Penrose [63]. Dans ce cas, (3.3) est typiquement formulée comme suit :

A : τd(t) 7→ u(t) ∈ arg min
û

J = (û− upref)ᵀW (û− upref)
tel que Buû = τd(t),

où upref ∈ Rm est une solution préférentielle de l’entrée. Remarquons que l’allocateur
retourne donc la solution u vérifiant Buu(t) = τd(t) pour tout t ∈ R+ qui est la plus
proche de l’entrée préférentielle upref au sens de la norme 2. Ce problème admet la solution
analytique suivante :

u(t) = (Im −B+
WBu)upref +B+

W τd(t),
avec B+

W = W−1Bᵀu(BuW
−1Bᵀu)−1 la pseudo inverse pondérée. Cette méthode est repré-

sentée sur la Figure 3.4.

Sans solution analytique et avec simplification du problème Dès lors que les
contraintes d’entrée sont considérées ou que la fonction J n’est plus quadratique en u,
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B+
W

(Im −B+
WBu)upref

++
Actionneursτd τ

u

A Σa

Figure 3.4 – Schéma de principe de l’approche par pseudo-inverse

Actionneurs
primaires

Actionneurs
secondaires

−+

+

+

A Σa

τd τ

up

us

Figure 3.5 – Schéma de principe de l’approche chaînage

la solution analytique est très difficile à obtenir dans le cas général. Or les paramètres
du problème (τd et x) varient en temps réel de sorte qu’il n’est pas possible d’obtenir
une solution hors ligne. Une des manières de concevoir l’allocateur est de simplifier
le problème (3.3) de manière à avoir une expression explicite de l’allocateur. Cette
simplification consiste à considérer uniquement la génération d’une entrée respectant les
contraintes et telle que Buu = τd, et l’optimalité par rapport à J n’est pas considérée. Nous
pouvons citer le chaînage (voir [64–67]). Cette méthode consiste à regrouper les actionneurs
en deux groupes, (i) les actionneurs primaires et (ii) les actionneurs secondaires. Tant que
les actionneurs primaires suffisent à générer l’effort global, ils sont utilisés uniquement, et
lorsqu’ils saturent, les actionneurs secondaires sont utilisés pour générer l’effort manquant.
Ce principe est représenté sur la figure 3.5 où up correspond aux entrées primaires et us
aux entrées secondaires. Le problème majeur de cette approche est que selon la manière
dont sont réparties les entrées primaires et secondaires, elle ne garantit pas que toutes les
valeurs atteignables de τd seront réalisées par l’allocateur.

Sans solution analytique et avec approximation discrète Pour pallier ce pro-
blème, des méthodes basées sur une approximation discrète de la solution ont été données.
Cette technique consiste à utiliser un convertisseur analogique/numérique pour discrétiser
le signal τd et un convertisseur numérique/analogique pour appliquer l’entrée u au système.
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Entre les deux, un calculateur est utilisé pour résoudre le problème (3.3) en ligne de
manière numérique. Ainsi, à chaque pas de temps d’échantillonnage, l’allocateur délivre
une solution du problème d’optimisation.

La première méthode de ce type est l’allocation directe qui ne garantit que la faisabilité
de la solution (mais pas son optimalité). L’algorithme cherche en ligne à exprimer les
frontières de l’espace dans lequel τ évolue (la frontière de BuU) pour ensuite, en partant
de cette frontière, modifier chacune des entrées dans BuU jusqu’à obtenir Buu = τd.
L’optimalité vis-à-vis d’une fonction coût n’est pas considérée. Par la suite, d’autres
algorithmes ont été proposés pour prendre en compte les contraintes tout en minimisant
une fonction coût. Lorsque celle-ci est quadratique en u, la technique d’allocation par
pseudo-inverse cascadé cherche à donner une réponse au problème d’allocation (voir [38,
pp.82-100]). Cette technique est un mélange entre l’allocation par pseudo-inverse et le
chaînage et présente le même inconvénient que le chaînage puisqu’elle ne garantit pas qu’un
effort théoriquement réalisable sera réalisé. En parallèle, la programmation quadratique a
été utilisée pour résoudre un tel problème (voir [49, 68–70]). Dans le cas où la fonction J
est linéaire en u, les articles [42,49,68,71] entre autres proposent d’utiliser des algorithmes
de programmation linéaire, comme le simplexe dans [42], pour résoudre le problème (3.3).

Même si cette technique d’optimisation en ligne via une discrétisation des signaux
permet d’obtenir une solution du problème (3.3) en considérant les contraintes d’entrée, il
se peut que l’algorithme nécessite beaucoup de temps pour trouver la solution optimale.
Par conséquent, il faut discrétiser lentement le signal τd. Si cette discrétisation est trop
lente par rapport à la dynamique de Σp, alors l’hypothèse 3.2.1 n’est plus valide, ce qui
remet en cause la stabilité du système.

Avec des actionneurs dynamiques

L’approche statique fait l’hypothèse que la boucle interne est infiniment rapide, c’est-
à-dire que les actionneurs sont statiques et que l’optimisation est instantanée. Toutefois
pour prendre en compte la présence d’actionneurs dynamiques, certains travaux ont
proposé une extension de cette approche [70,72]. Dans ce cas, le modèle des actionneurs
Σa est décrit par (2.47).

Parmi ces travaux, certains ajoutent une pré-compensation statique [72, 73] ou
dynamique [35,70,74]. Dans les deux cas, cela revient à ajouter un bloc interne, nommé
Ca entre l’allocateur A et le modèle des actionneurs Σa. Ce principe est représenté
sur la Figure 3.6. Toutes ces pré-compensations reviennent à inverser le quadruplet
(Aac, Bac, Cac, Dac) de l’équation (2.47) en boucle ouverte. La pré-compensation statique
consiste à inverser le régime permanent :

Ca : u =
(

lim
s→0

Cac(sIna − Aac)−1Bac +Dac

)−1
ud,

alors que la pré-compensation dynamique inverse la fonction de transfert de la manière
suivante :

Ca : u =
(
Cac(sIna − Aac)−1Bac +Dac

)−1
ud,

qui est en général non propre.
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1

Σa Σpτ yCy Aτd ud Ca u

boucle interne: allocateur + actionneurs

yd

Figure 3.6 – Schéma de principe de l’approche statique avec actionneurs dynamiques

Cette méthode d’inversion en boucle ouverte présente les inconvénients inhérents à
ce type de technique : elle n’est pas robuste aux variations de paramètres, elle suppose
que la dynamique des actionneurs (2.47) soit stable et que tous les zéros de la fonction
de transfert soient à partie réelle négative, etc. De plus, la pré-compensation est en
quelque sorte, une manière d’accélérer la dynamique des actionneurs au maximum pour
les considérer statiques. Par conséquent les entrées u sont de très grande amplitude et
donc rarement réalisables sur des cas pratiques. C’est pourquoi cette manière de gérer les
actionneurs dynamiques n’est pas satisfaisante.

Dans la même optique, il existe une méthode d’allocation basée sur des algorithmes
de commande prédictive (voir [75–77]) où l’allocateur A délivre la séquence d’entrée et
d’état des actionneurs (urk et xrac,k) pour atteindre l’effort global désiré τd sur un horizon fini
et Ca correspond à un problème standard de suivi de trajectoire par commande prédictive.
Ainsi les contraintes d’entrée uac et d’état d’actionneur xac sont prises en compte. Par
contre la stabilité de la boucle complète n’est pas garantie.

En conclusion, l’approche statique présente un certain nombre d’avantages, notam-
ment la capacité à gérer des contraintes d’entrée. Cependant, son principal inconvénient
réside dans l’hypothèse 3.2.1 qui oblige l’allocateur et le modèle des actionneurs à être
infiniment rapides par rapport à la dynamique du système. Par conséquent, lorsque l’allo-
cateur a besoin de beaucoup de ressources de calcul pour trouver la répartition optimale
et/ou lorsque les actionneurs sont dynamiques, cette approche ne garantit plus la stabilité
de la boucle fermée.

3.2.2 Approche dynamique
Nous avons vu que les approches statiques présentent deux difficultés majeures :

• trouver une solution (exacte ou approchée) du problème (3.3) de façon à assurer une
répartition optimale de l’effort global désiré τd(t). Lorsqu’une solution approchée est
calculée en ligne via la résolution numérique du problème (3.3), le temps de calcul
requis peut-être non négligeable et introduire des retards dans la commande ;

• inverser (de manière exacte ou approchée) le modèle des actionneurs. Dans le cas
où l’inversion exacte n’est pas réalisable en pratique (le cas le plus fréquent lorsque
les actionneurs sont dynamiques), l’effort global effectivement réalisé τ(t) n’est pas
exactement égal à celui désiré τd(t), même si les signaux convergent l’un vers l’autre
en régime permanent.
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Dans les deux cas, l’allocateur A ne peut pas garantir que l’hypothèse 3.2.1 soit respectée,
de sorte que le problème 1 n’est plus nécessairement résolu. On voit alors apparaître une
“erreur” d’allocation correspondant à la différence entre τd et τ .

Sans remettre en cause la première étape de l’approche statique (la conception de
Cy), l’approche dynamique vise à répondre à ce problème en concevant un allocateur A
apportant une réponse au problème 3.1.1, même si l’hypothèse 3.2.1 n’est pas vérifiée.
Autrement dit, cette stratégie cherche à construire un allocateur conduisant à une boucle
fermée globale qui est robuste aux “erreurs” d’allocation. Le schéma de commande de
cette approche est le même que pour l’allocation statique (figure 3.1).

Résolution du problème 3.1.1 via l’approche dynamique

1. La conception de Cy : x(t) 7→ τd(t) est identique à celle de l’approche statique.
2. L’allocateur est choisi de manière à ce que la boucle totale (représentée par la

figure 3.1) résolve le problème 3.1.1.

En opposition avec l’approche statique, on notera toutefois que cette approche
n’assure pas que la répartition de l’effort entre les actionneurs soit optimale en tout temps :
l’entrée u(t) ne vérifie pas nécessairement le problème d’optimisation (3.3) pour tout t.
En revanche, le correcteur obtenu assure la convergence du système en boucle fermée vers
le régime permanent du problème 3.1.1, pour lequel cette répartition de l’effort entre les
actionneurs est optimale. L’optimalité n’est donc garantie qu’asymptotiquement puisque
la répartition de l’effort est effectuée dynamiquement. Puisque l’hypothèse 3.2.1 n’est plus
garantie par l’allocateur, on notera également que la trajectoire de sortie obtenue par le
schéma de la figure 3.2 (sur lequel s’appuie la conception de Cy) n’est pas nécessairement
la trajectoire de sortie obtenue avec la boucle fermée globale de la figure 3.1. Les “erreurs”
d’allocation τd − τ influencent la trajectoire de sortie dans le cas général.

Cette approche a été développée pour des systèmes non-linéaires [51,78] et permet de
gérer des incertitudes dans le modèle des actionneurs (voir [79]). Les systèmes considérés
peuvent contenir des actionneurs statiques et/ou dynamiques (voir [51] pour le type 1
et [80,81] pour le type 2 et 3). Dans ces travaux, la stabilité est assurée par la construction
d’une fonction de Lyapunov [51]. La gestion des contraintes de u est effectuée par l’ajout
d’un terme à la fonction coût J et jouant le rôle d’une fonction barrière : cette fonction a
un poids faible lorsque l’entrée est loin des saturations mais ce poids devient très important
dès lors qu’elle s’en approche trop (voir [51]).

3.2.3 Approche par opérateur
L’approche par opérateur adopte un tout autre point de vue que les approches

précédentes. Cette approche a été introduite en 2009 à la suite de la nouvelle caractérisation
de la redondance d’entrée [43]. Dans cet article, l’auteur montre que la présence d’entrées
redondantes est reliée à la présence d’un noyau dans l’application entrée/sortie du système
Σ complet (c’est à dire la cascade de Σp et Σa). Sur cette observation, le choix de la
répartition optimale se fait par l’injection de signaux dans ce noyau. Le rôle de l’allocateur
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1

Σ yCy
A

yr
uc

ua

u
+++

−

Figure 3.7 – Schéma de principe de l’allocation opératorielle

est alors de produire ce signal ua. Comme l’illustre la figure 3.7, Cy délivre ici un signal
qui sera modifié par ua pour obtenir l’entrée u. Le fait que l’allocateur ne modifie pas la
sortie est la caractéristique principale de cette approche. Celui-ci a pour but de modifier
uniquement la répartition de l’entrée sans agir sur la sortie. En plus de ne pas avoir besoin
de la décomposition du système en Σp et Σa, l’allocateur agit en parallèle du correcteur
Cy. Par conséquent, Cy ne donne plus maintenant un signal "haut-niveau" décrivant l’effort
global à produire, mais directement un vecteur d’entrée uc ∈ Rm. Dans le cas non contraint
(U = Rm), ceci donne lieu à la méthodologie suivante :

Résolution du problème 3.1.1 via l’approche par opérateur

1. Étant donnée une référence de sortie yr ∈ Rp, concevoir Cy : x(t) 7→ uc(t)
comme un correcteur par retour d’état tel que l’équilibre de la boucle fermée
de Cy avec Σp vérifie y∗ = yr et soit GAS. Par contre, le fait que l’équilibre
soit optimal par rapport à J n’est pas requis dans cette étape.

2. L’allocateur est l’application A : uc(t) 7→ ua(t) = B⊥w(t) avec

w(t) ∈ arg min
ŵ

J(B⊥ŵ + uc(t), x(t))

tel que
{
B⊥ŵ + uc(t) ∈ Rm

(3.4)

et B⊥ est telle que

• Im {B⊥} = Ker
{[
B
D

]}
pour une redondance d’entrée de type 1 et 3

(redondance forte dans la typologie de [43]) ;

• Im {B⊥} = Ker
{

lim
s→0

C(sI − A)−1B +D
}
pour une redondance d’entrée

de type 2 (redondance faible dans la typologie de [43]).

Dans la perspective opératorielle énoncée précédemment, la méthodologie précédente
ne donne toutefois qu’une réponse approchée de la solution recherchée. La difficulté
essentielle réside dans le calcul du noyau de l’application entrée/sortie de Σ. Si les colonnes
de B⊥ permettent de construire ce noyau pour la redondance d’entrée de type 1, ce n’est
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pas le cas pour le type 3. De plus, pour le type 2, la construction de B⊥ s’intéresse au noyau
de l’application entrée/sortie en régime permanent (voir remarque 2.7.6 du chapitre 2
pour plus de détails concernant la typologie). Par conséquent, dans le cas général la sortie
sera modifiée par ua en régime transitoire. C’est la raison pour laquelle la stabilité n’est
garantie que sous l’hypothèse où ua varie suffisamment lentement.

La difficulté consiste à calculer une base de ce noyau. Les colonnes de B⊥ forment
une telle base pour la redondance d’entrée de type 1. Dans le cas des types 2 et 3, les
colonnes de B⊥ donnée ci-dessus, forment une base du noyau de l’application entrée/sortie
en régime permanent. Par conséquent, la sortie ne sera pas modifiée par ua en régime
permanent uniquement. De plus, la stabilité est obtenue uniquement en assurant que ua
varie suffisamment lentement.

3.2.4 Approche géométrique
Par la suite, l’approche par opérateur a été améliorée grâce à des considérations

géométriques. La caractérisation de la redondance d’entrée de type 2 et 3 a été revue
grâce à la théorie de commande géométrique et il a été montré que dans le cas d’une
telle redondance, dimR(Σ) > 0 (voir [45]). Il existe donc un sous-espace de l’espace
d’état qui peut, grâce à l’entrée, être invariant, commandable et tel que la sortie est nulle.
Il en découle qu’il est possible de modifier l’entrée u de telle manière que la sortie ne
soit pas influencée, y compris pendant le transitoire [44, 45]. Ainsi, la dynamique de y
et celle de la répartition sont choisies séparément. En ce sens, cette approche peut être
vue comme un approfondissement de l’approche par opérateur, pour laquelle les outils
de la commande géométrique sont mis à profit afin de donner l’expression du noyau de
l’opérateur entrée/sortie pour tous les types de redondance d’entrée.

Cette approche a été introduite dans l’article [44, 45] dans le cadre de la régulation
de sortie puis développée dans [82], laissant le choix à l’allocateur de la bonne solution de
l’équation de Francis via une paramétrisation de l’ensemble des solutions de cette équation.
Certains travaux s’intéressent aux contraintes d’entrée ( [83,84] avec des solutions non-
linéaires de l’équation de Francis et [85–88] avec un allocateur par modèle prédictif) mais
la gestion des contraintes reste un problème ouvert. Par ailleurs, [82] étend l’approche à
des systèmes non strictement propres. Puis [89,90] considère des systèmes non-linéaires
ẋ = f(x) + g(x)u avec l’hypothèse forte que l’application g(x) soit inversible et enfin, [91]
cherche à reprendre le résultat de [45] dans le cadre de systèmes non-linéaires en forme
normale.

Décomposition du système en deux parties

Au lieu de décomposer le système Σ en Σp et Σa selon des considérations qui relèvent
de l’interprétation physique de l’effort global τ (ce qui peut s’avérer difficile), l’approche
géométrique propose une manière systématique de décomposer le système en

• une première partie qui regroupe la plus grande partie de l’état et de l’entrée qui
est définie complètement par la valeur de la sortie y ;

• une deuxième partie correspondant à la partie de l’état et de l’entrée qui peut être
modifiée librement, sans agir sur la sortie.
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Choisissons une matrice F ∈ F (R(Σ)) (voir annexe A) et prenons une matrice
Rn×n 3 T :=

[
T1 T2

]
inversible et telle que

• Im {T1} = R(Σ) ;
• Im

{[
T1 T2

]}
= Rn.

De même, prenons une matrice Rm×m 3 U :=
[
U0 U1 U2

]
et telle que

• Im {U0} = Ker
{[
B
D

]}
;

• Im
{[
U0 U1

]}
= B−1R(Σ) ∩Ker {D} ;

• Im
{[
U0 U1 U2

]}
= Rm.

En appliquant le changement de coordonnées

ξ := T−1x et u = Fx+ Uw, (3.5)

avec w ∈ Rm, le système Σ se réécrit{
ξ̇= ĀF ξ+ B̄ w,
y= C̄F ξ+ D̄w,

(3.6)

où ĀF = T−1(A+BF )T , B̄ = T−1BU , C̄F = (C +DF )T et D̄ = DU . La structure de Σ
dans ces nouvelles variables est triangulaire supérieure :

[
ĀF B̄

C̄F D̄

]
=

 Ā11 Ā12 0 B̄11 B̄12
0 Ā22 0 0 B̄22
0 C̄12 0 0 D̄12

 , (3.7)

avec Ā11 ∈ Rφ×φ, Ā22 ∈ R(n−φ)×(n−φ) et B̄11 ∈ Rφ×ν où
• φ := dimR(Σ) est le nombre de colonne de T1 ;

• ν := dim
(
N /Ker

{[
B
D

]})
est le nombre de colonne de U1 (voir (2.36)).

• ρ := dim Ker {B} ∩Ker {D} est le nombre de colonnes entièrement nulles de B̄ et
D̄.

La structure triangulaire supérieure de (3.7) permet alors de décomposer le système en
deux sous-systèmes. Soit ξα ∈ Rφ et ξβ ∈ Rn−φ deux parties du vecteur d’état dans les
nouvelles coordonnées telles que ξ =

[
ξᵀα ξᵀβ

]ᵀ
. De même, soit w0 ∈ Rρ, wα ∈ Rν et

wβ ∈ Rm−ν−ρ tels que w =
[
wᵀ0 wᵀα wᵀβ

]ᵀ
. On peut alors séparer (3.6) de la manière

suivante :

ξ̇α = Ā11ξα + B̄11wα + Ā12ξβ + B̄12wβ, (3.8a)
ξ̇β = Ā22ξβ + B̄22wβ, (3.8b)
y = C̄12ξβ +D12wβ. (3.8c)

L’équation (3.8b) met en évidence le fait que la dynamique de ξβ est indépendante à la
fois de ξα et wα. L’équation (3.8c) montre que la sortie y a également la même propriété.

80/186



3.2. Analyse comparative des méthodes existantes

(Ā22, B̄22) (Ā11, B̄11)wβ

wα

ξα

DEInC DIC

ξβ

(Ā12, B̄12)

Couplage unilatéral

w0 0

Figure 3.8 – Illustration de la structure en cascade avec w0 n’ayant aucune action

Nommons dynamique externe et interne non-commandable (DEInC) le sous-système
associé à ξβ, wβ et y et dynamique interne commandable (DIC) le sous-système associé
à ξα et wβ. Le vecteur ξα correspond à la partie de l’état commandable pour laquelle la
sortie est identiquement nulle. D’après l’équation (3.8a), nous voyons que les matrices
Ā12 et B̄12 représentent le couplage unilatéral depuis la DEInC vers la DIC. Tout ce qui
fait partie de la DIC n’a aucun effet sur la DEInC et donc sur la sortie. De plus, il y a
une troisième partie de l’entrée, w0, qui n’a aucun effet ni sur l’état, ni sur la sortie. La
figure 3.8 illustre ce propos.

Remarque 3.2.2. Remarquons que selon le type de redondance d’entrée, (3.7) n’a pas la
même structure :

• pour la redondance de type 1, φ et ν sont nuls et ρ > 0 tels que la structure
triangulaire devient [

ĀF B̄

C̄F D̄

]
=
[
Ā22 0 B̄22
C̄12 0 D̄12

]
;

• pour la redondance de type 2, φ > 0, ν > 0 et ρ = 0 tels que la structure triangulaire
se simplifie [

ĀF B̄

C̄F D̄

]
=

 Ā11 Ā12 B̄11 B̄12
0 Ā22 0 B̄22
0 C̄12 0 D̄12

 ;

• pour la redondance de type 3, φ, ν et ρ sont positifs tels que la structure triangulaire
correspond exactement à celle donnée dans le cas général (3.7).

y

Exemple 3.2.1 (Décomposition d’un système redondant en entrée de type 2). Soit le
système non contraint

Σ :


ẋ=−

[
1 0
0 1

]
x +

[
1 1
1 −1

]
u,

y=
[
0 1

]
x.

(3.9)
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D’après la sous-section 2.7.4 du chapitre 2, ce système est redondant en entrée de type 2
et est tel que

R(Σ) = Im
{[

1
0

]}
, Ker {B} = {0} et ν =

(2.38), D=0
B−1R(Σ) = Im

{[
1
1

]}
.

En appliquant l’approche géométrique et en remarquant que F = 0 est un copain de
R(Σ), on obtient le changement de variable u = Uw et ξ = x avec

U = 1
2

[
1 1
1 −1

]
, (3.10)

tel que le système (3.9) s’écrit

Σ :


ẋ=−

[
1 0
0 1

]
x +

[
1 0
0 1

]
w,

y=
[
0 1

]
x.

Le système se décompose en deux parties, la DIC Σα et la DEInC Σβ telles que

Σα : ẋ1 = −x1 + wα,

Σβ :
{
ẋ2 =−x2 + wβ,
y = x2,

avec w =
[
wα wβ

]ᵀ
. �

Décomposition du problème en deux parties

Après cette décomposition, nous pouvons reformuler le problème (3.2) dans les
nouvelles variables (les contraintes d’entrée ne sont pas prises en compte)

(w∗, ξ∗) ∈ arg min
ŵ,ξ̂

J̃(ŵ, ξ̂)

tel que
{
ĀF ξ̂ + B̄F ŵ = 0,
C̄F ξ̂ + D̄F ŵ = yr,

(3.11)

où J̃ : (w, ξ) 7→ J(FTξ + Uw, Tξ). D’après (3.7), remarquons que la dernière contrainte
C̄F ξ̂ + D̄F ŵ = yr de (3.11) est reliée uniquement à la DEInC. Comme (Ā22, B̄22, C̄12, D̄12)
est inversible à gauche (voir [48, p. 171]), cette contrainte définit entièrement l’équilibre de
ξβ et wβ, de manière que ces variables peuvent être retirées du problème d’optimisation.
Par conséquent, le régime permanent (3.11) peut se décomposer en deux parties :

• (w∗β, ξ∗β) défini par
Ā22ξ

∗
β + B̄22w

∗
β = 0,

C̄12ξ
∗
β + B̄12w

∗
β = yr;

(3.12)

• (w∗0, w∗α, ξ∗α) défini par

(w∗0, w∗α, ξ∗α) ∈ arg min
ŵ0,ŵα,ξ̂α

J̃


ŵ0
ŵα
w∗β

 , [ξ̂α
ξ∗β

]
tel que Ā11ξ̂α + B̄11ŵα + Ā12ξ

∗
β + B̄12w

∗
β = 0.

(3.13)
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wβ

wα
ξα

DEInC DIC

ξβ

(Ā12, B̄12)

Couplage unilatéral

Cy Aw0

(Ā22, B̄22) (Ā11, B̄11)

Figure 3.9 – Schéma de principe de l’élaboration du correcteur de l’approche géométrique

Le système et le problème (3.11) étant chacun décomposés en deux parties, nous
pouvons également concevoir le correcteur en deux parties, la première Cy qui cherche à
réguler la sortie y à yr et la seconde A qui cherche à s’assurer que le régime permanent
minimise J .

Résolution du problème 3.1.1 via l’approche géométrique

1. Décomposer (i) le système Σ en DEInC et DIC en effectuant le changement
de variable (3.5) et (ii) le problème (3.11) en (3.12) et (3.13).

2. Étant donnée une référence de sortie yr ∈ Rp, concevoir Cy : ξβ(t) 7→ wβ(t) tel
que l’équilibre de Cy avec la DEInC vérifie (3.12) et soit GAS.

3. Étant donné l’équilibre (3.12), concevoir A : ξα(t) 7→ [wᵀ0 , wᵀα]ᵀ(t) tel que
l’équilibre de A avec la DIC vérifie (3.13) et soit GAS.

La figure 3.9 représente la conception de Cy et A pour l’approche géométrique. Le
correcteur résultant de cette approche est alors composé de T−1, U , F , Cy et A et le
schéma de mise en œuvre est représenté par la figure 3.10.

Dans [82, 92], il est montré que le correcteur défini par T−1, Cy, A, U et F , où Cy et
A sont donnés ci-dessus est solution du problème 3.1.1.

Remarque 3.2.3. Nous avons volontairement choisi une décomposition différente que
celle faite classiquement (dynamique interne et dynamique externe [93] et donnée dans
l’annexe A) parce que nous voulons isoler toutes les variables fixées par le choix de y
de celles qui restent libres. La différence est que la partie non-commandable de V(Σ)
(isomorphe à V(Σ)/R(Σ)) a été enlevée de la dynamique interne pour être dans la DEInC.
Lorsque la trajectoire de sortie y est fixée et que par conséquent wβ aussi, alors l’état non
commandable de V(Σ) est complètement fixé (soit par l’état initial, soit par wβ), de telle
sorte que ce n’est pas un degré de liberté. Par conséquent, la DIC regroupe toutes les
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ΣU
Cy

A
T−1

ξβ

ξα

wβ

w0, wα

x

F

++ u

Figure 3.10 – Schéma de commande de l’approche géométrique

variables sur lesquelles il est possible d’avoir une action via l’entrée et qui n’agissent pas
sur la sortie y. y

En conclusion, l’approche géométrique permet de résoudre le problème 3.1.1 pour
tous les types de redondance d’entrée. En effet, grâce à une décomposition du système
en deux parties (DEInC et DIC), les parties de l’état et de l’entrée qui n’ont aucune
action sur la sortie sont isolées et peuvent donc être utilisées pour l’objectif secondaire
sans perturber la sortie, en régime transitoire comme en régime permanent. Toutefois,
cette approche ne prend en compte que des systèmes linéaires et la gestion de contraintes
d’entrée est un problème toujours ouvert (voir les perspectives de ce mémoire pour plus
de détails).

3.3 Contraintes d’entrée pour l’approche géométrique
Dans la section précédente, nous avons vu différentes approches pour gérer la

redondance d’entrée. Puisque l’approche géométrique donne une solution du problème 3.1.1
avec la propriété intéressante de prendre en compte indifféremment tout type de redondance
d’entrée, nous avons choisi de nous concentrer sur cette approche. Nous avons vu cependant
que les contraintes d’entrée ne sont pas gérées. C’est pourquoi, cette section propose une
manière de les prendre en compte dans le cas où la matrice F = 0 est un copain de R(Σ).
Dès que cette condition n’est pas vérifiée, les contraintes dépendent de l’état, ce qui en
rend difficile la gestion. Ce problème est toujours ouvert.

3.3.1 Illustration introductive
Pour illustrer les développements futurs de cette section, donnons l’exemple suivant.

Exemple 3.3.1 (Exemple introductif). Reprenons l’exemple 3.2.1 en ajoutant les contraintes
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ΣU
Cy

A
T−1

ξβ

ξα

wβ

wα

xu U us

Figure 3.11 – Schéma de gestion naïve des contraintes d’entrée

U = [0, 1]2. Nous avons montré que

Σ :


ẋ=−

[
1 0
0 1

]
x +

[
1 1
1 −1

]
u,

y=
[
0 1

]
x,

peut se décomposer en deux parties, la DIC Σα et la DEInC Σβ tel que

Σα : ẋ1 = −x1 + wα,

Σβ :
{
ẋ2 =−x2 + wβ,
y = x2,

et pour lequel F = 0. Supposons que nous avons conçu un correcteur Cy pour Σβ et A
pour Σα (voir figure 3.10) qui permet de résoudre le problème 3.1.1 lorsque les contraintes
ne sont pas prises en compte. Nous voyons que le choix de A n’a aucune influence sur la
sortie y, ce qui est très intéressant d’un point de vue pratique, car la dynamique de sortie
peut être choisie indépendamment de l’allocateur.

Cependant, les contraintes détruisent cette décomposition. La manière naïve de les
prendre en compte est d’ajouter un bloc de saturation entre le correcteur et le système
comme sur la figure 3.11. Si l’on réécrit l’ensemble U comme un ensemble d’inégalités

U =
{
u ∈ R2 : 0 ≤ u1 ≤ 1 et 0 ≤ u2 ≤ 1

}
,

on s’aperçoit qu’en exprimant ces inégalités sur les entrées ũ, un couplage bilatéral apparaît
entre la DIC et la DEInC :

U−1U =
{
w ∈ R2 : 0 ≤ wα + wβ ≤ 2 et 0 ≤ wα − wβ ≤ 2

}
.

Les contraintes de wβ dépendent des valeurs de wα et vice-versa. La décomposition isolant
ce qui relève de la sortie (à savoir x2 et wβ) par rapport à x1 et wα est détruite par les
contraintes.

Nous cherchons une manière alternative pour pouvoir agir autant que possible sur y
via u. La plus grande partie de l’entrée qui permet d’agir sur y étant wβ, nous cherchons
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u1

u2

wβ

U
wα

(wdα, w
d
β)

(us1, u
s
2)

(wsα, w
s
β)

wdβ

w+
α (wdβ)

w−
α (wdβ)

w+
β

w−
β

Figure 3.12 – Principe de gestion des contraintes

à avoir le plus de liberté possible dans le choix de wβ. Pour introduire le principe utilisé,
considérons la figure 3.12. Le plan (u1, u2) y est représenté et les directions de wα et wβ
sont données par les axes gris. Les contraintes d’entrée U = [0, 1]2 sont représentées par
le carré en pointillés noirs. Supposons que le correcteur issu de l’approche géométrique
(Cy et A) délivre une valeur désirée wdα et wdβ qui est en dehors des contraintes U , comme
sur la figure 3.12. En appliquant les saturations naïves à l’extérieur du correcteur (voir
figure 3.11), nous obtenons le point (us1, us2) où us1 = 1 qui est représenté en vert sur la
figure 3.12. Remarquons que la composante selon wβ n’est pas égale à wdβ, la valeur délivrée
par Cy. Par conséquent, la présence des contraintes impacte directement la direction de
l’entrée qui agit sur la sortie, ce qui peut compromettre la performance et la stabilité
relative à l’objectif principal.

L’élément clé est que cette direction d’entrée wβ aurait pu être préservée en sélec-
tionnant une entrée faisable différente de (us1, us2). En effet, l’ensemble des entrées dont
la composante wβ est égale à wdβ a une intersection non nulle avec le carré noir. Parmi
cet ensemble, il paraît naturel de choisir le point le plus proche de (wdα, wdβ), à savoir
(wsα, wsβ) = (w+

α (wdβ), wdβ) dans ce cas. Ici, w−α (wdβ) et w+
α (wdβ) font référence aux bornes

de wα pour une coordonnée wdβ fixée. Il convient de faire remarquer que la sélection
de (w+

α (wdβ), wdβ) induit une différence plus grande sur la coordonnée wα que lorsque la
solution naïve est appliquée, c’est à dire que la coordonnée wα associée au point (us1, us2)
est plus proche de wdα que ne l’est w−α (wdβ). Cela est toutefois conforme avec le fait que
l’entrée agissant sur la sortie est prioritaire sur l’objectif secondaire de l’optimisation de
la répartition d’entrée.

Évidemment, la stratégie décrite ci-dessus est applicable dès que l’intersection entre
l’ensemble des entrées dont la composante wβ est égale à wdβ et le carré noir est non
vide. D’après la figure 3.12, cette condition est vérifiée tant que wdβ appartient à [w−β , w+

β ].
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ξα
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β
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w+
α (wdβ)

wsα
wdα

wdβ

Figure 3.13 – Schéma de la gestion des contraintes d’entrée proposée

Dans cet intervalle, il existe une entrée faisable qui préserve la coordonnée wdβ. Dans le
cas contraire, quand wdβ 6∈ [w−β , w+

β ], il semble naturel de choisir l’entrée pour laquelle la
coordonnée wβ est soit w−β , soit w+

β , suivant si wdβ < w−β ou wdβ > w+
β . Ce choix détermine

de manière unique la coordonnée wα puisque w+
α (w+

β ) = w−α (w+
β ) et w+

α (w−β ) = w−α (w−β ).

Par conséquent, en appliquant cette méthode de saturation à l’intérieur du correcteur
(c’est à dire avant de retourner dans les variables originelles par U), nous pouvons garantir
que la coordonnée wβ sera toujours au plus proche de la valeur wdβ délivrée par Cy, quelque
soit le choix de l’allocateur. Ainsi, la priorité est donnée à la trajectoire de sortie y. La
figure 3.13 apporte une illustration graphique de la gestion des saturations.

�

3.3.2 Gestion des contraintes dans le cas général
Rappelons que pour résoudre le problème 3.1.1, nous avons décomposé le système

en deux parties grâce aux changements de variables suivants :

ξ = T−1x et w = U−1(−Fx+ u),

où T−1, U−1 et F sont donnés dans la sous-section 3.2.4 de ce chapitre. Rappelons
également que w s’écrit w =

[
wᵀ0 wᵀα wᵀβ

]ᵀ
avec w0 ∈ Rρ, wα ∈ Rν et wβ ∈ Rl où

l = m− ρ− ν.

Dans ces nouvelles coordonnées, l’entrée wβ est utilisée pour la réalisation de l’objectif
principal : la régulation de y, alors que les entrées w0 et wα sont utilisées pour l’objectif
secondaire : la minimisation de J .

Pour éviter l’apparition de l’état sur les contraintes d’entrée, considérons l’hypothèse
suivante.

Hypothèse 3.3.1 (F = 0). Supposons que la matrice nulle F = 0 est un copain de
R(Σ). 4
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Sous cette hypothèse, l’expression des contraintes de w s’écrit :
w(t) ∈ U−1U , ∀t ≥ 0. (3.14)

La stratégie proposée qui a pour but de définir une application (wd0, wdα, wdβ) 7→ u, sous la
contrainte que u = Uw appartienne à U s’écrit de la manière suivante :

• en faisant abstraction de la valeur de wd0 et de wdα, wsβ est premièrement choisie aussi
proche que possible de la valeur désirée wdβ, et par conséquent égale à wdβ dès lors
que cela est possible. L’entrée wsβ est donc la valeur la plus proche de wdβ telle que

wsβ ∈ Uβ :=

wβ | ∃(w0, wα) : U

w0
wα
wβ

 ∈ U
 ; (3.15)

• les valeurs de ws0 et wsα sont choisies le plus proche possible de wd0 et wdα sous la
contrainte que la coordonnée wβ soit égale à wsβ et que l’entrée résultante appartienne
à U . Les entrées ws0 et wsα sont donc les valeurs les plus proches de wd0 et wdα tel que[

ws0
wsα

]
∈ Uα(wsβ) :=


[
w0
wα

]
: U

w0
wα
wsβ

 ∈ U
 . (3.16)

Autrement dit, wβ ∈ Uβ est équivalent à dire que Uα(wβ) est non vide.

Remarque 3.3.1. Pour l’exemple 3.3.1, l’ensemble Uβ donné par (3.15) correspond à
l’intervalle [w−β , w+

β ] alors que l’ensemble Uα(wsβ) donné par (3.16) correspond à l’intervalle
[w−α (wdβ), w+

α (wdβ)]. Ceci est illustré sur la figure 3.14. y

Sachant que le problème (3.2) dans les variables de l’approche géométrique avec les
contraintes s’écrit :

(w∗, ξ∗) ∈ arg min
ŵ,ξ̂

J̃(ŵ, ξ̂)

tel que


ĀF ξ̂ + B̄F ŵ = 0,
C̄F ξ̂ + D̄F ŵ = yr,

ŵ ∈ U−1U ,

(3.17)

sur le même principe que le problème (3.11) a été décomposé en (3.12) et (3.13) dans la
section précédente (sans les contraintes), nous décomposons (3.17) en

• (w∗β, ξ∗β) défini par
Ā22ξ

∗
β + B̄22w

∗
β = 0,

C̄12ξ
∗
β + B̄12w

∗
β = yr,

w∗β ∈ Uβ;
(3.18)

• (w∗0, w∗α, ξ∗α) défini par

(w∗0, w∗α, ξ∗α) ∈ arg min
ŵ0,ŵα,ξ̂α

J̃


ŵ0
ŵα
w∗β

 , [ξ̂α
ξ∗β

]
tel que


A11ξ̂α + B̄11ŵα + Ā12ξ

∗
β + B̄12w

∗
β = 0,[

ŵ0
ŵα

]
∈ Uα(w∗β).

(3.19)
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u1

u2

wβ

U

Uβ

wsβ

Uα(wsβ)

wα

Figure 3.14 – Illustration des ensembles Uβ et Uα(wsβ)

Par conséquent, sous l’hypothèse 3.3.1, la stratégie de commande de l’approche
géométrique peut se réécrire en prenant en compte les contraintes d’entrée :

Résolution du problème 3.1.1 via l’approche géométrique avec les
contraintes d’entrée

1. Décomposer (i) le système Σ en DEInC et DIC en effectuant le changement de
variable (3.5), (ii) l’ensemble de contraintes en Uβ et Uα(wβ) défini par (3.15)
et (3.16) et (iii) le problème (3.17) en (3.18) et (3.19).

2. Étant donné une référence de sortie yr ∈ Rp, concevoir Cy : ξβ(t) 7→ wsβ(t) ∈ Uβ
par retour d’état tel que l’équilibre de Cy avec la DEInC vérifie (3.18) et soit
GAS.

3. Étant donné l’équilibre (3.18), concevoir A : ξα(t) 7→ [(ws0)ᵀ, (wsα)ᵀ]ᵀ(t) par
retour d’état tel que

• pour tout t ≥ 0,
[
ws0(t)
wsα(t)

]
∈ Uα(wsβ(t)) ;

• l’équilibre de A avec la DIC vérifie (3.19) et soit GAS.

Le schéma de conception d’un tel correcteur est représenté sur la figure 3.15, sur
laquelle nous voyons que tous les couplages vont de la DEInC vers la DIC. Ainsi, il est
assuré que la DIC n’a aucune influence sur la sortie, même lorsque les saturations entrent
en compte. Le correcteur résultant de cette approche est alors composé de T−1, U , F = 0,
Cy et A et des saturations. Le schéma d’implémentation est représenté par la figure 3.16.

Ainsi, en appliquant cette stratégie, nous donnons une solution au problème 3.1.1
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ξα

DEInC DIC

ξβ

(Ā12, B̄12)

Couplage unilatéral

Cy A

(Ā22, B̄22) (Ā11, B̄11)

wdβ
Uβ

wsβ
Uα(wsβ) wd0
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Figure 3.15 – Schéma de principe de l’élaboration du correcteur avec les contraintes
d’entrée sous l’hypothèse 3.3.1
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Figure 3.16 – Schéma de commande de l’approche géométrique avec les contraintes
d’entrée sous l’hypothèse 3.3.1
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en prenant en compte les contraintes d’entrée. Toutefois, pour pouvoir l’appliquer, il faut
pouvoir caractériser les ensembles Uβ et Uα(wβ). Donnons des éléments de caractérisation.

3.3.3 Description explicite des ensembles Uβ et Uα(wβ)
Pour la suite, faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 3.3.2. L’ensemble de contraintes U est un polyèdre. 4

Sous cette hypothèse, U peut s’écrire sous la forme suivante [94, Def. 2.1, p.42] :

U = {u ∈ Rm : Mu ≥ b} , (3.20)

avec M ∈ Rni×m et b ∈ Rni où ni est le nombre d’inégalités. De plus U−1U s’écrit

U−1U =
{
U−1u ∈ Rm : MUU−1u ≥ b

}
= {w ∈ Rm : MUw ≥ b} . (3.21)

Description explicite de Uβ
Commençons par la caractérisation de Uβ défini par (3.15). Comme wβ correspond

aux dernières lignes de w, nous pouvons l’écrire

wβ =
[
0l×(m−l) Il

]
w = Φu,

où Φ :=
[
0l×(m−l) Il

]
U−1.

Remarque 3.3.2. Dans le cas où wβ correspond à l’effort global, ΦU est nommé l’ensemble
des efforts globaux atteignables dans la méthode allocation directe (voir [17,18]). y

Par définition, Uβ = ΦU , que l’on peut réécrire comme

Uβ =
[
0l×(m−l) Il

]
U−1U .

D’après cette équation, Uβ est la projection de U−1U donnée par (3.21) sur l’ensemble
{0m−l} × Rl.

L’algorithme de Fourier-Motzkin (voir [94, Sec. 2.8, p.72]) a été conçu précisément
pour cette tâche. Considérons un ensemble de contraintes W tel que

W := {w ∈ Rm : Gw ≥ b} ,

avec G ∈ Rni×m et b ∈ Rni . Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , ni} × {1, . . . ,m}, notons αij le
coefficient de la i-ème ligne et de la j-ème colonne de la matrice G et bi le i-ème coefficient
de b.

Algorithme de Fourier-Motzkin

1. Les ni inégalités de W correspondant à
m∑
j=1

αijwj ≥ bi sont ré-écrites sous la
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forme
αi1w1 ≥ −

m∑
j=2

αijwj + bi, i = 1, . . . , ni;

si αi1 6= 0, diviser de chaque côté de l’inégalité par αi1. En prenant w̄ =
{w2, . . . , wm}, on obtient une représentation équivalente de U−1U qui met en
jeu les contraintes suivantes :

w1 ≥ di + fiw̄ si αi1 > 0,
dj + fjw̄ ≥ w1 si αj1 < 0,

0 ≥ dk + fkw̄ si αk1 = 0.

Ici, chaque di, dj, dk est un scalaire et chaque fi, fj et fk est un vecteur de
Rm−1.

2. Écrire Q comme le polyèdre de Rm−1 défini par les contraintes

dj + fjw̄ ≥ di + fiw̄ si αi1 > 0 et αj1 < 0,
0 ≥ dk + fkw̄ si αk1 = 0.

3. Remplacer W = Q.

En commençant avec W = U−1U , après m− l étapes, cet algorithme donne Q = Uβ.

Reprenons l’exemple 3.3.1 introductif pour montrer comment obtenir Uβ.

Exemple 3.3.2 (Suite de l’exemple 3.3.1). Sachant que U = [0, 1]2 est un polytope, il
peut s’écrire sous la forme (3.20) avec

M =


1 0
0 1
−1 0
0 −1

 et b =


0
0
−1
−1

 .
En utilisant U donné par (3.10), Φ vérifie

Φ =
[
0 1

]
U−1 =

[
0 1

] [1 1
1 −1

]
=
[
1 −1

]
∈ R(l=1)×(m=2).

Par conséquent, Uβ = ΦU =
[
0 1

]
U−1U où U−1U est donné par (3.21) avec MUw ≥ b

qui s’écrit

1
2


1 1
1 −1
−1 −1
−1 1

w ≥


0
0
−1
−1

 .
Chacune de ces contraintes peut s’écrire de manière équivalente comme

wα ≥ −wβ,
wα ≥ wβ,

2− wβ ≥ wα,
2 + wβ ≥ wα.
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Ensuite, nous pouvons écrire toutes les combinaisons d’inégalités possibles entre celles où
wα est à gauche et celles où il est à droite de l’inégalité. Ainsi, on obtient

2− wβ ≥ −wβ,
2 + wβ ≥ −wβ,
2− wβ ≥ wβ,
2 + wβ ≥ wβ.

La première et la quatrième inégalité sont toujours vraies et on obtient aisément

Uβ = {wβ ∈ R : −1 ≤ wβ ≤ 1} .

�

Description explicite de Uα(wβ)

Sachant que les contraintes de w sont exprimées par U−1U qui est donné par (3.21),
nous pouvons décomposer la matrice MU en deux parties comme suit :

MU =
[
Mα Mβ

]
,

où Mα ∈ Rni×(m−l) et Mβ ∈ Rni×l correspondent aux m − l premières et l dernières
colonnes de M , respectivement. Par conséquent, on peut écrire de manière équivalente

U−1U =
{
w ∈ Rm : Mα

[
w0
wα

]
≥ b−Mβwβ

}
.

Ainsi, étant donné wβ ∈ Uβ, nous obtenons l’ensemble

Uα(wβ) =
{[
w0
wα

]
∈ Rm−l : Mα

[
w0
wα

]
≥ b−Mβwβ

}
.

Exemple 3.3.3 (Fin de l’exemple 3.3.1). Pour l’exemple 3.3.1, l’ensemble Uα(wβ) s’écrit

Uα(wβ) = {wα ∈ Rm : max(−wβ, wβ) ≤ wα ≤ min(2− wβ, 2 + wβ)} .

�

Dans cette section, nous avons donné une stratégie permettant de prendre en compte
les contraintes d’entrée pour l’approche géométrique lorsque F = 0 est un copain de R(Σ).
Notons toutefois que nous obtenons des contraintes qui dépendent d’un paramètre variant
dans le temps pour la DIC (puisque Uα(wβ) dépend de wβ). Dans le cas général, assurer
la stabilité avec de telles contraintes reste un problème ouvert. Cependant, la conception
de Cy assure que wβ converge asymptotiquement vers une valeur constante w∗β telle que
Uα(w∗β) est non vide. Nous émettons la conjecture que cette propriété devrait permettre
de garantir que les signaux de la boucle fermée sont bornés, ce qui pourra conduire à
établir formellement la stabilité en exploitant la structure en cascade de la figure 3.15.
Toutefois, ce que nous avons proposé est une manière d’assurer la priorité à la dynamique
de sortie lorsque l’entrée désirée est en dehors des contraintes.
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Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes penchés sur la manière de commander les

systèmes redondants en entrée. Par rapport à un objectif de commande relié à la régulation
de la sortie de ces systèmes, ils ont la particularité de pouvoir le réaliser de plusieurs
manières dans le sens où il reste des degrés de liberté sur le choix de l’entrée. Il est donc
possible de rajouter un objectif secondaire afin de définir l’entrée de manière unique. C’est
le problème de commande que nous avons posé au début du chapitre.

Par la suite nous avons vu les nombreuses techniques existantes qui donnent des
éléments de réponse à un tel problème. Toutes ces techniques ont été développées dans le
cadre de l’allocation de commande qui contient quatre approches principales. En ce qui
concerne la première, l’approche statique, nous avons vu qu’elle est efficace lorsque les
actionneurs sont statiques (le système est donc redondant en entrée de type 1) et lorsque
l’allocateur délivre l’entrée optimale instantanément. La deuxième approche, l’approche
dynamique, étend l’allocation de commande à d’autres types de redondance d’entrée
et pour un allocateur lent. En assurant stabilité et optimalité du régime permanent
uniquement, des solutions sont apportées pour tout type de redondance d’entrée. De plus,
la gestion des contraintes et la prise en compte des non-linéarités sont effectuées, tant
pour la dynamique du système que pour le coût de l’optimisation. Par contre, le choix de
l’allocateur modifie la dynamique de sortie et il est difficile de choisir cette dynamique
en pratique. C’est ce que veut améliorer l’approche par opérateur. Toutefois pour la
redondance d’entrée de type 2 et 3, le noyau de l’opérateur entrée/sortie n’a été obtenu
initialement qu’en régime permanent. La dernière approche, l’approche géométrique, donne
une expression explicite de ce noyau et assure que l’allocateur n’a aucune influence sur
la trajectoire de sortie, quelque soit le type de redondance d’entrée. En revanche, cette
approche se cantonne aux systèmes linéaires sans contraintes.

Dans la troisième section, nous avons cherché à étendre l’approche géométrique dans
une direction : la prise en compte des contraintes d’entrée. Ainsi, sur le même principe que
l’approche géométrique, à savoir la décomposition du système en deux parties, nous avons
décomposé les contraintes en deux parties également, une première concernant l’entrée
agissant sur la trajectoire de sortie et une deuxième concernant l’entrée agissant sur les
degrés de liberté. En assurant que cette dernière n’a aucune influence sur la première, nous
avons pu séparer le problème de commande initial en deux problèmes déconnectés. La
résolution de chacun d’eux peut être effectuée par les techniques d’automatique classique
et assure que le problème de ce chapitre est résolu. Toutefois, cette contribution est valable
uniquement lorsque F = 0 est un copain de R(Σ). Dans le cas contraire, le problème
d’allocation de commande en prenant en compte les contraintes d’entrée reste ouvert.
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Introduction
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la commande de convertisseurs connectés en

parallèle pour alimenter une charge. De nombreuses applications utilisent cette structure,
comme les Microgrids (voir [95]) ou les alimentations basse tension/fort courant. Sur
cette structure, l’objectif principal est de réguler la tension de la charge. Toutefois, cette
grandeur dépend de la somme des courants de chacun des convertisseurs. La manière
dont ce courant total est distribué sur les différentes branches reste libre. Sur cette
observation, nous avons pu vérifier que le système des convertisseurs en parallèle est en
réalité redondant en entrée. C’est pourquoi, il serait intéressant de pouvoir concevoir une
loi de commande de ce système à travers l’allocation de commande. Actuellement, les
manières de le commander ne sont pas vues dans ce formalisme, et les preuves de stabilité
et la performance sont rarement clairement établies. Ces éléments peuvent être apportés
par l’allocation de commande.

Ce chapitre est divisé en 5 sections :
• Dans la première, le cadre du problème de commande d’un nombre arbitraire de

convertisseurs dévolteurs (également appelés convertisseurs Buck) en parallèle est
posé. Après avoir détaillé le fonctionnement d’un convertisseur, nous verrons que par
rapport à l’objectif principal de commande, la régulation de la tension de charge, le
système des convertisseurs en parallèle est redondant en entrée. Nous définirons donc
le problème d’allocation de commande qui vise à obtenir le régime permanent optimal
parmi tous ceux qui vérifient l’objectif principal. Par rapport au problème donné au
chapitre 3, le fait qu’un paramètre n’est pas connu, la valeur de la charge, donne
lieu à une difficulté supplémentaire. La fonction coût choisie permet de prendre en
considération le problème de minimisation des pertes des convertisseurs. Finalement,
nous proposerons un environnement de simulation visant à comparer les différentes
solutions au problème posé, présentées dans ce chapitre.

• La section 2 présente un aperçu des méthodes existantes qui permettent de comman-
der un tel système. Nous en détaillerons le principe mais aussi les limites concernant
la stabilité.

• Les actionneurs étant purement dynamiques (redondance de type 2), la section 3
propose une manière d’étendre l’approche statique de l’allocation de commande
pour commander le système étudié. Cette solution est développée en s’efforçant de
prendre en compte les contraintes d’entrée et des contraintes sur les courants. Sous
certaines hypothèses, des preuves de stabilité sont obtenues avec la prise en compte
des contraintes.

• La section 4 propose une solution s’appuyant sur l’approche géométrique de l’alloca-
tion de commande. Nous y trouverons la décomposition du système pour arriver à
une conception modulaire de loi de commande. La loi de commande est donnée en
temps continu et pour un nombre arbitraire de convertisseurs. En prenant en compte
les contraintes d’entrée, nous proposerons des preuves de stabilité et nous verrons
que la solution envisagée garantit que la dynamique de tension est complètement
indépendante du choix de la répartition de courant sur les convertisseurs.

• Finalement, la section 5 est orientée sur le choix des convertisseurs. En particulier,
nous verrons que nous pouvons ajouter une branche en parallèle composée d’un
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Figure 4.1 – Schéma d’un convertisseur Buck alimentant une charge résistive

amplificateur opérationnel. Même si le rendement de ce dernier est nettement
inférieur à celui d’un convertisseur, il a l’avantage d’être beaucoup plus rapide.
Cette branche a donc pour but d’absorber les régimes transitoires rapides afin
d’obtenir une trajectoire de tension quasiment parfaite. En régime permanent les
autres convertisseurs prendront le relais pour alimenter la charge. Nous verrons en
simulation et en pratique comment la loi de commande proposée dans la section 4
permet d’utiliser cette hétérogénéité.

4.1 Énoncé du problème de commande

4.1.1 Système considéré
Dans ce chapitre, nous considérons la mise en parallèle de m convertisseurs pour

alimenter une charge résistive. Pour décrire la modélisation complète de ce système,
considérons premièrement un convertisseur Buck seul.

Convertisseur Buck seul

À partir d’une tension d’entrée continue E, un convertisseur Buck est un dispositif
qui permet d’obtenir une tension de sortie v également continue mais plus petite que E.
C’est pourquoi ce convertisseur est également connu sous le nom d’abaisseur de tension
ou de dévolteur. Le modèle idéal du convertisseur (c’est-à-dire en négligeant les éléments
parasites) est représenté sur la figure 4.1. Ce dispositif est composé

• d’une inductance L, traversée par un courant i ;
• de deux interrupteurs T1 et T2 dont l’état (ouvert ou fermé) est commandable.

Il est toujours connecté entre une source (un générateur de tension E dans notre cas) et
une charge (une résistance R dans notre cas). La charge est généralement associée à un
condensateur C afin de lisser la tension de sortie v.

T1 et T2 sont habituellement des transistors que l’on peut représenter comme un
interrupteur associé à une diode en parallèle (voir figure 4.1). Le convertisseur est un
système à commutation puisque les matrices de son modèle dynamique dépendent des
valeurs de u1 et u2 qui sont des entrées booléennes définissant l’état de l’interrupteur :
u1 = 1 (respectivement u2) rend T1 (T2) passant et u1 = 0 (u2) rend T1 (T2) bloqué. De
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Figure 4.2 – Schéma du convertisseur Buck lorsque (u1 = 0 ∧ u2 = 0 ∧ i = 0)

L
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C R v

Figure 4.3 – Schéma du convertisseur Buck lorsque
(
u1 = 0 ∧

(u2 = 1 ∨ (u2 = 0 ∧ i > 0))
)

plus, la présence de la diode en inverse sur T2, introduit encore un cas supplémentaire,
suivant si le courant est nul ou non. La dynamique en fonction des valeurs de u1, u2 et i
se décompose en trois cas :

• si (u1 = 0 ∧ u2 = 0 ∧ i = 0), alors la dynamique s’écrit (figure 4.2) :

d
dt

[
i
v

]
=
[

0 0
1/C −1/RC

] [
i
v

]
; (4.1a)

• si
(
u1 = 0 ∧ (u2 = 1 ∨ (u2 = 0 ∧ i > 0))

)
, alors la dynamique s’écrit (figure 4.3) :

d
dt

[
i
v

]
=
[

0 −1/L
1/C −1/RC

] [
i
v

]
; (4.1b)

• si
(
(u1 = 1 ∨ (u1 = 0 ∧ i < 0)) ∧ u2 = 0

)
, alors la dynamique s’écrit (figure 4.4) :

d
dt

[
i
v

]
=
[

0 −1/L
1/C −1/RC

] [
i
v

]
+
[
E/L
0

]
. (4.1c)

Pour l’équation (4.1a), le courant étant nul, la diode de T2 assure le blocage du courant
et empêche le passage de courants négatifs, c’est pourquoi la dynamique de i est nulle. Au
contraire, pour l’équation (4.1c), on peut retrouver le même cas mais en fermant T2 de
sorte que même si la diode est bloquée, il est possible de laisser passer des courants négatifs.
Notons que nous n’autorisons pas le cas où u1 = u2 = 1 car (i) la source serait mise en
court-circuit, ce qui pourrait l’endommager et (ii) le courant traversant les transistors
serait grand, ce qui pourrait les endommager également.
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Figure 4.4 – Schéma du convertisseur Buck lorsque
(
(u1 = 1∨(u1 = 0∧ i < 0))∧u2 = 0

)
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Figure 4.5 – Schéma de principe de la MLI

Pour la suite, nous avons choisi de commander ce système via une modulation à
largeur d’impulsion (MLI) qui génère les signaux u1 et u2 en fonction d’une grandeur
continue, nommée rapport cyclique et dont la valeur vérifie d ∈ [0, 1]. En général, la MLI
est utilisée à une fréquence fixe fMLI dont la période associée est TMLI = 1/fMLI. En
pratique, cette modulation consiste à comparer le rapport cyclique à un signal triangulaire
d’amplitude 1, de valeur moyenne 0, 5 et de période TMLI. Comme illustré par la figure 4.5,
lorsque le rapport cyclique est au dessus du signal triangulaire (respectivement en dessous),
l’entrée booléenne u1 est mise à 1 (à 0) par le comparateur. Par conséquent la valeur de d
correspond au pourcentage du temps de la période TMLI pendant lequel l’entrée booléenne
est à 1. Notons que la valeur de d est constante sur une période.

Par ailleurs, nous choisissons de définir l’entrée u2 comme le complémentaire ū1 de
u1, c’est-à-dire que u2 = 0 (respectivement u2 = 1) lorsque u1 = 1 (u1 = 0). De cette
manière, nous assurons que u1 = u2 = 1 ne se produit jamais. De plus, cette technique
nommée fonctionnement synchrone (par opposition au fonctionnement asynchrone quand
u2 est assigné à 0 en permanence) permet (i) de prendre en compte des courants négatifs,
ce qui est utile en régime permanent pour des applications de récupération d’énergie et
en régime transitoire pour améliorer la régulation de tension, et (ii) d’éviter le mode
de conduction discontinu lorsque le courant i s’annule et que u1 = u2 = 0 (voir (4.1a)),
modifiant ainsi la dynamique. Par ces deux choix, le schéma de la figure 4.1 se simplifie
comme sur la figure 4.6. Nous voyons que le rapport cyclique d est transformé en signal
booléen par le modulateur (bloc MLI bleu) et que des signaux complémentaires sont
appliqués sur chaque interrupteur.
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Figure 4.6 – Schéma d’un convertisseur Buck commandé par une MLI en fonctionnement
synchrone

Finalement, nous considérons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.1.1. La fréquence de MLI fMLI est suffisamment rapide devant la dynamique
du système pour que nous puissions approximer l’état par sa valeur moyenne sur la période
TMLI. 4

Sous cette hypothèse et avec tous les choix précédents, nous pouvons modéliser la
dynamique du système de la figure 4.1 sous la forme de l’équation dynamique suivante [96] :

d
dt

[
i
v

]
=
[

0 −1/L
1/C −1/RC

] [
i
v

]
+
[
E/L
0

]
d. (4.2)

L’équation (4.2) est nommée "modèle moyen" du convertisseur Buck. Il lie en effet le rapport
cyclique d aux valeurs moyennes du courant et de la tension, notés i et v respectivement.
Ces nouvelles notations remplacent désormais les anciennes, faisant références aux valeurs
instantanées du courant et de la tension. La première ligne de (4.2) correspond à la
dynamique du courant i dans l’inductance L alors que la deuxième ligne exprime la
dynamique de la tension de sortie v dans le condensateur C.

Convertisseurs en parallèle

Considérons maintenant le système représenté sur la figure 4.7. Il est constitué de
m convertisseurs Buck qui sont connectés en parallèle à un bus de tension continue sur
lequel est également connectée une charge résistive R via un condensateur C. Le j-ème
convertisseur avec

j ∈ J := {1, . . . ,m} ,

est alimenté par une source de tension continue de valeur Ej ∈ R+. Il est composé d’une
inductance de valeur Lj ∈ R+ dans laquelle transite le courant ij. Enfin, il est commandé
par une MLI dont dj est le rapport cyclique et d̄j son complémentaire. La somme de tous
les courants est définie par

R 3 σ :=
m∑
j=1

ij (4.3)

et alimente la charge résistive via le condensateur C dont la tension est notée v. D’après
les lois de Kirchoff et sous l’hypothèse 4.1.1, la dynamique du circuit représenté par la
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Figure 4.7 – Schéma de m convertisseurs Buck en parallèle

figure 4.7 s’exprime de la manière suivante :

∀j ∈ J , Lj
dij
dt = −v + Ejdj, (4.4a)

C
dv
dt = σ − v

R
. (4.4b)

L’équation (4.4a) fait référence à la dynamique du courant de sortie de chaque convertisseur
alors que (4.4b) exprime la dynamique de la tension de sortie.

L’objectif principal d’un tel système est la régulation de la tension de la charge à
une valeur de référence vr vérifiant

0 ≤ vr ≤ min
j
Ej, (4.5)

puisque les convertisseurs Buck ne peuvent qu’abaisser la tension en régime permanent.
Par conséquent, la tension v est la sortie de performance. Nous adoptons la représentation
d’état suivante :

Σ :
{
ẋ=Ax +Bd,
y=C x,

(4.6)

où

• le vecteur d’état x ∈ Rn:=m+1 regroupe les variables d’état, à savoir i =
[
i1 . . . im

]ᵀ
et v, tel que

x :=
[
i
v

]
;

102/186



4.1. Énoncé du problème de commande

• le vecteur d’entrée d ∈ U := [0, 1]m regroupe les rapports cycliques de tous les
convertisseurs

d :=


d1
...
dm

 ;

• la sortie y ∈ R est un scalaire et correspond à la tension (y = v) ;
• la matrice d’état s’écrit

A :=
[
diag {L} 0

0 C

]−1 [ 0 −1m
1ᵀm −1/R

]
,

où l’opérateur "diag" construit une matrice diagonale à partir des éléments du vecteur
en argument ;

• la matrice d’entrée s’écrit

B :=
[
diag {L}−1 diag {E}

0ᵀm

]
;

• la matrice de sortie s’écrit
C :=

[
0ᵀm 1

]
.

D’après l’équation (4.4b), on remarque que la grandeur qui agit sur la dynamique
de tension est la somme des courants σ. La manière dont ce courant est réparti sur
les différents convertisseurs reste libre par rapport à la valeur de la tension v. Cette
observation est reliée à la redondance d’entrée de Σ.

4.1.2 Redondance d’entrée
Pour cette partie, étudions le système (4.6) sans les contraintes, c’est-à-dire en

considérant d ∈ Rm. En utilisant les outils donnés dans le chapitre 2 et en sachant que
la matrice D est nulle, on remarque que Σ est redondant en entrée. C’est l’objet de la
proposition suivante.

Proposition 4.1.1. Le système Σ donné par (4.6) est redondant en entrée de type 2 de
degré (ρ, ν) = (0,m− 1).

Démonstration. Afin de trouver l’expression de R(Σ), calculons premièrement V(Σ) à
partir de l’algorithme que nous trouvons dans [48, Sec. 4.3]. On cherche le plus grand
invariant commandé invisible depuis la sortie, c’est-à-dire contenu dans Ker {C} puisque
la matrice de transfert direct D = 0. Par conséquent, V0 = Ker {C}. Il existe un k pour
lequel Vk+1 donné par la récurrence suivante :

Vk+1 = Ker {C} ∩ A−1 (Vk + Im {B}) (4.7)

est égal à Vk. On a alors obtenu V(Σ) = Vk+1 = Vk. À la première étape (k = 0),
l’équation (4.7) devient

V1 = Ker {C} ∩ A−1 (Ker {C}+ Im {B}) .
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Sachant que Ker {C} = Im {B} = Rm ⊕ {0}, on obtient

A−1(Rm ⊕ {0}) = {x : Ax ∈ Rm ⊕ {0}} = Im {Γm} ⊕ {0},

avec

Rm×(m−1) 3 Γm :=



1 0 · · · 0
−1 1 . . . ...
0 −1 . . . 0
... . . . . . . 1
0 · · · 0 −1


=
[
Im−1
0T
m−1

]
−
[
0T
m−1
Im−1

]
, (4.8)

car Ker {1ᵀm} = Im {Γm}, ce qui entraîne[
0 −1m

1ᵀm −1/R

] [
Γm

0ᵀm−1

]
= 0.

On en déduit

V1 = (Rm ⊕ {0}) ∩ (Im {Γm} ⊕ {0}) = Im {Γm} ⊕ {0}.

À la deuxième étape (k = 1), l’équation (4.7) devient

V2 = Ker {C} ∩ A−1 (Im {Γm} ⊕ {0}+ Im {B}) .

Sachant que Im {Γm} ⊕ {0} + Im {B} = Im {B}, on obtient V2 = V1. Par conséquent,
d’après [48, Th. 4.10], V(Σ) s’écrit

Rm−1 3 V(Σ) = V1 = Im {Γm} ⊕ {0} = Im
{[

Γm
0ᵀm−1

]}
.

D’après [48, Lemme 4.16], on sait que Im {B} ∩ V(Σ) ⊆ R(Σ) et que R(Σ) ⊆ V(Σ)
(voir [48, Eq. 4.11]). Comme dans notre cas Im {B} ∩ V(Σ) = V(Σ), R(Σ) s’exprime
comme

Rm−1 3 R(Σ) = V(Σ) = Im
{[

Γm
0ᵀm−1

]}
. (4.9)

Par ailleurs, sachant que Ker {D} = Im, le degré de redondance ν s’écrit

ν = dim (R(Σ) ∩ Im {B}) =
Ker{B}={0}, (2.38)

dim
(
B−1R(Σ)

)
.

En nommant H = diag {L}−1 diag {E}, on a

Rm−1 3 B−1R(Σ) =
{
u :

[
H
0ᵀm

]
u ∈ Im

{[
Γm

0ᵀm−1

]}}

=
u=H−1ω

H−1
{
w :

[
Im
0ᵀm

]
w ∈ Im

{[
Γm

0ᵀm−1

]}}
= H−1Im {Γm} ,

(4.10)

de sorte que ν = m− 1. D’après la proposition 2.7.8, Σ est redondant en entrée de type 2
de degré ν = m− 1.
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La conséquence directe de cette proposition est que l’objectif de commande visant à
réguler la tension v ne définit pas entièrement les trajectoires d’entrées du système, et
nous verrons que cette propriété reste valable pour le régime permanent vérifiant v∗ = vr
(hypothèse 3.1.1 du chapitre 3). Le régime permanent n’est donc pas unique et le problème
donné ci-après permet de le choisir comme la solution d’un problème d’optimisation.

4.1.3 Problème d’allocation de commande
Définissons le problème d’allocation de commande sur les convertisseurs en parallèle

de manière similaire au problème 3.1.1 du chapitre 3. Sachant qu’en pratique, la charge
n’est que très rarement connue, on suppose que la valeur de la résistance R est inconnue
et qu’elle appartient à

R ∈ L := [R−, R+], (4.11)

avec R− ∈ R+ et R+ ∈ R+. Le problème de commande s’écrit :

Problème 4.1.1. Soit une fonction coût J : Rm × Rn → R. Étant donné une référence
de sortie vr ∈ R+, concevoir un correcteur par retour d’état C : x(t) 7→ d(t) ∈ Rm tel que
l’équilibre de la boucle fermée de C avec Σ vérifie

(d∗, x∗) ∈ arg min
d̂,x̂

J(d̂, x̂)

tel que


A(R)x̂+Bd̂ = 0
Cx̂ = vr,

d̂ ∈ U ,

(4.12)

et soit globalement asymptotiquement stable (GAS) quelque soit R ∈ L. •

Nous remarquons que ce problème n’entre pas exactement dans le cadre de l’étude
du problème du chapitre 3 puisque nous prenons en compte un paramètre inconnu : la
résistance. Pour cette raison, la dépendance de la matrice A vis-à-vis de la charge sera
désormais mise en évidence en notant A(R), au lieu de A.

L’ensemble de faisabilité du problème d’optimisation s’écrit comme suit :
([
xp
dp

]
+ Ker

{[
A(R) B
C 0ᵀm

]})
∩ (Rn × U) ,

où [
xp
dp

]
=


vr
mR

1m
vr

E−1vr


est une solution particulière de

[
A(R) B
C 0ᵀm

] [
x
d

]
=
[
0m+1
vr

]
. (4.13)
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Sachant que

Ker
{[
A(R) B
C 0ᵀm

]}
=

{[
x
d

]
:
[
A(R) B
C 0ᵀm

] [
x
d

]
= 0

}

=


iv
d

 : −1mv + diag {E} d = 0, 1ᵀi− v/R = 0, v = 0


= Ker {1ᵀm} ⊕ {0} ⊕ {0m}

et en remarquant que dp = E−1vr ∈ U est 1 assuré par (4.5), on conclut que cet ensemble
de faisabilité s’écrit comme suit :[

xp
dp

]
+ Ker {1ᵀm} ⊕ {0} ⊕ {0m}.

Il s’agit d’un sous-espace vectoriel affine de dimension dim(Ker {1ᵀm}) = dim(Im {Γm}) =
m − 1. Pour m > 1, il existe donc une infinité de régimes permanents vérifiant v = vr.
L’hypothèse 3.1.1 du chapitre 3 est donc vérifiée.

4.1.4 Fonction coût
Par la suite, nous utiliserons plusieurs fonctions coûts différentes. Dans certains cas,

J modélisera une préférence de répartition de courants entre les différents convertisseurs en
régime permanent. Dans d’autres, cette fonction traduira directement les pertes globales
du système. Dans tous les cas, J dépend uniquement du courant et s’écrit sous la forme :

J : i 7→ iᵀQi+Ri, (4.14)

avec Rm×m 3 Q = Qᵀ � 0 et R ∈ R1×m.

Montrons que l’expression (4.14) permet de modéliser les pertes des convertisseurs.

Pertes dans les convertisseurs

En prenant un modèle plus précis qui tient compte des éléments parasites des com-
posants électriques, nous obtenons le modèle du convertisseur en suivant la méthodologie
proposée dans [97, Sec. 2.2.11]. Ce modèle est représenté pour le j-ème convertisseur sur
la figure 4.8 avec les paramètres suivant :

• RS1,j est la résistance Drain/Source du transistor MOSFET S1,j du j-ème convertis-
seur ;

• RS2,j est la résistance Drain/Source du transistor MOSFET S2,j du j-ème convertis-
seur ;

• RL,j est la résistance équivalente série de l’inductance Lj ;
• RC est la résistance équivalente série du condensateur C.

L’hypothèse suivante est faite.

1. E−1 correspond à l’inversion terme à terme du vecteur E.
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Ej

Lj

C
R v

ij
RS1,jS1,j

RS2,j

S2,j

RL,j

RC

Figure 4.8 – Schéma d’un convertisseur Buck avec résistances parasites

Hypothèse 4.1.2. Pour chaque convertisseur, les valeurs des résistances Drain/Source
des deux transistors MOSFET sont égales, c’est à dire

RS1,j = RS2,j =: RS,j, ∀j ∈ J .

4

Définissons pj comme les pertes de puissance moyennes dues aux transistors et à
l’inductance du j-ème convertisseur. D’après [97, Eq. (2.134)] et [98], l’expression de pj
est donnée par

pj = (RS,j +RL,j)i2j + tSW,jfMLIEjij.

Dans cette équation, les pertes dans l’inductance sont décrites par le terme RL,ji
2
j , les pertes

par conduction des transistors correspondent à RS,ji
2
j et les pertes par commutations

sont approximées par tSW,jfMLIEjij où tSW,j est un paramètre relié à la durée d’une
commutation. Par conséquent, les pertes dans tous les convertisseurs sont données par la
somme des pj, que l’on écrit sous la forme

J =
∑
j∈J

pj = iᵀQi+Ri,

avec Q = diag {q1, . . . , qm}, R = [r1, . . . , rm] et

qj = RS,j +RL,j, ∀j ∈ J , (4.15a)
rj = tSW,jfMLIEj, ∀j ∈ J . (4.15b)

Cette caractérisation de pertes est utilisée dans [99] où nous remarquons qu’elle peut être
généralisée au cas où le convertisseur est commandé de manière asynchrone (S2 est une
diode).

4.1.5 Environnement de simulation
Pour les différentes approches présentées dans la suite, nous effectuerons des simula-

tions similaires afin de faciliter les comparaisons. Alors que les développements théoriques
seront donnés pour un nombre arbitraire de convertisseurs, l’environnement de simulation
est composé d’un modèle (moyen) de deux convertisseurs, sur lequel nous définirons
deux scénarios comportant chacun deux phases successives. Toutes les simulations sont
effectuées sur Matlab/Simulink.
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Paramètres du modèle

Nous considérerons un système composé de deux convertisseurs en parallèle (m = 2)
dont les paramètres physiques sont donnés dans le tableau 4.1. En ce qui concerne la charge,

Tableau 4.1 – Paramètres des convertisseurs

j = 1 j = 2
Ej (V) 24 24
Lj (mH) 0, 4 4, 13

elle est composée d’un condensateur dont la valeur est C = 47µF et d’une résistance dont
la valeur est inconnue et on suppose qu’elle prend sa valeur dans [R−, R+] avec

R− = 1Ω et R+ = 10Ω. (4.16)

Chaque simulation est composée de deux phases ayant des valeurs de résistance différentes :

Phase 1 De t = 0ms à t = 3ms, la valeur de la résistance vaut R1 = 2Ω.

Phase 2 À t = 3ms, la résistance R change brusquement de R1 à R2 = 3Ω, valeur
qu’elle conservera jusqu’à t = 6ms.

Définition des références

La tension de la charge doit être régulée à vr = 12V pour les deux phases. Concernant
la répartition de courant, nous considérons deux scénarios différents :

Scénario 1 La fonction coût (4.14) définissant l’objectif de répartition de courant s’écrit

J1 = iᵀ
[
0.5 0
0 0.5

]
i.

Dans ce cas, l’objectif est d’obtenir une répartition de courant uniforme : chaque conver-
tisseur se partage la même fraction du courant total.

Scénario 2 La fonction coût (4.14) définissant l’objectif de répartition de courant s’écrit

J2 = iᵀ
[
0.9 0
0 0.1

]
i.

Cette fois-ci, 90% du courant sera fourni (en régime permanent) par le second convertisseur.
Nous avons fait ce choix car de manière générale, plus l’inductance d’un convertisseur est
grande, meilleur est son rendement. Par conséquent, il est plus avantageux d’utiliser le
deuxième convertisseur. Par contre, le fait que l’inductance est grande lui confère une
dynamique lente, et le premier convertisseur pourra apporter la puissance plus rapidement
pendant le régime transitoire.
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DC/DC

Correcteur
Rapproché
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Figure 4.9 – Structure de commande en deux boucles imbriquées

4.2 État de l’art sur la commande des convertisseurs
en parallèle

Cette section décrit les différentes solutions existantes du problème 4.1.1. L’approche
conventionnelle nommée abaissement de tension (nommée "droop control" en anglais et
qui est une approche en boucle ouverte) ne régule pas exactement la tension et le courant
à leur valeur de référence et par conséquent ne répond pas convenablement au problème
posé (voir [100,101]). C’est pourquoi cette section se concentre sur les méthodes actives
de partage de courant. La littérature de ce domaine est étudiée dans [102] et [103]. On
remarque que quasiment toutes les solutions existantes sont structurées en deux boucles
imbriquées, comme sur la figure 4.9.

4.2.1 Les deux boucles imbriquées
Comme le fait remarquer [102], les solutions du problème 4.1.1 sont conçues en

deux étapes. La première étape a pour but d’associer un correcteur rapproché à chaque
convertisseur pour les faire fonctionner individuellement soit comme une source de tension
commandée, soit comme une source de courant commandée. La deuxième étape cherche à
coordonner ces sous-systèmes dans le but de réguler la tension et le courant de manière
exacte. Le schéma de commande résultant est alors composé de deux boucles imbriquées,
l’une correspondant aux convertisseurs et leur commande rapprochée et l’autre correspon-
dant à la gestion des références de courant ou de tension de chacun des sous-systèmes.
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Plus formellement, le but de la première étape est de concevoir une loi de commande
(ij, v)(t) 7→ dj(t) en n’utilisant que des mesures locales et telle que la boucle fermée
complète admette un unique point d’équilibre composé des régimes permanents de chaque
sous-système de la forme :

• v = vr,j − αjij si le convertisseur est commandé en source de tension ;
• i = ir,j − v/βj si le convertisseur est commandé en source de courant.

Les signaux vr,j et ir,j sont des signaux externes du point de vue de la commande
rapprochée, alors que αj et βj sont des paramètres constants qui dépendent des gains
du correcteur rapproché et des paramètres du convertisseur. Ils sont homogènes à des
résistances (Ω). En s’appuyant sur des considérations électriques, [102] montre que cette
première étape (le correcteur rapproché) ne peut donner lieu qu’à trois configurations
différentes : l’interconnexion en parallèle de sources de tensions imparfaites (classe 1) 2,
l’interconnexion en parallèle de sources de courant avec une source de tension (classe
2), et l’interconnexion en parallèle de sources de courant (classe 3). Remarquons que les
preuves théoriques de l’existence d’un équilibre attractif sont rarement établies, même
en supposant que vr,j et ir,j sont constants. Quelques exceptions notables : [104] et [105]
présentent des éléments de stabilité sur la base d’impédances complexes et d’analyse
en fonction de transfert, et [15] montre la présence d’un équilibre attractif grâce à une
formulation en espace d’état, et une analyse par fonctions de Lyapunov.

En ce qui concerne la deuxième étape, l’objectif est de concevoir un correcteur haut-
niveau qui cherche à amener le système complet à la référence de tension et de courant en
agissant sur les signaux ir,j et vr,j de chaque commande rapprochée. Généralement, non
seulement la tension v mais aussi le courant ij de chaque convertisseur sont utilisés pour
la rétro-action de ce correcteur haut-niveau, afin de réguler la déviation de tension vr − v
et la déviation du vecteur de courant ir − i à zéro, quelque soit la valeur de la charge
R. Suivant la classe mise en œuvre dans la boucle interne, des structures de commande
différentes sont utilisées pour le correcteur externe. Pour la classe 1 (respectivement la
classe 3), le correcteur externe délivre des références de tension vr,j (courant ir,j) à chacune
des branches en s’appuyant sur leur propre déviation. Pour la classe 2, le convertisseur
commandé en source de tension est responsable de réguler la tension et son courant
est utilisé comme référence pour les autres branches, commandées en source de courant.
Remarquons que la stratégie maître/esclave correspond au correcteur haut-niveau associé
à la classe 2 alors que la stratégie démocratique fait référence au correcteur haut-niveau
de la classe 3 [102,105].

4.2.2 Stabilité fondée sur une séparation fréquentielle
Lors de la mise en œuvre de ces techniques, une attention particulière doit être portée

sur le choix des gains des correcteurs rapprochés et haut-niveau. En effet, les boucles
imbriquées peuvent interagir dangereusement et remettre en cause la stabilité du système
complet. Même si ce problème a été déjà identifié dans la littérature (voir [102, 103]
par exemple), des preuves théoriques de stabilité sont rarement apportées. On trouve
dans [106] des détails concernant la stabilité de ces approches et notamment l’observation

2. Dans [102], ces trois configurations sont classées en trois "types", mais puisque dans ce mémoire,
ce mot est utilisé pour la redondance d’entrée, nous l’avons remplacé par "classe".
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Σa Σp
σ

d v

Figure 4.10 – Décomposition actionneur/procédé des convertisseurs Buck en parallèle

suivante : accélérer la dynamique de régulation de tension ou de répartition de courant (ce
qui revient à augmenter les gains du correcteur haut-niveau) fait disparaître la séparation
fréquentielle entre les deux boucles et apparaître des phénomènes d’instabilité. Ainsi,
même si les preuves formelles ne sont que rarement données, la stabilité est fondée sur
le fait que le correcteur haut-niveau est lent devant la boucle interne. La dynamique de
régulation induite par ces approches est donc structurellement bridée par l’exigence de
cette séparation fréquentielle.

4.3 Approche statique proposée
Cette section présente la mise en application de l’approche statique de l’allocation

de commande pour des actionneurs dynamiques. Elle s’efforce à prendre en compte,
non seulement les contraintes d’entrée mais aussi les contraintes de courant (état de
l’actionneur).

4.3.1 Décomposition du système en Σp et Σa

Une manière originale de voir les convertisseurs Buck en parallèle est de considérer
chaque convertisseur comme un actionneur. La somme σ des courants ij de ceux-ci est
alors l’entrée du procédé, constitué de la charge associée au condensateur C (le courant
total σ fait référence à l’effort global τ défini dans l’allocation statique). D’après les
équations (4.4a) et (4.4b) le modèle des actionneurs, nommé Σa, et le procédé, nommé Σp

(voir (2.43) et (2.47)), sont décrits par les deux relations suivantes :

Σa :


di
dt = −diag {L}−1 1mv +Bacd,

σ = Bui,
(4.17)

avec Bu := 1ᵀm, Bac := diag {L}−1 diag {E} et

Σp : v̇ = − v

RC
+ σ

C
. (4.18)

À l’image de l’approche statique de l’allocation de commande, cette décomposition
actionneurs/procédé est représentée par la figure 4.10 sur laquelle nous voyons l’influence
de la tension sur le modèle des actionneurs. Notons que le modèle des actionneurs Σa est
purement dynamique et n’est pas stable (intégrateurs), de sorte qu’il n’est pas possible de
la négliger. Nous devons donc ajouter un correcteur rapproché qui stabilise Σa pour pouvoir
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appliquer la méthodologie de l’allocation statique [1] et pour répondre au problème 4.1.1.
Sachant que les actionneurs sont purement dynamiques (ce qui implique une redondance
de type 2 d’après la proposition 2.7.10), nous utiliserons la méthode quasi-statique donnée
par la figure 3.6 du chapitre précédent. Le correcteur est alors conçu en trois parties :

• le correcteur externe Cy, qui délivre une consigne de courant total σr pour asservir
la tension ;

• l’allocateur A choisit la répartition du courant en donnant les références ir,j pour
tout j ∈ J à chaque correcteur interne. Cette répartition est choisie par rapport au
problème d’optimisation suivant :

A : σr(t) 7→ ir(t) ∈ arg min
i

J(i)

tel que
{
Bui = σr(t),
i−j ≤ ij ≤ i+j , ∀j ∈ J ,

(4.19)

avec ir ∈ Rm le vecteur de références ir,j, pour tout j ∈ J et avec i−j ∈ R
(respectivement i+j ∈ R) les saturations basses (hautes) du courant ij, pour tout
j ∈ J ;

• le correcteur interne Ca est conçu de manière à ce que le courant i rejoigne la
référence ir le plus rapidement possible.

Remarquons que le problème (4.19) ne prend pas en compte les contraintes d’entrée car il
faudrait intégrer la relation différentielle (4.17) dans ce problème statique, ce que nous ne
savons pas réaliser actuellement. En proposant une approche similaire à celles de [75–77]
qui s’appuie sur des algorithmes de commande prédictive en réponse pile, nous verrons
comment prendre en compte les contraintes de d dans le choix des références de courant.
La réponse pile étant une technique de commande à temps discret, la conception du
correcteur est effectué en temps discret.

4.3.2 Correcteur de courant
Principe d’un correcteur multi-période

Pour le schéma de commande de l’approche statique, l’allocateur A doit résoudre
un problème d’optimisation paramétré par un signal variant dans le temps, et comportant
des contraintes d’inégalité. Une solution analytique simple du problème considéré n’existe
malheureusement pas et la solution doit être calculée en ligne par l’allocateur. Effectuer ce
calcul exige un temps important, ce qui contraint à choisir une période d’échantillonnage
Ts élevée, induisant inévitablement un ralentissement de la boucle interne. Pour palier ce
problème, on adopte le schéma multi-période de la figure 4.11 pour lequel on définit

TA := pTs, p ∈ N.

De cette manière, l’allocateur a plus de temps pour délivrer une solution réalisable par la
boucle interne, qui elle, utilise une période Ts < TA.

Afin d’éviter toute confusion, comme représenté sur la figure 4.12, nous utilisons la
paramétrisation suivante de l’instant d’échantillonnage :

k = qp+ l,
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1

Σa Σp
σ ∈ R vCv Aσr ∈ R ir ∈ Rmvr Ca d ∈ Rm

TA Ts

Figure 4.11 – Représentation du correcteur multi-période

qp qp + 1 qp + l qp + (p− 1) (q + 1)p

période q période q + 1

k

Ts

TA

Figure 4.12 – Paramétrisation de k

avec q ∈ N et
l ∈ L := {0, . . . , p− 1}.

Les variables q et l correspondent donc au quotient et au reste de la division euclidienne
de k par p. De cette manière, q numérote la période TA comme illustré par le schéma 4.12.

Correcteur primaire Ca
Pour la suite, nous faisons l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.3.1. La tension de charge v est constante sur la période TA. 4

Puisque le condensateur de sortie ralentit la dynamique de tension par rapport aux
courants, cette hypothèse est réaliste. Sous l’hypothèse 4.3.1, v est a fortiori constant
sur la période Ts. Par conséquent, nous obtenons le modèle temps discret suivant de la
dynamique des actionneurs à partir de Σa

3 :

Σa,j : ij[k + 1] = ij[k] + Ej
Lj
Tsdj[k]− Ts

Lj
v[k]. (4.20)

Puisque (4.20) n’est pas stable (comportement d’intégrateur), on ajoute le correcteur
interne Ca,j, qui a pour but de stabiliser chaque convertisseur tout en assurant sa conver-
gence à une valeur de référence de courant ir,j comme sur la figure 4.13. La concaténation

3. Dans le cas d’une entrée maintenue constante grâce à un bloqueur d’ordre zéro, le mo-
dèle discret d’un système LTI à temps continu ẋ = Ax + Bu s’écrit x[(k + 1)Ts] = eATsx[kTs] +∫ (k+1)Ts

kTs

eATs((k+1)Ts−τ)Bu(τ)dτ .
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Ca,j Σa,j
+

−
ir,j

εj dj ij

v v

Figure 4.13 – Correcteur primaire

de chaque correcteur interne Ca,j, j ∈ J donne le bloc Ca de la figure 4.11.

Pour rejoindre la référence ir,j aussi rapidement que possible, nous proposons un
correcteur par réponse pile. Sachant que les références ir,j sont mises à jour à la période
TA = pTs, l’objectif de Ca,j est de faire en sorte que ij atteigne exactement la valeur de
référence en p période Ts, c’est-à-dire ij [(q + 1)p] = ir,j[qp]. Le problème de conception de
Ca,j s’écrit de la manière suivante :

Ca,j : ir,j[qp] 7→ dj[qp+ l], l ∈ L tel que


ij[(q + 1)p] = ir,j[qp],
(4.20),
0 ≤ dj[qp+ l] ≤ 1, l ∈ L.

(4.21)

La dernière contrainte de ce problème d’optimisation correspond au fait que les rapports
cycliques appartiennent à [0, 1]. Il existe de nombreuses solutions au problème (4.21)
puisque les valeurs intermédiaires du courant sont libres. Nous avons choisi d’imposer que
dj[qp+ l] soit constant pour tout l ∈ L. Ceci permet d’atteindre les valeurs extrêmes de
référence puisque la valeur limite supérieure (respectivement inférieure) est obtenue en
choisissant dj [qp+ l] = 1 (dj [qp+ l] = 0) pour tout l ∈ L. Ces valeurs limites sont données
par

∆i+j := ij[(q + 1)p]− ij[qp] = pTs
Lj

(Ej − v[qp]), (4.22a)

∆i−j := ij[(q + 1)p]− ij[qp] = −pTs
Lj

v[qp], (4.22b)

où (4.22a) et (4.22b) sont déduits de (4.20) en imposant dj [qp+ l] = 1 et 0 respectivement
pour tout l ∈ L et sous l’hypothèse 4.3.1.

Le correcteur rapproché Ca est conçu d’après le lemme suivant.

Lemme 4.3.1. Soit Ca,j donné par la relation

dj[k] =
p−1∑
r=0

Lj
pEjTs

εj[k − r]−
p−1∑
r=1

(
1− r

p

)(
dj[k − r]−

v[k − r]
Ej

)
+ 1
Ej
v[k], (4.23)

où εj[k] := ir,j[k]− ij[k].

La fonction de transfert de la boucle fermée de la figure 4.13 est telle que l’état
ij rejoigne la référence ir,j en p périodes d’échantillonnage Ts, c’est-à-dire, pour toute
référence ir,j ∈ R et pour tout état initial ij[0], . . . , ij[1 − p], dj[−1], . . . , dj[1 − p] ∈ R,
ij[p] = ir,j et après une première période d’initialisation TA (à partir de q = 2), dj[qp+ l]
est constant pour tout l ∈ L.
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La preuve est donnée en annexe C.

Remarque 4.3.1 (p=1). Notons que lorsque l’allocateur peut délivrer sa solution en une
période Ts, p = 1 et le correcteur Ca,j se réduit à un gain statique (correcteur par
réponse-pile classique). y

Allocateur A

Le but de l’allocateur est de répartir la référence de courant total σr sur les différentes
branches de sorte que (i) chaque référence de courant soit réalisable par le correcteur
primaire Ca en p instants et (ii) la fonction coût J soit minimisée. Nous réécrivons le
problème (4.19) sous forme d’optimisation à critère quadratique et contraintes linéaires
(nommé "mixte" dans [42]), dont la résolution donne la référence des courants de chaque
convertisseur. Ce problème s’écrit

A :
[
σr
i

]
[qp] 7→


ir,1
...
ir,m

 [qp] ∈ arg min
î∈Rm

(
σr[qp]−Buî

)2
+ εJ (̂i)

tel que ∀j ∈ J ,
{

i−j ≤ îj ≤ i+j ,

∆i−j ≤ îj − ij[qp] ≤ ∆i+j ,

(4.24)

avec ε ∈ R+ un paramètre d’optimisation.

Remarque 4.3.2. Le paramètre ε doit être choisi suffisamment petit pour donner la priorité
au premier terme, puisque l’objectif principal est de réguler la tension v et est relié à la
régulation de σ à σr. Une fois ce terme proche de zéro, l’optimisation peut minimiser la
fonction J comme un objectif secondaire. y

La dernière contrainte de (4.24) permet de choisir des références de courant pour
lequel il existe une séquence 0 ≤ d[qp + l] ≤ 1 pour tout l ∈ L. De cette manière, les
contraintes sur les rapports cycliques ont été transférées sur les courants qui sont les
variables de décision de (4.24).

Dans la littérature de l’approche statique, des algorithmes de résolution de problèmes
quadratiques avec des contraintes d’inégalité sont donnés (voir [107, chap. 8], [23, 69,70]).
Pour appliquer ces méthodes, nous devons réécrire J donnée par (4.14), sous la forme

J(i) = (i− ipref)ᵀQ (i− ipref)−
1
4RQ

−1Rᵀ,

avec
ipref = −1

2Q
−1Rᵀ. (4.25)

En remarquant que RQ−1Rᵀ/4 ne dépend pas de i, le minimum de J est atteint
pour la même valeur de i que celui de

J̃ : i 7→ (i− ipref)ᵀQ (i− ipref) = ‖Wopt(i− ipref)‖2
2,
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où Wopt ∈ Rm×m est telle que W 2
opt = Q. Nous pouvons alors transformer (4.24) sous la

forme équivalente suivante :

A :
[
σr
i

]
[qp] 7→


ir,1
...
ir,m

 [qp] ∈ arg min
î

∥∥∥∥∥
[

Bu√
εWopt

]
î−

[
σr[qp]√
εWoptipref

]∥∥∥∥∥
2

2

tel que ∀j ∈ J , max
(
i−j ,∆i−j + ij[qp]

)
≤ îj ≤ min

(
i+j ,∆i+j + ij[qp]

)
.

(4.26)
Ce nouveau problème peut être résolu en utilisant les méthodes par ensembles actifs
présentées dans [108] et appliquées pour l’allocation de commande statique dans [107,
Section 8.1]. Une méthode par ensemble actif résout une séquence de problèmes de
contraintes d’égalité. À chaque étape, certaines contraintes d’inégalité de (4.26) (rangées
dans l’ensemble actif W qui spécifie quels actionneurs sont saturés) sont vues comme des
contraintes d’égalité alors que les contraintes restantes sont ignorées. Pour les simulations
et expérimentations futures de cette approche, nous avons utilisé la toolbox Matlab
disponible en ligne [109]. Pour ce qui concerne l’initialisation des variables de décision de
cet algorithme, nous utilisons la solution du problème d’optimisation à l’étape précédente
et le vecteur nul lorsqu’il n’y a pas d’optimisation antérieure. L’ensemble actif est initialisé
à W = 0m.

4.3.3 Correcteur de tension Cv
Le correcteur de tension est conçu de manière à réguler la tension de sortie v à sa

valeur de référence vr en délivrant une référence de courant total σr à l’allocateur. Puisque
cette référence joue le rôle de paramètre pour le problème d’optimisation associé à A,
il est possible que certaines valeurs de σr empêchent le problème de A d’admettre une
solution. Par conséquent, il est très important d’identifier à quelle condition σr conduit à
un problème faisable.

Comportement de la boucle interne

Voyons premièrement comment nous pouvons modéliser le comportement de A, Ca
et Σa afin de le prendre en compte lors de la conception de Cv.

Dynamique de la boucle interne En supposant que (4.26) est faisable, nous consi-
dérons la dynamique de l’interconnexion de Ca avec Σa à la période TA. Avec Ca défini
par (4.23), le courant total σ(t) vérifie

σ(t) = σ(qTA) + σr(qTA)− σ(qTA)
TA

(t− qTA) . (4.27)

En effet, le rapport cyclique étant constant sur la période TA, les variations de i sont
linéaires en fonction du temps (voir (4.17)). Nous avons vu que sous réserve que (4.26)
soit satisfait, l’allocateur assure que σ[qp] = σr[(q − 1)p], c’est-à-dire (en temps continu)

σ((q + 1)TA) = σr(qTA). (4.28)
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Si l’on regarde σ comme une entrée virtuelle (non constante) de la dynamique de
tension, grâce à (4.18), le modèle discret est donné par

v((q + 1)TA) = e−
TA
RC v(qTA) + 1

C

∫ (q+1)TA

qTA
e−

1
RC

((q+1)TA−τ)σ(τ)dτ.

Avec (4.27), nous pouvons obtenir le modèle discret de la dynamique de tension à la
période TA, grâce à une intégration par parties. Ce modèle s’écrit[

v
σ

]
[(q + 1)p] = Av(R)

[
v
σ

]
[qp] +Bv(R)σr[qp], (4.29)

où

Av(R) :=

e− TARC R
(
RC

TA
− e−

TA
RC

(
1 + RC

TA

))
0 0

,

Bv(R) :=

R− R2C

TA

(
1− e−

TA
RC

)
1

 .
La première ligne de ce modèle décrit la discrétisation temporelle de (4.18) à la période
TA avec (4.27), alors que la deuxième ligne correspond au retard introduit par la boucle
interne (4.28).

Contraintes pour la boucle interne. Dans le paragraphe précédent, nous avons
supposé que le problème (4.26) était faisable. Voyons comment contraindre la valeur de σr
pour que cette hypothèse soit vraie. Pour cela, considérons les limites de la boucle interne
en deux parties :

• les contraintes d’amplitude. À cause des limites en courant de chaque convertisseur,
nous savons que (4.26) a une solution seulement si σr vérifie

σ− :=
m∑
j=1

i−j ≤ σr[k] ≤
m∑
j=1

i+j =: σ+; (4.30)

• les contraintes de variation. Elles sont la conséquence des limites de rapport cyclique
qui sont converties en limites de courant, en supposant que Ca est le correcteur par
réponse pile (4.23). En utilisant (4.22), on obtient

∆σ−(v) ≤ σr[qp]− σr[(q − 1)p]︸ ︷︷ ︸
=:∆σr[qp]

≤ ∆σ+(v), (4.31)

où
∆σ−(v) := −

m∑
j=1

pTs
Lj

v[k] et ∆σ+(v) :=
m∑
j=1

pTs
Lj

(Ej − v[k]).

En choisissant σr de manière à vérifier (4.30) et (4.31), nous assurons que (4.26) a une
solution.

Dans la littérature, des conditions suffisantes de stabilité sont données pour le
problème d’anti-windup avec des contraintes d’amplitude et de vitesse de variation pour
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Σp
vCv

σrvr
z−1

σn σσ+

σ−

+

−

Figure 4.14 – Schéma de la boucle externe

des systèmes à temps discret (voir [110,111]). Cependant, ce problème est beaucoup plus
compliqué lorsque ces contraintes dépendent de l’état, ce qui est le cas ici puisque les
contraintes de variation (4.31) dépendent de v. Donner une réponse complète à ce problème
n’est pas l’objet de cette section. Par conséquent, l’anti-windup que nous présenterons par
la suite prend en compte uniquement les contraintes d’amplitude, même si l’allocateur
considère à la fois les contraintes d’amplitude et de variation.

Avec cette modélisation du comportement de la boucle interne, le schéma de com-
mande de la boucle externe est représenté sur la figure 4.14 où σn correspond à la valeur
non contrainte de la référence de courant total que nous saturons pour délivrer un σr
faisable.

Pour la conception de Cv, nous procédons en deux étapes : (i) un correcteur avec
action intégrale (pour prendre en compte la résistance inconnue) sur le système non
contraint (σn = σr) est premièrement donné puis (ii) un anti-windup est conçu pour
prendre en compte les saturations.

Correcteur sans saturation

En ignorant les saturations de σr, c’est-à-dire en considérant que σr = σn, le
correcteur par retour d’état étendu, robuste vis-à-vis de la charge

Cv :
{
z[(q + 1)p] = z[qp] + vr − v[qp],
σn[qp] = kiz[qp] + kp (vr − v[qp]) + kdσ[qp], (4.32)

est tel que le modèle en boucle fermée de (4.29) avec (4.32) correspond au modèle étendu
suivant : ṽσ̃

z̃

 [(q + 1)p] =

Ae,v(R) +Be,v(R)

−kpkd
ki


ᵀ

︸ ︷︷ ︸
ABF,v(R):=Ae,v(R)+Be,v(R)K

ṽσ̃
z̃

 [qp], (4.33)

avec

Ae,v(R) :=
[
Av(R) 02×1[
−1 0

]
1

]
, Be,v(R) :=

[
Bv(R)

0

]
et K =

[
−kp kd ki

]
,

et
ṽ = v − vr, σ̃ = σ − vr

R
et z̃ = z − 1− kd

Rki
vr.
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Les matrices d’état étendu Ae,v(R) et Be,v(R) dépendent du paramètre inconnu R.
Cependant, puisque R appartient à l’ensemble compact L, et puisque les éléments de
Ae,v(R) et Be,v(R) sont continus en R, il est clair que nous pouvons toujours trouver une
enveloppe polytopique qui contient [Ae,v(R), Be,v(R)], pour tout R ∈ L :

[Ae,v(R), Be,v(R)] ∈ H := co
{

[Ai, Bi]i∈{1,...,nv}
}
,

avec nv correspondant aux nombres de sommets de l’enveloppe convexe. Un choix possible
d’une telle enveloppe pour cette application est donné dans l’annexe D.

Une fois que H est calculée, la proposition suivante donne une condition suffisante
pour que la boucle fermée (4.33) admette un équilibre GAS tel que v = vr, quel que soit
R ∈ L.

Proposition 4.3.2. S’il existe une matrice définie positive W = W ᵀ ∈ R3×3 et Y ∈ R1×3

tel que [
−W AiW +BiY

(AiW +BiY )ᵀ −W

]
≺ 0 (4.34)

est vérifiée pour tout i ∈ {1, . . . , nv}, alors les gains de retour d’état vérifiant

K = YW−1

assurent que
(v, σ, z) = (vr,

vr
R
,
1− kd
Rki

vr)

est un point fixe GAS de (4.33) pour tout R ∈ L.

Démonstration. Sachant que le point fixe satisfait x[(q + 1)p] = x[qp], il est évident
d’après (4.29) et (4.32) qu’il vérifie

v = vr, σ = vr
R

et z = 1− kd
Rki

vr.

S’il existe une matrice définie positive W = W ᵀ ∈ R3×3 et Y ∈ R1×3 telles que (4.34)
est vérifiée pour tout i ∈ {1, . . . , nv}, cela implique (voir [112]) qu’avec P = W−1 et
K = W−1Y

(Ae,v(R) +Be,v(R)K)ᵀP (Ae,v(R) +Be,v(R)K)− P ≺ 0.
Le système (4.29) est donc asymptotiquement stable.

Conception de l’anti-windup

La présence de contraintes d’amplitude sur le signal d’entrée σr ne réduit pas
uniquement la performance atteignable mais peut également déstabiliser le système en
boucle fermée. Une manière de traiter cette difficulté est d’ajouter un anti-windup comme
sur la figure 4.15. L’idée de base sous-jacente à cette structure est d’introduire une
modification du correcteur quand une saturation s’active dans le but de reproduire, autant
que possible, la performance réalisable dans le cas non-contraint. Remarquons que des
méthodes d’anti-windups statiques et dynamiques existent mais pour plus de simplicité,
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Σp
vCv σr

vr
z−1

σn

σσ+

σ−

+

−
kaw

+

−

Figure 4.15 – Schéma de la boucle externe avec anti-windup

nous considérerons ici la mise en place d’un anti-windup statique. Le correcteur (4.32) est
modifié pour s’écrire de la manière suivante :{

z[(q + 1)p] = z[qp] + vr − v[qp] + kaw (σr[qp]− σn[qp]) ,
σn[k] = kiz[qp] + kp (vr − v[qp]) + kdσ[qp].

D’après la figure 4.14 et la proposition 4.3.2, il est clair qu’à l’équilibre dans le cas non
contraint

σr = σn = σ = vr
R
.

Par conséquent, définissons

σ̃r[qp] = σr[qp]−
vr
R

et σ̃n[qp] = σn[qp]− vr
R
,

tel que le modèle en boucle fermée (4.33) devienneṽσ̃
z̃

[(q + 1)p]=ABF,v(R)

ṽσ̃
z̃

[qp] +

 0
0
kaw

(σ̃r[qp]− σ̃n[qp]) . (4.35)

Exprimer les contraintes sur la coordonnée relative σ̃r donne lieu à la relation suivante :

σ̃−(R) := σ− − vr
R
≤ σ̃r[k] ≤ σ+ − vr

R
=: σ̃+(R).

Remarquons que le problème que nous considérons est tel que σ̃−(R) 6= σ̃+(R). Cependant,
le problème de conception d’anti-windup est très majoritairement abordé dans la littéra-
ture pour des contraintes symétriques. Les conditions de stabilité avec des contraintes
asymétriques peuvent être obtenues en réduisant l’intervalle atteignable au plus grand in-
tervalle symétrique contenu dans [σ̃−(R), σ̃+(R)], bien que les performances s’en trouvent
réduites.

Pour vr donné, notons σ̃0 la limite du plus grand intervalle symétrique contenu dans
[σ̃−(R), σ̃+(R)] pour tout R ∈ L, c’est-à-dire

σ̃0 := min
{
−σ− + vr

R−
, σ+ − vr

R+

}
.
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Par la suite, σ̃r[k] est restreint à évoluer dans l’intervalle [−σ̃0, σ̃0]. D’après [113], s’il
existe une matrice définie positive Ω ∈ R1×3, une matrice Ψ ∈ R1×3, Z ∈ R et S ∈ R+
satisfaisant l’inégalité Ω −Ψᵀ −Ω(Ai +BiK)ᵀ

2S SBᵀi + ZᵀBᵀaw
∗ Ω

� 0,

[
Ω ΩKᵀ −Ψ

KΩ−Ψ (σ̃0)2

]
� 0,

(4.36)

avec
Baw :=

[
0 0 1

]ᵀ
et K =

[
−kp kd ki

]
,

pour tout i ∈ {1, . . . , nv} (correspondant aux sommets de l’enveloppe convexe H), alors
le gain kaw = Z/S assure que l’ellipsoïde Υ(P ) =

{
ζ ∈ R3×3; ζᵀPζ ≤ 1

}
, avec P = Ω−1,

est incluse dans le bassin d’attraction de l’équilibre de la boucle fermée (4.35) qui vérifie
v∗ = vr.

4.3.4 Simulations
Les simulations sont effectuées sur l’environnement de simulation donné dans la

sous-section 4.1.5. Les paramètres de loi de commande sont les suivants :
• l’allocateur est mis en œuvre avec ε = 10−6, en utilisant la toolbox de [109]. Nous

avons considéré que l’allocateur avait besoin de 3 périodes Ts = 100µs pour délivrer
les références de courant (le temps de convergence de l’algorithme n’étant pas
constant, en pratique il est préférable de choisir un nombre de périodes plus grand
que ce temps). Par conséquent p = 3 ;

• le correcteur de courant Ca est choisi selon le lemme 4.3.1, ce qui donne l’expression
suivante : [

d1
d2

]
[k] =

[
1/E1

1/E2

]
v[k] + yca[k], (4.37)

avec
xca[k + 1] =


−2/3 −2/3 0 0
1/2 0 0 0
0 0 −2/3 −2/3
0 0 1/2 0

xca +


1 0
0 0
0 4
0 0


[
ir,1[k]− i1[k]
ir,2[k]− i2[k]

]
,

yca[k] =
[
0, 19 0, 74 0 0

0 0 0, 48 1, 91

]
xca +

[
0, 56 0

0 5, 74

] [
ir,1[k]− i1[k]
ir,2[k]− i2[k]

]
;

• les gains du correcteur de tension Cv sont[
−kp kd ki

]
=
[
0, 85 0, 16 −0, 10

]
(4.38)

et kaw = 5, de sorte que la proposition 4.3.2 est vérifiée et que (4.36) a une solution ;
• les valeurs des saturations de courant considérées sont

i−1 = i−2 = 0A, i+1 = 10A et i+2 = 12A.
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Figure 4.16 – Trajectoires d’état et d’entrée pour l’environnement de simulation pour
l’approche quasi-statique
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Les résultats de simulations sont donnés sur la figure 4.16, 4 qui est composée de
quatre sous-figures. La première sous-figure, présente les trajectoires de tension de chaque
scénario et la référence de tension. La deuxième sous-figure présente les trajectoires du
courant total pour chaque scénario. La troisième sous-figure (respectivement quatrième)
donne les trajectoires de courant (respectivement de rapport cyclique) de chacun des
convertisseurs pour les deux scénarios.

Pour la première phase, on observe que la tension est régulée à vr pour les deux
scénarios avec la même dynamique d’asservissement. On remarque aussi que le courant du
deuxième convertisseur évolue lentement même si son rapport cyclique est à 1. Le premier
convertisseur prend alors le relais pendant les transitoires pour assurer le courant total
désiré. En ce qui concerne la répartition en régime permanent, elle correspond bien à celle
spécifiée pour chaque scénario, à savoir une répartition uniforme pour le premier et 90%
du courant total dans le convertisseur 2 pour le deuxième. La différence des trajectoires
de tension au moment du changement de charge (t = 3ms) est due au fait que le courant
i1 est saturé à zéro pour le deuxième scénario. On observe cependant un pic de courant
légèrement négatif au début, qui est probablement dû au fait que la tension varie et
que l’hypothèse 4.3.1 n’est plus validée. Excepté lors de ce premier pic, la contrainte est
respectée, ce qui empêche le courant total d’évoluer suffisamment vite pour faire revenir
la tension à sa valeur de référence rapidement.

4.3.5 Expérimentations
Montage expérimental

Afin de montrer la faisabilité de l’approche proposée sur un système réel, des
expérimentations ont été effectuées. Le montage expérimental représenté sur la figure 4.17
est composé de deux convertisseurs Buck (m = 2) ayant des inductances différentes et
connectées à une même charge résistive via un condensateur. Les inductances sont telles
que L1 < L2, de manière à ce que le premier convertisseur réagisse plus rapidement que
le second, mais avec un rendement moindre. Le résultat attendu est que le deuxième
convertisseur aura la priorité pour délivrer le courant de sortie en régime permanent, mais
le premier convertisseur sera utilisé pour produire le courant en régime transitoire afin de
réguler rapidement la tension de sortie.

Le correcteur est mis en œuvre sur un système de prototypage rapide de loi de
commande dSPACE MicroLabBox. Les objectifs de commande sont :

1. réguler la tension de sortie v à la référence vr = 12V ;
2. imposer une répartition de courant optimale sur les convertisseurs selon la fonction
J qui reflète les pertes dans les convertisseurs.

Des variations de résistance sont réalisées par une charge électronique programmable
BK Precision série 8600 avec une puissance maximale de 150W et commandée depuis le
système dSPACE. Les paramètres du banc sont donnés par le tableau 4.2. Les valeurs qj
et rj sont les termes de l’expression des pertes des convertisseurs, donnés dans (4.15) et
identifiés expérimentalement. Remarquons que q1 > q2 entraîne que le convertisseur 2 est

4. J1 correspond au scénario à répartition uniforme des courants et J2 à une répartition non-uniforme.
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Prototypage Rapide de Commande

Charge electronique DC

Figure 4.17 – Banc d’essai expérimental

plus efficace que le premier. Ceci est la conséquence des pertes par ondulation de courant
qui sont plus grandes pour une inductance plus faible.

Gains de la loi de commande

Correcteur primaire D’après (4.23), les rapports cycliques sont donnés par la relation
suivante : [

d1
d2

]
[k] =

[
1/E1
1/E2

]
v[k] + 1

Ts

[
L1/E1 0

0 L2/E2

] [
ir,1[k]− i1[k]
ir,2[k]− i2[k]

]
.

Notons que la valeur de L1/E1 a été ajustée expérimentalement.

Allocateur Le problème (4.26) est mis en œuvre avec ε = 10−6. La toolbox de [109]
calcule la solution de ce problème d’optimisation en temps réel avec p = 1.

Correcteur de tension Les gains du correcteur de tension sont choisis comme

kp = 4, kd = 0, 8, ki = 0, 4 et kaw = 3.

Ces gains permettent de résoudre la proposition 4.3.2. Le gain d’anti-windup a été choisi
expérimentalement parce que (4.36) doit être relaxée pour améliorer le comportement de la
boucle fermée. De plus, la contrainte σ̃r ∈ [−σ̃0, σ̃0] est relaxée en σ̃r ∈ [σ̃−(R−), σ̃+(R+)]
pour optimiser la performance même si les garanties de stabilité sont perdues.
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Tableau 4.2 – Paramètres du banc expérimental

Paramètres Valeurs
Période de modulation TMLI 20µs
Période d’échantillonnage Ts 200µs

Nombre de périodes requises par l’allocateur p 1
Condensateur C 22mF

Paramètres j = 1 j = 2
Ej (V) 24 24
Lj (mH) 0,4 4,13

qj 4 1
rj 0,1 0,1

i−j (A) 0 0
i+j (A) 10 12

Résultat expérimental 1 : régulation de tension avec variation de charge

Cette expérience a pour but de démontrer la performance du correcteur en régime
transitoire et en régime permanent.

À partir d’un état initial nul, l’expérience 1 est divisée en trois phases.
1. t ∈ [0, 0, 05[ s : la résistance est réglée à R1 = 1 Ω.
2. t ∈ [0, 05, 0.1[ s : à t = 0, 05 s, la résistance change brusquement à R2 = 12 Ω et

conserve cette valeur jusqu’à t = 0, 1 s.
3. t ∈ [0, 1, 0, 15] s : à t = 0, 1 s, la résistance revient à la valeur initiale R1 et conserve

cette valeur jusqu’à t = 0, 15 s.
Le correcteur doit faire en sorte que la tension rejoigne la référence vr aussi vite

que possible, puis la maintenir à cette valeur pendant toute la durée. Cette expérience
présente les réponses temporelles des signaux pour le démarrage, l’augmentation et la
diminution de la charge.

Résultats La figure 4.18 présente les trajectoires de la tension de sortie, du courant
total et des courants avec leur références, et des rapports cycliques 5.

Les deux premières sous-figures représentent les trajectoires de tension et de courant
total avec leur références. Puisque l’allocateur prend en compte les saturations, le courant
total ne peut dépasser σ+ = 22A au début. L’anti-windup empêche le dépassement de
tension. À t = 0, 05s, la tension augmente légèrement à cause de la variation de résistance,
mais le correcteur agit rapidement pour faire revenir la tension à sa valeur de référence. À
t = 0, 1s, la situation contraire se produit.

Les deux dernières sous-figures donnent les trajectoires de courant et de rapport
cyclique de chaque convertisseur. Il est intéressant de remarquer que les références de

5. Ces trajectoires correspondent aux valeurs moyennes des signaux réels, puisque la mesure est
échantillonnée à la période TMLI.
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Figure 4.18 – Trajectoires de tension v, de courant total σ, de courant ik et de rapport
cyclique dk avec les références de courant
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Figure 4.19 – Trajectoires de courant ik avec leur référence pendant le premier régime
transitoire

courant données par l’allocateur sont toujours faisables par le correcteur rapproché Ca
(les pentes des courants correspondent à celles des références) et les limites de courant
sont respectées. En accord avec la fonction coût, le deuxième convertisseur est favorisé
en régime permanent. Toutefois, le premier convertisseur est utilisé pendant le régime
transitoire puisque le fait de rejoindre la référence de tension est prioritaire.

En ce qui concerne les rapports cycliques, il y a une différence visible entre d1 et
d2, à cause de la différence entre les deux valeurs d’inductance. Le rapport cyclique doit
varier plus dans le cas d’une inductance plus grande pour réguler la tension. L’ondulation
de courant est aussi plus grande. Nous voyons que la présence de bruit sur les signaux
n’est pas rejetée sur le convertisseur 2.

La figure 4.19 présente les vingt premières millisecondes de la troisième sous-figure
de 4.18. Cette figure souligne le fait que le correcteur tire profit de l’hétérogénéité des
convertisseurs. L’allocateur utilise le premier convertisseur qui est plus rapide, afin de
rejoindre la référence de tension plus rapidement. Notons que le retard unitaire entre la
référence et la valeur mesurée est visible à cette échelle.

Résultat expérimental 2 : déconnexion d’un convertisseur

Cette expérience montre qu’il est possible d’éteindre un convertisseur pour pouvoir
le débrancher tout en continuant d’alimenter la charge avec l’autre convertisseur.

Au début, le système fonctionne avec une valeur de charge R = 6Ω et avec une
répartition de courant optimale par rapport à J . On cherche à débrancher le convertisseur
1, tout en continuant d’alimenter correctement la charge. Pour ce faire, il faut réussir
à annuler le courant i1 et à faire en sorte que le convertisseur 2 prenne le relais pour
alimenter la charge. C’est pourquoi, à t = 5ms, on effectue la modification logicielle
suivante : la première ligne de la fonction coût dans le problème d’optimisation (4.26)
est remplacée par i2 − σr. Ainsi, le courant i1 revient naturellement à zéro. En effet,
cette modification entraîne que toute la puissance requise par la charge est apportée
par le deuxième convertisseur. Le courant i1 est maintenant libre de rejoindre sa valeur
préférentielle ipref = −[0, 0125, 0, 05]ᵀA (calculée d’après (4.25) et le tableau 4.2). Comme
ipref est négatif et que la limite basse i−1 = 0A, i1 est automatiquement régulé à zéro. Étant
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Figure 4.20 – Trajectoires de tension, courant total et courants pendant l’arrêt du
convertisseur 1

donné qu’aucun courant ne circule dans le premier convertisseur, il est alors possible de
débrancher physiquement le convertisseur 1.

Résultat Sur la figure 4.20, nous voyons les réponses de tension, courant total et
courants pour l’expérience 2. On observe que i1 s’annule progressivement à partir de
t = 5ms. Par conséquent, le convertisseur 1 peut être retiré en ne perturbant quasiment
pas le fonctionnement. Le deuxième courant augmente automatiquement pour satisfaire
la demande de puissance de la charge. En plus des avantages de l’allocation de commande
en termes de fonctionnement optimal, cette méthode permet également de connecter
ou déconnecter des convertisseurs grâce à des ajustements simples des paramètres de
l’algorithme.

4.4 Approche géométrique
L’approche statique précédente nous a permis de concevoir une loi de commande

sur la base de l’hypothèse 4.3.1, qui oblige la dynamique de tension à être plus lente
que la boucle de courant. Voyons comment, en utilisant l’approche géométrique, nous
pouvons gérer la commande des convertisseurs Buck en parallèle en s’affranchissant de
cette hypothèse.

128/186



4.4. Approche géométrique

4.4.1 Décomposition du système
Décomposition de l’espace d’état

Dans la sous-section 4.1.2, nous avons vu que R(Σ) n’est pas vide et est tel que

R(Σ) = Im
{
T1,a :=

[
Γm

0ᵀm−1

]}
= Im

{
T1,b :=

[
Γm(ΓᵀmΓm)−1

0ᵀm−1

]}
,

avec Γm donné par (4.8). Remarquons que T1,a et T1,b sont deux bases différentes de R(Σ).
Nous utiliserons T1,b pour faciliter l’interprétation physique à venir.

En suivant la méthode de l’approche géométrique, nous pouvons compléter l’espace
d’état avec l’une des deux matrices suivantes :

T2,a :=
[
1m 0m
0 1

]
ou T2,b :=

[
1/m1m 0m

0 1

]
.

Nous utiliserons T2,b pour faciliter l’interprétation physique des nouvelles variables. La
concaténation de ces deux matrices donne lieu à la matrice de changement de base
suivante :

T :=
[
T1,b T2,b

]
=
Γm (ΓᵀmΓm)−1 1

m
1m 0m

0ᵀm−1 0 1


qui est inversible et dont l’inverse s’écrit

T−1 =

Γᵀm 0m−1
1ᵀm 0
0ᵀm 1

 . (4.39)

Les m− 1 premières colonnes de T engendrent R(Σ) et les colonnes restantes complètent
l’espace d’état. Les nouvelles coordonnées ξ se décomposent comme

ξ =

δσ
v

 = T−1x,

où δ ∈ Rm−1 et où σ est donné par (4.3).

Il est à noter qu’avec ce changement de variable, la partie du courant qui agit
directement sur la tension, à savoir le courant total σ apparaît directement dans les
nouvelles variables. De plus, la nouvelle coordonnée δ s’écrit

δ = Γᵀmi =


i1 − i2
i2 − i3

...
im−1 − im


et reflète la répartition du courant sur les convertisseurs. Comme δ est la coordonnée
de x selon R(Σ), cela veut dire que la gestion de cette répartition de courant n’a pas
d’influence sur la tension.
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Par la suite, nous utiliserons l’opérateur ∆ défini de la manière suivante :

Rl 3 z 7→ ∆z := Γᵀl z =
[
(z1 − z2) . . . (zl−1 − zl)

]ᵀ
∈ Rl−1, (4.40)

de sorte que δ peut s’écrire alternativement comme ∆i.

Remarque 4.4.1. En se référant à la méthodologie de l’allocation géométrique, δ correspond
à ξα et [σ, v]ᵀ correspond à ξβ. y

Dans cette nouvelle base, l’équation dynamique (4.6) devient

d
dt

δσ
v

 =

0 0 −Γᵀmdiag {L}−1 1m
0 0 −1ᵀmdiag {L}−1 1m
0 1/C −1/RC


δσ
v

+

Γᵀmdiag {L}−1 diag {E}
1ᵀmdiag {L}−1 diag {E}

0ᵀm

 d, (4.41)

puisque

T−1
[
diag {L} 0m

0ᵀm C

] [
0m×m −1m

1ᵀm −1/R

]
T =

Γᵀm 0m−1
1ᵀm 0
0ᵀm 1

 [ 0 0m −diag {L}−1 1m
0ᵀm 1/C −1/RC

]

=

0 0 −Γᵀmdiag {L}−1 1m
0 0 −1ᵀmdiag {L}−1 1m
0 1/C −1/RC

 .

Décomposition de l’espace d’entrée

De même, il faut décomposer l’entrée pour isoler l’entrée de la DIC (dynamique
interne commandable, voir sous-section 3.2.4), c’est à dire la partie qui agit sur δ, de l’entrée
de la DEInC (dynamique externe et interne non commandable, voir sous-section 3.2.4
du chapitre précédent) qui permet d’agir sur σ qui agit à son tour sur v. Notons que le
noyau de la matrice d’entrée B est nul de sorte qu’il n’y a pas de composante de l’entrée
correspondant à w0 (voir sous-section 3.2.4 du chapitre précédent). Nous avons vu dans la
sous-section 4.1.2 que B−1R(Σ) vérifie

B−1R(Σ) = Im
{
U1,a := diag {E}−1 diag {L}Γm

}
= Im

{
U1,b := diag {E}−1 diag {L}Γm (ΓᵀmΓm)−1 diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

}}
,

où l’opérateur ∆∗ dérive de ∆, défini par (4.40), comme suit

Rl 3 z 7→ (∆∗z)j :=
{

(∆z)j, (zj 6= zj+1),
1, (sinon), (4.42)

de sorte qu’aucun élément de ∆∗z ne soit nul, quelque soit z ; où l’inverse d’un vecteur
z ∈ Rl quelconque pour lequel zj 6= 0, (k ∈ {1, . . . , l}) correspondant à l’inversion
composante par composante s’écrit

z−1 := diag {z}−1 1l =
[

1/z1 . . . 1/zl
]
. (4.43)

Encore une fois, U1,b n’est qu’une renormalisation de U1,a que nous avons introduit dans le
but d’obtenir des nouvelles coordonnées d’entrée ayant la dimension d’un rapport cyclique.
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Remarque 4.4.2. L’utilisation de ∆∗ à la place de ∆ dans U1,b assure que cette dernière
est inversible puisque diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

}
est inversible alors que

diag {∆E} diag
{

∆(L−1)
}

ne l’est pas forcément (lorsque deux sources ou deux inductances consécutives sont
égales). y

Pour compléter l’espace d’entrée à partir de U1,b nous pouvons indifféremment choisir
l’une des deux matrices suivantes :

U2,a := diag {E}−1 diag {L}1m ou U2,b := Eeq

mLeq
diag {E}−1 diag {L}1m,

où les relations suivantes ont été introduites :

R 3 1
Leq

:= 1ᵀmdiag {L}−1 1m =
m∑
j=1

1
Lj
,

R 3 Eeq := min
j∈J

Ej.

Nous choisirons U2,b pour la suite afin d’obtenir une nouvelle coordonnée d’entrée homogène
à un rapport cyclique.

La concaténation des deux matrices U1,b et U2,b donne lieu à la matrice de changement
de base suivante :

U =
[
U1,b U2,b

]
= diag {E}−1 diag {L}

[
Γm (ΓᵀmΓm)−1 diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

} Eeq

Leq
1m
]
,

(4.44)
qui est inversible puisque ∆∗E et ∆∗(L−1) n’ont pas d’éléments nuls. Le changement de
coordonnée U décompose le rapport cyclique d en λ ∈ Rm−1 et κ ∈ R, tel que

d = U

[
λ
κ

]
. (4.45)

Remarque 4.4.3. En se référant à la méthodologie de l’allocation géométrique, λ correspond
à wα et κ correspond à wβ. y

La dynamique résultante de la boucle ouverte s’écrit

d
dt

δσ
v

 =

0 0 −∆(L−1)
0 0 −1/Leq

0 1/C −1/RC


δσ
v

+

diag {∆∗E} diag
{

∆∗(L−1)
}

0m−1

0ᵀm−1 Eeq/Leq

0ᵀm−1 0


[
λ
κ

]
,

de sorte que le sous-système Σv qui régit la dynamique de tension au travers du courant
total σ qui est commandé par κ s’écrit

Σv : d
dt

[
σ
v

]
=
[

0 −1/Leq

1/C −1/RC

] [
σ
v

]
+
[
Eeq/Leq

0

]
κ. (4.46)
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Figure 4.21 – Modèle en boucle ouverte cascadé

Σv influe sur le sous-système Σδ qui correspond à la dynamique de δ qui est commandé
par λ tel que

Σδ : dδ
dt = −∆(L−1)v + diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

}
λ. (4.47)

La figure 4.21 illustre cette structure

Remarque 4.4.4. Notons que Σv fait référence à la DEInC alors que Σδ correspond à la DIC.
Par ailleurs, comme R(Σ) = V(Σ), il n’y a pas de dynamique interne non commandable
de sorte que Σv est la dynamique externe et Σδ, la dynamique interne. y

Exemple 4.4.1. Considérons un système de m = 3 convertisseurs en parallèle tel que
L1 6= L2 = L3 et E1 = E2 6= E3. D’après (4.42), on a ∆∗(L−1) =

[
(1/L1 − 1/L2) 1

]ᵀ
et

∆∗(E) =
[
1 (E2 − E3)

]ᵀ
. Par conséquent Σδ est régi par

(L1 − L2)δ̇1 = −v + λ1,

δ̇2 = (E2 − E1)λ2.

et le changement de variable (4.44) donne

E1

L1
d1 −

E2

L2
d2 =

( 1
L1
− 1
L2

)
λ1,

E2

L2
d2 −

E3

L3
d3 = (E2 − E3)λ2,

E1

L1
d1 + E2

L2
d2 + E3

L3
d3 =

(
min
j∈J

Ej

) m∑
j=1

1
Lj

κ.
Nous voyons que λ1,2 est relié à la différence des rapports cycliques (et agit sur δ = ∆i, la
différence des courants) alors que κ reflète la somme d1 + d2 + d3, par laquelle la somme
des courants σ est commandée. �

Interprétation physique du changement de coordonnées

D’après l’équation dynamique (4.46) du sous-système Σv, on remarque que ce dernier
peut être physiquement interprété comme un convertisseur Buck seul, comme illustré sur
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Figure 4.22 – Interprétation physique de Σv
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Figure 4.23 – Interprétation physique de Σδ

la figure 4.22. Le rapport cyclique de ce convertisseur virtuel correspond à κ et le courant
qui le traverse est σ. Ce système virtuel est connecté à la même charge résistive R et au
même condensateur C que le système réel. Son inductance et sa source de tension d’entrée
sont égales à Leq et Eeq, respectivement. Remarquons que Leq correspond à l’inductance
équivalente de toutes les bobines Lj connectées en parallèle.

En ce qui concerne Σδ, sa dynamique peut être interprétée comme m− 1 circuits
électriques Σj

δ qui sont représentés par la figure 4.23. Le terme (∆∗E)jλj agit comme une
source de tension commandée. On remarque que deux inductances voisines ayant la même
valeur rendent la dynamique du δj correspondant indépendant de v, puisque ∆(L−1)j = 0.
Cela signifie que la tension du bus DC n’affecte pas la distribution du courant δj entre
deux branches ayant la même inductance.

4.4.2 Décomposition du problème de commande

En reformulant le problème (4.12) sous la forme donnée en (3.11) du chapitre 3, on
peut séparer (4.12) en deux parties :

• (κ∗, σ∗, v∗) défini par

[
0 −1/Leq

1/C −1/RC

] [
σ∗

v∗

]
+
[
Eeq/Leq

0

]
κ∗ = 02,

v∗ = vr;
(4.48)
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• (λ∗, δ∗) défini par

(λ∗, δ∗) ∈ arg min
(λ̂,δ̂)

J̃

([
δ̂
σ∗

])
tel que diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

}
λ̂ = ∆(L−1)vr,

(4.49)

avec
J̃ :

([
δ
σ

])
7→ J

(
Tm

[
δ
σ

])
=
[
δ
σ

]ᵀ
T ᵀmQTm

[
δ
σ

]
+RTm

[
δ
σ

]
,

où Tm est la matrice changement de base de δ et σ vers i qui s’écrit

Tm :=
[
Γm(ΓᵀmΓm)−1 1

m
1m
]

et qui correspond aux m premières lignes et colonnes de T .
De (4.48), on obtient facilement que

(κ∗, σ∗, v∗) =
(
vr
Eeq

,
vr
R
, vr

)
. (4.50)

Quand à la solution de (4.49), σ étant un paramètre et non plus une variable de décision,
la solution est donnée en égalant ∂J̃/∂δ = 2δᵀQδ + 2σQᵀδ,σ +Rᵀδ à zéro, ce qui donne

δ∗ = −Q−1
δ

(
Qδ,σ

vr
R

+ 1
2R

ᵀ
δ

)
, (4.51)

où Qδ ∈ R(m−1)×(m−1), Qδ,σ ∈ Rm−1 et Rδ ∈ R(m−1)×1 sont tels que

T ᵀmQTm =
[
Qδ Qδ,σ

Qᵀδ,σ Qσ

]
et RTm =

[
Rδ Rσ

]
. (4.52)

D’après la contrainte de (4.49), on peut remonter à la valeur de λ à l’équilibre

λ∗ = diag
{

∆∗(L−1)
}−1

diag {∆∗E}−1 ∆(L−1)vr. (4.53)

Par conséquent, pour résoudre le problème 4.1.1, il faut réaliser un correcteur qui fait en
sorte que l’équilibre donné par (4.50), (4.51) et (4.53) soit GAS.

4.4.3 Stratégie de commande sans contraintes
En utilisant la décomposition du système en DEInC et DIC, nous pouvons concevoir

le correcteur en deux parties comme le montre l’allocation géométrique. La structure du
correcteur est donnée sur la figure 4.24. D’une part, le correcteur Cv a pour but de réguler
la tension de sortie v en agissant sur Σv par κ. D’autre part, le correcteur Cδ est conçu de
manière à réguler la répartition de courant δ en agissant sur Σδ par λ. Pour chacun de ces
deux correcteurs, nous présenterons d’abord une synthèse considérant la charge R connue
(dans un but pédagogique) avant d’aborder le problème 4.1.1, pour lequel R est inconnue.
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Σv Σδ

λ δ

DEInC DIC

v

−∆(L−1)

Couplage unilatéral

CδCv

σ

(σ, v)κ

Figure 4.24 – Structure de commande des convertisseurs Buck en parallèle

Correcteur de tension Cv
Sachant que Σv correspond à un convertisseur Buck équivalent, nous pouvons

appliquer n’importe quelle méthodologie de la littérature pour le commander.

Résistance de sortie connue Lorsque la valeur de la résistance R est connue, le
correcteur par retour d’état linéaire suivant :

Cv :
[
σ
v

]
7→ κ = −Kv

([
σ
v

]
−
[
vr/R
vr

])
+ vr
EeqR

,

avec Kv ∈ R1×2 assure que l’équilibre (4.50) est GAS si et seulement si Kv est choisi de
manière à rendre la matrice de boucle fermée de Σv avec Cv Hurwitz.

Résistance de sortie inconnue Le fait que la résistance R est inconnue donne lieu à
deux difficultés pour la commande de Σv :

• la première vient du fait que la matrice d’état de (4.46) dépend de R, nous avons
donc besoin d’un correcteur robuste pour plusieurs valeurs de R ;

• la seconde est issue de la dépendance en R de l’équilibre σ∗. Par conséquent, nous
ne savons pas quel est l’équilibre à atteindre.

Toutefois, plusieurs méthodes permettent de réguler la tension v à sa valeur de référence,
sans la connaissance de R (voir par exemple [114] et [115]). Nous utiliserons ici le retour
d’état étendu avec une action intégrale sur la tension. Cv adopte la formulation suivante :

Cv :
{
ż = vr − v,
κ = kiz + kp(vr − v) + kdσ.

(4.54)

Bien que ce correcteur ne dépende pas de R, il assure la stabilité de l’équilibre désiré,
comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 4.4.1. Soit Ae(R) la matrice dépendante de R définie comme

R3×3 3 Ae(R) :=

 0 −1/Leq 0
1/C −1/RC 0
0 −1 0

 et Be :=

Eeq/Leq

0
0

 .
S’il existe W = W ᵀ ∈ R3×3 et Y ∈ R1×3 tel que W � 0 et

WAᵀe(R) + Ae(R)W +BeY + Y ᵀBᵀe ≺ 0, (4.55)

pour tout R ∈ {R−, R+}, alors les gains calculés par la relation[
kd −kp ki

]
= YW−1

assurent qu’il existe z∗ tel que (σ, v, z) = (vr
R
, vr, z

∗) est un équilibre GAS de la boucle
fermée de (4.46) avec (4.54) pour tout R ∈ [R−, R+].

Démonstration. La stabilité de l’équilibre satisfaisant v = vr est obtenue si la dynamique
de la boucle fermée de Cv avec Σv, décrite par l’équation suivante, est stable pour tout
R ∈ [R−, R+] :

d
dt

σv
z

 = ABF(R)

σv
z

+

kpEeq/Leq

0
1

 vr,
où

ABF(R) := Ae(R) +Be

[
kd −kp ki

]
. (4.56)

Cette condition est obtenue si (4.55) est satisfaite pour tout R ∈ {R−, R+}. Effectivement,
dans ce cas, par argument de convexité, alors (4.55) est valide pour tout R ∈ [R−, R+].
Finalement, en remplaçant Y par

[
kd −kp ki

]
W donne WAᵀBF(R) +ABF(R)W ≺ 0 qui

assure la stabilité quadratique de la dynamique de boucle fermée [112].

Correcteur de répartition de courant Cδ
Résistance de sortie connue En prenant δr = δ∗, où δ∗ est donné par (4.51), le
correcteur exprimé par

Cδ : (δ, v) 7→ λ = diag {∆∗E}−1 diag
{

∆∗(L−1)
}−1 (

Kδ(δr − δ) + ∆(L−1)v
)
,

avec Kδ ∈ R(m−1)×(m−1) donne lieu à une boucle fermée de Cδ avec Σδ s’écrivant

δ̇ = Kδ(δr − δ).

En choisissant −Kδ Hurwitz, l’équilibre donné par (4.51) et (4.53) est GAS. Cette version
de Cv correspond à l’allocateur A de l’approche géométrique (voir figure 3.9).

Remarque 4.4.5. Par le terme
(
diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

})−1
∆(L−1)v, le correcteur Cδ

se débarrasse de l’influence de la tension sur la dynamique de δ. Par conséquent, au
lieu d’obtenir un système en cascade, nous obtenons deux sous-systèmes entièrement
découplés. y
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Résistance de sortie inconnue Pour la répartition de courant, comme δr = δ∗ dé-
pend de R, cela ajoute également une difficulté dans la conception de Cδ. En reprenant
l’équation (4.51), on remarque une dépendance de δr = δ∗ en vr/R. On sait également qu’à
l’équilibre, σ∗ = vr/R. L’intuition est de réaliser un correcteur dont la référence dépend de
σ. Ainsi, lorsque Σv aura atteint son équilibre, on aura σ = vr/R et δ va converger vers
l’équilibre (4.51). Par conséquent, le correcteur de répartition de courant s’écrit

Cδ : λ = diag {∆∗E}−1 diag
{

∆∗(L−1)
}−1 (

Kδ(δr(σ)− δ) + ∆(L−1)v
)
, (4.57)

avec −Kδ Hurwitz et
δr(σ) = −Q−1

δ

(
Qδ,σσ + 1

2Rδ

)
. (4.58)

Lemme 4.4.2. Si (σ, v) = (vr/R, vr), alors δ = δ∗ = δr(vr/R) est un équilibre GAS de la
boucle fermée de (4.47) avec (4.57) pour toute matrice Kδ ∈ R(m−1)×(m−1) telle que −Kδ

est Hurwitz et pour tout R ∈ [R−, R+].

Démonstration. Lorsque (σ, v) = (vr/R, vr) et R ∈ [R−, R+], la boucle fermée de (4.47)
avec (4.57) s’écrit δ̇ = Kδ(δr(σ)− δ) et, par conséquent, δ converge asymptotiquement à
δr(σ) lorsque −Kδ est Hurwitz.

Stabilité du système complet

Lorsque R est connue, les deux sous-systèmes avec leurs correcteurs respectifs étant
entièrement découplés et GAS, la stabilité du système complet est triviale. Regardons
le cas où R n’est pas connue. En utilisant les résultats de stabilité des boucles fermées
individuelles Σv avec Cv et Σδ avec Cδ, le théorème suivant démontre la stabilité de
l’équilibre donné par (4.50), (4.51) et (4.53) pour le système complet.

Théorème 4.4.3. L’application (i, v) 7→ d décrite par (4.44), avec κ donné par (4.54) et
λ par (4.57), est une solution du problème 4.1.1 si −Kδ est Hurwitz et (kp, ki, kd) sont
calculés comme dans le lemme 4.4.1.

Démonstration. Définissons premièrement les coordonnées relatives suivantes :

ξ̃ :=


δ̃
σ̃
ṽ
z̃

 :=


δ − δr

(
vr
R

)
σ − vr

R
v − vr
z − z∗

 , (4.59)

où z∗ fait référence à la valeur asymptotique de z et vaut

z∗ := vr
ki

(
1
Eeq
− kd
R

)
.

Le système complet correspondant à la cascade entre les deux boucles fermées Σv avec Cv
et Σδ avec Cδ peut s’écrire sous la forme d’un système dynamique ˙̃ξ = AT ξ̃ où AT a une
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δ

Cδ

Cv

ΣT−1 d

U

λ

κ

xσ
v (σ, v)

Figure 4.25 – Schéma de mise en œuvre de la commande des convertisseurs Buck en
parallèle

structure triangulaire supérieure et s’écrit

AT :=
[
−Kδ −KδQ

−1
δ Qδ,σ

0 ABF(R)

]
,

avec ABF(R) donné par (4.56). Par conséquent, les valeurs propres de AT sont l’ensemble
des valeurs propres de −Kδ et de ABF(R). Donc AT est Hurwitz pour tout R ∈ L si (i)
ABF(R) et (ii) −Kδ le sont également. Sachant que les lemmes 4.4.1 et 4.4.2 assurent les
points (i) et (ii), alors ξ̃ = 0 est un équilibre GAS pour le système complet.

La boucle complète est représentée sur la figure 4.25. Le trait en pointillé entre T−1

et Cδ fait référence à la dépendance en σ de δr lorsque la charge R n’est pas connue.

4.4.4 Simulations sans contraintes
Le correcteur conçu à la sous-section précédente est soumis à l’environnement de

simulation détaillé à la sous-section 4.1.5, et pour lequel la charge est inconnue.

Cas de deux convertisseurs (m = 2)

Les gains du correcteur sont calculés comme suit :[
kd −kp ki

]
=

[
−4, 22× 10−1 −9, 85× 10−2 −1, 50× 103

]
,

Kδ = 4, 00× 103,
(4.60)

de telle manière que le théorème 4.4.3 soit vérifié.

Les deux scénarios de l’environnement de simulation diffèrent selon la répartition
du courant, et donc selon δr, la référence de la DIC. Par conséquent, les trajectoires de
la DEInC devraient être les mêmes. Nous pouvons vérifier cela sur la figure 4.26 où les
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Figure 4.26 – Trajectoires de v(t), σ(t) et δ(t) en fonction du temps
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Figure 4.27 – Résultats de la simulation des deux convertisseurs dans le plan (i1, i2, v)
pour t ∈ [0, 3]ms

trajectoires de la tension v et du courant total σ sont identiques pour J1 et J2. En effet,
la répartition de courant δ correspondant aux coordonnées de l’état relatif à R(Σ), est la
partie commandable du plus grand invariant inclus dans le noyau de C et par conséquent
est invisible vis à vis de la sortie. On observe également que pour un changement de valeur
de résistance, le système retourne à un équilibre vérifiant v = vr. La répartition δ change
d’équilibre puisqu’elle est fonction du courant total. Sur la dernière sous-figure, on observe
que les rapports cycliques prennent des valeurs non réalisables en pratique (plus grande
que 1 et plus petite que 0).

En ne considérant que la première phase de l’environnement de simulation (t ∈
[0, 3]ms), la figure 4.27 représente les trajectoires d’état de la boucle fermée pour le scénario
2 dans l’espace d’état (i1, i2, v) par la courbe bleue. Le plan horizontal orange représente
la condition d’équilibre v∗ = vr. Le plan vertical gris représente le sous-espace vectoriel
dans lequel l’état de la DEInC évolue. Cette trajectoire est composée de la partie contenue
dans la DEInC (courbe cyan) et de la partie contenue dans la DIC (courbe jaune). Cette
dernière appartient à R(Σ) et pour améliorer la compréhension visuelle, la translation
de R(Σ) contenant l’équilibre est représentée (droite pointillée rouge) au lieu de R(Σ)
lui-même.
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Figure 4.28 – Trajectoires de courants pour la simulation des trois convertisseurs

Cas de trois convertisseurs m = 3

Ajoutons maintenant au modèle de l’environnement de simulation un troisième
convertisseur Buck dont les paramètres sont E3 = 24V et L3 = 4, 13mH. La référence de
tension est toujours vr = 12V et la répartition de courant est sélectionnée à partir de la
fonction coût J(i) = iᵀQi avec

Q =

0, 2 0 0
0 0, 3 0
0 0 0, 2

 .
Remarquons premièrement que le fait d’ajouter un troisième convertisseur ne nécessite
pas de modifier le correcteur Cv. Nous utiliserons la matrice [kd,−kp, ki] donnée par (4.60).
Pour ce qui est de Cδ, la matrice Kδ est choisie comme suit

Kδ =
[
4, 43× 10−3 0

0 4, 43

] [
0, 33 0, 75
0, 75 0, 33

]
,

de telle manière que la trajectoire de répartition de courant δ(t) présente un comportement
oscillatoire (valeurs propres imaginaires). En considérant uniquement la phase 1, la
figure 4.28 donne les trajectoires de courant en fonction du temps et la figure 4.29
représente les trajectoires de courant de la boucle fermée dans l’espace des courants par la
courbe bleue. Dans ce cas également, la décomposition de cette trajectoire est effectuée
pour obtenir sa composante selon la DEInC (courbe cyan) et sa composante selon la DIC
(courbe magenta) qui appartient à R(Σ). Notons également que le plan orange correspond
à la projection de R(Σ) dans l’espace des courants et est translatée pour contenir le point
d’équilibre.

4.4.5 Gestion naïve des contraintes d’entrée
En pratique, les rapports cycliques sont toujours compris entre 0 et 1, ce qui n’est

pas garanti par la solution au problème 4.1.1 présentée dans la sous-section précédente.
Nous considérons donc maintenant que

d(t) ∈ U := [0, 1]m,
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Figure 4.29 – Résultats de la simulation des trois convertisseurs dans le plan (i1, i2, i3)
pour t ∈ [0, 3]ms
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Figure 4.30 – Solution naïve de gestion de contraintes pour les convertisseurs en parallèle

pour tout t. Supposons qu’un correcteur non-contraint ait été conçu via l’approche
géométrique et qu’il est composé de Cv, Cδ, T−1 et U . Ce correcteur peut délivrer des
rapports cycliques non faisables lorsque les contraintes d’entrée rentrent en jeu. Ceci arrive
lorsque

d = U−1
[
λ
κ

]
n’appartient pas à [0, 1]m. La solution naïve est de saturer simplement le rapport cyclique
d via un traitement a posteriori du signal délivré par le correcteur donné dans la sous-
section précédente. Cette solution est représentée sur la figure 4.30. Par rapport à la
figure 4.25 du correcteur non contraint, un bloc de saturation a été inséré entre la matrice
U de changement de coordonnées de l’entrée et le modèle du système, et une technique
d’anti-windup a été utilisée pour éviter un dépassement anormal de l’action intégrale de
Cv. Nous n’avons pas jugé nécessaire d’appliquer cette stratégie sur Cδ puisque (4.57) est
un retour d’état statique. En notant

κs =
[
0ᵀm−1 1

]
U−1ds,

où ds(t) = satU(d(t)) pour tout t, avec l’opérateur "sat" défini par

satU : u 7→ satU(u) ∈ arg min
û∈U

‖û− u‖2,

le correcteur Cv avec un anti-windup s’écrit

Cv :
{
ż = vr − v + kaw (κ− κs) ,
κ = kiz + kp(vr − v) + kdσ.

(4.61)

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, cette solution réintroduit un
couplage indésirable de la DIC vers la DEInC. Ainsi, la stabilité du système complet est
difficile à obtenir. De plus, la trajectoire de sortie est initialement choisie par rapport à un
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Figure 4.31 – Solution proposée de gestion de contraintes pour les convertisseurs en
parallèle

cahier des charges et obtenue par le correcteur Cy. La gestion naïve des contraintes pourra
indésirablement modifier cette trajectoire. C’est pourquoi, nous proposons maintenant
une solution améliorée de gestion de contraintes.

4.4.6 Gestion proposée des contraintes d’entrée
Cette solution s’appuie sur la méthode présentée dans la section 3.3 du chapitre

précédent. Le but est de donner la priorité sur l’entrée κ de la DEInC lorsqu’une saturation
est activée de manière à ce que la DIC ne perturbe pas la trajectoire de sortie. Le schéma
de commande et de gestion des contraintes est représenté sur la figure 4.31.

Contraintes sur κ

Grâce à l’algorithme de Fourier-Motzkin, nous obtenons facilement l’ensemble Uβ ={
κ | ∃λ : U

[
λ
κ

]
∈ U

}
dans lequel évolue κ :

κ ∈ Uβ = [0, 1]. (4.62)

Comme nous le voyons sur la figure 4.31, nous avons ajouté un anti-windup [116,117]
sur ce correcteur. En utilisant le schéma d’anti-windup statique, le contrôleur Cv s’écrit

Cv :
{
ż = vr − v + kaw (κ− κs) ,
κ = kiz + kp(vr − v) + kdσ,

(4.63)

avec κs ∈ R donné par :
κs(t) := sat[0,1](κ(t)), (4.64)
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pour tout t. Sous l’hypothèse que le régime permanent soit réalisable (voir (4.5)), écrivons
la boucle fermée de Cv avec Σv dans les coordonnées relatives :

d
dt

σ̃ṽ
z̃

 = ABF(R)

σ̃ṽ
z̃

+

 0
0
kaw

 (κ̃− κ̃s), (4.65)

avec ABF(R) donné par (4.56), ṽ, σ̃ et z̃ sont donnés par (4.59) et

κ̃ = κ− vr
Eeq

et κ̃s = κs −
vr
Eeq

. (4.66)

Remarquons que κ ∈ Uβ est équivalent à

κ̃ ∈ Ũβ := [κ̃−, κ̃+],

avec κ̃− := −vr/Eeq et κ̃+ := 1− vr/Eeq. Excepté pour la valeur particulière vr = Eeq/2,
il n’y a aucune raison d’avoir κ̃− = κ̃+. Or, le problème de conception d’anti-windup est
généralement abordé pour des saturations symétriques. Les conditions de stabilité pour des
saturations non symétriques peuvent être obtenues en réduisant l’intervalle atteignable au
plus grand intervalle symétrique contenu dans [κ̃−, κ̃+], même si cela réduit la performance.
Étant donné vr, notons κ̃0 la limite du plus grand intervalle symétrique contenu dans
[κ̃−, κ̃+], c’est-à-dire :

κ̃0 := min
(
vr
Eeq

, 1− vr
Eeq

)
.

Par la suite, nous considérons que κ̃ est restreint à appartenir à l’intervalle [−κ̃0, κ̃0].

Remarque 4.4.6. Dans les simulations effectuées, Eeq = 24V et vr = 12V sont tels que
[−κ̃0, κ̃0] correspond exactement à Ũβ. y

Lemme 4.4.4. S’il existe Ω = Ωᵀ ∈ R3×3, Ψ ∈ R1×3, Z ∈ R et S ∈ R+ tel que Ω � 0 et
[
ΩAᵀBF(R) + ABF(R)Ω BeS +BawZ −Ψᵀ
SBᵀe + ZᵀBᵀaw −Ψ −2S

]
≺ 0,[

Ω ΩKᵀv −Ψ
KvΩ−Ψᵀ (κ̃0)2

]
� 0,

(4.67)

avec
Baw :=

[
0 0 1

]ᵀ
, et Kv =

[
kd −kp ki

]
,

pour tout R ∈ {R−, R+}, alors le gain kaw = Z/S assure que l’ellipsoïde Υ(P ) ={
ζ ∈ R3 : ζᵀPζ

}
avec P = Ω−1 est incluse dans le bassin d’attraction de l’équilibre de la

boucle fermée (4.65) qui vérifie v∗ = vr.

Démonstration. La preuve est donnée dans [117, Th. 1].
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Contraintes sur λ

En ce qui concerne la gestion des contraintes de l’entrée λ de la DIC, nous devons
assurer qu’elle soit toujours incluse dans

Uα(κs) =
{
λ ∈ Rm−1 : U

[
λ
κs

]
∈ U

}
.

Pour ce faire, après le correcteur Cδ un bloc de saturation est mis en œuvre dans le but de
trouver l’image de λ par l’application satUα(κs(λ).

Remarque 4.4.7. Dans cette équation, la valeur de λs est définie implicitement. Cependant,
dans le cas de deux convertisseurs m = 2, λ est un scalaire et la contrainte λ ∈ Uα(κs)
qui s’écrit [

0
0

]
≤ 1

2

[
L1/E1

L2/E2

] [
∆∗E∆∗(L−1) Eeq

Leq

]
︸ ︷︷ ︸

=U

[
λ
κs

]
≤
[
1
1

]
,

peut se reformuler sous la forme

max
(
−2E2

L2
+ Eeq

Leq
κs,−

Eeq

Leq
κs

)
≤ ∆∗E∆∗(L−1)λ ≤ min

(
2E1

L1
− Eeq

Leq
κs,

Eeq

Leq
κs

)
.

y

Lorsque le nombre de convertisseurs m augmente, donner une solution explicite
à satUα(κs)(λ) semble compliqué dans le cas général. Une manière d’approximer cette
solution est d’effectuer une hiérarchie sur les composantes de l’entrée λ en les traitant une
à une. Par exemple, pour m = 3, nous pouvons chercher le plus grand ensemble auquel doit
appartenir λ1 tel qu’il existe une valeur de λ2 tel que λ ∈ Uα(κs). Cet ensemble peut-être
obtenu grâce à l’algorithme de Fourier-Motzkin, présenté dans le chapitre précédent. Puis
λ2 doit être choisi de manière à ce que λ1 soit réalisable. Ce principe est représenté sur la
figure 4.32, sachant qu’il est possible d’obtenir les expressions des bornes λ−j (·) et λ+

j (·)
pour tout j ∈ {1, . . . ,m− 1}.

4.4.7 Simulations avec contraintes
Les simulations suivantes permettent de voir comment réagissent les deux solutions

de gestion des contraintes proposées. Nous considérons l’environnement de simulation
donné dans la sous-section 4.1.5. Les gains des correcteurs Cv et Cδ sont les mêmes que dans
le cas non contraint avec deux convertisseurs (sous-section 4.4.4) et le gain kaw = −0, 71
est obtenu par(4.67).

Pour chaque stratégie de saturation (figures 4.30 et 4.31), nous présenterons une
figure composée de quatre sous-figures (figure 4.33 pour la gestion naïve et figure 4.34
pour la gestion proposée) et qui représente les trajectoires d’état et d’entrée du système
en boucle fermée en fonction du temps.
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Figure 4.32 – Stratégie de saturation de λ

Résultats pour la gestion naïve Sur la figure 4.33, on observe un dépassement de
la valeur de tension avant de se stabiliser à la valeur de référence. Remarquons que ce
dépassement a lieu pendant tout le temps où d2 est saturé. Ce dépassement vient du fait
que la valeur de κ réelle est différente de celle délivrée par le correcteur Cv, ceci à cause
de la mauvaise gestion des saturations. Une fois que d2, et par conséquent λ ne saturent
plus, la tension peut revenir à l’équilibre v = vr. En effet, à ce moment, la DEInC est
redevenue indépendante de la DIC puisqu’il n’y a plus de saturation. Remarquons que
pour les deux scénarios, la DEInC ne réagit pas exactement pareil, pourtant le scénario
est censé agir uniquement sur la DIC. Par conséquent, nous pouvons conclure qu’à cause
des saturations, la DIC a une influence sur la DEInC.

Résultats pour la gestion proposée En revanche, sur la figure 4.34, nous remarquons
(i) qu’il n’y a plus de dépassement sur la tension et (ii) que les trajectoires de la DEInC (κ,
σ et v) sont identiques pour les deux scénarios. Avec cette nouvelle gestion des contraintes,
nous préservons l’indépendance de la DEInC par rapport à la DIC. Même si cela n’est pas
visible à cette échelle sur la trajectoire de tension, la dynamique est certainement plus
rapide puisqu’à t = 0s, il est assigné à κ sa valeur haute (ce qui n’était pas le cas pour la
gestion naïve). En ce qui concerne le changement de valeur de R à t = 3ms, nous voyons
qu’ici, la tension revient plus rapidement à sa valeur d’équilibre que pour la gestion naïve.
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Figure 4.33 – Trajectoires d’état et d’entrée pour l’environnement de simulation avec la
gestion naïve des contraintes
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Figure 4.34 – Trajectoires d’état et d’entrée pour l’environnement de simulation avec la
gestion proposée des contraintes
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4.5 Convertisseurs sans condensateur

4.5.1 Choix des convertisseurs
Nous avons vu dans les simulations précédentes que les lois de commande proposées

permettent de tirer avantage des différences entre les convertisseurs. En particulier, nous
avons vu qu’il est possible d’ajouter un convertisseur rapide (et donc en général avec un
moins bon rendement en régime permanent) afin d’améliorer le comportement transitoire
du système, tout en laissant un convertisseur plus lent transmettre la puissance en régime
permanent.

En poussant ce raisonnement plus loin, nous pouvons imaginer ajouter un conver-
tisseur tellement rapide qu’il permet de fournir quasiment instantanément le courant
demandé. Cette technique est déjà étudiée dans la littérature et fait référence à l’ajout d’un
circuit auxiliaire (voir [8] pour un état de l’art sur ces circuits auxiliaires). Nous trouvons
deux méthodes de commande concernant ce dernier. La première [118–121] est d’ajouter
un interrupteur afin d’activer ou de désactiver le circuit auxiliaire selon s’il est nécessaire
ou non. La deuxième [122–124] est constituée d’une action en boucle ouverte. Pour ces
deux cas, il paraît très difficile d’obtenir des preuves de convergence et de stabilité.

Par ailleurs, le circuit auxiliaire peut être soit :
• un autre convertisseur très rapide pour pouvoir absorber les transitoires ;
• un circuit analogique à base d’amplificateur opérationnel (AOP). Si ce dernier

présente un rendement médiocre par rapport aux convertisseurs statiques, il a
l’avantage de pouvoir être commandé sans techniques de hachage et par conséquent
d’avoir des dynamiques extrêmement rapides. Ceci permet même de supprimer le
condensateur de sortie, qui avait pour objectif de lisser la tension de sortie. On
obtient ce qu’on appelle un convertisseur sans condensateur (voir [125–127]).
Pour la suite, nous utiliserons un circuit auxiliaire analogique à base d’AOP afin

d’enlever le condensateur de sortie, tout en conservant les m convertisseurs Buck en paral-
lèle. Le système considéré est donné sur la figure 4.35. La première branche est constituée
d’un amplificateur opérationnel (AOP) utilisé en montage non-inverseur, fournissant le
courant iaop à la charge. Avec ce montage, une contre réaction analogique est effectuée
sur la tension de sortie (par le moyen de rA,1) de telle sorte que la tension de charge soit
régulée par l’AOP. Remarquons également que le condensateur de sortie a été enlevé. Les
éléments restants correspondent au système précédemment étudié.

4.5.2 Modèle
L’équation (4.4a) reste valable pour la dynamique des courants. Par contre la tension

est reliée de manière algébrique au courant de l’AOP par la relation

iaop +
∑
j∈J

ij = v

R
⇔ iaop + σ = v

R
. (4.68)

En supposant que l’amplificateur est idéal et qu’il fonctionne en régime linéaire, il est bien
connu que sa tension de sortie v est liée à la tension d’entrée de l’AOP vin par la relation
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Figure 4.35 – Schéma de m convertisseurs Buck en parallèle avec un AOP

suivante :
v = rA,1 + rA,2

rA,2
vin + Eaop

2 .

Sachant que vin est une entrée, la choisir comme suit :

vin = rA,2
rA,1 + rA,2

(
vr −

Eaop

2

)
,

assure que l’objectif de régulation de tension est toujours réalisé, indépendamment de la
valeur de R.

Remarque 4.5.1. La stratégie de régulation de tension présentée ici s’apparente à une loi
de commande passive, telle que définie dans [128, p.20] puisque la tension est en effet
régulée par la conception même du système, et non par un correcteur calculant en ligne la
commande à appliquer. y

Les inconvénients du montage à AOP sont doubles :
• ce dispositif ne permet pas de produire beaucoup de puissance pendant un temps

long ;
• le rendement est mauvais.

C’est pour cette raison que nous cherchons à utiliser ce montage le moins possible, c’est-
à-dire à faire en sorte que iaop soit aussi proche de zéro que possible. Dans l’idéal nous
souhaitons que l’AOP ne soit utilisé que pour les régimes transitoires et qu’il ne fournisse
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aucune puissance en régime permanent. L’objectif de commande principal est d’annuler le
courant de l’amplificateur en régime permanent, ce que l’on peut écrire sous la forme

i∗aop = 0⇔
∑
j∈J

i∗j = vr
R
.

Si la somme des courants des convertisseurs est égale au courant traversant la charge pour
obtenir une tension vr, alors forcément le courant de l’AOP est nul. Notons que nous
ne connaissons pas la valeur de la charge. Par contre, en supposant que nous mesurons
le courant de chacun des convertisseurs et le courant de l’AOP, on obtient exactement
ce courant de charge par la relation (4.68). Cette dernière équation, accompagnée de la
relation différentielle suivante :

di
dt = diag {L}−1 diag {E} d− diag {L}−1 1mv,
y = 1ᵀmi,

(4.69)

constitue le modèle d’état où la sortie à réguler y correspond au courant total σ.

4.5.3 Problème de commande
Comme pour le problème 4.1.1, cet objectif de commande est lié uniquement au

courant total σ. La répartition du courant reste libre. Le système (4.69) est toujours
redondant en entrée de type 2 et de degré (ρ, ν) = (0,m−1). C’est pourquoi nous ajoutons
le même objectif secondaire que pour le 4.1.1, à savoir minimiser les pertes en régime
permanent. Il s’agit donc de définir un correcteur (i, v) 7→ d tel que la boucle fermée aussi
admette un équilibre commandé GAS défini comme suit :

(d∗, i∗) ∈ arg min
d̂,̂i

J(d̂, î)

tel que
 diag {L}−1 diag {E} d̂− diag {L}−1 1mv = 0,

1ᵀmi = vr
R
.

(4.70)

4.5.4 Loi de commande
En remarquant que (4.69) correspond au m premières lignes du modèle des convertis-

seurs en parallèle, il suffit de reprendre la méthode de la section précédente pour appliquer
l’allocation géométrique en ne retenant que les m premières lignes et colonnes de T−1

donné par (4.39) et U donné par (4.44). On obtient le changement de variable d’état[
δ
σ

]
=
[
Γᵀm
1ᵀm

]
i,

et le changement de variable d’entrée (4.45), qui donnent lieu à la structure en cascade de
la figure 4.21 où la DEInC Σv est remplacée par Σσ défini comme suit :

Σσ : dσ
dt = Eeq

Leq
κ− 1

Leq
v. (4.71)
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Ce dernier influe sur le sous-système Σδ dont la dynamique, donnée par (4.47), et rappelée
ici, est inchangée :

Σδ : dδ
dt = −∆(L−1)v + diag {∆∗E} diag

{
∆∗(L−1)

}
λ. (4.72)

Par rapport au reste de ce chapitre, la disparition de la dynamique de tension explique
que la DEInC soit décrite par Σσ et non plus Σv.

Correcteurs

Nous appliquons la même méthode que dans l’approche géométrique avec gestion
des saturations (sous-section 4.4.6) sur le modèle (4.71). Le correcteur obtenu s’écrit

Cσ :
 ż = σr − σ + kaw(κ− κs),
κ = v

Eeq
+ kp(σr − σ) + kiz.

avec κs donné par (4.64). En appliquant une étude similaire à celle de la sous-section 4.4.6,
nous obtenons des preuves de stabilité de Σσ avec Cσ. En choisissant σr = vr/R, on assure
qu’en régime permanent, le courant de l’amplificateur est nul. Notons que σr − σ = iaop
est mesuré et indépendant de R, et à fortiori, Cσ l’est aussi.

En ce qui concerne le correcteur de répartition de courant Cδ, on utilise (4.57) où la
référence δr est donnée par (4.58).

4.5.5 Simulation
Les simulations suivantes permettent de visualiser quels sont les avantages d’avoir

ajouté un amplificateur opérationnel pour la régulation de tension. Nous considérons
l’environnement de simulation donné dans la sous-section 4.1.5. Les gains du correcteur Cδ
sont les mêmes que dans la sous-section 4.4.4 et les gains du correcteur Cσ sont obtenus
comme suit :

kp = 1, 84× 10−1, ki = −7, 45× 102 et kaw = −0, 71.
La figure 4.36 représente les résultats de simulations. Sur la première figure, nous voyons
que la tension est parfaitement régulée à vr = 12 V, même lorsque la charge varie.
Ceci est dû au fait que pendant le temps que σ (en orange sur la deuxième sous-figure)
converge à vr/R, l’amplificateur fournit le courant manquant pour obtenir la bonne tension.
Conformément à l’approche utilisée, le courant total a toujours la même trajectoire, quelque
soit la répartition choisie par l’intermédiaire de J . Sur les deux dernières sous-figures,
on observe que la répartition de courant souhaitée est obtenue en régime permanent. Le
convertisseur rapide i1 est utilisé plus particulièrement en transitoire pour compenser la
dynamique lente du deuxième convertisseur.

4.5.6 Expérimentations
Montage expérimental

Afin de valider l’approche proposée et les avantages de l’ajout d’un AOP en parallèle
des convertisseurs, des expérimentations ont été effectuées. Le montage expérimental est
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Figure 4.36 – Trajectoires d’état et d’entrée pour l’environnement de simulation sur le
montage sans condensateur
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celui représenté sur la figure 4.17 avec l’ajout d’un circuit intégré de référence : TDA7294
contenant un AOP de classe AB. Le correcteur est mis en œuvre sur un système dSPACE
MicroLabBox. Les objectifs de commande sont les mêmes que dans l’environnement de
simulation de la sous-section 4.1.5 mais les variations de la résistance sont différentes :

1. t ∈ [0; 0, 02[ s : la résistance est réglée à R1 = 2.4 Ω ;
2. t ∈ [0, 02; 0, 04[ s : la résistance change brusquement à la valeur R2 = 7 Ω.

Les variations de résistance sont réalisées en ajoutant une résistance en parallèle de
la première avec un interrupteur. Notons qu’ici, nous ne pouvons pas utiliser la charge
programmable comme dans la sous-section 4.3.5 parce que les variations de tension sont
trop rapides pour la bande passante de cette charge. Les paramètres du banc sont donnés
par le tableau 4.3, avec qj et rj définis par (4.15). Remarquons que les termes r1 et r2 ont

Tableau 4.3 – Paramètres du banc expérimental

Paramètres Valeurs
Période de modulation TMLI 20µs
Période d’échantillonnage Ts 250µs

rA,1 22kΩ
rA,2 680Ω

Tension d’entrée de l’AOP vin 12,36V
Tension d’alimentation de l’AOP Eaop 24V

Paramètres j = 1 j = 2
Ej (V) 24 24
Lj (mH) 0,4 4,13

qj 4/5 1/5
rj 0 0

été négligés puisqu’ils n’ont quasiment pas d’influence sur la valeur du régime permanent.
Les termes q1 et q2 ont été normalisés par rapport à ceux obtenus dans le tableau 4.2.

Les gains de la boucle fermée sont obtenus comme suit :

kp = 4, 00× 10−1, ki = −7, 80× 102, kaw = −1 et kσ = −2, 21× 10−1.

Le système doit converger vers la tension de référence vr, tout en assurant une
répartition de courant optimale par rapport à J défini par (4.14).

Résultats

La figure 4.37 présente les trajectoires de la tension de sortie, du courant total,
du courant de l’AOP, des courants dans les convertisseurs et de leur rapport cyclique 6.
On observe que la tension est régulée correctement à 12 V et que l’AOP délivre un
courant uniquement le temps que le courant total rejoigne sa référence assurant un bon

6. Ces trajectoires correspondent aux valeurs moyennes des signaux réels, puisque la mesure est
échantillonnée à la période TMLI.
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Figure 4.37 – Trajectoires d’état et d’entrée pour l’expérimentation sur le montage sans
condensateur
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rendement global du système. On n’observe quasiment pas de variation de tension lors
des changements de charge malgré l’absence de condensateur. Quant à la répartition, on
observe qu’elle correspond bien à celle souhaitée et que le premier convertisseur permet
au courant total de varier plus rapidement en régime transitoire.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la commande d’un système composé

de plusieurs convertisseurs Buck associés en parallèle pour alimenter une seule et même
charge. Par rapport à l’objectif de commande principal qui consiste en la régulation de
tension de la charge, il reste des degrés de liberté. En effet, seulement la somme des
courants de chaque convertisseur permet d’agir sur cette tension. Le moyen de répartir
ce courant total sur les différentes branches reste libre. Nous avons donc identifié que le
système considéré est redondant en entrée de type 2. Nous nous sommes alors appuyés
sur le chapitre 3 afin de rajouter un objectif secondaire pour utiliser les degrés de liberté
présents mais aussi pour concevoir des lois de commandes.

En ce qui concerne le problème de commande considéré, nous désirons proposer
des lois de commande lorsque la valeur de la résistance est inconnue, ce qui induit une
difficulté supplémentaire dans le problème d’allocation de commande par rapport au
problème 3.1.1 du chapitre 3. De plus, la classe des fonctions J choisie permet de prendre
en considération le problème de minimisation des pertes.

Une fois le problème posé, nous avons brièvement présenté les méthodes existantes
qui visent à commander les convertisseurs en parallèle, et nous avons vu quelles étaient les
difficultés actuelles, notamment en terme de stabilité du système en boucle fermée. C’est
pourquoi nous nous sommes tournés vers les méthodes de l’allocation de commande. Nous
avons développé deux manières de commander le système. La première est une extension
de l’approche statique de l’allocation de commande. La redondance d’entrée étant de type
2, nous ne pouvions pas appliquer cette méthode sans ajustement. Nous avons alors ajouté
un étage de commande rapprochée des convertisseurs sous la forme d’un correcteur par
réponse pile. Le but de cet étage est d’assurer que le courant de chaque convertisseur
converge vers sa référence en un temps fini. L’allocateur doit quant à lui résoudre un
problème d’optimisation en ligne et à chaque pas de temps pour délivrer des références
de courant faisables pour les convertisseurs. Son objectif est d’assurer que le courant
total demandé soit réalisé, en proposant une répartition optimale du courant, tout en
prenant en compte les contraintes de courant et d’entrée. Enfin, un correcteur externe de
tension donne une référence de courant total à l’allocateur pour que la tension de charge
converge vers la valeur de référence. Puisque l’allocateur est constitué d’un algorithme
d’optimisation et que le correcteur rapproché doit assurer que le courant converge en
temps fini, toute cette étude a été effectuée en temps discret.

La deuxième méthode proposée est fondée sur l’approche géométrique de l’allocation
de commande. Pour cela, il suffit d’appliquer la décomposition du système et du correcteur
donnée dans le chapitre précédent pour les convertisseurs. Par contre, le fait de ne pas
connaître la valeur de la charge introduit des difficultés dans la conception du correcteur
de la DEInC et de la DIC. Pour le premier, nous avons dû ajouter un intégrateur sur la
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tension pour assurer la convergence à la référence de tension. La stabilité est garantie
grâce à des inégalités matricielles linéaires. Pour le correcteur de la DIC, la difficulté vient
du fait que l’équilibre dépend de la valeur de la charge. C’est pourquoi, nous utilisons la
mesure du courant total pour en quelque sorte estimer cette valeur et assurer que le régime
permanent obtenu soit optimal. Par ailleurs, nous utilisons le résultat de la section 3.3 du
chapitre 3 afin d’assurer que la dynamique de tension soit favorisée lors de saturations
d’entrée.

Finalement, nous nous sommes intéressés à la possibilité de dimensionner différem-
ment les convertisseurs pour améliorer la performance et le rendement du système. Avec
les avantages des commandes développées, à savoir le fait de pouvoir assurer un régime
permanent optimal concernant la répartition du courant tout en assurant que la dynamique
de tension soit prioritaire, y compris dans le régime transitoire, nous pouvons obtenir
des performances très élevées sur plusieurs points en dimensionnant les convertisseurs
de manière appropriée. En effet, en utilisant un convertisseur très rapide, nous pouvons
agir sur la tension de manière quasiment instantanée. Par contre le rendement d’un tel
système est mauvais. C’est pourquoi, en conservant un convertisseur lent en parallèle, son
rendement est bien meilleur et il pourra fournir la plus grande partie du courant en régime
permanent. Le convertisseur rapide ne sera utilisé qu’en transitoire. Sur ce principe, nous
pouvons ajouter encore de nombreuses branches ayant des dynamiques encore différentes
pour améliorer encore le rendement. Dans cette étude, nous avons ajouté une branche
composée d’un amplificateur opérationnel puisqu’on peut le considérer comme infiniment
rapide. En utilisant l’approche géométrique, nous pouvons aisément concevoir une loi de
commande ayant des performances remarquables : (i) une dynamique de tension tellement
rapide que nous avons pu enlever le condensateur de sortie et (ii) un rendement élevé
puisque des convertisseurs plus lents fournissent la puissance en régime permanent.
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Le travail de thèse présenté dans ce mémoire a été effectué au sein du laboratoire
Ampère. Il avait pour but d’étudier, d’utiliser et d’étoffer la théorie de l’allocation
de commande dans le but d’améliorer les lois de commande de certains systèmes de
l’électrotechnique et de l’électronique de puissance qui ont la particularité d’être redondants
en entrée. Ces travaux comportent donc deux volets, le premier en lien avec des éléments
théoriques de l’automatique, le second relié au problème de conception pratique de lois de
commande pour des systèmes physiques.

Bilan et contributions
Les contributions principales de la thèse qui ont été présentées dans ce mémoire

correspondent aux sections (au chapitre) encadrées en rouge sur la figure 4.38. Une
contribution complémentaire correspond à la section encadrée en pointillés rouges.

Chapitre 1 L’objectif de ce chapitre est d’apporter quelques éléments concernant les
motivations technologiques de la présence de redondance d’entrée et l’intérêt d’utiliser
correctement les degrés de liberté inhérents aux systèmes redondants en entrée. Sur la
MSAP (machine synchrone à aimants permanents) pour laquelle le courant direct est
un tel degré de liberté, nous avons proposé une manière originale de l’utiliser. Dans la
littérature, il était soit régulé à 0 pour minimiser les pertes, soit utilisé pour le défluxage
afin d’atteindre des vitesses de rotation plus élevées. Nous avons montré qu’il pouvait
faire l’objet d’une précharge pour pouvoir améliorer le rejet de perturbations de couple.

Contribution principale :
• Principe de précharge de flux pour améliorer le suivi de trajectoire de couple [129].

Chapitre 2 Afin d’obtenir une méthode systématique pour identifier la propriété de
redondance d’entrée, nous nous sommes intéressés à sa définition dans le chapitre 2.
L’état de l’art sur ce sujet est en effet hétérogène, tant pour la définition que pour la
caractérisation de cette propriété. Nous avons donc proposé un cadre général dans lequel
des nouvelles définitions concernant la redondance d’entrée sont apportées. Données dans
le cadre de systèmes linéaires dont l’état et l’entrée sont contraints, ces définitions ont
permis d’identifier clairement les trois différentes origines de la redondance d’entrée. Une
taxonomie de cette dernière en trois types a été alors proposée. Ensuite, nous nous sommes
aperçus que cette propriété était reliée à plusieurs concepts bien connus de l’automatique,
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Chapitre 1 Chapitre 2

Chapitre 3 Chapitre 4

1) Origines et intérêts de la redondance
d’entrée

2) Précharge d’une machine synchrone

2) Définitions existantes

3) Définitions proposées

4) Taxonomie

5) Relations avec des concepts connus

7) Caractérisation pour espaces linéaires

1) Définition du problème d’allocation
de commande

2) Analyse comparative des méthodes
existantes

3) Contraintes d’entrée pour l’approche
géométrique

1) Énoncé du problème de commande

2) État de l’art

3) Approche statique

4) Approche géométrique

5) Convertisseurs sans condensateur

6) Analyse incrémentale

1) Notations et systèmes considérés

Contexte de la redondance d’entrée

Utilisation de la redondance d’entrée
Régulation de dévolteurs en parallèle par une

stratégie d’allocation de commande

Définitions et caractérisations de la redondance
d’entrée

Figure 4.38 – Mise en évidence des contributions de chaque chapitre
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à savoir l’inversibilité à gauche d’un système, son injectivité, et l’observabilité forte. En
faisant l’hypothèse que les contraintes sont linéaires, les trois types de redondance d’entrée
ainsi que cette redondance elle même ont été entièrement caractérisés grâce à des conditions
dont la validité peut facilement être évaluée.

Contributions principales :
• Définitions générales permettant d’englober et de caractériser tout les types de

redondance d’entrée sur des systèmes linéaires avec contraintes [130].
• Relation entre la redondance d’entrée et plusieurs concepts connus : inversibilité à

gauche, injectivité et observabilité forte.

Chapitre 3 Une fois ces définitions et caractérisations établies, nous nous sommes
penchés sur la problématique de commande de systèmes redondants en entrée dans le
chapitre 3. Ces systèmes ayant des degrés de liberté, le problème de commande posé définit
un objectif secondaire afin d’utiliser au mieux ces degrés de liberté en régime permanent. Au
cours des trente dernières années, la théorie de l’allocation de commande a été développée
pour répondre à ce problème. Parmi les différentes approches de cette théorie, l’approche
nommée "géométrique" est la seule qui, structurellement, permet d’utiliser les degrés de
liberté sans modifier le reste des variables. Si ces dernières sont utilisées pour répondre à
un cahier des charges précis, nous avons alors la certitude que quelque soit l’utilisation des
degrés de liberté, ce cahier des charges sera respecté. Cependant, l’approche géométrique a
été développée uniquement dans le cadre non contraint. C’est pourquoi nous avons proposé
une méthode originale à même de gérer les contraintes d’entrée pour assurer que les degrés
de liberté n’ont toujours aucune influence sur les variables restantes. Malheureusement,
cette méthode a été développée uniquement pour des systèmes où F = 0 est un copain de
R(Σ). Dans le cas contraire, le problème reste ouvert.

Contribution principale :
• Proposition d’une méthode de gestion des contraintes pour l’approche géométrique

de l’allocation de commande lorsque F = 0 est un copain de R(Σ).
Contribution complémentaire :

• Analyse comparative des différentes approches de l’allocation de commande dans
le cadre de la stabilisation d’un équilibre défini implicitement via un problème
d’optimisation.

Chapitre 4 Le chapitre 4 vise à donner une solution au problème de commande lié
à la mise en parallèle de convertisseurs DC/DC (abaisseurs de tension) pour alimenter
une seule charge. Nous avons montré que cette structure, que nous retrouvons dans des
applications liées aux Microgrids DC ou aux alimentations basse tension/fort courant
par exemple, est redondante en entrée. En effet, par rapport à l’objectif principal qui
concerne la régulation de la tension de la charge et qui est réalisé grâce au courant total,
la manière de répartir ce dernier sur les différentes branches est un degré de liberté. Il
peut être utilisé pour minimiser les pertes du système par exemple. Après avoir formalisé
le problème d’allocation de commande sur ce système précis, dans le cas où la valeur de la
charge est inconnue, nous avons développé deux approches de la théorie de l’allocation de
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commande pour concevoir une loi de commande. La première, s’appuyant sur l’allocation
dite "statique", permet de prendre en compte des contraintes sur les courants. Par contre,
la stabilité est fondée sur une évolution lente de la dynamique de tension par rapport
à la dynamique de courant, ce qui réduit la performance liée à l’objectif principal. La
deuxième approche, l’approche géométrique, ne permet plus de prendre en compte les
contraintes de courant mais l’hypothèse de séparation fréquentielle entre v et i n’est plus
nécessaire pour assurer la stabilité. Ayant à notre disposition ces techniques de commande
avancées, nous nous sommes penchés sur le choix des convertisseurs. Puisque ces lois de
commande permettent de tirer profit de l’hétérogénéité des convertisseurs, nous avons
volontairement choisi des branches très différentes. Les branches qui sont très rapides ont
un rendement médiocre et le correcteur choisit naturellement de les utiliser en régime
transitoire uniquement, lorsque les branches lentes qui ont un rendement bien meilleur, ne
peuvent pas modifier le courant de sortie suffisamment rapidement. Une loi de commande
(par allocation) adaptée nous a permis d’obtenir des performances très élevées sur ce
système.

Contributions principales :

• Conception d’un correcteur par l’approche statique sur les convertisseurs Buck en
parallèle [131] ;

• Conception d’un correcteur par l’approche géométrique sur les convertisseurs Buck
en parallèle avec contraintes d’entrée [132,133].

• Conception d’un correcteur par l’approche géométrique sur les convertisseurs Buck
en parallèle avec un amplificateur opérationnel.

Travail non présenté dans le cadre de ce mémoire Par ailleurs, nous avons égale-
ment développé une loi de commande par allocation sur les convertisseurs en parallèle
dans le formalisme Hamiltonien. Dans ce dernier, les degrés de liberté sont reliés à la
présence de fonctions de Casimir, fonctions qui préservent les niveaux d’énergies. Nous
donnerons plus de détails en perspective concernant les liens que nous pourrions faire
entre le formalisme Hamiltonien et la théorie de commande géométrique.

Contribution principale :

• Dans le formalisme Hamiltonien, conception d’un correcteur pour les convertis-
seurs Buck en parallèle, robuste à la valeur inconnue de la charge, et stabilisant
asymptotiquement un régime permanent optimal défini implicitement [134].
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Perspectives
Méthodologie systématique de gestion des contraintes d’entrée La gestion des
contraintes d’entrée lorsque F = 0 n’est pas un copain de R(Σ) est un des problèmes
majeurs que nous souhaiterions traiter. Pour montrer la difficulté de cette gestion, prenons
comme exemple le système suivant :

ẋ=
[
−1 0
1 −1

]
x +

[
1 0
0 1

]
u,

y=
[
0 1

]
x,

avec u ∈ [0, 1]2. Sur ce système, on peut montrer qu’en appliquant le pré-bouclage
u = Fx+ w avec w ∈ R2 et

F =
[

0 0
−1 0

]
,

on obtient le système sous la forme suivante :
ẋ=

[
−1 0
0 −1

]
x +

[
1 0
0 1

]
w,

y=
[
0 1

]
x,

où w1 et x1 sont liés à la DIC et n’ont aucune action sur la sortie. Cette dernière est
pilotée par la DEInC, liée à x2 et w2. En reportant les contraintes de u sur w = Fx, on
remarque que w2 a des contraintes qui dépendent de x1 à cause de F : w2 ∈ [x1, 1 + x1].
Cela montre que les contraintes concernant l’entrée de la DEInC sont dépendantes de la
valeur de l’état de la DIC. Par conséquent, pour asservir la sortie à y∗ = 2, il faudrait
préalablement augmenter la valeur de x1. Cette stratégie, que nous pourrions appeler
précharge, pourrait être intéressante dans plusieurs applications pratiques :
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• par exemple, en ce qui concerne les convertisseurs Buck en parallèle, la prise en
compte des résistances internes des bobines dans le modèle de commande exclut
0 de l’ensemble des copains de R(Σ) et cette précharge pourrait être utilisée. Une
difficulté supplémentaire pour ce système est que la valeur des résistances internes
est souvent mal connue et varie en fonction de paramètres extérieurs. C’est pourquoi
il serait utile de trouver une méthode d’estimation de cette matrice F , peut-être
grâce à des techniques de commande adaptative ;

• pour citer un autre exemple, nous savons que la machine synchrone à aimants
permanents (MSAP) est un système redondant en entrée où il est nécessaire d’utiliser
un pré-bouclage F (non-linéaire) pour supprimer l’influence de la DIC sur la DEInC.
C’est ce qui correspond au découplage pour la commande vectorielle de MSAP
(voir [135] par exemple), conduisant au modèle électrique (1.4). Les développements
de la section 1.2 du chapitre 1 sont des éléments en lien avec la précharge nécessaire
pour gérer les contraintes sur ce système.

Vers le non-linéaire La MSAP est un système non-linéaire. Malgré cette caractéristique,
il est possible de caractériser complètement, dans ce cas, ce qui fait référence à la DEInC et
à la DIC grâce à des changements de variables non-linéaires. Ceci correspond uniquement
à une réécriture de la commande vectorielle dans le cadre de l’approche géométrique de
l’allocation de commande. Cette observation nous donne espoir de pouvoir étendre les
définitions proposées dans le chapitre 2 à des systèmes non-linéaires pour pouvoir prendre
en compte de tels systèmes.

Outre la MSAP, la prise en compte de systèmes non-linéaires pour la redondance
d’entrée pourrait nous donner des réponses pour de nombreux systèmes de l’électrotech-
nique et l’électronique de puissance. Par exemple, en remplaçant les convertisseurs Buck
par des convertisseurs Boost dans la structure de convertisseurs en parallèle étudiés dans
ce mémoire, il nous semble que la redondance d’entrée est toujours présente mais nous
sommes actuellement incapables de commander ce système par allocation de commande.
Par ailleurs, le convertisseur série, qui correspond à plusieurs bras d’interrupteurs connectés
en série et associés à des capacités intermédiaires [136] a un modèle non-linéaire et présente
aussi ce phénomène de redondance d’entrée. Pouvoir mettre en place une commande
par allocation sur un tel système pourrait être très intéressant à plusieurs points de vue,
notamment concernant les ondulations de courant de sortie.

Redondance d’entrée dans le formalisme Hamiltonien Finalement, en lien avec
le travail effectué sur les convertisseurs Buck en parallèle dans le formalisme Hamiltonien,
il pourrait être intéressant de regarder quels liens existent entre les fonctions de Casimir et
les sous-espaces invariants commandés et invisibles depuis la sortie, que nous trouvons dans
la théorie de commande géométrique et qui sont des éléments clés pour la caractérisation
de la redondance d’entrée. Nous aimerions généraliser les résultats obtenus à des systèmes
linéaires quelconques.

Modulation Comme nous l’avons abordé dans le premier chapitre, il y a des degrés
de liberté dans la commande d’un onduleur triphasé. L’onduleur étant commandé par
un modulateur, ce dernier permet de choisir le degré de liberté de ce système, à savoir la
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composante homopolaire de la tension. Il existe actuellement de nombreux modulateurs, et
chacun d’eux permet d’utiliser le degré de liberté pour un seul objectif (minimisation des
pertes par commutations, amplitudes des tensions de sorties, minimisation des ondulations,
etc). Il faut alors passer d’un modulateur à un autre par la commande de manière
discontinue pour changer la gestion de la tension homopolaire. Grâce aux techniques
de commande et de gestion des contraintes apportées dans ce mémoire, nous aimerions
concevoir un seul modulateur qui pourrait répondre à la plupart de ces points en passant
de l’un à l’autre de manière continue, et non plus discontinue. Le concept de double
modulation de largeur d’impulsion [137] avec une gestion des contraintes similaire à celle
présentée dans cette thèse peut être intéressant.

Dimensionnement Grâce aux techniques de commande développées dans ce mémoire,
nous avons montré l’intérêt de concevoir des branches dynamiquement différentes pour
améliorer les performances des convertisseurs en parallèle. À la suite de ces premiers
résultats, nous aimerions nous intéresser au dimensionnement de ce type de système. Par
rapport à un cahier des charges fixé, l’objectif est de proposer une méthode systématique
conduisant au choix du nombre de convertisseurs et de leur dynamique. Dans la même
direction, nous avons vu que les lois de commande proposées permettent le débranchement
d’un ou plusieurs convertisseurs tout en alimentant la charge. Aller plus loin sur ce
principe et s’intéresser à l’ajout de branche sur un convertisseur en fonctionnement nous
permettrait d’obtenir une modularité intéressante du point de vue pratique.
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Annexe A

Prérequis géométriques

Cette annexe présente quelques outils mathématiques issus de la théorie de commande
géométrique [48,56,138]. Ces outils sont développés sur le système (2.1).

Quelques sous-espaces importants
• Notons V(Σ) le plus grand ensemble invariant commandé de Rn qui est invisible de

la sortie. Il correspond au plus grand sous-espace V de Rn tel que [48, Chapitre 5][
A
C

]
V ⊆ (V × 0) + Im

{[
B
D

]}
.

De manière équivalente, V(Σ) est le plus grand sous-espace V de Rn pour lequel il
existe une matrice F ∈ Rm×n tel que

(A+BF )V ⊆ V ⊆ Ker {C +DF} . (A.1)

Il suit de cette définition que V(Σ) a les propriétés suivantes :
1. Invariance contrôlée : d’après la première inclusion de (A.1), nous savons que

toute solution de ẋ = (A+BF )x initialisée dans V(Σ) (i.e. x0 ∈ V(Σ)) reste
dans V(Σ) pour tout t ∈ R+. Toute matrice F qui satisfait (A.1) est appelée
un copain de V . L’ensemble des copains de V est noté F (V) ;

2. Invisibilité du point de vue de la sortie : d’après la seconde inclusion de (A.1),
il apparaît que chaque élément x ∈ V(Σ) assure que y = (C + DF )x est
identiquement nul.

• L’espace dual de V(Σ) est noté S(Σ). C’est le plus petit ensemble invariant condi-
tionné de Rn contenant l’action de l’entrée. Il correspond au plus petit sous-espace
S de Rn tel que [

A B
] (

(S × Rn) ∩Ker
{[
C D

]})
⊆ S.

De manière équivalente, S(Σ) est le plus petit sous-espace S de Rn pour lequel il
existe une matrice L ∈ Rn×p tel que

(A+ LC)S ⊆ S et Im {B + LD} ⊆ S. (A.2)

De par cette définition, S(Σ) a les propriétés suivantes :
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Ker {C + DF}

X

V(Σ)

R(Σ)

0
Figure A.1 – Diagramme d’inclusion des sous-espaces Ker {C +DF}, V(Σ) et R(Σ) de
Rn

1. Invariance conditionnée : d’après la première inclusion de (A.2), nous savons
que toute solution de ẋ = (A+ LC)x qui commence dans S (à savoir x0 ∈ S)
reste dans S pour tout t ∈ R+.

2. Contenance de l’action de l’entrée : d’après la seconde inclusion de (A.2), il
apparaît que l’image de l’entrée par B + LD est contenue dans S(Σ).

Toute matrice L qui satisfait (A.2) est appelée un copain de S.
• Notons R(Σ) le plus grand espace commandable de V(Σ) [48, Définition 7.13, p.163].

C’est la plus grande partie de V(Σ) qui est atteignable par l’entrée à partir de
l’origine de l’espace d’état. Comme le montre [93], R(Σ) correspond à l’intersection
de V(Σ) et S(Σ) :

R(Σ) = V(Σ) ∩ S(Σ). (A.3)

Remarque A.0.1. Notons qu’un sous-espace invariant commandé, n’est pas forcément
commandable. En réalité, le terme "invariant commandé" fait référence au fait qu’on a
besoin de l’entrée pour rendre un sous-espace invariant. Rendre invariant et commandable
sont deux notions bien différentes. y

La figure A.1 doit être lue de la manière suivante. Le plus grand espace est en haut
et le plus petit en bas. Tout ce qui se trouve sous un élément, est inclus dans celui-ci. Ce
diagramme exprime la relation

0 ⊆ R(Σ) ⊆ V(Σ) ⊆ Ker {C +DF} ⊆ Rn.

Un des avantages d’introduire V(Σ) et S(Σ) est qu’il existe des algorithmes pour
les déterminer, à partir des matrices A,B,C et D. On peut les trouver dans l’article [57].
Ainsi, d’après (A.3), il est également possible d’obtenir une expression de R(Σ).

Un point de vue matriciel
En ce basant sur les sous-espaces présentés ci-dessus, nous pouvons donner la

décomposition suivante du système Σ, qui nous sera utile plusieurs fois dans ce document.
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Elle va permettre d’isoler les dynamiques relatives à R(Σ) et à V(Σ) du reste.

Par soucis de simplification, notons premièrement
• νr := dimR(Σ) ;
• νb := dimB−1R(Σ) ∩Ker {D} ;
• νv := dimV(Σ).

Remarque A.0.2 (À propos de B−1R(Σ)). Remarquons que B−1R(Σ) est un espace
vectoriel qui existe même si B n’est pas inversible. Il est défini comme

B−1R(Σ) := {u ∈ Rm | Bu ∈ R(Σ)} .

Par ailleurs, le noyau de B est inclus dans cet ensemble. En effet, si u ∈ Ker {B}, alors
Bu = 0. Il est donc clair que Bu = 0 ∈ R(Σ). y

Donnons maintenant la méthode de la décomposition. Choisissons premièrement
une matrice F ∈ F (V(Σ)) dans l’ensemble des copains de V(Σ). Ensuite, prenons une
matrice T =

[
T1 T2 T3

]
inversible et telle que

• Im {T1} = R(Σ) ;
• Im

{[
T1 T2

]}
= V(Σ) ;

• Im
{[
T1 T2 T3

]}
= Rn.

De même prenons une matrice U =
[
U1 U2

]
inversible et telle que

• Im {U1} = B−1R(Σ) ∩Ker {D} ;
• Im

{[
U1 U2

]}
= Rm.

En appliquant le changement de coordonnées

ξ = T−1x et u = Fx+ Uw,

on peut montrer que Σ se réécrit {
ξ̇=AF ξ+B w,
y=CF ξ+Dw,

où AF = T−1(A+ BF )T , B = T−1BU , CF = (C +DF )T et D = DU . Il se trouve que
ce quadruplet a la structure suivante :

[
ĀF B̄

C̄F D̄

]
=


Ā11 Ā12 Ā13 B̄11 B̄12
0 Ā22 Ā23 0 B̄22
0 0 Ā33 0 B̄23
0 0 C̄13 0 D̄12

 , (A.4)

avec Ā11 ∈ Rνr×νr , Ā22 ∈ R(νv−νr)×(νv−νr), Ā33 ∈ R(n−νv)×(n−νv) et B̄11 ∈ Rνr×νb . Les
dimensions des autres éléments sont trivialement déduites. L’avantage d’une telle structure
est que la dynamique associée à chacune des lignes est indépendante de celles situées
au-dessus. On obtient alors une chaîne de systèmes connectés en cascade, c’est à dire
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(
Ā33, B̄23

)

(
Ā23, B̄22

)

(
Ā13, B̄12

)

Ā22

(
Ā11, B̄11

)

Ā12

(
C̄13, D̄12

)

Dynamique externe Dynamique interne

y

ũβ
ξγ

ξβ

ξα

ũα

Couplage unilatéral

Figure A.2 – Nouveau modèle cascadé en boucle ouverte

unilatéralement. Pour s’en convaincre, prenons ξα ∈ Rνr , ξβ ∈ Rνv−νr et ξγ ∈ Rn−νv comme
les parties du vecteur d’état dans les nouvelles coordonnées tel que ξ =

[
ξᵀα ξᵀβ ξᵀγ

]ᵀ
.

De même soit wα ∈ Rνb et wβ ∈ Rm−νb tel que w =
[
wᵀα wᵀβ

]ᵀ
. La dynamique associée

à (A.4) peut s’écrire

ξ̇α = Ā11ξα + B̄11wα + Ā12ξβ + Ā13ξγ + B̄12wβ, (A.5a)
ξ̇β = Ā22ξβ + Ā23ξγ + B̄22wβ, (A.5b)
ξ̇γ = Ā33ξγ + Ā23wβ, (A.5c)
y = C̄13ξγ + D̄12wβ. (A.5d)

Dans la littérature de la commande géométrique (voir [138] par exemple), les
trajectoires associées à ξγ sont généralement nommées "dynamique externe" alors que la
"dynamique interne" fait référence aux trajectoires associées à ξα et ξβ. On retrouve cette
discussion sur la figure A.2. Sur cette figure, on note que tout ce qui est à droite de la
dynamique externe n’a aucun impact sur la sortie.
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Annexe B

Quelques résultats utiles de la
commande géométrique

Cette annexe donne des résultats techniques utiles pour un quadruplet arbitraire
(A,B,C,D) avec n états, m entrées et p sorties. Par la suite, les sous espaces faiblement
inobservables et faiblement inobservables contrôlables sont notés par V et R, respective-
ment.

Lemme B.1. Pour un sous-espace S ⊆ Rn, on a :

B−1S ∩Ker {D} =
[
B
D

]−1

(S ⊕ {0}), (B.1)

dim(B−1S) = dim(Ker {B}) + dim(S ∩ Im {B}), (B.2)

(S ∩BKer {D})⊕ {0} = (S ⊕ {0}) ∩ Im
{[
B
D

]}
. (B.3)

Démonstration. Pour montrer (B.1), remarquons que B−1S ∩Ker {D} correspond à{
u |

[
B
D

]
u ∈ S ⊕ {0}

}
.

La relation (B.2) est apportée par [56, p. 7]. Montrons (B.3). Prenons un élément
[
xᵀ yᵀ

]ᵀ
quelconque dans (S∩BKer {D})⊕{0}, de sorte que x ∈ S et y = 0. D’après x ∈ BKer {D},
il ressort qu’il existe u ∈ Ker {D} tel que x = Bu. Cela implique que[

x
y

]
=
[
x
0

]
=
[
B
D

]
u,

tel que [
x
y

]
∈ Im

{[
B
D

]}
.

Inversement, prenons
[
xᵀ yᵀ

]ᵀ
quelconque dans (S ⊕ {0})Im

{[
Bᵀ Dᵀ

]ᵀ}
. Alors, x ∈ S

et y = 0 et il existe u tel que [
x
0

]
=
[
B
D

]
u,
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ce qui implique que x = Bu.

Lemme B.2. Définissons M := B−1R ∩ Ker {D}. Les deux équations suivantes sont
vraies :

dim(M) = dim
(

Ker
{[
B
D

]})
+ dim(R∩BKer {D}), (B.4)

M = B−1V ∩Ker {D} . (B.5)

Démonstration. L’équation (B.4) dérive du développement suivant :

dim(M) (B.1)= dim
(
[ BD ]−1 (R⊕ {0})

)
(B.2)= dim (Ker {[ BD ]}) + dim ((R⊕ {0}) ∩ Im {[ BD ]})
(B.3)= dim (Ker {[ BD ]}) + dim ((R∩BKer {D})⊕ {0}).

Pour prouver (B.5), remarquons premièrement que B−1R ∩ Ker {D} est évidemment
inclus dans B−1V ∩ Ker {D} puisque R ⊆ V. Inversement, étant donné un copain F
de V, il est connu que R est le plus petit sous-espace (A + BF )-invariant qui contient
V∩BKer {D} [48, Th. 7.14]. Donc, R ⊇ V∩BKer {D}. En faisant l’intersection de chaque
côté avec BKer {D} et en appliquant l’application B−1, on obtient B−1(R∩BKer {D}) ⊇
B−1(V∩BKer {D}). C’est équivalent àB−1R∩B−1BKer {D} ⊇ B−1V∩B−1BKer {D} qui
se réduit en B−1R∩Ker {D} ⊇ B−1V ∩Ker {D} puisque B−1BKer {D} = Ker {D}.
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Annexe C

Démonstration du lemme 4.3.1

Démonstration. La boucle fermée correspondant à (4.17) et (4.23) est donnée par le
modèle d’état suivant :

xj[k + 1] = Ajxj[k] +Bjxr,j[k],

avec

xj[k] :=



ij[k]
...

ij[k − p+ 1]
d̃j[k − 1]

...
d̃j[k − p+ 1]


, xr,j[k] :=


ir,j[k]

...
ir,j[k − p+ 1]

 ,

où d̃j[k] = dj[k]− v[k]/E et

Aj :=
[
A11
j A12

j

A21
j A22

j

]
et Bj :=



1
p

1ᵀp
0(p−1)×p
Lj

pEjTs
1ᵀp

0(p−2)×p


,

avec

A11
j :=

[1,0ᵀp−1]− 1
p

1ᵀp
[Ip−1,0p−1]

 , A22
j :=

−[p− 1
p

, . . . ,
1
p

]
[Ip−2,0p−2]

 ,

A21
j :=

− Lj
pEjTs

1ᵀp
0(p−2)×p

 , A12
j := EjTs

Ljp

[
[p− 1, . . . , 1]

0(p−1)×p

]
.

Soit i0,j, i1,j ∈ R pour tout j ∈ J tel que pour tout l ∈ L, on a

ir,j[qp+ l] =
{
i0,j, q = 0,
i1,j, q = 1.
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Il est possible de montrer que pour toute condition initiale, xj[0] ∈ R2p−1, après 2p
périodes, l’état est donné par

xj[2p] = A2p
j xj[0] +

p−1∑
r=0

ArBi0,j +
2p−1∑
r=p

AlBi1,j,

d’où nous déduisons que
d̃j[2p− 1]

...
d̃j[p+ 1]

 = [0(p−1)×p, Ip−1]xj[2p] = Dj1p−1.

avec Dj ∈ R, ij[p] = i0,j et ij[2p] = i1,j. Cela signifie que, quelque soit la condition
initiale, le courant rejoint sa référence à chaque TA = pTs. De plus, pour la deuxième
période TA = pTs (c’est-à-dire q = 1), le rapport cyclique virtuel d̃ est constant. D’après
l’hypothèse 4.3.1, le rapport cyclique réel d est également constant. Remarquons que
l’hypothèse faite sur les références de courant est vérifiée puisque ces références sont
mises à jour uniquement à la période TA. Après une période TA d’initialisation, toutes les
suivantes auront le même comportement : un rapport cyclique dj[qp+ l] constant pour
tout l ∈ L et une référence atteinte en pTs.
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Annexe D

Choix de l’enveloppe polytopique
pour la proposition 4.3.2

Pour construire l’enveloppe convexe, des polytopes qui contiennent chaque élément
de Ae,v(R) et Be,v(R) pour tout R ∈ L =

[
R−, R+

]
sont conçus. Considérons les éléments

suivants :
a11 : R 7→ e−

TA
RC , b1 : R 7→ R− R2C

TA

(
1− e−

TA
RC

)
et a12 : R 7→ R

(
RC

TA
− e−

TA
RC

(
1 + RC

TA

))
.

Nous avons besoin de vérifier que chacun de ces éléments sont des fonctions monotones.
a11 est clairement monotone mais une analyse plus profonde est requise pour conclure à
propos de a12 et b1. Nous obtenons

da12

dR = 2RC
TA

(
1− e−

TA
RC

)
− e−

TA
RC

(
2 + TA

RC

)

et db1

dR = 1 + e−
TA
RC + 2RC

TA

(
e−

TA
RC − 1

)
.

En pratique, u := TA/(RC) est proche de 0. Par conséquent, en utilisant le développement
en séries de Taylor des expressions précédentes par rapport à u qui donne

da12

dR = u2

3 + o
(
u2
)

et db1

dR = u2

6 + o
(
u2
)
,

avec TA est suffisamment petit, il en résulte que a11, a12 et b1 sont des fonctions monotones 1.
D’où le fait que des polytopes avec seulement trois sommets sont suffisants pour englober
ces éléments. Le principe de construction de ces polytopes est représenté sur la figure D.1
pour a11. Évidemment, deux des trois sommets correspondent aux valeurs de a11(R),
a12(R) et b1(R) pour les valeurs limites de L, à savoir R− et R+ :

s0
1 := a11(R−) , s1

1 := a11(R+),
s0

2 := a12(R−) , s1
2 := a12(R+),

s0
3 := b1(R−) et s1

3 := b1(R+).
1. Remarquons que, pour l’expérimentation (sous-section 4.3.5), u est suffisamment petit pour

pouvoir considérer que da12/dR et db1/dR sont positifs, quelque soit R ∈ L.
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Annexe D. Choix de l’enveloppe polytopique pour la proposition 4.3.2

0 2 4 6 8 10 12

0.985

0.99

0.995

1

1.005

Figure D.1 – Polytope construction for a11

Pour trouver le troisième sommet, prenons la valeur de R correspondante à l’intersection
des tangentes de a11, a12 et b1 en R− et en R+. Rappelons que la tangente d’une fonction
f : x 7→ f(x) au point x∗ s’écrit

Tf,x∗ : x 7→ f(x∗) + df
dx (x∗) (x− x∗) .

Les solutions R̂1, R̂2 et R̂3 des relations suivantes :

Ta11,R−(R̂1) = Ta11,R+(R̂1),
Ta12,R−(R̂2) = Ta12,R+(R̂2),
Tb1,R−(R̂3) = Tb1,R+(R̂3),

donnent lieu à l’expression des troisièmes sommets

s2
1 := Ta11,R−(R̂1), s2

2 := Ta12,R−(R̂2), s2
3 = Tb1,R−(R̂3).

Ainsi, toutes les combinaisons de matrices Av(R) et Bv(R) pour chaque sommet donnent
lieu aux vingt-sept paires de matrices suivantes :

[Ai, Bi] :=


 s

j
1 sl2 0

0 0 0
−1 0 1

 ,
s

n
3
1
0


 ,

où i = 3 ∗ (3j + l) + n avec (j, l, n) ∈ {1, 2, 3}3. L’enveloppe convexe H s’écrit

H = co
{

[Ai, Bi]i∈{1,...,27}
}
.
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