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Résumé

Nous  étudions,  par  les  méthodes  de  Mécanique  Statistique,  les  propriétés  thermiques  en
relation  avec  la  transition  dite  de  déliaison  entre  paires  de  cordes  ou  de  biomembranes
(manifolds).  Les quantités d’intérêt sont la probabilité de contact, la séparation moyenne et la
densité d’énergie libre de la paire de manifolds. Pour mener des calculs exacts, nous utilisons
d’abord la Méthode de la Matrice de Transfert, avec un potentiel de Morse standard. Nous
démontrons aussi l’universalité des exposants critiques liés à la transition de déliaison, pour
n’importe  quel  potentiel  d’interaction,  pourvu  qu’il  soit  suffisamment  profond  et  de  très
courte  portée.  Cette  démonstration  est  testée  sur  les  potentiels  de  Morse  standard  et
généralisé.  Nous étendons ensuite  l’étude à  un potentiel  de Morse plus général  que nous
introduisons  pour  la  première  fois,  et  qui  dépend  d’un  paramètre  réel  q.  Les  potentiels
précédents sont retrouvés,  respectivement,   pour les valeurs particulières q = 0 et  q = -1.
Enfin,  nous proposons un potentiel de Morse double pour l’étude de la Mécanique Statistique
des manifolds confinés entre deux parois planes interagissantes.

Mots-clés: Biomembranes, Cordes, Mécanique Statistique, Transition de déliaison, 
Probabilité de contact, Séparation moyenne, Densité d’énergie libre.

Abstract

In this  thesis, we study using Statistical Mechanics methods the thermal properties of the
unbinding  transition  between  pairs  of  strings  or  biomembranes  (manifolds).  The  main
quantities to consider contact probability, the mean-separation and the free energy density of a
pair of manifolds. We first use the Transfer Matrix Method, with a standard Morse potential.
Also we demonstrate, for any interaction potential, provided that it is sufficiently deep and of
very  short-range,  the  universality  of  critical  exponents  associated  with  the  unbinding
transition. This proof  is tested on the standard and generalized Morse potentials. Secondly,
we extend the study to the most general Morse potential,  we introduce, for the first time,
which depends on a real parameter q.  For q = 0 and q = -1, we recover the previous potentials
Finally,  we  propose  a  double  Morse  potential  for  the  study  of  Statistical  Mechanics  of
manifolds confined between two interacting plane walls.

Keywords: Biological  membranes,  Strings,  Statistical  Mechanics,  Unbinding  transition,
Contact probability, Average separation, Free energy density.
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Résumé

Nous étudions, par les méthodes de Mécanique Statistique, les propriétés thermiques

en relation avec la transition dite de déliaison entre paires de cordes ou de bio-

membranes (manifolds). Les quantités d’intérêt sont la probabilité de contact, la

séparation moyenne et la densité d’énergie libre de la paire de manifolds.

Pour mener des calculs exacts, nous utilisons d’abord la Méthode de la Matrice

de Transfert, avec un potentiel de Morse standard.

Nous démontrons aussi l’universalité des exposants critiques liés à la transition de

déliaison, pour n’importe quel potentiel d’interaction, pourvu qu’il soit su¢samment

profond et de très courte portée. Cette démonstration est testée sur les potentiels

de Morse standard et généralisé.

Nous étendons ensuite l’étude à un potentiel de Morse plus général que nous

introduisons pour la premier fois, et qui dépend d’un paramètre réel q. Les potentiels

précédents sont retrouvés, respectivement, pour les valeurs particulières q = 0 et

q = ¡1.

En…n, nous proposons un potentiel de Morse double pour l’étude de la Mécanique



Thèse : Radouane El Kinani. 5

Statistique des manifolds con…nés entre deux parois planes interagissantes.

Mots-clés: Biomembranes, Cordes, Mécanique Statistique, Transition de déliaison,

Probabilité de contact, Séparation moyenne, Densité d’énergie libre.



Abstract

In this thesis, we study using Statistical Mechanics methods the thermal properties

of the unbinding transition between pairs of strings or biomembranes (manifolds).

The main quantities to consider contact probability , the mean-separation and the

free energy density of a pair of manifolds.

We …rst use the Transfer Matrix Method, with a standard Morse potential. Also

we demonstrate, for any interaction potential, provided that it is su¢ciently deep

and of very short-range, the universality of critical exponents associated with the

unbinding transition. This proof is tested on the standard and generalized Morse

potentials.

Secondly, we extend the study to the most general Morse potential, we introduce,

for the …rst time, which depends on a real parameter q. For q = 0 and q = ¡1;we

recover the previous potentials

Finally, we propose a double Morse potential for the study of Statistical Mechan-

ics of manifolds con…ned between two interacting plane walls.
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Keywords: Biological membranes, Strings, Statistical Mechanics, Unbinding tran-

sition, Contact probability, Average separation, Free energy density.



Introduction

Au cours des dernières décennies, les matériaux biologiques (biomembranes, ADN,

ARN, etc.) ont reçu une attention particulière de la part des physiciens, mais aussi

des chimistes et des biologistes. Les physiciens ont, en particulier, mis à la dis-

position de ces matériaux, d’importants outils théoriques, à savoir la Mécanique

Statistique et la Théorie de Champ qui sont deux méthodes assez bien adaptées aux

systèmes constitués d’un grand nombre de molécules. Aussi, les méthodes de simu-

lation (essentiellement, les méthodes de Monte Carlo et de Dynamique Moléculaire)

ont été utilisées d’une manière très satisfaisante.

Pour les biomembranes, leurs grandes variétés de formes et de topologies peuvent

être expliquées par l’énergie de courbure [1¡ 4]. Aussi, les simulations numériques

ont permis de visualiser certains aspects de l’évolution de ces systèmes [5]. En

parallèle, la visualisation optique, en temps réel, s’est révélée un outil essentiel.

En e¤et, cette visualisation permet de présenter le système sous di¤érents aspects

(zoom, angles d’observation, éclairement, marquages ‡uorescents...).

La membrane cellulaire est l’un des systèmes les plus étudiés par les physic-
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ochimistes de la matière molle, du fait que c’est un élément déterminant qui entre

dans la composition des éléments de la cellule. De plus, les outils théoriques de

la Physique Statistique se mettent bien à l’étude des objets de ce type. Parmi

ces études faites sur les biomembranes, l’on peut citer la transition de déliaison, à

laquelle nous nous sommes intéressés dans cette thèse.

La déliaison (ou unbinding) est un phénomène inhérent aux objets élastiques

souples que nous quali…ons de manifolds, tels que les cordes et les membranes bi-

ologiques [6; 7]. Ainsi les règles des mécanismes d’adhésion et de déliaison des mem-

branes sont analogues à celui régissant le mouillage interfaciale [8], et la transitions

d’adsorption et de désorption de polymères [9]. La caractéristique commune de ces

phénomènes d’interface est qu’ils ont un comportement similaire à celui des lignes

unidimensionnelles ou des cordes de tension …nie [10], comme des bords sur des sur-

faces cristallines, des polymères étirés (ou dirigés) ou des lignes de vortex dans les

supraconducteurs.

Les calculs par la technique du Groupe de Renormalisation prédit que les mem-

branes ‡uides possèdent des propriétés d’échelle similaires à celle des cordes, au

voisinage du minimum du potentiel [11]. Une telle propriété sera la clé de notre

étude des propriétés thermiques et leur relation avec la transition de déliaison des

matériaux biologiques.

La transition de déliaison des cordes et des membranes biologiques est souvent

dictée par la forme stérique des ‡uctuations [12], dont l’amplitude augmente avec
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la température. Ces ondulations obligent non seulement de rendre les bicouches

lipidiques dans la phase L:®, mais aussi à prévenir la coagulation des vésicules et

de stabiliser les émulsions [13]. Pour une bicouche membranaire, les interactions in-

duites par les ‡uctuations sont équilibrées, à courte distance, par les forces répulsives

d’hydratation [14] et des forces attractives de van der Waals [15]. Le potentiel d’hy-

dratation (par unité de surface) agit aux petites séparations, de l’ordre de 1nm. Son

amplitude et sa portée sont respectivement, ¸h ' 0; 3nm et Ph ' 0:2J/m2. Alors

que le potentiel attractif de van der Waals provient des polarisabilités électrique

des lipides et des molécules d’eau. L’amplitude associée (constante d’Hamaker),

notée W , est de l’ordre de 10¡22¡ 10¡21J, et l’épaisseur de la bicouche est d’environ

± ' 4nm. Le potentiel d’interaction total est alors la somme de ces trois interac-

tions. La membrane reste stable pour un minimum du potentiel, à condition que la

profondeur de ce dernier soit comparable à l’énergie thermique. Cette profondeur

dépend en particulier de la valeur de l’amplitude W de l’énergie directe du van der

Waals. En e¤et, cette amplitude peut être modi…ée en changeant la polarisabilité

du milieu aqueux.

Dans ce contexte, deux chercheurs, Lipowsky et Leibler [16], ont montré qu’il

existe un certain seuil au-delà duquel les interactions attractives de van der Waals

sont su¢santes pour lier les biomembranes ensemble. En dessous de cette amplitude

caractéristique, les ondulations membranaires dominent les forces d’attraction, puis,

les membranes se séparent complètement. Il a été constaté [7; 16] ; en particulier,
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que lorsque la température de déliaison, Tc, est approchée par le bas, la séparation

moyenne entre les deux membranes, hli, ainsi que leur rugosité, »?, divergent comme:

hli » »? s (Tc ¡ T )¡Ã, où l’exposant de rugosité Ã est proche de 1.

Ensuite, les résultats ont été étendus aux biomembranes chargées [16], où la tran-

sition de déliaison est entièrement contrôlée par la concentration ionique du milieu

aqueux. Bien sûr, celui-ci dépend de la nature du système de lipides. Les prédic-

tions théoriques pour les membranes chargées ont été testées expérimentalement sur

le DPPC dans la solutions CaCl2 [17]. En…n, dans tous les cas, à coté de Ã, on

dé…nit d’autres exposants critiques [11], comme l’exposants de contact.

Un outil alternatif également intéressant est la Méthode de la Matrice de Trans-

fert (MMT) habituellement rencontrée en Mécanique Quantique [18¡ 20] et en

Phénomènes Critiques [21; 22]. Une telle approche a été appliquée avec succès à

des membranes biologiques [23; 24]. Très récemment, la MMT a été appliquée à la

transition de déliaison, en utilisant des potentiels avec des puits simples ou doubles

[19].

Les travaux de recherches menés dans cette thèse s’inscrivent précisément dans

le cadre de l’étude de la transition de déliaison [29; 30], subie par des paires de

manifolds, et ceci par application de la MMT à un certain type de potentiel, en

l’occurence le potentiel de Morse (PM) [25] qui reproduit bien les caractéristiques

de l’interaction réelle. Ce dernier a été introduit pour décrire les vibrations des

molécules diatomiques, de très faibles interactions [26; 27]. L’avantage du PM est
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qu’il n’est pas singulier et il se présente simplement comme une di¤érence de deux

queues exponentielles.

Nous rappelons que le PM a été appliqué récemment à l’étude de la transition de

déliaison des biomembranes [28], en utilisant la Méthode Variationnelle tradition-

nelle. Cette utilisation peut être motivée par le fait que ce même potentiel re‡ète les

deux caractéristiques essentielles décrites ci-dessus, à savoir une répulsion à courte

distance, et une attraction à des distances intermédiaires. Il est caractérisé par trois

paramètres, qui sont: sa profondeur (énergie de dissociation), D, sa portée, ®¡1,

et la position de son minimum, lm. Une autre raison du choix de ce potentiel est

que son spectre d’énergie est discret, et que toutes les fonctions propres associées

sont des états liés. L’existence de ces états fait que le PM est un bon candidat pour

l’étude de la transition de déliaison des cordes et des membranes. Les paramètres

ajustables D, ®¡10 et lm peuvent être liés à ceux du potentiel réel. Plus précisément,

nous avons des relations fonctionnelles de types: x = gx (W; ±; ·; Ph; ¸h), avec x = D;

®; lm, où · est le module de rigidité des biomembranes en interaction. En outre, les

paramètres du PM dépendent de la température.

Ainsi, nous avons adopté des potentiels qui généralisent le PM standard [31], pour

l’étude des propriétés thermiques des manifolds, au voisinage de la température de

déliaison. En utilisant la MMT, avec ces potentiels, nous avons obtenu des résultats

exacts (lois d’échelle et exposants critiques).

Cette thèse s’organise comme suit:
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Le premier chapitre, introductif, est destiné à un rappel succinct des propriétés

physico-chimiques des membranes ‡uides, à l’équilibre thermodynamique. Nous

rappellons, également, quelques outils de la Physique Statistique qui permettent de

décrire la physique des biomembranes. Ensuite, nous indiquons les conséquences des

‡uctuations thermiques des membranes, ainsi que leur l’in‡uence sur ses propriétés

d’élasticité.

Au deuxième chapitre, nous présentons une étude exacte de la transition de

déliaison des cordes et des biomembranes, en utilisant le PM standard. L’objectif est

de déterminer, d’une manière exacte, l’expression de la température de déliaison des

cordes, ainsi que la probabilité de contact. Nous utilisons ensuite cette probabilité

pour extraire diverses longueurs d’échelle, qui sont la séparation moyenne et la

rugosité des cordes.

Au troisième chapitre, nous réexaminons l’étude de la transition de déliaison des

cordes et des biomembranes, en utilisant la MMT qui est basée sur la résolution

d’une équation de type Schrödinger. Nous démontrons l’universalité des exposants

critiques associés, pour n’importe quelle forme du potentiel d’interaction, pourvu

que ce dernier soit su¢samment profond et de très courte portée. Cette démonstra-

tion générale est testée sur les PM standard et généralisé. Ensuite, nous montrons

l’universalité des exposants critiques.

Dans le quatrième chapitre, nous considérons une paire de cordes en interaction

pouvant ‡uctuer thermiquement autour d’une ligne de référence. Nous supposons
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que les deux cordes interagissent via un q-PM, où q est un nombre réel paramétrisant

le potentiel . Par exemple, la valeur q = 0 dé…nit le PM standard et la valeur q = ¡1

défnit un PM généralisé qui a été introduit par Deng et Fan [32], dans le contexte

de la Mécanique Quantique. La raison du choix de ce potentiel est que son spectre

d’énergie est discret, et ensuite, l’ensemble de fonctions propres associées sont des

états liés. L’existence de ces états, fait de ce potentiel un bon candidat pour l’étude

des propriétés statistiques des cordes adjacentes. Le but est de déterminer les états

liés, a…n d’établir d’une manière exacte l’expression de la distribution de probabilité.

A partir de cette dernière, nous déterminons la séparation moyenne, ainsi que la

rugosité des cordes.

Au dernier chapitre, nous proposons un nouveau modèle [33] pour étudier la

Mécanique Statistique d’une biomembrane con…née qui ‡uctue entre deux substrats

plans interactifs. Nous supposons que la biomembrane interagit avec les substrats

via un PM double qui reproduit bien les caractéristiques de l’interaction réelle.

En…n, nous terminons cette thèse par une conclusion et un annexe présentant

les travaux publiés.
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Chapitre 1

Mécanique Statistique des

biomembranes

Dans ce chapitre, à caractère bibliographique, nous donnons un aperçu sur les pro-

priétés physico-chimiques des biomembranes qui sont à l’équilibre thermodynamique.

Nous rappellons également quelques outils de la Physique Statistique permettant la

description des biomembranes, en tant que systèmes comportant un nombre con-

sidérable de constituants (molécules et macromolécules). En…n, nous rappellons les

conséquences des ‡uctuations thermiques, ainsi que leur in‡uence sur les propriétés

d’élasticité des biomembranes.
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1.1 Description moléculaire des biomembranes

1.1.1 Aspect microscopique

Du point de vue microscopique, une biomembrane peut être décrite comme étant un

‡uide bidimensionnel isotrope, dont la distance intermoléculaire est de l’ordre de a '

0:5nm. Les molécules de lipides de la biomembrane e¤ectuent des mouvements, par

di¤usion latérale, di¤usion rotationnelle, ou par passage d’un feuillet à l’autre (‡ip-

‡op). Le schéma representé sur la FIG. 1:1 illustre trois types de mouvements des

lipides dans la bicouche membranaire. Ces lipides peuvent di¤user librement dans

la bicouche. Le coe¢cient de di¤usion associé a été mesuré par diverses techniques

(en particulier par Fluorescence Recovery After Photobleaching), et sa valeur est de

l’ordre de D = 10¡12m2/s, c’est-à-dire qu’un lipide parcourt environ 1¹m en 1s [1].

Pratiquement, lorsqu’on baisse la temperateure, une transition de phase du premier

ordre se produit vers une phase ordonnée de type cristal-liquide. Ce coe¢cient de

di¤usion chute à une valeur typique de l’ordre de D = 10¡15m2/s [2]. On a aussi

observé que les molécules de lipides e¤ectuent une rotation autour d’elles-mêmes,

avec un coe¢cient de di¤usion (rotationnel) mesuré, de l’ordre de D = 10¡8m2=s.

D’un autre côté, un autre type de mouvement des lipides est possible, qui est traduit

par l’imigration des lipides d’une bicouche à une autre, mais restant toujours à la

direction perpendiculaire de la biomembrane. Il s’agit d’un phénomène lent, car il

est très défavorable de faire passer la tête polaire des lipides à l’intérieur de la zone
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FIG. 1.1: Di¤érents mouvements des lipides dans une biomembranes.

hydrophobe des lipides. Le coe¢cient de di¤usion associé à ce type de mouvement

est de l’odre de Df = 10¡8m2=s [3]. Il est à noter que ce passage d’un feuillet à

l’autre a bien eu lieu dans les biomembranes; en e¤et, des enzymes des ‡ipases sont

capables de favoriser fortement ce mouvement [3].

1.1.2 Energie élastique des biomembranes

Si l’on se place à l’échelle macroscopique, c’est-à-dire à des échelles de longueurs

grandes devant la taille des molécules, les propriétés des biomembranes lipidiques

sont, en général, caractérisées par trois modes de déformation élastique. Les theories

d’élasticité des membranes ‡uides ont été proposées intépendamment par Canham

[4] et par Helfrich [5]. Sur la FIG. 1:2, nous illustrons les di¤érentes déformations,

en précisant ci-dessous les énergies associées.
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FIG. 1.2: (A)Vue shématique d’une membrane en bicouche, (B) Courbure de la

biomembrane, (C) Extension-Compression de la membrane, (D) Cisaillement.

(i) La première déformation est une élongation des bicouches à faible déformation

d’aire [6], c’est-à-dire moins de 5% de l’aire totale. Au-delà de cette déformation

correspondant à la tension, critique appelée tension de Lyse ¿c ' 10¡3J/m2, des

pores hydrophiles prennent naissance dans la membrane jusqu’à sa destruction to-

tale, dont l’énergie d’extention-compression (par unite de surface de membrane),

peut être mise sous la forme:

Hext =
Ka

2

µ
¢A

A

¶2
: (1.1)

Cette énergie dépend quadratiquement de l’augmentation ou de la diminution rela-

tive d’aire, ¢A=A. Ici, Ka est le module de compressibilité, de l’ordre de 10
¡5J/m2;

pour les globules rouges [7], et 0:2J/m2, pour des vésicules lipidiques [8].

(ii) La deuxième déformation est le cisaillement pur, qui est présente dans le cas
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où la biomembrane n’est pas en phase liquide, mais plutôt en phase cristal-liquide

ou polymérisée. L’énergie due au cisaillement prend la forme:

Hcis =
1

2
¹
³
~̧2 + ~̧

¡2
¡ 2
´

; (1.2)

où ~̧ = (L0 +¢L) =L0 représente le taux d’extension latérale, et ¹ est le module de

cisaillement. A titre indicatif, pour les globules rouges [9], le module de cisaillement

est faible, c’est-à-dire de l’ordre de ¹ = 6£10¡6J/m2. En conséquence, les molécules

d’une membrane ‡uide ne représentent aucune résistance au cisaillement, et l’on peut

donc négliger l’énergie de cisaillement précédente.

(iii) La troisième déformation élastique est une déformation perpendiculaire au

plan de la biomembrane, due aussi à la courbure de cette dernière. Selon Can-

ham et Helfrich, la description des propriétés mécaniques et thermodynamiques des

membranes en bicouche (cellules, vésicules, ...) peut se faire en terme d’énergie de

courbure, dont la forme est la suivante [10; 11]:

Hcourb =
·

2
(H ¡H0)

2 + ·K , (1.3)

où H = c1 + c2 est la courbure moyenne de la membrane, c1 = 1=R1 , c2 = 1=R2

représentent les deux courbures principales, et K = c1c2 est la courbure Gaussienne.

Plus loin, nous rappellerons les dé…nitions mathématiques de ces quantités. Dans

l’égalité (1:3), H0 est la courbure spontanée qui traduit la symétrie de la membrane

‡uide. L’origine physique de cette quantité peut être attribuée à une di¤érence

de compositions chimiques entre les deux feuillets de la bicouche. Donc, H0 rend
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compte de la structure microscopique [12]. La quantité · représente la constante

de rigidité de courbure (exprimée en Joule) et contrôle l’amplitude des ‡uctuations

(ou ondulations) thermiques de la biomembrane, du fait qu’elle contient tous les

détails microscopiques de la bicouche, à savoir la rigidité et la longueur des queues

lipidiques, la nature des interactions entre têtes polaires, etc. D’ailleurs, les valeurs

typiques de ce module varient de quelques kBT , pour les membranes les plus souples,

à quelques dizaines de kBT , pour les membranes les plus rigides. La valeur de ce

module dépend naturellement de la nature des molécules lipides formant la bicouche.

L’autre quantité · est la constante de rigidité de Gauss qui peut être vue comme

un potentiel chimique …xant la topologie de la membrane. Il n’intervient que pour

des déformations qui changent la topologie de la membrane .

En…n, notons que les grandeurs · et H0 peuvent être mesurées, en étudiant le

spectre de ‡uctuations de la membrane ‡uide [13].

1.1.3 Hamiltonien de Canham-Helfrich

A…n d’étudier les propriétés physiques de la biomembrane, le point de départ est

l’écriture d’un Hamiltonien avec les formes d’énergie pertinentes pour ce système,

où la courbure constitue la contribution dominante pour une membrane ‡uide et

libre. Le premier modèle physique complet des membranes lipidiques a été élaboré

par Helfrich, en 1973. Dans la littérature, il est appelé soit le modèle d’Helfrich

ou le modèle de Canham-Helfrich, mais dès l’année 1970, l’on a vu émerger l’idée
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selon laquelle les propriétés des membranes ‡uides sont gouvernées par l’énergie de

courbure.

Avant d’écrire le Hamiltonien du système, nous soulignons que l’épaisseur d’une

bicouche de lipides est d’environ 50 Angströms, alors que les vésicules peuvent at-

teindre plusieurs dizaines de microns. Cette faible valeur d’épaisseur et sa ‡uidité

permettent de voir une membrane biologique comme une surface ‡uide bidimen-

sionnelle, plongée dans l’espace euclidien à trois dimensions R3 (solvant). Donc, ses

propriétés géométriques (courbure et autres) peuvent s’étudier dans le cadre de la

Théorie des Surfaces. Il faut également noter qu’une membrane biologique passe

par un nombre important de con…gurations par rapport au plan d’équilibre. Cela

est essentiellement dû aux ‡uctuations thermiques. Il en ressort que l’étude de tel

système est un problème qui relève de la Mécanique Statistique. Pour simpli…er

l’étude, nous ne considérons que les membranes presque planes, c’est-à-dire celles

pour lesquelles la hauteur ‡uctue autour d’une position moyenne. Un point situé sur

la membrane peut être décrit à l’aide du vecteur-position r =(x; y; z) 2 R3. Nous

adopterons ici la représentation de Monge qui consiste à représenter la surface ‡uc-

tuante par l’équation algébrique: z = h (x; y), où (x; y) représentent les coordonnées

de la projection sur le plan de référence, et h (x; y) est la fonction-hauteur.

En un point donné de la membrane, de vecteur position r =(x; y; z), les deux
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vecteurs tangents ex et ey sont comme suit

ex =
@r

@x
= (1; 0; hx) ; ey =

@r

@y
= (0; 1; hy) , (1.4)

avec les dérivées partielles hx = @h=@x et hy = @h=@y. Ces mêmes vecteurs tangents

dé…nissent la métrique

gij = ei:ej ; (1.5)

avec les indices i; j = x; y. Ces coe¢cients de la métrique dé…nissent la première

forme fondamentale qui est caractérisée par la matrice carrée d’ordre 2 (générale-

ment non diagonale) suivante

G = [gij ] =

2

6
4
1 + h2x hxhy

hxhy 1 + h2y

3

7
5 . (1.6)

Le déterminant de la métrique est

detG = 1 + h2x + h2y : (1.7)

Il vient que la courbure moyenne, H, s’ecrit comme

H =
hxx

¡
1 + h2y

¢
+ hyy (1 + h2x)¡ 2hxyhxhy

2
¡
1 + h2x + h2y

¢3=2 ' ¢h . (1.8)

Mais, si l’on exerce sur la membrane une force extérieure, son aire totale varie

de dA, et l’énergie libre de la membrane varie de dW = ¾dA. Donc, la tension

interfaciale contribue à l’énergie par
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¾

Z

Membrane

dA = ¾

Z

d2½
p
detG = ¾

Z

d2½
q
1 + h2x + h2y

= ¾

Z

d2½

q

1 + (rh)2 '
¾

2

Z

d2½ (rh)2 , (1.9)

où ½ = (x; y) est le vecteur transverse.

Pour construire le Hamiltonien de Canham-Helfrich, on part des hypothèses suiv-

antes:

(i) La membrane étudiée est en phase ‡uide, donc le cisaillement est nul.

(ii) On supposera que les molécules sont de forme symétrique, donc la courbure

spontanée H0 ne joue aucun rôle.

(iii) On ne considère aucun changement de topologie, et alors le terme Gaussien

n’intervient pas.

A l’aide de ces considérations, le Hamiltonien de Canham-Helfrich prend la forme

suivante

H [h] =
1

2

Z

d2½
h
·
¡
r2h

¢2
+ ¾ (rh)2

i
, (1.10)

avec r = (@x; @y) l’opérateur di¤érentiel dans le plan des variables (x; y).
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1.2 Fluctuations thermiques

La bicouche lipidique est de faible épaisseur (e ' 5¡7nm), et donc très déformable,

même sous une faible contrainte mécanique, et les molécules d’eau planent en créant

des ondulations de la surface. Au cours du temps, la position d’un point donné

sur la membrane ‡uctue autour de sa position moyenne, un tel phénomène a été

observé sur les globules rouges, par le biologiste E. Browicz qui remarqua que l’in-

tensité lumineuse que di¤usent ces cellules variait de manière irrégulière d’un point à

l’autre de la membrane. Toutefois, l’origine de tels mouvements est restée incomprise

jusqu’en 1975, date à laquelle F. Brochard et J.-F. Lennon ont montré qu’il s’agis-

sait du mouvement dû à l’agitation thermique et qui ne nécessite aucune activité

biologique spéci…que [14]. Donc, l’énergie transférée à la membrane par le mouve-

ment brownien des molécules d’eau est de l’ordre de kBT , où kB désigne la constante

de Boltzmann et T est la température absolue. Cette énergie thermique est alors

l’origine des ‡uctuations observées, d’où le nom de ‡uctuations thermiques. Ces ‡uc-

tuations répulsives peuvent s’opposer aux forces de van der Waals entre vésicules et

un substrat solide [15].

1.2.1 Spectre de ‡uctuations

Nous considérons une membrane plane ‡uctuante, d’une aire microscopique A …xée.

Nous désignons par Ap = L£ L; l’aire du plan de projection, où L désigne la taille
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FIG. 1.3: Schéma indiquant l’aire réelle d’une membrane ‡uide et l’aire projetée.

linèaire de la membrane. Du fait des ‡uctuations thermiques, l’aire réelle de la

membrane A est plus grande que l’aire projetée Ap (FIG. 1:3). Dans ce régime

‡uctuant, l’aire A reste …xe, car elle est dé…nie par le nombre de lipides dans la

membrane qu’on considère incompressible. La di¤érence ¢A = A¡ Ap est appelée

excès d’aire provoqué par les ‡uctuations thermiques de la membrane.

Pour dériver l’expression du spectre de ‡uctuations d’une membrane ‡uide, de

module de courbure · est de tension ¾, nous allons réécrire le Hamiltonien de

Canham-Helfrich en passant par une transformée de Fourier,

fq =

Z

d2½e¡iq:½f(½) , (1.11)

5f (½) = i

Z
d2q

(2¼)2
qh (q) eiq:½ , (1.11a)
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4f (½) = ¡

Z
d2q

(2¼)2
q2h (q) eiq:½ . (1.11b)

Dans l’espace réciproque, le Hamiltonien de Canham-Helfrich devient

H [h] =
1

2

Z
d2q

(2¼)2
¡
·q4 + ¾q2

¢
jhqj

2 =
1

2

Z
d2q

(2¼)2
E0 (q) jhqj

2 ; (1.12)

avec E0 (q) = ·q4 + ¾q2, qui est l’énergie du mode q, où q = jqj est le module

du vecteur d’onde q. D’après le théorème d’équipartition d’énergie, chaque mode

contribue par une énergie égale à kBT=2. La fonction de corrélation statique entre

les amplitudes des modes de Fourier est directement proportionnelle à l’inverse du

noyau,E0 (q), c’est-à-dire


hqh

¤
q0

®
=

kBT

·q4 + ¾q2
±2 (q¡ q

0) ; (1.13)

où h:::i désigne la moyenne statistique, calculée avec le poids de Boltzmann, exp f¡¯Hg.

Comme il se doit, la fonction de corrélation dépend des constantes de la membrane

· et ¾. La relation précédente suggère que son application aux expériences d’analyse

en temps réel, permet la mesure du module de courbure ·. Plus précisément, les

techniques de mesure permettent de détecter le contour d’une vésicule ‡uctuante

au cours du temps, en utilisant la Vidéo-Microscopie en Contraste de Phase, a…n

d’obtenir le spectre de ‡uctuations, et d’évaluer ainsi les modules élastiques [16].

Pour le calcul de l’amplitude des ‡uctuations, il su¢t d’intégrer sur les vecteurs

d’onde compris entre 2¼=L et +1, où L est une coupure macroscopique. Nous avons
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ainsi le résultat:


jhj2
®
=

Z
d2q

(2¼)2
kBT

·q4 + ¾q2
=

kBT

4¼¾
ln

µ

1 +
¾

·

L2

4¼2

¶

: (1.14)

Cette relation appelle les remarques suivantes:

Premièrement, cette relation fait apparaître une longueur caractéristique,
p

·=¾,

qui varie du nanomètre, pour des tensions proches du seuil critique, ¿c, au mi-

cromètre, pour des membranes faiblement tendues (¾ ' 10¡7N/m).

Deuxièmement, l’amplitude de ‡uctuations, correspondant à h =
q
jhj2
®
, est

très sensible à la coupure macroscopique, comme le montrent les deux régimes [16]:

(i) Régime de faible tension interfaciale
¡
¾ << ¾¤ = · (2¼)2 =L2

¢
: Dans ce régime,

les échelles de longueur caractéristiques sont alors dominées par la rigidité de cour-

bure, et l’on a: h =
p

kBT=16¼3·L.

(ii) Régime de forte tension interfaciale (¾ >> ¾¤). Dans ce régime, les longueurs

sont dominées plutôt par la tension, et l’on a: h =
p
(kBT=4¼¾) ln (¾=¾¤).

1.2.2 Longueur de persistance

La notion de froissement a été introduite, pour la première fois, par de Gennes et

Taupin, en terme de longueur de persistance, »p [17]. Cette longueur est dé…nie

comme étant la distance au-delà de laquelle la membrane perd sont ordre orienta-

tionnel, c’est-à-dire que les ‡uctuations d’orientation du vecteur normal à la mem-

brane ne sont plus corrélées. A des échelles petites devant »p, la membrane apparaît
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rigide, alors qu’elle apparaît plus ‡exible et froissée à des échelles plus grande que

»p. Pour déterminer une telle longueur, il su¢t de calculer la fonction de corrélation

du vecteur normal n, soit

hn (0) :n (½)i s exp f¡½=»pg , (1.15)

avec la longueur de persistance

»p = a0 exp f2¼·=kBTg , (1.16)

où a0 représente la taille typique des lipides. La relation précédente montre que la

longueur de persistence est d’autant plus importante que la rigidité de courbure est

forte. Aussi, cette même échelle de longueur est sensible à la température, et elle se

déplace vers ces faibles valeurs, au fur et à mesure que la température augmente. La

formule (1:15) suggère que pour des échelles inférieures à »p, la membrane est plane,

et ses orientations sont alors corrélées. En revanche, au-delà de »p, la membrane

est plutôt froissée, et ses orientations sont décorrélées [18]. Nous soulignons, de

passage, qu’au-delà de »p, la description d’une membrane quasi-plane, gouvernée

par le Hamiltonien de Canham-Helfrich, n’a plus de sens.

La dé…nition (1:16) révèle que la longueur de persistence »p dépend du rapport

·=kBT , et ceci d’une manière exponentielle. Une petite variation de · entraîne donc

une grande variation de »p.
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1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un aperçu succinct sur la Physique Statis-

tique des membranes ‡uides, à l’équilibre thermodynamique. Nous avons d’abord

introduit le Hamiltonien de courbure de Canham-Helfrich. Celui-ci a permis la

détremination des propriétés thermiques des biomembranes, ainsi que leurs ‡uctu-

ations thermiques. Nous avons aussi évoqué la notion de longueur de persistence,

au-delà de laquelle une biomembrane n’est plus ‡uide (plutôt rigide).
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Chapitre 2

Etude de la transition de déliaison

des biomembranes et des cordes à

l’aide d’un potentiel de Morse

Dans ce chapitre, qui constitue notre première contribution originale [1], nous présen-

tons une étude exacte de la transition de déliaison des cordes et des biomembranes,

en utilisant le potentiel de Morse standard. L’objectif est de déterminer d’une

manière exacte l’expression de la température de déliaison, ainsi que la probabilité

de contact. Nous utilisons ensuite cette probabilité pour extraire diverses longueurs

d’échelle divergentes qui sont la séparation moyenne et la rugosité. Les exposants

de contact et de rugosité sont exactement déduits, et les valeurs obtenues sont très

proches de celles obtenues dans le cadre de la Théorie du Groupe de Renormalisa-
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tion. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la Réf. [1].

2.1 Introduction

La déliaison (unbinding) est un phénomène qui se produit dans les manifolds ‡ex-

ibles, telless que les cordes et les bicouches membranaires [2¡ 4]. Le mécanisme

qui régit l’adhésion la déliaison des membranes est analogue à celle qui gouverne la

transition de mouillage interfaciale [5] et d’adsorption-désorption des polymères [6].

La caractéristique commune de ces phénomènes d’interface est qu’ils ont un com-

portement similaire à celui des lignes unidimensionnelles ou des cordes de tension

…nie [7], comme les bords des surfaces cristallines, les polymères étirés (ou dirigés)

et des lignes de vortex dans les supraconducteurs.

Le résultat important est que les calculs par le Groupe de Renormalisation (GR)

prédisent que les membranes ‡uides possèdent des propriétés d’échelle similaires

à des cordes, au voisinage de la profondeur critique du potentiel [8]. De telles

propriétés seront la clé de l’étude de la transition de déliaison dans les bicouches

membranaires.

Dans un article pionnier, Lipowsky et Leibler [9] ont démontré qu’il existe un cer-

tain seuil au-delà duquel les interactions attractives de van der Waals sont su¢santes

pour lier les membranes ensemble, et en dessous de cette amplitude caractéristique,

les ondulations membranaires dominent les forces attractives, puis les membranes
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se séparent complètement. En particulier, il a été prouvé [3; 4; 9] que, lorsque la

température de déliaison, Tc, est approchée inférieurement, la séparation moyenne

entre les deux membranes, hli, et leur rugosité »? divergent toutes les deux selon :

hli » »? » (Tc ¡ T )¡Ã, où l’exposant de rugosité Ã est proche de 1. Par la suite,

ces résultats ont été étendus à des membranes chargées [9], où la déliaison est en-

tièrement contrôlée par la concentration ionique du milieu aqueux. Celui-ci dépend

bien sûr de la nature des lipides du système. Les prédictions théoriques pour les

membranes en bicouche chargées ont été testées dans une expérience avec le DPPC

(Dipalmitoyl-phos-phatidyl-choline) dans des solutions du CaC12 [10]. En…n, dans

tous les cas, à côté de Ã, l’on dé…nit d’autres exposants [2], tels que les exposants

de contact.

Un outil alternatif intéressant pour l’études de la transition de déliaison des

cordes et des biomembranes est la Méthode de la Matrice de Transfert (MMT)

habituellement rencontrée en Mécanique Quantique [11¡ 13] et en Phénomènes Cri-

tiques [14; 15]. Une telle approche a été appliquée avec succès à des membranes en

bicouche [16; 17]. Tout récemment, la MMT a été appliquée à la transition de déli-

aison avec des puits de potentiel carré simples et doubles [17].

Dans ce chapitre, l’objectif est l’application de la MMT à un certain potentiel

connu, qui est le potentiel de Morse (PM) [18]. Ce dernier a été introduit pour

décrire les vibrations de molécules diatomiques covalentes dans le contexte de la

Physique Atomique [19; 20]. L’avantage est qu’il n’est pas singulier et se présente
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comme une di¤érence de deux queues exponentielles.

Nous rappelons que le PM a été appliqué récemment pour l’étude de la transition

du déliaison des membranes [21], en utilisant la méthode variationnelle tradition-

nelle. Cette utilisation peut être motivée par le fait que ce potentiel re‡ète les

deux caractéristiques essentielles décrites ci-dessus, à savoir, une répulsion à courte

distance et une attraction à une distance intermédiaire. Ce même potentiel est car-

actérisé par trois paramètres, qui sont sa profondeur (l’équivalent de l’énergie de

dissociation), D; sa portée ®¡1; et la position de son point minimum, lm. Une autre

vertu de ce potentiel est que le spectre d’énergie associée est discret, d’une part, et

toutes les fonctions propres correspondantes sont des états liés, d’autre part. L’exis-

tence de ces états fait que de tel potentiel constitue un bon candidat pour l’étude de

la transition de déliaison des cordes et des biomembranes. Les paramètres ajustés

D, ®¡1 et lm peuvent être liés à ceux du potentiel réel.

La méthode variationnelle est une théorie de champ moyen qui sous-estime les

fortes ‡uctuations au voisinage du point critique. Cependant, dans ce chapitre, nous

présentons une étude exacte de la transition de déliaison avec le PM, en utilisant la

MMT. Nous calculons, en particulier, la température exacte de déliaison, la proba-

bilité de contact, dont nous extrairons les propriétés critiques, à savoir la séparation

moyenne et la rugosité moyenne. Par conséquent, les exposants de déliaison sont

exactement connus. L’idée consiste à déterminer tous les comportements critiques

pour les cordes avec un PM. Ensuite, les résultats sont étendus à des membranes
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‡uides, car les deux systèmes sont régis par les mêmes lois d’échelle.

Ce chapitre est organisé comme suit. Au pragraphe 2, nous présentons le modèle

général des cordes. Tandis que le pragraphe 3 est déstiné à une étude rigoureuse

de la transition de déliaison. En…n, nous donnons quelques remarques au dernier

paragraphe.

2.2 Modèle de cordes

2.2.1 Dé…nition et description

Les cordes sont généralement dé…nies comme des lignes à une dimension, dont la

forme des ‡uctuations est régie par une tension …nie [16]. Considérons deux cordes

en interaction qui se déplacent dans un espace à deux dimensions. Nous supposons

qu’en moyenne, elles ‡uctuent autour d’une ligne droite de référence, l’axe des x, par

exemple, et en plus, leurs élongations restent perpendiculaires à ce même axe. La

conformation des cordes peut-être décrite par le champ de séparation local, l (x) > 0,

qui est perpendiculaire à la ligne de référence. La Mécanique Statistique des cordes

est basée sur le Hamiltonien suivant

H [l] =

Z L

0

dx

"
¾

2

µ
dl

dx

¶2
+ V (l)

#

, (2.1)

où L désigne la longueur commune des cordes, ¾ est leur tension e¤ective et V (l)

représente le potentiel d’interaction, dont la forme sera précisée plus loin.
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Dans la limite thermodynamique, donnée par L !1, les propriétés statistiques,

dans le cadre de ce modèle, peuvent être étudiées en utilisant la MMT qui est basée

sur de la résolution d’une équation de type Schrödinger [11¡ 13] ;

¡
(kBT )

2¾

d2'n

dl2
+ V (l)'n = En'n , (2.2)

où T est la température absolue. Dans l’équation di¤érentielle ci-dessus, les paramètres

fEn; n ¸ 0g et f'n; n ¸ 0g désignent, respectivement, les ensembles des valeurs

propres et des fonctions d’onde associées. Les valeurs propres fEn; n ¸ 0g sont

rangées de telle manière que E0 · E1 · E2:::, et l’énergie fondamentale, E0, dé…nit

la densité d’énergie libre, f , c’est-à-dire: E0 = f , tandis que la fonction propre cor-

respondant, '0 (l), détermine la distribution de probabilité, P (l). En fait, P (l) dl

représente la probabilité de trouver deux cordes à une séparation entre l et l + dl.

La probabilité de contact est donnée par

P (l) =
j'0 (l)j

2

R
j'0 (l)j

2 dl
. (2.3)

A l’aide de cette distribution, on peut calculer, par exemple, son premier et son

deuxième moments qui sont donnés par

hli =

Z

lP (l) dl ,

l2
®
=

Z

l2P (l) dl . (2.3a)

La rugosité de la corde est donnée par

»? =
¯
¯hli2 ¡


l2
®¯
¯1=2 . (2.3b)
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Avant d’étudier leur transition de déliaison, il sera commode de rappeler certains

rudiments concernant les propriétés statistiques générales d’une paire de cordes.

Tout d’abord, nous rappelons la dé…nition de l’exposant de rugosité. Considérons

un manifold ‡uctuant (corde ou biomembrane) et notons que ce dernier e¤ectue de

grands déplacements transversaux, sur une certaine échelle, »k, appelée longueur de

corrélation dans le plan. La taille de ces ‡uctuations perpendiculaires, »?, augmente

avec sa taille latérale, »k. Il est admis que les deux longueurs obéissent à une même

relation d’échelle, à savoir [2¡ 4] :

»? » »:³k . (2.4)

Cette relation dé…nit alors l’exposant de rugosité ³ . Celui-ci dépend essentielle-

ment du nature de la manifold considéré. Par exemple, pour les cordes, on a la

valeur ³ = 1=2, et ³ = 1, pour les membranes ‡uides presque planes. Le second ex-

posant d’intérêt est l’exposant de déliaison. Pour le dé…nir, nous considérerons deux

manifolds en interaction, qui sont séparés par une distance moyenne hli. Quand ils

présentent une transition de déliaison, cette séparation moyenne diverge selon la loi

:

hli »

µ
Tc ¡ T

Tc

¶¡Ã
. (2.5)

Ce comportement dé…nit l’exposant de déliaison Ã, où Tc est la température critique

de transition. En outre, cet exposant dépend généralement de la nature du potentiel

d’interaction senti par les manifolds. Lorsque la transition de déliaison est entraînée
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par les ‡uctuations thermiques, on a hli » »?. Dans ce cas, l’exposant de déliaison

Ã coïncide avec l’exposant de rugosité º? [2].

Le dernier exposant d’intérêt est l’exposant de contact qui caractérise le com-

portement singulier de la probabilité de contact de deux manifolds adjacents, lorsque

la température de déliaison est approchée. On a les dernières relations d’échelles

suivantes [2]

P = »¡³0k » »
¡³0=³
? . (2.6)

Au voisinage du point critique, cette relation d’échelle dé…nit l’exposant de contact,

³0: En outre, la valeur de cet exposant dépend principalement de la nature du

potentiel d’interaction entre les manifolds.

D’autre part, nous pouvons mettre la distribution de probabilité sous une forme

de loi d’échelle :

P (l) = »¡1? 

µ
l

»?

¶

. (2.7)

Ici, le facteur explicite »¡1? provient de la normalisation à 1 de cette probabilité.

Pour retrouver la relation (2:6), la fonction d’échelle (s) doit se comporter comme

(s) » s¡1+³0=³ , pour les petites valeurs de s (avec ³0 > 0) . (2.8)

Ce comportement d’échelle reste valable tant que la séparation moyenne est telle

que: hli » »?.
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Dans la section suivante, nous déterminerons l’ensemble des propriétés essen-

tielles, en relation avec la transition de déliaison, d’une manière exacte, en utilisant

le PM.

2.3 Étude exacte de la transition de déliaison

2.3.1 Fonction énergie potentielle

Nous rappelons tout d’abord, l’expression unidimensionnelle du PM, choisie pour

cette étude [17¡ 19]

V (l) = D
£
e¡2®(l¡lm) ¡ 2e¡®(l¡lm)

¤
, (2.9)

où D, ® et lm sont des paramètres positifs ajustables. Le potentiel de Morse a une

valeur minimale valant ¡D, à l = lm, et tend vers 0, à l = 1. La particularité de

ce potentiel est qu’à l = 0, V (0) a une valeur …nie égale à D
¡
e¡2®lm ¡ 2e¡®lm

¢
, qui

est positive, si et seulement si ®lm > ln 2.

Nous rappelons que le PM est souvent utilisé pour décrire le mouvement de

vibration des molécules diatomiques. Dans ce cas, D est l’énergie de dissociation

(la profondeur du potentiel est ¡D), et lm représente la distance d’équilibre inter-

nucléaire des molécules diatomiques. Le premier paramètre, D, est de l’ordre de

10¡2J/m2 (pour les membranes ‡uides), et le second, ®, est d’environ 10nm. La

valeur V (0) est toujours positive pour les molécules diatomiques covalentes [18].
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FIG. 2.1: Potentiel de Morse réduit, V (l) =D; en fonction de la distance, au min-

imum …xé (lm = 10nm) ; pour trois valeurs du paramètre ®: 0:1 (trait plein), 0:15

(ligne en tirets), 0:2 (ligne en pointillé).

Dans la FIG. 2:1, nous représentons la variation du PM, en fonction de la dis-

tance, pour di¤érentes valeurs des paramètres (D; lm; ®)

2.3.2 Résolution de l’équation de Schrödinger

Avant de présenter les étapes de sa résolution, il est instructif de rappeler d’abord

le théorème mathématique utile de Kathos [22]
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Si le potentiel V (x) de l’opérateur de Schrödinger H = ¡¢ + V (x) est borné

inférieurement, et que

lim
x!1

V (x) = 0 , (2.10)

alors H n’a pas de valeurs propres positives, c’est-à-dire si H' = E', où E > 0,

et ' 2 L2 (Rn), alors ' = 0.

Par conséquent, toutes les fonctions propres de l’équation de Schrödinger sont

des états liés, de valeurs propres négatives. Le spectre des valeurs propres est alors

discret.

Comme il est remarque dans la Ref [22], le point E = 0 peut-être une valeur

propre de l’opérateur H = ¡¢+ V (x), même quand V (x) 2 C1
0 (R

n).

Le PM considéré satisfait e¤ectivement les conditions du théorème ci-dessus, et

il est borné inférieurement, car V (l) < V (0), pour l < l0, et jV (l)j < D, pour l > l0,

où l0 = lm¡®¡1 ln 2 est le zéro positif unique de ce potentiel. En second lieu, la limite

(2:10) est également remplie, en raison de la présence des queues exponentielles

dans l’expression (2:9) du potentiel . En outre, selon la remarque ci-dessus, ce

potentiel peut avoir un état fondamental, car il est in…niment di¤érentiable. Ainsi,

le système peut subir une transition de déliaison qui a lieu quand un état apparaît.

La conclusion est que l’équation de Schrödinger avec un potentiel de Morse n’a que

des états liés, comme solutions, et a un spectre discret.

Maintenant, pour résoudre l’équation di¤érentielle (2:2), nous notons d’abord
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que celle-ci est très similaire à l’équation de Schrödinger traditionnelle

¡
~2

2¹

d2'n

dl2
+ V (l)'n = En'n , (2.11)

où ¹ est la masse réduite et ~ est la constante de Planck renormalisée, avec la

substitution suivante,

(kBT )2

¾
!

~2

¹
. (2.11a)

L’équation de Schrödinger a été exactement résolue [23], et il conviendra de rappeler

brièvement les étapes essentielles de sa résolution.

La première étape consiste à la réécrire cette équation en terme d’une nouvelle

variable r,

¡
d2'n

dr2
+ V (l)'n = "n'n , (2.12)

avec les grandeurs sans dimensions

r = ®l , re = ®lm , (2.12a)

¸ =

p
2¹D

®h
, "n =

2¹

®2h2
En . (2.12b)

Donc, le PM redimensionné s’ecrit

V (r) = ¸2
£
e¡2(r¡re) ¡ 2e¡(r¡re)

¤
. (2.12c)

La valeur minimale de V (r) est ¡¸2. Elle est atteinte pour r = re. Les énergies

réduites f"n; n ¸ 0g (ou les fEn; n ¸ 0g) sont négatives, pour les états liés.
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Dans la seconde étape, on introduit la variable suivante

z = 2¸e¡(r¡re), (2.13)

Il a été constaté [23] que les fonctions d’onde (états liés) orthonormées, f'n (r) ; n ¸ 0g,

sont données par

'n (r) = Anz
¸¡n¡1=2e¡z=2L2¸¡2n¡1n (z) , (2.14)

avec la constante de normalisation

An = [¡ (n+ 1) ¡ (2¸¡ n)]¡1=2 , (2.14a)

où ¡ (n) désigne la fonction Gamma d’Euler

¡ (n) =

Z +1

0

tn¡1e¡tdt , (2.14b)

et L:°
n est le polynôme orthogonal de Laguerre dont l’expression est

L:°
n = z¡°ez

dn

dzn
¡
zn+°e¡z

¢
. (2.14c)

Les énergies propres associées sont

"n = ¡

µ

¸¡ n¡
1

2

¶2
. (2.15)

Ces énergies ont été obtenues en utilisant la MMT [23]. L’existence de solutions de

l’équation de Schrödinger exige que le nombre quantique n doit être inférieure à ¸.

Par conséquent, le nombre quantique de vibration n est tel que

n = 0; 1; 2; :::; nmax , (2.15a)
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où nmax est le plus grand entier inférieur à ¸.

En termes de variables d’origine et en utilisant la substitution (2:11a), nous

constatons que les énergies fEn; n ¸ 0g (par unité de longueur) s’écrivent comme

En = ¡
D

¸2

µ

¸¡ n¡
1

2

¶2
, n ¸ 0 , (2.16)

avec la notation

¸ =

p
2D¾

®kBT
. (2.16a)

2.3.3 Densité de probabilité

L’application de la formule générale (2:14) à la valeur particulière n = 0 et en util-

isant le fait que L0° (z) = 1, quelles que soient les valeurs de l’indice ° et l’argument

z, nous constatons que l’état fondamental est exactement donné par

'0 (r) = A0e
¡®(¸¡1=2)(l¡lm)¡¸e¡®(l¡lm)

. (2.17)

Cela donne la densité de probabilité

P (l) = K0e
¡®(2¸¡1)(l¡lm)¡2¸e¡®(l¡lm)

, (2.18)

avec la constante de normalisation

K0 =
®

(2¸)1¡2¸ ° (2¸¡ 1; 2¸e®lm)
, (2.18a)

avec la condition ¸ > 1=2.
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Nous avons utilisé la formule établie suivante

Z c

0

yº¡1e¡¹y (ln y)m dy =
dm

dºm

£
¹¡º° (º; c¹)

¤
, m = 0; 1:::; Re (¹) > 0, Re º > 0 ,

(2.18b)

où ° (º; x) est l’expression de la fonction Gamma Incomplète [24], et Re (º) désigne

la partie réelle de º.

A l’aide de la probabilité déterminée, on calcule les quantités d’intérêt, comme

hli et »? =
£
hli2 ¡ hl2i

¤1=2
.

2.3.4 Séparation moyenne

Pour le calcul de cette quantité, nous partons de la dé…nition suivante de la sépara-

tion moyenne

hli =

Z 1

0

lP (l) dl = lm + hl ¡ lmi , (2.19)

avec

hl ¡ lmi = K0

Z 0

¡lm

xe¡®(2¸¡1)x¡2¸e
¡®x

dx . (2.19a)

Pour calculer cette intégrale, nous introduisons la nouvelle variable y = e¡®x. Nous

avons alors

hl ¡ lmi = K0

Z e®lm

0

y2¸¡2 ln ye¡2¸ydy . (2.19b)
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En utilisant la formule générale (2:18b), l’on obtient

hli = lm ¡
1

® (2¸)1¡2¸ ° (2¸¡ 1; 2¸e®lm)
£

d

dº

£
¹¡º°

¡
º; ¹e®lm

¢¤
¯
¯
¯
¯
¹=2¸;º=2¸¡1

.

(2.20)

L’expression exacte ci-dessus n’a un sens mathématique que si ¸ > 1=2.

2.3.5 Rugosité des cordes

Notre point de départ, pour calculer la rugosité de la corde, est sa dé…nition

»2? =

Z 1

0

l2P (l) dl ¡

µZ 1

0

lP (l) dl

¶2
. (2.21)

En utilisant les mêmes techniques qu’avant nous trouvons l’expression désirée de

la rugosité de la corde,

»2? =
1

®2 (2¸)1¡2¸ ° (2¸¡ 1; 2¸e®lm)
£

d2

dº2
£
¹¡º°

¡
º; ¹e®lm

¢¤
¯
¯
¯
¯
¹=2¸;º=2¸¡1

¡

Ã
1

® (2¸)1¡2¸ ° (2¸¡ 1; 2¸e®lm)
£

d

dº

£
¹¡º°

¡
º; ¹e®lm

¢¤
¯
¯
¯
¯
¹=2¸;º=2¸¡1

!2

. (2:22)

Cette expression exacte n’a de sens mathématique que si ¸ > 1=2.

2.3.6 Discussion et lois d’échelle

Notons d’abord que le système subit une transition de déliaison si l’énergie de l’état

fondamental, E0 = ¡ (D=¸2) (¸¡ 1=2)2, s’annule. Cela se produit pour la valeur
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FIG. 2.2: Ligne critique de transition dans le plan ¾¡ T , où les paramètres D et ¾

sont …xés à certaines valeurs.

typique ¸c = 1=2. Cette valeur dé…nit alors la température de déliaison

Tc =
2
p
2D¾

kB®
. (2.23)

Cette température dépend naturellement des paramètres du problème, qui sont D,

® et ¾. A cette température, le système présente une transition de l’état lié (T < Tc

ou D > Dc) à un autre état non lié (T > Tc ou D < Dc). L’expression ci-dessus

dé…nit alors une ligne critique dans le plan des variables T et ¾ (FIG. 2:2), aux

paramètres du potentiel …xé, qui sépare les domaines des états non liés et des états

liés.

L’expression précédente dé…nit également une amplitude du potentiel critique,



Thèse : Radouane El Kinani. 55

Dc, à température …xée,

Dc =
®2 (kBT )

8¾
. (2.24)

Cette expression indique, en particulier, que la transition de déliaison est plus ac-

centuée, pour les cordes de haute tension interfaciale (ou les membranes ‡uides à

haut module de rigidité).

Revenons, maintenant, à l’expression de distribution de probabilité de contact

(2:18) ; et notons que la discussion dépend des valeurs du paramètre ¸ (à paramètre

® …xé). Tout d’abord, la condition selon laquelle cette probabilité doit être nulle à

l’in…ni (l !1), nécessite que ¸ > 1=2. Deuxièmement, cette probabilité atteint sa

valeur maximale pour la distance particulière

lmax = lm +
1

®
ln

µ
2¸

2¸¡ 1

¶

. (2.25)

Le fait que lmax > lm exprime la tendance de séparation des deux cordes . Mais

lorsque la température de transition est approchée supérieurement (T ! T¡c ou ¸ !

¸+c ), le point maximum est décalé vers ses valeurs les plus élevées, et la distribution

de probabilité devient alors de plus en plus large, d’où l’augmentation de la position

moyenne des cordes et leur rugosité. A la température de transition, la probabilité

de contact tend vers 0, en accord avec le comportement (2:6), dans la limite »? !1.

Dans la FIG. 2:3, nous représentons la distribution de probabilité, en fonction

de la distance, pour certaines valeurs de ¸ proches de la valeur critique ¸c = 1=2.

Considérons, maintenant, la séparation moyenne dé…nie par la relation (2:20)
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FIG. 2.3: Probabilité de contact, en fonction de la distance renormalisée ®l; pour

certaines valeurs de ¸: 0:6 (ligne plein) 0:7 (ligne en tirets) 0.8 (ligne en pointillés).

Ces courbes sont tracées pour: ® = 0:1nm¡1et lm = 10nm:
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et utilisons la limite ° (º; x) » º¡1x:º (º = 2¸¡ 1! 0) [24]. L’on constate qu’au

voisinage de la température de transition, la valeur de la position moyenne des cordes

est donnée par :

hli =
1

®

1

2¸¡ 1
=
1

®

µ
Tc ¡ T

Tc

¶¡1
, T ! T¡c . (2.26)

Par conséquent, l’exposant de déliaison Ã prend la valeur exacte

Ã = 1. (2.26a)

Cette valeur est très proche de celle calculée par la méthode du GR [9].

D’autre part, d’après la relation (2:22), nous constatons que la rugosité de la

corde est donnée par

»? =
1

®

1

2¸¡ 1
=
1

®

µ
Tc ¡ T

Tc

¶¡1
, T ! T¡c . (2.27)

Par conséquent, asymptotiquement, nous avons l’égalité exacte hli = »?.

Nous montrons aussi, que la distribution de probabilité obéit à la loi d’échelle

exacte suivante

P (l) =
1

»?


µ
l ¡ lm

»?

¶

, (2.28)

avec la fonction d’échelle

(s) = e¡s¡e
¡®»?s . (2.28a)
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Son comportement à s ! 0 est (s) = e¡1. Ainsi, l’exposant de contact associé

est

³0 = ³ . (2.28b)

Rappelons que ³0 = 1=2, pour les cordes, et ³0 = 1, pour les membranes ‡uides.

Incidemment, l’égalité ci-dessus est identique à celle relative aux interfaces, carac-

térisées par une distribution de probabilité Gaussienne »¡1? exp (¡l2=2»2?), pour le

champ ‡uctuant l.

Dans le domaine critique, le point maximum de la distribution de probabilité est

lmax = lm ¡
1

®
ln

µ
Tc ¡ T

Tc

¶

, T ! T¡c . (2.28c)

Ainsi, l’écart lmax ¡ lm diverge logarithmiquement lorsqu’on s’approche de la tem-

pérature de déliaison. Par ailleurs, ce comportement joue un rôle important dans le

phénomène de mouillage.

En…n, nous montrons que la densité d’énergie libre se comporte comme suit

f = ¡
D

®2
1

»2?
= ¡D

µ
Tc ¡ T

Tc

¶2
, T ! T¡c . (2.29)

La pression de disjonction correspondante, ¦, peut être obtenue à partir de la dé…-

nition standard: ¦ = @f=@»?. Nous trouvons

¦ = 2
¡
D=®2

¢
»¡3? : (2.30)

Cette dernière peut être interprétée comme la pression pour maintenir les deux

cordes à la distance moyenne hli = »?. Bien entendu, cette pression est directement
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proportionnelle à l’amplitude du potentiel D. Ce résultat montre que le phénomène

de déliaison est entièrement gouverné par les ‡uctuations thermiques des cordes et

des bicouches membranaires.

2.4 Conclusion

Nous rappelons que l’objectif de ce chapitre est une étude analytique de la transition

de déliaison subie par les cordes ou des bicouches membranaires, avec un potentiel

de type Morse. Pour cela, nous avons fait usage de la Méthode de la Matrice de

Transfert qui est basée sur la résolution d’une équation de Schrödinger, dont les

solutions sont des états liés, indispensables pour assurer que les manifolds interagis-

sants restent à une distance …nie l’une de l’autre. A partir de l’expression exacte de

l’état fondamental déterminé, nous avons extrait la probabilité de contact. A l’aide

de cette dernière, nous étions en mesure de déduire deux quantités très importantes,

à savoir la séparation moyenne entre les deux manifolds et leur rugosité.

L’annulation de l’énergie de l’état fondamental donne la température où a lieu

la transition de déliaison. Il a été trouvé que les échelles de longueurs divergent à la

transition, avec un même exposant de rugosité critique exact.

Nous avons aussi déduit l’expression exacte de la densité d’énergie libre qui

s’identi…e avec l’énergie de l’état fondamental. De cette expression, nous avons

déduit la valeur de la pression de disjonction, qui est la pression nécessaire pour
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maintenir les deux manifolds adjacents à une distance moyenne.

La conclusion principale est que notre étude analytique révèle que le potentiel

de Morse est un bon candidat, pour la description du phénomène de déliaison des

manifolds (cordes et membranes). Ce choix du potentiel surmonte la di¢culté liée

à la singularité du potentiel réel à l’origine.
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Chapitre 3

Etude de la transition de déliaison

des cordes et biomembranes à

l’aide des potentiels de courte

portée: Preuve de l’universalité

Dans ce chapitre, qui constitue notre deuxième contribution originale [1], nous

menons une étude détaillée de la transition de déliaison des cordes et biomem-

branes, en utilisant la Méthode de la Matrice de Transfert (MMT) qui est une

approche théorique basée sur la résolution d’une l’équation de type Schrödinger.

Mathématiquement parlant, une transition de déliaison se produit par l’apparition
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d’un état lié. Une telle transition, de second ordre, peut être correctement décrite

en supposant que le potentiel d’interaction entre les manifolds (cordes ou biomem-

branes) est de courte portée. Les deux potentiels de Morse standard (PMS) et

généralisé (PMG), constituent de bons exemples. En utilisant une théorie précise

de la di¤usion quantique, nous démontrons que le problème est équivalent à ignorer

les détails du potentiel d’interaction paraissant dans l’équation de Schrödinger, à

condition d’imposer une condition aux limites mixtes de type Dirichlet-Neumann

aux fonctions d’onde, pourvu que ce même potentiel soit de très courte portée.

L’énergie de l’état fondamental détermine toute les lois d’échelle, en relation avec

le phénomène de déliaison. Dans cette condition limite, apparaît une constante de

couplage qui peut être interprétée comme l’inverse d’une longueur d’extrapolation

analogue à celle rencontrée en Phénomènes Critiques.

Premièrement, nous déterminons exactement l’état fondamental, à partir duquel

nous extrayons la probabilité de contact qui nous a conduit à déterminer la sépara-

tion moyenne ainsi que la rugosité des cordes.

Deuxièmement, nous calculons exactement la densité d’énergie libre qui s’iden-

ti…e à l’énergie de l’état fondamental. La principale conclusion est que tous les

exposants critiques sont universels, indépendamment de la forme particulière du

potentiel d’interaction choisi. Ce caractère universel est véri…é pour les deux poten-

tiels de Morse (standard et généralisé).

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la référence [1].
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3.1 Introduction

Dans certaines conditions physiques, deux manifolds élastiques (cordes et biomem-

branes) peuvent subir une transition de déliaison [2; 3]. L’adhésion et la déliaison

des biomembranes sont similaires à d’autres phénomènes d’interface, tels que le

mouillage [4; 5] et les transitions d’adsorption-désorption de polymères [6]. La car-

actéristique commune de ces phénomènes de surface est qu’ils ont un comportement

similaire à celui des lignes unidimensionnelles ou des cordes de tension …nie [7],

comme par exemple les bords des surfaces cristallines, et les lignes de vortex dans

les supraconducteurs.

Dans ce chapitre, nous considérons deuxmanifolds adjacents susceptibles de subir

une transition de déliaison. Il est entendu qu’ils interagissent par l’intermédiaire d’un

certain potentiel d’expression inconnue. Les seules informations disponibles sur ce

type de potentiel est qu’il est attractif, à courte distance, et répulsif, à une distance

intermédiaire, et il présente un seul point minimum, à courte distance. En outre, il

est supposé assez profond pour qu’un état lié apparaisse. C’est une signature d’une

transition de déliaison. En utilisant la MMT, nous montrons que tous les potentiels

de ce type donnent lieu aux mêmes exposants critiques (universalité), en relation

avec la transition de déliaison. Comme test, cette preuve d’universalité est véri…ée

dans les cas des PMS et PMG.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Au pragraphe 2, nous décrivons le modèle des cordes et les lois d’échelle. La
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preuve de l’universalité est le but du troisième pragraphe. En…n, quelques remarques

concluantes sont retracées dans le dernier paragraphe.

3.2 Lois d’échelle

Dans ce paragraphe, nous rappelons les principales lois d’échelle concernant les pro-

priétés statistiques générales des manifolds (cordes ou biomembranes).

Tout d’abord, nous rappelons la dé…nition de l’exposant de rugosité. Considérons

un manifold ‡uctuant, et notons que cette dernière e¤ectue de grands déplacements

transversaux, sur une certaine échelle de distance, »k, appelée longueur de corrélation

dans le plan. La taille de ces ‡uctuations perpendiculaires, »?, augmente avec sa

taille latérale, »k. Il est admis que les deux longueurs obéissent à la relation d’échelle

suivante [3¡ 5]

»? » »:³k . (3.1)

Cette relation dé…nit alors l’exposant de rugosité, ³. Celui-ci dépend essentiellement

de la nature du manifold considéré. Par exemple, pour les cordes, on a la valeur

³ = 1=2, et la valeur ³ = 1, pour les membranes ‡uides presque planes.

Le second exposant d’intérêt est l’exposant de déliaison. Pour le dé…nir, nous con-

sidérons deux manifolds en interaction, qui sont séparés par une distance moyenne

hli. Quand ils présentent une transition de déliaison, cette séparation moyenne
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diverge, selon le comportement

hli »

µ
Tc ¡ T

Tc

¶¡Ã
, T ! T¡1c : (3.2)

Ce comportement dé…nit l’exposant de déliaison Ã, où Tc est la température de

transition. En outre, cet exposant dépend généralement de la nature du potentiel

d’interaction senti par les manifolds. Lorsque la transition de déliaison est entraînée

par les ‡uctuations thermiques, l’on a: hli » »?. Dans ce cas, l’exposant de déliaison

Ã coïncide avec l’exposant de rugosité º? [3].

Le dernier exposant d’intérêt est l’exposant de contact. Cet exposant caractérise

le comportement singulier de la probabilité de contact de deux manifolds adjacents,

lorsqu’on s’approche de la température de déliaison. On obtient les dernières rela-

tions d’échelle suivantes [3]

P » »¡³0k » »
¡³0=³
? . (3.3)

Au voisinage du point critique, cette relation d’échelle dé…nit l’exposant de contact,

³0: En outre, la valeur de cet exposant dépend principalement de la nature du

potentiel d’interaction entre les manifolds.

D’autre part, nous pouvons mettre la distribution de probabilité sous la forme

d’échelle suivante

P (l) = »¡1? 

µ
l

»?

¶

. (3.4)
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Ici, le facteur explicite, »¡1? provient de la normalisation. Pour retrouver la relation

(3:4), la fonction d’échelle (s) doit se comporter comme

(s) » s¡1+³0=³ , pour les petites valeurs s (avec ³0 > 0) . (3.5)

Ce comportement d’échelle reste valable, tant que la séparation moyenne est telle

que hli » »?.

Dans la section suivante, nous déterminerons l’ensemble des propriétés essen-

tielles, en relation avec la transition de déliaison, d’une manière exacte, avec tous

les potentiels présentant un minimum et de courte portée.

3.3 Preuve de l’universalité

Avant d’étudier le cas général, il sera commode de rappeler les deux exemples pour

lesquels la transition de déliaison a été exactement étudiée [10]. Il s’agit des PMS

et PMG.

3.3.1 Premier exemple: Le potentiel de Morse standard

L’expression de ce potentiel, de courte portée, est donnée comme suit

V (l) = D
£
e¡2®(l¡lm) ¡ 2e¡®(l¡lm)

¤
, 0 · l <1 : (3.6)

Il a été démontré dans la Réf. [10] que toutes les fonctions propres de l’équa-

tion de Schrödinger, avec ce potentiel, sont des états liés, avec des valeurs propres
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négatives, et que le spectre d’énergie est discret. Nous avons montré que le système

subit une transition de déliaison lorsqu’un état lié apparaît.

Il a été constaté [10]; également, que l’état fondamental est donné par

'0 (r) = A0e
¡®(¸¡1=2)(l¡lm)¡¸e¡®(l¡lm)

: (3.7)

avec la constante de normalisation

A0 =
1

p
¡ (2¸)

: (3.8)

L’énergie fondamentale associée est donné par

E0 =
¡D

¸2

µ

¸¡
1

2

¶2
; (3.9)

avec la notation

¸ =

p
2D¾

®kBT
. (3.10)

Cela donne la probabilité de contact,

P (l) = K0e
¡®(2¸¡1)(l¡lm)¡2¸e¡®(l¡lm)

, (3.11)
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avec la constante de normalisation

K0 =
®

(2¸)1¡2¸ ° (2¸¡ 1; 2¸e®lm)
, (3.12)

pourvu que la condition ¸ > 1=2 soit satisfaite. Ici, ° (º; x) désigne la Fonction

Gamma Incomplète [11].

Premièrement, notons que le système subit une transition de déliaison si la

valeur de l’énergie de l’état fondamental, E0 = ¡ (D=¸2) (¸¡ 1=2)2, s’annule. Cela

se produit pour la valeur typique ¸c = 1=2. Cette valeur dé…nit alors la température

de déliaison,

Tc =
2
p
2D¾

kB®
. (3.13)

Cette température dépend naturellement des paramètres du problème, qui sont ¾,

D et ®. A cette température, le système présente une transition de l’état lié (T < Tc

ou D > Dc) à un autre état non lié (T > Tc ou D < Dc). L’expression ci-dessus

dé…nit alors une ligne critique qui sépare les domaines des états non liés et des états

liés. L’expression (3:13) dé…nit également une amplitude du potentiel critique, Dc,

à température …xe,

Dc =
®2 (kBT )

8¾
. (3.14)

Cette expression indique, en particulier, que la transition de déliaison est plus ac-

centuée pour les cordes de haute tension de surface (ou les membranes ‡uides à haut
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module de rigidité).

Deuxièmement, il a été démontré [10] que, près de la zone critique, la séparation

moyenne et la rugosité de la corde ce comportent exactement comme

hli » »? » ®¡1
µ

Tc ¡ T

Tc

¶¡1
; T ¡ T¡1c : (3.15)

Par conséquent, l’exposant de déliaison Ã a la valeur exacte suivante

Ã = 1 . (3.15a)

Cette valeur est très proche de celle trouvée par la méthode du GR [8].

D’autre part, il a été démontré [10] que la distribution de probabilité obéit à la

loi d’échelle exacte suivante

P (l) =
1

»?
1

µ
l

»?

¶

; (3.16)

avec la fonction d’échelle

1 (y) = Ae¡y¡Be¡y ; (3.16a)

où A et B sont des constantes connues. Son comportement à y ! 0 est
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1 (y) = Ae¡B. Ainsi, l’exposant de contact associé est

³0 = ³ . (3.16b)

L’exposant de contact a alors la valeur ³0 = 1=2, pour les cordes, et ³0 = 1, pour

les membranes ‡uides. Comme avant, l’égalité ci-dessus est celle qu’on a trouvé

pour les interfaces, caractérisées par une distribution de probabilité Gaussienne:

»¡1? exp (¡l2=2»2?), pour le champ de ‡uctuation l:

Finalement, la densité d’énergie libre se comporte comme suit [10]:

f »

µ
Tc ¡ T

Tc

¶:µ

; T ¡ T¡1c ; (3.17)

avec l’exposant critique exacte

µ = 2 : (3.17a)

Remarque: Nous montrons facilement la formule intéressante suivante, dans la

limite où la portée du potentiel, ®¡1, est très faible,

·
d'0
dl

¸

l=0

= c'0 (0) ; (3.18)

avec la notation

c = ®¡1
Tc ¡ T

Tc

< 0; T ¡ T¡1c : (3.18a)
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La constante jcj¡1 peut être interprétée comme une longueur d’extrapolation qu’on

rencontre habituellement en Phénomènes Critiques de Surface [4; 5]. Par conséquent,

jcj¡1 se comporte comme »?, au voisinage de la température critique.

3.3.2 Deuxième exemple: Le potentiel de Morse généralisé

Le PMG a été introduit par Deng et Fan [12], et est lié au potentiel de Manning-

Rosen [13; 14], également appelé "potentiel d’Ecart" par certains auteurs [15; 16]. Il

est dé…ni par

V (l) = D

"µ

1¡
b

eal ¡ 1

¶2
¡ 1

#

; 0 · l < 1 ; (3.19)

avec la notation b = ealm ¡ 1 > 0, où lm est le point minimum du potentiel. Le

paramètreD > 0 dé…nit la profondeur du potentiel et a¡1 est sa portée. La spéci…cité

du PMG est qu’il se comporte comme un potentiel de sphère dure à l’origine (l = 0).

Il a été démontré [17] que l’équation de Schrödinger avec ce potentiel est ex-

actement soluble, où les fonctions d’ondes sont des états liée et les valeurs propres

associées sont négatives. L’état fondamental est dé…ni comme suit

'0 (l) = N0

¡
eal ¡ 1

¢¯0¡®0
e¡a¯0l ; (3.20)

avec la constante de normalisation
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N0 = a

µ
®0 + r

r

¶
1

B (2®0; 2r)
; (3.21)

où B (x; y) est la Fonction Bêta [11], qui est un type d’Intégrale d’Euler, dé…nie

pour tous nombres complexes x et y de parties réelles strictement positives,

B (x; y) =

Z 1

0

tx¡1 (1¡ t)y¡1 dt : (3.21a)

Cette fonction est liée à la Fonction Gamma par la relation :

B (x; y) =
¡ (x) ¡ (y)

¡ (x+ y)
: (3.21b)

Dans la relation (3:20), les constantes ®0 et ¯0 sont données pas les relations suivantes

:

®0 =
1

2
[kb (b+ 2)¡ r] ; ¯0 =

1

2
[kb (b+ 2) + r] ; (3.22)

avec la notation

r =
1

2

³
1 +

p
1 + 4kb2

´
: (3.22a)

L’énergie de l’état fondamental est exactement obtenue
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E0 = ¡
a2 (kBT )2

8¾

·

r ¡
b (b+ 2)

r

¸2
: (3.23)

Le système subit alors une transition de déliaison, si l’énergie de l’état fondamental,

E0; s’annule, cette condition dé…nit la température de déliaison,

Tc =
2

akB

r
b

b+ 2

p
2D¾ : (3.24)

Bien entendu, cette température caractéristique dépend naturellement des paramètres

du potentiel (b; D) et de la tension de la corde ¾.

L’état fondamental ci-dessus donne la probabilité de contact,

P (l) = N2
0

¡
eal ¡ 1

¢2(¯0¡®0)
e¡2a¯0l; K0 = N2

0 : (3.25)

A l’aide de cette probabilité, nous avons calculé la séparation moyenne et la rugosité

de la corde. Nous avons le résultat

hli » »? » a¡1
µ

Tc ¡ T

Tc

¶¡Ã
; Ã = 1 : (3.26)

Nous constatons, également, que la probabilité de contact obéit à la loi d’échelle

suivante
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P (l) =
1

»?
2

µ
l

»?

¶

; (3.27)

où la fonction d’échelle 2 (y) est donné par

2 (y) » e¡y : (3.27a)

Dans des distances petites par rapport à la rugosité de la corde »?, c’est-à-dire l <<

»?, la probabilité de contact se comporte comme »¡1? . Par conséquent, l’exposant

de contact associé est: ³0 = ³.

Il est facile de montrer que la densité d’énergie libre, f , a un comportement

similaire à celle dé…nie par la l’équation (3:17), avec le même exposant critique

µ = 2.

Notons que la propriété (3:18) reste valable pour le PMG, en y remplaçant a par

®.

En…n, les exposants critiques Ã et µ; ainsi que l’exposant de contact ³0; sont les

mêmes pour les PMS et PMG. Mais les températures de déliaison sont di¤érentes .

3.3.3 Démonstration de l’universalité

Considérons, maintenant, deux manifolds interagissants, qui sont susceptibles de

présenter une transition de déliaison, à une certaine température critique. Théorique-
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FIG. 3.1: Forme typique des potentiels de courte portée.

ment, les potentiels d’interaction typiques pouvant assurer une telle transition,

doivent avoir les caractéristiques essentielles suivantes:

(i) de courte portée,

(ii) attractifs, à grande distance (cette condition est nécessaire pour la laison des

deux manifolds),

(iii) répulsifs, à courte distance,

(iv) présentant un seul point minimum dans la région attractive.

Une forme typique de ces potentiels est celle représentée sur la FIG. 3:1..

Pour approcher la solution de l’équation de Schrödinger, nous utiliserons des

théorèmes énoncés dans un travail pionnier par Roger G. Newton [18], portant sur

la théorie de la di¤usion. Selon l’auteur, si le potentiel est de très courte portée
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et su¢samment profond pour qu’un état lié apparaîsse, la fonction d’onde de l’état

fondamental, '0, satisfait une équation de Schrödinger libre, à condition qu’elle

satisfasse une condition au limite à séparation nulle (l = 0),

·
d'0
dl

¸

l=0

= g'0 (0) : (3.28)

Les solutions avec les PMS et PMG remplissent précisément cette condition (en

remplaçant c par g). La constante de couplage g < 0 résume toutes nos connaissances

sur la structure du potentiel d’interaction. L’on suppose que cette constante de

couplage dépend de la température T et de la température de transition de déliaison,

Tc, selon la loi suivante

g = g0 (T ¡ Tc) < 0 ; (3.29)

où le coe¢cient g0 a les dimensions de l’inverse d’une distance. Alors, l’état fonda-

mental s’écrit alors

'0 (l) =
p
¡2gegl : (3.30)

L’énergie fondamentale associée est donnée par la l’expression

E0 = ¡
(kBT )2

8¾
g2 » ¡kBTc

µ
Tc ¡ T

Tc

¶2
: (3.31)
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Nous notons, à ce stade, que cette expression est conforme à celle obtenue dans le

cas des PMS et PMG. La probabilité de contact est alors

P (l) = ¡2ge2gl : (3.32)

Cela donne la séparation moyenne et la rugosité des manifolds

hli = »? » ¡
1

2g0

µ
Tc ¡ T

Tc

¶¡Ã
; T ! T¡1c , (3.33)

avec l’exposant de déliaison Ã = 1. La probabilité de contact obéit à la loi d’échelle

exacte suivante

P (l) = »¡1? e¡l=»? : (3.34)

Nous constatons que l’exposant de contact correspondant est ³0 = ³. Nous montrons

aisément que le moment de séparation d’ordre n est donné par

hlni =
n!

(¡2g)n
= n!hlin : (3.35)

Remarquons que le rapport entre hlni et hlin est universel.

La densité d’énergie libre, f , s’identi…e avec l’énergie fondamentale, E0, et nous

avons
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f » ¡
(kBT )2

8¾
g2 » ¡

µ
Tc ¡ T

Tc

¶µ

; (3.36)

avec l’exposant critique µ = 2:

La conclusion est que tous les exposants critiques, en relation avec la transition

déliaison, sont universels, indépendamment de la forme particulière du potentiel

d’interaction choisi, à condition qu’il soit de courte portée et assez profond pour

qu’un état lié apparaisse. Ceci est une exigence de la transition déliaison.

3.4 Conclusion

Ce chapitre porte sur l’étude de la transition de déliaison d’une paire de manifolds,

en utilisant la MMT. Plus précisément, nous avons supposé que cette transition peut

être décrite correctement à l’aide des potentiels d’interaction, de courte portée et

su¢samment profonds pour qu’un état lié prenne naissance.

En utilisant la théorie de la di¤usion quantique, nous avons démontré que le prob-

lème est équivalent à ignorer le potentiel d’interaction dans l’équation de Schrödinger,

et d’imposer une condition mixte de type Dirichlet-Neumann (dans la limite de sé-

paration nulle) sur l’état fondamental. Dans cette condition limite, apparaît une

constante de couplage qui disparaît dans le domaine critique, et peut être inter-

prétée comme l’inverse d’une distance.

Le résultat principal est que tous les exposants critiques sont universels, indépen-
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damment de la forme particulière du potentiel choisi. Les techniques utilisées ont

été testées dans les cas des potentiels de Morse standard et généralisé.

Notons, en…n, que cette condition aux limites peut être omise, à condition que

le potentiel d’interaction, V (l), soit remplacé par g± (l), où ± (l) est la distribution

de Dirac unidimensionnelle.



Bibliographie

[1] R. El Kinani, M. Benhamou, H. Kaïdi, Unbinding Transition of Strings and

Biomembranes from Short-Ronge Potentials : Proof of Universality, International

Journal of Academic Reserch 7, 337 (2015).

[2] M. Lässig, R. Lipowsky, Universal aspects of Interacting Lines and Surfaces,

dans Fundamental Problems in Statistical Mechanics VIII, pp. 169-206, 1994.

[3] E. Sackmann, The Structure and Dynamics of Membranes, in The Structure

and Dynamics of Membranes, R. Lipowsky, E. Sackmann, Eds., Amsterdam, The

Netherlands, Elsevier, pp. 213–304, 1995.

[4] K. Binder, in Phase Transitions and Critical Phenomena, Vol. 8, C. Domb, J.

Lebowitz, Eds., Academic Press, 1983.

[5] S. Dietrich, Wetting Phenomena, in Phase Transitions and Critical Phenomena,

C. Domb, J. Lebowitz, Eds., Academic Press, London, UK, Vol. 12, pp. 1–218,

1988.

84



Thèse : Radouane El Kinani. 85

[6] E. Eisenriegler, Polymers Near Surfaces: Conformation Properties and Relation

to Critical Phenomena, World Scienti…c, Singapore, 1993.

[7] M.E. Fisher, Interface wandering in adsorbed and bulk phases, pure and impure,

Journal of the Chemical Society, Faraday Transactions 2: Molecular and Chemical

Physics 82, 1603 (1986).

[8] L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration, Dover, 2005.

[9] M. Manghi, N. Destainville, Statistical Mechanics and dynamics of two supported

stacked lipid bilayers, Langmuir 26, 4057 (2010).

[10] M. Benhamou, R. El Kinani, H. Kaïdi, Rigorous tudy of the unbinding tran-

sition of biomembranes and strings from Morse potentials, conference papers in

Mathematics, Hindawi Publishing, Vol. 2013, ID 320718, (2013).

[11] I.S. Gradshteyn and I.M. Ryzik, Table of Integrals, Series and Products, Aca-

demic Press, New York, (1980).

[12] Z.H. Deng, Y.P. Fan, A Potential Function of Diatomic Molecules, Journal of

Shandong University (Natural Science) 1, 11 (1957).

[13] L. Infeld, T.E. Hull, The factorization method, Reviews of Modern Physics 23,

21 (1951).

[14] M.F. Manning, N. Rosen, A Potential Function for the Vibrations of Diatomic

Molecules, Phys. Rev. 44, 953 (1933).



Thèse : Radouane El Kinani. 86

[15] J.W. Dabrowska , Explicit wavefunctions for shape-invariant potentials by oper-

ator techniques, Journal of Physics A: Mathematical and General 21, 195 (1988).

[16] F. Cooper, A. Khare, and U.Sukhatme, Supersymmetry and quantum mechan-

ics, Physics Reports 251, 267 (1995).

[17] A. Del Sol Mesa, C. Quesne, Christian, Yu F. Smirnov, Generalized Morse

potential, Journal of Physics A 31, 321 (1998).

[18] Roger G. Newton, Analytic properties of radial wave functions, Journal of Math-

ematical Physics 1, 319 (1960).



Chapitre 4

Mécanique Statistique et

interactions des cordes par

l’approche de l’équation de

Schrödinger: Résultats exacts

Dans ce chapitre, qui constitue notre troisième contribution originale [1], nous con-

sidérons une paire de cordes en interaction qui peuvent ‡uctuer thermiquement

autour d’une ligne de référence. Nous supposons que les deux cordes interagissent

via un potentiel de Morse dépendant d’un paramètre réel q, qui reproduit bien

les caractéristiques de l’interaction réelle. En utilisant la Méthode de la Matrice de
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Transfert (MMT) qui est basée sur la résolution d’une équation de type Schrödinger,

nous déterminons les états liés, a…n d’établir d’une manière exacte l’expression de

la distribution de probabilité. A partir de cette dernière, nous avons déterminé la

séparation moyenne ainsi que la rugosité des cordes. Pour plus de détails, le lecteur

peut être renvoyé à [1].

4.1 Introduction

Les cordes sont des objets unidimensionnels qui possèdent des propriétés statistiques

riches, en raison de leur morphologie souple et ‡exible. Par exemple, la molécule

de l’ADN est formée par deux chaînes de polymères ‡exibles connectées qui sont

organisées en une con…guration à double hélice. En particulier, une paire de chaînes

peut présenter une transition de déliaison (transition de dénaturation pour l’ADN)

[2]. Nous insistons sur le fait que ce mécanisme ou bien ce phénomène est analogue à

celui régissant le mouillage interfacial [3] ou les transitions d’adsorption-désorption

des polymères [4]. La caractéristique commune de ces phénomènes d’interface est

qu’ils ont un comportement similaire à celui des lignes ou des cordes unidimension-

nelles de tension …nie [5], comme les bords des surfaces des cristaux, des polymères

étirés ou des lignes de vortex dans les supraconducteurs.

Nous notons que la transition de déliaison des cordes et des bicouches mem-

branaires est souvent dictée par la forme stériques des ‡uctuations [6], dont l’ampli-
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tude augmente avec la température. Ces forces entropiques répulsives sont équili-

brées avec celles de van der Waals attractives. Il existe une certaine valeur de la

constant d’Hamaker (seuil) au-delà de laquelle les interactions attractives de van der

Waals sont su¢santes pour lier les cordes ensemble. En dessous de cette amplitude

caractéristique, les ondulations membranaires dominent les forces d’attraction, et

les cordes se séparent alors complètement.

Un autre outil intéressant pour une étude quantitative des propriétés statistiques

d’une paire de cordes est la MMT, habituellement rencontrée en Mécanique Quan-

tique [7¡ 9] et en Phénomènes Critiques [10; 11]. La MMT a été appliquée très

récemment, pour extraire les propriétés statistiques des cordes adjacentes à l’aide

du potentiel de Morse généralisé [12].

Dans ce chapitre, nous appliquons la MMT, à un nouveau potentiel que nous

introduisons pour la première fois, appelé q-Morse. Ce nouveau potentiel est le

potentiel de Morse le plus complet, la valeur q = 0 dé…nit le potentiel de Morse

standard utilisé en Physique Atomique pour étudier les vibrations des atomes dans

les molécules [13]. En outre, ce même potentiel a récemment été utilisé pour l’étude

du problème de dénaturation de l’ADN [14; 15]. Tandis que la valeur q = ¡1 dé…nit

un potentiel de Morse généralisé qui a été introduit par Deng et Fan [16], dans le

contexte de la Mécanique Quantique.

Le choix de ce nouveau potentiel peut être motivé par le fait qu’il reproduit les

caractéristiques du potentiel d’interaction réel (répulsif, à courte distance, attractif,
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à grande distance, et présentant un puits de potentiel). Une autre raison de ce choix

est que le spectre d’énergie associée est discret, et ses fonctions propres son des états

liés. L’existence de ces états fait de ce potentiel un bon candidat pour l’étude des

propriétés statistiques des paires de cordes.

Ce chapitre est organisé comme suit. Au paragraphe 2, nous présentons le modèle

de cordes utilisé et rappelons l’expression analytique du q-Morse potentiel . Au

paragraphe 3, nous résolvons exactement l’équation de Schrödinger associée, pour

obtenir la forme exacte de la probabilité de contact. Des conclusions sont retracées

dans le dernier paragraphe.

4.2 Modèle de cordes

Considérons deux cordes en interaction qui se déplacent dans un espace à deux

dimensions. Nous supposons qu’en moyenne, elles ‡uctuent autour d’une ligne de

référence, disons l’axe-x, et en plus, leurs élongations restent perpendiculaires à

cet axe. La conformation des cordes peut être décrite par le champ de séparation

locale [17], l (x) > 0, qui est perpendiculaire à la ligne de référence. La Mécanique

Statistique des chaînes est basée sur le Hamiltonien

H [l] =

Z L

0

dx

"
¾

2

µ
dl

dx

¶2
+ Vq (x)

#

, (4.1)
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où L désigne la longueur commune des cordes, et ¾ est leur tension e¤ective. Vq (x)

représente le potentiel d’interaction, dont la forme est la suivante

Vq (l) = D

"µ

1¡
b

e®l + q

¶2
¡ 1

#

, 0 · l · 1 , (4.2)

avec la notation

b = e®lm + q , (4.3)

où lm désigne le point minimum de ce potentiel.

Nous supposons que le paramètre q est tel que q > 0 ou ¡1 · q < 0. En e¤et, ce

paramètre q agit comme un paramètre de déformation. Ici D est la profondeur du

potentiel, et ® > 0 dé…nit la portée du potentiel. Comme il est exigé physiquement,

le potentiel Vq (l) tend vers 0
¡; à l’in…ni, c’est-à-dire pour l !1.

Notons que le potentiel proposé est un potentiel à 4 paramètres de type expo-

nentiel [18], et il peut se réduire à des potentiels entre molécules les plus connues,

en choisissant des valeurs appropriées des paramètres (D; b; ®; q). Par conséquent,

le potentiel Vq (l) est le plus général et peut être un bon candidat pour l’étude d’une

grande classe d’interactions dans les systèmes moléculaires.

Le potentiel Vq (l) possède un zéro unique qui est le suivant

l0 = ®¡1 ln

µ
b

2
¡ q

¶

, (4.4)

pourvu que l’inégalité b > 2 (q + 1) soit satisfaite. Cette inégalité est toujours vraie,

car q ¸ ¡1.
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Nous montrons que le point minimum unique de ce potentiel, lm, est au-dessus

du zéro l0, et il est donné, en termes de paramètres (b; q), par

lm = ®¡1 ln (b¡ q) . (4.5)

Il est facile de voir que ce potentiel d’interaction ne présente aucune asymptote

d’abscisse positif non nul, pour ¡1 < q < 0 ou q > 0. Mais, il la présente quand

q = ¡1, où il devient in…ni à l’origine l = 0.

Dans la FIG. 4:1, nous représentons le q-Morse , en fonction de la distance, pour

di¤érentes valeurs du paramètre q, tout en gardant les autres paramètres (D; b; ®)

…xés. En particulier, cette …gure montre que le minimum du potentiel tend vers ses

petites valeurs, quand le paramètre q croît.

4.3 Probabilité de contact

Dans le cadre de la MMT, la probabilité de contact d’avoir deux cordes à une

certaine distance est donnée par la connaissance de l’état lié, solution de l’équation

de Schrödinger décrite ci-dessous.

Pour résoudre cette équation, nous utilisons le théorème de Kathos [19], comme

au second chapitre, du fait que le Vq (l) satisfait e¤ectivement les conditions de ce

théorème.

Maintenant, nous notons que, dans la limite thermodynamique (L ! 1), les

propriétés statistiques du système peuvent être étudiées en utilisant la MMT [7¡ 9],
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FIG. 4.1: Variation du potentiel de Morse réduit Vq (x) ; en fonction de la distance,

pour di¤érentes valeurs du paramètre q:
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et l’équation de Schrödinger est la suivante

(kBT )2

2¾

d2'n

dl2
+ Vq (l)'n = En'n , (4.7)

où T est la température absolue. Les paramètres En et 'n désignent, respectivement,

l’ensemble des valeurs propres et des fonctions d’onde.

Nous notons, tout d’abord, qu’elle est similaire à l’équation de Schrödinger tra-

ditionnelle,

~2

2¹

d2'n

dl2
+ Vq (l)'n = En'n , (4.8)

où ¹ est la masse réduite et ~ est la constante de Planck renormalisée, en faisant la

substitution suivante

(kBT )2

2¾
!

~2

2¹
. (4.9)

Il convient de rappeler brièvement les étapes essentielles de sa résolution, en parti-

culier, pour l’état lié, '0.

Pour déterminer l’état fondamental, nous l’écrivons d’abord comme

'0 (l) = N exp

(

¡

p
2¾

kBT

Z

W (l) dl

)

, (4.10)

où N est la constante de normalisation et W (l) est le super-potentiel, en langage de

supersymétrie. Ce dérnier satisfait une équation di¤érentielle non linéaire de type

Riccati,

W 2 (l)¡
kBT
p
2¾

dW

dl
= Vq (l)¡ E0 , (4.11)
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où E0 est l’énergie de l’état fondamental. L’équation ci-dessus présente une solution

exacte donnée par [18]

W (l) = ¡
kBT
p
2¾

·

Q1 +
Q2

e®l ¡ q

¸

, (4.12)

avec

Q2 =
1

2

"

¡®q +

s

1 +
8¾

(kBT )2
Dq2

®2q2

#

, (4.13a)

Q1 =
¾Db

(kBT )2

µ
b¡ 2q

q

¶
1

Q2
¡

Q2

q
, (4.13b)

E0 =
¡ (kBT )2

2¾
Q2
1 . (4.13c)

Il est facile de voir que Q1 < 0.

Maintenant, en combinant les équations (4:10) et (4:12), nous obtenons la forme

exacte de l’état fondamental

'0 (l) = N0e
Q1l

µ
e®l

e®l + q

¶Q2=®q

. (4.14)

La constante de normalisation N0 est exactement connue. Cet état fondamental

donne la probabilité de contact,

P (l) = '20 (l) = K0e
2Q1l

µ
e®l

e®l + q

¶2Q2=®q
, (4.15)
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avec la constante de normalisation K0 qui est aussi connue.

De la formule exacte ci-dessus, nous pouvons calculer tous les moments de la

séparation entre les cordes adjacentes.

La formule ci-dessus montre clairement que la probabilité de contact a une (pe-

tite) valeur …nie à l’origine qui est

P (0) = K0 (1 + q)¡2Q2=®q . (4.16a)

Mais à l’in…ni, cette probabilité s’annule avec la séparation comme

P (l) » K0e
2Q1l , l !1 . (4.16b)

Il est facile de voir que la probabilité de contact obéit à la forme d’échelle suivante

P (l) =
1

»?


µ
l

»?

¶

, (4.17)

avec la fonction d’échelle

(s) = K0e
¡s

µ
es®»?

es®»? + q

¶2Q2=®q

. (4.18)

Ainsi, l’exposant de contact associé vaut exactemant

³0 = ³ =
1

2
. (4.19)

4.4 Conclusion

Nous rappelons que le but de ce chapitre est l’étude analytique des propriétés statis-

tiques d’une paire de cordes, à partir d’un potentiel de Morse le plus général dépen-
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dant d’un paramètre réel q, en utilisant la méthode de l’équation de Schrödinger.

Cette étude a montré que ses solutions sont des états liés.

De l’expression exacte de l’état fondamental, nous avons calculé la probabilité de

contact qui est dé…nie comme la probabilité de trouver les deux cordes interagissantes

à une distance (…nie) l’une de autre. Cette probabilité donne toute les longueurs

d’échelle, qui sont la séparation moyenne et la rugosité.

La conclusion principale est que nos études analytiques révèlent que le potentiel

de Morse q-potentiel de Morse est un bon candidat pour la description des propriétés

statistiques des cordes en interaction.
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Chapitre 5

Mécanique Statistique des

matériaux biologiques con…nés

Dans ce chapitre, qui constitue notre quatrième contribution originale [1], nous

proposons un modèle pour étudier la Mécanique Statistique d’une biomembrane

con…née qui ‡uctue entre deux substrats plans interactifs. Nous désignerons par

2L, la distance qui sépare les deux plaques, et l’on suppose que cette dernière est

beaucoup plus petite que la rugosité membranaire, a…n d’assurer le con…nement de

cette membrane. Du point de vue lois d’échelle, les biomembranes et les cordes sont

très similaires. Donc, il est su¢sant de considérer uniquement le problème d’une

corde. Nous supposons que la biomembrane interagit avec les substrats via un po-

tentiel de Morse double qui reproduit bien les caractéristiques de l’interaction réelle.

Nous montrons que la Mécanique Statistique de la corde peut être convenablement
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décrite par l’approche de l’équation de Schrödinger que nous résolvons exactement,

par la méthode de Bethe. En…n, à partir de la valeur exacte de l’énergie de l’état

fondamental, nous extrayons l’expression de la densité d’énergie libre, ainsi que celle

de la chaleur spéci…que. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur à la Réf. [1].

5.1 Introduction

Les membranes cellulaires ont une importance cruciale dans la vie, car elles séparent

la cellule de son environnement, et agissent ainsi comme une barrière sélective de

la matière. Les détails descriptifs de l’organisation structurale et des fonctions de

base des biomembranes peuvent être trouvés dans les Réfs. [2 ¡ 8]. Les bicouches

de phospholipides ont fait, depuis leur découverte, l’objet de très nombreuses études

[2 ¡ 8]. Elles constituent, en e¤et, des systèmes modèles à deux dimensions, et

sont, à ce titre, particulièrement intéressantes, d’un point de vue fondamental. Les

‡uctuations, transitions de phase ou de forme, fusion membranaire ou vésiculation

sont autant de phénomènes complexes passionnants pour les physiciens [9 ¡ 11].

D’autre part, la « bicouche lipidique » est la base de construction élémentaire de tous

les organismes vivants, puisqu’elle constitue la trame de la paroi des cellules. Les

membranes cellulaires sont formées par une bicouche de phospholipide combinée avec

une variété de protéines et de cholestérol. Ces derniers assurent, particulièrement,

la ‡uidité des bicouches. Un phospholipide est une molécule amphiphile qui possède
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une tête polaire hydrophile qui est toujours en contact avec le milieu aqueux, et

deux chaînes carboniques hydrophobes qui sont protégées de ce milieu.

Les phospholipides se déplacent librement dans la bicouche membranaire, dont

l’épaisseur est de l’ordre de 50 Angströms. En fait, ces deux propriétés permettent

de considérer la biomembrane comme un ‡uide à deux dimensions. La biomembrane

peut avoir une variété de formes et de topologies [9], qui ont été expliquées en terme

de l’énergie de courbure [10; 11].

A ce titre, elles suscitent l’intérêt des biologistes et des biophysiciens. Cela

s’explique, en grande partie, par l’attention croissante dont elles ont été l’objet, ces

dernières décennies. Avec la molécule d’ADN, on peut même considérer qu’elles

sont à l’origine de l’essor de la « biophysique ». Aujourd’hui, les physiciens sont

de plus en plus sollicités pour aider à la compréhension du vivant. Dans cette

perspective, les chercheurs essaient de travailler sur des systèmes modèles ayant

des propriétés les plus proches possibles des membranes réelles. Que ce soit dans

le cadre d’études fondamentales ou biomimétiques, trois types de systèmes sont

principalement utilisés: les phases lamellaires, les vésicules et les bicouches uniques

supportées sur un substrat solide.

Très souvent, les membranes biologiques se trouvent con…nées dans des domaines

avec des bords géométriques. Alors, comme première conséquence, ces bords in-

teragissent avec la biomembrane con…née et modi…ent ses propriétés thermody-

namiques. Dans ce travail, nous étudions précisément ces propriétés thermody-
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namiques, en utilisant l’approche de l’équation de Schrödinger.

Ce chapitre est organisé comme suit. Au pragraphe 2, nous présentons le mod-

èle d’une corde con…née. Au paragraphe 3, nous présentons une étude thermody-

namique. Les conclusions sont retracées dans le dernier pragraphe.

5.2 Description du modèle

5.2.1 Formulation théorique

Dans les situations réelles, les biomembranes ne sont pas con…nées dans les liquides

à extension in…nie, mais elle sont plutôt con…nées dans des domaines avec des fron-

tières géométriques, tels que les globules blancs et rouges ou des liposomes, comme

vecteurs de transport de médicaments dans les vaisseaux sanguins [11¡ 14]. Pour la

simplicité, nous considérons la situation où la biomembrane considérée est con…née

dans un domaine qui est …ni dans une direction spaciale donnée; plus précisément,

nous examinerons une biomembrane con…née entre deux substrats parallèles inter-

actifs. Nous désignons par L, la séparation entre les deux plaques parallèles (taille

géométrique), qui doit être naturellement comparée à la rugosité, »?, de la biomem-

brane mesurant la taille typique de ses ‡uctuations thermiques. Ces ‡uctuations

dépendent de la nature des molécules de lipide formant la bicouche. Notons que

la biomembrane est con…née seulement quand la taille géométrique de ce domaine

est beaucoup plus petite devant la rugosité. Cette condition est semblable à celle
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FIG. 5.1: Con…nement d’une corde entre deux substrats.

habituellement rencontrée dans le contexte de la physique des polymères con…nés

[15].

Puisque les biomembranes et les cordes sont régies par des lois d’échelle similaires,

il su¢ra de considérer uniquement le problème d’une corde con…née (FIG. 5:1), dans

la même géométrie. Le point (a) sur la corde est situé à une distance z du substrat

(1), et à une distance L ¡ z du substrat (2). Ici, z et L ¡ z sont les positions du

point (a), par rapport aux deux substrats dans la direction perpendiculaire. Pour

la simplicité, nous supposons que les deux surfaces sont physiquement identiques.

Nous remarquons que l’interaction sentie par le point (a) sur la corde con…née est

similaire à l’interaction sentie par l’atome d’hydrogène dans la molécule HO2 faisant

partie de la l’acide chromique (CrO2H) [16]. Alors, nous désignons par V (z), le

potentiel d’interaction exercé par un substrat sur la corde, en l’absence de l’autre.

Habituellement, V (z) est la somme de deux potentiels, l’un est répulsif et l’autre
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FIG. 5.2: Potentiel de Morse standard, en fonction de la distance.

est attractif. Un exemple typique est fourni par le potentiel de Morse.

Rappelons, tout d’abord, l’expression unidimensionnelle du Potentiel de Morse

(PM) standard (FIG. 5:2), choisi pour cette étude [17¡ 19], pour une biomembrane

‡uctuante au voisinage d’un substrat. Nous notons que le PM est souvent utilisé

pour décrire le mouvement de vibration des molécules diatomiques, dont l’expression

est donnée par l’équation (2:9) du Chapitre 2.

5.2.2 Potentiel de Morse double

Dans le cas d’une biomembrane con…née, le potentiel choisi est un potentiel de Morse

double (PMD) (FIG. 5:3), qui est une combinaison de deux PM standard exercés

séparément par les deux plaques,
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FIG. 5.3: Variation du potentiel de Morse Double en fonction de la distance.

U (z) = D

·
A2

2
cosh [2® (L¡ z)]¡ 2A cosh [® (L¡ z)]

¸

; (5.1)

avec A = 2e¡®(L¡zm). Ici, D et ® sont les paramètres usuels du PM. zm est la

coordonnée du point minimum de ce dernier, et z représente le déplacement d’un

point sur la corde entre les deux substrats. Nous remarquons que le potentiel U (z)

admet un maximum pour z = L et deux minima si est seulement si A < 1. Ces

minima sont localisés aux valeurs suivantes

z§ = L¡ ®¡1 ln ³ ; (5.2)
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avec

³ =
1§

p
1¡ A2

A
: (5.3)

Ces deux minima existent, si et seulement si A < 1. La condition ln ³ > 0 est alors

assurée. L’égalité A = 1 dé…nit une valeur critique, Lc, de la séparation L, à savoir

Lc = zm + ®¡1 ln 2 : (5.4)

Donc, ces minima existent, si et seulement si L > Lc. Mais pour L < Lc, ils

disparaissent et l’on a uniquement un seul extrêmum qui est un minimum situé à

z = L=2 (milieu du …lm). Pour L > Lc, l’on a un seul minimum à z = Lc=2, qui est

aussi un point d’in‡exion du potential d’interaction.

La FIG. 5:4 représente la variation du PMD, pour les trois cas possible de la

distance critique Lc.

5.3 Etude thermodynamique

5.3.1 Equation de Schrödinger

Nous montrons que l’équation de Schrödinger unidimensionnelle décrivant le sys-

tème, est donnée comme suit
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FIG. 5.4: Allure du PMD réduit, U (z) =2D; en fonction de la distance, pour dif-

férentes valeurs de la longueur L.
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'
00

(z) +
2¾

(kBT )2

·

E ¡D

µ
A2

2
cosh (2®z)¡ 2A cosh (®z)

¶¸

' (z) = 0 , (5.5)

avec z 2 ]¡1;+1[.

Ici, ¾ est la tension de la corde et T est la température absolue. Dans cette

équation, E est l’énergie et ' (z) est la fonction d’onde correspondante qui satisfait

la condition aux limites

' (§1) = 0 : (5.6)

Mettons la solution de cette équation sous la forme

' (u) = e¡Au
p
°Á (u) ; u = cosh (®z) : (5.7)

En substituant la forme (5:7) dans l’Eq. (5:5), l’on obtient

¡
u2 ¡ 1

¢
Á
00

(u) +
¡
¡2A

p
°u2 + u+ 2A

p
°
¢
Á
0

(u) +Au (2° ¡
p

°)Á (u)

=

µ
°A2

2
¡ ³

¶

Á (u) ; (5.1)

avec les notations

° =
2¾D

®2 (kBT )2
; ³ =

2¾E

®2 (kBT )2
: (5.9)
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5.3.2 Etats liés du PMD

Nous montrons que l’équation di¤érentielle (5:8) est quasi-exactement soluble, avec

Á (u) =

nY

i=1

(u¡ ui) ; (5.10)

où les ui (1 · i · n) sont des racines de certains polynômes connus. Alors, les

valeurs exactes des énergies associées sont données par

³n = 2A
p

°
nX

i=1

ui +
°A2

2
¡ n2 ; (5.11)

où les fonctions d’ondes correspondantes s’ecrivent

'n (u) = e¡Au
p
°

nY

i=1

(u¡ ui) ; u = cosh (®z) : (5.12)

avec la contrainte
p

° = (n+ 1=2).

La valeur n = 0 correspond à l’état fondamental,

E0 =
(kBT )2 ®2A2°

4¾
; '0 (u) = Ne¡Au

p
° : (5.13)

Ici N est une constante de normalisation.

5.3.3 Densité d’énergie libre et chaleur spéci…que

La densité d’énergie libre est donnée par l’expression :

f = E0 =
(kBT )2 ®2A°

4¾
: (5.14)
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De cette énergie, nous extrayons la valeur de la chaleur spéci…que de la corde qui

s’obtient en dérivant deux fois cette énergie par rapport à la température, soit

C = ¡T
@2f

@T 2
=
2

¾

µ
kB®A

4

¶2
T : (5.15)

La chaleur spéci…que varie alors linéairement en fonction de la température.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modèle qui nous a permis de déterminer la

thermodynamique d’une biomembrane con…née, en utilisant l’approche de l’équation

de Schrödinger, et en adoptant un potentiel de Morse double. La résolution exacte

de cette équation nous a donné l’énergie libre, par la suite nous avons extrait la

chaleur spéci…que du systeme.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons …xé comme objectif l’étude de la Mécanique Statis-

tique des matériaux biologiques. Plus exactement, nous étions intéressés par des

études étendues du phénomène du déliaison des membranes biologiques en équili-

bre, qui les amène d’un état où elles sont très proches l’une de l’autre à un état

complétement séparé. Généralement, une telle transition est induite par les ‡uctua-

tions thermiques des deux membranes, induisant ainsi une force répulsive (dite force

stérique d’Helfrich). Cette force est dominante à haute température. Par contre à

basse température, c’est plutôt la force de van der Waals qui prend le dessus.

La transition de déliaison a été largement étudiée dans la litterature, aussi bien

du point de vue théorique qu’expérimental. Au niveau théorique, cette transition

a récemment été approchée par le Groupe de Renormalisation et par la méthode

variationnelle.

Les études menées dans cette thèse ont été réalisées en adoptant une approche

empruntée à la Mécanique Quantique, qui est la Méthode de la Matrice de Transfert

(MMT).
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Le but était de faire une étude analytique de la transition de déliaison subie par

les manifolds (cordes ou biomembranes), avec des potentiels dits de Morse. Pour

cela, nous avons fait usage de la MMT, qui est basée sur la résolution d’une équation

de Schrödinger, dont les solutions sont des états liés, indispensables pour assurer que

les manifolds interagissants restent à une distance …nie l’un de l’autre.

Nous avons d’abord considéré le potentiel de Morse standard. Dans ce cas, nous

avons déterminé exactement l’expression de l’état fondamental et l’énergie corre-

spondante, à partir duquel, nous avons extrait la probabilité de contact. A l’aide de

cette dernière, nous étions en mesure de déduire deux quantités fondamentales très

importantes, à savoir la séparation moyenne entre les deux manifolds ainsi que leur

rugosité.

L’annulation de l’énergie de l’état fondamental donne la température où a lieu

la transition de déliaison. Il a été trouvé que les deux échelles de longueur divergent

à la transition, avec un exposant de rugosité critique exact. Aussi, nous avons

déduit l’éxpression exacte de la densité d’énergie libre, qui s’identi…e avec l’énergie

de l’état fondamental. De cette expression, nous avons déduit la valeur de la pression

de disjonction, qui est la pression nécessaire pour maintenir les deux manifolds

adajacents à une certaine distance moyenne. La variation de cette pression, en

fonction de la température, décrit l’équation d’état.

Nous avons, ensuite, mené une étude exacte de la thermodynamique de la tran-

sition de déliaison, avec cette fois-ci un potentiel de Morse généralisé, qui dépend
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également de trois paramètres ajustables. Ce dernier semble être plus adéquat que

le potentiel de Morse standard, du fait qu’il devient in…ni à l’origine. Aussi, pour

ce potentiel, nous avons identi…é d’abord la température de déliaison, et calculé

exactement la séparation moyenne et la rugosité des manifolds, ainsi que la den-

sité d’énergie libre. Le résultat fondamental est que les exposants critiques sont

universels, indépendamment de la forme du potentiel de Morse choisi c’est l’univer-

salité.

La troisième contribution est une extension naturelle des premier et deuxième

travaux, dans laquelle nous avons considéré une paire de cordes en interaction pou-

vant ‡uctuer thermiquement auteur d’une ligne de référence. Nous avons supposé

que les deux cordes interagissent via un potentiel de Morse q-déformé qui reproduit

bien les caractéristiques de l’interaction réelle.

Comme quatrième contribution, nous avons proposé un modèle pour étudier la

Mécanique Statistique d’une biomembrane con…née qui ‡uctue entre deux substrats

plans interactifs. Du point de vue lois d’échelle, les biomembranes et les cordes

sont assez proches. Il est donc su¢sant de considérer uniquement le problème d’une

corde. Nous avons supposé que la biomembrane interagit avec les substrats via

un potentiel de Morse double. Nous avons montré, également, que la Mécanique

Statistique de la corde peut être convenablement décrite par l’approche de l’équation

de Schrödinger que nous avons résolu exactement par la méthode de Bethe. Ensuite,

à partir de la valeur exacte de l’énergie de l’état fondamental, nous avons extrait
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l’expression de la densité d’énergie libre, ainsi que celle de la chaleur spéci…que de

la corde.

En…n la conclusion principale est que ces études analytiques que nous avons

meneés, révèlent que les potentiels de Morse constituent des bons candidats, pour

la description du phénomène du déliaison des cordes et des biomembranes.

D’autres questions en relation avec le sujet sont en cours de considération,

comme, par exemple, l’in‡uence de la présence d’une biomembrane sur la tempéra-

ture de dénaturation des molécules d’ADN.
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