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INTRODUCTION

i Au cours des dermercs années, I'évolution rapide des techniques informatiques et
'f_”numenques a eu des répercussions importantes dans le domaine de I'¢lectrotechnique.

S Notamment de nombreux travaux ont été effectués sur la compréhension, le

! -.;'dévcloppcmcnt ct l‘apphcanon de la modélisation par la méthode des éléments finis, et se sont
- "f_'}.-::'concrétlsés par I‘appantlon d'outlls de Conceptlon Assistée par Ordmateur mamtcnant ut111sés

: '.couramment dans les cntrcpnses (FLUXZD FLUX3D,.).

Lmtroducnon de ces outils de CAO dans les bureaux d'études a permis de réduire de
mamérc s1gn1ficat1ve lc temps nécessaire 4 la mise au point de nouvelles structures, tout en

B _amehorant Icurs pcrformances Le gain de productivité est en particulier obtenu grice & la réduction
e :_'_'du nombrc de prototypes effectivement construits lors de la phase d'étude.

: En cffet désormals le concepteur peut réaliser des modeles informatiques, en quelque
_ sorte des prototypes numériques”, qui peuvent se substituer & une partie des "prototypes réels"
:._--.dans 1a progressxon Vers le dlsposmf final.

. La démarche du concepteur peut étre rendue encore plus efficace, en rapidité et en qualité, si
: 'unc paruc dc I affinage dcs 'prototypes numériques", la plus mécanique, peut €tre prise en charge
par l'ordmateur Clest cette approche vers "l'optimisation automatique”, qui a fait 'objet de nos
o é-'f'travaux de Thésc au Laboratmre d'Electrotechnique de Grenoble.

L Le proccssus d optlmlsatlon peut étre vu comme une suite de tentatives successives pour
attcmdre 1‘opt1mum d‘un certain critére (couple maximal, perte minimale, ...) tout en respectant
- '_':_'ccrtamcs contramtes (mducnon maximale, volume maximal, ...). Lorsque le processus
' _:' ' opurmsanon est automanque son efficacité est conditionnée par la méthode d'optimisation mise

' -_:5_ en ocuvrc car, au cours de l'optimisation, le critére, les contraintes et leurs gradients doivent étre
évalués lc moms souvent possible puisque il s'agit ici de coiiteux appels & la méthode des éléments

flnis

LR Notre iravall dans ce domaine, fait suite aux travaux de KOUYOUMDIJIAN [19] et
. ': _GITOSUSASTRO [23] qm ont mis en oeuvre des techniques élaborées d'analyse de sensibilité
o _'(calcul des gradients) & partir de la méthode des éléments finis pour la modélisation des dispositifs
o -_.ﬁen_Ei__cctpotechmque.




Ces techniques constituent une approchc effxcacc et précnse pour lanalysc dc scn51b111té
Cependant, des difficultés de mise en oeuvre apparalssent lorsque lob_]cctlf et/ou les contramtes-

dans les processus d'optimisation correspondent 2 des expressmns de nature 1mphclte des vanablcs
dérivées de la résolution par éléments finis. Autrement dlt si Ic traltement d'un nouveau cntere
et/ou d'une nouvelle contrainte est parfaitement maitrisé sur lc plan theonque, so" 1mplantat10n'

dans un logiciel nécessite, chaque fois, un developpement spemﬁqu& _ .'jf' 5

Ces difficultés expliquent pourqum peu doutlls generaux d‘optxmlsatlon bases .ur la
méthode des €léments finis sont & I' hcurc actuellc dlspomblcs ' g '

Du point de vue du calcul de sen31b111te, nous- avons su1v1 une: approche radxcalemcnt.-';';_
différente. Nous avons en effet adopté la méthode clasmque des dlfferences flrues L""_ 'j itage de
cette démarche est de pouvoir utiliser tout Iog1c1e1 éléments flms (ou autre), tel quel sans aucu
modification. ' I g e

L'analyse de sensibilité par dxffcre,nces ﬁmes est generale ct tres smple a mettpe en.oeuvr
Cependant, le prix & payer pour cette simplicité est blcn stirun temps de calcul 1mportant pmsqu
faudra plusieurs appels au programme éléments finis | pour déterrmner lcs gradlents en un pomt Par

conséquent, les méthodes d'optimisation utilisées doivent ctre les plus rapldcs possxbles 'afln de

minimiser le nombre d'itérations.

_ sur Ia.

Cette démarche 51mp11flcatrlce nous a permls de conccntrer nos cffort
compréhension, le développement et la mise en ocuvrc des methodes de programmatlon non':
linéaire adaptées & nos besoins. ' ERRTETIR HEE .

A travers notre étude, nous espérons mettrc en cv1dcnce 1enorme potentlel que représente,-.._ :

dans le domaine de la modélisation, l'utilisation conJomtc d’analyscs par la methode des'élements
finis et d'algorithmes de la programmation mathemamque. o SR '

Dans le premier chapitre, aprés un travail de recherche b1bl1ograph1que'sur.l etat.dc lart_

dans le domaine de la synthése de forme en eIectrotechmque nous ﬁxerons le cadre et Ies Iumtes de.-

notre étude.

Le second chapitre sera consacré a 3 la préscntatlon des methodcs de programmatlon __f_on
linéaire choisies pour mener cette étude. Nous essayerons alors de mettre en ev1dence 1es aspects-;
algorithmiques importants propres & chaque méthode. SR '
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Dans le troisiéme chapitre, aprés une bref rappel de la méthode des éléments finis en
magnétostatique, nous aborderons d'une fagon succincte l'architecture générale d'un logiciel
éléments finis. Nous montrerons & cette occasion l'intérét, pour la mise en oeuvre du processus
d'optimisation, de la définition paramétrique des données. Nous présenterons également les
méthodes de calcul de sensibilité et nous expliquerons comment nous avons procédé pour améliorer
la précision des calculs dans la méthode des différences finies.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous présenterons l'utilisation des méthodes de
programmation non linéaire sur des applications prises dans le domaine de la magnétostatique
bidimensionnelle.
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CHAPITRE I .

. .-'-'OP'__I‘.IM_ISATI()N DE FORME EN ELECTROTECHNIQUE
~ PAR LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

INTRODUCTION

i Dans ce chapltre, nous situerons les problémes d'optimisation dans un contexte général,
_j:_'i:'_':'Ensmtc nous nous limiterons 2 des problémes continus d'optimisation de forme en
__""_-"-clcctrotcchn1que, pmsque ceux-ci sont au centre de nos préoccupations. Nous présenterons les
' ';ﬁ"'_'i_'dlffcrentcs approchcs adoptées pour la résolution de ces problemes. Nous essayerons ainsi de
_salsu' les hypothcses qui nous ont poussés 3 choisir les méthodes de programmation non linéaire
:.comme outil de resolutlon Ensuite, nous envisagerons I'emploi de ces méthodes d'optimisation
i _"'couplécs aux mcthodcs d'analyse par €éléments finis dans la conception de dispositifs
électromagnéuques nouveaux et plus performants.

e Fmalcment nous présenterons 'état des travaux dans le domaine de la synthése optimale
__f_'_:de forme en electrotcchmque Ce faisant, nous mettrons en évidence certains aspects qui nous ont

o _1’-__g_u_1dé_s e_t _motwcs tout au long de ce travail.







|
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I.1 Mise en Equation du Probléme

Du point de vue mathématique, un probléme d'optimisation avec contraintes peut &tre écrit
sous la forme

minimiser fo(x).

Sous les contraintes
950 j=lem
xe ScR?

ol fo(x) est la fonction objectif, fj(x) (j = I, 2, ..., m ) sont les fonctions contraintes, x est le
vecteur de composantes Xy, X2,...., Xp, qui représentent les inconnues du probléme et S représente
les contraintes "faciles” 2 traiter.

Dans cette étude, pour simplifier la présentation des techniques d'optimisation étudiées,
nous n'envisagerons que la minimisation (ou la maximisation) d'une fonction soumise & des

contraintes d'inégalité.

En pratique, la fonction objectif peut étre par exemple un indice de dégagement, une
fonction de prix, une fonction de profits etc..., les contraintes peuvent &étre les limitations
physiques, les corrélations, le balancement de ressources ou d'énergie etc...

Une solution réalisable du probleme 1.1.1 est tout vecteur xe S vérifiant les contraintes
(fig. 1.1). Une solution optimale (optimum global) du probiéme 1.1.1 est une solution qui
minimise f5(x) sur I'ensemble de toutes les solutions réalisables en respectant les contraintes
(figure 1.1).
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fo(X)‘
t- minimum gioba!

2- minima locaux /

/

o
Xmin X 1 X2 X3 Xmax X
Figure L1: Minima locaux et minimum global (S = {x € R/ Xmin<x < xmax})
Minimum global : f(x*) < f(x), V x € S
Minimum local : f{x*} < f{x), V x € S N V{x*)

ol V{x*) est un voisinage de x* qui contient une boule de rayon € de centre x*.
I.2 Caractérisation des Problémes d'Optimisation
1.2.1 Introduction
Dans la pratique, il est rare que 1'énoncé d'un probléeme d'optimisation soit unique. De
plus, il est généralement impossible d'affirmer que l'optimum global est atteint (sauf dans certains

cas particuliers).

Par contre, nous le verrons il est tout-a-fait possible aujourd'hui, d'apporter des solutions
satisfaisantes & de nombreux problemes, lorsque ceux-ci sont convenablement posés.

En pratique, il est nsuel de classer les problémes d'optimisation en fonction de leurs
caractéristiques mathématiques. Dans le tableau 1.1, nous présentons une telle classification
suivant les caractéristiques de la fonction objectif et des fonctions contraintes.
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Tableau 1.1 Classification des différents types de problemes d'optimisation [8].

Caractéristiques de la fonction objectif fo(x)

Caractéristiques des fonctions contraintes fj(x)

- Fonction d'une variable unique

- Fonction linéaire

- Somme des carrés de fonctions linéaires
- Fonction qﬁédratiQuc

- Somme des carrés de fonctions non
linéaires

- Fonction non linéaire continue
- Fonction non linéaire discréte

- Fonction non linéaire non continue

- Sans contrainte

- Simples limites

- Fonctions linéaires

- Fonctions linéaires discrétes

- Fonctions non linéaires continues
- Fonctions non linéaires discrétes

- Fonctions non linéaires non continues

1.2.2 Caractérisation des Probléemes Electromagnétiques

d'Optimisation

En fonction du vecteur x inconnu et des critéres spécifiés (source, effet) les problémes

1

électromagnétiques d'optimisation peuvent étre classés de la fagon snivante :

a- Probléme contina

(si la source et 'effet sont continus)

b- Prebléme discontinu

(si la source et/ou l'effet sont discontinus)

c- Probléme discret

(si la source et l'effet sont discrets)
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d- Probleme semi-discret

(Si la source est discrete et I'effet est continu et vice-versa)

Nous allons nous intéresser aux problémes d'optimisation en €lectrotechnique qui
appartiennent a la classe des problemes continus en programmation mathématique. Dans la
litérature, ils sont, souvent, appelés problémes inverses continus [1-6]. Ces derniers peuvent étre

- Problémes d'identification
- Problémes de synthése
Les problemes d'identification peuvent €tre écrits sous la forme :
A{x)=b 1.2.1
ol A est un opérateur continu défini sur S (ensemble continu, compact dans R™) qui représente la
fonctionnelle de relation entre la source et l'effet, x est la source et b est 'effet. Dans les

probléemes d'identification, 'objectif est de déterminer la source x (qui existe a priori) produisant
l'effet b (probléme figure 1.2 avec x = densité de courant Jg et b = induction magnétique B).

/

=

fBmax = 005 T C-

ayon = 10 cm

ey
i

72

Figure 1.2 : Exemple d'un probleme électromagnétique continu. Une densité de courant Jg
constante parcourt les deux bobines de fagon a produire une induction magnétique B

approximativement constante dans un volume C.
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Les problémes de synth&se peuvent étre €crits comme :
min | |A (x)-b ||, 122
ol || ||, est une norme euclidienne.
Dans les problémes de synth&se, la source x doit étre capable de produire un effet le
plus proche possible de I'effet spécifié b (probleme figure 1.2: détermination de la géométrie des

bobines "source” capable de produire une induction spécifiée "effet” dans un endroit donné).

Généralement, dans cette catégorie, les problémes peuvent présenter plusieurs
solutions réalisables et de ce fait constituer une difficulté de plus pour les concepteurs {1-6].

forme continus en otechnique, pouveons maintenant, nous diriger vers la compréhension

=

des différentes méthodes d'optimisation qui peuvent €tre utilisées.

1.3 Méthodes de Résolution de Problemes d'Optimisation Non Linéaire
Continus

1.3.1 Introduction

Pour la résolution des problémes d'optimisation non linéaires sous contraintes, nous
disposons de deux grandes approches: l'approche par critéres d'optimalité et celle par
programmation mathématique [7].

La premigre approche est basée sur l'utilisation de la notion intuitive de critéres
d'optimalité. Normalement, cette approche est trés bien adaptée & l'optimisation des grands
systémes structuraux, grice & sa convergence rapide et a son indépendance par rapport au nombre
de variables de conception. Cependant, cette méthode manquant de généralité et fortement sujette
aux phénoménes d'instabilité de convergence, ne peut pas garantir I'obtention d'un véritable point
optimal [7].

L'approche par programmation mathématique se fonde sur les techniques de la
programmation non linéaire pour la recherche selon une direction bien définie dans l'espace de
conception. Celle-ci est tout-a-fait générale. Cependant, cette approche demande un nombre
d'itérations qui croit entre auire avec le nombre de variables de conception [7-10].
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I.3.2 Critéres d'Optimalité
1.3.2.1 Intreduction

Dans cette approche, la solution d'un probléme d'optimisation est recherchée en supposant
que les conditions que doivent vérifier les variables pour assurer I'optimalité du probléme sont
connues 4 priori et en résolvant le systéme d'équations ainsi obtenu.

Le critere d'optimalité préconisé est tout simplement l'expression explicite des conditions
de KUHN et TUCKER écrites pour le probleme [7]. Ces conditions d'optimalité font intervenir
les variables duales (ou multiplicateurs de KUHN-TUCKER) associées aux fonctions contraintes
du problémes.

1.3.2.2 Conditions Nécessaires d'Optimalité de KUHN et TUCKER
On considére le probléme d'optimisation suivant :

Minimiser fo(x)

Sous les contraintes . 13.1
fi{x)<0 je Jo=1{1, 2,..., m}

Siles fonctions fj et f; (j& Jo) sont continfiment différentiables, le probleme 1.3.1 peut &tre

résolu en utilisant sa fonction de Lagrange associée :

tx, ) =fx)+ 3 A f(x)
i€ o 1.3.2

et les conditions nécessaires a l'existence d'un minimum local pour le probleme (KUHN et
TUCKER 1951) [7-10] sont les suivantes:

oL _afO . afj _ .

axi_axi*—.z j axi—o i=1,..,n |
= L.3.3

Aifix}=0  jelo | L.3.4

A2 0 jelo 1.3.5
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ol A est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et J; est un sous-ensemble des indices des
fonctions contraintes considérées comme actives au point x. Faire I'hypothése de qualification des

fonctions contraintes au point x revient & considérer que:
- {ij(x)} sont linéairement indépendents avec j € J;.
J; est I'ensemble des indices des contraintes saturées au point x, ¢'est-a-dire :
Ji={je Jo/ffx)=0) 13.6
(k étant un optimﬁm local de 1.3.2 [7”-.10]')'.

Les méthodes d'optimisation qui résolvent d'une fagon itérative les équations 1.3.3 et 1.3.4
en respectant I'équation 1.3.5 sont appelées méthodes des critéres d'optimalité.

Il est important d'observer que si les fonctions du probléme 1.3.1 sont convexes les
conditions de KUHN et TUCKER deviennent suffisantes pour I'optimalité globale du probléeme
[8-10].

1.3.3 Programmation Mathématique

La programmation mathématique se donne comme objectif I'étude des problémes généraux
d'optimisation ainsi que la conception et la mise en oeuvre d'algorithmes pour l'analyse et la
résolution de nombreux problémes de mathématiques appliquées.

Historiquement, la littérature concernant les méthodes de programmation mathématique
était pratiquement inexistante avant les années cinquante, mais elle s'est développée rapidement
peu avant les années soixante. Ce rythme qui s'accélére, a été renforcé depuis peu par une
meilleure exploitation et connaissance des techniques numériques, grice a l'apparition

d'ordinateurs performants.

Pour l'instant nous ne développons pas leur présentation car certaines méthodes de la
programmation non linéaire feront 'objet d'une explication plus précise dans la suite de ce

chapitre.
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I.3.4 Caractéristiques Générales des Deux Approches Classiques
Comme on le voit sur le tableau 1.2 les deux grandes approches classiques pour la
résolution des problémes sous contraintes non linéaires sont radicalement opposées ; les avantages

de I'un correspondent aux inconvénients de 'autre et vice-versa.

Tableau 1.2 Caractéristiques générales des deux approches classiques [7].

Programmation Mathématique Critéres d'optimalité
Avantages Inconvénients

- Généralités - Spécificité

- Méthodes rigoureuses - Méthodes intuitives

- Convergence assurée en un minimum - Convergence vers une conception
local non nécessairement optimale

- Stabilité de convergence - Risque de divergence

Inconvénients Avantages

- Nombre de réanalyses élevé et - Nombre de réanalyses petit et
croissant avec le nombre de variables indépendant du nombre de variables

- Nombre de variables généralement petit - Nombre de variables généralement

wres grand
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1.4 Programmation Non Linéaire
1.4.1 Introduction

Dans le domaine de la programmation mathématique, nous allons nous intéresser plus
particulidrement 2 la programmation non linéaire, nom donné 2 la classe de techniques numériques
et analytiques qui permettent de résoudre un probléme d'optimisation (I.3.1), quand la fonction
objectif et/ou les fonctions contraintes sont non linéaires.

I.4.2 Considérations Générales

Les méthodes proposées dans la littérature peuvent étre regroupées en deux catégories en
fonction de leur fondement théorique :

- Les méthodes primales ou directes
- Les méthodes de transformation ou indirectes

Les méthodes primales sont des méthodes qui travaillent directement avec le probleme
original 1.3.1, En général, le vecteur direction de recherche dy au point x¥ est déterminé par

I'équation :

A¥dy =gV fg(xk) + Z 1TRY fj(xk)
je L4.1

oll Uo, Hj20 avec je Jy sont des scalaires, Jp est le sous-ensemble des indices des

fonctionscontraintes considérées comme actives au point xK et AK est une matrice définie positive.
11 faut remarquer que:

- §i AK est une matrice identité, nous sommes conduits & une méthode du type
gradient.

- Si Ak est le hessien en x de la fonction de Lagrange associée, nous sommes
conduits & la méthode de Newton.

- Si AKX est une approche du hessien en x de la fonction de Lagrange associée, nous
sommes conduits 4 une méthode du type quasi-Newton.
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Ces méthodes sont capables de résoudre le probleme d'optimisation (1.3.1) soit au
moyen d'une suite de minimisations unidirectionnelles, soit en remplagant le probléme original
(1.3.1) par une suite de sous-problémes approchés.

Dans cette catégorie de méthodes rentrent la méthode des directions réalisables
(ZOUTENDIIK 1960, TOPKIS et VEINOTT 1967) {8-10], la méthode du gradient réduit (P.
- WOLEFE 1962) [8-10], les méthodes de programmation quadratique récursive (HAN -
POWELL 1977) [8-10], etc...

Les méthodes de transformation sont des méthodes qui transforment le probléme
original 1.3.1 avec contraintes en un sous-probléme auxiliaire sans contrainte. Celles-ci créent
habituellement une fonction de transformation telle que:

W (x¥, p)=Fo (folxk)) + > py ( FxX)
je I 142

ol W (je ) sont les parametres de contrdlen Fy et Fj avec je J1 sont des fonctions réelles qui
jouent les rdles respectivement des fonctions objectif et contraintes dans le sous-probleme et J; est

le sous-ensemble des indices des contraintes actives au point xK,

Rentrent dans cette catégorie les méthodes des pénalités extérieures (COURANT
1943, ABLOW et BRIGHAM 1955, FIACCO et McCORMICK 1968) [8-10], les méthodes des
pénalités intérieures (CARROLL 1961, FIACCO et McCORMICK 1968) [8-10], les méthodes de
lagrangien augmenté (POWELL 1969, HESTENES 1969, FLETCHER 1975) [8-10] etc...

Les méthodes de transformation sont séduisantes puisque les algorithmes classiques
utilisés pour résoudre les problémes d'optimisation sans contraintes peuvent étre employés pour la
résolution du probléme transformé {§-10].

1.4.2 Tableaux des Méthodes de Programmation Non Linéaire
Directes et de Transformation

Nous donnons ci-dessous le deux tableaux 1.3 et 1.4 résumant les principales méthodes de
programmation non linéaires directes et de transformation.



Tableau 1.3 Méihodes Directes [8-10].
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Méthodes

Auteurs

Méthode de linéarisation

FRANK et WOLEE - 1956
DANTZIG - 1959
KELLEY - 1960

Meéthode du gradient projeté

ROSEN - 1960

Méthode de directions réalisables

ZOUTENDIJK - 1960
TOPKIS et VEINOTT - 1967

Méthode du gradient réduit

P. WOLEFE - 1962

Méthode du gradient réduit généralisé

ABADIE et CARPENTIER - 1969

M¢éthodes de programmation
quadratique récursive

WILSON - 1963
PSHENICHNY - 1970
HAN - POWELL - 1977

Meéthodes de coupe avec dilatation de
I'espace

SHOR - 1977
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Tableau .4 Méthodes de Transformation [8-12].

Méthodes

Auteurs

Fonction de pénalité

COURANT - 1943

extérieure . . ABLOW et BRIGHAM - 1953
FIACCO et McCORMICK - 1968
Meéthodes
des Fonction de pénalité | CAROLL - 1961
Pénalités intérieure FIACCO et McCORMICK - 1968

Fonction de pénalité
intérieur étendue

KAVLIE et MOE - 1971
RAFTKA et STARNES - 1976

Me¢éthode du Lagrangien augmenté

POWELL - 1969
HESTENES - 1969
FLETCHER - 1975

Meéthode du Lagrangien projeté

ROBINSON - 1972
ROSEN et KREUSER - 1972
SARGEANT et MURTAGH - 1973

M¢éthode des variables mixtes

FLEURY et BRAIBANT - 1986

Meéthode des Asymptotes mobiles

K. SVANBERG - 1987
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1.5 Optimisation de Forme en Electrotechnique
L.5.1 Introduction

Des progrés considérables ont ét€ effectués, au cours de ces vingt derniéres années,
dans le développement de méthodes numériques d'analyse de dispositifs électromagnétiques. Ces
développements sont intimement liés 2 la croissance de la puissance et a la disponibilité des
moyens de calcul offerts par 'ordinateur.

Il existe désormais des logiciels capables de résoudre les problémes
électromagnétiques dans toute leur complexité. Ces logiciels sont principalement basés sur la
méthode des éléments finis, surtout en raison de sa grande souplesse.

La réunion de ces deux facteurs nous permet d'envisager I'emploi des méthodes
d'optimisation pour concevoir de nouveaux dispositifs électromagnétiques plus performants,

Nous nous intéressons plus particuliérement aux sous problémes de conception
susceptibles d'étre automatisés, tiches qui peuvent €tre totalement ou partiellement prises en
charge par l'ordinateur.

Généralement, les méthodes numériques d'optimisation procédent d'une maniére
itérative : A partir d'une conception de départ, 'algorithme doit progresser dans l'espace de
conception selon une trajectoire a définir.

1.5.2 Optimisation de Forme par la Méthode des Eléments Finis

Le concept de synthese de forme a €té introduit par SCHMIT au début des années
soixante [13]. Dans son travail, SCHMIT envisage la possibilité de coupler les méthodes de
programmation mathématique aux méthodes d'analyse par éléments finis, dans le but de
développer un systéme capable de générer automatiquement des configurations optimales. Ainsi, il
a établi les bases d'une procédure itérative de dimensionnement automatique de forme. Celle-ci
consiste en une alternance entre une phase d'analyse de la forme, destinée & 1'évaluation des
critéres (calcul par éléments finis) et d'une phase de minimisation proprement dite du probleme
(Programmation mathématique).
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A ce jour, la plupart des codes d'optimisation de forme sont développés a partir de
l'utilisation conjointe d'analyse par éléments finis et de techniques de programmation

mathématique.

L.5.3 Optimisation de Forme en Electrotechnique par la Méthode des
Eléments Finis

1.5.3.1 Considérations Initiales

Jusqu'a nos jours, trés peu de dispositifs électromagnétiques opérationnels ont
effectivement bénéficié des techniques d'optimisation, au sens large du terme. La plupart des
concepteurs restent attachés & des approches classiques de conception, dans lesquelies les
décisions reposent essenticllement sur 'expérience et Vintuition du concepteur.

En effet, il ne faut pas oublier que certaines phases de Ia conception relévent
essentiellement du savoir faire du concepteur et aussi que la conception est le résultat de
compromis entre de nombreux facteurs offrant souvent peu de prises aux outils mathématiques

connus.
1.5.3.2 L'Etat de I'Art

Dans le domaine de I'électrotechnique, les premiéres applications notoires ont été
menées par MARROCO et PIRONNEAU en 78 [14]. Ils ont traité des problémes d'optimisation
de forme dans le domaine de la magnétostatique non linéaire continue, Pour le processus de
conception, ils ont couplé l'analyse par la méthode des éléments finis & une méthode de
programmation non linéaire, Les gradients utilisés pendant les phases de minimisation ont été
évalués par la méthode de I'état adjoint, dont nous reparlerons dans le chapitre III.

Concretement, 'efficacité de cette procédure €tait limitée du fait du grand nombre de
réanalyses par éléments finis nécessaires, résultats de Il'utilisation d'un algorithme de
programmation mathématique numériquement peu efficace [6-12].

En 82 NAKATA et al [15] ont proposé€ une méthode d'optimisation de forme ol les
équations du probléme de minimisation sont directement couplées au systéme d'équations par
éléments finis. Avec ce processus, ils ont pu obtenir directement les dimensions géométriques
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d'aimants permanents dans des dispositifs ot la distribution de l'induction magnétique était a
priori figée.

Cette procédure présente l'inconvénient d'€tre peu applicable & des problémes ol les
critéres d'optimisation portent sur des grandeurs dérivées ou intégrales de la solution du systéme
par €léments finis {17-19].

En considérant l'expression des puissances électriques et mécaniques en formes
hermitiennes des sources d'énergie, en 82 BIEDINGIER et al [16] ont proposé une approche
numérique pour l'optimisation de la distribution de courants d'alimentation ou d'aimants
~ permanents dans des machines électriques non conventionnelles (approche probléme inverse).
Cette approche a €té appliquée & l'optimisation des moteurs linéaires.

Cependant, elle présente l'inconvenient d'étre difficilement applicable & des problémes
d'optimisation ot les critéres portent sur des grandeurs générales dérivées de la résolution du

systeme par éléments finis [17,18,19].

KOUYOUMDIJIAN [19] en 85 a développé une méthodologie d'analyse de sensibilité,
dans I'étude de dispositifs électromagnétiques congus par éléments finis, basée sur la dérivation du
jacobien de la transformation des coordonnées réelles en locales [17-21]. Ainsi, il 2 mis en oeuvre
un moyen original et précis pour le calcul des dérivées partielles par rapport & des parametres
géométriques ou physiques, tout en permettant au concepteur l'exploitation directe de ces résultats.

Ensuite, en 86 SALON et al [22] ont suivi une démarche tout-a-fait parallele. En
particulier, ils ont renforcé l'idée que, dans le contexte complexe de 'optimisation de forme en

électrotechnique, 1'analyse de sensibilité est un pas extrémement important.

Une approche similaire a été employée en 88 par GITOSUSASTRO {23], mais faisant
appel & une méthode de pénalisation pour la résolution du probléme d'optimisation. Son travail a
montré que 1a méthode des €léments finis est un outil puissant pour l'évaluation des performances
des systemes €lectromagnétiques [23-24]. Cela semble justifi€ pour les critéres qui sont fonctions
de grandeurs locales ou intégrales.

DIBARBA et al [25] ont proposé en 90 une procédure d'optimisation, ol I'ensemble
de parameétres géométriques de conception évoluent selon certaines régles figées. Cependant de
tels concepts sont forts contraignants pour des problemes électrotechniques réalistes,
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Nous devons également faire référence aux récents travaux réalisés par HOOLE et al
[6,28] et PARK et al [29,30]. 1Is sont tr&s importants surtout en ce qui concerne la compréhension
et 'ntilisation des techniques d'optimisation dans le cadre d'un logiciel d'éléments finis.

I.6 Conclusion

- Nous avons situé dans ce chapitre les problemes d'optimisation de forme en
electrotechmque qui seront traités dans le cadre de notre étude. Nous avons présenté différentes
méthodes capables de résoudre ce type de probléme, dans le but de saisir 'approche que nous
allons développer par la suite. Nous avons présenté aussi 1'état des travaux dans le domaine.

En considérant 'emploi des nouveaux concepts développés dans l'optimisation numérique,
nous avons ét€ amené a proposer H'utilisation de méthodes qui d'un point de vue algorithmique
sont arrivées & une certaine maturité [7-12]. Celles-ci permettent d'améliorer sensiblement les
caractéristiques d'un dispositif électromagnétique, tout en réduisant le cofit de l'étude par
I'exploitation efficace et systématique de configuraﬁons réalisables. Ces méthodes numériques
procédent donc d'une manigére itérative et méme dans les cas les plus complexes, elles peuvent

converger en un nombre réduit d'analyses [27,28].

Dans le chapitre suivant nous allons donc présenter 1'étude théorique des méthodes
d'optimisation que nous avons choisies en vue de les adapter et appliquer d'une fagon couplée 2 1a
méthode des €léments finis, dans la résolution de nos problemes de conception de forme en

électrotechnique.
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CHAPITRE 1I

REE "METHODES DE PROGRAMMATION NON LINEAIRE ETUDIEES

(R Dans le cadrc de notre étude, nous nous sommes intéressés aux problemes continus
S _"fd optumsatlon de forrne en électrotechnique, ol les équations qui décrivent la physique du

L i f'problémc sont résolues par la méthode des éléments finis.

Pour la resolutlon du probléme d'optimisation proprement dit, nous avons choisi les
g éthodcs de programmanon non linéaire car elles sont capables de traiter efficacement les
'::"problcmcs de conceptlon de forme, tout en étant rapides sur le plan des calculs, précises dans leurs
o :""resultats et surtout d'application universelle, c'est-a-dire, pouvant traiter des problémes aux
S _:_caractensuques tres vanées

: Dans ce chapltre nous allons donc faire la présentation théorique des méthodes de
i fprogrannnanon non hnealre choisies pour mener cette étude, 3 savoir :

e _'_-7.'mét11bdes des pénalités intérieures
" ~méthodes des asymptotes mobiles
e S methodcs de programmation quadratique récursive
S s e méthode de l'elhpsolde (méthode de coupe avec dilatation de I'espace).

S Lcs methodes présentees ont été choisies a la suite d'une étude bibliographique exhaustive
E f--pour leur generahté leur efficacité et leur robustesse.

ER Pour la simplicité de ces présentations nous omettrons les développements trop pointus. Le

Icctcur 1nteresse par plus de détails peut se rapporter 2 la littérature [8-10]. Cependant, nous aurons
y le _s_ou_c1_ _de_ _r;le_tt__re _cr_1 évidence les liens avec l'application envisagée et la définition des aspects
G 1mportants dans I'algorithme réalisé pour chaque méthode.
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I1.1 Considerations Initiaies_'

IL1.1 Choix des Méthodes -

Dans ce chapitre nous aurons pour but de presenter les méthodes de’ programmatlon non
linéaire choisies pour mener cette étude. Avant ces présentatmns, 11 conv1ent de bxen s1tuer notr

objectif et de saisir les raisons qui nous ont guldees dans nos cho:x

Notre objectif fondamental est de comprendre le processus 1térat1f partwuher de'chaquef
ai

algorithme de maniere A 'adapter 4 la concepuon de forme en electrotechmqu" é“l
méthode numérique (méthode des éléments ﬁms) : ' '

Les méthodes de penahtes ont ete cho1s1es parce qu elles constltuent une farmile_
d'algorithmes particulierement intéressants du point de vue de la sunphc:lté des prmc1pes 'et €.
I'efficacité au niveau des résultats pranques Sur le plan des Idees de base, ces methodes proposent_

simplement de remplacer le probléme original sous contralntes par une sulte d sou'_ _:problemes_

sans contraintes. Ainsi, nous pouvons facﬂernent résoudre les sous- problemes en utlhsan_'de

8

méthodes classiques de minimisation sans contralntes (exemple. BFGS v01r annexe A
10,38]. ERRER ' 5

La méthode des asymptotes moblles a ete ch0131e parce qu elie falt partle d une classe de

méthodes qui apparaissent aujourd'hui, comme les plus robustes pour la résolutlon de problemes.
d'optimisation fortement non linéaires [8- 12]. Elle unhse les techmques de hneansatlon convexe: d

fagon a transformer le probléme original en une sulte de sous problemes exphcues possédan une
structure algébrique simple. Chaque sous- problerne exphc1te etant convexe et separable i p eut etre{

efficacement résolu en recourant 2 sa formulation duale. Dans cette approche le tralt

variables duales présente une complexité addltlonnelle du pomt de vue de l'analys' '_;nu:menqu__

Cependant, les bons résultats présentés dans la 11ttérature nous ont encourages a men 'n_o_s;

recherches dans cette direction [11,12].

Les méthodes de programmatlon quadranque recurswe ont été ch01s1es, parce qu eHes sont-
trés intéressantes d'un point de vue prauque car, elles presentent une vxtesse de convergence-:
superlinéaire [8-10,35-38]. Elles sont donc effzcaces pour des gros problernes Iorsque Ie c"j'_ g
d'une itération est tres élevé. L'idée fondamentale dans ces methodes est de rempIacer la resoluﬁon :

du probléme non linéaire contraint par la resohmon d‘un sous probleme quadrathue sous des}_
contraintes linéarisées au voisinage du point étudié. - ' '
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Enfin, nous traiterons la méthode de l'ellipsoide (ou méthode de coupe avec dilatation de
I'espace) qui est particulierement importante dans le domaine de l'optimisation des fonctions
convexes et non partout différentiables ; type de probléme qui peut se rencontrer dans de
nombreuses applications d'ingéniérie [5,8-10,38,39]. Cette méthode utilise le concept de sous-
gradient (voir annexe A.II) d'une fonction en un point donné, qui est une généralisation de la
notion de gradient appliquée aux fonctions non partout différentiables {39-41].

II.1.2 Continuité, Convexité et Convergence
Les méthodes que nous allons présenter sont de nature itérative, elles générent une suite de
points qui converge vers une solution optimale si les fonctions considérées respectent les
hypothéses de convexité et de différentiabilité.

Dans la pratique, il faut noter que ces hypothéses ne sont pas forcément vérifiées.

Dans l'optimisation de forme en électrotechnique la plupart des problémes ont les
caractéristiques suivantes:

a) en général, la fonction objectif et/ou les fonctions contraintes sont fonctions
implicites des parameétres 4 optimiser.

Lv STRTDN
2~ AIMANT
3= ROTOR

[}
LY
LY
LY

R ; .|

NN S VR S RSP sy

> .

>,

a ) un quart de la géométrie de b ) détail aa'bb' (encoche rotor)
la machine

Figure II.1.1: Machine & courant continu & aimant permanent
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Exemple : Détermination des parametres géométriques P,..., P5 (figure 1I.1.1.a et b) de fagon &
réduire le couple d'encoche C¢ ( objectif minimiser Cg (P1, P2,...Ps) ), tout en respectant des
aspects technologiques (encoche avec une surface réelle 2 surface minimale admissible) et des
aspects physiques (induction magnétique dans le matériau magnétique inférieure a 1.8 Tesla,

B (P1, P2,..., Ps) < 1,8 T.

b) I'évaluation des fonctions et de leurs gradients est relativement complexe, &
cause des dépendances implicites avec les parametres de conception.

Exemple : Déterminer la dérivée du couple d'encoche par rapport & P (rayon haut encoche figure
H.1.1.b)

0 C. (PP, .Ps)
o P

c) la conception optimale est extrémement non linéaire et en général, le
probléme ne peut pas étre considéré comme convexe et partout
différentiable.

D'un point de vue théorique, nous ne pouvons assurer la convergence de ces méthodes que
si les hypotheses de convexité et différentiabilité sont vérifiées. Cependant, pour la plus grande
partie des problémes, il suffit qu'elles soient vérifiées localement. Les problémes sont alors
supposés convexes et différentiables dans un domaine restreint. Alors, les solutions obtenues sont
seulement des optimums locaux.

D'une maniére générale, les problemes de conception de forme optimale seront plus
facilement résolus grice & une bonne connaissance de la physique des problémes et des limitations
des méthodes appliquées.

I1.1.3 Présentation des Méthodes

Dans les pages qui suivent, nous allons essayer de dégager quelques idées fondamentales
liées aux méthodes de programmation non linéaire qui ont €té choisies dans le cadre de cette étude.

Nous commencerons par présenter les notions de base de chacune de ces méthodes en
essayant de comprendre comment elles agissent sur un probléme donné. Ensuite, nous
présenterons les principes généraux de ces méthodes en insistant sur les points clés dans la
construction de chaque algorithme, )
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Dans le cadre de nos problémes, les fonctions ont & l'origine, généralement, un caractére
non explicite par rapport aux variables de la conception. Donc, nous seront amenés a apporter
quelques retouches au niveau de la mise en oeuvre de ces procédures, en particulier dans le

processus de recherche unidirectionnelle.

Pour chaque méthode étudiée, nous présenterons l'algorithme que nous allons réaliser,
suivi d'un exemple simple d'application donné 4 titre d'illustration.

I1.2 Méthodes de Transformation Etudiées
I1.2.1 Méthodes de Pénalité
11.2.1.1 Introduction

Les méthodes de pénalité font partie d'une classe d'algorithmes trés utilisés car elles sont
simples d'un point de vue théorique et d'une grande efficacité au niveau des résultats obtenus [8-
10,31-38].

Cette catégorie de méthodes se divise en deux grandes variantes : les méthodes de pénalités
extérieures et les méthodes de pénalités intérieures.

L'idée de base de ces méthodes est de remplacer la résolution du probléme avec contraintes
par celle d'une suite de problémes sans contraintes, créés a partir de l'introduction des contraintes
dans la fonction objectif de maniére & pénaliser une quelconque violation de ces contraintes [42-
44].

Nous allons nous intéresser exclusivement a I'étude des méthodes de pénalités intérieures.
Elles sont particuliérement intéressantes dans le cas de I'optimisation de forme a partir de I'analyse

par éléments finis, car chaque solution intermédiaire est généralement réalisable. Le processus

itératif peut donc étre interrompu & tout moment et fournir une conception améliorée satisfaisant les
contraintes imposées.

I1.2.1.2 Méthodes de Pénalités Intérieures

I1.2.1.2.1 Introduction

Ces méthodes ont été initialement proposées par CARROLL en 1961 [42] avec le nom
"Created Response Surface Techniques". FIACCO et McCORMICK apportérent de nombreux
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résultats théoriques fort intéressants sur la convergence et sur des relations avec la dualité dans
cette classe de techniques {43,44]. Ils ont proposé les techniques de minimisation séquentielle sans
contraintes (SUMT: Sequential Unconstrained Minimization Techniques). Dans ces techniques les
fonctions contraintes sont introduites dans la fonction objectif comme des pénalités. Celles-ci
empéchent de sortir de la région réalisable en faisant un compromis entre la minimisation de la
fonction objectif et le souci de ne pas se rapprocher trop vite de la frontiére du domaine admissible
- [42-44].

11.2,1.2.2 Principe Général des Méthodes des Pénalités Intérieures
Considérons le probléme:

minimiser f5(x)

avec les contraintes I1.2.1.1

xe S={x/£{x)<0,j=1,.m

Ou la région S doit étre un ensemble d'intérieur non vide en RN, puisque les méthodes

travaillent dans cette région.

Dans le but d'empécher la sortie de la région réalisable, nous y substituons le probléme.

min W(x, r) = min I fox) + g i F; (fi(x)
‘ i=1 11.2.1.2

ol W(x,r) est la fonction de transformation pour le probléme original 11.2.1.1, ry est un coefficient
connu appelé facteur de réponse (rx 2 0) et Fj est la fonction de pénalité (ou barriére). Fj doit étre
positive et continue dans le domaine réalisable {x/ f; (x) <0, j=1,..., m} et aussi tendre vers
l'infini & I'approche de la frontiére de la région {x/ fj(x)<0, j = 1,..., m} & partir de l'intérieur [42-
44]

CARROLL [42] a proposé la fonction inverse

F{f{(x)=-——,j=1,..m
Y fi{x) .2.1.3

et la fonction logarithmique
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Fj{fix))=log[-f{x)] ,j=1, .., m 11.2.1.4

Dans ces deux cas, lorsque une fonction fj (x) devient active, c'est-a-dire, lorsque fj(x) tend
vers zéro, alors les fonctions Fj(fj(x)) croissent et donc W(x,r} sur S, représente un compromis
entre la minimisation de fp(x) et I'éloignement de la frontiére de S. Sa solution optimale est un
point intérieur 4 S, ce qui fait que, pour la résolution numérique, c'est un probleme pratiquement
sans contrainte. La solution donc toujours réalisable, et d'autant meilleure pour fp que la
pénalisation Fj est faible. En faisant tendre cette pénalisation vers zéro (rx = 0), la solution
optimale du probléme I1.2.1.2 tend, sous certaines hypothéses [44], vers une solution optimale du

probleme 11.2.1.1.

A titre d'exemple considérons le probléme:

min fp(x) =x
soumisa fi(x)=1-x<0 I1.2.1.5

avec la fonction de pénalité proposée par CARROLL [42] (I1.2.1.3), le probléme devient :

W(x, 1) =x + ¢ [- 1—1-]

-X I1.2.1.6

oll I'évolution de la fonction de transformation W(x,r) par rapport au facteur rk est illustrée sur la
figure 11.2.1

Wiz &

. fp{x)

To>va>Ta

x* solution optimale

a .

T T Ll

2 3 ®

Figure 11.2.1 Nlustration de la fonction de transformation W(x,r) du probléme II.2.1.6,
fonction inverse proposée par CARROLL [42].
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Le principe des méthodes de pénalités intérieures est alors le suivant :

Choisir une valeur r; > 0 et rechercher par une méthode itérative d'optimisation sans
contrainte, un minimum de W(x,r) & partir de x0c 8. Dans ce processus de recherche d'un
minimum de W(x,r) remarquons que la frontiére S n'est jamais traversée, puisque au voisinage de
celle-ci W(x,r) tend vers l'infini (figure I1.2.1).

Ces méthodes sont trés intéressantes pour traiter des problémes d'optimisation contraints
fortement non linéaires, pour lesquels la plupart des méthodes directes rencontrent généralement de
grosses difficultés. Cependant elles présentent l'inconvénient de la nécessité de trouver un point
initial admissible et aussi elles ne permettent généralement pas d'obtenir des solutions avec une
précision €levée, car ceci obligerait & choisir des paramétres de pénalité r trés petits (figure 11.2.1).
Le paramétre r trés petit entraine un mauvais conditionnement du hessien de la fonction W et par
conséquence des difficultés numériques pour l'obtention de la convergence.

11.2.1.2.3 Fonction de Pénalité Intérieure Etendue

De fagon a surmonter la nécessité de trouver un point initial admissible, KALVIE et MOE
[45] ont proposé une modification de la fonction barriere originale, en attendant qu'une solution
réalisable soit atteinte. Ils ont utilis€ les fonctions de pénalité intérieure étendue

>

L si fx<- €
J fj(x) *
F; (f; (x)) = 11.2.1.7
f
35%‘1) i fx)>-e

Ou € << 1 est le paramétre de transition. Dans cette fonction lorsqu'une contrainte est
viol€e la fonction de pénalité croit rapidement,

Le probleme II.2,1.5 aura donc le schéma suivant pour la nouvelle fonction de
transformation W(x,r), quand les points initiaux sont placés dans la région non réalisable.

W(x’ r)zx.{-rkp_eik_ﬂ

g? I1.2.1.8
si x <1+ eet dans la région réalisable (x 2 1 + €) la fonction de pénalité de CARROLL
(I1.2.1.6).
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La figure 11.2.2 illustre ces considérations pour le probléme I1.2.1.5.

W(x,r)‘

fo(x)

1" - penalité intérieure

2 - extension linéaire

1
+
I
]
'
]
H
¥
"
L]

Figure 11.2.2 Illustration de la fonction W(x,r) de KALVIE et MOE pour le probleme IL2.1.5.

Cependant, cette fonction présente 1'inconvénient de ne pas avoir ses dérivées premiéres
continues au point de transition (figure 11.2.2), ce qui interdit I'utilisation des algorithmes de
minimisation sans contrainte dits de deuxiéme ordre (ou méthodes quasi-newtoniennes, voir
Annexe Al), '

C'est pourquoi HAFTKA et STARNES [46] ont proposé la fontion de pénalité intérieure
étendue svivante :

-

- fj %x) si (x)<-¢
Fi{fi{x)) = J I1.21.9
%Hfjéx)r + 32 b + 3] si fi{x)>-¢

laquelle présente une dérivée premiére continue au point de transition.

Pour le probleme 11.2.1.5, la fonction de transformation W (x, r) est la suivante :
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X+ rk{%_:— [(L;-—:-J‘—)z +3 g—é—’-ﬂ + 3]} si x<l+e

W(x,r) =< 1.2.1.10

x+rk[- —1—-1—x] si x=214¢€

fo(x)

. I .
1 - penalité interieure

2 - extension guadratique

] e

-
1 1+E X
Figure 11.2.3 Nlustration de la fonction de transformation W ( x, r) de HAFTKA et STARNES
du probléme I1.2.1.5.

11.2.1.2.4 Détermination du Facteur de Réponse ri et du Parametre
de Transition g

Les fonctions W(x,r) doivent étre minimisées par rapport a une suite de valeurs
décroissantes de rg (rx — 0). Cependant, il faut remarquer qu'un facteur ry trop important au

départ peut imposer une convergence treés lente et aussi entrainer une minimisation
préférentielle du facteur :

i F; (f; (x))
j=1

par rapport a la fonction objectif fy(x). D'autre part, il est plus simple de minimiser W(x,r), quand
le facteur Tk est grand (si 1 tend vers zéro, la fonction W(x,r) tend vers un point de discontinuité,
voir figure [1.2.1).

I1 faut donc choisir un facteur ry capable de concilier ces difficultés numériques.
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FIACCO et McCORMICK [44] recommandent trois possibilités pour le choix de la valeur
initiale de ry, 4 savoir :

1 =10 M.2.1.11

22V fo(xo). Vy(xo)
T
|V W(xo). VW(XOi .2.1.12

3|

| V"o V* [Wxo)] L VﬂXO)F

Vo). Vol L Ve 0 m2113

Ffj(x)) et Vz[\p'(x(;)] correspond 2 son hessien au point x0.

(NgE

ol la fonction y{x)=

i=1

La valeur la plus pratique est ry =1, cependant, ils ont remarqué que 1'équation I1.2.1.13 est
la plus efficace. Matheureusement, I'évaluation de la matrice hessienne et de son inverse peuvent
étre difficiles et chéres.

CASSIS et SCHMIT [47] ont proposé pour le calcul des parametres r et € initiaux ; les

expressions suivantes :

__nfo (x0)
m
>, Filfiix)]
j=1 11.2.1.14
£=mrl——
W (xg, 1) 1.2.1.15

oul<n<l

HAFTKA et STARNES [46] ont adopté pour le parametre € 1'expression
e=CrF : I1.2.1.16

ol 0<C<1etl/3 <p<1/2,etolle parameétre r, a chaque itération , est réduit d'un facteur entre
1/30 et 1/20.
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Nous proposons pour 1'évolution dynamique de ces deux parametres, des expressions
empiriques, que nous avons retenues apres de nombreux essais sur des probléemes les plus variés
possibles. Les expressions sont les suivantes :

i = &L _fol)
K1Y By (e(xx) 1.2.1.17
et
€ = -O—l’(l—- rl:n
fo (xk) + 1y Z Fl(fj(xk))
=1 11.2.1.18

oll k désigne le numéro actuel d'itérations (k = 1,2,...) et
m
>, Ftfx+)
j=1
est calculé en considérant & priori g= 0,01/k.

| I1.2.1.2.5 Minimisation de la Fonction de Transformation W(x,r).

Une fois que la fonction de transformation est choisie, le probleme est ramené 2 la
résolution d'une suite de problémes d'optimisation sans contraintes. L'avantage d'avoir une
fonction de transformation W(x,r) avec des dérivées continues se manifeste au cours de cette
minimisation lors de l'utilisation de méthodes du 2eme ordre (oi1 méthodes quasi-newtoniennes -
Annexe A.l)

La difficulté de cette minimisation a pour origine le caractére non explicite des fonctions
fj(x) j=0,..., m, qui constituent la fonction de transformation W(x,r).
Cela signifie que ces fonctions ne peuvent pas &tre évaluées directement en fonction de variables de
conception x. Leur évaluation numérique requiert une analyse par la méthode des éléments finis.
Celle-ci peut conduire & un coiit de calcul prohibitif pour des applications de grande taille.

De fagon & surmonter cette difficulté, STARNES et HAFTKA [50] ont proposé le
remplacement du probléme original par un sous-probléme linéarisé, (une approximation convexe et
explicite du probléme) possédant une structure algébrique simple.

Ainsi, cela conduit a l'utilisation de la linéarisation convexe de W(x,r) au point xX, défini

par:



i=1 OXj jxk 11.2.1.19
ol
o~
1 si aﬂ >0
ox;
B = 4 11.2,1.20
k
'))E('l.— . s aﬂ<0
1 ox;

A titre d'exemple considérons les fonctions (SVANBERG [12}) :

fo=x41+y?

f=012441+y2|84+ L] 1
L y [x xy] m.2.121

4 approximer autour du point (1,242 ; 0,381) par la linéarisation convexe proposée par STARNES
et HAFTKA [50].

Fonctions linéarisées :
fo=-0,168+1,070x + 0,442 y (fig. TL.2.4.2)

1,410 + 0,052

f1=-1,136 +
1 X y (fig. 1.2.4 b)
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B e
n
2] \\ X (1. 242,0.380
1.5
1
0.5
B —
0.5 .
¥
T S S
~ X 0, 381)
o= 156 1,242.0,
1.5 R R
) 1 A
~ 1 =0.0
fl = 9.1/
1 \ D
1 ~d
] £ = 0.1
-
]
0.5_4 N
1 X
I S e e e —H>
0.5 1 1.5 2 ‘

b ) linéarisation mixte convexe de f

Figure IL.2.4 Application de la linéarisation mixte convexe de STARNES et HAFTKA {50].

De cette maniére, une seule analyse élément finis est requise & chaque itération. 1l reste
cependant l'inconvénient d'un nombre d'itérations élevé croissant avec le nombre de variables.
D'oll une nouvelle idée puisque & chaque itération une évaluation du gradient de W(xkr) en xk est

nécessaire, il devient possible de 'utiliser pour construire une approximation de son hessien Hy en
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x. Cette approximation est obtenue directement de l'algorithme BFGS (Annexe A.I) en considérant
les modifications proposées par POWELL [48,49]. Ces dernigres ont pour but de toujours garder
Hy définie positive et d'imposer une stabilité numérique de fagon & étre moins sensible a tout
changement d'échelie des variables.

La conservation du caractére défini positif de Hy est essentielle, car elle garantie en
particulier, que la recherche unidirectionnelle engendrée assure une décroissance de W(x,r) au

voisinage de xk.

A1n51 lcx rcss10n ﬁnalc our I'a rox1mat10n de W(x r) autour d'un oint xk est donnee
P P pp P

par:

aw + zlleTHk Ax
aXi 0.2.1.22

n
W(x, 1) = W{xk, 1) 2
ol Ax = x - xk et B; est défini par I'équation I1.2.1.20.

I1.2.1.2.6 Algorithme Réalisé

La mise en oeuvre de cet algorithme est particulierement simple. La procédure est la

suivante :
Algorithme
0- A l'étape 0 choisir x° (point de départ) ; k=0

1-  Alétape k en xk
- calculer fj(xK) et Vfj (x¥),j=0,1,..,m
- ler test d'arrét
conditions de KUHN et TUCKER satisfaites,

Fin : xk solution

- 2eme test d'arrét

| fo{x¥) - fo (xk-1)
fo (xk - 1)

<, Fin : xk solution

- Déterminer ry et €
- Calculer la fonction de pénalité W (xk, )
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- 3eme test d'arrét

.

gl ¥ (xk, 1) - fo(x¥)

< g, Fin : xK solution
f() (Xk)

- Calculer la fonction approximation de W (x,r) en xK, W (x,1)
- Minimiser W (x,r) avec x€ S

xk+ 1= xk 4 gkdy

dy - vecteur direction de recherche défini par la méthode BFGS
ok - pas optimal pour l'itération défini par la méthode du nombre d'or.

- deme test d'arrét

llxk+1_xk||

Homme = H < g Fin : xK+1 solution
| %K

si

k=k+1

- 5 eme test d'arrét
si k > nombre maximal d'itérations, Fin ; sinon retour en 1.

I1.2.1.2.7 Exemple (SVANBERG [12])

minimiser
fo(x,y)=x41+y2

soumis a
£ (x, y) = 0,124 V1 + y2 [;%‘*‘537] -1<0
£ (x,y) = 0,124 V1 + y2 [%%} 1<0

avec 0,2 <x<4,0et0,1<y<1,6



-43 -

Tableaun IL2.1 Résultats obtenus code PM (= 5,0 x 10 4)

's X y fo f1 fr dk

1 0,900 0,600 1,050 0,553 0,018 |- 1,000 0,152
2 1,485 0,511 1,668 1-0,067 |-0,433 0,600 1,000
3 1,373 0,325 1,444 0,051 |-0,532 |-1,000 ]-0,767
4 1,430 0,368 1,524 |-0,010 [-0,511 |-1,000 ]-0,554
5 1,505 0,410 1,626 {-0,070 |- 0,505 0,491 1,000
6 1,487 0,373 1,587 |-0,046 1-0,526 1,000 |-0,012

17 1,409 | 0,374 1,504 |[-0,003 |-0,499 - ---

Remarque : Point k = 7 correspond approximativement 3 un point de KUHN et TUCKER.

Methode PM

\vi

Figure I1.2.5 Illustration exemple traité par la méthode de pénalité intérieure étendue.
Résultats obtenus code PM (tableau I1.2.1)

11.2.1.2.8 Conclusion

D'un point de vue de programmation, les méthodes des pénalités intérieures sont tres

puissantes et faciles a mettre en oeuvre. Leurs principaux inconvénients sont :
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- le traitement des parametres 1y et €k qui constitue une difficulté relativement importante.
Nous avons surmonté ce probléme en utilisant des expressions empiriques originales obtenues a

partir de nos expériences numériques.

- un mauvais conditionnement numérique de la fonction lorsque W(x,r) devient trop petit.
Autrement dit, le processus de convergence ne se fait pas d'une fagon monotone.

- I'extension quadratique de la fonction de pénalisation qui augmente la non linéarité de la
fonction objectif.

- 'approximation de la fonction de transformation en utilisant les informations du second
ordre est généralement plus efficace. Par contre le nombre d'informations & stocker est beaucoup
plus €élevé et de plus le nombre de calculs nécessaires & chaque itération est plus élevé.

Les méthodes de pénalités intérieures étendues sont cependant trés intéressantes pour traiter
des problémes d'optimisation ol les fonctions engendrées sont fortement non linéaires.

I1.2.2 Méthode des Asymptotes Mobiles
I1.2.2.1 Introduction

L'idée fondamentale de cette méthode est de remplacer la résolution du probléme non
linéaire (généralement implicite) par la résolution d'un sous probléme convexe linéarisé (explicite) a
l'aide de la formulation duale.

Cette technique, dans le domaine de la conception de forme par éléments finis, a été
initialement proposée par FLEURY [51]. L'objectif est de réduire le nombre d'itérations pour
l'obtention de la convergence, car généralement, chaque itération correspond a une coiiteuse
analyse par €léments finis.

Pour linéariser une fonction plusieurs possibilités existent. Par la suite, SVANBERG [12] a
proposé un type de linéarisation asymptotique, particuliérement intéressant pour deux raisons ;

- premicrement les hypothéses de convexité et de séparabilité sont assurées

- deuxieémement il permet d'ajuster la courbure de la fonction étudiée
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i' engendrant ainsi une méthode de plus grande flexibilité dont la méthode originale de linéarisation
' mixte convexe (FLEURY [11,51]) est un cas particulier.

5 11.2.2.2 Principe Général de la Méthode des Asymptotes Mobiles
i Considérons le probléeme
minimiser fg (x)

sp_umis & fj(x)< 0, j=1.2..m 11.2.2.1

avec X1 < x; < x{ax i=1,..n
o1 les fonctions fp(x) et fi(x) (j =1,2,...,m) sont supposées continiment différentiables.
] PP

En 1987, SVANBERG [12] a proposé une nouvelle méthode basée sur la linéarisation
asymptotique, sous le nom de méthode des asymptotes mobiles, qui s'inspire de la méthode de
linéarisation mixte convexe utilisée par FLEURY [11,51].

La méthode des asymptotes mobiles emploie les variables inverses 1/(U - x} et 1/(x - L)
dans le but d'obtenir une structure algébrique simple pour les sous problémes approximants. Les
asymptotes U et L sont des parametres & choisir qui influencent directement l'efficacité de

I'algorithme.

D'odl le probléme explicite suivant, déduit du probléme I1.2.2.1 en y remplagant les
fonctions réelles par leurs formes linéarisées :

minimiser
1 k. '
%wro+2{fm %J
i=1 U -x x-L3
soumis a 11.2.2.2
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; . k .
max(x{nm, a]i‘) < x; €min (x'i“a", Bi) i=1,...,n
ol ok et Bk sont les limites mobiles, paramétres ajustables A chaque itération de fagon 2 empécher
que le point x¥*+! ne s'écarte trop de point xK, étant donné que le point xk+1 est obtenu a partir
d'ane approximation locale des fonctions (voir figure 11.2.7).

Les paramétres 1 , ¢ et r¥ sont donnés par

e

[Uk - (9-3) %50
X fxx ox;
Kk .
Pji= 5 11.2.2.3
0 sia—fj— <0
~ axi
p
0 si ifiz 0
axi
ko= 2
;i = 1.2.2.4
_“C Lﬂz(ai 819—l<0
axi xk axi

Pﬁci + Cﬂ"i ]

i=1[Uf- xF xk-Lf 11.2.2.5
avec les paramétres LK, UK, ok et Bk qui doivent étre choisis & chaque fois en vérifiant
Lrcak<xk<Bf<U* i=1,.,n
11.2.2.6
A titre d'exemple considérons les fonctions (SVANBERG [12])
fo= x+1+y?
fi=0,124 W[LL] -1
X Xy 11.2.2.7

approximativement autour du point (1,242 ; 0,381) par la linéarisation asymptotique proposée par
SVANBERG [12}. Fonctions linéarisées :
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20,467 7,321

fo=-4,881+
0 5948 -x 4759 -y (fig. 1L.2.6 a)
o~ 20,617 6,998
fi =-5,850 + — +—
1 X + 3,464y + 3,997 (fig. 11.2.6.b)
\ 2
2
xl(l.242.ﬂ.391)
1.5 ]
]
]
a ) linéarisation asymptotique de fo
Yoo S
] .
*‘ x {1,242.0.381)

fl =09 \

0.5

a.% T T i
b ) linéarisation asymptotique de f;
Figure I1.2.6 Exemple de la linéarisation asymptotique proposée par SYANBERG [12].

La linéarisation asymptotique définie par SVANBERG [12] est convexe et la continuité est
assurée i l'ordre 0 et 1, cela indépendamment des valeurs des asymptotes Uj et L.

La convexité et la séparabilité du sous probléme linéarisé conduisent naturellement a

l'utilisation d'une méthode duale pour sa résolution.
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Les méthodes duales consistent & maximiser la fonction lagrangienne associée L par rapport
aux multiplicateurs A et ensuite  la minimiser par rapport aux variables primales x.

Cette double recherche semble & priori plus complexe que la recherche d'un minimum local
pour le probleme primal. Cependant, comme la fonction lagrangienne est toujours concave en A,
nous pouvons affirmer que tout optimum local de L est un optimum global {8-10]. De plus,
I'hypothése de séparabilité simplifie énormément la minimisation du lagrangien en x, grice  la
relation explicite x = x(A) [11,12]. '

IL2.2.3 La Stratégie des Contraintes Actives

Fréquemment, dans les applications pratiques, il arrive que le point choisi au départ viole
certaines contraintes. Dans certains cas, lorsque le point de départ viole fortement les contraintes,
il peut arriver que le sous probléme approché 11.2.2.2 soit vide, de sorte que la méthode est
incapable de trouver une solution admissible. Pour éviter cette difficulté SVANBERG [12]
introduit dans la formulation du probléme I1.2.2.2 des variables additionnelles, une pour chague
contrainte. Le but est simplement d'élargir artificiellement le domaine admissible.

Pour notre part, nous avons adopté une technique différente, qui propose & chaqgue itération
une relaxation sur le nombre des contraintes considérées pour le sous probleme approché
(IL.2.2.2). Nous avons utilisé la stratégie proposée par PSHENICHNY [52] pour la définition
d'un sous-ensemble de contraintes considérées comme actives a chaque itération. Cette technique
consiste donc & déterminer, pour le probléme primal 11.2.2.1, au point xK, le sous-ensemble de
contraintes donné par :

Je={je (1,....m} /£ (xk) 2 F (x} - &) 1.2.2.8
ol g 2 0 et F{xk)défini par:

Flxk) = max {0, £ {xk); j={1, ....,m}} 11229

gk est une constante réelle spécifiée, utilisée comme facteur de flexibilité pour la définition de

I'ensemble actif 4 chaque itération k.

Le terme F(xK) peut étre considéré comme une mesure de 1'éloignement du point xk du
domaine réalisable.
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Maintenant, en prenant uniquement le sous-ensemble de contraintes considérées comme €-

actives, le sous probléme explicite se réécrit alors:

minimiser

soumis a 11.2.2.10

et
max (xmin | o) < x; < min (xﬁ“"”‘, Bﬂ i= 1,...,n

ol les termes p;ik, q; et rjk (j=(0UJg} et i=1,...,n) sont calculés par les mémes équations
11.2.2.3, 11.2.2.4 et IL.2.2.5.

De manigre générale, I'application de cette stratégie, rend la méthode plus appropriée au
traitement de probiémes de grande dimension, car elle ne demande que I'évaluation, & chaque itéré
successif, des dérivées premitres de la fonction objectif et des contraintes considérées comme

actives.

I1.2.2.4 Le Choix des Paramétres L, U, o et

Le choix des asymptotes L et U joue un role fondamental sur la qualité de la linéarisation,

car celles-ci permettent d'ajuster la courbure de la fonction linéarisée.

I1 est possible d'enrichir 'approximation asymptotique d'une fonction en identifiant en plus
de la valeur de la fonction et de son gradient, les termes du son hessien. En introduisant dans ce

cas des asymptotes dépendantes non seulement de la variable, mais aussi de 1a fonction a linéariser.

Une telle démarche a été récemment proposée par FLEURY [53]. Cependant, elle présente
généralement une grosse difficulté, car dans les cas pratiques les fonctions ont a l'origine un
caractére non explicite par rapport aux variables de conception.
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Donc, nous avons opté pour des choix plus empiriques des asymptotes, dans l'esprit des
propositions de SVANBERG [12], basés sur la caractéristique de la convergence, 3 savoir :

-si la convergence est lente et monotone il faut éloigner les asymptotes du point x
courant,

-si la convergence est oscillante, il faut rapprocher les asymptotes du point x
courdni. S _ _

Une simple implémentation de ces régles est 1a suivante :
pourk =0etk =1 faire

Llf = Xli{ - (X:nax - Xrinin)
I1.2.2.11
U = xk 4 (xmax . xmin)

pourk > 2

a) si les signes de (xk - xk-et{xk-1. xk-2)
sont opposés, ce qui indique une oscillation de la variable x;, alors

L=t 118
I1.2.2,12

UK =xk 45 (uk-t-xk-1)

b) si les signes de (x¥ - xk-1Jet{xk-1 - xk-2)
sont égaux, ce qui indique que les valeurs des asymptotes produisent une
convergence monotone, alors

11.2.2.13

ol 1 est un réel appartenant 2 l'intervalle ]0,1{ (par exemple s1=0,75).

Pour les paramétres oK et Bk un choix simple est de prendre
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k= x - s - 0
11.2.2.14
By =M xk + ry{xmex - xmin)
sixk<0 M=l+n etm=1-1

sixk>0 Mm=1-n etMm=1+n
1

oll r est un réel appartenant 2 l'intervalle ]0,1[ (par exemple ry=0,25). Les parametres ok et Bik

doivent aussi respecter les deux conditions suivantes

k k ¢k
Lli‘<mi <x‘i‘<|3i<Ui 11.2.2.15
et
XD < gf < xk < Bf < xPax 11.2.2.16

11.2.2.5 Le Probléme Dual

Le probleme explicite 11.2.2.10 étant convexe et séparable, peut &tre plus facilement résolu en
passant & son dual. Le lagrangien associ€ est le suivant :

T— T—
T- ~x |Pg+A Pi . Qui+A Qj:|
= +
L(x,?L) o+ A r+z Ui x —

i=1 11.2.2.17
ou
F=(r1, 12T )% Bi = (P1is P2ise--Pmi) >
_ T
di =(q1i! qu!"-!qmi)T » ?U z(l], )-2,...,?Lm]
Pour simplifier, I'équation 11.2.2.17 s'écrit sous la forme:
T n
L) =roth 7+, IxiA)
i=1 11.2.2.18

Les réels Aj > 0 (je Je) , positifs ou nuls sont les variables duales ou les multiplicateurs de

Lagrange associés aux contraintes linéarisées.



-52-

Ainsi formulé, le probléeme I1.2.2.18 est un cas qui appartient i la classe des problémes de
programmation convexe séparable.

Si en plus de la convexité, la fonction lagrangienne est continue par rapport aux variables de

conception x sur un ensemble convexe
C={xe RV/Li<x <U;,i=1,..n

les conditions de KUHN et TUCKER deviennent nécessaires et suffisantes pour 'optimalité. Donc
pour que x* soit un point optimal du probléme primal 11.2.2.10, il faut et il suffit que les

conditions suivantes soient vérifiées ;

Vi L (x*, A%) =0
AT £ (x%) =0 jelg 11,2.2.19
?\'_]* >0 jE Je

Autrement dit, le probléme I1.2.2.10 peut étre résolu en déterminant un point-selle du
lagrangien [8-10], c'est-a-dire, un couple (x* A¥) vérifiant

L (x* A*)=min, o g L (x, A%)

—

fi(x*}<0 jelg 11.2.2.20
X;E(x*)=0 jele

o S ={x e C/xFin < x; < X%, § = 1,...n).
Cette recherche peut étre encore traduite par la résolution du probléeme dual
maxleW(?L) = Max; » o {min,HE sL(x, ?\,)} 1.2.2.91

oll W(A) est la fonction duale définie par:
W) =min, s L{x, 1) 112.2.22

La minimisation du lagrangien (I1.2.2.22) est résolue en dérivant 1'équation 11.2.2.17 par
rapport aux variables de conception x; (i=1,...,n):

oL _poi+ AB aut MG
ox;  (Ui-xpf (xi - Li}? 11.2.2.23
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Ce qui s'écrit plus simplement

a—L = —-—---—~—ali (xi’ A) ,i=1,...0
Ix; Ix; 11.2.2.24

avec le vecteur solution x qui doit appartenir a 'ensemble
Si={xe S/xMn <oy <x; <Py xPE L i=1,.,n

Clest ici que les limites mobiles o et Bk sont imposées aux variables de conception xK, afin

d'empécher que le point xk+1 ne s'écarte trop de la conception actuelle x¥ (figure 11.2.7). Puisque

le sous probléme 11.2.2.10 obtenu & chaque pas est une approximation locale du probieme. En
conséquence, le processus d'optimisation peut, soit osciller entre deux points non optimaux, soit
converger vers une solution non optimale ou encore ne pas converger si le nombre de fonctions

contraintes actives est inférieur au nombre de variables {11-12].

1- limites mobiles
, . R K
2- approximation linézire folx )

3 - folx) = constante

4-11x}=0
, ... K.
& - approximation lineaire f1{x )

6 - optimum vrai

%1

Figure I1.2.7 Les limites mobiles doivent empécher le nouveau point
de conception xk+1 de sortir du pavé de linéarisation

11 faut toutefois faire les remarques suivantes :

- une fois que A 2 0, alors poi + ATp; 20 et qoi + ATq; 2 0, car tous les autres termes

sont positifs;

- dans des cas trés rares, il est possible que poi + AT pi=0et qpi + AT g; = 0, alors Li(x;,A)
ne dépend pas de x;. Dans ce cas, un x; quelconque entre ¢ et B peut minimiser Ij(x;,A).
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Généralement, au moins un des termes py; + AT p; ou qo; + AT q; est strictement positif.
Ceci assure que la dérivée I'i(x;,A) est rigoureusement une fonction croissante de x;, car la dérivée

seconde est toujours positive, a savoir

91 (x; A) _2 (POi + lTI_’I) +2 (qu + KTE)
ox? (Ui- xf (xi - Lif I11.2.2.25

Maintenant, en étudiant la valeur de la fonction !'j(xj,A) par rapport aux limites mobiles o et
Bj, il vient

-si Fi(og,A) 20 alors x;(A0) = o

- si Ii(Bi,A) £0 alors x;(A) = Bj

- si I'i(og,A) <0 et I'i(Bi,A) > 0, alors x;(A) est 'unique solution de 1'équation
I'i(xj,A) =0 .

La résolution de cette équation fournit la variable primale x; explicitement en fonction des
variables duales A.

Ainsi, le probléme de minimisation unidirectionnelle est résolu analytiquement

() = (poi + XTE}% Li+ (Qm + XTG}% Ui

1 1 .
(pm + XTEF + (qm + KTE}E 11.2.2.26

Xi

Des lors, le probléme dual prend la forme suivante :

Poi + A Bi qoi + 3G
Ui-x{d)  x{A)-L

i=1

max W(l) = max {I‘() AT+ zn:

l
I 11.2.2.27

avec A 20

dans lequel x(A) représente le point primal, solution du probléme auxiliaire de minimisation (pour
A fixé). Le probléme 11.2.2.27 est un probléme quasi non contraint, qui peut étre traité par une
méthode de minimisation sans contrainte quelconque, en tenant compte des contraintes de non-
négativité des variables duales (A 2 0).
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11.2.2.6 Résolution du Probléme Dual

Maintenant, le probléme consiste 4 déterminer le maximum de la fonction duale (11.2.2.27)

dans une suite de cOnes qui excluent les variables duales négatives. Un tel cOne peut Etre décrit par
Se={A;20,jele} 11.2.2.28

Ici , la maximisation de la fonction duale est faite  l'aide de la méthode quasi-newtonienne
BEGS (voir annexe A.I).

~ Une telle méthode fait appel aux dérivées premieres de la fonction duale. Fort heureusement,
une propriété intéressante de I'approche duale est de permeitre une €évaluation aisée de ces dérivées.

Elles sont simplement données par les contraintes primales approchées :

aﬂ:}kf{— Q‘ [ p?x + q%]cl
Ny - LU{‘-xi () x(n)-Lk 11.2.2.29

avec je Jg. Cette demiére relation montre que les dérivées premicres de la fonction duale sont aussi

continues par rapport aux variables duales A; (je J¢).

En conséquence, la direction de recherche fournie par la méthode BFGS (fonction du
gradient et de la valeur de la fonction duale) est une direction qui assure la montée de la fonction

duale par rapport aux variables duales au voisinage de xX.

11.2.2.7 Algorithme Réalisé
La procédure est donc la suivante:
0-  Aléape 0 choix de x0 (point de départ) ; k =0

1-  Alétape kenxk
- caleuler fj (xK) , j=0,1,...m
-ler test d'arrét

G fo (Xk) - fy (xk - 1)

< e, Fin ; xksolution
fo (xk-1)
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-déterminer le sous ensemble de contraintes actives J¢
- calculer Vfj (xK) , j=0etjel;

- 2eme test d'arrét
vérifier si les conditions de KUHN et TUCKER sont satisfaites, Fin : xK solution

- déterminer:
- les coefficients de linéarisation pkji et qkji
- les asymptotes mobiles UK et Lk;
- les limites mobiles oX; et PX;
j={0UJe} et i={1,...n}
- déterminer le sous probléme linéarisé

min  fo(x)

oujeJeet ok <x;<BkK ,i=1,..n

- déterminer la fonction lagrangienne

Lix A=K+ Y 45K

i=le
- minimiser L(x, A) par rapport & x
miny L(x, A)
- maximiser W(A) = miny L(x, A) avec A 20

KH-I = ?Lt + at dt

dt - vecteur direction de recherche défini par la méthode BFGS.
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a! - pas optimal défini par la méthode du nombre d'or.
- déterminer le vecteur primal correspond xk¥+1(})
- 3¢me test d'arrét

. k+1_ yk
gijfj X -Xx*

- ’se, fin : xk+1 solution
X

2-k=k+1
—4emé test d‘d.rrét.

si k > nombre maximal d'itérations, Fin.

sinon retour en 1

11.2.2.8 Exemple (SVANBERG {12])

minimiser
fo(x,y)=x~1+y?2
soumis a
1 (x, y)=o,124«/1—+33[§+§1y}- 1<0

£ (x,y) = 0,124 /1 + y2 [%m-il};]-lso

avec 0,2 <x<4,0et0,1 <y<1,6

11.2.2.26
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Tableau I1.2.2 Résultats obtenus par le code MMA (&= 5,0 x 10-4)

k X y fo f3 19)

1 0,900 0,600 1,050 0,553 - 0,018
2 1,169 0,370 1,246 0,211 - 0,400
3 1,325 0,566 1,523 0,051 - 0,329
4 1,349 0,367 1,437 0,050 - 0,483
5 1,387 0,407 1,497 10010 |-0464
6 1,418 0,350 1,502 0,006 - 0,523
7 1,411 0,373 1,505 0,001 - 0,500

Remarque: Point k = 7 correspond approximativement 3 un point de KUHN et TUCKER.

N\

Fo= 1.5
LY

N

1.5 ]

_ X1
0.5 1. /

0.5 1 1.5 2 X

4
i
-
—
N
4
-4
¥

Figure I1.2.8 Illustration de I’exemple traité par la méthode des asymptotes mobiles.
Résultats obtenus par le code MMA Tableau I11.2.2

11.2.2.9 Conclusion

Dans cette méthode, I'utilisation d'une technique de linéarisation convexe et de la formulation
duale constituent réellement deux stratégies complémentaires. Le probleme dual de maximisation
est explicite et quasi non contraint, sa solution peut étre atteinte, généralement, 2 un faible cofit de
calcul, méme dans des problémes ol le nombre de contraintes est grand.
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Pour la définition du probléme dual, nous avons introduit la notion de stratégie de sous-
ensemble de contraintes actives. Cette stratégie nous a permis d'éviter l'inconvénient de retrouver
souvent un domaine réalisable vide, quand les variables primales sont fortement non réalisables. II
faut remarquer que, lorsque cette technique est utilisée, seul le calcul du gradient des contraintes
actives est nécessaire.

D'un point de vue programmation, la méthode des asymptotes mobiles est trés robuste.
Cependant, ses principales difficultés sont :

- la détermination des asymptotes mobiles U et L, qui comme celie des limites mobiles
constitue un point extrémement délicat. Celles-ci jouent un rdle particulitrement important sur la
convergence du probléme.

- la stratégie du choix de ces parametres n'est malheureusement pas unique. Pour €tre pius
efficace, elle doit varier avec les types de problémes traités. Cependant, nous proposons des
expressions empiriques générales, que nous avons retenues apres de nombreux essais sur des

problémes les plus variés possibles.

Finalement, il faut remarquer que cette méthode d'optimisation est capable de s'étendre aux
problémes ol certaines variables primales, au lieu de varier continiment, ne prend que des valeurs
discrétes. Dans ce cas, la formulation duale devient encore plus séduisante, car les variables
primales discrétes peuvent étre facilement exprimées de fagon explicite en fonction de variables
duales continues [54]. La grande difficulté dans ce cas est lie 4 I'existence de plans dans l'espace
dual ol le gradient de la fonction duale n'est pas défini de maniére unique. Ces plans de
discontinuité compliquent la recherche du maximum du dual (probléme convexe non
différentiable).

D'un point de vue purement mathématique cette extension n'est pas rigoureusement exacte.
néanmoins, l'expérimentation numérique rapportée aux références [54,55] montre que les solutions
engendrées peuvent étre plausibles et utiles en pratique.

I1.3 Méthodes Directes Etudiées

I1.3.1 Méthodes de Programmation Quadratique Récursive



I1.3.1.1 Introduction
Les méthodes de programmation quadratique récursive consistent & remplacer le probléme
non linéaire contraint par une suite de sous problémes, obtenus en adoptant une approximation
quadratique de la fonction objectif et en linéarisant les fonctions contraintes par rapport aux
variables de conception. Leur efficacité a pour origine la prise en compte, dans une certaine
mesure, de la courbure des fonctions grice a I'utilisation de 1'approximation du hessien de la

fonction lagrangienne [35-38,48-49,56-63].

I1.3.1.2 Principe Général de la Méthode de Programmation
Quadratique Récursive

Considérons le probléme de programmation non linéaire suivant :
min  fo(x)
sous les contraintes I1.3.1.1
(x)<0 1=1,..m
xe RN
ot les fonctions doivent étre continiiment différentiables

L'idée de base de la méthode de programmation quadratique récursive consiste 2 écrire les
conditions de stationnarité de la fonction lagrangienne

L(x, 7\.)=fg(x)+ i A; fi(x
j=1

I1.3.1.2
Elles donnent lieu au systéme d'équations non linéaires :
m
Vio(xk) + Z Vi{xk) =
= I1.3.1.3

fj (x5) <0 j=1,.,m
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Si la méthode de Newton est appliquée a la résolution de ce systéme, on aura donc, a partir
d'un point (xK,\K), 2 linéariser le systéme d’équations I1.3.1.3, au voisinage de xK et ensuite 2
définir (xk+1, Ak+1) solution du systéme linéarisé

V. fo (xK) + Z I:Vfo (xk) + 2 ](xk”-xk)

+ i (k18 v, fx) =0
! 13.1.4

f{xk)+ Vy f}r(xk) (xk+1.xkj<0 -
En posant di = x¥+1 - xk le systéme 11.3.1.4 s'écrit ;

Alxk, 25 d + N (T A 4V £ (xi) = 0
M3.15

olt A(xK,\K) est I'hessien (ou une approximation) en x du lagrangien au point (xkAk) et N(x) est
le jacobien des contraintes au point xK,

I.'approximation quadratique est obtenue en notant que le vecteur solution di est également
solution du probléme d'optimisation quadratique [8-10,56-58]

dl A (xk, 1) di + dT ¥ £ (x¥)

o 1
min >
sous les contraintes I1.3.1.6

N (x¥) di +[f1 (xK).....fm (xK)]T <0

et que Ak+1 n'est autre que le vecteur des variables duales optimales de ce méme probléme

quadratique.

Apreés la résolution du sous-probléme quadratique I1.3.1.6, il faut réaliser une recherche
unidirectionnelle de maniére & trouver le nouveau vecteur de variables primales

xk+1 = xk 4+ gkdy 11.3.1.7
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ou 0 est le pas choisi pour I'itération.

Cette stratégie a ét¢ initialement proposée par WILSON , en considérant la possibilité de
construire des algorithmes généraux, pour des probléemes d'optimisation avec contraintes, sur le
principe de la méthode de Newton [8-10,38,56].

11 faut remarguer que, dans cette approche, la vitesse de'convergen'ce dépend fortement du
conditionnement du hessien de la fonction lagrangienne. Cependant, au voisinage du point optimal,
celle~ci possede les mémes caractéristiques de convergence quadratique que la méthode de Newto
[8-10,38,56-63]. '

A partir de cette approche (I1.3.1.6), nous pouvons distinguer deux algorithmes
fondamentaux [8-10,38,48-49,56-62], 4 savoir :

- 'algorithme de WILSON-HAN-POWELL
- I'algorithme de PSHENICHNY-TSENG-ARORA

Dans l'algorithme de WILSON-HAN-POWELL, toutes les contraintes sont utilisées pour la
définition du sous probléme quadratique. Ceci étant nécessaire pour s'assurer que la direction de
recherche dy est une fonction continue des variables de conception et, donc pour s'assurer de la
convergence globale de l'algorithme (HAN [57,58]). POWELL a modifié l'algorithme en
considérant A(xk,A¥) comme une approximation du hessien de la fonction lagrangienne
(AR AK)=V2, L(xk, 1K) calculée & chaque itération A partir d'une méthode du type quasi-Newton
(par exemple BFGS) [48,49].

Dans I'algorithme de PSHENICHNY-TSENG-ARORA, la convergence globale est vérifiée
en utilisant la stratégie d'un sous ensemble de contraintes considérées comme actives [52,59,62).
L'algorithme original dii & PSHENICHNY ne considere pas la possibilité d'utiliser les
informations de second ordre. Ainsi, A(xk,AK) est définie comme étant la matrice identité.
Récemment, TSENG et ARORA [62,63] ont proposé l'utilisation d'une approximation du second

ordre (quasi-Newton BFGS) pour la définition du hessien en x du lagrangien, pour la mise a jour
de la matrice A(xk,AK) dans l'algorithme de PSHENICHNY.

De cette fagon, ils ont obtenu une convergence superlinéaire de cette méthode en utilisant
l'efficacité de la stratégie des contraintes actives, avec une amélioration notoire d'un point de vue
numérique [63].
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Pour la mise en oeuvre de cette méthode, nous avons choisi l'algorithme de PSHENICHNY -
TSENG-ARORA. Cet algorithme a été retenu, car il est trés intéressant d'un point de vue pratique :
a chaque itération, il peut engendrer un sous probleme approché d'ordre plus réduit (seules les
contraintes actives sont alors prises en comptes) admettant généralement un ensemble de solutions

non vide.

11.3.1.3 Détermination du Sous Probiéme Quadratique dans
I'Algorithme de PSHENICHNY-TSENG-ARORA

Initialement, il faut remarquer que l'ensemble des contraintes considérées comme actives, au
point xk, est donné par (PSHENICHNY [52}):

Te ={ie {Loeeeym} /£ (xK) 2 F (x) - &) 11.3.1.8
oigg20et
F (xk) = max {0, f;(xX);j={1,...,m} } 11.3.19

Donc, le sous probléme quadratique approché devient :

min 1dlA (xk, KK) di + df V £y (xK)

b =

sous les contraintes 11.3.1.10
£(xk) + dL Vj(xk) <0, jel;

Pour la mise & jour de la matrice A(x¥,AK) (approximation pour le hessien en x de la fonction

lagrangienne) nous avons fait appel 4 une méthode quasi-Newton BFGS (voir Annexe A.I), Dans
cette méthode, la formule d'actualisation de la matrice A(xK,AK) fait intervenir la quantité v qui est

définie comme fonction du gradient, de 1a fonction lagrangienne, & savoir :

Te=VyxL (xk, ?Lk)-VxL(xk'l, Kk'l) 1.3.1.11

quantité qui doit donc étre évaluée a chaque itération.
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Pour I'évaluation du terme V, L(xkK,AK), nous avons adopté I'alternative de calculer les

estimations des multiplicateurs de Lagrange sur la base de contraintes actives (11.3.1.8, I1.3.1.9),
comme le vecteur A qui minimise la norme euclidienne

et de retirer de cette base les contraintes correspondant aux multiplicateurs estimés négatifs ,donc,

Viy (Xk) + 2 ?t.j VfJ (Xk)
€l

11.3.1.12

nous aurons l'ensemble J¢* et ainsi 'expression du gradient donnée par

Vil (xk, 7Lk) =Vt (x¥) + 2 A VE{xk)
jent 11.3.1.13

Finalement, il faut remarquer que l'approximation du hessien A(xk,Ak) est obtenue

directement de I'algorithme BFGS en considérant les modifications proposées par Powell. Elles
assurent la conservation de la positivité de A(xk,\X) et imposent une stabilité numérique trés peu

sensible aux changements d'échelle des variables [48-49].

I1.3.1.4 Résolution du Sous Probleme Quadratique (ou Détermination
du Vecteur Direction de Recherche di)

Pour la résolution du sous probléme quadratique, nous avons adopté 1'algorithme proposé
par GILL et al [8] et BETTS [64].

De fagon a simplifier I'écriture de cet algorithme, nous avons réécrit le sous probléme
quadratique 11.3.1.10 sous la forme :

min d?;(nxl)A(ﬂxn)dk(nxl)+bT(nx1) dg(nx 1)

b =

soumis & 11.3.1.14
NT(pxn) de(nx1) +C{px1)<0

ot N(nxp) est la matrice des gradients des contraintes actives Jg, b(n x 1) = Vfg(xk),
C(px1)=[...fj(xk)...] avec je I¢, p est la dimension de l'ensemble J; (contraintes actives et qui
engendrent vecteurs gradient linéairement indépendants) et n est la dimension de I'espace de
conception,
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Algorithme pour le calcul du vecteur di
1 - Factorisation de NT(p x n) par la méthode de Householder (rang de NT est p < n)
NT(pxn)=[R(pxp) O(pxn-p)]Qinxn)
ot R est une matrice carrée triangulaire supérieure et Q est une matrice orthogonale (QTQ = I).
2 - Déterminer la matrice triangulaire inférieure N1(p x p)
NT(pxn) Quxn)=[Ni(pxp) O(pxn-p]
3 - Résoudre le systeme triangulaire inférieur

Ni{pxp)yilpx1)=Cpx1)

4 - Déterminer la matrice Ai(n X n)
A{(nxn)=QT (nxn). A(n xn)Qn x n)
5 - Ecrire la matrice Aj(n x n) par bloc

Ani(pxp) Ap(pxn-p)
A, (nxn) =
Agi{n-pxp) An(n-pxn-p)
6 - Déterminer le vecteur bj(nx 1)
by(nx1) = Qf(nxn)b{nx 1)

7 - Ecrire le vecteur by{n x 1) par blocs

bii(px 1)
bi(nx1) =

biam-px 1)

i 8 - Déterminer le vecteur bao(n -px 1)
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ba{n-px1) =bia{n-px1)-Ax(n-pxp)yi{px1)

9 - y2 (n - p x 1) est déterminé comme le vecteur qui minimise la norme euclidienne
||A22(n-pxn~p) y2{n-px1)-by(n-px 1)”

10 - Déterminer le vecteur solution dg(nx 1)

di(nx1})=Q(nxn).y(nx1)

yi(px1)
yxl1) =
y2(n-px1)

I1.3.1.5 Calcul du Pas ok

Une fois que la direction de recherche di a ét€ déterminée, le nouveau vecteur de conception

xk+1 est obtenu par I'équation

xktl = xk 4 o dy

I1.3.1.15

PSHENICHNY [52] propose que la détermination du pas oy soit faite en minimisant la

fonction suivante:

& (x) = fo{x) + r F(x)

ol r est une constante réelle qui respecte la condition:

rz Y [

j€le

et le terme F(x) est déterminé par I'équation 11.3.1.9.

IL.3.1.16

11.3.1.17
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Dans son algorithme, PSHENICHNY [52] propose une fagon simplifi€ée pour résoudre cette
o
recherche unidirectionnelle. Ceci, en choisissant ok comme étant égal 4 0,57 , ol T* doit &tre le plus
petit entier qui satisfait la condition :
@ (xk +0,514,) < @ (x4) - 0,5' B laul P 1.3.1.18

avecO<f<l.

La difficulté de cette recherche a pour origine le caractére non explicite des fonctions fo(x) et
F(x), qui constituent la fonction &(x). Nous avons surmonté cette difficulté en utilisant une

linéarisation convexe de J(x) (STARNES et HAFTKA [50]) autour du point xk (eqs.11.2.1.19 et
11.2.1.20). Donc une seule analyse éléments finis est nécessaire a chaque itération.
I1.3.1.6 Algorithme Réalisé
La procédure est la suivante
0- A l'étape O choisir x0 (point de départ) ; k=0
1- Alétapekenxk
- calculer f; xk) j=0,1..m

- ler test d'arrét

fo (xK) - fo (xk-1)
fo (xk-1)

si < ¢, Fin : xk solution

- déterminer le sous ensemble de contraintes actives Jg

- 2eme test d'arrét
si condition de KUHN et TUCKER satisfaites, Fin : xK solution

- calculer les estimations des multiplicateurs de Lagrange sur la base des contraintes
actives et retenir Kj avec je Jg*.

- calculer le terme Vy L(xK,AK)
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VoL (xk, 25 =V o () + 3 A,V £ (xK)
j€le

- déterminer l'approximation du hessien du lagrangien en utilisant l'algorithme
BFGS

Alxk, A) = V21 [xk, 3¥)
- déterminer le sous probléme quadratique
min LdfA (xk, 25 d + ¥ £o{xk)T dy
soumis &

Vi(xk) dy + £5(xK) <0, j € Jg
- déterminer le vecteur di solution du sous probléme quadratique
- 3eme test d'arrét

si|| dg |} < &, Fin : xk solution

- déterminer le pas o qui satisfait
D (xk + o di) < D (xK) - 0y B] di [

- déterminer xk+1
xK+1 = xk 4 g di

- 4eme test d'arrét

_”xk-ﬂ_xkl]

si <&, Fin: xk+1 solution
| xx|]

k=k+1
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- Seme test d'arrét
si k > nombre maximal d'itérations ; Fin.

sinon retour en 1

11.3.1.7 Exemple (SVANBERG [12])

minimiser

fo (x,y)=x+1+y2

soumis &

£1 (%, y) | 0124*\/1+y {3_ mL]. o”

X

><

fr (x,y) = 0,124 41 + [% Ly] 1<0

vec (2 < x 409“’]1(}1,”6

Tableau I1.2.3 Résultats obtenus code RQP (& = 5,0 x 10-4)

X y fo f fa dg

0,900 0,600 1,050 0,553 0,018 0,851 - 1,000

1,115 0,347 1,181 0,281 - 0,397 1,000 0,116

1,365 0,375 1,458 0,035 - 0,482 1,000 0,052

1,397 0,376 1,492 0,011 - 0,493 1,000 0,037

1,404 0,377 1,501 0,005 |- 0,495 1,000 0,018

= W LW T VN E UV 1 P B

1,408 0,377 1,505 0,002 - 0,497

Remarque : Point k = 6 correspond approximativement & un point de KUHN et TUCKER.
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Figure I1.3.1: Illustration de I'exemple traité par la méthode de programmation quadratique
récursive, Résultats obtenus code RQP Tableau I1.2.3

11.3.1.8 Conclusion

Cet algorithme constitue une méthode directe qui utilise les caractéristiques des méthodes duales.
Ceci, en faisant intervenir, dans les calculs de mise a jour de A(xK,AK), les multiplicateurs de

Lagrange associés au sous-probléme quadratique approché, lequel détermine la direction de
recherche.

Comme A(xK,AK) contient 2 chaque itération des informations sur la courbure de la fonction
objectif et des fonctions contraintes, la convergence superlinéaire peut étre obtenue. Ce fait rend cet
algorithme tres attrayant dans le domaine de la programmation non linéaire.

Une caractéristique remarquable de cet algorithme est sa tendance naturelle 4 engendrer une suite de
conceptions admissibles toujours améliorées.
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11.3.2 Méthode de I'Ellipsoide
11.3.2.1 Introduction

La méthode de l'ellipsoide fait partie d'une famille d'algorithmes particulierement
intéressants, car elle est capable de traiter des problémes d'optimisation convexe oil les fonctions
considérées sont non partout différentiables [9,39,41]. Elle utilise le concept de sous-gradient (ou
sous-différentiel) (Annexe A.Il) d'une fonction en un point donné.

Initialement, cette méthode développée par SHOR[65], IUDIN et NEMIROVSKII [66], ne
‘semblait pas présenter un grand intérét pratique, car généralement les méthodes de sous-gradient -
présentent une faible vitesse de convergence. Cependant, depuis les travaux de KHACHIAN [67]
(temps de résolution polynominal en fonction de la taille du probléme), I'algorithme a fait I'objet de
nombreuses expériences numériques.

L'efficacité d'un algorithme de sous-gradient dépend essentiellement du conditionnement des
fonctions qui engendrent le probléme. Ainsi, SHOR [65], TUDIN et NEMIROV SKII [66] ont
utilisé le changement de métrique dans le but d'obtenir un meilleur conditionnement des fonctions,
et donc une accélération de la convergence.
I11.3.2.2 Principe Général de la Méthode de I'Ellipsoide
Considérons le probléme

minimiser fo(x)

soumis a I1.3.2.1
fix}<0,j=12,..m

avec xS x; < x#* L i=1, 2,..,n

ol les fonctions fo(x) et fj(x) (j=1,2,...,m) sont supposées convexes non partout différentiables
(sous-différentiables).

La méthode de 'ellipsoide, dont la théorie est introduite en 1977 [65,66], constitue la base
d'une famille d'algorithmes combinant les principes des méthodes des sous-gradients avec ceux
des méthodes quasi-newtoniennes.
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Si nous considérons un probieme en deux dimensions (n=2), géométriquement cette

procédure peut €tre interprétée de la fagon suivante :

Initialement nous savons que 1'optimum cherché x* est localisé dans une ellipse E¢ (ou une
sphére) de centre x0 définie par I'ensemble des points x qui vérifient:

Ey = {x/(x x0T Q! {x - x9) < 0} - 11.3.2.2

ot Qp doit étre une matrice symétrique définie positive que , pour des raisons de simplicité, nous
choisissons comme étant donnée par:

Qo = diagonal [43, a3] 11.3.2.3
ou aj est le demi grand axe de Eg et a3 est son demi petit axe (figure 11.3.2)
A partir d'un sous-gradient (ou gradient) g0 déterminé comme étant :
ofy (xo) si max fj (xo) <0 j=1.2,..m
gl = 11324

Of(x0) si max f; (x0) = £;{x0) >0 j=12,.m

ol 0fp(x0) est un sous gradient (ou gradient) de fo en x0, et Ofjx(x0) est un sous gradient (ou
gradient) de fix en x0, 1a procédure construit I'ellipse Ej, qui contient 1a demi ellipse

Bo=Eon{x/- (g9 (x-x0)> 0} 11.3.2.5

Comme les fonctions considérées sont convexes, le point x*e Eg et par conséquent
x*e Ej (figure I11.3.2).
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Figure I1.3.2 Interprétation géométrique de la méthode de l'ellipsoide en considérant
initialement Eg. L'optimum x*e Eq (en hachures) et aussi 4 la nouvelle ellipse générée Ej.

BLAND et al {68] ont démontré que I'ellipse Ej engendrée par la procédure, est l'ellipse de
volume minimal qui contient Eq. Autrement dit, E; est I'unique ellipse ayant méme intersection que
Eg avec le demi plan {x /- 0)T(x - x0) 2 0} et tangente en P & Eg (figure I1.3.2) (le point P étant
tel que xOP est la direction conjuguée du sous espace {x / (g%)Tx = 0 } par rapport 2 l'ellipse Eg).

L'ellipse E1, centrée en x!, est défini par I'ensemble des points x qui satisfont
Ey = (x/{x-x1) Q! (x - x1) < 1] 113.2.6

oll Q1 est déterminé par

-_n? 2 T
Q nz-l[QO n+1d°d0] 1.3.2.7

do = — 08
V(8T Qog? 1.3.2.8

et le centre x! est défini par:

1=0.__1
Xi=x- g do 11.3.2.9
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SHOR [65] a démontré que, aprés avoir utilisé cette procédure, les volumes V(E1) et V(Ep)
satisfont la relation:

V(EO) n + 1 n2 1 11.3.2.10

Cela veut dire que, cetté méthode converge selon une progression géométrique de raison qy,
laquelle ne dépend que de la dimension de 'espace.

Ainsi, 2 l'itération k, avec le sous gradient gk déterminé par I'équation [1.3.2.4, Ia
solution x* sera nécessairement contenue dans la demi ellipse

B =B N {x/- (@) (x - xk) 2 0} 0.3.2.11

et qui détermine par conséquent la nouvelle ellipse Ey, de centre xk+1, B, 1 contient le point x* et
d'un volume strictement inférieur au volume de Ej.

I1.3.2.3 Evolution de 1I'Opérateur (Matrice de la Métrique) Qy

Il semble d'apres les expériences numériques rapportées par de nombreux auteurs
[35,37,39,68,70], que cette procédure soit loin de concurrencer les méthodes dites duales ou qui
utilisent 1a notion de dualité.

Or pour des applications pratiques, les techniques d'optimisation n'ont d'intérét que si elles
sont capables de conduire au résultat en un faible nombre d'itérations.

En 1979, SHOR et GERSHOVICH [69] ont proposé I'utilisation de la technique de coupe
profonde (deep cuts) dans le but d'accélérer la vitesse de convergence de cette méthode. La
technique de coupe profonde consiste a déterminer un nouvel ellipsoide Ey, 1 (itération k) de
volume plus petit que celui dit de volume minimal engendré par la procédure originale (eq.11.3.2.6)
et qui soit encore capable de contenir x*. Cependant, de nombreux auteurs ont mis en évidence que
cette technique est complexe et encore mal connue [39,68,70].

D'apres nos expériences numériques et de nombreux auteurs [35,37,39], la convergence et
la stabilité de cette procédure dépendent de fagon critique de 1'évolution de 'opérateur Qi (ou
matrice de la métrique).
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En considérant cet aspect, nous avons proposé l'utilisation d'une transformation capa‘tzklc de
remplacer la matrice Qx+1 (engendrée par la procédure originale) par une variante diagonale Q ..

Dans la procédure originale la matrice Q41 est donnée par :

= n? __2 ddT
Qc+1 112-1[(2k n+1 k“] 1.3.2.12

Nous avons adopté la procédure suivante pour la détermination d'une matrice diagonale

ol
. % k+1
g+ =min (15, 25 11.3.2.14

A est la valeur propre i de QK (matrice de la métrique actuelle) et Ak+1 est 1a valeur propre i de
Qk+1 (matrice de 1a métrique actualisée eq.11.3.2.12),

Cependant, & proximité de la solution, & cause des faibles dimensions de Qg+1
(I1.3.2.12), toute réduction de celle-ci Q*k+1 (11.3.2.13), aussi faible qu'elle soit, peut entrainer la
non convergence de la méthode. Le paramétre 2 1 a €t€ introduit comme un moyen trés simple

d'assurer la convergence. Dés que le nombre d'itérations devient important, o doit étre pris

légerement supérieur a 1.
I1.3.2.4 Algorithme Réalisé

0- A 1'étape 0 choisir x0 (point de départ) et déterminer Qp comme étant
Qo = diagonal [q11,......qnnl
avec gj= max((x?- xmin)? (xmax_ x?)z} i=1,.,n

1-  Aléapekenxk
- caleuler f; (xk) , j = 0,1,..,m

- ler test d'arrét
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fo (xK) - fo (xk-1)

<e, Fin : xk solution
fo (xk-1)

- Déterminer le sous ensemble de contraintes actives Jg (algorithme de PSHENICHNY)

- Calculer les sous gradients ij(xk) (ou les gradients ij(xk)), j=0etjele

- 2tme test d'arrét
vérifier si les conditions de KUHN et TUCKER sont satisfaites , Fin: xK solution

- Déterminer le sous gradient (ou gradient)
3fo (xk) {ou Vi (xk)) simax £;(xk)< 0 j=12,..m

gk =
af* () (ou V¥ () simax (x5 = (<) > 0 j = 1.2..m

- 3eme test d'arrét
si Il gkl <e, fin : xK solution
- Calculer le vecteur direction de recherche

si (g7 Qg gk>0

k
Y-

V(g9 Qg
sinon Fin.

-Déterminer xk+1

xk+l=xk. 1

n+1dk

-3éme test d'arrét



-7 -

] ka+1_xk”

si <e¢, Fin : xk*! solution
|| xk|] ’

- Déterminer la nouvelle matrice de métrique Qx 41

Qur1 = 2 [Qe- 2 d ]
n

2.1 n+1
- Déterminer les valeurs propres de Q41 (A calculé par la méthode QR)
AT = (A K+, AgK+])
Qis1 = diag {or gfil...., o gl
avec q;¥t! = min (A, Ak+]),i=1..,n et a2z1
k=k+1
4eme tegt d'arrét

st k > nombre maximal d'itérations ; Fin,

sinon retour en 1.

I1.3.2.5 Exemple (SYANBERG [12})

minimiser
fox,y)=x+1+y?
soumis a

fi (x, y)= 0,124 4T+ y2 [%+%]-1so

£, (x,y) = 0,124 4/1 + y2 [%551?] 10
avec 0,2 <x<4,0et0,1 <y<1,6
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Tableau I1.2.4. Résultats obtenus code EM (e = 5,0 x 10-4)

k X y £y f fr dg
1 0,900 | 0,600 | 1,050 | 0,553 | 0,018 |-3,189 | 0456
2 1,963 | 0448 | 2,151 |-0292 |-0601 | 2893 | 0942
3 0998 | 0211 | 1,020 | 0,617 |-0586 |-0,758 |[-1.722
4 1,251 | 0,785 | 1,591 | 0,168 |-0,153 |-2.850 | 0203
5 2,201 | 0,717 | 2,709 [-0348 |-0542 | 1,692 | 0,667
6 1,637 | 0494 | 1,827 [-0,153 {-0495 | 1465 | 0,044
7 1,149 | 0480 | 1275 | 0207 |-0291 |-1.847 |-1,557
8 1,764 | 0485 | 1961 |-0214 [-0536 | 1,112 | 0324
9 1,389 | 0,378 | 1.485 | 0016 |- 0,489

Remarque : Point k = 9 correspond approximativement  un point de KUHN et TUCKER.

Methode EN

Figure IL.3.3: Tllustration ae 'exemple traité par la méthode de I'éllipsoide. Résultats obtenus

code EM (Tableau I1.2.4)
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I11.3.2.6 Conclusion

Du point de vue de la programmation, cette technique est encore loin de concurrencer les
méthodes dites duales ou qui utilisent la notion de dualité. Par contre, elle présente I'avantage
important d'une mise en oeuvre trés simple, elle est plus robuste et la convergence globale est
souvent plus facile a obtenir.

La technique consistant A remplacer l'opérateur Q.1 par une variante diagonale introduit
une difficulté additionnelle, qui est la nécessité d'évaluer les valeurs propres de Qx41 & chaque
itération ; en contrepartie la séquence de solutions engendrées peut assurer une décroissance plus
.- monotone de la fonction objectif. - ‘

I1.4 Conclusion

Ce chapitre, nous a permis de présenter d'une maniére concise les aspects théoriques des
méthodes de programmation non linéaire que nous avons choisies pour mener notre €tude.

Nous avons étudié ces méthodes d'optimisation en vue de les adapter et de les appliquer & la
conception des dispositifs électrotechniques, oil les équations d'état électromagnétiques sont
résolues par la méthode des éléments finis.

Dans ce chapitre, nous avons pu surmonter certaines difficultés liées & la mise en oeuvre de
ces techniques, en proposant des modifications adaptées aux problémes de conception de forme i
l'aide d'une méthode d'analyse numérique (méthode des éléments finis).

Enfin, nous croyons que la compréhension et la diffusion de telles techniques dépendent
surtout de la possibilité d'intégration de celles-ci dans des logiciels interactifs dédiés aux tiches de
la conception, tels que le pré et post-processeur des programmes d'éléments finis (par exemple
FLUX 2D, FLUX 3D etc). C'est dans cet esprit que, dans le chapitre suivant, ces techniques

d'optimisation de forme seront envisagées dans le contexte de la méthode des €léments finis.
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CHAPITRE 1II

LA METHODE DES ELEMENTS FINIS ET LA PROGRAMMATION
| MATHEMATIQUE APPLIQUEES A L'ELECTROTECHNIQUE

:,Nous allons mamtenant concentrer nos efforts sur le développement et la compréhension

d un systeme de synthese de forme, basé sur I'utilisation conjointe d'analyses par la méthode des
_ élpr_nen__ts ﬁms et d'algole__th_r_nes de programmanon mathématique.

Rcmarquons en prehmmalre, que jusqu'au début des années soixante dix, la combinaison
:f:de ces techmques étalt uréahste a cause du colit prohibitif du processus itératif.

i De nos _]ours l'assomatlon d'un algorithme d'optimisation avec un code de calcul par
eléments ﬁms est devenue viable principalement grice a I'évolution rapide de la puissance et de la
.:-:dlspomblhtc des moyens de calcul digitaux.

S Au cours de ce chapm'c nous rappellerons tout d'abord les principes de base de la méthode
i _-_des éléments ﬁms Ensu1tc nous décrirons plus en détail I'organisation des logiciels €léments finis
-'-qul prennent en compte la représentation paramétrique des données géométriques et physiques.
. ""'_-Ccttc orgamsatlon rcnd possible I'intégration harmonieuse de ces logiciels dans un contexte
| _-optlrmsanon ass1stce de systémes. Finalement, nous présenterons l'architecture d'un logiciel
L d optmusauon de formc avec analysc par la méthode des éléments finis.

: IIIlLaMethOde des Eléments Finis
S ;'3 _III:.l_.,l., _ _Introduction

e e La méthodc des €léments finis a ét€ introduite, dans le domaine de l'ingénierie, en 1950 par
= "3:2'_,__22:_'_des 1ngemeurs de l‘aeronauthuc confrontés a des probleémes de calcul de structures complexes.
: -Au;ourd’hm son champ d'application est tres vaste. Elle est
"f-uullsee dans de nombreux domaines : nucléaire, biologie, mécanique, €lectrotechnique, thermique,
f_blomecamque, gé0phy81qlle etc...



| ;_8'1_'._...'

Cette partie est consacrée & un bref rappel des pr1n01pes de Ia méthode des clemen ﬁ'ms

ainsi qu'a des considérations générales sur les 10g101els éléments ﬁms : _'

Les premiéres applications en électrctechmquc ont eu heu dans lcs années"'iO etnontc

depuis, de se développer sous la forme de loglcxcls polyvalents et ﬁables dcstmés‘_'a' a recherche e
aussi 2 l'industrie (FLUX2D, FLUX3D, PE2D, TOSCA ) ' fhn

IL.1.2 Prmcxpe de la Méthode des Elements FllllS

Le principe de la méthode des élements ﬁms repose sur lc concept sunple dc _:prése

du comportement physique d'un milieu continu & l'aJdc d un modéle mathémathué Ce
obtenu en découpant le domaine gcomémquc detude en sous domamcs (clements
simples (éléments de forme linéique, mangulalrc, tétraédnque, etc""") La fonction in

potentiel scalaire, un potentiel vecteur, une comb:malson potentlel scalau'e et vccteur, ) est alor:
construite par morceau a partir de chacun des éléments A I'mterleur d'un élement 1a :_:onctm'

représentative du systéme est obtenue par mterpolatlon polynormalc a partlr'__ _'es valeurs__dc-‘ :
inconnues aux noeuds. Ces inconnues doivent vérifier localement. Ics équatlons aux dérl es.
partielles, les conditions de continuité et les condmons aux hrmtes 1mposées Iors de déﬁmtton di

probléme.

Ainsi, cette méthode constitue un 0ut11 qm pcrmet de transformer un systeme d'eq tio
aux dérivées partielles associ€ 4 des condmons aux lumtes en un systéme d'ec';uatIons al gébnque

II.1.3 L Electrotechmque et lAnalyse par la Methode des Eléments
Finis

En électrotechnique, ce sont les éq'uations’ de_Maxwéu qu'i_ mterv1ennc

Généralement, la résolution de ces équatlons dans leur 1ntegrahté €St I _p complexe

Heureusement, selon les applications ccrtams phénoménes peuvcnt etrc négllgés sans ﬁuc la
précision des résultats soit affectée. Nous pouvons donc, déﬁmr certams modéles adaptés "'ux
différentes classes de problemes régis par les équatzons de Maxwell [72 74375]5

Dans le cadre de la préscntc etude nous nous mteressons aux modeles €lec tromagnéthues

adaptés aux phénomeénes i basses fréquences. Les prmcxpales classes de problémcs et lcs '
formulations respectives sont présentées sur les tableaux III 1. 1 III 1 2 III L. 3' t 11.1.4 [72;
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Tableau III.1.1 : Modgle électrostatique

METHODE

EQUATION

VARIABLE

Potentiel scalaire électrique

div (€ grad V)+p=0

v

Propriétés ; permitivité €, charges p

Tableau I11.1.2 : Modeles électrocinétiques

METHODE

EQUATION

VARIABLE

Tension €lectrique

div(c grady) =0

\J

Potentiel vecteur électrique

rot(-(_l; rot(T)) = 0

T

~Propriétés : Conductivité électrique ¢ .

‘Tableau I11.1.3 : Modéles magnétostatiques

METHODE

EQUATION

VARIABLE

Potentiel scalaire magnétique
total

div (4 grad ¢} =0

¢

Potentiel scalaire magnétiquej
réduit

div (1 (- grad O + Hp)=0

or

Potentiel vecteur magnétique

rot(lrotA)J:O
i)

A

Propriétés : Perméabilité ., courant source J, champ source H;

Tableau I11.1.4 : Modéles magnétodynamiques

METHODE

EQUATION

VARIABLE

Champ magnétique

rot(—é—rotH)+u%=0

potentiel vecteur magnétique
modifié

rot (lrot A*)+ o%-*-= 0
1l ot

Potentiel vecteur magnétique

potentiel scalaire €lectrique

rot(&rotA)+o(%?—+grad V)=O

o [of22 + mav] -0

Potentiel vecteur électrique

Potentiel scalaire magnétique

rot%rotT)+ u%(T» grad Q] =0

div[p(T - grad Q)] =0

Propriétés : Perméabilité u, Conductivité ¢
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II1.1.4 Formulation Intégrale des Problémes

La méthode des éléments finis est basée sur une formulation intégrale du phénoméne étudié,
et non pas sur la forme différentielle que représentent les équations aux dérivées partielles
(Tableaux II.1.1 - II1.1.4) auxquelles sont associées les conditions aux limites. Cette formulation
peut €tre du type variationnel (méthode de RITZ) ou de type projectif (méthode de GALERKIN)

[71,73] ete... | S | R | |

La formulation variationnelle consiste & transposer le probléme aux dérivées partielles en un
probléme d'extrémalisation d'intégrale, ol I'équivalence entre les deux est assurée grice 2
I'équation d'EULER [71,73]. Dans le domaine de l'électromagnétisme, la formulation
variationnelle est particulierement intéressante, parce qu'elle est directement liée a I'énergie du
systeme étudié.

L'intégrale & minimiser se présente sous la forme suivante :

I=f FodV + stdS :
0 S I1I1.1.4.1

ol £2 représente le domaine d'étude et S sa surface périphérique. Le terme Fg prend en compte les
équations aux dérivées partielles alors que Fy tient compte des conditions aux limites. Les fonctions
Fq et Fy dépendent d'un ensemble de fonctions u (potentiel scalaire, vectoriel, eic...), de leurs

,o #» . e au s e
- dérivées partielles par rapport aux coordonnées (;3_"“) et éventuellement des coordonnées x, y et z.
X

En général, la fonctionnelle est construite a partir du principe de I'action hamiltonienne [71].

Pour illustrer la formulation du type projectif, considérons le probléme continu représenté
par le systeme d'équations aux dérivées partielles :

L(u)-f=0 surle domaine 111.1.4.2
C(u)-g=0 surles frontieres I IL1.4.3

La résolution du probléme se traduit par la recherche d'une fonction u, ol le résidu :
Rw)=L(u)-f I11.1.4.4

est nul et I'équation I11.1.4.3 est vérifiée.
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La méthode consiste 4 remplacer les équations aux dérivées partielles I11.1.4.2 par la forme
intégrale suivante :

[ VRu)dV = [ v(Lu)-f)dV=0
Q Q 11.1.4.5

ol est une fonction qui appartient & l'ensemble de fonctions de pondération Ey. Si Ey est de

dimension infinie, 'équivalence entre le probléme aux dérivées partielles et sa formulation intgrale

est assurée. Si Ey est de dimension ﬁme, ce qul correspond aux cas prathues la solution obtenuc
-par la formulation mtegrale ne constitue qu'une approxnnatlon de la solution exacte [71 731, |

II1.1.5 Discrétisation de la Formulation Intégrale des Problémes
Considérons la formulation intégrale 111.1.4.5. La méthode des éléments finis nodaux

consiste & remplacer la forme intégrale I1.1.4.5 par un systeme d'équations discret, ol la fonction
inconnue u(x, y, z) est approchée par la combinaison linéaire suivante :

2z

udiscrel(xs Y.z Z x Y. z I11.1.5.1

od N est le nombre de noeuds du systéme et ot les fonctions d'interpolation connues oj(x,y,z)

indépendantes présentent, entre autres, la caractéristique suivante :

oi(x,y,z) = 1 aunoeudi
II1.1.5.2
oi(x,y,z) = 0 pour tous les autres noeuds

Les u; sont les variables inconnues qui doivent étre déterminées pour fournir une solution
approchée.

Si nous considérons Wi comme étant une fonction de pondération et oj une fonction
d'interpolation, rendre nulle l'équation I11.1.4.5, pour I'ensemble des fonctions de pondération,
revient & résoudre le systéme sous la forme matricielle suivante :

MU=§8 I11.1.5.3
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ol M est une matrice et S un vecteur, ayant pour coefficient les termes suivants :

M;; = ] vil{o;)d v
o 111.1.5.4

S = [ wifdV |
0 1.1.5.5

Le vecteur U correspond aux variables nodales inconnues.
Il faut remarquer que les fonctions d'interpolation propres a chaque élément fini du
domaine, doivent respecter au passage entre deux éléments voisins des conditions de continuité

compatibles avec celles imposées par la nature du probléme.

Comme deuxiéme remarque, nous avons l'équivalence de la méthode variationnelle avec la
méthode des résidus pondérés si l'opérateur L est auto-adjoint, c'est  dire :

f yil{w)d V = [ ul{yi}d V
Q 0 IL1.5.6

I1I.1.6 Méthode des Eléments Finis en Magnétostatique (Formulation
Variationnelle)
II1.1.6.1 Choix d'une fonctionnelle

Dans cette partie, nous développons, A titre d'exemple la résolution par la méthode des
éléments finis d'un probléme magnétostatique.

Dans le domaine de la magnétostatique, les €quations & résoudre, s'écrivent :

rotH=]J II1.1.6.1
divB=0 II.1.6.2

ot H est le vecteur champ magnétique (A / m), J est la densité de courant (A / m?2) et B est le
vecteur induction magnétigue (T).
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De plus, nous pouvons ajouter la relation qui décrit la propriété magnétique du matériau :
B =u0er+Br III.1.6.3
oll Ho est la perméabilité du vide (4 ® 10-7 H/ m), i, est la perméabilité relative du matériau et By
est I'induction rémanente (T).
I11.1.6.2 Formulation en Potentiel Vecteur
L'utilisation du potentiel vecteur A peut simplifier le systtme d'équations III.1.6.1,
I1.1.6.2 et II1.1.6.3 qui définissent le probléme magnétostatique. Le vecteur induction
"~ ‘magnetique B est défini par : ' ' ' '
B =rot A HL.1.6.4
L'équation II1.1.6.1 devient :
rot [l rot A] =17 II1.1.6.5
et I'équation I11.1.6.2 :

div (rot A) =0 M1.1.6.6

Pour assurer l'unicité de la solution, une contrainte supplémentaire doit étre imposée, par
exemple la jauge de COULOMB :

divA=0 HI.1.6.7

Le probléme aux dérivées partielles 111.1.6.5 et II1.1.6.6 peut, alors, étre transformé en un
probléme variationnel équivalant (COULOMB [21,74]). La fonctionnelle d'énergie a la forme
suivante :

F(A) = ] [% Wl (ot AP -T AV + [ Tul(divApdv
o Q 11.1.6.8

Si nous nous plagons dans le cas tridimensionnel, considérant que des €léments finis
tétraédriques d'ordre p (p =1,2,...) sont utilisés et que le maillage du domaine posséde N noeuds,
alors, 3 l'intérieur du domaine la fonction inconnue A(x,y,z) sera la suivante :
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Z

Ax,y,z Z (X, ¥, z

= I1.1.6.9

ol Aj est la valeur nodale du vecteur potentiel au noeud i et ¢ est la fonction d'interpolation

associée.

Les composantes Aj du vecteur A inconnu, solution du probleéme discret, sont déterminées
a partir du principe de stationnarité, c'est & dire :
oF

= =0
0A; 11.1.6.10

que nous pouvons écrire comme :

aF'" aBT a o, OAT
II1.1.6.11

ol l'indice T représente la transposition. Selon COULOMB [21,74], nous pouvons encore l'écrire
sous la forme :

oF

A= f [-gradaixH+gTad0tiu‘ldivA-aiJ]dV
i
Q

I1.1.6.12

avec J et | des fonctions d'espace connues, H fonction de B, B étant déterminé 2 partir des

inconnues A; par:

N
B= 2 grad o; x A4
i=1 I11.1.6.13

et div A donne par:

N
divA= Y grad oy x A;
i=1 111.1.6.14

Si nous considérons les problémes magnétostatiques avec le domaine {2 constitué d'un

matériau linéaire anisotrope, le systéme matriciel & résoudre est alors le suivant ;
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MA=S I11.1.6.15
ol
Si= f[a;]+gradaich]dV
Q I11.1.6.16
et
oBT oB
M; = aAplaTﬂl grada,grada dv

TM1617

ol H est le champ rémanent et W est un tenseur de perméabilité indépendant de l'induction B.

II1.1.7 Exploitation des Résultats

La simulation d'un probléme électromagnétique par la méthode des éléments finis peut
apporter & l'utilisateur des informations numériques locales (exemple : le champ magnétique,
l'induction magnétique, etc...) ou globales (exemple : les forces €lectromagnétiques, le flux,
etc...).

Considérons, pour illustrer notre propos, un probléme magnétostatique, résolu a travers le
potentiel vecteur magnétique. La variable d'état est interpolée a partir des fonctions de forme o du

maillage éléments finis par la formule :

AZ ofx, vy, z

111.1.7.1
ol les Aj représentent les résultats bruts de la résolution par la méthode des €léments finis.

De ces résultats bruts, nous pouvons déduire un certain nombre de quantités significatives

pour l'utilisateur :
- Le potentiel magnétique au point p de coordonnées (xp,yp.2p)

A= 2 ai(Xp, yp, Zp) Ay
Im.1.7.2
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- L'induction magnétique au point p

B= Z V ai(xp, yp ,ZP) X A
i I1.1.7.3

- Le champ magnétique au point p
H=uB _ mL1.7.4

- L'énergie électromagnétique dans le domaine €2

B
W= ] J HdBdV
Q Jo III.1.7.5

- Calcul de la force magnétique exercée sur un objet rigide, définie par une surface
englobante S

F= ] [u(Hn)H-%—Hzn ds
S IL.1.7.6

ol n est le vecteur unitaire sortant normal 4 14 surface S

- Calcul du couple par le tenseur du Maxwell

c=] [u(ﬂ n)(rxH)-%Hz(rxn) ds
s 1.1.7.7

ol r est le rayon vecteur du point courant de S par rapport a I'axe de rotation.

- Calcul du couple par la méthode des travaux virtuels [17-21]

00
5 I1.1.7.8

B
C=-aﬂ=~[Ha—Bds- [ HdB -2 (ds)
S 4]

ol O est I'angle qui mesure la rotation virtuelle.
gleq
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- Etc...

HI1.2 Les Logiciels Eléments Finis
II1.2.1 Introduction

Dans le processus de conception d'un dispositif électrotechnique par la méthode des
éléments finis, nous pouvons distinguer trois étapes : la création des informations qui décrivent le
systéme physique étudié, la construction et la résolution des équations du modele mathématique qui
représente le systéme physique étudié et la présentation & I'utilisateur des résultats générés par
celui-ci (voir figure 1I1.2.1).

Pré - processeur
géométrie
maillage
propriétés physiques des matériaux

conditions aux limites

Y

Processeur central

résolution

'

Post - processeur

exploitation

Figure IIL.2.1 : Différentes étapes dans la conception par la méthode des éléments finis

COULOMB en 81 [21] propose une organisation originale pour les logiciels de calcul de
champ, intégrant la définition paramétrique des objets. Cette structure apporte une grande
souplesse d'utilisation. Par ailleurs, elle rend possible l'intégration de ces logiciels dans les
processus de conception assistée par ordinateur.
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Dans Ia partie qui suit, nous nous proposons de discuter quelques aspects de cette structure
particulierement intéressants dans le contexte de I'optimisation assistée de systémes.

I11.2.1 Les Logiciels Eiéments Finis Adaptés a la Définition
Paramétrique

Dans les logiciels éléments finis (FLUX2D, FLUX3D) développés au Laboratoire
d'Electrotechnique de Grenoble, la définition paramétrique des dimensions et caractéristiques
physiques est une préoccupation particulierement importante.

L'utilisation de cette définition paramétrique permet de réduire sensiblement les boucles de calcul
des grandeurs étudiées, et aussi les modifications de nature géométriques ou physiques en
n'imposant pas nécessairement un retour a la case départ du processus de simulation,

La figure I11.2.2 montre la structure générale de ces logiciels [21].
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Pré - processeur

parametres géométriques
géométrie
maillage
propriétés physiques des matériaux
conditions aux limites

formulations

-
jeu de données EF

\

Processeur central

affectation parametres géométriques
parametres physiques
conditions aux limites

Modifications topologie

résolution : calcul de champ

jeu de résultats EF

Modifications paramétres

Post - processeur
exploitation des résultats

|

jeu de résultats élaborés (archives)

4 ¥
Figure II1.2.2 : Structure du logiciel €léments finis adapté a la définition paramétrique

L'objectif fondamental qui a conduit au choix de cette structure €éléments finis
(figure I11.2.2) est sans doute la réalisation d'un outil de calcul de champ souple et efficace et qui
puisse s'inscrire harmonieusement dans le cadre plus large d'une chaine de Conception Assistée
par Ordinateur [21].
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Une autre fonction importante est de permettre un dépouillement et une interprétation
rapide des résultats d'un calcul éléments finis. Une telle facilité est requise pour pouvoir modifier
directement et itérativement les données considérées comme connues ou inconnues dans le modele
éléments finis, lorsque cela s'avére nécessaire. Par exemple : dans un programme d'optimisation
de forme, les conditions de minimisation d'un objectif (couple, force, une valeur imposée
d'induction magnétique, etc...) permettent d'ajouter les grandeurs qui décrivent le contour du
domaine & I'ensemble des inconnues ; dans une identification de loi de comportement physique,
certains parametres de la loi sont inconnus, ceux-ci peuvent étre déterminés par la minimisation de
la différence entre les résultats obtenus par le calcul et les résultats expérimentaux, etc...

II1.2.3 Le Pré-Processeur Adapté a une Définition Paramétrique
I11.2.3.1 Considérations Initiales

Le role du pré-processeur dans un programme éléments finis est de permettre la définition
géométrique du dispositif étudié, ainsi que les informations concernant les conditions aux limites,
les caractéristiques physiques générales des matériaux, etc...

Donc, dans le cadre d'une chaine de conception assistée par ordinateur, il est fondamental
que le pré-processeur permette I'étude de l'effet de la variation d'un ou plusieurs paramétres
constructifs du dispositif €tudi€. Ceci, dans le but de réaliser un outil de calcul interactif, souple et
qui puisse servir de lien avec d'autres logiciels, comme par exemple les logiciels d'optimisation
automatique de forme, etc...

Le pré-processeur comme il est décrit dans la structure de la figure II1.2.2 permet la création

la modélisation et la visualisation des entités géométriques de l'objet étudié, ainsi que la description
de ses informations topologiques.

II1.2.3.2 Définition Paramétrique des Données Géométriques et
Physiques
En premier lieu, nous devons introduire le concept de définition paramétrique des données

géométriques et physiques afin d'y familiariser le lecteur [21].

La description d'un objet repose essentiellement sur les concepts suivants :
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- Les variables littérales qui constituent un ensemble de parametres disponibles.
- Les points qui peuvent étre créés comme fonction de ces parametres.

- Les lignes qui peuvent étre créées comme fonction des points parametres.

- Les surfaces créées & partir des lignes paramétrées.

- Les volumes crées 2 partir des surfaces parametrées.

Par rapport aux caractéristiques physiques, nous avons aussi les flexibilités de pouvoir les
traiter comme données paramétriques, exemple : une perméabilité magnétique du matériau variable.
Avec cette représentation paramétrique de domaine, les points permettent de modifier la géométrie
lorsque nous leurs associons des coordonnées réelles qui sont déterminées par des expressions
 arithmétiques de parambtres définis 2 priori, L o

Les principaux avantages apport€s par cette technique sont les suivants :
- Des fonctionnalités suffisantes pour la modélisation de la structure d'un objet.
- Une bonne adaptation aux modifications éventuelles de la géométrie de 1'objet (la
topologie est conservée et a juste besoin d'étre réaffectée).
- La possibilité de décrire une famille d'objets parameétres.

Elle présente, par contre, I'inconvénient de conserver une topologie constante.

Les paramétres (variables) sont par exemple le rayon d'un arc de cercle figure Ill.2.3 aet b,
ou les positions des noeuds clés des extrémités d'un segment de droite figure IIL2.3 c et d.
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Figure I11.2.3 : Exemple de représentation géométrique parametrée

Illustrons ceci par des exemples simples : la figure I111.2.4 représente la modélisation du
demi pOle d'une machine synchrone a4 aimants permanents, selon deux configurations
géométriques possibles. La construction de cette géométrie paramétrée est une opération coliteuse
et délicate. Cependant, une fois qu'eile est réalisée, en choisissant soigneusement 'ensemble des
parametres, une grande perturbation géométrique peut étre facilement étudiée grice a la flexibilité
de pré-processeur parametré (figure I11.2.4 aet b).
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b) Modification des parametres (R1 = 1,0, R2=0,975, R3 = 0,950, R4 = 0,925, Rs =
0,90, Rg = 0,875, R7 = 0,85

Figure II1.2.4: Demi-pdle d'une machine synchrone & aimants permanents
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I11.2.3.3 Maillage Adapté aux Deformations Géométriques du
Domaine

Dans le processus de conception assistée de systémes par la méthode des éléments finis le
mailleur joue un réle trés important. Quelle que soit l'application, la simulation numérique par
¢élément finis va s'appuyer sur un maillage du domaine étudié. Ce maillage contient des information
nécessaires lors du traitement des différentes étapes intervenant dans le calcul (géométrie,
résolution du systeéme, visualisation des résultats, etc ...). o

Dans I'étude d'un dispositif par la méthode des éléments finis, si nous avons besoin
d'analyser I'influence des modifications géométriques de cette méme structure, par rapport au
maillage utilisé, nous pouvons adopter les critéres suivantes: remaillage total ou partiel du domaine
lors d'un changement géométrique quelconque, ou faire subir au mailiage existant les modifications
géométriques imposées (si possible).

Cependant, le remaillage du domaine peut présenter quelques inconvénients, par exemple:
un bruit numérique df aux modifications topologiques impliquées. Par contre, si le maillage
existant s'adapte aux changements géométriques imposés ces mémes problémes peuvent &tre
fortement réduits.

Un aspect essentiel des logiciels éléments finis développés au LEG est l'existence d'un
mailleur adapt€ aux déformations géométriques du domaine modélisé (mailleur élastique [75] ). Ce
dernier est capable d'adapter le maillage existant aux petits changements géométriques d'un
parametre qui décrit la structure du dispositif en question. Cependant, les changements brutaux et
importants ne sont pas acceptés pour des raisons de dégradation inacceptable du facteur du qualité
des éléments (voire création d'éléments plats ou méme retournés).

Considérons un autre exemple. La figure II1.2.5.a représente la modélisation d'un quart d'une
machine a courant continu  aimants permanents, ol le parametre Orot décrit l'angle de rotation du
stator par rapport au rotor. Les figures I1L.2.5.b et ¢ montrent les détails du maillage pour deux
valeurs de B;o1=26° et 28,5° respectivement. Il nous faut remarquer qu' avec la flexibilite offerte par
le mailleur élastique, nous pouvons passer d'un 0ry=28,5° & un Opo=26° ou vice-versa sans la

nécessité de refaire tout le processus du maillage.,
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1. Stator
2. Rotor
* N\ 3. Almant permanent
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b) Détail du maillage Opy=26° ¢) Détail du maillage Op=28,5°

Figure ITL2.5 : Modélisation d'une machine a courant continu a aimants

permanents
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II1.2.4 Le Processeur Central

A la fin de l'étape d'entrée des données, le processeur central regoit la définition
géométrique (parametrée ou non), les propriétés physiques de chaque élément et les conditions aux
‘limites. En sortie, il fournit en chaque noeud du domaine discrétisé les valeurs des inconnues
physiques.

Le processeur central (le noyau central de la méthode éléments finis) résoud le systéme
d'équations linéaires ou non linéaires qui constituent le modele mathématique représentatif du
systeme physique modé€lisé. Ceci, en faisant appel 4 des méthodes d'analyse numérique qui se
~ raménent 4 un nombre d'opérations de base sur des vecteurs et matrices (pour des renseignements
sur l'organisation de ce noyau central de calcul, voir SABONNADIERE et al [72], SILVESTER et
al [76] et HOOLE [77].

111.2.5 Le Post-Processeur

Le processeur central fournit une masse des résultats que nous ne pouvons exploiter
efficacement qu'avec l'aide d'un programme de post traiternent. Le post -processeur exécute les
fonctions suivantes :

-L'extraction sélective d'informations fournissant a l'utilisateur les résultats qu'il
désire en des points, sur des trajets, sur des plans de coupes efc...

-Le calcul d'informations déduites directement des résultats fournis par le modéle
simulé (grandeurs dérivées).

-La visualisation graphique de champs scalaires, vectoriels, grice a des techniques de
représentation par lignes de niveaux, fléches, coupes dégradés de couleurs etc...

En plus de ces options habituelles, le post-processeur permet I'exploitation de 'évolution
d'une grandeur en fonction d'un parametre. Une telle fonctionnalité rend possible la visualisation
directe et itérative de données de Ia modélisation, lorsque cela s'avére nécessaire. Par exemple :

-I'évaluation du couple d'encoche dans une machine a courant continu en fonction d'un
pas dentaire (figure I11.2.6.a et b).
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0=11. Pas Dentaire 11.25°

%
1. Stator
2. Aimant permanent
3. Rotor

a) Machine a courant continu

1.0

051

00 Vo S

0.5

ST AR S S S R

b) Couple d'encoche

Figure I11.2.6. : Etude de I'évolution du couple d'encoche dans une machine &

courant continu

-le systeme de la figure I11.2.7.a comprend un circuit magnétique (en matériau magnétique
saturable) déformable avec un entrefer et une bobine (simple actionneur). Le passage d'un courant
dans la bobine fait apparaitre une force qui tend 4 déplacer le noyau mobile de fagon & minimiser la
réluctance magnétique du circuit. Nous avons déterminé sa caractéristique statique, La figure
I11.2.7.b montre i titre d'exemple un ensemble de résultats de simulation obtenus par une série de

calculs éléments finis.
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IIL.3 L'Optimisation de Forme en Electrotechnique a 1'Aide de la Méthode
des Eléments Finis

I11.3.1 Introduction

L'optimisation de forme d'un dispositif €lectrotechnique consiste & déterminer une forme
idéale au regard d'un objectif précis et soumise 4 des contraintes de nature variée.

Généralement, ce type de probléme est fortement non linéaire et dépend d'un nombre
important de paramgtres physiques et mathématiques. Ceci fait apparaitre de nombreuses difficultés
lors de la conception de l'architecture des logiciels dédiés a l'optimisation de forme en
lectrotechnique. Wibs @ JUPLINenTT By AR

Un logiciel d'optimisation de forme est un programme, généralement volumineux et
complexe, destiné & déterminer, grice 4 un ordinateur, un modgle physique capable de vérifier
certaines hypothéses décrites par des modéles mathématiques.

II1.3.2 L'Architecture Générale d'un Logiciel d'Optimisation de
Forme avec I'Analyse par la Méthode des Eléments Finis.

L'organisation interne que nous avons choisi pour notre logiciel d'optimisation de forme est
encore guidée par celle des tous premiers programmes développés en mécanique structurale. Celle-
ci enchaine I'ensemble des opérations montré par I'organigramme de la figure [11.3.1.

L'architecture générale du systéme est organisée en modules, chaque module étant constitué
d'un ensemble de sous-programmes dédiés a une tiche précise (exemple : module optimiseur).
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Figure IIL3.1 : Organigramme de processus itératif d'optimisation de forme avec l'analyse par
la méthode des éléments finis
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Nous avons déja, rencontré les trois modules suivants : le pré-processeur, le solveur et le
post-processeur. Il nous reste a caractériser le module optimiseur - analyse de sensibilité.

Optimiseur : il correspond a un ensemble de sous-programmes qui décrivent les procédures
d'optimisation proprement dites, c'est & dire, les méthodes d'optimisation que nous avons
programmées.

Analyse de sensibilité : il correspond 2 I'ensemble des sous-programmes qui réalisent les
calculs des gradients pour I'ensemble des fonctions du probleme modélisé.

JI1.3.3 L'Optimisation et 1'Analyse de Sensibilité

Nous nous sommes intéressés dans le chapitre II de ce mémoire a I'étude des méthodes
d'optimisations, que nous avons traduit sur Ia forme de codes FORTRAN, & savoir :

Code PM - Méthodes des pénalités intérieures étendues

Code MMA - Meéthodes des asymptotes mobiles

Code RQP - Méthodes de programmation quadratique récursive
Code EM - Méthodes de 'ellipsoide

La figure II1.3.2 décrit d'une fagon synthétique la structure du logiciel d'optimisation qui
nous avons développé. Au début du processus, il est nécessaire de connaitre le vecteur de
paramatres p initial ou de l'itération précédente, puis il faut calculer les valeurs et les dérivées par
rapport  ces parametres, des fonctions (objectif et contraintes) qui décrivent le probleme et enfin il
faut utiliser ces résultats pour concevoir un nouveau vecteur de parametres (code d'optimisation)
qui respecte mieux l'objectif et les contraintes.
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Figure IIL3.2 Présentation synthétique de 'organisation du logiciel d'optimisation développé
Il nous faut remarquer que dans l'approche que nous utilisons jusqu'a présent pour
F'évaluation des fonctions objectif et contraintes et de leurs gradients, il est nécessaire de faire appel

4 un code d'analyse par éléments finis (figure II1.3.2).

Il nous reste, désormais, a €tudier les moyens d'obtenir les données exigées par le module
d'analyse de sensibilité.

II1.3.4 L'Analyse de Sensibilité
111.3.4.1 Introduction

L'analyse de sensibilité en optimisation de formes a pour but de calculer les dérivées d'une
grandeur (exemple : le champ magnétique dans l'entrefer d'une machine, le couple, la force etc...)
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par rapport aux variables (parametres) de conception. Dans le processus d'optimisation proprement
dit, les dérivées (sensibilités) sont utilisées dans la phase de redimensionnement automatique des
variables de conception. Ainsi, nous pouvons dire que, les dérivées sont un "ingrédient” essentiel
aux méthodes numériques d'optimisation que nous avons développées.

Dans ce travail, nous nous limitons aux problémes continus tant pour l'analyse de nos
modgles électromagnétiques (méthodes des éléments finis) que pour les méthodes d'optimisation
étudiées. 11 convient, donc, de préciser que, dans le terme parameétre, nous entendons toute
information qui permette de définir les caractéristiques physiques ou géométriques d'un objet
modélisé. Néanmoins, tout ce que nous voulons appeler paramétre peut 1'€tre a la seule condition
‘de pouvoir considérer que cette quantité varie continiment. S

7 Pour illustrer nos propos, nous nous plagons dans le contexte de la modélisation par la
méthode des éléments finis des problémes statiques.

I11.3.4.2 L'analyse de Sensibilité dans le Contexte de la Méthode des
Eléments Finis

La méthode des éléments finis €tablit, & partir d'un découpage du domaine d'étude, une
formulation discrétisée qui permet de construire un systéme d'équations algébriques. Comme les
grandeurs dans les équations d'équilibre dépendent des variables de conception p, nous pouvons,
pour un p donné, écrire le systéme d'équations suivant :

M(p) A(p)= S(p) II1.3.4.1

olt M(p) est la matrice de rigidit¢ globale, A(p) est le vecteur de N inconnues nodales et S(p) est le
vecteur second membre représentant les termes sources.

Si nous considérons que nos problémes d'optimisation sont formulés de la maniére
suivante :

minimiser I'objectif
fo(p. A(P))
111.3.4.2
soumise aux contraintes
fi(p, A(p)) <0 j=1,.m

avec 1'équation d'équilibre  M(p) A(p) = S(p)
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La dérivée totale d'une fonction fj (j = 0, 1, ...m) par rapport aux variables p (pe R) est

donnée par :

dp dp AT dp 111.3.4.3

avec les notations :

df; [dfip, Alp))  dfy(p, AY]T

dp | dp1 7 dpa | 11.3.4.4
B T
af _[atfp, Alp)  afyp, A(p»]
op | Ip Opn 11.3.4.5
of; _|9fip, Alp)  ofifp, Alp)
oAT 0A; 0A; I11.3.4.6
et s représentant I'ensemble des points étudiés par rapport & la variable A, et :
dA; dA,
dA _ dpy dpn
ap dA, dA,
dp; dp, 111.3.4.7

Si nous décrivons I'équation d'équilibre (II1.3.4.1) par rapport aux variables p, nous

obtenons ;

95 _pda M,

op dp op 111.3.4.8

Compte tenu de 1I1.3.4.8, il vient :

dA _ \-1]98 oM }
dp M {Bp dp

et finalement ;

I11.3.4.9

d_fJ':ﬁJ,ﬂ{M-l[aS oM J}
dp dp QAT

I11.3.4.10
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L'équation TI1.3.4.9 montre qu'a partir des dA/dp nous pouvons calculer directement
toutes les dérivées nécessaires a la résolution du probléme II1.3.4.2 (eq.I11.3.4.10). Toutefois, les
dA/dp ne peuvent étre évalués que si les dérivées 0S/dp et OM/dp sont disponibles. Le calcul des
ces termes est plus ou moins complexe, selon la nature des variables de conception envisagées.
Lorsqu'il s'agit de variables de nature géométrique, le calcul de ces dérivées est loin d'€re trivial.
Malheureusement, ce dernier cas est le plus fréquent dans l'optimisation des dispositifs
électromagnétiques.

I11.3.4.3 Méthodes d'Analyse de Sensibilité

Nous voyons donc que pour évaluer la dérivée d'une variable d'état A (modtle €léments
finis) par rapport A un paramétre donné p, des calculs supplémentaires sont nécessaires par rapport
3 un calcul classique €éléments finis,

L'analyse de sensibilité correspond sans aucun doute 2 la partie de calcul la plus complexe.

Nous allons présenter les idées fondamentales de trois approches classiques employées,
différences finies, formulation variationnelle ("dérivation locale du jacobien de la transformation”)

et état adjoint, pour la résolution du probléme du calcul des dérivées.

La premiére est la méthode des différences finis. Pour le calcul du vecteur dA/dp;
il faut resoudre 1'équation d'équilibre du systéme (I11.3.4.1), tout d'abord le vecteur de variables
de conception égal & p* = p + h; ¢; et pour le vecteur p~ = p - h; &j, oll p correspond au vecteur de
variables de conception actuel, hj est une perturbation (h; > 0) et ¢; est le vecteur 1 de la base
canonique de R? ( p € RM). Si nous considérons le schéma de différence centrale pour le calcul de

la dérivée, la derivée de A par rapport a p; devient:

MZA(p +h;€)-Afp-h &)
dp; 2h; 111.3.4.11

Pour les composantes restantes de la matrice dA/dp, il faut suivre la méme démarche.

Les principaux avantages présentés par cette technique sont la généralité et Ia possibilité de
l'obtention du calcul direct des dérivées des fonctions du probléme par rapport aux variables de
conception. Notamment cette méthode permet de calculer directement le gradient des fj sans aucun
intermediaire ce qui est extrémement intéressant d'un point de vue de la programmation.
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La deuxiéme correspond & une approche variationnelle. Dans le cas o l'une approche plus
précise et plus rapide est souhaitée, il faut alors &tre capable d'exprimer toutes les dérivées
partielles présentés dans I'équation II1.3.4.10: Les fonctions f(p) peuvent correspondre 3 des
informations localisées (induction en un point,...) ou des grandeurs intégrales (couple
€lectromagnétique,...) pour lesquelles nous disposons d'expressions faisant intervenir, directement
ou apres intégration dans £, les fonction de formes éléments finis o;(x,y,z) et/ou leurs gradients.

KOUYQUMDIJIAN [ 19] et GITOSUSASTRO [ 23,24] ont utilisé la méthode général de
"dérivation locale du jacobien de la transformation" qui permet d'exprimer Vfj dans de telles
configurations.

Nous allons indiquer brievement le principe de cette méthode. Soit une fonction fi(p)

fonction intégrale:

fip) = f q.dv
Q 111.3.4.12

ol g est une fonction des coordonnées d'espace (x,y,z) définie sur le domaine éléments finis, De
fait de la déformation introduite par la variation des parametres géométriques p, la fonction q peut
étre affectée, ainsi que le domaine 2.

L'idée de la méthode est de changer d'espace d'intégration afin de se ramener 3 un
domaine indéformable quelle que soit I'évolution des paramétres géométriques p. Pour cela, nous
exprimons l'intégrale sous la forme naturelle dans un contexte €léments finis:

f(p)= . ] qdv
€.

111.3.4.13

ol e représente 1'ensemble des éléments finis et Q. un élément fini courant.

Ensuite, nous utilisons sur chaque €lément finis les coordonnées locales (u,v,w) propres i
chaque type d'élément fini (COULOMB [17]), ce qui revient A écrire:

fj =2J. q[GldVe
Oe

111.3.4.14

ot /G/ est le déterminant du jacobien qui fait passer des coordonnées réelles xyz aux coordonnées
locales uvw et [ ¢ est 'élément de référence.
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La dérivation de f; peut maintenant s'écrire:

of _ Y dq —2iG|dV, + Z qgﬂ
op; op; opi
Oe Ce Mn1.3.4.15

En repassant aux coordonnées réelles nous trouvons:

: e
£=2 ZGldVe + Y, G —dVe
I11.3.4.16

Expression dans laquelle nous pouvons identifier I'influence du paramétre p; sur la variation du

domaine en introduisant la notation:

G 4
ap apl 11.3.4.17

soit:

Aoy KAy, Y| 9 2@
op; o op; o op;
¢ © 111.3.4.18

La derniére approche correspond a la méthode de I'état adjoint [73,78,79]. Elle est
complémentaire de la précédente puisqu'elle permet de réduire le nombre de calculs en évitant le
calcul explicite du gradient de A. Nous définissons un vecteur adjoint A par :

AT = i o
oAT 111.3.4.19

que nous pouvons écrire sous la forme :

_[fi}
AT 111.3.4.20
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Le vecteur adjoint A peut étre obtenu A partir de I'équation I11.3.4.20 et si nous
l'introduisons dans 1'équation I11.3.4.10, elle devient ;

dfj of; .T [SS oM }

— =24} |—-=—A

dp dp dp op 111.3.4.21
Pour I'évaluation des dérivées, il nous reste a résoudre le systéme différentiel ci-dessus.

Les principaux avantages de cette approche sont le nombre réduit de calcul nécessaire pour
le calcul des dérivées et la précision de résultats obtenus, En effet, par rapport a I'application de la
formule I11.3.4.10 qui nécessite la résolution d'autant de systémes linéaires I11.3.4.9 qu'il y a de
parametres, la formule I11.3.4.21 ne nécessite de résoudre que le seul systéme linéaire I11.3.4.20
(PARK [29,30]).

111.3.4.4 Choix d'une Méthode

Dans ce travail, nous avons choisi la technique de différences finies comme méthode de
calcul de nos dérivées. Nous pouvons caractériser cette approche comme étant trés simple et
générale. Nous pouvons dire que c'est une technique facilement adaptée aux problémes d'analyse
de sensibilité, car nous obtenons directement le calcul de dérivées, méme pour des problémes
d'optimisation complexes.

Cependant, elle présente quelques inconvénients. Les dérivées obtenues peuvent étre
imprécises, car & l'origine, cette procédure a été créée pour étre utilisée dans le domaine du continu
avec une arithmétique infiniment précise. Si nous la traitons sur ordinateur, nous la projetons dans
le domaine du discret et I'exécutons avec une arithmétique i précision limitée. Donc, il en résulte
une dégradation de I'information qui peut conduire a I'obtention des résultats entachés d'erreurs et
parfois méme aberrants.

Lorsque, nous voulons obtenir sur ordinateur la valeur de la dérivée d'une fonction f(x),
c'est 1a formule suivante :

g _ fx+h)-f{x-h)
dx 2h (h=0) 111.3.4.22

qui est mise en oeuvre et qui fournit une valeur approchée de la dérivée. Selon DUMONTET et al

(80}, 1a valeur obtenue df/dx est entachée d'erreurs de méthode de calcul, qu'ils ont appelée erreur
global eg. Cette erreur eg correspond a la somme de quatre erreurs principales, & savoir :
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e1- I'erreur de méthode due 2 la troncature de la formule de Taylor

e;- l'erreur absolue sur la valeur de df/dx calculée avec les
représentation en machine des valeurs exactes des arguments.

e3 - l'erreur engendrée par f qui est une image en machine de cette méme fonction.
e4 - lerreur engendrée par les opérateurs arithmétiques utilisés dans I'expression
111.3.4.22

“En supposant les erreurs e et e4 négligeables par rapport aux autres, DUMONTET et al

[80] proposent de calculer un pas h* optimal, tel que la moyenne du module (e et e3) soit

minimale, ce qui donne :

- =[1,67 P| f(x)l]”3

[ (%) 111.3.4.23
avec
F(x) = flx + 2k) - f{x - 2k) - 2 [f{x + k) - f(x - k]
2K IM1.3.4.24
Désignant les quantités :
T =f(x+2k) To=f(x-2k)
IL.3.4.25
Tz =-2f(x + k) Tq=-2f(x - k)
et A et B par les quantités suivantes :
A=z T; avec T;>0 ie{l,4]
i
111.3.4.26

B:ETi avec Ti<0 ie[l,4]
i

Pour que la formule T11.3.4.24 donne mathématiquement une erreur relative £(x) tendant vers z€ro
(} e(x)! <P, 0 <P << 1) sur I'approximation f"'(x), il faut choisir un k de sorte que le facteur :

it 2l 2

1-P 1+P/L1+P 1- I11.3.4.27
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soit & une distance raisonnable de l'unité, c'est i dire :

- ni trop proche de 1, sinon l'erreur e3 est négligeable et e; est trop
importante (ceci se produit lorsque k est trop grand).

- ni trop €loigné de 1, sinon 'erreur e3 est trop importante (ceci se produit
... lorsque k est trop petit) -

Selon DUMONTET [78], ces contraintes sont traduites par les conditions suivantes ;

L ¢ [0,5;2,0]
111.3.4.28
L e {0,067 ; 15]

Apres avoir mis en évidence le point crucial en dérivation numérique, a savoir le choix du
pas optimal et présenter un modele algorithme capable de produire un pas correspondant 3 une
erreur globale minimale. I1 nous faut considérer les difficultés majeures d'une telle approche sur un
modele éléments finis en tenant compte des aspects mathématiques, informatiques et de colit de
calcul, lors de la résolution d'un probléme d'optimisation.

Cette procédure peut €tre coiiteuse en temps machine, si nous n'avons pas une idée a priori
de 'ordre de grandeur du pas optimal.

Pour I'évaluation du pas initial hy, nous avons adopté I'approche proposée par GILL et al
[81], il vient :

1/2
hy=2(1+]|x (—E&—-—)
o (1+] ” 1+ f(x)] I11.3.4.29

ou €A correspond a l'erreur absolue commis sur le calcul de la valeur de f(x) en x, x + hgy et x -
hg.

En utilisant I'expression ci-dessous nous avons pu nous affranchir des difficultés (cofit de
calcul prohibitif etc...) liées a I'application de la procédure (I11.3.4.23 4 I11.3.4.28) pour le calcul
du pas optimal h*,

I11.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons mis au point un systéme de synthése de forme, basé sur
l'utilisation conjointe d'analyses par la méthode des éléments finis et d'algorithmes de
programmation mathématiques.
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Nous avons rappelé succinctement les techniques d'analyse d'un probléeme
électromagnétique par 1a méthode des éléments finis. Nous avons traité des principaux aspects d'un
logiciel éléments finis adaptés 4 une définition paramétrique des données géométriques et
physiques, en vue de leur intégration dans un contexte d'optimisation assistée des systemes.

Lors de I'intégration des méthodes numériques d'optimisation dans un contexte éléments
finis, nous avons établi les expressions des dérivées d'une grandeur issue du systeme par rapport
aux variables de conception (l'analyse de sensibilité).

L'approche numérique type "différences finies" a ét€ choisie, pour sa simplicité et son
aspect général, comme outil d'analyse de sen_sib_ilit_é._ Nous avons €té confronté aux principaux
inconvénients dus & son utilisation , qui ont été surmontés par l'appliéafion de p.roc.é.dlirés N
appropriées.

Dans le chapitre suivant, nous proposons des exemples d'applications.
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CHAPITRE 1V

APPLICATIONS

- INTRODUCTION

Nous allons maintenant présenter quelques applications particuliéres en magnétostatique,

i 'domame de 1‘électromagnet1sme trés couramment exploité au Laboratoire d’EIectmtcchmque de

'-_"'}' lectrotechmque ]ut1hsat10n de l'approche programmanon mathémauque couplée aun logmel

analysc par eléments finis.
Plus préc1sement nous envisagerons l'emploi des nouveaux concepts d'optimisation

(duahté technlque des approximations convexes et asymptotiques, qualification des contraintes
o 'fg:__tc... ), dans la conception des dispositifs électromagnétiques modemes.

' IV.1 Considérations Initiales

Le calcul et le dimensionnement de dispositifs électromagnétiques méme simples ne

Ga --peuvent pas tonjours s'effectuer par des méthodes analytiques méme en posant certaines
i o 3hyp0theses simplificatrices. Prendre bien en compte les phénomenes physiques qui interviennent,
i : -j_:'condult gcneralement 4 des problémes impossibles a résoudre analytiquement.

Cependant grice au développement de la modélisation et des techniques de calcul

s -"_:.numcnque, 11 est maintenant possible de traiter des problemes réalistes en temps relativement

Nous allons traiter dans le cadre de nos travaux des problémes considérés comme

: : '-._"bldlmensmnnels ou encore 3D possédant une symétrie de révolution. Mais, il doit €tre clair qu'il
e ‘_{ne s'agit pas 1a d'une restriction. Pour les problémes tridimensionnels les mémes procédures
L _'._d opurmsauon peuvent &tre appliquées.

o _ _Nous proposons les applications suivantes:
AL Optimisation de la forme d'un actionneur 4 gradient de champ.

A-TI. Optimisation de la forme d'un électroaimant



A-TIL Optimisation de Br (mducnon radJalc) dans unc machme synchrone
3 poles saillants A aimants pcrmanents e

A-IIL1 Déterrmnatlon de }a valcur du champ coercmf pour les almants
décrivent la couronne polalre, pour 1 obtcntlon d unc mductlon o
magnéuquc smusmdaie dans l'entrefcr e

Figure IV.2.1.1.: Schéma' de pnnc1pedc1‘act10nneur
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Dans ce type d'actionneur 1'aimant seul se déplace (figure IV.2.1.1). Considérons un
¢élément de volume aimanté dV ayant un moment magnétique dM donné€ par :

dM =)z dV Iv.2.1.1
od Jz est l'aimantation en Tesla. Si nous plagons cet élément dV dans un champ magnétique

colinéaire  son axe d'aimantation, il sera soumis & une force donnée par 'expression suivante
(83, 84] :

aF, = M 9B
0 Mo Oz o o . IVAa2l2

oll B est l'induction magnétique et I'axe z est supposé paralltle a I'aimantation J;.

Du point de vue de la modélisation, il faut remarquer qu'il s'agit d'un dispositif possédant
une symétrie de révolution, donc nous pouvons le simuler en 2D axisymétrique.

Le champ magnétique sur l'axe z, créé par les bobines alimentées en opposition (figure
IV.2.1.1) va produire une force axiale sur la partie mobile (aimant). Selon PELISSIER et al [83,
84] si nous considérons l'aimantation Jz constante et la perméabilité magnétique de I'aimant
approximativement égale & L, cette force peut étre calculée par l'expression :

z1
"1 9H
F=], f BZZErdr dz
A z
) IvVv.2.1.3
ou simplement :
2
F = JZ R R] [A-(R}.s Zl) - A(Rls 22)]
Mo Iv.2i4

ot Ry est le rayon externe de l'aimant cylindrique et A le vecteur potentiel magnétique aux points
(Ry,z3) et (Rp,z9) (figure IV.2.1.2) .
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0 is the center of the coils

Figure IV.2.1.2: Détail de I'aimant et du vecteur potentiel magnétique A utilisé pour
le calcul de la force

Nous pouvons remarquer que grice & I'hypothese =L, un seul calcul de champ, avec les
conducteurs alimentés mais en I'absence de l'aimant, est suffisant pour déterminer la force sur
l'aimant quelle que soit sa position sur l'axe z.

Le modele d'€léments finis adopté peut étre encore simplifié pour de raison de symétrie
sur le plan de coupe (fig. IV.2.1.3.a). Compte tenu de cet aspect, seulement un quart de la section
transversale doit étre modélisé par la méthode des éléments finis (fig. IV.2.1.3.b).

IV.2.1.2 Position du Probléme

Le but de I'étude est de déterminer une forme géométrique des bobines dans le dispositif
(figure IV.2.1.3) de maniére & obtenir une force, selon I'axe d'aimantation z, constante en fonction
du déplacement du noyau magnétique et égale 3 Fo=5N. Nous cherchons une forme géométrique
des bobines capable de produire un effet spécifi¢, donc nous sommes intéressés i la résolution
d'un probléme de synthése.

o p

L® |
\ bobi:ncs /

2

Figure IV.2.1.3: Actionneur & gradient de champ étudié
a - Structure de l'actionneur , b - Variables de conception adoptées
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Ainsi, nous pouvons formuler notre probléme d'optimisation comme étant :
s Fz(z x)
minimiser fx} = 5 Z { }

ol les k = 1,...,P (fig. IV.2.1.3), (P = 20) correspondent aux points sur l'axe z, ol la force
F,(z,x) doit rester constante égale & 5N (Fo, = 5N). La course utile adoptée est égale a 15 mm.

soumis aux contraintes :

£i(x}) = x{2 - (xjMaX + x;min) x; + x;Max x;min <
i=1,.4

x1Mn >2 Smm et x1M <25 mm
oMl >5mm et xpMX <25 mm
x3Min >25mm et x3M2X 2 50 mm

xgMin>25mm et x4M*<25mm

Les valeurs des bornes des paramétres ont été choisies, surtout, de maniére A imposé un

encombrement minimal Vi = 1,6 x 10-4 m3 et maximal Viax = 3 x 102 m3,
L'aimant choisi (Ferrite) présente les caractéristiques suivantes :
aimantation Jz=0,35T
masse volumique p = 4,8 g / cm3
diamétre ¢ = 14,7 mm

longueur L = 36 mm

Les bobines en cuivre sont soumises 3 une densité de courant constante J = 2,68 A/mm?,
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IV.2.1.3. Résultats Obtenus

La figure IV.2.1.4 représente le modele éléments finis adopté pour I'étude de 'actionneur,

A chaque itération, 'évaluation des fonctions et de leurs gradients demande huit analyses €léments

finis. Le temps CPU total d'une itération est de 10 minutes sur une station de travail HP 9000
- série 400. -
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a - Discrétisation €léments finis b - Lignes équipotentielles du
potentiel vecteur magnétique A
Figure IV.2.1.4: Mod¢le éléments finis

Dans cet exemple, nous avons choisis trois points de départ. Les forces (iv.2.1.4)
exercées sur le noyau mobile sont calculées aux P points aprés une seule analyse éléments finis par
itération. Nous avons fait arréter le processus d'optimisation lorsque toutes les forces aux P points
se sont révelées suffisamment proches de la force Fo = 5N impdséc ( écarts inférieurs A £8%).
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Tableau IV.2.1.1. Déroulement du processus d'optimisation pour atteindre une plage de force
égaleaFo +8 %.

Méthode EM Méthode MMA Méthode PM Méthode RQP
Essai X Valeurs § solution n° solution n® solation n° solution n®
N Tin initiales | obtenue | itérations | obtenue | itérations | obtenue | itérations | obtenue | itérations
X1 16.80 | 17.10 17.98 1740 17.50
1 X2 19.82 | 24.60 14 24.30 10 24.10 12 24.15 10
- x3 11807 | 2348 23.70_ 23.72 24.01
x4 17.13 17.00 16.77 16.27 16.57
X1 18.00 | 16.89 16.79 17.70 16.63
11 X2 10,00 | 23.50 19 24.65 12 23.60 16 23.87 9
X3 18.00 | 2198 23.48 23.60 24.20
X4 18.00 18.05 16.16 17.40 16.51
X1 1600 | 17.39 16.77 17.20 17.18
11 X2 18.50 1 23.06 15 23.50 9 24,10 14 23.63 7
x3 15.00 | 24.10 24.27 23.90 23.74
X4 1600 | 17.72 16.48 15.87 16.18

Dans le tableau IV.2.1.1, si nous considérons le nombre d'itérations nécessaires pour

I'obtention de la solution, nous pouvons remarquer une légére supériorité de la méthode RQP pour

ce probléme.
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¢ - Résuliats obtenus méthode PM
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Figure IV.2,1.5 : Résultats obtenus essai I (E}), essai II (E) et essai ITT (E3), avec
la force calculée par 'équation IV.2.1.4

Sur le plan pratique, nous avons pu valider les résultats obtenus. Deux prototypes ont été

construits au Laboratoire dans 'Equipe Matériaux Magnétiques par S. PELISSIER. Le premier

prototype P1 représentant les conditions initiales pour l'essai IH (x1=16,0 mm,

X2=18,5 mm,

x3=135,0 mm et x4=16,0 mm). Le deuxiéme prototype P2 représentant les conditions finales essai
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111, résultats obtenus avec la méthode MMA (x1=16,77 mm, x2=23,50 mm, x3=24,27 mm et
x4=16,48 mm).

Pour ces deux prototype P1 et P2, les courbes caractéristiques statiques de la force par rapport
au déplacement de l'aimant, mesurées et calculées sont montrées sur la figure IV.2.1.6. Les

forces ont été calculées en utilisant cette fois la méthode des travaux virtuels [17-21] qui permet le
calcul sans faire I'hypothése p=po précédente. La perméabilité de l'aimant retenue est de
p=1,050.

Pla - Force mesurée

&)
= -1 P1b - Force calculée
3.53 s Y g o] travaux virtuels
- : 1 Pla t
3 i L)y |
. 4 P P .
- ! : P2a - Force mesurée
2. 5_5 __________________ :+
2 7 5 . z {mm ) | P2b- Force calculée
1111[1!|1J]|llr]ﬁ1l|TlllT]lIllf111![i ra . 1
vaux virtuels
0 > 10 15

Figure IV.2.1.6 : Caractéristiques statiques force par rapport au déplacement du noyau
magnétique prototype P1 et P2

Si nous considérons la course utile de 15 mm, il est certain que l'objectif a €t€ atteint avec
les contraintes satisfaites.

Iv.2.1.4 Conclusion

Les résultats obtenus présentent une dispersion perceptible. Ce phénomene peut &tre
expliqué en tenant compte des aspects suivants :

- un probleéme de synth&se peut présenter plusieurs solutions réalisables.

- 1a tolérance admise (test d'arrét & +8 %) est beaucoup trop élevée, pour que nous
puissions atteindre I'optimum global (si il existe).
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- les forces Fz sont calculées par €léments finis. Les discrétisations, différentes pour
chaque configuration géométrique, influencent les calculs de force.

- Chaque méthode d'optimisation utilisée présente un comportement particulier.

Du point de vue de la conception, nous pouvons dire que cet exemple illustre bien, la
viabilité de la résolution d'un probléme pratique par une voie purement numérique. .. . ..

IV.2.2 Optimisation de la Forme d'un Electroaimant
IV.2.2.1 Introduction

Nous nous intéressons maintenant au dimensionnement de la structure d'un électro-aimant
cylindrique utilisé couramment comme moteur des électro-vannes. Cette structure d'actionneur
(figure 1V.2.2.1) est particulierement intéressante, car elle présente une trés forte densité de force
et un faible temps de réponse [83, 86, §71.

Ce type de dispositif a fait 'objet de nombreuses publications au cours de ces derniéres
années (LLEQUESNE [86], PELISSIER [83], YAMASAWA et al [87], SALDANHA et al

[85],....).

v i £
2
o= 2]
3
ol
4 J
- -t 1 bobine
: 2 Corps de l'actionneur
3 Noyau mobile
= = 4 Entrefer
5 =a

Figure IV.2.2.1: Structure de I'€lectroaimant étudié
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Ce dispositif (figure IV.2.2.1) comprend un circuit magnétique déformable (entrefer
variable) et une bobine. Le passage d'un courant dans la bobine magnétise le circuit
ferromagnétique. Alors, une force magnétique apparait et tend & déplacer le noyau mobile vers une
position qui minimise 1'énergie du systéme (la valeur de la réluctance du circuit magnétique).En
absence de courant, un ressort raméne le noyau mobile 2 sa position initiale,

Cette force magnétique exercée sur le noyau plongeur peut étre calculée par l'expression
[87]:

Fma”g:fT'dS S - S . S e . .
S Iv.22.1

ot T est le tenseur de Maxwell et S est la surface d'intégration.

Nous ne nous intéressons qu'd I'étude de la force magnétique en T 6511116 statique. Dans ce
cas, une valeur approchée de la force magnétique peut &tre donnée par l'expression [83, 85}, en

supposant que le circuit magnétique travaille en régime non sature:

Fmag '_"%0‘ ‘S?e( J Sb)2
L V.2.2.2

ou encore

1v.2.2.3

ol Se est la section de I'entrefer (section transversal en fer du noyau mobile), Le est la longueur de
l'entrefer, J est la densité de courant, Sy, est la section de la bobine et Be est la valeur moyenne de
l'induction magnétique dans l'entrefer.

L'équation IV.2.2.2 nous montre que la course utile Le, d'un tel dispositif, est restreinte a
cause de la variation de la force en 1/Le2. Malgré des artifices utilisés pour augmenter la course
utile, les électroaimants sont généralement construits pour des applications a faible déplacement
[83].
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IV.2.2.2 Position du Probléme

L'objectif de I'étude est I'optimisation en régime statique de la géométrie d'un électro-
aimant, pour obtenir une caractéristique force par rapport au déplacement la plus élevée possible,
tout en concervant le volume total du dispositif constant,

Du point de vue de la modélisation, ce dispositif posséde une symétrie de révolution, il
peut donc étre modélisé comme un probléme 2D axisymétrique.

f—] 5 I
o >
o o
\ [} 1 bobine
b3 s |T & 2 Corps de l'actionneur
cju P 3 Noyau mobile
4 Entrefer
4 Lc
qa T. L e
i
L1
at &

L%:
o €1 i

Figure 1V.2.2.2: Détails des parametres constructifs de I'électroaimant étudié

L'actionneur est réalisé en matériau ferromagnétique saturable possédant la courbe
caractéristique B(H) montrée sur la figure IV.2.2.3.

Dans ce probléme, nous nous sommes fixé comme régle de conserver la section de
passage du flux utile, ce qui nous permet de réduire le nombre de paramétres de conception utilisés
et d'éviter les saturations locales du dispositif. Eventuellement, nous allons surdimensionner les
parties non actives (c'est a dire 13 ol les forces magnétiques ne sont pas produites) afin de réduire
leur consommation en ampéres-tours. Cette précaution nous permet d'augmenter les performances
statiques de I'électro-aimant. L'énergie électromagnétique stockée doit étre minimale pour assurer
un temps de réponse le plus faible possible avec une puissance d'alimentation fixée [83]. Cela
signifie qu'il faut éviter la saturation du circuit magnétique.
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Figure IV.2.2.3: Courbe caractéristique B(H) du matériau utilisé

Remarquons cependant que sur le plan dynamique nous aurions intérét 4 diminuer la masse
donc 1a section du noyau ; en contre partie nous diminurions aussi la force statique.
Donc, en tenant compte de ces aspects, le prototype étudié présente les caractéristiques
géométriques suivantes (figure IV.2.2.2) :

L. - longueur de la carcasse

Rje - rayon externe du noyau mobile

Ry - rayon interne du noyau mobile
Ry = 1,37 mm

Rpj - rayon interne de la bobine
Rpi = Re + 0,64 mm

V - volume total du dispositif constant
V =7,363 x10-6 m3

et a partir de ces considérations, nous pouvons calculer les parametres restants

R¢ - rayon externe de la carcasse

= J_]llz
Re [n Rne

Rye - rayon externe de la bobine

1/2

Rpe = [R(zj -RY; - R;?:u]
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L; - longueur partie basse de la carcasse

Ll = 0,433 LC
Ly - longueur de la colonne de la carcasse

_[R%-R2]
Le= 21 Rpi

L3 - longueur de la deuxiéme partie basse de la carcasse
L3=1¢-2L7-25mm

Comme paramétres de conception nous avons choisi le rayon externe du noyau x1 = Rpe et la
longueur de la carcasse x2 = L.

Les parametres Le(k) (figure 1V.2.2.2) déterminent les valeurs des entrefers (k=1,..., 6 ;
Le(1) = 0,1 mm, Le(2) = 0,15 mm, Le(3) = 0,20 mm, Le(4) = 0,25 mm, Le(5) = 0,30 mm et
Le(6) = 0,35 mm) ol nous voulons atteindre une force maximale, selon certaines contraintes.
Dans notre cas nous avons adopté une course utile maximale de 0,35 mm.

Nous considérons la densité de courant dans la bobine en cuivre comme étant constante
J=571 A/mm?2,

Ainsi, nous pouvons formuler le probléme d'optimisation de la fagon suivante :

rninimiserfo(x)=%ki [1 _ B (Lk), x)P?
=1

Fm ax

ol Fmax & €t€ prise égale & 100N. F,(Le(k),x) est la force magnétique exercée sur le noyau mobile
en considérant l'entrefer Le(k) (k = 1,..., 6) et les paramétres de conception x; et x3. La force
Fz(Le(k),x) est calculée par l'expression simplifiée (éq. IV.2.2.3):

_1BZS,
2 Yo

mag

avec la section de l'entrefer Se donnée par :

Se=7(x12-Rpi?)
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et Be, une valeur moyenne des valeurs calculées de l'induction magnétique au milieu de I'entrefer.
D'aprés PELISSIER et al [83,85] les résultats obtenus avec I'expression IV.2.2.3 sont
sensiblement identiques & ceux obtenus par les travaux virtuels.

Soumis aux contraintes :

fj(xj) = X2 - (xjmax + xjin) x; + x;max iji“ <0

j=12

ol x;Mi et xjMaX sont les bornes inférieure et supérieure du paramétre X;, que nous avons adopté :

x{min =2 5 mm et x1MaX = 4,5 mm

XMl = 12 mm et XoMaxX = 18 mm
1V.2.2.3 Résuitais Obtenus

La figure IV.2.2.4 représente le modele éléments finis adopté pour I'étude de l'actionneur.
A chaque itération, l'évaluation des fonctions et de leurs gradients demande quatre analyses

éléments finis. Le temps CPU total d'une itération est de 50 minutes sur une station de travail HP
9000 série 400.

a - Discrétisation éléments finis b - lignes équipotentielles du
potenticl vecteur magnétique A
Figure 1V.2.2.4 : Modtle éléments finis
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Pour ce probleme, nous avons choisi trois points de départ. Pour chaque essai, le processus
d'optimisation a été arrété lorsque la variation relative des paramétres est inférieure & £=5,0x104.

Les résultats sont résumés dans le tableau IV.2.2.1.

Tableau IV.2.2.1 : Résultats numériques obtenus en considérant une précision € = 5,0 x 104,

Méthode EM Méthode MMA | Méthode PM Méthode RQP
Essai X Valeurs | valeurs n° valeurs n° valeurs n° valeurs n°
N mm initiales | obtenues | itérations | obtenues | itérations | obtenues | itérations | obtenues | itérations
X1 3.5 445 4.47 447 447
I 13 7 11 8
X2 15.0 1546 1547 15.98 15.46
II X} 2.5 4.47 4.47 4.46 4.47
17 13 15 12
X2 12.5 15.91 15.23 15.75 15.37
111 X1 4.0 4.45 445 4.47 4,47
18 9 9 7
X2 17.5 1597 15.62 15.87 15.91

Dans le tableau IV.2.2.1, si nous considérons le nombre d'itérations nécessaire pour

l'obtention de la solution, nous voyons que les performances des méthodes MMA et RQP ont été

supérieures aux deux autres méthodes pour la résolution du probléme.
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Figure IV.2.2.8 : Courbes caractéristiques statiques par rapport au déplacement du noyau,
résultats obtenus essai 1.
1v.2.2.4 Conclusion
En résumé, sur le plan numérique, I'optimisation de ia forme de cet actionneur conduit 4 un

probléme relativement complexe (non linéarité, nombre d'ouvertures de I'entrefer) et délicat &
traiter méme si le nombre de paramétres de conception n'est que de deux.
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Les résultats obtenus montrés dans le Tableau IV.2.2.1 présentent une faible dispersion.
Ceci doit étre dii au fait que les valeurs des forces magnétiques exercées sur le noyau mobile sont
fortement influencées par le parametre x; dont nous avons volontairement limité la valeur
maximale A 4,5mm pour éviter I'augmentation significative de la masse du noyau donc du temps
de réponse du dispositif en régime dynamique.

IV.2.3 Optimisation de B, dans une Machine Synchrone a Poles
Saillants 4 Aimants Permanents

- Iv.2.3.1 Introduction

Les aimants permanents (terres rares) apparus récemment, ont des propriétés magnétiques
trés intéressantes pour des applications en électrotechnique. Ils ont une induction rémanente assez
élevée (entre 0,8 2 1,2 T) et supportent un champ inverse trés élevé (supérieur a 1,2 MA /m). Ils
sont donc employés en tant qu'inducteur dans les machines €lectriques, en particulier dans les

machines synchrones et & courant continu,

L'optimisation de la structure des machines électriques 4 aimants permanents 2 fait 'objet
de nombreuses publications au cours de ces derniéres années (NAKATA et al [15,88], BOULES
[89], RUSSENSCHUCK et al [90,91], SALDANHA et al [26,27,93], DEROU et al [92],
KADDED et al [75,94],...).

Dans la présente étude, nous nous sommes plus particulierement intéressés a l'utilisation

d' aimants permanents pour la construction d'une machine synchrone.

Du point de vue de la structure, la machine synchrone choisie est tétrapolaire avec un
stator lisse 2 36 encoches. Elle possede des aimants collés 2 la surface des pieces polaires du rotor.
La figure TV.2.3.1.a présente les détails géométriques de la structure de la machine étudice.

L'induction magnétique radiale dans I'entrefer, considérant les courants statoriques nuls et le
champ coercitif pour chaqun des ces sept petits aimants (fig. IV.2.3.1.a) égal & 750kA/m, est
fortement non sinusoidale (figure IV.2.3.1.b).
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Figure IV.2.3.1: Machine synchrone a pdles saillants & aimants permanents
Le but de I'étude est d'obtenir une induction magnétique radiale B, dans l'entrefer de la
machine, la plus sinusoidale possible (donc force électromotrice induite sinusoidale, couple plus

uniforme pour des courants d'alimentation sinusoidaux, etc...).

Tout d'abord, nous avons considéré les hypothéses simplificatrices suivantes :

le matériau magnétique est supposé linéaire (I'induction magnétique maximale due au
flux qui traverse la dent au milieu du pdle est inférieure A 1 Tesla).

la perméabilité€ des aimants est voisine de celle du vide (u; = 1).

les courants statoriques sont nuls

]

la machine est considérée suffisamment longue pour que nous puissions négliger les
phénomeénes dus aux extrémités (approche 2D).

Pour la modélisation €iéments finis, compte tenu des symétries, le domaine adopté pour
I'étude correspond 2 un huitiéme de la section transversal de la machine,c'est-a-dire, un demi-pdle
(figure IV.2.3.1).
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Ce probléme a été abordé selon deux approches. Dans Ia premicre approche (probléme I},
nous avons fixé la forme du rotor et nous avons recherché la distribution du champ coercitif idéale
dans chaque aimant. Dans la deuxiéme approche (probléme II), nous avons fix€ le champ coercitif
dans chaque aimant 2 sa valeur maximale et nous avons recherché la forme du rotor qui satisfait le
mieux le critére adopté. Ces deux problémes font I'objet des présentations qui vont suivre.

I1V.2.3.2 Position du Probléme I

Détermination de la valeur du champ coercitif pour les aimants qui décrivent la couronne
polaire, pour l'obtention d'une induction magnétique sinusoidale dans l'entrefer.

1v.2.3.2.1 Considérations Initiales
Comme parameétres de conception dans ce probléme, nous avons choisi les amplitudes des
valeurs du champ coercitif He de chacun des sept aimants Hey,..., He7 (fig. IV.2.3.2b).

Les sept aimants permanents présentent les caractéristiques suivantes :
longueur w = 6,7 mm
hauteur h = 5,4 mm
champ coercitif H¢ variable

1- ROTOR

2- STATOR
3- ATMANT

a- Structure géométrique du demi-pdle avec le détail aa' bb’
(A potentiel vecteur magnétique)
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b - représentation des variables de conception Hcy,...,H7 et des points d'étude dans
I'entrefer (détail aa’ bb") '
Figure 1V.2.3.2 : Modele adopté pour I'étude
Les valeurs des champs coercitifs (Hcj,..., Ho7) des ces sept aimants doivent étre
déterminées de mani¢re 4 produire une induction magnétique radiale dans l'entrefer 1a plus

sinusoidale possible,

Nous pouvons donc définir le probleme d'optimisation de la fagon suivante :
- P
minimiser fo(He)=1 3’ [Bofri) - Befri, He )P
k=1

ol Bo(rk) est la valeur de I'induction magnétique radiale imposée dans l'entrefer, aux points
rkk=1,..., P fig. Iv.2.3.2):

Bo(rk) =0,60cos 20rk) T
avec Ory I'angle décrit par le vecteur rk et I'axe x (figure IV.2.3.2 b).

L'induction magnétique B¢(rk, Hc) est la valeur calculée au point rk. Le vecteur He
répresente I'ensemble des paramétres de conception Hey, Hez,..., Her.
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Soumis aux contraintes :

fj(ch) = HCj2 - (Hjmax + chmin) Hc'j + Hejmax chmin <0
j=L..,7.

ol chmiﬂ et Hcj™ax sont les bornes inférieure et supérieure du parametre Hej. Pour cette étude
nous avons choisi 2 priori les valeurs présentées au Tableau IV.2.3.1 ci-dessous.

Tableau IV.2.3.1 : Valeurs des champs coercitif Homin et Ho™ma* adoptées pour 1'étude.

Parameétres Hmin Hemax

kA/m kA/m
Hca 550 700
Heo 450 650
Hes 400 650
Hcy 350 600
Hcs 300 600
Hcsg 250 550
Hcy ‘ 200 550

1V.2.3.2.2 Résultats Obtenus

La figure IV.2.3.3 représente le modele éléments finis adopté pour I'étude de la machine
synchrone & poles saillants 4 aimants permanents. A chaque itération, I'évaluation des fonctions et
de leurs gradients demande 14 analyses €]éments finis. Le temps CPU total d'une itération est de
20 minutes sur une station de travail HP 9000 série 400.
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a - Discrétisation éléments finis b - Lignes équipotentielles du potentiel
vecteur magnétique A
Figure 1V.2.3.3 : Modele éléments finis

Dans ce probleme nous avons adopté un point de départ unique pour les variables de

conception . Le processus d'optimisation a été arrété lorsque la variation relative des paramétres est
inférieure & £=5,0x104. Les résultats sont résumés dans le tableau IV.2.2.1.

Tableau IV.2.3.2 : Résultats obtenus avec une précision imposée € = 5,0 x 10-4,

Meéthode EM Méthode MMA Méthode PM Méthode RQP

Valeur initale | valeor Valeur Valeur Valeur

Hce Initiale He n® Initiale He n° Initiale He n° Initiale He n°

kKA/m kA /m itérations | kA / m itérations | kA /m itérations | kA / m itérations

Her 581.00 699.20 699.50 691.10 690.60
Hcp | 57180 | 604.30 604.60 604.70 604.90
Hes 595.70 618.10 11 618.50 9 615.20 8 614.50 7
Hey 475.90 492.00 491,90 491.30 491.50
Hes | 498.60 | 467.70 464.14 465.20 464.00
Heg 37210 32490 316.30 319.70 316.60
Hey 256.90 251.11 244 .00 245.30 243.80
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En ce qui concerne le nombre d'itérations, nous voyons que la méthode EM a ét€ la plus
cofiteuse. La grosse difficulté numérique du probléme provient de la présence des encoches
statoriques qui créent des harmoniques nuisibles, masquant la composante fondamentale.

L'analyse des spectres de I'induction magnétique Br obtenue avec ces quatre méthodes
d'optimisation (fig. IV.2.3.4) met en evidence la qualité des résultats finals.
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Figure IV.2.3.4 : Spectre de l'induction magnétique radiale dans I'entrefer
(résultats présentés Tableau IV.2.3.2)

1v.2.3.2.3 Conclusion

L'étude que nous venons de présenter a deux objectifs. Le premier est de démontrer la
validit€ et la puissance de l'approche adoptée pour la résolution du probléme et le second est de
caractériser les amplitudes des champs rémanents nécessaires pour I'obtention de la sinusoidalité
de I'induction magnétique dans I'entrefer.

Par rapport au premier objectif, nous pouvons dire qu'il est atteint puisque les résultats
finals avec ces quatre méthodes sont assez concordants et ont été obtenus i un relativement faible
colit de calcul.

Sur le deuxieme objectif le plus important pour le concepteur, il faut remarquer que les
valeurs de Hc obtenues, surtout pour Heg et He, sont assez faibles. Ceci, i notre avis peut
remettre en question une telle solution, car d'une part, les aimants sont mal utilisés et d'autre part

ils peuvent pendant l'utilisation &tre soumis a des champs inverses trés élevés donc étre
desaimantés.
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1vV.2.3.3 Position du probléeme II

Détermination de la forme de la pigce polaire magnétique (couronne), pour l'obtention
d'une induction magnétique sinusoidale dans l'entrefer.

I1v.2.3.3.1 _Considérations Initiales

Comme paramétres de conception nous avons choisi les rayons internes de chaqun des
sept aimants Rj,..., R7 (figure IV.2.3.5 b). L'induction magnétique radiale sera calculée dans

I'entrefer aux points k = 1, 2,..., P.
Les sept aimants permanents présentent les caractéristiques suivantes :

- longueur w=6,7 mm
- hauteur h=35,4mm
- champ magnétique coercitif Hg=750kA /m

Les valeurs des rayons inférieurs (Ry,..., Ry, figure IV.2.3.5 b) de ces sept aimants
doivent étre déterminés de fagon & produire dans l'entrefer aux point k = 1,..., P, une induction

magnétique radiale la plus sinusoidale possible.

1- ROTOR
2- STATOR
3- AIMANT

a- Structure géométrique du demi-pdle avec le détail aa' bb' (A potentiel vecteur magnétique)



b - Représentation de variables de conception Ry,..., R et des points d'étude dans l'entrefer
(détail aa' bb")

Figure IV.2.3.5 : Modéle adopté pour l'étude

Nous pouvons définir le probléme d'optimisation de la maniére suivante :
P
minimiser fR)= % Z [Bo(ri) - B{rx, R)2

ol Bo(rk) est la valeur de l'induction magnétique imposée aux points ry dans l'entrefer :

Bolrk) = 0,64 cos(2 6r) T
avec Ork l'angle décrit par le vecteur rk et 'axe des coordonnées x (fig. IV.2.3.5.b). L'induction
magnétique Be(rk, R) est la valeur calculée au point rk, avec les paramétres de conception donnée
par le vecteur R = (Ry,..., R7).

Les contraintes sont :

fjR;) = Rj% - (Rjmax 4+ Rjmin) R; + Rjmax R;min < ()
i=1.,7

oll iji“ et RjM2X sont les bornes inférieure et supérieure du parametre R;. Nous avons adopté
Rjmin = 57 00 et Rjmax = 67,10 avecj = 1,..., 7.
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Dans notre cas, il faut considérer encore les contraintes dues au fait que les aimants ont
une longueur fixe w. Ainsi, il faut que les rayons consécutifs R;;1 et R; respectent aussi les
conditions suivantes :

Rj+1 2Rj- 098 w
valeur minimale de R4 et

Rj+1 €Rj+ 0,98 w

valeur maximale de Rj41,

IV.2.3.3.2 Résultats obtenus

La figure 1V.2.3.3 représente le modele éléments finis adopté pour I'étude de la machine
synchrone & pdles saillants 2 aimants permanents. A chaque itération, I'évaluation des fonctions et
de leurs gradients demande 14 analyses éléments finis. Le temps CPU total d'une itération est de
40 minutes sur une station de travail HP S000 série 400.

Dans ce probléme nous avons adopté trois points de départ. Pour chaque essai le

processus d'optimisation a été arrété lorsque la variation relative des paramétres est inférieure a
£=5,0x104. Les résultats sont résumés dans les tableaux I1V.2.3.4 a IV.2.3.6
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b - Induction magnétique radiale correspondante dans l'entrefer

Figure 1V.2.3.6: détails conditions initiales essai 1
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Tableau IV.2.3.4 : Résultats obtenus essai I, avec une précision € = 5,0 x 104,

Méthode EM Meéthode MMA Méthode PM Méthode RQP
Essai | Valeur initiale | Valeur Valeur Valeur Valeur
i rayon finale finale finale finale
(mm) rayon n° rayon n° rayon n° rayon n°
(mm) itérations | (mm) itérations § (mm) itérations | {(mm) itérations
R; | 67.00] 66.89 66.87 66.80 66.66
Ry |67.00] 66.13 |- ~66.19 - '66.19 ~66.33
I Rz |67.00{ 65.41 65.45 65.46 65.45
R4 [67.00] 63.85 15 64.58 15 64.59 i2 63.98 9
Rs |67.00} 61.22 61.30 61.30 61.44
Re¢ 167.00| 59.89 60.23 60.23 60.43
R7 |67.00| 58.19 58.29 58.29 58.49
Valeur
fonction | 3.541 0.2427 0.2560 0.2560 0.2683
objectif

Dans le tableau IV.2.3.4, si nous considérons le nombre d'itérations necessaires a

I'obtention de la solution, nous pouvons remarquer une nette supériorité de la méthode RQP pour

la résolution du probléme proposé.
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Figure IV.2.3.7 : Induction magnétique radiale dans I'entrefer, résultats essai I (Tableau
IV.2.3.4)
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a - Géométrie initiale
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Méthode EM Méthode MMA Méthode PM Méthode RQP
Essai | Valeur initiale | valeur Valeur Valeur Valeur
i rayon finale finale finale finale
(mm) rayon n° rayon n° rayon n° rayon n°®
(mm) itérations | (mm) itérations | (mm) itérations | (mm) itérations
R; | 59.29] 66.66 67.00 66.53 66.87
R2 ] 60.30| 65.86 66.18 65.73 65.79
II Ry 6197} 65.05 65.08 65.05 65.17
Rg [ 63.31] 63.65 18 64.13 17 63.85 15 64.05 i3
Rs |64.65| 61.30 61.22 61.64 61.64
Rg | 65.99{ 60.09 59.98 60.63 60.50
Ry |67.00} 57.82 58.19 57.69 57.82
Valeur
foncton | 4.3708 0.2524 0.2513 0.2796 0.2563
objectif

Dans le tablean IV.2.3.5, en ce qui concerne le nombre final d'itérations, nous pouvons

constater encore la supériorité de la méthode RQP, suivie de trés prés par la méthode PM, face 4 la

résolution du probléme proposé.
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a - Géométrie initiale
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Figure 1V.2.3.10: Détails conditions initiales essai III
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Tableau IV.2.3.6 : Résultats obtenus essai Il avec une précision € = 5,0 x 104.

Méthode EM Méthode MMA Méthode PM Méthode RQP
Essai VYaleur initiale { Vaieuwr Valeur Valeur Valeur
P rayon finale _n° | finale finale finale
(mm) rayon itérations | rayon n°® |rayon n° rayon n°
(mm) (mm) itérations | (mm) itérations { (mm) itérations
Ry |60.97]| 66.53 66.78 66.80 66.87
Ry |61.64] 66.33 | 66.26 |- | 66.26 | - 66.06 1.
R3 {6231 65.05 65.45 65.46 65.06
I Rs | 6499 63.38 16 63.85 14 63.85 i1 63.38 12
Rs |62.31] 61.03 61.57 61.57 61.84
R¢ |61.64} 60.10 60.16 60.17 60.37
Ry 160.97| 58.89 58.62 58.62 58.42
Valeur
fonction | 3.3605 0.2651 0.2520 0.2524 0.25318
objectif

Finalement sur le tableau IV.2.3.6, les résultats obtenus pour l'essai 111, confirment la supériorité
des méthodes RQP et PM pour la résolution du probleme.
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Figure 1V.2.3.11 : Induction magnétique radiale dans l'entrefer, résultats essai ILI
(Tableau 1V.2.3.6)
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La structure optimisée du moteur, obtenue par la méthode MMA pendant l'essai I
(figure IV.2.3.12), nous permet de constater que la forme géométrique finale a ét¢ modifiée d'une

m

facon importante. Cela prouve que le logiciel éléments finis utilisé possede la capacité d"'absorber"

de tels niveaux de perturbation sur la forme géométrique étudiée.

A =1

a - Géométrie finale obtenue
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b - Induction magnétique radiale dans l'entrefer

Figure IV.2.3.12 : Résultats obtenus essai I méthode MMA (Tableau IvV.2.3.4)
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I1V.2.3.3.3 Conclusion

Du point de vue de la modélisation, cet exemple peut étre considéré comme assez
complexe. Le déroulement du processus d'optimisation impose nécessairement de grosses
modifications au niveau des paramétres géométriques et physiques qui décrivent les aimants

permanents.

Cette application nous permet surtout de mettre en évidence l'apport colossal de la
représentation paramétrique des grandeurs géométriques et physiques dans le pré-processeur

éléments finis.

Les principaux avantages li€s A la représentation paramétrique de grandeurs physiques et

géométriques, peuvent se résumer ainsi:

- souplesse dans le traftement général des données

- les géométries créées sont généralement douces et régulidres (comparativement 3
un probléme au les degrés de libertés sont les positions des noeuds du maillage,
MARROCO et al [14]).

- la représentation paramétrique des grandeurs géométriques s'adapter parfaitement
a la création automatique de la discrétisation éléments finis.

Finalement, il faut remarquer que le remaillage nécessaire & chaque itération pour le
probleme d'optimisation de forme (probléme II) explique 1a différence constatée sur la durée d'une
itération par rapport au probléme L

IV.2.4 Optimisation de la Forme des Pieces Polaires Rotoriques dans
une Machine & Réluctance Variable pour 1'Obtention d'un Couple
Maximal Fixé,

1vV.2.4.1 Introduction

RAMAMOORTY et al [95,96] ont réalisé des nombreuses études sur des machines 2
réluctance variable, en envisageant l'obtention des caractéristiques de fonctionnement optimisées.
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La machine 3 réluctance est un type de machine synchrone. Parmi les machines
alternatives, la machine  réluctance variable est une des plus simple, ceci est dii & 'homogénéité
de la structure rotorique, qui normalement ne comporte que du matériau ferromagnétique. Dans
cette machine, le champ tournant est crée par les enroulements statoriques.

Le principe du flux maximal (ou encore de I'énergie minimale) fait apparaitre un couple qui
tend A maintenir le rotor en synchronisme avec le champ tournant et tel que le flux résultant soit

1 - Stator
2 - Rotor
3 - Arbre (matériau non

ferromagnétique)

Figure IV.2.4.1 : Structure élémentaire de la machine a réluctance variable éwdiée.

Il existe bien entendu, plusieurs possibilités de choix pour les formes des parties
constitutives de cette méme machine. Au cours de notre étude ces éléments constitutifs ont été
choisis en tenant compte des critéres de simplicité de la modélisation numérique par la méthode des

€éléments finis.

Nous avons adopté une machine de conception classique avec le stator a pdles lisses, un
enroulement triphasé bipolaire distribué dans 36 encoches et le rotor est formé de 2 pi¢ces polaires
ferromagnétiques en forme de U (fig. IV.2.4.1).

Le moteur est réalisé en matériau ferromagnétique possédant la courbe caractéristique B(H)
montrée sur la figure IV.2.2,3.
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L'hypothése simplificatrice suivante a été adoptée:

-la machine est considérée suffisamment longue pour que les phénomenes diis aux
extrémités soient négligeables.

1V.2.4.2 Position du Probléme

Lc but dé I'étude est d'obtenir un couple statique imposé Cj (Nm/m) en fonction des
parametres qui décrivent les piéces polaires rotoriques (81,82, R3 et Ry - fig. IV.2.4.2.2). Nous
cherchons une forme des pitces polaires capable de produire un couple spécifi€, donc nous
sommes confrontés a la résolution d'un probléme de synthese.

b - Détail encoches phase a, b et c. Position angulaire référence 6o = 0°.
Figure IV.2.4.2 Structure polaire de la machine a réluctance variable étudiée.
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Considérant I'expression du couple synchrone dans une machine & reluctance variable
comme étant:

C.=3 3;3 'c%[i,lT ; —}%d-] sin 28

ol V est la valeur efficace de la tension, P le nombre de paires de pdles, @ la vitesse angulaire (/P
étant la vitesse synchrone), X, la réactance d'axe quadrature, X4 Ia réactance d'axe direct et 3
l'angle de charge de la machine.

L'angle 8 correspond au décalage angulaire entre le champ tournant statorique et l'axe de
quadrature q.

Le couple statique maximal est atteint pour un angle 8=45 degrés.

La valeur du couple statique pour un 8§ = 45° sera determiné a l'aide de la méthode de
travaux virtuels (COULOMB [17,21]), pour une configuration fixée des densités de courants
(BENGHEZAL [971), & savoir:

Ja= 3,0 A/mm?
Jy =-1,5 A/mm?
J.=-1,5A/mm?

Autrement dit, nous prenons la phase "a" comme étant la référence.

Ainsi, nous pouvons formuler notre probléme d'optimisation comme étant :

minimiser f;({x)

3

ot le vecteur de conception x =(81, 67, R3, R4), Cj est la valeur du couple impos¢ (C;=160Nm/m)
et C(x) est la valeur du couple calculé & l'aide de la méthode des éléments finis.

Soumis aux contraintes :
£(0)) =67 - (67 + o™} o, + 67 . 6" < 0

ol 6jmin et ;M2 sont les bornes inféricure et supérieure et du parametre 8; (j = 1, 2) données

par:

67 <0,95% - 1,05.6;
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oT™ > 0,075n
02 <0,957 - 1,05.6;
05" > 0,1257 + 0,05.8;
Ceci dans le but d'éviter que les pi¢ces rotoriques soient trop minces (donc saturées). Et encore

f(R))= R} - (R + RP™) R + RP™ . RT™" < 0

ol iji" et R4 sont les bornes inférieure et supérieure du parametre R; (j =3.4), pour lesquels
nous avons adapté les valeurs suivantes:

R,min = 50 mm Rymax = 70 mm
R4™i" = 30 mm R max = 40 mm

1V.2.4.3 Résultats Obtenus

La figure IV.2.4.4 représente le modele éléments finis adopté pour I'érude de la machine 2
réluctance variable. A chaque itération I'évaluation des fonctions et de leurs gradients demande 8
analyses €léments finis. Le temps CPU total d'une itération est de 160 minutes sur une station HP
9000 série 400.

Nous avons fait arréter le processus d'optimisation lorsque la valeur du couple calculé C(x)
s'est révelée suffisament proche de la valeur imposée C; de 160Nm/m (écarts inférieures 2

+5%). '

a - Discrétisation €léments finis b - Lignes équipotenticlles du potentiel
vecteur magnétique A.
Figure IV.2.4.3 Modele éléments finis
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Compte tenu du temps de calcul nécessaire, nous avons adopté un point de départ unique

pour les variables de conception (Tableau IV.2.4.1).

Tableau IV.2.4.1 Résultats obtenus en considérant l'erreur relative sur la valeur calculée du

couple inférieure & 15 % de la valeur imposée de 160 Nm/m.

Méthode EM Méthode MMA Méthode PM Meéthode RQP
Couple Valeurs Valeurs n° | Valeur n° | Valeur n° | Valeur n®
imposé initiales obtenues itérations | obtenues itérations | obtenues itérations | obienues itérations
Nm/m parametres
01 0.425| 0.448 0.546 0.425 0.796
(rad)
160
0, 1.576| 1.445 3 1.196 3 1.576 4 1.267 3
(rad)
R3 |50.00| 67.38 60.35 68.56 60.38
(mm)
R4 |39.11] 33.44 31.22 30.18 31.24
(mm)
Couple
obtenu | 93.36 158.7 159.4 158.4 157.8

Dans le tableau IV.2.4.1, nous pouvons remarquer que ces méthode présentent un comportement

similaire en ce qui concerne le nombre d'itérations.

IV. 2.4.4 Conclusion

Cet exemple est destiné & mettre en évidence la souplesse offerte par la représentation

géométrique paramétrée, qui est capable de prend en compte des grosses modifications des pieces

rotoriques.

Les résultats obtenus présentent une dispersion significative (tableau 1V.2.4.1). Ce

phénomene peut étre expliqué par les aspects suivants :

- le probléme peut présenter plusieurs solutions.
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- le probléme peut présenter plusieurs solutions,
- la tolérance admise (test d'arrét 2 5 %) est trop élevée, pour atteindre 'optimum
global (si il existe).
- les valeurs de couple calculées sont obtenues par un calcul élément finis (systéme
discrétisé) , donc, la discrétisation utilisée influence la précision des résultats.

IV.3 Conclusi_o_n

Dans ce chapitre, nous avons illustré au moyen de quelques exemples la démarche que
nous proposons pour la résolution des problémes d'optimisation en électrotechnique. Ces essais
montrent que 'approche semble étre adéquate, pour former la base d'un outil de calcul efficace et
souple pour la conception automatisée de forme en électrotechnique.

Par ailleurs, un des principaux objectif du chapitre a été de mettre en évidence la puissance
de l'approche d'un logiciel couplant un algorithme général de programmation non linéaire a un
logiciel d'analyse par la méthode des éléments finis.

En pratique, cette approche peut étre particuliérement coiiteuse. Malgré cela, elle constitue
une possibilité fiable pour dimensionner automatiquement des structures assez complexes.

En résumé, au travers des exemples concrets traités dans ce chapitre, il semble que la
méthode RQP fournisse la convergence la plus rapide. Remarquons cependant, que les méthodes
PM et MMA possedent des propriétés de convergence assez séduisantes aussi. Pour la méthode
EM nous pouvons dire qu'elle constitue une approche plus cofiteuse mais extrémement robuste.
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CONCLUSION

Nous avons consacré notre étude a l'utilisation conjointe des méthodes de programmation

o _non lméalre et de la méthode des éléments finis en vue de l'optimisation des dispositifs de
S I'électrotechmque qu1 nous était posé, puis nous avons effectué une étude bibliographique sur les
3 fméthodes d'optlmlsatlon enfin, nous avons indiqué I'état de 1'art dans le domaine qui est le notre,

':celm de lélectrotrotechmque Nous avons alors décidé de faire porter nos efforts sur la

s :compréhensmn des méthodes de programmation non linéaire afin d'améliorer notre connaissance

R de ces outlls pour nneux en maltnser I'emploi.

'hnéa]re nous avons étudlé les méthodes:

jf_ﬁ'_ [- de pénahtes mténeures étendues,

S ides asymptotes mobiles,

Ll de programmatlon quadrathue récursive,
e : -de l'elhpso1de B

| ""_'-.fque nous avons retenues & partir d'une étude bibliographique, pour leur efficacité et leur

: "'-'robustesse Nous avons a cette occasion, proposé un certain nombre d'idées destinées & améliorer

R 'f_}eurs performances

. Pour la methode de pénahtes intérieures étendues, nous avons introduit dans la recherche

i '_z_umdlrecuonnelle un développement quadratique de l'approximation de la fonction dans lequel les
__ _f_.termcs du second ordre (le hessxen) sont obtenus & partir d'un processus quasi-newtonien
o _'(B FGS) -

. Pour la méthodc des asymptotes mobiles, qui est basée sur une linéarisation asymptotique de
lob]ectlf et des’ contramtes et sur le principe de dualité, nous avons appliqué le concept de

_ o con_tram_tes_ actives. Ceci a eu pour effet de réduire le volume des calculs et surtout d'améliorer
o ""'ﬁ'..;';'on'sidérablcment la robustesse de la méthode dont les limites d'utilisation (en nombre de
._ pmétres) ﬁpé_nyom _a,insi étre Tepoussées.

Pour la méthode de programmation récursive quadratique, nous sommes partis de I'idée de

S ﬁ..‘:'_f_hnéansanon et de qualification des contraintes initialement proposée par Pshenichny et de I'apport
de Powell concernant 1'évaluation plus sure du hessien (du lagragien). Nous avons ainsi mis au

i :_-': .-_pol_nt_ un -_a_lgonthme qui s'est avéré extrémement efficace et robuste.

Dans le”' 'eux1eme chapltre consacré entierement aux méthodes de progratimation ion ™



Enfin, pour la méthode de I'elhpsmde nous pensons que Ia maltnse de de '1 vol tion
opérazeur de métrique au cours des 1tératlons peut etre un facteur unportant pour l‘efﬁcac' i

complexes, correspondent tous a des dlsposmfs réellement étudlés dans le L_a

avons eus a cette occasion le plaisir de constater l'efﬁcaclté de la démarche optumsatlon
automatique, notamment lorsque les’ performances obtenues étalent sen31b1ement supéneures a
celles résultant d'un prédimensionnement manuel ERSOats '

En conclusion, il apparait que la modehsanon des systémes et de_ phénomenes
électromagnétiques par l'utilisation con;omte des méthodes de programmauon non lméajxes et della
méthode des éléments finis, ouvre aujourd'hul un’ spectre dact1v1te part1cuhérement _large et
pluridisciplinaire, allant de lldentlficatlon et de la caracténsatlon de sources, a la co'n
nouveaux dispositifs. ' ' e '

11 ne faut pas cependant oubher que d un pomt de vue mdustnel les resultats fourms par les
techniques d'optimisation numérlque do1vent demeurer dans le domame “du _
(technologiquement et .. économlquement) La conceptlon reste de toute facon une tache tr &
complexe, l'essentiel étant souvent de savoir trouver ]e mellleur compromls entre d"' 'erses-
caractéristiques contradictoires .. : i ' s

Pour notre part, nous espérons, au travers de cette étude, av01r contn uer a'une my le re
compréhensmn de l'optlrnlsauon en éIect:rotechmque Ma1s beaucoup reste a_falre Selon n :

gradients & moindre cofit.
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- Ce dernier point 2 lui tout seul devrait permettre de gagner énormément en efficacité, au prix,
il est vrai, d'une complexité accrue au niveau de la réalisation d'un logiciel d'application générale.
Cependant, avec les progrés des techniques de génie logiciel et/ou de lintelligence artificielle, cette
complexité qui, hier, a rebuté nos prédécesseurs pourrait, demain, étre maitrisée.
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Annexe A.l
Méthode Quasi-Newtonienne BFGS

"_'_:;'ConSidérons une fonction f deux fois continfiment différentiable, dont nous pouvons calculer les

" dérivées du second ordre. Donc, au voisinage du point courant xK, nous pouvons la remplacer par

. son approximation quadratique f, & savoir :

S _ob .:H_(x_k:) est son hessien.en xk.
L Sl la fonctlon f(x) est convexe (hessien défini positif), le minimum de f est donnée par :
~ . Ce qui conduit 2 la formule itérative :

o _"-_'Si_"-la 'fqn;_it_iqn f(x) est quadratique et strictement convexe, x* peut étre obtenu en un seul pas

S -':'_I-_(njéth_odé'de'N_ewt_on). Cependant, lorsque nous voulons I'utiliser sur une fonction quelconque,

e _:_dés_'difﬁql_jltés apparaissent. Ti faut donc introduire quelques modifications de maniére & obtenir

: : .;'f_rapide'r_r'iém une bonne approximation de l'optimum cherché.

B Uné__lir;ﬁ_tg_tion trés importante pour la méthode de Newton est que le hessien H(x) = V2 £(x) doit

 rester défini positif (minimisation de f(x)).

s : Les -iné_th_odes quasi-newtoniennes (ol méthodes & métrique variable) consistent essentiellement

"3'_e_n_ un_é généralisation de la formule itérative de la méthode de Newton a des fonctions

PR ; q’uclconqucs._ Cela donne la formule itérative suivante :

¢ @kl xk - oy Hy! VE(x¥) AL4

" ob oy estun réel choisi de fagon & minimniser £ (x) et Hy une approximation du hessien. Hy  est

modlﬁc 2 chaque itération de fagon & produire une approximation définie positive du hessien de la

L foncti_of_l étudice.



Nous nous sommes intéressés partlcuherement é l'algorlthme BFGS évelopp

indépendemment par BROYDEN ( 1970) FLETCHER (1970), GOLDFARB (1970) et SHANN
(1969) [8-10,38].

Cet algorithme construit directement une 'approkilnatit)ri du hessien Hy; obtenu par 1a rel

5lek 3k Hk5k

Ly

ou
8y = xk+1 - xk

Nk = Vf(xk’fl) - Vf(xk)

0 est déterminé par les conditions Suﬁplé_hlcntaiiés n : L
1, SidNk=202 0 He O R

0,8 & Hy 5,
8y Hy 8y - 8¢ M

. SiBiMe<028 He &

Celles-ci aident & garder Hg deﬁme p031t1ve et é 1mposer une stablhte numenqu beaucoup moins -
sensible a tout changement d'échelle des vanables i :

Hy définie positive est essentiel, car ceci garantlt en partlcuher que la rechcrchc umdlrecnonnell
engendrée peut assurer une décroissance de f(x) au vmsmage de xk e
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Annexe A.Il
Sous-Gradient

Si nous considérons une fonction convexe différentiale f(x) quelconque, le gradient V £(xk) en tout
point xk doit vérifier Inégalité fondamentale :

f(x) 2 f(xk) + V £(xK) (x - xk) A.IL1

Ccpendant si nous consudérons une fonction convexe non partout dlffércnnablc f, 11 faut uuhscr lc

| concept de sous-gradicnt pour réécrire l'1négahté qu1 devient alors :

fx) 2 fxk) + F (x - x¥) AIL2
ot of est appellé sous-gradient (sous-différentiel) de f au point x* [39 - 41].

En dimension 2 (respectivement n), les sous-gradients correspondent aux pentes des droites
(respectivement des hyperplans) :

y = {xk} + 9F(x - x¥) AIL3
qui rencontrent I'épigraphe de la fonction f au point (x¥, f{xk)) (figure A.IL.1) et qui sont toujours
situées en dessous de lui.

DN i
éplgmphe ( f(x) ) = g+ T(x-x1)
|- - - - "\ pente_
|
i
i
I -
0 " .

Figure A.II.1 : Détermination d'un sous-gradient 9f d'une fonction convexe f{x)
(non partout différentiable} en x¥
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Annexe A.IIl

Résultats Comparatifs

Dans cettte annexe, nous présentons les résultats comparatifs entre les quatre codes que
nous avons réalisé, a savoir:

-Méthode de Programmation Quadratique Récursive RQP

-Méthode des Asymptotes Mobiles MMA
-Méthode des Pénalités intérieures Etendue PM
-Méthode de I'Ellipsoide EM

et le code VFO2AD; celui-ci basé aussi sur Ia Méthode de Programmation Quadratique Récursive
(Library Harwell)

Pour cette comparaison, nous avons repris le méme probléme qui a été utilisé au chapitre
I1, & 1a fin de la présentation des méthodes  titre d'illustration.

Nous avons adopté dix points de départ différents. Les résultats obtenus sont présentés
dans les tableaux AITL1 & AIILS

Tableau AIIL1 Exemple probléme proposé par SVANBERG [12] - Méthode de Programmation
Quadratique Récursive -~ Algorithme PSHENICHNY-TSENG-ARORA.,

Point initial Solution Fonction Nombre
finale Objectif d'itérations
Xi ¥i X ¥s fo

1.2 1.0 1,409 0,376 1,505 7
2.2 0.9 1,406 0,379 1,504 9
1.5 0.5 1,413 0,367 1,506 8
1.5 0.8 1,409 0,376 1,505 7
1.2 0.36 1,397 0,389 1,499 10
1.7 0.9 1,397 0,396 1,503 5
1.9 1.3 1,411 0,365 1,503 7
1.7 0.7 1,428 0,340 1,509 10
11 0.61 1,408 0,376 1,505

1.2 0.81 1,407 0,383 1,507




Tableau AIIL2 Exemple probléme proposé par SVANBERG [12] - Méthode des Asymptotes
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Mobiles.
Point initial Solution Fonction Nombre
finale Obijectif d'itérations
Xj yi Xg ys fo
1.2 1.0 1,410 0,365 1,502 7
22 0.9 1,400 0,371 1,494 11
1.5 0.5 1,407 0,375 1,503 7
1.5 0.8 1,391 0,413 1,505 8
13 036 1403 0380 1502 -
1.7 0.9 1,400 0,385 1,500 10
1.9 1.3 1,389 0,433 1,514 10
1.7 0.7 1,404 0,388 1,506 8
1.1 0.61 1,411 0.369 1,504 7
1.2 0.81 1,407 0,383 1,507 9

Tableau AIIL.3 Exemple probléme proposé par SVANBERG [12] - Méthode de Pénalités

Intérieures Etendues.

Point initial Solution Fonction Nombre
finale Objectif d'itérations
Xj yi Xg ¥s fo
1.2 1.0 1,422 0.350 1,506 9
2.2 0.9 1,398 0,360 1,485 10
1.5 0.5 1,415 0,363 1,506 10
1.5 0.8 1,428 0,367 1,520 11
1.2 0.36 1,406 0,373 1,501 6
1.7 0.9 - 1,401 0,366 1,492 9
1.9 1.3 1,404 0,375 1,499 7
1.7 0.7 1,398 0,360 1,486 9
1.1 0.61 1,422 0,350 1,506 12
1.2 0.81 1,429 0,342 1,510 12
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Tableau AIIL.4 Exemple probléme proposé par SVANBERG [12] - Méthode de 1'Ellipsoide

Point initial Solution Fonction Nombre
finale Objectif d'itérations
Xj Yi Xs ¥s fo
1.2 1.0 1,424 0,378 1,522 16
22 0.9 1,419 0,389 1,523 17
15 1 05 1,396 L0592  ...1622 ). .8 |.
1.5 0.8 1,416 0,380 1,515 16
1.2 0.36 1,391 0,368 1,482 18
1.7 0.9 1,402 0,403 1,511 14
1.9 1.3 1,409 0,360 1,498 17
1.7 0.7 1,402 0,403 1,512 14
1.1 0.61 1,391 0,398 1,497 15
1.2 0.81 1,419 0,382 1,519 19

Tableau AIILS  Exemple probléme proposé par SVANBERG [12] - Méthode de
Programmation Quadratique Récursive - VF02AD (Harwell -POWELL™)

Point initial Solution Fonction Nombre
finale Objectif d'itérations
Xj Yi Xs ¥s fo
12 1.0 1,411 0,377 1,508 7
22 0.9 1,411 0,377 1,508 8
1.5 0.5 1,412 0,376 1,508 5
1.5 0.8 1,411 0,377 1,508 6
1.2 0.36 1,412 0,376 1,508 5
1.7 0.9 1,411 0,377 1,508 7
1.9 1.3 1,412 0,376 1,508 9
1.7 0.7 1,411 0,377 1,508 7
1.1 0.61 1,412 0,377 1,508 7
1.2 0.81 1,412 0,377 1,508 6

[*] M.J. POWELL,"A Fast Algorithme for Non Linear Constrained Optimization Calculations"
Dundec Conference on Numerical Analysis, 1977 (Library Harwell).
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Par rapport a ces résultats nous pouvons concluire que:

- le code VF02AD ( POWELL ) demande un nombre faible d'itérations pour l'obtention de
la convergence et qu'il présente une stabilité numérique remarquable au niveau des solutions
obtenues.

- les codes RQP, MMA et PM demandent un faible nombre d'itérations pour l'obtention de
la solution, avec une stabilité numérique que nous pouvons considérer comme acceptable.

- finalement, le code EM demande un nombre d'itérations un peu plus important que les
autres méthodes.
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MOTS CLES

Otimisation de forme

Programmation Non Linéaire

Méthode des Eléments Finis
Electrotechnique Optimisation de Forme

-RESUME DE LA THESE EN ANGLAIS - T

o The a1m of thlS study is . to investigate problems of shape optimization in power

'_engmeermg, when the equatlons describing the problem are solued using the finite

. :elerrent rrethod

i Ini-'Order- to solve ‘the problem of optimization we chose to use methods of non-linear

: ':progranmmg nethods, which fram an algorithmic point of view are already widely

L '-tested We 'stud_led the extended interior penalty method, the moving asymptotes

' :nethod the recursive quadratic programming method and the ellipsoid method. During

th_ls study we were partlcularly interested in finding ways of insertion of

. "cptjmlzatlon tec:hruques in a CAD software. The principals of a procedure of

o autcmatlc shape des:.gn are presented. Thus we arrived to estimate the flexibility

and the eff1c1ency of finite element software whose pre-processor is a parametered

Fmally dlfferent problems of shape optimization are presented : shape

'::'-.'.'_'optmlzatlon of a corelles actuator, shape optimization of a magnetic actuator,

cptlmlzatlon of radlal induction in a synchronous machine, shape optimization of

| polar -p;l__e_ces ‘in the rotor of a relectance machine.




RESUME DE LA THESE EN FhAN"cA{s'}

Dans le cadre de cette étude nous nous sames mteresses aux problares contmus

d'optimisation de forme en electrotechnlque, ou les equat1ons ql.ll decrlven

physique du probléme sont résolues’ par la methode des ele:rents fmls.g"

Pour la résolution du probléme -'d'0ptm1$at.;'1_c'>n.'prcprater_l_t_-*f:d_it" '*: nous vons cho :

d'étudier des méthodes de programnatlonnon llnéaJ_re,

algorithmique sont arrivées 3 une certalne maturlte.- -_ :;

optimisation de 1'induction radial dans une machJ_ne

forme des piéces polaires rotoriques dans une machme reluctance varlable..:
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