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Je tiens également à remercier ma famille. Ma mère pour toujours avoir été là pendant ces
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Résumé

L a tomodensitométrie spectrale est une modalité d’imagerie par rayons X émergente. Si
le principe de la double énergie est plus ancien, des développements récents sur des détec-

teurs à comptage de photons permettent d’acquérir des données résolues en énergie sur plusieurs
plages. Cette modalité permet de réduire un certain nombre d’artéfacts classiques dont ceux
liés au durcissement de spectre, mais surtout de remonter à la composition chimique des tis-
sus. Les données spectrales permettent également d’utiliser de nouveaux agents de contraste
(comme l’or par exemple) qui présentent des discontinuités énergétiques. La possibilité d’utiliser
d’autres marqueurs et de quantifier leurs présences dans le patient donne à cette modalité un
fort potentiel dans le domaine de l’imagerie médicale. Une approche classique pour le traitement
des données spectrales est d’effectuer une décomposition en base de matériaux préalables à la
reconstruction tomographique. Cependant, les méthodes de décomposition dans le domaine des
projections avec un grand nombre de plages d’énergies n’en sont qu’à leurs débuts. Les tech-
niques classiques par calibration, ne sont plus numériquement stables lorsqu’il y a plus de deux
plages disponibles.

Le but de cette thèse est de développer de nouvelles méthodes de décomposition des don-
nées spectrales dans le domaine des projections. Après avoir formalisé le problème direct de la
tomodensitométrie spectrale, le problème de décomposition en base de matériaux sera exprimé
et traité comme un problème inverse non linéaire. Il sera résolu en minimisant une fonction de
coût incluant un terme caractérisant la fidélité de la décomposition par rapport aux données et
un a priori sur les cartes de matériaux projetées. Ces travaux présenteront tout d’abord une
adaptation de la fonctionnelle prenant en compte la nature Poissonienne du bruit. Cette formu-
lation permet d’obtenir de meilleures décompositions pour de forts niveaux de bruit par rapport
à la formulation classique. Ensuite, deux algorithmes de minimisation incluant une contrainte
de positivité additionnelle seront proposés. Le premier, un algorithme de Gauss-Newton pro-
jeté, permet d’obtenir des cartes rapidement et de meilleure qualité que des méthodes non
contraintes. Pour améliorer les résultats du premier algorithme, une seconde méthode, de type
ADMM, ajoute une contrainte d’égalité. Cette contrainte a permis de diminuer les artefacts pré-
sents dans l’image. Ces méthodes ont été évaluées sur des données numériques de souris et de
thorax humain. Afin d’accélérer et de simplifier les méthodes, un choix automatique des hyper-
paramètres est proposé qui permet de diminuer fortement le temps de calcul tout en gardant de
bonnes décompositions. Finalement, ces méthodes sont testées sur des données expérimentales
provenant d’un prototype de scanner spectral.

Mots-clés : Imagerie par rayons X, imagerie spectrale, décomposition en matériaux, problèmes
inverses, optimisation sous contrainte, régularisation
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Abstract

S pectral tomodensitometry is a new emerging x-ray imaging modality. If the dual-energy
principle was already known for quite some time, new developments on photon-counting

detectors now allowing acquiring more energy bins than before. This modality allows reducing
some artifacts presents in x-ray imaging, such as beam hardening, but mostly to decompose
the data into the chemical composition of the imaged tissue. It also enables the use of new
markers (i.e. gold) with an energic discontinuity. The use of these markers also allows to locate
and quantify them in the patient, granting great potential for medical imaging. Decomposition
in the projection domain followed by a tomographic reconstruction is a classical processing for
those spectral data. However, decomposition methods in the projection domain are unstable
for a high number of energy bins. Classical calibration technic is numerically unstable for more
than two energy bins.

This thesis aims to developed new material decomposition methods in the projections do-
mains. After expressing the spectral forward model, the decomposition problem is expressed
and dealt as a non-linear inverse problem. It will be solved by minimizing a cost function com-
posed by a term characterizing the fidelity of the decomposition regarding the data and an
a priori of the decomposed material maps. We will firstly present an adaptation of the cost
function that takes into account the Poissonian noise on the data. This formulation allows ha-
ving better decomposed maps for a high level of noise than classical formulation. Then, two
constrained algorithms will be presented. The first one, a projected Gauss-Newton algorithm,
that enforces positivity on the decomposed maps, allows having better decomposed maps than
an unconstrained algorithm. To improve the first algorithm, another one was developed that
also used an egality constrain. The equality allows having images with fewer artifacts than
before. These methods are tested on a numerical phantom of a mouse and thorax. To speed up
the decomposition process, an automatic choice of parameters is presented, which allow faster
decomposition while keeping good maps. Finally, the methods are tested on experimental data
that are coming from a spectral scanner prototype.

Key-words : X-ray imaging, spectral imaging, material decomposition, inverse problem, constrai-
ned optimization, regularization
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Abréviations & Acronymes xvii

Notations & Symboles xix

Variables, Significations & Dimensions xxi

Introduction 1

I Tomodensitométrie classique et spectrale 5

I.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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II Problèmes inverses 31

II.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

II.2 Problème inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

II.3 Solutions exactes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

II.4 Algorithmes de minimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

II.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

III Simulations numériques : simulation des données spectrales et critères
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VII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
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VIII Décompositions de données expérimentales 131

VIII.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

VIII.2 Description de l’acquisition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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I.17 Décompositions dans des bases différentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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RN×M ensemble des matrices de N lignes et M colonnes réels
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F Modèle direct RMP → RIP

C Fonction de coût RIP → R
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Introduction

L
a tomodensitométrie spectrale (TDMS) est une nouvelle modalité d’imagerie par rayons X.

Elle permet d’acquérir des mesures d’atténuations qui sont résolues en énergie. Outre le fait

de diminuer un certain nombre d’artefacts, la TDMS nous permet de remonter à la composition

chimique de l’objet imagé. Elle nous permet également d’utiliser de nouveaux marqueurs qui ne

sont pas utilisés en tomodensitométrie classique, comme l’or ou le gadolinium par exemple. Ces

derniers présentent des discontinuités énergétiques exploitables avec cette nouvelle modalité.

Cette spécificité donne à ce type d’imagerie un fort intérêt pour le diagnostic dans le milieu

médical. En effet, la possibilité de quantifier la composition chimique d’un tissu (comme l’os)

permet de détecter des pathologies (Pache et al. (2010)).

Le principe de la TDMS a débuté avec les méthodes bi-énergies en considérant des acqui-

sitions avec deux spectres à différentes énergies. Alvarez et Macovski (1976) ont introduit le

principe de décomposition en double-énergie (suivant deux spectres) en calibrant le système

à partir d’objets connus. Les données étaient alors décomposées en effet photoélectrique et

Compton, ce qui permet de différencier la densité des matériaux et de faire un diagnostic. La

limitation à deux spectres et les différentes méthodes d’acquisition (qui nécessitaient plus de

dose ou d’équipement) ont fait que cette modalité n’a pas été largement utilisée dans le mi-

lieu médical. Cependant, des nouveaux détecteurs à comptage de photons (DCP) permettent

maintenant d’acquérir plus de plages d’énergies (Taguchi et Iwanczyk (2013)). Cela permet

de réduire la dose reçue mais ouvre également la possibilité d’avoir une plus grande résolution

énergétique. Avec ces détecteurs, de nouvelles méthodes ont vu le jour, car la décomposition par

calibration classique en double énergie devient instable numériquement avec plus de deux plages

d’énergies (Stenner et al. (2007)). Le problème inverse non-linéaire de la TDMS consiste à re-

construire les volumes correspondant à une base (matériaux, effets photoélectrique et Compton

par exemple) à partir des données spectrales. Si les méthodes par calibration restent les plus

utilisées, ce problème peut également être attaqué par des approches variationnelles (Schlomka

et al. (2008); Ducros et al. (2017); Long et Fessler (2014)). Différentes classes de méthodes sont

généralement considérées. Nous pouvons créer les volumes spectraux (faire une reconstruction

tomographique des données spectrales), puis les décomposer (Brooks (1977)), faire la décompo-

sition et la reconstruction simultanément (Mechlem et al. (2018)) ou, finalement, décomposer

les projections et reconstruire les volumes correspondants (Abascal et al. (2019)).

Cette thèse portera sur la décomposition des données spectrales dans une base de matériaux
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dans le domaine des projections. Le fait de décomposer directement dans les projections permet

de traiter la non-linéarité du problème avant de reconstruire les volumes. La décomposition se

fera par une approche variationnelle pour résoudre le problème inverse et des méthodes de

minimisation sous contraintes de la fonction de coût.

Cette thèse a été financée par le LabEx PRIMES 1 au sein du laboratoire CREATIS dans

l’équipe ”Imagerie tomographique et thérapie par radiation”.

Ce manuscrit se compose de huit chapitres. Les deux premiers expliquent les principes de la

tomodensitométrie classique et spectrale puis les méthodes de résolution des problèmes inverses.

Les suivants exposent les différentes contributions effectuées pendant cette thèse.

Le chapitre I expose les principes liés à la tomodensitométrie classique et spectrale : gé-

nération des rayons X, interactions rayons X-matière, formation de l’image. Nous présenterons

également différentes méthodes classiques pour la reconstruction tomographique avant d’intro-

duire le traitement spécifique aux données spectrales.

Le chapitre II introduit différentes méthodes standards pour la résolution des problèmes

inverses. Nous expliquons comment obtenir la solution de manière analytique puis de manière

itérative par le biais d’algorithmes de minimisation.

Le chapitre III décrit la simulation des données numériques spectrales, qui seront utilisées

pour évaluer les méthodes proposées. Nous présentons le modèle spectral (spectre source, ré-

ponse du détecteur et base de décomposition), puis les volumes numériques d’une souris et d’un

thorax humain. La seconde moitié de ce chapitre décrit les méthodes d’évaluation qui seront

utilisées pour comparer qualitativement les différentes approches.

Le chapitre IV propose une nouvelle approche de décomposition spectrale par la diver-

gence de Kullback-Leibler afin de rendre compte plus fidèlement du bruit présent dans les

données. Cette divergence sera utilisée comme terme d’attache aux données et sera comparée

à un terme de moindres carrés pondérés. Ces travaux ont été présenté à la conférence SPIE

(Hohweiller et al. (2017a)) et publiés dans le journal IRBM (Hohweiller et al. (2017b)).

Le chapitre V vise à corriger un problème apparaissant sur les cartes de matériaux dé-

composées. Avec les méthodes classiques, ces cartes peuvent avoir des valeurs négatives, or une

masse projetée ne peut pas l’être. Nous proposons un nouvel algorithme de minimisation sous

contrainte pour que les cartes décomposées soient positives. Nous utiliserons un algorithme

d’ordre 2 de type Gauss-Newton pour avoir une décomposition rapide. Cet algorithme de mi-

nimisation a été présenté à la conférence IEEE ISBI (Hohweiller et al. (2018a)).

Le chapitre VI propose une nouvelle méthode de minimisation sous contrainte. En plus

de s’assurer que les cartes décomposées soient positives, elle permet sur chaque projection

d’imposer la quantité totale de marqueur connue dès lors que le champ de vue du détecteur

est suffisamment grand. Nous avons opté pour la mise en œuvre d’un algorithme Alternating

Direction Method of Multipliers (ADMM). Ces travaux ont été présent à la conférence EUSIPCO

(Hohweiller et al. (2018b)).

Le chapitre VII s’attaque à un problème récurrent pour les approches variationnelles régu-

larisée qui est le choix des hyperparamètres de régularisation. Parcourir l’espace à la recherche

des valeurs optimales pour les hyperparamètres de régularisation peut être très long en pratique.

1. ANR-11-LABX-0063
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C’est pour cela que nous présenterons une méthode de choix automatique des paramètres qui

se déroule au cours des itérations. Cette méthode repose sur le principe de balance des termes

qui composent la fonction de coût et permet de réduire le nombre de paramètres à choisir. Ces

travaux seront bientôt soumis en vue d’être publiés.

Le chapitre VIII est consacré à l’application de méthode classique et précédemment pré-

sentées sur des données expérimentales acquises sur un prototype de scanner spectral disponible

à l’université de Lyon. Un fantôme composé de cylindres d’eau, d’iode et de gadolinium avec

des concentrations connues a été utilisé. Ces travaux seront communiqués conjointement avec

les résultats du chapitre précédent.
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I.6 Décompositions dans une base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Chapitre I

L
a tomodensitométrie (TDM) est une technique d’imagerie utilisant les rayons X (RX). Elle

permet d’imager rapidement des objets (∼ 15 min pour un corps complet) avec grande

précision (jusqu’à 1 mm de résolution ou mieux dans le volume). La TDM a été introduite

par Godfrey Newbold Hounsfield d’après des travaux de Allan McLeod Cormack au début des

années 1970. Ils ont été récompensés par le prix Nobel de Médecine en 1979. Les premières

applications de leurs travaux ont été détaillées par James Ambrose en 1973. Cependant, des

développements récents, dans les années ∼ 2000, sur des détecteurs résolus en énergie ont

ouvert cette modalité à de nouvelles méthodes permettant de décomposer les données. Les

TDM classique et spectrale (TDMS) seront décrites dans ce chapitre ainsi que les différentes

méthodes et approches pour décomposer les données en TDMS. Nous détaillerons également

comment reconstruire le volume à partir des projections.

I.1 Introduction

La tomodensitométrie, ou scanner, est une modalité d’imagerie par rayons X. Elle est lar-

gement utilisée en routine clinique (197 examens scanner pour 1000 habitants contre 100 pour

l’IRM en France en 2015 selon un rapport de l’OCDE (2017)) grâce au fait que le rayonnement

X à haute énergie permet de traverser les objets en étant détecté à la sortie et que cet exa-

men est rapide. L’imagerie radiographique a été la première forme de TDM à être développée.

Elle consiste à faire une acquisition de l’image des rayons X transmis qui ont été atténués par

l’objet imagé. Aujourd’hui, les systèmes scanner permettent d’acquérir des signaux, appelés

projections, pour plusieurs angles d’acquisition. À partir de ces signaux à différents angles,

l’objet peut être reconstruit. Il y a deux possibilités pour changer d’angle de projection, soit le

système tube-détecteur fait une rotation autour de l’objet, soit ce dernier tourne grâce à une

plateforme. Dans le cas clinique, le patient restera immobile et le système tourne autour de lui,

comme le montre la figure I.1. Dans ce chapitre, nous détaillerons tout d’abord la génération

de ces RX, leurs interactions avec la matière, et le mécanisme de formation de l’image radio-

graphique en TDM classique et spectrale. Ensuite, nous introduirons les outils nécessaires pour

reconstruire l’objet en trois dimensions. Nous détaillerons les différentes manières de décom-

poser les images avec les données spectrales acquises. Nous finirons en introduisant quelques

applications médicales de cette modalité avant de conclure.
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Figure I.1 – Schéma de principe du scanner.

I.2 Génération des rayons X

Les RX ont été découverts par le physicien Wilhelm Conrad Röntgen en 1895. Il observe que

le rayonnement X traverse le corps humain, ce qu’il a pu démontrer en prenant une photo de

la main de sa femme (figure I.2). Ce rayonnement électromagnétique se situe dans une gamme

Figure I.2 – Photo de la main de la femme de Wilhelm Röntgen, première image par rayonnement X

(source wikipédia).

de longueurs d’onde entre 0.001 et 10 nm correspondant à des énergies entre 10 eV et quelques

MeV 1.

Les RX sont générés par un tube à RX. Ce tube se compose de trois éléments :

1. La relation de Planck-Einstein lie l’énergie à la longueur d’onde d’un rayonnement électromagnétique par

la relation E = hc
λ

. Où h = 6.63 × 10−34 J.s est la constante de Planck, c = 299 792 458 m.s−1 et λ la longueur

d’onde en mètre.
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I.2. Génération des rayons X

i d’une cathode composée d’un filament (généralement en tungstène) traversée par un cou-

rant de chauffage ;

ii d’une anode composée d’un matériau cible (tungstène, molybdène, cuivre... ) ;

iii d’un champ électrique généré par une tension d’accélération de l’ordre de la dizaine de

kV.

Un schéma de principe est donné Figure I.3. Le courant de chauffage (Ich) va contrôler le

nombre de photons envoyés, tandis que la tension d’accélération va contrôler l’énergie des

RX. L’électron-volt (eV) est la quantité d’énergie qu’à un électron accéléré par une tension

de 1 V. Ainsi, lorsque nous parlons d’énergie de 100 keV par exemple, cela signifie que la

tension d’accélération sera de 100 kV. Le courant de chauffage va permettre de libérer, par

Figure I.3 – Schéma d’un tube à rayon X.

émission thermoionique, un nuage d’électrons au niveau du filament (cathode). Ces électrons

sont accélérés par le champ électrique vers un matériau cible (l’anode). Lors de la collision entre

les électrons et les atomes constituants de la cible, il y a génération de RX par la conversion

d’énergie cinétique en radiation électromagnétique grâce à différentes interactions :

i interactions des électrons avec les couches électroniques de l’atome de la cible, créant les

raies caractéristiques du spectre ;

ii interaction des électrons avec le noyau de l’atome de la cible.

Les interactions avec le noyau de l’atome de la cible sont à l’origine de la partie la plus lisse

du spectre du rayonnement X montré figure I.4. Plus l’électron incident est proche du noyau,

plus l’énergie du rayonnement de freinage (appelé également rayonnement de bremsstrahlung)

sera élevée. L’interaction avec des électrons avec les couches électroniques crée des pics carac-

téristiques qui dépendent du matériau de la cible. L’électron incident va heurter l’électron de

l’atome, l’éjectant. En retrouvant un état stable de l’atome (par fluorescence), il y aura émission

de photons à des longueurs d’onde caractéristiques.

En imagerie médicale (Webb et Kagadis (2003)) seules une partie des énergies générées

sont utiles. Les RX de faibles énergies ne traverseront pas le patient et ne feraient que l’irradier.

C’est pourquoi un filtre est placé pour les absorber directement à la sortie du tube. Dans le cas

de la figure I.4, une succession de plaques de différentes épaisseurs de béryllium, d’aluminium

et de cuivre sont utilisées.
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Figure I.4 – Illustration d’un spectre d’un rayonnement X à la sortie du tube à RX (en rouge), et son

spectre après filtrage par des plaques de béryllium (0.8 mm), d’aluminium (1 mm) et de cuivre (0.11
mm) (en bleu). Généré à partir du logiciel SpekCalc de Poludniowski et al. (2009).

I.3 Interaction matière-lumière

Le rayonnement X émis et filtré est dirigé vers le patient. Le rayonnement X peut interagir

de plusieurs manières avec la matière :

i diffusion cohérente ;

ii effet photoélectrique ;

iii diffusion Compton ;

iv production de paires (couple particule-antiparticule).

Cependant, certains effets ne se produisent pas dans la gamme énergétique des RX utilisée

en imagerie médicale (10 et 150 keV). Sur la figure I.5 nous montrons la contribution des

différents effets sur une grande gamme énergétique (10 keV à 10 MeV) pour des tissus mous.

Nous pouvons voir que la diffusion cohérente ne devient comparable à la diffusion Compton et

à l’effet photoélectrique qu’en dessous de 10 keV. Le photon X incident va être diffusé (dévié

de sa trajectoire originale), tout en gardant la même énergie. Dans la gamme 10− 150 keV les

effets photoélectrique et Compton sont prépondérants. Au delà de 150 keV les différents tissus

atténuent les rayons de la même manière et la distinction entre deux tissus à cette énergie n’est

donc pas faisable. Ces RX sont donc inutiles et ne font qu’irradier le patient. La production de

paires est présente pour des énergies > 1 MeV, hors gamme de la tomodensitométrie. Les effets

photoélectrique et Compton sont détaillés dans la suite et illustrés sur la figure I.6.

L’effet photoélectrique est le principal effet d’atténuation des RX par la matière en

tomodensitométrie. Cet effet se produit lorsqu’un photon X incident arrive et interagit avec

une couche atomique. Si l’énergie du photon incident est plus grande que l’énergie de liaison

de l’électron (énergie minimum pour arracher un électron à sa couche électronique), le photon

X est totalement absorbé tandis que l’électron est éjecté. La couche atomique devenue non

pleine va être remplie. Par effet de cascade (une couche supérieure va devenir non pleine, et
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Figure I.5 – Prépondérance des différents effets d’atténuation en fonction de l’énergie pour des tissus

mous. Données à partir du logiciel SpekCalc de Poludniowski et al. (2009).

Figure I.6 – Effet photoélectrique (gauche) et effet Compton (droite).

ainsi de suite) il y aura une émission de photons caractéristique de l’atome par fluorescence

ou émission d’électrons Auger. L’énergie des photons caractéristiques est faible, ils n’arriveront

pas à sortir du corps du patient pour être détectés. Cet effet est responsable de l’atténuation du

rayonnement X par absorption de certains des photons. La probabilité d’absorption augmente

très fortement avec le numéro atomique. Ainsi, les os composés à ∼ 20 % de calcium (Z = 20)

auront plus de chances d’absorber les RX que les tissus mous qui sont composés à ∼ 80 %

d’oxygène (Z = 8).

L’effet Compton, ou diffusion incohérente, est le résultat de la collision d’un photon X

et d’un électron d’une couche électronique faiblement liée. Un électron va, comme pour l’effet

photoélectrique, être éjecté. Cependant, un photon X va être diffusé dans une autre direction.

L’effet Compton est responsable de la présence de bruit sur les images. Ce bruit vient du

fait que les photons n’arriveront pas dans la direction source-détecteur, ce qui créera un biais

lors de la reconstruction tomographique, car cette direction inaltérée est une hypothèse de la

formation d’image. Contrairement à l’effet photoélectrique, il ne dépend pas du numéro ato-
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Chapitre I. Tomodensitométrie classique et spectrale

Figure I.7 – Schéma de l’atténuation du rayonnement X dans un objet homogène de coefficient d’atté-

nuation linéique µ(E).

mique, mais sa probabilité diminue en même temps que l’énergie des RX augmente.

Les effets photoélectrique et Compton sont responsables de l’atténuation des RX lorsqu’ils

traversent de la matière. En considérant un objet homogène de coefficient d’atténuation linéique

(CAL) µ spatialement constant (la généralisation de ce cas très particulier sera décrite par la

suite) et en notant n0(E, p) le nombre de photons à la sortie du tube à RX à une énergie E en

direction du pixel p du détecteur, nous pouvons écrire la fraction de photons absorbés :

n(E, p)− n0(E, p)
n0(E, p) = −µ(E)dL (I.1)

avec n(E, p) le nombre de photons à la sortie de l’objet à l’énergie E pour ce pixel, µ(E) (en

cm−1) est le CAL de l’objet à l’énergie E et L est la longueur de cet objet.

En résolvant cette équation différentielle, nous trouvons la loi de Beer-Lambert qui décrit

l’atténuation des ondes électromagnétiques à travers un milieu homogène d’épaisseur L :

n(E, p) = n0(E, p) exp (−µ(E)L) (I.2)

I.4 Formation de l’image

I.4.1 TDM classique

Historiquement, les RX étaient détectés par un film composé d’un matériau devenant opaque

à l’exposition du rayonnement (typiquement de l’halogénure d’argent). Au début des années

1990 le développement des détecteurs à panneaux plats a permis d’avoir des images sans pour

autant devoir développer les films. De plus, ces détecteurs étant numériques, cela a permis d’uti-

liser les outils numériques du traitement de l’image. Ils ont également permis une diminution

de la dose. En effet, ces détecteurs ont une meilleure efficacité quantique de détection que les

films. Celle-ci correspond au rapport entre le nombre de photons incidents et celui de charges

électroniques collectées. Nous pouvons distinguer les panneaux à conversion indirecte et directe

(Kalender (2006)). Les premiers dénombrent des photons-électrons générés par les photons X

incidents (conversion indirecte) et les seconds ont la capacité de capter et quantifier les photons

X directement.

La conversion indirecte utilise un scintillateur composé la plupart du temps d’iodure de

césium dopé au thallium (Csl(TI)), qui convertit les photons X incidents. Ceux-ci interagissent
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I.4. Formation de l’image

Figure I.8 – Schéma d’un détecteur de rayons X par conversion indirecte des photons X.

majoritairement par effet photoélectrique. Comme vu précédemment, cette interaction ionise

des électrons atomiques qui génèrent d’électrons-trous qui vont exciter des niveaux atomiques

des ions thallium en se recombinant La relaxation des niveaux excités va émettre des photons

dans le domaine du visible par effet de fluorescence. Ces derniers peuvent être détectés par des

photo-diodes, comme décrit sur la figure I.8.

La conversion directe convertit les photons X en charges électriques (électrons ou trous)

qui seront collectées. Les photons X interagissent avec une couche de semi-conducteur (dont le

plus répandu est composé de sélénium amorphe), créant des paires électron-trou. Les électrons

ou les ions positifs (trous) ainsi libérés sont accélérés par un champ électrique pour être collectés.

Ces principes décrivent le type de conversion pour un pixel d’un détecteur. Un détecteur

linéaire peut être créé en constituant une ligne avec différents pixels. Cette acquisition 1D

permet en TDM de reconstruire une coupe. Une matrice peut également être formée pour

faire de l’imagerie multi-coupes. Il y aura cependant un effet limitant le nombre d’images

qu’un détecteur peut former. Cet effet dépend de la période de fluorescence des matériaux. Il

faut qu’entre chaque acquisition le détecteur soit au repos pour pouvoir accepter de nouveaux

photons X.

I.4.2 TDM spectrale

En TDM, le spectre transmis est collecté par des détecteurs de RX qui intègrent le spectre

atténué. En TDMS, il est possible d’acquérir deux spectres à différentes énergies ou d’utiliser un

seul spectre d’énergie et de le subdiviser en plages d’énergies. Les données spectrales peuvent

être acquises de plusieurs manières :

i double sources ;

ii changement de kVp (tension du tube à RX) ;

iii détecteurs en couches ;

iv filtrage du spectre ;

v détecteurs à comptage de photons.

Les quatre premières méthodes sont généralement utilisées pour acquérir des données en

bi-énergie, c’est-à-dire avec deux spectres (un à haute et un à basse énergie), ou deux plages
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Chapitre I. Tomodensitométrie classique et spectrale

Figure I.9 – Différentes approches possibles pour l’imagerie spectrale. Avec : i) double sources, ii)

changement de kVp, iii) détecteurs en couches et iv) filtrage du spectre.

d’énergies. Elles sont représentées sur la figure I.9. Les détecteurs à comptage de photons ont

quant à eux une plus grande flexibilité dans le choix du nombre de plages d’énergies acquises.

Nous détaillons les différentes méthodes, les trois premières se situant au niveau du tube à RX,

les suivantes se faisant sur le détecteur.

Les doubles sources reposent sur l’acquisition simultanée du même objet par plusieurs

sources (Petersilka et al. (2008)) (Fig. I.9, i)). Chaque source a une tension d’accélération

différente, changeant l’énergie maximale des photons sortants. En effectuant une rotation autour

du patient, nous obtenons un sinogramme par spectre, i.e. un à haute et l’autre à basse énergie.

Cette méthode a été l’une des premières utilisées (Genant et Boyd (1977)), mais elle double la

dose reçue par le patient et des artefacts de mouvement peuvent apparâıtre. En effet, comme les

sources sont généralement positionnées à 90° l’une de l’autre, pour un angle donné, le patient

peut facilement bouger entre le passage de chaque source (Johnson et al. (2007)). L’angle entre

les sources est grand pour réduire le nombre de photons X diffusés vers le détecteur de l’autre
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source.

Le changement de kVp a pour but de pallier au problème des artefacts de mouvement

en modifiant l’énergie du spectre très rapidement (Kalender et al. (1986)) (Fig. I.9, ii)). La

source tourne autour du patient et pour chaque projection la tension va être modifiée. Ainsi,

en considérant deux spectres, une projection sur deux est à basse énergie et les autres sont à

haute énergie. Cette technique supprime les artefacts de mouvement (Silva et al. (2011)). Elle

a cependant comme inconvénient d’être plus lente par rapport aux doubles sources.

Le filtrage du spectre consiste à placer un filtre à la sortie du tube à RX (Almeida et al.

(2017)) (Fig. I.9, iv)) afin de modeler le spectre d’énergie du faisceau en deux parties distinctes.

D’un côté du faisceau, les hautes énergies vont être bloquées, tandis que de l’autre ce sont les

basses énergies qui vont être absorbées grâce à l’utilisation d’un filtre composé par exemple

d’or d’un côté et d’étain de l’autre. Le détecteur aura une moitié d’image correspondante au

spectre à basse énergie et l’autre moitié à haute énergie. Cette méthode est facile à mettre

en place (il suffit de changer le filtre), mais n’est pas facilement généralisable à plus de deux

spectres. Un autre inconvénient de cette méthode est que seule une moitié de l’objet est acquise

pendant l’acquisition. Il est donc nécessaire d’effectuer une autre prise d’image pour compléter

les images.

Les détecteurs en couches sont des détecteurs contenant plusieurs matériaux (scintilla-

teurs) qui convertissent ou non les photons X incidents en fonction de leur énergie (Vlassenbroek

(2011)) (Fig. I.9, iii)). Chaque scintillateur va créer une image pour une plage d’énergie cor-

respondant à celle où il répond le plus efficacement. Cette méthode est assez simple à mettre

en place et est intéressante, car seul le détecteur change. Cependant, il est difficile d’obtenir

plus de deux spectres. En augmentant les couches (et donc le nombre de plages d’énergies), les

premières couches vont absorber une partie du spectre des détecteurs qui sont placés en des-

sous, limitant le nombre de couches possibles. De plus, les matériaux composants les détecteurs

ne doivent absorber qu’une partie du spectre et laisser passer le reste, ils doivent donc être

complémentaires. Cependant, le choix de ces matériaux est limité. Ainsi, il est difficile d’avoir

un grand nombre de plages d’énergies avec cette méthode.

L’acquisition de plusieurs plages d’énergies avec les techniques précédentes présente beau-

coup d’inconvénients. Les doubles sources ou le changement de kVp vont induire une forte dose,

tandis que le filtrage de spectre n’est pas pratique car il divise à chaque fois l’image détectée

en deux côtés (gauche et droite). Les problèmes liés aux détecteurs en couches ont été discutés.

Une nouvelle technologie a été développée récemment (années ∼ 2000) et permet quant à elle

d’obtenir beaucoup plus de plages d’énergie.

Les détecteurs à comptage de photons (DCP) sont capables de compter les photons

arrivant dans une certaine plage d’énergie (Taguchi et Iwanczyk (2013)). Ils s’inspirent de la

conversion directe des photons décrite précédemment (I.3), sauf que les circuits récupérant le

nuage d’électron fonctionnent en mode comptage (Cassol Brunner et al. (2012)). Un photon X

incident interagit avec un cristal, créant un nuage électronique qui va migrer vers un circuit

qui va convertir cette charge électrique en signal. Chaque circuit a un ou plusieurs seuils,

qui vont permettre de classifier les photons X incidents dans des plages d’énergies. Ainsi ces

détecteurs ont la capacité d’acquérir jusqu’à 32 plages d’énergies pour certains modèles (Xu
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et al. (2013)). Idéalement, le phénomène d’ionisation du semiconducteur est proportionnel à

l’énergie du photon incident. Mais en réalité plusieurs phénomènes physiques intrinsèques à la

conversion directe interviennent :

i partage de charge ;

ii empilement (ou pile-up) ;

iii mauvaise détection ;

iv interaction photoélectrique.

Figure I.10 – Différentes interactions présentes dans un DCP : i) partage de charge, ii) empilement (ou

pile-up), iii) mauvaise détection et iv) interaction photoélectrique.

Les différentes interactions sont décrites sur la figure I.10. Le partage de charge s’effectue

quand un photon X incident interagit avec le cristal à la bordure du pixel. Une fraction du

nuage électronique est collecté par le pixel adjacent, ce qui peut induire soit une absence de

déclenchement du seuil dans le pixel ou un déclenchement à double par le pixel et son voisin

suivant que l’énergie du photon incident est faiblement, respectivement largement, supérieure à

celle du seuil. Lorsque les pixels sont petits (< 50 µm), le partage de charge peut avoir lieu entre

plusieurs pixels, ce qui nécessite un traitement spécifique a par l’électronique d’acquisition du

détecteurs à comptage de photons (i). L’empilement (ou pile-up) s’effectue lorsque des nuages

électroniques, générés par plusieurs photons X incident, sont détectés simultanément par le

même pixel. La détection sera faussée car cela correspondra à plusieurs photons X et non pas

aux individuels. Si le photon X incident interagit par effet Compton, le photon diffusé peut

s’échapper du pixel. De plus, dans les semiconducteurs à haute densité (CdTe, CZT), il est

possible que des photons X de fluorescence s’échappent du pixel. C’est le cas pour les photons

des raies Kα du Cd (27 keV) et du Te (23 keV) lorsque l’énergie des photons X incidents est

supérieure aux K-egdes du Cd et du Te. Dans ces deux cas d’échappement, il en résulte une

mauvaise détection peut ainsi être effectuée (iii). Le photon généré dans le cristal sera diffusé et

détecté par un pixel adjacent. Enfin, l’interaction prépondérante est l’effet photoélectrique (iv),

le photon X incident interagit avec le cristal créant un nuage électronique qui sera complètement

détecté par le circuit. La détection est donc directement proportionnelle à l’énergie du photon

X incident.

I.5 Reconstruction tomographique

Les détecteurs précédemment présentés nous permettent d’acquérir le spectre atténué par

le patient. En TDM, le signal acquis est appelé projection. Cette acquisition peut être effectuée
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Figure I.11 – Schéma des différents types de faisceau : parallèle 2D (gauche), en éventail 2D (milieu)

et conique 3D (à droite).

en utilisant plusieurs type de faisceau. Sur la figure I.11, nous montrons différentes géométries :

parallèle, en éventail ou conique. Dans les deux premiers cas, les détecteurs sont linéaires,

l’acquisition est 1D et la reconstruction 2D. Dans le dernier cas, celui de la géométrie conique,

nous avons un signal 2D (détecteur plan) qui peut être reconstruit comme un objet 3D. La

projection au pixel de détection p est notée sθ(p), où θ est l’angle d’acquisition formé entre un

axe de référence du scanner et l’axe source-détecteur. Nous pouvons également définir (utile

pour la suite) la distance t entre un rayon X et l’origine du repère du scanner (voir figure I.12). La

projection peut s’exprimer mathématiquement comme l’intégrale du spectre d’énergie atténué

détecté par chaque pixel p du détecteur :

sθ(p) =
∫
R
nθ(E, p)dE (I.3)

où nθ(E, p) est le spectre d’énergies atténué arrivant au pixel p pour l’angle θ. En réalisant

plusieurs acquisitions autour du patient nous pouvons reconstruire une coupe dans le cas où le

détecteur est linéaire et un volume lorsqu’il est plan. Ce passage entre les projections (1D ou 2D)

et ce qui a été imagé (2D ou 3D) s’appelle la reconstruction tomographique. Nous détaillerons

donc la transformation de Radon et le théorème de la coupe centrale qui sont à la base des

méthodes des reconstruction 2D, puis les méthodes classiques pour reconstruire l’objet imagé.

I.5.1 Transformation de Radon

Notons g(x, y, z) un objet 3D, où le triplet (x, y, z) définit un point dans l’espace, et f(x, y)
une coupe 2D pour z fixé. La projection sθ(p) est donnée par la transformée de Radon (voir

Fig. I.12). Nous paramétrons la position du pixel p en fonction de la distance t, telle que la

transformée est la suivante

sθ(t) =
∫
L
f(x, y)d` (I.4)
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où ` désigne l’abscisse curviligne le long de la droite L. Nous pouvons également écrire l’équation

de la droite que forme t, telle que t = x cos(θ) + y sin(θ) et δ la distribution de Dirac, nous

avons :

sθ(t) =
∫ ∫

R2
f(x, y)δ(x cos(θ) + y sin(θ)− t)dxdy (I.5)

La suite présentera les méthodes analytiques qui sont utilisées pour reconstruire la coupe

Figure I.12 – Projection d’un objet sur un détecteur en TDM.

f(x, y) à partir des projections sθ(t). Cependant, des méthodes itératives existent également

comme par exemple ART, SART (Kak et al. (2002); Beister et al. (2012)). Comme montré

par Desai et Kulkarni (2010), où des méthodes analytiques et itératives sont comparées, ART

permet souvent une meilleure reconstruction que les méthodes analytiques. Cependant, nous

développerons ici seulement les méthodes analytiques, qui sont très classiques.

I.5.2 Faisceau parallèle 2D

Nous nous intéresserons ici au faisceau dit parallèle 2D. Les rayons émis par la source sont

parallèles entre eux, comme montré Fig. I.12. Le théorème de la coupe centrale (Radon,Bracewell

(1956)) est important, car c’est le théorème qui pose les bases de la reconstruction tomogra-

phique, les méthodes analytiques utilisant de près ou de loin ce principe.

Le théorème de la coupe centrale vient de la relation entre la transformée de Radon

et celle de Fourier. Ainsi, en notant F (u, v) et Sθ(q) les transformées de Fourier de f(x, y) et

sθ(t), respectivement, nous avons :

F (u, v) =
∫ ∫

R2
f(x, y) exp(−2πj(ux+ vy))dxdy (I.6)

Sθ(q) =
∫
R
sθ(t) exp(−2πjqt)dt (I.7)
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En utilisant un point particulier, v = 0, nous avons :

F (u, 0) =
∫
R

[∫
R
f(x, y)dy

]
exp(−2πjux)dx (I.8)

nous pouvons nous rendre compte que cela est égal à la transformée de Fourier de la projection

pour θ = 0, (Sθ=0(q)). Cette remarque est généralisable pour tous les angles θ. En passant en

coordonnées polaires nous avons la relation suivante :

Sθ(q) = F (q cos(θ), q sin(θ)) (I.9)

Il est donc facile de connâıtre la transformée de Fourier de l’objet, et donc de la retrouver

par transformée inverse. L’espace de Fourier de F (u, v) sera rempli comme sur le schéma de la

figure I.13. À partir de l’équation (I.9) nous pouvons voir que pour reconstruire complètement

la transformée de Fourier de f(x, y) nous avons seulement besoin de θ ∈ [0, π) (cette condition

est vraie uniquement pour des faisceaux parallèles).

Dans la réalité, c’est-à-dire en discrétisant l’équation (I.9), plusieurs problèmes interviennent.

Les basses fréquences sont plus représentées que les hautes fréquences. De plus, il se peut quand

certaines d’entre elles ne soient pas calculées, il y aura donc besoin de faire une interpolation

pour combler l’espace. Enfin, une petite erreur dans le domaine de Fourier aura un impact sur

la coupe reconstruite en créant des artefacts de stries.

Figure I.13 – Schéma du théorème de la coupe centrale. Deux projections sont acquises aux angles θ1

et θ2. Leurs transformées de Fourier remplissent l’espace de Fourier à droite.
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La rétro-projection filtrée est la méthode qui va pallier ces problèmes. En partant de la

formulation de la transformée de Fourier inverse :

f(x, y) =
∫ ∫

R2
F (u, v) exp(2πj(ux+ vy))dudv (I.10)

et en passant aux coordonnées polaires nous avons

f(x, y) =
∫ 2π

0

∫ ∞
0

F (q cos(θ), q sin(θ)) exp(2πjq(cos(θ)x+ sin(θ)y))qdqdθ (I.11)

En utilisant (I.9) nous avons :

f(x, y) =
∫ π

0

∫ ∞
0

Sθ(q) exp(2πjq(cos(θ)x+ sin(θ)y))qdqdθ (I.12)

+
∫ π

0

∫ ∞
0

Sθ+π(q) exp(2πjq(cos(θ + π)x+ sin(θ + π)y))qdqdθ

Or en faisceau parallèle Sθ+π(q) = Sθ(−q). Nous avons finalement :

f(x, y) =
∫ π

0

∫ ∞
−∞

Sθ(q) exp(2πjq(cos(θ)x+ sin(θ)y))|q|dqdθ (I.13)

L’intégrale interne est la transformée de Fourier inverse des projections filtrée dans le domaine

fréquentiel par le filtre rampe |q|, ce qui permet de diminuer le poids des basses fréquences

et d’accentuer celui des hautes fréquences. La qualité de la reconstruction par rétro-projection

filtrée augmente avec le nombre d’angles, étant donné que plus de lignes vont être comblées

dans l’espace de Fourier.

La figure I.14 montre un objet numérique (à gauche) qui va être reconstruit à partir de

projections bruitées par un bruit Gaussien. Les reconstructions sont faites à partir de 18, 45
et 180 projections (de gauche à droite) à des angles espacés régulièrement entre [0, π]. Nous

pouvons voir qu’en augmentant le nombre de projections, la qualité est meilleure. Cela vient

du fait que l’espace de Fourier de F (u, v) sera le plus rempli lorsqu’il y aura un plus grand

nombre d’angles. Les vides laissés dans l’espace de Fourier créent ces artefacts en étoile lors de

la reconstruction.

Figure I.14 – Exemples rétro-projection filtrée avec un filtre rampe. À gauche fantôme composé de deux

cercles de valeur 1 et 0.5, puis de gauche à droite : reconstruction à partir de 18, 45 et 180 projections

bruitées par un bruit Gaussien.

I.5.3 Faisceau en éventail 2D

La géométrie parallèle n’est pas la seule utilisée pour l’imagerie médicale. Les faisceaux

en éventail sont plus simples techniquement, car la forme naturelle en sortie du tube à RX
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est en éventail et permettent un gain de temps conséquent sur l’acquisition. Les méthodes

(analytiques) de reconstruction tomographique reposent tout de même sur les mêmes principes

énoncés dans la partie précédente. En plus d’une nouvelle géométrie de faisceau, deux types

de détecteurs peuvent être utilisés : équidistant (chaque élément est à la même distance de la

source) ou équiangulaire (angle constant entre deux faisceaux pour des pixels voisins). Dans

le premier cas, le détecteur est circulaire, dans l’autre il est plat. Des méthodes ont été déve-

loppées pour intégrer la géométrie du faisceau et la forme du détecteur aux méthodes décrites

précédemment (You et al. (2005)). Il est également possible de changer d’espace pour revenir

à des faisceaux parallèles et appliquer ces méthodes, ce qui est décrit en détail par Hsieh et al.

(2009).

I.6 Décompositions dans une base

Nous allons maintenant nous intéresser à la spécificité de la TDMS. Les données spectrales

apportent une information supplémentaire quant à la nature de l’objet. Alvarez et Macovski

(1976) décrivent le principe de décomposition des données dans une certaine base. Cette base

τm(E) peut décrire par exemple l’importance d’un phénomène physique ou l’atténuation d’un

matériau particulier, à une énergie précise E. Cette fonction d’atténuation se retrouve dans la

modélisation du CAL, comme étant :

µ(x, E) =
∑
m

ρm(x)τm(E) (I.14)

où µ(x, E) est le CAL à l’énergie E pour le voxel x de l’objet, ρm(x) la densité volumique

associée à la base m et τm(E) la fonction de base de l’élément m. Cette modélisation peut donc

être réinjectée dans l’équation (I.2) de Beer-Lambert. La reconstruction des données en TDMS

consistera à retrouver la valeur des coefficients ρm(x) dans le volume à partir des projections

spectrales ou plus généralement du CAL µ(x, E) (Long et Fessler (2014)).

Pour cela, nous devons également modéliser la détection des photons X avec un DCP. Du

fait des interactions décrites précédemment, un photon X incident à une énergie E peut être

détecté à une mauvaise énergie. Notons d(ζ, E) la probabilité que ce photon arrivant à l’énergie

ζ soit détecté à l’énergie E. Le nombre de photons d’énergie E détectés dans la i-ème plage

d’énergies comprise entre [ζi, ζi+1] est :

di(E) =
∫ ζi+1

ζi

d(ζ, E)dζ (I.15)

où di(E) est la réponse du détecteur pour la plage i. La figure I.15 montre un exemple de cette

réponse pour quatre plages d’énergies. L’équation (I.3) devient donc :

si(p) =
∫
R
di(E)n(E, p)dE (I.16)

où si(p) est le nombre de photons comptés dans la plage d’énergie i pour le pixel p du détecteur.

En remplaçant (I.2) et (I.14) dans (I.16), nous avons l’équation de la formation de l’image en

TDMS :

si(p) =
∫
R
di(E)n0(E) exp

(
−
∑
m

am(p)τm(E)
)

dE (I.17)
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Figure I.15 – Réponse d’un détecteur à comptage de photons avec quatre plages d’énergies : 15−35,36−
59,60− 90 et 91− 140 keV, calculée à partir des travaux de Schlomka et al. (2008).

où

aθm(p) =
∫
L
ρm(x)d` (I.18)

est la projection de ρm(x) sur le détecteur au pixel p le long du trajet L du RX à l’angle

d’acquisition θ.

Il est possible de faire une décomposition dans différentes bases : effet Compton et pho-

toélectrique ou de matériaux. À partir de ces dernières nous pouvons également obtenir des

images mono-énergétiques.

I.6.1 Base Compton-photoélectrique

L’atténuation des photons X dans la matière provient principalement des effets photoélec-

triques et Compton. Alvarez et Macovski (1976) ont proposés une méthode pour décomposer

les données spectrales dans une base représentant ces deux effets, ce qui revient à choisir dans

l’équation (I.14) les fonctions d’atténuation (Ehn et al. (2016)) :

τphoto(E) = 1
E3 (I.19)

τCompton(E) = 1 + ε

ε2

[2(1 + ε)
1 + 2ε −

1
ε

ln(1 + 2ε)
]

+ 1
2ε ln(1 + 2ε)− 1 + 3ε

(1 + 2ε)2 (I.20)

où ε = E/510.975 keV. τCompton(E) est la fonction de Klein-Nishina (Klein et Nishina (1929)),

qui décrit le comportement de la diffusion par effet Compton. Cette décomposition a été l’une

des premières utilisées et l’est toujours. La décomposition est très pertinente en imagerie diag-

nostique, car l’image qui montre l’effet photoélectrique dépend fortement du numéro atomique

efficace de l’élément à chaque voxel, et donc de sa composition (Phelps et al. (1975)). Tandis que

l’image de l’effet Compton dépend de la densité électronique, donc de la densité massique. Ces

différences sont utilisables pour différencier des cas de lésions, qui seraient difficiles à identifier

en imagerie X classique.
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I.6. Décompositions dans une base

I.6.2 Base de matériaux

Une autre manière d’écrire le CAL consiste à décrire la contribution des différents matériaux.

Dans ce cas, τm(E) est l’atténuation linéaire du matériau m et ρm(x) sa densité volumique à

chaque voxel x. Les fonctions d’atténuation de différents matériaux sont connues. Il est donc

possible de décomposer les données spectrales dans une base de matériaux composée des maté-

riaux du corps humain (tissus mous, tissus adipeux, os cortical, etc.) ou de marqueurs injectés

(iode, gadolinium, etc.) (Liu et al. (2009)). Ces différentes fonctions d’atténuation en fonction

de l’énergie sont décrites sur la figure I.16. Cette décomposition est beaucoup utilisée car elle

permet la quantification des matériaux, mais aussi de certains marqueurs injectés au patient

lors de l’examen.

20 40 60 80 100 120 140

Energie (keV)

100

101
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Tissus mous
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Iode

Gadolinium

Air

Figure I.16 – Exemple de différentes fonctions d’atténuation pour plusieurs matériaux : tissus mous,

tissus adipeux, os cortical, iode, gadolinium et air.

I.6.3 Images mono-énergétiques

À partir des décompositions présentées précédemment, nous pouvons également avoir les

images correspondantes à µ(x, E) pour une énergie E donnée pour tout x. Il suffit d’écrire

l’équation du CAL (I.14) pour une énergie précise pour avoir cette décomposition. De manière

générale, il suffit d’avoir un a priori sur les matériaux présents dans l’objet. Ce genre de

décomposition permet d’avoir des précisions quant aux matériaux présents ou pas (Hickethier

et al. (2017)).

I.6.4 Avantages et inconvénients des différentes bases

La décomposition des données spectrales dépend de ce que nous recherchons. Sur la fi-

gure I.17, nous montrons la décomposition dans différentes bases pour un fantôme composé

de tissus mous avec des tubes d’iode. La décomposition en effet photoélectrique et Compton

permet de voir la différence entre la densité des matériaux et leur nature. En effet, l’effet pho-

toélectrique est plus important pour des matériaux plus denses alors que l’effet Compton est
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plus important lorsque la densité des atomes est plus grande. C’est pour cela que les tubes

d’iode sont présents sur l’image photoélectrique et non sur l’image Compton. La décomposition

en matériaux permet quant à elle une quantification de la densité volumique de chaque maté-

riau. Enfin, les images mono-énergétiques permettent de voir où sont certains matériaux dans

l’image. En effet, certains matériaux possèdent un K-edge, comme montré dans la figure I.16

pour le gadolinium et l’iode. Ce K-edge est un changement d’atténuation brutal, qui correspond

à l’énergie de liaison de la couche K de l’atome en question. Le K-edge de l’iode se situe entre

33 et 34 keV. En ce mettant de part et d’autre de cette énergie, nous pouvons voir que l’iode

apparâıt et peut être facilement localisée dans l’image. À noter qu’il est facile de passer d’une

base à une autre.

Figure I.17 – Décompositions dans des bases différentes d’un fantôme composé de tissus mous et

de tubes d’iode. A gauche, spectre à partir de deux plages d’énergies. A droite, de haut en bas, dé-

composition dans une base photoélectrique-Compton, base de matériaux tissus mous / iode et images

mono-énergétique à 31 et 37 keV.

I.7 Approches de reconstruction en TDMS

La reconstruction en TDMS consiste à passer des projections spectrales aux volumes com-

posés des coefficients ρm(x) ou directement au CAL µ(x, E). Pour ce faire, plusieurs approches

existent. Elles sont décrites dans la figure I.18 dans le cas d’une décomposition en base de maté-

riaux (tissus mous et iode). Nous pouvons tout d’abord faire une reconstruction tomographique

des données spectrales, puis les décomposer dans le domaine de l’objet. La reconstruction to-

mographique peut également se faire après avoir décomposé les matériaux dans le domaine

des projections. Et enfin, la reconstruction tomographique et la décomposition dans une base

peuvent être fait simultanément dans une approche directe.
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Figure I.18 – Différents domaines de décompositions en TDMS. De bas en haut : dans le domaine objet

(sur le volume), directement et dans le domaine des projections (sur les sinogrammes).

I.7.1 Domaine objet

La décomposition dans le domaine objet (sur le volume) a été initialement développée pour

des acquisitions en bi-énergie (Brooks (1977)), mais a rapidement été étendue à des cas où

plus de deux spectres sont disponibles. L’idée est de premièrement faire une reconstruction

tomographique sur les données acquises dans différents canaux en créant un volume par canal

d’énergie.

sθi (p) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Reconstruction tomographique

vi(x) −−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Décomposition dans une base

ρm(x) ou µ(x, E)

À partir de ces volumes, une décomposition dans une base est effectuée. À noter que la plupart

du temps la décomposition dans le domaine objet est faite pour obtenir des images mono-

énergétiques, mais comme vu précédemment, le passage d’une base à une autre est faisable.

Cette technique est beaucoup utilisée (Mendonça et al. (2010, 2014); Le et Molloi (2011); Maaß

et al. (2009); Bateman et al. (2018)) car elle permet de formuler le problème de décomposition

de manière linéaire. Avec µ(x, E) les coupes reconstruites, nous avons :

µµµ(x, E) = T(E)ρρρ(x) (I.21)

où

µµµ(x, E) = [µ(x, e1), . . . , µ(x, eJ)]T (I.22)

ρρρ(x) = [ρ1(x), . . . , ρM (x)]T (I.23)
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et

T(E) =


τ1(e1) τ2(e1) . . . τM (e1)
τ1(e2) τ2(e2) . . . τM (e2)

...
...

. . .
...

τ1(eI) τ2(eI) . . . τM (eI)

 (I.24)

où ei est le i-ème canal d’énergie dans le domaine discret.

Dans certains cas où il peut être admis que les spectres sont monochromatiques, typiquement

dans des images synchrotron (Torikoshi et al. (2003)), la matrice T sera constituée des fonctions

d’atténuation des matériaux. Dans un cas où les spectres sont polychromatiques, la matrice peut

être étalonnée par des acquisitions de matériaux connus au préalable (Ronaldson et al. (2012);

Clark et Badea (2014)).

Avoir un problème linéaire permet un résolution plus simple. Plusieurs méthodes existent

(décrites dans le chapitre II), qui sont connues pour leur efficacité. Cependant, Taguchi et al.

(2018) ont montré que la décomposition dans le domaine objet est sujette aux artefacts de

stries (leur étude est basée sur un cas de scanner crânien pour lesquels ils sont particulièrement

présents). Mais par modification de (I.14), l’utilisation d’algorithmes adaptés contenant un

modèle pour traiter ces artefacts, de bons résultats ont été obtenus (Maaß et al. (2009)). Ces

méthodes peuvent également utiliser un a priori sur les images. Comme par exemple avec Ding

et al. (2017), qui ont ajouté des termes pour obtenir des images parcimonieuses spatialement

et limiter l’effet du bruit dans la décomposition.

I.7.2 Décomposition directe

La décomposition directe vise à récupérer directement ρm(x) à partir des projections spec-

trale sθi (p).
sθi (p)

Reconstruction tomographique et−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
décomposition dans une base

ρm(x) ou µ(x, E)

Cette méthode vise à résoudre simultanément le problème de décomposition de l’image en

TDMS (I.17) et celui de reconstruction tomographique. En utilisant ce modèle direct et en

incorporant l’opérateur de projection du voxel x au pixel de détection p à l’angle θ, fθp (x), le

modèle discret est (Mechlem et al. (2018)) :

sθi (p) =
∑
j

di(ej)n0(ej) exp
(
−
∑
m

τm(ej)
∑
x

fθp (x)ρm(x)
)

(I.25)

La résolution simultanée de la décomposition spectrale et de la reconstruction permet d’avoir

une meilleure gestion des artefacts. En effet, l’ensemble de l’information nécessaire est présente

pour la décomposition et la reconstruction. Cela permet de réduire les effets des différents

artefacts. De plus, comme précédemment, l’ajout d’un a priori dans le domaine objet peut être

fait. Ce qui est judicieux, car cet a priori est facilement connu et permet une décomposition

plus fidèle.

Cependant, la décomposition directe est un problème d’optimisation difficile. Elle peut être

lourde à résoudre et les algorithmes ont tendance à prendre du temps pour converger. Pour

réduire ces temps, des pré-conditionneurs ont été proposés. Ces fonctions visent à changer les
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fonctions d’atténuation τm(E) pour qu’elles soient orthogonales (Mory et al. (2018); Sidky

et al. (2018); Rodesch (2018)). Une base orthogonale génère des volumes différents (Barber

et al. (2016)), car chaque base est alors une combinaison des bases initiales. Cela permettra

également de réduire la diaphonie. Cet effet courant en TDMS revient à estimer ρm(x) pour une

base qui n’est pas correcte. Par exemple, dans une base de matériau : tissus, os et gadolinium

(comme marqueur injecté), la diaphonie serait d’avoir de l’os dans l’image du gadolinium. Ce

matériau n’existe pas dans cette image de gadolinium, mais va quand même y être reconstruit.

Des coefficients apparaissent là où ils ne devraient pas.

I.7.3 Domaine des projections

La dernière possibilité de décomposer les données spectrales est de le faire dans le domaine

des projections, puis de faire la reconstruction tomographique sur ces données.

sθi (p) −−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Décomposition dans une base

aθm(p) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Reconstruction tomographique

ρm(x) ou µ(x, E)

La décomposition dans le domaine des projections peut se faire en apprenant une fonction poly-

nomiale. Les coefficients du polynôme sont appris par étalonnage (Alvarez et Macovski (1976);

Stenner et al. (2007)). Elle se fait en imageant un objet de matériaux connus de différentes

épaisseurs. Les données scalib permettent d’apprendre une fonction polynomiale F(α1, . . . , αN )
qui modélise l’atténuation des matériaux pour cette acquisition. Avec les coefficients αn connus,

la décomposition peut se faire très rapidement. Les coefficients représentent le comportement

de chaque matériau pour chaque énergie incidente. Cependant en pratique, un faible nombre

de coefficients peut suffire (Potop et al. (2014)) (N = 7 en bi-énergie). Des polynômes de plus

grand ordre peuvent aussi être appris par réseau de neurones (Zimmerman et Schmidt (2015)).

La décomposition par fonction polynomiale est rapide, mais demande un étalonnage régulier.

De plus, en augmentant le nombre de plages d’énergies, le nombre de coefficients augmente

également, donnant lieu à des instabilités et une propagation des erreurs d’étalonnage.

Une manière de s’affranchir de la limite du nombre de plages d’énergies est de résoudre le

problème inverse. Ainsi, nous cherchons aθm(p) à partir des données spectrales sθi (p) à chaque

projection d’angle θ :

sθi (p) =
∑
j

di(ej)n0(ej) exp
(
−
∑
m

aθm(p)τm(ej)
)

(I.26)

Cette méthode permet de décomposer fidèlement les données spectrales, comme montré par Al-

varez et Macovski (1976) par étalonnage. Néanmoins, cette méthode est limitée par le nombre de

plages d’énergies qui peuvent être utilisées. De plus, ces travaux ont présenté une décomposition

en effet photoélectrique et Compton, ce qui ne permet pas d’expliquer correctement certains

matériaux (comme ceux à K-edge). Depuis, Schlomka et al. (2008) ont pu améliorer les décom-

positions en utilisant des détecteurs à comptage de photons avec des approches variationnelles,

qui permettent l’utilisation d’un plus grand nombre de plages d’énergies. La décomposition dans

le domaine des projections se distingue par sa bonne quantification des matériaux décomposés

(Roessl et Proksa (2007)). Dans ces derniers travaux, le problème de décomposition en TDMS

était posé comme un problème de minimisation d’une fonctionnelle. Ainsi, Ducros et al. (2017)
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ont pu améliorer les décompositions (en qualité de décomposition et rapidité) en utilisant des

algorithmes de minimisation d’ordres supérieurs (précédemment d’ordre 0, maintenant ordre

2). En travaillant directement sur les données, le bruit peut être mieux connu qu’avec les autres

approches (Roessl et Herrmann (2009)). En améliorant son estimation, une meilleure décom-

position peut alors être faite. Un a priori peut également être apporté dans le domaine des

projections, qui peuvent être supposées lisses, pour lesquelles Ducros et al. (2017) a également

présenté une régularisation spatiale.

La décomposition des projections est avantageuse, car la reconstruction tomographique est

parfaitement adaptée puisque celles-ci sont spectralement indépendantes, ce qui évite l’appari-

tion d’artefacts. Cela vient du fait que la non-linéarité de la décomposition spectrale est prise

en amont de la reconstruction tomographique. Ainsi, les erreurs sur les données spectrales ne

seront pas amplifiées par la reconstruction, ni prises en compte lors de la décomposition. De

plus, chaque projection étant indépendante spatialement et spectralement, la décomposition

des projections peut se faire en parallèle.

I.7.4 Avantages et inconvénients

Chaque manière de traiter les données spectrales permet d’obtenir un volume composé des

coefficients ρm(x). Cependant, elles ne sont pas équivalentes. La décomposition directe permet

d’obtenir des images qui sont un peu plus fidèles par rapport aux autres méthodes, mais cette

méthode a besoin de beaucoup de temps et a un fort coût informatique. Les matrices sont de

taille importante et la convergence des algorithmes est lente par rapport aux autres méthodes.

De plus, résoudre les deux problèmes (de décomposition et de reconstruction), peut engendrer

des erreurs importantes dans le volume. La décomposition dans le domaine objet est pratique

car rapide et il existe de nombreuses méthodes très bien connues pour résoudre ce genre de

problème linéaire. Cependant, les erreurs spectrales sont amplifiées lors de la reconstruction

tomographique (artefacts de stries notamment). En plus des méthodes de décomposition, des

corrections sur la reconstruction sont nécessaires. La décomposition dans les projections permet

quant à elle de limiter ces problèmes. Dans ce domaine, la décomposition dans une base peut

être effectuée indépendamment des projections. Elles peuvent toutes être faites en même temps.

De plus, les algorithmes récemment proposés montrent des temps de convergence satisfaisants.

Même si une régularisation spatiale est plus fidèle dans le domaine objet elle a pu montrer son

intérêt dans le domaine des projections en améliorant la qualité des décompositions. Elle a aussi

pour avantage de ne pas introduire d’artefacts de stries comme les autres méthodes.

I.8 Applications médicales

Dans ce chapitre, nous avons montré comment se faisait l’imagerie TDMS. L’information

apportée par cette nouvelle modalité permet de décomposer les images et de créer des volumes

dans certaines bases. Cet ajout d’information fait de cette modalité un outil idéal pour l’imagerie

diagnostique. En TDM, la quantification de la densité des matériaux peut être limitée, tandis

qu’en TDMS nous pouvons avoir précisément cette information. Cela peut s’avérer très utile lors

du diagnostic de l’arthrose ou de lésions de la moelle osseuse pour lesquelles la quantification
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de la densité osseuse est importante (Pache et al. (2010)).

Nous avons également la possibilité d’utiliser de nouveaux marqueurs comportant un K-

edge comme l’or, le gadolinium, l’iode, l’ytterbium, etc. Ceux-ci permettent d’avoir un choix

important dans l’injection et sur la fixation dans le corps. De ce fait, la détection de certaines

pathologies est plus facile avec cette modalité. En ajoutant un produit de contraste (Pan et al.

(2012)), comme l’iode par Silva et al. (2011) pour de l’imagerie abdominale, un apport consé-

quent a pu être constaté. La quantification de la masse graisseuse dans le foie pour le diagnostic

stéatose hépatique (lésion du foie suite à de trop gros dépôt de gras) est cruciale et peut être faite

en TMDS (Kriston et al. (2011); Wang et al. (2003)). La TDMS permet d’avoir une meilleure

résolution spatiale (Kalender et al. (2008)) avec des DCP, ce qui rend le diagnostic de plaque

chez le patient très avantageux (plaque osseuse avec Vlassenbroek (2011)).

La possible différenciation de certains tissus rend également la TDMS meilleure dans le

domaine médical que pouvait l’être la TDM. Une telle décomposition en matériaux par exemple,

peut permettre de diagnostiquer des maladies qui n’étaient pas visible en TDM, comme par

exemple la goutte tophacée, ce qui a été montré par Desai et al. (2011).

I.9 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre comment les RX sont générés et la manière dont ils in-

teragissent avec la matière. Comprendre comment le spectre transmis est modifié est primordial

pour le traitement de l’image résultante, tout comme sa formation décrite par la suite. Nous

avons également détaillé le principe de formation de l’image en TDMS, modalité qui permet

d’acquérir des données résolues en énergie pour plusieurs spectres à différentes énergies ou pour

un spectre d’énergie subdivisé en différentes plages d’énergies. Cette nouvelle dimension dans

l’image peut être obtenue par différentes méthodes, mais les DCP ont depuis peu pris le dessus

sur les autres. En effet, ils permettent d’obtenir simplement beaucoup de plages d’énergies sans

changer le détecteur. Modifier le nombre de plages s’obtient en modifiant les valeurs des seuils

de détection en énergie.

Ensuite, à partir des projections acquises sous plusieurs angles, les outils de reconstruction

tomographique permettant d’obtenir une coupe 2D ou un volume 3D ont été décrits. Grâce

à la discrétisation des données en énergie, il est alors possible de les décomposer dans une

base : photoélectrique-Compton, matériaux ou mono-énergétique. Cette décomposition peut

être effectuée de plusieurs manières : dans le domaine de l’objet après une reconstruction to-

mographique des données ou directement à partir des données ou dans les projections suivie

d’une reconstruction tomographique pour obtenir des volumes.

Nous pouvons changer aisément de base, chacune donnant une information différente. Ce-

pendant, la méthode de traitement choisie joue beaucoup sur les artefacts ou les erreurs. Tandis

que la décomposition dans le domaine objet est sujette aux artefacts de stries, la décomposi-

tion dans le domaine des projections ne présente pas de tels artefacts. Cependant, traiter la

non-linéarité de la décomposition dans les projections peut être difficile. Si la décomposition

dans ce domaine est correctement faite, bien la traiter permet d’améliorer la reconstruction des

images spectrales.
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La TDM est une modalité d’imagerie très répandue. Aujourd’hui, la taille des pixels de

l’image reconstruite est de l’ordre du millimètre et nous n’avons besoin que de quelques minutes

pour imager un corps entier. Cependant, cette modalité est souvent critiquée sur son aspect

irradiant. Ainsi, les développements récents cherchent à extraire le plus d’information sur le

patient imagé avec la même dose. Grâce à la résolution en énergie des données en TDMS, il

est possible de décomposer les images dans une certaine base. La décomposition permet de

nombreuses applications médicales, tout en gardant un niveau de dose équivalent à la TDM

classique.
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Chapitre II

L’
acquisition de données spectrales en TDMS rend la décomposition dans une base pos-

sible. L’obtention des volumes décomposés se fait en posant un problème inverse. Dans

ce chapitre, nous décrirons ce qu’est un problème inverse et les méthodes classiques pour le ré-

soudre. Nous présenterons également comment obtenir une solution qui respecte des contraintes

prédéfinies, leur incorporation et la résolution du problème associé.

II.1 Introduction

La tomodensitométrie spectrale conduit à différents problèmes inverses. À partir des données

spectrales, nous avons vu qu’il est possible soit de i) faire une reconstruction tomographique puis

de décomposer les données, ii) faire la décomposition et la reconstruction en même temps et iii)

faire la décomposition dans les projections puis reconstruire les cartes de matériaux obtenues.

En pratique, la reconstruction tomographique est un problème linéaire et la décomposition dans

une base est non-linéaire, mais qui peut éventuellement être linéarisée [5].

Dans ce chapitre nous montrerons comment il est possible de résoudre un problème inverse

(celui de reconstruction ou de décomposition), qu’il soit linéaire ou non. Nous commencerons

par montrer la formulation générale de ce problème, puis nous présenterons ses caractéristiques.

Ensuite, des méthodes pour résoudre ce problème seront détaillées. Premièrement nous verrons

comment, dans certains cas, la solution peut être obtenue explicitement. Cependant, comme la

plupart des problèmes sont non-linéaires, leur résolution se fait alors en minimisant une fonction-

nelle. Nous détaillerons des algorithmes dits de descente qui en premier lieu ne contraindront pas

la solution. Pour finir, nous présenterons les différentes possibilités qui existent pour incorporer

des contraintes au problème de minimisation.

II.2 Problème inverse

Dans ce chapitre, nous chercherons à résoudre le système suivant :

s = F(y) (II.1)

où s sont les données, F un opérateur et y la solution. Dans le cas de la décomposition en

TDMS, l’opérateur F peut être non-linéaire (cas de la décomposition des données spectrales

dans une base) ou linéaire (cas de la reconstruction tomographique ou de la décomposition

linéarisée [5]). Le problème inverse consiste à trouver la solution y à partir des données s (ce

qui est illustré sur la figure II.1). Un problème inverse est dit mal-posé [55] si l’une des trois

conditions suivantes n’est pas respectée :
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i une solution existe ;

ii la solution est unique ;

iii la stabilité de la solution par rapport à des petites perturbations sur les données est

garantie.

La plupart des problèmes inverses sont mal-posés. Dans le cas où l’opérateur est linéaire, en

dimension finie, cela correspond au fait que certaines colonnes de la matrice sont des combinai-

sons linéaires d’autres colonnes. Le problème peut cependant être mal conditionné si les valeurs

propres de la matrices sont très faibles. En dimension infinie, entre deux espaces de Hilbert X

et Y par example, on a les décompositions : X = N (A) + R(A∗), Y = N (A∗) + R(A) et si

l’image n’est pas fermée, cela génère une instabilité. Il y a donc une relation entre un problème

mal-posé et le bon conditionnement de l’opérateur linéaire. En notant σi les valeurs singulières

de la matrice F, son nombre de conditionnement est donné par :

κ(F) = σmax

σmin
(II.2)

où σmax et σmin sont les valeurs singulières maximales et minimales. Avec un grand nombre de

conditionnement, une erreur dans les données produira une solution avec une erreur grande.

La résolution de ce problème peut se faire en formant une fonctionnelle C qu’il faudra

minimiser. La solution ŷ sera obtenue comme :

ŷ = argmin
y
C(y) (II.3)

où

C(y) = D(y) + αR(y) (II.4)

avec D(y) terme d’attache aux données, correspondant à une distance entre les données s et

leur estimation à partir de la solution y grâce à l’opérateur F . Un terme de régularisation R(y)
est présent pour ajouter un a priori sur la solution. Ce terme peut promouvoir une solution

lisse, parcimonieuse, etc. Enfin, le paramètre de régularisation α permet d’ajouter un poids

pour ajuster l’effet de R(y). Dans la suite, nous présenterons des algorithmes de minimisation

qui permettent d’estimer la solution y.
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Figure II.1 – Problème direct et problème inverse dans le problème de décomposition en TDMS dans

le domaine des projections.

II.3 Solutions exactes

Dans les cas simples, il est possible d’exprimer la solution y à partir de la formulation

précédente. Cette solution est analytique et nous disposons d’une expression pour elle. Il est

seulement possible d’avoir ce genre de solution dans le cas où le passage de la solution y ∈ Rn×1

aux données s ∈ Rm×1 se fait par un opérateur linéaire F ∈ Rm×n.

Nous considérons ici le problème de minimisation quadratique suivant :

C(y) = ||s− Fy||22 (II.5)

À noter qu’ici aucun a priori n’est utilisé, c’est-à-dire αR(y) = 0. Dans le cas où ces conditions

(F linéaire et problème quadratique) ne sont pas réalisées, une formulation analytique de la

solution n’est pas triviale. Il sera nécessaire de faire appel à d’autres méthodes, qui seront

détaillées dans la prochaine section.

Si F n’est pas inversible, nous pouvons calculer sa pseudo-inverse de Moore-Penrose [78; 89]

F† =
(
FTF

)−1 FT (si son rang est égal à son nombre de colonnes), la solution du problème de

minimisation au sens des moindres carrés (MC) est

ŷMC = F†s (II.6)

ŷMC =
(
FTF

)−1
FTs (II.7)

Cette solution est très sensible au bruit sur les données s lorsque le problème est mal-posé. Dans

la suite, nous verrons qu’il est possible de décomposer la matrice F pour obtenir une meilleure

solution que l’expression analytique ci-dessus, c’est-à-dire une solution moins sensible au bruit.

La décomposition en valeurs singulières (SVD) [54] est l’une des méthodes les plus
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classiques qui permet de décomposer une matrice F ∈ Rm×m sous la forme :

F = UΣΣΣVT

=
n∑
i

uiσivT
i (II.8)

où U = (u1, u2, . . . ,um) ∈ Rm×m et V = (v1, v2, . . . ,vn) ∈ Rn×n sont des matrices orthogo-

nales (telles que UTU = Im et VTV = I) et ΣΣΣ ∈ Rm×m est une matrice diagonale avec comme

éléments σi, tels que :

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σK > 0 (II.9)

où K est le rang de F et les vecteurs uk et vk sont appelés vecteurs singuliers gauche et droit,

respectivement, tandis que les σk sont les valeurs singulières de F. S’il existe au moins une

valeur singulière nulle, alors la solution y ne sera pas unique. Si F est inversible nous avons :

F−1 =
n∑
i

vi
1
σi

uT
i (II.10)

Pour une matrice de rang K, nous aurons donc dans l’équation (II.8) F =
∑K
i uiσivT

i , car σK

est la dernière valeur singulière non nulle et sa pseudo-inverse est donnée par :

F† =
K∑
i

vi
1
σi

uT
i (II.11)

La solution au sens des moindres carrés sera donc

ŷMC = F†s =
K∑
i

uT
i s
σi

vi (II.12)

Or, en pratique les données sont bruitées, ici nous considérons un bruit additif tel que s = s?+δ,
où s? représentent les données non bruitées et δ le bruit. De plus, les valeurs singulières non

nulles peuvent être très faibles et donc provoquer une instabilité sur la solution. Nous pouvons

le voir en développant l’équation précédente telle que

ŷMC =
K∑
i

uT
i (s? + δ)
σi

vi (II.13)

= y? +
K∑
i

uT
i δ

σi
vi (II.14)

où y? désigne la solution idéale (pour laquelle il n’y a pas de bruit). La deuxième partie de

la solution
∑K
i

uT
i δ
σi

vi va devenir très grande si σk << 1, ce qui est le cas pour des matrices

mal conditionnées (κ(F)� 1). Afin de contrer cet effet, il est possible de supprimer les valeurs

singulières σk en dessous d’un certain seuil. Cette méthode s’appelle la SVD tronquée (Hanson

(1971)). Un exemple de résolution par une méthode analytique est donné dans la figure II.2.

Elle présente a) les données bruitées et non bruitées (s et s?, respectivement), b) la solution

analytique au sens des moindres carrés F†s, c) les valeurs singulières σi obtenues par SVD et d)

la solution au sens des moindres carrés par SVD tronqué. La solution ŷk correspond au cas où

la troncature est effectuée à partir de la k-ème valeur et y? est la solution du problème. Nous
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Figure II.2 – Exemple d’un problème mal posé dans le cas du problème baart de RegTools (Hansen

(2002)). a) données bruitées et non bruitées (s et s?, respectivement), b) solution analytique au sens

des moindres carrés F†s, c) valeurs singulières σ obtenues par SVD et d) solution au sens des moindres

carrés par SVD tronquée, où la solution ŷk correspond à la solution où la troncature est effectuée à

partir de la k-ème valeur et y? est la solution du problème.

pouvons voir à partir de cet exemple qu’il est important de supprimer une partie des valeurs

singulières, car elles peuvent amplifier le bruit.

Afin de contrer l’impact du bruit sur la solution, il est également possible de filtrer les valeurs

singulières au lieu de les supprimer complètement comme dans la la SVD tronquée. Ainsi, en

considérant un paramètre de régularisation (car nous régularisons la solution par rapport au

bruit) α, une possibilité est de remplacer σk par :

σk
σ2
k + α

(II.15)

ce qui est équivalent à une régularisation de Tikhonov [39] où R(y) = ||y||22 permet de stabiliser

la solution par rapport au bruit. Nous pouvons voir cette équivalence en écrivant la solution au

sens des moindres carrés avec une SVD :

ŷMC = V(ΣΣΣTΣΣΣ + αI)−1ΣΣΣTUTs (II.16)

avec I la matrice identité, nous aurons donc en développant :

ŷMC =
K∑
i

σi(uT
i s)

σ2
i + α

vi (II.17)

où nous retrouvons la formule (II.15).

II.4 Algorithmes de minimisation

Nous avons présenté des méthodes pour trouver la solution de manière analytique. Cepen-

dant cela était limité à certains cas simples (opérateur linéaire et problème quadratique). Dans
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cette section, nous présenterons des algorithmes de minimisation d’une fonctionnelle afin de

trouver la solution y du problème inverse s = F(y). Les méthodes décrites ici peuvent être uti-

lisées pour un opérateur linéaire ou non-linéaire. Nous présenterons ces différents algorithmes

en fonction de la possibilité de calculer les dérivées de la fonctionnelle : ordre 0 où seule la

valeur de C peut être connue, ordre 1 où son gradient peut être également calculé et ordre 2 où

les valeurs du gradient et de la Hessienne sont accessibles.

Algorithmes d’ordre 0

Les algorithmes d’ordre 0 sont des méthodes d’optimisation ne nécessitant pas de calculer

les dérivées de C, notamment dans le cas de fonctions non-différentiables. L’idée est de calculer

des points successifs qui vont minimiser la fonction de coût. Ces solutions seront annotées yk
où k sera l’itération de l’algorithme.

L’une des manières de minimiser C est de chercher empiriquement la valeur de la solution.

Pour chaque valeur de la variable y, l’algorithme va essayer de minimiser C en modifiant la

valeur de cet élément jusqu’à ce que le minimum soit atteint. Cette méthode est la recherche

de coordonnées [117]. Elle est pratique, car elle ne demande aucune dérivée ni approximation

quadratique. Cependant, pour des problèmes de grandes dimensions cette méthode n’est pas

du tout efficace.

La méthode de Nelder-Mead [80] ou méthode du simplexe n’utilise que l’information sur

la valeur de C. Cette méthode vise à explorer également l’espace des solutions, mais ne le fait

pas élément par élément. L’algorithme commence en prenant N + 1 points de l’espace (où N

est la dimension de la solution), formant un simplexe (triangle de dimension N + 1). Il sera

composé des variables y1, y2, . . . , yN+1. Après avoir calculé la valeur de la fonctionnelle en

chaque point et les avoir trié de telle sorte que C(y1) ≤ C(y2) ≤ · · · ≤ C(yN+1), le centre de

gravité du simplexe y1, . . . , yN est calculé et noté y0. À partir de ce moment, plusieurs cas de

figures sont à distinguer et sont affichés sur l’Algorithme 1, où α, γ, ρ, σ sont des coefficients tels

que α > 0, γ > 1, 0 < ρ ≤ 0.5 et σ ∈ R. À chaque itération, l’algorithme va chercher le point

qui donne la plus grande valeur de C et va modifier cet élément pour qu’il donne une valeur

plus petite.

II.4.1 Méthodes de descente non contraintes

Dans cette partie nous décrirons les méthodes qui visent à produire une séquence de points

yk, k = 1, . . . ,, tels que

yk+1 = yk + λkdk (II.18)

où λk > 0 est le pas de descente, dk est la direction de descente et k est le nombre d’itérations

de l’algorithme. Les méthodes de descentes créent une séquence de solutions telle que :

C(yk+1) < C(yk) (II.19)

sauf lorsque yk est optimal. Cette séquence se répète jusqu’au moment où un critère d’arrêt

du type (C(yk+1)− C(yk)) /C(yk) ≤ ε (ε � 1) est satisfait. À ce point, il y a convergence de

l’algorithme. Ce type de méthode est décrite dans l’Algorithme 2.
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Algorithme 1 : Algorithme de Nelder-Mead (ou méthode simplexe)

tant que Des critères d’arrêt ne sont pas respectés faire
% Réflexion de yN+1

yr = y0 + α(y0 − yN+1)
si C(y1) ≤ C(yr) < C(yN ) alors

yN+1 = yr

fin

si C(yr) < C(y1) alors
% Expansion de yr

ye = y0 + γ(yr − y0)
si C(ye) ≤ C(yr) alors

yN+1 = ye

sinon
yN+1 = yr

fin

fin

si C(yr) ≥ C(yN ) alors
% Contraction de yN+1

yc = y0 + ρ(yN+1 − y0)
si C(yc) < C(yN+1) alors

yN+1 = yc

sinon
% Homothétie de rapport σ et de centre y1 pour chaque variable yi

yi = y1 + σ(yi − y1)
fin

fin

fin

Nous allons tout d’abord étudier comment le pas λk peut être calculé.

LineSearch

Les critères de Wolfe (1969) donnent les conditions nécessaires pour le choix d’un bon pas

λ telles que :

C(yk + λdk) ≤ C(yk) + c1λgkdT
k (II.20)

gT
k+1dk ≥ c2gT

k dk (II.21)

où c1 ∈ (0, 1) et c2 ∈ (c1, 1), et gk+1 est le gradient de C à yk + λdk. L’inégalité (II.20) est

plus connue sous le nom de condition d’Armijo (1966) et impose que le choix de λ décroisse

suffisamment C. La condition de courbure (II.21) assure que ce pas n’est pas trop petit pour

assurer que la solution change suffisamment [83]. Cette dernière condition peut être omise en

diminuant progressivement le pas, en commençant par une grande valeur et en s’arrêtant dès

que λ satisfait (II.20).
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Algorithme 2 : Structure d’un algorithme de descente

tant que Des critères d’arrêt ne sont pas respectés faire
1) Détermination de la direction de descente dk
2) Calcul du pas λk par LineSearch

3) Mise à jour de la solution yk+1 = yk + λkdk
fin

Figure II.3 – Calcul du pas par LineSearch pour une fonction polynomiale d’ordre 6.

Goldstein [37] a aussi proposé des conditions pour choisir λ en remplaçant (II.20) par :

C(yk) + (1− c)λgT
k dk ≤ C(y + λdk) ≤ C(yk) + cλgT

k dk (II.22)

avec 0 < c < 1/2, qui assure de choisir un pas suffisamment grand pour minimiser C. Un

exemple de LineSearch est donné dans la figure II.3 pour une fonction polynomiale d’ordre

6. Sans LineSearch, la nouvelle solution resterait dans le minimum local de gauche, mais par

recherche du pas λ, le minimum global est obtenu. Nous allons maintenant décrire brièvement

les différentes méthodes qui peuvent être mises en place pour calculer dk, et ce en fonction des

dérivés de la fonctionnelle calculables.

Algorithmes d’ordre 1

Nous détaillerons ici les méthodes qui calculent la direction de descente dk grâce aux gra-

dients de la fonctionnelle (il est également possible d’avoir une approximation de la dérivée au

lieu de l’expression exacte [61]). Le choix classique est de prendre l’opposé du gradient comme

direction de descente :

dk = −gk (II.23)

Cette méthode est appelé tout simplement descente de gradient [43].
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La méthode du gradient conjugué est un algorithme très connu, qui permet d’améliorer la

vitesse de convergence de la descente de gradient. L’idée est de calculer un coefficient permettant

d’avoir une meilleure direction de descente (c’est-à-dire qui ”pointe” plus précisément vers le

minimum de C). Fletcher et Powell (1963) ont proposé le calcul suivant pour la direction de

descente :

βk+1 =
gT
k+1gk+1

gT
k gk

(II.24)

dk+1 = −gk+1 + βk+1dk (II.25)

À noter que pour k = 0 nous avons d0 = −g0. Les propriétés de convergence du gradient

conjugué ont été très étudiées (Gilbert et Nocedal (1992)).

Algorithmes d’ordre 2

Lorsque la Hessienne de la fonction de coût est accessible, elle peut être utilisée pour aug-

menter la performance de l’algorithme en terme de vitesse de convergence.

En notant Hk la Hessienne de C à l’itération k, l’une des méthodes est de créer un modèle

quadratique autour du point courant yk par une série de Taylor (section B.1). L’approximation

quadratique W de la fonction de coût est [18] :

W(y + yk) = C(y) + gT
k yk + 1

2yT
k Hkyk (II.26)

Résoudre cette équation peut maintenant se faire en appliquant les méthodes analytiques vues

précédemment, car nous avons un problème quadratique.

Une méthode grandement utilisée est la méthode de Newton [81; 34] qui nous donne comme

direction de descente :

dk = −H−1
k gk (II.27)

Nous pouvons calculer cette Hessienne dans le calcul de la solution au sens des moindres carrés.

En définissant C(y) = ||s−F(y)||22, H sera donnée par

Hi,j = ∂2

∂yi∂yj

∑
n

(sn −Fn(y))2 (II.28)

= ∂

∂yi

∑
n

−2∂Fn(y)
∂yj

(sn −Fn(y))

=
∑
n

−2∂
2Fn(y)
∂yi∂yj

(sn −Fn(y)) +
∑
n

2∂Fn(y)
∂yi

∂Fn(y)
∂yj

(II.29)

Nous avons finalement :

H = H[F ] + 2JTJ

où H[F ] correspond à la partie qui prend compte de la dérivé seconde de l’opérateur F et J sa

Jacobienne (détails section B.3). Cependant, dans la plupart des cas, H[F ] n’est pas possible

à inverser car non-inversible ou de trop grande taille. Il est donc possible d’approximer la
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-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Figure II.4 – Minimisation de la fonction de coût C(y) = y2 par trois algorithmes de différents ordres :

recherche de coordonnées (en orange), descente de gradient (en jaune) et Gauss-Newton (en violet). À

gauche les différentes solutions pour chaque itération sont représentées, et à droite l’erreur associée. Les

algorithmes s’arrêtent quand l’erreur est < 10−6.

Hessienne en enlevant les termes de dérivées seconde ∂2Ck/∂y2
k de l’expression de Hk : c’est

l’approximation de Gauss-Newton.

Il est également possible d’utiliser des méthodes pour obtenir des approximations successives

de la Hessienne quand elle n’est pas accessible (elle ou son inverse). La plus connue étant

l’approximation de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) (Fletcher (2013)). À chaque

itération, la matrice qui approxime H, dénotée Bk ici, est mise à jour après le calcul du nouveau

pas dk suivant l’itération :

ek = gk+1 − gk (II.30)

Bk+1 = Bk + eT
k ek

eT
k λkdk

− BkdkdT
k Bk

dT
k Bdk

(II.31)

Puis le calcul du pas à l’itération suivante se fera en résolvant le système linéaire Bk+1dk+1 =
−gk+1. Lorsque cette approximation est utilisée, l’algorithme est appelé un quasi-Newton car

la Hessienne n’est pas exacte. Afin de mesurer l’impact de l’ordre sur la vitesse de convergence,

une comparaison de trois algorithmes (d’ordre 0, 1 et 2) est donnée figure II.4.

II.4.2 Méthodes de descente sous contraintes

Le problème de minimisation précédent, pour trouver ŷ, peut aboutir à une solution ayant

n’importe quelle valeur. Nous nous intéresserons ici au problème suivant :

ŷ = argmin
y
C(y) s.t.

y ∈ Ω

H(y) = 0
(II.32)

qui vise à obtenir ŷ telle qu’elle appartienne à l’ensemble Ω et qu’elle vérifieH(y) = 0 (contrainte

d’égalité), où H est un opérateur le plus général ici. La contrainte d’appartenance à un ensemble

Ω peut souvent être mise sous la forme de contrainte d’inégalité. Nous présenterons ici des

méthodes qui minimisent C et qui permettent de vérifier ces contraintes.

Région de confiance

La région de confiance est une méthode qui crée une région autour du point courant dans

laquelle un modèle quadratique reflète correctement C (dans lequel l’algorithme a confiance).
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II.4. Algorithmes de minimisation

Figure II.5 – Calcul de la nouvelle solution par région de confiance pour une fonction polynomiale

d’ordre 6.

Ici, la longueur du pas et la direction sont calculées simultanément. La région a un rayon ∆k, qui

sera réduit itérativement si la nouvelle solution ne minimise pas suffisamment la fonctionnelle

ou ne vérifie pas les contraintes. Le modèle quadratique Wk est construit à partir de la série de

Taylor de Ck autour de yk, suivant :

W(yk+1) = C(yk) + gT
k dk + 1

2dT
k Hkdk (II.33)

La nouvelle solution sera obtenue en résolvant le problème suivant :

min
d
Wk(yk+1) = Ck + gT

k d + 1
2dTHkd s.t. ||d|| ≤ ∆k (II.34)

où ||.|| est la norme euclidienne. Il est ainsi facile de restreindre la solution dans un ensemble.

Un exemple de la région de confiance est donné figure II.5.

Incorporation des contraintes

Ici, nous chercherons les méthodes pour incorporer les contraintes au problème de minimi-

sation. L’incorporation parfaite d’une contrainte par le biais d’une fonction peut s’écrire :

min
y
C(y) + δΩ(y) ∀y (II.35)

où δΩ(y) est une fonction indicatrice telle que

δΩ(y) =

0, si y ∈ Ω

∞, sinon
(II.36)

Cependant, la résolution de (II.35) n’est souvent pas faisable en pratique. Afin d’obtenir cette

solution, deux approches peuvent être mises en œuvre [69].
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I - L’ensemble Ω est souvent trop restrictif pour obtenir une solution dans cet ensemble

dès les premières itérations d’un algorithme. Il est donc possible de créer une séquence

d’ensemble Ωk où la solution yk ∈ Ωk existe. Ce paradigme s’appuie sur la notion de cône

normal. Lorsque k augmente, le cône normal des ces ensembles doit être inclus dans celui

de Ω. Les ensembles Ωk peuvent être très simples au début des itérations et raffinés au

fur et à mesure de ces dernières. Nous utiliserons dans la suite un voisinage de l’ensemble

Ω dépendant de l’itération k. Nous pouvons remarquer que la méthode des régions de

confiance revient à utiliser ce paradigme.

II - Transcrire la contrainte soit par une fonction barrière soit par un terme de pénalité avec

un multiplicateur. Les fonctions que nous pouvons inclure dans la fonction coût peuvent

tenir compte de la distance à l’ensemble Ω. Nous utiliserons aussi dans la suite des mé-

thodes basées sur l’introduction d’un Lagrangien et d’un multiplicateur µ. Si la contrainte

s’écrit G(x) = 0, avec G ∈ Rn, il s’agit d’inclure un terme du type < α,G(x) > [27], où

α est le multiplicateur de Lagrange. Une méthode classique est le sequential quadratic

programming [105], qui réalise une suite d’approximations quadratiques de ce type de

Lagrangien qui sont améliorées au cours des itérations.

Chaque méthode permet de contraindre la solution, mais elles peuvent également être combinées

comme le montre Levy (2007).

II.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé ce qu’était un problème inverse et quels sont les

outils qui sont disponibles pour le résoudre. À noter qu’ici nous avons détaillé seulement les

algorithmes de base, beaucoup d’améliorations ont été apportées à ces méthodes pour qu’elles

soient plus rapides, performantes ou utilisables dans des cas non-convexes, non-linéaires, etc.

Si le problème posé est linéaire, il est possible de le résoudre de manière directe à partir

de méthodes classiques. Cependant, en TDMS, le problème n’est pas linéaire. La résolution du

problème inverse se fait en minimisant une fonction de coût. C’est pour cela que des méthodes

itératives de minimisation sont utilisées. Il y a un grand choix sur les méthodes. Ce choix

peut se faire en fonction de la connaissance de l’opérateur F , cela dépendra si nous pouvons

avoir accès aux dérivés de celui-ci. Les algorithmes d’ordre 0 ne requièrent aucune dérivée, ce

qui simplifie leur utilisation. Mais ils ont tendance à avoir des temps de convergence longs.

C’est pour cela que des algorithmes utilisant le gradient (algorithme d’ordre 1) sont utilisés et

permettent d’avantage de vitesse. Dans la même logique, en utilisant la Hessienne (algorithme

d’ordre 2), nous pouvons avoir accès à des algorithmes très rapides et performants.

Les chapitres suivants sont dédiés aux contributions. Le problème de décomposition dans le

domaine des projections sera étudié. Nous présenterons tout d’abord sur quels jeux de données

numériques seront testées les méthodes que nous développerons et aussi avec quelles métriques

d’évaluations nous ferons la comparaison. Puis, la formulation du terme d’attache aux données

D sera discuté. Le choix de ce terme en fonction du type de bruit sera étudié. Ensuite, un

algorithme de minimisation visant à obtenir une solution positive sera proposé. Cette méthode

utilisera le premier paradigme mis en avant dans la section II.4.2 en approximant l’ensemble de
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II.5. Conclusion

contrainte à chaque itération. Afin de réduire certains artefacts, un second algorithme de mini-

misation sous contraintes de positivité et d’égalité sera développé. Contrairement au premier, ce

dernier utilise le second paradigme visant à intégrer les contraintes de la fonction à minimiser.

Puis une méthode pour choisir automatiquement les paramètres de régularisation sera égale-

ment proposée et étudiée. Enfin, ces méthodes seront utilisées sur des données expérimentales

provenant d’un prototype de scanner spectral.
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Chapitre III

III.1 Introduction

Le but de cette thèse est de proposer des méthodes de décomposition en matériaux de

données spectralse dans le domaine des projections. Dans la suite, nous comparerons différents

algorithmes exploitant de mêmes jeux de données spectrales numériques.

Dans ce chapitre, nous présenterons comment ces données sont générées, avec quel spectre

source, quelle réponse du détecteur et quelles fonctions d’atténuation.

Pour finir, nous présenterons les métriques d’évaluation dans le domaine des projections

ainsi que dans le domaine de l’objet.

III.2 Données spectrales

Nous rappelons la modélisation du problème direct du scanner spectral (sous-section I.7.3) :

s̄θi (p) =
∑
j

di(ej)n0(ej) exp
(
−
∑
m

aθm(p)τm(ej)
)

(III.1)

où s̄θi (p) est le nombre de photons acquis dans la i-ème plage d’énergie au pixel p à l’angle θ,

n0(ej) est le nombre de photon envoyé par la source à l’énergie ej , di(ej) est la réponse de la

i-ème plage d’énergie à l’énergie incidente ej , τm(ej) est la fonction d’atténuation du matériau

m à l’énergie incidente ej et aθm(p) est la densité du matériau m projeté sur le pixel p. La

décomposition en matériaux des données spectrales vise à récupérer les cartes de matériaux

aθm.

III.2.1 Modèle spectral

Spectre de la source

Le spectre de la source, n0, est généré par le logiciel SpekCalc de Poludniowski et al. (2009)

avec une énergie maximale de 120 keV. Dans un système réel, cela représente une tension d’ali-

mentation de 120 kV. L’allure du spectre à la sortie de la source est donnée sur la figure III.1, en

considérant une plaque de filtrage en aluminium d’une épaisseur de 1.2 mm. Nous contrôlerons

le nombre de photons incidents en modifiant le paramètre N0 égal à :

N0 =
∑
j

n0(ej) (III.2)
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Figure III.1 – Spectre de la source utilisé pour simuler les données numériques provenant du logiciel

SpekCalc de Poludniowski et al. (2009).

Accrôıtre N0 revient à augmenter le courant de chauffage du tube à rayons X dans un système

réel.

Réponse du détecteur

La réponse du détecteur di(ej) correspond à la probabilité qu’un photon incident d’énergie

ej soit détecté dans la plage i. Nous présentons deux réponses de détecteurs à comptage de

photons sur la figure III.2. Les figures III.2a et III.2b présentent respectivement une réponse

pour 3 et 4 plages d’énergies. Ces probabilités sont calculées à partir des travaux de Schlomka

et al. (2008), qui proposent une équation du modèle paramétrique validée par des acquisitions

expérimentales sur un détecteur à comptage de photons. Il est composé d’un cristal de tellurure

de cadmium (CdTe) de 3 mm. Cet équipement est un détecteur ligne de 1024 pixels de détection

avec (en moyenne) 0.4 mm de taille effective 0.38 × 1.6 mm. En notant U l’énergie à laquelle

un photon X va être détecté pour une énergie incidente E, la matrice de réponse R(U,E) de ce

détecteur est donnée par :

R(U,E) = c1(E)
(

1√
2πσ1(E)

exp
(
−1

2
(U − E)2

σ1(E)2

)

+c2(E) 1√
2πσ2(E)

exp
(
−1

2
(U − Ee + E)2

σ2(E)2

)
+B(U,E)

)
(III.3)

avec B(U,E) représentant le fond, c1(E) est réglé pour garder le nombre de photons X incidents

et :

c2(E) =
{
a1 exp (−a2E) , pour E ≥ Ee
0, pour E < Ee

c3(E) = a3 − a4E

σ(E) = a5 + a6E (III.4)
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(a) Réponse d’un DCP avec 3 plages d’énergies
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(b) Réponse d’un DCP avec 4 plages d’énergies

Figure III.2 – Réponse d’un détecteur à comptage de photons pour 3 et 4 plages d’énergies, cette

réponse a été calculée à partir des travaux de Schlomka et al. (2008).

où 

a1 = 0.5

a2 = 0.015 keV −1

a3 = 0.042 keV −1

a4 = 0.213× 10−3 keV −2

a5 = 1.61 keV

a6 = 0.025 (III.5)

Fonctions d’atténuation

La fonction d’atténuation τm(ej) décrit l’atténuation du matériau m, ej représentant l’éner-

gie incidente des photons. La concaténation des fonctions τm(ej) constitue la base dans laquelle

les données vont êtres décomposées, qui sera représentée par la matrice :

T =
[
τT

1 , . . . , τ
T
M

]
(III.6)
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Figure III.3 – Fonctions d’atténuation pour les tissus mous, les os et le gadolinium. Ces atténuations

ont été obtenues avec le logiciel XMuDat de Nowotny (1998).

La figure III.3 représente les fonctions d’atténuations τm(ej) correspondant aux tissus mous, à

l’os et au gadolinium sur une plage d’énergies comprises entre 10 et 120 keV. Ces trois matériaux

constitueront la base utilisée dans la suite. Les fonctions d’atténuation ont été obtenues avec le

logiciel XMuDat de Nowotny (1998).

III.2.2 Jeux de données numériques

Nous avons décrit les éléments correspondant au modèle spectral. Nous avons maintenant

besoin d’objets numériques segmentés pour faire correspondre une fonction d’atténuation à

chaque segment (matériau). Nous pouvons ainsi créer des données spectrales grâce au modèle

(III.1).

DigiMouse

DigiMouse est une souris qui a été imagée par plusieurs modalités (RX, IRM, PET, ...) par

Dogdas et al. (2007). Des cryosections ont également été effectuées, ce qui a permis de créer

un atlas numérique (par la combinaison des observations des sections et des volumes acquis en

imagerie). Le volume est segmenté en 21 parties : organes, squelette et glandes principalement.

Le volume est composé de 154 × 154 × 496 voxels. Les projections sont générées en utilisant

la fonction radon de Matlab, qui correspond à une géométrie parallèle. Nous avons finalement

180 projections de 219× 496 pixels. Dans le chapitre IV, ce fantôme sera utilisé dans une base

de M = 2 matériaux : tissus mous et os. Le processus de génération de ces données est décrit

sur la figure III.4.

Thorax

Des données anthropomorphiques ont été utilisées dans la suite pour se rapprocher de l’uti-

lisation clinique. Ainsi, un thorax humain numérique est utilisé dans les chapitres V, VI et VII.

Le volume initial de 240 × 185 × 84 voxels issu d’un scanner classique a été segmenté par Ké-

chichian et al. (2013) en 38 segments : organes, squelette, muscles, glandes, grosses artères, etc.

Les projections ont également été générées avec la fonction radon pour créer 180 projections
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Figure III.4 – Schéma de génération des données spectrales à partir de DigiMouse [25]. Les volumes (en

haut à gauche) sont projetés pour créer les projections (en haut à droite). Les projections, la réponse du

détecteur (au milieu, première ligne), le spectre (au milieu, deuxième ligne) et les fonctions d’atténuation

(a milieu, troisième ligne) vont être utilisés dans le modèle direct pour créer les données spectrales (en

bas). Les projections et les données spectrales sont données pour θ = 90°.

de 84× 306 pixels. Ce fantôme sera utilisé pour générer des données dans une base de M = 3
matériaux : tissus mous, os et gadolinium (dans la veine porte). Cette génération est résumée

sur la figure III.5.

Modèle de bruit

Nous avons montré comment générer les données spectrales non bruitée s̄θ pour chaque

angle θ. Afin de simuler la réalité, nous ajouterons du bruit sur ces dernières. La détection de
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Figure III.5 – Schéma de génération des données spectrales à partir du thorax [60]. Les volumes (en

haut à gauche) sont projetés pour créer les projections (en haut à droite). Les projections, la réponse du

détecteur (au milieu, première ligne), le spectre (au milieu, deuxième ligne) et les fonctions d’atténuation

(au milieu, troisième ligne) vont être utilisées dans le modèle direct pour créer les données spectrales (en

bas). Les projections et les données spectrales sont données pour θ = 90°.
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III.3. Évaluation des méthodes de décomposition

photons est soumise à un bruit de Poisson. Ainsi, en utilisant la fonction possrnd de Matlab

nous générons des données qui se rapprochent de la réalité. Nous avons donc finalement :

sθi (p) = P(λ = s̄θi (p)) (III.7)

où P est la distribution de Poisson de moyenne λ.

III.3 Évaluation des méthodes de décomposition

Nous avons vu comment les données spectrales sont générées. Elles seront utilisées pour

tester les méthodes que nous proposons dans la suite. Afin de savoir quelle méthode est la

meilleure, nous proposerons ici des métriques d’évaluation. La décomposition se fera dans le

domaine des projections, le volume de chaque matériau sera reconstruit à partir de sa carte

décomposée.

III.3.1 Erreur quadratique moyenne

La première métrique que nous utiliserons est l’erreur quadratique moyenne. Elle permet

d’évaluer à quel point deux images sont proches l’une de l’autre.

Dans les projections

Nous utiliserons un terme de régularisation afin d’améliorer les décompositions. Ce terme

est pondéré par un paramètre de régularisation α. Les cartes matériaux seront obtenues pour

différents α et pour différents angles θ. Nous noterons cette carte aαm,θ pour le matériau m. La

vérité terrain (VT) venant des données numériques sera notée aVT
m,θ. En notant M le nombre

de matériaux présent dans la base, l’erreur quadratique moyenne associée au paramètre α et à

l’angle θ est donnée par :

ξθ,α = 1
M

∑
m

||aαm,θ − aVT
m,θ||22

||aVT
m,θ||22

(III.8)

Nous noterons également ξθ l’erreur associée à la meilleure décomposition 1 pour chaque maté-

riau m. Plus ces erreurs sont faibles, meilleure est la décomposition.

Dans le volume

Nous calculerons également une erreur quadratique moyenne dans le volume. Nous noterons

ρρρm,z une coupe du volume z pour le matériau m. La reconstruction se fera à partir des meilleures

projections pour chaque matériau m. Cette erreur sera calculée telle que :

ξz = 1
M

M∑
m=1

||ρρρm,z − ρρρVT
m,z||22

||ρρρVT
m,z||22

(III.9)

où ρρρVT
m,z désigne la coupe reconstruite à partir des projections de la vérité terrain. En utilisant

la coupe reconstruite, nous limitons les erreurs engendrées par la reconstruction tomographique

elle-même.

1. La meilleure décomposition sera explicitée dans le corps du texte, le cas échéant. Cela peut être sur un

critère d’erreur où la décomposition se fait que pour une valeur de paramètre de régularisation définie.
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III.3.2 Indice de similarité structurel

L’erreur quadratique moyenne n’est pas suffisante, car les valeurs de certains pixels peuvent

se compenser, générant une erreur faible alors que la décomposition n’est pas bonne. C’est

pourquoi, dans la suite de ce travail, nous utiliserons l’indice de similarité structurel, que nous

appellerons SSIM, son acronyme en anglais, qui a été développé par Wang et al. (2004). Plus

le SSIM est proche de 1, plus l’image est près de la VT. Comme l’erreur quadratique, nous

calculerons cet indice dans les projections et le volume.

Dans les projections

Afin d’alléger les notations, en notant deux images f et g égales aux cartes décomposées

aαm,θ et aVT
m,θ, l’indice est calculé de la manière suivante pour le matériau m :

SSIMm
θ,α(f, g) = (2µfµg + C1) (2σfg + C2)(

µ2
f + µ2

g + C1
) (
σ2
f + σ2

g + C2
) (III.10)

où µf et µg sont les moyennes d’intensité de f et g, respectivement. σf , σg et σfg représentent

respectivement l’écart type de f , celui de g et le coefficient de corrélation entre les deux images

f et g. Nous calculons cette métrique avec C1 = 10−4 et C2 = 9.10−4 (valeurs données dans

l’article de Wang et al. (2004) et utilisées par défaut dans la fonction Matlab). Enfin, nous

aurons l’indice final égal à

SSIMθ,α(f, g) = 1
M

M∑
m=1

SSIMm
θ,α(f, g) (III.11)

Finalement, nous désignerons SSIMθ l’indice associé aux meilleures décompositions.

Dans le volume

Dans le volume, nous aurons la même expression, mais avec f et g égales à ρρρm,z et ρρρVT
m,z.

Nous avons donc :

SSIMm
z (f, g) = (2µfµg + C1) (2σfg + C2)(

µ2
f + µ2

g + C1
) (
σ2
f + σ2

g + C2
) (III.12)

et donc :

SSIMz(f, g) = 1
M

M∑
m=1

SSIMm
z (f, g) (III.13)

III.4 Conclusion

Ce chapitre a décrit comment les données spectrale sont simulées numériquement. Le mo-

dèle spectral, comprenant le spectre de la source, la réponse d’un détecteur à comptage de

photons et les fonctions d’atténuation a été détaillée. Ce modèle a été utilisé sur des volumes

numérique d’une souris et d’un thorax préalablement segmentés pour générer les données qui

seront décomposées.

Les méthodes décrites dans ce manuscrit seront évaluées par des métriques qui ont été

données dans la suite de ce chapitre. L’erreur quadratique moyenne et le SSIM seront calculés

dans le domaine des projections et dans le volume reconstruit.
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Chapitre IV

L’
imagerie spectrale est par nature plus bruitée que la tomodensitométrie standard. En

effet, dans chaque canal d’énergie, le nombre de photons détectés est nécessairement plus

faible que quand tout le spectre est intégré. Il est donc nécessaire de le prendre en compte

dans les méthodes de décomposition des données spectrales. Dans ce chapitre, nous étudierons

l’effet de l’utilisation de la divergence de Kullback-Leibler (KL) sur la décomposition en base

de matériaux dans le domaine des projections en TDMS.

Ces travaux ont été présentés à la conférence SPIE et publiés dans le journal IRBM :

— Hohweiller, T., Ducros, N., Peyrin, F., & Sixou, B. (2017). A Kullback-Leibler approach

for 3D reconstruction of spectral CT data corrupted by Poisson noise. In Developments

in X-Ray Tomography XI (Vol. 10391, p. 103911E). International Society for Optics and

Photonics.

— Hohweiller, T., Ducros, N., Peyrin, F., & Sixou, B. (2017). Spectral CT material de-

composition in the presence of poisson noise : a Kullback–Leibler approach. IRBM, 38(4),

214-218.

IV.1 Introduction

Le traitement des données spectrales nécessite de gérer leur fort niveau de bruit. De plus,

nous effectuons la décomposition dans le domaine des projections, car nous pouvons ainsi nous

occuper de la non-linéarité avant la reconstruction tomographique et traiter chaque projection

en même temps. En utilisant des DCP, l’idée est de ne pas envoyer plus de dose que nécessaire

au patient. De ce fait, le bruit sur le détecteur sera grand. Le bruit associé à la détection de

photons est un bruit poissonnien et il est réparti entre les différentes plages d’énergies. C’est

pour cela que Roessl et Herrmann (2009), Schlomka et al. (2008) ont proposé des méthodes en

utilisant la statistique du bruit pour avoir comme terme d’attache aux données le négatif du

logarithme de maximum de vraisemblance correspondant au bruit de Poisson. Il faut noter que

dans leurs travaux, aucune régularisation n’est utilisée et que la minimisation de la fonctionnelle

se fait par un algorithme de Nelder-Mead [80].

Comme vu dans le chapitre II, les méthodes d’ordre 0 sont plus lentes que des méthodes

d’ordres supérieurs. Des résultats obtenus par Ducros et al. (2017) appuient ce constat en

utilisant un algorithme d’ordre 2 du type Gauss-Newton. De plus, une régularisation spatiale

du type Tikhonov et Huber a été implémentée sur chaque matériau. Les résultats montrent

une amélioration en vitesse de convergence et des performances de décomposition. Le terme

d’attache aux données dans ce travail était de type des moindres carrés pondérés (MCP). Ce
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terme est adapté aux données corrompues par un bruit gaussien, mais il n’est pas rigoureux en

présent de bruit poissonnien. Nous proposons d’étudier un terme d’attache aux données basé

sur la divergence de Kullback-Leibler [97], qui présente des garanties théoriques en présence de

bruit de Poisson, que nous minimiserons avec un algorithme de type Gauss-Newton.

IV.2 Problème discret

Nous cherchons à reconstruire la carte des matériaux aθn =
[
aθn1 , . . . , aθnm , . . . , aθnM

]
pour chaque angle θn, où aθnm ∈ RP , avec P le nombre de pixels, M le nombre de ma-

tériaux et N le nombre de projections. Cette décomposition se fera à partir des données

sθn =
[
sθn1 , . . . , sθni , . . . , sθnI

]
, où sθni ∈ RP et I le nombre de plages d’énergies. Pour des

raisons de visibilité, nous omettrons l’indice θn, les méthodes développées se feront de manière

identique pour tout θ. Afin de récupérer la carte a, nous résoudrons le problème suivant :

â = argmin
a
C(a) (IV.1)

où

C(a) = D(a) + αR(a) (IV.2)

avec D(a) le terme d’attache aux données, R(a) le terme de régularisation et α son paramètre

de régularisation. Dans la suite, nous détaillerons le choix fait pour chaque terme, notamment

pour D(a) qui fait l’objet de cette étude, car il rend compte du bruit présent sur les données.

Nous utiliserons le problème direct discret suivant :

si(p) =
∑
j

di(ej)n0(ej) exp
(
−
∑
m

am(p)τm(ej)
)

(IV.3)

Nous rechercherons donc les cartes de densités projetées a à partir des données s. Pour rappel,

am(p) =
∫
L
ρm(x)d` (IV.4)

où ρm(x) est la densité volumique du matériau m au voxel x.

Les données s représentent le nombre de photons arrivés sur un pixel. Ainsi, elles seront

soumis à un bruit de Poisson. En notant P(γ) la loi de Poisson de paramètre γ, nous avons :

s ∼ P(γ = s?) (IV.5)

où s? est le paramètre de la loi poissonienne. Cependant, le bruit peut être approximé par une

loi de Gauss, tel que :

P(γ) ≈ G(µ = γ, σ2 = γ) (IV.6)

pour γ > 20, où G(µ, σ2) est une distribution gaussienne de moyenne µ et de variance σ2.

IV.3 Décomposition des matériaux

IV.3.1 Terme d’attache aux données

Nous comparerons ici différents termes d’attache aux données. En effet, ce terme permet de

calculer l’écart qu’il y a entre les données s et leurs valeurs estimées pour une solution a par le
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modèle direct F . Le terme le plus classique sont les MCP. Ils sont décrits par la formule :

DMCP(a) = ||s−F(a)||2W (IV.7)

où ||.|| est la norme euclidienne et W est une matrice de pondération telle que

W =



1√
s1(1)+1

0 . . . 0

0 1√
s2(1)+1

0 0
... . . .

. . . 0
0 . . . . . . 1√

sI(P )+1


(IV.8)

La matrice approxime la variance du bruit dans les données (Strutz (2010)). En prenant l’ap-

proximation d’un bruit poissonnien précédente, nous avons µ = s? et donc σ =
√

s?. Or, en

pratique, nous n’avons pas les données non bruitées et en utilisant s, nous faisons une bonne

approximation de la variance du bruit.

Les MCP permettent de rendre compte d’un bruit gaussien. Cependant, nous avons vu que

le bruit dans les données est un bruit de Poisson. Nous considérerons donc un terme d’attache

aux données qui rende compte de ce type de bruit : la divergence de Kullback-Leibler (KL) [65]

est définie telle que (entre les données bruitées s et la carte des matériaux projetés a) :

KL(s,a) =
∑
p

∑
i

si(p) log
(

si(p)
Fi(a(p))

)
+ Fi(a(p))− si(p) (IV.9)

Ce terme permet de décrire à quel point deux distributions poissoniennes sont identiques. À

noter que ce n’est pas une distance, c’est-à-dire :

KL(s,a) 6= KL(a, s) (IV.10)

Nous choisissons ici KL(s,a) qui est la version optimale comme décrit par Kullback et Leibler

(1951) : divergence entre la fonction de probabilité, s, et la fonction d’approximation, a. Nous

écrirons donc le terme d’attache aux données calculé par la divergence de KL comme suit :

DKL(a) =
∑
p

∑
i

si(p) log
(

si(p)
Fi(a(p))

)
+ Fi(a(p))− si(p) (IV.11)

L’explication de ce terme peut être trouvée en annexe A, qui montre que la divergence KL rend

compte d’un bruit poissonnien. À noter qu’en pratique, des valeurs nulles peuvent apparâıtre

dans F(a) ou s 1. Ainsi, le terme KL sera légèrement modifié tel que :

DKL(a) =
∑
p

∑
i

(si(p) + ζ) log
(

si(p) + ζ

Fi(a(p)) + ζ

)
+ Fi(a(p))− si(p) (IV.12)

où ζ est un petit entier utilisé afin d’éviter une division par zéro dans le log.

1. Il est possible qu’un élément de a ait une forte valeur. Cela peut arriver pendant les itérations de l’algo-

rithme où des valeurs quelconques peuvent apparâıtre. Si nous avons am(p) � 1 alors
(∑

m
am(p)τm(ej)

)
� 1

et donc exp
(
−(
∑

m
am(p)τm(ej))

)
≈ 0)
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Nous comparerons les résultats obtenus avec la divergence de KL avec ceux obtenus avec le

maximum de vraisemblance (MV) utilisé par Schlomka et al. (2008) pour des données corrom-

pues avec un bruit poissonnien. Dans le cas du maximum de vraisemblance, la fonctionnelle à

minimiser s’écrit :

DMV(a) =
∑
p

∑
i

Fi(a(p))− si(p) log (Fi(a(p))) (IV.13)

La méthode du maximum de vraisemblance se justifie dans un cadre bayésien avec des dis-

tributions a posteriori. Le principe de Bayes permet d’estimer les paramètres, ici a, à partir

du modèle statistique du bruit présent dans les données. Ainsi, nous cherchons à estimer a
à partir des variables aléatoires s, pour lesquelles F(a) correspond à leurs valeurs moyennes.

Classiquement, la minimisation se fait sur le négatif du logarithme de la vraisemblance.

IV.3.2 Terme de régularisation

Ici, nous décomposerons les données spectrales dans une base de matériaux : tissus mous et

os. Nous utiliserons le même terme de régularisation R spatial que dans [26], soit :

R(a) = ||∆atissus||22 + |||∇aos|||22 (IV.14)

où ∇ et ∆ sont les opérateurs différentiels du premier et second ordre, respectivement. Cela

impose que les différences finies d’ordre 2 des tissus mous soient faibles, et donc que la solution

a soit très lisse. La projection des os étant moins uniformément répartie, la différence d’ordre

1 va être choisie. Nous utiliserons cette régularisation avec la divergence de KL et les MCP,

la méthode avec le MV ne sera pas régularisée pour une meilleure comparaison avec l’état de

l’art. Nous aurons donc les trois fonctionnelles suivantes qui seront à minimiser :

CMCP(a) = DMCP(a) + αR(a) (IV.15)

CKL(a) = DKL(a) + αR(a) (IV.16)

CMV(a) = DMV(a) (IV.17)

Nous remarquerons que les seules différences entre CKL(a) et CMV(a) sont l’ajout de régulari-

sation pour le premier terme et l’algorithme de minimisation (Gauss-Newton et Nelder-Mead,

respectivement). Les termes supplémentaires que nous pouvons trouver dans la divergence KL

par rapport à MV ne dépendent pas de a. En effet, nous avons :

DKL(a) = DMV(a) + s (log (s)− 1) (IV.18)

La minimisation est donc la même du point de vue du terme d’attache aux données.

IV.4 Minimisation de la fonctionnelle

Les fonctions de coût CMCP(a) et CKL(a) seront minimisées par un algorithme itératif d’ordre

2 dit de Gauss-Newton (GN). Afin de se comparer à l’état de l’art, la fonctionnelle CMV(a) sera

minimisée par un algorithme de Nelder-Mead (NM).
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IV.4.1 Algorithme de Gauss-Newton

Pour l’algorithme de GN la mise à jour sera celle d’une méthode itérative, telle que :

ak+1 = ak + λkdk (IV.19)

où λk est le pas optimal et dk la direction de descente pour l’itération k. Elle sera calculée en

utilisant le gradient et la Hessienne de la fonction de coût en résolvant le système linéaire :

Hkdk = −gk (IV.20)

où gk et Hk sont le gradient et la Hessienne de la fonction de coût à l’itération k, donnés par :

gk = gk,D + αgk,R (IV.21)

Hk = Hk,D + αHk,R (IV.22)

où gk,D, gk,R, Hk,D et Hk,R désignent respectivement le gradient du terme d’attache aux

données, du terme de régularisation et la Hessienne du terme d’attache aux données et de la

régularisation. Le calcul des dérivés du terme de régularisation est détaillé dans ses généralités

dans l’Annexe C. En notant j = (m, p) et l = (m, p), le gradient de DMCP est :

gk,DMCP,i = ∂

∂ai

∑
j

(wj [sj −Fj(a)])2

= −2
∑
j

wj
∂Fj(a)
∂ai

wj [sj −Fj(a)] (IV.23)

et la Hessienne est :

Hk,DMCP,i,l = ∂2

∂ai∂al

∑
j

(wj [sj −Fj(a)])2

= ∂

∂ai
(
∑
j

−2wj
∂Fj(a)
∂al

wj [sj −Fj(a)])

=
∑
j

−2w2
j

∂2Fj(a)
∂ai∂al

(sj −Fj(a)) +
∑
j

2∂Fj(a)
ai

w2
j

∂Fj(a)
al

(IV.24)

Le gradient et la Hessienne de DKL sont donnés par :

gk,DKL,i = ∂

∂ai

∑
j

(sj + ζ) log sj + ζ

Fj(a) + ζ
+ Fj(a)− sj (IV.25)

=
∑
j

∂Fj(a)
∂ai

−
∑
j

∂Fj(a)
∂ai

sj + ζ

Fj(a) + ζ
(IV.26)

et

Hk,DKL,i,l = ∂

∂ai

∂

∂al

∑
j

(sj + ζ) log sj + ζ

Fj(a) + ζ
+ Fj(a)− sj (IV.27)

= ∂

∂al

∑
j

∂Fj(a)
∂ai

− ∂

∂al

∑
j

∂Fj(a)
∂ai

sj + ζ

Fj(a) + ζ
(IV.28)

=
∑
j

∂2Fj(a)
∂ai∂al

−
∑
j

∂2Fj(a)
∂ai∂al

sj + ζ

Fj(a) + ζ
+
∑
j

∂Fj(a)
∂ai

sj + ζ

(Fj(a) + ζ)2
∂Fj(a)
∂al

(IV.29)
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Les gradients peuvent se mettre sous la forme :

gk,D = JTZg (s−F(ak)) (IV.30)

où J est la Jacobienne du problème direct. En utilisant l’approximation de Gauss-Newton

(supprimant les termes de dérivées seconde ∂2/∂∂), la Hessienne s’écrit :

Hk,D = JTZhJ (IV.31)

où Zg et Zh sont des matrices dépendant du terme d’attache aux données. Elles sont définies

comme :

MCP :
{

Zg = 2WTW
Zh = 2WTW

, KL :
{

Zg = Y−1

Zh = Y−2S

où Y = diag(F(a) + ζ) et S = diag(s + ζ), avec diag(x) est une matrice diagonale avec les

éléments du vecteur x. L’Algorithme 3 décrit chaque itération pour minimiser C et ainsi trouver

a.

Algorithme 3 : Algorithme de Gauss-Newton

k = 1
tant que Les critères d’arrêt ne sont pas satisfaits faire

% Calcul du gradient de la fonction de coût

gk = gk,D + αgk,R
% Calcul de la Hessienne de la fonction de coût

Hk = Hk,D + αHk,R

% Résoudre le système linéaire pour trouver le pas de Newton

Hkdk = −gk
% Calcul du pas optimal par LineSearch

λk = argmin
λ
C(ak + λdk)

% Mise à jour de la solution

ak+1 = ak + λkdk
fin

IV.4.2 Algorithme de Nelder-Mead

La fonction de coût CMV sera minimisée par un algorithme de Nelder-Mead, ou algorithme

du simplexe. Ceci est fait pour se comparer au mieux à l’état de l’art. Cette méthode est décrite

au chapitre précédent et détaillée sur l’Algorithme 1.

IV.5 Simulations numériques

IV.5.1 Génération des données spectrales

La décomposition des données spectrales se fera sur une souris, DigiMouse (section III.2.2),

où nous considérerons deux matériaux : tissus mous et os (M = 2). Le détecteur à comptage
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de photons simulé sera composé de I = 3 plages d’énergies. Enfin, le spectre n0(E) utilisé a

été généré par le logiciel SpekCalc de Poludniowski et al. (2009). Le rapport signal sur bruit

des données dépend du nombre de photons reçus par le détecteur, c’est-à-dire du nombre de

photons en sortie de la source. Nous noterons le nombre de photons qui sort de la source à une

énergie E

N0 =
J∑
j=1

n0(ej) (IV.32)

Afin de contrôler l’approximation gaussienne du bruit dans les données, ce nombre sera échan-

tillonné suivant log10N
0 = [1.5, 1.6, . . . , 4]. De cette manière, nous aurons un bruit qui ne

pourra pas être approximé par un bruit gaussien pour un faible N0 et une approximation to-

talement justifiée pour un grand N0. Sur la figure IV.1, nous traçons le pourcentage de pixels

vérifiant l’approximation gaussienne en fonction de N0 pour ces données.
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Figure IV.1 – Approximation du bruit poissonnien en bruit gaussien en fonction du nombre de photons

envoyés N0.

IV.5.2 Évaluation des résultats

Nous utiliserons les métriques d’évaluation décrites section III.3, qui sont l’erreur quadra-

tique moyenne et le SSIM dans le domaine des projections et du volume.

IV.5.3 Paramètres de l’algorithme de minimisation

L’algorithme de minimisation de Gauss-Newton itère tant que certains critères d’arrêt ne

sont pas satisfaits. Nous l’arrêterons s’il dépasse kmax = 150 itérations, si le pas optimal est

plus petit que λmin = 5.10−3 ou si la décroissance de la fonction de coût est plus petite que

δCmin ≤ 10−3, où

δCmin = 1− Ck+1
Ck

(IV.33)

L’algorithme du simplexe sera effectué avec la toolbox Optimization de Matlab en utilisant la

fonction fminsearch, avec comme critère d’arrêt kmax = 400 itérations.
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La solution initiale a0 est composée de cartes uniformes de 2 g.cm−2 et 0 g.cm−2 pour les

tissus mous et les os, respectivement.

IV.5.4 Choix de l’hyperparamètre

Dans cette étude, nous utiliserons un grand nombre de valeurs pour le paramètre de régulari-

sation α, ainsi nous aurons log10 α = [−2, −1.8, . . . , 4], et ce pour chaque angle θ. Afin d’avoir

la meilleure décomposition à chaque angle, nous choisirons le paramètre de régularisation tel

que :

α̂θ = argmin
α

ξθ,α (IV.34)

où

ξθ,α = 1
M

∑
m

||aαm,θ − aVT
m,θ||22

||aVT
m,θ||22

(IV.35)

Nous noterons également pour la suite :

ξα = Eθ [ξθ,α] (IV.36)

la moyenne de ξθ,α sur tous les angles où Eθ [] est l’espérance sur les angles θ.

IV.6 Décompositions bi-matériaux

IV.6.1 Influence du paramètre de régularisation

Nous commencerons par vérifier que pour chaque θ, nous avons bien le minimum de ξθ,α

accessible et ce pour chaque N0. Nous traçons donc sur la figure IV.2 l’erreur moyenne ξα et son

écart-type, et ce pour deux N0 =
{
102.2, 104} (première et deuxième ligne, respectivement).

Nous voyons à partir de ces graphes qu’il est possible d’obtenir un α pour lequel l’erreur sera

minimale, qui sera noté α̂.

IV.6.2 Influence du nombre de photons incidents sur la décomposition

Nous allons maintenant étudier l’effet du changement du nombre de photons sur les décom-

positions pour α̂.

Évolution des métriques d’évaluation

Les décompositions ont été effectuées pour différents nombres de photons. La figure IV.3

représente la moyenne sur tous les angles de l’erreur quadratique moyenne ξθ,α̂ et du SSIM en

fonction du nombre de photons N0. Nous tracerons, en utilisant des barres d’erreurs, l’écart-

type de ξθ,α̂ et le SSIM. Les résultats sont représentés sur la figure IV.3. Nous pouvons voir que

les deux algorithmes utilisant GN, mais surtout un terme régularisation, permettent d’obtenir

une meilleure erreur et un meilleur SSIM, pour toutes les valeurs de N0. Nous pouvons surtout

remarquer que GN-KL permet d’avoir une plus faible erreur (et plus grand SSIM) pour N0 <

103. Si nous nous référons à la figure IV.1, cela correspond à la valeur où l’approximation n’est

pas vérifiée pour tous les pixels. Pour N0 = 103 photons envoyés par pixel, le pourcentage de
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Figure IV.2 – Évolution de l’erreur moyenne en fonction du paramètre de régularisation α pour deux

N0 : N0 = 102.2 en haut et N0 = 104 en bas. Nous affichons l’espérance de ξθ,α et son écart-type.

pixels vérifiant une approximation gaussienne est de 98 %. Nous pouvons également voir que

pour N0 > 103, l’approximation (IV.6) étant vérifiée, les deux termes d’attache aux données

donnent les mêmes erreurs et SSIM. Les comportements de l’erreur quadratique et du SSIM

sont similaires.

Influence sur la décomposition dans le domaine des projections

Les deux métriques d’évaluation montrent que GN-KL produit une plus faible erreur qua-

dratique et un meilleur SSIM que GN-MCP et NM-MV. Il est également instructif d’examiner

les images de cartes décomposées visuellement. Pour cela nous choisissons deux nombres de pho-

tons (N0 = 102.2 et N0 = 104). Sur la figure IV.4 nous montrons les cartes a pour N0 = 102.2

pour θ = 0° (IV.4a) et θ = 90° (IV.4b). La première ligne est la vérité terrain (VT), la deuxième

GN-MCP, la troisième NM-MV et la quatrième et dernière ligne GN-KL. Pour les images dé-

composées (hors vérité terrain), de gauche à droite : la carte de décomposition des tissus mous,

la différence absolue entre la carte de tissus mous de l’algorithme et la VT, les os et la diffé-

rence avec la VT. Les dynamiques de couleur des images sont les mêmes pour toutes les images

d’un même matériau. Nous pouvons voir sur ces projections que NM-MV est très bruitée, nous

distinguons certaines structures. Cependant, nous observons que le manque de régularisation

donne lieu à des valeurs aberrantes pour certains pixels, ce qui se voit très bien sur l’image

de différence où nous atteignons des valeurs de 10 à 30 g.cm−2. La méthode GN-MCP donne

des images beaucoup moins bruitées grâce à la régularisation, mais nous avons des images très

lisses. De plus, l’image d’os n’est pas correctement décomposée. En effet, les valeurs sont très
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Figure IV.3 – Évolution de l’erreur ξθ (première ligne) et du SSIM (deuxième ligne) en fonction du

nombre de photons pour NM-MV, GN-MCP et GN-KL

faibles par rapport à la VT. GN-KL permet quant à lui de retrouver des images peu bruitées

et des cartes de matériaux fidèles à la VT. L’image de différence montre également que GN-KL

est plus proche de la solution. Ces résultats sont compatibles avec l’évaluation quantitative. La

figure IV.5 représente le cas N0 = 104 photons/pixel. À ce nombre de photons, l’approximation

gaussienne pour chaque pixel est vérifiée. Comme nous l’avons vu sur l’évaluation quantitative

et qui se confirme, les cartes de densités de GN-MCP et GN-KL donnent les mêmes résultats

pour les différentes métriques et quasiment les mêmes décompositions. Enfin, NM-MV donne

des cartes bruitées et avec des pixels avec de fortes valeurs.

Comportement de l’algorithme en fonction du terme d’attache aux données

Nous avons montré que GN-KL donne de meilleurs résultats (ou des résultats équivalents)

pour de faibles et de grands nombres de photons. La question maintenant est de savoir si cela

se fait au détriment de la vitesse de convergence. C’est pourquoi nous représentons (Fig. IV.6)

le nombre d’itérations moyen nécessaires pour atteindre la convergence pour tous les angles θ.

Les barres d’erreurs correspondent à l’écart-type du nombre d’itérations. Nous pouvons voir

que GN-KL converge plus rapidement ou à la même vitesse que GN-MCP, pour tous nombres

de photons. GN-KL converge en moins d’itérations, mais nous pouvons nous demander si les

itérations se valent en temps de calcul. C’est pourquoi, sur la figure IV.7 (à gauche), nous traçons

le temps moyen (en secondes) nécessaire pour chaque algorithme à converger, la moyenne étant

faite sur tous les angles et les barres d’erreurs représentant l’écart-type. Nous pouvons voir que

GN-KL est plus rapide pour chaque nombre de photons N0, ce qui peut être normal, car il à
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Figure IV.4 – Cartes de matériaux décomposées par différents algorithmes pour deux angles de pro-

jection θ = 0° (a) et θ = 90° (b) pour N0 = 102.2. De haut en bas : Gauss-Newton moindres carrés

pondérés (GN-MCP), Nelder-Mead maximum de vraisemblance (NM-MV) et Gauss-Newton Kullback-

Leibler (GN-KL). De gauche à droite (pour ces dernières lignes) : tissus mous décomposés, différence

entre les tissus mous et la VT, os décomposés et différences sur les os. La VT est montrée sur la première

ligne.
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Figure IV.5 – Cartes de matériaux décomposées par différents algorithmes pour deux angles de pro-

jection θ = 0° (a) et θ = 90° (b) pour N0 = 104. De haut en bas : Gauss-Newton moindres carrés

pondérés (GN-MCP), Nelder-Mead maximum de vraisemblance (NM-MV) et Gauss-Newton Kullback-

Leibler (GN-KL). De gauche à droite (pour ces dernières lignes) : tissus mous décomposés, différence

entre les tissus mous et la VT, os décomposés et différences sur les os. La VT est montrée sur la première

ligne.
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Figure IV.6 – Évolution du nombre d’itérations moyen sur les angles θ pour converger avec GN-MCP

et GN-KL en fonction du nombre de photons N0. Les barres d’erreurs correspondent à l’écart-type du

nombre d’itérations.

tendance à effectuer moins d’itérations. Sur la partie droite de la figure, nous montrons donc le

temps moyen pour faire une itération pour chaque algorithme. Nous constatons que le temps

est le même, la seule différence se faisant sur l’écart-type, qui est plus grand avec GN-KL.

IV.6.3 Reconstructions tomographiques des décompositions à différents N0

Les données ont été décomposées dans les projections. Après reconstruction tomographique

des projections décomposées, nous obtenons les volumes reconstruits pour chaque matériau.

Évolution des métriques d’évaluation

Nous traçons les métriques d’évaluation dans le volume sur la figure IV.8 pour les trois

algorithmes en fonction de N0. Sur la première ligne, nous affichons la moyenne de ξz sur

toutes les coupes et sur la deuxième, celle du SSIM, à gauche avec NM-MV et à droite sans.

Nous pouvons voir que la différence entre GN-MCP et GN-KL est plus faible que ce qu’elle

pouvait être dans le domaine des projections.

Comparaison des reconstructions tomographiques

Les images des volumes sont présentées de la même manière que les projections présentées

précédemment. Avec la VT en première ligne, puis : GN-MCP, NM-MV et GN-KL. Avec les

mêmes colonnes : tissus mous, différence sur les tissus mous, os et différence sur les os. Nous
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Figure IV.8 – Évolution des métriques d’évaluation sur les volumes en fonction de N0. L’erreur qua-
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montrons sur la figure IV.9 les coupes z = 100 (IV.9a) et z = 248 (IV.9b) pour N0 = 102.2. Nous

pouvons voir que les coupes avec NM-MV sont très bruitées à cause du bruit de décomposition

élevé dans les projections, leurs valeurs se répercutant sur le volume lors de la reconstruction.

Les images avec GN-KL sont plus nettes que GN-MCP, grâce à une meilleure estimation du

bruit. Nous observons que la séparation des os et des tissus mous n’est pas effectuée, les os

sont très présents dans le volume des tissus mous, c’est ce que nous appelons de la diaphonie.

Sur les reconstruction à N0 = 104 (Fig. IV.10), nous pouvons voir que la diaphonie diminue

pour chaque algorithme, car le bruit est faible. NM-MV conduit à des reconstructions bruitées,

tandis que les images obtenues par GN-MCP et GN-KL sont de meilleure qualité. Cela peut se

voir grâce aux images de différences de la figure IV.10, qui nous montrent de faibles écarts par

rapport à la VT.
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Figure IV.9 – Coupes de matériaux reconstruites par différents algorithmes pour deux coupes z = 100
et z = 248 pour N0 = 102.2. De haut en bas : Gauss-Newton moindres carrés pondérés (GN-MCP),

Nelder-Mead maximum de vraisemblance (NM-MV) et Gauss-Newton Kullback-Leibler (GN-KL). De

gauche à droite (pour ces dernières lignes) : tissus mous décomposés, différence entre les tissus mous et

la VT, os décomposés et différences sur les os. La VT est montrée sur la première ligne.
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Figure IV.10 – Coupes de matériaux reconstruites par différents algorithmes pour deux coupes z = 100
et z = 248 pour N0 = 104. De haut en bas : Gauss-Newton moindres carrés pondérés (GN-MCP),

Nelder-Mead maximum de vraisemblance (NM-MV) et Gauss-Newton Kullback-Leibler (GN-KL). De

gauche à droite (pour ces dernières lignes) : tissus mous décomposés, différence entre les tissus mous et

la VT, os décomposés et différences sur les os. La VT est montrée sur la première ligne.

75
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IV.7 Décompositions tri-matériaux

GN-KL nous permet d’obtenir une meilleure erreur que les méthodes classiques en présence

d’un faible nombre de photons. Nous avons basé l’étude précédente sur un fantôme composé

de deux matériaux. Ici, nous regardons s’il est possible d’en décomposer trois avec GN-KL.

Nous utiliserons également DigiMouse, mais avec du gadolinium, un marqueur qui peut être

injecté en pratique dans le cœur. Nous utiliserons les mêmes paramètres pour l’algorithme de

minimisation que pour le bi-matériaux, avec comme terme de régularisation le terme suivant

pour le gadolinium :

Rgd = ||∇agd||22 (IV.37)

La figure IV.11 présente les cartes décomposées pour θ = 90° avec N0 = 104 photons/pixel,

données pour α̂. Nous envoyons suffisamment de photons pour que chaque pixel ait une valeur

non-nulle (i.e si(p) > 0 ∀p, i). Nous observons que le marqueur (troisième colonne) ”créé”un trou

dans les images de tissus mous et d’os pour GN-KL. Lors des itérations, nous remarquons que la

valeur du terme d’attache aux données diverge, ce qui donne des cartes décomposées mauvaises

pour GN-KL. Les décompositions de GN-MCP sont quant à elles correctes et nous voyons les

détails de l’os (cage thoracique, membres) et le gadolinium qui est bien reconstruit spatialement

et quantitativement (nous pouvons le voir, car la dynamique des images est la même pour chaque

colonne). Cette divergence vient du fait que les marqueurs sont très atténuants, c’est-à-dire que

τgd(E) a de plus grandes valeurs par rapport à l’os et aux tissus. Pendant les itérations, la carte

des matériaux agd peut être surestimée, là où des pixels auront une plus grande valeur que ce

que nous voudrions obtenir. Ainsi, le terme exp(−
∑
m amτm(E)) va s’annuler, car agdτgd(E)

est grand, rendant l’obtention de cartes de matériaux correctes difficiles. L’algorithme va donc

essayer de trouver un compromis en mettant beaucoup de gadolinium dans la carte de l’os et

enlever des tissus mous pour que le modèle direct F corresponde aux données s. Cet effet est

présent avec la divergence de Kullback-Leibler car ce terme est non-linéaire. Avec des moindres

carrés pondérés, ce problème n’est pas présent car la non-linéarité est moins forte (le modèle

direct F n’apparâıt pas dans un logarithme).
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Figure IV.11 – Cartes de matériaux décomposées par différents algorithmes pour DigiMouse composée

de trois matériaux pour θ = 90° pour N0 = 104. De haut en bas : Vérité terrain (VT), Gauss-Newton

moindres carrés pondérés (GN-MCP) et Gauss-Newton Kullback-Leibler (GN-KL). De gauche à droite :

tissus mous, os et gadolinium décomposés.

IV.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que l’utilisation d’un terme d’attache aux données

adapté au bruit de Poisson permettait d’obtenir de meilleurs résultats. Dans la littérature les

méthodes classiques utilisent des moindres carrés pondérés qui ne traduisent pas la nature du

bruit. Des méthodes avec le maximum de vraisemblance (qui rend compte du bruit) avait été

proposées mais dans un cadre où l’algorithme de minimisation était lent et le problème non

régularisé. Nous avons donc proposé d’utiliser la divergence de Kullback-Leibler qui tient compte

de la nature poissonienne du bruit. Nous avons décomposé une souris numérique, DigiMouse,

en changeant le nombre de photons envoyés afin de gérer le bruit sur nos données. Nous avons

décomposé les cartes de tissus mous et os pour différentes valeurs du paramètre de régularisation

α et retenu la meilleure décomposition. Les résultats quantitatifs et qualitatifs montrent que

le terme de la divergence de KL avec un algorithme de second ordre permet une meilleure

décomposition du jeu de données à un fort bruit (quand tous les pixels subissent un bruit de

Poisson). Pour un nombre de photons envoyés élevé, le terme de la divergence de KL donne la

même décomposition qu’avec des moindres carrés pondérés, car le bruit en chaque pixel peut

être approximé par un bruit gaussien. La reconstruction tomographique sur les projections

montre que ces résultats se confirment dans le domaine de l’image. Ces résultats ont été faits

pour une décomposition en deux matériaux de base. Une brève étude à été faite sur un fantôme

composé de trois matériaux. Cela a pu montré une instabilité de GN-KL à décomposer des

marqueurs injectés. De ce fait, la méthode GN-KL est très bien adaptée pour la double énergie.
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Chapitre V

L
a décomposition dans le domaine des projections a pour objectif de récupérer aθm, qui cor-

respond au poids pour chaque fonction τm(E). Ces fonctions décrivent des atténuations qui

ont pour origine l’effet photoélectrique et l’effet Compton. Ces poids doivent donc être positifs,

si la base crée par τm(E) est parfaite. Dans ce chapitre, nous souhaitons donc contraindre la

solution à être positive.

Cette étude a été présentée à la conférence ISBI :

— Hohweiller, T., Ducros, N., Peyrin, F., & Sixou, B. (2018). A constrained Gauss-Newton

algorithm for material decomposition in spectral computed tomography. In 2018 IEEE

15th International Symposium on Biomedical Imaging (ISBI 2018) (pp. 336-339).

V.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la décomposition dans une base de maté-

riaux permet d’avoir des volumes correspondant à la vérité terrain (VT). Cependant, l’un des

intérêts de cette nouvelle modalité est l’utilisation de marqueurs. Ils permettent d’identifier des

zones d’intérêt pour un diagnostic [71] et de connâıtre leurs quantifications à chaque position.

La quantité décomposée dans les projections étant un poids correspondant à une base τm(E),
ce poids décrit des grandeurs physiques. Si les bases définies τm(E) sont parfaites, c’est-à-dire

qu’elles représentent tous les matériaux présents, ces poids devront être positifs. Dans ce cha-

pitre, nous chercherons à introduire la contrainte de positivité sur les cartes de matériaux aθm.

Des méthodes contraignant la solution ont déjà été proposées par Noh et al. (2009) dans le do-

maine des projections en utilisant des algorithmes d’ordre 1 (par separable quadratic surrogates).

Cette contrainte a été proposée dans le domaine de l’objet ou dans la décomposition directe par

Long et Fessler (2014); Barber et al. (2016). La vitesse de convergence étant importante, nous

utiliserons un algorithme d’ordre 2 de type Gauss-Newton, qui va incorporer les contraintes sous

forme d’une suite d’ensembles restrictifs. Afin que l’algorithme puisse converger, nous ferons

évoluer cet ensemble.

Ces méthodes seront comparées sur un fantôme numérique de thorax composé de trois

matériaux. Un algorithme d’ordre 0 (Nelder-Mead) et une version non contrainte de la méthode

proposée seront comparés avec l’algorithme d’ordre 2 de type Gauss-Newton contraint.

V.2 Algorithme de minimisation sous contraintes

Nous cherchons à reconstruire la carte des matériaux aθn =
[
aθn1 , . . . , aθnm , . . . , aθnM

]
pour

chaque angle θn, où aθnm ∈ RP , avec P le nombre de pixels, M le nombre de matériaux et N le
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nombre de projections. Dans ce chapitre, nous chercherons à contraindre cette solution. Cette

décomposition se fera à partir des données sθn =
[
sθn1 , . . . , sθni , . . . , sθnI

]
, où sθni ∈ RP et I le

nombre de plages d’énergies. Pour des raisons de visibilité, nous laisserons tomber l’indice θn,

les méthodes développées se feront de manière identique pour tout θ. Afin de récupérer la carte

a, nous minimiserons la fonction de coût suivante :

C(a) s.t. Lm ≤ am,p ≤ Um, ∀m∀p (V.1)

où Lm et Um sont des bornes inférieures et supérieures pour le matériau m. Notons Ωm =
[Lm, Um]P et Ω = (Ωm)1≤m≤M l’ensemble dans lequel la solution a sera contrainte.

V.2.1 Quasi-Newton projeté

Kim et al. (2010) ont proposé un algorithme itératif d’ordre 2 avec des contraintes de type

bôıte. L’idée est de séparer am(p) en deux familles de variables [14] : libres et fixées. Le choix de

ce partitionnement se fait grâce à l’information apportée par la première et la seconde dérivée

de C(ak). Dans le cas des travaux de Kim et al. (2010), la Hessienne était approximée par

BFGS (et L-BFGS), car elle n’était pas calculable. Un algorithme quasi-Newton projeté était

donc utilisé. La mise à jour de la solution est faite itérativement de la manière suivante :

ak+1 = ΠΩ (ak + λkdk) (V.2)

où ΠΩ est l’opérateur de projection sur l’ensemble Ω. Nous restons ici dans un cas général de

contrainte de type bôıte, c’est-à-dire avec des bornes inférieures et supérieures. Le cas de la

positivité stricte n’est juste qu’un cas spécifique avec Lm = 0 et Um =∞.

V.2.2 Gauss-Newton projeté

Dans notre problème, nous avons accès à la Hessienne. Nous parlerons donc de Gauss-

Newton projeté (GN-P). Le premier ensemble d’indice utilise seulement le gradient. Il est défini

pour tout couple (m, p) par :

I1
k = {j|aj,k = Lm ∧ gj,k > 0,∨, aj,k = Um ∧ gj,k < 0} (V.3)

où les symboles ∧ et ∨ sont équivalents aux et et ou logique, respectivement. Cet ensemble

correspond aux variables qui vont être fixées. Si la solution est sur l’une des bornes (e.g aj,k =
Lm), nous regardons si cette variable va revenir dans le domaine Ω à la prochaine itération en

étudiant le signe du gradient. Après avoir enlevé les variables fixes du gradient (e.g gj,k = 0 si

j ∈ I1
k , créant ḡk), nous calculons la première direction de descente en résolvant :

Hkd̄k = −ḡk (V.4)

Des variables fixes sont encore présentes dans la direction de descente, car elles n’ont pas été

enlevées de la Hessienne. Nous devons donc éliminer ces éléments de la manière suivante :

d̃j,k =
{

d̄j,k si j /∈ I1
k

0 sinon
(V.5)
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Nous pouvons maintenant utiliser la direction pour raffiner l’ensemble des variables fixes. Un

deuxième ensemble va donc être calculé. Il est défini par :

I2
k = {j|aj,k = Lm ∧ d̃j,k > 0,∨, aj,k = Um ∧ d̃j,k < 0} (V.6)

qui utilise la Hessienne contenue dans d̃j,k. Nous créons maintenant un ensemble regroupant

tous les indices, tel que Ik = I1
k ∪ I2

k .

Algorithme 4 : Algorithme de Gauss-Newton projeté avec bornes fixes

k = 1
j = (m, p)
tant que Les critères d’arrêt ne sont pas satisfaits faire

% Calcul du gradient de la fonction de coût

gk = gk,D + gk,R
% Calcul de la Hessienne de la fonction de coût

Hk = Hk,D + Hk,R

% Calcul le premier ensemble de variable

I1
k = {j|aj,k = Lm ∧ gj,k < 0,∨, aj,k = Um ∧ gj,k > 0}

% Calcul de la première direction de descente

ḡj,k =
{
gj,k si j /∈ I1

k

0 sinon

résoudre(Hkd̄k = −ḡk)

d̃j,k =
{
d̄j,k si j /∈ Ik1
0 sinon

% Calcul du deuxième et troisième ensemble de variable

I2
k = {j|aj,k = Lm ∧ d̃j,k < 0,∨, aj,k = Um ∧ d̃j,k > 0}
Ik = I1

k ∪ I2
k

% Calcul de la deuxième et dernière direction de descente

ĝj,k =
{
gj,k si j /∈ Ik
0 sinon

résoudre(Hkδd̂k = −ĝk)

dk,j =
{
d̂kj if j /∈ Ik

0 sinon

% Calcul du pas optimal par LineSearch

λk = argmin
λ
C(ak + λdk)

% Mise à jour de la solution

ak+1 = ΠΩ (ak + λkdk)
k = k + 1

fin

Nous devons maintenant faire comme précédemment : enlever les éléments dans le gradient,

calculer la nouvelle direction de descente et enlever de cette dernière les éléments fixes. Nous

aurons donc une direction de descente avec les éléments libres dk. Après avoir calculé le pas
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optimal, nous pouvons procéder à la mise à jour (V.2) et ce de manière itérative, tant que les

critères d’arrêt ne sont pas satisfaits. Cette méthode est décrite sur l’Algorithme 4. Dans les

travaux de Kim, il est montré que pour des bornes fixes, si l’approximation de la Hessienne est

(strictement) positive définie à chaque itération, la valeur de la fonction minimisée décrôıt à

chaque itération et tout point d’accumulation de la suite des itérés est un point stationnaire.

Dans nos simulations, nous avons observé que l’approximation de Gauss-Newton conduit à une

matrice définie positive ce qui nous permet d’utiliser ces résultats.

V.3 Simulations numériques

V.3.1 Génération des données spectrales

Dans ce chapitre nous utiliserons le fantôme du thorax numérique composé de trois maté-

riaux : tissus mous, os et gadolinium (M = 3) décrit en section III.2.2. Le détecteur est composé

de I = 4 plages d’énergies.

V.3.2 Paramètres pour la décomposition

Les algorithmes seront basés sur les mêmes fonctionnelles. Le terme d’attache aux données,

pour GN et GN-P, sera des MCP tels que :

D(a) = ||s−F(a)||2W (V.7)

où W est une matrice de pondération. Le terme de régularisation sera :

R(a) = βtissus||∆atissus||22 + βos|||∇aos|||22 + βgd|||∇agd|||22 (V.8)

Nous avons choisi les paramètres de régularisation βββ comme étant ceux qui minimisent l’erreur

ξθ pour θ = 90° (projection la plus bruitée) parmi plusieurs valeurs. Ainsi nous avons pour GN :

βββ = [0.1, 0.1, 1000] et pour GN-P : βββ = [1, 0.001, 1000] pour les tissus mous, os et gadolinium,

respectivement. La solution initiale sera mise à a0 = [0, 0, 0]. La boucle de minimisation de C
(Algorithme 4) sera arrêtée si le nombre d’itérations dépasse kmax = 150, si la fonction n’évolue

plus δCmin ≤ 10−3 ou si le pas optimal calculé est plus petit que λmin = 5.10−2. Les bornes de

l’algorithme GN-P seront Lm = 0 g.cm−2 et Um = 100 g.cm−2.

V.3.3 Évaluation des résultats

Les métriques d’évaluation utilisées seront l’erreur quadratique moyenne et le SSIM dans

les projections et dans le volume décrits en section III.3.

L’étude de ce chapitre porte sur l’apport de la contrainte de positivité sur la décomposition

des matériaux en TDMS. Pour cela, nous comparerons donc les algorithmes suivants : NM-MV,

GN et GN-P. Sachant que les algorithmes utilisant Gauss-Newton ont des MCP comme terme

d’attache aux données. Nous regarderons dans un premier seulement les décompositions pour

θ = 90°, puis comme précédemment à θ = {0°, 90°} et le volume pour différentes coupes à

z = {1, 140}. Nous étudierons le comportement de l’algorithme en fonction de la méthode

considérée en termes d’évolution de la fonction de coût et de l’erreur au cours des itérations k.
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V.4 Décompositions sous contraintes fixes

La figure V.1 présente les cartes de matériaux pour une contrainte de positivité sur la

décomposition d’un thorax. Nous pouvons voir que la carte des matériaux obtenue avec GN-

P est complètement fausse par rapport à la vérité terrain affichée sur la première ligne. Cela

vient du fait que la contrainte est très stricte dans l’algorithme présenté. Dès les premières

itérations la borne est à 0 alors que les premières estimations de a ont tendance à avoir des

valeurs négatives. Ainsi, dans la suite, nous mettrons en place un algorithme pour faire évoluer

les bornes inférieures.
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V.5 Évolution des bornes

L’algorithme précédent est décrit avec un ensemble Ω fixe. Cependant, le problème de mini-

misation n’est pas facile. Du fait de sa non-linéarité et non convexité, il est nécessaire d’utiliser

une version plus souple de l’ajout des contraintes. Nous venons de voir qu’en utilisant l’algo-

rithme précédent avec Ω = [0,∞], la solution obtenue est complètement fausse. C’est pourquoi

nous allons incorporer la contrainte progressivement. Nous savons quelle doit être la valeur

maximale que la borne inférieure peut prendre : Lm = 0, mais nous ne connaissons pas la

borne supérieure. Nous choisirons donc de seulement faire évoluer la borne inférieure au fur et

à mesure des itérations. En notant `m,k la borne inférieure pour le matériau m à l’itération k,

l’ensemble associé sera Ωm,k = [`m,k, Um] et Ωk = (Ωm,k)1≤m≤M . Nous créerons une séquence

telle que :

Ω0 ⊃ Ω1 · · · ⊃ Ωk ⊃ · · · ⊃ Ω (V.9)

Chaque ensemble Ωk est plus simple que Ω (II.4.2, [27]). L’idée est de changer Ωk petit à petit

pour que ak+1 soit une bonne solution, c’est-à-dire que Ωk fasse sens vis-à-vis de la solution.

En partant de `m,0 à chaque itération, la borne inférieure va être mise à jour comme suit :

`m,k+1 = min (am,k+1, Lm) (V.10)

où min (am,k+1, Lm) rend le minimum entre la plus petite valeur contenue dans am,k+1 et Lm. Il

est néanmoins possible que `m,k+1 = `m,k. Dans ce cas, la borne sera modifiée d’un pourcentage

pmin entre la borne à l’itération k et l’objectif Lm. Enfin, si l’algorithme s’arrête alors que

`m,k 6= Lm, la borne inférieure est forcée à Lm et une itération de plus est faite pour s’assurer que

la contrainte est respectée. Cela ne veut pas dire que l’algorithme s’arrête après cette itération,

il peut continuer si les autres critères d’arrêt ne sont plus satisfaits. L’Algorithme 5 décrit

donc cette méthode avec les bornes évolutives. Le fait de faire évoluer les contraintes et donc la

fonctionnelle au cours des itérations s’apparente aux méthodes d’homotopie ou de continuation.

L’algorithme suivant où une itération de Gauss-Newton est effectuée avant la projection et la

mise à jour des contraintes est celui qui donne les meilleurs résultats numériques.

Nous allons donc utiliser le même fantôme numérique avec les mêmes paramètres que pré-

cédemment, mais la borne inférieure sera initialisée à `m,0 = −50 g.cm−2 ∀m et, si la valeur ne

change pas sur deux itérations consécutives, elle sera modifiée d’un pourcentage pmin = 20 %.
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Algorithme 5 : Algorithme de Gauss-Newton projeté avec bornes évolutives

k = 1
tant que Les critères d’arrêt ne sont pas satisfaits faire

% Calcul de la nouvelle solution avec l’algorithme 4

% Mise à jour des bornes inférieures

`m,k+1 = min (am,k+1, Lm)

si `m,k+1 = `m,k alors
`m,k+1 = `m,k + pmin|Lm − `m,k|

fin

si Les critères d’arrêt sont satisfaits ∧ `m,k+1 6= Lm alors
`mk+1 = Lm

Une itération supplémentaire est effectuée

fin

k = k + 1
fin

V.6 Décompositions sous contraintes évolutives

V.6.1 Convergence de l’algorithme

Nous avons vu que GN-P donne des résultats, mais nous devons nous assurer que la fonction

de coût est bien minimisée. Sur la figure V.2, nous montrons l’évolution de la valeur de la

fonction de coût C(a) et de la valeur de la borne inférieure `m,k (gauche) et l’évolution de

l’erreur ξθ (droite) au fil des itérations k pour θ = {0°, 90°}. Nous voyons deux comportements

assez différents. L’algorithme GN va (légèrement) mieux minimiser la fonction de coût, car la

solution est libre d’avoir n’importe quelle valeur et va donner la plus petite valeur. Cependant,

ce faisant, l’erreur va augmenter après quelques itérations, car la solution ne correspond plus à

la vérité terrain. GN-P va pour sa part minimiser la fonction de coût aussi bien qu’il le pourra

avec une solution positive. Cela a pour effet de moins réduire C(a), mais va avoir tendance

à minimiser l’erreur ξθ. Ces comportements se vérifient pour les deux angles θ. Le fait que

l’erreur soit minimisée en priorité avec une solution positive confirme que la fonction de coût

C(a) permet d’avoir une bonne solution mais pas la meilleure possible en elle-même.

V.6.2 Influence de l’algorithme sur la reconstruction

Résultats dans le domaine des projections

Sur la figure V.3, nous affichons les décompositions avec les trois algorithmes pour θ =
{0°, 90°}. La dynamique de chaque matériau/angle est la même pour tous les algorithmes et

est donnée en bas de chaque colonne. NM-MV nous donne beaucoup de pixels qui ont des valeurs

très fortes et faibles, seule l’image de l’os parâıt cohérente. Les décompositions avec GN et GN-

P sont bonnes, elles correspondent bien à la VT affichée sur chaque première ligne. Cependant,

la différence entre GN et GN-P (à part le fait que GN-P ne contient que des décompositions

positives) est que ce dernier donne des images moins bruitées que GN. Cependant, dans les
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Figure V.2 – Évolution, pour θ = {0°, 90°}, de la fonction de coût et de la valeur de la borne inférieure

`m,k (gauche), et de l’erreur quadratique moyenne ξθ (droite) pendant les itérations pour GN et GN-P.

décompositions avec GN-P, nous pouvons voir de la diaphonie alors qu’avec GN, cet effet est

beaucoup moins présent. Le calcul des métriques d’évaluation ξθ et SSIMθ montrent que des

images bruitées, même si elles peuvent correspondre mieux à la vérité terrain, donnent de moins

bonnes valeurs que des décompositions moins bruitées, même avec l’apparition d’un matériau

sur une autre carte. La figure V.4 montre que GN-P et GN donnent une erreur ξθ quasiment

similaire. Cependant GN-P à un meilleur SSIM pour tous les angles, car les décompositions sont

plus fidèles à la VT. NM-MV donne de très mauvaises valeurs des métriques, comme attendu

au vu des images. Les erreurs quadratiques moyennes de GN et GN-P sont assez proches.

Cependant la différence du SSIM montre bien que les images correspondent mieux à la VT avec

la contrainte de positivité.

Résultats dans le domaine de l’objet

Après reconstruction tomographique par rétroprojection filtrée, les métriques d’évaluation

sont de nouveau calculées dans le domaine de l’objet. La figure V.5 montre l’erreur pour toutes

les coupes z. La différence entre GN et GN-P est plus grande pour ξθ, mais légèrement diminuée

pour le SSIM après la reconstruction. Cette tendance est confirmée par les coupes montrées en

figure V.6 pour les coupes z = 1 et z = 140. La reconstruction des projections à partir de NM-

MV est très mauvaise à cause de la faible qualité des décompositions initiales. La reconstruction

avec GN-P nous donne de belles coupes, très peu bruitées, surtout comparées avec celles de

GN. En haut à gauche des images des tissus mous et de l’os, un zoom est effectué autour
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Figure V.4 – Erreur quadratique moyenne ξθ (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans les

projections pour Gauss-Newton (GN), Gauss-Newton Projeté (GN-P) et Nelder-Mead (NM-MV) ∀θ.
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Figure V.5 – Erreur quadratique moyenne ξz (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans l’objet

pour Gauss-Newton (GN), Gauss-Newton Projeté (GN-P) et Nelder-Mead (NM-MV), ∀z.
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de la colonne vertébrale. Nous pouvons voir à partir de la VT que l’os est bien absent, nous

distinguons également des détails comme les bronches, les bronchioles et l’aorte. Dans l’image

de GN, ce zoom contient moins de contraste que la VT et nous distinguons peu l’aorte et les

bronchioles, alors qu’avec GN-P, ces détails sont préservés. Les zones lisses à z = 140 sont

également mieux rendues par GN-P, mais le faible contraste entre les différents tissus adipeux

rend leur différenciation dans les reconstructions très compliquée. Nous pouvons voir que dans

les coupes de l’os, sur le même zoom, l’image est moins bruitée et des détails apparaissent. La

diaphonie cependant pollue l’image de GN-P dans les coupes de l’os et du gadolinium où nous

devinons l’autre matériau.
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Chapitre V. Décomposition sous contraintes de positivité

V.7 Conclusion

Dans ce chapitre, avons développé un algorithme pour assurer la positivité de la solution

dans le problème de décomposition en TDMS. Cette contrainte a été mise en place en adaptant

un algorithme du second ordre permettant d’avoir une solution rapide. Nous avons vu que si

la contrainte de positivité était mise dès la première itération, l’algorithme divergeait. C’est

pourquoi la contrainte a dû être incorporée différemment. La borne inférieure de l’ensemble de

contrainte évolue au fur et à mesure des itérations. Ce changement créé une succession d’en-

sembles plus simples pour résoudre le problème à chaque itération. Cette évolution a permis

d’obtenir de bonnes décompositions. Nous n’avons pas de garanties de convergence de l’algo-

rithme. Des pistes pourraient être les algorithmes Newton proximaux et les méthodes d’homo-

topie (Lee et al. (2012, 2014)). Si l’on s’en tient aux résultats numériques, cette méthode est

tout de même intéressante dans la mesure où elle permet d’améliorer les décompositions.
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VI.3.3 Évaluation des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

VI.4 Résultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

VI.4.1 Influence de l’algorithme sur la reconstruction . . . . . . . . . . . . . 103

VI.4.2 Influence de l’algorithme sur la diaphonie . . . . . . . . . . . . . . . 104

VI.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

95





Chapitre VI

L’
ajout d’une contrainte de positivité sur les cartes de matériaux nous a permis (cha-

pitre V) d’obtenir de meilleures images qu’avec des algorithmes non contraints. Cepen-

dant, avec l’algorithme précédent (GN-P), nous pouvons voir sur les décompositions une forte

diaphonie, l’apparition d’un matériau dans l’image d’un autre. Cet artefact se voit principale-

ment dans les images reconstruites. Dans ce chapitre, nous proposerons d’ajouter une contrainte

afin de limiter cet effet. L’incorporation de cette nouvelle contrainte se fera en utilisant un nou-

vel algorithme de minimisation.

Ces travaux ont été présentés lors de la conférence EUSIPCO :

— Hohweiller, T., Ducros, N., Peyrin, F., & Sixou, B. (2018). An ADMM Algorithm

for Constrained Material Decomposition in Spectral CT. In 2018 26th European Signal

Processing Conference (EUSIPCO) (pp. 71-75). IEEE.

VI.1 Introduction

La décomposition des données spectrales en base de matériaux permet de reconstruire des

volumes pour chaque matériau. Cependant, même si les reconstructions reflètent les cartes des

matériaux décomposées, les projections peuvent être négatives. Dans le chapitre précédent, un

algorithme imposant la positivité a été proposé et a montré que ce genre de méthodes améliore

les résultats. Les images étaient moins bruitées et reflétaient plus fidèlement la vérité terrain

(VT). Cependant, cela n’évite pas l’apparition de diaphonie, c’est-à-dire qu’un matériau est

décomposé dans la mauvaise carte. Ce chapitre vise à développer une méthode pour contrer

ce problème. Un aspect n’a pas encore été utilisé : la quantité de marqueur injectée. En effet,

sous l’hypothèse que le marqueur est dans le champ de vue du détecteur, nous nous attendons

à retrouver la même quantité totale de marqueur dans chaque projection. De ce fait, nous

chercherons à incorporer une contrainte d’égalité. L’algorithme Alternating Direction Method of

Multipliers (ADMM) est idéal pour la décomposition des matériaux, il permet d’incorporer des

contraintes d’égalité et d’inégalité (Eckstein et Yao (2012); Wright et Nocedal (1999); Afonso

et al. (2010, 2011); Ng et al. (2010)). Cette méthode permet de minimiser une fonctionnelle

en utilisant des Lagrangiens pour respecter les différentes contraintes. De plus, la mise à jour

des cartes de matériaux est faite par la méthode de notre choix, nous permettant d’utiliser un

algorithme de Gauss-Newton que nous mâıtrisons et qui est rapide. L’ajout d’une contrainte

d’égalité a déjà été utilisée, mais dans le domaine image, par exemple sous forme de fraction

totale avec Long et Fessler (2014) ou Ding et al. (2018), où ces derniers ont pu utiliser ADMM.

Afin de comprendre l’intérêt de cette méthode, la décomposition sera faite sur un thorax

numérique composé de trois matériaux : tissus mous, os et gadolinium. La méthode proposée
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Chapitre VI. Décompositions sous contraintes de positivité et d’égalité

sera comparée avec un algorithme de Gauss-Newton (ordre 2 non contraint), Gauss-Newton

projeté (ordre 2 avec contrainte de positivité) et Nelder-Mead (ordre 0 non contraint).

VI.2 Décomposition des matériaux

Nous cherchons à récupérer la carte des matériaux contrainte aθn =
[
aθn1 , . . . , aθnm , . . . , aθnM

]
pour chaque angle θn, où aθnm ∈ RP , avec P le nombre de pixels, M le nombre de ma-

tériaux et N le nombre de projections. Cette décomposition se fera à partir des données

sθn =
[
sθn1 , . . . , sθni , . . . , sθnI

]
, où sθni ∈ RP et I le nombre de plages d’énergies. Pour des

raisons de visibilité, nous omettrons l’indice θn, les méthodes développées se feront de manière

identique pour tout θ. Afin de récupérer la carte a, nous résoudrons le problème suivant :

min
a
C(a) s.t


a ∈ Ω (VI.1)∑
p

am(p) = cm (VI.2)

où cm est la quantité du matériau m que nous voulons retrouver dans la décomposition et

où, dans notre cas, nous avons Ω = R+. Comme dans le chapitre V, la fonction de coût sera

composée d’un terme d’attache aux données et du terme de régularisation tels que :

D(a) = ||s−F(a)||2W (VI.3)

R(a) = βtissus||∆atissus||22 + βos|||∇aos|||22 + βgd|||∇agd|||22 (VI.4)

Nous faisons l’hypothèse que la quantité cm est connue, constante pour tout θ et que la totalité

du marqueur est visible sur tous les angles de projection. Le marqueur étant injecté, la quan-

tité de celui-ci est connue. La contrainte d’égalité se portera donc uniquement sur l’indice m

correspondant au gadolinium.

Dans le chapitre V, GN-P nous a permis d’incorporer rapidement une contrainte d’inégalité

(Équation (VI.1)), mais il ne nous permettra pas de gérer l’égalité (Équation (VI.2)). Pour ce

faire, un algorithme dit ADMM sera utilisé, qui cherche à trouver le point selle permettant

de minimiser une fonction de coût par des mise à jour successives. Les contraintes vont être

incorporées directement dans la fonctionnelle. Chaque contrainte va être retranscrite comme une

fonction à minimiser, ici HE, GE, HI, GI et δΩ. Chaque fonction doit respecter une condition :

être nulle ou minimale si la contrainte associée est respectée. Ainsi, en suivant ce principe, la

nouvelle fonction de coût à minimiser est un Lagrangien qui a pour expression :

Q(a,b, νννI, νE) = D(a) +R(a)

+HE(a, νE) + GE(a) (VI.5)

+HI(a,b, νννI) + GI(a,b) + δΩ(b)

où HE et HI sont les termes associés aux contraintes d’égalité et d’inégalité, respectivement, les

termes GE(a) et GI(a,b) représentent les termes associés aux contraintes d’égalité et d’inégalité,

respectivement et δΩ(b) est la fonction indicatrice sur l’ensemble Ω. Les multiplicateurs de

Lagrange pour l’égalité et l’inégalité sont notés par νE ∈ R et νννI ∈ RMP . La variable b ∈ RMP

est une variable auxiliaire servant à faire respecter la contrainte d’inégalité. La suite détaille

ces fonctions pour chaque contrainte.
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VI.2. Décomposition des matériaux

VI.2.1 Contrainte d’inégalité

Comme décrit par Eckstein et Yao (2012) (et montré dans l’équation (II.35)), l’incorpo-

ration d’une contrainte d’inégalité peut se faire par une fonction indicatrice. Or, imposer à a
d’appartenir à Ω ne permettra pas d’obtenir des décompositions correctes. Cela revient à utiliser

l’algorithme précédent (GN-P) avec une borne fixe, ce qui n’a pas été concluant (section VI.1).

C’est pourquoi une variable auxiliaire b va être ajoutée afin de réécrire la contrainte a ∈ Ω
comme étant :

a = b (VI.6)

b ∈ Ω (VI.7)

Les termes HI et GI (respectivement le Lagrangien et le Lagrangien augmenté associés à la

contrainte (VI.6) sont alors :

HI(a,b, νννI) = νννT
I (b− a) (VI.8)

GI(a,b) = βI
2 ||b− a||22 (VI.9)

où βI ∈ R est le paramètre du Lagrangien augmenté. L’utilisation de fonctions augmentées per-

met d’améliorer la stabilité de l’algorithme [13]. La contrainte d’inégalité (VI.7) sur la variable

auxiliaire est traduite par une fonction indicatrice :

δΩ(b) =

0, si b ∈ Ω

∞, sinon
(VI.10)

VI.2.2 Contrainte d’égalité

Les fonctions traduisant la contrainte d’égalité se feront sur le même principe, nous aurons

alors :

HE(a, νE) = νE

 P∑
p=1

agd(p)
cgd

− 1

 (VI.11)

GE(a) = βE
2

 P∑
p=1

agd(p)
cgd

− 1

2

(VI.12)

où βE ∈ R est le paramètre du Lagrangien augmenté et cgd la quantité totale de gadolinium

injectée et supposée connue.

VI.2.3 Algorithme de minimisation

ADMM nous permet de trouver le point selle qui va minimiser la fonctionnelleQ en alternant

les mises à jour des différentes variables. Elles se font de la manière suivante au cours des

99
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itérations w, qui seront appelées externes :

aw+1 ∈ argmin
a
Q(a,bw, νE,w, νννI,w) (VI.13)

bw+1 ∈ argmin
b
Q(aw+1,b, νE,w, νννI,w) (VI.14)

νE,w+1 ∈ argmax
νE

Q(aw+1,bw+1, νE, νννI,w) (VI.15)

νννI,w+1 ∈ argmax
νννI

Q(aw+1,bw+1, νE,w+1, νννI) (VI.16)

L’équation (VI.13) correspond à la mise à jour de la carte des matériaux a par l’algorithme

de Gauss-Newton (décrit dans l’Algorithme 3, chapitre IV), la variable auxiliaire b sera mise à

jour par un algorithme proximal et enfin les multiplicateurs de Lagrange seront mis à jour avec

un algorithme de montée de gradient. La variable auxiliaire a besoin d’un algorithme proximal

car la fonction δΩ(b) est non différentiable.

Les paramètres des Lagrangiens augmentés βE et βI évolueront en les multipliant par un

facteur ω > 1 à chaque itération w, suivant :

βE,w+1 = ωβE,w (VI.17)

βI,w+1 = ωβI,w (VI.18)

Cela permet d’augmenter progressivement l’importance des contraintes au problème, dans le

même esprit que l’incorporation du chapitre précédent. Les paramètres βE et βI interviennent

dans la mise à jour des multiplicateurs de Lagrange, permettant donc de ne pas avoir une

incorporation trop rapide des contraintes. Les fonctions liées aux contraintes n’auront donc pas

un poids trop élevé par rapport aux fonctions rendant compte de la décomposition : le terme

d’attache aux données et les termes de régularisation. Ces paramètres seront progressivement

augmentés jusqu’à ce qu’ils atteignent une valeur seuil βmax. En notant ΠΩ l’opérateur de

projection sur l’ensemble Ω, l’algorithme ADMM est décrit dans l’Algorithme 6.
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VI.2. Décomposition des matériaux

Algorithme 6 : Algorithme ADMM pour la minimisation sous contraintes d’égalité

et d’inégalité

tant que Les critères d’arrêt de la boucle externe ne sont pas satisfaits faire

tant que Les critères d’arrêt de la boucle interne ne sont pas satisfaits faire
% Calcul de la Hessienne et du gradient de la fonction de coût

résoudre (Hkdk = −gk)
ak+1 = ak + λkdk
k = k + 1

fin

aw+1 = ak−1

bw+1 = ΠΩ(aw+1 −
νννI,w
βI,w

)

νE,w+1 = νE,w + βE,w
HE(am,w+1)

νE,w

νννI,w+1 = νννI,w + βI(bw+1 − aw+1)

βE,w+1 = ωβE,w

βI,w+1 = ωβI,w

si βE,w+1 > βmax alors
βE,w+1 = βmax

fin

si βI,w+1 > βmax alors
βI,w+1 = βmax

fin

w = w + 1
fin
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VI.3 Simulations numériques

VI.3.1 Génération des données spectrales

Nous utiliserons les mêmes données que dans le chapitre précédent. Un thorax numérique

composé de trois matériaux : tissus mous, os et gadolinium (dans la veine porte). Les paramètres

de génération du fantôme sont donnés en section III.2.2. De plus, pour vérifier que cm est

constante pour tous les angles, la figure VI.1 présente la valeur de la contrainte d’égalité pour θ

(cm,θ). Nous voyons que l’hypothèse est vérifiée, la différence entre le maximum de cm,θ et son

minimum est de l’ordre de 10−9, 10−10 et 10−13 g pour les tissus mous, l’os et le gadolinium,

respectivement. Nous prendrons donc :

c = [17014, 5995, 29] g (VI.19)

VI.3.2 Paramètres pour la décomposition

La solution initiale sera mise à a0 = [0, 0, 0] et les paramètres de régularisation ont

été choisis à partir de la projection à θ = 0°, qui minimise l’erreur quadratique. Nous avons

donc pour ADMM βββ = [0.001, 0.01, 100], pour GN βββ = [0.1, 0.1, 1000] et pour GN-P βββ =
[1, 0.001, 1000]. Pour ADMM, les paramètres des Lagrangiens augmentés vont être initialisés

à βE,0 = 1 et βI,0 = 10−2 avec ω = 1.5, les multiplicateurs seront initialisés avec νE,0 = 0 et

νI,0 = 0 pour que le premier passage dans la boucle interne (mise à jour de a) soit le moins

contraint possible.

La boucle de mise à jour de a (correspondant à l’Agorithme 3 et à la boucle interne pour

ADMM) sera arrêtée si le nombre d’itération dépasse kmax = 150, si la fonction n’évolue plus

(δCmin ≤ 10−3) ou si le pas optimal calculé est plus petit que λmin = 5.10−2. Pour ADMM, la

boucle externe va être arrêtée si elle dépasse wmax = 100 itérations, si ||aw − bw||22 < 10−3 (si

la contrainte d’inégalité est respectée) ou si
∣∣∣∑p

agd(p)
cgd
− 1

∣∣∣ < 10−3 (si la contrainte d’égalité

est respectée). Nous laissons une marge aux contraintes pour que l’algorithme ne demande pas

beaucoup d’itérations pour converger.

Les bornes de l’algorithme GN-P (Algorithme 5, chapitre V) seront Lm = 0 g.cm−2 et

Um = 100 g.cm−2. La borne inférieure sera initialisée à `m,0 = −50 g.cm−2 ∀m et, si la valeur

ne change pas sur deux itérations consécutives, elle sera modifiée d’un pourcentage pmin = 20
%.

VI.3.3 Évaluation des résultats

L’étude de ce chapitre porte sur l’apport de la contrainte d’égalité et d’inégalité sur la

décomposition des matériaux. Nous comparerons donc les algorithmes suivants : NM-MV, GN,

GN-P et ADMM. Nous regarderons les décompositions à θ = {0°, 90°} et le volume pour

différentes coupes à z = {1, 140}. Nous calculerons également l’erreur quadratique moyenne

dans les projections et dans le volume, ainsi que le SSIM (détaillés en section III.3). Afin de

voir l’intérêt de l’ajout de la contrainte d’égalité en plus de celle d’inégalité, nous quantifierons
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Figure VI.1 – Évolution de la quantité cm pour tous les matériaux pour tous les angles θ.

la quantité d’os dans le volume du gadolinium et la quantité de gadolinium dans le volume d’os.

Dans le domaine de l’objet, ces matériaux sont complètement séparés. En utilisant un masque,

nous pourrons quantifier la densité présente dans chaque volume.

VI.4 Résultats et discussions

VI.4.1 Influence de l’algorithme sur la reconstruction

Ici, nous évaluerons les résultats de la décompositions des matériaux en utilisant plusieurs

types d’algorithmes : non contraints d’ordres 0 et 2 (respectivement NM-MV et GN), contraint

en positivité d’ordre 2 (GN-P) et contraint en positivité et égalité avec une mise à jour de la

carte des matériaux par un algorithme d’ordre 2 (ADMM).

Résultats dans le domaine des projections

Les décompositions des matériaux pour les différents algorithmes sont affichées sur la fi-

gure VI.2 pour θ = [0°, 90°]. Nous pouvons voir que l’algorithme ADMM nous permet d’obtenir

les cartes de matériaux et que la minimisation est correctement effectuée. Nous pouvons aussi

voir qu’il n’y a pas de gadolinium dans l’image de l’os et un peu moins d’os dans l’image du

gadolinium par rapport à GN-P. De plus, les cartes de matériaux ne sont pas très bruitées. Nous

pouvons considérer qu’ADMM se trouve à mi-chemin de GN et GN-P. En effet, le premier ne

présente quasiment pas de diaphonie, mais est bruité, alors que le deuxième n’est pas bruité,

mais un phénomène de diaphonie apparâıt. Cependant, lorsque nous regardons l’erreur associée

aux algorithmes, nous pouvons voir que l’amélioration visuelle n’est pas accompagnée par une

amélioration des métriques d’évaluation. Sur la figure VI.3, l’erreur quadratique moyenne ξθ et
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le SSIM sont affichés pour chaque angle. Tandis que l’erreur quadratique moyenne pour ADMM

est équivalente à celle de GN-P, le SSIM est moins bon. La différence du SSIM peut être at-

tribuée au fait qu’il y a légèrement plus de bruit dans les images avec ADMM qu’avec GN-P,

alors que l’erreur quadratique moyenne est faible, car la quantification de chaque matériaux est

mieux réalisée.

Résultats dans le domaine de l’objet

La reconstruction tomographique des données spectrales décomposées nous permet d’avoir

un volume par matériau pour chaque algorithme. Sur la figure VI.4, nous pouvons voir les

coupes z = [1, 140]. Elles nous montrent plus clairement ce qui avait été observé dans les

projections : la décomposition avec ADMM nous permet de réduire l’apparition de gadolinium

dans l’os tout en étant moins bruitée que GN. Cela se voit tout particulièrement dans l’image

d’os à z = 140. La décomposition avec GN ne nous montre que de l’os, mais très bruité, le

léger espace en haut à droite de la structure agrandie (que nous pouvons voir très clairement

dans l’image de la VT) est absent. La décomposition avec GN-P nous permet de retrouver cette

absence d’os, mais du gadolinium apparâıt. ADMM permet d’avoir les deux : une décomposition

fidèle sans pour autant avoir du gadolinium dans l’image. L’os apparâıt également légèrement

moins dans le gadolinium avec ADMM qu’avec GN-P. Les métriques d’évaluation présentées

sur la figure VI.5 ne montrent pas d’amélioration avec ADMM pour autant. GN-P et ADMM

sont très proches pour chaque métrique, mais GN-P semble mieux décomposer les données. Ceci

vient du fait que ces décompositions-là sont moins bruitées.

VI.4.2 Influence de l’algorithme sur la diaphonie

Comme mentionné précédemment, ADMM ne permet pas forcément d’obtenir de meilleurs

résultats pour les différentes métriques d’évaluation. Cependant, l’objectif pour cet algorithme

était de réduire la diaphonie. Nous chercherons donc ici à quantifier cet apport. Dans le domaine

de l’objet (dans le volume), deux masques ont été créés définissant les pixels où le gadolinium

et l’os sont présents (à partir de la VT). Ces masques vont permettre de quantifier la quantité

d’os dans l’image du gadolinium et inversement. Cette étude se fait sur le volume, car ces

matériaux sont spatialement séparés. La figure VI.6 montre la quantité absolue de gadolinium

dans l’os et réciproquement. Nous regardons bien la valeur absolue, car dans le cas de GN, des

valeurs négatives pouvaient s’annuler alors que pour GN-P et ADMM, les valeurs sont positives.

La quantité de gadolinium dans l’os est beaucoup plus faible avec ADMM (comme vu sur les

coupes) et la quantité d’os est légèrement plus faible. L’algorithme GN nous donne de grandes

valeurs car la décomposition est plus bruitée. Les différents volumes générés sont affichés sur la

figure VI.7 où la dynamique des couleurs est spécifique à chaque volume. Cela montre bien que

l’algorithme GN-P présente le plus de diaphonie et permet également de la placer spatialement.
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Figure VI.3 – Erreur quadratique moyenne ξθ (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans les

projections pour GN, GN-P et NM-MV, ∀θ.
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Figure VI.5 – Erreur quadratique moyenne ξz (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans l’objet

pour GN, GN-P et NM-MV ∀z.
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Figure VI.6 – Quantification absolue de la diaphonie dans le volume reconstruit du thorax avec Gauss-

Newton (GN), Gauss-Newton Projeté (GN-P) et ADMM, ∀z.
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Chapitre VI. Décompositions sous contraintes de positivité et d’égalité

VI.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un algorithme pour la décomposition sous contraintes a été développé. Il

a permis de décomposer les données spectrales sous une contrainte d’inégalité (positivité ici)

et d’égalité. La dernière avait pour but de réduire l’apparition de gadolinium dans l’image de

l’os en cherchant à décomposer la quantité exacte dans les projections. Ces contraintes ont été

mises en place en utilisant un algorithme ADMM, qui a permis d’utiliser un algorithme d’ordre

2 pour la mise à jour des cartes de matériaux.

Les algorithmes GN, GN-P, ADMM et NM-MV ont été utilisés pour décomposer le thorax

et voir la différence qu’il y a entre les différentes approches. Les résultats ont montré que l’ajout

de la contrainte d’égalité ne permettait pas forcément d’avoir une meilleure erreur quadratique

moyenne ou un meilleur SSIM dans le domaine des projections et celui de l’objet. Cette tendance

vient du fait que les décompositions sont toujours assez bruitées par rapport à GN-P. Cependant,

le gadolinium n’était plus présent dans l’image de l’os, confirmant l’utilité de cet algorithme.

Dans le volume, une étude sur la diaphonie a été faite, quantifiant le fait que ADMM permet

d’avoir moins de gadolinium dans l’image d’os.
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VII.3 Choix des hyperparamètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

VII.3.1 Moindres carrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

VII.3.2 Choix de Bertero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

VII.3.3 Choix automatique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

VII.4 Mise en œuvre des techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

VII.5 Résultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Chapitre VII

L
es méthodes présentées (chapitres IV, V et VI) nous ont permis d’améliorer les décom-

positions dans le domaine des projections et celui de l’objet. Cependant, ces techniques

nécessitent de fixer un certain nombre de paramètres, ce qui est moins trivial lorsqu’il s’agit

de décomposer des données réelles. En effet, le paramètre de régularisation était choisi comme

étant le meilleur au sens de l’erreur pour un angle, puis il était appliqué pour les autres angles.

Ce genre de choix a posteriori n’est pas envisageable avec des données dont la vérité terrain

n’est pas connue.

VII.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons développé des algorithmes de minimisation sous

contraintes, qui permettaient d’obtenir de meilleurs résultats par rapport aux méthodes clas-

siques. L’utilisation d’une régularisation spatiale, qui a été introduite par Ducros et al. (2017), a

permis d’améliorer les résultats de reconstruction. Dans notre problème, chaque matériau a un

terme de régularisation associé à un paramètre de pondération. Le choix de ces hyperparamètres

peut requérir beaucoup de temps de calcul si nous voulons que les décompositions soient les

meilleures possibles. Plusieurs méthodes de choix a posteriori ont été développées. Dans le cas

d’un problème linéaire, la L-curve introduite par Hansen et O’Leary (1993) permet de trouver le

paramètre de régularisation (ou la combinaison des paramètres dans sa version généralisée [11])

qui donne le meilleur compromis entre similarités des données et régularisation. Cependant,

dans le cas où le problème est non linéaire, cela est plus complexe [40]. Bertero et al. (2010) ont

développé une méthode utilisant la divergence de Kullback-Leibler afin de faire ce choix pour

des problèmes avec un bruit de Poisson. Pour des simulations numériques, un choix évident,

mais qui n’est pas faisable en pratique, consiste à choisir les hyperparamètres qui minimisent

l’erreur quadratique moyenne de décomposition.

Le choix de Bertero et al. (2010) et celui des moindres carrés (par minimisation d’erreur)

sont des choix a posteriori qui nécessitent le calcul préalable de toutes les combinaisons des

paramètres. Nous proposons dans ce chapitre un choix des hyperparamètres de régularisation

à la volée. Les hyperparamètres seront choisis au cours des itérations en suivant les travaux de

Ito et al. (2011b), qui reposent sur le principe d’équilibre des termes de fonction de coût.

Nous introduisons dans ce chapitre différentes méthodes de choix des hyperparamètres que

nous allons comparer : moindres carrés, Bertero et automatique. Les résultats seront obtenus

sur le fantôme numérique du thorax où nous comparerons le temps de calcul et l’erreur pour

chaque méthode.
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Chapitre VII. Choix automatiques des hyperparamètres

VII.2 Problème de décomposition

Comme précédemment, nous cherchons à reconstruire la carte des matériaux aθn = [aθn1 , . . . ,

aθnm , . . . , aθnM ] pour chaque angle θn, où aθnm ∈ RP , avec P le nombre de pixels, M le nombre

de matériaux et N le nombre de projections. Cette décomposition se fera à partir des données

sθn =
[
sθn1 , . . . , sθni , . . . , sθnI

]
, où sθni ∈ RP et I le nombre de plages d’énergies. Pour des

raisons de visibilité, nous laisserons tomber l’indice θn, les méthodes développées se feront de

manière égale pour tout θ. Afin de récupérer la carte a, nous minimiserons la fonction de coût

suivante :

C(a) = D(a) +R(a) (VII.1)

où :

D(a) = ||s−F(a)||2W (VII.2)

R(a) =
M∑
m=1

βmRm(a) (VII.3)

où βm est le paramètre de régularisation pour le terme régularisant le matériau m (Rm), F est

le modèle direct, W est une matrice de pondération et M le nombre de matériaux. Il y a aura

donc M paramètres à régler. Nous avons proposé dans les chapitres V, VI des algorithmes de

minimisation sous contraintes. Dans ce chapitre, nous développerons une méthode pour choisir

automatiquement les hyperparamètres de régularisations βm.

VII.3 Choix des hyperparamètres

VII.3.1 Moindres carrés

Les βm sont les paramètres de pondération pour chaque fonction de régularisation Rm pour

le matériau m. En définissant l’erreur quadratique moyenne ξβ
ββ
θ telle que :

ξβ
ββ
θ = 1

M

M∑
m=1

||aβββm,θ − aVT
m,θ||22

||aVT
m,θ||22

(VII.4)

où aβββm,θ est la carte du matériau m décomposée avec la combinaison βββ à l’angle θ et aVT
m,θ la

vérité terrain du matériau m à l’angle θ. Le choix des hyperparamètres par moindres carrés

revient à choisir les βββ qui minimise l’erreur, tel que :

β̂ββθ ∈ argmin
βββ

ξβ
ββ
θ (VII.5)

VII.3.2 Choix de Bertero

En pratique, le choix par moindres carrés n’est pas possible, car nous avons besoin de la

vérité terrain. C’est pourquoi, dans le cas de données bruitées par un bruit de Poisson, Bertero

et al. (2010) ont introduit l’approximation suivante [42] :

KL(s,F(aβββ)) ≈ I × P
2 (VII.6)

114



VII.3. Choix des hyperparamètres

où I×P est le nombre de variables poissoniennes du problème (c’est-à-dire le nombre de pixels),

F est le modèle direct ((I.26), chapitre I) et KL(s,F(aβββ)) est définie telle que :

KL(s,F(aβββ)) =
∑
i

∑
p

si(p) log
(

si(p)
F(a(p))i

)
+ F(a(p))i − si(p) (VII.7)

est la divergence de Kullback-Leibler entre les données s et l’estimation des données par les

cartes de matériaux aβββ pour la combinaison βββ. Ce choix repose sur le fait que pour une va-

riable aléatoire 1D sδ de valeur moyenne λ, la divergence KL(s, sδ) ≈ 1
2 sera multipliée par

le cardinal de notre problème, qui est ici P × I. Cette méthode permet de choisir βββ en trou-

vant la carte qui approxime le mieux l’équation (VII.6). Cependant elle nécessite tout de même

d’effectuer beaucoup de décompositions pour des valeurs de βm. En essayant K valeurs pour

chaque βm pour N angles, nous devrions faire N ×KM décompositions. Par exemple, en consi-

dérant M = 3 matériaux, K = 7 valeurs pour chaque βm pour N = 180 angles, nous devrions

faire 61740 décompositions (343 par angle). Cela implique des calculs assez lourds. Les choix

précédemment présentés sont des choix a posteriori, nous devons faire les décompositions, puis

choisir la meilleure combinaison d’hyperparamètres selon un critère. Calculer toutes les combi-

naisons peut être lourd, c’est pourquoi Ito et al. (2011b) ont proposé une méthode qui choisit

les hyperparamètres pendant les itérations et non a posteriori.

VII.3.3 Choix automatique

Introduisant un paramètre γ comme un poids relatif entre chaque terme, nous aurons un

algorithme itératif qui va estimer βββ. Ito et al. (2011b) proposent, après minimisation de C(a),
de mettre à jour les hyperparamètres comme suit :

βt+1
m = 1

γ

D(at)
Rm(am,t)

(VII.8)

selon un principe d’équilibre entre les termes [51]. Le paramètre γ est un poids relatif entre

le terme d’attache aux données et la régularisation pour chaque matériau. Cela permet de

correspondre au mieux aux données, tout en régularisant suffisamment. L’Algorithme 7 décrit

le choix automatique des hyperparamètres qui sera évalué dans ce chapitre. Cette méthode

Algorithme 7 : Algorithme du choix automatique des hyperparamètres

t = 1
tant que Les critères d’arrêt ne sont pas satisfaits faire

% Calcul de la nouvelle solution par un algorithme de minimisation (Algorithme 3, 5

ou 6)

% Mise à jour des paramètres de régularisation

βt+1
m = 1

γ
D(at)
Rm(am,t)

t = t+ 1
fin

permet de réduire le choix du nombre d’hyperparamètres de M à 1 seul paramètre.
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Chapitre VII. Choix automatiques des hyperparamètres

VII.4 Mise en œuvre des techniques

Nous décomposerons le thorax en trois matériaux : tissus mous, os et gadolinium (décrit en

section III.2.2) avec les algorithmes de Gauss-Newton (GN), Gauss-Newton Projeté (GN-P) et

ADMM. Le terme de régularisation sera :

R(a) = βtissus||∆atissus||22 + βos|||∇aos|||22 + βgd|||∇agd|||22 (VII.9)

La solution initiale sera a0 = [0, 0, 0] et les paramètres de régularisation initiaux seront

βββ0 = [0.1, 0.1, 750]. La boucle du choix automatique des paramètres sera arrêtée si les β

n’évoluent plus. Nous considérons qu’il n’y a plus d’évolution si :

δβmin = 1− βββt+1
βββt

(VII.10)

est inférieur à 10−1. Le changement automatique des paramètres se fera avec un paramètre

γ = 200.

Les critères d’arrêt sont les suivants pour les différents algorithmes :

• GN (Algorithme 3, chapitre IV) et GN-P (Algorithme 5, chapitre V)

∗ Décroissance de la fonction de coût : δCmin ≤ 10−3

∗ Nombre maximum d’itérations : kmax = 150

∗ Plus petit pas calculé par LineSearch : λmin = 5.10−2

• ADMM (Algorithme 6, chapitre VI)

∗ Boucle interne (algorithme de minimisation de type Gauss-Newton pour a)

−− δCmin ≤ 10−3

−− kmax = 150

−− λmin = 5.10−2

∗ Boucle externe (minimisation de Q)

−− Si la contrainte d’inégalité est respectée : ||a − b||22 < 10−3

−− Si la contrainte d’égalité est respectée :
∣∣∣∑p

agd(p)
cgd
− 1

∣∣∣ < 10−3

Pour comparer les différents choix de paramètres a posteriori (moindres carrés et Bertero),

nous ferons pour θ = {0°, 90°} un grand nombre de décompositions pour trouver la meilleure

combinaison de paramètres avec log10 βm = [−3, −2, . . . , 3] pour chaque matériau. Nous

comparerons les trois choix possibles : moindres carrés, Bertero et automatique.

VII.5 Résultats et discussions

Nous voulons tout d’abord nous assurer que le choix automatique des hyperparamètres est

valide. Nous comparerons donc le choix par moindres carrés, c’est-à-dire choisir la combinaison βββ

qui minimise ξθ, le choix de Bertero (VII.6) et le choix automatique proposé. Le temps nécessaire

pour effectuer le nombre important de combinaisons possibles a fait que les calculs ne sont

réalisés que pour θ = {0°, 90°}. Sur la table VII.1, nous relevons l’erreur pour chaque méthode

pour GN, GN-P et ADMM. Le choix par moindres carrés nous donne l’erreur la plus faible pour
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θ Algorithme
Méthode

Moindres carrés Bertero Automatique

ξθ

θ = 0°
GN 0.261 0.528 0.663

GN-P 0.250 0.600 0.284
ADMM 0.140 0.233 0.144

θ = 90°
GN 0.162 0.318 0.322

GN-P 0.148 0.398 0.192
ADMM 0.105 0.122 0.099

Table VII.1 – Erreur quadratique moyenne ξθ pour les différents choix des paramètres βββ : moindres

carrés, Bertero et choix automatique.

GN et GN-P. Mais pour ADMM, il se trouve que le choix automatique donne qualitativement

une meilleure décomposition à θ = 90°. L’algorithme GN avec le choix automatique donne une

erreur quasi similaire que le choix de Bertero, alors que GN-P a une très faible erreur avec le

choix automatique (par rapport au choix de Bertero). Avec GN, même si l’erreur est la même

avec la méthode de Bertero ou avec le choix automatique, il est toujours plus judicieux de faire le

choix du paramètre au cours des itérations pour éviter de devoir calculer toutes les combinaisons

possibles. Pour ADMM, le choix automatique est très bon par rapport au choix de Bertero.

Nous pouvons également noter qu’avec le choix par moindres carrés, cette méthode produit une

très faible erreur. En effet, le choix automatique est très rapide par rapport au balayage des

βm. Sur les tables VII.2 et VII.3, nous relevons le temps total pour faire les décompositions, le

temps moyen par itération et le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la solution pour

θ = 0° et θ = 90°, respectivement. Calculer chaque combinaison de βm est très long : avec GN,

GN-P et ADMM, il faut respectivement 18 979 secondes (∼ 5 h 30), 25 718 secondes (∼ 7 h

15) et 1 879 496 secondes (∼ 21 jours) en moyenne. Le choix automatique permet de réduire

considérablement le temps de calcul, en passant à 75.8 secondes, 408.9 secondes (∼ 6 min 50)

et 1 156 secondes (∼ 20 min) pour GN, GN-P et ADMM, respectivement, soit ∼ 250, ∼ 60 et

∼ 1 500 fois plus vite. Les paramètres de régularisation étant bien estimés à chaque itération

(nous pouvons voir que l’erreur finale est faible et donc que l’algorithme ne diverge pas), le

temps de calcul moyen par itération est réduit : il est divisé par 2 pour chaque algorithme.

Nous pouvons voir également que la résolution de deux systèmes linéaires dans l’algorithme

GN-P impacte le temps de calcul et qu’il demande donc un temps double pour une itération.

Le nombre total d’itérations est également beaucoup plus faible avec le choix automatique, car

nous ne balayons pas tout l’espace. Nous observons aussi qu’avec le choix automatique, GN-P a

également besoin de plus d’itérations que GN, car la contrainte met du temps à être respectée

(i.e. Ωk = [0, 0]).
Les décompositions associées à chaque méthode sont présentées sur la figure VII.3 pour

θ = 0° et sur la figure VII.4 pour θ = 90°. Nous pouvons voir que la méthode Bertero nous

donne beaucoup de diaphonie (apparition d’os dans l’image de gadolinium) ou d’images très

lisses (βββ trop grand), ce qui nous indique la valeur choisie n’est pas optimale et ne nous permet

pas d’obtenir une bonne solution. Le choix automatique nous donne un résultat acceptable

visuellement par rapport au choix par moindres carrés et par rapport à la vérité terrain. Nous
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Algorithmes
Méthodes

Choix a posteriori

(Moindres carrés et Bertero)
Automatique

Temps total

(secondes)

GN 16446 55
GN-P 24648 574

ADMM 1345413 1112

Temps moyen par itération

(secondes)

GN 4.69 1.81
GN-P 8.33 3.15

ADMM 1.64 3.49

Nombre total d’itérations

GN 3504 30
GN-P 3080 182

ADMM 815932 318

Table VII.2 – Temps de calcul total, moyen et nombre d’itérations pour le choix des hyperparamètres

pour θ = 90°.

Algorithmes
Méthodes

Choix a posteriori

(Moindres carrés et Bertero)
Automatique

Temps total

(secondes)

GN 21512 97
GN-P 26788 244

ADMM 2413580 1200

Temps moyen par itération

(secondes)

GN 5.44 1.61
GN-P 3.10 4.05

ADMM 1.61 3.50

Nombre total d’itérations

GN 3954 44
GN-P 8619 60

ADMM 1495695 342

Table VII.3 – Temps de calcul total, moyen et nombre d’itérations pour le choix des hyperparamètres

pour θ = 0°.
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Figure VII.1 – Évolution de βββ pendant les itérations t pour un choix automatique, comparé avec le

choix par moindres carrés et celui de Bertero. Nous considérons ici θ = 0°.
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Figure VII.2 – Évolution de βββ pendant les itérations t pour un choix automatique, comparé avec le

choix par moindres carrés et celui de Bertero. Nous considérons ici θ = 90°.
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pouvons comprendre ceci en regardant l’évolution de la valeur des βm au fur et à mesure des

itérations t sur les figures VII.1 et VII.2 (pour θ = 0° et θ = 90°). Nous pouvons voir que la

valeur obtenue avec le choix par moindres carrés est la même pour les GN et GN-P, sauf pour

les tissus mous. GN-P ”gravite” autour des valeurs optimales tout au long des itérations, tandis

que GN conserve un équilibre entre chaque matériau. L’algorithme ADMM trouve des βββ plus

grands que le choix par moindres carrés. En d’autres termes, le ratio des différents βm est le

même avec GN et le choix automatique qu’avec GN et le choix par moindres carrés. Tandis que

pour ADMM, le choix automatique a tendance à lisser les décompositions.
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Figure VII.3 – Projections décomposées avec GN, GN-P et ADMM pour les différents choix des hy-

perparamètres pour θ = 0°. De haut en bas : VT, GN et GN-P. De gauche à droite : choix par moindres

carrés, choix de Bertero et choix automatique pour les trois matériaux : tissus mous (VII.3a), os (VII.3b)

et gadolinium (VII.3c).
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Figure VII.3 – Projections décomposées avec GN, GN-P et ADMM pour les différents choix des hy-

perparamètres pour θ = 0°. De haut en bas : VT, GN et GN-P. De gauche à droite : choix par moindres

carrés, choix de Bertero et choix automatique pour les trois matériaux : tissus mous (VII.3a), os (VII.3b)

et gadolinium (VII.3c). (cont.)
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Figure VII.4 – Projections décomposées avec GN, GN-P et ADMM pour les différents choix des hyper-

paramètres pour θ = 90°. De haut en bas : VT, GN et GN-P. De gauche à droite : choix par moindres

carrés, choix de Bertero et choix automatique pour les trois matériaux : tissus mous (VII.4a), os (VII.4b)

et gadolinium (VII.4c).
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Figure VII.4 – Projections décomposées avec GN, GN-P et ADMM pour les différents choix des hyper-

paramètres pour θ = 90°. De haut en bas : VT, GN et GN-P. De gauche à droite : choix par moindres

carrés, choix de Bertero et choix automatique pour les trois matériaux : tissus mous (VII.4a), os (VII.4b)

et gadolinium (VII.4c). (cont.)
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VII.6 Décomposition de tous les angles avec le choix automa-

tique

Nous pouvons maintenant décomposer les données spectrales avec le choix automatique

pour θ = [0°, 179°]. Nous conserverons donc les paramètres précédents pour effectuer les dé-

compositions.

VII.6.1 Décomposition dans les projections

Sur la figure VII.5, nous montrons les décompositions pour θ = {0°, 90°} des trois matériaux :

tissus mous, os et gadolinium avec les algorithmes GN, GN-P, ADMM et NM-MV avec le choix

automatique des hyperparamètres. Nous pouvons voir que les décompositions sont visuellement

bonnes pour tous les algorithmes, sauf pour NM-MV. Nous distinguons bien chaque matériau

pour les deux angles. Sur les algorithmes restant, les cartes trouvées par ADMM et GN-P sont

très similaires, mais restent meilleures que celles de GN. Afin de départager les algorithmes,

nous montrons sur la figure VII.6 l’évolution de l’erreur ξθ et SSIMθ en fonction de θ. Nous

pouvons voir que NM-MV reste l’algorithme qui donne les moins bonnes cartes. Même si GN

donne des cartes visuellement correctes, l’erreur quadratique et le SSIM associés sont moins

bons pour ADMM et GN-P. Enfin, GN-P permet d’avoir une même erreur ξθ que ADMM, mais

les cartes ont un meilleur SSIMθ. Des quatre algorithmes, GN-P nous donne les meilleures

cartes. De plus, comme vu précédemment, cela se fait rapidement (∼ 6 min par projection,

parallélisable).

VII.6.2 Reconstruction des images

Sur la figure VII.8, nous montrons les coupes pour z = {1, 140} des volumes des tissus mous,

os et gadolinium décomposés avec les différents algorithmes. Nous pouvons voir que ADMM

permet de réduire l’apparition de gadolinium dans l’image d’os par rapport aux autres méthodes

grâce à la contrainte d’égalité. Cependant, GN-P nous donne tout de même de meilleures coupes

que GN et ADMM. Visuellement, les structures anatomiques sont mieux définies (zoom sur les

tissus mous) et le bruit est moins présent (zoom de l’os). De manière qualitative, GN-P se

distingue maintenant de ADMM en ayant une erreur ξz plus faible et un SSIMz plus grand,

comme affiché figure VII.7, ces deux algorithmes donnant de meilleures métriques que GN.
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Figure VII.6 – Erreur quadratique moyenne ξθ (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans les

projections pour GN, GN-P et NM-MV, ∀θ avec le choix automatique des hyperparamètres.
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Figure VII.7 – Erreur quadratique moyenne ξz (première ligne) et le SSIM (deuxième ligne) dans l’objet

pour GN, GN-P et NM-MV, ∀z avec le choix automatique des hyperparamètres.
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VII.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décomposé un fantôme numérique de thorax composé de trois

matériaux : tissus mous, os et gadolinium (dans la veine porte). Avec trois matériaux et autant

de termes de régularisation, trouver la combinaison de paramètres peut être très long. Nous

avons donc utilisé un choix automatique des hyperparamètres où leur estimation était faite au

cours des itérations. Nous avons montré que ce choix était très efficace en termes d’erreur et

de temps de calcul par rapport au balayage de toutes les combinaisons possibles et d’un choix

proposé pour le bruit de Poisson dans la littérature. La validation du choix effectuée, nous

avons vu que l’algorithme proposé (GN-P) nous permettait d’obtenir de meilleures images et

de meilleurs résultats pour les différentes métriques d’évaluation que l’algorithme non contraint

et que l’état de l’art. Cette tendance est vérifiée dans le domaine des projections et celui de

l’objet.
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VIII.5.2Reconstruction des projections décomposées . . . . . . . . . . . . . . 137

VIII.5.3Reformulation des contraintes associées à la décomposition . . . . . 137
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VIII.7.2Reconstruction des projections décomposées . . . . . . . . . . . . . . 144

VIII.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

131





Chapitre VIII

L
es méthodes précédentes nous ont permis d’améliorer la qualité des décompositions dans

le domaine des projections par rapport aux méthodes classiques. Elles ont été testées sur

des données numériques. Pendant cette thèse, nous avons eu la chance de pouvoir les tester sur

des données issues d’un prototype de scanner spectral installé à Lyon, au CERMEP.

VIII.1 Introduction

Les chapitres précédents présentent des méthodes pour la décomposition des données spec-

trales. Elles ont été testées sur des données numériques, qu’elles aient été obtenues à partir

d’une souris digitalisée (DigiMouse) ou d’un thorax humain. Cela nous a permis de valider nos

approches et de comprendre le problème de la décomposition en profondeur. La TDMS présente

un important potentiel dans le milieu clinique. C’est pourquoi nous allons présenter dans ce

chapitre la décomposition de données acquises sur un prototype de scanner spectral. Ce nouvel

appareil a été installé au CERMEP un centre d’imagerie situé aux Hospices Civils de Lyon à

Bron et inauguré le 29 avril 2019. C’est grâce à cet appareil que la prise d’images a été effec-

tuée. Il a été développé par Philips dans le cadre du projet européen SPCCT (Spectral Photon

Counting Computed Tomography) 1. Ce projet regroupe onze institutions : Université Claude

Bernard Lyon 1 (organisme de pilotage), Philips GmbH, Philips Medical Systems Technologies

LTD, Mathym, Universita Degli Studi Di Torino, VOXCAN, Erasmus Universiteit Rotterdam,

Cliniques Universitaires Saint-Luc, LYON INGÉNIERIE PROJETS, King’s College London,

BRACCO IMAGING SPA.

Dans ce chapitre, nous utiliserons des données expérimentales acquises sur un fantôme conte-

nant des tubes d’un mélange gadolinium-iode pour différentes concentrations. Nous utiliserons

les algorithmes de minimisation précédents : GN-P et ADMM. De plus, le choix automatique

des hyperparamètres sera également utilisé. Ces méthodes seront comparées à un algorithme

de type Gauss-Newton.

VIII.2 Description de l’acquisition

Le scanner spectral installé au CERMEP (Fig. VIII.1) nous a permis d’obtenir des données.

Le détecteur fournit typiquement I = 5 plages d’énergies et sa fonction de réponse di a été

mesurée expérimentalement à l’European Synchrotron Radiation Facility (ESRF) par Philips

(Peyrin (1999)). Un synchrotron permet d’envoyer un faisceau mono-énergétique, en balayant

1. http ://www.spcct.eu/
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Figure VIII.1 – Photo du scanner spectral de Philips installé au CERMEP.

Numéro du tube 1 2 3 4 5 6 7

Iode (mg.cm−3) 10.0 8.3 6.7 5.0 3.3 1.7 0.0

Gadolinium (mg.cm−3) 0.0 1.2 2.4 3.6 4.8 6.0 7.3

Table VIII.1 – Concentrations en gadolinium et en iode des tubes du fantôme QRM.

toute la gamme d’énergies voulues, il est donc possible d’obtenir la réponse en énergie du

détecteur. Le spectre incident n0 est donné par le constructeur.

Le fantôme imagé provient de la société QRM, référencé sur leur catalogue comme ”QRM-

Abdomen”. Il est composé de M = 3 matériaux : d’une résine imitant l’atténuation de l’eau

(tout le fantôme hors tubes et vertèbre), de gadolinium (dans les tubes numéro 2 à 7) et d’iode

(dans les tubes 1 à 6). La vertèbre sera dans l’image de l’iode car l’atténuation de l’os peut être

approximé par celle de l’iode dans cette acquisition (car le ”K-edge” de l’iode se trouve dans une

plage d’énergie). Les tubes sont composés d’iode et de gadolinium à différentes concentrations

décrites dans la table VIII.1. L’acquisition a été effectuée avec un faisceau conique, avec une

tension d’accélération du tube à rayons X de 120 kV et comme courant de 330 mA, et avec un

détecteur circulaire. Les projections font 8 × 943 pixels et sur 2400 angles répartis entre 0 et

360°.
En plus de ce fantôme, des données sur petit animal sont en cours de traitement.
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Figure VIII.2 – Fantôme QRM avec les tubes contenant un mélange de gadolinium et d’iode à différentes

concentrations (à gauche), la numérotation de ces tubes (haut à droite) et leur emplacement sur la

reconstruction à partir des données en TDM classique.

VIII.3 Méthodes de décomposition

La décomposition en base de matériaux : iode, gadolinium et eau, se fera dans le domaine

des projections. Contrairement aux données simulées, nous ferons la décomposition sur le sino-

gramme, image représentant la projection d’une coupe de l’objet pour tous les angles. Ce choix

est motivé parce que le détecteur utilisé est étroit (8 pixels) et que la régularisation spatiale est

plus effective s’il y a plus de pixels. La reconstruction tomographique des données sera faite avec

l’algorithme de Feldkamp, Davis et Kress (FDK) [30], qui est l’équivalent de la rétroprojection

filtrée (sous-section I.5.2) pour des faisceaux coniques.

VIII.3.1 Fonction de coût

Dans ce chapitre, la décomposition se fera sur les sinogrammes (et non sur les projections

comme précédemment). Nous cherchons à récupérer la carte des matériaux a(z) =
[
aθθθ1(z), . . .

, aθθθm(z), . . . , aθθθM (z)
]

pour chaque coupe z, où aθθθm(z) ∈ RN×P , avec P le nombre de pixels

sur une ligne du détecteur, M le nombre de matériaux et N le nombre de projections. Cette

décomposition se fera à partir des données sθθθ(z) = [sθθθ1(z), . . . , sθθθi (z), . . . , sθθθI(z)], où sθθθi ∈ RN×P

et I le nombre de plages d’énergies. Pour des raisons de visibilité, nous omettrons l’indice z, les

méthodes développées se feront de manière identique pour toutes les coupes z. Afin de récupérer

la carte a, nous minimiserons la fonction de coût suivante :

C(a) = D(a) +R(a) (VIII.1)

où D est un terme d’attache aux données quadratique :

D(a) = ||s−F(a)||2W (VIII.2)
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avec ||.||W la norme pondérée par la matrice W = diag( 1√
s+1). Le terme de régularisation est

le suivant :

R(a) = βId|||∇aId|||22 + βGd|||∇aGd|||22 (VIII.3)

où βm est le paramètre de régularisation associé au matériau m. L’eau n’est pas régularisée, car

il s’est avéré que la décomposition était meilleure sans. De plus, les paramètres de régularisation

seront choisis par la méthode automatique décrite précédemment en section VII.3.

VIII.3.2 Contraintes

Nous utiliserons la contrainte de positivité (chapitres V et VI) :

a ≥ 0 (VIII.4)

Nous ne pouvons pas contraindre la solution par une contrainte d’égalité, car nous n’avons ni

accès à la taille des tubes, ni à la quantité qui a été injectée. Pour respecter la contrainte (VIII.4),

nous utiliserons un algorithme de Gauss-Newton Projeté (GN-P) décrit par l’Algorithme 5 et

ADMM décrit par l’Algorithme 6. Pour comparaison, nous utiliserons un algorithme de type

Gauss-Newton (GN) décrit par l’Algorithme 3, qui est non contraint. Nous ne présenterons pas

les décompositions avec Nelder-Mead (NM-MV), car le temps de calcul était trop long (en 48
h, 1 % seulement des pixels étaient décomposés).

VIII.4 Paramètres des algorithmes

Les algorithmes de décompositions GN, GN-P et ADMM utilisent la même solution initiale

a0 = [0, 0, 0] g.cm−2, les paramètres de régularisation initiaux βββ0 = [1, 1] et γ = 300 (pour le

choix automatique des paramètres). La boucle du choix des paramètres sera arrêtée si l’évolution

des βββ est trop faible, δβmin = 10−1. Les paramètres des Lagrangiens seront initialisés à νI = 0
et βI = 10−2, qui sera multiplié par ω = 10 à chaque itération. GN-P aura comme bornes

inférieures initiales `0 = [−50, 50, 50] g.cm−2 et pmin = 20 % pour Lm = 0 g.cm−2. Les critères

d’arrêt pour les différents algorithmes sont les suivants :

• GN (Algorithme 3, chapitre IV) et GN-P (Algorithme 5, chapitre V)

∗ Décroissance de la fonction de coût : δCmin = 10−3

∗ Nombre maximum d’itérations : kmax = 150

∗ Plus petit pas calculé par LineSearch : λmin = 5.10−2

• ADMM (Algorithme 6, chapitre VI)

∗ Boucle interne (algorithme de minimisation de type Gauss-Newton pour a)

−− δCmin = 10−3

−− kmax = 150

−− λmin = 5.10−2

∗ Boucle externe (minimisation de Q)

−− Si la contrainte d’inégalité est respectée : ||a − b||22 < 10−3
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VIII.5 Décompositions sous contraintes de positivité pour les

cartes de matériaux

VIII.5.1 Décompositions dans les projections

La figure VIII.3 présente les décompositions des sinogrammes pour les différents matériaux

avec les algorithmes GN, GN-P et ADMM pour la coupe du milieu z = 4. En plus des dé-

compositions, nous traçons le profil de l’image pour le 1200-ème angle. Nous pouvons voir que

les décompositions du gadolinium (VIII.3b) et de l’eau (VIII.3c) obtenues avec GN semblent

correctes (à ce stade nous ne pouvons pas en être certain mais l’image après la reconstruction

tomographique sera plus parlante). Cependant, l’image d’iode (VIII.3a) présente des valeurs

négatives dans l’objet. Cela peut se voir sur le profil correspondant, mais également sur l’image

où cela crée une ”ombre” là où l’eau se situe. Cet effet rend la positivité impossible à imposer

pour les algorithmes GN-P et ADMM. Le fait d’avoir imposé une concentration de gadoli-

nium positive rend les images de l’iode et l’eau très différentes de la décomposition de GN, qui

semble correcte. La reconstruction tomographique permettra de clarifier quelle est la meilleure

décomposition.

VIII.5.2 Reconstruction des projections décomposées

La figure VIII.4 présente les reconstructions tomographiques des différents matériaux à

partir des sinogrammes précédents. Nous affichons également une coupe faite numériquement

avec les concentrations idéales pour une meilleure comparaison. Un zoom sur les tubes et sur

la vertèbre est effectué pour mieux distinguer ces zones d’intérêt. Nous pouvons maintenant

voir que la reconstruction obtenue avec GN est correcte : nous retrouvons les structures comme

montrées sur la figure VIII.2 et sur la vérité terrain. Les reconstructions avec ADMM et GN-P

sont visuellement mauvaises, aucun élément du fantôme ne peut être retrouvé.

VIII.5.3 Reformulation des contraintes associées à la décomposition

Le fait que les cartes de matériaux soient incorrectes pour les algorithmes de minimisation

sous contraintes vient du fait que les fonctions d’atténuation ne correspondent pas à la réalité.

Ou plutôt, le fantôme n’est pas composé uniquement des matériaux présents dans la base choi-

sie, il peut y avoir des défauts, par exemple la résine qui est utilisée pour simuler l’eau peut

avoir un écart au niveau de la fonction d’atténuation τm avec la valeur réelle pour l’eau. Il y a

donc un effet compensatoire entre l’iode et l’eau pour que les cartes des matériaux am corrigent

l’écart au modèle. Il est donc nécessaire d’ajuster les contraintes pour résoudre ce problème.

Deux conditions peuvent être utilisées pour obtenir des cartes de matériaux cohérentes en les

contraignant pour obtenir de meilleures décompositions que les méthodes classiques.

— La première est le fait que le coefficient d’atténuation linéique projeté (CAL) µµµ doit être

positif pour tous les pixels et toutes les énergies. Nous rappelons le modèle du CAL projeté

au pixel p à l’énergie E :

µ(p,E) =
∑
m

am(p)τm(E) (VIII.5)
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Dans le cas où les matériaux sont parfaits, le fait d’avoir a ≥ 0 implique µ ≥ 0 (τm sera

toujours positif car cela reflète une atténuation, un τ négatif correspond physiquement à

de la création de photons). Cependant, dans ce cas, toutes les fonctions d’atténuation des

matériaux composant le fantôme ne peuvent pas rentrer dans la décomposition. En effet,

42 % de pixels de µµµ sont négatifs dans les décompositions avec GN. Nous changerons donc

de contrainte et reformulons le problème sous la forme :

min
a
C(a) avec µµµ ≥ 0 (VIII.6)

Ce problème (VIII.6) ne pourra être résolu que par ADMM. GN-P ne peut contraindre que la

variable qu’il met à jour. En effet, les ensembles d’indices I1, I2 et I doivent avoir la même

taille que a. La contrainte d’inégalité sera écrite pour ADMM sous la forme :

µµµ = b (VIII.7)

b ∈ Ω (VIII.8)

où Ω = R+, la création des fonctions de Lagrange suivra le même principe que dans la sous-

section VI.2.1.

— La seconde condition utilise le fait que dans le modèle (VIII.5) et dans notre cas (avec

iode, gadolinium et eau), seuls les paramètres utilisés pour le gadolinium sont exacts. En

effet, sa discontinuité d’atténuation (K-edge), qui est à 50.2 keV, est entre deux plages

d’énergies 2. Il est donc possible de décomposer ce matériau précisément. Dans le cas de

l’iode, son K-edge (33.2 keV) se situe uniquement dans la première plage d’énergies. Cela

revient à créer un autre matériau qui a une atténuation moyennée. Nous pouvons choisir

d’écrire le problème de décomposition comme étant :

min
a
C(a) s.t. agd ≥ 0 (VIII.9)

ce qui revient à relaxer les contraintes initiales.

Ce problème (VIII.9) sera résolu par ADMM avec

agd = b (VIII.10)

b ∈ Ω (VIII.11)

et GN-P avec comme consigne Lgd = 0 et Lm = −∞ pour l’iode et l’eau.

2. Pour être plus précis, nous faisons un abus de langage en parlant de plage d’énergies. Il s’agit plutôt de

réponse du détecteur. Lorsqu’une énergie se situe ”dans” une plage d’énergies, cela veut dire que cette énergie va

être comptée pour cette plage, qui a la plus grande probabilité de détecter cette énergie.
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Figure VIII.3 – Sinogrammes décomposés du fantôme QRM avec différents algorithmes (de gauche à

droite) : GN, GN-P et ADMM. Ces deux derniers contraignent les cartes de matériaux à être positives

pour l’iode VIII.3a, le gadolinium VIII.3b et l’eau VIII.3c. Le profil le long de la ligne tracée sur les

sinogrammes (correspondant au 1200-ème angle) est montré tout à droite. Le paramètre de régularisation

final obtenu par le choix automatique est également indiqué en dessous de l’image.
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Figure VIII.3 – Sinogrammes décomposés du fantôme QRM avec différents algorithmes (de gauche à

droite) : GN, GN-P et ADMM. Ces deux derniers contraignent les cartes de matériaux à être positives

pour l’iode VIII.3a, le gadolinium VIII.3b et l’eau VIII.3c. Le profil le long de la ligne tracée sur les

sinogrammes (correspondant au 1200-ème angle) est montré tout à droite. Le paramètre de régularisation

final obtenu par le choix automatique est également indiqué en dessous de l’image. (cont.)
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(a) Iode (b) Gadolinium (c) Eau

Figure VIII.4 – Coupes reconstruites à partir des projections décomposées du fantôme QRM avec

différents algorithmes (de haut en bas, à partir de la deuxième ligne) : GN, GN-P et ADMM. La repré-

sentation numérique de la coupe idéale est affichée sur la première ligne. Les deux derniers algorithmes

contraignent les cartes de matériaux à être positives pour les trois matériaux : iode VIII.4a, gadolinium

VIII.4b et eau VIII.4c.
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VIII.6 Décompositions sous contraintes de positivité du coeffi-

cient d’atténuation linéique

Les cartes décomposées avec GN et ADMM (avec comme contrainte µµµ ≥ 0) sont données

sur la figure VIII.5. Le profil des images est également présenté. Sur le profil des images, la

différence entre les méthodes est que les cartes obtenues avec ADMM semblent plus lisses, ce qui

se confirme avec la valeur du paramètre de régularisation de chaque matériau qui est nettement

plus grande avec ADMM. Outre un lissage plus fort, les cartes sont similaires : le profil de

ADMM est une version très lissée de GN. Cependant, nous relevons 3.5 % des pixels µµµ négatifs

avec ADMM, contre 42 % avec GN (en utilisant (VIII.5) à partir des cartes décomposées). Nous

voyons que la contrainte est bien respectée avec ADMM et que cela se fait avec l’apparition d’un

flou dans la solution. Pour atteindre cette contrainte, l’algorithme a dû beaucoup régulariser,

ce qui ne donne pas de bons résultats visuellement. Le fait que les images soient similaires

en terme de valeurs et que la contrainte est respectée nous confirme que le modèle n’est pas

exact. S’il l’était, µµµ ≥ 0 serait différent par rapport à GN et ne serait pas juste une version

beaucoup plus lissée. ADMM a ajusté des valeurs de pixels pour respecter la contrainte, mais

sans répercussion sur la décomposition.
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Figure VIII.5 – Décompositions des sinogrammes du fantôme QRM avec différents algorithmes (de

gauche à droite) : GN et ADMM. Ce dernier contraint le coefficient d’atténuation linéique à être positif.

Le fantôme est composé de trois matériaux : iode VIII.5a, gadolinium VIII.5b et eau VIII.5c. Le profil

le long de la ligne tracée sur les images (correspondant au 1200-ème angle) est montré tout à droite. Le

paramètre de régularisation final obtenu par le choix automatique est également indiqué en dessous de

l’image.
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Figure VIII.5 – Décompositions des sinogrammes du fantôme QRM avec différents algorithmes (de

gauche à droite) : GN et ADMM. Ce dernier contraint le coefficient d’atténuation linéique à être positif.

Le fantôme est composé de trois matériaux : iode VIII.5a, gadolinium VIII.5b et eau VIII.5c. Le profil

le long de la ligne tracée sur les images (correspondant au 1200-ème angle) est montré tout à droite. Le

paramètre de régularisation final obtenu par le choix automatique est également indiqué en dessous de

l’image. (cont.)

143
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VIII.7 Décompositions sous contraintes de positivité sur la carte

du gadolinium

La contrainte de positivité sur les CAL n’est pas suffisante. Nous étudierons ici l’effet de la

contrainte de positivité sur la carte du gadolinium (agd ≥ 0).

VIII.7.1 Décompositions dans les projections

La figure VIII.6 montre les cartes décomposées avec GN, GN-P et ADMM ainsi que leurs

profils. Ces derniers nous montrent qu’effectivement le gadolinium est bien positif. Il apparâıt

que les tubes dans le sinogramme sont plus facilement reconnaissables avec GN-P et ADMM

qu’avec GN. De plus, GN-P et ADMM gardent des décompositions similaires à GN pour l’iode

et l’eau. La contrainte sur le gadolinium ne se fait pas au détriment des autres matériaux.

VIII.7.2 Reconstruction des projections décomposées

La reconstruction des projections (figure VIII.7a) permet de mieux attester de la qualité

des décompositions. Nous pouvons voir que les images d’iode et d’eau sont similaires pour

les trois algorithmes. Cependant, l’image de gadolinium est différente. Pour GN-P et ADMM,

la résolution du matériau est meilleure. De plus, la vertèbre (qui devrait être dans l’image

d’iode) crée une ombre avec GN, mais qui est absente avec les autres algorithmes. À partir

de ces reconstructions, nous pouvons calculer la concentration de chaque tube. En utilisant les

zones d’intérêt 1 à 7 précédemment montrées sur la figure VIII.8, la concentration moyenne est

calculée. La figure VIII.9 présente la concentration d’iode (VIII.9a) et de gadolinium (VIII.9b)

qui montre la quantité décomposée (en abscisse) et mesurée (en ordonnée). La ligne noire

représente la courbe idéale. Nous traçons également les droites correspondantes qui approximent

la quantification pour chaque méthode. Nous donnons aussi l’erreur estimée avec le fit effectué,

ce qui nous donne une bonne vision de l’erreur de quantification commise. Nous pouvons voir

que les algorithmes quantifient de la même manière les matériaux. L’iode est correctement

quantifié, mais le gadolinium présente un biais pour chaque algorithme et chaque tube. Nous

voyons que pour l’iode, nous avons une faible erreur pour tous les tubes (< 2.5 mg.cm−3), tandis

que pour le gadolinium, cela est plus important et dépend de la concentration mesurée. Cela

indique qu’un biais constant est présent pour ce matériau. Cet effet est récurrent en TDMS :

Ehn et al. (2018) décrivent le biais dans cette modalité, qui peut atteindre 20 % pour de faibles

concentrations (< 20 mg/mL). Cela est dû à une erreur sur le modèle spectral qui n’est pas

parfait et qui impacte le plus le gadolinium car c’est le seul marqueur à avoir son K-edge visible,

c’est-à-dire une plage d’énergie avant et après l’énergie où la discontinuité apparâıt.
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Figure VIII.6 – Décomposition dans les projections du fantôme QRM avec différents algorithmes (de

gauche à droite) : GN, GN-P et ADMM. Ces deux derniers contraignent la carte du gadolinium à être être

positive. Le fantôme est composé de trois matériaux : iode VIII.6a, gadolinium VIII.6b et eau VIII.6c.

Le profil le long de la ligne tracée sur les images (correspondant au 1200-ème angle) est montré tout à

droite. Le paramètre de régularisation final obtenu par le choix automatique est également indiqué en

dessous de l’image.
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Figure VIII.6 – Décompositions des sinogrammes du fantôme QRM avec différents algorithmes (de

gauche à droite) : GN, GN-P et ADMM. Ces deux derniers contraignent la carte du gadolinium à être

être positive. Le fantôme est composé de trois matériaux : iode VIII.6a, gadolinium VIII.6b et eau

VIII.6c. Le profil le long de la ligne tracée sur les images (correspondant au 1200-ème angle) est montré

tout à droite. Le paramètre de régularisation final obtenu par le choix automatique est également indiqué

en dessous de l’image. (cont.)
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VIII.7. Décompositions sous contraintes de positivité sur la carte du gadolinium

(a) Iode (b) Gadolinium (c) Eau

Figure VIII.7 – Coupe reconstruite à partir des projections décomposés du fantôme QRM avec diffé-

rents algorithmes (de haut en bas) : GN, GN-P et ADMM. Ces deux derniers contraignent la carte du

gadolinium à être positive. Le fantôme est composé de trois matériaux : iode VIII.7a, gadolinium VIII.7b

et eau VIII.7c.
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Figure VIII.8 – Zones d’intérêt utilisées pour calculer la concentration des tubes 1 à 7 pour le fantôme

QRM.
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Figure VIII.9 – Concentrations relevées dans les tubes contenant un mélange iode-gadolinium dans le

fantôme QRM. La concentration d’iode (à gauche), respectivement de gadolinium (à droite), déterminée

pour les trois méthodes : GN, GN-P et ADMM, est relevée pour les 7 tubes. Ces courbes sont à comparer

avec la courbe noire, qui montre la quantification idéale.
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VIII.8 Conclusion

La décomposition des matériaux des données spectrales fait de la TDMS un outil d’exa-

men clinique idéal. En plus de séparer les matériaux, la quantification de leurs concentrations

est également un avantage. À travers le projet européen SPCCT, nous avons pu avoir accès

à des données d’un prototype de scanner spectral développé par Philips, qui est installé aux

Hospices Civil de Lyon. Des données d’un fantôme simulant un abdomen ont été récupérées et

décomposées dans une base de matériaux : iode, gadolinium et eau. En effet, des tubes compor-

tant un mélange iode-gadolinium étaient placés dans le fantôme. Les méthodes précédemment

présentées ont été testée sur ces données.

Dans un premier temps, nous avons contraint la carte des matériaux a à être positive avec

les algorithmes GN-P et ADMM, ceux-ci étant comparés à GN. Les décompositions avec ces

méthodes n’étaient pas correctes. Nous avons vu que pour GN, la densité l’iode était négative

et la contrainte de positivité n’était pas adaptée pour tous les matériaux. Par la suite, nous

avons testé deux contraintes reposant sur un raisonnement physique. Tout d’abord, le coefficient

d’atténuation linéique projeté ne peut lui être négatif. ADMM nous a permis d’ajouter cette

contrainte sans amélioration par rapport à GN. Finalement, une contrainte sur la carte du

gadolinium (seul matériau avec discontinuité d’atténuation à être entre deux plages d’énergies)

a été testée. ADMM et GN-P nous donnent les mêmes cartes et les mêmes reconstructions,

montrant une légère amélioration visuelle par rapport à GN. À partir de ces reconstructions,

la concentration d’iode et de gadolinium a été relevée. Nous avons vu qu’il n’y avait pas de

différence significative entre les trois méthodes. L’iode est correctement quantifiée, mais le

gadolinium subit un biais de quantification, phénomène courant en TDMS.

Le traitement de ces données nous a permis d’attester le fait que nos méthodes sont utili-

sables sur des données acquises par un système physique et pas seulement pour des simulations

numériques. Nos méthodes nous montrent une amélioration visuelle par rapport aux méthodes

classiques.
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Conclusions et Perspectives

L
a tomodensitométrie spectrale est une modalité d’imagerie par rayons X qui permet d’ac-

quérir des données résolues en énergies à partir desquelles nous pouvons retrouver la com-

position chimique des tissus imagés. Cette décomposition est possible, car l’atténuation des

tissus dépend de l’énergie des photons incidents. La tomodensitométrie spectrale est particuliè-

rement pertinente en présence de marqueurs comme l’or et le gadolinium, qui présentent une

discontinuité énergétique.

L’objectif de cette thèse était de développer de nouvelles méthodes de décomposition des

données spectrales dans le domaine des projections et ce pour obtenir les cartes de matériaux.

Nous avons donc proposé dans un premier temps des méthodes qui ont été évaluées pour

des simulations numériques d’une souris et d’un thorax humain présentés dans le chapitre III.

— Dans le chapitre IV, nous avons proposé de modifier le terme d’attache aux données

pour rendre compte de la nature poissonnienne du bruit. L’approche par la divergence de

Kullback-Leibler a montrée des améliorations pour la décomposition bi-matériaux pour de

fort niveaux de bruit par rapport aux méthodes classiques. Cependant, la décomposition

tri-matériaux n’était pas concluante.

— Dans les chapitres V et VI, nous nous sommes intéressés à la décomposition tri-matériaux

sous contraintes. Les méthodes classiques fourniront des cartes de matériaux avec des

valeurs négatives, qui ne correspondent pas à la physique. C’est pourquoi nous avons in-

corporé dans un premier temps une contrainte de positivité tout en utilisant un algorithme

de minimisation d’ordre 2 de type Gauss-Newton pour sa rapidité. La contrainte de po-

sitivité a été mise en place en utilisant une succession d’ensembles restrictifs évoluant au

fur et à mesure des itérations avec l’algorithme Gauss-Newton projeté (chapitre V).

— Dans le chapitre VI nous avons utilisé le fait que nous connaissions la quantité de mar-

queur injecté qui devait être retrouvée dans les décompositions. Cette contrainte d’égalité

a été ajoutée en plus de la contrainte de positivité. Elles ont toues deux été incorporées

sous la forme de fonctions lagrangiennes. Pour minimiser cette nouvelle fonction de coût,

un algorithme de type ADMM a été proposé. Ces contraintes ont permis de réduire l’er-

reur de décomposition par rapport aux méthodes classiques. L’amélioration a également

été observée en calculant le SSIM, qui donne une évaluation structurelle des décomposi-

tions obtenues. Les cartes décomposées par des algorithmes contraignant la solution sont

meilleures visuellement. Certains artefacts ont été diminués, notamment l’apparition d’un

matériau dans une mauvaise carte.

— Dans le chapitre VII, nous avons proposé une méthode de choix automatique des hy-
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perparamètres qui permettent de régulariser la solution. Ce type de choix, comparé aux

choix a posteriori, a permis de réduire fortement le temps de calcul tout en restant efficace

dans la décomposition des données spectrales. Les temps de calcul sont divisés par ∼ 60 à

∼ 1500, tout en donnant des résultats visuellement corrects et ne générant pas de grosses

erreurs.

— Dans le chapitre VIII, nous avons pu appliquer ces méthodes sur des données expéri-

mentales provenant d’un prototype de scanner spectral installé à Lyon. Nous avons pu

constater que les erreurs du modèle spectral (spectre source et réponse du détecteur)

font que les décompositions avec des algorithmes sous contraintes sont difficiles. C’est

pourquoi, en modifiant les contraintes, nous avons pu obtenir des volumes par matériaux

validant l’intérêt et la faisabilité des méthodes développées en pratique.

Perspectives : La première perspective de ce travail de thèse serait de développer des méthodes

pour corriger le modèle spectral. En traitant des données expérimentales dans le chapitre VIII,

nous avons vu que le modèle ne pouvait pas être exact et que des cela créait des erreurs

dans les décompositions. Nos méthodes devront donc être modifiées pour pouvoir décomposer

correctement ces données. Dans le modèle, deux aspects sont à prendre en compte : i) le spectre

effectif (réponse du détecteur et spectre source) et ii) les matériaux composant le patient. Pour

le premier aspect, il serait possible d’utiliser des méthodes de décomposition à l’aveugle (Bleyer

et Ramlau (2013)) pour obtenir de manière alternée les cartes des matériaux et le spectre

effectif. Pour le second aspect, l’utilisation d’un matériau annexe pouvant correspondre aux

matériaux qui sont hors de la base permettrait d’améliorer les décompositions.

Une autre perspective serait de choisir de manière optimale les seuils des détecteurs à comp-

tage de photons. Ces seuils, facilement réglables, pourraient être modifiés en fonction de la base

de matériaux dans laquelle nous souhaitons décomposer les données. En plus de certains tra-

vaux sur les systèmes visant à minimiser le bruit dans chaque plage d’énergies (Li et al. (2014)),

des méthodes numériques pour prédire le choix optimal constitueraient un pas en avant pour

l’amélioration des décompositions.

Enfin, une toolbox Matlab a été développée, SPRAY 3, qui permet de diffuser facilement les

méthodes développées à CREATIS. Il pourrait être avantageux d’écrire cette toolbox dans un

langage plus rapide que Matlab et libre d’accès, comme Python par exemple.

3. https://www.creatis.insa-lyon.fr/~ducros/WebPage/spray.html

152

https://www.creatis.insa-lyon.fr/~ducros/WebPage/spray.html


Annexe A

Démonstration du terme KL

Dans cette annexe nous démontrons l’origine du terme KL. Cette démonstration s’appuie

sur Poeschl (2008).

Bruit de Poisson

Le bruit de Poisson corrompt les données correspondant à un comptage de photons. La loi

de la variable aléatoire x qui suit une loi de Poisson s’écrit :

P(x = k) = λk

k! exp(−λ) (A.1)

où λ est le nombre moyen d’occurrences et k est un entier strictement positif.

Distances de Bregman

Les distances de Bregman généralisent la norme euclidienne et sont souvent utilisées comme

mesure de similarité entre les données. Elles sont construites à partir d’une fonction convexe g.

Les distances de Bregman sont définies pour toute fonction g convexe par :

βg(x, x̂(θ)) =
∫

Ω
(bg(x, x̂(θ)))dµ (A.2)

où Ω est le domaine de l’image, bg(x, x̂(θ)) = g(x) − g(x̂(θ)) − g′(x̂(θ))(x − x̂(θ)) est une

distance intégrée sur Ω, x̂ est la valeur moyenne de x et θ est le paramètre de l’estimation.

Famille exponentielle

Nous définissons une famille FP de densité de probabilité P(ρ,θ)(x) qui peut se mettre sous

la forme :

P(ρ,θ)(x) = exp [< x, θ > −ρ(θ)] p0(x) (A.3)

Nous admettrons que nous pouvons exprimer P(ρ,θ)(x) comme étant :
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P(ρ,θ)(x) = exp [−bg(x, x̂(θ))] p̃0(x) (A.4)

où bg(x, x̂(θ)) est la distance de Bregman associée à g. La fonction convexe g est la fonction

duale de Fenchel ρ [31]. Les distribution de Gauss, de Poisson, de Bernoulli ou exponentielle

font partie des familles exponentielles. Dans cette formule, x̂(θ) est la valeur moyenne de la

variable aléatoire x qui est décrit par une loi correspondant à une famille exponentielle.

Terme KL

En partant de la formule du bruit de Poisson, nous voulons démontrer que cette densité de

probabilité appartient aux familles exponentielles. Ainsi :

En prenant le -log de (A.1) nous avons :

− log(P(x = k)) = − log
(
λk
)

+ log (k!) + λ (A.5)

D’après l’approximation de Stirling, nous avons :

log (x!) = x log (x)− x (A.6)

Ainsi :

− log(P(x = k)) = −k log (λ) + k log (k)− k + λ (A.7)

En passant à l’exponentielle, nous obtenons finalement :

P(x = k) = exp
[
−
(
k log

(
k

λ

)
− k + λ

)]
p̃0(x) (A.8)

où p̃0(x) = 1. Ainsi nous démontrons que P(x = k) appartient aux familles exponentielles.

De plus, en posant g(x) = x log (x)− x nous trouvons :

P(x = k) = exp
[
−
(
k log

(
k

λ

)
− k + λ

)]
p̃0(x)

= exp [−bg(k, λ)] p̃0(x) (A.9)

D’après (A.2), la mesure qui permet de calculer une distance entre des variables aléatoires

décrit par des loi de Poisson et leur valeur moyenne est donnée dans le cas discret par :

βg(k, λ) =
∑
i

(bg(ki, λi)))

=
∑
i

ki log
(
ki
λi

)
− ki + λi (A.10)

βg(k, λ) est communément appelé distance de Kullback-Leibler. Ce terme pourra donc être

utilisé comme terme d’attache aux données dans le cas du bruit de Poisson.
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Annexe B

Outils mathématiques

Nous développerons ici quelques outils mathématiques utilisés notamment dans le cha-

pitre II. Dans cette annexe, nous considérerons le problème :

s = F(y) (B.1)

où s ∈ Rm sont les données, F : Rn → Rm un opérateur et y ∈ Rn la solution que nous

cherchons. Cette dernière sera trouvée en résolvant :

ŷ = argmin
y
C(y) (B.2)

avec C(y) : Rn → R est une fonction de coût.

B.1 Développement en série de Taylor

Le développement en série de Taylor est utile dans la résolution de l’équation (B.2), utilisé

dans le chapitre II ((II.26), (II.34), par exemple). Le théorème stipule que pour une fonction C
indéfiniment dérivable au point a, la série de Taylor est donnée par :

∞∑
k

C(k)(a)
k! (x− a)k (B.3)

où k! est la factorielle de k et C(k)(a) désigne la k-ième dérivée de C au point a. Cette série

permet de créer une approximation de C(a) bien connue et valable dans le voisinage de a (plus

n est grand, meilleur est l’approximation). Dans le cas du chapitre II, nous avons k = 2.

B.2 Définition du gradient

Le gradient est la représentation des dérivées partielles premières ∂/∂yi, où i = (1, 2, . . . , n)
et y ∈ Rn. Pour la fonction C : Rn → R le gradient est donné par :

∇C =
[
∂C
∂y1

,
∂C
∂y2

, . . . ,
∂C
∂yn

]T

(B.4)
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B.3 Définition de la Jacobienne

La Jacobienne est la généralisation du gradient pour les applications d’un espace Rn vers

Rm (F : Rn → Rm). La matrice jacobienne J est définie par les dérivées partielles premières

comme suit :

J =


∂F1
∂y1

∂F1
∂y2

. . . ∂F1
∂yn

∂F2
∂y1

∂F2
∂y2

. . . ∂F2
∂yn

...
...

. . .
...

∂Fm
∂y1

∂Fm
∂y2

. . . ∂Fm
∂yn

 (B.5)

Nous pouvons remarquer que si m = 1, alors le gradient et la Jacobienne sont les mêmes.

B.4 Définition de la Hessienne

La Hessienne quant à elle est la représentation des dérivées partielles seconde ∂2/∂yi∂yj ,

où (i, j) = (1, 2, . . . , n) et y ∈ Rn d’une fonction C : Rn → R. Elle est définie par :

∆C =



∂2C
∂y2

1

∂2C
∂y1∂y2

. . . ∂2C
∂y1∂yn

∂2C
∂y2∂y1

∂2C
∂y2

2
. . . ∂2C

∂y2∂yn
...

...
. . .

...
∂2C

∂yn∂y1
∂2C

∂yn∂y1
. . . ∂2C

∂y2
n

 (B.6)

À noter également que la Hessienne de C : Rn → R est la Jacobienne du gradient de cette même

fonction.
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Annexe C

Calcul des dérivés du terme de

régularisation

Nous détaillerons ici les dérivés du terme de régularisation.

C.1 Fonctionnelle

La régularisation de a peut être écrite comme étant

R(a) =
∑
m

βmRm(am) (C.1)

où βm est le paramètre de régularisation spécifique au matériau m. Différentes fonctions de

potentielles φ() peuvent être choisies :

— Quadratique : La fonction de potentiel quadratique sera écrite :

φQuad(x) = x2 (C.2)

et promeut une solution lisse, qui sera utilisée comme norme `2 :

RQuad
m (am) = ||Lmam||22 (C.3)

— Huber : La fonction de Huber permet de préserver les bords dans la solution, elle est

définie comme étant :

φHuber(x) =
√
x2 + ε2 − ε (C.4)

où ε est un paramètre à régler. La fonction de Huber approxime la norme `1, donc :

RHuber
m (am) = ||Lmam||1 (C.5)

De plus, Lm est un opérateur différentiel, où Lm ∈
{

D(0),D(1),D(2)
}

. D(0) ∈ RP×P est

la matrice identité, D(1) ∈ R2P×P est le gradient discret 2D, and D(2) ∈ RP×P est la matrice

discrète du Laplacien en 2D.
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C.2 Dérivations

C.2.1 Fonction de potentiel quadratique

Nous avons assez rapidement :

∇aφ
Quad(a) = 2



a1,1
...

aM,1
...

aM,P


et :

∆aφ
Quad(a) =


2 0 . . . 0

0 . . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...

0 . . . 0 2


Nous avons finalement :

∇aRQuad
m (a) = LT

mLm∇aφ
Quad(a) (C.6)

∆aRQuad
m (a) = LT

m∆aφ
Quad(a)Lm (C.7)

C.2.2 Fonction de potentiel de Huber

Pour la fonction de Huber, nous avons :

∇aφ
Huber(a) =



a1,1√
a1,1+ε2

...
aM,1√
aM,1+ε2

...
aM,P√
aM,P+ε2


et :

∆aφ
Huber(a) = ε2



(
a2

1,1 + ε2
)−3/2

0 . . . 0

0 . . .
. . .

...
...

. . .
. . .

...

0 . . . 0
(
a2
M,P + ε2

)−3/2


Nous avons donc :

∇aRHuber
m (a) = LT

mLm∇aφ
Huber(a) (C.8)

∆aRHuber
m (a) = LT

m∆aφ
Huber(a)Lm (C.9)

158



Bibliographie

[1] Abascal, J. F., Si Mohamed, S., Douek, P., Chappard, C., Peyrin, F., 2019. A Sparse and

Prior Based Method for 3D Image Denoising. 1

[2] Afonso, M. V., Bioucas Dias, J. M., Figueiredo, M. A., 2010. Fast Image Recovery Using

Variable Splitting and Constrained Optimization. IEEE Transations on Image Processing

19 (9), 2345–2356. 97

[3] Afonso, M. V., Bioucas Dias, J. M., Figueiredo, M. A., 2011. An Augmented Lagrangian

Approach to the Constrained Optimization Formulation of Imaging Inverse Problems.

IEEE Transactions on Image Processing 20 (3), 681–695. 97
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