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PREMIERE PARTIE

CONTRIBUTION A L'ETUDE DES SINGULARITES DU

POINT DE VUE DU POLYGONE DE NEWTON






"X X IX. La Figure fuivante facilicera 'ufage, & donnera une idée
lus claire de cette regle. Divifez I'Efpace
Angulaire ABC en petits Quarrés ouPa- B [+

x4y a‘*ﬁ' Aty

ralellogrammes égaux, dans lefquels vous o [2y] sy x”" oy
infcrirez x & y felon leurs Dimenlions, ——
xl xZI xi)ﬂ xlyl' x2)4
comme vous le voyez. Quand on vous *
}Jropofera une Equation, marquez tous = |yl [ w0
es Paralellogrammes qui correfpondent o o
ar leurs Dimenfions a rous les Tecrmes A ’ C

de I'Equation; puis appliquez une Regle
a I'Angle du Paralellogramme le plus bas 3 main gauche de tous les
Paralellogrammes marqués , faites tourner cette Regle jufqu’a ce
gu’elle touche un ou plus d’'un Paralellogramme marqué a3 main
droite, fans qu’elle quitte celui qui eft a main gauche; prencz ces
termes que la Regle touche, & en les égalant a zero, tirez-en la
quantité qu'il fautr écrire au Quotient.

XX X. Parexemple pour tirer la Racine y de 'Equation y6—jsxys

x)

= — yt = Jaixtyt o= Gadxd —bix+=0, je marque les Paralello-

grammes aufquels les termes de cette Equation appartiennent de la
Note ., puis japplique la Regle DE au plus bas Paralellogram-

me marqué & main gauche, &
je la fais tourner & maindroite,
jufqu'a ce qu’elle touche un ou
plus d’un autre Paralellogramme ™.,
marqué; je vois que ceux qu’elle Dyl I L____
touche appartiennent a x3, x*y? T
& y¢ je prens donc dans 'Equa- T~ =
tion les Termes de ces Dimen- Al S
fions, fqavoir y¢ — Fatxiyr = E e
6asx3, & je les égale a zero; & pour avoir une Equation plus fim-
ple, je fais y =vvax ce qui en fubftituant me donne v6 — 7v2 -6
=o, dont les Racines *vax & Fv24x me donnent chacune a
mon choix le premier Terme du Quotient, & cela felon la Raci-
ne de cette Equation que j’ai deffein de tirer. -

X X XI. Si I'Equation propofée étoit y§ m by? =b= chx? — x1=0,
je choilirois — by —-9bx*, dont je tirerai + 3x pour le premier Ter-
me du Quotient.

c

(Extrait de '"La Méthode des fluxions ...'", par Isaac NEWTON;
tradult par M. de BUFFON; chez DEBURE 1'AIn&, MDCC XL).






INTRODUCTION






Dans ce travail, nous présentons et étudions un ensemble de
notions qui constitue une généralisation, au cas d'un germe d'espace
analytique complexe quelconque, de la construction du polygone de New-

ton d'un germe de courbe plane.

Rappelons briévement quelques points importants de cette cons-
truction : . .soit (X,0) c:(ﬂ:2,0) un germe de courbe plane. Si 1'on choi-
sit des coordonnées (w,z) sur 032, et une équation f=0 pour X, on peut

dans le développement

a b
f = zCa’bz w (Ca,bem)

considérer 1'ensemble des couples (b,a) € Nzc]Rf tels que Ca b,J.O, On
9

obtient ainsi un essaim A(f)(Z W) de points de ]Rf . L'ensemble
9

(p+IRi) a une enveloppe convexe, ligne brisée le séparant
peA(T)
(Z,W)

de 1'origine (0,0) € ]R2 . C'est le polygone de Newton de f dans les coor-

données (z,w). On vérifie facilement qu'il ne dépend pas du choix du
générateur f de 1'idéal définissant X dans ¢ en 0, et qu'il ne dépend
en fait que du choix d'un germe de courbe lisse (W,0) comme axe des w.

et du choix d'une rétraction r : ((132,0) - (W,0). Classiquement, le poly-
gone de Newton décrit une méthode par approximations successives pour

‘le calcul des racines de 1'équation f(z,w) =0 comme fonctions multifor-
nes de w. (Nous renvoyons le lecteur au limpide exposé de Newton partiel-

lement reproduit en frontispice).

Si nous supposons X analytiquement irréductible a 1l'origine,
un certain nombre de faits importants se manifeste : tout d'abord,
dans ce cas, le polygone de Newton n'a qu'un seul cdté, quel que soit
le ‘choix ‘de ‘coordonnées, (Traditionnellement, on exclut les cdtés qui
coincident avec 1'un des axes de I\I‘?‘)o La pente du c6té du polygone de

Newton peut s'écrire -% ou d est un nombre rationnel, dont un peu
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d'expérimentation montre qu'il peut servir a mesurer le contact de X
avec l'axe W choisi (relativement & la rétraction choisie). En fait,
dés que 1l'on a trouvé (W,r) tels que d soit >1, d ne dépend plus de

la rétraction choisie. De plus, si 1'on choisit (W,r) tels que d soit
m
le plus grand possible, on trouve que d==;— ou (ml,nl) est le premier
1

exposant caractéristique de Puiseux de X, qui est connu pour &tre un
invariant du type topologique du plongement (X,O)c:(mz,O). Enfin, si
m m
Tr= [H_] est la partie entiére de PO est exactement le nombre de
1 1
modifications (ou éclatements) de centres ponctuels qu'il faut faire
avant de parvenir a un germe de courbe ayant une multiplicité stricte-

ment inférieure a celle de X en O.

Ainsi, le polygone de Newton décrit non seulement un processus
d'approximation, mais contient déja, dans des coordonnées hien choisies,
des invariants de la singularité de courbe plane (X,O)C:(Gz,O) qui sont
d'une importance fondamentale non seulement du point de vue de la réso-
lution des singularités mais aussi du point de vue de 1'étude topologi-
que. Le fait que le polygone de Newton doive jouer un rdéle dans la ré-
solution des singularités tient 4 ce que trouver des solutions de
f(z,w) =0) de la forme z-= cp(w1 ™) revient a construire une uniformisan-
te locale t de X en posant w=1t". Le fait qu'il donne un invariant du
type topologique de la singularité est un phénoméne profond, maintenant
bien compris dans notre cas particulier grice aux travaux de Zariski
sur 1'équisingularité des courbes planes, mais qui demeure mystérieux
en dimension supérieure 4 1. (Et 1'on ne peut méme pas formuler de
question, faute de vocabulaire. Notre travail apporte, nous l'espérons

du moins, quelques notions qui seront utiles de ce point de wvue).

Enfin, le fait que le polygone de Newton mesure le contact
entre W et X est une découverte de Hironaka. La motivation initiale du
travail présenté ici a été la démonstration de théorémes sur la "conti-

nuité du contact" dans la théorie du contact de Hironaka (cf. [5], [6]),
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théorie qui est une des clefs de sa méthode de résolution des singula-

rités..

Avant de décrire la construction générale, faisons quelques
remarques-.de nature technique sur le polygone de Newton d'une courbe
plane .- :

Tout d'abord, le point singulier étant fixé, nous associons un polygone

de Newton & la situation décrite par le diagramme

XC—->G2

SR L

W

(le choix de W (axe des w) et de r revient au choix d'un tel diagramme).
—1 ’ ~

Si nous supposons que r (0) n'est pas une composante de X, le théoreme

de préparation de Weierstrass nous dit que nous pouvons choisir pour

1'équation de X (aprés choix d'une coordonnée locale z sur r_l(O))
m m-1
f(z,w) =z +a (W) z +...+a (w) =0
m- 0o

oum est le nombre d'intersection de X avec r_l(O), ou encore la mul-
tiplicité de Xnr 1(0).

Si nous supposons que l'espace tangent T n'est pas contenu dans

r10y,0

le céne tangent 4 X en 0, C c'est-a-dire que r_I(O) est transverse

- ‘ X,0°’
a X, ou comme nous dirons plus rapidement, que r est transverse (ou que
A est transverse), m est la multiplicité de X en O,

On constate alors que le polygone de Newton a la forme suivante :
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I1 est clair que la donnée du polygone de Newton est équivalente a la
donnée des pentes de ses différents cotés, et des points d'intersection
des supports de ces cdtés avec 1'axe des a. (m,ml,...) m correspondant
a la multiplicité de XN r (O) en 0, C'est sous cette forme que nous
allons généraliser le polygone de Newton. Les pentes des cdtés seront
les "tropismes critiques" du § 3, et la généralisation des points
(m,ml,...) sera la collection des "fonctions de Samuel anisotropes"”

du § 4.

Notre méthode dans le cas général va &tre 1'analogue de la
construction suivante dans le cas des courbes planes : W et r étant

fixés, on regarde pour chaque d€ [0,+»] la plus petite valeur de

a-F% donnée par un couple (a,b) tel que C, b;éO. Géométriquement ceci
’

revient a pousser dans ]R2 les droites de pente -% , en partant de

celle passant par 1l'origine, jusqu'a ce que l'on soit arrété par un

point de A(:t‘)(Z On note vd(f) (d ordre de f) la valeur de a-+§

yw) °

ainsi obtenue.

On considére 1'équation quasi-homogéne :

(3) ino(f,ﬁ,d) = ino(f,d)(z’w) = Eb ca’bzawb -0
a+E=Vd(f)

comme définissant un céne quasi homogéne CA,X (qQui en réalité habite

. dans un "espace tangent anisotrope"). On étudie la variation de 1'équa-

tion (%) avec d, et 1'on s'apergoit qu'elle est localement constante

son If'—{dl,......,ds} ou les die Q correspondent aux cotés du polygo-

ne de Newton (-E— est pente du i-éme co6té).
i

D'autre part, les Vd (f) correspondent aux points d'intersection du
support du i-éme coté du polygone de Newton avec l'axe des a. Ce sont
aussi des multiplicités attachées aux quasi-cdnes YN ;'. Aussi nous

9

allons considérer, a la place du polygone de Newton, des objets géo-

. A . d .
métriques, les cdnes tangents anisotropes C, x ' 4ui nous permettent,
’



I.5

en étudiant leur variation en fonction de d, et leur multiplicité (qui
sera en réalité remplacée par la fonction de Samuel anisotrope) d'obte-

nir toute 1l'information que contient un polygone de Newton.

Ce point de vue présente différents avantages : dans le cas
général, on se heurte en effet 4 deux difficultés principales, qu'il
permet de surmonter simultanément.

D'une part l'espace analytique X singulier en x n'est plus défini par
une seule équation, d'autre part, son lieu singulier n'est plus réduit
au point x. Une fois introduite la notion de polygone de Newton en un
point x¢€ X, il faudra donc étudier sa variation lorsque x se déplace
dans le lieu singulier de X. Pour ce faire, nous pouvons utiliser les
propriétés de cohérence du faisceau structural d'un espace complexe,
et les théorémes de Cartan. De notre point de vue, on s'apergoit que
1'on peut attacher un polygone de Newton & tout diagramme d'espaces

analytiques

/r

W

ou X et W sont des sous-espaces de Z et r est une rétraction de 1'immer-
sion de W dans Z, en tout point x de XN W, sous la seule hypothése que

r soit lisse en x (et non plus Wet Z lisses). C'est une telle situa-
tion géométrique que nous appelons une bonne installation (e¢f. ch. I,

§ 1, 2) et notons A ,

Dans le chapitre I, nous définissons et étudions les proprié-

tés des objets géométriques cdnes normaux anisotropes et faisceaux de

jets anisotropes que nous associons a une installation 4, Au § 1, on

trouvera leur définition. On remarquera qu'elle est indépendante de

tout choix de coordonnées et de tout choix d'un systéme de générateurs
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de X sur Z en x. Au § 2, nous construisons des isomorphismes canoniques
qui vont nous permettre de comparer entre eux les cOnes normaux aniso-
tropes pour les différentes valeurs de d€ [0,o], Ceci nous permet au

§ 3 de définir les tropismes critiques de 1'installation 4 le long d'un
sous-espace Y de WNX au point x. Lorsque Y= {x} ces tropismes critiques
nous donnent, comme il 1'a été expliqué plus haut les pentes des cdtés
de notre polygone. Le fait qu'on puisse également définir des tropismes
critiques de A le long de Y en x s'avére essentiel pour 1'étude de la
variation des tropismes critiques de A en y quand y varie sur Y dans un
voisinage de x, Au § 4, nous introduisons les fonctions de Samuel ani-
sotropes, qui sont les analogues des points d'intersection des supports
des cotés du polygone de Newton avec 1l'axe des a, Ce sont les Hﬁ,x(di>
ou (d1’°’°’ds) est l'ensemble des tropismes critiques de 4 en x,.

A ce point, nous avons défini notre polygone de Newton généralisé, asso-

cié a 1'intallation &4 en x€ XNOW.

)

y~ = \ . . .
‘){A,X {(d d s H 1T ;s H (dijlsiss'

S R I
(Wn'étant plus lisse en x, il est naturel de faire figurer sa fonction
de Samuel en x dans le polygone de Newton). Il est déja remarquable
qu'ici les résultats sur toutes les fonctions de Samuel anisotropes,
nous permettent de démontrer un résultat sur les fonctions de Samuel
ordinaire (cf. cor. £+ 2 5.C'est un critére numérique de platitude du mor-
phisme C
W) en x,

Au § 5, nous introduisons une notion de transversalité anisotrope. De

—C (ou C (resp. C

X, x W, x X, x X) est le cone tangent a X (resp.

w,

notre point de vue, la notion de transversalité de la fibre r_l(x) a X
en x dans 7Z (espaces tous 3 singuliers) s'exprime le plus simplement
en disant que le morphisme des cénes tangents d(rIX): CX,X_% CW,x est
plat. Nous généralisons cette notion aux cdnes normaux anisotropes le
long d'un sous-espace Y de WNX en un point x. (Nous avons ici toujours
en vue 1'étude de la variation du polygone le long de Y). De plus nous
obtenons toute une série de conditions équivalentes (théoréme 5.1) de
nature technique trés variée. Au § 6, nous montrons que la transversa-

1lité est stable par changement de base.



I.7

A partir du § 7, nous entrons dans le vif des difficultés signalées
plus haut. Le § 7 montre comment 1'on peut déterminer des systémes de
générateurs pour 1'idéal définissant X dans Z en x (les bases standard
normalisées de [5]) et nous trouvons un procédé permettant de calculer
le ler tropisme critique dA,x a partir des développements de Taylor
des générateurs. On pourrait sans doute aussi montrer que les fonctions
de Samuel sont aussi calculables, mais nous ne l'avons pas fait ici.
Aux § 8, 9 et 10, on introduit un ensemble de résultats de finitude
qui permet de résoudre la deuxiéme des difficultés qui se présentent
dans le cas général. Il s'agit de construire de belles stratifications
d'une installation, et de montrer qu'elles nous permettent de décrire
le comportement des CA?X lorsque x varie dans un sous-espace Y contenu
dans une strate. On trouve ici en particulier notre "suite exacte de
cdnes" qui exprime comment, dans des hypothéses de platitude et de
‘lissité assez faibles, les cdnes tangents a X (ou les CA?X) pour x€Y
se recollent en une famille plate sur Y, qui est agréablement reliée

~au cdne normale de X le long de Y. Cette suite exacte de cdénes a, méme
dans le cas des cOnes ordinaires, de nombreuses applications qui forment
le sujet de 1'Appendice. On recommande d'ailleurs vivement au lecteur
de commencer la lecture de ce travail par 1'Appendice,; ou certaines des
idées concernant les stratifications apparaissent plus clairement,
puisqu'il est rédigé entiérement dans le cas isotrope (ou ordinaire).

On y trouvera d'autre part des résultats en caractéristique p<w,

Les résultats du § 11 sont 1l'aboutissement de tous les résultats des
paragraphes précédents. Le résultat principal est le théoréme 11.6.1,
qui relie le comportement du plus petit tropisme critique d, 5 2UX stra-

9
tifications déja construites,

Au chapitre II, on étudie le comportement d'une installation
par modification, surtout en ce qui concerne la fonction de Samuel or-
dinaire. On y démontre en particulier d'une maniére simple, dans le § 1,
le fait que la fonction de Samuel diminue au sens large dans une modi-

fication permise, (théoréme de Bennett en géométrie algébrique), et des
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résultats précis sur ce qui se passe quand cette fonction de Samuel ne

diminue pas strictement.

Dans le chapitre III, on introduit une généralisation de la
notion de contact maximal de Hironaka (cf. [ 6]), qui est une des no-
tions les plus importantes de la théorie du contact. Le résultat prin-
cipal est le fait que si une installation A a le contact maximal,
la strate de Samuel de X est localement contenue dans celle de W, Ceci

généralise un résultat montré par Hironaka dans le cas ou W est lisse.

Au chapitre IV, nous utilisons le fait que notre définition
suffisamment générale des installations nous permet 1'étude locale, du
point de vue des installations, de n'imprte quel morphisme d'espaces
analytiques. Nous en tirons en particulier un critére numérique de pla-
titude d'un morphisme f : X - W en un point x€ X, et un résultat analo-
gue pour la platitude tangentielle (i.e. celle de df : CX,x_—a'CX,f(x))
en x. Nous y montrons aussi que la platitude tangentielle entraine la

platitude.

Bibliographie complémentaire :

[211] Newton : "Traité des fluxions ...", voir Frontispice.

[12] V., Puiseux : Recherches sur les fonctions algébriques, Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, lére série, t. XV,
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CHAPITRE O

RAPPELS ET CONVENTIONS

(Les références sont S.G.A. I,
II, E.G.A. I, II, IV et [47).






0.1.1 Définition : Soient Y un espace analytique, G une OY—Algébre. On
dit que G est une GY-Algébre graduéde si 1'on s'est donné une décompo-

sition

‘ou l)l;Gu‘est.un OY-Module 3

2) il existe A, sous-monoide discret de Ef} tel que GH:=0 si

LED
3) G =0y ;
+ +
4 G .G cG pour p, e R, p,e R .

On appelle Gu la composante homogéne de degré'prde‘G.

0.1.2 _Définition K .Soit G une OYfAlgébre gradqée. On dit qu'elle est de
type fini si pour tout y de Y, il existe un voisinage ouvert U de y,
un entier m, une structurevde OYIU-Algébre graduéeﬁéﬁr GYIU[TI’;‘;’Tm]
pour laquelle les composantes homogénes sont des Ole—Modules cohérents,

une suite exacte de OYlU-Modules
' ' b ¢ .
Oyl V[T, e ey T ] —> GlU—>0

¢ étant un morphisme gradué de GYIU-Algébres graduées, de degré 0

(i.e. envoyant la composante homogéne de degré p de oYlU[Tl"'°’Tm]

sur celle de G|U, pour tout p€ R") .

On dira que ( est une présentation de G au voisinage de y.

Considérons maintenant X =Ker¢ . C'est un OYlU[Ti,...,Tm]—Idéal homogéne .

On notera Hu sa composante homogéne de degré u.



Définition : Soit G une GY—Algébre graduée. On dit qu'elle est de
présentation finie si elle est de type fini et si pour tout y de Y, il
existe une présentation de G au voisinage de y, dont le noyau Ker¢
soit engendré par un nombre fini de sections globales de

Oy|UT 5.0, T ] en tant qu'Idéal.

Définition : Soit Y un espace analytique. On dit que C est un Y-cdne
si C est Y-isomorphe au Specan d'une Oy-Algébre graduée de présentation

finie.

Définition : Soit G une Oy-Algébre»graduée, soit d un nombre réel

strictement positif. On note

G= & G

HE]R+ nd

C'est une OY—Algébre graduée égale a G en tant que Oy—Algébre-puisque
la multiplication par d est un isomorphisme de R sur R". Mais un

’7q 2 7 ) I3 '
élément de degré p dans (d’G a le degrée pd dans G.

Définition : Soit G une OY—Algébre graduée. Nous appellerons G-Module

gradué un G-Module M muni d'une décomposition
M= & M
peR
(noter que M peut étre gradué en degrés négatifs), telle que
a) Mu==0 si p€AU(-A) (od A est le monoide correspondant a G) ;
b) G M cM our tous dans R (on pose G =0 pour
ig My SMu ey P By by P ,=0p

L<0 par convention).
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(-~ Définition : Soit Y un espace analytique. On dit que E est un Y-fibré

vectoriel trivial si E est Y-isomorphe au Specan de 1'Algébre symétri-
que d'un Gf—Médule libre €. La structure de Y-céne d'un tel fibré n'est
pas nécessairement celle provenant de la graduation ou chaque élément
d'une base de € a le degré 1. La structure de Y-groupe analytique sur
un tel fibré sera toujours la structure usuelle (i.e. provenant du mor-
phisme 0 : € — €@ &, g(f) =f@f).

Oy

" Définition : -"Parmi les Y-cénes, (0) désigne Y considéré comme Y-cdne.

0.3 Immersions réguliéres.

Soit i :Y—X une immersion d'espaces analytiques, soit x€Y. Les

conditions suivantes sont équivalentes :
1) i est une immersion réguliére en x ;

- 2) Ix:Ker(OX,x '_’OY,X) est engendré par une suite reguliere

d'é1éments pour OX xF
9

-3). I /12 cest un.O,, _-module libre, et le morphisme canonique
x/7x Y, x
SymG (Ix/I}zc) —>8ry Oy 4
Y, x x 7

est un isomorphisme;

A
4) soient X" = Spec OXAx y Y = SpecOY x i" 1 ¥Y" —=X" est une
’ ’

immersion réguliére.

Soit M un A-module muni d'une filtration par des A-modules (Mk)
telle que M0=M. Soit grM le A-module gradué associé., Soient
(fiy000sf ) une suite d'éléments de A, I 1'idéal de. A engendré par

1 m : bl

(fl,...,fm). Posons pour k=0

k
Mf{ =M'k+IMk—1+"°+I Mo
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et désignons par gr'M le A-module gradué associé a cette nouvelle fil-
tration.
Si la suite (fl""’fm) est grM-réguliére , 1l'homomorphisme canonique

de A-modules gradués
vt ng®A/I[T1,...,Tm] —> gr' M
A

est un isomorphisme.

(Soit xeM.k représentant d'un é1ément x de grM, et Ta, % avec aaeA
un représentant d'un é1lément homogéne 250‘ TaeA/I[Tl,...,Tm], vy est
défini par

k+|a|+1

y(l_£®25a %) = Txa, £* modulo M! ).

o

0.4 Platitude.

Soient A un anneau nethérien, I un idéal de A, M un A-module. On

suppose que pour tout idéal ¥ de A, le A-module U®®M est séparé pour
A
la topologie I-adique (i.e. M est idéalement séparé pour la topologie

I-adique). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :
1) M est A-plat ;
2) M/IM est A/I-plat et le morphisme canonique
M/IM A7I griA—> gr M
est un isomorpjisme ;
3) M/IM est A/I-plat et Tor’:(M,A/I) =0.

On peut appliquer ce critére en particulier si A est un anneau local

et M un A-module de type fini.



0.4.2 Critére de platitude par fibres

Soient f: X ~—> Y, h:Y— S des morphisme d'espaces analytiques.
Soit x€X ;3 y=1(x) et s=h(y). Soit XS (resp. YS) la fibre de ho f

(resp. h) au-dessus de s, Les conditions suivantes sont équivalentes
1) h:Y—=>S est plat en y et £f: X —>Y est plat en x ;

2) hef:X—=S est plat en x et f: Xs-qu est plat en x.

0.5 Théoréme de finitude de Cartan (cf., [4]).

Soient Y un espace analytique complexe, M un OY-Module cohérent.
Toute suite croissante (Mk) de sous—C}Y-—Modules cohérents stationne
localement sur Y (c'est-a-dire que tout y€Y posséde un voisinage ouvert
U tel que MklU=Mk+1|U pour kaO(U) ) et en particulier, la réunion
des Ml;x est uneGy-Module cohérent.

3*
S
3
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"However contracted, that definition is the result of expanded meditation
HERMAN MELVILLE (Moby Dick, ch. 32)

§ 1. FAISCEAUX DE JETS ET CONES NORMAUX ANISOTROPES

Dans tout le début de ce paragraphe, d est un nombre réel su-

périeur ou égal a 1,

Définition : Soient i:Y-V, j:V-X des immersions fermées. Soit P

(resp.€ ) 1'Idéal cohérent de Ox définissant j (resp. jeo i). Soit g un
réel non négatif.

On appelle u-iéme voisinage infinitésimal de j o i (par abus de
langage, de Y dans X) de tropisme d dans la direction de i (i.e. V) le
sous-espace analytique de X défini par le GX—Idéal cohérent

z Paﬁp . (On remarque qu'il sfagit en fait d'une somme finie).
a+b/d>u q g

On note G;9fi[u] son faisceaux d'Anneaux.

X
Définition : On note gr(Y,d) la @Y—Algébre graduée
Y
o,z P* 2%/ 5 p2g P
HER a;beN a,beN
a+b/dzp a+b/d>u

ou la multiplication est induite par celle de OXD

Remarquons que si ung¥+%IN, la composante homogéne de degré
p de cette Algébre est nulle, de sorte qu'il n'existe qu'une infinité
dénombrable de composantes homogénes non triviales. De plus, Nﬁ+%iN

est un fermé discret de R dont tout sous-ensemble non vide admet un plus
petit élément. Les raisonnements par récurrence sur le degré p sont donc
bien fondés, Tout élément L a un successeur unique ¥, $'il est non nul

un prédécesseur unique p .
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Proposition : Soit G une GY—Algébre graduée de type fini. Les deux

conditions suivantes sont équivalentes :
i) G est une OY-Algébre graduée de présentation finie

ii) Pour tout pc R', Gu est une OY—Module cohérent.

Démonstration : i) = ii). Pour tout'y de Y, il existe un voisinage

ouvert U de y, une suite exacte (de OYIU—Modules)
0¥ = Oy |DITy,...,T 1-4s6]U-0
¢ étant gradué de degré 0, pour tout pc R', la suite (de OYlU—Modules)
—_ - - T
0-K = (y|D[Ty,...,1 ] =6 U~0

est aussi exacte. D'autre part, (OYIU)[TI""’Tm]u est un OY]U—Module
cohérent. Finalement, X étant engendré par un nombre fini de sections de
(GYlU)[Tl""’Tm] qu'on peut supposer homogénes, on montre par récurrence
sur | que Hu est un GYlUéModule de type fini. (C'est possible a cause

de la condition 2) de la définition 0.1,1). Mu sous-Modue de type fini d'un

Module cohérent est donc cohérent, ainsi que GulU et GM

ii) = i). Nous allons utiliser ici le théoréme de
Cartan-Oka rappelé en (0. ). G étant de type fini, en tout point y
de Y, il existe un voisinage ouvert U de y et une suite exacte

0-¥ = (Oy| Ty, .., T T 6G[U=0

et pour tout ué€ R ’ Hu est un OYlU—Module de type fini., Considérons

1'Idéal X, de (OY|U)[T1,...,Tm] engendré par @ K , . 2) Déf. 0.1.1
w'<p
assure que cette somme est en fait finie ; RH est donc engendré par un
nombre fini de sections. De plus, si p'<py, K ,<:§ et K= U ¥
H [ ueff

I1 suffit donc de montrer qu'au voisinage de tout point dans U, il exis-

te p tel que H::Eu.



On ne peut appliquer directement le théoréme de Cartan-Oka
aux Ku, car (OYIU)[Tlgoo.ng] n'est pas le faisceau structural d'un
espace analytique Néanmoins, on sait que Udam ——Specan(@ lU)[T o.,,Tm],
2es1gnant par G le conoyau de l'inclusion de M dans (& IU)[Tlgoeongjg

Gu est une O"U-Algebre de présentation finie, dont le Specan; Cu9 est un

sous-espace analytique de Ux t™ défini par un Idéal cohérent de G 5
~ Uxe™

que nous appellerons Huo Pour tout x de U, il existe un voisinage V de
x dans U, un voisinage () de 0 dans t™ et un réel u tel que

X v|V><Q==’~I§u|V><Q dés que p'=2p., (L'application du théoréme de Cartan
est licite § a cause de 2) Déf, 0,1.1, il existe au plus une infinité
dénombrable de H qui pulssent étre dlfferents) Mais les Cﬂ’ étant des

U-cones, necessalrement, on a K |V><G ..K |Vd<¢ et aussi

A mm=cu]mem9 donc Guv|V=Gu|V et Kuv[V=Ku[V dés que p' 2 p.

est une (3, ,~Algébre graduée de présentation finie,

X
Corollaire : gr Gyd

v Y
X
Démonstration : Pour simplifier, nous poserons G==gr(V,d . G quotient
Y

de 2 OX-Modules cohérents est un OX—Module cohérent, donc aussi un
GY=Modu1e cohérent., Il suffit donc de montrer que G est une OY-Algébre
graduée de type fini. Pour cela,on observe que 1l'homomorphisme canoni-

que de OY-Algébres

SymG G1 ® SymG Gl/d———»G

G Y
Y
est surjectif.
Comme G et Gl/d sont des G ~Modules de type fini, pour tout y de Y, il
existe un voisinage ouvert U de y, des OY|U—Modu1es libres L1 et Li/d
de type fini s'envoyant surjectivement respectivement sur G1 et Gl/d°
Identifiant SymOYIUIﬁla (GYIU)ET19‘°'9Tm]’ SymOYlUli/d
(oYlU>[Tv1,,.,,Té] et munissant (OYIU)[TIMM,Tr, T4;...,TL]) de la gra-
duatien qui donne a T19“.9Tr le degré 1, a Tigooo,T; le degré 1/d, on

obtient la présentation
CHRVIY PR S SR U $6luso

cherchée.
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Définition : On appelle cone normal de X le long de Y de tropisme d

dans la direction de V (ou de V-tropisme d), 1l'espace analytique relatif

X
V,d _
CX,Y = Specan gr Q,d)

au-dessus de Y

Y

Si Y est un point réduit, on dira comme d'habitude tangent au lieu de
normal.

1.5 permet cette définition d'aprés [3 ] exposé 9.

Un_exemple : X=G2, V=€, Y={0}. Choisissons des coordonnées (z,w)
sur ﬂ‘.z telles que V soit défini par P= (z). Le p-iéme voisinage infini-
tésimal de {0} dans ¢ de tropisme d dans la direction de € est défini
par 1'Idéal engendré par les mondmes z3w? tels que a+b/d>p.

¢2

gr (D,d) s'identifie & €[Z,W], un polyndme homogéne de degré p étant une

{0}

somme de mondmes zawb tels que a+b/d=u.

X
Remarque : On a toujours gr(V,l) =gryX= © Qn/&n+1

Y neN
Remarque : On peut étendre les définition 1.1, 1,2, 1,6 au cas ou les
immersions de Y dans V et de V dans X ne sont plus fermées, car il

|
s'agit de notions dont la définition est de nature locale.

Nous considérons maintenant des espaces analytiques au-dessus

d'un espace analytique S.

Soit j:V-X une immersion, A:V-‘VuxV 1'immersion diagonale,
S
5'(§) :VXxVaVxX 1'immersion IdVx j et 86(j) =6"(j) o A .
S S S

Définition : Soit p€ R* ; on appelle p-iéme OV-Algébre de jets rela-
sV,d

tifs de X/S de tropisme d dans la direction de V et on note P§7S’

1'Anneau de u-iéme voisinage infinitésimal de 6(j) de tropisme d dans

la direction de A, muni de la structure de C}V-A.lgébre induite par la
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‘projection Py VXXV,

S

h3Vod gy _ K3
PX789 ixp 7

193V, d

1
] .
Si p,1<p,29 PX/S (Y) s'envoie naturellement. dans PX/S

HsV,d

que (PX./S

LeER

Définition : Soit pe N+1/d N, On pose,

WpVsd vy _ usV,d o
pour p#£0, gr X/“(Y) = Ker (PX/S (Y) P

grP (Y) = ®
X/s HEN + 1/d]N

de la structure de OY-Algébre induite par la multiplication de GVxX .

Etant donné le diagramme commutatif

s VI—d X7

4
pe3V,d

(Y)) . est un systéme ‘projectif de‘GY—Algébres.

o V d,
pour p=0, gr X/S(Y)

’ (Y)) On munit :

X/S(Y)

S

Sr

Y'?

ou i, j, i', j' sont des immersions, on obtient des morphismes canoniques.

wsV,d u9
k(P}x/S ) = P /

s
1" (gr PX/S

X
1%(gr [V,d}) - gr [V?
Y

Si les diagrammes 0 et I sont cartésiens,

(Y))—-grlP

SV

Xi/SI

X!
.d
YY

1,13 est un isomorphisme.

Définition : Soit i : Y-V une S-immersion. On définit pour p¢€ R ’

(Y) de sorte

Y
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Si h est plat et si les diagrammes I et II sont cartésiens, 1.15 est un

isomorphisme.

Lemme : Soit j:V-X une S-immersion fermée. Si f:V S le morphisme

structural de V admet une section s55*(9§;g’d) est canoniquement isomor-
phe & 1'Anneau de p-iéme vdsinage infinitésimal de jo s de tropisme d
dans la direction de s, muni de la structure de OS—Algébre provenant

du morphisme structural g: X- S,

‘Démonstration : Par définition fes=1dS et les diagrammes

S S v J__.x

f] III qzl v Ipz

V ——» VXVWVEX

n

III et IV sont cartésiens., Le morphisme canonique de GV><XTA1gébre
S

Jos[U]) ( )[“]

est un isomorphisme et donc aussi le morphisme de Ov-Algébre

|~17V d
pl* ° J ° s[p']) X/S .

Or le diagramme

est cartésien. On vérifie alors facilement que

* _ e
Pip °Pp = 70 g,



L * o %
et ~ 8T o Pyy o Py = ST o ogy = gy

et on obtient en appliquant s* a 1"isomorphisme précédent, un isomorphis-
me de @S—Algébre

d

s,d [u]) - S*(P;;gg )

‘H-(Oj o g
c L . . s < w3V, d
1,19 Lemme : Soit i:Y-V une S-immersion fermée., La OY-Algebre PX/Q (Y)
est canoniquement isomorphe a 1'Anneau du g-iéme voisinage infinitésimal

de 1'immersion 6(je i) : Y=»Yx X de tropisme d dans la direction de

. S
5(1) : Y-YXV muni de la structure de OY-—Algébre provenant de la pro-
R S '
jection de Yx X sur Y,

S

Démonstration : Considérons le diagramme

v J_ X > S

o |

YXV et YX X o5 Y
S s Pq

De 1,13, on obtient un isomorphisme de GYXV—Algébre

S
HsYxV,d
3% p,:Vvd S
B ®xrs ) = Pyux/y
: S
Mais la projection qq ¢ YxV-Y admet 6(i) pour section ; d'aprés 1.18
: S
on a donc un isomorphisme canonique de OY=A1gébres entre
Y xV,d
N S g e aaA e e
5(1) (PY'xX/Y ) et 1"Anneau du p-iéme voisinage infinitésimal de 6(j ¢ 1)

de tropisme d dans la direction de 8(i). muni de la structure de GY-

Algébre provenant de p;. Or qq ° 5(1) =1, Ceci achéve la démonstration.

w3V, 1

1.2 i :
0 Corollaire On a PX/S

_ p*,
= Pg/sM-
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En effet, c'est 1'Algébre du pu-iéme voisinage infinitésimal de V. dans

Vx X muni de la structure de OVvAlgébre induite par Py VX XV,

S S
x X
V,d S
Corollaire : Les C}Y—Algébres grPX’S(Y) et gnYxV,d| sont canonique-
S

Y
ment isomorphes. grPV’d(Y) est une O,-Algébre graduée de présentation
X/s Yy € g

finie,

Immédiat de 1.19 et 1.5.

Corollaire : Pour tout pe R, P;l(?é’d(Y) est un C}Y-Module cohérent.

En effet, de 1.4 on déduit que gr" P\}Q’/S(Y) est un Oy-Module cohérent.
On conclut par récurrence sur p€ N+ l/d N, en remarquant que

o V,d
gr’ Pyg(D =0y .

Définition : Pour des raisons de continuité qui apparaitront dans la
suite, on pose
X V,x
— , —
gr(V},{oo) = grYngX et CX,Y = Specan gry ngX .
Précisons que la graduation Y-adique sur ngX est celle associée a la

structure de C}V—Module de ngX .

Dans la suite, nous considérerons souvent la situation suivan-
. . ’
te : X-—7 une S-immersion et W—Z une S-immersion possédant une re-

traction r et nous nous intéressons aux sous-espaces Y de WN X.

Définition : On appelle S-installation la donnée d'une S-immersion

X—+7Z, d'une S-immersion j: WoZ, d'une S-rétraction r :Z-W de j. Pour

simplifier les notations, un tel objet sera noté A/S = (X,Z,W;r).
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Un morphisme ¢ : A'/S‘ —»A/S est la donnée de morphisme : X' - X,
Z2' -7, W oW, S'"5S rendant commutatif les diagrammes évidents. On ob-
tient ainsi une catégorie fibrée au-dessus des "Espaces analytiques",

notée "qnstallations".
Soient A/S une S-installation, f : S' - S un morphisme. On note

Ax S' la S'-installation (Xx S',Zx S',Wx S",rx Ids') .

S S S S S
On note 6(A/S) la S-installation (WNX) x X, (WNX) x Z,(WNX) x W, Id(WNX)x r)
S S S S
Pour simplifier 1'écriture, on pose &(r) = Id(WNX) xr.
S

Nous allons associer a une installation des cdnes normaux ani-
sotropes et des faisceaux de jets anisotropes pour des tropismes d allant

de 0 & ® (bornes comprises).

Définition : Soient A= (X,Z,W;r) une S-installation, d un élément de
R - R+Uoo, Y un sous-espace analytique de WN X. On pose

grYA;0=gr. gr _4 X
Y r (OnNX
(@ [-1 %
Pour 0<d<1, grYA;d= gri|r (Y)nX,I/d
, Y
X
Pour 1'<d <o, grYA 3 d = griwnix,d
Y
gI‘YA;oo= grYngnXX

Proposition : Pour tout dé¢ [0,x], grYA 3 d est une OY-Algébre graduée

de présentation finie.

C'est immédiat au vu de 1.5.
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Définition : Soient A= (X,Z,W;r) une S-installation, d un élément de
R s Y un sous-espace analytique de WNX. On appelle cdne normal de A

le long de Y, de tropisme d, 1l'espace analytique relatif au-dessus de Y :

c d

AY = Specan grYA s d

Si Y est un point réduit, on dira tangent au lieu de normal.

Remarque : Soit A une S-installation. Pour 0<d<1, C d ne dépend que

- A, Y
de la trace de r 1(Y) sur X, Pour 1<d <, CAdY ne dépend pas de la ré-
9
traction r de 1'installation. Pour d=1, C =C ne dépend ni de 1'un
A, Y X,Y

ni de 1'autre.

Exemple : 801t A= ((Il ﬂi m,pg) et Y= {03 Choisissons des coordonnées
((z,w) sur ﬂi telles que ¢ soit défini par 1'idéal P=(z). Pour dec [0,=],
gry b s d=C[z,w] . Si d#0 et d#®, un polyndéme homogéne de degré p est

une somme de mondmes zawb tels que a+b/d=y.

Définition : Soit 0<d<ew ; soit A/S: (X;Z,Wsr) une S-installation.

Soit pe R . On appelle p-iéme G ~Algébre de jets relatifs de A/S de

wnXx
tropisme d et on note PA/g

Si 0<d<1, 1'Anneau du (dp)iéme voisinage infinitésimal de WN X dans
(WN X) >§X de tropisme 1/d dans la direction de

[{Id(WNX) x r}_l(Wﬂ XDIN[(WNX) xX] muni de la structure de GWOX—Algébre
S S
induite par la projection p, : (WNX) x X-WnX.
S
Si 1<d<wo, Pu7WﬂX d .
Définition : Soit i:Y-WNX une S-immersion. On définit, pour pe R*,

_ c#rpisd
A/Sm = i*PL74]

Elles forment un systéme projectif de GY-Algébres.
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Définition : Soit p€ N+1/d N. On pose, pour =0, A/S(Y)
pour u;éO

gr”PZ/S(Y) Ker{P“’ (Y) - A/S dvy1

On munit :

ud
(Y) e gr PA/S(Y)

grP
A/S LEN+1/d N

de la structure de OY—Algébre induite par la multiplication de G(WﬂX)xX’
S
Etant donné VY : A'/S' -»A/S un morphisme d'installation et un diagramme

commutatif :

yr X swrnxe

ou k provient canoniquement de ¥ et i et i' sont des S-immersions, on

obtient des morphismes canoniques
#pHs IJ;
k* (P /S) -P At /S

1 (grlP (Y))—»grP Y")

8/s A“/S'

l*(grY A;d) - gry, &' ;d?

Si A'/S' =AX S'; le morphisme figurant dans 1.34 est un iso-
S
morphisme.
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Lemme : Soit A/S: (X,Z,W;r) une S-installation. Si f: WNX-S le mor-
phisme structural de WN X admet une section s, S*(PZ;(SI) est canonique-
ment isomorphe, si 0<ds<1, 4 1'Anneau du dp-iéme voisinage infinitésimal
de jos:SoX (ou j:WNX>X est 1'immersion canonique) de tropisme 1/d
dans la direction de r—1(S) nx,

si 1<d<w a 1'Anneau du p-iéme voisinage infinitésimal de jos: SoX

de tropisme d dans la direction de s: S-WNX,

muni de la structure de OS-Algébre provenant du morphisme structural

g: XS,

Démonstration : 1) 0<ds<1. Les diagrammes

s 2 rlsmpx—3 x

fT 92

WAX —TN((WNX) x X —(WNX) xX

S S
r_I(S) S/ U— (WAX) x Z
S
T Id(wnX) >ér
S—LswnX-W WAX —>(WAX) x W
S
sont cartésiens.
Le morphisme de Ownx-Algebre
Pqyy © p-)t-(GS’I/d [dp]) _’Puid
1% ° P2 SR~ a/s

est un isomorphisme.
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Or le diagramme

Po
(WAX) x X —>X
S

Py g

f
X —————=3

est cartésien. On a alors : pg, °p§= e g, et

¥*

s™ e Pyy °p§==s* o £¥ ©g, =g, On obtient donc en appliquant s*

a 1'iso-

morphisme précédent, un isomorphisme de (}S—Algébre

s,1/d % phsd
g%(GN ~ Edp]) = 8 (PA/S)

Je°s

2) 1g<d<w, On applique 1.18,

Lemme : La G —Algebre PA/S(Y) est canoniquement isomorphe
si 0<d<1, & 1'Anneau du (dp)iéme voisinage infinitésimal de 1'immer-

sion 6(jo i) : Y-Yx X de tropisme 1/d dans la direction de
S
[{1IaYx r}“i(Y)j nNYxX,
S S
¢i 1<d<w, a 1'Anneau du p-iéme voisinage infinitésimal de 1'immersion

5(je i) e Y=Yx X de tropisme d dans la direction de Yx (WNX), muni de
S S
structure de GY—Algébre provenant de la projection de YxXx X sur Y.
S

Démonstration : 1) 0<d<1l : soit qq 3 Yx (WNX) »WNX. Remarquant
S
que YX (WNX) =YXxWNYxX, de 1.37, on déduit un isomorphisme
S S S

% psd psd
(P / )=~P A/Y .
S

Mais la projection qq * Yx (WNX) »Y admet &(i) pour section., D'apreés
S
1.38 on a donc un isomorphisme canonique de GY Algébre entre

& (1) (PM? ) et 1'Anneau du dp-iéme voisinage infinitésimal de 6(j o i)

Y x A/Y
S



2

1

1

.0,

.0,

.40

.41

2

14,

de tropisme 1/d dans la direction de [{IdY x r'}‘I(Y)] NYxX. Or
S S

q2 ° 6(1) = io

2) 1<d<w : on applique 1,19,
Corollaire : Les GO, ,-Algébres graduées gr Pd (Y) et gr,Yx Ajd sont
~oro-lalre Y A/S YOS

canoniquement isomorphes. Ce sont des GY-Algébres graduées de présenta-

tion finie,

Corollaire : Pour tout pe€ B+, szg est un GY-Module cohérent.
3
%
3*

§ 2, INSTALLATIONS AMBIANTES

Définition : Soit Z/S un espace analytique relatif et soit j: Wa1Z
une S-immersion. On dit que j est une r-immersion en x¢ W, s'il existe
un voisinage ouvert U de x dans 7Z et une rétraction r: U-UNW de

jIUnW: UNW-oU lisse qui soit un morphisme de S-espaces analytiques.

C'est une r-immersion s'il en est ainsi pour tout x de W.

Lemme : Soient i sYaW, j:W-7 des immersions, Soit x un point de Y.

Soit P (resp. Q) 1'idéal de Gy« associé a 1'immersion j (resp. jeo i).
9

Si j est une r-immersion en i(x), pour tout couple (a,b) d'entiers non

négatifs, on a

Démonstration : Posons R=0, . Soit R le complété de R pour la topo-
9 A A

logie définie par son idéal maximal, P, Q les complétés de P, Q pour
cette méme topologie. On sait que : (PaﬂQa+b) ®R = PaﬁQaH'b
- b ~ ~ Ab R
et que Pa.Q ®R=Pa,Q .
R
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f{ étant un R-module fidélement plat, il suffit donc de montrer le méme
lemme aprés complétion (c-a-d passage a la situation géométrique algé-
broide). Conservons pour simpllifier les notations initiales dans ces
nouvelles hypothéses. j étant une r-immersion en i(x), nous avons alors
R=R/P[[z19.w,zt]] et P=(z4,...,2,). Soit 0=R/P, 11 existe un idéal

F de 0 tel que;, en tant que Z-module Q=F€B(zl,“o9zt) =F® P. Par suite,

si az1,

a+b

Q CFa+b . a+b=-1 b+1 a-1 b a

F P+ ..., +F . P +Q . P

et

a+b a+b=-1 b+1 a-1 a
+ F .

Q¥ P PP ecq®. PP4 (F P+ ...+F7 PP

Seit f= 1 , f’A ZAE Fa+b + oo, + Fb+1 . Paw1 Nécessairement, pour IAlga-fg
AcN ‘

fAE Fa+b_lAI 10 Un tel élément n'est dans P? que si

fA=0 pour tout A tel que IAl <a-1, I1 est alors dans Fb+1°Pach+1’Pa .

Finalement, Qa+b n PaC Qb . P,

s pour IAIZa, fAE Fb+

Définition : Soit A/S: (X,Z,Wsr) une S-installation. Soit x un point
de WNX, On dit que A/S est une bonne installation en x, si r est lisse
en x. On dit que A/S est une bonne installation, si c'est une bonne ins-

tallation en tout x de WNO X.

Définition : Soit A/S: (X;Z,Wsr) une S-installation. Soit x un point
de WNX. On dit que A/S est une installation lisse en x, si A/S est une
bonne installation en x et si W est lisse au-dessus de S en x, On dit

que A/S est une installation lisse, s'il en est ainsi en tout x de WnN X,

On remarque que dans ces conditions 7 est lisse au-dessus de

S en xeWnNX.

Nous allons maintenant étudier la variation des CAdY en fonc-
. 9

tion de d.
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2.1.1 Lemme : Soient i:Y-W, j:W-7Z des immersions, Soit x un point de Y,

tel que j soit une r-immersion en i(x). Soit d un réel >1,

Ii existe sur 1e germe en X de gr (W;d) une structure de GY’x-algébre
bigraduée
Z
* Wi(l)% ox T wentxw Be

une fonction =
a:{(p,a) e R x N ; Fua,é(O)}_.N_‘,

un isomorphisme de Oy X-algébre bigraduée:
H

W,d z
i rer(W,d) ® Oy  —eryeryl ® Oy
Y Y O_Y 9 O,Y ’

tel que

.W,d B a(u,a) _a
iy (P ) = ery ery 2 ® Oy o
Oy

Démonstration : Soient R, P, Q comme en 2.,0.2, Soient

a b a b
Fu - Za+‘n/d2uP Q /2a+b/d>uP Q

a' ‘b'

_ pa no(p,a) a' b’
F = PO +Za'+b'/d>uP Q /za'+b'/d>uP Q

La

ou a(psa) =inf{b; be N, a+b/d>pn} .

F est un sous @, _-module de F , qui est non nul si et seulement si
ka Yyx , W

a(p,a) =d(p-a). On pose done : a(p,a)=d(p-a). Considérons mainte-

nant les morphismes

. pa a%(pya)
CP.P Q —vFua

roc(u,a)

. pa o, a)
¢ : P Q "gY

a
gry 2 g Oy, x
Y
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oi ¢ est 1'homorphisme canonique surjectif et ¢ est induit par le mor-

a

PR. ¢ est également surjectif. Comparons leurs

. . a
phisme canonique P - gr

noyaux

d(p-a) h k

a

Ker § = P2 Qd(u-a) n Pa+1 . p? Qd(u—a)+1

On a Ker ¢ < Ker ¢
En effet, soient f € Ker ¢, f=f1+f2 ol fIEQ

Pa, P EPa+1

d(p-a)+1
: 2

On remarque que a+ (d(p-a)+1) -1- = u+(—i->p,. D'autre part,

d
d(p=-a)

fZEPa+IﬂPa°Q Or, d'aprés le lemme 2.0.2

Pa+1 n P2 Qd(u—a) _ Pa+1 NP0 Qd(p,—a) +a _ Pa+1 n Qd(u—a) +a _ Pa+1.Qd(u—a)—1

et
a+l+p-a-1/d=p+1-1/d>yp
car d>1, D'ou 1'inclusion anneoncée.

On a Ker 9 € Ker ¢

Soit f¢ Ker 9. Ecrivons f = Zh+k/d>p fhk ou f.. ¢P .Q

hk

Soit £t =z fOEQ[du]+1 o [ ] désigne la partie entiére.

k>dp foi{ ’
Si a=0, alors du=[dp] et fEQduﬂ(P+Q
f, ¢ Q[du]+1ﬂ P = Q[du] . P, Comme [du]}>dp-1,

d“-'.1) cKer ¢. Sinon,

1
1+ [dp].1/d>1+ (dp-~1) F=p+1- 1/a>yu . On peut donc écrire

h k

F=2o1, hek/dop S O% Bp €T - @

Supposons qu'on sache montrer que

h k

£ = 5001 hek/aop Bne O% Ep € P - 0@

pour un certain 1 tel que I1<1l<a-1, Alors
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1nQ[d(p—1)]+1° 1 P1+1.Q[d(u-1)].

f. =% ¢ pl* P -

1 >d(p-1) 81k

Or 1+1+ [d(u—l)]/d > 1+1+ (d(p-1) - 1)/d = p+1- 1/d>p. Par récurrence,
on obtient donc que
h k

f = 3 g ou g,, €EP .Q
h>a hik/d>p PK hk

d(p-a)+1

Avec f on a fae P? Q et f- fae Pa+1° Finale-

=
a” k>d(p-a) Sak ’
ment, f € Ker ¢.

Lemme : Les hypothéses sont les mémes qu'en 2,1.1, Le germe en x de

1"homomorphisme canonique

o [ngZ ® OY] ® gryW-grygr, %
Ow Oy

est un isomorphisme.

Démonstration : D'aprés (0.4.1), il suffit de remarquer que 1'immer-

sion de W dans 7Z étant une r-immersion en x (idéntifié a i(x)),

- N A ’ ]
ngZg C>W,x est une GW,x algebre de polynomes. Par conséquent c'est
w
un Ow,x—module plat.

Lemme : Soient i:Y-W, j:W-o7Z des immersions fermées. Soit r: Z-W

une rétraction de j lisse, Soit d réel <1 (et >0) .

Z
I1 existe sur (d)gr r_1(Y),1/d une structure de GY—Algébre bigraduée
Y
Z
(d)gr r_I(Y),l/d = e . F'b s

une fonction :

B:{(y,b) e R x N, F:lbgo}..n ,
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un isomorphisme de GY—Algébres bigraduées

VA )
ir-l(Y),d ] (d)gr r-l(Y),l/d -gr gr 4, 1
Y ° Y Y r (Y)
tel que
"Ly, a B(u,d) b
it &. (F b) = gr" Ho ger 4 7
B Y r o (Y)

Démonstration : Soit P' (resp. ) 1'Idéal de Oy associé a 1'immer-

sion de r_l(Y) (resp. Y) dans Z, Comme dans la démonstration de 2.1.2,

on va d'abord montrer que pour tout couple (a,b) d'entiers non négatifs
P'bﬂ.‘za+b _ P'b 92

Comme en 2.0,2, il suffit de montrer la méme égalité pour les germes de
ces Idéaux en tout x€Y. Soit R=OZ,X , P' (resp. P), (resp. Q) 1'idéal
de R associé a 1'immersion de r~1(Y) (resp.W) (resp.Y) dans Z. De méme,on a
raméne a la situation géométrique algébroide. On a alors
R=R/P[[z1,...,zt]] et P=(zy,...,2,). Soit F=Q/P. On a P' =F.R et

Q=Fo P,

Soit £= 3  f,z0eq*Pnp?.

: AeN
Nécessairement, pour tout A, fAE FP et pour A tel que |A| < a+b,
fAE Fa'+b-|AI qui est inclus dans P'b . Qa_lAI . Par conséquent,

a+bCP,b . Qa

tep?, @?e P g
Passons maintenant a la construction de 1'isomorphisme :

Soit F' = z P‘bn?a z P‘béz_a. C'est la u-iéme composante homo-
a+b/d2u a+b/d>u

géne de 1'Algébre qui nous intéresse.

Seit F'b=P,b&B(u,b)+ : P,k‘%k/ s pikgh
B h+k/d>p h+k/d>p

ot B(p,b) =inffajae N a+b/d=yp}.
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FLb est un sous GY—Module de FL , qui est non nul si et seulement si

B(usb) =p-b/d. On pose donc B(u,b) =p-b/d.

On considére maintenant les morphismes

1P 9By D) | oy

1
P ub
grep P QB B by
Y r (V)

ou ¢ est l'homomorphisme canonique surjectif et ¢/' induit par

b b

v
P —ng‘P' @Z .

h+k/d>p

Ker o1 = P1PgP(B®) g+l b /a1

On montre comme dans 2.1.1 leur égalité.

.1.4 Lemme : Les hypothéses sont les mémes qu'en 2,1,3, L'homomorphisme

canonique

B [ngZg C}Y] ® gryW—ogr gr 4 yA

W GY Y r (Y)

est un isomorphisme.

Démonstration : Indiquons d'abord comment on 1l'obtient. r étant lisse,

le morphisme canonique ngZ ® OY—+grYr—1(Y) provenant du diagramme
w

commutatif

w—J

Y —1r (Y)

est un isomorphisme.
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De méme, celui gr, W ® G - gr Z provenant du diagramme
Y -1 -1
Oy T (Y) r (YY)

)

r_I(Y) —_—>7
est un isomorphisme, car r est plat.
Considérons maintenant le diagramme cartésien

Y —— r_I(Y)

C N r_I(Y) x Cy

I1 fournit un homomorphisme

-1 -1
gror (Y) ggr, W-gr r (YY) xC
Y o Y CW,Y Y w,Y
Y
qui est un isomorphisme, toujours car r est lisse. Mais, souvenons-nous

que C -1 = r_I(Y) X CW Y et que nous considérons sur gr -1 7 1la
Z,r (YY) Yy 7 r (Y)

structure de 6} -1 -Module. gr .gr 4 Z n'est donc autre que
r () Y r(Y)

grg vy xe

vu comme O,-Module. Nous obtenons donc B et le fait
W,Y Y ¥

W,Y

que c'est un isomorphisme,.

Corollaire : Soient i:Y-W, j:WoZ des immersions., Soit r : Z - W une

rétraction de j lisse. Soit A= (Z,Z,W;r) 1l'installation IdZ, j; r asso-
cide a j et r. Soit AIIW= (W,W,W; IdW) 1'installation IdW, IdW; Id W
restriction de A a W. Soit d¢ [0,=].
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Le morphisme canonique de Y-coOnes

d d d

C -C x LC x Y
a, v~ Cafw,y X Loy w % Y
est un isomorphisme,
Démonstration : Le morphisme dont il s'agit est celui obtenu a partir

de Id A et la rétraction A-A|W(r,r,Id W par le procédé (1.36), Pour

d>1, on a établi des isomorphismes canoniques (lemmes 2.1.1 et 2.1.2),

Z w
gry Aj;d =gr(W§d)~grYger H grYAIW;d = gr(Wi(d) b grygr, W= gry W
Z
ngAS:d = gr W{/Vd qgrwngZ = ngZ

et finalement

o : [ngZg GY] ® gry W- grygr, 7
W Y
Pour d<1, on a de méme des isomorphismes canoniques (lemmes 2,1.3 et
2.1.4)

Z
d -1 ;
grYA;d = ( >gr(1‘ (Y);l/d)agr er _4 7
Y Y r (V)
(@ [
grYA]W§d = gr Y§1/d - grYgrYW = grYW

@ [,
grwA,;,d = gr (Z,%v/d - gry ngZ = ngZ

et finalement

B : [ngZC?WGY] gygryw grY grr_l(Y) Z
Pour d =1, on utilise le lemme 003.2 . Localement autour de tout y de Y,
on peut écrire %= Wx Gt, la rétraction r s'identifiant a4 la lére projec-—
tion. Comme toujours, il suffit de vérifier que le germe en tout point

y de Y du morphisme considéré est un isomorphisme. Il suffit méme de le
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. R Yy Soit R A 0 A R=0[[: ] Soi
faire aprés complétion. Soit =GZ,y , =OW,y , R= [zl,“.,zt ]. Soit
P= (ZI""’zt)’ soit Q 1'idéal de R définissant Y autour de y, P' celui

définissant r—l(Y). On vérifie que P+ P'=Q. Comme on a vu en 2.1.4,

grp, B = grQ/POR?QR/P' = grQ/POIﬁQR/Q[[zI’""Zt]]

La suite ZyseeesZy est donc grp R réguliére. I1 s'ensuit que
Y i &Tp R%R/P[ZI,.“,Zt]-.grQR

est un isomorphisme. Compte-tenu du calcul de 8T p, R, on obtient un

isomorphisme

gr 0 ® R/Q[[249...52,)1)®R/P[Z y...,Z, ) »gr R
Q/P R/Q 1 t°° 5 1 t Q

et comme
R/Q[[2z,s...,2,]]®R/P = R/Q et que gr R = R/P[Z,,...,Z,] ,
1 t R P 1 t
ceci n'est autre que l'isomorphisme annoncé.

Remarque : Pour d>1, le morphisme de 2.1.5 est indépendant du choix

de la rétraction r lisse de j.

En effet tous les isomorphismes figurant dans 2.1.1 et 2.1.2 possedent

cette propriété, Toutes les rétractions possibles induisent le morphis-

me canonique GW_' ngZ de ngW~ ngZ, par suite, elles induisent toutes

le morphisme canonique grYW—o gry ngZ de gry ngW—o gry ngZ.

Dés que d<1, ceci n'est plus vrai.

Remarque : Pour tout d€ [0,»] 1'espace analytique sous-jacent a CAl';IV Y
' ’

est C celui sous-jacent a C d x Y est CZ w X Y.
’

w,Y ’ bW 3 "
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Si d;ZO,co dans 1'isomorphisme

Oy W
si Mgrgw et (begr%Z, 1'image de 0Q¢®1 a le degré a+b/d. On dit

qu'un élément gry W ® [ngZ ® OY] est d-homogéne, si son image par
Gy Cw ,

1"isomorphisme de 2.1.5 est un é1lément homogéne de gr. a;d . De ce qui

précéde, il résulte qu'un tel élément est de d-degré p, si on peut

b a:
1ors 1 - 17 ca.+b./d=yu.
1'écrire % cpi®¢i®1 avec q)iegrY W ¢i§grw ave i 1/

Définition et notation : Soient i:Y-W, j: W=7 des immersions.

On remarque que vY(f;A,oo) = vW(f) .

Soit r: Z-W une rétraction de j lisse. Soit &= (Z, Z, W; r) 1'installa-
tion Id7Z, j; r. Soit f une section de OZ non nulle.

Soit P (resp. P') (resp.2) 1'Idéal de 1'immersion de W dans 7, (resp.
r_I(Y) dans Z) (resp. Y dans Z). On pose

b .
vy(f54,d) = sup{pe R" , fex P22 silcsdsge

a+b/d2u

b a .
e z:a+b/d2‘pp L
C'est le d-ordre de f le long de Y relativement 4 1'installation A.

C'est un élément de N+1/d N,

Si d=1, on le note souvent simplement vy (f) puisqu’'il ne dépend ni de

W ni de r (conformément aux notations usuelles).

vY(fg;A, d) ,
On définit inY(f;A,'d) = image de f dans gr Y Ayd si 0<d<w.

C'est la d-forme initiale de f le long de Y relativement & 1'installa-

tion A.

" Si d=1, on le note aussi (conformément aux usages) ian .

On définit également 1'o et la O-forme initiale.
inY(f;A,w) = iny 1an

in,(f34,0) = in .in _4 f
Y Y r ()
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(Ici in, signifie la forme initiale relative a filtration Y-adique des

Y
Modules gr, 7 d'une part et gr _, Z d'autre part).

w r (YY)

Notation : Ou l'on voit enfin apparaitre le polygone de Newton !

Plagons-nous dans la situation de 2.1.5. Soit y un point de Y et soit

T .
€GZ,y

r_l(y) étant non singulier, choisissons des coordonnées Zyse..sZy SUT

-1 . , . A A

r (y) au voisinage de y et écrivons OZ,y_GW,y[[Zl""’Zt]]’ Le germe
'l 3 0 by — *

de ngZ en y s'identifie alors a GW,y[Zl""’Zt] en posant Zi- ing 2z,

et 2.1.7 nous fournit un isomorphisme
gry WZ ,...,2, ] gry b5d

pour tout de [0,x].

Ecrivons le développement de f en série de z f= ¢ th A

2 t AcN
Soit A(f;A) = {(B,a) € N“; 3 A€ N" tel que |A] =a et vy (fy) = 8}

(VY(fA) = vY(fAi AIV&;) .
Soit E(f;8) ={veR"", veA(f;4) + R
Soit F(f;A) l'enveloppe convexe de E(f;A), P(f;A) la partie de la fron-

+2} .

tiére de F(f;A) qui n'est pas contenu dans les 2 axes. C'est le poly-
gone de Newton de f par rapport a A.

A
o

0 B
Nous allons maintenant voir comment les ordres et formes ini-
tiales introduits ~en 2.1.8 apparaissent a partir de ce diagramme.
Soit d#0. Soit I(d,u) (resp. 1%(d,p)) 1'idéal de Oy - engendré par les
ki

A
fAz tels que IAI +vY(fA)/d2p (resp. >u).
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Si f=3x1f zA, vY(f;A,d) =sup{yu € ]R+9 felld,p].

A
Soit Ld,f= {(B,n) € B+2 T o+ B/d: vY(f;A,d) . Ldgf est ainsi obtenu a
partir de F(f;A). C'est la trace sur ]R+2 de la droite de pente - 1/d
contenant au moins un point de F(f;A) telk que F(f;A) soit contenu dans
la région de R° limité par elle-méme et ne contenant pas 1l'origine des
coordonnées dans ]R2 . Sous cette forme géométrique, on peut étendre la
définiti_oin a LO,f' Pour 1<d<e , A

i d in, (f;4,d)) = in, f, Z

(iy a,d) "(iny (£;4,d)) AéNty(VY(fA)ylAI)GLd’f =N

(1anA=1nY(fA5A w,1)).

A

. -1, . . A
[iy &;@] " (ing(f58,@) = £ . ing £, Z
ANty (1)) =vY(1an)9(vY(fA)9|ADeLm,f
-1 _
(i, A;07 “(in,(f;A,0) = ¥ in,f, Z
Y Y t , Y A
AeN vY(fA) =vY(1nr-1(Y)f)’(vY(fA)’IADELO,f

2,1,10 Remarque : Dans toutes les constructions précédentes, on peut rempla-

2.1.11

2.1.12

cer le germe de l'installation A en y par 1l'installation algébroide
associée, sans changer les objets obtenus. Au besoin nous supposerons

les anneaux locaux complets.

Définition : Soit A/S: (X,Z,Wsr) une S-installation. On dit que c'est

une installation ambiante en x, si elle est bonne en x et si le germe
en x de 1'immersion de X dans Z est 1'identité. On dit que c'est une
installation ambiante s'il en est ainsi en tout point de W,

Tous les cdnes anisotropes d'une installation ambiante ont donc méme
espace analytique sous-jacent. Seule varie la structure de coéne choisie

dessus.

Notation : On écrira simplement (Z) au lieu de l'installation ambian-

te triviale (Z2,2,72;1d7).

*
D
s
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§ 3. TROPISMES CRITIQUES

.0.1 Soit A= (X,Z,W;r) une bonne installation en y€ XN W. A A on
associe fonctoriellement 1'installation ambiante en y, A= (Z,Z,W;r).

On vérifie aisément que, pour tout sous-espace Y de WN X contenant vy,

le morphisme canonique
d d

C -C
AsY A Y

‘est une immersion (pour tout d€ [0,=]),

D'aprés 2,1,7, le germe en y de l1'homomorphisme canonique

C -C X[C

X Y
5,Y W, Y Y ]

Z,W

est un isomorphisme. Ceci permet de comparer les germes en y des diffé-

rents C quand d varie de 0 a «». Rappelons-nous que d'aprés 2.1.6,

A, Y
cette comparaison est indépendante de la rétraction lisse de y figurant

dans A dés que d>1,
.0.2 Par définition, la suite de OY—Modﬁbs
(0) » §n(Aa,A,d) agrYA,d—»grY A,d

est exacte.

On notera aussi souvent SHY(A’A’I) :SnY(X,Z)

.0.3 Lemme : Dans la situation de 3.0.1 et 3.0.2,1le germe en y de
SnY(A,A,d) est engendré par les inY(f;A,d) ou f parcourt 1'ensemble des
germes en y de section de 1'gdéal g.de Gy, définissant 1'immersion de X

dans Z (au voisinage de y).

Démonstration : Soit R=0, _ P (resp. P') (resp. Q) (resp. J) 1l'idéal
9

de R associé a 1'immersion de W (resp. r_l(Y)) (resp. Y) (resp. X) dans Z
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au voisinage de y. Soient A=R/J, P-P+ J/J9 P =P +J/J, E=Q/J. Ce
sont respectivement les idéaux de A associés a 1'immersion de WN X,
-1 PP

r (Y)NX, Y dans X, Par définition SnY(A,Ayd) ® GX.Y est le noyau du

Oy

morphisme

si 0<ds1,

ba b ,a =i b a =,b=a
;EB]R+(Za+b/d2u P! Q/Za+b/d>u PrUQY) - uéB]R+(Za+b/d2u P Q/Za+‘r,>/d>uP Q)

si 1<d<ow,

b 7270 —b
( P2 PP @ /
uE]R+ Za+‘b/dzu Q/a+b/d Q ElR a+b/d2u a+b/d>u
si d=0,
—p — —ha 1l -1 /— b+l
o 2Qa°P,b/PYb+7Q RILYIN = S 2anqu/P|b+1/6a+1‘P,b/P,b+
(a;b)EN (a,b)EN '
si d=o,
—h —ga 1 — 1
o 2Qb.Pa/Pa+1/{)_b+1°Pa/Pa+1_. S 2QbaPa/I_’a+1ﬁb+ oPa/Fa+
(a,b)EN (a;b)EN

I1 suffit maintenant de se reporter a la définition des formes initia-

les 2.1.8.

Remarque : Les notations sont celles de 3.0.3. Si f1’°‘°’fm est un
systéme de sections de g'y tel que
Jny(454,d) ® OY,y= (inY(f1 s ,d) 5.0, inY(fm 3 A;d)) pour une valeur
G
Y

de d€ [0,»], alors

}y = (flg..o,fm)
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Démonstration : Soit f¢€ J’y . Alors il existe Al"“’}‘m dans grYA;d
tels que

inY(f;A,d) = 5 )\i inY(fi;A,d)
i=1, oo gl

On peut alors relever A. en h, dans O si d#O,oo, en H. dans
i i 7,y i

gr 72 ® & si d=«,en H, dans gr _ 7 ® C _ si d=20
W o, W, ; i 1 o, 1,y
r (Y)
et 1'on a
\)Y(f—Zhi fi;é,d) >\)Y(f;_A_,d) si' 0<d<e
\)Y(lnwfwzHi inwfi) > vY(lnwf) si d=o

vy (in f-yH, in £f.) > vy (in _ f) si d=0
Y r—I(Y) i r~1(Y) i Y r 1(Y)

On conclut dans les 3 cas en montrant que

3 ‘ /A /A . A A — . s,
= =dJ .0 =(f,,,..,£ )0 ce qui entraline la méme égalité avant
) 3}7 Z,y 1’ _,.’ m Z,y ’ q i g '

complétion, puisque & A est fidélement plat sur G .
: L,y i,y

.0.5 Remarque : 3.0.4 ne comporte par de réciproque.

.0.6 Convention : Dans toute la suite, comme dans 2.1.:9; nous choisissons des
’ *‘1 . . .
coordonnées Zys...sZ, SUr T (y), nous identifiens par

1Y_A_’d : grY Wl:Zly e -,Zt] - grY A;d .

Nous écrirons donc 3nY(A,A,d) au lieu de [iY'A’dJ—l(snY(A’-A-’d) )
inx(f ; A,d) au lieu de [iY A,d]-l(inY(f 3 A,d).

1.1 Dans 2.1.9, nous avons défini le polygone de Newton de
fEGZ ¥y par rapport a A. Dans ce paragraphe, nous allons étendre cette
]

notion & un idéal J de Oy v ° I1 s'agit de comparer les 3nY(A,A,d)
, .
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" quand d varie. Les lemmes qui suivent nous y préparent.

3*

Les hypothéses sont celles de 3.0.1, les notations celles de
2.1.9, 3.0.3 et 3.0.6, Dans toute cette section, pour alléger 1'écritu-
re, on écrira in(f,d) au lieu de inY(f;_é,d), on écrira également v(f,d)

au lieu de vY(f 3 A,d) .

Lemme : Soieént 0<d;<d,<« et supposons que Jn,(4,A,dy) CIny(A,4,d,)
au voisinage de y. ‘Si
Mg o =Z 4 FAZAG gry W2y, .00y 2,]
o’ o AeN ;IAl:oco,degFA=[30 ‘;
appartient a 3nY(A,_A_,d1), il existe fejy tel que MBO,oc0= in(f,dl) et
v(f,dz) = v2=oc0 + [30/d2 .

8i dy=w, le méme résultat reste vrai en remplagant Jy par son complété,

Démonstration : Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur Vg .

Si 0<d251, "le plus petit Vo possible est 1, si Isdzsoo, c'res‘t 1/d2 )

si d2=oo, c'est 0. Dans ces trois cas; tout fegy tel que

M = in(f,dl) convient,

B ya

(4] o

Y
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sz . A . .

Enrgeneralr, soit gﬁ}y, g=AZ 1 &y 2 tel que 1n(g,‘d1) ;MB o Soit
€N o’ o

\;1=oc0+[30/d1=v(g,d1) si dl;éO, =ﬁo si d1=0, Soit u:v(g,dz). On a

B<Vge Si on a 1'égalité, c'est fini. Si W<Vg, soit [31 le plus petit
. . t
B pour lequel il existe A€ N~ +tel que vY(gA) =B, (vY(gA),lAI) € Ld2,g .

Soit oy la valeur de lAl correspondante et Ty= Bl+0‘1/d1 si d1¥ 0,

.=[31 si d1=0. On a Vy<Tqgoe Comme 3nY(A,A,d2) CSnY(A,_A_,dI), chaque com-

posante dl—homogéne (voir 2.1.7) de in(g,dz) appartient a SnY(A,_A_,dI),

en particulier

A
M = 3 in, g, Z .
B, ,a XINE _ Y €A
1’71 AeN ]Al_otl,vY(gA)—Bl
Par hypothése de récurrence, il existe h1 E'Jy tel que MBIaOC1= 1n(h1,d1)
et \)(hl,dz) = . Posons g,=¢- h1 )y 81 Ejy’ in(gl,dl) =M307050 et

\)(gl,d2) =>p. Si v(gl,dz) =i, recommengons avec g, la méme construction
qu'avec g. On détermine Bz 1 0oy To et Uy <0y . Au bout d'un nombre fini

’ -’ . . .
d'opérations, on trouvera donc gkegly tel que 1n(gk,d1) _‘Mﬁ(‘;*’g“o y
Vg, dy) >u, puis fe‘Jy , tel que in(f,d,) =MBO’ ) et v(f,dy) =v,.

Supposons maintenant d, =~. Comme ci-dessus, étant donné un g, on cons-
. A . .

trulj, BI 1 Og s Ty gleqy . Si v(gl,w) =, on construit B2 1 %o s Tgs

hzegy et Uy =0y E>2>B1 ’ 1:2>171 de sorte que

nag+By
si O<d}sl, EMZ v si d1=0., La suite
9 ) A
1-limg,, giegy ,
1 1 1—00
M =in(g ’dl) et v(g ,®)>pu. On conclut alors comme plus haut.

B

4] (1)

Ao rTgdy
hzeMz’y sidy 21, Mz’y

g; est donc une suite de Cauchy de ‘Jy, Si g

Lemme : Soiet 0<d1<d25w et supposons que SHY(A’A’dI)CSHY(A’é’dg)

au voisinage de y. Si M[3 =y FAZ GgrYW[Zl,...,Zt]

y O t _ 3
0o’%o AEN,IAI_ocO, deg F,=B_

appartient a SnY(A,A,dz), il existe fe']y tel que M[3 o T in(f,dz) et
o’ o

V(f’dl) =v1=oc0+Bo/d1 o

‘ . A
Si d1=0, le méme résultat reste vrai en remplagant ﬂy par ?y et en

posant v(£f,0) = Bo .

La démonstration duale de la précédente est laissée aux soins du lecteur.



3.

1.

3

a*

32,

Lemme : Les hypothé‘ses sont celles du lemme 3.1.2 . Pour Osdlsd'sd2<co

Y Y

Démonstration : Soient d, d,<d<d, et fE*J/ . Ecrivons f=7g% f, z
1 2 y AENt A

(Bya) ELdz,f comme au lemme 3.1,2,

Considérons in(f,dz). I1 existe M 5
Byo

tels que M

L€ ing(8,8,d)) et in(f,d,) = Bza M
9

Bs Ba °

v

Apres ‘ce lemme, il existe dqnc fBocej'y tel que M,Boc= 1n(fBoc , di) et
\)(fBOC 5 d2) =v(f,d~2). Par suite, MB“= 1n(:t'[306 , d) et

Y Y )
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Considérons maintenant in(f,d). Soit BO le plus grand B pour lequel il
. t

existe A¢ N~ tel que vY(fA) =B, (vY(fA), IAI) € Ld,f .

de IAl correspondante et Vo =0+ [30/d2 . On peut supposer \)(f,dz) =Vg .

Soit oco la valeur

Sinontv(f,dz) <Vg

Ac N° tel que \)Y(fA)=[31, (VY(fA),lAI)ELd

Soit Bl le plus petit B pour lequel il existe

Soit o, la valeur de

2’f. 1

b in, f ZA. Clest

IAI correspondante, Soit M =
[31,051 AE]Nt, |A|=061 SVY(fA)=B]_ Y A

un élément de inY(A,A,dl) et appliquons lui le lemme 3.1.2, . Il existe

A
— 3 — ' 8
h1e‘jy tel que MB1’°‘1_ in(hy,d,) et v(h;,d,) =v(£f,d,). D'oi

A
v(h ,d) >v(f,d) et posant f;=f-h, , flegy , in(f,d) = in(f,,d) et
v(fl,dz) 2v(f,d2).Si v(fl,dz) =v(f,d2), on - reeommence avec f, la méme
construction qu'avec f. On détermine Xy 52 et Bl<[32 . Si d2<w, on

A

trouvera donc au bout d'un nombre fini d'opérations fk Egy tel que
in(f,d) = in(fk,d) et /v\(fk,dz) >v(f,d,). s; dy,=«, la suite {fi}ieN de
Cauchy converge dans ‘}y vers un élément f  ayant les mémes propriétés.
Dans tous les cas, on peut domc supposer v(f,dz) =Vg .

A MB o =g t inY fA ZA , on peut appliquer alors le
0’0 AeN7, vY(fA) =B, |A|=oc0

lemee 3.1.2, . Il existe gle}y tel que MB()’%: in(gy,d,) = in(gy,d) et

v(gl,d2) =V, et on a, si in(f,d) %M in(f,d) = in(gl,d) + in(f—gl,d) .

9

o
Bos%g
On recommence avec f - g4 la méme construction qu'avec f et finalement

on montre que in(f,d) ¢ inY(A,A, dl)

Lemme : Les hypothéses sont celles du lemme 3,1.2*. Pour

0<dyj<d<dy=<e
Y Y Y
La démonstration duale de la précédente est laissée aux soins du

lecteur.
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3,1.4* Lemme : DPour 0<dge, déQ, il existe d' € 10,d[ tel que, pour tout
8efa,dl,

3nY(A9A96) g OY9y = SnY(A9A9d) ® GYyy

Y Oy

(ce lemme s'applique au cas d=e),

Démonstration : Soit (f,, Mo,fm) un systéme d'éléments de ‘}y tel que

SnY(Ag_A_s d) ® G.

Y9y = (ooo?in(fi9d)9ooo)
G
Y

Sur une droite de pente irrationnelle, il existe au plus un point a
coordonnées entiéres non négatives. D'ou il existe d' € J0,d[ , tel que

pour tout 8§ € [d',d], 1<is<m, in(fi,é) = in(f__.l,d)° Ceci reste vrai si

d =, Dans tous les cas, SnY(A,A,d)g GY,yCSnY(A’A-’dV)g OY,y" On
Y Y

peut supposer évidemment d'irrationnel. Soit f¢ j’y 3 11 existe alors

alors (Bo,oco) tel que in(f;d") =% FAZA

t
AEN”, deg(F,)=B , |A|=oc0

A in(f,d') appliquons le lemme 301,2*, I1 existe gE}y tel que
in(g,d") = in(f,d") et v(g,d) = _+ po/d, Sur Ld,g ,

coordonnées entiéres est (Bogao) si d<e, D'ou in(g,;d) = in(g,d"). Si

le seul point a
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d=w, on a de toute fagon in(g,d) = in(g,d"'). Par suite,

SHY(Ag_[_A_gd') ® OY’yCS;nY(A,_A_,d) ® OY’Y . En appliquant les lemmes 3.1.3
G G-

Y Y

et 3.1.3", on déduit le résultat.

Lemme : Pour 0<d<o, de’Q, il existe d" ¢ ]d,oo[ tel que, pour tout
6¢ld,d"],

SnY(ALé’d) C;@ GY,Y = E\snY(Aségé) g @’Y,y .

Y Y
(Ce lemme s'applique au cas d=0).

La démonstration duale de la précédente est laissée au lecteur.

Lemme : Pour 0<d<w; il existe d" € ]d,+o[ tel que, pour tout

8¢ la,a"[,

Jny(454,8) g Oy,y = Jny(a,4,d") g;GY,Y
Y

Démonstration : Soit d'>d ; considérons H,, 1'idéal de

ler e W® O, _1[Z,5...5Z,] engendré par les éléments in(f,d') tels que
Y Y,y) “%1 t
Y
fE'S,y et pour tout 6¢ ]d,d'[, in(f,d") = in(£f,6). On a
HduC:SnY(A’Asé) ® GY,yo D'autre part, si dj<dj, Hy, cHy, . Une suite
@Y 2 1

croissante d'idéaux dans un anneau nethérien étant stationnaire, il
existe d" (on peut le choisir irrationnel) tel que d<d" et tel que,

pour tout & ¢ ]d,;d"], Hy =H;, 5 pour un tel &, on a l'inclusion évidente

d"
Hd,,cf}nY(A,_A_,é) ® GY _ Nous allons montrer 1'inclusion opposée.
G 9
Y
3
D'aprés le lemme 3.1.3 , il suffit de montrer que H D Sn (As4,0) ® &
o) Y o Y,y

Y
pour tout & irrationnel de ]d,d"].
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ah
v
"
al 1u
i
1
o [~~~
ol
I _
'
! : L69f
! I
\ |
By Bo B
Soit f€}7 , T=% f zA et considérons in(f,6). Il existe (B ,a )
y t A o’ o
AeN
tel que in(f,0) =% FAZA , et soit v=oc0+ﬁo/d 9
degF, =B |A] =«

A:
p=v(f,d) si d%O, v=BO, u:invK(fA) si d=0, De toute fagon, p<v.
I1 s'agit de voir qu'on peut modifier f de sorte que p=v, Si p<v,
considérons in(f,d). Soit ay le plus petit o pour lequel il existe
Ac N tel que |A] =, (vy(£,),[A]) €L(d; ). Soit B, la valeur de B

-z in, £, Z% . I1 existe

a, T .t Y A °

Byroyq AENY, VY(fA)=519|A|=a1
€>0 tel que, si d<d+£<§, pour tout d’ € ]d,d+e], in(f,d') =M

ecerrespondante. Soit M

Bi’al

Diou M €H

H
Bysoq

- ° S v}' rd
dee = Hs - I1 existe donc (glgu.ggm) un systéme d'éléments
de j)y tels que, pour 1<i<sm, d<d'=s§d, in(gi,dv) =in(gi,6) et
LSERRRER des éléments de [grYWC? C}ng] [Z] tels que

Y
= T Pi 1n(gi,6)

MB o
1771 i=19 oo 9 M

Or & étant irrationnel, in(gi,é) est bihomogéne de degré (Ai,ui). On
peut donc Xh01s11: I/’l bihomogéne de degre Bl= }\i s Oy =l Soit

A.Z
dans GW,y en piA tel que vY(piA) =By - ?\i . Soit finalement

Pi=2Pi ou Pm’=0 si |A| 7(oc1=u.i et degPiA=[31=-7\i . Relevons PiA

A / ; =
pi=§]piAz et 'g= z P g - On constate que gej,y ’ 1n(g,c5)_MB

. ‘ ol
1=1,,+.;9m 1’ 1
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‘et in(g,8) €Hy . Soit f, = f‘v-,g, fie.g,‘}r , in(f,6) = in(£4,8) car .
oc’1+[31/6>v(f,6,) et v(ff-i;,db*zu.- On conclut.comme au lemme 3.1.2 ,

3.1.5, Lemme : Pour 0 <d<w, il existe d' ¢ ]0,d[ tel que, pour tout 8¢ [d',d[,

SnY(A9A96) é@ Gng = SnY(A9A9dv) 5@ OY,y o
Y Y

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

301,6_)(_ Lemme : Les hypothéses et les notations sont celles du lemme 3.1.5 .

Soit (fl""”fm) un systé:ﬁe d'éléments de ?y tels que, pour 1<i<m,
' <6<d, in(fi,‘a) =in(f,,d") et que
1 7 1 7 — —
(1n(f1,‘d ),,,.,1n(fm,d ) _Hd' = 30y (4,4,8) C;@ G v Alors
, o Y
(in(fl,d),.“,in(fmgd)) = inY(A,Asd) ® OY

Gy

°
9

Démonstration : Il suffit de voir que

9

SI’IY(Ayé9d) ®G’ yc(c-uyin(fi9d)’nv-)
C-
Y

v
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Soit fe’(f , T= T thzA. Considérons in(f,d). Soit B le plus petit
Y AeN 0

. . t
B tel qu'il existe Ac N~ tel que \)Y(fA) =B, (\)Y(fA),IAI) ELd,f .

v! =a+ Bo /d' . On peut supposer d'irrationnel. D'autre part, on peut

Soit

se ramener au cas ou v(f,d') =v', S'il n'en était pas ainsi, on aurait

in(f,d") = ¥ P, in(f.,d') od P, =3P, 7> est un élément bihomogéne
i=19...,m 1 1 1 A. lA

de [grYWg) OY,y] [Z]. Soit piAGOW,y tel que 1nY(piA) = PiA et soit

Y

A

h
ity Z,y’

DY P, fi . On a alors v(\hl,d) >v(f,d) et
i=1,...,m

1=
donc in(f,d) = in(f - hl,d); On conclut alors de fagon habituelle,
Maintenant que v(f,d') =v', puisque d' est irrationnel, on a

M -5 in fAZA = in(f,d') = z Q, in(f ,d")

a Y
Bo’ o \JY(fA)=BO,|A|=on0

A

1...m

ou Qi =2Q;, Z est bihomogéne dans [grYW ® OY,yJ [Z]. Comme précédemment,
A G

Y

. A
soient qi=§inZ EGZ,y et g=1 - 1_12 mqi fi . On a alors

v(g qif.].j‘d)\zv(f,d) et v(g,d) 2v(f,d). Si 1'inégalité est stricte :

in(f,d) = by Qi in(fi,d). Si il y a égalité
i=1,..m

'in(g,d) = in(f,d) - v Qi in(fi,d).

i=1...m 7
Si nous recommengons avec g la méme construction qu'avec f, le o  que
nous obtenons est strictement plus petit que le précédent si d<= , de
sorte que l'on conclut par récurrence dans ce cas, Si d=w, c'est en
fait plus simple}. On a,pour 1< i<m, in(fi,d') =vin(fi,w)~, mais aussi
in(f,d') = in(f, ).

: . e
Lemme : Les hypothéses et les notations sont celles du lemme 3.1.5 .
Soit (fl""’fni) un systéme d'éléments de Iy tels que, pour 1<igm,
d<é<ad", in(fi,é) = in(fi,d") et que
. " . " _ _
((1n(f1,d ),...,1n(fm,d )) _Hd,, _3nY(A,A,6) g OY,y . Alors
Y

(in(fl,d), ...,in(fm,d)) = SnY(ASA,d) g OY’Y o
Y
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Nous sommes maintenant en mesure de rassembler ces informa-

tions,

"Théoréme : Soit A= (X,Z,W;r) une bonne installation en ye XA W. Soit

Y un sous-espace analytique de XN W contenant y. On identifie; pour

\

d
tout de [0,=], CA;Y'a un sous-espace de CW,Y § [CZ W x Y] au voisinage

de y comme en 3.0.1,

I1 existe une suite finie de rationnels 0<1d1<1d2<1..°<3ds<:m telle

que, avec do==0, ds+1==m, on ait

1) pour tout 1<ic<s+l, le germe de C d, en youd, ,<d<d. est
A, Y i-1 i
indépendant de d.- d
Désignons-le par C, y(i) et soit C, y . le germe de CA’lY en y.
2 c, (1) =¢C
) A,Y( ) 8,Y, 0
c 1)=¢C L
AsY(S+ ) & Y s+1-

3) Les coénes C (1),.. A Y(s+1), A, Y, 1000 A Y, sont tous

dlstlncts et il n'y a entre eux aucune inclusion non tr1v1a1e

Démonstration : Soit I un idéal de

&r Z®grYW® O’ = grYW®OY’y[Z19”°9Zt]
Oy Oy Oy

Soit EI={de [0,] tel que 3ny(a,A,d) g oY’y= I}. Des lemmes 3.1.3, et

Y
3
3.1,3 , on déduit que EI est un intervalle (c,d) (éventuellement vide
a*
ou réduit & un point). Des lemmes 3.1.4 et 3.1.4 on déduit que c est
rationnel éventuellement nul, que d est aussi rationnel éventuellement

infini. Du lemme 3.104 (cas d=) on déduit qu'il existe ds<<w tel

que 3Iny(A,4,d) @ O -Sn (8,4,°) ® Oy si d_<d<o., De méme, on
G o, 7Y S
| Y Y
rd ° [ ° 5 _
déduit qu'il existe d; >0 tel que Jny(a,A;d) %OYH’—SHY(A’A’O) g Cy -
' Y

si Osd<d1 ..'0On remarque que dlsds ou bien d1‘=oo, ds=0, ce qui -

signifie que le germe de . C en y est indépendant de d€ [0,»]. Consi-

A, Y
dérons maintenant 1l'ensemble des barnes inférieures cI des EI qui sont
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dans [dI,dS]. Cet ensemble est fini. En effet, il ne pzut admettre de
points d'accumulation au vu des lemmes 3.1.5* et 3.1,5 ., Nous obtenons
donc ainsi les assertions 1) et 2).

Passons a 3). Montrons d'abord qu'il n'y a aucune inclusion non triviale
entre les cdénes C (i) pour i=1,...,8+1. Supposons par exemple qu'il

A, Y

existe 1<1<j<s+1l, tel que CA,Y(I)DCA,Y

supposer que 1 et j sont des entiers consécutifs, par exemple 1= j-1.

*
(j). D'aprés 3.1.3 on peut

Pour simplifier, désignons par Ij-l et Ij les idéaux lés définissant dans
[grYWG® OY,y][Z]’ On a Ij-ICIj’ Mais IJ est bihomogéne. Soit Mjk un

Y
systéme de générateurs de Ij bihomogénes. Choisissons &, et &, irra-

¢

tionnels tels que dj_2<:61<:dj_1<<62<:dj et appliquons le lemme 3.1.2#.
. . e T
I1 existe gke j; tel que Mjk-ln(gk,él). D' ou

IJ.CSnY(A,A,cSI) g GY,y= I
y

On démontre de méme qu'il n'y a pas d'inclusion dans l'autre sens.

j-1- Par suite Ij= Ij-l' C'est impossible.

Montrons maintenant que tous les cones figurant dans 3) sont

distinets. D'aprés les lemme 3.1.3, et 3.1.3", il suffit de montrer

que CA,Y,iiéCA,Y(l) et CA,Y(1+1) pour i=1,...,s. En effetwglg comme
ci-dessus Ii est 1'idéal définissant CA Y(i) et si

9
3nY(A,A,di) ® oY,y= L. SnY(A,A,di)c$ OY,y aurait un systéme de géné-

Oy Y
rateurs M, . bihomogénes et il existerait f--G'j tels que
1] _ 1] y

Mij = ln(fij’di)
Mais alors on pourrait trouver £>0 tel que in(fij,di+e)==Mij , d'ou

IiC:Ii+1 s ce qui est impossible.

Il reste maintenant é'montrer que pour tout i=1,...,s,
CK y,i Dbe contient pas ou n'est pas contenu dans un des autres cdnes
7+ 3¢
de 3). Compte-tenu des lemmes 3.1.3* et 3.1.3 , il suffit de comparer
CA,Y,i avec CA,Y(I) et CA,Y
. . " o_ ’ . 2N .
CA,Y(1+1):)CA,Y,1' Soit d _.di+8 déterminé a partir de di comme au

(i+1) . Supposons par exemple que
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3
lemme 3.1.,5 . Alors, pour & ¢ ]di,d“],

3HY(A9A96) C? Oy9 = Jn (As A, d" )g O Y,y Hd"
Y Y
I1 existe donc f oo f dans j» tels que pour & ¢ ]d,d"], i=1,...,m,
1n(f 6)-—1n(f d") et que H ( 9in(fj,d“),.,.). Alors,d'aprés le
lemme 3.1, 6 on a aussi 3n (A,A,di)éf GY9y==(;_,,in(fj,di),.n.).
Y

Par hypothése, on a 1'inclusion

Oy

Considérons sur gry W o Oy y_[Z] la filtration Z-adique, et désignons
9

Y

par in P la forme initiale d'un élément pour cette filtration

Cw,Y

(1'idéal (Z) définit Cy ¢
9
encore gry W ® Oy y[Z].. Soit fe}y, in,  (in(f,d,)) = in(£,8) pour &
9

Oy W,Y

assez proche de di et plus grand. Par suite

). Le gradué associé a cette filtration est

in (in(£,d,)) € Iny(a,4,d;) ® Oy
Cw,y o, 7Y
’ Y
Ceci signifie que CA Y ic:CC c . Mais une telle inclusion en-
7 A Y, 17 W, Y
traine 1'égalité, donc aussi celle de C . et celle de C (i+1) dont
) AsYsl A, Y

on a vu qu'elle était impossible.
On laisse au lecteur le soin de montrer que les 3 autres inclusions

éventuelles sont impossibles.

Proposition : Hypothéses et notations du théoréme 3.2.,1, Pour

i=1,...,8+1, il existe (fil"°"fimi) un systéme d'éléments de jy
tel que

1) pour d, ,<d<d,, 1<ks<m.,, in(f, ,d) est indépendant de d.
i-1 i i i
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2) pour di=1<d<di’ SnY(Agﬁgd)ée)OY9y=(ongin(fi sd) g .. .)

Y k
D gyl p) © Oy o= Coninlty 1dy ).
Y
SnY(AgAydi) g OY,y= (o c ogin(fikgdi)g ooo) o
Y

Démonstration : Supp@sons d'abord i# 1, s+1, Pour simplifier soit

Ii = SnY(Asésd) g Gng pour di~=1<d< di

Y
Cet idéal étant d-homogéne pour de Jd, ,, d.[, il existe M., =¥ P, ZA
i-=1 i ik n ik
ou P., est de degré Bik dans grYW§ OYsy‘ et |A| =0, tels que
Y
Ii= (°°'9Mik’°°‘)’ Désignons par L6 la droite dans ]R2. passant par le

point (Bik’ aik) dont la pente est =1/6 . Il existe d;—l et di irration-
nels tels que

v < dr
T T

et que les seuls points (B,a) de N2 situés, soit au-dessus de Ld
i-1
soit en-dessous de L et au-dessus de L

v 4 v
di-1 d a3

et en-dessous de L

sont ceux sur L et Ld (voir dessin).
i=-1 i

d

ik|

e e = =« - = - = =

v

e
[
=
—
=
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i i 3 ==v = d°
Appliquons maintenant le lemme 3.1.2, a Mi avec dla-di_=1 et d2_.die
I1 existe fike jy tel que Mik

. . 4 . _ s
cause du choix de di=1 et di, on a aussi Mik 1n(fik,d) pour

d.
i-1
Si i=0 (resp. s+1), on n'a plus besoin d'introduire dy (resp. d;+1)o

k
= 1n(fik9d) pour d¢ ]d%glg d;[o Mais a

<d<d, .
i

*
On applique directement les lemmes 3.1.2 (resp. 3.1.2,) avec (Osd&)
(resp. (déﬁm))a

» . s 4 ¥*
L'assertion 3) est une conséquence immédiate des lemmes 30106* et 3.1.,6 ,

Définition : Hypothése et notations du théoréme 3.2.1, Soit de[0,«],
On dit que d est un tropisme critique de A, le long de Y, en y¢€Y

quand d=0, si les germes en y de CAOY et de CW y X C -1 sont
’ Y Xnr (Y),Y

différents (C est un sous-espace de C qui s'identifie

- -1
XNr (Y),Y r (YV),Y
canoniquement a CZ w X Y. On compare donc 2 sous-espaces de
9
w
CW9Y § [CZ,W % Y)) quand d€ ]0,0[, si d est 1'un des di i=1...,8 du
théoréme 3.2.1 quand d=o si les germes en y de CAwY et de
9

CXﬂW9Y ; [CZ,W % Y] sont différents.

Remarque : Les tropismes critiques sont des nombres rationnels posi-
tifs (éventuellement infini) ; ceux qui sont strictement plus grands

que 1 ne dépendent pas de la rétraction figurant dans A.

Définition : Hypothéses et notations du théoréme 3.2.1. On note dA Y,y
' 9 L9

le plus petit tropisme critique de A, le long de Y en y.

Proposition : Pour que dA Y yj!Og il faut et il suffit qu'il existe
9 9
(flgoocgfm

) un systéme d'éléments de zy tel que, désignant par d, le
1

ler tropisme critique non nul
l1<k<m

1) pour 0<d<d in(f,,d) est indépendant de d avec

1’ 17
1n(fk,d) = 1®le grYWg (ger g G. yy) ol Qk est un élément homogeéene
Y Y

d A
e gry C‘}gw Oy, y
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2) pour 0<d<dy, SnY(AJAgd)g OY9y=(”,91n(fk,d)go.o) .
Y
Démonstration : Ila condition est nécessaire. En effet on se souvient

(théoréme 3.2.1, 2)) que C

(1). Si on se reporte a la démonstra-

Ay Y AsY
tion de 3o2o2sson s'apergoit que, puisque CA Y(1) est le germe en y de
A
C % C _ s, on peut choisir les o P 77 de sorte que P, _, 80it
WY Xne D,y e A]i"A kA
homogéne de degre 0 dgns grYWg;Gnget IA' = Ba . M.k est donc homogéne
de degré %y dans O [Zjﬁ=gr Z7Q® Oy Y,y ¢ On conclut comme dans 3.2.2,.
9
Oy
La condition est saffisante. On remarque que 1l'on a toujours
c°cC xcC au voisinage de y. En effet, si }  désigne
AY WYY Xnr (Y),Y y
1'idéal de G _, ~0 [2] définissant Xnr (Y) dans r (Y) au voi-
(V),y Y,y

= . . A
1 v 1 _
sinage de y, fe:; si et seulement s'il existe f=Sf, z ¢ } tel que

?::zijzA"oﬁ ?A est 1'image de fA par la surjection canonique de GW

s Y

sur O . On a donc :

Y,y
1®inY? = iny (£,0)
D'oud 1'inclusion annoncée,
Mais d’autre part Jn (As0,0) ® O =(...,in,(f ;,0),...). Puisque
o Y,y Y 'k
Y
Y< kgo) =1 Qk, f 740 Donc 1n (f ,0) =1® 1nY fk Par conséquent
Iny (854,00 ® OY c iny (r~ (Y)ﬁX)° gry W e® G J {Z]sﬂce ‘quisassure: que
G 24 G-
Y Y

‘Eﬁ .  x C g aurvoisipage - de.y.
kv W;Y§ N,y

Proposition : Pour que d = ou que A n'ait aucun tropisme criti-

&Y,y
que le long de Y en y, il faut et il suffit que :
1) W soit localement contenu, au voisinage de y, dans X 3
2) il existe d€[0,=] tel que :
d

() CA,Y = CW,Y x C (Y) au voisinage de y.
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S'il en est ainsi, 1'égalité précédente est vraie pour tout de[0,e].

En particulier, on a :

C '_1 =C (Y) au voisinage de y.
Xnr (Y),Y XW .

A,Y,y=°°' Alors il existe

Démonstration : Supposons d'abord que d

(fl""’fm) dans jy_ tels que
1) pour 0<d<o, llskSm, in(fk,d) est indépendant de d avec
1n(fk,d) =Mk€GY,y[Z]'

2) pour 0<d<ow, 3nY(A,I_A_,d)é®OY,y=(...~,Mk,...). Le diagramme
Y

de Newton F(fk,A) est donc comme ci-dessous (voir 2.1.9) :

>

B

. , A .
Soit Vi le degré (en Z7Z) de Mk . Dans fk=2kaz ’ fk.A=O si IAI <v
A

v
On obtient donc 1). De plus fke (2z) k, donc inwfk=| l}: kaZ et
Aj=v
k

k .

finalement

Mk = inwfk®1€ger ® GY
Ow

Pour tout d, on a donc 1'égalité des cénes annoncée. En particulier :

c® =-¢ x C =C x C (Y) au voisinage de y.

Y WYY xaerlm,y  w,YY x,W

'Y
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Réciproquement, choisissons fk dans ?& tels que
Covvs ingf, .. .) définisse gry X dans gry 2 =0y [z].. 1anR® 1e gryZ g) OY,y
w

est non nul si et seulement si dans le développement fk=}:ka zA

il existe A tel que |A|==vk==vw(fA) et que vY(fA)==0. Dans ces conditions

. . _ . . Sa (%

an»fk®1— in(£,,0) _MkEOY,y[Z]' On sait donc que (d'aprés (%))
3nY(A’A’d) = (oo-’ M-k,..o)

Mais la considération du polygone de Newton de fk nous montre aussi que,

pour tout & € [0,0], Mk::in(fk,é). On a donc:

Sny(8;4,d) ® GY,y c 9oy (4, 4,0) ®GY9Y .
. Oy
D'aprés le théoréme 3.2.1, on sait qu'adcune inclusion non triviale
n'est possible. D'ou tous les CAdY pour d€ [0,o] ont méme germe en y.
9

De plus, la condition 1) de 3.2.5 étant satisfaite, d = ,
A, Y,y

Soiént A= (X,Z,W;r) une bonne installation en y, p=(Z,Z,W;r)
1'installation ambiante associée,.AlW::(W,W,W;IdW) la restriction de
4 a W. Pour tout d¢€ [0,»], & Y sous-espace analytique de WNX et a ces

données nous pouvons associer canoniquement une nouvelle installation :

d d d

d
G (CA’Y’ CA’Y’ CAIW,Y’ dr)

A, ¥ T
dr est le morphisme figurant dans 2.1.5.

On peut se demander quels tropismes critiques apparaissent dans ces
nouvelles installations. Nous allons veoir qu'aucun nouveau rationnel
n'intervient (de sorte qu'itérer la comstruction de 3.3.1 n'a pas d'in-

térét) . Précisément, on a la proposition suivante
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)

Proposition : Identifiant C avec C x [C x Y] canoni-
(G d ) W, ¥ Y 2, W w
quement,on a
5 d o
C 4 = C si d ntest. pas un tropisme critique #0 ou
€,y A,y
’ S

= C (i)  si d=4d. et &<ad.
1 1

= CA,Y(1+1) si d=di et di<6
dj
= CA,Y si d= di=6

Démonstration : Dans le premier cas, l'assertion est évidente puisque

gnY(A,A, d) est un XYdéal bihomogéne.
Supposons maintenant d—d et 6<d . Prenant les notations condensées
du paragraphe precedent pour fe ‘c"f idéal de O définissant X,

L,y
in(in(f,d. ) 6) = in(f, d ~ €£€) pour un certain £€>0 dependant de f.

'A

Y5, in(f,d,)

['4

Néanmoins, ceci appartient a 3oy (A,A,d) pour tout d¢ ]d 10 4, [ On
obtient donc 1'inclusion de CA Y(1) dans le cOne qui nous 1nteresse
Réciproquement choisissons un systéme d'éléments (fl"”’fm) de Jy
setisféi‘sant aux conditions 1), 2) et 3) de 3.2.2 pour di-1<d<di .
"~ Alors, pour un tel d, in(f ,d) = in(in(:t‘ d. ) 8). De 2), on déduit que

A Y(1) contient le c6ne que nous vouions determlner
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Ils sont donc égaux.

On laisse au lecteur le soin de traiter les 2 autres cas.

Corollaire : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation en yec XN W.
Alors c'est une bonne installation dans un voisinage de y:sur XOW.
Soit Y un sous-espace analytique de WN X contenant y. Il existe {2, un
voisinage de y dans Y, tel que, si x€(, la suite des tropismes criti-
ques de & le long de Y en x soit extraite de la suite des tropismes
critiques de A le long de Y en y

> d ¥xec( .

En partlculler, dA,Y’X A’Y!y

Démonstration : Soit d.,...,d 1la suite des tropismes critiques de §
1 s

le long de Y en y, différents de 0 ou ». Choisissons 6 <inf di
. - ) - .i=1,...,S
et €¢>0 tel que 2e<inf (d, ., -d.) . Draprés 3.3.2,
R i+l i
1=1,...,S—1
d.-¢
i=1,ono’s C 6 =C 1=

e,y ¥ 4%
9

au voisinage de y dans Y.

En un point x de ce voisinage, ou bien di est tropisme critique et le
o d;-&}
germe en x de C (16 -ct pour tout €' assez petit, est aussi

a,Y

A,Y
rait donc dans [di- e,di[ . Ou bien di n'est pas:/tropisme critique et
d.
le germe en x de C ‘16 , égal au germe en x de CA:;., est aussi
. b

1
c’,Y’ Y

A
di=€
égal au germe en x de C " ° , Dans ce casy il n'y & wucun tropisme

égal au germe en x de C . Aucun tropisme critique nouveau n'appa-

9
critique en x dans [di:g,di].

Par un raisonnement analogue, on construit un voisissge de y dans Y,
tel qu'en tout point x il n'y ait aucun tropisme critique en x dans
]di,di+e[ .

*
On déduit maintenant des lemmes 3.1,3* et 3.1.3 un nouveau voisinage
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de y dans Y tel qu'aucun tropisme critique nouveau n'apparaisse dans

[di+€,di+1- €], i=1,...,s, et aussi dans ]O,dl-e]vet [ds+a,w[.
0 dl_E

En effet CA v et CA vy qui ont méme germe en y, ont encore méme ger-
’ E 9

me, surtout un vasinage. Finalement on a construit un voisinage de y
sur lequel aucun tropisme critique nouveau différent de 0 ou « ne

peut apparaitre. Maintenant si 0 (resp. «) n'est pas tropisme critique

c,® C C . ¢
eny, C,'y et W,Y § an_I(Y),Y (resp CA,Y et CXﬂW,Y ; Cr'l(Y),Y)

ont méme germe en y. Ils conservent aussi méme germe sur un voisinage.

3.3.4 Un exemple illustrant 3.3.3 sera donné en 11.2.3.

¥*
¥
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§ 4. LA d-FONCTION DE SAMUEL D'UNE INSTALLATION

R e e e e e e e e e e e e =

Définition : Soient A/S::(ﬁ,Z,W; r) une S-installation, x un point
de XNW, s son image dans S. Soit d€ ]0,e[ .

On appelle d-fonction de Samuel de A/S en x et on note H (d) 1'appli-

A/S;x

cation de R' dans N qui a p associe ranngA/s(x)

Pour simplifier,on notera H (u,d) sa valeur en .

A/S,x

Si A est une installation au-dessus d'un peint, on notera HA x(d).
By

Remarque : Soit A(s) =sx A l'installation, au-dessus de s, fibre de
S
A/S. D'apres 1.39, remarquant que x X X=xXx sx X=x%xX(s) =X(s) car il n'y
S s S 8
a pas d'extension résiduelle en géométrie analytique, on a

H (d) (d)

A/S, x Hy (o), x

Remargué : De 1,20, on déduit que

H (1) = H

A/S, x X/S,x Hy(s),x

C'est la fonction de Samuel relative usuelle. A noter cependant qu'ici
RN . + .
on la considére comme fonction de R dans N, sa valeur en y non entier

est égale a sa valeur en [p7], la partie entiére de pu.

Remarque : On a :
H (p,d) = ¢ rang [gruA(s);d]
A/S, vE]R+,v5u t X

(Tous les termes de cette somme sont nuls saif un nombre fini d'entre

eux) .
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4,1.5 Définition : Pour i€ N, i>1, on pose

4.1,

6

B () =H () =H . 4 (@
a/S;x AxC T /S,x A(s) x € y X
(voir 1.25). o
Pour mémoire ax € 1/s= (xx ¢t L, zxeil, wxel™l, rx1aet™h, v

comme S-installation.

Proposition : Pour i N, i>1, on a

i+1 i
Y (p,d) = ¢ H (u=j/d)
a/8,x JEN, 0xjsdy  B/Six

Démonstration : On montre tout d'abord que

c di ¢ 4 xebl osiT
A(s) x @7, x A(s),x

sur Cl, la structure d-graduée sur [gr’x A(s);d][Tl,...,Ti] est celle

...,T. est un systéme de coordonnées
1’ H i .

qui, 4 un élément Qg TB, ol Qg est homogéne de degré v, donne le degré
v o+ ]Bl/d.v Ce fait est évident si A est une installation ambiante en x
(cf. 2.1.5 et 2.1.7).‘0n7vérifie ensuite que 3nX(A(s),A(s),d) engendre
Snx(A(s) x ¢, A(s) x €*,d) dans [grxA(s); d](T]. On a alors

b jri-11
H i (wd =3 rangm[grxA(s)sd]X( )
A(s) x €7, x heR", je N;h+j/dsp i-1
( j+i—1) /
=75 H (p-j/d,d)
SeN,0gjedp\ i-1 | 8(s8),x

Les propriétés élémentaires des combinaisons permettent d'achever la -

vérification.

Pour abréger les notations dans 4.1,6, nous utiliserons le
produit de convolution. Nous remarquons que si on définit, pour une
S-installation A/S, la fonction caractéristique en x comme 1'applica-

tion G X(d) de B* dans N qui & u associe rang, gri A(s);d, on a :

a/s,
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i+l

4.1.8 ieN, i1, B s, x

i

On rappelle que (€¢) = (C,¢,¢; IdC).

1

1
4.1.9 H {(d) = H d) *G d) .
Ce n'est autre que 4.1.4,.
4,1.10 Soit A/S une installation ambiante en x, A|W= (W) = (W,W,W;Id W),
on a
B (@ - B, * G ()
5/S,x r (x),x A|lw,x
_ gl () * 6 _,
AlW,x r (x),x

Démonstration : D'aprés 2.1.7, grxA(s);d==[ngAIW(s);d][ZI,...,Zr]

On a donec

G () = 6 (d) *6 _, :
A/S,x alw/sS,x r (x),x
On en déduit les 2 égalités de 4.1.9 en remarquant que H%x} x (d) est
9
la fonction constante égale 4 1 et ne dépend pas de d, en se souvenant

de plus que le produit de convolution est associatif.

4.2.1 ' Nous allons maintenant étudier la variation en fonction de
de[0,0]), de la &6-fonction de Samuel de Gﬁdx (3.3.1), Le théoréme sui-
H

vant va préciser, de ce point de vue, la proposition 3.3.2,

4.2,2 Théoréme : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de WNX., Soit 6 € ]0,o[ un réel fixé. Soit dysenesdg la suite des tro-

pismes critiques de A en x qui appartiennent a ]0,o[ .
+
Sur IHR s ensemble des applications de R dans N, on considére 1'ordre

produit.
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+

H dans N tel que

I1 existe Hl""’ srl

e si 6 € ]di, di+1[ y on ait

s+1

. . ( =
pour 1<j<i, de [dj—l , dj[ Hj
defd;, d; 4] H 5 (8 { - B
C y X
A,x
i+l<ks<s, de ]dk ) dk+1] (= i1
avec H1>H2"">Hi+1<Hi+2<""<Hs+1
4
Hg,1
]
|
T [} [}
‘ Hi+1i :
! + ° '
: . - !
! : - :
i 1 [} ! S
dg dj 3 dij1 dy
e si d =di’ on ait
1< j<i defd, d. (= H,
pour Js1i, €l j-1° J[ j
= = d'
d di HC', d x((5) { HA,x( i)
A,x’
iskss,  deldy, d 4] ' = it
avec E,[1>H2>...>Hi = HA,x(di) = Hi+1'<Hi+2< .. <H
Hg
]
]
]
, H1‘ |
S Hi 1 E '
P
. i o
! ! ] 1 ] -
dy d'i—‘l dia— d:i+1 ds
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Démonstration : Posons, pour 1<i<s+l,

C’/A’x(i) = (CA,X (i), CW,XXCZ,W >v; X, Cw,x;dr)
et
H. =H . (8)
i GA’X(l),x

De 4.1.9 et 3.3.2, on déduit toutes les égalités énoncées dans le théo-

a,x (40

réme sauf dans le cas ou 6=d., H.=H, ., =H
R i i i+l

e Montrons maintenant ce point :

Ecrivons I=in_(4,4,d,). Par définition

Hy x(Hidy) = rangm[@

9 grb W[Zja - rang, |®
(a,b)eN ,a+b/dis )

1
x vE]R+,vsu \]
ol grz W[Z]a désigne les éléments de la forme ZPA 7t avec |A| = a,
deg PA=b et ou Iv est la composante homogéne de degré v de I qui est

(i) est défini par

un idéal d.-gradué. Toujours d'aprés 3.3.2, C
i A,x d

1'idéal bihomogéne de gr, W[Z] engendré par les inx(P, GAIX y 0) (qui
’

n'est rien d'autre que la forme initiale de P pour la graduation

-ﬁ-adique de gr W[Z] avec N= @& grzw (cf. 2.1.8)) lorsque P parcourt
b=1
1'ensemble des éléments homogénes de I. Désignons cet idéal par in(I,0)

et sa composante di-homogéne de degré v par inv(I,O). Alors :

Hi(u) = rang‘ll:@ PR veu
ki

b .V
gr_ W[Z] | -~ rang,|® in (I,0)
(a,b)€N2,a+b/di5p. X a ¢

Soit

: b
A = gr_ WZ]/I+[® gr_ W[Z)
W x / ( (a,b)e]Nz,a+b/di>u x a

C'est une C-algébre dont la longueur est H x(u,d;l). Si, pour v <y,

&,
Pc¢ Iv , in(P,0) = inﬁPE inv(I,O) , réciproquement, si Mg inv'(I,,O) y

M=in(P,0) ou Pe¢ Iv .
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Par conséquent

R
grs A gr_ W{Z]/in(I,0) + gr_W[Z)]
N7 T // (a b)eN’,a+b/d >u x a

C'est une @-algébre dont la longueur est Hi(u).

Mais, si A est un anneau de longueur finie, son gradué associé, graA,
pour n'importe quelle filtration est un anneauAde longueur finie et
ces deux longueurs sont les mémes. C'est une conséquence du théoréme
de Jordan-H8lder. On a donc

Hi(u) = H ,x(u,di)

On montre de méme que :

Hipg 0 = H, o (uhdy)
e Passons maintenant & la démonstration des inégalités.
Nous allons montrer que si d.<6, H,>H.

j+1°
Ecrivons I==1nX(A,A,dj). D'aprés 3.3.2, CA,x

(j+1) est défini par
| ‘ d,
1'idéal bihomogéne de gng[Z] engendré par les inx(P,Cﬁ‘L, ®)

_’ .
(cf. 2,1.8) lorsque P parcourt l'ensemble des é1léments homogénes de I.
De51gnons cet idéal par in(I,») et sa composante 6-homogéne de degre \

par in (I »), Alors

(u) =" (L,8) - rang, |® in’ (I, )
J+1 A,x ¢ véIt,vsu
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Soit

b
A =gr WZ]/I+[® : gr_W[Z] .
H x / ((a,b)eNz,a+b/6>u x a

Soit T 7, A“ le gradué de Au pour sa filtration (Z)-adique.

gr(yy 4, = er, W2])/in(1,) +(‘ea

b
gr_W[Z]
(a,b)ENz,a+b/6>u X a)

En effet, il suffit de voir que la (Z)-forme initiale d'un élément

R+S ou Re I, S¢o gr:W[Z]a est dans

(a,b)ENz,a+b/6>u
in(I,®) +® ) groW[z]_, et il suffit méme de se limiter
(a,b)eN",a+b/6>p
au cas ou in(Z) R= in(Z> S. Mais alors, I étant dj-homogéne et dj étant
inférieur ou égal a &, R est dans @ grz W[_'Z:)a .
a+b/6>u
a

On a donec, toujours d'aprés Jordan-H8lder

AL X (j) est défini par 1'idéal bihomogéne de
H
d

gr, W[Z] engendré par les inX(P, C'/A Jx , 0) lorsque P parcourt 1'ensem-

L
ble des éléments homogénes de I. Soit in(I,0) cet idéal, in¥(1,0) sa

De méme, d'aprés 3.3.2, C

composante 8-homogéne de degré v,
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Alors :
H, (p) = HA (p,8) - rang, | ® in”(1,0)
J £ X ve]R , VS
Considérons maintenant grﬁAu o N= & grz W. On a une surjection cano-
b=1
. nique,
9, ¢ er, W[z]/in(I,0) + gr W[Z]
W (a,b)eN ,a+b/6>p
On en déduit finalement que : H. () > lgegr=A =1gA (p) et il
q j H g gry L g M J+1 k)

y a égalité si et seulement si ?, est un isomorphisme.
Supposons qu'il en soit ainsi. Soit P¢ I, d.-homogéne. Alors

P-3x P, Z" ot degP, =d, (v.- |A]) si v. est le d.-degré de P.
A A A ] J J
A

Soit Q=7% PAZ et R=P-~-Q.

A, |A]|+deg P /6>p

A

v

On a donc

ingRe€ in(I,0) + grz W[Z]a
(a,b)EN ,a+b/6>u
Tous les idéaux intervenant étant bihomogénes, il existe SIE I,
dj-homogéne de degré Vj tel que ing R=ing S Soit R1=R- 81 ’

N NT1°

\’-I\-I(Rl) <\)I—\I-(R). Soit P;=P-5;,. On constate que P, €1 est dj-homogéne
de degré vj et que P1=Q+R1 . On recommence avec P1 la méme construc-

\
tion qu'avec P ; par récurrence sur v-N-(Ri), on montre donc que Q est
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2.

.2,

3
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dans I, Puisque R=P-Q, on obtient donc finalement que R est dans I.
Si donc, pour tout v <y, Hj (v) =Hj+1 (v), les considérations précéden-

tes entrainent que si PE€TI et si PE€® grz W[Z]a, P est

(a,b)eN29a+b/6sp
somme d'éléments bihomogénes, tous dans I.

Si on avait Hj=H'+1 , I= inX(A,A,dj) serait donc un idéal bihomogéne.
x (j) =¢C

De 3.3.2, il résulterait que C ¢ (J+1). Clest contradictoire.

A, A,

¢ On montre de méme que, si 6<dk, H <H 4

Remarque : Au cours de la démohstration de 4.2.2, nous avons obtenu
le raffinement suivant. Soit dJ.<6° Si; pour tout v € R" , 0sv=y,
Hj (v) =Hj;1 (v), alors 1'idéal engendré par les éléments de in(A,A,dj)

qui sont dans & grb W[Z]a est bihomogéne.

(a,b)€N29a+b/dsu

Corollaire : Hypothéses de 4.2.2, On a

H (8) <H (&) * G _
A, X A]W,x XNr (x),x

Les assertions 1) et 2) sont équivalentes,

1) H (8) =H (86) *G _
Ay x A]W,x XNr (x),x
2 b<d
) < b, x
N
, ——
H2 [} :
Hy ! I
3 :
d1 d2 ......
N

Ay x
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En particulier, si 6=1, on a

H <H * G

3) H =H *G _
X,x  W,x XNr "(x),x
4 1<d
) =d, x
Démonstration : On a toujours H 5 (6) <H o (8) . On a déja
CA’X,X Cﬁ’x,x
remarqué que le premier membre de 1'inégalité n'est autre que HA X(é) .
. o 0 o o ’
D 2utre part (3.3.1), cﬁ,x = (CA,X’ Cé,x’ CA|W,X’ dr) et (3.3.5)
cC~ cC xC 4 . Désignant par & 1'installation
A’x W7x an (x),x
(c xC 4 , C xC _4 y C 3 pl), on obtient
W, x XNr “(x),x W, x r (x),x W, x
H (8) <H_ (&)
GAsx’x Cx
or H (&) =H &) *6 4 , ce qui conduit a4 1'inégalité annon-
C,x AW, x XNr~ T (x),x

0‘_= C x C et si,

cée, 11 y a égalité si et seulement si C 1
Ayx  W,x  Xnr T (x),x

lorsque & n'est pas un tropisme critique, 6<:d1, lorsque 6 est tropis-
me critique, & = d1° Ceci exprime exactement que 0 n'est pas tropisme

critique, i.e. d X::d1 et que 6<d

A, Ayx °

Corollaire : Hypothéses de 4.2.2. On a

H (8) <H (8) * G

-1
Asx (WnX), x r (x),x
Les conditions 1) et 2) sont équivalentes
1) H (6) =H (8) * G 1
Ayx (WnX) , x r (x),x
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2) & est supérieur ou égal a tous les tropismes critiquesde A en x.
En particulier, si §=1, on a
H <H * G

X, x wnX, x r_l(x),x

Les assertions 3) et 4) sont équivalentes :

3) H =H * G -1
X,x  WnX,x r (x),x
4) 1 est supérieur ou égal 4 tous les tropismes critiquesde 4 en x,
Démonstration : On a toujours H 5 (8) <H (8). Par définition
aA’X ' X A,x X
o2} [e-] @© ©
— . !
(3.3.1), cA,X_ (CA,X y C_g,x y CAIW’X 3 dr). D'autre part,
c” cc x C

A, X wNX, x r_l(x),x

On peut s'en convaincre en considérant les idéaux comme dans 1'asser-
tion duale en (3.2.5). Remarquons aussi qu'on a une surjection canoni-

que

gerHX% ngﬂXX6® cC —>gr ngﬂXX = gr A
wnX, x

(cf. 1,23 et 1.26), Mais on a aussi une surjection canonique

-1
gr r (x) = ngZ ®C —engﬂXX ® t

Ow Swnx, x
Ces deux constatations entrainant 1'inclusion annoncée. Désignant par

¢ l'installation (C x C , C x C , C 3 py)s on

wnx x r-l(x),x W, x r—l(x),x W, x

obtient

H (&) sH, (8

@A,ng Cyx
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Or H (8) =H (8) ¥ G _y . Regroupant ces égalités et iné-
&, x (WNX) , x r T (x),x

lités, on obtient donc :

H (8)sH (8)* G _4
A,x (WnX) , x r (x),x

I1 y a égalité si et seulement si C ° =C x C et si, lorsque

Ayx  WNX, x r-l(x),x'
 n'est pas tropisme critique, 6>>ds, lorsque & est tropisme critique,
6==ds. Ceci exprime exactement que » n'est pas tropisme critique et

que & est supérieur ou égal a tous les tropismes critiques finis.

3
3 3
3
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§_5. _d-TRANSVERSALITE

5.1.,1 Théoréme : Soient A=v(X,Z,W; r) une bonne installation, Y un sous-
espace analytique de WNX, x un point de Y. Soient A= (Z,Z,W;r) et
AlW= (W, W,W; TdW) . Soit d€ ]0,»[ un réel fixé. Soit

dr : C_A_(,lY‘—’ CA!?V,Y .le morphisme canonique. dr-1 s'identifie alors a
C .
r_I(Y),Y

Les conditions suivantes sont équivalentes

d d
1
) CA,Y_.)CAIW,Y

est plat en x ;

2) (,iY n dr—l(Y)—>Y est plat en x et d d ;

CA A:Y$X2

3) CAdY N dr_l(Y) —Y est plat en x et le germe en x de
’

gry Al W;d
Tor 1 (grYA ;d, OY) est nul ;

4) 3) +¢C dY nar o = ¢ _1 ;
&, Nr~ (), Y

5) CAdY n dr_l(Y)—iY est plat en x et le germe en x de
’
gry Asd

-1
Tor 1 (grYA ;3 d, gry r (Y)) est nul ;

6) Soit = @ gry W.
i=1

d -
CA Yﬂ dr 1(Y)%Y est plat en x et
’

[SnY(A,_A_,d) ® OY,XjIﬂ [,,7‘ grY_A; d ® OY,X] =
Oy Oy
[(Sny(8,4,d) . F. gryn;d] © G

Oy

3
s X
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7 CAdY N dr-l(Y)-—;Y est plat en x, et pour tout pe N,
9

P . _
[gnY(A,A,d)C;@GY,X] N [J -grYé,dgG A =
Y Y

[SnY(A,A,d) P gry A d]g OY,X ;
Y
o)

e}
8) Pour tout 8¢ [0,d], CA,Y—_)CAHV’Y

est plat en x ;

9) Il existe un voisinage U de x dans Z tel que, pour tout

5€[0,d], tout yeUNY, C 6

) .
A,Y—*CAIW,Y | soit plat en y.

10) CAdY N dr 1 (V) —Y est plat en x.
Y

Soit j 1'Tdéal de G, définissant 1'immersion de X dans %
(au voisinage de x), et soit ‘}X son germe en x. Il existe (fl""’fm)

un systéme d'éléments degx tel que

i) pour 0<86<d, l<k<m, in(fk, ) est indépendant de & avec

1n(fk , 8) = 1®Qk€ grYW ® (ngZ ® & X) ou Qk est un élément homogene

b
Oy Ow

de ngZ ® GY,X ;
Cw

ii) pour 0<d<d, SnY(A,A,6)=(..., in(fk, 8)y ..u) .

Si 1'immersion de Y dans W est réguliére en x, chacune de ces condi-

N

tions est équivalente a

11) CAdY n dr_l(Y)———>Y est plat en x et 1' immersion
’

d -1 d
c

A, Y N dr (Y)—-»CA’Y
dans W en x. Si Y=x, on a toujours

est réguliére en x, de codimension celle de Y

H X'(d) < H

A, alw,x (D *E

A xnr T, x

Chacune des conditions précédentes est équivalente a
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12) H (d) = H
x

By yw,x (D * G

Xnr T(x),x

5.1.2 Définition : Les hypothéses et notations sont celles du théoréme 5.1.1.
Si 1'une des conditions 1) a 12) est satisfaite, on dit que 1'installa-
tion A est d-transverse le long de Y en x‘, On dira aussi parfois que r
est d-transverse 4 X le long de Y en x dans Z. Si d=1, on dira trans-
verse au lieu de 1-transverse. \ '
Nous allons maintenant passer & la démonstration du théoréme 5.1.1.
Elle se fera suivant le schéma logique suivant

| |

11) & 1)e=3) & 5) o 6) 9) —8)=21) {2) & 1)}+1)=>9)
4) 7)

On prie le lecteur de se reporter tout d'abord au critére de platitude
(0. ) qui sera appl_i_qué avec A=grYAIW;d identifié a gry W d'aprés
2.1.7, M=grYA;d, I=Jd.

Les lemmes qui suivent seront utilisés pour montrer les différentes

implications,

5.1.2.1 Lemme : Soit A un anneau local complet pour la topologie définie par
son idéal maximal. Soit AllZ,, _..,Zt]] un anneau de séries formelles.
Soit B=A[[Z]_,...,Zt]]/J un anneau quotient de A[[Zl,...,Zt]]. Soit I
un idéal de A. Alors le A-module B est idéalement,séparé (0,..) pour

la topologie I-adique de A,

Démonstration : I1 s'agit de montrer que, pour tout idéal ¢ de A,

QC®B est séparé par la topologie I-adique. Or, on a la suite exacte
A

a2 2 a0 A[[2]] 408 B—0
A A A

et, A[[Z]] étant plat sur A, @ ® A[[2]] =0 . A[[Z]] est un idéal de A[[Z]].
A
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Soit FenNI".a®B, alors il existe, pour tout n, fne 1".a. Al [Z]]
n A
tel que I‘=¢(fn). On a donc fn-fOEKer¢=Imq>=J.a .A[[Z]]. D'ou

£ en(I.a.A[[2]] +M" . A[[Z])] ou M est 1'idéal maximal de A .
n

Tout idéal de A[[Z]] étant fermé pour la topologie définie par son

idéal maximal
foeJ.a.A[[Z]] .
D'ou f = $(£) = 0.

5.1.2.2 Lemme : Soignt A un anneau, A[ZI""’Zt] un anneau de polyndmes,

B=A[Z1, .. .,Zt:]/fi un anneau quotient de A[ZI’ .. "Zt]' Soit N un A-module

Tor?(B,N) = TorA[lz:] (B,N® A[Z])
A

Démonstration : De la suite exacte (de A-modules)

() 0—>J—>A[Z]—>B—0
on déduit une suite exacte (de A-modules)
0—>Tor‘%(B,N)—>J®N—>A[Z]®N—>B®N—>O

A A A

car, A[Z] étant un A-module plat, TorliL (A[Z],N) =0 .
On peut aussi considérer (%) comme une suite de A[Z]-modules. On obtient

alors une suite exacte (de A[Z]-modules)
OﬂTorAEIZ](B,N®A[Z])-.J ® (NQA[Z]) - A[Z) ® (N®A[Z])-B ® (N®A[Z]) -0
A ATZ] A A[Z] A ATZ] A
car TorAEIZ](A[Z],N® A[Z]) =0.
A

Mais d'aprés la commutativité et 1'associativité du produit tensoriel,
les deux derniéres suites sont identiques, ce qui prouve 1'égalité

annoncée.
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5.1.2.3 Lemme : Soiént A un anneau, I et J des idéaux de A. On a
A
Tor;(A/I,A/J) = INJ/1.J

Démonstration : On a les suites exactes

0-I-A~A/Ia0 ,
0 —‘3>Tor‘i‘(A/I,A/J) —I®A/J —=AQA/J —A/I®A/T —0
A A A

Celle-ci s'identifie a
0—=INJ/I.J—I/1.J—=A/J—>A/T+J—0

5.1.2.4 Lemme : Soit

un diagramme cartésien d'espaces analytiques, ou les fléches horizon-
tales sont des immersions. Soient yo un point de Y2 s yq son image

dans Y1 . Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) X, =X, est pla’p en y,

2) Y,—Y, est plat en y; et 1'immersion de Y, dans X, est régu-
liére en Yo avec dim X2 -dim_ Y, =dim Xl—dim Y1

Yo Yo 2 Yq Y1

Démonstration : 1)=2). On sait bien qu'un morphisme plat le reste

par changement de base. D'autre part, soit A1 (resp. A2) 1'anneau local
de X1 (resp. X2) en y, (resp. y2). I1 suffit de voir que, si feA1 est
un élément régulier de A, son image dans A, 1l'est aussi. Or, la mul-
tiplication par f est un isomorphisme (de Al—modules) de A1 sur fA1 .

La multiplication par f®1 est donc un isomorphisme de A1 ® A2 sur
A
1
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fAI f A2. Mais A2 g
1 1

Par conséquent, 1'image de f dans A2 est non-diviseur de zéro dans A2 .

étant plat sur Al’ fA1 ® A2 s'identifie a f . A2 .

2)» 1), DPassons a la situation géométrique algébrol-
de correspondante (i.e. remplagons tous les anneaux locaux par leur
complété pour la topologie définie par leur idéal maximal). Ceci

"
n'affecte pas les hypothéses et il suffit de montrer que A2 est plat

A

sur Kl . Seit I, 17idéal de 31 définissant 1'immersion de ; dans X,
A
au voisinage de ¥q 3 Ilﬁ‘2 est celui définissant ?2 dans X2 au voisi-

nage de Yoy - Soit

o 1/{ /I /A ® K A ﬁ
: gr — g
212K/I Ill 11A22
1771
l"homomorphisme canonique surjectif.
A N A A
Soit n = COdlmyl(XI , Y1) = codlmyz(X2 y Y2) .
N
Les immersions Y, -X, et §' - X étant réguliéres, gr .\
1 1 2 2 I1 1
(resp. gr, 2 A) s'identifie & un anneau de polynomes A J1,[U,y...,U ]
I, A "2 1/ 71-"1 n
L 1z
(resp. A2/I1 A2|:V1,.“,an‘|) . On a donc
A /1,4 U U A /T, A [V v
o3 Ag/Ty AglUgs e os U1 = Ap/ Ty A1V45 -0V ]

un morphisme gradué de degré 0 surjectif. Soit A la matrice nxn telle
que ” OL(Ui)H =AHViH , soit A celle obtenue a partir de A en envoyant
les coefficients sur leur image canonique dans € =corps résiduel de
1'i2/11 1’1:2 . A définissant une application surjective de t" dans ¢ défi-
nit en fait un isomorphisme. Le déterminant de A est donc nul, et celui
de A est donc une unité dans 32/11£2 . o est alors un isomorphisme.

A A
Ceci suffit a prouver la platitude de A2 sur A1 d'aprés le critere
(0. ). En effet les hypothéses de 5.1.2,1 sont satisfaites avec
AR et B=4,. A

une suite exacte

5 étant 1'anneau local d'un schéma algébroide, on a

A
m[[ZI, o o .’Zt]]‘ﬁAz "30
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N N
Combinant avec le morphisme A1 —>A2, on obtient un diagramme commuta-
tif

A A
A,002y,...,2,0) >4,

ou la fléche horizontale est encore surjective.

Passons maintenant a la démonstration des implications du

schéma logique.

¢ : D=24)23), 1)=2), 1= 7) = 6)

Appliquons, comme nous l'avons énoncé, le critére de plati-
tude (0.4,1 ). Nous obtenons

d -1
ay : CA,Yn dr "(Y) —Y est plat en x ;

ag le germe en x du morphisme canonique

(gry W) 5& grYA;d/J". gry bsd—s gr‘FgrYA;d
Y

gr(F
est un isomorphisme ;

gryh|W;d
ag : le germe en x de Tor 1 (grYA;d, GY) est nul ;

gr W

: Y . P
ay le germe en x de Tor 1 (grYA,d, grYW/uV ) est nul.

De a,, en se souvenant que I gry b;d est 1'Idéal de grYA;d définis-
-1 d d
sant dr (Y) N CA,Y dans CA,Y , que

d d d d
3.3.1 = od
( ) Covy = (Cuy s Cavy s Calw,y s T

qu'enfin, pour une installation quelconque, A= (¥,2Z,W;r), et un
sous-espace ﬁé de WNX, on a défini (1.26)
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- gr, A;0 = gr%gr -1 X
b rlan
nous déduisons qu'on a un isomorphisme canonique :
gry W @ grYA;d/d”. gry bjd —egry A,y ; 0
Oy
(car ETRETr y A;d étant déja bigradué, il s'identifie a

d
gry gr  _ C )
Yo rartyyne, . &Y

A,Y

~ou encore un isomorphisme canonique :

o x d -1
C a —»CW,Y 8 CA,Yﬂdr (Y) .
C oY — :
A, Y
] S . [ . . S .
Or d'apres 3.3.2,» si d€ ]di, di+11’ C a s'identifie a CA,Y(1+1)'
, e .y
A,Y

Nous avons donc une identification canonique

d #»"\—1
(1+1) —-—->Cw A v dr (Y)
‘au voisinage de x. Mais ceci n'est possible qu'avec i=0. En effet,

si 8¢ ]di , di+1[’ 3nY(A,_A,6) ® OY,x est engendré par des

OW )
ngZ%GY,x 2GY,x[Z1"\"’Zt] . Il existerait donc (fl""’fm) dans
}x tels'qﬁe, ‘pour &' € [0,d [, k=1,...,n, in(fk,()')=1®Qk , ce qui
éntrai'ne que C (1+1)DC (1) On a alors 1—0 d'aprés 3.2.1,3).

1®Qk€ grYW ® [ngZ ® QY x] , ‘01‘1 Qk est un élément homogene de

Ceci montre que dE Jo,a ] et que

d -1
(1) —c ; C, ynar \(Y)

oY w,Y

est un isomorphisme au voisinage de x. Comme dans 3.2.5, ceci entraine

a son tour que C, (1)=¢C, D x C et donc 1'égalité.
&Y by WY T vy, x
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C'est que le ler tropisme critique d n'est pas nul, il vaut alors

A,Y,x
d -1 ~
xzd) et que CA’Yﬂdr (Y)=c

d, (a'on a .
1 B,Y, xne~ 1Y),y

Combinant ces résultats avec x, et ¥4, NOUS Venons donc de voir que
1)= 2) et que 1):4):3). A
Revenons maintenant 5 oy Appliquons 5.1.2.2 avec A==gnYW, B==grYA;d,
N=grYW/d’_p. (On a grYA;d”grYW[Zl,...,Zt]). On obtient que le germe
en x de
gryb;d _
Tor ¥ [gr,, 83d, gr, WAF® ® gr_ W[2Z]
1 Y Y Y
grYW
est nul,

Appliquons maintenant 5.1.2.3. Ceci donne

%

[SnY(A’_A_,d) P gry Ajd] C;@ OY’X .
Y

Nous avons ainsi obtenu 1)=7) et 7)=6) est immédiat.

Izm(a,é,a)%%’x]n[jp . gry 851 ® GY’X:I _

B:86)=5), 5)=3)

Comme ci-dessus, la lére assertion est conséquence de 5.1.2.3,

la 28me de 5.1.2.2.

Y o: 3)=1)

I1 suffit encore de montrer la platitude apres passage aux
complétés des anneaux locaux considérés. L'hypothése. 3) reste valable
aprés complétion. Le lemme 5.1.2.1 permet d'appliquer le critere de

platitude (0,4,1);

5 : 2)=10)=6)

La premiere partie de l'assertion est la proposition 3.2.5.

Passons a la deuxieme
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. — A’ ¥ 4 ® 1~ )
Soit f= T,f,z tel que fez}x et 1nY(f,§_,d)€VV, grYW[Z] ® @Y’x E

t A
AeN GY

Soit p= V—(lnY (f d)) (pzl par hypothése), On va d'abord se ramener
au cas ou, pour tout A€ I\T VY(fA) =Z2p.

>

. - = . ] 7 /‘ ° 7
Soit MBO’OCO_ 1nY(f,_é,0) EgrYW[Z]. C'est un élément de bidegré (Bo,oco)

et, si Bo<p, aO+BO/d'> ‘vY(f;_é_;_;d)o D'apres iO),i), il existe Rk bihomo-
genes dans gr¥W[Z] ® OY,x , k=1,...,m tels que

GY-

M, -3 R_in(f, ,0) = R _. (1 ®Qk) .

o
0’0 k=1,.0.,m

Soit Vi le degré en Z de leoY,x[Z]° On peut écrire

, B
A. - 0o
R = |A|=§ N R] \ yA ou B‘Hegrng;(GY,x R
o k

Soit rkAEGW x tel que vY(r )=B et inYrkA=RkA; finalement, soit
H
r = 'z T zAEOZ'x H Y( T ‘ kfk;g,6)=a0+[30/6 , pour
|A| =a -V ’ k=1,...m |
6€[0,d], et 1nY( T T, fk;é,é);MB , Pour 8€[0,d[ . Soit
k=1,...,m o’ o

g=f-‘2rkfk s on a

g€, ing(e;4,d) =ing (£58,d), vy(g;4,0)2vy(£34,0)

et s'il y a égalité, sur le diagramme de Newton de g, le point (Bo,ao)
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a disparu. En complétant au besoin OZ x et en passant a
’

donc supposer comme annoncé que \)Y(f;_A_,O)=p .

, on peut

QD>
M

Considérons encore M[3 = inY(f°A 0). Alors VY(f°A d)=oc +B /d .

0’ %o

De plus C yNdr (Y) —Y est plat en x. Par changement de base,

d -1
CW,Y ? CA’Yﬂdr (Y)—)CW’Y

est donc aussi plat en x. Mais les conditions i) et ii) entralinent que

Ndr- Y) C au voisinage de x. Appliquons maintenant
Cw,y v €, Y “a, g pliq

)=7) de 5.1.1 pour & quelconque assez petit (CA Y= AEY)' On obtient :
H

[@Y(A,Aso) ® GY,x] N l};‘p . grYé 30 ® OY,X] =
% Oy
[SHYQQ,A,O) P grYA;OJ g GY,x .
Y
I1 existe donc RkEJ?p . grYW[Z] bihomogénes, k=1,...,m tels que

My o = z R _in(f, 0) = TRy (1®Qk) .
o’ o k=1,...,m
Soit in(f;A,d)- T R, in(fk;_A_,d).
k-_"l,o'o ,m )

Ou bien ceci est nul, et la preuve est terminée. Ou bien c'est un élé=
ment de d-degré o+ Bo/d. Mais alors sont ordre pour 4 est strictement

plus‘grand que .p. On conclut donc au bout d'un nombre fini d'opérations.
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1) © 11)., On applique 5.1.2.4 en remarquant que si l'immersion de
Y dans W est réguliére en x, il en est de méme de celle de Y dans CW y
,

et qu'elles ont méme codimension.

2) ® 12), Voir le corollaire 4.2.4.

9)=8). C'est évident.‘

1) +{2) e )= 9). I1 s'agit de voir qu'il existe un voisinage U de

x dans 7, tel que, pour y€UNY, la condition 2) soit satisfaite avec
5€[0,d]. Le corollaire 3.‘3.3 nous permet de construire U, voisinage
de x dans 7 tel que, si yeU NY, dA,Y,yZ dA,Y,xz d>26=20, Au § 8 ,
théoréme 8,1.3,nous montrerons,indépendamment des considérations sui-
vantes, qu'il existe U2 voisinage de x dans Z tel que, si y¢€ UzﬂY,
CA?Yﬂdr—l(Y)—fY est plat en y. Si y¢€ UlﬂUzﬂY, le premier tropisme
critique de A le long de Y en y étant supérieur ou égal a4 d>0,
dYn dr_l(Y) -¢?® ﬂdr-l(Y) pour 8¢ [0,d). On peut donc choisir

) A,Y
Ué UI{']U2 .

Proposition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit x

un point de WN X. Pour que rlX : X+ W soit plat en x. il faut que, pour
tout sous-espace analytique Y de WNZX, le morphisme canonique

xn r-1(Y) —>Y soit plat en x et que d >0, I1 suffit qu'il existe

A,Y,x
un sous-espace Y de WNX vérifiant ces deux propriétés. En particulier,
il faut et il suffit que dA x>0'

: A ,

Démonstration : Si r|X:X-W est plat en x, il en est de méme de

Xn r_I(Y) —Y qu'on obtient a partir du précédent par changement de

base. De plus, toujours d'aprés (0, ), 1'immersion fermée

C _, —C xXnrim
X, XNr~ " (Y) WY y

est un isomorphisme au voisinage de x. De 1.2.6, on déduit que

o—)C x C

A, Y WY y

C -1
Xnr T (Y),Y
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est aussi un isomorphisme au voisinage de x. Par conséquent (3.2.2),

>
dA,Y,x 0.

° _5¢ x C

>0, C 4
A,Y WYy XNr (Y),Y

Réciproquement, si dA,Y, <

est un isomorphisme au voisinage- de x'° Puisqu'on a toujours une immer-

sion fermée C -1 — C X Xﬂr_l(Y)‘, cell_e—ci est alors un iso-
X, XNr “(Y) _ W, Y v

mo;‘phisme au voisinage Ade X, »Le GW’X—modu/le @X,x satisfait donc la con~-

dition 2) du critére (0.4.1 ). Ceci subsiste aprés complétion.

5:.1.‘,\2.‘,1'nous assure alors de la plgtitude du Gwljx-module GX/,\x qui en-

traine celle du GW X—module @X x°
. - H X . b

CoroAliaire‘ : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, Y un sous-

espace analyti.que de WNX, x un point de Y, Soit d¢ ]O,w['o Si A estr

d-transverse le long de Y en X, le morphisme r]X : X- W est plat en x.

Démonstration : On sait aprés 5.1.1 que d >d>0 et que

A,Y,x
Y -1 —Y est plat en x, Il suffit donc de voir que ceci entraine
XNr “(Y),Y

‘que X r_l('Y)__;Y est plat en x, Comme d'habitude, il suffit de tra-

vailler aprés complétion,
Soient ‘A=OY:\X ) A[[zl,.....,zt]] =A[[z]] =0 _1/\ , B=0O _/1\
: r (Y),x XNr "(Y),x
Soient N 1'idéal maximal de A, J=KerA[[z]]-.>B'. o
Par hypothése, gr ,y B est un A-module plat. Donc Torﬁ(gr(z) B, A/N) =0
A[ZI""’Zt]
1

et d'gprés 5.1,2,2, Tor (gr(z) B, A/N[Zl, °'-'°,Zt]) =0. Or,

par définition, la suite
o~
0—3n,y(A[[2z]], ) —A[Z2] —gr o B—0
est exacte. Avec 5,1.2.3, on obtient donc que

Ivn(.z) (A[[VZJJF,J) N N..a A[Z] =‘ in(z) (A[[=z]],]) Je Nko A[Z] .
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Mais d'aprés 5.1.2.1, il nous suffit de montrer que
Tor‘i‘(B, A/N) =0 ,

Comme dans 5.1.2.2, on montre que ceci est égal a
TorAE[lz]](B,A/N®A[[z]]) et, d'aprés 5.1,2,3, on est donc ramené a
A

montrer que
JﬂN.A[[Z]] = J.N.A[[z]] .

Soit £=If 2*€INN. A[[2]]. On a f €N, pour tout .
. v = S . -5 o
Soient v V(2) 0, in f |a|=v f(xZ .

-On a alors

fe In(z) (A[[z]],H) NN, A[Z] .

ney

I1 existe f.€J et hiEN.A[Z] tels que :

1n(z) f = 1n(z) :l:‘ixhi

n™MEBE

i=1

et on peut supposer que, si vi=v(z) (fi)’ hi est homogéne en Z de

degré v - Vi Considérons maintenant
g=-f-Th (21, .
On a g€ JNN, A[[z]] et V() (g) >v. Par suite
feJ.N,A[[z]]+InN.A[[2z]]N (z)v+1A[[z]] .
De ceci on déduit que

fe N (J.N.A[[2)]+ ()% A[[2]]) .
keN
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Or tout idéal de A[[z]] est fermé pour la topologie de A[[z]] définie

par son idéal maximal. D'od :

feJ.N.A[[2]] .

Ceci achéve la démonstration,

Proposition

Soit W—»Z une r-immersion. Soient X un sous-espace analy-

tique de Z, Y un sous-espace analytique de WNX, x un point de Y.

S'il existe une rétraction r:Z- W faisant de A= (X,Z,W; r) une bonne

installation, telle que r soit transverse a X le long de Y en x et que

dA v x>1, toute autre rétraction p: Z-W faisant de A= (X,Z,W; p) une
b ’

bonne installation est telle que p soit transverse & X le long de Y en

x et que d

A,Y,X= d’Z’Y’x *

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit qu'il existe C un sous-

Y-cone de CZ,W

x
w

Y plat sur Y en x et un morphisme CX Y——+C tel que
’

X
W

soit cartésien au voisinage de x.

Démonstration Choisissons d€ ]l,dA v x[ 3 on a un isomorphisme au
-
voisinage de x
C d —>C x C -1 o

b,Y w,Y - Xnr “(Y),Y

On a également un isomorphisme C _1 —C xY ,
r (V),Y Z,W w
Soit C 1'image de C -1 par cet isomorphisme. On détermine donc
XNr “(Y),Y

un isomorphisme C

x C qui, cette fois-ci, ne dépend plus de r

d —C
A,Y w,Y Y

(2,1,6), On a donc aussi un isomorphisme (le méme) :
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d ~
C'E,Y '—90W,Y C °

= X

Or (ef. 5.1,1 o) ceci ne peut avoir lieu que si d<:dK Y.x * Par consé-
7+

quent d~ . Mais il lui est nécessairement égal puisque les

A,Y,x2 dA,Y,x
tropismes critiques strictement plus grands que 1 sont indépendants de

la rétraction, D'autre part, r étant transverse,

¢ nartyw -c -1 ~C est Y-plat en x. Puisque Zy,x” b
X,Y Xnr (Y),Y o

C N dp_l(Y) =C 4 ~C est donc aussi Y-plat en x. Tout ceci
X,Y XNp ~(1),Y

d'aprés 5.1,1, 2) entraine la transversalité de p. Il est maintenant

facdle de voir que la condition est bien nécessaire, car

et

al

Réciproquement, si celle-ci est vérifide, C étant plat sur Y, le mor-

phisme induit par p, CX,Y-_’CW,Y est plat en x, ce qui signifie la

transversalité et d~ >1,
& A, Y,x
Définition : (Rappel) [ 5]. Soit C un céne de €., On appelle faite

de C le plus grand sous-espace vectoriel E de " tel que, pour tout
vEE, la translation T, laisse C globalement invariant., (Pour 1'exis-

tence d'un tel objet,voir [ 51]).

Soient X un espace analytique, x un point de X. On appelle

espace-tangent strict a X en x et on note T le faite de C .
X,x X,x
Corollaire : Soient Z une variété analytique lisse, W une sous-variété

lisse de Z, X un sous-espace analytique de Z, x un point de WNX.
Pour qu'il existe une rétraction r: Z-W (qui sera alors nécessairement

lisse), telle que d >1 avec A= (X,Z,W; r), il faut et il suffit que

A,x

W, x X,x*
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Toute rétraction p:Z2-West transverse a X en x.

Démonstration : C s'identifie au quotient de CX x Par T
’

X,x °

Proposition : Soient A=(X,Z,W; r) une bonne installation, x un point

de WNX. Pour que W soit localement contenu au voisinage de x dans X

et que CX W'—’W soit plat en x, il faut que, pour tout sous-espace analy-
’

tique ¥ de W, C

—>Y soit plat en x et que d = (ou qu'il

xne- vy, Y b,Y,x

n'y ait aucun tropisme critique). Il suffit qu'il existe un sous-espace
Y de W vérifiant ces deux propriétés. En particulier, il faut et il
suffit que d =,

Asyx
S'il en est ainsi, pour tout sous-espace analytique Y de W,

C — C

an'l(Y),Y X, W

est un diagramme cartésien.

—W est plat, appli-

Démonstration : Si W est contenu dans X et CX W
. ’

quant le critere derplatltude (0.4,1) avec A=GW,X y M= ngX§) OW,x ,

: w
I 1'idéal de A définissant 1'immersion de Y dans W, on obtient que

1"immersion
[=2]
CA;Y—_e’CW,Y x C x Y
Y
est un isomorphisme au voisinage de x.

Comme dans la démonstration de 5.1.1 «), ceci implique que

CA?Y = CA,Y(I) = CATY au voisinage de x
et que dA,Y,x:>O' Par conséquent, dA,Y,x==m . (ou il n'y a pas de tropis-

me critique.
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Mais on sait alors aussi,(3.2.6), que

C =C x Y au voisinage de x,

Xﬂr—l(Y),Y Wy

ce qui entraine la platitude de C —» Y en x.

Xﬂr_l(Y),Y
Réciproquement, si dA y.x=% €t cC 4 —Y est plat en x,
* XNr “(Y),Y
d'aprés 3.2.6, W est localement contenu dans X au voisinage de x (donc

YcWNX) et

C -1 -——)C x Y
Xnr~ (Y)Y X, Wy

est un isomorphisme au voisinage de x. De plus

toujours au voisinage de x, Ceci nous dit exactement que le OW X-module
’
ngXI® GW x satisfait le critére de platitude (0, 4,1). Aprés passage
G 9

W
a la complétion, le lemme 5.1.2.1 permet d'affirmer que le germe de

X -
gy en X est un OW,X module plat.
Remarque : On comparera le résultat ci-dessus a& la proposition 3.2

de 1'Appendice.

Théoréme : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, soient Y un
sous-espace analytique de WNX, x un point de Y. Soient A= (Z,Z,W; r)
et A|W= (W,W,W; Id W) . Soit d€ ]0,o[ un réel fixé. Les conditions

suivantes sont équivalentes



80,

d d
C Y'—_*CA,Y

d d d N
alw, Y U a,

Alw,Y N CA’Y-—AY

1) C est plat en x et C

est une immersion réguliére en x de méme codimension que W dans Z en x;

d d
Calw,y N Ca,y

a tous les tropismes critiques de A le long de Y en x ;

2) —Y est plat en x et d est supérieur ou égal

d d d
3 2+ C_A_|W,Y NCyy=Cowx,y *
4) C d n cC d —Y est plat en x et le germe en x de
AlW,Y A,Y
gryAsd

Tor 1 (grYA;d,grYA|W;d) est nul ;

i

5) Soit /= @ gry ® Oy
o1 o
12 W
C d ncC d —3Y est plat en x et
alw,y 'R,y P
[SHY(A’A,d)g OY’X]O [J" . grYA;dg GY,X] =
Y Y '
[SnY(A,A_,d) Y N grYA;d]gm OY,x ;
Y
d d
6) C n c —Y est plat en x et, pour tout pé N,

P . -
[3’“3{(9"@"” o GY,X] n [f : grYA’dg GY,X:' -

Y Y
1P . .
[SHY(Ayéyd) .Jf . grYA,dJ ® GY,X s
Oy
7 Pour tout &€ [d,»], C & ne ® .Y est plat en x et
12 Palw,y U VA, Y :
8 8 —C 5 est une immersion réguliére en x de méme codimen-

c C
alw,y N Ca,y =0,y

sion que W dans 7 en x ;



81,

8) I1 existe un voisinage U de x dans Z, tel que, pour tout

6 )
8€[d,»], tout yeUNY, CAIWaY N CA,Y
) ) ) . ) ) , . E .
C g -
AiW,Y N CA,Y CA,Y soit une immersion réguliere en y de méme codi

mension que W dans Z en y ;

—Y est plat en y et que

d d
Calw,y 0 Ca,y

Soit ‘} 1'idéal de OZ définissant 1'immersion de X dans 7%

9) —Y est plat en x.

(au voisinage de x), et soit '}X son germe en x, Il existe (fl""’fm)

un systéme d'éléments de ‘Jx tel que

i) pour d<d<w, l<k<m, in(fk , 8) est indépendant de & avec
. \ = N ’ I'd ~
1n(fk y 6) Rk® 1¢e grYW ® l:ngZ ® OY ] ol Rk est un élément homogéne

Oy Oy ’

de grYW H

ii) pour d<d <, SnY(A,_A_,é) = (...,in(fk, 8)y.e.).

Si Y=x, on a toujours

H (d)<H (d) * G _
Ayx (WnX) , x r (x),x

chacune des conditions précédentes est équivalente a

10) H (d) = H (d) *G

A, x (WNX) , x o1

(x),x

Définition : Les hypothéses et notations sont celles du théoréme

5.2.1, Si 1'une des conditions 1) a 10) est satisfaite, on dit que
l'installation A est d - l/transverse le long de Y en x ou que W est
d-transverse & X le long de Y en x dans Z, Si d=1, on dira 1/transverse
ou transverse au lieu de 1- 1/transverse ou l-transverse.

Démontrons maintenant le théoréme 5.2.1, Ceci se fera suivant le schéma

logique suivant
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10)
1) =3) =3 2) =—39) 8) == 7) =>1)
4) &= 5) &= 6) {2) & 1)}+1)—28)

\

Le lecteur se reportera tout d'abord & la définition d'une immersion

réguliére (0. ).

oz 1) = 3) = 2)

| _ Soit (Zl""’zt) un systéme de coordonnées sur r_l(x) de
.centre x. + est alors la codimension de W dans Z en x. D'autre part,
identifiant comme d'habitude grYg;d a grYW[Zl,,..,Zt] et grYAIW;d a

gnYWQ on constate que 1'immersion de CAI%;Y n CA?Y dans CA?Y est défini
- par 1'image de 1'idéal (Zl""’zt) dans grYA;d. Cette immersion étant
réguliére de codimension t, 1'image du systéme Zl""’Zt dans grYA,d

forme une suite réguliére pour grYA;d . On a donc un isomorphisme cano-

nique

[ry 854/(ys ey B ) gry 8542 5000y 8, ) —ar gy BTy A5 .

Nous en déduisons, en se souvenant que

d d d d

= : . 3.3.1
S,y = Ca,xo %,y Calw,y i 40 ( )

et que, pour une ifstallation quelconque, A= (¥,Z,W; r) et un sous-

espace 1% de WNX, on a défini (1,2.6)

gryA;w = gr,‘g gr oy X,

qu'on a un isomorphisme canonique

- d
[grYA;d/(Zl, ceesZ)gry 5;dY 2, . cerZ,] — grYC’/A’Y ;®
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ou encore un isomorphisme canonique :

® d d
C 4 _>[CA|W,Y n CA’Y] x [Cz,w x Y)
e y Y = Y w
A, Y
Or, d'aprés 3.3.2, si defd,,d, [, Cc d°° s'identifie a

8,y Y
CA Y( i+1). Nous avons donc une identification canonique
,

. d d
i+1) — [ : ‘ Y
Cp, (1D — [0y 1y, y N Oy y] ;,[Cz,w o
au voisinage de x, Mais ceci n'est possible qu'avec i=s, En effet, si
S € ]di, di+1[’ inY(A,A,é) est engendré par des ‘
Rk®1€grYW® ger ® GY,x , ou Rk est un élément homogene de grYW.
. Oy
Y Y
I1 existerait donc (fl""’fm) dans jk tels que, pour &' € ]ds, »],

k=1,...,m, in(fk, 6") =B.k® 1, ce qui entraine que C (i+1)DCA,Y<s+1)’

A Y
On a alors i=s d'aprés 3.2.1,3). Ceci montre que d¢€ [ds, o[ et que

d d
C 1) —
a,Y(5tD (Cyiw,y N C,v) o [Cz,w o Y]

est un isomorphisme au voisinage de x.

Ceci entraine aussi que

x Y] .
w !

X

(s+1l) = C
Y Y

[--]
Ca, 8,Y > Cunx,y % [Cq,w

Mais 1'inclusion inverse étant toujours vraie, on obtient l'égalité.
C'est que le dernier tropisme critique n'est pas infini, il vaut alors

ds’ et que

d A d d
Calw, N %,y = Cownmy,y
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B : 6)=5) o4)
On remarque &' est 1'qdéal engendré par Zl""’Zt dans
grY,W[Z]. I1 suffit donc d'appliquer 5.1.2,3) avec grYﬁW[Z], 3nY(A,éJd)
et (Z2) . grYW[Z] .

VAR 4)=> 1), 4)=6)

Ceci va résulter du lemme suivant

5.1.2,1 Lemme : Soient A un anneau, A[Zl,...,Zt] un anneau de polynémes,
M un A{Z7-module. Soit I=(Z) . A[Z].

Si TorAEf](M,A)==O, alors la surjection canonique

gr A[Z] ® M/IM—gr M

I I
A[Z]/1

est un isomorphisme, et, pour tout pe N,

TorAEIZ](M,A[Z]/Ip) =0 .

Démonstration : Pour tout p€ N, on a la suite exacte (de A[Z]-modules):

0—->TorAEIZ](A[Z]/I",M)—ﬂp ® M—IP . M—0
AlZ]

On 1'obtient a partir de

0— 1P > A[z] = A[Z2]/1P =0

en tensorisant par M au-dessus de A[Z].

D'autre part, on a le diagramme de A[Z7-modules
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0 0

l

TorA[lz](A[z]/IP”,M) — TorA[lzj(A[Z]/Ip,M)

l

TorA[lz](Ip/Ip+1,M)—> ! o M —1P @ M —> 1P/1P*1 g wu
l A[Z)] A[Z] A[Z]
0 — s "l oy 1P w —— Pyl

l l |

0 0 0

olu toutes les suites sont exactes,

Mais on remarque que IP/IP+1 est une somme directe d'un certain nombre
de copies de A en tant gque A[Z]-modules., Puisque Tor [ ](A M) =0, de
méme Tor [Z](Ip/1p+1 M) =0,

Si done Tor [1 ](A[Z]/IP,M) =0, TorA[lz](A[zj/Ip”,M) =0 et la fléche
verticale de droite est un isomorphisme. On obtient donc le lemme par

récurrence sur p.

Indiquons maintenant comment on applique ce lemme. Avec AA=g1&TW ® @Y x
’

G
Y
et M::grYA;d ® & ;, on obtient que
o Y, x
Y

gry 834/(Byy.ee,B)ery 834 [Zy,..0,2, ) —> gr g,y g7y b5d
est un isomorphisme. L'immersion est donc réguliére.
De plus

gryhid P
Tor (gry Asd, grYAjd/ )

a un germe nul en x pour tout p. Ceci est équivalent 4 6) grice a

5.1.2,3).
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§ :2)29)=275)

On laisse au lecteur le soin de s'inspirer de 3.2.5 pour
montrer que 2)=9).
Soit maintenant f= ¢ f zA tel que fE‘J’ et
t A x

AcN

. "

ing(f54,d) € K. gry W[Z]g}g Oy, x -

Y

Soit p=v(Z)(in(f;é,d)) (p=1 par hypothése). On se raméne tout d'abord
au cas ou pour tout A tel que fA;ZO, |A| 2 p. Ceci se fait suivant la
méme méthode que dans 5.1.1, § 10) = 6) .

al
x
p=a * *

\

i

]

i - >

B, g

Soit MBO’OC0 = 1nY(f,A,oo) € grYW[Z] . C'est un élément de bidegre (Bo,oco)

et oco=p. Dans ce cas
vy(£,8,d) =« _+B_/d .

Toujours comme dans la démonstration citée plus haut il suffit d'appli-

quer 1) =6) de 5.2.1 pour un D quelconque assez grand (C ®.=C D ).
AY A, Y

I1 suffit de montrer que

o©

c C —c ®
8,y [

w,Y A,Y

est une immersion réguliére en x.
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Or les conditions i) et ii) de 9) entrainent que

d ©
C Y| = C R
[O4, v 0 Cy,yd X [Cz,w;; } 5, Y

On a donc a vérifier que

d d
CA,Y N CW’Yg——s[CA’Y N CW,Y] § [CZ,W % Y]

est une immersion réguliére et c'est évident.
2) © 10). Voir corollaire 4.2.5.
8)=> T =1), C'est évident,

(2)®1))=8). C'est le méme argument que 5.1,1 pour montrer que

e+ D=9,

Remarque : Les implications de 5.2.1 restent vraies si on supprime
. d d
1
partout 1'hypothese CAIW’Y N CA,Y-——>Y est plat en x.

On aura remarqué la symétrie entre les théorémes 5.2.1 et 5.2.2 (a4 la fois
énoncés et démonstrations). Si W est non singulier en x, 1'un est
d'ailleurs strictrment équivalent & 1'autre., Il suffit d'échanger le

role joué par Zys sy coordonnées sur r~1(x) e; Wisoees W, sUr W. Ceci
permet de ¢onstruire une rétraction r' :Zor (x) et une installation
A' = (X,Z,r_l(x); r') dont les tropismes critiques sont alors les inverses
des tropismes critiques de A. Ceci justifie le nom de 1/transversalité .

Cette symétrie n'est compléte que si on met 1'hypothése de platitude

d rd . . .
de CAIWaY n CA?Y au-dessus de Y dans la définition de la d-1/tranver-
salité. '
Corollaire : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, soient Y un

sous-espace analytique de WNX, x un point de Y. Pour que A n'ait aucun
tropisme critique le long de Y en x, il faut et il suffit que A soit

ambiante en x (i.e.X=17).



88.

Démonstration : On a les isomorphismes suivants

© \
€y = Cw,y [CX,W % Y}

= X

fournies par 3.2.6

C 1 = C x Y
XNr () ’Y X’W w /
o=} _ . ' _
CA,Y = CW;Y § [CZ,W §'YJ puisque « n'est pas tro

pisme critique (3.2.2) et que WcX (3.2.6),

On a donc C x Y =C xY=2¢C -1 =C -1 .
Z,W w XW oy XNr "(Y),Y r (V),Y
C -1 —»Y est donc plat, et de 5.1.4 on tire que le morphisme
XNr (Y),Y
r[X: X-West plat en x.
Mais puisque C C , on a Xr\r_l(Y)==r—1(Y). En

xnr- v,y ) v,y

particulier, X(Wr—l(x)==r_1(x). r|X a donc une fibre lisse au-dessus
de x. rlX: X-W est un morphisme lisse. Ayant méme fibre que r:Z-W

au-dessus de x, c'est que X=7 dans un voisinage de x.

Pour achever ce paragraphe, nous allons étudier une proprié-
té généralisant celle de d-transversalité ou d-1/transversalité d'une
installation A en un point. Elle ne sera utilisée dans la suite
(IT, 1.,2.17) que dans le cas particulier ou d=1 et A est une installa-

tion lisse en x,

Définition : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point

de WNX. Seit p=(Z,Z,W; r). Soit enfin d€ ]J0,o[ wun réel fixé, On

7 . . 42 Sps s d d
' .
désigne par 1nx(A,A,d) 1'ideéal de ng:A,d déefinissant CA,X dans CA,X'

Pour v € ]0,=[ , on note CAdx(v) le sous-cone de C dx défini par 1'idéal
’ ’
de gr_pj;d engendré par les éléments homogénes de degré inférieur ou

égal a v de inx (Asp,d)
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. N . 1
Si d=1, on note de méme CX’X(v) au lieu de CA,X(V).

Proposition : Soient A=(X,Z,W; r) une bonne installation, x un point

de WNX, d€ 70,0 un réel fixé, Soit dr :CA?X_—*CAI%’X le morphisme
canonique,

Si les f tions H (d t H
i le onction A,x ) e AIW:

X(d)*G _ coincident pour
Xnr “(x),x
ve[O,p), alors

d -1

CA X(p) ndre (YY) =C _1 (w) .
’ XNr™ " (x),x

Démonstration : Précisons tout d'abord que A(x) étant

-1 -1 -1 d
(XNr (x), r (x),x ; r|lr (), C (v) signifie C (v)
xrL(x), x A(x) 5 x

(v) puisque, pour tout &, les

1
Alx),x "~
fonctions coordonnées ZI"“”Zt sur r (x) sont S-homogénes de degré 1,

qui s'identifie d'ailleurs a C

Reportons-nous a la démonstration de 4.2.4. Comme-1a, désignant par

C=(C x C _ , C x C -1 , C ; pl), on a la suite
W, x XNr (x),x W, x r (x),x W, x

d'inégalités;

H (@ sH (@ sH (& -H

(d) * G
’ e ,x &y x A, x

-1 .

W, xNr~ (%)

Les deux fonctions extrémes coilncidant pour p€ [0,v], les autres fonc-
tions prennent également la méme valeur quand p € [0,v]. En particulier,

ceci implique que les algébres graduées associées a C xC 4
W, x XNr "(x),x

et a colncident jusqu'en degré p (il s'agit toujours du d-degré).

o
C

A,x
Supposons que dE&H.’di+1[ , et soit, pour j=0,...,i+1

Hj = Ha,é X(d) pour & € [dj—l’ dj[ .

A,x’

On sait alors que H1>>H2>>...:>Hi>>Hi+1 si d # di

H1>>H2>' >H.=H.
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On va montrer que dans les deux cas, pour tout §<d, qui n'est pas un
tropisme critique de A en x, inx(A,_A_,é) et inx(A,A,(D qui sont deux

idéaux bihomogénes, ont mémes composantes d-homogénes jusqu'en degré .

Soit j tel que dj<d° On se souvient que inx(A,_A_,é) pour 6 € ]dj , dj+1[
est engendré par les formes initiales pour la graduation Z-adique de

ger[Z] =gr As;d des éléments de I=in (A,A,d.),

Si &€ ]d _1° d. [ , on remplace la graduation 7- adique par la graduation
N—adlque, ol N— @ gr w.
b=1

Soit Re inx(A,A,é) , 8 € ]dj 5 dj+1[ bihomogéne et d-homogéne

de degré < p. Il existe Pc I tel que R=in, P

bd

Mais comme Hj(v) =Hj+1(v) si ve[0,p], choisissant pour v le degré de R,
on montre que RE€ I (voir démonstration de 4.2.2, p. 57 ). Par suite, R
est aussi la forme initiale pour la graduation ﬁ—adique de Re€ I et, de

ce fait, appartient a inx(A,A,é), s ¢ ]dj_l R dJ.[ .

Dans 1'autre sens, soit Q¢ 1n (Ayp,8), 6€]d 10 d, [, bihomo-

géne et d-homogéne de degré v<p. Il ex1ste Pec1 tel que Q= 1n(N)
Comme HJ.(\)_) = j+1(\)_), Qe I. I1 est donc 1la Z-forme initiale de lui-

méme et appartient a inX(A,A,é), S ¢ ]dj , dj+1[ .
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v

I1 reste maintenant a montrer que, pour v € [0,p]
in;(A,_A_,d) +N. ger[Z]/I-\I. gr WZ] = in;(A,_A_,O) +N.ger[ZJ/ﬁ . gr W(Z] .

L'inclusion de 1'idéal de gauche dans celui de droite est claire.

D'autre part, ini(A,A,O)::in;(A,A,é) si 6¢l0,d[ .

Soit Q€ in;(A,A,O) +N. gr _WZ)/N.gr Wz]ce[Z). Considérant €[%]
comme un sous-module de grx;W[Z], QG{ini(A,A,O). Choisissons maintenant
6 assez voisin de d pour que dans la portion de sz située entre les
segments L(d,v) et L(8,v) (passant respectivement par (0,v) et (vd,O0)

ou (v6,0)) il n'y ait aucun point de N2 a part ceux sitnés sur L(d,v).

L(d,v)

v

vé vd
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5.3.4
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Alors

Q€ in (4,4,0)

et il existe f¢ Jx idéal définissant X dans Z au voisinage de x tel que
Q= inx(f,é,d) .

On a donc aussi Q::inx(f,é,d) mod N, ggXW[Z].

Ceci termine la démonstration.

Remargque : Les hypothéses de 3,2 n'entrainent pas que 1'installa-
tion CA?X(M) =©A?X (w) , Cé?x’ CAI%’X; dr) soit d-transverse en x. Méme
. . d d d d
si A est d-transve?se en x, i.e. cﬁ,xzz(CA,x’ Cé,x’ CAIW’X; dr) est
d-transverse en x, il se peut qu'il existe p pour lequel ce phénoméne
se produise.
Proposition : Mémes données et notations que dans 3.2,
Si les fonctions HA (d) et H (d) * G -1 coincident pour
' X (WNX) , x r (%) ,x
ve[0,p), alors
d d d
C C = C .
A,x (W n Alw,x (WNX) , x (w)
Démonstration : Elle est laissée en exercice au lecteur qui n'aura

qu'a "inverser" 3.2,
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§ 6. PROPRIETES FONCTORIELLES DE LA d-TRANSVERSALITE

—— i ——————— - —— ———————— - = —

Lemme : Soient i: Xl—»Xz,

tiques. Soit x un point de Xl‘ On suppose que i est une immersion au

f2: X2-.W des morphismes d'espaces analy-

voisinage de x et que f1==f2° i est plat en x,
Pour que i soit un isomorphisme au voisinage de x, il faut et il suffit

-1 -1
que £/ (f,(x)) =1, (f,(x)).

Démonstration : Convenablement traduit en termes d'anneaux locaux,

ceci revient 4 montrer l'assertion suivante :

Soit A un anneau local ncthérien, M son idéal maximal, B2 un anneau
local qui est une A-algébre, B1=ZB2/K tel que B, soit A-plat. On suppo-
se que B, i AM — B, i A/M est un isomorphisme., Alors K= (0). En effet

0—K —B ——’IBl‘——*O

2

est exacte. Puisque Tor*i‘*(B1 , A/M) =0,

0—K®A/M-—B, ® A/M—sB, ® A/M —0
A A A

est aussi exacte. Mais ceci entraine que K ® A/M::O, donc que

A

‘K== N M'K. En particulier, K est inclus dans 1l'intersection de toutes

neN

les puissances de 1'idéal maximal de Bz. Par suite K= (0).

Théoréme : Soit 4= (X,Z,W; r) une bonne installation. Soient Y un
sous-espace analytique de WNX, x un point de Y.
Soit

W ——W

] ]‘

Y — Y
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un diagramme cartésien.

Soit A'=(XXx W ,Z x W , W ;rxIdW)=(X",Z2'",W; r') 1'installation
W W

image réciproque par h. Si A est d-transverse le long de Y en x, A' est
d-transverse le long de Y' en tout point x' tel que h(x') =x.

De plus le diagramme :

C d —_—C d

AV YV Al’Y
Jd - d

CA'IW',Y' ? CAIW,Y

est cartésien au voisinage de x.

Démonstration : Il suffit de vérifier le deuxiéme point. Pour ce

faire, nous allons tout d'abord nous ramener au cas ou h est une immer-
sion.

On peut en effet "factoriser h par son graphe".

PTy
We W' x ¥ ——> W

]

Yo s W oxY —2 Ly

oi les morphismes W' o W'x W et Y' oW xY sont des immersions., Or le
théoréme se vérifie immédiatement dans le cas ou h est de la forme

pr, : WxW—=Wet o Y' =W xY (cf., 1.17),

B A partir de maintenant, on ne notera plus les immersions et on iden-
fiera x' a x,

On remarque que le diagramme :
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C d —_s C d

A',Y' A’Y
d d

Carlw, v T Calw,y

étant toujours cartésien au voisinage de x, il suffit que le diagramme :

d Cd

CAI’YY A’Y

]

d d
Car,y T Gy
le soit, et pour qu'il en soit ainsi, il suffit encore que dans le dia-

gramme

grYé_;d — ary, A';d

| |

SnY(A’A’ d) R— SnYy (A‘ ’A' ’d)

1'image d'un systéme de générateurs de 3nY(A,A, d) soit un systéme de

générateurs de Jny(a' A", d) .

w Fixons les notations. Soient 0=0y _, 0' =GOy .y - Soit T=Ker0-0',
H ’ -
choisissons un systéme de coordonnées locales (zl,...,zt) sur r 1(x) de
centre x et i.dentifions OZ,x a 0{z1,...,zt}, GZ',x' a O'{zl,...,zt} .
Soit J=Ker(d, —C
Z,x

X, x
1 — / : . . .
J J+ T, GZ,X/T . GZ,X . Si fed, on notera f' son image canonique

LI
s J _KerOZ',x'_’OX',X‘ « On a

1 5 —
dans J'., Soient P_KerGW,x—aOY’x

Py=XKerOy v Oyr x5 Py=P+T.

’ P! =KerGW"x——OGY,,x' ’

® Choisissons (fl""’fm) dans J vérifiant les propriétés i) et ii)
de 10),théoréme 5.1.1, Si, pour & <d, inY(fk y 8) = 1®Qk ol Qk est un

son degré.

polyndme homogéne de Oy X[Z], soit Vi
’
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Considérons maintenant (fi,..o,f&) dans J', On peut supposer que la

condition i) reste satisfaite, En effet, on peut écrire

A
fe = 2 Ta? tegy
lAIsv.
i
ou vY(ka)==d(vi— LA|) et vY(gk, d)>vk° On a aussi
Q, = (£, , mod P) 7™
kK= 5 CkA™ .
|A|=vi

Ceci entraine que

fl'{ = 5 (kamodT)zA+gl'{ .
|A|svi

I1 est clair que

- \l
Vyr (£ mod T 2d(v, |A]) et Vyr (gl 5 d) >V, .

. . . . ot
D'autre part, on a un merphisme canonique GY’XEZ]-_»OY',X[Z], Si Qk

est 1'image canonique de Qk par ce morphisme, on a

Q = 5 [(f  modTmodP ]zt |
k |A|=v, kA

I1 s'agit de voir qu on peut se ramener au cas ol Qkﬁéo Ceci va résul-

ter du fait que C N dr- (Y)——;Y' est plat en x. En termes d'équations,

A, Y
ceci signifie que le Oy -module de Oy [Z]/(°"’Qk’ ced) est plat.

Y, x
Si Ql par exemple est nul, cons1derons le sous-espace de r (Y)==Y><¢

t
défini par (Qz,.nng)° I1 contient CA y N dr_l(Y)-—>Y; Mais ces deux
espaces ont méme restriction au-dessus de Y' au voisinage de x, a for-
tiori méme fibre au-dessus de x. Le lemme 6.1 nous dit alors qu'ils sont
égaux, i.e. Q1 est inutile dans le systéme de générateurs Ql""’gm
I1 en résulte que inY(fl’ d) est lui aussi inutile dans le systéme de
générateurs (inY(fl, d),...,inY(fm,d)) En effet, le sous espace de

d

CA y défini par (inY(fz, d),.,,,inY(f d)) contient C
H

sur C

A, Y qui est plat

AI% Yy Ces deux espaces ayant méme fibre au-dessus de Y coincident
LW,
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d'aprés 6.1,
En conclusion, tous les fk donnant lieu a des Ql'{EO sont superflus.
On peut donc supposer que k=1,...,m VY'(fl'{’ d) =V et que, pour

1 \ _ 1 Y 1 1
8 <d, lnY'(fk y 8) = 1®Qk ol Q) est 1'image de @, dans GY,X[Z]——-) GY,’X[Z].

B Montrons maintenant que (i'nY,(f'1 , d) , ...,inY,(f];1 , d)) est un systéme
de générateurs de 3nY'(A',A',d).

Soit g' € J'. Relevons-le en un éléments g de J et posons v=vY(g,d),

v! =vY,(g',d). Puisque (fl""’fm) vérifie ii) 10) de 5.1.1, on a une

relation
iny(g,d) = TP, in, (f,,d) ou P, €grypsd = grYW[Z]

et est d-homogéne de degré v - vy (2,1,7). On peut donc écrire

A b I‘d(v-bvi—lAI)W
avec ia€e v .

P. = by P,
. |A|sv—\)i 14

Relevons PiA en un élément piAEGW,x tel que ing p;y = PiA et posons :

A
z Pip?

P, =
|A|sv—v.
i

i EC}Z,x

Posons enfin

g, = g- X p. f. .
1 i=19.-¢,m 1 1

Remarquons que g€ J et que, grice a la définition des P, s vY(gl,d) >v,

Cette derniére égalité entraine que :

Et il y a deux possibilités :

1) si v'=v, puisque vY,(g'l, d) sz,(gl, d)>v, on a

inY,(g"d) = inY,(zp'i f'i,d) =i . b . inY'(p'i,d)inY,(f;._, d) .
=Ly eocey



98,

1 — 1 .
En effet VY'(fi" d)_\)i et vY'(pi,d)zv vy o
Ceci montre que inY, (g',d) appartient a4 1'idéal engendré par les

inY' {f:'i. 9 d) .

B) si v'>v, nous allons montrer que nous pouvons changer le
‘relévement g de g' de fagon a nous ramener au cas A).
Si v'>v, on a certainement
A |

z© ou rlel et vY,(rl\)>d(\)‘—|A‘) .

r AE Wi, x

bX p! f! =

= 5 1
i=1,...,m 1 1 IAISV A

Puisque P' =P+ T/T, ceci entraine 1l'existence de he T, GZ x et de
’
re@Z,x tel que vY(r,d)>v et que

Zpifi =h+r .

Grace a la définition des P; 1nY(g,d) = 1nY(2 P, fi , d) = 1nY(h,d) .

. o ] ’ . 1 ’ ’ . .
Si \;nY(W yW) désigne 1'Sdéal de grYW définissant CW',Y' dans CW,Y ,

ceci montre que iI_1Y(g,d) € SnY(W' W . grYé;d .

Ainsi, nous avons montré que,si v' >y,
ing(g,d) € SnY(A,A,d) N SnY(W' W) . gry Asd .
Or, supposons que nous sachions montrer qu'en fait
inY(g,d) € SnY(A,A, d) . SnY(W' W . grYA;d .

On en déduirait que dans 1'écriture

in (g,d) = TP ing (£ ,d) , P, = 5 P.AZA
lAIsv—\). t
d(v-v_ -|A]) .
on peut choisir les PiA dans Jn L (W',W) et donc on peut
d(v-v.-]A])  d(v-v.-]A]+1D)
relever PiA en piAE TNP t S+ P . , ce qui entraine

. A
que s1 pi=2piAz
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zpi fiET . OZ x° J+ I;.(d,v) NJd (notation de 2,1.9) ,
’
Ainsi il existe 1€T.0, .J et s¢ I;(d,v) NJ tels que
’

Zpifi = 1l4+s
et

g = (g1+s) +1 .

. + . < '
On a donc construit g +s, un é1ément de JN IY(d,v) qui releve g'.
Si son d-ordre p>v est v', on s'est ainsi ramené au cas A). Sinon,
on reprend les mémes opérations et au bout d'un nombre fini de pas,

on y sera ramené,

m Il reste donc a montrer maintenant que
SnY(A,A,d) ﬂSnY(W',W) . grYA;d = SnY(A,_A_,d) . SnY(W’,W) . grYA_;d .

Or ceci résulte de 1'hypothése de transversalité qui nous dit que le
morphisme grYW —>grY'A;d est plat en x.
En effet, ceci entraine que le germe en x de

grYW
- 1
Tor , (gryasd, grYw/gnY(w ,M)

est nul,
Mais on a les égalités (5.1.2.2 et 5.1.2.3) au voisinage de x

grYW[ 7

0 = Tor 1 (grYW[Z]/SnY(A,A,d) ) BTy W[Z]/‘:;nY(W',W) . grYW[Z])

]

30y (A, 48,d) N Jny (W, W) .grYW[Z]/gnY(A,A_,d) . Sy (W', W) . gry W(EZ]

ce qu'il nous fallait.
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Sous les hypothéses du théoréme 6.2, le diagramme

C 4 —Cc
X'nrt T (YY), Y XNr T (Y),Y

|

Y? >

est cartésien,

Démonstration : Il suffit de se souvenir que la d-transversalité de A

(resp. A') le long de Y (resp. Y') en x (resp. x') entraine que

c ¢ pnartom _¢c ¢ ﬂdr‘_l(Y')]

_1 resp. C -1 '
XNr “(Y),Y A, Y x'nr' T(Y"D),Y A'Y!

au voisinage de x (resp. x') (5.1.1, condition 4))

et de constater que le diagramme

L‘—*
} CW,Y
Ve
Y CW’,Y'
est lui aussi cartésien.
Remarque : Notations de la démonstration du théoréme 6.2,

Au cours de la démonstration du théoréme‘6.2, nous avons montré qu'il
existait (fl,...,fm) un systéme d'éléments de J vérifiant les conditions
i) et ii) de 10) thépréme 5.1.1 dont 1'image canonique (fi,...,f;) dans
J' vérifie aussi ces méme conditions relativement 4 A'. En effet nous
avons montré directement que 3nY,(A',A‘,d)= (...;inY,(fﬁ, d),...).

Pour 6 € [0,d[ , puisque A' est transverse le long de Y' en x'

Yy, (47,47,8) = Jny, (X' N e, e TNy L gy, a56



101,

Le corollaire 6.3 entraine que (Qi,...,QL) engendre cet idéal.

Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés.

Corollaire : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x un

point de WN X, Soit h: W' - W un morphisme.

Soit A"=(X",Z", W 5 ") =XxW , ZxW , W ; rxIdW') 1'installation =
W w

image réciproque par h. Si A est d-transverse en x, A' est d-transverse

en tous points x' € W' tels que h(x') = x. De plus

d c d
A"Xy Anx
CA'IW'yxv CAIW,X
est cartésien.
Démonstration : Ce n'est pas une conséquence directe de 6.2, mais

on s'y raméne de la fagon suivante.
On factorise h par son graphe

| )
W—— W"x WV - W

Localement autour de x', on peut plonger W' dans un espace Gk.
On obtient donc finalement une décomposition de h

Kk )
W — ¢ x W——=s W

en une immersion et un produit par un espace lisse,.

Soit @¥x 4 = (€¥xx, e¥x 7, ®xw; 1de¥x1) .

Le diagramme



d!ka, x"xx

est cartésien. Donc ka A est d-transverse en x' x x. On applique main-
tenant 6.2 a 1'immersion W'——)kaW puisque x' est 1'image réciproque

de x' x x par cette immersion.

3*
*
3
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§ 7. _d-BASE STANDARD ET d-BASE STANDARD NORMALISEE

Définition : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation, x un point

de WNX et d€ ]0,o[ un réel fixé.

On désigne par J 1'idéal de OZ x définissant X dans Z en x, Un systéme
H

(fl,...,fm) d'éléments de J est appelé une d-base standard de A en x

s'il posséde les propriétés suivantes

1) soit, pour 1<i<m, vi=vx(fi;A,d) ; alors :

\) * s 0.
Vq= 2s svm

2) (inx(f1 ;A,d) s e .,inx(fm 3 A,d)) est un systéme minimal

de générateurs de inx(A,A,d).
Lemme : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit x un point
de WNX, d€ ]0,o[. Soit (fl,...,fm) une d-base standard de A en x. La

suite {vi=vx(fi;A,d)} ne dépend que de A, x et d.

Démonstration : Soit p&€ N+ 1/d N, strictement positif, soit p son

prédécesseur. Soit inx(A,A, d)(p”) 1'idéal de grxA;d engendré par les
é1éments de degré inférieur ou égal & p~ de inx(A,A,d) (i.e. 1'idéal
qui définit CAdx(u_) (5.3.1)). Le nombre des vy qui ont la valeur p

’

est
LU " -
rangm 1nx(A9A,d) 1nx(A9A9d)(ll ) .

On vérifie que les images canoniques dans cet espace vectoriel des

inx(fi;A,d) de degré p en forment une base.

Définition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation et soit x un
point de WNX, d€ ]0,o[. On note vﬁ(A,d) la suite
(vl,....,\)m, © .y ®eeee®eues) OU (vl,...,vm) est la suite des d-ordres

d'une d-base standard quelconque (fl,...,fm) de A en x.
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Si d=1, on notera aussi souvent vz(X,Z) au lieu de vi(A,l).

Remarque : Dans la suite, on ordonnera l'ensemble des suites a va-

leurs dans NF+1/d NUw par 1'ordre lexicographique.

Proposition : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point

de WNX, d¢€ ]0,o[ . Soit (fl""’fm) une d-base standard de A en x.
Si A est d-transverse en x, alors
1) (fl"”"fm) est une S—base standard de A en x pour 6 ¢ ]0,d] ;
2) vi(a,d) = v¥(a,8) , ¥ 6€1]0,d] ;
3) désignant par A(x)::Ax:x::(Xr]r—l(x), r-l(x), X rlr-l(x)) et
par f 1'image canonique de fe(;;’x dans O 1 ’ (?1"°"Em) est une

r (x),x
base standard de A(x) en x et

v;(A,d) = vz(Xr\r—l(x),r—l(X)) .

Démonstration : Soient N 1'idéal maximal de OW x ? N= ® gr; W,
’ ’ i»1
(zl,...,zt)'un systéme de coordonnées de centre x sur r-1(x).

D'aprés 5.1.1, condition 3), on sait que

C d_ﬂdr_l(x) =C .

. -1
Ayx XNr T (x),x
Traduit en terme d'idéaux, ceci signifie que
. = . -1 -1
1nX(A,é,d)4-N. grx:W[Z] N . ng'W[Z] = 1nx(Xr1r (x),r (x)) .
D'autre part 5.1.1 condition 6) dit que

in_(8,8,d) NN . gr_W[Z] = in_(8,4,d) .N.gr W] .

Ceci entraine que, pour i=1,...,m, 1'image de inx(fi,A,d) par le mor-

phisme canonique ggXW[Z]-—>m[Z] est non-nulle, En effet, on aurait
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une relation :

inx(fi ; é’d) =

I™MB

cin (f.; p,d) ou Q.eN.gr_ WZ
j]_QJ x Tt e QJE gx(:]
et ou QJ est d-homogéne de degré vy vj . Par conséquent, QJ.:O, si
j=21i., Ceci contredit la condition 2) de 7.1.1,

Soit, pour 1<is<m, A (Z)=in (f ,4,d) mod N . gr_W[Z] e €[Z] . C'est

un polynéme homogéne en 7Z de degré v, - On peut donc écrire

1<i<m in (£, ; A,d) = A () +e, od eieﬁ . gr_W[Z], xi¢o
f. = A, (2)+ % f zA oi f., €0
i i t TiA iA S CW, x

AeN

et vx(fiA)zd(vi- |A]l) si |A|<vi ’ vx(fiA)zl si |A] =Vs o

., = f.modN.G, =A.(2)+ F £. modNz"
i i Z,x i |A|>v. iA
1

et

in (F, ;80,1 = A,(2) .

Or (Al,...,?\m) est un systéme de générateurs de inx(Xﬂ r—l(x),r—l(x)),
I1 est certainement minimal toujours d'aprés 5.1.1, 6). On a donec
obtenu 3). 1) et 2) s'en déduisent immédiatement, car 0 n'étant pas

tropisme critique,
C = C x C -1
A, x W, x XNr " (x),x

et on a, si 6¢€[0,d[, puisque dA xzd, (5.1.1, 2))

’

8 o
CA’X - CA’X '

De plus, pour 1<i<m, &6§¢[0,d[, inx(fi’ 4,6) =?»i(Z) .
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Corollaire : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, Soit x un

point de WNX,
Soit (fl’“"fm) une d-base standard de A en x,

Soit h: W - W un morphisme,

Soit A'"=(X',Z',W ;') =(Xx W, Zx W, W ;rxIdW) 1'installation
w w
image réciproque par h., Soit x' € W', tel que h(x') =x,

Soit h:Z' -7 le morphisme canonique déduit de h et soit f'i 1'image de

fi par le morphisme GZ,X_’OZ',X' qui en provient,

Si 4 est d-transverse en x, alors
1) (f},.,..,f') est une d-base standard de A' en x' ;
1 m

2) v(a,d) =v¥, (a',d)

Démonstration : D'aprés 6.5, A' est d-transverse a X' en x', 7.1.5

nous donne alors les égalités suivantes

-1 -1
V";(A,d) vi(an (x) , r (x))

vi,(A',d,\

v (X' ey, ey

Mais A(x) =A"(x'), ce qui conduit & 1'égalité annoncée dans 2),

D'autre ‘part, toujours d'aprés 6.5, le diagramme

CAV’XY CA,X
est cartésien, ce qui signifie que inX,(A',A',d) est engendré comme
idéal dans gr_, A';d par 1'image de inX(A,A,d) dans le morphisme
grxé;d.wagrxé';d . o
Mais, toujours d'aprés 7.1.5, vx(fi i A,d) =vX(fi s A(x),1) =V, s i.e.
fi=?\.(z) + T ,f. zA ou Kieﬂl[z] est un polyndme homogéne de degré

AENt iA
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v, non identiquement nul, et ou fiAE(}W,x est tel que vx(fiA)2|i(vi— |A‘)
si |A] <V vx(fiA)zl si |A] =vil;

| - ° 1 e pt - [
On a donc fi = Ai(z)-+ b 'tfiA. hz et,vx(fi, A',d) Vo L'image de

AcN
inx(fi; A,d) est inx'(fii A',d), Ainsi (inx,(fi; é',d),,“,inx,(f&lgé‘,d»

est un systéme de générateurs de inX‘(A,A‘,d)a I1 est minimal, car la
suite des degrés de ces é1éments est (vl,,,,,vm) et on vient de montrer

que \);{;‘(A',d) = (vlynao’\)m’ m)o

Définition : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x un

point de WN X. On suppose que rIX: X-West plat en x.

J étant 1'idéal de GZ,X définissant X dans Z en x, un systéme d'éléments
de J (fl”'°’fm> est appelé une O-base standard de A en x, s'il existe
€>0 tel que A soit e-transverse en x et que (fl"'°’fm) soit une e-base
standard de A en x.

On pose vi(A,O)==v§(A,s)==v:(Xf\r_1(X),r_1(X))a

Remarquons, pour légitimer cette définition, que, d'aprés 5.1.3,

1.

dA X>>0 et , d'aprés 5.1,1, A est e-transverse en x pour tout €¢ ]0,d
H

De plus, d'aprés 7,1.5, si, pour un tel &, (fl"°°’fm) est une e-base

Ay, X

standard, il en est de méme pour tout €' <e et v;(A,E)==V§(A,€').

Définition : Soit A= (X,%,W; r) une bonne installation. Soit x un

point de WNX. On suppose que r|X: X—-West plat en x.
Soit (f,,...,f ) une O-base standard de A en x, Soit
1 m

>v§(A,0)=:v1,o.o,vm, ©), Soit di= sup{d € Eﬁ; tel que inx(fi; A,d) soit
de d-degré vi]o On pose

inf d., .

d =
(f)_ » X 1<i<m

D'aprés 7,1.5, d(f),xéijo,wjo

Proposition : Sous les hypothéses de 7.1.8, on a

d <d o
(f),X< AyX
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Démonstration : Soit d=d Alors, il existe €€ ]0,d] tel que A

(f),x°
soit e-transverse en x, et (f1’°°°’fm) soit une €-base standard de A

en x. Toujours d'aprés 7.1.5, désignant par ﬁ, 52 gri W, 1<i<m,
j=1

inx(fi 5 4,€) mod N, grAs€ = ?\i(Z) €C[Z) est un polyndme homogéne non
nul de degré Vyoe

De plus, pour 1<i<m, 6¢€[0,d[, inx(fi; é,é)::Ki(Z). Mais
(KI(Z),QOO,Km(Z))gﬁXA;O==inX(A,A,0) puisque dA.xz €>0, Pour tout

’

6€ [0,d[, on obtient CAéxC:CAOX . D'aprés 3.2.1, ceci entraine que
6 . ’ .
CA,X==CA’X(1) , ou bien 6<:dA,x° Finalement
d<d .
Ayx

7.1,10 Remarque : Sous les seules hypothéses de 7.1.8, on n'a pas toujours
d =d ; 3.2,5 nous assure seulement de l'existence de telles
(£),x Ay, x

O-bases standard de A en x,

Dans la section suivante, nous allons caractériser une classe de O-bases

standard de A en x, pour lesquelles on a toujours d(f),x:=dA,x° Au

cours de cette étude, on verra pour quelle raison, en général

d <d , ce qui permettra au lecteur de se construire aisément
(£),x  “A,x

des exemples,

Pour commencer, nous allons rappeler quelques notions intro-
duites dans [ 5 ], chapitre III, § 7. Le lecteur pourra s'y reporter
pour y lire la démonstration de quelques affirmations qui vont suivre.
Comme toujours, N est l'ensemble des entiers positifs ou nuls et si t

t

est un entier supérieur ou égal a 1, N~ est le produit de t exemplai-

res de N,
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7.2.1 Définition : On appelle E-sous-ensemble de Nt tout sous-ensemble E
t t

de N~ tel que, pour tout A¢E, tout Be N, A+ B soit dans E.

On appelle frontiére de E tout sous-ensemble F de E tel que tout é1é-
ment A de E ait une décomposition A=A +B ou AOE F et Be N .
Notons que § est un E-sous-ensemble de n* pour tout t ; notons aussi

qu'un E-sous-ensémble de Nt peut posséder plusiéurs frontiéres.

7.2.2 Lemme : Si F est un sous-ensemble de Nt, il existe un unique E-sous-
ensemble de l\It dont F soit une frontiére. Si E est un E-sous-ensemble
de ]Nt , 11 existe un ensemble fini qui soit une frontiére de E.

On montre la deuxiéme assertion par récurrence sur t.

7.2,3 Définition : Soit S un anneau nethérien ; G=S[Z1,...,Zt] 1'anneau
des polyndémes & t indéterminées. On pose Z= <Zl""’zt) et , si
. a a
A= (al,,..,,at) € Nt, ZA=ZII,‘,..,Z,Ct 3 on munit NJc de 1'ordre lexico-
graphique (i.e. : A=(a1,.¢.,at) <A' = (a'I,...,a%) si et seulement si
il existe i, 1<ci<t tel que, pour j<i, a,=a' et a,i<a'i ;3 on gradue

J
G par le degré total. Soit 9= % 1_JC ZA, CAE S, un polyndéme homogéne

Acnt A
non nul. On appelle exposant privilégié de ¢ par rapport a

(S;Zl"”’zt) et on note exptcp le plus grand Ac Nt tel Que CAle.

(S'il n'y a pas d'ambiguité, on écrit parfois simplement exp q).

7.2.4 Définition : Les notations sont celles de 7.2.3, Soit I un idéal
homogéne de G = S[Zrl,..a,Zt]. On appelle ensemble des privilégiés de I
par rapport a (S; Zl’ ""Zt) et on note Exp‘t I le E-sous-ensemble de
Nt admettant comme frontiére 1'ensemble des exptqa ou ¢ parcourt
1'ensemble des polynémes homogénes non nuls de I si I#(0), # si I=(0).
(Comme ci-dessus, on note parfois ExpI).

Remarquons que A¢ ExpI si et seulement si il existe ¢ homogéne non

nul dans A tel que A=expo.
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Lemme : Soit S un anneau nethérien, et soit € - S un morphisme

. L . : B B :
d'anneaux injectif. Soit Go_m[Zl,...,Zt], G—S[Zl,...,zt]. Soit I

un idéal homogéne de Go , I= I0 G. Alors Expt I0 , l'ensemble des privi-
1égiés de I par rapport a (¢; Zl""’Zt) est égal a ExptI , 1'ensemble
des privilégiés de I par rapport a (S; Zl""’Zt)'

Démonstration : S est un @-module libre. Soit (ej) jed une (-base de S,

Tout polyndéme homogéne non nul ¢ de I peut s'écrire

P = X e.0.

jes I d
ou, pour tout j, q)J. est un polynéme homogéne de I  de méme degré que ¢
et ou, de plus, cijO, sauf pour un nombre fini d'indices. On vérifie

facilement que

expt@ = max exth. .
{3 : 9,#0) !

Théoréme (Théoréme de division de Weierstrass généralisé)
Soient O une C-algébre analytique locale, @{zi,...,zt] 1'anneau des
séries convergentes 4 t indéterminées sur O (ie.si 1'anneau local de
l'espace analytique W en x est G, O{zl,...,zt} est 1l'anneau local de
meten(xxgﬂ.
Soit N 1'idéal maximal de 0.
Soit (gl,...,gk) un systéme d'é1léments non nuls de G{zl,...,zt} tels

que, pour 1l<i<k, il existe Lieﬂi{zl,...,zt} non nul tel que

gi_LiENG{Zl,aoo,zt} °

. A
On pose 1< i<k, Li= by tCiAz 5 CiAeﬂI .

AcN
inf IAI tels que ciAyéo

Soient Vi

A.
i

(1 désigne 1'ordre lexicographique de Nt),

suplA tels que IAI =V, et CiAyéO
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Alors, pour tout gé@{zi,...,zt], il existe hy,...,h et f dans

G{zl,...,zt} tels que

k
1) g= ¢ h g +f
i=1
2) sif=3 f,2 2t £,€0, alors £,=0 dés que A€ U (A, + VY
AeN i=1l..k

t

3) si, pour d€ ]0,xo[, avec p=(Wx€~, Wx ﬂlt, W pl) et identifiant

IXXQ a x, on a .pour 1<ic<k, \)X(gi 34,d) = vi“, ~on.peut trouver

(hl""’hk) tels que de plus
1<i<k \)X(hi 3 A,d) 2 vx(g 3 Ad) - vx(gi 3 A,d)

Démonstration : On renvoie le lecteur a [ 1 ].

Proposition : Les notations sont celles de 7.2.6.

Soit (fl""’f ) un systeme d'éléments de G{zl,O..,z } non nuls.

Soit 1<ic<k, f f.modN C)‘*{zl,...,z }. On supposef £0 et on dé-
finit, pour 1< 1sk, hi(Z) =in_ fi .

Soit I= (Kl,...,?\k) @[zZ], E=ExptI 1'ensemble des privilégiés de I par
rapport & (€ ; Zl""’Zt)"

On suppose finalement que, pour d¢ ]0,x[ , \)X(fi 3 A,d) = vi=vx(.fi) .
Alors, pour tout fe(}{zl,...,zt], il existe des éléments (hyseueshy)

de G{zl,...,zt} tels que

1) \)X(hi 3 A,d) zvx(f 5 A,d) - \)X(:t'i 3 A,d)

. A
2) si f- 5 h,f.= % f ,fEO, ona f,=0 si Ac€E.
i=1, ..k 11 AeNt AZ A A
Démonstration : E a une frontiére finie non vide F= {AI’“"’Aq}’
11 ex1ste donc, pour l<ic<aq, ¢ € I homogéne de degré My tel que
exp 9, . Il existe aussi, pour 131sq, 1<j<k, (bijeﬂ:[Z] homo-
géne de degré p,=-v, tel que ¢.= I by
i 17 i Gek 1 Y5
. _ ’ ' . )
| Soit g, —~J'=1Z k¢ij(z) fJEG{zl""’zt} (1'anneau €[z] est inclus

canoniquement dans G{z}).
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Ainsi, on peut appliquer le théoréme de division 7.2.6 par les g; af.

I1 existe (pl,...,pq) et r dans C}{zl,...,zt] tels que

= f=. z p1g1+r
1=1’.‘.’q

- si r= % trAzA, rA=O pour A€ U (A'i+]Nt) ou
AcN i=1l...q
A'i= sup, des A tels que |A| = By et qui apparaissent dans le développe-
ment en z de g; - (gimod N.0{z}). Par définition de expt cpi=Ai , on cons-

tate que Al =A. et U (A, + ]Nt) =E.
1 1 . 1
i=1l...q

Pour terminer la preuve, il suffit de poser

1<j<k h. = T ¢b..(z) p, .
J i=1...q 9 t

On obtient

=
I

f_ Z h.f. °
j=1o.ok J J

La condition 3) de 7.2.6 nous permet d'affirmer que, puisque

vyle; 5 8,d) =y,
Ve (py 5 Asd) 2y (£54,d) -p, .
Or vx(¢..;A,d)=u.—v..

Finalement, pour 1< j<k, vx(hj 3 A,d) 2 vx(f 3 pyd) - Vj ou encore
vx(hJ. 3 A,d) 2 vx(f 3 A,d) - \)X(fj 3 b,d) .

Définition : Soient ® une C-algébre analytique locale, R=0(zl,...,zt}

1'anneau des séries convergentes a t indéterminées sur 0. Soit
(Kl,...,?»k) un systéme de polyndmes homogénes de m[zl,..'.,zt]. Soit
T= (Agyeeeshy) €[2,,.00,0,], E=Exp’I 1'ensemble des privilégiés de I
par rapport a (€ ; Zl""’Zt)' On dit que fcR est normalisé par le sys-
téme (?\1,...,?\1{) par rapport a (O; Zl""’zt) si dans le développement
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en série entiére f= 3y | f zA, f, €0, ona f,=0 si ACE,
t A A A
AeN
7.2,9 Définition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit
X un point de W, On appelle systéme de coordonnées adapté a A en x tout
systéme de coordonnées locales (Zl""”zt) dans r-l(x) de centre x.

(Cette notion ne dépend que de A).

7.2,10 Définition : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de WNX, de€ ]0,o[ un réel fixé et (zl,.,.,zt) un systéme de coordon-
nées adapté & A en x, On suppose que A est d-transverse en X,
On désigne par J 1'idéal de OZ,X définissant X dans Z en x.
Un systéme (f4,...,f ) d'éléments de J est appeld O-base standard de A en x

normalisée par rapport a (ngx; zl’“”zt)
1) si c'est une d-base standard de A en x

2) posant, pour 1<k<m, ?»k=inx(fk;_A_,0) Em[ZI:-»a,ZtJ si, pour
1<i<m, t, est normalisé par le systéme (?\l,oao,xi_l) par rapport a
(OW,X; zl,...,zt).

7.2,11 Définition : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation, et soit un
point de WNX, (zl,,“,zt) un systéme de coordonnées adapté a A en x.
On suppose que rIX : X->West plat en x.
Soit J 1'idéal de GZ,X définissant X dans Z au voisinage de x.
Un systéme (fl"”’fm) d'éléments de J est appelé 0O-base standard de
A en x normalisée par rapport a (GW,X; Zyseess2), s'il existe £>0
tel que A soit e-transverse en x et que (fl""’fm) soit une e-base

standard de A en x normalisée par rapport a (& 3 ZyseeesZ, ).
W, x 1 t

7.2,12 Théoréme : Soit A= (X,Z,W:r) une bonne installation, x un point de
wn X, (z1,.“,zt) un systéme de coordonnées adapté a A en x. Soit
d€ ]0,o[ un réel fixé., On suppose que A est d-transverse en x (resp.
que rIX : X-oWest plat en x). Il existe une d- (resp. 0-) base standard
de A en x normalisée par rapport a (Gw,x’. Zi""’zt)'

4 X>0 (5.1.,3) et A

. ’
ezt e-transverse & X en x pour tout eé"_p‘,dA x]' I1 suffit donc, pour
b

Démonstration : Si r|X:X—W est plat en x, d

obhtenir la totalité de 7.2,12, de montrer que, si A est d-transverse
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en x, il existe une d-base standard normalisée.

Choisissons (gl,.”,gm) une d-base standard de A en x. Soit N 1'idéal

maximal de G .
W, x

Soit m gr, W[Z]—>€[Z] le morphisme qui envoie Z sur Z et annule les

éléments de N= & gr; W,
izl
Supposons construit, pour i€ [1,...,m] un systéme (fl"""fi—l) d'élé-

ments non nuls de J, 1'idéal de GZ < définissant X dans Z tel que
)
a(i-1) :vx(gj;é,d) = vx(fj;_A_,d) = Vj si 1<j<i-1
et (in (g, ;8,8),...,in (g, ;34,d)) . gr_A;d =
(inx(f1 3A,d),. M,inx(fi_l sh,d)) . grxg_;d
B(i-1) :vx(fj 5A,d) = vx(?j) si lgjgi-1
o f.=f . modN,Q zZ
i~ W,x{ )
et (in_g in_g )gr r-l(x) = (in_ ¥ in_f gr r-l(x)
x®17°°° T x Bi-1"%"x x 177 T x Ti-1"%7x
avec g, =g, mod N , OW’X{Z},
vy (i-1) :p?sant pour 1l<j<i-1, ?\j(Z) = n(inx(fj 3A,d)) = inxf. ’
pour 1<j<i-1, fj est normalisée par le systéme (}\1"’"’}\3'—1) par rapport
a (GW’X; z).
Nous allons construire fiEJ tel que le systéme (fl’””fi) vérifie
(i), B(i), y(i). D'aprés 7.2.7, il existe hje@z o ? 1sjsi-1 tel que
7

\)X(hj s A, 2y (g, 5 4,d) - vx(fj 3 Asd)

et que
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est normalisé par le systéme (A,,...,A. ) par rapport a (G 3 z). On
1 1_1 W,X

a fvidemment f.€J et \)x(fi;é’d) zvx(gi;é,d) =v, . L'image de £, dans
i . .. . s
gr _ A3;d est ainsi 1nx(gi 3 A,d) - . T Hjlnx(fj ; Ayd) ou Hj est
J=110¢1-1
V.=V,
1'image hj dans gr lx Jgjd.

Si ceci était nul, de a(i-1), on déduirait que inx(gi; A,d) est super-
flu, ce qui est impossible puisque (gl,...,gm) est une d-base standard.

On a
inx(fi, A,d) = inx(gi;_g,d)- i1 s i-lHjinx(fj 3 A,d)

et a(i) est satisfait.

On a aussi

ki(Z)==n(inx(fi;A,d))==n(inx(gi;A,d))-j_1 b i-lzt(HJ.)J1:(inx(fj;A,d)).

D'aprés 7.1.5,(g1,...,gm) étant une d-base standard,

Jt(inx(gi 3 A,d)) = lnxéi .
Si Xi(Z)==0, on a donc
in_g. = b x(H,) in_*T. .
x 1 j=1oooi-1 J X J

C'est'impossible au vu de B(i-1) car, toujours d'apres 7.1.5,
él""’ém doit étre une base standard de A(x) en x. On obtient donc
B(i).

De proche en proche, on construit (fl,...,fm) satisfaisant a(m), B(m),
v(m). Un tel systéme est une d-base standard de J normalisée par rapport

a (OW,X; z).
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7.2.13 Proposition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x
un point de WN X,

Soit (ZI’°°"zt) un systéme de coordonnées adapté 4 A en x.
Soit h' : W = W un morphisme.

Soit A'=(X",Z'", W53 r") =(XxW , ZxW , W ;rxIdW) 1'installation
W w ‘
image réciproque par h, Soit x' € W', tel que h(x') = x,.

Soit h: Z' -7 le morphisme canonique déduit de h et soit zi 1'image
de z, par le morphisme GZ,X-_a'GZ',x qui en provient,
Alors (zi,a.n,z%) est un systéme de coordonnées adapté a A en x.
On suppose que A est d-transverse en x (d>0) (resp. rIX: X-West plat
en x), Si (f1’°‘°’fm) est une d- (resp. 0-) base standard de A en x
normalisée par rapport a (Gw %} zlg.aogzt), désignant par fi 1'image
) —_— £1 L) - -
de fi par GZ,X OZ',X' , (f ,..O,fm, est une d- (resp. 0-) base

standard de A' en x' normalisée par rapport a (Ow, <1 3 zi,...,z%).
’

Démonstration : Comme ci-dessus, le cas 0 se déduit immédiatement du

cas d>0. D'aprés 7.1.6, on sait que fi,.o.,fé est une d-base standard
de A' en x'. On constate qu'on obtient Ak::inx,(fﬂ;A',O)éE&[Zi,.u,Z%J
a partir de Ak==inx(fk;AJ0)<§G[Z1,".,Zt] en changeant Z en Z',

Comme
A A
f' = ¢ f ohaz' si f = % f Z
k AeNt kA k AENt kA
et que
f =0 our AcE t(k A )
kA_ p e xp 19""’ k_1

a fortiori

. t t
kao h =0 si A€Exp (Xi,...,%é_l) = Exp (kl,...,hk_l).

Nous allons maintenant montrer comment les bases standard

normalisées permettent de calculer le ler tropisme critique.
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7.2,14 Théoréme : Soient A= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de WNX. On suppose que rIX:X—»W est plat en x,
Soit (Zl"“’zt) un systéme de coordonnées adapté a4 A en x et soit
(fl,o.o,fm) une O-base standard de A en x normalisée par rapport a
(OW,X§ ZI’“"Zt)° Alors

d(f),x - dAgx °

(flg,.o,f ) est une &-base standard de A en x pour ¢ [0,d, _7.
m A, X-

Démonstration : On sait déja, 7.1.9, que d(f) XsdA < Par définition,
’ ’
d = inf d, . Soit i le premier indice tel que d,=4d =d.
(f)ﬁx 1Sksm k 1 (f)’x
Si d<dA X , puisque rIX:'X-.W est plat en x
J
c x¢ =c°® -c (=c4
XNr (x),x W, x A, X A, X Ay X
d'ou
. -1 -1 .
in (XNr (X),I‘ (x)) . gr W[Z] = 1n (A,A’d) .
b'e x . x £
(fl,...,fm) étant certainement une e-base standard pour un e¢ ]0,d],

pour 1 <k<m,

rr(inx(fk;é,d)) = n(inx(fk;_g,a) = inx(fk;_A_,O) =

inx(}‘k ;s A(X), 1) ?\k(Z) € €¢[Z] est non nul,

ol m : gr, W[Z] —> €[Z] est le morphisme canonique, ou Tk est 1'image

de f, par G — 0 et
k -1
Z,x r (x),x

(hgreeerd DE[E]) = dn (XN x 10,27 1(0) = in_(A(x),4(x),1) .
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De tout ceci, on déduit que
inx(fi 5 8,d) = A€ (Ay,y.. REINY .+ Wzl .

Or, par définition, in (£ ;a,d) - Ai#_o., I1 existe un 'monéme" MBOC de
degré B dans gr W, o en Z, non trivial, qui est une composante biho-

mogéne de inx(fi 3 A,d) - }\i et on peut écrire une relation

M = 5 S. AL
T DUUE T B

ou Sj est bihomogéne dans gr W[Z] de degré B dans gr_ w, oc--vj en 7
et 1'on peut restreindre la sommation aux j allant de 1 & i-1 car

certainemebt oc<\)i et la suite (vl,...,vm) des degrés des 7\3. est crois-

sante.
. t .
Soit Ei—l = Exp Ii—l ou Ii—1= (Kl,..,,}\i_l)G[Z].
D'aprés 7.2.5, si M, = ¥ 4 QAZ » l'exposant A le plus grand

Ba ™ jenwt, |a] =
lexicographiquement pour lequel QA740 est dans E. 1 Appelons-le A .
] i- o
Soit maintenant fi=zfiA zA le développement de f en série de z.
=Q, £0,
)

Par identification, on obtient que \)x(fiAo) =B, inx fiAO
C'est contraire 4 1'hypothése de normalisation.

C'est que d(f),x=dA,x . ) . »

Finalement, d'aprés 7.1.5, VX(A,E)) =v';(Xﬂr (x),r (x)) pour
66[0,dA’X] 3 vx(fj;é,6)=vj=vx(fj) pour j=1,..m, §€[0,d ] .

Ay x
Le lemme 3.1.6* permet d'achever 1'argument.

Nous allons voir maintenant comment les O-bases standard
normalisées de A en x permettent de calculer le ler tropisme critique

de A le long de Y en x.
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Théoréme : Soient A={(X,Z,W; r) une bonne installation, Y un sous-
espace analytique de WNX, x un point de Y, (Zl’°°°’zt) un systéme de
coordonnées adapté 4 A en x. On suppose que r]X: X-West plat en x.
Soit (f1’°°"fm) une O-base standard de A en x, normalisée par rapport
3 N Zad V232 Lo e
a (@W,x’ Zl’“"’zt)° On désigne par Q (resp. N) 1'idéal de Ow}x définis
sant 1'immersion de Y (resp. x) dans W au voisinage de x.
Les conditions suivantes sont équivalentes

1) C 1 —— Y est plat en x ;

XNr “(Y),Y

2) Pour 1<i<m,
'vX(fimodNoGZ’X) = \)Y(fimon.OZ’X)

Démonstration : Soit A(Y) = (XN r—l(Y) ,r-l(Y) 2 Y rlr_l(Y)) 1'installa-

tion image réciproque de A au-dessus de Y. Soit

A(x) = (XN r_l(x),r_l(x),x; rlr—l(x)) 1'installation image réciproque
de A au-dessus de x, D'aprés 5.1.8, la condition 1) est équivalente a

1) d = (ou bien il n'y a aucun tropisme critique).

A(Y) ,x

Soit, pour 1<i<m, f! 1'image de f., par le morphisme — .
i i -1

Z,x r (Y),x

f;.; n'est autre que la classe de fimOdQ“GZ < D'aprés 7.2.13,
’

(f'1’°'°’f1;1) est une O-base standard de A(Y) en x normalisée par rapport a

. ’ 7 5y o
<GY,X’ Zl’°°°’zt)° Par conséquent, d'aprés 7.2.14, dA(Y),x_d(f'),x .

Soit (Vyyeae)V s®y..0) = vz(A,O) = vZ(A(Y),O) = vi(Xﬂ rlix) 9r_1(x)).

A

Ecrivons f, = z°, i=1...m, le développement en série de £,

by f.
o AENt iA
On obtient '

et

inf

d =
7
(£7),x 1<i<m

t

( vx(fiAmod Q)
AEN", ]A|<vi

inf, v - 1A]
i
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I1 vient finalement que 1') est équivalente a 2')

2') pour 1l<i<m, A€ Nt, tel que |A|<\)i, fiAGQ,

ou encore, remarquant que 1'idéal de O _ =G {zl,...,zt} définis-
r (Y) 7X Y’X

sant Y dans r_l(Y) au voisinage de x est celui engendré par

1 1
(Zl’“"zt)’ pour 1 <i<m, \)Y(fi) zZv, .

Mais, puisque \)X(fimod N,GZ,X) =V \)Y(:t‘i mod Q,OZ’X) S

2') est donc équivalent a 2).

Corollaire : Les hypothéses sont celles du théoréme 7.3.1, On suppo-

se de plus que 1l'une des condition 1) ou 2) est satisfaite. Alors

i) pour 1<i<m, inY(fi;_A_,O) EOY[Z] et est homogéne de degré
V. o8 VI(A,0) = (Viseeasv @)

11) 3nY(A9_A_y0> é@ GY,X= (inY(fl ’ A’O)""’inY(fm ’ A,O)) .
Y

Démonstration : D'aprés 5.1.3, r|X:X-W &tant plat en x, dA v.x> 0
H ’

Par suite

c® =c x C au voisinage de x .,

A, Y xnr i,y vy W,Y

De méme, on sait que d x>0 et que

A,

o .
C = C x C .

Ayx xnr~Hx) W, x

X

Enfin, d'aprés 5.1.8, puisque C — Y est plat en x, le dia-

xNr- ey, Y

gramme

est cartésien,
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Ceci implique, puisque grYij1r—1(Y) est un OY—module plat en x, que

l'homomorphisme canonique

ot Jng (XN 1o,y 8 ¢ — in (XN r o, e )

OY,x

est un isomorphisme,

Mais la démonstration de 7.3.1 nous a montré que

A ..
in, f! = in(f. ;4,0) = ¥ f. modQ.Z (i.,e, i))
Y i Y i AENt, |A|=Vi iA

et que
aling t1@1) = 3, £, modN. A in_(f, modN .0, ).
AeN ,]AI:vi ’
(fl,uoo,fm) étant une O-base standard de A en x, on a
in (X(\r-l(x) r-l(x)) = (in (f modN  G, ) . in_(f modN; G, D))
X ’ x 1 CTZ,x T x Tm *YZ,x

d'ou aussi

Jny (XN r_l(Y),r_l(Y)) ® € = (in

OY,X

1 i 1
Yf1®1,..,o,1nY(f ®1) .
On sait bien qu'alors

o, (XN 1,2 H W) = Cing £], ..., 00 £

ce qui achéve la démonstration.

Définition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation. Soient Y

un sous-espace analytique de WNX et x un point de Y. Soit (Zl’""zt)
un systéme de coordonnées adapté 4 A en x,

On suppose que rlX: X-West plat en x et que C -1 —>Y est plat
XNr “(Y)

en X,
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Soit (fl""’fm) une O-base standard de A en x, normalisée par rapport
é (GW,X;Zl,ooo’zt)t SOit V";(A,O)=(v1’600’vm’m,oov)o
Soit di= sup {d € R" tel que inY(.’fi y A,d) soit de d-degré vi}.

On pose

inf d. .

d =
(£),Y,x l<i<m

7.3.2 rend cette définition légitime, puisque inY(fi;.A,O) est homogéne

dans Oy x[Z] de degré v. et on observe que d € 10,0].
’ .

(£),Y,x

Théoréme : Dans les conditions de 7.3,3,

d =d
(HH),Y,x A,