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Acronymes

Le lecteur trouvera ci-dessous les principaux acronymes utilisés tout au long de cette thèse.

ABRÉVIATION DÉFINITION

ARL Average Run Length

CRL Conforming Run Length

CUSUM CUmulative SUM

DPH Discrete PHase type

DS Double Sampling

EARL Expected Average Run Length

EWMA Exponentially Weighted Moving Average

LCL Lower Control Limit

MSP Maîtrise Statistique des Procédés

MCUSUM Multivariate CUmulative SUM

MEWMA Multivariate Exponentially Weighted Moving Average

RL Run Length

SDRL Standard-Deviation Run Length

SPC Statistical Process Control

SPM Statistical Process Monitoring

SNR Signal to Noise Ratio

UCL Upper Control Limit

VAR Vector Autoregression

VARMA Vector Autoregression Moving Average

VSI Variable Sampling Interval

VSS Variable Sample Size
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Introduction

Aujourd’hui, la qualité est devenue l’un des plus importants facteurs de décision des consommateurs lors-
qu’il s’agit de faire un choix parmi des produits et/ou des services. La recherche de la qualité des produits (et
des services) est alors devenue un point clé de la compétitivité des entreprises. Parmi toutes les approches
visant à l’amélioration de la qualité, il en existe une particulièrement importante : la Maîtrise Statistique des
Procédés (MSP). Parmi les outils de la MSP, les cartes de contrôle sont des outils très utiles pour la détection
et l’élimination des causes assignables modifiant le processus. Les cartes de contrôle de type Shewhart ont
été largement utilisées comme un outil simple et efficace pour surveiller la moyenne et / ou la dispersion
d’une unique caractéristique qualité. En générale, la moyenne ou la médiane sont utilisées pour surveiller
la position du procédé alors que l’écart-type, la variance ou l’étendue sont utilisés pour surveiller la disper-
sion du procédé. A la différence de nombreuses recherches antérieures, cette thèse porte sur des cartes de
contrôle pour surveiller le ratio de valeurs moyennes (supposées suivre des lois normales) et des cartes de
contrôle pour surveiller des données de type “composition”. Ma thèse est composée des cinq contributions
suivantes :

• Notre premier travail de recherche porte sur une carte de contrôle pour surveiller le ratio de valeurs
moyennes à l’aide de règles supplémentaires. Cette partie de notre travail a été publiée récemment
dans la revue International Journal of Production Research (Tran et al. (2016a)), la revue International
Journal of Reliability, Quality and Safety Engineering (Tran (2016)) et au “22th ISSAT International
Conference on Reliability and Quality in Design”, Los Angeles, CA, USA, August, 2016 (Tran et al.
(2016e)).

• Notre deuxième travail de recherche porte sur une carte de contrôle pour surveiller le ratio de valeurs
moyennes en utilisant une approche EWMA. Cette partie de notre travail a été publiée récemment
dans la revue Quality and Reliability Engineering International (Tran et al. (2016b)).

• Notre troisième travail de recherche porte sur une carte de contrôle pour surveiller le ratio de valeurs
moyennes avec une approche de type CUSUM. Cette partie de notre travail a été publiée récemment
dans la revue Statistical Papers (Tran et al. (2016c)).

• Notre quatrième travail de recherche porte sur une carte de contrôle de type Shewhart pour surveiller
le ratio de valeurs moyennes en prenant en compte les erreurs de mesure. Cette partie de notre tra-
vail a été publiée récemment dans la revue International Journal of Production Research (Tran et al.
(2016d)).

• Finalement, notre cinquième travail de recherche porte sur une carte de contrôle pour surveiller des
données de type composition à l’aide d’une approche MEWMA.

Cette thèse est décomposée de la manière suivante :

• Le chapitre 2 introduit les bases de la Maîtrise Statistique des Procédés et définit les principales
cartes de contrôle univariées et multivariées par variables ainsi que les principaux indicateurs de
performance basés sur le Run Length.
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• Le chapitre 3 présente un état de l’art restreint (de fait) des recherches effectuées dans le domaine
du contrôle statistique de la qualité pour le ratio de valeurs moyenne et pour des données de type
composition. Ce chapitre permet de détailler les caractéristiques statistiques du ratio empirique dans
le cas de la loi normale ainsi que les concepts permettant l’analyse des données de type composition.

• Le chapitre 4 est le premier chapitre correspondant aux contributions de cette thèse et introduit et
compare plusieurs règles supplémentaires pour surveiller le ratio. Une approche de type chaîne de
Markov a été utilisée pour obtenir les paramètres optimaux et les mesures de performances.

• Le chapitre 5 propose et étudie les caractéristiques ainsi que la performance des cartes EWMA pour
surveiller le ratio de valeurs moyennes.

• Le chapitre 6 propose et étudie les caractéristiques ainsi que la performance des cartes CUSUM pour
surveiller le ratio de valeurs moyennes.

• Le chapitre 7 étudie les caractéristiques ainsi que la performance de la carte de contrôle Shewhart
pour surveiller le ratio dans le cas d’erreur de mesure.

• Le chapitre 8 propose et étudie une carte de contrôle pour surveiller les données de type composition
avec une approche MEWMA.

• Finalement, le chapitre 9 donne une conclusion générale et propose de nouvelles perspectives de
recherche pour les travaux futurs qui peuvent se baser sur les démarches et les résultats obtenus dans
cette thèse.



I
État de l’art
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1
Introduction générale à la maîtrise statistique
des procédés

1.1 Introduction

La Maîtrise Statistique des Procédés MSP, plus connue sous le nom de SPC (pour Statistical Process
Control, SPC, ou Statistical Process Monitoring, SPM) est une méthode de suivi de la production basée
sur les statistiques. La MSP suggère l’utilisation d’outils et de techniques statistiques principalement pour
la gestion et l’amélioration des processus, Stapenhurst (2010). Elle favorise le développement de l’autocon-
trôle et permet de garantir le niveau de qualité optimum à chaque étape de la fabrication. Le but de la MSP
est de privilégier la démarche préventive consistant à évaluer l’aptitude du procédé par rapport aux spécifi-
cations, à analyser en permanence ses performances par rapport à une situation de référence et à intervenir,
non pas lorsqu’on génère des produits défectueux, mais dès qu’il y a une dérive par rapport à cette situation
de référence.

La MSP est plus que jamais nécessaire pour pouvoir prétendre à un niveau de qualité et de fiabilité in-
dispensable en milieu industriel. Parmi les applications de la MSP, nous nous limiterons à l’étude des outils
dédiés aux caractéristiques mesurables (nous ne nous intéresserons donc pas aux caractéristiques discrètes,
dites par attributs). L’application de la MSP repose sur deux concepts de base : l’étude des capabilités et le
suivi et le pilotage des procédés par cartes de contrôle, Nakhla (2006). Cette thèse porte plus particulière-
ment sur les cartes de contrôle univariée et multivariées.

L’utilisation de la MSP nécessite que l’on collecte, à intervalle de temps régulier, des échantillons com-
posés de n individus sur lesquels on effectue une (ou éventuellement plusieurs) mesure(s). La valeur de n,
fixée d’avance, est ce que l’on appelle la taille de l’échantillon. Si le nombre d’échantillons collecté est m,
alors l’ensemble des mesures obtenues peut se représenter sous la forme d’un tableau (voir la 1.1) formé de
m lignes et n colonnes dans lequel Xi,j est l’observation correspondant au jème individu du ième échan-
tillon.

On supposera que les données Xi,j suivent une loi normale de paramètres (µ0, σ0) où µ0 et σ0 sont
respectivement la moyenne et l’écart-type nominale / sous-contrôle du procédé (supposé stable et capable).
A partir d’un tableau de données MSP il est possible de calculer un certain nombre de caractéristiques
importantes. Pour chaque échantillon i (chaque ligne du tableau de données MSP) on peut calculer la
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1.1. INTRODUCTION 14

Echantillons Mesures

1 X1,1 X1,2 · · · X1,n

2 X2,1 X2,2 · · · X2,n
...

...
...

...
...

m Xm,1 Xm,2 · · · Xm,n

TABLE 1.1 : Tableau MSP de m× n mesures Xi,j

moyenne X̄i, la médiane empirique X̃i, l’écart-type empirique Si et l’étendue Ri. A partir de ces quantités,
on peut calculer

• La moyenne des moyennes

¯̄X =
1

m

m∑
i=1

X̄i

• La moyenne des médianes empiriques

¯̃X =
1

m

m∑
i=1

X̃i

• La moyenne des écart-types empiriques

S̄ =
1

m

m∑
i=1

Si

• La moyenne des étendues

R̄ =
1

m

m∑
i=1

Ri

Pour obtenir une estimation µ̂0 du paramètre µ0, il suffit de choisir :

µ̂ = ¯̄X ou µ̂ = ¯̃X

Pour obtenir une estimation σ̂0 du paramètre σ0, il suffit de calculer au choix :

σ̂0 =
S̄

KS(n)
ou σ̂0 =

R̄

KR(n)

où KS(n) et KR(n) sont des constantes tabulées dans la Table 1.2. Inventées par Walter Shewhart, les
cartes de contrôle ont été au cœur de la MSP depuis les année 1930. La construction d’une carte de contrôle
est basée sur des principes statistiques. Une carte de contrôle est un dispositif graphique pour surveiller une
caractéristique mesurable d’un processus dans le but de montrer que celui-ci fonctionne bien à l’intérieur
de ses limites de variation attendues. Un objectif majeur d’une carte de contrôle est “de détecter rapidement
l’apparition des causes assignables de changements de processus afin que le processus puisse être étudiée et
des mesures correctives entreprisent avant que de nombreuses unités non conformes ne soient fabriquées”,
Montgomery (2013). En pratique, il existe deux grands types de dérives :

• Dérive en position : dans ce cas, la moyenne du procédé passe de sa valeur nominale µ0 à une position
µ1 = µ0 + δµσ0, où δµ est un paramètre qui quantifie l’amplitude de la dérive en position.
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• Dérive en dispersion : dans ce cas, la dispersion du procédé passe de sa valeur nominale σ0 à une
valeur σ1 = δσσ0 où δσ > 0 quantifie l’amplitude de la dérive en dispersion.

On supposera qu’une dérive en position et en dispersion ne peuvent généralement jamais avoir lieu
simultanément. D’une manière générale, pour réaliser une carte de contrôle il faut (Phase I) :

1. Fixer une taille d’échantillon n et un intervalle de prélèvement h. Par exemple, on va décider de
prélever n = 5 individus toutes les h = 15 minutes.

2. Collecter m échantillons de n mesures Xi,j prélevés au cours d’une production stabilisée et sous
surveillance (sans cause spéciale), ce qui permet d’obtenir un tableau MSP comme celui présenté
précédemment.

3. Vérifier que les données du tableau MSP suivent une loi normale à l’aide d’un test statistique ad hoc
(Anderson-Darling ou Shapiro-Wilk par exemple).

4. Choisir la statistique T que l’on désire surveiller. On choisira classiquement la moyenne ou la médiane
empirique pour contrôler la position de la caractéristique X , et l’écart-type empirique ou l’étendue
pour contrôler sa dispersion.

5. Calculer les limites de contrôle LCL (Lower Control Limit) et UCL (Upper Control Limit) de la
carte de contrôle sélectionnée.

6. Vérifier que tous les points sur la carte se situent entre les limites de contrôle. Si ce n’est pas le cas,
éliminer les points concernés et recalculer les limites de contrôle.

Les limites de contrôle LCL et UCL ayant été calculées “une fois pour toute”, il faut ensuite prélever
au cours de la production (Phase II), un échantillon de taille n avec un intervalle de prélèvement h, puis
calculer la valeur de la statistique T lui correspondant

• si LCL < T < UCL, on décide qu’aucune cause spéciale n’est apparue, et donc que la caractéris-
tique définissant la qualité de la production est restée stable. La production peut donc continuer.

• si T ≤ LCL ou T ≥ UCL, on décide qu’une ou plusieurs causes spéciales sont apparues, et que donc
un changement significatif dans la caractéristique définissant la qualité de la production est survenu.
La production doit être arrêtée et la ou les causes spéciales éliminées.

1.2 Les principales cartes de contrôle univariées pour des caractéris-
tiques mesurables

1.2.1 Cartes de contrôle de Shewhart pour la moyenne et la médiane
Comme dans Montgomery (2013), nous allons définir trois cartes de contrôles qui sont la carte de la
moyenne / étendue (X̄, R), la carte de la moyenne / écart-type (X̄, S) et la carte de de la médiane / étendue
(X̃, R).

La carte de la moyenne / écart-type (X̄, S)

Les limites de contrôle LCL(X̄,S) et UCL(X̄,S) de la carte (X̄, S) s’obtiennent en calculant

LCL(X̄,S) = ¯̄X − A(X̄,S)(n)× S̄
UCL(X̄,S) = ¯̄X + A(X̄,S)(n)× S̄

où A(X̄,S)(n) est un coefficient listé dans la Table 1.2.
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n A(X̄,R)(n) A(X̄,S)(n) A(X̃,R)(n) LS(n) US(n) LR(n) UR(n) KS(n) KR(n)

2 1.8800 2.6587 0.0021 4.0171 0.0021 4.0171 0.7979 1.1284
3 1.0233 1.9544 1.1972 0.0415 2.9006 0.0414 2.9247 0.8862 1.6926
4 0.7286 1.6281 0.1080 2.4775 0.1071 2.5257 0.9213 2.0588
5 0.5768 1.4273 0.6962 0.1730 2.2442 0.1705 2.3119 0.9400 2.3259
6 0.4832 1.2871 0.2293 2.0925 0.2245 2.1761 0.9515 2.5344
7 0.4193 1.1819 0.5123 0.2769 1.9841 0.2695 2.0808 0.9594 2.7044
8 0.3725 1.0991 0.3173 1.9019 0.3071 2.0095 0.9650 2.8472
9 0.3367 1.0317 0.4140 0.3519 1.8369 0.3389 1.9538 0.9693 2.9700

10 0.3083 0.9754 0.3818 1.7838 0.3660 1.9087 0.9727 3.0775
11 0.2851 0.9274 0.3519 0.4080 1.7395 0.3895 1.8714 0.9754 3.1729
12 0.2658 0.8859 0.4312 1.7018 0.4100 1.8398 0.9776 3.2585
13 0.2494 0.8495 0.3087 0.4518 1.6691 0.4281 1.8127 0.9794 3.3360
14 0.2354 0.8173 0.4704 1.6406 0.4442 1.7890 0.9810 3.4068
15 0.2231 0.7885 0.2766 0.4872 1.6153 0.4587 1.7681 0.9823 3.4718
16 0.2123 0.7626 0.5024 1.5928 0.4717 1.7495 0.9835 3.5320
17 0.2028 0.7391 0.2518 0.5164 1.5725 0.4836 1.7329 0.9845 3.5879
18 0.1943 0.7176 0.5292 1.5541 0.4944 1.7178 0.9854 3.6401
19 0.1866 0.6979 0.2319 0.5411 1.5374 0.5044 1.7041 0.9862 3.6890
20 0.1796 0.6797 0.5521 1.5220 0.5135 1.6915 0.9869 3.7350
21 0.1733 0.6629 0.2155 0.5623 1.5079 0.5220 1.6800 0.9876 3.7783
22 0.1675 0.6473 0.5719 1.4948 0.5299 1.6693 0.9882 3.8194
23 0.1621 0.6327 0.2018 0.5808 1.4827 0.5373 1.6595 0.9887 3.8583
24 0.1572 0.6191 0.5893 1.4714 0.5442 1.6503 0.9892 3.8953
25 0.1526 0.6063 0.1901 0.5972 1.4609 0.5506 1.6417 0.9896 3.9306

TABLE 1.2 : Coefficients intervenant dans le calcul des limites de contrôle des cartes de Shewhart

La carte de la moyenne/étendue (X̄, R)

Les limites de contrôle LCL(X̄,R) et UCL(X̄,R) de la carte (X̄, R) s’obtiennent en calculant

LCL(X̄,R) = ¯̄X − A(X̄,R)(n)× R̄
UCL(X̄,R) = ¯̄X + A(X̄,R)(n)× R̄

où A(X̄,R)(n) est un coefficient listé dans la Table 1.2.

La carte de la médiane / étendue (X̃, R)

Les limites de contrôle LCL(X̃,R) et UCL(X̃,R) de la carte (X̃, R) s’obtiennent en calculant

LCL(X̃,R) = ¯̃X − A(X̃,R)(n)× R̄
UCL(X̃,R) = ¯̃X + A(X̃,R)(n)× R̄

où A(X̃,R)(n) est un coefficient listé dans la Table 1.2.

1.2.2 Carte Run Rules RRr,s X̄

La carte Run Rules RRr,s X̄ pour la moyenne X̄ ont été proposées par Western-Electric (1956). Pour une
carte Run Rules RRr,s X̄ , il est nécessaire de définir deux paires de limites de contrôle

LCL1 = µ0 −K1σ0, UCL1 = µ0 +K1σ0,

et
LCL2 = µ0 −K2σ0, UCL2 = µ0 +K2σ0,
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où K2 ≥ K1 ≥ 0 sont deux constantes à définir. Soient les intervalles Ω1 = [LCL1, UCL1], Ω−2 =
[LCL2, LCL1), Ω+

2 = (UCL1, UCL2] et Ω+∞
2 = (−∞, LCL2)∪ (UCL2,+∞). Une carte RRr,s X̄ consi-

dère que le procédé est hors-contrôle, à l’instant i, si une des règles sivantes s’applique

• (règle 1) X̄i ∈ Ω+∞
2 ,

• (règle 2) {X̄i ∈ Ω−2 et #X̄j ∈ Ω−2 , j = i− s+ 1, . . . , i ≥ r} ou X̄j ∈ Ω+
2 et #{X̄j ∈ Ω+

2 , j =
i− s+ 1, . . . , i} ≥ r.

Des valeurs classiques pour (r, s) sont (2, 3), (3, 4) et (4, 5).

1.2.3 Carte synthétique X̄
Carte synthétique X̄ a été proposée par Wu and Spedding (2000). Pour une carte synthétique X̄ , il est
nécessaire de définir des limites de contrôle

LCL = µ0 −Kσ0,

UCL = µ0 +Kσ0,

avec K > 0 ainsi qu’une limite inférieure H ∈ {1, 2, . . .}. Si X̄j, X̄j+1, . . . , X̄i−1, X̄i est une séquence
telle que X̄i 6∈ [LCL,UCL], X̄k ∈ [LCL,UCL] pour k ∈ {j + 1, j + 2, . . . , i− 1} et X̄j 6∈ [LCL,UCL]
alors la carte synthétique X̄ considère que le procédé est hors-contrôle à l’instant i si CRL = i − j ≤ H
où CRL est le “Conforming Run Length”.

1.2.4 Carte VSI X̄
La carte (Variable sampling Interval) VSI X̄ , proposé par Reynolds et al. (1988), est une carte de contrôle
dans laquelle l’intervalle d’échantillonnage h entre deux inspections peut varier. Pour une carte VSI X̄ , il
est nécessaire de définir deux paires de limites de contrôle (LCL1 = µ0 −K1σ0 et UCL1 = µ0 + K1σ0)
et (LCL2 = µ0 − K2σ0 et UCL2 = µ0 + K2σ0) où K2 ≥ K1 ≥ 0 sont deux constantes à définir. Il faut
aussi définir un intervalle d’échantillonnage “court”, hS (Short), et un intervalle d’échantillonnage “long”,
hL (Long), tels que 0 < hS ≤ 1 ≤ hL. Soit h(i) ∈ {hS, hL}, i = 1, 2, . . ., l’intervalle d’échantillonnage
utilisé avant le prélèvement du ième échantillon. La stratégie VSI appliquée à la surveillance de la moyenne
est la suivante :

• si X̄i ∈ Ω1 = [LCL1, UCL1], le procédé est déclaré sous-contrôle et l’échantillon suivant est recueilli
après un intervalle d’échantillonnage long h(i+ 1) = hL,

• si X̄i ∈ Ω2 = [LCL2, LCL1) ∪ (UCL1, UCL2], le procédé est aussi déclaré sous-contrôle mais
l’échantillon suivant est recueilli après un intervalle d’échantilllonnage court h(i+ 1) = hS ,

• si X̄i ∈ Ω∗2 = (−∞,−UCL2) ∪ (UCL2,∞), le procédé est déclaré hors-contrôle.

1.2.5 Carte VSS X̄
La carte (Variable Sampling Size) VSS X̄ , proposée par Costa (1994), est une carte de contrôle dans laquelle
la taille n de l’échantillon peut varier d’une inspection à la suivante. Pour une carte VSS X̄ , il est nécessaire
de définir une taille d’échantillon “petite”, nS (Small), et une taille d’échantillon “grande”, nL (Large), tels
que 1 ≤ nS ≤ nL. Dans le cas de la carte VSS X̄ , ce n’est pas la statistique X̄i qui est surveillée mais la
statistique Zi définie par

Zi =
(X̄i − µ0)

√
n(i)

σ0
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où n(i) ∈ {nS, nL}, i = 1, 2, . . . , est la taille de l’échantillon à l’instant i. L’avantage d’utiliser Zi à
la place de X̄i est que Zi ∼ N(δµ

√
n(i), 1) et, en particulier, Zi ∼ N(0, 1) lorsque le procédé et sous-

contrôle. Ceci permet d’avoir des limites de contrôle (LCL2 = −K2 et UCL2 = +K2) et de surveillance
(LCL1 = K1 et UCL1 = +K1) très simples, où K2 ≥ K1 > 0 sont deux constantes à définir. La stratégie
VSS appliquée à la surveillance de la moyenne est donc la suivante :

• si Zi ∈ Ω1 = [−K1, K1], le procédé est déclaré sous-contrôle et la taille de l’échantillon suivant est
n(i+ 1) = nS ,

• si Zi ∈ Ω2 = [−K2,−K1) ∪ (K1, K2], le procédé est aussi déclaré sous-contrôle mais la taille de
l’échantillon suivant est n(i+ 1) = nL,

• si Zi ∈ Ω∗2 = (−∞,−K2) ∪ (K2,∞), le procédé est déclaré hors-contrôle.

1.2.6 Carte DS X̄

La carte DS X̄ a été proposée par Daudin (1992). Pour une carte (Double Sampling) DS X̄ , il est nécessaire
de définir :

• trois constantes K1, K2 et K3 telles que 0 ≤ K1 ≤ K2 et 0 ≤ K3,

• deux tailles d’échantillon n1 et n2.

Soient Ω1 = [−K1, K1], Ω2 = [−K2,−K1) ∪ (K1, K2], Ω2∞ = (−∞,−K2) ∪ (K2,∞) et Ω3 =
[−K3, K3]. La stratégie utilisée par la carte DS-X̄ est la suivante :

• Étape 1 Prélever à l’instant i un échantillon de taille n1, calculer sa moyenne X̄i1 et calculer la
statistique

Zi1 =
(X̄i − µ0)

√
n1

σ0

(1.1)

• Étape 2 Si Zi1 ∈ Ω1 le procédé est déclaré sous-contrôle et on repart à l’étape 1 pour traiter l’instant
i+ 1.

• Étape 3 Si Zi1 ∈ Ω2∞ le procédé est déclaré hors-contrôle.

• Étape 4 Si Zi1 ∈ Ω2 il n’est pas possible de décider immédiatement si le procédé est sous- ou hors-
contrôle. Afin de pouvoir décider, on va prélever (toujours à l’instant i) un second échantillon de taille
n2, calculer sa moyenne X̄i2 et calculer la moyenne globale X̄i des deux échantillons de taille n1 et
n2, i.e

X̄i =
n1X̄i1 + n2X̄i2

n1 + n2

(1.2)

et ensuite calculer

Zi =
(X̄i − µ0)

√
n1 + n2

σ0

• Étape 5 Si Zi ∈ Ω3 le procédé est déclaré sous-contrôle et on repart à l’étape 1 pour traiter l’instant
i+ 1 et si Zi 6= Ω3 le procédé est déclaré hors-contrôle.
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1.2.7 Carte EWMA X̄

Roberts (1958) a été le premier à introduire la technique EWMA (Exponentially Weighted Moving Average)
X̄ dans le domaine de la MSP. Pour une carte EWMA X̄ , il est nécessaire de définir des limites de contrôle

LCL = µ0 −Kσ0

UCL = µ0 +Kσ0

avec K > 0, ainsi qu’une constante de lissage λ ∈ (0, 1]. La statistique surveillée est

Yi = (1− λ)Yi−1 + λX̄i

Une carte EWMA X̄ considère que le procédé est sous-contrôle à l’instant i si Yi ∈ [LCL,UCL]. Si on
remplace Yi−1 en fonction de Yi−2, puis Yi−2 en fonction de Yi−3, etc, on obtient

Yi = (1− λ)iY0 + λ
i−1∑
j=0

(1− λ)jX̄i−j.

On voit ainsi clairement que Yi est une combinaison linéaire de la variable aléatoire initiale Y0 pondérée
par un coefficient (1 − λ)i, et des variables aléatoires X̄1, . . . , X̄i pondérées par les coefficients λ(1 −
λ)i−1, λ(1 − λ)i−2, . . . , λ. C’est pour cette raison que la série Y1, . . . , Yi, . . . est appelée série EWMA. On
remarquera que plus λ est proche de 0, plus la série Y1, . . . , Yi, . . . est une version “lissée” de la série
X̄1, . . . , X̄i. A la limite, pour λ = 0, on a Y1 = Yi−1 . . . = Y0. A l’inverse, plus λ est proche de 1, plus la
série Y1, . . . , Yi, . . . ressemble à la série X̄1, . . . , X̄i. A la limite, pour λ = 1, on a Yi = X̄i, i ≥ 1. Lorsque
le procédé est sous-contrôle, on a E(X̄i) = µ0 et donc l’espérance mathématique de la variable aléatoire
Yi, i ≥ 1, est égale à

E(Yi) = (1− λ)iE(Y0) + λµ0

i−1∑
j=0

(1− λ)j = (1− λ)iE(Y0) + λµ0

(
1− (1− λ)i

λ

)
Après simplification, il reste

E(Yi) = (1− λ)iE(Y0) + µ0 − µ0(1− λ)i

Si on suppose que E(Y0) = µ0, alors il reste tout simplement

E(Yi) = µ0

On pourra remarquer que même si E(y0) 6= µ0, alors l’espérance mathématique asymptotique de la
série Y1, . . . , Yi, . . . est tout de même égale à

lim
i→+∞

E(Yi) = µ0

Lorsque le procédé est sous-contrôle, on a V (X̄i) =
σ2
0

n
et, les variables aléatoires X̄1, . . . , X̄i étant

indépendantes, la variance de la variable aléatoire Yi est égale à

V (Yi) = (1− λ)2iV (Y0) + λ2σ
2
0

n

i−1∑
j=0

(1− λ)2j = (1− λ)2iV (Y0) + λ2σ
2
0

n

(
1− (1− λ)2i

λ(2− λ)

)
Après simplification, il reste

V (Yi) = (1− λ)2iV (Y0) +

(
λ

2− λ

)
σ2

0

n
(1− (1− λ)2i)

On peut alors considérer que
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• soit Y0 = µ0 est une constante et que donc V (Y0) = 0. Dans ce cas, on obtient

V (Yi) =

(
λ

2− λ

)
σ2

0

n
(1− (1− λ)2i)

• soit Y0 est une v.a. telle que E(Y0) = µ0 et V (Y0) = σ0
n

et dans ce cas, on obtient (après quelques
calculs)

V (Yi) =

(
λ+ 2(1− λ)2i+1

2− λ

)
σ2

0

n

Cette dernière expression nous semble la plus logique car elle implique que V (Yi) est une fonction
décroissante de i.

On pourra remarquer que quelque soit la valeur de V (Y0), la variance asymptotique de la série Y1, . . . , Yi, . . .
est égale à

lim
i→+∞

V (Yi) =

(
λ+ 2(1− λ)

2− λ

)
σ2

0

n

Pour cette raison, certains auteurs préfèrent utiliser les limites de contrôle suivantes (dites asympto-
tiques) pour la carte EWMA X̄ :

LCL = µ0 −K ′
√

λ

n(2− λ)
σ0

UCL = µ0 +K ′

√
λ

n(2− λ)
σ0

1.2.8 La carte CUSUM X̄

La carte CUSUM X̄ a été proposé par Page (1954). Le principe de la carte de contrôle CUSUM est de
sommer les écarts entre les moyennes X̄i et la valeur cible µ0 de telle manière que si le procédé s’éloigne
significativement de cette valeur cible, le cumul des écarts va croître, et permettra de détecter une dérive.
Pour une carte (Cummulative Sums) CUSUM X̄ , la statistique surveillée est

C+
i = max[0, X̄i − (µ0 +K) + C+

i−1]

C−i = max[0, (µ0 −K)− X̄i + C−i−1]

avec le paramètre de référence K = k × σ0 où k est une constante qui depend de n et la limites de
contrôleH = h×σ0 où h est une constante qui depend de n. La suite de variables aléatoiresC+

1 , . . . , C
+
i , . . .

permet de détecter une dérive positive de la moyenne, alors que la suite de variables aléatoiresC−1 , . . . , C
−
i , . . .

permet de détecter une dérive négative. On prend en général C−0 = C+
0 = 0. Si le procédé s’éloigne de cette

valeur cible à l’étape i , le cumul des écarts va croître et dépasser la limite H qui permettra de détecter ce
changement :

max(C−i , C
+
i ) > H

Une amélioration de carte CUSUM “classique” consiste à poser C−0 = C+
0 = H/2. La carte de contrôle

qui en résulte porte le nom de carte CUSUM FIR (Fast Input Response) et permet de détecter des derives
de la moyenne survenent rapidement après le démarrage.
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1.3 Les principales cartes de contrôle multivariées pour des caracté-
ristiques mesurables

1.3.1 Carte de contrôle du T 2 de Hotelling

On supposera que la mesure de qualité X suit une loi multi-normale Np(µ,Σ) de vecteur moyenne µ et de
matrice de variance-covariance Σ. Par définition, la distance de Mahalanobis est

T 2 = (X̄− µ)
ᵀ
Σ−1(X̄− µ).

Cette distance quantifie la proximité du point X à la moyennes µ en prenant en compte les covariances.
Deux points avec la même distance Mahalonobis ont la même valeur de densité de probabilité. La carte de
contrôle T 2 est une carte de contrôle multivariée pour la moyenne du processus. L’origine de cette carte
de contrôle remonte à Hotelling (1947). La carte de contrôle T 2 pour des groupes d’observations utilise la
statistique suivante :

T 2
i = n(X̄− µ)

ᵀ
Σ−1(X̄− µ),

et la carte de contrôle T 2 pour les observations individuelles utilise

T 2
i = (X− µ)ᵀΣ−1(X− µ),

Si les paramètres µ et Σ sont connus, la statistique T 2
i suit une distribution du χ2 à p degrés de liberté.

Par conséquent, la limite de contrôle supérieure de la carte du T 2 de Hotelling est

UCL = F−1
χ2 (1− α|p),

où α est l’erreur de type I et où F−1
χ2 (x|p) est la fonction de répartition inverse de la loi du χ2 à p degrés

de liberté. Dans le cas où les paramètres ne sont pas connus, la statistique T 2
i devient :

• Pour un groupe d’observations

T 2
i = n(X̄− µ)

ᵀ
S−1(X̄− µ),

avec pour limite de contrôle supérieure UCL

UCL =
p(m+ 1)(n− 1)

mn−m− p+ 1
F−1
F (1− α|p,m(n− 1)− p+ 1),

où F−1
F (x|p,m(n − 1) − p + 1) est la fonction de répartition de la loi de Fisher de paramètres p et

m(n − 1) − p + 1 ; les valeurs m et p sont respectivement la taille de l’échantillon et le nombre de
variables

• Pour des observations individuelles

T 2
i = (X− µ)ᵀS−1(X− µ),

avec pour limite de contrôle supérieure

UCL =
p(m− 1)(m+ 1)

m(m− p) F−1
F (1− α|p,m− p).
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1.3.2 Carte de contrôle EWMA multivariée
Lowry et al. (1992) a proposé la carte de contrôle EWMA multivariée (MEWMA) pour surveiller le vecteur
des moyennes. On supposera de nouveau que la mesure de qualité suit une distribution multi-normale avec
vecteur moyen µ et matrice de variance-covariance Σ. La carte de contrôle MEWMA est basée sur la
surveillance de la statistique

Qi = Yi
ᵀΣ−1

Yi
Yi,

avec
ΣYi =

r

2− rΣ,

et
Yi = r(Xi − µ) + (1− r)Yi−1,

où r ∈ (0, 1) (equivalent à λ pour la carte EWMA) et Y0 = 0. La carte de contrôle MEWMA signale
une situation hors-contrôle lorsque Qi > H où H > 0 est une limites de contrôle spécifiée.

1.3.3 Carte de contrôle CUSUM multivariée
De la même façon que pour la carte de contrôle précédente, on supposera que X ∼ Np(µ,Σ). La Carte
Multivariée CUSUM (MCUSUM), suggérée par Crosier (1988), est une généralisation multivariée de la
carte CUSUM univariée. La carte MCUSUM cumule les déviations de la moyenne par rapport à la référence
en tenant compte de l’information de tous les points précédents. La carte de contrôle MCUSUM est basée
sur la surveillance de la statistique

Yi = (SH,i
ᵀΣ−1SH,i)

1/2

avec

SH,i =

{
0 if Ci ≤ k,
(X̄i − µ+ SH,i−1) if Ci > k,

oùCi = (X̄i − µ+ SH,i−1)
ᵀ
Σ−1(X̄i−µ+SH,i−1). La carte de contrôle MCUSUM signale une situation

hors-contrôle lorsque Yi > H où H > 0 est une limites de contrôle spécifiée.

1.4 Mesures de performance de cartes de contrôle univariées et mul-
tivariées pour les caractéristiques mesurables

L’objectif de cartes de contrôle (basé sur la statistique Ti) consiste à détecter le plus rapidement possible
toutes dérives dans un processus afin que celui-ci reste le moins longtemps possible dans une situation hors-
contrôle. Dans les années 1950, Aroian and Levene (1950) ont considéré plusieurs mesurer la performance
des cartes de contrôle par utiliser la notion de Run Length. Par définition, le Run Length, noté par RL, est
la variable aléatoire correspondant au nombre d’échantillons prélevés avant qu’une cause spéciale ne soit
détectée, i.e.

RL = inf{i = 1, 2, . . . |Ti 6∈ [LCL,UCL]}.
La caractéristique déduite de la variable aléatoire L la plus souvent utilisée est l’ARL (Average Run

Length) , SDRL (Standard Deviation of the Run Length) et les percentiles de la distribution duRL. L’ARL
représente le nombre moyen de valeurs de la statistique jusqu’à la détection d’une situation hors-contrôle.
L’ARL est une fonction très importante car elle permet de comparer les cartes de contrôle entre elles. Il
est important de noter que, dans cette thèse, nous utilisons seulement ARL et SDRL pour mesurer la per-
formance de cartes de contrôle univariées et multivariées. Nous reverrons cela plus en détail dans la partie
“Contributions”.
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Nous considérons la carte de contrôle de Shewhart dans le but d’illustrer comment l’ARL est calculé.
Dans le cas de la carte Shewhart X̄ , avec les limites de contrôle LCL = µ0 −Kσ0 et UCL = µ0 + Kσ0,
nous pouvons montrer que le RL est donc une variable aléatoire géométrique de paramètre 1− β avec

β = FN((δµ +K)
√
n)− FN((δµ −K)

√
n),

où δµ est le paramètre qui quantifie l’amplitude de la dérive en position et FN(. . . ) est la fonction de
répartition de la loi normale (0, 1). Par conséquent, RL a pour fonctions de masse et de répartition :

fRL(`) = (1− β)β`−1,

FRL(`) = 1− β`.

On déduit aussi que ARL et SDRL sont égaux à

ARL =
1

1− β ,

SDRL =

√
β

1− β .

Dans le cas de la carte Shewhart X̄ , si K = 3√
n

, on a alors ARL = 1
0.0027

= 370.4. Ceci veut dire
que même si le procédé est sous-contrôle, la carte de contrôle X̄ signalera une situation hors-contrôle tous
les 370.4 échantillons en moyenne. Pour définir la constante K de la carte X̄ il suffit de définir l’ARL
sous-contrôle que l’on note ARL0 et on a donc

K =
F−1
N (1− 1

2ARL0
)

√
n

.

On peut aussi définir le r-quantile du run length comme étant la valeur RLr vérifiant P (RL ≤ RLr) =
FRL(RLr) ≈ r. Puisque fRL(1) = FRL(1) = 1 − β, il est donc nécessaire de fixer r ∈ [1 − β, 1). Pour
r ∈ [1− β, 1), on a donc 1− βRLr ≈ r et on déduit que

RLr ≈
ln(1− r)

ln(β)
.

Deux quantiles du run length sont particulièrement importants : le 0.5-quantile RL0.5, aussi appelé
MRL (Median of the Run Length), et le 0.95-quantile RL0.95. Lorsque le procédé est sous-contrôle et que
K = 3√

n
, on a β = 0.9973 et par conséquent MRL ≈ 256.4 et RL0.95 ≈ 1108.

1.5 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons introduit les bases de la MSP, présenté les principales cartes de contrôle uni-
variées par mesurage (principalement pour la moyenne) ainsi que les cartes de contrôle multivariées pour
le vecteur moyen.

Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, il existe des situations de production où les profes-
sionnels de la qualité peuvent être intéressés par la surveillance continue du rapport Z de p = 2 variables
aléatoires X et Y et non par la surveillance du vecteur moyen µ et / ou de la stabilité de la matrice de
variance-covariance Σ. Par ailleurs, la surveillance continue des données de type composition par cartes de
contrôle multivariées sera étudiée. Le but du chapitre suivant est de présenter un état de l’art des recherches
effectuées dans ce domaine.





2
Cartes de contrôle pour surveiller un ratio et
des données compositionnelles

2.1 Introduction

Comme nous venons de le voir dans le chapitre précédent, les cartes de contrôle sont des outils utilisables
pour détecter rapidement l’apparition de causes assignables dans des procédés. Lorsque p variables cor-
rélées doivent être surveillées simultanément, la carte du T 2 de Hotelling (Hotelling (1947), Mason et al.
(2001), Mason and Young (2002)) est l’équivalent multivariable de la carte de Shewhart pour la moyenne.
Des articles de référence sur la surveillance multivariable du vecteur moyenne ou de la matrice de variance-
covariance sont Lowry and Montgomery (1995), Yeh et al. (2006), Bersimis et al. (2007), Frisen (2011).

Il existe néanmoins des environnements de production où les professionnels de la qualité peuvent être
intéressés par la surveillance continue du rapport Z de p = 2 variables aléatoires X et Y et non par la sur-
veillance du vecteur moyen µ et / ou de la stabilité de la matrice de variance-covariance Σ. Des procédés
de production où plusieurs composants doivent être mélangés ensemble pour obtenir une composition de
produit peuvent nécessiter la surveillance du ratio de variables qualité lorsque les responsables de la qua-
lité sont principalement intéressés à la comparaison relative de la même propriété pour deux composants.
Les industries alimentaire, pharmaceutiques et la production de matériaux sont des exemples typiques de
ces milieux de fabrication. Par exemple, dans l’industrie de la préparation des aliments ces spécifications
peuvent être liés à l’équilibre correct associé à la pondération relative de deux ingrédients dans une recette ;
dans l’industrie pharmaceutique, le rapport de proportion correcte d’ingrédients actifs assure la sécurité
et l’efficacité des médicaments. De même, dans la production industrielle de matériaux, les éléments de
base sont mélangés ensemble dans un alliage selon des proportions réciproquement optimisés afin d’obte-
nir certaines propriétés physiques et chimiques désirées. Si la quantité de chaque composant (exprimé, par
exemple, sous la forme d’un poids, d’un volume ou d’une concentration) peut être modélisée comme une
variable aléatoire, alors le contrôle en ligne de la stabilité de la recette peut être réalisée au moyen d’une
ou de plusieurs cartes de contrôle de surveillance du rapport Zij = propriété du composant (ingrédient) i
/ composant (ingrédient) j. Une carte de contrôle pour surveiller le ratio est également utile dans d’autres
situations où ratio peut être “sans dimension” et représente le changement d’une caractéristique de la qualité
du produit mesuré avant et après une réaction chimique / physique. Alternativement, il peut représenter une
propriété chimique / physique du produit, qui est elle-même définie comme un rapport.

25
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Des premiers travaux sur la surveillance du ratio de variables qualité ont déjà été publiés par Spisak
(1990) et Davis and Woodall (1991), qui ont étudié un exemple issu d’un programme de surveillance du
système d’assurance-chômage américain. Les cartes de contrôle pour surveiller le ratio de deux variables
normales ont également été examinées par Öksoy et al. (1994) qui a proposé un ensemble de suggestions
pour la mise en œuvre de cartes de contrôle de Shewhart permettant la surveillance d’un procédé de fabrica-
tion de verre où le ratio composition en oxide / densité est une caractéristique importante. Très récemment,
Celano et al. (2014) ont discuté des propriétés statistiques d’une carte de Shewhart pour des mesures in-
dividuelles, i.e. n = 1 (la carte de contrôle de RZ-Shewhart) permettant de surveiller le rapport de deux
variables normales. Celano and Castagliola (2016a) ont prolongé ce travail en supposant des sous-groupes
constitués d’échantillons de taille n > 1. Enfin, Celano and Castagliola (2016b) ont démontré que la carte
de contrôle synthétique pour la surveillance du ratio de variables (Syn-RZ) a toujours une meilleure sensi-
bilité statistique que la carte de contrôle Shewhart-RZ.

Il existe aussi des environnements de production où les professionnels de la qualité peuvent être inté-
ressés par la surveillance continue de données compositionnelles. Les données compositionnelles (Com-
positional data ou CoDa en anglais) sont un type particulier de données qui décrivent des compositions de
produits représentées sous la forme de vecteurs de proportions, de pourcentages, de concentrations ou de
fréquences. Par example, dans l’industrie chimique, la composition chimique, le profil d’impuretés ou des
compositions agrégées sont considérées comme étant des données compositionnelles (voir Aitchison (1986)
et Pawlowsky-Glahn et al. (2015)). En raison des contraintes inhérentes liées aux compositions, les données
compositionnelles ne peuvent pas être traitées exactement de la même manière que les données classiques
(non contraintes) multivariées. Dans la littérature de la MSP, il y a très peu d’articles discutant des méthodes
de surveillance dédiées aux données compositionnelles. Nous pouvons citer Boyles (1997) qui a étudié une
carte de contrôle de type χ2 pour la surveillance de données compositionnelles. Plus récemment, Vives-
Mestres et al. (2014a) a proposé une carte de contrôle T 2 permettant de surveiller une composition de p = 3
composants et d’interpréter les différents types de situation hors-contrôle. Une extension de Vives-Mestres
et al. (2014a) a été proposée par les mêmes auteurs dans Vives-Mestres et al. (2014b). Dans cet article, ils
ont proposé une carte de contrôle T 2 pour des données compositionnelles dans le cas d’observations indi-
viduelles (n = 1) et ils ont comparé cette carte avec la carte de contrôle classique T 2 (après avoir supprimé
une variable) en termes d’ARL sous-contrôle. Comme on peut effectivement le voir, le nombre d’articles
sur la surveillance de données compositionnelles est vraiment restreint.

Dans le reste de ce chapitre, nous allons présenter les cartes de contrôle pour surveiller le ratio ainsi
que les cartes de contrôle pour surveiller les données compositionnelles proposées dans la littérature : la
carte de contrôle Shewhart pour le ratio proposée par Spisak (1990) et évaluée par Davis and Woodall
(1991), les cartes de contrôle de Shewhart pour le ratio de deux variables normales corrélées proposée par
Öksoy et al. (1994), la carte de contrôle Shewhart-RZ proposée par Celano and Castagliola (2016a), la carte
de contrôle Syn-RZ proposée par Celano and Castagliola (2016b), la carte de contrôle pour surveiller les
données compositionnelles proposée par Vives-Mestres et al. (2014b).

2.2 Carte de contrôle pour surveiller le ratio

2.2.1 La distribution du ratio du Z et du Ẑi empirique

Supposons que l’on observe p = 2 variables aléatoires continues X et Y telles que W = (X, Y )T ∼
N(µW,ΣW) i.e W est un vecteur aléatoire normal bivarié avec pour vecteur moyen

µW =

(
µX
µY

)
, (2.1)
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et matrice de variance-covariance

ΣW =

(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

)
, (2.2)

où ρ est le coefficient de corrélation entre X et Y . Soient γX = σX
µX

et γY = σY
µY

les coefficients de variation
des variables aléatoires X et Y respectivement, et soit ω = σX

σY
le ratio de leurs écart-types. Par définition,

le ratio Z de X sur Y est Z = X
Y

. Dans la littérature, la distribution du ratio de deux variables suivant une
loi normale a été étudiée par Geary (1930), Hayya et al. (1975), Cedilnik et al. (2004) et Pham-Gia et al.
(2006). Selon Cedilnik et al. (2004), une expression explicite générale pour la distribution de probabilité
fZ(z|γX , γY , ω, ρ), z ∈ R est

fZ(z|γX , γY , ω, ρ) = S(z|ω, ρ)×D(z|γX , γY , ω, ρ) (2.3)

où

S(z|ω, ρ) =
1

π

(
ω
√

1− ρ
(z − ωρ)2 + ω2(1− ρ2)

)
(2.4)

est la partie “standard” de fZ(z|γX , γY , ω, ρ), qui correspond à la distribution d’une distribution Cauchy
de paramètres a = ωρ (localisation) et ω2(1− ρ2) (échelle), et où

D(z|γX , γY , ω, ρ) = exp−
1
2

supR2

+
√

2πR(z) (Φ(R(z))− 0.5) exp−
1
2

(supR2−R(z)2) (2.5)

est la partie “déviante” de fZ(z|γX , γY , ω, ρ), Φ(.) est la fonction de répartition de la loi normale (0, 1),
R(z) et supR2 sont calculés comme suit :

R(z) =

(
1
γX
− ρ 1

γY

)
z − ω

(
ρ 1
γX
− 1

γY

)
√

(1− ρ2) ((z − ωρ)2 + ω2(1− ρ2))
(2.6)

supR2 =

1
γ2X
− 2ρ 1

γX

1
γY

+ 1
γ2Y

1− ρ2
(2.7)

Dans cette thèse, comme dans Celano and Castagliola (2016a), nous allons supposer que les coeffi-
cients de variation γX et γY sont généralement dans l’intervalle (0, 0.2]. En fait, pour des procédés stables
et prévisibles avec des paramètres de qualité normalement distribués, la dispersion de la population devrait
être significativement plus petite que la moyenne dans le but de limiter le nombre d’unités défectueuses
par rapport à l’intervalle de spécification, et pour obtenir des valeurs suffisamment grandes de l’indice de
capabilité. Pour cette raison, dans ces procédés, il est très fréquent que le coefficient de variation prenne
de petites valeurs dans l’intervalle (0, 0.2]. Un exemple typique serait une dimension linéaire d’une pièce
mécanique, où la dispersion des observations devrait être nettement inférieure à la valeur nominale afin de
respecter les limites de tolérance fixées.

Comme expliqué dans Celano and Castagliola (2016a), des approximations pour la distribution de pro-
babilité fZ(z|γX , γY , ω, ρ), la fonction de répartition FZ(z|γX , γY , ω, ρ) et la fonction de répartition inverse
F−1
Z (p|γX , γY , ω, ρ) du ratio Z peuvent être obtenues en utilisant une approche similaire à celle proposée

par Geary (1930) et Hayya et al. (1975).

Dans ce cas, l’approximation pour la fonction de répartition FZ(z|γX , γY , ω, ρ) est

FZ(z|γX , γY , ω, ρ) ' Φ

(
A

B

)
, (2.8)
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où Φ(.) est la fonction de répartition de la loi normale (0, 1) et où A et B sont des fonctions de z, γX , γY ,
ω et ρ, i.e.

A =
z

γY
− ω

γX
, (2.9)

B =
√
ω2 − 2ρωz + z2. (2.10)

Une approximation de la distribution de probabilité fZ(z|γX , γY , ω, ρ) s’obtient par différenciation, i.e.

fZ(z|γX , γY , ω, ρ) '
(

1

BγY
− (z − ρω)A

B3

)
× φ

(
A

B

)
, (2.11)

où φ(.) est la distribution de probabilité de la loi normale (0, 1). Finalement, comme présenté dans Celano
and Castagliola (2016a), la fonction de répartition inverse F−1

Z (p|γX , γY , ω, ρ) de Z peut être approximée
par

F−1
Z (p|γX , γY , ω, ρ) '


−C2−
√
C2

2−4C1C3

2C1
if p ∈ (0, 0.5],

−C2+
√
C2

2−4C1C3

2C1
if p ∈ [0.5, 1),

(2.12)

où C1, C2 et C3 sont des fonctions de p, γX , γY , ω et ρ, i.e.

C1 =
1

γ2
Y

− (Φ−1(p))2, (2.13)

C2 = 2ω

(
ρ(Φ−1(p))2 − 1

γXγY

)
, (2.14)

C3 = ω2

(
1

γ2
X

− (Φ−1(p))2

)
, (2.15)

et où Φ−1(.) est la fonction de répartition inverse de la loi normale (0, 1).

Maintenant, supposons qu’à chaque période d’échantillonnage i = 1, 2, ... nous recueillons un échan-
tillon de n couples indépendants {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n}, où chaque Wi,j = (Xi,j, Yi,j)

T ∼ N(µW,i,ΣW,i),
j = 1, ..., n, est un vecteur aléatoire bivariée de loi normale avec le vecteur moyenne

µW,i =

(
µX,i
µY,i

)
, (2.16)

et la matrice de variance-covariance

ΣW,i =

(
σ2
X,i ρ0σX,iσY,i

ρ0σX,iσY,i σ2
Y,i

)
. (2.17)

On va supposer que, de manière générale, il est possible d’avoir µW,i 6= µW,k, et ΣW,i 6= ΣW,k, pour
i 6= k. Nous allons également supposer que pour les deux variables X et Y il existe une relation linéaire
σX,i = γX × µX,i et σY,i = γY × µY,i, où γX et γY sont les coefficients de variation suppose connus et
constants. Cette supposition vient du fait que de nombreuses caractéristiques de qualité ont une dispersion
qui est proportionnelle à la moyenne de la population : poids, résistance à la traction, etc. Cela implique
que, d’un échantillon à un autre, les valeurs de µX,i et µY,i sont libres de changer mais les valeurs de σX,i
et σY,i doivent nécessairement changer proportionnellement à µX,i et µY,i. Le ratio empirique Ẑi est défini
comme étant égal à

Ẑi =
µ̂X,i
µ̂Y,i

=
X̄i

Ȳi
=

∑n
j=1Xi,j∑n
j=1 Yi,j

, i = 1, 2, ... (2.18)
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Puisque X̄i ∼ N(µX,i,
σX,i√
n

) et Ȳi ∼ N(µY,i,
σY,i√
n

), les coefficients de variation γX̄ et γȲ sont égaux à

γX̄ =
σX,i

µX,i
√
n

=
γX√
n
, γȲ =

σY,i
µY,i
√
n

=
γY√
n
, (2.19)

et le ratio des écart-types ωi =
σX,i

σY,i
,à chaque inspection i, est égal à

ωi =
µX,i
µY,i
× γX
γY
, i = 1, 2, . . . (2.20)

Lorsque le processus est sous-contrôle, on suppose que le ratio µX,i

µY,i
= z0, i = 1, 2, . . ., où z0 est sa

valeur sous-contrôle. Par conséquent, le ratio des écart-types est

ωi = ω0 = z0
γX
γY
, i = 1, 2, ... (2.21)

où ω0 est la valeur sous-contrôle du ratio des écart-types. En conséquence, la fonction de répartition
FẐi

(z|n, γX , γY , z0, ρ0) et la fonction de répartition inverse F−1

Ẑi
(p|n, γX , γY , z0, ρ0) de Ẑi peuvent être dé-

duites de la fonction de répartition FZ(z|γX , γY , ω, ρ) dans (2.8) et de la fonction de répartition inverse
F−1
Z (p|γX , γY , ω, ρ) dans (2.12) en utilisant

FẐi
(z|n, γX , γY , z0, ρ0) = FZ

(
z| γX√

n
,
γY√
n
,
z0γX
γY

, ρ0

)
, (2.22)

F−1

Ẑi
(p|n, γX , γY , z0, ρ0) = F−1

Z

(
p| γX√

n
,
γY√
n
,
z0γX
γY

, ρ0

)
. (2.23)

2.2.2 La carte de contrôle Shewhart pour le ratio de deux variables aléatoire
La première carte que nous allons aborder est la carte Shewhart pour le ratio de deux variables aléatoires
proposée par Spisak (1990). Considérons le problème de la surveillance d’un processus en utilisant le ratio
Rh = Yh

Xh
, h = 1, 2, . . . où Yh et Xh sont deux variables aléatoires. Supposons que des échantillons soient

tirés à partir de H groupes différents. Soient respectivement nh et Nh la taille de l’échantillon et de la
population pour le groupe h, h = 1, 2, . . . , H . L’objectif de cette carte de contrôle est de déterminer si le
ratio Rh pour un seul groupe est significativement différent des ratios des autres groupes. Si la carte indique
qu’un ou plusieurs des H groupes sont hors-contrôle, alors ces groupes doivent être examinés de plus prêt.
L’exemple spécifique utilisé par Spisak (1990) correspond à des données de paiement d’assurance-chômage.
L’objectif de la carte (dans l’exemple) est de faire en sorte qu’il y ait un un faible pourcentage d’erreur au
niveau des dépenses totales. Pour chaque individu i = 1, 2, . . . , nh dans le groupe h = 1, 2, . . . , H , on
définit le paiement total Xhi et le paiement trop perçu Yhi. Spisak (1990) propose de calculer la statistique

R̂ =

∑H
h=1 Yh∑H
h=1Xh

,

où Yh =
∑nh

i=1 Yhi et Xh =
∑nh

i=1Xhi. La variance V (R̂h) de la statistique R̂h définie ci-dessus est
donnée par Spisak (1990) comme étant égale à

V (R̂h) =
s2
y + r2s2

x − 2rsyx

nhx̄2
,

où r est le coefficient de corrélation linéaire entre Xhi et Yhi et s2
y =

∑H
h=1 s

2
yh(nh−1)

n−H . Ici, s2
yh est la

variance empirique de Yhi pour le groupe h et n est le nombre total d’éléments prélevés dans le groupe H ,
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i.e. n =
∑H

h=1 nh. Les termes syx et s2
x sont calculés de manière analogue. On déduit donc que les limites

de contrôle pour la carte proposée par Spisak (1990) sont

UCL = R̂ + 3

√
V (R̂h)

LCL = R̂− 3

√
V (R̂h).

Une valeur de R̂h en dehors des limites de contrôle génère une situation hors-contrôle indiquant qu’une
cause assignable est probablement apparue. Le principale désavantage de cette carte est qu’elle ne définit
aucun modèle sous-jacent. Pour être plus précis, il n’y a pas d’utilisation d’un modèle permettant d’obtenir
la distribution du ratio et le fait de prendre des limites à ±3 écart-types ne peut pas être valide car la dis-
tribution du ratio n’est pas symétrique. N’ayant pas défini la distribution du ratio, Spisak (1990) n’ont pas
non plus obtenu d’indicateurs de performance comme l’ARL, par exemple.

Davis and Woodall (1991) ont eux proposé un modèle sous-jacent raisonnable pour le ratio de deux
variables aléatoires. Ils ont supposé que les variables aléatoires Xhi étaient indépendantes et suivaient une
loi normale N(µ, σ), h = 1, 2, . . . , H , i = 1, 2, . . . , Nh. Ils ont utilisé le même type d’exemple que Spisak
(1990) et, pour des raisons pratiques, ils ont aussi supposé que le ratio Rhi = Yhi

Xhi
, h = 1, 2, . . . , H ,

i = 1, 2, . . . , Nh entre le paiement trop perçu et le paiement total d’un individu était distribué suivant la
densité de probabilité suivante

p(Rhi) =


π0 si Rhi = 0,
π1 si Rhi = 1,

(1− π0 − π1) Γ(α+β)
Γ(α)Γ(β)

Rα−1
hi (1−Rhi)

β−1 si Rhi ∈ (0, 1)
(2.24)

où Γ(z) est la fonction gamma, π0 ≥ 0, π1 ≥ 0, α > 0 et β > 0. Ainsi, lorsqu’une erreur partielle
est présente, le ratio est supposé suivre une distribution beta. Dans ce cas, les ratios sont supposés se situer
entre 0 et 1 exclusivement et cette distribution peut être utilisée avec π0 = π1 = 0. Une variable aléatoire
de distribution définie par l’équation 2.24, multipliée par un individu Xhi, générerait un individu valeur Yhi,
h = 1, 2, . . . , H , i = 1, 2, . . . , nh. La performance de la carte de contrôle Shewhart pour le ratio sera ensuite
évaluée en fonction de ce modèle. Dans ce cas, la distribution du ratio est intraitable et Davis and Woodall
(1991) ont dû générer les propriétés statistiques de la carte de contrôle pour le ratio par simulation. Les
résultats ont montré que la carte Shewhart pour le ratio de deux variables aléatoires proposée par Spisak
(1990) n’est pas efficace en raison de la variabilité excessive de la limite supérieure de contrôle.

2.2.3 Les cartes de contrôle Shewhart pour le ratio de deux variables normales
corrélées

La deuxième carte que nous allons aborder est la carte Shewhart pour le ratio proposée par Öksoy et al.
(1994). Öksoy et al. (1994) ont proposé un ensemble de méthodes pour la mise en œuvre de cartes de
contrôle de Shewhart permettant la surveillance du ratio composition en oxide / densité. Supposons qu’à
chaque période d’échantillonnage i = 1, 2, ..., N nous recueillons un échantillon de n couples indépen-
dants {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n}, où chaque Wi,j = (Xi,j, Yi,j)

T ∼ N(µW,ΣW), j = 1, ..., n est un vecteur
aléatoire normal bivarié avec pour vecteur moyen

µW =

(
µX
µY

)
,

et matrice de variance-covariance

ΣW =

(
σ2
X ρσXσY

ρσXσY σ2
Y

)
,
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Le ratio empirique Ẑi est défini comme étant égal à

Ẑi =
µ̂X,i
µ̂Y,i

=
X̄i

Ȳi
=

∑n
j=1Xi,j∑n
j=1 Yi,j

, i = 1, 2, . . . , N

Les limites de contrôle LCL et UCL des cartes Shewhart proposées par Öksoy et al. (1994) sont de
type “probabilistes”, i.e. elles vérifient P (Ẑi < LCL) = P (Ẑi > UCL) = α

2
où α est l’erreur de type

I fixé. Les valeurs de LCL et UCL peuvent être obtenues à partir d’une table présentée dans Öksoy and
Aroian (1994). Dans ce papier, il n’y a pas de discussion sur la performance de ces cartes en terme de run
length.

2.2.4 La carte de contrôle Shewhart-RZ
La troisième carte que nous allons aborder est la carte Shewhart pour le ratio quand ρ0 6= 0 (notée Shewhart-
RZ) proposée par Celano and Castagliola (2016a). Les limites de contrôle de la carte Shewhart-RZ proposée
par Celano and Castagliola (2016a) sont de type “probabilistes” (et non de type K × σ), c’est-à-dire

UCLRZ = F−1

Ẑi
(1− α

2
|n, γX , γY , z0, ρ0)

LCLRZ = F−1

Ẑi
(α

2
|n, γX , γY , z0, ρ0)

où α est l’erreur de type I fixée. Dans Celano and Castagliola (2016a), les auteurs ont montré que ces
limites de contrôle peuvaient être réécrites comme suit

LCLRZ = KL × z0,

UCLRZ = KU × z0,

où KL et KU sont des constantes qui dépendent de α, n, γX , γY , ρ0 et z0 = 1

KL = F−1

Ẑi
(α

2
|n, γX , γY , 1, ρ0),

KU = F−1

Ẑi
(1− α

2
|n, γX , γY , 1, ρ0).

où γX et γY sont les coefficients de variation assumés connus et constants, z0 est la valeur sous-contrôle
du ratio et ρ0 est la valeur sous-contrôle du coefficient de corrélation. La ligne centrale de la carte Shewhart-
RZ est la médiane Z̃ de la distribution du ratio

CLRZ = Z̃ = F−1

Ẑi
(0.5|n, γX , γY , z0, ρ0)

où
F−1

Ẑi
(p|n, γX , γY , z0, ρ0) = F−1

Z (p|n, γX√
n
,
γY√
n
, z0, ρ0)

avec F−1
Z (. . . ) définie dans 2.12.

Concernant les propriétes du run length de la carte Shewhart-RZ, elles sont faciles à obtenir car cette
carte est une carte de type Shewhart. La valeur de β est

β = FZ

(
UCL| γX√

n
,
γY√
n
,
τz0γX
γY

, ρ0

)
− FZ

(
LCL| γX√

n
,
γY√
n
,
τz0γX
γY

, ρ0

)
= FZ

(
KU |

γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ0

)
− FZ

(
KL|

γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ0

)
et nous avons immédiatement

ARL =
1

1− β
et

SDRL =

√
β

1− β =
√
ARL× (ARL− 1)

avec UCL
z0

= KU et LCL
z0

= KL.



2.3. CARTE DE CONTRÔLE POUR SURVEILLER LES DONNÉES COMPOSITIONNELLES 32

2.2.5 La carte de contrôle Syn-RZ
La quatrième carte de contrôle que nous allons aborder est la carte Synthetique pour le ratio quand ρ0 6= 0
(notée Syn-RZ) proposée par Celano and Castagliola (2016b). Pour une carte de contrôle Syn-RZ, il est
nécessaire de définir des limites de contrôle sous la forme

UCLRZ = F−1

Ẑi

(
1− αRZ

2
|n, γX , γY , z0, ρ0

)
LCLRZ = F−1

Ẑi

(αRZ
2
|n, γX , γY , z0, ρ0

)
où αRZ est l’erreur de type I de la sous-carte Shewhart-RZ ainsi une qu’une limite inférieure H ∈

{1, 2, . . .}. Si Ẑj, Ẑj+1, . . . , Ẑi−1, Ẑi est une séquence telle que Ẑj 6∈ [LCLRZ , UCLRZ ], Ẑk ∈ [LCLRZ , UCLRZ ]

pour k ∈ {j+1, j+2, . . . , i−1} et Ẑj 6∈ [LCLRZ , UCLRZ ] alors la carte Syn-RZ considère que le procédé
est hors-contrôle à l’instant i si CRL = i − j ≤ H où CRL est le “Conforming Run Length”. L’ARL de
la carte Syn-RZ s’obtient de la manière suivante :

ARL =
1

1− FZ
(
KU | γX√n ,

γY√
n
, τγX
γY
, ρ0

)
+ FZ

(
KL| γX√n ,

γY√
n
, τγX
γY
, ρ0

)
× 1

1−
(
FZ

(
KU | γX√n ,

γY√
n
, τγX
γY
, ρ0

)
− FZ

(
KL| γX√n ,

γY√
n
, τγX
γY
, ρ0

))H
2.3 Carte de contrôle pour surveiller les données compositionnelles

2.3.1 Concept d’analyse des données compositionnelles
Par définition, un vecteur ligne x = (x1, x2, . . . , xp) est défini comme étant une p-composition lorsque tous
ses composants sont des nombres réels strictement positifs (i.e. x ∈ Rp

+) et ils ne véhiculent uniquement que
des informations relatives. Deux compositions x et y peuvent être différentes mais refléter des compositions
équivalentes. Par exemple, dans R3

+, x = (0.2, 0.5, 0.3) est différent de y = (20, 50, 30) mais ils sont
compositionnellement équivalents parce qu’ils véhiculent la même information relative. En conséquence,
afin de savoir si deux compositions x et y sont compositionnellement équivalentes nous devons d’abord les
normaliser en utilisant l’opérateur de closure définie comme

C(x) =

(
κx1∑p
i=1 xi

,
κx2∑p
i=1 xi

, . . . ,
κxp∑p
i=1 xi

)
,

où κ > 0 est une constante devant être fixée (en général κ = 1). Puis, en utilisant l’opérateur de closure,
deux compositions x et y sont dites compositionnellement équivalentes si C(x) = C(y).

L’espace géométrique des données compositionnelles représente en effet un sous-ensemble Sp de l’es-
pace réel appelé simplexe et défini comme

Sp =

{
x = (x1, x2, . . . , xp)|xi > 0, i = 1, 2, . . . , p and

p∑
i=1

xi = κ.

}

Dans Rp nous pouvons définir une géométrie Euclidienne qui définit un espace ayant une structure
métrique. Cette géométrie permet de définir comment ajouter des vecteurs, la façon de les multiplier par une
valeur scalaire, comment savoir si deux vecteurs sont orthogonaux, comment calculer la distance entre deux
points, etc. Cette géométrie ne peut malheureusement pas être utilisée pour des données compositionnelles
et il est donc important de définir un espace vectoriel dédié avec une structure métrique spécifique sur Sp.
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Cette géométrie spécifique est appelé “géométrie d’Aitchison” (Aitchison (1986)). Les opérations de base
nécessaires à l’obtention d’une structure d’espace vectoriel sur Sp sont l’opérateur de perturbation ⊕ de
x ∈ Sp par y ∈ Sp (analogue à une translation dans Rp) défini comme

x⊕ y = C(x1y1, x2y2, . . . , xpyp),

et l’opérateur powering � de x ∈ Sp par une constante a ∈ R (analogue de la multiplication scalaire
dans Rp) défini comme

a� x = C(xa1, xa2, . . . , xap).
En particulier, (Sp,⊕) est un groupe commutatif, i.e. pour x, y et z dans Sp on a x⊕ y = y⊕ x (com-

mutativité), (x⊕y)⊕z = x⊕ (y⊕z) (associativité), 1Sp = C(1, 1, . . . , 1) = (1
p
, 1
p
, . . . , 1

p
) (élément neutre

unique pour ⊕), x−1 = C(x−1
1 , x−1

2 , . . . , x−1
p ) tel que x ⊕ x−1 = 1Sp (inverse). La définition de l’inverse

permet de définir la perturbation difference comme x	 y = x⊕ y−1.

Afin d’obtenir une géométrie Euclidienne pour Sp nous avons aussi besoin de définir un produit scalaire
〈x,y〉A = 〈clr(x), clr(y)〉 (Aitchison inner product de x et y), une norme ||x||A = || clr(x)||2 (Aitchison
norm de x) et une distance dA(x,y) = d2(clr(x), clr(y)) (Aitchison distance entre x and y) où 〈· , ·〉 est
le produit scalaire dans Rp, || · ||2 est la norme L2 dans Rp, d2(· , ·) est la distance dans Rp et clr(x) est la
transformation centered logratio de x défini comme

clr(x) =

(
ln
x1

x̄G
, ln

x2

x̄G
, . . . , ln

xp
x̄G

)
,

où x̄G est la moyenne géométrique de la composition x, i.e.

x̄G =

(
p∏
i=1

xi

) 1
p

= exp

(
1

p

p∑
i=1

lnxi

)
.

Par construction, si clr(x) = ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξp) alors ξ1 + ξ2 + · · · + ξp = 0. Par conséquent, si ξ
satisfait ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξp = 0 alors la transformation inverse centered logratio clr−1(ξ) est

clr−1(ξ) = C(exp(ξ1), exp(ξ2), . . . , exp(ξp))

Comme toute composition x in Sp est contrainte par x1 + x2 + . . .+ xp = κ et doit dont être représenté
dans un espace de dimension p− 1. Supposons maintenant que {b1,b2, · · · ,bp−1} soit une base orthonor-
mée du simplex Sp, i.e. on a 〈bi,bj〉A = 〈clr(bi), clr(bj)〉 = δi,j où δi,j = 0 (1) lorsque i 6= j (i = j).
L’utilisation de cette base orthonormée permet de décomposer toute composition x dans Sp sous la forme
x = (x∗1�b1)⊕ (x∗2�b2)⊕ · · · ⊕ (x∗p−1�bp−1) où x∗i = 〈x,bi〉A = 〈clr(x), clr(bi)〉, i = 1, 2, . . . , p− 1.
Par définition, on définit la transformation ilr (ou isometric logratio) ilr(x) = x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
p−1). La

transformation ilr est une isométrie qui relie toute composition x dans Sp dans Rp−1. Soit B la matrice
de dimension (p − 1, p) dans laquelle les lignes sont égales à clr(bi), i = 1, 2, . . . , p − 1. Cette matrice
est appelé matrice de contraste associée à la base orthonormée {b1,b2, · · · ,bp−1}. Il y a un nombre infini
de candidats pour définir une telle base orthonormée. Egozcue and Pawlowsky-Glahn (2005) ont suggéré
qu’une base orthonormée pour le simplex pouvait être défini sour la forme bi = C(bi,1, . . . , bi,j, . . . , bi,p) où
chaque bi,j est défini comme

bi,j =


exp

(√
1

i(i+1)

)
j ≤ i

exp
(
−
√

i
i+1

)
j = i+ 1

1 j > i+ 1

La transformation ilr peut alors être défini sous la forme du produit matriciel suivant

ilr(x) = clr(x)Bᵀ.
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Inversement, si nous voulons obtenir les coordonnées de la composition x ∈ Sp à partir des coordonnées
x∗ ∈ Rp−1, nous devons utiliser la transformation inverse isometric logratio défini comme

ilr−1(x∗) = clr−1(x∗B) = C(exp(x∗B)).

Pour plus de détails voir, par exemple, Pawlowsky-Glahn et al. (2015).

2.3.2 Carte de contrôle pour les observations individuelles pour surveiller les don-
nées compositionnelles

Soit xi = (x1, x2, ..., xp) une p-composition et zi = (z1, ..., zp−1) où zi est la coordonnée dans Rp−1 de la
composition observée au moment i. Soient µz et Σz le vecteur moyen et la matrice de variance-covariance
de zi. Vives-Mestres et al. (2014b) ont proposé la carte de contrôle CoDa T 2

C pour les observations indivi-
duelles (n = 1), défini comme

T 2
C = (zi − µz)ᵀΣ−1

z (zi − µz).
Si les paramètres µz et Σz sont connus, alors T 2

C suit une loi du χ2(p − 1) et la limite de contrôle
supérieure est égale à

UCL = F−1
χ2 (α|p− 1)

où α est une erreur de type I fixée. Si les paramètres µz et Σz ne sont pas connus, la limite de contrôle pour
la phase I est défini par

UCL =
(m− 1)2

m
F−1
β (α|(p− 1)/2, (m− p− 2)/2)

où F−1
β (x|p/2, (m − p − 2)/2) est la fonction de répartition inverse de la distribution beta de paramètres

(p − 1)/2 et (m − p − 2)/2. Les valeurs m et (p − 1) sont respectivement la taille de l’échantillon et le
nombre de variables.

En pratique, au lieu de travailler avec la composition complète le praticien recueille uniquement les
données à partir des p − 1 premières variables. Pour utiliser la carte T 2 avec ces données, Vives-Mestres
et al. (2014b) ont montré que l’approche classique qui consiste à utiliser une carte du T 2 peut amener à
une situation où c’est la variable éliminée qui est responsable de la dérive et que celle-ci peut ne pas être
détectée. De plus, la performance de la carte de contrôle T 2

C est meilleur que la carte T 2 en termes d’ARL
sous-contrôle.

2.4 Conclusions
Dans ce chapitre nous avons fait le point en ce qui concerne les recherches déjà réalisées sur les cartes de
contrôle pour surveiller le ratio et les données compositionnelles. Comme on a pu s’en appercevoir, il y
eu assez peu de recherche dans ces domaines. Si nous résumons, nous avons présenté la carte de contrôle
Shewhart pour le ratio proposée par Spisak (1990) et évaluée ensuite par Davis and Woodall (1991), les
cartes de contrôle Shewhart pour le ratio de deux variables normales corrélées proposée par Öksoy et al.
(1994), la carte de contrôle Shewhart-RZ proposée par Celano and Castagliola (2016a), la carte de contrôle
Syn-RZ proposée par Celano and Castagliola (2016b) et la carte de contrôle pour surveiller les données
compositionnelles proposée par Vives-Mestres et al. (2014b). Toutes ces cartes de contrôle pour la sur-
veillance du ratio et des données compositionnelles sont des cartes de contrôle de type Shewhart, qui sont
connues pour être peu efficaces dans la détection de changements faibles ou modérés dans le procédé.

Par conséquent, dans les chapitres suivants, nous allons nous intéresser à proposer diverses cartes
contrôle pour surveiller le ratio et les données compositionnelles en utilisant des approches plus efficaces :
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• les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec règles supplémentaires,

• les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec la méthode EWMA,

• les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec la méthode CUSUM,

• la carte de contrôle de type Shewhart pour surveiller le ratio avec erreurs de mesure.

Nous nous intéresserons aussi à l’évaluation des performance d’une carte de contrôle pour surveiller les
données compositionnelles avec la méthode MEWMA.





II
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3
Cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec
règles supplémentaires

3.1 Introduction
Les cartes de contrôle proposées par Spisak (1990) (et évaluée ensuite par Davis and Woodall (1991)), Ök-
soy et al. (1994) et Celano and Castagliola (2016a) sont des cartes de type Shewhart qui sont efficaces pour
détecter des changements de grande amplitude. La sensibilité statistique d’une carte de contrôle Shewhart
peut être améliorée en utilisant des règles supplémentaires (ou Run Rules). Pour cette raison, il est naturel
d’explorer l’utilisation de la carte de Shewhart avec règles supplémentaires comme une solution alternative.
Les règles supplémentaires les plus connues ont été proposées pour la moyenne X̄ par la Western-Electric
(1956). Plusieurs règles supplémentaires ont été aussi proposées par Page (1955), Roberts (1958), Bissell
(1978), and Wheeler (1983). Par l’utilisation d’une approche basée sur les chaines de Markov, Champ and
Woodall (1987) ont obtenu une formule exacte afin d’évaluer les propriétés du Run-Lengh de la carte de
contrôle Shewhart X̄ avec règles supplémentaire. Palm (1990) a utilisé leur méthode pour construire des
tableaux de percentiles du Run-Length lorsque une ou plusieurs règles supplémentaires sont utilisés avec
une carte de contrôle X̄ pour surveiller la moyenne. Lowry et al. (1995) ont utilisé l’approche de la chaine
de Markov pour étudier les règles supplémentaires de Western-Electric (1956) pour les cartes de contrôle
S et R, et ont suggéré des règles alternatives, qui sont également basées sur des règles supplémentaires.
D’autres règles supplémentaires ont également été suggérées par Divoky and Taylor (1995), Champ and
Woodall (1997), Klein (2000), Shmueli and Cohen (2003), Fu et al. (2003), Khoo (2004), Yasui et al.
(2006), Acosta-Mejia (2007), Antzoulakos and Rakitzis (2008), Zhang and Castagliola (2010), Trip and
Does (2010), Riaz et al. (2011) and Castagliola et al. (2013).

Dans ce chapitre, nous allons présenter les cartes de contrôle de type Shewhart avec règles supplémen-
taires (que nous appelons cartes de contrôle RRRZ) pour surveiller le ratio de deux variables normales en
utilisant des limites de contrôle unilatérales. Pour calculer les propriétés statistiques des cartes de contrôle
RRRZ, nous utilisons une approche similaire à celle de Celano and Castagliola (2016a).

3.2 Mise en œuvre des cartes de contrôle RRRZ
On suppose que p = 2 variables aléatoires continues X et Y distribuées selon une loi binormale sont corré-
lées avec un coefficient de corrélation sous-contrôle ρ0. Pour la caractéristique de qualité Z = X

Y
, nous re-

39
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cueillons un échantillon de n couples indépendants {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n} à chaque période d’échantillon-
nage i = 1, 2, . . ., où chaque Wi,j = (Xi,j, Yi,j)

T ∼ N(µW,i,ΣW,i), j = 1, . . . , n, est un vecteur bivarié
aléatoire de loi normale avec le vecteur moyen (2.16) et la matrice de variance-covariance (2.17). Comme
dans Celano and Castagliola (2016a), on suppose qu’il est possible d’avoir µW,i 6= µW,k, et σW,i 6= σW,k,
pour i 6= k. Nous supposons également que pour les deux variables X et Y il y a une relation linéaire
σX,i = γX × µX,i et σY,i = γY × µY,i, où γX et γY sont les coefficients de variation assumés connus et
constants. Cette supposition vient du fait que de nombreuses caractéristiques de qualité ont une dispersion
qui est proportionnelle à la moyenne de la population. Cela implique que, d’un échantillon à un autre, les
valeurs de µX,i et µY,i sont libres à changer mais les valeurs de σX,i et σY,i doivent nécessairement changer
proportionnellement par rapport à µX,i et µY,i.

Le but de ce chapitre est d’appliquer et d’évaluer plusieurs types de règles supplémentaires afin de
surveiller le ratio Ẑi dans (2.18). Nous suggérons de définir deux cartes de contrôle

• une première carte avec la règle supplémentaire r-parmi-s (notée RRRZ−r,s) visant à détecter une
diminution de Ẑi avec une unique limite de contrôle inférieure LCLRRRZ (i.e. la limite de contrôle
supérieure UCLRRRZ = ∞). Pour cette carte de contrôle, une situation hors-contrôle est signalée à
l’instant i si r-parmi-s valeurs successives de Ẑi sont tels que Ẑi < LCLRRRZ.

• une seconde carte avec la règle supplémentaire r-parmi-s (notée RRRZ+
r,s) visant à détecter une aug-

mentation de Ẑi avec une unique limite de contrôle supérieure UCLRRRZ (i.e. la limite de contrôle
inférieure LCLRRRZ = −∞). Pour cette carte de contrôle, une situation hors-contrôle est signalée à
l’instant i si r-parmi-s valeurs successives de Ẑi sont tels que Ẑi > UCLRRRZ.

Il est important de noter que, comme dans Klein (2000), nous allons nous concentrer uniquement sur
des règles supplémentaires “pures” qui ne nécessitent uniquement que des limites d’avertissement et aucune
limite de contrôle et supposent qu’une situation de hors-contrôle doit être signalée que si uniquement une
des règles supplémentaires se réalise. Comme montré dans Klein (2000), l’avantage des cartes de contrôle
avec règles supplémentaires pures (par rapport à des cartes de contrôle composites, nécessitant des limites
de contrôle ainsi que des limites d’avertissement) est la simplicité de leur mise en œuvre et de leur inter-
prétation. Plus précisément, dans ce chapitre, nous nous allons concentrer uniquement sur les cartes RRRZ
2-parmi-3 et 3-parmi-4 qui correspondent au cas (r = 2, s = 3) et (r = 3, s = 4). Le choix des règles
supplémentaires 2-parmi-3 et 3-parmi-4 seulement est basé sur le principe de parcimonie, à savoir qu’il est
toujours possible d’utiliser des règles supplémentaires plus complexes, mais l’amélioration de la sensibilité
de ces cartes suite à un changement de processus est marginale comparée à la difficulté de mettre en œuvre
ces cartes de contrôle.

3.3 Propriétés du Run Length
Concernant des cartes de contrôle RRRZ−2,3 et RRRZ+

2,3, la séquence de points tracés sur ces cartes peut être
modélisée comme un processus stochastique. Les propriétés du run lenght des cartes RRRZ−2,3 et RRRZ+

2,3

peuvent être obtenues en utilisant la chaîne de Markov définie par la matrice de transition P définie ci-
dessous (où le 4ème état correspond à l’état absorbant) :

P =

 Q r

0T 1

 =


0 0 p 1− p
p 0 0 1− p
0 1− p p 0
0 0 0 1

 , (3.1)

où P (Ẑi ≥ LCLRRRZ) (P (Ẑi ≤ UCLRRRZ)) pour la carte de contrôle RRRZ−2,3 (RRRZ+
2,3), 0 =

(0, 0, . . . , 0)T , Q(3,3) est la matrice des probabilités de transition correspondant uniquement aux états tran-
sitoires, le vecteur r(3,1) satisfait r = 1 − Q1 (i.e. la somme des probabilités est égale à 1), avec 1 =
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(1, 1, 1)T . Le vecteur q(3,1) qui correspond aux probabilités initiales associées aux états transitoires est égal
à q = (0, 0, 1)T (i.e. l’état initial est le 3ème).

Nous supposons que l’apparition d’une situation hors contrôle fait passer la valeur nominale du ratio
z0 à une valeur z1 = τ × z0, où τ > 0 quantifie l’amplitude du changement. Les valeurs de τ ∈ (0, 1)
correspondent à une diminution de z0, alors que des valeurs de τ > 1 correspondent à une augmentation
de z0. Nous considérons aussi que lorsqu’une situation hors-contrôle apparait, le coefficient de corrélation
peut passer de la valeur ρ = ρ0 à la valeur ρ = ρ1. Les probabilités p dans (3.1) sont égales à

• Pour la carte de contrôle RRRZ−2,3 :

p = 1− FẐi
(LCLRRRZ|n, γX , γY , z1, ρ1) (3.2)

• Pour la carte de contrôle RRRZ+
2,3 :

p = FẐi
(UCLRRRZ|n, γX , γY , z1, ρ1). (3.3)

où FẐi
(. . . ) est la fonction de répartition de la variable aléatoire Ẑi définie dans l’équation 2.22. La

carte RRRZ peut être facilement étendue à d’autres règles supplémentaires comme, par exemple, la règle
3-parmi-4 (les cartes de contrôle correspondantes sont les cartes RRRZ−3,4 et RRRZ+

3,4). Pour les cartes de
contrôle RRRZ−3,4 et RRRZ+

3,4 la matrice Q(7×7) des probabilités transitoires est égale à

Q =



0 0 p 0 0 0 0
0 0 0 0 p 0 0
0 0 0 0 0 1− p p
p 0 0 0 0 0 0
0 1− p p 0 0 0 0
0 0 0 1− p p 0 0
0 0 0 0 0 1− p p


, (3.4)

et le vecteur initial est q = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)T (i.e. l’état initial est le 7ème). Le nombre d’étapes
jusqu’à ce que le processus atteigne l’état absorbant (i.e. le run length) est une variable aléatoireRL de type
Phase discrète (DPH) de paramètres (Q,q), (voir Neuts (1981) ou Latouche and Ramaswami (1999)). Par
conséquent, la moyenne (ARL) et l’écart-type (SDRL) du run length RL des cartes RRRZ2,3 et RRRZ3,4

unilatérales sont égaux à

ARL = ν1, (3.5)
SDRL =

√
µ2, (3.6)

avec

ν1 = qT (I−Q)−11, (3.7)
ν2 = 2qT (I−Q)−2Q1, (3.8)
µ2 = ν2 − ν2

1 + ν1. (3.9)

Il est intéressant de noter que cette approche basée sur une chaîne de Markov a été utilisée par de
nombreux auteurs afin d’établir les propriétés des cartes de contrôle, voir par exemple Costa (1994, 1997,
1999) et Jensen et al. (2008).
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3.4 Analyse numérique
Dans ce chapitre, la performance statistique est mesurée par l’ARL sous-contrôle. Une fois que les limites
de contrôle (dans notre cas LCLRRRZ et UCLRRRZ, selon la règle sélectionnée) sont définies, l’ARL peut
être numériquement évalué pour un changement particulier τ , en utilisant l’approche de la chaîne de Mar-
kov présentée dans la section précédente. Lorsqu’un processus est sous-contrôle, la moyenne du RL sera
notée ARL0. Au contraire, lorsqu’un processus est hors-contrôle, la moyenne du RL sera notée ARL1.
Une carte de contrôle est considéré comme meilleure que ses concurrentes si elle a une valeur de ARL1

plus faible pour un changement particulier τ lorsque l’ARL0 est le même pour tous les cartes de contrôle
considérées. Comme pour la cartes de contrôle RZ dans Celano and Castagliola (2016a), les limites de
contrôle unilatérales LCLRRRZ et UCLRRRZ des cartes de contrôle RRRZ−r,s and RRRZ+

r,s peuvent être ré-
écrites sous la forme LCLRRRZ = KL × z0 et UCLRRRZ = KU × z0 où KL et KU sont des constantes qui
dépendent deARL0, n, γX , γY , ρ0 et z0 = 1. Ces constantesKL etKU sont obtenues de manière numérique
pour ARL0 = 200, n ∈ {1, 5, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2} et ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8} et
sont présentées dans la Table 3.1. Il est important de noter que les valeurs de KL et KU dans la Table 3.1
correspondent à des limites de contrôle unilatérales. Par exemple, si γX = 0.01, γY = 0.2, ρ0 = 0.4 et
n = 5 alors

• la limite inférieure de la carte RRRZ−2,3 est LCLRRRZ = 0.8762 × z0 et la limite inférieure de la
carte RRRZ−3,4 est LCLRRRZ = 0.9109 × z0, alors que la limite supérieure de ces deux cartes est
UCLRRRZ =∞× z0 =∞.

• la limite supérieure de la carte RRRZ+
2,3 est UCLRRRZ = 1.1655 × z0 et la limite supérieure de la

carte RRRZ+
3,4 est UCLRRRZ = 1.1089 × z0, alors que la limite inférieure de ces deux cartes est

LCLRRRZ = −∞× z0 = −∞.

A partir des résultats présentés dans la Table 3.1 on peut conclure que

• Pour des valeurs de (γX , γY ) fixées, les valeurs de KL et KU changent en fonction de n et ρ0. En
particulier KL augmente et KU diminue lorsque n et ρ0 augmentent. Par exemple, pour les cartes
RRRZ−2,3 et RRRZ+

2,3, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), on a KL = 0.9733 et KU = 1.0274 si n = 1
et ρ0 = −0.4 et on a KL = 0.9954 et KU = 1.0046 si n = 15 et ρ0 = 0.4.

• Pour des valeurs de n et ρ0 fixées, les valeurs de KL et KU changent en fonction de (γX , γY ). En
particulier, KL diminue et KU augmente lorsque (γX , γY ) augmentent. Par exemple, pour la cartes
RRRZ−3,4 et RRRZ+

3,4, lorsque n = 5 et ρ0 = 0.4, on a KL = 0.9945 et KU = 1.0055 lorsque
(γX , γY ) = (0.01, 0.01) et on a KL = 0.8959 et KU = 1.1162 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2).

Les figures 3.1 et 3.2 montrent les valeurs de ARL1 des cartes RRRZ2,3, RRRZ3,4 et Shewhart-RZ
lorsque le processus dérive d’un état sous-contrôle à un état hors-contrôle sans changement dans la corré-
lation entre X et Y (i.e. ρ0 = ρ1 = ρ). Les figures 3.1 et 3.2 présentent les résultats pour n = 1 et n = 15.
Les résultats ont également été obtenus pour n = 5 mais ils ne sont pas présentés ici. A partir de ces figures,
nous pouvons tirer les conclusions suivantes (nous faisons aussi référence au SDRL même s’il n’apparait
pas dans les figures 3.1 et 3.2) :

• La performance des cartes de contrôle unilatérales RRRZ est fortement influencée par (γX , γY ) et ρ0.
Plus les coefficients de variation (γX , γY ) sont petits, plus vite les cartes de contrôle détectent une
situation hors-contrôle. Cela est principalement dû au fait que l’intervalle [KL, KU ] est plus reserré.
Par exemple, lorsque ρ0 = 0.4, n = 15 et τ = 0.99, nous obtenons ARL1 = 2.1 et SDRL1 = 0.2
(ARL1 = 3.0 et SDRL1 = 0.2) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ−3,4) si (γX , γY ) = (0.01, 0.01).
Nous obtenons ARL1 = 105.1 et SDRL1 = 103.3 (ARL1 = 97.5 et SDRL1 = 94.8) pour la carte
RRRZ−2,3 (RRRZ−3,4) si (γX , γY ) = (0.2, 0.2). De plus, la présence d’une corrélation négative (ρ0 < 0)
entre les variables aléatoiresX et Y réduit la sensibilité des cartes RRRZ par rapport à une corrélation
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γX γY ρ0 n = 1 n = 5 n = 15
0.01 0.01 -0.8 (0.9698, 1.0311) (0.9864, 1.0138) (0.9921, 1.0079)

(0.9790, 1.0214) (0.9906, 1.0095) (0.9945, 1.0055)
-0.4 (0.9733, 1.0274) (0.9880, 1.0122) (0.9931, 1.0070)

(0.9815, 1.0189) (0.9917, 1.0084) (0.9952, 1.0048)
0.0 (0.9774, 1.0231) (0.9898, 1.0103) (0.9941, 1.0059)

(0.9843, 1.0159) (0.9930, 1.0071) (0.9959, 1.0041)
0.4 (0.9825, 1.0178) (0.9921, 1.0079) (0.9954, 1.0046)

(0.9878, 1.0123) (0.9945, 1.0055) (0.9968, 1.0032)
0.8 (0.9898, 1.0103) (0.9954, 1.0046) (0.9974, 1.0026)

(0.9930, 1.0071) (0.9968, 1.0032) (0.9982, 1.0018)
0.20 0.20 -0.8 (0.5292, 1.8897) (0.7588, 1.3178) (0.8534, 1.1718)

(0.6496, 1.5395) (0.8268, 1.2095) (0.8962, 1.1158)
-0.4 (0.5693, 1.7565) (0.7838, 1.2758) (0.8695, 1.1501)

(0.6831, 1.4640) (0.8455, 1.1827) (0.9079, 1.1015)
0.0 (0.6201, 1.6126) (0.8138, 1.2287) (0.8885, 1.1255)

(0.7242, 1.3808) (0.8677, 1.1524) (0.9216, 1.0851)
0.4 (0.6897, 1.4499) (0.8524, 1.1731) (0.9125, 1.0959)

(0.7785, 1.2845) (0.8959, 1.1162) (0.9387, 1.0653)
0.8 (0.8063, 1.2403) (0.9119, 1.0966) (0.9485, 1.0543)

(0.8652, 1.1558) (0.9385, 1.0655) (0.9641, 1.0372)
0.01 0.20 -0.8 (0.7460, 1.4960) (0.8687, 1.1756) (0.9199, 1.0946)

(0.8100, 1.2992) (0.9055, 1.1155) (0.9433, 1.0637)
-0.4 (0.7507, 1.4866) (0.8712, 1.1723) (0.9214, 1.0928)

(0.8135, 1.2936) (0.9073, 1.1133) (0.9443, 1.0625)
0.0 (0.7555, 1.4772) (0.8737, 1.1689) (0.9230, 1.0910)

(0.8171, 1.2879) (0.9091, 1.1111) (0.9454, 1.0613)
0.4 (0.7605, 1.4676) (0.8762, 1.1655) (0.9245, 1.0892)

(0.8208, 1.2821) (0.9109, 1.1089) (0.9465, 1.0600)
0.8 (0.7656, 1.4578) (0.8788, 1.1621) (0.9261, 1.0873)

(0.8246, 1.2762) (0.9128, 1.1066) (0.9476, 1.0588)
0.20 0.01 -0.8 (0.6685, 1.3404) (0.8507, 1.1511) (0.9136, 1.0870)

(0.7697, 1.2345) (0.8965, 1.1044) (0.9401, 1.0601)
-0.4 (0.6727, 1.3320) (0.8530, 1.1479) (0.9150, 1.0853)

(0.7730, 1.2292) (0.8982, 1.1022) (0.9412, 1.0590)
0.0 (0.6770, 1.3235) (0.8555, 1.1446) (0.9166, 1.0835)

(0.7765, 1.2238) (0.9000, 1.1000) (0.9423, 1.0578)
0.4 (0.6814, 1.3150) (0.8580, 1.1413) (0.9181, 1.0817)

(0.7800, 1.2183) (0.9018, 1.0978) (0.9434, 1.0565)
0.8 (0.6859, 1.3062) (0.8605, 1.1379) (0.9197, 1.0798)

(0.7836, 1.2127) (0.9037, 1.0956) (0.9445, 1.0553)

TABLE 3.1 : Valeurs de (KL, KU) pour la carte RRRZ2,3 (première ligne) et la carte RRRZ3,4 (deuxième
ligne), pour z0 = 1, ARL0 = 200, n ∈ {1, 5, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2} et ρ0 ∈
{−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 3.1 : Valeurs de ARL1 des cartes RRRZ2,3 (-�-), RRRZ3,4 (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour
γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200
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(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
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FIGURE 3.2 : Valeurs de ARL1 des cartes RRRZ2,3 (-�-), RRRZ3,4 (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour
γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , ρ0 ∈ {0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200



3.4. ANALYSE NUMÉRIQUE 46

positive (ρ0 > 0). Par exemple, si (γX , γY ) = (0.2, 0.2), τ = 0.99, n = 15 et ρ0 = −0.4 nous avons
ARL1 = 130.3 et SDRL1 = 128.5 (ARL1 = 123.6 et SDRL1 = 120.9) pour la carte RRRZ−2,3
(RRRZ−3,4), comparé à ARL1 = 105.1 et SDRL1 = 103.3 (ARL1 = 97.5 and SDRL1 = 94.8) si
ρ0 = 0.4.

• Lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et que n augmente (disons n ≥ 5) les carte RRRZ2,3 et RRRZ3,4

sont très sensibles à un changement, i.e. nous avons ARL1 ' 2 et SDRL1 ' 0 (ARL1 ' 3 et
SDRL1 ' 0), qui est la valeur la plus faible possible pour la carte RRRZ2,3 (RRRZ3,4) lorsque
τ < 0.99 ou τ > 1.01, voir la Figure 3.1 pour n = 15.

• La performance statistique des cartes RRRZ2,3 et RRRZ3,4 n’est pas identique pour une même valeur
absolue de ∆Z = 100 × |τ − 1|. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 1, ρ0 = 0.4
et τ = 0.98(1.02), i.e. ∆Z = 2% nous avons ARL1 = 3.7 et SDRL1 = 2.2 (ARL1 = 3.8 et
SDRL1 = 2.3) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ+

2,3) et nous avons ARL1 = 4.2 et SDRL1 = 1.8
(ARL1 = 4.3 et SDRL1 = 1.9) pour la carte RRRZ−3,4 (RRRZ+

3,4), voir la Figure 3.1. De même,
lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4 et τ = 0.98 (1.02), nous obtenons ARL1 = 121.3
et SDRL1 = 119.5 (ARL1 = 154.5 et SDRL1 = 152.7) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ+

2,3) et
ARL1 = 119.2 et SDRL1 = 116.5 (ARL1 = 143.5 et SDRL1 = 140.8) pour la carte RRRZ−3,4
(RRRZ+

3,4), voir la Figure 3.2.

• Comme indiqué ci-dessus, pour la même valeur de ∆Z et γX = γY la performance statistique est
supérieure lorsque τ < 1. Inversement, lorsque γX 6= γY la tendance de sensibilité de la carte dé-
pend de la plus petite valeur des coefficients de variation γX et γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) =
(0.01, 0.2), n = 5, ρ0 = 0.4 et τ = 0.98 (1.02), nous avons ARL1 = 78.8 et SDRL1 = 77.0
(ARL1 = 98.7 et SDRL1 = 96.9) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ+

2,3) et ARL1 = 74.3 et SDRL1 =
71.6 (ARL1 = 87.8 et SDRL1 = 85.1) pour la carte RRRZ−3,4 (RRRZ+

3,4). Inversement, lorsque
(γX , γY ) = (0.2, 0.01), nous obtenons ARL1 = 97.3 et SDRL1 = 95.5 (ARL1 = 80.2 and
SDRL1 = 78.4) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ+

2,3) et ARL1 = 86.5 et SDRL1 = 83.8 (ARL1 =
(75.6 and SDRL1 = 72.9) pour la carte RRRZ−3,4 (RRRZ+

3,4).

• Une comparaison avec les valeurs de ARL1 pour la carte Shewhart-RZ obtenu dans Celano and
Castagliola (2016a) montre que, lorsque γX = γY = 0.1, n = 1 et τ ∈ (0.95, 1) le meilleur choix
est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4, lorsque γX = γY = 0.1, n = 1 et τ ∈ (1, 1.02) le
meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 et lorsque τ ≤ 0.95 ou 1.02 ≤ τ le

meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.1, n = 15, ρ0 < 0 et τ ∈ (0.98, 1)
le meilleur choix est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4, lorsque γX = γY = 0.1, n = 15,
ρ0 < 0 et τ ∈ (1, 1.02) le meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 et

lorsque τ ≤ 0.98 ou 1.02 ≤ τ le meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.1,
n = 15, ρ0 > 0, le meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.2 ou γX 6= γY le
meilleur choix est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4 pour τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et
le meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 pour τ ∈ {1.01, 1.02, 1.05, 1.10}.

Comme prévu, les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec règles supplémentaires sont plus
sensibles que le cartes de contrôle Shewhart-RZ Shewhart pour des dérives faibles du ratio nominal
z0.

L’apparition d’une cause assignable peut aussi décaler le coefficient de corrélation ρ entre les variables
aléatoires X et Y de la valeur ρ0 à ρ1. Les figures 3.3 et 3.4 présentent les valeurs de ARL1 pour les
cartes de contrôle RRRZ2,3, RRRZ3,4 et Shewhart-RZ pour les valeurs ρ0 = ±0.4 et les changements de
ρ0 à ρ1 = 0.5 × ρ0 et ρ1 = 2 × ρ0, i.e. (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}. Il
convient de noter que, lorsque τ = 1, soit lorsque la cause assignable ne fait que déplacer le coefficient de
corrélation, mais pas le ratio nominal, on a ARL0 6= 200. Les résultats obtenus montrent que pour toute
taille de changement :
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 3.3 : Valeurs de ARL1 des cartes RRRZ2,3 (-�-), RRRZ3,4 (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)},
τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200
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(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
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FIGURE 3.4 : Valeurs de ARL1 des cartes RRRZ2,3 (-�-), RRRZ3,4 (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)},
τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200
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• la réduction d’une corrélation négative détériore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5, ρ1 = 0.5× ρ0 = −0.2 et τ = 0.98, nous avons ARL1 = 188.4
et SDRL1 = 186.6 (ARL1 = 158.0 et SDRL1 = 155.2) pour la carte RRRZ−2,3 (RRRZ−3,4). Si ρ1 =
ρ0 = −0.4, nous avons ARL1 = 122.8 and SDRL1 = 121 (ARL1 = 115.3 and SDRL1 = 112.5).
L’inverse se produit si le niveau de corrélation négative augmente. Par exemple, pour ρ1 = 2× ρ0 =
−0.8 on aARL1 = 68.5 et SDRL1 = 66.7 (ARL1 = 74.8 et SDRL1 = 72.1) pour la carte RRRZ−2,3
(RRRZ−3,4).

• la réduction d’une corrélation positive améliore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 5, ρ1 = 0.5 × ρ0 = 0.2 et τ = 1.02, nous avons ARL1 = 76.2
et SDRL1 = 74.4 (ARL1 = 73.0 et SDRL1 = 70.3) pour la carte RRRZ+

2,3 (RRRZ+
3,4). Si ρ1 =

ρ0 = 0.4, nous avons ARL1 = 80.2 et SDRL1 = 78.4 (ARL1 = 75.6 et SDRL1 = 72.9). L’inverse
se produit si le niveau de corrélation positif augmente. Par exemple, pour ρ1 = 2 × ρ0 = 0.8 nous
avons ARL1 = 89.5 et SDRL1 = 87.7 (ARL1 = 81.3 et SDRL1 = 78.6) pour la carte RRRZ+

2,3

(RRRZ+
3,4).

En pratique, l’amplitude de la dérive τ est inconnue. Celano et al. (2013) ont montré qu’une carte de
contrôle a une mauvaise performance statistique si les paramètres utilisés pour sa conception sont définis
pour une dérive fixée et que l’amplitude réelle de la dérive est en fait différente. Dans la littérature, les
chercheurs ont proposé d’utiliser la distribution uniforme pour tenir compte de la valeur inconnue de la
dérive, voir, par exemple, Ryu et al. (2010) pour la conception de cartes CUSUM pour surveiller la moyenne
d’échantillon et Celano et al. (2013), qui ont étudié des cartes de contrôle pour des séries courtes et des
amplitudes de dérive inconnues. De manière similaire à Celano and Castagliola (2016a), quand un praticien
de la qualité a un intérêt pour détecter un intervalle de dérives Ω = [a, b], mais pas de préférence pour une
dérive particulière alors une distribution uniforme sur Ω = [a, b] peut être utilisée et l’indicateur qui doit
alors être calculé est l’EARL (Expected Average Run Length) qui est défini de la manière suivante :

EARL =

∫
Ω

ARL× fτ (τ)dτ, (3.10)

où ARL est défini comme dans (3.5) et fτ (τ) = 1
b−a pour τ ∈ Ω. Les tables 3.2 et 3.3 présentent

les valeurs du EARL pour Ω = [0.9, 1) (cas d’une diminution, notée (D) dans les tables 3.2 et 3.3) and
Ω = (1, 1.1] (cas d’une augmentation, notée (I) dans les tables 3.2 et 3.3) pour respectivement les cas
ρ0 = ρ1 et ρ0 6= ρ1. Les conclusions concernant les valeurs d’EARL dans les tables 3.2 et 3.3 sont
similaires à celles obtenues dans le cas d’une dérive fixe. En outre, les valeurs d’EARL présentées dans les
tables 3.2 et 3.3 révèlent aussi que :

• lorsque γX = γY = γ les cartes RRRZ2,3 et RRRZ3,4 ont une performance approximativement
symétrique pour les valeurs petites de γX et γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 5,
ρ0 = ρ1 = −0.4, on a EARL = 2.5 (3.4) dans les cas d’une diminution et d’une augmentation
de la valeur de la dérive, voir la Table 3.2. Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , la sensibilité
statistique est légèrement meilleure pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque
(γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous obtenons EARL = 69.0 (63.0) dans le cas
d’une diminution et EARL = 71.9 (65.7) dans le cas d’une augmentation. Il est intéressant de noter
que cette constatation est indépendante d’un changement du coefficient de corrélation, c’est-à-dire
pour ρ0 6= ρ1, voir la table 3.3.

• lorsque γX 6= γY la sensibilité statistique dépend des valeurs de γX et γY . Si γX < γY , alors la
sensibilité statistique est meilleur pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque
(γX , γY ) = (0.01, 0.2), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous obtenons EARL = 39.1 (37.1) dans le
cas d’une diminution et EARL = 51.8 (45.2) dans le cas d’une augmentation, voir la table 3.2.
La situation inverse a lieu pour γX > γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 5,
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ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons EARL = 49.5 (43.2) dans le cas d’une diminution et EARL = 40.8
(38.7) dans le cas d’une augmentation, voir la table 3.2. Ce résultat est également indépendant d’un
changement du coefficient de corrélation.

Une comparaison entre les valeurs d’EARL des cartes RRRZ avec les valeurs d’EARL obtenu dans
Celano and Castagliola (2016a) (voir les Tableaux VI–VII) pour la carte Shewhart-RZ est réalisé dans les
tables 3.4 et 3.5. L’indicateur suivant est adopté pour la comparaison

∆E = 100× EARLShewhart−RZ − EARLRRRZ

EARLShewhart−RZ

, (3.11)

où EARLShewhart−RZ (EARLRRRZ) est la valeur d’EARL pour la carte Shewhart-RZ (RRRZ). Si
∆E > 0, alors la carte RRRZ est meilleur que la carte Shewhart-RZ et si ∆E < 0, alors c’est l’inverse. Il
est important de noter que ∆E (pour le cas de dérives aléatoires) ne doit pas être confondu avec ∆Z (déjà
introduit dans le cas de dérive déterministe). Les résultats (arrondis à l’entier le plus proche) présentés dans
les tables 3.4 et 3.5 montrent que :

• lorsque γX = γY , la carte Shewhart-RZ est meilleur que la carte RRRZ pour les petites valeurs de
γX et γY lorsque n ≥ 5. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0.4, n = 15, γX = γY = 0.01, dans les
cas d’une augmentation et diminution, nous obtenons ∆E = −100 (−200) pour la carte RRRZ2,3

(RRRZ3,4), voir la table 3.4. Pour des mesures individuelles, n = 1, la carte RRRZ est meilleur que la
carte Shewhart-RZ, voir les tables 3.4 et 3.5. Pour des valeurs plus grandes de γX et γY , la carte RRRZ
est meilleur que la carte Shewhart-RZ. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0.8, n = 15, γX = γY = 0.2
dans les cas d’une augmentation et diminution, nous obtenons ∆E = 53 (56) pour la carte RRRZ2,3

(RRRZ3,4), voir la table 3.4. Ces résultats restent toujours valables en présence d’un changement du
coefficient de corrélation.

• lorsque γX 6= γY , la carte RRRZ est toujours meilleur que la carte Shewhart-RZ. Par exemple, lorsque
ρ0 = ρ1 = 0.8 n = 15, γX = 0.01, γY = 0.2, on a ∆E = 47 (50) dans le cas d’une augmentation et
∆E = 56 (61) dans le cas d’une diminution, voir la table 3.4. Là encore, ces résultats restent toujours
valables en présence d’un changement du coefficient de corrélation.

3.5 Un exemple illustratif
Dans cette section, nous discutons de la mise en œuvre d’une carte de contrôle RRRZ basée sur le même
exemple que celui présenté dans Celano and Castagliola (2016a). Dans cet exemple, on s’intéresse à une
entreprise qui produit du muesli dont deux des constituants sont des “graines de courge” (Pumpkin) et des
“graines de lin” (Flaxseeds). Pour répondre aux exigences de valeur nutritive, ils est nécessaire que le poids
en “graines de courge” soit identique à celui des “graines de lin”, soit 10% du poids total. Leurs proportions
nominales au poids total du contenu de la boîte sont donc tous deux fixées à pp = pf = 0.1. Selon les
besoins du marché et les pays, le poids de chaque boite de muesli est différente. Quelque soit le poids de
la boite de muesli, l’entreprise souhaite surveiller à intervalles réguliers i = 1, 2, . . . les éventuelles dérives
du ratio sous-contrôle z0 =

µp,i
µf,i

= 1, où µp,i et µf,i sont respectivement les poids moyens pour “graines de
courge” et “graines de lin”. On suppose que, pendant le processus de mélange, le ratio sous-contrôle peut
se trouver modifié du à des problèmes liés à la machine de dosage. Toutes les 30 minutes un prélèvement de
n = 5 boites est réalisé et les poids moyens des deux types de graines sont obtenus W̄p,i = 1

n

∑n
j=1 Wp,i,j

et W̄f,i = 1
n

∑n
j=1 Wf,i,j . A partir de ces valeurs, le ratio Ẑi =

W̄p,i

W̄f,i
est calculé et tracé sur la carte de la

contrôle RRRZ. Dans Celano and Castagliola (2016a), les valeurs γp = 0.02, γf = 0.01 et ρ0 = 0.8 ont été
fixées. Pour définir la carte RRRZ, on suppose qu’une augmentation de seulement 1% est suffisante pour
déclancher une situation hors contrôle. On fixe donc la valeur τ = 1.01. Pour la carte RRRZ+

2,3 (RRRZ+
3,4),
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) (6.5, 6.7) (2.7, 3.5) (2.1, 3.1) (126.0, 116.9) (75.9, 69.6) (47.0, 42.9)
(I) (6.7, 6.8) (2.7, 3.6) (2.1, 3.1) (129.3, 120.3) (79.0, 72.5) (49.2, 44.8)

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) (5.6, 5.9) (2.5, 3.4) (2.1, 3.0) (119.8, 110.2) (69.0, 63.0) (41.6, 37.9)
(I) (5.7, 6.0) (2.5, 3.4) (2.1, 3.0) (123.2, 113.7) (71.9, 65.7) (43.5, 39.5)

ρ0 = ρ1 = 0
(D) (4.5, 5.0) (2.3, 3.2) (2.0, 3.0) (111.0, 100.9) (60.1, 54.6) (35.0, 31.9)
(I) (4.6, 5.0) (2.3, 3.2) (2.0, 3.0) (114.5, 104.4) (62.8, 57.0) (36.6, 33.2)

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) (3.4, 4.1) (2.1, 3.1) (2.0, 3.0) (96.7, 86.4) (47.7, 43.2) (26.5, 24.1)
(I) (3.4, 4.1) (2.1, 3.1) (2.0, 3.0) (100.3, 89.7) (49.9, 45.1) (27.6, 25.1)

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) (2.3, 3.2) (2.0, 3.0) (2.0, 3.0) (65.6, 56.7) (26.9, 24.3) (13.6, 12.7)
(I) (2.3, 3.2) (2.0, 3.0) (2.0, 3.0) (68.5, 59.2) (28.0, 25.2) (14.0, 13.1)

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) (72.8, 71.1) (39.9, 37.9) (23.1, 21.7) (106.5, 92.6) (50.3, 44.0) (26.7, 23.8)
(I) (110.0, 96.1) (52.6, 45.9) (27.9, 24.7) (75.8, 74.0) (41.7, 39.5) (24.0, 22.5)

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) (71.5, 69.9) (39.1, 37.1) (22.5, 21.2) (105.7, 91.7) (49.5, 43.2) (26.2, 23.3)
(I) (109.3, 95.2) (51.8, 45.2) (27.3, 24.2) (74.4, 72.8) (40.8, 38.7) (23.4, 22.0)

ρ0 = ρ1 = 0
(D) (70.1, 68.7) (38.3, 36.4) (22.0, 20.8) (104.9, 90.8) (48.7, 42.5) (25.7, 22.8)
(I) (108.5, 94.3) (50.9, 44.4) (26.7, 23.7) (73.0, 71.6) (39.9, 37.9) (22.8, 21.5)

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) (68.7, 67.5) (37.4, 35.6) (21.4, 20.3) (104.0, 89.9) (47.9, 41.7) (25.1, 22.3)
(I) (107.6, 93.3) (50.1, 43.6) (26.1, 23.2) (71.6, 70.2) (39.0, 37.1) (22.3, 21.0)

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) (67.2, 66.1) (36.5, 34.7) (20.8, 19.7) (103.2, 88.9) (47.0, 40.9) (24.5, 21.8)
(I) (106.8, 92.3) (49.2, 42.7) (25.5, 22.6) (70.1, 68.9) (38.1, 36.2) (21.7, 20.5)

TABLE 3.2 : Valeurs deEARL pour les cartes RRRZ2,3 (gauche) et RRRZ3,4 (droite) pour γX ∈ {0.01, 0.2},
γY ∈ {0.01, 0.2}, ρ0 ∈ {0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) (6.3, 6.1) (2.5, 3.3) (2.1, 3.0) (177.9, 149.7) (100.2, 82.0) (58.2, 47.4)
(I) (6.4, 6.2) (2.5, 3.4) (2.1, 3.0) (183.5, 154.8) (104.7, 85.7) (60.8, 49.5)

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) (4.8, 5.6) (2.5, 3.4) (2.1, 3.1) (69.0, 72.3) (41.9, 44.3) (26.9, 28.3)
(I) (4.9, 5.6) (2.5, 3.4) (2.1, 3.1) (70.7, 74.2) (43.5, 46.1) (28.1, 29.5)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) (3.2, 4.1) (2.1, 3.1) (2.0, 3.0) (53.8, 55.9) (28.8, 30.6) (17.3, 18.4)
(I) (3.2, 4.1) (2.1, 3.1) (2.0, 3.0) (55.5, 57.8) (30.0, 31.9) (18.0, 19.1)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) (6.9, 4.4) (2.1, 3.0) (2.0, 3.0) (4572.0, 2019.3) (3412.0, 881.8) (1473.9, 337.1)
(I) (7.2, 4.5) (2.1, 3.0) (2.0, 3.0) (4803.6, 2118.9) (3539.0, 913.5) (1520.9, 347.9)

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) (75.7, 72.7) (40.8, 38.2) (23.3, 21.7) (109.5, 94.4) (51.3, 44.3) (27.1, 23.8)
(I) (113.2, 98.0) (53.7, 46.3) (28.2, 24.7) (78.8, 75.7) (42.6, 39.8) (24.3, 22.5)

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) (64.2, 65.1) (36.1, 35.2) (21.1, 20.4) (98.7, 86.9) (46.2, 41.2) (24.6, 22.4)
(I) (102.0, 90.1) (48.3, 43.0) (25.7, 23.3) (66.9, 67.8) (37.7, 36.7) (21.9, 21.2)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) (64.8, 64.9) (35.8, 34.6) (20.7, 19.8) (100.3, 87.2) (46.1, 40.6) (24.3, 21.8)
(I) (103.7, 90.6) (48.2, 42.4) (25.3, 22.7) (67.5, 67.5) (37.3, 36.0) (21.5, 20.6)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) (78.1, 73.4) (41.1, 37.8) (23.1, 21.2) (112.3, 95.7) (51.8, 44.1) (26.9, 23.3)
(I) (116.3, 99.4) (54.2, 46.0) (28.1, 24.2) (81.4, 76.5) (42.9, 39.4) (24.0, 22.0)

TABLE 3.3 : Valeurs de EARL pour les cartes RRRZ2,3 (gauche) and RRRZ3,4 (droite) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, n ∈
{1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) (50, 48) (9,−16) (−50,−121) (33, 37) (44, 49) (48, 53)
(I) (50, 49) (12,−16) (−50,−121) (31, 36) (44, 49) (49, 53)

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) (47, 44) (−4,−41) (−75,−150) (35, 40) (46, 50) (49, 54)
(I) (47, 44) (0,−35) (−75,−150) (34, 39) (46, 50) (49, 54)

ρ0 = ρ1 = 0
(D) (43, 36) (−21,−68) (−81,−172) (39, 44) (48, 52) (50, 55)
(I) (43, 38) (−21,−68) (−81,−172) (37, 43) (48, 52) (50, 55)

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) (30, 16) (−50,−121) (−100,−200) (44, 50) (50, 54) (51, 56)
(I) (32, 18) (−50,−121) (−100,−200) (43, 49) (50, 55) (52, 56)

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) (−21,−68) (−100,−200) (−100,−200) (54, 60) (53, 57) (53, 56)
(I) (−21,−68) (−100,−200) (−100,−200) (54, 60) (53, 58) (53, 56)

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) (32, 33) (43, 45) (47, 50) (51, 58) (54, 60) (55, 60)
(I) (50, 57) (55, 60) (55, 60) (32, 33) (43, 46) (47, 50)

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) (32, 33) (42, 45) (47, 50) (52, 58) (55, 60) (55, 60)
(I) (51, 57) (55, 60) (55, 60) (32, 33) (43, 46) (47, 50)

ρ0 = ρ1 = 0
(D) (32, 33) (42, 45) (47, 50) (52, 59) (55, 61) (55, 60)
(I) (51, 58) (55, 61) (55, 60) (32, 33) (43, 46) (47, 50)

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) (32, 33) (42, 45) (47, 50) (53, 59) (55, 61) (55, 60)
(I) (52, 58) (55, 61) (56, 60) (32, 33) (43, 45) (47, 50)

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) (32, 33) (42, 45) (47, 50) (53, 60) (55, 61) (55, 60)
(I) (52, 59) (56, 61) (56, 61) (32, 33) (42, 45) (47, 50)

TABLE 3.4 : ∆E pour les cartes RRRZ2,3 (gauche) et RRRZ3,4 (droite) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈
{0.01, 0.2}, ρ0 ∈ {0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) (59, 60) (10,−17) (−75,−150) (39, 49) (56, 64) (59, 67)
(I) (60, 61) (13,−17) (−75,−150) (38, 48) (56, 64) (60, 67)

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) (25, 12) (−25,−70) (−75,−158) (24, 21) (26, 22) (30, 26)
(I) (25, 15) (−19,−61) (−75,−158) (23, 19) (26, 21) (30, 27)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) (5,−20) (−61,−138) (−100,−200) (31, 29) (29, 24) (29, 25)
(I) (8,−17) (−61,−138) (−100,−200) (30, 27) (29, 24) (30, 26)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) (96, 97) (−5,−50) (−100,−200) (22, 65) (91, 97) (95, 99)
(I) (96, 97) (−5,−50) (−100,−200) (20, 65) (91, 97) (95, 99)

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) (34, 36) (44, 48) (49, 52) (53, 59) (56, 62) (56, 61)
(I) (52, 58) (56, 62) (56, 62) (34, 36) (44, 48) (49, 52)

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) (28, 27) (39, 41) (44, 46) (49, 55) (53, 58) (53, 57)
(I) (48, 54) (53, 58) (53, 57) (28, 27) (39, 41) (44, 46)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) (30, 30) (40, 42) (45, 47) (51, 58) (54, 59) (54, 59)
(I) (51, 57) (54, 60) (54, 59) (30, 30) (41, 43) (45, 48)

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) (36, 39) (46, 50) (50, 54) (55, 61) (58, 64) (58, 63)
(I) (54, 61) (58, 64) (58, 64) (36, 40) (46, 51) (51, 55)

TABLE 3.5 : ∆E pour les cartes RRRZ2,3 (gauche) et RRRZ3,4 (droite) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈
{0.01, 0.2}, (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200,
Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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FIGURE 3.5 : Les cartes RRRZ+
2,3 et RRRZ+

3,4 pour l’exemple de l’industrie alimentaire

le paramètre KU = 1.0097 (KU = 1.0067) a été obtenu numériquement et, puisque z0 = 1, la limite de
contrôle supérieure est UCLRRRZ = 1.0097 (UCL = 1.0067).

La Table 3.6 présente un ensemble d’échantillons simulés prélevés dans le processus avec des boîtes
dont le poids est 250gr ou 500gr et les valeurs de la statistique Ẑi. Le processus est supposé fonction-
ner sous-contrôle jusqu’à l’échantillon #10. Ensuite, entre les échantillons #10 et #11 nous avons simulé
l’apparition d’une cause spéciale modifiant le ratio de z0 à z1 = 1.01 × z0, i.e. un pourcentage d’augmen-
tation du ratio égal à 1%. La Figure 3.5 présente les cartes RRRZ+

2,3 (haut) et RRRZ+
3,4 (dessous). La carte

RRRZ+
2,3 (RRRZ+

3,4) signale l’occurrence d’une situation hors-contrôle de deux-parmi-trois (trois-parmi-
quatre) points successifs #11 et #12 (#11, #12 et #13) au dessus de la limite de contrôle UCLRRRZ = 1.0097
(UCLRRRZ = 1.0067). Dans la Figure 3.5, nous présentons également la limite supérieureUCLShewhart−RZ =
1.0167 de la carte Shewhart-RZ. Dans cet exemple, la carte Shewhart-RZ signale à l’échantillon #11, i.e.
presque en même temps que la carte RRRZ+

2,3. Une fois les actions correctives effectuées après l’échantillon
#15, le procédé redevient sous-contrôle.
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Wp,i,j [gr] W̄p,i [gr]
Échantillon Boîtes dont le poids Wf,i,j [gr] W̄f,i [gr] Ẑi =

W̄p,i

W̄f,i

1 250 gr 25.479 25.355 24.027 25.792 24.960 25.122 1.003
25.218 25.171 24.684 25.052 25.107 25.046

2 250 gr 25.359 25.172 24.508 25.292 24.449 24.956 1.003
25.211 25.115 24.679 24.933 24.831 24.954

3 250 gr 24.574 24.864 25.865 25.107 24.811 25.044 1.005
24.784 24.868 25.377 24.879 24.734 24.929

4 250 gr 25.313 24.483 24.088 25.184 25.681 24.950 0.999
25.338 24.859 24.305 25.115 25.251 24.974

5 250 gr 25.557 24.959 25.023 24.482 25.531 25.111 0.998
25.277 25.402 25.012 24.937 25.148 25.163

6 250 gr 24.882 24.473 24.814 25.418 24.732 24.864 0.997
24.962 24.644 24.817 25.419 24.818 24.932

7 500 gr 49.848 48.685 49.994 49.910 49.374 49.562 0.999
49.993 49.128 49.830 49.566 49.422 49.588

8 500 gr 49.668 50.338 49.149 47.807 49.064 49.205 0.990
49.695 50.681 49.640 48.969 49.612 49.720

9 500 gr 51.273 48.303 48.510 50.594 48.591 49.454 0.993
50.366 49.210 49.844 49.890 49.595 49.781

10 500 gr 48.720 51.566 49.677 50.651 50.344 50.192 1.002
49.721 50.215 50.178 50.324 50.071 50.102

11 500 gr 51.372 51.700 51.000 50.886 49.641 50.920 1.017
50.164 50.272 49.884 50.061 49.845 50.045

12 500 gr 52.020 53.182 51.374 51.342 48.771 51.138 1.023
50.749 50.369 49.697 49.575 49.440 49.966

13 500 gr 52.360 49.412 50.704 50.370 50.901 50.949 1.016
50.047 49.981 50.297 50.408 50.026 50.152

14 500 gr 52.498 50.447 48.713 48.574 50.275 50.101 1.008
50.064 50.124 49.162 48.865 50.344 49.712

15 250 gr 25.123 24.658 24.468 25.030 25.071 24.870 0.996
25.041 24.790 24.835 25.211 25.008 24.977

TABLE 3.6 : Données de exemple de l’industrie alimentaire
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3.6 Conclusions

Dans ce chapitre plusieurs cartes de contrôle avec règles supplémentaires ont été proposées pour surveiller
le ratio lorsque la taille de l’échantillon n > 1. Une approche de type chaîne de Markov a été utilisée pour
obtenir les valeurs de ARL, SDRL et EARL ainsi que les paramètres des cartes RRRZ. Pour chaque carte
de contrôle unilatérale, nous avons calculé les valeurs de l’ARL hors-contrôle pour différentes valeurs des
coefficients de contrôle de variation (γX , γY ) et du coefficient de corrélation ρ.

Si le processus dérive d’un état sous-contrôle à un état hors-contrôle sans changement dans la corrélation
entre X et Y (i.e. ρ0 = ρ1 = ρ), nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

1. la performance des cartes de contrôle unilatérales RRRZ est fortement influencée par (γX , γY ) et ρ0.
Plus les coefficients de variation (γX , γY ) sont petits, plus vite les cartes de contrôle détectent une
situation hors-contrôle,

2. la performance statistique des cartes RRRZ2,3 et RRRZ3,4 n’est pas identique pour une même valeur
absolue de ∆Z = 100×|τ−1|. Pour la même valeur de ∆Z et γX = γY la performance statistique est
supérieure lorsque τ < 1. Inversement, lorsque γX 6= γY la tendance de sensibilité de la carte dépend
de la plus petite valeur des coefficients de variation γX et γY

3. Une comparaison avec les valeurs de ARL1 pour la carte Shewhart-RZ obtenu dans Celano and
Castagliola (2016a) montre que, lorsque γX = γY = 0.1, n = 1 et τ ∈ (0.95, 1) le meilleur choix
est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4, lorsque γX = γY = 0.1, n = 1 et τ ∈ (1, 1.02) le
meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 et lorsque τ ≤ 0.95 ou 1.02 ≤ τ le

meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.1, n = 15, ρ0 < 0 et τ ∈ (0.98, 1)
le meilleur choix est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4, lorsque γX = γY = 0.1, n = 15,
ρ0 < 0 et τ ∈ (1, 1.02) le meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 et

lorsque τ ≤ 0.98 ou 1.02 ≤ τ le meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.1,
n = 15, ρ0 > 0, le meilleur choix est la carte Shewhart-RZ. Lorsque γX = γY = 0.2 ou γX 6= γY le
meilleur choix est soit la carte RRRZ−2,3 ou soit la carte RRRZ−3,4 pour τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et
le meilleur choix est soit la carte RRRZ+

2,3 ou soit la carte RRRZ+
3,4 pour τ ∈ {1.01, 1.02, 1.05, 1.10}.

L’apparition d’une cause assignable peut aussi modifier le coefficient de corrélation ρ entre les variables
aléatoires X et Y de la valeur ρ0 à la valeur ρ1. Dans ce cas, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

1. la réduction d’une corrélation négative détériore la sensibilité de la carte de contrôle,

2. la réduction d’une corrélation positive améliore la sensibilité de la carte de contrôle.

Dans ce chapitre, nous avons aussi utilisé l’EARL qui permet de prendre en compte le fait que l’on
peut avoir intérêt à détecter un intervalle de dérives Ω = [a, b], mais pas de préférence pour une dérive
particulière, ce qui amène à choisir une distribution uniforme sur Ω = [a, b]. Les principales conclusions
que l’on peut tirer à partir de l’évaluation de EARL sont :

1. lorsque γX = γY = γ, les cartes RRRZ2,3 et RRRZ3,4 ont une performance approximativement
symétrique pour des valeurs petites de γX et γY . Pour des plus grandes valeurs de γX et γY , la
sensibilité statistique est légèrement meilleure pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1],

2. lorsque γX 6= γY la sensibilité statistique dépend des valeurs de γX et γY . Si γX < γY , alors la
sensibilité statistique est meilleur pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. La situation inverse a lieu
pour γX > γY .
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Les travaux présentés dans ce chapitre ont été publiés dans Tran et al. (2016a), Tran et al. (2016e) et
Tran (2016).

Les cartes de contrôle de type Shewhart pour le ratio sont efficaces pour détecter des changements de
faible amplitude. Toutefois, elles peuvent prendre plus de temps pour détecter des changements de petite
et moyenne amplitude. L’utilisation de règles supplémentaires est une première façon d’étendre la carte de
Shewhart classique de manière assez simple. Une autre solution, les cartes de contrôle pour surveiller le
ratio avec la méthode EWMA sera l’objet du chapitre suivant.
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Cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec
la méthode EWMA

4.1 Introduction
Les cartes de contrôle de type Shewhart pour le ratio sont efficaces pour détecter des changements de
grande amplitude. Elles ont été largement adoptées du fait de leur mise en application facile. Toutefois,
elles peuvent prendre plus de temps pour détecter des changements de petite et moyenne amplitude. Pour
cette raison, plusieurs méthodes/stratégies ont été proposées dans la littérature MSP afin de résoudre ce
problème. Les alternatives classiques proposées dans la littérature font intervenir des cartes de contrôle plus
avancées telles que les cartes avec règles supplémentaires présentées dans le chapitre précédent. Parmi ces
méthodes, la mise en œuvre de cartes de contrôle EWMA est particulièrement efficace, voir Montgomery
(2013). De part leur définition, les cartes de contrôle EWMA ont un mécanisme qui permet l’intégration
de l’information de tous les sous-groupes précédents au moyen de poids décroissant géométriquement avec
le numéro de l’échantillon. Roberts (1959) a été le premier à introduire la technique EWMA dans le do-
maine de la MSP. Ses propriétés et les stratégies de conception optimale ont été examinées en détails par de
nombreux auteurs tels que, par exemple, Robinson and Ho (1978), Hunter (1986), Crowder (1987), Lucas
and Saccucci (1990), Castagliola (2005), Shu et al. (2007), Castagliola et al. (2011) pour citer quelques-uns.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode EWMA en utilisant des limites de contrôle unila-
térales avec “redémarrage” pour surveiller le ratio de deux variables normales. Comme largement discuté
par Castagliola et al. (2011), la décision de mettre en œuvre deux cartes de contrôle EWMA unilatérales
distinctes au lieu d’une unique carte de contrôle EWMA bilatérale est motivée par les raisons suivantes :

• la distribution du ratio est asymétrique : par conséquent, la conception de différentes limites de
contrôle permet d’obtenir les valeurs de l’ARL sous-contrôle identique pour les deux cartes de
contrôle EWMA unilatérales ;

• il y a plus de flexibilité dans la conception de chaque carte de contrôle EWMA unilatérale : par
exemple, si le qualiticien sait dans quelle direction la condition hors-contrôle peut se produire plus
souvent que les autres, alors la valeur des limites de contrôle de la carte de contrôle EWMA unilatérale
peut être réglée de manière à avoir un une sensibilité plus élevée ;

• le problème bien connu de l’inertie de la carte de contrôle EWMA bilatérale en raison de l’effet
pondéré dans le temps des observations passées est surmonter en ajoutant un état de “redémarrage”

59
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associé à chaque carte de contrôle EWMA unilatérale.

Pour calculer les propriétés statistiques des cartes de contrôle EWMA pour surveiller le ratio en utilisant
des limites de contrôle unilatérales (notée cartes de contrôle EWMA-RZ par la suite), nous allons utiliser
une approche similaire à celle de Celano and Castagliola (2016a).

4.2 Mise en œuvre des carte de contrôle EWMA-RZ
On suppose que p = 2 variables aléatoires continues X et Y distribuées selon une loi binormale sont corré-
lées avec un coefficient de corrélation sous-contrôle ρ0. Pour la caractéristique de qualité Z = X

Y
, nous re-

cueillons un échantillon de n couples indépendants {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n} à chaque période d’échantillon-
nage i = 1, 2, . . ., où chaque Wi,j = (Xi,j, Yi,j)

T ∼ N(µW,i,ΣW,i), j = 1, . . . , n, est un vecteur bivarié
aléatoire de loi normale avec le vecteur moyen (2.16) et la matrice de variance-covariance (2.17). Comme
dans Celano and Castagliola (2016a), on suppose qu’il est possible d’avoir µW,i 6= µW,k, et σW,i 6= σW,k,
pour i 6= k. Nous supposons également que pour les deux variables X et Y il y a une relation linéaire
σX,i = γX × µX,i et σY,i = γY × µY,i, où γX et γY sont les coefficients de variation assumés connus et
constants. Cette supposition vient du fait que de nombreuses caractéristiques de qualité ont une dispersion
qui est proportionnelle à la moyenne de la population. Cela implique que, d’un échantillon à un autre, les
valeurs de µX,i et µY,i sont libres à changer mais les valeurs de σX,i et σY,i doivent nécessairement changer
proportionnellement par rapport à µX,i et µY,i.

Le but de ce chapitre est d’appliquer et d’évaluer la technique EWMA pour surveiller Ẑi dans (2.18).
De même que dans Castagliola et al. (2011), nous proposons de définir les deux cartes de contrôle EWMA
unilatérales suivantes :

• une première carte EWMA (notée EWMA-RZ−) visant à détecter une diminution de Ẑi et définie par

Y −i = min(z0, (1− λ−)Y −i−1 + λ−Ẑi) (4.1)

avec Y −0 = z0 comme valeur initiale et une unique limite de contrôle inférieureLCL− = K−×z0 (i.e.
la limite de contrôle supérieure UCL− = z0). Pour cette carte de contrôle, une situation hors-contrôle
est signalée dès que Y −i < LCL−.

• une seconde carte EWMA (notée EWMA-RZ+) visant à détecter une augmentation de Ẑi et définie
par

Y +
i = max(z0, (1− λ+)Y +

i−1 + λ+Ẑi) (4.2)

avec Y +
0 = z0 comme valeur initiale et une unique limite de contrôle supérieure UCL+ = K+ × z0

(i.e. la limite de contrôle inférieure LCL− = z0). Pour cette carte de contrôle, une situation hors-
contrôle est signalée dès que Y +

i > UCL+.

où λ+ ∈ (0, 1] et K+ > 1 (λ− ∈ (0, 1] et K− < 1) sont respectivement le paramètre de lissage et
les paramètres de la carte EWMA-RZ+ (EWMA-RZ−). Le calcul de la valeur optimale de lissage et des
paramètres de la carte (λ−, K−) and (λ+, K+) est expliqué dans la section suivante.

4.3 Optimisation ARL pour les cartes de contrôle EWMA-RZ
Nous supposons que l’apparition d’une situation hors contrôle fait passer la valeur nominale du ratio z0

à une valeur z1 = τ × z0, où τ > 0 quantifie l’amplitude du changement. Les valeurs de τ ∈ (0, 1)
correspondent à une diminution du ratio nominale z0, alors que des valeurs de τ > 1 correspondent à une
augmentation de z0. Nous considérons aussi que lorsqu’une situation hors-contrôle apparait, le coefficient
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de corrélation peut passer de la valeur ρ = ρ0 à la valeur ρ = ρ1. Concernant les cartes de contrôle EWMA-
RZ, la séquence de points tracés sur ces cartes peut être modélisée comme un processus stochastique. Les
propriétés du run lenght des cartes EWMA-RZ peuvent être obtenues en utilisant l’approche de la chaîne de
Markov initialement proposé par Brook and Evans (1972). Selon cette approche, l’intervalle entre les limites
de contrôle d’une carte EWMA est divisé en plusieurs sous-intervalles contigus de sorte que la chaîne de
Markov a p + 2 états, où les états 0, 1, . . . , p appartiennent à l’intervalle de contrôle et sont transitoires et
l’état p + 1 coïncide avec une situation hors-contrôle et est absorbant. La matrice P des probabilités de
transition de la chaine de Markov discrète est

P =

(
Q r
0T 1

)
=


Q0,0 Q0,1 . . . Q0,p r0

Q1,0 Q1,1 · · · Q1,p r1
...

...
...

Qp,0 Qp,1 . . . Qp,p rp
0 0 · · · 0 1

 ,

où Q est la matrice (p+1, p+1) des probabilités correspondant aux états transitoires, 0 = (0, 0, . . . , 0)T

et le vecteur r(p+1) satisfait r = (1 − Q1) (i.e. la somme des probabilités est égale à 1) avec 1 =
(1, 1, . . . , 1)T . Le vecteur q(p+1,1) qui correspond aux probabilités initiales associées aux états transitoires
est égal à q = (q0, q1, . . . , qp)

T . Le nombre d’étapes jusqu’à ce que le processus atteigne l’état absorbant
(i.e. le run length) est une variable aléatoire RL de type Phase discrète (DPH) de paramètres (Q,q), (voir
Neuts (1981) or Latouche and Ramaswami (1999)). Par conséquent, la moyenne (ARL) et l’écart-type
(SDRL) du run length RL des cartes EWMA-RZ unilatérales sont égaux à

ARL = ν1, (4.3)
SDRL =

√
µ2, (4.4)

avec

ν1 = qT (I−Q)−11, (4.5)
ν2 = 2qT (I−Q)−2Q1, (4.6)
µ2 = ν2 − ν2

1 + ν1. (4.7)

Les valeurs de ARL et SDRL des cartes de contrôle EWMA-RZ− et EWMA-RZ+ peut être évaluées
numériquement en utilisant les formules présentées au dessus. Sans perte de généralité, nous supposons
dans la partie restante de la cette section que z0 = 1. Pour la carte de contrôle EWMA-RZ+, l’intervalle
entre z0 = 1 et UCL+ = K+ > 1 (voir la Figure 4.1) est divisé en p sous-intervalles de largeur 2δ, où
δ = K+−1

2p
. Pour la carte de contrôle EWMA-RZ−, l’intervalle entre z0 = 1 et LCL− = K− < 1 est

divisé en p sous-intervalles de largeur 2δ, où δ = 1−K−
2p

. Par définition, chaque Hj , j = 1, . . . , p, représente
le point médian du jème sous-intervalle et H0 = z0 = 1 correspond à l’état de “redémarrage” des cartes
EWMA-RZ (i.e. le max(. . . ) et le min(. . . ) dans respectivement (4.2) and (4.1)). Lorsque le nombre p de
sous-intervalles est suffisamment grand, (disons p = 200), cette approche finie fournit une méthode efficace
qui permet d’évaluer avec précision les propriétés du run-length des cartes EWMA-RZ. Dans notre cas
particulier, l’élément générique Qi,j , i = 0, 1, . . . , p, de la matrice Q des probabilités de transition est égal
à

• si j = 0 (pour la carte EWMA-RZ+),

Qi,0 = FẐi

(
1− (1− λ+)Hi

λ+

∣∣∣∣ γX , γY , τ, ρ1

)
(4.8)

• si j = 0 (pour la carte EWMA-RZ−),

Qi,0 = 1− FẐi

(
1− (1− λ−)Hi

λ−

∣∣∣∣ γX , γY , τ, ρ1

)
(4.9)
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Hi

Hi−1

Hi+1

H1

Hp

z0 = H0 = 1

UCL+ = K+

2δ

FIGURE 4.1 : Discrétisation de l’intervalle entre z0 = 1 et UCL+ = K+ en p de sous-intervalles de largeur
2δ pour la cartes de contrôle EWMA-RZ+.

• si j = 1, 2, . . . , p (pour les cartes EWMA-RZ− et EWMA-RZ+),

Qi,j = FẐi

(
Hj + δ − (1− λ)Hi

λ

∣∣∣∣ γX , γY , τ, ρ1

)
−FẐi

(
Hj − δ − (1− λ)Hi

λ

∣∣∣∣ γX , γY , τ, ρ1

)
(4.10)

où FẐi
(. . . ) est le c.d.f. de Ẑi comme défini dans (2.22) et où λ dans (4.10) est soit λ+ ou λ−. Enfin,

concernant le vecteur q des probabilités initiales, celui-ci est égal à q = (1, 0, . . . , 0).

Dans la pratique, la conception des cartes de contrôle EWMA-RZ− et EWMA-RZ+ consiste à sélection-
ner les couples optimaux (λ−∗, K−∗) ou (λ+∗, K+∗) qui minimisent l’ARL hors-contrôle pour des dérives
prévus du ratio sous-contrôle et du coefficient de corrélation soumis à une contrainte surARL sous-contrôle.
Ces couples optimaux peuvent être obtenus en utilisant les deux étapes de la procédure d’optimisation sui-
vantes :

1. Trouver l’ensemble des couples (λ−, K−) ou (λ+, K+) tel que ARL = ARL0 (où ARL0 est une
valeur prédéfinie “sous-contrôle” de l’ARL).

2. Choisir, parmi ces couples (λ−, K−) ou (λ+, K+), le couple (λ−∗, K−∗) ou (λ+∗, K+∗) qui fournit
la meilleure performance statistique, i.e. la plus petit valeur “hors-contrôle” de l’ARL pour un chan-
gement d’amplitude τ dans le ratio sous-contrôle z0 et pour un déplacement particulier du coefficient
de corrélation de ρ = ρ0 à ρ = ρ1.

Afin de trouver ces combinaisons optimales (λ−∗, K−∗) nous utilisons simultanément un algorithme de
résolution d’équations non-linéaires et un algorithme d’optimisation du logiciel Scicoslab (www.scicoslab.org).
Pour des valeurs fixées de n, γX , γY , ρ0, et τ = 1 nous recherchons les combinaisons optimales (λ,K) tel
que ARL(λ,K, n, γX , γY , ρ0, τ = 1) = ARL0 = 200 (en utilisant le solveur d’équations non-linéaires)
minimisant ARL(λ,K, n, γX , γY , ρ0, τ 6= 1) (en utilisant l’optimiseur).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
τ n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
0.90 (0.9999, 0.9523) (1.0000, 0.9784) (1.0000, 0.9875) (0.0500, 0.9068) (0.0847, 0.9288) (0.2102, 0.9218)
0.95 (0.7598, 0.9618) (0.9999, 0.9784) (1.0000, 0.9875) (0.0500, 0.9068) (0.0500, 0.9507) (0.0688, 0.9621)
0.98 (0.2053, 0.9840) (0.6399, 0.9848) (1.0000, 0.9875) (0.0500, 0.9068) (0.0500, 0.9507) (0.0500, 0.9696)
0.99 (0.0743, 0.9917) (0.2414, 0.9920) (0.5153, 0.9924) (0.0500, 0.9068) (0.0500, 0.9507) (0.0500, 0.9696)
1.01 (0.0764, 1.0088) (0.2320, 1.0079) (0.5061, 1.0076) (0.0500, 1.2253) (0.0500, 1.0714) (0.0500, 1.0376)
1.02 (0.1927, 1.0159) (0.6125, 1.0150) (0.9998, 1.0127) (0.0500, 1.2253) (0.0500, 1.0714) (0.0500, 1.0376)
1.05 (0.6980, 1.0375) (0.9998, 1.0221) (1.0000, 1.0127) (0.0500, 1.2253) (0.0500, 1.0714) (0.0733, 1.0482)
1.10 (1.0000, 1.0501) (1.0000, 1.0221) (1.0000, 1.0127) (0.0500, 1.2253) (0.0843, 1.0993) (0.1701, 1.0823)

ρ0 = ρ1 = −0.4
0.90 (1.0000, 0.9578) (1.0000, 0.9809) (1.0000, 0.9889) (0.0500, 0.9143) (0.1062, 0.9256) (0.2531, 0.9218)
0.95 (0.8789, 0.9621) (0.9999, 0.9809) (1.0000, 0.9889) (0.0500, 0.9143) (0.0500, 0.9557) (0.0831, 0.9616)
0.98 (0.2429, 0.9843) (0.7569, 0.9848) (0.9995, 0.9889) (0.0500, 0.9143) (0.0500, 0.9557) (0.0500, 0.9729)
0.99 (0.0885, 0.9917) (0.2819, 0.9922) (0.6242, 0.9924) (0.0500, 0.9143) (0.0500, 0.9557) (0.0500, 0.9729)
1.01 (0.0874, 1.0085) (0.2771, 1.0078) (0.6086, 1.0076) (0.0500, 1.1880) (0.0500, 1.0615) (0.0500, 1.0327)
1.02 (0.2316, 1.0157) (0.7238, 1.0150) (1.0000, 1.0112) (0.0500, 1.1880) (0.0500, 1.0615) (0.0500, 1.0327)
1.05 (0.8176, 1.0373) (1.0000, 1.0195) (1.0000, 1.0112) (0.0500, 1.1880) (0.0500, 1.0615) (0.0849, 1.0461)
1.10 (1.0000, 1.0441) (1.0000, 1.0195) (1.0000, 1.0112) (0.0500, 1.1880) (0.0969, 1.0937) (0.2004, 1.0797)

ρ0 = ρ1 = 0.0
0.90 (1.0000, 0.9642) (1.0000, 0.9838) (1.0000, 0.9906) (0.0500, 0.9239) (0.1392, 0.9235) (0.3178, 0.9228)
0.95 (1.0000, 0.9642) (0.9999, 0.9838) (1.0000, 0.9906) (0.0500, 0.9239) (0.0500, 0.9616) (0.1088, 0.9607)
0.98 (0.3091, 0.9845) (0.9201, 0.9849) (0.9999, 0.9906) (0.0500, 0.9239) (0.0500, 0.9617) (0.0500, 0.9768)
0.99 (0.1120, 0.9919) (0.3605, 0.9923) (0.7762, 0.9924) (0.0500, 0.9239) (0.0500, 0.9616) (0.0500, 0.9768)
1.01 (0.1148, 1.0085) (0.3478, 1.0076) (0.7592, 1.0076) (0.0500, 1.1488) (0.0500, 1.0506) (0.0500, 1.0273)
1.02 (0.2971, 1.0155) (0.8993, 1.0150) (0.9999, 1.0094) (0.0500, 1.1488) (0.0500, 1.0506) (0.0500, 1.0273)
1.05 (0.9934, 1.0369) (0.9999, 1.0164) (1.0000, 1.0095) (0.0500, 1.1488) (0.0545, 1.0536) (0.1040, 1.0438)
1.10 (1.0000, 1.0371) (1.0000, 1.0104) (1.0000, 1.0095) (0.0500, 1.1488) (0.1179, 1.0876) (0.2534, 1.0772)

ρ0 = ρ1 = 0.4
0.90 (1.0000, 0.9722) (1.0000, 0.9875) (1.0000, 0.9927) (0.0500, 0.9371) (0.2040, 0.9226) (0.4566, 0.9234)
0.95 (0.9999, 0.9722) (1.0000, 0.9875) (1.0000, 0.9927) (0.0500, 0.9371) (0.0661, 0.9628) (0.1600, 0.9605)
0.98 (0.4465, 0.9847) (0.9999, 0.9875) (1.0000, 0.9927) (0.0500, 0.9371) (0.0658, 0.9629) (0.0501, 0.9817)
0.99 (0.1643, 0.9919) (0.5109, 0.9925) (0.9992, 0.9927) (0.0500, 0.9371) (0.0658, 0.9629) (0.0500, 0.9817)
1.01 (0.1584, 1.0081) (0.5075, 1.0076) (0.9934, 1.0073) (0.0500, 1.1063) (0.0500, 1.0380) (0.0500, 1.0207)
1.02 (0.4173, 1.0149) (0.9999, 1.0127) (0.9985, 1.0073) (0.0500, 1.1063) (0.0500, 1.0380) (0.0500, 1.0207)
1.05 (0.9999, 1.0286) (1.0000, 1.0127) (1.0000, 1.0073) (0.0500, 1.1063) (0.0699, 1.0472) (0.1465, 1.0415)
1.10 (0.9999, 1.0286) (1.0000, 1.0127) (1.0000, 1.0073) (0.0540, 1.1115) (0.1638, 1.0813) (0.3632, 1.0744)

ρ0 = ρ1 = 0.8
0.90 (1.0000, 0.9838) (1.0000, 0.9927) (1.0000, 0.9958) (0.1145, 0.9291) (0.4348, 0.9248) (0.9250, 0.9238)
0.95 (1.0000, 0.9838) (1.0000, 0.9927) (1.0000, 0.9958) (0.0500, 0.9599) (0.1562, 0.9608) (0.3485, 0.9619)
0.98 (0.9157, 0.9850) (1.0000, 0.9927) (1.0000, 0.9958) (0.0500, 0.9599) (0.0500, 0.9815) (0.0916, 0.9837)
0.99 (0.3527, 0.9924) (0.9997, 0.9927) (0.9999, 0.9958) (0.0500, 0.9599) (0.0500, 0.9815) (0.0501, 0.9891)
1.01 (0.3488, 1.0076) (0.9953, 1.0073) (1.0000, 1.0042) (0.0500, 1.0545) (0.0500, 1.0209) (0.0500, 1.0116)
1.02 (0.8994, 1.0150) (0.9995, 1.0073) (1.0000, 1.0042) (0.0500, 1.0545) (0.0500, 1.0209) (0.0905, 1.0172)
1.05 (1.0000, 1.0164) (1.0000, 1.0073) (1.0000, 1.0042) (0.0500, 1.0545) (0.1413, 1.0410) (0.3089, 1.0377)
1.10 (1.0000, 1.0164) (1.0000, 1.0073) (1.0000, 1.0042) (0.0937, 1.0820) (0.3452, 1.0730) (0.8049, 1.0740)

TABLE 4.1 : Valeurs de (λ−∗, K−∗) lorsque τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et (λ+∗, K+∗) lorsque τ ∈
{1.01, 1.02, 1.05, 1.10} pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY ,
ρ0 ∈ { −0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200.
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4.4 Analyse numérique
Les couples optimaux des paramètres de conception (λ−∗, K−∗) ou (λ+∗, K+∗) pour les deux cartes de
contrôle EWMA-RZ unilatérales ont été sélectionnés en limitant l’ARL sous-contrôle à la valeur ARL0 =
200. A titre de comparaison, les valeurs de n, γX , γY , ρ0, ρ1 et τ pris en compte dans ce chapitre sont
les mêmes que ceux examinés par Celano and Castagliola (2016a) i.e. n ∈ {1, 5, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2},
γY ∈ {0.01, 0.2}, ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10} pour les
conditions γX = γY , γX 6= γY , ρ0 = ρ1 et ρ0 6= ρ1. Les couples optimaux (λ−∗, K−∗) et (λ+∗, K+∗) dans
la Table 4.1 correspondent à la carte EWMA-RZ− lorsque τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et correspondent à
la carte EWMA-RZ+ lorsque τ ∈ {1.01, 1.02, 1.05, 1.10}. Pour des raisons de calcul, (i.e. convergence de
la chaîne de Markov), les valeurs optimales pour λ+ et λ− sont toujours plus grandes que 0.05. Par souci
de concision, la Table 4.1 présente uniquement les paramètres de conception optimaux pour la condition
γX = γY . Quelques conclusions simples peuvent être tirées de la Table 4.1

• lorsque ∆τ = |τ − 1| augmente, les valeurs de λ−∗ et λ+∗ augmentent et tendent vers 1. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), ρ0 = ρ1 = −0.8 et n = 15 nous avons λ− = 0.5153(1.0000) si
τ = 0.99(0.90), i.e. ∆τ = 0.01(0.1) et nous avons λ+ = 0.0764(1.0000) si τ = 1.01(1.10), i.e.
∆τ = 0.01(0.1). En outre, les valeurs de K− diminuent et les valeurs de K+ augmentent à mesure
que ∆τ augmente. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), ρ0 = ρ1 = −0.8 et n = 15 nous avons
K− = 0.9696(0.9218) si τ = 0.99(0.90), i.e. ∆τ = 0.01(0.1) et nous avons K+ = 1.0376(1.0823)
si τ = 1.01(1.10), i.e. ∆τ = 0.01(0.1).

• pour des valeurs fixées de (γX , γY ), ρ0 et τ les valeurs de λ−∗ et λ+∗ changent avec n et, en particulier,
λ−∗ et λ+∗ augmentent à mesure que n augmente. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et
ρ0 = ρ1 = 0.4, τ = 0.98(1.02) nous avons λ− = 0.4465 (λ+ = 0.4173) si n = 1 et nous avons
λ− = 1.0000 (λ+ = 0.9985) si n = 15.

• lorsque γX = γY , pour des valeurs fixées de n, ρ0 et τ , les valeurs de (λ−∗, K−∗) et (λ+∗, K+∗) dé-
pendent de (γX , γY ). En particulier, avec de plus petites valeurs du coefficients de variation (γX , γY ),
les valeurs de λ−∗ et λ+∗ sont plus grandes. En outre, les valeurs de K− augmentent et les valeurs de
K+ diminuent lorsque les coefficients de variation (γX , γY ) augmentent. Par exemple, lorsque n = 1,
ρ0 = ρ1 = 0.4 et τ = 1.02 nous avons λ+ = 0.4143 et K+ = 1.0149 lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01)
et nous avons λ+ = 0.0500 et K+ = 1.1063 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2).

Les valeurs hors-contrôle ARL1 pour les cartes de contrôle Shewhart-RZ et EWMA-RZ sont représen-
tées sur la Figure 4.2 (pour γX = γY ) et sur la Figure 4.3 (pour γX 6= γY ), pour n ∈ {1, 15} et lorsque le
processus passe d’un état sous-contrôle à un état hors-contrôle sans un changement dans la corrélation entre
X et Y , i.e. ρ0 = ρ1 = ρ. Les principaux résultats présentés dans les figures 4.2 et 4.3 peuvent être résumés
comme suit, (nous faisons aussi référence au SDRL même s’il n’apparait pas dans les figures 4.2 et 4.3) :

• la performance des cartes de contrôle EWMA-RZ unilatérales est fortement influencée par (γX , γY )
et ρ0. Plus les coefficients de variation (γX , γY ) sont petits, plus les cartes de contrôle EWMA-RZ
détectent rapidement une situation hors-contrôle. Par exemple, lorsque ρ0 = 0.4, n = 15 et τ = 0.99,
nous obtenons ARL1 = 1.2 et SDRL1 = 0.5 si (γX , γY ) = (0.01, 0.01) ; nous obtenons ARL1 =
63.5 et SDRL1 = 53.0 si (γX , γY ) = (0.2, 0.2). La présence d’une corrélation négative (ρ0 < 0),
entre les variables aléatoires X et Y réduit le sensibilité de la carte. Par exemple, si (γX , γY ) =
(0.2, 0.2), τ = 0.99, n = 15 et ρ0 = −0.4 nous avons ARL1 = 90.1 et SDRL1 = 79.5, comparé à
ARL1 = 63.5 et SDRL1 = 53.0 si ρ0 = 0.4.

• pour une corrélation positive entre les variables aléatoires X et Y , n ≥ 1 et (γX , γY ) = (0.01, 0.01),
les cartes de contrôle EWMA-RZ unilatérales sont très sensibles à un changement dans le processus,
i.e. nous avons ARL1 ' 1 et SDRL1 ' 0 lorsque τ < 0.99 ou τ > 1.01, voir par exemple Figure 4.2
pour n = 15.
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• on peut voir que, pour une même valeur absolue ∆Z = 100 × ∆τ , la performance statistique des
cartes EWMA-RZ n’est pas identique. En outre, la différence de performance dépend de (γX , γY ).
Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 1, ρ0 = 0.4, et τ = 0.98 (1.02), i.e. ∆Z = 2%
nous avons ARL1 = 3.1 et SDRL1 = 1.7 (ARL1 = 3.2 et SDRL1 = 1.7) pour la carte EWMA-
RZ− (EWMA-RZ+), voir la Figure 4.2. De même, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4
et τ = 0.98 (1.02), on a ARL1 = 97.0 et SDRL1 = 88.9 (ARL1 = 112.6 et SDRL1 = 96.4) pour
la carte EWMA-RZ− (EWMA-RZ+), voir la Figure 4.3.

• enfin, pour la même valeur de ∆Z , la performance statistique des cartes EWMA-RZ est plus élevée
lorsque τ < 1 et γX = γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4 et τ =
0.98 (1.02), i.e. ∆Z = 2% nous avons ARL1 = 109.7 et SDRL1 = 100.2 (ARL1 = 111.2 et
SDRL1 = 97.4) pour la carte de contrôle EWMA-RZ− (EWMA-RZ+). Inversement, lorsque γX 6=
γY , la tendance de sensibilité des cartes EWMA-RZ dépend de la plus petite valeur du coefficient
de variation entre γX et γY . Plus précisément, pour γX < γY , la performance statistique des cartes
EWMA-RZ est plus élevée lorsque τ < 1. En revanche, pour γX > γY , la performance statistique
des cartes EWMA-RZ est plus élevée lorsque τ > 1. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.2),
n = 1, ρ0 = 0.4 et τ = 0.98 (1.02) nous avons ARL1 = 97.0 et SDRL1 = 88.9 (ARL1 = 112.6
et SDRL1 = 96.4) pour la carte EWMA-RZ− (EWMA-RZ+). A l’inverse, lorsque (γX , γY ) =
(0.2, 0.01), nous obtenons ARL1 = 103.0 et SDRL1 = 91.1 (ARL1 = 92.1 et SDRL1 = 81.1)
pour la carte EWMA-RZ− (EWMA-RZ+).

Les figures 4.4 et 4.5 présentent les valeurs hors-contrôles deARL1 des cartes de contrôle Shewhart-RZ
et EWMA-RZ lorsque ρ0 6= ρ1 et, plus particulièrement, pour les coefficients de corrélation sous-contrôle
ρ0 = ±0.4 et des changements de ρ0 à ρ1 = 0.5 × ρ0 et ρ1 = 2 × ρ0, i.e. (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2),
(−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}. Il convient de noter que, lorsque τ = 1, i.e. lorsque la cause assignable
ne fait que déplacer le coefficient de corrélation ρ0, mais pas le ratio nominal z0, on a ARL0 6= 200. Les
résultats obtenus montrent que quelque soit la taille du changement :

• la diminution d’une corrélation négative détériore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ1 = 0.5× ρ0 = −0.2 et τ = 0.98, nous avons ARL1 = 161.6
et SDRL1 = 151.8 pour la carte EWMA-RZ−. Si ρ1 = ρ0 = −0.4, nous avons ARL1 = 134.1 et
SDRL1 = 125.3. L’inverse se produit si le niveau de corrélation positive augmente, par exemple,
lorsque ρ1 = 2×ρ0 = −0.8 nous avons ARL1 = 86.5 et SDRL1 = 84.3 pour la carte EWMA-RZ−.

• la diminution d’une corrélation positive améliore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 1, ρ1 = 0.5× ρ0 = 0.2 et τ = 1.02, nous avons ARL1 = 109.4
et SDRL1 = 93.5 pour la carte EWMA-RZ+. Si ρ1 = ρ0 = 0.4, nous avons ARL1 = 92.1 et
SDRL1 = 81.1. L’inverse se produit si le niveau la corrélation positive augmente, par exemple,
lorsque ρ1 = 2 × ρ0 = 0.8 nous avons ARL1 = 119.6 et SDRL1 = 102.9 pour la carte EWMA-
RZ+.

Une comparaison avec les valeurs ARL1 pour la carte de contrôle Shewhart-RZ obtenue dans Celano
and Castagliola (2016a) montre que, en général, les cartes de contrôle EWMA-RZ sont plus efficaces que
la carte de contrôle Shewhart-RZ lorsque τ ∈ [0.9, 1) ∪ (1, 1.1], i.e pour les petites et moyennes tailles de
changement du ratio sous-contrôle z0.

De manière similaire au chapitre précédent, afin d’avoir un indicateur de performance global, quelque
soit la dérive τ , nous allons aussi utiliser la notion d’EARL. Dans le cas des cartes de contrôle EWMA-RZ,
la conception optimale consiste à trouver les nouveau couples optimaux uniques (λ−∗, K−∗) ou (λ+∗, K+∗)
en fonction de la carte de contrôle sélectionné, de telle sorte que

• Pour la cate EWMA-RZ− :

(λ−∗, K−∗) = argmin
(λ−,K−)

EARL(n,K−, λ−, γX , γY , ρ0, ρ1)
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FIGURE 4.2 : Valeurs de ARL1 pour les cartes EWMA-RZ (-�-) et RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200.
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FIGURE 4.3 : Valeurs de ARL1 pour les cartes EWMA-RZ (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200.
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FIGURE 4.4 : Valeurs de ARL1 pour les cartes EWMA-RZ (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)},
τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200.
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FIGURE 4.5 : Valeurs de ARL1 pour les cartes EWMA-RZ (-�-) et Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈
{0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)},
τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200.
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sous la contrainte
ARL(n,K−, λ−, γX , γY , ρ0, ρ1 = ρ0, τ = 1) = ARL0,

• Pour la carte EWMA-RZ+ :

(λ+∗, K+∗) = argmin
(λ+,K+)

EARL(n,K+, λ+, γX , γY , ρ0, ρ1)

sous la contrainte
ARL(n,K+, λ+, γX , γY , ρ0, ρ1 = ρ0, τ = 1) = ARL0.

Nous avons fixé ARL0 = 200. Les tables 4.2 et 4.3 donnent les valeurs du EARL pour Ω = [0.9, 1)
(pour le cas d’une diminution, notée (D) dans les tables 4.2 et 4.3) et Ω = (1, 1.1] (pour le cas d’une
augmentation, notée (I) dans les tables 4.2 et 4.3) pour respectivement ρ0 = ρ1 et ρ0 6= ρ1. Les résultats
obtenus dans ces tables permettent de tirer des conclusions similaires à celles des tables 4.2 et 4.3, mais
elles révèlent aussi quelque chose de plus :

• lorsque γX = γY , les cartes EWMA-RZ ont une performance approximativement symétrique pour
les valeurs petites de γX et γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 5, ρ0 = −0.4,
nous avonsEARL = 1.5 dans le cas d’une diminution et d’une augmentation, voir la Table 4.2. Cette
constatation est indépendante d’un changement du coefficient de corrélation, voir la Table 4.3. Pour
des plus grandes valeurs de γX et γY , la sensibilité statistique dépend de la corrélation du coefficient
hors-contrôle ρ1. Lorsque ρ1 = ρ0, la sensibilité statistique est légèrement meilleure pour Ω = [0.9, 1)
que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous
avons EARL = 42.7 dans le cas d’une diminution et EARL = 44.2 dans le cas d’une augmentation,
voir la Table 4.2. Lorsque ρ1 > ρ0, la sensibilité statistique est légèrement meilleure pour Ω = [0.9, 1)
que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5, ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.8, on
a EARL = 141.2 dans le cas d’une diminution et EARL = 186.6 dans le cas d’une augmentation.
Lorsque ρ1 < ρ0 et n ≤ 5 la sensibilité statistique est légèrement meilleure pour Ω = (1, 1.1] que
pour Ω = [0.9, 1). Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.2, nous avons
EARL = 46.4 dans le cas d’une diminution et EARL = 43.8 dans le cas d’une augmentation, voir
la Table 4.3.

• lorsque γX 6= γY , la sensibilité statistique dépend des valeurs de γX et γY . Si γX < γY , la sensibilité
statistique est meilleur pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) =
(0.01, 0.2), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons EARL = 26.1 dans le cas d’une diminution et
EARL = 29.4 dans le cas d’une augmentation, voir la Table 4.2. La situation inverse se produit
pour γX > γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons
EARL = 27.7 dans le cas d’une diminution et EARL = 26.6 dans le cas d’une augmentation, voir
la Table 4.2.

Une comparaison entre les valeurs d’EARL des cartes EWMA-RZ avec les valeurs d’EARL obtenues
dans Celano and Castagliola (2016a) pour la carte Shewhart-RZ (voir les tables VI–VII dans cet article) est
réalisée dans les tables 4.4 et 4.5. L’indicateur suivant est adopté pour la comparaison

∆E = 100× EARLShewhart−RZ − EARLEWMA−RZ

EARLShewhart−RZ

, (4.11)

où EARLShewhart−RZ (EARLEWMA−RZ) est la valeur d’EARL pour la carte Shewhart-RZ (EWMA-
RZ). Si ∆E > 0, alors la carte EWMA-RZ est meilleur que la carte Shewhart-RZ ; si ∆E < 0, alors c’est la
carte Shewhart-RZ qui est meilleur que la carte EWMA-RZ. Il est important de noter que ∆E (pour le cas
de changement aléatoire) ne doit pas être confondu avec ∆Z (déjà introduit pour le cas déterministe). Les
résultats (arrondis à l’entier le plus proche) présentés dans les tables 4.4 et 4.5 montrent que :
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EWMA

(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 4.4 1.7 1.2 90.2 47.7 28.7
(I) 4.5 1.7 1.2 94.7 49.2 29.8

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 3.7 1.5 1.1 83.1 42.7 25.4
(I) 3.8 1.5 1.1 87.5 44.2 26.4

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 3.0 1.4 1.1 74.0 36.8 21.5
(I) 3.1 1.4 1.1 78.2 38.1 22.3

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 2.2 1.2 1.0 61.2 29.2 16.4
(I) 2.3 1.2 1.0 64.9 30.1 17.0

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 1.4 1.0 1.0 38.6 16.6 8.8
(I) 1.4 1.0 1.0 41.1 17.2 9.1

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 55.2 26.6 15.1 59.1 28.2 15.9
(I) 68.9 29.9 16.6 53.7 27.2 15.6

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 54.3 26.1 14.8 58.3 27.7 15.6
(I) 68.0 29.4 16.2 52.8 26.6 15.2

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 53.3 25.6 14.5 57.4 27.2 15.3
(I) 67.2 28.9 15.9 51.9 26.1 14.9

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 52.4 25.1 14.2 56.6 27.0 14.9
(I) 66.3 28.4 15.6 51.0 25.6 14.5

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 51.4 24.5 13.8 55.7 26.2 14.6
(I) 65.4 27.8 15.2 50.1 25.0 14.2

TABLE 4.2 : Valeurs de EARL pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 3.9 1.5 1.1 95.4 48.2 27.8
(I) 4.0 1.6 1.1 119.8 53.1 29.7

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 3.5 1.5 1.1 62.9 34.2 21.0
(I) 3.5 1.5 1.1 56.8 32.9 21.0

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 2.1 1.2 1.0 46.4 22.9 13.5
(I) 2.2 1.2 1.0 43.8 22.7 13.7

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 2.4 1.2 1.0 273.7 141.2 29.7
(I) 2.4 1.2 1.0 1805.2 186.6 38.6

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 55.4 26.5 15.0 58.8 28.0 15.7
(I) 69.6 29.8 16.4 54.5 27.1 15.4

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 52.1 25.4 14.5 57.2 27.2 15.3
(I) 65.2 28.6 15.9 49.8 25.8 14.9

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 51.2 24.7 14.0 56.0 26.7 14.8
(I) 64.9 28.0 15.4 49.4 25.1 14.4

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 54.9 25.8 14.5 57.7 27.7 15.2
(I) 69.5 29.2 15.9 54.6 26.5 14.9

TABLE 4.3 : Valeurs de EARL pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 6= ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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FIGURE 4.6 : La carte EWMA-RZ pour l’exemple de l’industrie alimentaire.

• lorsque γX = γY , la carte EWMA-RZ est meilleur que la carte Shewhart-RZ. Dans certains cas, les
résultats pour les cartes EWMA-RZ sont très semblables à celles de la carte de contrôle de Shewhart-
RZ pour les petites valeurs de γX et γY . Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0, γX = γY = 0.01, pour
une augmentation ou une diminution, nous avons ∆E = 62 avec n = 1 et ∆E = 0 avec n = 15,
voir la Table 4.4. Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , la carte EWMA-RZ est toujours meilleur
que la carte Shewhart-RZ. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0.8, n = 15, γX = γY = 0.2 pour une
augmentation ou une diminution, nous avons ∆E = 70, voir les tables 4.4 et Table 4.5.

• lorsque γX 6= γY , la carte EWMA-RZ est toujours meilleur que la carte Shewhart-RZ. Par exemple,
lorsque ρ0 = ρ1 = 0.8, n = 15, γX = 0.01, γY = 0.2, on a ∆E = 65 dans le cas d’une diminution et
∆E = 74 dans le cas d’une augmentation, voir la Table 4.4.

4.5 Un exemple illustratif
Nous allons utiliser dans cette section les mêmes données proposées par Celano and Castagliola (2016a)
qui simulent un problème de contrôle de la qualité réel de l’industrie alimentaire. Dans Celano and Cas-
tagliola (2016a), la valeur sous-contrôle du ratio z0 =

µp,i
µf,i

= 1, où µp,i et µf,i sont respectivement les
poids moyens pour les “graines de courge” et les “graines de lin”. Toutes les 30 minutes un prélèvement de
n = 5 boites est réalisé et les poids moyens des deux types de graines sont obtenus W̄p,i = 1

n

∑n
j=1 Wp,i,j

et W̄f,i = 1
n

∑n
j=1Wf,i,j . A partir de ces valeurs, le ratio Ẑi =

W̄p,i

W̄f,i
est calculé et tracé sur la carte de

contrôle EWMA-RZ+. Les valeurs γp = 0.02, γf = 0.01 et ρ0 = 0.8 ont été fixées. Cette fois, une valeur
de τ = 1.01 dans le ratio doit être interprétée comme étant le signal que quelque chose ne va pas dans
la production. Par conséquent, on fixe donc la valeur τ = 1.01 et décide de mettre en œuvre une carte
EWMA-RZ+.

Pour n = 5, ρ0 = 0.8, τ = 1.01, les paramètres optimaux pour la carte EWMA-RZ+ sont λ+ = 0.3938
et K+ = 1.007754, i.e. UCL+ = 1.007754 × 1 = 1.007754. Les valeurs d’échantillons prélevées dans
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 66 43 14 52 65 69
(I) 66 45 14 50 65 69

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 65 38 8 55 67 69
(I) 65 40 8 53 67 70

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 62 26 0 59 68 70
(I) 62 26 0 58 68 70

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 55 14 0 65 70 70
(I) 54 14 0 63 70 70

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 26 0 0 73 71 70
(I) 26 0 0 72 72 70

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 49 62 66 73 75 73
(I) 69 74 73 52 63 66

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 49 62 65 74 75 73
(I) 70 75 74 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 49 62 65 74 75 73
(I) 70 75 45 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 48 62 65 74 75 74
(I) 71 75 45 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 48 62 65 75 75 74
(I) 71 75 74 51 63 66

TABLE 4.4 : ∆ pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, ρ0 ∈ {-
0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et
Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 75 46 8 68 79 81
(I) 75 45 8 60 78 81

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 45 25 8 32 40 46
(I) 47 29 8 39 44 48

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 38 8 0 41 44 45
(I) 37 8 0 45 47 47

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 99 40 0 95 95 100
(I) 99 40 0 70 100 100

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 52 64 67 75 76 75
(I) 71 76 75 50 65 68

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 42.2 58 62 71 72 71
(I) 67 72 71 36 59 62

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 45 59 63 73 74 72
(I) 69 74 72 49 61 64

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 55 66 69 77 78 76
(I) 73 77 76 57 67 70

TABLE 4.5 : ∆ pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, (ρ0, ρ1) =
{(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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Wp,i,j [gr] W̄p,i [gr]
Échantillon Boîtes dont le poids Wf,i,j [gr] W̄f,i [gr] Ẑi =

W̄p,i

W̄f,i
Y +
i

1 250 gr 25.479 25.355 24.027 25.792 24.960 25.122 1.003 1.00118
25.218 25.171 24.684 25.052 25.107 25.046

2 250 gr 25.359 25.172 24.508 25.292 24.449 24.956 1.003 1.00072
25.211 25.115 24.679 24.933 24.831 24.954

3 250 gr 24.574 24.864 25.865 25.107 24.811 25.044 1.005 1.00240
24.784 24.868 25.377 24.879 24.734 24.929

4 250 gr 25.313 24.483 24.088 25.184 25.681 24.950 0.999 1.00106
25.338 24.859 24.305 25.115 25.251 24.974

5 250 gr 25.557 24.959 25.023 24.482 25.531 25.111 0.998 1.00000
25.277 25.402 25.012 24.937 25.148 25.163

6 250 gr 24.882 24.473 24.814 25.418 24.732 24.864 0.997 1.00000
24.962 24.644 24.817 25.419 24.818 24.932

7 500 gr 49.848 48.685 49.994 49.910 49.374 49.562 0.999 1.00000
49.993 49.128 49.830 49.566 49.422 49.588

8 500 gr 49.668 50.338 49.149 47.807 49.064 49.205 0.990 1.00000
49.695 50.681 49.640 48.969 49.612 49.720

9 500 gr 51.273 48.303 48.510 50.594 48.591 49.454 0.993 1.00000
50.366 49.210 49.844 49.890 49.595 49.781

10 500 gr 48.720 51.566 49.677 50.651 50.344 50.192 1.002 1.00079
49.721 50.215 50.178 50.324 50.071 50.102

11 500 gr 51.372 51.700 51.000 50.886 49.641 50.920 1.017 1.00717
50.164 50.272 49.884 50.061 49.845 50.045

12 500 gr 52.020 53.182 51.374 51.342 48.771 51.138 1.023 1.01340
50.749 50.369 49.697 49.575 49.440 49.966

13 500 gr 52.360 49.412 50.704 50.370 50.901 50.949 1.016 1.01443
50.047 49.981 50.297 50.408 50.026 50.152

14 500 gr 52.498 50.447 48.713 48.574 50.275 50.101 1.008 1.01190
50.064 50.124 49.162 48.865 50.344 49.712

15 250 gr 25.123 24.658 24.468 25.030 25.071 24.870 0.996 1.00564
25.041 24.790 24.835 25.211 25.008 24.977

TABLE 4.6 : Données de exemple de l’industrie alimentaire.
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le processus et des statistiques Ẑi et Y +
i sont présentées dans la Table 4.6. Ces données présentent 15

échantillons prélevés dans le procédé avec l’apparition d’une cause spéciale entre les échantillons #10 et
#11 modifiant le ratio de z0 à z1 = 1.01 × z0. La Figure 4.6 montre la carte EWMA-RZ+ où l’on peut
s’apercevoir de l’occurrence d’une situation hors-contrôle au niveau du point #12 au dessus de le limite
UCL+ = 1.007754 (voir aussi les valeurs en gras dans la Table 4.6). Une fois les actions correctives
effectuées après l’échantillon #15, le procédé redevient sous-contrôle.

4.6 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons présenté deux cartes de contrôle EWMA unilatérales distinctes pour surveiller
le ratio Z = X

Y
de deux variables normales lorsque la taille de l’échantillon n > 1. Une approche de type

chaîne de Markov a été utilisée pour obtenir les valeurs de ARL, SDRL et EARL ainsi que les paramètres
optimaux des cartes EWMA-RZ. Pour chaque carte de contrôle unilatérale, nous avons calculé les valeurs
de l’ARL hors-contrôle pour différentes valeurs des coefficients de variation (γX , γY ) et du coefficient de
corrélation ρ.

Si le processus dérive d’un état sous-contrôle à un état hors-contrôle sans changement dans la corrélation
entre X et Y (i.e. ρ0 = ρ1 = ρ), nous pouvons tirer les conclusions suivantes :

1. la performance des cartes de contrôle EWMA-RZ unilatérales est fortement influencée par (γX , γY )
et ρ0. Plus les coefficients de variations (γX , γY ) sont petits, plus vite les cartes de contrôle EWMA-
RZ détectent une situation hors-contrôle. La présence d’une corrélation négative (ρ0 < 0), entre les
variables aléatoires X et Y réduit la sensibilité de la carte par rapport à une corrélation positive,
(ρ0 > 0),

2. pour une même valeur absolue ∆Z = 100 × ∆τ , la performance statistique des cartes EWMA-RZ
n’est pas identique,

3. pour la même valeur de ∆Z , la performance statistique des cartes EWMA-RZ est plus élevée lorsque
τ < 1 et γX = γY . Inversement, lorsque γX 6= γY , la sensibilité des cartes EWMA-RZ dépend de la
plus petite valeur du coefficient de variation entre γX et γY .

L’apparition d’une cause assignable peut aussi changer la valeur du coefficient de corrélation ρ entre les
variables aléatoires X et Y de la valeur ρ0 à ρ1. On peut alors tirer les conclusions suivantes :

1. la diminution d’une corrélation négative détériore la sensibilité de la carte de contrôle et l’inverse se
produit si le niveau de corrélation négative augmente,

2. la réduction d’une corrélation positive améliore la sensibilité de la carte de contrôle et l’inverse se
produit si le niveau de corrélation positive augmente.

Concernant les valeurs d’EARL obtenues, nous pouvons conclure que

1. lorsque γX = γY , les cartes EWMA-RZ ont une performance approximativement symétrique pour
les petites valeurs de γX et γY . Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , la sensibilité statistique
dépend de la valeur de ρ1,

2. lorsque γX 6= γY , la sensibilité statistique dépend des valeurs de γX et γY ,

3. lorsque γX = γY , la carte EWMA-RZ est meilleure que la carte Shewhart-RZ. Dans certains cas, les
résultats pour les cartes EWMA-RZ sont très semblables à celles de la carte de contrôle de Shewhart-
RZ pour les petites valeurs de γX et γY . Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , la carte EWMA-RZ
est toujours meilleur que la carte Shewhart-RZ,
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4. lorsque γX 6= γY , la carte EWMA-RZ est toujours meilleur que la carte Shewhart-RZ.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été publiés dans Tran et al. (2016b).

Les cartes de contrôle de type Shewhart sont assez lentes dans la détection des changements faibles ou
modérées du procédé. Pour cette raison plusieurs méthodes / stratégies ont été proposées dans la littérature
pour résoudre ce problème. La mise en œuvre des cartes de contrôle EWMA-RZ est particulièrement effi-
cace. Une autre solution, les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec la méthode CUSUM sera l’objet
du chapitre suivant.



5
Cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec
la méthode CUSUM

5.1 Introduction
Comme nous l’avons expliqué dans les chapitre précédents, les cartes de contrôle de type Shewhart pour
surveiller le ratio ne sont efficaces que pour détecter des changements de faible amplitude mais elles peuvent
prendre plus de temps pour détecter des changements de petite et moyenne amplitude. Les alternatives clas-
siques pour résoudre ce problème font intervenir des cartes de contrôle plus avancées telles que les cartes
avec règles supplémentaires, les cartes EWMA présentées dans les chapitres précédent, les cartes CUSUM
ainsi que les cartes de contrôle qui utilisent des stratégies adaptatives telles que la stratégie qui consiste à
échantillonner avec des intervalles de temps variables (VSI) ainsi qu’une autre stratégie qui coniste à pré-
lever des échantillons de taille variable (VSS). Parmi ces méthodes, les cartes de contrôle de type CUSUM
se sont révélées être très sensibles à la détection des changements de petite amplitude, et elles sont une
excellente alternative à la carte de contrôle Shewhart pour surveiller un processus pendant la phase II, voir
Montgomery (2013). L’utilisation de la carte CUSUM a été reconnue dès le début comme intuitivement at-
trayante pour détecter des changements plus petits mais persistants (voir Hawkins and Olwell (1998)). Page
(1954) a été le premier à introduire le technique CUSUM dans le domaine de la MSP ; puis, ses propriétés
et la conception de cette stratégies ont été examinées systématiquement par de nombreux auteurs. Pour de
plus amples détails, voir, par exemple, Woodall and Adams (1993), Castagliola et al. (2009), Castagliola
and Maravelakis (2011), Graham et al. (2014), Mukherjee (2015) pour ne citer que quelques-uns.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode CUSUM en utilisant des limites de contrôle unila-
térales avec “redémarrage” pour surveiller le ratio de deux variables normales. Pour obtenir les propriétés
statistiques des cartes de contrôle CUSUM pour surveiller le ratio en utilisant des limites de contrôle unila-
térales (appelées par la suite cartes de contrôle CUSUM-RZ), nous allons utiliser une approche similaire à
celle de Celano and Castagliola (2016a).

5.2 Mise en œuvre des cartes de contrôle CUSUM-RZ
Supposons que p = 2 variables aléatoires continues X et Y distribuées selon une loi binormale soient cor-
rélées avec un coefficient de corrélation sous-contrôle ρ0. Pour la caractéristique de qualité Z = X

Y
, nous re-

cueillons un échantillon de n couples indépendants {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n} à chaque période d’échantillon-

79
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nage i = 1, 2, . . ., où chaque Wi,j = (Xi,j, Yi,j)
T ∼ N(µW,i,ΣW,i), j = 1, . . . , n, est un vecteur bivarié

aléatoire de loi normale avec le vecteur moyen (2.16) et la matrice de variance-covariance (2.17). Comme
dans Celano and Castagliola (2016a), on suppose qu’il est possible d’avoir µW,i 6= µW,k, et σW,i 6= σW,k,
pour i 6= k. Nous supposons également que pour les deux variables X et Y il y a une relation linéaire
σX,i = γX × µX,i et σY,i = γY × µY,i, où γX et γY sont les coefficients de variation supposés connus et
constants.

Le but de ce chapitre est d’appliquer et d’évaluer la technique CUSUM pour surveiller Ẑi dans (2.18).
Nous proposons de définir les deux cartes de contrôle CUSUM unilatérales suivantes :

• une première carte CUSUM (notée CUSUM-RZ−) visant à détecter une diminution de Ẑi et basée sur
la surveillance de la statistique suivante :

S−i = max(0, S−i−1 − (Ẑi − z0)−K−) (5.1)

avec S−0 = 0 comme valeur initiale et une unique limite de contrôle inférieure LCL− = H−×z0 avec
H− > 0. Pour cette carte de contrôle, une situation hors-contrôle est signalée dès que S−i > LCL−.

• une seconde carte CUSUM (notée CUSUM-RZ+) visant à détecter une augmentation de Ẑi et basée
sur la surveillance de la statistique suivante :

S+
i = max(0, S+

i−1 + (Ẑi − z0)−K+) (5.2)

avec S+
0 = 0 comme valeur initiale et une unique limite de contrôle supérieureUCL+ = H+×z0 avec

H+ > 0. Pour cette carte de contrôle, une situation hors-contrôle est signalée dès que S+
i > UCL+.

où z0 et le ratio sous-contrôle et K+ = k+ × z0 avec k+ ≥ 0 et K− = k− × z0 avec k− ≥ 0 sont les
paramètres de référence qui permettent de “régler” la sensibilité des cartes de contrôle CUSUM-RZ.

5.3 Optimisation ARL pour les cartes de contrôle CUSUM-RZ
Il est habituel d’utiliser la moyenne (ARL) et l’écart-type (SDRL) de la distribution du Run Length pour
évaluer la performance des cartes de contrôle comme nous l’avons défini dans les chapitres précédents.
Supposons que l’apparition d’une situation hors contrôle fait passer la valeur nominale du ratio z0 à une
valeur z1 = τ × z0, où τ > 0 quantifie l’amplitude du changement. Les valeurs de τ ∈ (0, 1) correspondent
à une diminution du ratio nominale z0, alors que des valeurs de τ > 1 correspondent à une augmentation
de z0. Nous considérons aussi que lorsqu’une situation hors-contrôle apparait, le coefficient de corrélation
peut passer de la valeur ρ = ρ0 à la valeur ρ = ρ1. Les équations intégrales de type Fredholm et les
modèles de chaînes de Markov ont été largement utilisés pour étudier la performance des cartes de contrôle
de type CUSUM en terme de Run Length, voir Li et al. (2014). Concernant les cartes de contrôle CUSUM-
RZ, la séquence de points tracés sur ces cartes peut être modélisée comme un processus stochastique. Les
propriétés du run lenght des cartes CUSUM-RZ peuvent être obtenues en utilisant l’approche de la chaîne de
Markov initialement proposée par Brook and Evans (1972). Selon cette l’approche, l’intervalle de contrôle
d’une carte de contrôle CUSUM peut être divisée en plusieurs sous-intervalles contigus de manière à obtenir
une chaîne de Markov a p + 2 états, où les états 0, 1, . . . , p appartiennent à l’intervalle de contrôle et sont
transitoires et l’état p + 1 coïncide avec un signal et est un état absorbant pour les carte CUSUM-RZ. La
matrice des probabilités de transition P de cette chaîne de Markov discrète est :

P =

(
Q r
0T 1

)
=


Q0,0 Q0,1 . . . Q0,p r0

Q1,0 Q1,1 · · · Q1,p r1
...

...
...

Qp,0 Qp,1 . . . Qp,p rp
0 0 · · · 0 1

 ,



81
CHAPITRE 5. CARTES DE CONTRÔLE POUR SURVEILLER LE RATIO AVEC LA MÉTHODE

CUSUM

Hi

Hi−1

Hi+1

H1

Hp

H0 = 0

UCL+ = H+

2δ

FIGURE 5.1 : Discrétisation de l’intervalle entre 0 et UCL+ = H+ en p de sous-intervalles de largeur 2δ
pour la cartes de contrôle CUSUM-RZ+.

où Q est la matrice des probabilités de transition (p+1, p+1), 0 = (0, 0, . . . , 0)T et le vecteur r(p+1) sa-
tisfait r = (1−Q1) (i.e. la somme des probabilités est égale à 1) avec 1 = (1, 1, . . . , 1)T . Le vecteur q(p+1,1)

qui correspond aux probabilités initiales associées aux états transitoires est égale à q = (q0, q1, . . . , qp)
T .

Le nombre d’étapes jusqu’à ce que le processus atteigne l’état absorbant (i.e. le run length) est une va-
riable aléatoire RL de type Phase discrète (DPH) de paramètres (Q,q), (voir Neuts (1981) ou Latouche
and Ramaswami (1999)). Par conséquent, l’ARL et le SDRL du run length RL des cartes CUSUM-RZ
unilatérales sont égaux à :

ARL = ν1, (5.3)
SDRL =

√
µ2, (5.4)

avec

ν1 = qT (I−Q)−11, (5.5)
ν2 = 2qT (I−Q)−2Q1, (5.6)
µ2 = ν2 − ν2

1 + ν1. (5.7)

Les valeurs de ARL et SDRL des cartes de contrôle CUSUM-RZ− et CUSUM-RZ+ peut être évaluées
numériquement en utilisant les formules présentées ci-dessus. Sans perte de généralité, nous supposons
dans la partie restante de cette section que z0 = 1. Pour la carte de contrôle CUSUM-RZ+, l’intervalle entre
0 et UCL+ = H+ > 0 (voir la Figure 5.1) est divisé en p sous-intervalles de largeur 2δ, où δ = H+

2p
. Pour la

carte de contrôle CUSUM-RZ−, l’intervalle entre 0 et LCL− = H− > 0 est divisé en p sous-intervalles de
largeur 2δ, où δ = H−

2p
. Par définition, chaque Hj , j = 1, . . . , p, représente le point médian du jème sous-

intervalle et H0 = 0 correspond à l’état de “redémarrage” des cartes (i.e. le max(. . . ) et min(. . . ) dans
respectivement (5.2) et (5.1)). Lorsque le nombre p de sous-intervalles est suffisamment grand, (disons
p = 200), cette approche fournit une méthode efficace qui permet d’évaluer avec précision les propriétés
run-length des cartes CUSUM-RZ. Dans notre cas particulier, l’élément générique Qi,j , i = 0, 1, . . . , p, de
la matrice Q des probabilités de transition est égal à

• si j = 0 (pour la carte CUSUM-RZ+ ),

Qi,0 = FZ

(
1−Hi + k+

∣∣ γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
(5.8)
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• si j = 0 (pour la carte CUSUM-RZ−),

Qi,0 = 1− FZ
(

1 +Hi − k−
∣∣ γX√

n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
(5.9)

• si j = 1, 2, . . . , p (pour la carte CUSUM-RZ+),

Qi,j = FZ

(
1 +Hj −Hi + δ + k+

∣∣ γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
−FZ

(
1 +Hj −Hi − δ + k+

∣∣ γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
(5.10)

• si j = 1, 2, . . . , p (pour la carte CUSUM-RZ−),

Qi,j = FZ

(
1 +Hi −Hj + δ − k−

∣∣ γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
−FZ

(
1 +Hi −Hj − δ − k−

∣∣ γX√
n
,
γY√
n
,
τγX
γY

, ρ1

)
(5.11)

où FẐi
(. . . ) est le c.d.f. de Ẑi comme défini dans (2.22). Comme on peut le constater, la définition de

Qi,j dans les équations précédentes ne dépend pas de z0. Par conséquent, comme dans Celano and Casta-
gliola (2016a), les propriétés du run length, ARL et SDRL, ne dépendront pas de z0. Enfin, concernant à
la condition initiale, le vecteur q des probabilités initiales est égal à q = (1, 0, . . . , 0).

Dans la pratique, la conception des cartes de contrôle CUSUM-RZ− et CUSUM-RZ+ consiste à sélec-
tionner les couples optimaux (k−∗, H−∗) ou (k+∗, H+∗) qui minimisent l’ARL hors-contrôle pour des chan-
gements fixés du ratio sous-contrôle et du coefficient de corrélation soumis à une contrainte pour l’ARL
sous-contrôle. Ces couples optimaux peuvent être obtenus en utilisant les deux étapes de la procédure d’op-
timisation suivantes :

1. Trouver l’ensemble des couples (k−, H−) ou (k+, H+) tel que ARL = ARL0 (où ARL0 est une
valeur fixée de l’ARL “sous-contrôle”).

2. Choisir, parmi ces couples (k−, H−) ou (k+, H+), le couple (k−∗, H−∗) ou (k+∗, H+∗) qui fournit la
meilleure performance statistique, i.e. la plus petit valeur de l’ARL “hors-contrôle” pour un change-
ment d’amplitude τ dans le ratio z0 et pour un changement particulier du coefficient de corrélation de
ρ = ρ0 à ρ = ρ1.

De manière similaire au chapitre précédent, afin de trouver ces combinaisons optimales (k∗, H∗) nous
utilisons simultanément un algorithme de résolution d’équations non-linéaires et un algorithme d’optimi-
sation du logiciel Scicoslab. Pour des valeurs fixées de n, γX , γY , ρ0, et τ = 1 nous recherchons les
combinaisons optimales (k,H) tel que ARL(k,H, n, γX , γY , ρ0, τ = 1) = ARL0 = 200 (en utilisant le
solveur d’équations non-linéaires) minimisant ARL(k,H, n, γX , γY , ρ0, τ 6= 1) (en utilisant l’optimiseur).

5.4 Analyse numérique
Les couples optimaux des deux cartes de contrôle CUSUM-RZ unilatérales (k−∗, H−∗) and (k+∗, H+∗)
ont été sélectionnés en limitant l’ARL sous-contrôle à la valeur ARL0 = 200. A titre de comparai-
son, les valeurs de n, γX , γY , ρ0, ρ1 et τ pris en compte dans ce chapitre sont les mêmes que ceux
examinés par Celano and Castagliola (2016a) i.e. n ∈ {1, 5, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10} pour les conditions
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
τ n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
0.90 (0.0416, 0.0061) (0.0078, 0.0170) (0.0000, 0.0628) (0.0000, 2.5907) (0.0431, 0.7500) (0.0500, 0.2911)
0.95 (0.0254, 0.0240) (0.0079, 0.0167) (0.0026, 0.0163) (0.0000, 2.5907) (0.0141, 1.1649) (0.0222, 0.5042)
0.98 (0.0100, 0.0618) (0.0079, 0.0167) (0.0026, 0.0163) (0.0000, 2.5907) (0.0000, 1.5447) (0.0060, 0.8037)
0.99 (0.0049, 0.1014) (0.0050, 0.0256) (0.0026, 0.0163) (0.0000, 2.5907) (0.0000, 1.5447) (0.0008, 0.9858)
1.01 (0.0051, 0.1047) (0.0050, 0.0264) (0.0025, 0.0168) (0.0700, 6.7518) (0.0184, 2.0548) (0.0093, 1.0432)
1.02 (0.0100, 0.0657) (0.0079, 0.0173) (0.0025, 0.0168) (0.0700, 6.7518) (0.0231, 1.8354) (0.0141, 0.8717)
1.05 (0.0246, 0.0278) (0.0079, 0.0173) (0.0025, 0.0168) (0.0700, 6.7518) (0.0367, 1.4081) (0.0281, 0.5935)
1.10 (0.0479, 0.0022) (0.0078, 0.0176) (0.0020, 0.0205) (0.0700, 6.7518) (0.0584, 1.0436) (0.0504, 0.3965)

ρ0 = ρ1 = −0.4
0.90 (0.0313, 0.0111) (0.0039, 0.0250) (0.0000, 0.0555) (0.0100, 2.2169) (0.0453, 0.6116) (0.0506, 0.2322)
0.95 (0.0254, 0.0176) (0.0061, 0.0169) (0.0020, 0.0162) (0.0000, 2.4247) (0.0168, 0.9712) (0.0230, 0.4127)
0.98 (0.0100, 0.0492) (0.0061, 0.0169) (0.0020, 0.0162) (0.0000, 2.4247) (0.0002, 1.4046) (0.0070, 0.6776)
0.99 (0.0049, 0.0828) (0.0050, 0.0203) (0.0020, 0.0162) (0.0000, 2.4247) (0.0000, 1.4131) (0.0017, 0.8463)
1.01 (0.0051, 0.0855) (0.0050, 0.0209) (0.0019, 0.0165) (0.0604, 5.3098) (0.0154, 1.7683) (0.0084, 0.8922)
1.02 (0.0100, 0.0523) (0.0061, 0.0173) (0.0019, 0.0165) (0.0648, 5.0316) (0.0201, 1.5589) (0.0131, 0.7325)
1.05 (0.0246, 0.0205) (0.0061, 0.0173) (0.0019, 0.0165) (0.0700, 4.7349) (0.0337, 1.1669) (0.0271, 0.4847)
1.10 (0.0353, 0.0089) (0.0039, 0.0256) (0.0000, 0.0567) (0.0700, 4.7349) (0.0554, 0.8467) (0.0495, 0.3161)

ρ0 = ρ1 = 0.0
0.90 (0.0225, 0.0138) (0.0039, 0.0184) (0.0000, 0.0470) (0.0223, 1.7461) (0.0475, 0.4627) (0.0512, 0.1701)
0.95 (0.0225, 0.0138) (0.0043, 0.0170) (0.0010, 0.0195) (0.0000, 2.2076) (0.0195, 0.7570) (0.0238, 0.3135)
0.98 (0.0101, 0.0359) (0.0043, 0.0170) (0.0014, 0.0157) (0.0000, 2.2076) (0.0031, 1.1348) (0.0079, 0.5361)
0.99 (0.0050, 0.0628) (0.0043, 0.0170) (0.0014, 0.0157) (0.0000, 2.2076) (0.0000, 1.2484) (0.0027, 0.6868)
1.01 (0.0050, 0.0647) (0.0043, 0.0172) (0.0014, 0.0160) (0.0443, 4.2883) (0.0124, 1.4442) (0.0074, 0.7208)
1.02 (0.0099, 0.0382) (0.0043, 0.0172) (0.0014, 0.0160) (0.0486, 4.0232) (0.0171, 1.2491) (0.0122, 0.5773)
1.05 (0.0240, 0.0135) (0.0043, 0.0172) (0.0012, 0.0172) (0.0612, 3.4228) (0.0308, 0.9033) (0.0262, 0.3673)
1.10 (0.0240, 0.0135) (0.0039, 0.0188) (0.0000, 0.0479) (0.0700, 3.1105) (0.0526, 0.6368) (0.0487, 0.2316)

ρ0 = ρ1 = 0.4
0.90 (0.0134, 0.0160) (0.0000, 0.0628) (0.0000, 0.0365) (0.0342, 1.2074) (0.0493, 0.2989) (0.0515, 0.1046)
0.95 (0.0134, 0.0160) (0.0026, 0.0164) (0.0005, 0.0192) (0.0050, 1.7542) (0.0220, 0.5118) (0.0246, 0.2035)
0.98 (0.0101, 0.0219) (0.0026, 0.0164) (0.0008, 0.0145) (0.0000, 1.8926) (0.0060, 0.8120) (0.0088, 0.3706)
0.99 (0.0050, 0.0405) (0.0026, 0.0164) (0.0008, 0.0145) (0.0000, 1.8926) (0.0007, 0.9945) (0.0036, 0.4949)
1.01 (0.0050, 0.0418) (0.0025, 0.0168) (0.0008, 0.0146) (0.0282, 3.1236) (0.0093, 1.0570) (0.0064, 0.5166)
1.02 (0.0099, 0.0232) (0.0025, 0.0168) (0.0008, 0.0146) (0.0326, 2.8779) (0.0141, 0.8850) (0.0112, 0.3973)
1.05 (0.0137, 0.0165) (0.0025, 0.0168) (0.0005, 0.0193) (0.0452, 2.3558) (0.0279, 0.6058) (0.0253, 0.2377)
1.10 (0.0137, 0.0165) (0.0020, 0.0205) (0.0000, 0.0370) (0.0650, 1.8616) (0.0497, 0.4083) (0.0481, 0.1415)

ρ0 = ρ1 = 0.8
0.90 (0.0039, 0.0184) (0.0000, 0.0365) (0.0000, 0.0211) (0.0441, 0.5283) (0.0506, 0.1094) (0.0244, 0.0772)
0.95 (0.0043, 0.0168) (0.0005, 0.0192) (0.0000, 0.0211) (0.0184, 0.8232) (0.0243, 0.2084) (0.0244, 0.0772)
0.98 (0.0043, 0.0168) (0.0008, 0.0146) (0.0003, 0.0115) (0.0025, 1.2056) (0.0088, 0.3756) (0.0097, 0.1581)
0.99 (0.0043, 0.0168) (0.0008, 0.0146) (0.0003, 0.0115) (0.0000, 1.2983) (0.0036, 0.5002) (0.0046, 0.2325)
1.01 (0.0043, 0.0175) (0.0008, 0.0149) (0.0003, 0.0116) (0.0123, 1.5982) (0.0064, 0.5236) (0.0054, 0.2410)
1.02 (0.0043, 0.0175) (0.0008, 0.0149) (0.0003, 0.0116) (0.0168, 1.3979) (0.0111, 0.4039) (0.0102, 0.1685)
1.05 (0.0043, 0.0175) (0.0005, 0.0193) (0.0000, 0.0213) (0.0295, 1.0380) (0.0250, 0.2439) (0.0244, 0.0874)
1.10 (0.0039, 0.0188) (0.0000, 0.0370) (0.0000, 0.0213) (0.0493, 0.7584) (0.0472, 0.1476) (0.0294, 0.0738)

TABLE 5.1 : Valeurs de (k−∗, H−∗) lorsque τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et (k+∗, H+∗) lorsque τ ∈
{1.01, 1.02, 1.05, 1.10} pour les cartes EWMA-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY ,
ρ0 ∈ { −0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200.
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γX = γY , γX 6= γY , ρ0 = ρ1 et ρ0 6= ρ1. Les couples optimaux (k−∗, H−∗) et (k+∗, H+∗) dans la Table 5.1
correspondent à la carte CUSUM-RZ− lorsque τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99} et correspondent à la carte
CUSUM-RZ+ lorsque τ ∈ {1.01, 1.02, 1.05, 1.10}. Par souci de concision, la Table 5.1 présente unique-
ment les paramètres pour la condition γX = γY . Quelques conclusions simples peuvent être tirées du la
Table 5.1

• en général, lorsque γX = γY , ρ0 = ρ1, pour des valeurs fixées de n et τ , la tendance des valeurs de
k−∗ et k+∗ ne sont pas identiques lorsque les valeurs de γX = γY changent de γX = γY = 0.01 à
γX = γY = 0.2. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = −0.8, τ = 0.99 et n = 15 nous avons k−∗ = 0.0026
lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et nous avons k−∗ = 0.0008 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2). Lorsque
ρ0 = ρ1 = −0.8, τ = 0.98 et n = 15 nous avons k−∗ = 0.0026 lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et on
a k−∗ = 0.0060 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2).

• lorsque γX = γY , pour des valeurs fixées de n, ρ0 = ρ1 et τ , les valeurs de H−∗ et H+∗ dépendent de
(γX , γY ). En particulier, plus les coefficients de variation (γX , γY ) sont petits, plus les valeurs deH−∗

et H+∗ sont petits. Par exemple, lorsque n = 1, ρ0 = ρ1 = 0.4 et τ = 1.02 nous avons H+∗ = 0.0232
lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et nous avons H+∗ = 2.8779 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2).

Les valeurs hors-contrôle ARL1 pour les cartes de contrôle Shewhart-RZ, EWMA-RZ et CUSUM-RZ
sont représentés sur la Figure 5.2 (pour γX = γY ) et sur la Figure 5.3 (pour γX 6= γY ), pour n ∈ {1, 15},
lorsque le processus dérive d’un état sous-contrôle à un état hors-contrôle sans un changement dans la
corrélation entre X et Y , i.e. ρ0 = ρ1 = ρ.

Les conclusions concernant les résultats présentés dans les figures 5.2 et 5.3 peuvent être résumées
comme suit, (nous faisons aussi référence au SDRL même s’il n’apparait pas dans les figures 5.2 et 5.3) :

• la performance des cartes de contrôle CUSUM-RZ unilatérales est fortement influencée par (γX , γY )
et ρ0. Plus les coefficients de variation (γX , γY ) sont petits, plus vite les cartes de contrôle CUSUM-
RZ sont capables de détecter une condition hors-contrôle. Par exemple, lorsque ρ0 = 0.4, n = 15 et
τ = 0.99, nous avons ARL1 = 2.1 et SDRL1 = 0.4 si (γX , γY ) = (0.01, 0.01) ; on a ARL1 = 60.4
et SDRL1 = 43.4 si (γX , γY ) = (0.2, 0.2). Nous avons trouvé que la présence d’une corrélation
négative (ρ0 < 0), entre les variables aléatoires X et Y réduit le sensibilité de la carte par rapport
à une corrélation positive, (ρ0 > 0). Par exemple, si (γX , γY ) = (0.2, 0.2), τ = 0.99, n = 15 et
ρ0 = −0.4 nous avons ARL1 = 84.3 et SDRL1 = 62.8, comparé à ARL1 = 60.4 et SDRL1 = 43.4
si ρ0 = 0.4.

• pour ρ1 = ρ0, n ≥ 1 et (γX , γY ) = (0.01, 0.01), les cartes de contrôle CUSUM-RZ unilatérales sont
très sensibles à un changement dans le processus, i.e. nous avons ARL1 ' 1 et SDRL1 ' 0 lorsque
τ < 0.99 ou τ > 1.01, voir par exemple Figure 5.2 pour n = 15.

• cette étude indique que, pour à la même valeur absolue du critère ∆Z = 100 × ∆τ , la performance
statistique des cartes CUSUM-RZ n’est pas identique. Notamment, la différence de performance
dépend de (γX , γY ). Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 15, ρ0 = 0.4, et τ = 0.98
(1.02), i.e. ∆Z = 2% nous avonsARL1 = 1.0 et SDRL1 = 0.2 (ARL1 = 1.1 et SDRL1 = 0.2) pour
la carte CUSUM-RZ− (CUSUM-RZ+), voir la Figure 5.2. De même, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.2),
n = 15, ρ0 = 0.4 et τ = 0.98 (1.02), nous avons ARL1 = 25.2 et SDRL1 = 17.0 (ARL1 = 27.2
and SDRL1 = 17.4) pour la carte CUSUM-RZ− (CUSUM-RZ+), voir la Figure 5.3.

• enfin, pour la même valeur de ∆Z , la performance statistique des cartes CUSUM-RZ est plus élevée
lorsque τ < 1 et γX = γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4 et τ = 0.98
(1.02), i.e. ∆Z = 2% nous avons ARL1 = 102.3 et SDRL1 = 84.6 (ARL1 = 104.6 et SDRL1 =
78.5) pour la carte CUSUM-RZ− (CUSUM-RZ+). A l’inverse, lorsque γX 6= γY , la tendance de
sensibilité des cartes CUSUM-RZ dépend de la plus petite valeur des coefficients de variation γX
et γY . Plus précisément, pour γX < γY , la performance statistique des cartes CUSUM-RZ est plus
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 5.2 : Valeurs de ARL1 pour les cartes CUSUM-RZ (-�-), EWMA-RZ (-�-) et Shewhart-RZ (-
∗-) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} et ARL0 = 200
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(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
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FIGURE 5.3 : Valeurs de ARL1 pour les cartes CUSUM-RZ (-�-), EWMA-RZ (-�-) et Shewhart-RZ (-
∗-) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , ρ0 ∈ {0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, τ ∈
{0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈ {1, 15} and ARL0 = 200
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élevée lorsque τ < 1. En revanche, pour γX > γY , la performance statistique des cartes CUSUM-RZ
est plus élevée lorsque τ > 1. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4 et
τ = 0.98 (1.02) nous avons ARL1 = 94.3 et SDRL1 = 81.7 (ARL1 = 104.5 et SDRL1 = 75.6)
pour la carte CUSUM-RZ− (CUSUM-RZ+). A l’inverse, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), nous avons
ARL1 = 93.9 et SDRL1 = 67.6 (ARL1 = 89.3 and SDRL1 = 70.4) pour la carte CUSUM-RZ−

(CUSUM-RZ+), voir la Figure 5.3.

Lorsque ρ0 6= ρ1, les figures 5.4 et 5.5 présentent les valeurs hors-contrôle ARL1 des cartes de contrôle
Shewhart-RZ, EWMA-RZ et CUSUM-RZ, pour les coefficients de corrélation sous-contrôle ρ0 = ±0.4
et les changements de ρ0 à ρ1 = 0.5 × ρ0 et ρ1 = 2 × ρ0, i.e. (ρ0, ρ1) = {(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8),
(0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}. Les résultats obtenus montrent que pour toute taille de dérive :

• la diminution d’une corrélation négative détériore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ1 = 0.5× ρ0 = −0.2 et τ = 0.98, nous avons ARL1 = 136.3
et SDRL1 = 120.1 pour la carte CUSUM-RZ−. Si ρ1 = ρ0 = −0.4, on a ARL1 = 128.1 et
SDRL1 = 113.5. L’inverse se produit si le niveau de positif corrélation augmente, par exemple,
lorsque ρ1 = 2 × ρ0 = −0.8 nous avons ARL1 = 97.0 et SDRL1 = 90.9 pour la carte CUSUM-
RZ−.

• la diminution d’une corrélation positive améliore la sensibilité de la carte de contrôle. Par exemple,
lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 1, ρ1 = 0.5 × ρ0 = 0.2 et τ = 1.02, nous avons ARL1 = 86.8
et SDRL1 = 70.2 pour la carte CUSUM-RZ−. Si ρ1 = ρ0 = 0.4, nous avons ARL1 = 89.3
et SDRL1 = 70.4. L’inverse se produit si le niveau de corrélation positive augmente, par exemple,
lorsque ρ1 = 2×ρ0 = 0.8 nous avonsARL1 = 94.2 and SDRL1 = 70.8 pour la carte CUSUM-RZ−.

Dans les figures 5.2–5.5, une comparaison avec les valeurs deARL1 de la carte de contrôle Shewhart-RZ
obtenue dans Celano and Castagliola (2016a) montre que, en général, lorsque τ ∈ [0.9, 0.98) ∪ (1.02, 1.1]
les cartes CUSUM-RZ sont le meilleur choix parce que les valeurs de ARL1 de ces cartes sont plus petites
que celles de la carte Shewhart-RZ. Dans les pires cas, par exemple, lorsque n = 15, γX = γY = 0.01 et
ρ1 = ρ0 ≥ 0 la carte Shewhart-RZ est le meilleur choix. Comme prévu, dans la plupart des cas, les cartes
CUSUM-RZ sont plus sensibles que la carte Shewhart-RZ.

Selon Montgomery (2013), il est important de noter que les performances statistiques des cartes de
contrôle CUSUM et EWMA sont assez similaires. En pratique, Hawkins and Wu (2014) ont conclu que, la
carte CUSUM est généralement plus performante que la carte EWMA si le changement réel est proche de
ce qui était attendu, mais la carte EWMA peut être plus efficace si le changement réel est plus petit que celui
prévu initialement. Dans ce chapitre, à partir des figures 5.2–5.5, une comparaison avec les valeurs pour les
cartes EWMA-RZ obtenue dans Tran et al. (2016b) montre que, lorsque τ ∈ [0.9, 0.98) ∪ (1.02, 1.1] et
ρ0 = ρ1, la carte CUSUM-RZ surpasse la carte EWMA-RZ. Lorsque τ ∈ [0.9, 0.98) ∪ (1.02, 1.1], ρ0 6= ρ1

et n ≥ 5, la carte CUSUM-RZ est encore plus rapide dans la détection de la cause assignable. Dans certains
cas, la carte EWMA-RZ a la meilleure performance statistique, par exemple, lorsque n = 1, γX = γY = 0.2
et ρ1 = −0.2, ρ0 = −0.4.

Comme nous l’avons fait dans les chapitres précédents, afin d’avoir un indicateur de performance global,
quelque soit la dérive τ , nous allons aussi utiliser la notion d’EARL. Dans le cas des cartes de contrôle
CUSUM-RZ, la conception optimale consiste à trouver les nouveau couples optimaux uniques (k−∗, H−∗)
ou (k+∗, H+∗) qui dépendent de la carte de contrôle sélectionnée, de telle sorte que

• Pour la carte CUSUM-RZ− :

(k−∗, H−∗) = argmin
(k−,H−)

EARL(n,H−, k−, γX , γY , ρ0, ρ1)

sous la contrainte
ARL(n,H−, k−, γX , γY , ρ0, ρ1 = ρ0, τ = 1) = ARL0,
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FIGURE 5.4 : Valeurs de ARL1 pour les cartes CUSUM-RZ (-�-), EWMA-RZ (-�-) et
Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY , (ρ0, ρ1) =
{(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈
{1, 15} et ARL0 = 200
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FIGURE 5.5 : Valeurs de ARL1 pour les cartes CUSUM-RZ (-�-), EWMA-RZ (-�-) et
Shewhart-RZ (-∗-) pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX 6= γY , (ρ0, ρ1) =
{(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, τ ∈ {0.90, 0.95, 0.98, 0.99, 1.01, 1.02, 1.05, 1.10}, n ∈
{1, 15} et ARL0 = 200
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• Pour la carte CUSUM-RZ+ :

(k+∗, H+∗) = argmin
(k+,H+)

EARL(n,H+, k+, γX , γY , ρ0, ρ1)

sous la contrainte
ARL(n,H+, k+, γX , γY , ρ0, ρ1 = ρ0, τ = 1) = ARL0,

Nous avons fixé ARL0 = 200. Les tables 5.2 et 5.3 montrent les valeurs du EARL pour Ω = [0.9, 1)
(dans le cas d’une diminution, notée (D) dans les tables 5.2 et 5.3) et Ω = (1, 1.1] (dans le cas d’une
augmentation, notée (I) dans les tables 5.2 et 5.3) pour respectivement ρ0 = ρ1 et ρ0 6= ρ1. Nous avons
obtenu les résultats suivants de valeurs EARL dans les Tables 5.2 et 5.3, ils sont similaires aux résultats de
la taille de changement déterministes discutées ci-dessus. En outre, les valeurs de EARL présenté dans les
tables 5.2 et 5.3 révèlent aussi quelque chose de plus :

• lorsque γX = γY , les cartes CUSUM-RZ ont une performance approximativement symétrique pour
les valeurs petites de γX et γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01), n = 5, ρ0 = 0.4,
nous avons EARL = 1.2 pour les cas d’une diminution et d’une augmentation, voir la Table 5.2.
En outre, cette constatation est indépendante d’une modification du coefficient de corrélation, voir la
Table 5.3. Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , la sensibilité statistique dépend de la valeur du
coefficient de corrélation hors-contrôle ρ1. Lorsque ρ1 = ρ0, la sensibilité statistique est légèrement
meilleure pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5,
ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons EARL = 41.9 dans le cas d’une diminution et EARL = 43.5 dans le
cas d’une augmentation, voir la Table 5.2. Lorsque ρ1 > ρ0, la sensibilité statistique est légèrement
meilleure pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 5,
ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.8, on a EARL = 31.8 dans le cas d’une diminution et EARL = 44.2 dans le cas
d’une augmentation. Lorsque ρ1 < ρ0 et n ≤ 5 la sensibilité statistique est légèrement meilleure pour
Ω = (1, 1.1] que pour Ω = [0.9, 1). Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2), n = 1, ρ0 = 0.4,
ρ1 = 0.2, nous avons EARL = 46.2 dans le cas d’une diminution et EARL = 43.1 dans le cas
d’une augmentation, voir la Table 5.3.

• lorsque γX 6= γY , la sensibilité statistique dépend des valeurs de γX et γY . Si γX < γY , la sensibilité
statistique est meilleur pour Ω = [0.9, 1) que pour Ω = (1, 1.1]. Par exemple, lorsque (γX , γY ) =
(0.01, 0.2), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons EARL = 26.0 dans le cas d’une diminution et
EARL = 28.9 dans le cas d’une augmentation, voir la Table 5.2. La situation inverse se produit
pour γX > γY . Par exemple, lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.01), n = 5, ρ0 = ρ1 = −0.4, nous avons
EARL = 27.4 dans le cas d’une diminution et EARL = 26.4 dans le cas d’une augmentation, voir
la Table 5.2. Il est intéressant de noter que cette constatation est indépendante d’un changement dans
le coefficient de corrélation.

Une comparaison entre les valeurs EARL de cartes CUSUM-RZ avec les valeurs EARL obtenues
dans Celano and Castagliola (2016a) pour la carte Shewhart-RZ (voir les tables VI–VII dans cet article) est
réalisée dans les tables 5.4 et 5.5. L’indice suivant est adopté pour la comparaison

∆E = 100× EARLShewhart−RZ − EARLCUSUM−RZ

EARLShewhart−RZ

, (5.12)

où EARLShewhart−RZ (EARLCUSUM−RZ) est la valeur d’EARL pour la carte Shewhart-RZ (CUSUM-
RZ). Si ∆E > 0, alors la carte CUSUM-RZ est meilleure que la carte Shewhart-RZ ; si ∆E < 0, alors c’est
la carte Shewhart-RZ qui est meilleure que la carte CUSUM-RZ. Il est important de noter que ∆E (pour le
cas de changement aléatoire) ne doit pas être confondu avec ∆Z (déjà introduit pour le cas déterministe).
Les résultats présentés dans les tables 5.4 et 5.5 (arrondis à l’entier le plus proche) montrent que :
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 4.3 1.6 1.2 85.9 46.4 28.4
(I) 4.4 1.7 1.2 93.0 48.2 29.4

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 3.6 1.5 1.2 79.0 41.9 25.2
(I) 3.7 1.5 1.2 84.1 43.5 26.0

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 2.9 1.3 1.2 70.4 36.2 21.3
(I) 3.0 1.4 1.2 75.1 37.6 22.0

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 2.1 1.2 1.1 58.7 28.7 16.3
(I) 2.2 1.2 1.1 62.6 29.7 16.8

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 1.3 1.1 1.1 37.9 16.4 8.6
(I) 1.4 1.1 1.1 40.1 16.9 8.9

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 54.6 26.5 15.0 56.3 27.8 15.7
(I) 65.3 29.4 16.3 53.1 26.9 15.3

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 53.8 26.0 14.7 55.6 27.4 15.4
(I) 64.6 28.9 15.9 52.3 26.4 15.0

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 52.9 25.5 14.3 54.8 26.9 15.1
(I) 63.8 28.3 15.6 51.5 25.9 14.7

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 52.0 24.9 14.0 54.1 26.4 14.7
(I) 62.9 27.8 15.3 50.6 25.3 14.3

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 51.0 24.4 13.7 53.3 25.9 14.4
(I) 62.1 27.3 14.9 49.7 24.8 14.0

TABLE 5.2 : Valeurs de EARL pour les cartes CUSUM-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 3.7 1.5 1.2 81.5 43.5 26.7
(I) 3.8 1.5 1.2 104.9 49.7 28.8

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 3.3 1.5 1.2 65.5 33.7 20.6
(I) 3.4 1.5 1.2 60.4 32.3 20.6

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 2.1 1.2 1.1 46.2 22.5 13.2
(I) 2.1 1.2 1.1 43.1 22.3 13.3

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 2.2 1.2 1.1 64.6 31.8 18.9
(I) 2.3 1.2 1.1 126.2 44.2 22.2

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 54.4 26.3 14.8 55.6 27.6 15.5
(I) 65.7 29.2 16.1 53.7 26.9 15.2

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 52.0 25.3 14.3 55.4 26.9 15.1
(I) 62.3 28.1 15.6 49.5 25.5 14.6

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 51.1 24.6 13.8 54.0 26.2 14.6
(I) 61.8 27.4 15.1 49.1 24.9 14.1

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 53.4 25.6 14.3 54.2 26.8 15.0
(I) 65.3 28.6 15.6 53.5 26.3 14.7

TABLE 5.3 : Valeurs de EARL pour les cartes CUSUM-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 6= ρ1, n ∈ {1, 5, 15} et ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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FIGURE 5.6 : La carte CUSUM -RZ pour l’exemple de l’industrie alimentaire.

• lorsque γX = γY , la carte CUSUM-RZ est meilleure la carte Shewhart-RZ dans la plupart des cas. La
carte Shewhart-RZ est meilleure (ou très similaire) que les cartes CUSUM-RZ lorsque les valeurs de
γX et γY sont faibles et n ≥ 5. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0, γX = γY = 0.01, pour tout les cas
d’une augmentation et d’une diminution, nous avons ∆E = 62 avec n = 1 et ∆E = 0 avec n = 15,
voir la Table 5.4. Pour les plus grandes valeurs de γX et γY , les cartes CUSUM-RZ sont toujours
meilleures que la carte Shewhart-RZ. Par exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0.8, n = 15, γX = γY = 0.2
pour tout les cas d’une augmentation et diminution, nous avons ∆E = 70, voir les tables 5.4 et 5.5.

• lorsque γX 6= γY , les cartes CUSUM-RZ sont toujours meilleures que la carte Shewhart-RZ. Par
exemple, lorsque ρ0 = ρ1 = 0.8, n = 15, γX = 0.01, γY = 0.2, on a ∆E = 65 pour le cas
d’une diminution et ∆E = 74 pour le cas d’une augmentation, voir la Table 5.4. Ces résultats restent
valables dans le cas d’un changement de la valeur du coefficient de corrélation sous-contrôle.

5.5 Un exemple illustratif

Dans cette section, on va de nouveau utiliser les données proposées par Celano and Castagliola (2016a) qui
simulent un problème de contrôle de la qualité réel de l’industrie alimentaire. Dans Celano and Castagliola
(2016a), la valeur sous-contrôle du ratio z0 = 1, la taille de l’échantillon n = 5. Les valeurs γp = 0.02,
γf = 0.01 et ρ0 = 0.8 ont été fixées. Cette fois, une valeur de τ = 1.01 dans le ratio doit être interprétée
comme étant un signal que quelque chose ne va pas dans la production. Par conséquent, on fixe donc la
valeur τ = 1.01 et on décide de mettre en œuvre une carte CUSUM-RZ+.

Pour n = 5, ρ0 = 0.8, τ = 1.01, les paramètres optimaux pour la carte CUSUM-RZ+ sont k+ =
0.000793, i.e. K+ = k+ × z0 = 0.000793 et H+ = 0.045685, i.e. UCL+ = H+ × z0 = 0.045685. La
Table 5.6 montre l’ensemble des données d’échantillons simulées recueillies dans le processus, les tailles
de boîte correspondantes, 250–500 gr, et les statistiques Ẑi et S+

i . Comme nous l’avons expliqué dans les
chapitre précédent, ces données présentent 15 échantillons prélevés dans le procédé avec l’apparition d’une
cause spéciale entre les échantillons #10 et #11 modifiant le ratio de z0 à z1 = 1.01 × z0. La Figure Fi-
gure 5.6 montre la carte CUSUM-RZ+, qui signale l’apparition d’une situation hors-contrôle au niveau du
13ième point qui est au dessus de la limite de contrôle UCL+ = 0.045685 (voir les valeurs en gras dans la
Table 5.6).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 67 47 14 54 66 69
(I) 67 45 14 51 66 70

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 66 38 0 58 67 70
(I) 66 40 0 55 67 70

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 63 32 −9 61 69 70
(I) 63 26 −9 59 69 70

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 57 14 −10 66 70 70
(I) 56 14 −10 65 70 71

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 32 −10 −10 74 72 70
(I) 36 −10 −10 73 72 71

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 49 62 66 74 75 74
(I) 71 75 74 53 63 67

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 49 62 66 75 75 74
(I) 71 75 74 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0
(D) 49 62 66 75 75 74
(I) 72 75 74 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 49 62 66 76 76 74
(I) 72 75 74 52 63 66

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 48 62 65 76 76 74
(I) 73 76 74 54 63 66

TABLE 5.4 : ∆ pour les cartes CUSUM-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, ρ0 ∈ {-
0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et
Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 76 46 0 72 81 82
(I) 76 48 0 65 79 81

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 48 25 0 29 41 47
(I) 48 29 0 35 45 49

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 38 8 −10 42 45 47
(I) 40 8 −10 46 48 49

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 99 40 −10 99 100 100
(I) 99 40 −10 98 100 100

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 15 n = 1 n = 5 n = 15

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.2
(D) 53 64 68 76 76 75
(I) 72 76 75 55 65 68

ρ0 = −0.4,ρ1 = −0.8
(D) 42 58 62 72 73 71
(I) 69 73 72 47 59 63

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.2
(D) 45 59 64 74 74 73
(I) 71 74 73 49 61 64

ρ0 = 0.4,ρ1 = 0.8
(D) 56 67 70 78 78 77
(I) 74 78 77 58 67 70

TABLE 5.5 : ∆ pour les cartes CUSUM-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, (ρ0, ρ1) =
{(−0.4,−0.2), (−0.4,−0.8), (0.4, 0.2), (0.4, 0.8)}, n ∈ {1, 5, 15}, ARL0 = 200, Ω = [0.9, 1), i.e. cas
décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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Wp,i,j [gr] W̄p,i [gr]
Échantillon Boîtes dont le poids Wf,i,j [gr] W̄f,i [gr] Ẑi =

W̄p,i

W̄f,i
S+
i

1 250 gr 25.479 25.355 24.027 25.792 24.960 25.122 1.003 0.002207
25.218 25.171 24.684 25.052 25.107 25.046

2 250 gr 25.359 25.172 24.508 25.292 24.449 24.956 1.003 0.001413
25.211 25.115 24.679 24.933 24.831 24.954

3 250 gr 24.574 24.864 25.865 25.107 24.811 25.044 1.005 0.005620
24.784 24.868 25.377 24.879 24.734 24.929

4 250 gr 25.313 24.483 24.088 25.184 25.681 24.950 0.999 0.003826
25.338 24.859 24.305 25.115 25.251 24.974

5 250 gr 25.557 24.959 25.023 24.482 25.531 25.111 0.998 0.001033
25.277 25.402 25.012 24.937 25.148 25.163

6 250 gr 24.882 24.473 24.814 25.418 24.732 24.864 0.997 0.000000
24.962 24.644 24.817 25.419 24.818 24.932

7 500 gr 49.848 48.685 49.994 49.910 49.374 49.562 0.999 0.000000
49.993 49.128 49.830 49.566 49.422 49.588

8 500 gr 49.668 50.338 49.149 47.807 49.064 49.205 0.990 0.000000
49.695 50.681 49.640 48.969 49.612 49.720

9 500 gr 51.273 48.303 48.510 50.594 48.591 49.454 0.993 0.000000
50.366 49.210 49.844 49.890 49.595 49.781

10 500 gr 48.720 51.566 49.677 50.651 50.344 50.192 1.002 0.001207
49.721 50.215 50.178 50.324 50.071 50.102

11 500 gr 51.372 51.700 51.000 50.886 49.641 50.920 1.017 0.017413
50.164 50.272 49.884 50.061 49.845 50.045

12 500 gr 52.020 53.182 51.374 51.342 48.771 51.138 1.023 0.039620
50.749 50.369 49.697 49.575 49.440 49.966

13 500 gr 52.360 49.412 50.704 50.370 50.901 50.949 1.016 0.054826
50.047 49.981 50.297 50.408 50.026 50.152

14 500 gr 52.498 50.447 48.713 48.574 50.275 50.101 1.008 0.062033
50.064 50.124 49.162 48.865 50.344 49.712

15 250 gr 25.123 24.658 24.468 25.030 25.071 24.870 0.996 0.057239
25.041 24.790 24.835 25.211 25.008 24.977

TABLE 5.6 : Données de exemple de l’industrie alimentaire.
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5.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté deux cartes de contrôle CUSUM-RZ unilatérales distinctes pour sur-
veiller le ratio de valeurs moyennes lorsque des sous-groupes de taille n > 1 sont collectées. L’évaluation de
la performance statistique des cartes de contrôle CUSUM-RZ est basée sur une méthodologie de la chaîne
de Markov, ainsi que sur approximation normale de la distribution de Z. Pour différentes valeurs des coeffi-
cients de variation (γX , γY ) et du coefficient de corrélation sous-contrôle ρ, nous avons généré des tables et
des figures présentant les valeurs optimales hors-contrôle ARL1. En outre, la comparaison numérique avec
la performance de la carte Shewhart-RZ et des cartes EWMA-RZ montre que les cartes CUSUM-RZ ont
globalement une meilleure sensibilité statistique dans la plupart des cas.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été publiés dans Tran et al. (2016c).

Les cartes de contrôle pour la surveillance continue du ratio de deux variables aléatoires normales
présentées dans les chapitres précédents supposent qu’il n’y a aucune erreur dans le processus de mesure.
Mais, en pratique, les erreurs de mesure existent toujours dans les applications de contrôle de qualité et elles
peuvent affecter considérablement les performances des cartes de contrôle. Pour cette raison, l’évaluation de
la performance d’une carte de contrôle de type Shewhart pour surveiller le ratio Shewhart-RZ avec erreurs
de mesure sera l’objet du chapitre suivant.





6
Carte de contrôle Shewhart-RZ avec erreur de
mesure

6.1 Introduction

Comme nous l’avons expliqué dans les chapitre précédents, les cartes de contrôle pour surveiller le ratio
ont été étudiées et utilisées pour détecter des changements dans un processus. Pour de plus amples détails,
voir, par exemple, Spisak (1990), Davis and Woodall (1991), Öksoy et al. (1994), Celano and Castagliola
(2016a), Celano and Castagliola (2016b), Tran et al. (2016a), Tran et al. (2016b), Tran et al. (2016c) pour
ne citer que quelques-uns. Parmi ces cartes, les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec la méthode
EWMA par Tran et al. (2016b) et les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec la méthode CUSUM par
Tran et al. (2016c) présentées dans les chapitres précédents se sont révélées être très sensibles à la détection
des changements de petite amplitude.

Les cartes de contrôle précitées pour contrôler le ratio de deux variables normales sont conçues sous
l’hypothèse que la mesure est sans erreur. Mais, dans de nombreux scénarios industriels, il existe souvent
des erreurs de mesure importantes qui affectent la performance des cartes de contrôle. Depuis Bennet (1954)
qui a étudié l’effet des erreurs de mesure sur la carte Shewhart X̄ , il existe de nombreuses études sur la per-
formance réelle des différentes cartes de contrôle en présence d’erreurs de mesure, pour plus détails, voir
par exemple : Kanazuka (1986), Linna and Woodall (2001), Linna et al. (2001), Maravelakis (2004), Costa
and Castagliola (2011), Maravelakis (2012), Hu et al. (2014), Noorossana and Zerehsaz (2015).

Dans ce chapitre, nous allons présenter l’évaluation des performance de la carte de contrôle Shewhart-
RZ proposée par Celano and Castagliola (2016a) avec erreurs de mesure en utilisant le modèle proposé par
Linna et al. (2001).

6.2 Modèle d’erreur linéaire covariable pour le ratio Z

Comme suggéré par Linna et al. (2001), supposons que la (vraie) caractéristique de qualité W = (X, Y )T ∼
N(µW,ΣW) avec le vecteur moyen (2.16) et la matrice de variance-covariance (2.17) ne soit pas di-
rectement observable, mais peut être seulement mesurée par une quantité observable (covariable) W∗ =

99
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(X∗, Y ∗)T défini comme (modèle d’erreur linéaire)

W∗ = A + BW + ε, (6.1)

où A est un vecteur (2× 1) de constantes relatives à la calibration de la mesure,

A =

(
aX
aY

)
, (6.2)

B est une matrice (2 × 2) et ε ∼ N(0,ΣM) est un vecteur aléatoire normale bivarié centré supposé être
indépendant de W avec pour matrice de variance-covariance

ΣM =

(
σ2
MX ρMσMXσMY

ρMσMXσMY σ2
MY

)
, (6.3)

où σMX et σMY sont les écarts-types de l’erreur de mesure pour X et Y , respectivement, et ρM ∈
(−1,+1) est le coefficient de corrélation correspondant. Plus (σMX , σMY ) sont petits, plus l’exactitude de
la mesure est élevée. Dans le reste du chapitre, nous allons supposer que B = I2×2 est une matrice identité
qui relie la valeur réelle de l’observation à son homologue observée. Avec cette hypothèse, nous pouvons
adapter le modèle d’erreur linéaire pour obtenir une représentation mathématique complète de l’exactitude
et de l’erreur de la calibration. Ceci est également compatible avec Linna et al. (2001) qui recommande un
matrice inversible p× p de constantes, souvent diagonale, pour la matrice B.

Soit Z∗ = X∗

Y ∗
le ratio observé de X∗ et Y ∗, soit γX∗ = σX∗

µX∗
, soient respectivement γY ∗ = σY ∗

µY ∗
les

coefficients de variation observés de X∗ et Y ∗, soit ω∗ = σX∗
σY ∗

le ratio de leur écart-type observé et soit ρ∗ le
coefficient de corrélation observé entre X∗ et Y ∗. Tel qu’indiqué dans le précédent chapitre, la distribution
de Z∗ est entièrement définie aussi longtemps que γX∗ , γY ∗ , ω∗ et ρ∗ sont connus : le reste de la section est
consacrée à l’étude de la l’obtention des formules pour γX∗ , γY ∗ , ω∗ et ρ∗ comme des fonctions des valeurs
γX , γY , ω et ρ.

Le vecteur moyen µW∗ et la matrice de variance-covariance ΣW∗ de W∗ sont égaux à

µW∗ = A + BµW , (6.4)
ΣW∗ = BΣWBT + ΣM = ΣW + ΣM . (6.5)

Ceci permet d’obtenir

µW∗ =

(
µX∗
µY ∗

)
=

(
aX + µX
aY + µY

)
(6.6)

et

ΣW∗ =

(
σ2
X∗ ρ∗σX∗σY ∗

ρ∗σX∗σY ∗ σ2
Y ∗

)
(6.7)

où les variances σ2
X∗ et σ2

Y ∗ de X∗ et Y ∗ sont respectivement égales à

σ2
X∗ = σ2

X + σ2
MX , (6.8)

σ2
Y ∗ = σ2

Y + σ2
MY , (6.9)

et le terme r = ρ∗σX∗σY ∗ est égal à

r = ρσXσY + ρMσMXσMY . (6.10)

Le coefficient de corrélation ρ∗ entre X∗ et Y ∗ peut être obtenu en utilisant (6.8), (6.9) et (6.10) de la
manière suivante :

ρ∗ =
ρσXσY + ρMσMXσMY

σX∗σY ∗
. (6.11)
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En outre, les coefficients de variation γX∗ = σX∗
µX∗

et γY ∗ = σY ∗
µY ∗

de X∗ et Y ∗ sont respectivement égaux
à

γX∗ =

√
σ2
X + σ2

MX

aX + µX
, (6.12)

γY ∗ =

√
σ2
Y + σ2

MY

aY + µY
, (6.13)

et, enfin, le ratio des écart-types ω∗ = σX∗
σY ∗

est égal à

ω∗ =

√
σ2
X + σ2

MX

σ2
Y + σ2

MY

. (6.14)

Soient respectivement ηX = σMX

σX
et ηY = σMY

σY
les racines carrées des ratios de la variabilité du système

de mesure et des varaiables X et Y . Si on divise le numérateur et le dénominateur de (6.11) par σXσY , en
se rappelant que ω = σX

σY
, puis, après quelques manipulations et simplifications simples, le coefficient de

corrélation ρ∗ entre X∗ et Y ∗ peut être réécrit comme

ρ∗ =
ρ+ ρMηXηY√
1 + η2

X

√
1 + η2

Y

(6.15)

Soient θX = aX
µX

et θY = aY
µY

. Si nous divisons le numérateur de (6.12) par σX , le dénominateur de (6.12)
par µX et si nous multiplions (6.12) par γX = σX

µX
, le coefficient de variation γX∗ de X∗ peut être réécrit

comme

γX∗ =

√
1 + η2

X

1 + θX
× γX (6.16)

D’une manière similaire, si nous divisons le numérateur de (6.13) par σY , le dénominateur de (6.13) par
µY et si nous multiplions (6.13) par γY = σY

µY
, le coefficient de variation γY ∗ de Y ∗ peut être réécrit comme

γY ∗ =

√
1 + η2

Y

1 + θY
× γY (6.17)

Enfin, si nous divisons le numérateur de (6.14) par σX , le dénominateur de (6.14) par σY et si nous
multiplions (6.14) par ω = σX

σY
, le ratio des écart-types ω∗ peut être réécrit comme

ω∗ =

√
1 + η2

X

1 + η2
Y

× ω. (6.18)

Les p.d.f., c.d.f. and i.d.f. de Z∗ peuvent être obtenus à partir (2.8), (2.11) et (2.12) par remplacement
simple de γX , γY , ω et ρ avec γ∗X , γ∗Y , ω∗ et ρ∗ tels que définis dans les équations (6.15)–(6.18).

6.3 Mise en œuvre de la carte de contrôle Shewhart-RZ avec erreurs
de mesure

A chaque période d’échantillonnage i = 1, 2, . . ., nous supposons que nous recueillons un échantillon de
n valeurs indépendantes {Wi,1,Wi,2, ...,Wi,n} dont les valeurs sont inobservables, où chaque Wi,j =
(Xi,j, Yi,j)

T ∼ N(µW,ΣW), j = 1, . . . , n. Par système de mesure disponible, nous observons en fait un
échantillon de n mesures indépendantes {W∗

i,1,W
∗
i,2, ...,W

∗
i,n}, où chaque W∗

i,j = A + BWi,j + εi,j =
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(X∗i,j, Y
∗
i,j)

T ∼ N(µW∗ ,ΣW∗), j = 1, . . . , n. La statistique que nous proposons de suivre à chaque période
d’échantillonnage i = 1, 2, . . . est

Ẑ∗i =
µ̂X∗i
µ̂Y ∗i

=
X̄∗i
Ȳ ∗i

=

∑n
j=1X

∗
i,j∑n

j=1 Y
∗
i,j

. (6.19)

Puisque X̄∗i ∼ N(µX∗ ,
σX∗√
n

) et Ȳ ∗i ∼ N(µY ∗ ,
σY ∗√
n

), les coefficients de variation γX̄∗ et γȲ ∗ de X̄∗i et Ȳ ∗i
sont égaux à

γX̄∗ =
σX∗

µX∗
√
n

=
γX∗√
n
, (6.20)

γȲ ∗ =
σY ∗

µY ∗
√
n

=
γY ∗√
n
, (6.21)

et, à chaque période d’échantillonnage i = 1, 2, . . ., le ratio des écart-types ωẐ∗ correspond à Ẑ∗i est égal
à

ωẐ∗ =
σX∗/

√
n

σY ∗/
√
n

=
σX∗

σY ∗
= ω∗ (6.22)

Nous allons supposer que, lorsque le processus est sous-contrôle, le coefficient de corrélation entre les
deux variables Xi,j et Yi,j est ρ = ρ0 et le ratio moyen est z = µX

µY
= z0. Puisque la distribution de Ẑ∗i n’a

pas de moments, les limites de contrôle LCL et UCL de la carte Shewhart-RZ sont définis comme limites
de contrôle probabilistes, i.e.

LCL = F−1
Z

(
α

2

∣∣∣ γX∗√
n
,
γY ∗√
n
, ω∗, ρ∗

)
, (6.23)

UCL = F−1
Z

(
1− α

2

∣∣∣ γX∗√
n
,
γY ∗√
n
, ω∗, ρ∗

)
. (6.24)

où α est la probabilité de fausse alarme souhaitée pour la carte. Les valeurs de ρ∗, γX∗ , γY ∗ dans (6.23)
et (6.24), et ω∗ dans (6.15)–(6.18) sont calculées pour ρ = ρ0 et z = z0. La ligne centrale CL de la carte
Shewhart-RZ peut être défini à la valeur médiane, i.e.

CL = F−1
Z

(
0.5

∣∣∣∣γX∗√n , γY ∗√n , ω∗, ρ∗
)
. (6.25)

Nous supposons que l’apparition d’une situation hors-contrôle fait passer le ratio z0 à z1 = τ × z0,
où τ > 0 est la taille de changement. Les valeurs de τ ∈ (0, 1) correspondent à une diminution du ratio
z0 nominal, alors que les valeurs de τ > 1 correspondent à une augmentation du ratio z0 nominal. Nous
considérons aussi que lorsque le procédé passe d’une situation sous-contrôle à une situation hors-contrôle,
le coefficient de corrélation peut passer de ρ = ρ0 à ρ = ρ1. Comme avec toutes les autres cartes de
contrôle de type Shewhart, le run length de la carte de contrôle Shewhart-RZ avec erreurs de mesure suit
une distribution géométrique de paramètre 1− β où β est égal à

β = FZ

(
UCL

∣∣∣∣γX∗√n , γY ∗√n , ω∗, ρ∗
)
− FZ

(
LCL

∣∣∣∣γX∗√n , γY ∗√n , ω∗, ρ∗
)
. (6.26)

Dans (6.26), les valeurs de ρ∗, γX∗ , γY ∗ et ω∗ dans (6.15)–(6.18) sont calculées pour ρ = ρ1 et z = z1.
Il est facile d’obtenir les expressions de l’ARL hors-contrôle comme étant égal à

ARL =
1

1− β . (6.27)

De manière similaire aux chapitres précédents, nous utilisons la performance globalEARL pour étudier
l’effet des erreurs de mesure sur la carte de contrôle Shewhart-RZ. Dans la section suivante, nous examine-
rons deux gammes différentes de changements : ΩD = [0.9, 1) correspondant au cas d’une diminution pour
τ et ΩI = [1, 1.1) correspondant au cas d’une augmentation pour τ .
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6.4 L’effet de l’erreur de mesure sur la carte de contrôle Shewhart-
RZ

Dans cette section, nous étudions la performance statistique de la carte de contrôle Shewhart-RZ avec mo-
dèle linéaire d’erreur. Lorsque le processus est sous-contrôle, la valeur de ARL sera notée ARL0. Pour les
valeurs fixes de n, γX , γY , ρM , ηX , ηY , θX , θY , z0, ρ0, ρ1 et τ , les valeurs de ARL peuvent être obtenus
facilement à partir de (6.27). Dans cette section, nous allons supposer que z0 = 1.

La Table 6.1 donne les valeurs des limites de contrôle de probabilité (LCL,UCL) correspond à α =
0.005 (i.e.ARL0 = 200) pour les valeurs étudiées n ∈ {1, 5, 7, 10, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρM = 0.5, ηX = ηY = 0.28 et θX = θY = 0.05. Le choix
des valeurs de (ηX , ηY ) est motivé par l’hypothèse d’une valeur acceptable pour le ratio signal-sur-bruit
(signal-to-noise ratio, SNR), qui est une mesure de la performance d’un système de mesure (pour savoir
si la calibration est adéquate). Le SNR est défini par l’Automotive Industry Action Group (AIAG) pour
la réalisation d’analyse “Gauge R&R” (voir Montgomery (2013)). Dans notre recherche, le SNR des deux
variables aléatoires X et Y sont respectivement égaux à

SNRX =

√√√√ 2
1+η2X

1− 1
1+η2X

=

√
2

ηX
, (6.28)

SNRY =

√√√√ 2
1+η2Y

1− 1
1+η2Y

=

√
2

ηY
. (6.29)

(6.30)

Nous supposons que ηX = ηY = 0.28 correspond à SNRX = SNRY = 5, qui est la valeur limite
inférieure pour obtenir une calibration acceptable du système de mesure. L’erreur de calibration dépend de
la calibration de l’instrument et elle est généralement égale à un certain pourcentage de la mesure réelle.
Dans ce chapitre, nous prenons θX = θY = 0.05 comme étant les valeurs les plus élevées pour obtenir
une calibration acceptable du système de mesure. Nous considérons également ρM = 0.5 i.e. les erreurs
liées à la calibration sont corrélés positivement. Cela peut être une hypothèse intuitive, si les mesures sont
réalisées sur le même instrument, par le même opérateur.

Les résultats présentés dans la Table 6.1 permettent de conclure les mêmes tendances que pour la carte
Shewhart-RZ dans Celano and Castagliola (2016a) et, plus précisément :

• Pour des valeurs de (γX , γY ) fixées, les valeurs de LCL et LCL changent avec n et ρ0. En particulier,
LCL augmente et UCL diminue à mesure que n et ρ0 augmentent. Par exemple, lorsque (γX , γY ) =
(0.01, 0.01), nous avons LCL = 0.9539 et UCL = 1.0483 si n = 1 et ρ0 = −0.4 et nous avons
LCL = 0.9919 et UCL = 1.0081 si n = 15 et ρ0 = 0.4.

• Pour des valeurs de n et ρ0 fixées, les valeurs de LCL et UCL changent avec (γX , γY ). En particulier,
LCL diminue et UCL augmente à mesure que (γX , γY ) augmentent. Par exemple, lorsque n = 5 et
ρ0 = 0.4, nous avons LCL = 0.9860 et UCL = 1.0142 lorsque (γX , γY ) = (0.01, 0.01) et nous
avons LCL = 0.7483 et UCL = 1.3363 lorsque (γX , γY ) = (0.2, 0.2).

Nous étudions l’effet de l’erreur de calibration (mesuré par ηX et ηY ) sans aucune autre source d’erreur.
La Figure 6.1 (pour le cas ρ0 = ρ1 = −0.8) et la Figure 6.2 (pour le cas ρ0 = −0.4 et ρ1 = −0.8) présentent
les valeurs EARL pour la carte de contrôle de Shewhart-RZ en fonction de ηX ∈ {0, 0.1, 0.2, . . . , 1} et
ηY ∈ {0, 0.1, 0.2, . . . , 1}. Dans ces figures, nous avons n ∈ {1, 15}, γX = γY ∈ {0.01, 0.2}, ρM = 0,
θX = θY = 0, ΩD = [0.9, 1) et ΩI = [1, 1.1).

Les résultats présentés sur les Figures 6.1 et 6.2 peuvent être commentés de la manière suivante :
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γX γY ρ0 n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15
0.01 0.01 −0.8 0.9481 0.9764 0.9801 0.9833 0.9863

1.0548 1.0241 1.0204 1.0170 1.0139
−0.4 0.9539 0.9791 0.9823 0.9852 0.9879

1.0483 1.0213 1.0180 1.0150 1.0122
0.0 0.9607 0.9822 0.9850 0.9874 0.9897

1.0409 1.0181 1.0153 1.0128 1.0104
0.4 0.9691 0.9860 0.9882 0.9901 0.9919

1.0319 1.0142 1.0119 1.0100 1.0081
0.8 0.9810 0.9914 0.9928 0.9939 0.9950

1.0194 1.0086 1.0073 1.0061 1.0050
0.20 0.20 −0.8 0.2931 0.6135 0.6636 0.7109 0.7577

3.4112 1.6301 1.5068 1.4067 1.3198
−0.4 0.3333 0.6485 0.6954 0.7392 0.7822

3.0004 1.5421 1.4380 1.3528 1.2784
0.0 0.3884 0.6915 0.7341 0.7733 0.8115

2.5746 1.4461 1.3622 1.2931 1.2323
0.4 0.4715 0.7483 0.7844 0.8173 0.8488

2.1208 1.3363 1.2748 1.2236 1.1781
0.8 0.6271 0.8372 0.8618 0.8838 0.9045

1.5945 1.1945 1.1604 1.1315 1.1056
0.01 0.20 −0.8 0.6208 0.7874 0.8145 0.8401 0.8656

2.4138 1.3604 1.2890 1.2313 1.1814
−0.4 0.6273 0.7911 0.8177 0.8429 0.8680

2.3888 1.3541 1.2840 1.2272 1.1782
0.0 0.6340 0.7949 0.8210 0.8457 0.8703

2.3636 1.3477 1.2788 1.2231 1.1750
0.4 0.6409 0.7987 0.8243 0.8486 0.8728

2.3381 1.3412 1.2736 1.2189 1.1717
0.8 0.6480 0.8027 0.8278 0.8516 0.8753

2.3125 1.3346 1.2683 1.2147 1.1684
0.20 0.01 −0.8 0.4143 0.7351 0.7758 0.8122 0.8464

1.6109 1.2700 1.2278 1.1904 1.1552
−0.4 0.4186 0.7385 0.7788 0.8148 0.8487

1.5942 1.2641 1.2230 1.1864 1.1521
0.0 0.4231 0.7420 0.7820 0.8176 0.8511

1.5774 1.2581 1.2181 1.1825 1.1490
0.4 0.4277 0.7456 0.7852 0.8204 0.8534

1.5604 1.2520 1.2131 1.1784 1.1458
0.8 0.4324 0.7493 0.7885 0.8232 0.8559

1.5433 1.2458 1.2081 1.1743 1.1425

TABLE 6.1 : Valeurs de LCL (première rangée) et UCL (deuxième rangée) pour la cart Shewhart-RZ en
présence d’erreurs de mesure, pour z0 = 1, ARL0 = 200, θX = θY = 0.01, ηX = ηY = 0.28, ρM = 0.5,
n ∈ {1, 5, 7, 10, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2} et ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}
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ρ1 = ρ0 = −0.8; ΩD = [0.9; 1)

(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 6.1 : Les effets de ηX et ηY sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ en présence
d’erreurs de mesure pour z0 = 1, ARL0 = 200, θX = θY = 0, ρM = 0, n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2},
γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY et ρ0 = ρ1 = −0.8
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ρ0 = −0.4; ρ1 = −0.8; ΩD = [0.9; 1)
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 6.2 : Les effets de ηX et ηY sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ en présence
d’erreurs de mesure pour z0 = 1, ARL0 = 200, θX = θY = 0, ρM = 0, n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2},
γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY et ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8
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• Les performances de la carte de contrôle de Shewhart-RZ est influencée par l’erreur de calibration,
mesuré par (ηX , ηY ). Dans la plupart des cas, plus les valeurs de (ηX , ηY ) sont petites, plus rapide est
la carte de contrôle dans la détection d’une condition hors-contrôle. Par exemple, lorsque n = 1, Ω =
[0.9, 1), ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.01, nous avons EARL = 6.5 lorsque ηX = ηY = 0.1
et EARL = 7.2 lorsque ηX = ηY = 0.4 (voir la Figure 6.2).

• Pour les valeurs γX = γY = 0.2 et Ω = [0.9, 1), ρ1 = ρ0 = −0.8 plus la valeur de ηX (ηY )
est petite (grande), plus la valeur de EARL est petite lorsque ηY (ηX) est constante. Par exemple,
lorsque n = 1, Ω = [0.9, 1), ρ0 = ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.2, nous avons EARL = 188.8 pour
ηX = ηY = 0.2, EARL = 190.4 pour ηX = 0.3, ηY = 0.2 et EARL = 188.1 pour ηX = 0.2,
ηY = 0.3 (voir la Figure 6.1).

• Dans la pratique, lorsque les deux valeurs de ηX ≤ 0.5 et ηY ≤ 0.5, les valeurs de EARL en
présence d’erreurs de mesure ne sont pas significativement plus grande que la valeur de EARL sans
erreur de mesure, i.e. lorsque ηX = ηY = 0, θX = θY = 0 et ρM = 0. Par exemple, lorsque
n = 1, Ω = [0.9, 1), ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.01, nous avons EARL = 6.9 pour
ηX = ηY = 0.3 et EARL = 6.4 sans erreur de mesure (voir la Figure 6.2). Nous pouvons conclure
que l’erreur de calibration ne modifie pas significativement les performances de la carte de contrôle
de Shewhart-RZ avec un bon système de mesure.

Nous étudions l’effet de l’erreur d’exactitude (i.e. θX et θY ) sans aucune autre source d’erreur. La
Figure 6.3 (pour le cas ρ0 = ρ1 = −0.8) et la Figure 6.4 (pour le cas ρ0 = −0.4 et ρ1 = −0.8) présentent
les valeurs EARL pour la carte de contrôle de Shewhart-RZ en fonction de θX ∈ {0, 0.005, 0.01, . . . , 0.05}
et de θY ∈ {0, 0.005, 0.01, . . . , 0.05}. Dans ces figures, nous avons n ∈ {1, 15}, γX = γY ∈ {0.01, 0.2},
ρM = 0, ηX = ηY = 0, ΩD = [0.9, 1) et ΩI = [1, 1.1).

Les résultats obtenus montrent que :

• La performance de la carte de contrôle de Shewhart-RZ est légèrement influencée par l’erreur d’exac-
titude, mesurée par (θX , θY ). Dans la plupart des cas, plus les valeurs de (θX , θY ) sont grandes, plus
rapide est la carte de contrôle dans la détection de la condition hors-contrôle. De plus, les valeurs de
EARL en présence d’erreurs d’exactitude sont plus petites que la valeur deEARL sans erreur de me-
sure, i.e. lorsque ηX = ηY = 0, θX = θY = 0 et ρM = 0. Par exemple, lorsque n = 1, Ω = [0.9, 1),
ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.01, nous avons EARL = 6.1 lorsque θX = θY = 0.045,
EARL = 6.3 lorsque θX = θY = 0.015 et EARL = 6.4 lorsqu’il n’y a pas d’erreurs de mesure
(voir la Figure 6.4).

• Pour des valeurs de γX = γY = 0.2 et Ω = [0.9, 1), ρ1 = ρ0 = −0.8 fixées, plus la valeur de θX
est grande (petite), plus la valeur de EARL est petite lorsque θY (θX) est constante. De plus, lorsque
θY ≥ 0.025 les valeurs de EARL en présence d’erreurs d’exactitude sont plus petites que la valeur
de EARL sans erreur de mesure, i.e. lorsque ηX = ηY = 0, θX = θY = 0 et ρM = 0. Par exemple,
lorsque n = 1, Ω = [0.9, 1), ρ0 = ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.2, nous avons EARL = 188.0 pour
θX = θY = 0.005, EARL = 187.4 pour θX = 0.015, θY = 0.005, EARL = 188.3 pour θX = 0.005,
θY = 0.015, EARL = 186.6 pour θX = 0.005, θY = 0.025 et EARL = 188.2 sans erreur de mesure
(voir la Figure 6.3).

• Dans la pratique, lorsque les valeurs de θX ≤ 0.02 et θY ≤ 0.02, les valeurs de EARL en présence
d’erreurs d’exactitude sont à peu près les mêmes que les valeurs de EARL sans erreur de mesure, i.e.
lorsque ηX = ηY = 0, θX = θY = 0 et ρM = 0. Par exemple, lorsque n = 1, Ω = [0.9, 1), ρ0 = −0.4,
ρ1 = −0.8, γX = γY = 0.01, nous avons EARL = 6.4 pour θX = θY = 0.01 et EARL = 6.4
sans erreur de mesure (voir la Figure 6.4). Nous pouvons conclure que l’erreur d’exactitude n’affecte
pas significativement la performance de la carte Shewhart-RZ pour les niveaux habituels d’erreurs
d’exactitude fournies par des instruments de mesure calibrés.
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ρ0 = ρ1 = −0.8; ΩD = [0.9; 1)

(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 6.3 : Les effets de θX et θY sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ en présence
d’erreurs de mesure pour z0 = 1, ARL0 = 200, ηX = ηY = 0, ρM = 0, n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2},
γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY et ρ0 = ρ1 = −0.8
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ρ0 = −0.4; ρ1 = −0.8; ΩD = [0.9; 1)

(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 6.4 : Les effets de θX et θY sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ pour z0 = 1,
ARL0 = 200, ηX = ηY = 0, ρM = 0, n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY et
ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8
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Nous étudions aussi l’effet de la corrélation ρM lorsque l’erreur de calibration et l’erreur d’exacti-
tude existent. La Figure 6.5 (pour le cas ρ0 = ρ1 = −0.8) et la Figure 6.6 (pour le cas ρ0 = −0.4
et ρ1 = −0.8) présentent les valeurs EARL pour la carte de contrôle de Shewhart-RZ en fonction de
ρM ∈ {−1,−0.9, . . . , 0.9, 1}. Dans ces figures, nous avons n ∈ {1, 15}, γX = γY ∈ {0.01, 0.2},
ΩD = [0.9, 1) et ΩI = [1, 1.1).

On peut noter à partir des Figures 6.5 et 6.6 que la performance de la carte de contrôle de Shewhart-RZ
avec erreurs de mesure est influencée par ρM . Plus la valeur de ρM est grande, plus vite la carte de contrôle
détecte une situation hors-contrôle. Par ailleurs, pour ρM ≥ 0, ηX = ηY = 0.28, θX = θY = 0.05, les
valeurs d’EARL en présence d’erreurs de mesure sont plus petites que la valeur d’EARL sans erreur de
mesure, i.e. lorsque ηX = ηY = 0, θX = θY = 0 et ρM = 0. Par exemple, lorsque n = 1, Ω = [0.9, 1),
γX = γY = 0.2, ρ1 = −0.8 = ρ0 = −0.8, nous avons EARL = 12.3 lorsque ρM = 0.2 ; EARL = 12.2
lorsque ρM = 0.5 et EARL = 13.0 sans erreur de mesure (voir la Figure 6.5).

Pour le cas général, la Table 6.2 (pour le cas ρ0 = ρ1 = −0.8) et la Table 6.3 (pour le cas ρ0 = −0.4
et ρ1 = −0.8) montrent les valeurs d’EARL pour la carte de contrôle de Shewhart-RZ en fonction de
θX = θY = 0.05, ηX = ηY = 0.28 et ρM = 0.5. Dans ces tableaux, nous avons n ∈ {1, 5, 7, 10, 15},
γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, ηX = ηY = 0.28, θX = θY = 0.05, ΩD = [0.9, 1) et ΩI = [1, 1.1).

Les tendances présentées par valeurs d’EARL dans les tables 6.2-6.3 sont évidemment semblables aux
résultats lorsque lorsqu’il n’y a pas d’erreurs de mesure dans Celano and Castagliola (2016a). En outre,
dans la plupart des cas, les valeurs d’EARL en présence d’erreurs de mesure sont plus petites que les
valeurs d’EARL sans erreur de mesure dans Celano and Castagliola (2016a). Par exemple, lorsque n = 15,
Ω = [0.9, 1), γX = γY = 0.2, ρ1 = 0.8, ρ0 = 0.4, nous avons EARL = 12117.8 lorsque θX = θY = 0.05,
ηX = ηY = 0.28 et ρM = 0.5 ; EARL = 35451.7 sans erreur de mesure (voir la Table 6.3). Ces résultats
dans les tables 6.2-6.3 permettent de réaffirmer que l’erreur de calibration et l’erreur d’exactitude n’affectent
pas de manière significative la performance de la carte de contrôle Shewhart-RZ pour des niveaux habituels
de calibration et exactitude erreurs fournies par les instruments calibrées et un bon système de mesure.

6.5 Des exemples illustratif

6.5.1 Un exemple illustratif 1
Dans cette section, nous discutons de la mise en œuvre de la carte de contrôle de Shewhart-RZ en présence
d’erreurs de mesure. Le contexte de l’exemple présenté ici est similaire à celui introduit dans Celano and
Castagliola (2016a) qui simule un problème de contrôle de la qualité réel de l’industrie alimentaire. Dans ce
cas, la valeur sous-contrôle du ratio z0 = 1, la taille de l’échantillon n = 5, les valeurs γp = 0.02, γf = 0.01
et ρ0 = 0.8 ont été fixées. La taille des boîtes correspondant est de 250g.

En ce qui concerne les paramètres du modèle d’erreur linéaire, nous supposons que θX = θY = 0.05,
ηX = ηY = 0.28, ρM = 0.5.

Nous avons besoin de surveiller à intervalles réguliers i = 1, 2, . . . pour vérifier les écarts du ratio sous-
contrôle z0 =

µp,i
µf,i

= 1, où µp,i et µf,i sont respectivement les poids moyens pour “Pumpkin” et “Flaxseeds”.
Basé sur (6.23) et (6.24), les limites de contrôle de la carte Shewhart-RZ avec erreurs de mesure sont res-
pectivement LCL = 0.9829 et UCL = 1.0170.

La Table 6.4 présente l’ensemble des données simulées recueillies dans le processus, la taille des boîtes
correspondante de 250g et la valeur des statistiques Ẑ∗i . Le processus est supposé fonctionner sous-contrôle
jusqu’à l’échantillon #10. Ensuite, entre les échantillons #10 et #11 nous avons simulé l’apparition d’une
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ρ0 = ρ1 = −0.8; ΩD = [0.9; 1)

(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
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FIGURE 6.5 : L’effet de ρM sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ en présence d’une erreur
de mesure pour n = 1 (-�-) et n = 15 (-�-), z0 = 1, ARL0 = 200, ηX = ηY = 0.28, θX = θY = 0.05,
n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY et ρ0 = ρ1 = −0.8
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FIGURE 6.6 : L’effet de ρM sur la performance globale de la carte Shewhart-RZ en présence d’une erreur
de mesure pour n = 1 (-�-) and n = 15 (-�-), z0 = 1, ARL0 = 200, ηX = ηY = 0.28, θX = θY = 0.05,
n ∈ {1, 15}, γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2}, γX = γY and ρ0 = −0.4 ρ1 = −0.8
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 12.2 2.8 2.1 1.6 1.3 187.3 134.7 120.5 105.5 89.1
(I) 12.6 2.9 2.2 1.7 1.3 189.0 139.7 125.7 110.5 93.5

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 10.0 2.3 1.8 1.4 1.2 184.9 125.7 111.1 96.1 80.1
(I) 10.3 2.3 1.8 1.4 1.2 186.9 130.9 116.2 100.8 84.1

ρ0 = ρ1 = 0.0
(D) 7.5 1.8 1.4 1.2 1.1 180.9 113.3 98.5 83.9 68.8
(I) 7.7 1.8 1.5 1.2 1.1 183.3 118.4 103.3 88.1 72.3

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 4.8 1.3 1.2 1.1 1.0 172.7 94.5 80.3 67.0 53.8
(I) 4.9 1.3 1.2 1.1 1.0 175.9 99.1 84.4 70.3 56.4

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 146.0 60.1 49.2 39.5 30.5
(I) 2.0 1.0 1.0 1.0 1.0 151.0 63.0 51.5 41.3 31.8

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

ρ0 = ρ1 = −0.8
(D) 106.8 69.1 60.7 52.1 43.1 219.3 110.1 91.7 74.8 58.7
(I) 222.5 115.4 96.3 78.6 61.5 111.1 72.6 63.7 54.6 45.1

ρ0 = ρ1 = −0.4
(D) 104.9 67.7 59.4 51.0 42.1 219.7 109.0 90.6 73.8 57.7
(I) 223.0 114.3 95.2 77.5 60.6 109.2 71.1 62.3 53.5 44.1

ρ0 = ρ1 = 0.0
(D) 102.9 66.3 58.1 49.9 41.2 220.1 107.9 89.5 72.7 56.8
(I) 223.5 113.2 94.1 76.4 59.6 107.2 69.6 61.0 52.2 43.0

ρ0 = ρ1 = 0.4
(D) 100.9 64.8 56.8 48.7 40.2 220.5 106.7 88.4 71.6 55.8
(I) 224.1 112.0 92.9 75.3 58.5 105.1 68.0 59.6 51.0 42.0

ρ0 = ρ1 = 0.8
(D) 98.7 63.2 55.4 47.5 39.1 221.0 105.5 87.2 70.5 54.8
(I) 224.7 110.8 91.6 74.1 57.5 102.9 66.4 58.1 49.7 40.9

TABLE 6.2 : Valeurs de EARL pour la cartes Shewhart-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 = ρ1, n ∈ {1, 5, 7, 10, 15} et ARL0 = 200, θX = θY = 0.05,
ηX = ηY = 0.28, ρM = 0.5, Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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(γX = 0.01, γY = 0.01) (γX = 0.2, γY = 0.2)
n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.2
(D) 14.4 2.6 1.9 1.5 1.2 291.0 221.2 194.8 167.3 138.1
(I) 14.8 2.6 1.9 1.5 1.2 294.3 231.1 204.3 175.8 145.1

ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8
(D) 6.2 2.0 1.6 1.4 1.2 92.4 57.0 51.1 44.9 38.3
(I) 6.4 2.0 1.6 1.4 1.2 93.2 59.0 53.1 46.9 40.1

ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.2
(D) 3.3 1.3 1.2 1.1 1.0 81.3 41.8 36.1 30.7 25.2
(I) 3.4 1.3 1.2 1.1 1.0 82.5 43.7 37.8 32.2 26.5

ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.8
(D) 93.8 1.7 1.2 1.1 1.0 4223.3 16631.8 16262.7 14733.7 12117.8
(I) 98.8 1.8 1.3 1.1 1.0 4328.4 17408.1 16935.2 15274.4 12519.1

(γX = 0.01, γY = 0.2) (γX = 0.2, γY = 0.01)
n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15 n = 1 n = 5 n = 7 n = 10 n = 15

ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.2
(D) 113.4 72.4 63.4 54.3 44.8 231.9 115.3 95.9 78.0 61.0
(I) 235.6 121.0 100.7 82.0 64.0 118.1 76.1 66.6 56.9 46.8

ρ0 = −0.4, ρ1 = −0.8
(D) 90.5 59.6 52.5 45.3 37.6 197.3 97.7 81.3 66.3 52.0
(I) 199.9 102.5 85.5 69.7 54.6 94.1 62.6 55.1 47.4 39.3

ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.2
(D) 93.0 60.4 53.1 45.6 37.7 208.3 100.6 83.3 67.6 52.7
(I) 211.4 105.6 87.6 71.0 55.3 96.8 63.4 55.7 47.8 39.4

ρ0 = 0.4, ρ1 = 0.8
(D) 120.0 75.2 65.6 56.0 46.0 247.4 120.7 99.8 80.9 62.9
(I) 251.8 126.7 104.9 84.9 66.0 125.1 78.9 68.8 58.6 48.0

TABLE 6.3 : Valeurs de EARL pour la cartes Shewhart-RZ pour γX ∈ {0.01, 0.2}, γY ∈ {0.01, 0.2},
γX = γY , ρ0 ∈ {−0.8,−0.4, 0, 0.4, 0.8}, ρ0 6= ρ1, n ∈ {1, 5, 7, 10, 15} et ARL0 = 200, θX = θY = 0.05,
ηX = ηY = 0.28, ρM = 0.5, Ω = [0.9, 1), i.e. cas décroissant (D) et Ω = [1, 1.1), i.e. cas croissant (I).
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FIGURE 6.7 : La carte Shewhart-RZ en présence d’erreur de mesure pour l’exemple de l’industrie alimen-
taire.

cause spéciale modifiant le ratio de z0 à z1 = 1.01 × z0, i.e. un pourcentage d’augmentation du ratio
égal à 1%. La Figure 6.7 présente la carte Shewhart-RZ. La carte Shewhart-RZ signale l’occurrence d’une
situation hors-contrôle au niveau du point #11 au dessus de la limite de contrôle UCL = 1.0170. Une fois
les actions correctives effectuées après l’échantillon #12, le procédé redevient sous-contrôle.

6.5.2 Un exemple illustratif 2
Selon la législation Italienne concernant le WEEE (Waste Electrical and Electronic Equipment), des consor-
tiums dédiés au recyclage privé sans but lucratif ont été créés par les grands producteurs d’équipements
électriques et électroniques pour gérer les équipements électriques et électroniques jetés. La gestion des
déchets des piles est une catégorie importante de la gestion de WEEE pour prévenir la pollution des eaux
et du sol. Des usines de recyclage de batteries reçoivent les batteries par lots dans des sacs et des boîtes.
Malheureusement, un pourcentage de piles recyclables n’est jamais disponible dans un lot. Certaines piles
non recyclables ou autres matériaux jetés peuvent être trouvés dans un lot : les autres matériaux sont géné-
ralement un mélange de petits appareils électroniques, des métaux et d’autres types de déchets. La fraction
des piles non recyclables ainsi que d’autres matériaux jetés a un coût de traitement parce qu’ils doivent
être traités ailleurs ou devraient être éliminés en fonction de leurs catégories de classification des déchets.
Dans une de ces usines de recyclage de batteries, le processus est à l’étape de test et l’ingénieur du process
doit surveiller le ratio Z des poids “piles recyclables ” (variable X) par rapport au poids “charge totale”
(variable Y ) pour savoir s’il est stable et de quantifier la perte économique due à la présence de piles non
recyclables et d’autres matériaux. Pour éviter des pertes économiques, l’ingénieur process veut une valeur
cible pour le ratio sous-contrôle z0 = 0.95.

Afin d’effectuer la surveillance en ligne du ratio Z, le praticien de la qualité recueille à intervalles ré-
guliers i = 1, 2, . . . un échantillon de n = 5 lots ayant un poids nominal Yn = 100kg. En raison de la
variabilité de la composition d’un lot, son poids est une variable aléatoire normale Y ∼ N(100, 1)kg. De
même, le poids des batteries recyclables dans un lot est une variable aléatoire normale avec une moyenne
cible µX = 95kg. Les poids moyens des échantillons X̄∗i = 1

n

∑n
j=1X

∗
i,j et Ȳ ∗i = 1

n

∑n
j=1 Y

∗
i,j sont enregis-

trées.

La Table 6.5 montre un ensemble d’échantillons simulés pour le processus de recyclage des batteries.
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X∗i,j [gr] X̄∗i [gr]
Échantillon Boîtes dont le poids Y ∗i,j [gr] Ȳ ∗i [gr] Ẑ∗i =

X̄∗i
Ȳ ∗i

1 250 gr 26.052 25.687 26.497 25.747 26.603 26.117 1.001
26.025 25.741 26.214 26.005 26.441 26.085

2 250 gr 26.195 27.540 26.277 24.990 25.122 26.025 0.995
26.230 26.834 26.191 25.767 25.809 26.166

3 250 gr 26.922 25.997 26.234 26.216 25.866 26.249 0.996
26.819 26.202 26.359 26.263 26.100 26.349

4 250 gr 26.073 25.703 25.793 25.214 25.810 25.719 0.993
25.997 26.453 25.995 25.503 25.600 25.910

5 250 gr 26.520 26.587 25.341 26.738 26.230 26.283 1.003
26.505 26.338 25.957 26.098 26.467 26.273

6 250 gr 26.476 27.304 26.377 26.874 25.679 26.542 1.007
26.442 26.661 26.355 26.416 25.959 26.367

7 250 gr 25.687 27.056 25.827 25.499 25.593 25.932 0.991
25.741 26.717 26.355 25.957 26.030 26.160

8 250 gr 26.638 26.890 27.098 25.743 26.147 26.503 1.006
26.447 26.486 26.543 26.255 25.949 26.336

9 250 gr 27.212 25.930 25.827 26.884 26.026 26.376 0.998
26.780 26.491 26.371 26.587 25.936 26.433

10 250 gr 26.216 26.630 26.194 26.082 26.052 26.235 1.003
26.325 26.205 26.210 26.061 26.025 26.165

11 250 gr 27.120 27.047 27.131 26.864 27.238 27.100 1.026
26.409 26.367 26.603 26.066 26.590 26.407

12 250 gr 26.461 26.434 26.844 27.098 26.262 26.620 1.004
26.614 26.296 26.465 26.782 26.438 26.519

13 250 gr 25.898 25.524 25.992 26.357 26.606 26.075 0.997
26.176 25.989 25.828 26.482 26.255 26.146

14 250 gr 25.944 26.484 25.896 26.313 26.713 26.270 1.002
25.848 26.344 25.881 26.343 26.548 26.193

15 250 gr 25.867 26.168 26.393 25.360 26.945 26.147 0.993
26.236 26.144 26.507 26.079 26.689 26.331

TABLE 6.4 : Données de exemple de l’industrie alimentaire.
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FIGURE 6.8 : La carte Shewhart-RZ en présence d’erreurs de mesure pour l’exemple de l’industrie du
recyclage des piles.

Pour les deux variables aléatoires X et Y , les valeurs cibles suivantes ont été fixées pour les coefficients
de variation : γX = 0.01 et γY = 0.01 (pour respectivement les batteries recyclables et la charge totale).
ρ0 = 0.8 est le coefficient de corrélation sous-contrôle entre les variables aléatoires X et Y . En ce qui
concerne les paramètres du modèle d’erreur linéaire, nous supposons l’absence d’erreur d’exactitude dans
le système de mesure du poids, i.e. θX = θY = 0. À l’inverse, nous supposons que ηX = ηY = 0.28 et
ρM = 0 pour tenir compte de l’erreur de calibration du système de mesure. Basé sur (6.23) et (6.24), les
limites de contrôle de la carte Shewhart-RZ avec erreurs de mesure sont respectivement LCL = 0.9411 and
UCL = 0.9589.

Nous supposons que la composition des lots est sous-contrôle jusqu’à l’échantillon #10. Ensuite, pour
les échantillon prélevé à partir de l’échantillon #11, nous avons simulé une composition de lot anormale
avec un rapport décalé z1 = 0.99 × z0 = 0.94, i.e. une diminution du pourcentage de ratio égale à 1%.
La Figure 6.8 présente la carte de contrôle Shewhart-RZ. La carte Shewhart-RZ déclenche un signal au
niveau du point #11 en dessous de la limite de contrôle LCL = 0.9411. Cette figure confirme que dans
l’échantillon #11, la composition du lot est hors-contrôle. À l’inverse, les échantillons prélevés à partir de
lots successifs ne montrent aucune anomalie.

6.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudié les effets des erreurs de mesure sur les performances de la carte de
contrôle Shewhart-RZ en utilisant un modèle d’erreur linéaire : avec ce modèle, nous avons considéré à la
fois l’effet de l’erreur de calibration et de l’erreur d’exactitude. Nous avons évalué la performance globale
de la carte Shewhart-RZ en utilisant l’EARL comme critère de performance. Nous avons constaté que les
performances de la carte Shewhart-RZ est influencée par l’erreur de calibration, i.e. plus la valeur de l’erreur
calibration est petite, plus la carte de contrôle Shewhart-RZ détecte rapidement une situation hors-contrôle.
En outre, les valeurs d’EARL peuvent être également affectées lorsque les valeurs de (θX , θY ), i.e. la quan-
tité d’erreur d’exactitude, ou la corrélation entre les erreurs ρM sont importantes. Par conséquent, dans la
pratique, l’erreur d’exactitude n’affecte pas de manière significative les performances de la carte de contrôle
Shewhart-RZ pour les niveaux habituels d’erreurs fournis par des instruments calibrés. Dans la plupart des
cas, les valeurs d’EARL en présence d’erreurs de mesure sont plus petites que les valeurs de EARL sans
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X∗i,j [kg] X̄∗i [kg]
Echantillons Y ∗i,j [kg] Ȳ ∗i [kg] Ẑ∗i =

X̄∗i
Ȳ ∗i

1 95.864 94.731 94.643 94.193 94.328 94.752 0.951
100.891 100.143 100.340 97.740 99.295 99.682

2 94.969 94.935 94.270 94.663 93.961 94.560 0.956
98.903 96.883 97.329 101.021 100.278 98.883

3 93.274 95.927 94.961 96.021 95.429 95.122 0.945
101.525 100.461 100.826 98.936 101.398 100.629

4 95.350 96.128 96.610 95.022 95.737 95.769 0.955
101.137 101.127 100.052 98.796 100.115 100.245

5 94.697 96.827 94.392 94.197 96.205 95.264 0.955
98.996 100.356 99.860 100.082 99.377 99.734

6 94.623 93.930 96.532 94.197 93.573 94.571 0.953
99.309 99.727 98.908 98.534 99.745 99.245

7 94.419 95.445 94.328 95.120 95.880 95.038 0.946
99.936 99.836 101.138 99.668 101.850 100.486

8 96.144 94.121 96.163 93.803 94.900 95.026 0.953
98.212 100.667 99.683 99.044 101.184 99.758

9 94.151 94.786 95.127 94.098 94.307 94.494 0.948
99.173 100.873 100.487 100.635 98.675 99.969

10 96.006 96.319 94.026 94.660 93.948 94.992 0.949
99.392 98.783 100.008 101.235 101.325 100.149

11 93.436 94.988 93.583 94.831 92.875 93.9426 0.934
100.491 100.976 100.815 100.102 100.685 100.614

12 95.832 95.250 94.402 95.221 95.698 95.281 0.947
100.007 101.654 100.648 101.531 99.040 100.576

13 95.746 93.764 92.958 94.811 94.250 94.306 0.943
99.164 100.864 100.174 99.642 100.309 100.031

14 95.897 95.408 95.121 94.810 96.402 95.528 0.956
101.025 98.955 100.267 99.332 100.238 99.963

15 95.481 95.595 94.547 95.299 94.600 95.104 0.944
99.933 99.406 102.736 100.533 101.300 100.782

TABLE 6.5 : Données de l’industrie du recyclage des piles
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erreur de mesure.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été publiés dans Tran et al. (2016d).

Les cartes de contrôle pour surveiller le ratio sont efficaces pour détecter rapidement l’apparition de
causes assignables dans des procédés. Il existe aussi des environnements de production où les profession-
nels de la qualité peuvent être intéressés par la surveillance continue de données compositionnelles. Pour
surveiller ce type de données, la carte de contrôle MEWMA sera l’objet du chapitre suivant.





7
Carte de contrôle pour surveiller des données de
type composition avec une approche MEWMA

7.1 Introduction

En tant que principal outil de la MSP, les cartes de contrôle ont été largement étudiées pour surveiller dif-
férents types de données de processus, voir Montgomery (2013). Parmi les différentes type de données que
l’on peut rencontrer, les données de type composition (CoDa) sont un type particulier de données qui dé-
crivent la composition de produits représentée sous la forme de vecteurs de proportions, de pourcentages,
de concentrations ou de fréquences. Dans la littérature de la MSP, il y a très peu d’articles qui ont étudié
des méthodes de surveillance pour des données de type composition. Nous pouvons citer Boyles (1997)
qui a étudié une carte de contrôle de type χ2 pour la surveillance de données de type composition. Plus
récemment, Vives-Mestres et al. (2014a) ont proposé une carte de contrôle T 2 permettant de surveiller
une composition à 3 caractéristiques et d’interpréter les situations hors-contrôles. Comme prolongement
du papier de Vives-Mestres et al. (2014a), Vives-Mestres et al. (2014b) ont proposé une carte de contrôle
T 2 particulière (notée T 2

C) pour les données de type composition dans le cas d’observations individuelles
(n = 1). Ces deux articles suggèrent l’utilisation d’une transformation “isometric logratio” (ilr) pour re-
présenter des données de type composition dans un système de coordonnées dans Rp−1 et ainsi traiter des
observations non contraintes. Enfin, Vives-Mestres et al. (2016) ont proposé deux méthodes pour interpréter
les situations hors contrôle correspondantes pour la carte T 2

C dans le cas où il y a plus de 3 caractéristiques.

Comme nous l’avons déjà mentionné pour les cartes de contrôle univariées, les cartes de contrôle multi-
variées de type Shewhart telle que la carte T 2 peuvent prendre plus de temps pour détecter des changements
de petite et moyenne amplitude. Pour cette raison, il est naturel d’explorer l’utilisation d’autres types de
cartes de contrôle comme les cartes de contrôle avec règles supplémentaires, MEWMA, MCUSUM. Parmi
ces méthodes, la mise en oeuvre de cartes de contrôle MEWMA a été développée dans le but de fournir
une plus grande sensibilité aux petits changements de la moyenne, voir Montgomery (2013). Lowry et al.
(1992) ont proposé une cartes de contrôle MEWMA pour surveiller le vecteur moyen d’un processus. Ses
propriétés et la stategie de conception de cette carte ont été complètement étudiées par de nombreux auteurs.
Pour plus de détails, voir, Runger and Prabhu (1996), Prabhu and Runger (1997), Molnau et al. (2001), Lee
and Khoo (2006), Reynolds and Stoumbos (2008), Mahmoud and Maravelakis (2010) et Wu et al. (2015).

A notre connaissance, jusqu’à présent, les cartes de type MEWMA n’ont pas été utilisées pour la sur-

121
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veillance de données de type composition. Par conséquent, le but de ce chapitre est de proposer une carte
de contrôle de type MEWMA (notée carte de contrôle MEWMA-CoDa) pour les données de type compo-
sition, sur la base de l’approche transformation ilr, lorsque la taille de l’échantillon n > 1 et d’évaluer sa
performance statistique. Par ailleurs, pour calculer les propriétés statistiques de la carte MEWMA-CoDa,
nous utiliserons une approche similaire à celle utilisée dans Runger and Prabhu (1996) pour le développe-
ment d’un modèle approprié de chaîne de Markov.

7.2 Carte de contrôle EWMA multivariée pour des données compo-
sées

On suppose que, à chaque période d’échantillonnage i = 1, 2, . . ., nous recueillons un échantillon de n-
tuples indépendants (ce que l’on appelle une p-composition) {Xi,1, . . . ,Xi,n}, i.e. Xi,j ∈ Sp, j = 1, . . . , n.
Soient {X∗i,1, . . . ,X∗i,n} leurs coordonnées ilr correspondantes, i.e. X∗i,j = ilr(Xi,j) ∈ Rp−1. Nous suppo-
sons que chaque Xi,j , j = 1, . . . , n, suit une loi normale multivariée NSp(µ∗,Σ∗) dans le simplex Sp ce
qui revient à dire que chacune des coordonnées ilr correspondantes X∗i,j suit une loi normale multivariée
NRp−1(µ∗,Σ∗) dans Rp−1, où µ∗ = ilr(µ) est le vecteur moyenne (p− 1, 1), Σ∗ est la matrice de variance-
convariance (p−1, p−1) et µ ∈ Sp est le centre de la composition. Il est important de noter que les valeurs
des paramètres µ∗ et Σ∗ dépendent de la sélection de la transformation ilr, i.e. du choix de la matrice B tels
que définis dans la section (2.3), (see Pawlowsky-Glahn et al. (2015)).

Nous supposerons que, lorsque le processus de composition est sous-contrôle, le centre de la composi-
tion estµ0 (ou, de façon équivalenteµ∗0 = ilr(µ0)) et, lorsque le processus de composition est hors-contrôle,
le centre de la composition est µ1 (ou, de façon équivalente µ∗1 = ilr(µ1)). Le but de ce chapitre est de pro-
poser et d’évaluer une carte de contrôle multivariée EWMA (notée MEWMA-CoDa) pour surveiller le
centre µ de la p-composition. Ce problème peut être résolu de manière équivalente en surveillant le vecteur
moyen µ∗ en coordonnées ilr et en utilisant la carte MEWMA pour le vecteur moyen de échantillon de co-
ordonnée X̄∗i . Étant donné que la moyenne de n observations indépendantes de la p-composition est définie
comme

X̄i =
1

n
� (Xi,1 ⊕ · · · ⊕Xi,n)

et que le vecteur moyen de l’échantillon X̄∗i est définie comme X̄∗i = ilr(X̄i) = 1
n
(ilr(Xi,1) + · · · +

ilr(Xi,n)) = 1
n
(X∗i,1 + · · ·+ X∗i,n) dans Rp−1.

Comme dans Lowry et al. (1992), la statistique à surveiller est

Qi = Yᵀi Σ
−1
Yi

Yi, i = 1, 2, . . . (7.1)

où Yi est le vecteur dans Rp−1 défini comme

Yi = r(X̄∗i − µ∗0) + (1− r)Yi−1, i = 1, 2, . . .

avec Y0 = 0, r ∈ (0, 1] est un paramètre de lissage fixé et ΣYi est la matrice de variance-covariance du
vecteur Yi. De manière similaire à Lowry et al. (1992), la forme asymptotique de la matrice de variance-
covariance ΣYi sera utilisée dans le reste du chapitre, i.e.

ΣYi =
r

n(2− r)Σ∗.

La carte de contrôle MEWMA-CoDa signale une situation hors-contrôle lorsque Qi > UCL = H où
H > 0 est une limite de contrôle pour obtenir une valeur d’ARL sous-contrôle spécifiée.
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7.3 Le modèle de chaîne de Markov
Comme cela a été expliqué par Lowry et al. (1992), la performance du Run Length de la carte MEWMA-
X̄ est uniquement fonction de la taille de l’échantillon n, du vecteur moyen sous-contrôle µ∗0, du vecteur
moyen hors-contrôle µ∗1 et de la matrice de variance-covariance Σ∗ au travers du paramètre δ défini comme

δ =
√
n(µ∗1 − µ∗0)ᵀ(Σ∗)−1(µ∗1 − µ∗0).

Sans perte de généralité, nous limiterons l’étude numérique au cas n = 1, µ∗0 = 0 (i.e. la moyenne
sous-contrôle est le centre de la composition identité µ0 = (1

p
, 1
p
, . . . , 1

p
)) et Σ∗ = Ip−1 (la matrice de

variance-covariance identité dans Rp−1). Dans ce cas standardisé, Qi dans (7.1) se réduit à Qi = b||Yi||22
avec b = 2−r

r
et le paramètre δ se réduit à δ = ||µ∗1||2 = || ilr(µ1)||2. Afin d’évaluer les distributions du Run

Length sous-contrôle et hors-contrôle de la carte MEWMA-X̄ , Runger and Prabhu (1996) ont suggéré d’ap-
proximer leur calcul pour la statistique qi = ||Yi||2 en utilisant les modèles de chaînes de Markov suivantes.

Concernant le cas sous-contrôle, Runger and Prabhu (1996) ont montré que la répartition de la distri-
bution du Run Length sous-contrôle de qi pouvait être approximée en utilisant une chaîne de Markov à une
dimension dans l’intervalle [0, UCL′], où UCL′ = (H/b)1/2, est divisé en m + 1 sous-intervalles / états :
le premier sous-intervalle / état a une longueur g

2
et les autres ont une longueur g = 2UCL′

2m+1
. Concernant la

carte de contrôle MEWMA-CoDa, les éléments p(i, j) (probabilité de transition de l’état i à l’état j) de la
matrice (m+ 1,m+ 1) de transition P1 correspondant aux états transitoires sont égaux à :

• pour i = 0, 1, . . . ,m et j = 1, 2, . . . ,m,

p(i, j) = P

((
(j − 0.5)g

r

)2

< χ2(p− 1, c) <

(
(j + 0.5)g

r

)2
)

où χ2(p− 1, c) est une variable aléatoire du χ2 non centrée avec p− 1 degrés de liberté et paramètre

de décentrage c =
(

(1−r)ig
r

)2

qui dépend de l’état i,

• pour j = 0,

p(i, 0) = P

(
χ2(p− 1, c) <

( g
2r

)2
)
.

L’ARL sous-contrôle de la carte MEWMA-CoDa est donc égal à

ARL = sᵀ(Im+1 −P1)−11m+1,

où 1m+1 = (1, 1, . . . , 1)ᵀ est un vecteur colonnem+1 de “1” et s est le vecteur des probabilités initiales,
i.e. s = (1, 0, 0, . . . , 0)ᵀ.

Concernant le cas hors-contrôle, Runger and Prabhu (1996) ont montré que la distribution Run Length
de qi pouvait être approximée en utilisant une chaîne de Markov deux dimensions avec Yi ∈ Rp−1 parti-
tionné en Yi1 ∈ R avec une moyenne non nulle δ et Yi2 ∈ Rp−2 avec une moyenne nulle. Ensuite nous
avons qi = ||Yi||2 = (Y 2

i1 +Yᵀi2Yi2)
1
2 . Comme dans Runger and Prabhu (1996), nous pouvons aussi utiliser

pour la carte MEWMA-CoDa une chaîne de Markov à deux dimension pour Y 2
i1 et ||Yi2||2. La composante

Y 2
i1 peut être approximée en utilisant l’approche de la chaîne de Markov proposée par Lucas and Saccucci

(1990). Les valeurs de ||Yi2||2 peuvent être approximées par la même méthode que celle utilisée pour le cas
sous-contrôle, décrit ci-dessus, p− 2 remplaçant p− 1, voir Runger and Prabhu (1996).



7.3. LE MODÈLE DE CHAÎNE DE MARKOV 124

Concernant Yi1, la probabilité de transition h(i, j) de l’état i à l’état j est utilisée pour analyser le
composant hors-contrôle. Dans ce cas, le nombre d’états de la chaîne de Markov est choisi pour être égal à
2m1 + 1. Par conséquent, pour i = 1, 2, . . . , 2m1 + 1 et j = 1, 2, . . . , 2m1 + 1 nous avons

h(i, j) = Φ

(−UCL′ + jg1 − (1− r)ci
r

− δ
)
− Φ

(−UCL′ + (j − 1)g1 − (1− r)ci
r

− δ
)

où Φ représente la fonction de répartition de la loi normale et où ci = −UCL′ + (i− 0.5)g1 est le point
central de l’état i avec g1 = 2UCL′

2m1+1
comme largeur de chaque état.

Concernant Yi2, la probabilité de transition v(i, j) de l’état i à l’état j est utilisée pour analyser le
composant sous-contrôle. Dans ce cas, la région de contrôle est divisée en m2 + 1 états de transition. La
probabilité de transition v(i, j) a la même expression que dans le cas sous-contrôle, excepté le fait que p−2
remplace p− 1, i.e.

• pour i = 0, 1, 2, . . . ,m2 et j = 1, 2, . . . ,m2, nous avons

v(i, j) = P

((
(j − 0.5)g2

r

)2

< χ2(p− 2, c) <

(
(j + 0.5)g2

r

)2
)

où c =
(

(1−r)ig2
r

)2

et la largeur des états est g2 = 2UCL′

2m2+1
.

• pour j = 0,

v(i, 0) = P

(
χ2(p− 2, c) <

( g2

2r

)2
)

Soit P2 la matrice de probabilité de transition de la chaîne de Markov bidimensionnelle. Etant donné
que Yi1 est indépendant de Yi2, nous avons P2 = H ⊗ V, où H est la matrice (2m1 + 1, 2m1 + 1) des
probabilités de transition de Yi1 avec des éléments h(i, j), V est la matrice (m2 + 1,m2 + 1) des proba-
bilités de transition de ||Yi2||2 avec des éléments v(i, j) et ⊗ désigne le produit de Kronecker. La matrice
des probabilités de transition P2 comprend les probabilités de transition entre tous les états transitoires et
certain états absorbants de la chaîne de Markov.

Soit T la matrice (2m1 + 1)× (m2 + 1) définie comme

T(α, β) =

{
1 si l’état (α, β) est transitoire
0 sinon

Soit P la matrice des probabilités de transition qui contient tous les états transitoires de la chaîne de
Markov. Ensuite nous avons P = T(α, β)� P2 où le symbole � indique la multiplication matricielle élé-
ment par élément (à ne pas confondre avec l’opérateur powering pour le simplex introduit dans la Section
2.3).

Finalement, l’ARL hors-contrôle de la carte MEWMA-CoDA est défini comme ARL = sᵀ(I−P)−11
où s est le vecteur des probabilités initiales avec tous les composants égaux à zéro, sauf le composant
correspondant à l’état (α, β) = (m1 + 1, 0) qui est égal à 1. Dans le cas particulier où m1 = m2 = m, le
composant de s qui est égal à 1 est le (m(m + 1) + 1)ème (voir Lee and Khoo (2006)). Il est important de
noter que plus le nombre d’états sera grand plus précis sera le calcul de l’ARL. L’effet du nombre d’états
sur le calcul des valeurs ARL est discuté par Molnau et al. (2001).
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7.4 Performance de la carte de contrôle MEWMA-CoDa

La conception statistique de la carte de contrôle MEWMA-CoDa consiste à sélectionner les couples opti-
maux (r,H) qui minimisent l’ARL hors-contrôle pour un changement prévu δ soumis à une contrainte sur
l’ARL sous-contrôle. Ces couples optimaux peuvent être obtenus en utilisant les deux étapes suivantes :

1. Trouver l’ensemble des couples de conception (r,H) tel queARL = ARL0 (oùARL0 est une valeur
prédéfinie de l’ARL sous-contrôle).

2. Choisir, parmi ces couples de conception (r,H), le couple (r∗, H∗) qui fournit la meilleure perfor-
mance statistique, i.e. la plus petite valeur de l’ARL hors-contrôle pour un changement particulier δ
dans le vecteur µ∗.

Il convient de noter que pour des raisons de calcul, (i.e. convergence de la chaîne de Markov), la va-
leur de r∗ ne doit pas être trop petites (dans ce cas, l’approche de la chaîne de Markov donne des ré-
sultats peu fiables). Ce fait a été cité dans de nombreux articles (voir Tran et al. (2016b) et Castagliola
et al. (2011)), et, pour cette raison, nous avons choisi r∗ ∈ [0.05, 1]. La Table 7.1 présente les couples
optimaux (r∗, H∗) et les ARLs hors-contrôle correspondant pour des valeurs sélectionnées du nombre
p ∈ {3, 5, 10, 20} des variables, de l’ARL sous-contrôle ARL0 ∈ {200, 500, 1000} et de la taille du chan-
gement δ ∈ {0.25, 0.5, 0.75, 1.00, 1.25, 1.5, 1.75, 2.00}.
Quelques conclusions simples peuvent être tirées de la Table 7.1

• Lorsque la valeur attendue de la taille du changement δ augmente, la valeur de r∗ augmente, aussi.
Par exemple, lorsque p = 3 et ARL0 = 200, nous avons r∗ = 0.0500 (0.1445) si δ = 0.25 (1.00).
Lorsque δ augmente, la valeur de H∗ augmente. Par exemple, lorsque p = 3 et ARL0 = 200, nous
avons H∗ = 7.3568 (9.2157) si δ = 0.25 (1.00).

• Compte tenu des valeurs de δ et ARL0, la conception statistique optimale (r∗, H∗) dépend de p. En
particulier, plus la valeur de p augmente, plus la valeur de r∗ diminue et celle de H∗ augmente. Par
exemple, lorsque δ = 1 et p = 3 nous avons (r∗, H∗) = (0.1445, 9.2157). Lorsque δ = 1 et p = 20
nous avons (r∗, H∗) = (0.0998, 35.6484).

En comparaison, la Table 7.2 présente les valeurs des ARLs hors-contrôle pour les cartes MEWMA-
CoDa (à gauche) et Vives-Mestres et al. (2014b)’s T 2

C (à droite) pour des valeurs sélectionnées du nombre
des variables p ∈ {3, 5, 10, 20}, de l’ARL sous-contrôleARL0 ∈ {200, 500, 1000} et de la taille de change-
ment δ ∈ {0.25, 0.5, 0.75, 1.00, 1.25, 1.5, 1.75, 2.00}. A notre connaissance, la carte de contrôle de Vives-
Mestres et al. (2014b)’s T 2

C est la seule alternative trouvée dans la littérature pour la carte de contrôle
MEWMA-CoDa. A partir de la Table 7.2 nous pouvons conclure que

• La carte de contrôle MEWMA-CoDa est toujours plus efficace que la carte de contrôle T 2
C . Par

exemple, lorsque p = 3, ARL0 = 200 et δ = 0.25, nous avons ARL = 64.6 pour la carte MEWMA-
CoDa et ARL = 115.5 pour la carte T 2

C .

• Compte tenu des valeurs de δ et ARL0, les valeurs de l’ARL hors-contrôle dépendent de p. En
particulier, plus la valeur de p est grande, plus la valeur de l’ARL augmente. Par exemple, lorsque
δ = 1 et p = 3, nous avons ARL = 9.9 pour la carte MEWMA-CoDa et ARL = 41.9 pour la carte
T 2
C . Lorsque δ = 1, p = 20, nous avons ARL = 18.9 pour la carte MEWMA-CoDa et ARL = 115.2

pour la carte T 2
C .



7.4. PERFORMANCE DE LA CARTE DE CONTRÔLE MEWMA-CODA 126

δ p = 3 p = 5 p = 10 p = 20
ARL0 = 200

0.25 (0.0500, 7.3568) (0.0500, 11.2273) (0.0500, 19.2578) (0.0500, 33.2742)
0.50 (0.0550, 7.5453) (0.0500, 11.2273) (0.0500, 19.2578) (0.0500, 33.2742)
0.75 (0.0948, 8.5490) (0.0873, 12.4657) (0.0774, 20.5009) (0.0674, 34.3931)
1.00 (0.1445, 9.2157) (0.1296, 13.2045) (0.1147, 21.4453) (0.0998, 35.6484)
1.25 (0.1968, 9.6306 (0.1769, 13.6971) (0.1545, 22.0479) (0.1346, 36.4518)
1.50 (0.2540, 9.9220) (0.2291, 14.0433) (0.1993, 22.4835) (0.1719, 37.0096)
1.75 (0.3137, 10.1246) (0.2813, 14.2746) (0.2440, 22.7772) (0.2117, 37.4140)
2.00 (0.3759, 10.2692) (0.3361, 14.4426) (0.2938, 23.0040) (0.2540, 37.7142)

ARL0 = 500

0.25 (0.0500, 9.6018) (0.0500, 13.8784) (0.0500, 22.5949) (0.0500, 37.5582)
0.50 (0.0500, 9.6018) (0.0500, 13.8784) (0.0500, 22.5949) (0.0500, 37.5582)
0.75 (0.0774, 10.3712) (0.0699, 14.5526) (0.0624, 23.1367) (0.0525, 37.7065)
1.00 (0.1197, 11.0383) (0.1072, 15.3049) (0.0923, 23.9846) (0.0799, 38.8780)
1.25 (0.1669, 11.4698) (0.1470, 15.7753) (0.1271, 24.5767) (0.1097, 39.6292)
1.50 (0.2167, 11.7554) (0.1943, 16.1265) (0.1669, 25.0037) (0.1445, 40.1821)
1.75 (0.2689, 11.9542) (0.2415, 16.3560) (0.2092, 25.3010) (0.1794, 40.5509)
2.00 (0.3261, 12.1017) (0.2913, 16.5208) (0.2540, 25.5149) (0.2192, 40.8409)

ARL0 = 1000

0.25 (0.0500, 11.2592) (0.0500, 15.7739) (0.0500, 24.9034) (0.0500, 40.4497)
0.50 (0.0500, 11.2592) (0.0500, 15.7739) (0.0500, 24.9034) (0.0500, 40.4497
0.75 (0.0674, 11.7607) (0.0600, 16.1141) (0.0525, 25.0103) (0.0500, 40.4497)
1.00 (0.1047, 12.4177) (0.0923, 16.8422) (0.0799, 25.8639) (0.0699, 41.2729)
1.25 (0.1470, 12.8474) (0.1321, 17.3555) (0.1122, 26.4529) (0.0973, 41.9795)
1.50 (0.1943, 13.1448) (0.1744, 17.6888) (0.1495, 26.8745) (0.1271, 42.4713)
1.75 (0.2440, 13.3484) (0.2192, 17.9186) (0.1868, 27.1490) (0.1619, 42.8491)
2.00 (0.2963, 13.4913) (0.2664, 18.0817) (0.2291, 27.3615) (0.1968, 43.1058)

TABLE 7.1 : Valeurs optimales (r∗, H∗) de la carte MEWMA-CoDa lorsque ARL0 = {200, 500, 1000}
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δ p = 3 p = 5 p = 10 p = 20
ARL0 = 200

0.25 (64.6, 115.5) (75.8, 138.1) (91.1, 159.1) (106.3, 172.7)
0.50 (26.4, 76.9) (31.7, 101.3) (39.6, 129.0) (49.3, 150.0)
0.75 (15.1, 55.3) (18.1, 77.4) (22.8, 106.2) (28.7, 131.1)
1.00 (9.9, 41.9) (11.9, 61.0) (15.0, 88.7) (18.9, 115.2)
1.25 (7.1, 32.9) (8.5, 49.2) (10.7, 74.9) (13.5, 101.7)
1.50 (5.4, 26.6) (6.4, 40.5) (8.1, 63.9) (10.2, 90.2)
1.75 (4.3, 22.0) (5.1, 33.9) (6.4, 55.0) (8.0, 80.3)
2.00 (3.5, 18.5) (4.1, 28.7) (5.2, 47.7) (6.5, 71.8)

ARL0 = 500

0.25 (102.9, 265.7) (126.1, 327.1) (160.5, 385.5) (197.5, 423.7)
0.50 (34.6, 167.7) (41.8, 230.0) (53.6, 304.0) (69.3, 361.7)
0.75 (18.8, 115.9) (22.6, 169.7) (28.5, 244.1) (36.0, 310.8)
1.00 (12.1, 84.9) (14.4, 129.7) (18.2, 199.1) (23.0, 268.6)
1.25 (8.5, 64.8) (10.1, 101.9) (12.7, 164.6) (16.1, 233.5)
1.50 (6.4, 51.1) (7.6, 81.9) (9.5, 137.6) (11.9, 204.0)
1.75 (5.0, 41.2) (5.9, 67.0) (7.4, 116.2) (9.3, 179.0)
2.00 (4.1, 33.9) (4.8, 55.6) (5.9, 99.0) (7.4, 157.9)

ARL0 = 1000

0.25 (145.2, 499.9) (184.1, 628.5) (245.7, 753.4) (315.8, 835.8)
0.50 (41.6, 303.7) (50.7, 428.6) (66.4, 582.0) (88.9, 704.3)
0.75 (21.8, 204.0) (26.0, 308.5) (32.7, 458.9) (41.6, 597.8)
1.00 (13.8, 145.9) (16.3, 230.7) (20.5, 368.1) (26.0, 510.6)
1.25 (9.6, 109.1) (11.3, 177.9) (14.2, 299.5) (17.9, 438.8)
1.50 (7.2, 84.3) (8.4, 140.4) (10.5, 246.7) (13.2, 379.3)
1.75 (5.6, 66.9) (6.5, 113.0) (8.1, 205.6) (10.2, 329.4)
2.00 (4.5, 54.2) (5.3, 92.4) (6.5, 173.0) (8.1, 287.5)

TABLE 7.2 : Comparaison entre l’ARL hors-contrôle de la carte MEWMA-CoDa (côté gauche) et la carte
T 2
C (côté droit) lorsque ARL0 = {200, 500, 1000}
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FIGURE 7.1 : Simplex S3 (également appelé diagramme ternaire) et correspondant coordonnées ilr dans R2

avec le ellipse de confiance 95% pour les paramètres de la phase II µ∗0 et Σ∗

7.5 Un exemple illustratif

Le contexte de l’exemple présenté ici est similaire à celle introduite dans Holmes and Mergen (1993), Sul-
livan and Woodall (1996), Montgomery (2013) et Vives-Mestres et al. (2014b), i.e. les données décrivent la
distribution granulométrique (pourcentage en poids) pour une usine de travaux publiques en Europe. Selon
Vives-Mestres et al. (2014b), il y a 4 points hors-contrôle (#1, #26, #45 and #52) dans la base de données
à trois composants de taille grande (L), moyenne (M) et petite (S). Après avoir enlevé ces points hors-
contrôle, l’ensemble des données de la phase I est présenté dans la Table 7.3. Les valeurs des paramètres
µ∗0 et Σ∗ ont été estimées

µ∗0 =

(
1.962
1.184

)
,

et

Σ∗ =

(
0.099 −0.022
−0.022 0.088

)
,

Concernant la phase II, l’ensemble des données avec une taille d’échantillon n = 1 est simulé et présenté
dans la Table 7.4. Le simplex S3 (aussi appelé diagramme ternaire) et les coordonnées ilr de la composition
correspondante dans R2 avec une ellipse de confiance de 95% pour les paramètres de la Phase II µ∗0 et
Σ∗ sont tracées dans la Figure 7.1. Dans ce cas, une taille de changement δ = 0.25 dans µ∗ doit être
interprété comme un signal que quelque chose se passe mal dans le système de production. Pour cette
raison, le praticien de la qualité fixe la taille de changement prévu à δ = 0.25 et décide de mettre en
œuvre une carte de contrôle MEWMA-CoDa. Pour n = 1 et δ = 0.25, les paramètres optimaux pour
la carte de contrôle MEWMA-CoDa sont r = 0.05 et H = 7.3568 (voir la Table 7.1). Le processus est
supposé fonctionner sous-contrôle jusqu’à l’échantillon #10. Ensuite, entre les échantillons #10 et #11 nous
avons simulé l’apparition d’une cause spéciale modifiant µ∗0 = (1.962, 1.184)ᵀ à µ∗1 = (2.070, 1.157)ᵀ, i.e.
δ = 0.34. La Figure 7.2 présente la carte MEWMA-CoDa qui signale l’occurrence d’une situation hors-
contrôle au niveau du point #16 au dessus de la limite de contrôle H = 7.3568 (voir les valeurs en gras dans
la Table 7.4). En comparaison, nous avons également tracé la carte de contrôle T 2

C de Vives-Mestres et al.
(2014b) dans la Figure 7.3 avec H = 10.5966. Les valeurs correspondantes sont également données dans la
Table 7.4. Comme on peut le voir, la carte de contrôle T 2

C ne parvient pas totalement à détecter la situation
hors-contrôle détectée par la carte de contrôle MEWMA-CoDa.
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i M S L x∗i,1 x∗i,2 i M S L x∗i,1 x∗i,2
1 92.60 4.20 3.20 2.19 1.48 27 83.60 9.00 7.40 1.58 1.07
2 91.70 3.10 5.20 2.40 0.96 28 84.80 8.40 6.80 1.63 1.12
3 86.90 9.60 3.50 1.56 1.72 29 87.10 6.60 6.30 1.82 1.09
4 90.40 6.70 2.90 1.84 1.75 30 87.20 6.70 6.10 1.81 1.12
5 92.10 3.30 4.60 2.35 1.09 31 87.30 6.10 6.60 1.88 1.02
6 91.50 4.10 4.40 2.20 1.21 32 84.80 9.00 6.20 1.59 1.22
7 90.30 4.70 5.00 2.09 1.16 33 87.40 6.10 6.50 1.88 1.03
8 85.10 6.50 8.40 1.82 0.84 34 86.80 7.20 6.00 1.76 1.17
9 89.70 6.10 4.20 1.90 1.40 35 88.80 6.40 4.80 1.86 1.31
10 92.50 3.70 3.80 2.28 1.29 36 89.80 5.30 4.90 2.00 1.22
11 91.80 3.90 4.30 2.23 1.21 37 86.90 7.30 5.80 1.75 1.20
12 91.70 4.60 3.70 2.12 1.40 38 83.80 9.00 7.20 1.58 1.09
13 90.30 5.90 3.80 1.93 1.47 39 89.20 5.20 5.60 2.01 1.10
14 94.50 2.90 2.60 2.46 1.51 40 84.50 8.60 6.90 1.62 1.11
15 94.50 2.80 2.70 2.49 1.47 41 84.40 8.20 7.40 1.65 1.04
16 88.70 3.40 7.90 2.31 0.64 42 84.30 6.80 8.90 1.78 0.81
17 84.60 8.80 6.60 1.60 1.16 43 89.80 2.00 8.20 2.69 0.40
18 90.70 5.30 4.00 2.01 1.39 44 90.40 2.90 6.70 2.43 0.72
19 90.20 7.30 2.50 1.78 1.90 45 90.10 4.00 5.90 2.20 0.95
20 92.70 3.50 3.80 2.32 1.27 46 83.60 7.70 8.70 1.69 0.87
21 91.50 5.70 2.80 1.96 1.71 57 88.00 5.60 6.40 1.95 1.02
22 91.80 5.30 2.90 2.02 1.66 48 84.70 6.90 8.40 1.77 0.86
23 90.60 6.10 3.30 1.91 1.60 49 93.00 1.90 5.10 2.75 0.78
24 87.30 5.50 7.20 1.95 0.91 50 91.40 3.60 5.00 2.29 1.05
25 82.60 10.40 7.00 1.47 1.17 51 86.20 8.80 5.00 1.61 1.39
26 83.50 10.50 6.00 1.47 1.30 52 87.20 6.90 5.90 1.79 1.16

TABLE 7.3 : L’ensemble de données avec les coordonnées ilr en phase I après le retrait des points hors-
contrôle de Vives-Mestres et al. (2014b)
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FIGURE 7.2 : La carte de contrôle MEWMA-CoDa pour les données de exemple
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i M S L x∗i,1 x∗i,2 Qi T 2
C,i

1 84.05 8.99 6.96 1.58 1.12 0.169 1.730
2 87.57 4.51 7.92 2.10 0.75 0.395 2.132
3 89.15 4.59 6.26 2.10 0.96 0.599 0.649
4 92.09 4.18 3.73 2.19 1.36 0.262 1.102
5 84.40 8.11 7.49 1.66 1.02 0.548 1.586
6 89.09 6.11 4.80 1.89 1.29 0.387 0.150
7 87.36 5.38 7.26 1.97 0.89 0.789 1.007
8 85.50 5.88 8.62 1.89 0.78 1.692 2.152
9 90.43 4.56 5.01 2.11 1.14 1.498 0.230

10 92.65 3.02 4.33 2.42 1.10 1.422 2.133
11 92.41 2.58 5.01 2.53 0.92 2.342 3.512
12 92.99 3.54 3.47 2.31 1.35 2.284 1.951
13 93.00 2.69 4.31 2.51 1.06 3.598 2.991
14 94.73 2.71 2.56 2.51 1.50 4.749 5.358
15 92.83 2.91 4.26 2.45 1.103 6.476 2.403
16 87.90 3.79 8.31 2.22 0.64 7.731 3.511
17 92.22 4.10 3.68 2.20 1.36 7.917 1.211
18 92.33 3.96 3.71 2.23 1.34 8.415 1.259
19 90.29 3.94 5.77 2.21 0.97 9.148 0.954
20 91.61 3.78 4.61 2.25 1.14 9.968 0.865

TABLE 7.4 : Données de exemple avec coordonnées ilr et les statistiques surveillées par la carte MEWMA-
CoDa et la carte T 2
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CHAPITRE 7. CARTE DE CONTRÔLE POUR SURVEILLER DES DONNÉES DE TYPE

COMPOSITION AVEC UNE APPROCHE MEWMA

7.6 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons proposé la carte de contrôle MEWMA-CoDa à pour un vecteur aléatoire
de loi multi-normale défini comme l’inverse du log-ratio d’une p-composition. Nous avons présenté les
couples optimaux des paramètres de conception (r∗, H∗) et les ARL correspondant de la carte proposée
pour différentes valeurs de p, de l’ARL sous-contrôle et de la taille de changement. La comparaison des
performances numérique avec la carte Hotelling’s T 2

C pour la composition des données montre que la carte
MEWMA-CoDa a une sensibilité statistique meilleur que la carte T 2

C . Nous pensons que la surveillance en
ligne de données de type composition est un champ ouvert dans la recherche de la MSP digne de considé-
ration par les chercheurs en raison de sa gamme pluridisciplinaire d’applications.





8
Conclusions Générales & Perspectives

8.1 Conclusions Générales
Dans cette thèse, nous avons essayé de proposer systématiquement des nouvelles méthodes pour surveiller
le ratio ainsi que des données de type composition, sujets qui n’avaient que peu été traités dans la littéra-
ture jusqu’à présent. Le premier chapitre a introduit les bases de la M.S.P puis a permis de présenter les
principales cartes de contrôle par mesurage pour la moyenne, la médiane, l’écart-type et l’étendue et les
principales cartes de contrôle multivariées par variable. Dans ce premier chapitre, nous avons aussi listé les
principaux indicateurs basés sur le Run Length. Le second chapitre a permis de détailler les caractéristiques
statistiques du ratio empirique dans le cas de la loi normale ainsi que les concepts permettant l’analyse des
données de type composition. Nous présentons aussi un état de l’art restreint (de fait) des recherches ef-
fectuées dans le domaine du contrôle statistique de la qualité pour le ratio de valeurs moyennes (supposées
suivre des lois normales) et pour des données de type composition.

Dans cette thèse, une partie importante des travaux présentés a été basée sur les outils suivants :

• La détermination des propriétés de la distribution de probabilité du ratio.

• Les concepts permettant l’analyse des données de type composition.

• L’utilisation de chaînes de Markov permettant d’obtenir les diverses propriétés du Run Length.

• L’optimisation des paramètres optimaux qui minimisent l’ARL hors-contrôle pour des dérives prévus
du ratio sous-contrôle et du coefficient de corrélation soumis à une contrainte sur l’ARL sous-contrôle
pour les cartes de contrôle pour surveiller le ratio et les données de de type composition.

• L’évaluation des performances de la carte de contrôle Shewhart-RZ proposée avec erreurs de mesure
en utilisant le modèle d’erreur linéaire pour le ratio Z.

Ensuite, dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés aux cartes de contrôle unilatérale pour sur-
veiller le ratio de valeurs moyennes à l’aide de règles supplémentaires (règle 2-sur-3, 3-sur-4). Les limites
de contrôle LCLRRRZ et UCLRRRZ des cartes avec règles supplémentaires ont été obtenues. Une comparai-
son avec la carte Shewhart-RZ a montré que, en général, les cartes de contrôle pour surveiller le ratio avec
règles supplémentaires sont plus efficaces que le cartes de contrôle Shewhart-RZ pour des dérives faibles
du ratio nominal z0.
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Dans le chapitre 4, nous avons présenté deux cartes de contrôle EWMA unilatérales distinctes pour
surveiller le ratio Z = X

Y
de deux variables normales lorsque la taille de l’échantillon n > 1. Une approche

de type chaîne de Markov a été utilisée pour obtenir les valeurs de ARL, SDRL et EARL ainsi que les
paramètres optimaux des cartes EWMA-RZ. Pour chaque carte de contrôle unilatérale, nous avons calculé
les valeurs de l’ARL hors-contrôle pour différentes valeurs des coefficients de variation (γX , γY ) et du co-
efficient de corrélation ρ.

Dans le chapitre 5, nous avons présenté deux cartes de contrôle CUSUM-RZ unilatérales distinctes pour
surveiller le ratio de valeurs moyennes lorsque des sous-groupes de taille n > 1 sont collectées. L’évalua-
tion de la performance statistique des cartes de contrôle CUSUM-RZ est aussi basée sur une méthodologie
de type chaîne de Markov. Pour différentes valeurs des coefficients de variation (γX , γY ) et du coefficient
de corrélation sous-contrôle ρ, nous avons généré des tables et des figures présentant les valeurs optimales
hors-contrôle ARL1. En outre, la comparaison numérique avec la performance de la carte Shewhart-RZ et
des cartes EWMA-RZ montre que les cartes CUSUM-RZ ont globalement une meilleure sensibilité statis-
tique dans la plupart des cas.

Dans le chapitre 6, nous avons étudié les effets des erreurs de mesure sur les performances de la carte
de contrôle Shewhart-RZ en utilisant un modèle d’erreur linéaire : avec ce modèle, nous avons considéré
à la fois l’effet de l’erreur de précision et de l’erreur d’exactitude. Nous avons évalué la performance glo-
bale de la carte Shewhart-RZ en utilisant l’EARL comme critère de performance. Nous avons constaté
que la performance de la carte Shewhart-RZ est influencée par l’erreur de précision. En outre, les valeurs
d’EARL peuvent être également affectées lorsque les valeurs de (θX , θY ), i.e. la quantité d’erreur d’exac-
titude, ou la corrélation entre les erreurs ρM sont importantes. Par conséquent, dans la pratique, l’erreur
d’exactitude n’affecte pas de manière significative les performances de la carte de contrôle Shewhart-RZ
pour les niveaux habituels d’erreurs fournis par des instruments calibrés. Dans la plupart des cas, les valeurs
d’EARL en présence d’erreurs de mesure sont plus petites que les valeurs deEARL sans erreur de mesure.

Dans le chapitre 7, nous avons proposé la carte de contrôle MEWMA-CoDa pour les données de type
composition, sur la base de la transformation ilr, lorsque la taille de l’échantillon n > 1 et nous avons
évalué sa performance statistique. Nous avons présenté les couples optimaux des paramètres de conception
(r∗, H∗) ainsi que les valeurs d’ARL hors-contrôle de la carte proposée pour différentes valeurs de p, de
l’ARL sous-contrôle et de la taille du changement. La comparaison numérique des performances avec la
carte Hotelling’s T 2

C montre que la carte MEWMA-CoDa a une sensibilité statistique meilleur que la carte
T 2
C .

En définitive, il ne faut pas oublier que tous les résultats présentés dans cette thèse sont basés sur l’hy-
pothèse de normalité et d’indépendance des échantillons. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée, les résultats
présentés dans cette thèse doivent être ré-examinés.

8.2 Perspectives

Plusieurs travaux de recherche peuvent encore être réalisés dans le domaine des cartes de contrôles pour
surveiller le ratio et les données de type composition. Tous les résultats que nous avons obtenu se basent
essentiellement sur la normalité et l’indépendance des données. On peut donc imaginer de développer de
nouvelles recherches concernant la surveillance du ratio et des données de type composition :

• lorsque les données originales ne suivent plus une loi normale. On pourra alors s’intéresser soit à
fixer de nouvelles lois de probabilité (exponentielle ? gamma ? Weibull ? etc.) ou soit développer des
approches non-paramétriques.
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• lorsque les données originales sont autocorrélées en utilisant des modèles de type VAR (Vector Au-
toregression) ou VARMA (Vector Autoregression Moving-Average).

• lorsque les paramètres sont estimés, l’évaluation de la performance des cartes de contrôle est diffé-
rente de celle lorsque les paramètres sont connus. On pourra alors s’intéresser aux cartes du ratio
(Shewhart-RZ, RRRZ, EWMA-RZ, CUSUM-RZ,. . . ) avec paramètres estimés.

Finalement, il existe d’autres cartes telle que la carte VSI, VSS et la carte Double Sampling qui n’ont
pas été analysées dans le cas du ratio. Il existe aussi d’autres cartes telle que la carte MCUSUM, la carte
VSI MEWMA et la carte Double Sampling T 2, et qui n’ont été analysées dans le cas des données de type
composition.
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Surveillance de procédés de type mélange

Monitoring of mixture type processes

Résumé
Dans tous les secteurs industriels, la Maîtrise
Statistique des Procédés (MSP) est une méthode
de suivi de la production basée sur les
statistiques. Parmi les outils de la MSP, les cartes
de contrôle sont des outils très utiles pour la
détection et l’élimination des causes assignables
modifiant le processus. Il existe des processus de
production où plusieurs composants doivent être
mélangés ensemble pour obtenir une composition
de produit. Dans ce cas, il est nécessaire de
surveiller des ratios de variables qualité lorsque
les professionnels de qualité sont principalement
intéressés à la comparaison relative de la même
propriété pour les deux composants. Dans cette
thèse, nous avons essayé de proposer
systématiquement de nouvelles cartes de
contrôle pour le ratio et pour des données de type
composition qui n’ont pas encore été traitées
jusqu’à présent dans la littérature. Des cartes de
contrôle avec règles supplémentaires, des cartes
EWMA, des cartes CUSUM et une carte de
contrôle de type Shewhart en prenant en compte
les erreurs de mesure sont proposées pour le
ratio. De plus, une carte de type MEWMA pour
surveiller des données de type composition est
aussi proposée. Les performances de chacune
des cartes de contrôle ont été évaluées et les
paramètres optimaux ont été systématiquement
calculés. Une validation empirique des résultats a
été élaborée dans des processus industriels
existants.

Abstract
In industry, Statistical Process Control (SPC) is a
set of statistical techniques to monitor, control and
improve a process. Among SPC tools, control
charts are very useful tools for the detection and
the elimination of assignable causes shifting the
process. There exist manufacturing environments
where several components have to be mixed
together to obtain a product composition. In this
case, it is necessary to monitor ratios of quality
variables when quality practitioners are interested
in the relative comparison of the same property for
two components. In this thesis, we have tried to
systematically propose new control charts for the
ratio and for compositional data that have not yet
been proposed so far in the literature. Run rules
control charts, EWMA control charts, CUSUM
control charts and a Shewhart control chart in the
presence of measurement error have been
proposed for monitoring the ratio. Furthermore, a
MEWMA control chart to monitor compositional
data has also been proposed. The performance
of each control chart has been evaluated and the
optimal parameters have systematically been
computed. An empirical validation of the results
has been developed for real industrial processes.

Mots clés
Maîtrise statistique des procédés, Cartes de
contrôle, Ratio, Données de type composition.

Key Words
Statistical process control, Control charts, Ratio,
Compositional data.
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