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Chapitre 1

INTRODUCTION

L’exploration pétroliére vise & détecter et & estimer avec le plus de précision possible les ressources
en hydrocarbure du sous-sol. Ces hydrocarbures sont piégés dans des structures géologiques par nature
tri-dimensionnelles et d’une complexité plus ou moins grande. Pour leurs opérations d’exploration, les
compagnies pétroliéres consacrent un effort important de recherche dans le développement de nouveaux
outils afin de mieux déterminer la géométrie et la nature des réservoirs d’hydrocarbure. La méthode
la plus utilisée est la sismique réflexion. Cette méthode consiste & engendrer des ébranlements dans le
sol (grace a des explosifs, camions vibrateurs en sismique terrestre, canons & air ou i eau en sismique
marine) et & enregistrer en surface les ondes réfléchies par les discontinuités d’impédance acoustique.

Les structures géologiques qui nous intéressent sont de nature complexe et nécessitent des tech-
niques d’imagerie particuliéres. Dans ce contexte, la tomographie de réflexion est 1'une de ces méthodes.
Le but de la tomographie est la reconstruction du champ de vitesse de propagation et de la géométrie
des interfaces ou réflecteurs, a partir des temps de trajet des ondes sismiques associés & des réflexions
sur des interfaces géologiques. On parle alors d’inversion des temps d’arrivée. Nous choisissons une
paramétrisation pour les modéles de type «blocky» qui autorise des discontinuités de part et d’autre
des réflecteurs (par opposition aux modéles lisses). Le probléme direct consiste a calculer les temps
de trajet des ondes se propageant dans un milieu donné pour des réflecteurs donnés. Les données du
probléme direct sont donc les interfaces et la distribution de vitesse ainsi que le dispositif d’acquisition
des données, les inconnues sont les temps de trajet. Le probléme inverse consiste & comparer les temps
agsociés aux réflexions majeures pointés sur les sections sismiques et les temps calculés par le probléme
direct dans le modéle courant. Le modéle ajustant «au mieux» les temps pointés est la solution du
probléme inverse.

Le modéle solution de ce probléme inverse est le modéle qui minimise une fonctionnelle de type
moindres carrés mesurant les écarts entre les temps de trajet mesurés et les temps de trajet calculés par
tracé de rayons dans ce modéle (probléme direct). Ce probléme non linéaire est résolu par la méthode
de Gauss-Newton, par linéarisations successives. Ce modéle obtenu est un modéle parmi les modéles
admissibles. En effet, 'accés au temps de trajet peut étre trés difficile dans le cas de structures géolo-
giques complexes. Il est souvent difficile de distinguer les événements qui nous intéressent : repérer les
réflexions, savoir & quelles interfaces géologiques elles correspondent, etc. Ces temps de trajet observés,
données d’entrée de la tomographie, entachés d’erreur et plus généralement la sous-détermination du
probléme inverse entrainent des incertitudes sur le modéle solution de la tomographie de réflexion. Il
est alors essentiel de quantifier ces incertitudes.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Clagsiquement 1’analyse de la solution du probléme inverse consiste & comparer les écarts entre les
temps de trajet observés et les temps de trajet calculés en calculant la valeur du résidu moyen et la
valeur du résidu maximum, et en étudiant la répartition spatiale de ces résidus (zones locales avec des
résidus élevés). Cette analyse est souvent insuffisante : ce modéle est un des modeéles qui vérifie les
données, une analyse plus fine devra étre menée pour quantifier I’ensemble des modéles admissibles
que nous pouvons obtenir & partir de ces données.

Le travail de la thése a consisté & étudier et & développer différentes méthodes d’estimation des
incertitudes a posteriori.

Aprés un état des lieux du contexte de notre étude (chapitre 2) et une présentation détaillée du
probléme de tomographie de réflexion (chapitre 3), le travail de thése a concerné les méthodes étu-
diées pour accéder aux incertitudes sur le modéle solution. A ce niveau nous faisons un point sur les
méthodes classiques d’analyse des incertitudes a posteriori et proposons deux approches appropriées a
notre probléme (chapitre 4).

Pour cette étude des différentes méthodes d’estimation des incertitudes a posteriori nous nous
placons dans le cadre linéarisé, c’est & dire au voisinage de la solution. Comme cela a été fait par
Tarantola, 1987, et Gouveia et Scales, 1997, nous étudierons la matrice de covariance a posteriori (voir
aussi der Sluis and der Vost, 1987, Nolet et al., 1999). L’analyse de cette matrice (inverse de la matrice
Hessienne) donne les incertitudes sur le modéle solution mais son calcul est généralement trés coiteux
(la matrice est de grande taille pour des problémes 3D) et Uinterprétation physique des résultats est
difficile. Nous ménerons ensuite une analyse d’incertitude analogue a celle faite par Delprat-Jannaud
et Lailly, 1992, par exemple. Elle repose sur l'analyse des valeurs propres et vecteurs propres de la
matrice hessienne et permet d’accéder aux directions de modéle les mieux (respectivement moins bien)
déterminées, a condition d’utiliser la norme appropriée.

Aprés avoir établi les limites de chacune de ces méthodes, nous proposerons deux approches adap-
tées & notre probléme pour quantifier les incertitudes sur le modéle solution de la tomographie de
réflexion : la méthode de simulation de modéles et 'approche macro-paramétre.

La premiére permet d’échantillonner la fonction de densité de probabilité a posteriori et donc de
simuler des modéles équiprobables. La seconde permet de calculer les variances de quantités géologiques
intéressantes, décrites par des combinaisons linéaires de paramétres (ce que nous appelons des «macro-
paramétresy ), avec un temps de calcul réduit (les matrices qui sont manipulées sont réduites a 'espace
des macro-paramétres). Ce formalisme général permet une grande flexibilité pour la construction des
macro-paramétres (moyenne de la vitesse dans une région, épaisseur d’une couche, volume d’un piége
pétrolier). Cependant, nous devons garder en téte que cette approche (comme les approches classiques)
est valide uniquement dans un voisinage du modéle solution (cadre linéarisé) et que les cas complexes
peuvent nécessiter une approche non linéaire.

Une deuxiéme étape de la thése est consacrée & I’ étude des limites de ces deux méthodes de calcul
d’incertitude et du réalisme de ces incertitudes (chapitre 5). En effet, analyse via ces deux approches
a été réalisée jusqu’alors, sous certaines hypothéses : cadre linéaire (au voisinage de la solution), a
paramétrisation fixée, poids de régularisation fixés, échantillonnage des données fixé, etc. Le but est
donc de relaxer ces hypothéses et de voir 'influence sur les incertitudes calculées. Chaque étude est
illustrée par une application sur un exemple synthétique.

12



L’analyse d’incertitude linéarisée permet de délimiter I’ensemble des modéles solutions possibles
qui vérifient, avec la précision espérée, les données temps de trajet et I'information a priori. Néanmoins
cette approche est uniquement valide au voisinage du modéle solution et les cas complexes peuvent
nécessiter une approche non-linéaire qui consiste a rechercher les minima locaux de la fonction cott
(chapitre 6). Une approche expérimentale consiste & résoudre le probléme inverse sous contraintes (par
exemple sur la position d’un réflecteur, sur un gradient vertical de vitesse, etc.) en vue de tester diverses
hypothéses ou scenarii géologiques. On réalise donc plusieurs inversions permettant de tester différents
scenarii géologiques en vue de délimiter ’espace des solutions admissibles. Ces limites de ’approche
linéarisée seront illustrées par deux applications sur données réelles 2D et 3D.

13
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Chapitre 2

CONTEXTE

2.1 Introduction générale

La géophysique est la discipline scientifique qui s’attache & ’étude des phénomeénes physiques affec-
tant le globe terrestre et son atmosphére (Dictionnaire Universel Francophone, Hachette). Elle permet
la description du sous-sol, & partir de mesures télémétriques.

L’exploration pétroliére vise & détecter et & estimer, avec autant de précision que possible, les res-
sources en hydrocarbures du sous-sol. Ces hydrocarbures sont piégés dans des structures géologiques
par nature tridimensionnelles et d’une complexité plus ou moins grande. Pour leurs opérations d’explo-
ration, les compagnies pétroliéres consacrent un effort important de recherche dans le développement
de nouveaux outils afin de mieux déterminer la géométrie et la nature de leurs réservoirs d’hydrocar-
bures.

Parmi les techniques utilisées a grande échelle pour caractériser le sous-sol, on trouve des mesures
gravimétriques, magnétiques, électriques, électromagnétiques et sismiques. Les premiéres s’intéressent
aux variations locales du champ de pesanteur, significatives d’une variation de la densité des roches
sous-jacentes; les secondes travaillent sur la variation du champ magnétique terrestre, ou du para-
métre de conductivité du sous-sol pour les deux suivantes. Enfin les mesures sismiques dépendent des
caractéristiques de propagation des ondes des roches traversées. On trouve ici deux grandes familles
de disciplines, travaillant soit au moyen de signaux naturels créés par les tremblements de terre, soit
de signaux générés par des ébranlements artificiels produits par explosion ou par vibrations du sol.

A plus petite échelle, de multiples techniques existent, pour caractériser différentes propriétés des
roches. Ainsi, le grand nombre d’outils de sondage de puits (logging) existant actuellement illustre la
quantité importante de méthodes concevables.

Ces différentes techniques sont appliquées en exploration pétroliére, en fonction de ’état d’avance-
ment de la recherche en cours. Les techniques gravimétriques et magnétiques sont utilisées a 1’échelle du
bassin sédimentaire, pour une premiére définition des prospects envisageables. Les techniques sismiques
(avec signal généré) permettent une image précise de la géométrie des couches sédimentaires, et une
localisation des piéges pétroliers potentiels. Enfin, les sondages de puits conduisent & un ajustement
fin des modéles de remplissage sédimentaire, et au calibrage des modéles de propagation des fluides.

15



CHAPITRE 2. CONTEXTE

Dans ce contexte, la tomographie® qui contribue a retrouver la structure du sous-sol revét un intérét
stratégique.

Bois et al., 1971, ont introduit la tomographie pour la sismique de transmission, méthode trés
proche de la tomographie médicale. Plus tard, Bording et al., 1987, et Bishop et al., 1985, ont dé-
veloppé la tomographie de réflexion. Au lieu de rayons X, les sismologues! utilisent, pour imager la
surface proche de la Terre, les ondes sismiques, résultant de tremblements de terre importants. Ces
ondes traversent la Terre et ralentissent ou s’accélérent en profondeur. Les données de la tomographie
sismique sont des temps de propagation de 'onde entre 1’épicentre du séisme et diverses stations sur le
globe terrestre. Ces mesures permettent une estimation des variations de vitesses sismiques associées.
Cette tomographie permet de reconstituer au moins d’une maniére approchée la structure des roches
traversées par les ondes sismiques.

Nous allons nous intéresser dans tout ce qui va suivre au probléme de sismique réflexion (Lavergne,
1986). La prospection par réflexion sismique est une méthode de la géophysique appliquéet utilisée
dans la recherche du pétrole et qui permet d’obtenir des informations structurales et/ou quantitatives
sur les couches géologiques du sous-sol jusqu’a plusieurs kilométres de profondeur.

Dans une campagne de réflexion sismique, on déplace, sur la surface de la région de la Terre a
explorer, un dispositif constitué d’une source sismique, camion vibrateur ou explosif enterré en sis-
mique terrestre, canon & eau ou autre dispositif immergé dans la mer a quelques dizaines de métres
en sismique marine, I’autre partie du dispositif étant constituée d’une nappe de capteurs. En sismique
terrestre, ces capteurs sont des géophones et mesurent, en fonction du temps, le mouvement du sol
aux points o ils sont placés. En sismique marine, les capteurs sont des hydrophones placés a quelques
métres de profondeur et mesurent, toujours en fonction du temps, la pression dans ’eau. Actuellement,
on développe des campagnes, essentiellement pour le «monitoring» des exploitations des gisements de
pétrole, ol en plus des hydrophones on ajoute des capteurs de la méme nature que ceux utilisés en
sismique terrestre et posés au fond de la mer.

Pour chaque «tiry, ¢’est & dire chaque position de la source et pour chaque capteur, on dispose donc,
en général d’une fonction réelle du temps. C’est & partir de cette famille de fonctions d’une variable, le
temps, famille indicée par les positions des sources et des capteurs qu’il faut extraire des informations
sur la constitution du sous-sol. On notera que ces fonctions ne sont que les enregistrements, observés
en surface, des échos et réverbérations des ondes acoustiques et élastiques qui se propagent a la suite
de chaque tir. Compte-tenu de la complexité des phénoménes de propagation des vibrations dans le
sous-sol et du fait que les signaux importants sont de petites amplitudes donc noyés dans du «bruity,
I’extraction de l'information n’est pas possible sans traitements numériques. Le traitement a donc pour
but Pamélioration du rapport signal sur bruit et la mise en forme de l'information pour faciliter I'in-
terprétation.

*Le terme «tomographie» (du grec tomos : coupe) provient du fait que les données du probléme sont les intégrales,
le long de lignes appelées rayons, de I'inverse de la vitesse des ondes sismiques.

TA noter la différence entre le terme de «sismologie» qui s’attache 3 Pétude des séismes, et plus généralement des
mouvements du sous-sol, et celui de «sismique» qui associé & la prospection correspond & une méthode géophysique qui
va étre détaillée par la suite.

La plupart des méthodes de la géophysique, les mesures du champ de gravité de la Terre, puis du champ magnétique,
les sondages électriques et électromagnétiques, et bien siir exploitation des données de la sismologie, conduisent d’ailleurs
4 des problémes inverses.
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2.2. PRINCIPAUX CONCEPTS GEOPHYSIQUES POUR «IMAGER» LE RESERVOIR

Fi1G. 2.1 - Illustration de ’interprétation d’une coupe sismique : les événements sismiques
identifiés par des marques de couleur correspondent & des contrastes de vitesse majeur. (D’aprés Broto,
1996).

Aprés traitement des données, on obtient une premiére image de la coupe plane verticale appelée
section sismique (voir Figure 2.1). Le but de la tomographie est la reconstruction du champ de vitesse de
propagation et des interfaces ou réflecteurs, a partir des temps de trajet des ondes sismiques associés a
des réflexions sur des interfaces géologiques. On parle alors d’inversion des temps d’arrivée et le modéle
de vitesse obtenu sera alors utilisé pour 'imagerie des réservoirs.

2.2 Principaux concepts géophysiques pour «imager» le réservoir

L’imagerie sismique des premiers kilométres du sous-sol constitue I'une des étapes initiales & mettre
en oeuvre avant toute phase d’exploitation pétroliére. Elle permet d’obtenir une premiére représenta-
tion des structures géologiques et d’avoir une idée de la localisation des réservoirs potentiels, pour
autant que 'image soit de bonne qualité. Une image mal focalisée peut conduire & sur ou sous estimer
la capacité potentielle d’un réservoir et donc modifier son intérét économique, ou encore i implanter
des puits dans des zones sans pétrole.

La construction d’une image du sous-sol de bonne qualité, directement utilisable par le géologue,
s’obtient de maniére non triviale par 'opération dite de migration qui permet de repositionner en pro-
fondeur les données enregistrées en temps 4 la surface aprés leur avoir fait subir un premier traitement
(corrections d’amplitudes, filtrage du bruit, déconvolution, élimination des multiples (Pellé, 2003), cor-
rections statiques, etc.).

Cette étape nécessite la disponibilité d’une modélisation de la loi physique liant le domaine temps

et le domaine profondeur et d’un modéle de vitesse du sous-sol. Actuellement, différentes méthodes
permettent de résoudre la conversion temps-profondeur de facon fiable, méme dans le cas de propaga-
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tion des ondes les plus complexes. En particulier, dans le cas de milieux présentant des réflecteurs a
géométrie complexe et/ou des vitesses variant latéralement, c’est la migration profondeur avant som-
mation qui est utilisée pour replacer les images temporelles des réflecteurs a leur position latérale et
verticale réelle dans le sous-sol.

Diverses méthodes existent pour réaliser la migration : par tracé de rayons (migration de Kirchhoff,
voir French, 1975, Schneider, 1978, Berkhout, 1980), en domaine de Fourier (migration FK, phase-shift,
voir Stolt, 1978), ou par continuation (Claerbout, 1976). Notons que, indépendamment de la méthode
adoptée, ’étape de migration demande un temps de calcul considérable, compte-tenu de la quantité
«gigantesque» de données sismiques.

Malgré de nombreux progrés, la difficulté principale de I'imagerie sismique dans le cas de structures
complexes réside aujourd’hui encore dans la détermination du modéle de vitesse du sous-sol. En effet,
lopération d’imagerie nécessite de connaitre les vitesses de propagation des ondes dans le sous-sol
pour passer du domaine temps (celui des données) au domaine profondeur (celui de I'image). Or, ces
vitesses sont précisément a priori inconnues puisque le processus d’imagerie a lieu pendant la phase
d’exploration.

2.3 Panorama sur les méthodes de détermination d’un modéle de
vitesse

Il existe plusieurs méthodes de détermination du modéle de vitesse du sous-sol. Dans ce qui suit,
nous allons en donner une bréve description avant de décrire in fine celle qui nous intéresse : la
tomographie de réflexion.

2.3.1 Analyse de vitesse dans le domaine temps : les corrections NMO et DMO

Ce qui suit est illustré par la Figure 2.2.

Dans le cas d’un seul réflecteur plan horizontal délimitant une couche homogéne, les données d’un
tir particulier sont des arrivées qui s’alignent dans le plan «distance horizontale - temps», le long
d’une hyperbole : en effet, si h est la profondeur du réflecteur, si x est 'offset c’est a dire la distance
horizontale entre la source et le capteur et si v est la vitesse des ondes dans la couche, le temps d’arrivée
au capteur, £(z), d'un signal émis par la source vérifie

2 T\ 2
= 2
ta) = = (2) +h 2.1)
et donc B2 )
9 x
to(z) = 2 + 2 (2.2)

Dans le cas de plusieurs couches homogénes horizontales superposées, cette formule n’est plus exacte
mais est une premiére approximation. Cela conduit au concept d’analyse de vitesse : pour déterminer
la vitesse des ondes sismiques & la verticale d’un tir particulier, on pourrait au moins en premiére
approximation si les réflecteurs sont presque horizontaux, considérer i chaque profondeur A, les hyper-

. 2 2 R .
boles d’équations t2(z) — = 4%2 et ce pour toutes les vitesses v raisonnables.
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Fi1G. 2.2 — La correction NMO - Réflexion sur la base d’une couche plane horizontale homo-
géne et isotrope. Les traces sismiques réorganisées en collections point milieu commun présentent un
événement sismique qui varie hyperboliquement avec 1'offset. A chaque trace sismique d’une collection
point milieu commun est appliquée une correction temporelle —Atypro. Puis les traces sismiques sont
sommeées de fagon & obtenir la trace sismique & offset nul associée au point milieu commun considéré.

Pour choisir la «bonne» vitesse, on somme toutes les traces du tir particulier le long de ces hy-
perboles et on retient la vitesse qui donne la plus grande somme. En pratique, on ne fait pas cette
opération sur les traces provenant d’un tir particulier, mais sur toutes les traces telles que le milieu
du segment joignant le point source au capteur soit fixe : on dit qu’on met en commun les points
milieux (CMP pour «Common Mid Pointy ou CDP «Common Depth Pointy). Cela ne change pas
grand chose en théorie mais cela moyenne les différences dues au fait que les sources sismiques ne sont
pas parfaitement répétitives et il peut y avoir plus de points milieux que de tirs.

Ensuite on reporte la somme obtenue au temps ¢ = 21)—’1 a la verticale du point milieu. A noter que

sommer les signaux le long de ’hyperbole d’équation t%(z) — i—; = 41)—’122 revient & décaler le signal en

temps de ot(z) = w/% + ﬁ—; —t. On parle de «correction NMO» (Normal Move Out, i.e. Courbure
Normale) (voir Figure 2.2).

Il existe une autre correction, dite «correction DMO» (Dip Move Out, Déplacement «amont-
pendage») comme moyen de détermination du modéle de vitesse mais qui reste inapplicable dés que
I’on ne se trouve plus dans le cas de réflecteurs plans pentés et d’un milieu de propagation homogéne.
En bref, cette correction DMO correspond & une correction NMO dans le cas de réflecteurs pentés et de
conflits de vitesse (cas de la migration temps). Dans la pratique, la correction DMO est généralement
appliquée en supposant que le milieu est & vitesse constante, c’est & dire en utilisant un opérateur
DMO elliptique. Il s’avére que les résultats obtenus rapportés & leur cofit, sont satisfaisants dans de
nombreux cas (Deregowski, 1986).
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Fi1G. 2.3 — Principe des méthodes d’analyse de vitesse de migration. La migration profondeur
avant sommation avec un modéle de vitesse cinématiquement correct produit des images qui sont
identiques d’un offset & un autre. Par conséquent, les événements sismiques dans les sections verticales
pour une position latérale donnée (panneaux de cohérence) sont plats et horizontaux, indépendamment
de la complexité de la structure imagée. (D’aprés Duquet, 1996).

2.3.2 Analyse de vitesse de migration profondeur

Les méthodes de type analyse de vitesse de migration sont toutes basées sur 1'idée que 'opération
de migration profondeur est trés sensible & la qualité du modeéle de vitesse utilisé (Gardner et al.,
1974). Aprés une «migration profondeur avant sommationy, si on utilise le modéle de vitesse exact, les
images profondeurs individuelles devraient montrer la méme image structurale du sous-sol. Par contre,
si le modéle de vitesse utilisé est erroné, les images profondeurs individuelles représentent un méme
réflecteur & des positions différentes. De plus, la forme de ce réflecteur change d’une image a ’autre.
L’examen des différences entre ces images permet alors de juger le modéle de vitesse et, le cas échéant,
de 'améliorer pour tendre vers le modéle exact. Pour cela, on peut par exemple utiliser les panneaux
de cohérence qui sont constitués des traces du cube d’images profondeur associées & la méme position
latérale (Figure 2.3). Cet examen est en effet réalisé en analysant la déformation des événements conte-
nus dans ces derniers (qui devraient étre plats et continus lorsque ’on utilise le modéle de vitesse exact).

D’autres méthodes utilisant ce principe, telles que :

- les méthodes DFA («Depth Focusing Analysisy ),

- les méthodes RCA («Residual Curvature Analysisy ),

- les tomographies MVA («Migration velocity Analysisy ),
ont été développées (voir Broto, 1996, pour le détail de ces différentes méthodes). Elles différent soit
par le critére utilisé pour mesurer I’horizontalité des panneaux de cohérence (analyse de focalisation
(méthodes DFA) ou de courbe résiduelle (méthodes RCA)), soit par le moyen utilisé pour la mise & jour

du modeéle de vitesse (mise & jour locale (méthodes DFA, RCA) ou inversion globale (tomographies
MVA)).
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2.3. PANORAMA SUR LES METHODES DE DETERMINATION D’UN MODELE DE VITESSE

2.3.3 Inversion par forme d’ondes

Nous avons vu dans la section 2.2 que la détermination du modéle de vitesse de propagation des
ondes sismiques dans le sous-sol suivie d’une migration avant ou aprés sommation permettait de trans-
former des sections sismiques dans le domaine temps en sections sismiques dans le domaine profon-
deur. L’imagerie sismique utilise donc uniquement l'information cinématique contenue dans les traces.
Notons & ce niveau, que la tomographie utilisant essentiellement, pour 'instant, cette information ci-
nématique, l'inversion des temps de trajet des ondes est bien une technique appropriée. L’information
dynamique, c’est & dire 'amplitude des réflexions, n’est donc pas prise en compte en imagerie sismique.

Cette information est cependant trés utile, elle peut permettre d’avoir accés a des propriétés phy-
siques du sous-sol (autres que la vitesse de propagation des ondes sismiques), comme par exemple la
densité des roches, ou encore 'impédance (produit de la densité des roches par la vitesse de propagation
des ondes sismiques). L’inversion par forme d’ondes (Noble et Tarantola, 1991), qui vise & rechercher
le modéle de vitesse dont la réponse sismique (constituée cette fois-ci a la fois des temps de trajet des
ondes réfléchies et des amplitudes associées) s’ajuste au mieux sur les traces sismiques, permet d’uti-
liser cette information. Notons que cette technique d’inversion par forme d’ondes peut étre aussi bien
utilisée aprés sommation (Bamberger et al., 1982, Brac et al., 1992) qu’avant sommation (Bourgeois
et al., 1989, Kolb et al., 1986, Lambaré et al., 1992).

Dans l'inversion par formes d’ondes, tous les types d’ondes (c’est & dire y compris les arrivées
directes, les arrivées multiples, les ondes converties, etc) étant pris en compte, la redondance d’in-
formation devrait permettre de résoudre ce probléme de facon satisfaisante. Le caractére fortement
non linéaire de I'équation caractéristique de l'inversion par formes d’ondes, ainsi que le nombre trés
important de données prises en compte dans l'inversion rendent cette méthode difficilement applicable.
En pratique, on est confronté & des problémes de convergence vers la «vraie» solution et & un codt de
calcul trés élevé. C’est pourquoi il semble préférable d’utiliser la tomographie de réflexion, qui, elle, est
beaucoup moins coiiteuse en terme de temps de calcul.

2.3.4 Inversion de temps de trajet : la tomographie de réflexion

Les méthodes de détermination du modéle de vitesse dites temporelles décrites précédemment (cor-
rection NMO et correction DMO, voir section 2.3.1) supposent une variation hyperbolique des temps de
trajet des ondes réfléchies en fonction de l'offset (’offset correspondant 4 la distance source-récepteur).
Dés que l'on ne se trouve plus dans le cas mono-couche plane horizontale, cette hypothése n’est au
mieux vérifiée que pour les faibles offsets. Plus précisément, cette hypothése est en fait quasiment
toujours fausse mais les erreurs commises (i.e. incertitudes provenant de cette hypothése) restent ac-
ceptables jusqu’a un certain degré de complexité de la propagation des ondes lié aux variations latérales
de vitesse qui conduisent & la non-hyperbolicité des réflexions. Or la considération d’une faible gamme
d’offsets ne permet pas de lever 'ambiguité vitesse-profondeur : plusieurs hyperboles caractérisées par
des vitesses et profondeurs différentes peuvent alors correctement ajuster la courbure d’un événement
sismique. D’autre part, pour que cette hypothése soit vérifiée, le milieu ne doit pas présenter de varia-
tions latérales de vitesses a l'intérieur des couches et des pendages structuraux trop importants. Ces
méthodes sont donc impropres a la détermination du modéle de vitesse dans le cas de structures com-
plexes, qui sont précisément caractérisées par des variations latérales de vitesse et/ou des réflecteurs
qui peuvent étre non seulement pentés mais aussi 4 géométrie complexe.

La tomographie de réflexion apparait alors comme un outil «puissanty», puisqu’elle ne demande
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aucune hypothése quant aux variations des temps de trajet en fonction de Poffset. Cette méthode
a trés rapidement connu un grand succés en géophysique pétroliére (voir par exemple Woodward et
al., 1998, Guillaume et Zhang, 2001). En effet, elle est particuliérement appropriée lorsqu’il s’agit de
déterminer un modéle de vitesse composé de structures complexes puisqu’elle permet de s’affranchir
des hypothéses 1D interdisant toute variation latérale de vitesse et toute interface non horizontale.

En tomographie de réflexion il est possible d’inverser toutes sortes de données dont par exemple :
- les réflexions multiples (Cavalca et lailly, 2004),
- les arrivées multiples (Clarke, 1997).

Dans notre étude, seuls les temps d’arrivée des réflexions primaires sont considérés. Pour obtenir
ces temps d’arrivée, une interprétation des données sismiques est nécessaire. Cette interprétaton est
délicate, notamment pour les structures complexes, puisque les données peuvent étre entachées d’er-
reurs de mesure mais aussi d’erreurs d’interprétation (voir section 3.3.1.1). Il est évident a ce stade,
que la confiance que ’on aura en le modéle solution de la tomographie de réflexion est directement liée
a la qualité des données interprétées et que l'on aura & inverser; données qui dépendent, elles, de la
qualité des données sismiques enregistrées.

Par ailleurs (et nous approfondirons cela dans le chapitre suivant), la formulation du probléme de
tomographie de réflexion, correspondant & la minimisation dans le processus d’inversion d’une fonc-
tionnelle moindres carrés, permet une intégration facile d’information de différents types comme par
exemple, des contraintes de calage en profondeur au puits (Le Stunff et Grenié, 1998), en contenant
les vitesses et les profondeurs d’interfaces dans certaines marges (idéalement selon les connaissances
géologiques) (voir Lailly et Sinoquet, 1996), ou encore en orientant des régularisations selon certaines
directions ou pentes motivées par des contraintes géologiques structurales (Clapp et Claerbout, 1998).

Toutefois, la principale difficulté de la tomographie de réflexion est «le pointé» des temps de trajet
(Apostoiu-Marin et Delprat-Jannaud, 1995). Cette étape d’interprétation des données sismiques qui
congiste & identifier dans les enregistrements sismiques les événements correspondant & des réflexions
primaires est délicate : elle peut conduire & des données d’inversion erronées et /ou incomplétes. Billette
et Lambaré, 1998, ont proposé la stéréotomographie, qui est une méthode de tomographie de pente
(et non plus seulement de temps de trajet) qui permet, en théorie au moins, de s’affranchir de cette
difficulté.

Avant d’appliquer la tomographie, soit & des modéles synthétiques simples, soit & des structures
géologiques complexes (applications sur données réelles), nous allons étudier (d’un point de vue théo-
rique) dans le chapitre suivant cette méthode qui semble bien appropriée pour calculer la vitesse de
propagation des ondes.
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Chapitre 3

LA TOMOGRAPHIE DE REFLEXION

Nous avons vu dans le chapitre précédent que 'imagerie sismique nécessite la détermination aussi
précise que possible de la distribution des vitesses de propagation du sous-sol pour effectuer des mi-
grations. C’est pourquoi les géophysiciens de 'exploration pétroliére se sont intéressés de trés prés a la
tomographie de réflexion pour essayer de déterminer cette distribution des vitesses & partir de la ciné-
matique des données sismiques. Ainsi dans le cas de structures géologiques complexes, la tomographie
de réflexion remplacerait ’analyse de vitesse.

Dans ce chapitre, nous allons voir que la tomographie est un probléme inverse pour lequel nous
avons choisi une formulation de moindres carrés qui consiste & chercher le modéle qui minimise les
résidus entre les temps observés et les temps calculés par le probléme direct et nous expliciterons les
motivations de ce choix. Nous utilisons pour résoudre le probléme direct associé, la technique du tracé
de rayons entre deux points (i.e. «two-point raytracing») : nous calculons ainsi pour un modéle donné,
le temps de trajet le long du rayon reliant une source et un capteur.

L’accés au temps de trajet peut étre difficile dans le cas de structures géologiques complexes. Il est
souvent difficile de distinguer les événements qui nous intéressent : repérer les réflexions pertinentes,
savoir & quelles interfaces géologiques elles correspondent, etc. Ces temps de trajet observés, données
d’entrée de la tomographie, sont donc entachés d’erreur. Il est alors essentiel de quantifier ces incer-
titudes et de les intégrer dans le formalisme du probléme inverse pour une meilleure résolution. Nous
verrons comment prendre en compte ces erreurs sur les données et comment introduire dans la formu-
lation du probléme inverse des informations a priori sur le modéle.

Notons que le consortium KIM a développé un outil de tomographie de réflexion 3D, «jerry»
(Jurado et al., 1996a, et Jurado et al., 1996b). De nombreuses applications ont été réalisées et ont

montré efficacité de cette méthode (Broto et Ehinger, 1998, Ehinger et al., 2001, Stopin et Ehinger,
2001 et Broto et Ehinger, 2001).

3.1 Description du modéle de sous-sol

Considérons des milieux tri-dimensionnels et notons Q = I, x I, X I, C R®, I, = [Zymin, Trmaz),
Iy - [ymzna ymaz] et Iz - [Zmina Zmaz]-

Définissons, avant toute chose, la représentation mathématique du modéle de sous-sol étudié : un
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modéle m est consitué d’une distribution de vitesses V(z,y,2) € Q et de N7 réflecteurs Z;(x,v)
(rel,ycleti=1,.,N%).

Actuellement deux types de représentation du milieu sont généralement utilisés :

e les modéles lisses (Lailly et Sinoquet, 1996, Billette et Lambaré, 1998) qui se composent d’une
distribution unique de la vitesse définie globalement sur €) et des interfaces. La vitesse et les
réflecteurs sont supposés étre au moins C' sur Q.

e les modéles dits blocky (défini par bloc) qui repose sur une partition du milieu en couches. Ces
modéles se composent des distributions de vitesse associées aux couches et des interfaces qui
délimitent les différentes couches. La vitesse peut présenter des discontinuités aux interfaces et
est supposé au moins C! dans les couches.

Dans notre approche, nous représentons le modéle de Terre 4 ’aide de blocs (représentation Blocky,
voir Figure 3.1) : les interfaces et les vitesses dans chaque couche sont paramétrées par des fonctions
B-splines cubiques (cf. Annexe C ou de Boor, 1978, pour plus de détails concernant la théorie des
B-Splines cubiques).

3.1.1 Modéles de type blocky

L’utilisation des modéles blocky (Lines et Treitel, 1985, Chiu et Stewart, 1987), modéles présentant
des discontinuités de vitesse de part et d’autre d’une interface (voir Figure 3.1), permet de travailler
avec des distributions de vitesse trés réguliéres a U'intérieur des couches (les variations de grande am-
plitude ont été absorbées par les discontinuités) ce qui nous assure une trés bonne stabilité méme avec
des données clairsemeées et de limiter le nombre de coefficients B-splines pour décrire ces vitesses. Ce
choix nous permet d’autre part de simplifier le tracé de rayons comme cela sera expliqué dans la section
3.2.

Les interfaces délimitent des blocs dans le modéle de vitesse et & chaque bloc est associée une loi
de vitesse définie par :

vo(x,y) + k(z,y).(z — 20) ou wv(z,y,z2), (3.1)

ou vo(x,y) et k(x,y) sont respectivement les variations latérales de vitesse a la profondeur de référence
2o et k le gradient vertical de vitesse.

Notons que ’on peut prendre en compte la vitesse des ondes P (ondes de compression) et des ondes
S (ondes de cisaillement) et qu'’il est également possible d’introduire des coefficients, 7 et d, permettant
de prendre en compte ’anisotropie des vitesses. Le paramétre 1) peut étre vu comme une mesure de la
non-ellipticité de la vitesse, alors que § contréle la propagation quasi-verticale de la vitesse des ondes
P (voir Thomsen, 1986, pour une définition précise de ces paramétres d’anisotropie).

Chaque interface est représentée par une fonction explicite :
z=2Zx,y) ou z=X(y,2) ou y=7Y(z,2). (3.2)

Ce choix nous permet de repérer un bloc de vitesse par sa position relative aux interfaces (signe de
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\<
y X

partie virtuelle
du réflecteur __---="""

Fi1G. 3.1 — Le modéle : illustration d’un modéle blocky de sous-sol.

z — Z(x,y) par exemple).

3.1.2 Paramétrisation du modéle par des fonctions B-splines

On appelle «paramétrisation» ’ensemble des variables indépendantes d’un probléme. En général la
paramétrisation d’un probléme n’est pas unique et la complexité des calculs dépendra de la dimension
de I'espace de paramétrisation. Cette étape de paramétrisation est donc importante car elle caractérise
la taille du probléme d’optimisation, mais aussi définit ’espace dans lequel on peut trouver des solu-
tions optimales.

Dans notre approche, le modéle, m, est composé de fonctions B-splines 2D ou 3D décrivant les
variations de vitesse dans une couche (3.1) et de fonctions B-splines 2D décrivant les interfaces (3.2)
(pour une description détaillée de notre paramétrisation du modeéle, voir aussi Clarke, 1996a et Clarke,
1996b).

Cette paramétrisation du modéle repose sur le choix de fonctions deux fois différentiables (i.e. de
classe C?) pour décrire la géométrie des interfaces et des vitesses dans les couches. Cette paramétrisa-
tion permet, d’une part, de modéliser des structures complexes et, d’autre part, de calculer les dérivées
des temps de trajet (jacobienne) exactement, ce qui est essentiel pour le probléme inverse.

Ainsi, une interface explicite en z est définie par

NZ-1NJ-1
c=Z@y) = Y. Y Z™B.(2)Bu(y), (3.3)
u=0 v=0

oil les Z"¥ sont les NZ x NyZ paramétres de B-spline dans les directions indépendantes = et y, et ou les
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B,, B, sont les fonctions de base de la représentation B-spline. Les interfaces sont définies sur tout le
domaine et peuvent se croiser.
Les vitesses peuvent étre 2D ou 3D et sont alors définies par

NY-1NJ -1
o) = 3 Y VPB@)By(y), (3.4)
a=0 b=0

ou par
NY 1Ny -1NY -1
vz, y,2) = Y > > V¥ Ba(2)By(y)Be(2), (3.5)
a=0 b=0 =0
oil les V sont les NY x N; paramétres de B-spline dans les directions z et y et les V% sont les
N} * N,/ « NY paramétres de B-spline dans les directions z,y et z.

3.2 Le probléme direct

3.2.1 Le tracé de rayons

La propagation des ondes dans un matériau élastique isotrope est décrite par I’équation des ondes.
Cette équation découle directement des «grandes» lois de la physique. La solution analytique de cette
équation est possible par l'introduction de fonctions de Green, mais ’obtention de solutions explicites
n’est en général pas possible, dés que 1’on se trouve en présence de milieu complexe.

Dans le cas d’un milieu quelconque, plusieurs approximations de 1’équation des ondes permettent
de décrire de fagon approchée la propagation des ondes dans un milieu isotrope non homogéne. Elles
sont fondées sur ’équation de propagation des ondes dans un milieu élastique, et reposent sur différents
types d’approximations. Nous allons nous intéresser ici 4 la propagation des ondes acoustiques et intro-
duire 'approximation de ’équation des ondes choisie : I'approximation asymptotique haute fréquence.

L’objectif du probléme direct de la tomographie de réflexion consiste & calculer les temps de trajet
des réflexions primaires sur les interfaces d’'un modéle de vitesse du sous-sol. Dans ce probléme direct,
nous cherchons & déterminer le rayon qui relie une source et un récepteur donnés et qui satisfasse au
principe de Fermat* : on parle de «tracé de rayons point a point» (ou en anglais «two-point raytra-
cingy). Ce tracé de rayons consiste a fournir une solution haute fréquence de I’équation des ondes.
Nous nous contenterons ici de donner les équations (pour plus de détails voir Jannaud, 1992).

Etant donnés un milieu modélisé (géométrie des interfaces, champ de vitesse de propagation des
ondes), un dispositif d’acquisition des données (sources S et récepteurs R), un ensemble de signatures
de rais (une signature (S, R,%) est un ensemble (source, récepteur, liste des interfaces rencontrées (y
compris le réflecteur)), voir Figure 3.3), on cherche a calculer les temps de trajet Ti(m) des ondes se
propageant dans la distribution de vitesse et se réfléchissant sur une ou plusieurs interfaces.

Le temps de trajet associé a un triplet (S, R, ) est donné par :

Tiom) ~ [ (3.6)

*Ce principe établit que le temps de trajet total associé 4 une trajectoire entre un point source S et un récepteur R
doit étre stationnaire. La trajectoire particuliére qui vérifie le principe de Fermat est le rai.
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ou s est 'abscisse curviligne le long du rayon Ry et U'indice k& correspond au triplet (S, R, ).

Une source sismique émet des ondes dans toutes les directions. Quand on observe le champ d’ondes
associé (Figure 3.2), on peut isoler, entre la source et la station d’enregistrement, un rai sismique qui
est perpendiculaire en tout point au front d’ondes qui se propage depuis la source. Un front d’ondes
correspond & une surface de temps de propagation constant. Dans notre cas, les fronts d’ondes sont
donc définis par les courbes ou surfaces d’équation T'(x) = constante. On définit alors les rais comme
des trajectoires orthogonales en tout point aux fronts d’ondes.

Dans un milieu uniforme, pour une source ponctuelle, le front d’ondes est une sphére, et le rai sis-
mique une demi-droite. Mais dans un milieu hétérogéne, la vitesse varie spatialement, le front d’ondes
est plus compliqué et refléte la structure du milieu. La trajectoire du rai sismique n’est plus une droite,
mais est toujours perpendiculaire en chaque point au front d’ondes. La théorie des rais étudie la tra-
jectoire des rais d’ondes sismiques dans les milieux hétérogénes. Comme en optique, on doit supposer
que la longueur d’onde est suffisamment petite devant la taille des domaines oul les caractéristiques du
sous-sol varient notablement.

L’équation de I’Eikonal
1

*(z)’
permet le calcul des temps de trajet. C’est une équation aux dérivées partielles en général difficile &
intégrer qui décrit la courbure du rayon.

(VT(z))* = (3.7)

La trajectoire du rayon est alors définie par son équation paramétrique (z(s),p(s)), donnée par :

{ o= = c(2)p(s)

b g () @9

Ces équations du tracé de rais (3.8) sont trés utilisées en géophysique pétroliére pour calculer la
propagation d’un champ d’onde dans un milieu hétérogene (Cerveny, 2001). Bien que les conditions
d’application théoriques supposent que la longueur d’onde caractéristique de la source soit plus petite
que les longueurs d’ondes spatiales caractéristiques du milieu de propagation, I’expérience montre qu’en
général la théorie des rais peut étre appliquée dans la majorité des cas réels traités en exploration
pétroliére (méme dans des milieux fortement hétérogénes).

3.2.2 La méthode de tracé de rais utilisée : le bending

Dans le logiciel de tomographie de réflexion, «jerry», la méthode de tracé de rais utilisée est une
méthode de bending!.

Le principe de la méthode de «bendingy, méthode de courbure de la trajectoire (Guiziou, 1993,
Thisse, 1994, Jurado et al., 1996a, Jurado et al., 1997 et Jurado et al., 1998), consiste a fragmenter

TDans les méthodes de tracé de rais point & point il existe aussi des méthodes dites de shooting (V. Cerveny, I. A.
Molotkov et I. Psencik, 1977, R. T. Langan, I. Lerche et R. T. Cutler, 1985, Virieux et al., 1988, J. Virieus et D. Farra,
1991, Jannaud, 1992, Clarke, 1997) : elles consistent & calculer un rai & partir d’une direction intiale & la source, puis &
perturber cette direction jusqu’a ce que le rayon aboutisse au récepteur visé. Le terme de «shooting» vient du fait que
I'on «tire» un rayon & partir de la source.
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source sismique

/
b4

rai réfléchi

rai réfracté

F1G. 3.2 — Rais sismiques agssociés a la propagation des ondes.

Source S récepteur r
v

Vitesse V

réflecteur i

Fi1G. 3.3 — Illustration d’un rayon de signature (S, R,i) : Ponde est émise de la source S, se
propage dans le champ de vitesse V', se réfléchit sur le réflecteur ¢ et se propage jusqu’a la surface au
récepteur r ol le temps de trajet est enregistré.
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la trajectoire d’un rayon en segments reliant les points d’impact. Chaque segment est défini par une
courbe analytique (Figure 3.4). Le premier (respectivement le dernier) segment relie la source (res-
pectivement le récepteur) a un point d’impact. Cette méthode de bending suppose que la trajectoire
analytique reliant deux points d’impact est une droite. Cette hypothése est valable car les variations
de vitesse & l'intérieur d’un bloc sont supposées faibles, les principales hétérogénéités étant modélisées
par les interfaces.

Le temps de trajet le long de la trajectoire (P) = (P, ..., Py) d’un rayon est donné par

N

try—py (P) =Y tn(P), (3.9)

n=1

ou Fy est la source et Py le récepteur, {,, est le temps de trajet entre les points d’impact successifs
P, 1 et P, et N le nombre de segment définissant la trajectoire du rayon.

La méthode de bending consiste tout d’abord & initialiser une premiére trajectoire (Figure 3.4).
Puis les positions des points d’impact sur les différentes interfaces sont perturbées jusqu’a ce que la
trajectoire vérifie le principe de Fermat.

Avec les notations introduites précédemment, cela revient a rechercher la trajectoire (P) = (Fo, ..., Pn)
solution du probléme
Ot py—
%(P) ~0, 1<n<(N-1). (3.10)

Notons que Vn € [1; N — 1], le point d’impact P, n’influe que sur les temps de trajet partiels ¢,, et
tnt1. Nous recherchons donc la trajectoire (P) qui vérifie

8“71;7]331”(75)40, 1<n<(N-1. (3.11)

Le systéme (3.11) est résolu par une méthode de quasi-Newton! qui fournira les temps de trajet
localement minimals et non pas les points selles. Les dérivées nécessaires a ce calcul peuvent étre
trouvées dans Jurado et al., 1998.

3.3 Le probléme inverse

Un probléme inverse consiste a déterminer les paramétres d’'un systéme physique & partir de la
connaissance de la réponse de ce systéme & une excitation donnée, et de la connaissance d’'un modéle
théorique qui permet de générer des réponses synthétiques. Dans le cas du probléme inverse de la
tomographie, il s’agit de retrouver les paramétres de vitesse du sous-sol (modéle) & partir des temps de
trajet des ondes sismiques : le probléme inverse en tomographie de réflexion consiste donc & déterminer
le ou un modéle qui satisfait les temps de trajet observés.

Le pointé de ces temps de trajet sur les sections sismiques n’étant pas exact et les données pouvant
étre bruitées, le modéle solution peut ne pas satisfaire exactement les données. Le probléme inverse en

*On peut aussi utiliser une méthode classique de Newton. Cependant les dérivées secondes des temps de trajet par
rapport aux coordonnées spatiales des points d’impacts sont difficilement calculables.
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x(km) x(km)

X(km)

z(km)
z(km)
R\
z(km)

Rai final

Trajectoire initiale Action du bending

F1G. 3.4 — Le tracé de rais : illustration de la méthode de bending.

tomographie de réflexion est posé sous la forme d’un probléme de moindres carrés.

Il s’agit donc de minimiser une fonction colt qui mesure 1’écart entre les données observées et les
données synthétiques associées 4 un modéle par le biais de la norme L? définie sur ’espace des données.
Notons que les principales difficultés proviennent tout d’abord de la taille de 'espace des données (de

Pordre de 500000 données) et de I'espace des modéles (de 'ordre de 50000 inconnues).

Soit 7' ’application de modélisation qui permet de générer des données synthétiques 7°* associées
4 un modéle m. Cette application opére de I'espace des modéles M vers celui des données D :
(3.12)

T = T(m).

On notera T°*(m), les temps de trajet calculés par tracé de rayon sur le modéle m.

La plupart des problémes inverses sont mal posés (Backus et Gilbert, 1970, Lines et Treitel, 1984,
et Delprat-Jannaud, 1991) au sens ot une des trois conditions suivantes n’est pas respectée :

e existence d’une solution,
e unicité de la solution,
e stabilité de la solution par rapport aux données; en d’autres termes, une petite erreur sur les

données entraine une petite erreur sur la solution.

En effet, I'inverse de 'opérateur de modélisation, 7', s’il existe, n’est la plupart du temps pas
continu. Quant aux données observées, outre les bruits incohérents et cohérents (mais indésirables),
elles sont enregistrées sur un temps limité, avec des dispositifs qui induisent des incertitudes sur les
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mesures.

De part leur aspect mal posé, les problémes inverses sont trés souvent sensibles aux incertitudes.
Nous verrons dans le paragraphe 3.3.1.1 que ces incertitudes sont nombreuses et proviennent de diverses
origines. Et nous verrons dans le paragraphe 3.3.1.2 comment prendre en compte ces incertitudes sur
les données dans la formulation du probléme inverse.

D’autre part, le probléme inverse peut étre exprimé comme un probléme d’optimisation : «trouver
le modéle qui explique au mieux les donnéesy». Le terme «explique au mieux» doit étre défini et requiert
I'introduction d’une fonction coiit résumant la «qualité» du modéle donné. Cette fonction cott doit
tenir compte de la connaissance que 'on a a priori sur le modéle. A ce stade deux approches sont
utilisées de fagon classique : 'approche déterministe et 1’approche bayesienne.

Le probléme inverse consite donc, respectivement, & minimiser la fonction coiit régularisée (Delprat-
Jannaud and Lailly, 1993) :

1 ca obs TioT
Cm) = SN m) = T2, s+ D m — ) (313)

ou & minimiser (Gouveia and Scales, 1997, Mitsuhata, 2004) :
. 1 cal obs |2 rior||2
Clm) = ST (m) =T |on + [l —mP™ [y, (3.14)

avec Cy 'opérateur de covariance a priori sur les données, mF™°" le modéle a priori et C,,, 'opérateur
de covariance a priori sur les modéles qui permet de décrire les erreurs sur le modéle a priori.

Dans ces deux approches, régulariser le probléme inverse consiste & introduire des informations
additionnelles sur la solution dans le but de déterminer une solution parmi plusieurs solutions possibles.
Il y a deux types d’informations : les informations a priori sur le modeéle dues & des considérations
physiques (3.14) et la régularisation (3.13) (on modifie la fonction coiit en ajoutant un terme de
stabilisation qui permet, en général, de pénaliser une solution improbable (oscillations par exemple)).
Nous allons dans ce qui suit préciser ces deux formulations de la tomographie de réflexion (section
3.3.2.1 et 3.3.2.2), ou plus exactement la fagon d’introduire cette information a priori sur le modéle.

3.3.1 Prise en compte des incertitudes sur les données

3.3.1.1 Les incertitudes sur les données

Il est intéressant ici d’étre en mesure de déterminer les différentes sources d’erreurs ou approxi-
mations réalisées pour en connaitre ensuite I'impact sur le modéle solution. De plus, Il faut souligner
qu’une mauvaise prise en compte des incertitudes associées aux données et de leurs corrélations intro-
duit un biais sur la loi de probabilité a posteriori et donc sur la localisation de son maximum.

Ces incertitudes sur les données peuvent étre dues & des erreurs d’acquisition, d’interprétation et
de modélisation.

e Les principales sources d’incertitude au niveau du processus d’acquisition sont dues & une mau-
vaise connaissance de la position des éléments du dispositif (en particulier le suivi de la position
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des fliites tirées par un bateau est difficile). Une imprécision des mesures provient aussi de la
sensibilité des capteurs utilisés.

e Au niveau de l'interprétation, les principales sources d’incertitude sont liées au pointé des hori-
zons et des failles : il est difficile de suivre un événement continu sur les sections sismiques.

e Au cours des différentes étapes du traitement des données, on utilise de nombreuses approxima-
tions, qui permettent de modéliser les phénoménes réels au moyen d’équations simples. Chacune
de ces modélisations est entachée d’erreur, en voici quelques exemples :

- L’utilisation de la norme euclidienne dans la fonctionnelle de moindres carrés revient & consi-
dérer que les données ne sont pas corrélées en espace : en conséquence, ’échantillonnage des
données influe sur la solution du probléme. Renard, 2002, a étudié la prise en compte de ces
corrélations entre les données.

- Le bruit de modélisation est aussi une source d’erreur car en général il est fortement cor-
rélé. Par exemple, la prise en compte de 'anisotropie de propagation dans la modélisation
(Mensch et Farra, 1998, ou Stopin, 2000) peut &tre importante.

- Une autre source d’erreur provient de la paramétrisation du modéle : comme nous 1’avons
vu dans la section 3.1 la représentation «blocky» du modéle autorise des discontinuités de
vitesse au niveau des interfaces et contraint les variations verticales de vitesse & des formes
trés simples, une telle représentation introduit un biais sur les données modélisées.

3.3.1.2 Comment prendre en compte les incertitudes sur les données ?

Ce que l'on cherche a faire en tomographie, c’est résoudre d’une maniére satisfaisante le probléme
inverse. Pour cela il faut prendre en compte explicitement les erreurs sur les données : non seulement
celle de la discrétisation mais aussi celles dues aux mesures et celle dues a la modélisation. La théorie
de probabilités est alors I'outil idéal. On utilise cet outil pour représenter 'incertitude sur les mesures
et/ou le manque de connaissance parfaite sur une grandeur par une loi de probabilité. Dans ce cas,
Papproche utilisée est I’approche bayesienne (voir Annexe G).

Dans cette approche, la matrice de covariance Cy des équations (3.13) et (3.14) définit les incerti-
tudes sur les données. Ces erreurs sont modélisées par des distributions de probabilité gaussiennes.

De plus, en ce qui concerne cet opérateur, il a été montré par Tarantola, 1987, que, sous I’hypothése
gaussienne, la matrice de covariance C, est en fait une somme de covariances individuelles représentant
d’une part les erreurs d’observation et d’autre part les erreurs de modélisation. Ce résultat peut étre
utilisé pour incorporer différents types d’incertitudes sur les données comme celles décrites dans le
paragraphe précédent (paragraphe 3.3.1.1).

D’autre part, toujours relativement & la prise en compte des incertitudes sur les données, Renard

et Lailly, 2001, ont proposé un formalisme permettant d’intégrer explicitement notre connaissance a
priori des corrélations spatiales des données. Ce qui permet de remédier au manque de réalisme du
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choix d’une norme L? dans I’espace des données, choix qui revient & considérer que les erreurs sur
les données sont spatialement indépendantes, ce qui semble peu réaliste dés lors que les données sont
associées & des couples source-récepteur proches en surface.

3.3.2 Régularisation et information a priori

L’introduction de régularisation et/ou d’information a priori dans la formulation de moindres carrés
est nécessaire pour bien poser le probléme. En effet, 'inversion tomographique de données géophysiques
(données sismiques, gravimétriques, électromagnétiques, etc.) peut &tre contrainte par l'information
dont on dispose sur la géologie de la zone ol la campagne géophysique a eu lieu. On introduit alors
cette information, qui concerne les paramétres de l'espace des modéles, comme information a priori
dans le probléme inverse.

En pratique, construire un modéle a priori est difficile et le terme de la fonction colt contenant
Iinformation a priori, est souvent remplacé par des termes de régularisation composés des dérivées
secondes du modeéle (ce qui correspond & une régularisation sur la courbure du modéle), ce qui donne
Crl = Qrey et mP™" = 0 dans (3.14). Dans ce cas, trouver la solution du probléme régularisé revient
& trouver le modéle le plus lisse qui vérifie les données avec la précision voulue .

Delbos et al., 2004, introduisent des informations géologiques a priori en résolvant sous contraintes le
probléme inverse. Nous verrons par la suite que nous pouvons introduire différents types de contraintes
selon les différents types d’information a priori. Ces contraintes peuvent étre :

- des contraintes de natures physiques différentes : vitesse ou interface, trois ordres de dérivations

(par exemple une interface peut étre contrainte sur sa profondeur, sa pente et/ou sa courbure),

- des contraintes d’égalité ou d’inégalité (valeur fixé du gradient de vitesse, profondeur minimale
d’une interface),

- des contraintes locales ou globales (information locale provenant d’un puits, courbure d’une in-
terface dans une région particuliére).

Sinoquet, 1995, est un autre exemple d’'introduction d’un terme supplémentaire dans la fonction
coilit pour permettre I'incorporation d’informations a priori adaptées aux modéles lisses.

Concernant 'introduction d’information a priori, nous étudierons dans ce qui suit, une méthode
qui consiste & introduire de I'information a priori via la construction d’une norme intervenant dans le
terme géologique de la fonction coit (3.14) (Tarantola, 1987, Tonellot, 2000) et par ce biais on construit
une matrice de covariance a priori sur le modéle. Ceci conduit & un probléme de réglage des poids qui
peut étre délicat notamment quand il y a un conflit entre les différentes informations et les données
sismiques. Une estimation de l'ordre de grandeur des incertitudes associées & chaque information per-
met de choisir les poids. La conclusion est que l'utilisation de la matrice de covariance a priori, C;-},
peut se comparer & une régularisation, mais est plus flexible quant aux différents types d’information
que 'on peut introduire, le probléme étant de la construire et de la manipuler pour des problémes de
grandes tailles.

Dans ce qui suit nous allons donc décrire ces deux techniques d’introduction d’information a priori.
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3.3.2.1 Régularisation : mise en oeuvre

La régularisation des problémes mal posés, due initialement & Tikhonov et Arsenin, 1977, cherche &
re-définir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée, ...) de maniére a ce
que la «solution régularisée» obtenue par «inversion régularisée» dépende continiiment des données et
soit proche de la solution exacte {en supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs
effectivement obtenues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probléme initial mal posé
par un autre «proche» du premier et bien posé.

Une régularisation convenable du probléme de tomographie de réflexion originel, initialement pro-
posée dans Constable et al., 1987, consiste & rajouter dans la fonction colit un terme contenant la
norme des dérivées secondes des vitesses de couche ainsi que des interfaces : cette méthode dite de
continuation revient & baisser les poids au fur et & mesure (Bube et Langan, 1994, Renard et Lailly,
1999).

Dans ce qui suit, nous allons donc considérer la version régularisée du probléme inverse linéarisé et
préciser la méthodologie d’inversion.

Nous cherchons donc & minimiser la fonction coiit suivante :

C(m) = [|T°(m) = T%||2, . + E||D*(m — mP™*")|| 7, (3.15)
d
ol P est le modéle a priori et € est un poids qui permet de régler I'effet de la régularisation.

Nous allons ici expliciter la méthode utilisée pour déterminer le paramétre ¢, puisque la régularisa-
tion du probléme inverse dépend du choix du paramétre ¢. Ce choix est assez délicat :

- Si on donne un poids trop important  la fonctionnelle «stabilisatrice» ||D*(m — m?™")||2, la
solution peut étre altérée de fagon trés importante (des données différentes peuvent étre véri-
fiées), c’est a dire que l'on ne va pas suffisamment minimiser les résidus temps de trajet.

- Si le poids est trop faible, on donne trop d’importance aux irrégularités du modéle, et par voie de
congéquence on a une mauvaise convergence : l'effet régularisateur n’est plus actif et I'inversion
devient instable.

Le choix de ¢ va donc correspondre & un compromis entre la stabilité et la vraisemblance de la
solution. En pratique, on utilise le critére de la L-curve (voir ci-dessous pour une description détaillée
de ce critére).

3.3.2.1.1 Choix de poids de régularisation : méthode de continuation

Pour le choix du paramétre ¢, nous suivons la méthodologie décrite par Bube et Langan, 1994
(méthode de continuation) et Renard et Lailly, 1999, méthodologie similaire & ’approche Occam men-
tionnée dans Gouveia et Scales, 1997 : en partant d’'un poids de régularisation élevé, nous le faisons
décroitre réguliérement jusqu’a obtenir un modéle solution lisse qui vérifie les données (voir Figures 3.5
et 3.6). Cette méthodologie nous donne le modéle le plus lisse qui vérifie les données avec la précision
voulue (cette méthodologie satisfait le principe de la L-curve, voir Hansen, 2001). Plus on dispose de
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3.3. LE PROBLEME INVERSE

données cinématiques et plus le poids de régularisation est grand, plus la solution est stable.

La méthodologie permet donc une inversion stable : sur le plan pratique, le probléme apparait
d’autant plus stable que ’on pénalise fort, c’est & dire que ’on sait a priori que le modéle recherché est
trés régulier, ce qui est bien naturel (voir Renard et Lailly, 1999, pour une étude expérimentale visant
a quantifier cette stabilité en fonction de la régularité du modéle recherché et du nombre de données
disponibles).

Le critére de la L-curve (détaillé plus loin) permet de détecter le poids de régularisation limite au-
dessous duquel aucune amélioration sensible du résidu ne sera obtenue et l'inversion devient instable.
Cette méthode est trés efficace en tomographie de réflexion (voir Comby, 2004) : la diminution réguliére
des poids de régularisation permet de trouver des modéles de moins en moins lisses pour lesquels les
temps de trajet calculés se rapprochent de plus en plus des temps de trajet observés.

2 prior 2
D (m-m™=) || 2

0 itérations 30

0.72
solutions tres variables pour
des résidus faibles

valeur optimale de €

CcoUT(s)

&€5=10 | solutions peu variables pour
des résidus élevés

—

osz

0.002

Fi1G. 3.5 — A gauche : représentation de I’évolution du colit au cours des itération et illustration de
la méthodologie décrite dans le paragraphe 3.3.2.1.1. A droite : représentation de la courbe en «Ly»
caractéristique (courbe paramétrée en fonction de ¢).

3.3.2.1.2 Critére de la L-curve

L’ utilisation du critére de la L-curve revient a Miller et Lawson, 1974, et c’est P. C. Hansen, 2001,
qui I’ a popularisée. C’est une courbe (Figure 3.5) représentant 1’ évolution de la solution régularisée
||D?(m —mP")||2, en fonction du résidu || (m) — T°%||2,_, (plus précisément la moyenne quadra-
tique des résidus) pour différentes valeurs de . Les points de gette courbe correspondent & des modéles
solutions pour des ¢ différents. Cette courbe tracée en échelle log-log a la forme d’un «L» dans le cas
ol le probléme non régularisé est mal posé, d’ou le nom du critére.
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12 14 16 18 20 22 24
x(km)

Fi1G. 3.6 — Illustration des différents modéles obtenus au cours des itérations pour différents poids e.
La figure représente une coupe de l'interface d’'un modéle le long de I'axe des x (le modéle exact est
représenté par le trait vert épais).

D’une maniére générale, 'erreur sur le modéle solution commise en régularisant est la somme d’une
erreur de perturbation qui est la différence avec la solution obtenue avec les données exactes et celle
obtenue avec les données bruitées (elle correspond aux «imperfections» du terme ||7°%(m) — T°%| |é,1

d

de la fonction cott régularisée (3.15)) et d’une erreur de régularisation (due au choix de €) qui se
produit lors de la minimisation des effets des perturbations des données sur la solution, cette erreur
est généralement la source d’une perte d’information pertinente.

Soient m(¢), les solutions du probléme de minimisation de C(m) de la fonction coit régularisée
(3.15)) :

- La partie horizontale de la courbe en «L» correspond aux solutions ou 'erreur de régularisation
prédomine (grandes valeurs de ¢). Dans cette zone, la solution est trés filtrée et reste lisse et donc
|| D?(n(€) — mPT*m)||2, varie trés peu avec ¢, alors que le résidu || (1(e)) — T°%| |é,1 est trés

d

sensible aux variations de ¢. Les écarts entre les temps de trajet observés et les temps de trajet
calculés ne sont donc pas bien minimisés.

- La partie verticale de la courbe en «L» correspond aux solutions ol 'erreur due & la perturbation
du terme ||T°(m) —T0b5||é,1 prédomine. Dans cette zone, || D?(m —mP™")||2, est trés sensible
d

aux variations de .
1l existe alors une valeur optimale de ¢ qui équilibre 'erreur de régularisation et ’erreur de pertur-

bation. Cette valeur se situe a l'intersection des parties horizontales et verticales, le coin de la courbe
en «Ly.
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Toutefois, le critére de la L-curve comporte certains inconvénients. En effet, 'existence du «coin»
de la courbe en L n’est pas garantie, d’une part, et d’autre part, la solution dépend de I’échelle choisie
car la notion de «coin» est mal définie. Enfin, il est nécessaire de connaitre de nombreux points de la
courbe afin de pouvoir réaliser une interpolation efficace du coin. En effet, 'obtention d’un point de la
courbe est une tache difficile : par exemple dans le cas de la régularisation de Tikhonov cela nécessite la
minimisation pour un ¢ fixé du probléme (3.15)). Les travaux de Hanke, 1995, et Vogel, 1996, ont mis en
évidence d’autres difficultés liées & ’utilisation de ce critére pour estimer le paramétre de régularisation.

En pratique, le critére de la L-curve consiste tout d’abord & obtenir une premiére solution de
I'inversion en partant d’un fort poids de régularisation. Puis en initialisant 'inversion avec ce modéle,
on obtient un nouveau modéle pour un poids de régularisation plus faible. On renouvelle cette opération.
Le critére de la L-curve permet de détecter le poids de régularisation limite au-dessous duquel aucune
amélioration sensible du résidu ne sera obtenue et 'inversion devient instable.

3.3.2.2 Introduction d’information a priori : I’approche bayesienne

L’approche décrite précédemment, c’est & dire I'introduction de régularisation, souffre de quelques
limitations :

- on manque d’arguments pour le choix des poids de régularisation,

- le bruit est pris en compte mais de maniére implicite ; la prise en compte explicite des caracté-
ristiques du bruit n’est pas aisée,

- il n’est pas non plus aisé de prendre en compte des informations statistiques sur la solution.

Pour remédier a ces difficultés, il n’y a pas d’autres solutions que de considérer la résolution du
probléme inverse comme un probléme d’estimation probabiliste (voir Annexe G).

Dans ce qui suit nous allons donc résoudre le probléme inverse linéarisé en introduisant de I'informa-
tion a priori et en tentant de donner une signification physique aux poids de régularisation {approche
bayesienne). On espére alors améliorer l'inversion par l'intégration d’informations a priori sur les mo-
déles de facon & restreindre ’espace des solutions & des modéles plus réalistes.

Nous allons chercher dans cette approche & minimiser la fonction cotit suivante :

1 ca. obs TioT
C(m) = 5lIT ‘(m) — T II?;d—l +€*lm —mP &y, (3.16)

oll mP"" est le modéle a priori et C,, la matrice de covariance sur les modéles qui permet de décrire
les erreurs sur ce modéle a priori.

Dans la suite nous allons voir comment construire la norme || ||o-1 (Tarantola, 1987, Tonellot, 2000).
Les calculs qui permettent de construire la norme intervenant dans le terme géologique a partir de

l'opérateur de covariance exponentiel peuvent étre retrouvés dans les travaux de Tarantola, 1987 et de
Tonellot, 2000. En annexe D seuls les calculs de la norme en 3D dans le cas anisotrope sont développés.
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Nous nous contenterons de donner ici les expressions de la norme intervenant dans le terme géologique
dans les cas isotrope et anisotrope, en 2D et en 3D.

Par l'introduction d’information a priori, on cherche a apporter plus de réalisme au formalisme
du probléme inverse. Pour cela nous devons prendre en compte les corrélations des incertitudes sur le
modéle a priori, c’est & dire utiliser un opérateur de covariance adéquate, et donc modifier la norme
dans ’espace des modéles.

Le terme de la fonction coiit de 'inversion stochastique correspondant & l'information a priori, c’est
a dire mesurant écart du modéle courant au modeéle a priori a pour expression (cf. Tarantola, 1987,
et Tarantola et Valette, 1982) :

Sgeol(M) = (M — mp”m)TC;ll(m — mp””). (3.17)

Le modéle a priori mP"*" intégre I’ensemble des informations quantitatives dont nous disposons a
priori sur les modéles. Lors de la construction du modéle a priori, la connaissance du vrai modéle en
certains points peut-étre plus précise qu’ailleurs. Par exemple, si on dispose de mesures dans certaines
zones du modéle, ces informations sont précises et par conséquent, la variance en ces points devrait
étre plus faible qu’ailleurs. De la méme facon, on peut envisager que les corrélations des incertitudes
sur le modéle a priori soient plus faibles en certains points du milieu, ou que ces corrélations soient plus
importantes dans certaines directions. Ces considérations vont nous amener & introduire des variations
des variances et des longueurs de corrélations dans la fonction de covariance.

La fonction de covariance C,, est une application de 2 x Q dans R (o0 © = Q, x Q, en 2D et
Q=909; xQy, xQ, en 3D est le domaine de définition) qui décrit les incertitudes sur le modeéle a priori
en tout point de €2 et la dépendance spatiale de ces incertitudes en deux points 27 et zo de € selon la
définition :

Cn(21,22) = E[(m(z1) — mP™ (1)) (m(@2) — mP™*" (22))], (3.18)

ol F est 'espérance mathématique.

Quand z1 = 2, Crp(21,22) est égale & la variance de m en z1, i.e., C,, quantifie la confiance que
I'on a en m en x;.

Si w1 # w9 alors Cp, (21, 22) mesure la corrélation des incertitudes sur le modéle a priori en 21 et en
9.

Pour modéliser I'opérateur de covariance C,,, nous faisons deux hypothéses quant aux comporte-
ments des erreurs. Les incertitudes en deux points proches sont fortement corrélées, et cette corrélation
diminue si la distance entre ces deux points augmente.

Pour modéliser ce genre de comportement des erreurs, dans le cas isotrope, on peut utiliser la
fonction suivante (fonction de covariance exponentielle) :

Co :IxQ — R

(z1,22) +—  Cm(z1,22) = 0% exp <—M> ; (3.19)
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oll 02 est la variance et A la longueur de corrélation, c’est a dire la distance au-dela de laquelle les
corrélations deviennent négligeables (o et A sont des constantes réelles non nulles).

Les Figures 3.7 et 3.8 illustrent, respectivement, les effets d’une variation de A pour un o fixé et
d’une variation de ¢ pour un A fixé.

L’opérateur de covariance décrit donc les incertitudes sur le modéle a priori et va nous permettre
de construire via son inverse la norme intervenant dans le terme géologique.

A noter que la formulation (3.19) ou o et A sont fixes est trop rigide. C’est pourquoi on introduit
le cas qu’il convient d’appeler anisotrope ol nous construisons une nouvelle fonction de covariance
dérivée de la fonction de covariance exponentielle. Son expression est :

Cn(21,22) = 0% exp (— || A(w1) — Az2) I]), (3.20)

ou o est la variance et A(x1) et A(z2) sont les longueurs de corrélations selon les deux directions
principales d’anisotropie.

Nous voulons donc inverser 'opérateur de covariance exponentiel C,,, dont le noyau est la fonction
Cm( , ) définie par (3.19) ou par (3.20) respectivement dans le cas isotrope et anisotrope. Comme
nous ’avons précisé au début du paragraphe, ces calculs peuvent étre trouvés dans Tarantola, 1987, et
Tonellot, 2000, et en Annexe D.

Donc finalement, les expressions de la norme associée a l'inverse de opérateur de covariance expo-
nentiel selon la dimension de € (en 2D, Q = Q, x, et en 3D, Q = Q, x €, x 1) sont respectivement :

e Dans les cas isotrope :
- dans le cas 2D :

2

AUQ /Q (Ams(2))2dz, (3.21)

1 1
2 2 2
| m1 ||C;114 I2g? /le(x)der W/Q | grad mq ||* dz + 5
- dans le cas 3D :

A
2
s 1= goyar [ mi@e e [ gradmn | dot 5

e Dans les cas anisotrope :
- dans le cas 2D :

(Am(z))dz. (3.22)
Q

I 2 bop — / Y2du
C.! 2102 Ay
8 m1 1 aml 2
1 82m1 1 82m1 2
+ 5o Q()\z)\y) <)\2 ) +F 8y2> du (3.23)
Yy T

avec {2 = Q, x Q, et A\, et \, les longueurs de corrélations selon les deux directions principales
d’anisotropie.
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- dans le cas 3D :

1 1
2 _ 2
| a1 ||C;11 lsap = Sro? /Q )\z)\y)\zml(U) du,
1 1 8m1 2 1 aml 2 1 aml 2
4m2/QMW<<AyAZ>2 () e (Br) oone (B2) )@

1 1 5%my 1 9°my 1 5%my 2
Ao )2 du (3.24
T Sno? /Q( yAe) ((Ayxzﬁ 52 | Oun)? 05 | Oun)? 0z > u (3.24)

+

avec §) = Q, x €0y X Q, et Ay, A\, et A, les longueurs de corrélations selon les trois directions
principales d’anisotropie.

On reconnait dans les deux cas la norme H? aux coefficients prés.

-2 x(km) 14 2 x(km) 14 -2 x(km) 14

,‘,_4!

A

7
A

Y
z(km)

N

Fi1G. 3.7 — Illustration de D’effet de X sur les modéles. Coupes suivant ’axe des = sur les modéles de
vitesse 3D simulés a priori (représentation de la profondeur de la premiére interface du modéle solution
de la Figure B.3) dans le cas isotrope. Les différentes longueurs de corrélation \ testées sont : A = 2km,
A = 8km et A = 10km, A = 2km. L’écart type est ¢ = 300m.
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2 X(km) 14 9 x(km) 14 -2 x(km) 14

z(km)

A=8km

Fi1G. 3.8 — Illustration de l'effet de o sur les modéles. Coupes suivant ’axe des z sur les modéles de
vitesse 3D simulés a priori (représentation de la profondeur de la premiére interface du modéle solution
de la Figure B.3) dans le cas isotrope. Les différents écarts types o testés sont : 0 = 250m, o = 300m
et 0 = 500m. La longueur de corrélation est A = 8km.

3.3.2.3 Résolution du probléme inverse

3.3.2.3.1 Le probléme inverse continu

Pour résoudre notre probléme de tomographie de réflexion, nous avons vu dans la section 3.1 que
nous nous intéressons a des modéles particuliers.

Les données de notre probléme sont les temps d’arrivée associés aux ondes réfléchies obtenus par
pointé des événements sur les sections sismiques (le nombre de données peut étre de 'ordre de 50000~
100000 couples (7%, T°*) pour une interface).

Le probléme inverse est formulé en termes de minimisation d’une fonction coit qui mesure 1’écart
entre les données observées et les données synthétiques associées & un modéle m par le biais d’une
norme L? définie sur 'espace des données. On parle de formulation moindres carrés du probléme in-
verse. Bien que ce choix puisse étre critiquable, car il est intimement lié & une hypothése d’incertitudes
gaussiennes sur les données, il n’en reste pas moins qu’il s’agit d’un critére simple & mettre en oeuvre
et pour lequel on dispose d’une large palette de méthodes de traitements. Si I’hypothése d’incertitudes
gaussiennes est génante, car elle ne correspond pas forcément a la distribution réelle des erreurs, on
pourra envisager d’autres critéres tel que la minimisation d’une norme L', L*° (minimax), ou éven-
tuellement les normes LP (Tarantola, 1987, Crase et al., 1990, Renard, 2002).

On notera au préalable M D’espace des modéles.

Soit ’ensemble des temps de trajet (Tgbs) k=12, Nobs; O N °bs est, le nombre de données observées.

41



CHAPITRE 3. LA TOMOGRAPHIE DE REFLEXION

le probléme inverse consiste & :

Chercher le modéle m appartenant & M qui minimise :
C(m) = [|T(m) — T I?;;h (3.25)

avec T Vopérateur de modélisation défini par (3.12) qui donne, pour un réflecteur, les temps de trajet
associés a chaque couple (source, récepteur)) et || — ||C;1 la norme dans Pespace des données (norme

qui prend en compte les incertitudes dans le pointé des temps.

Le probléme inverse tel qu’il vient d’étre formulé est mal-posé. Delprat-Jannaud et Lailly, 1993,
ont défini une formulation du probléme inverse de tomographie régularisée qui consiste a :

Chercher le modéle m appartenant & M minimisant la fonctionnelle :
C(m) = |[T(m) — TObSIICf +||D*(m —mPTn)| 1, (3.26)

ou
(V' (2,7, 2))] dxdyderZ/ D2 Z0(z,y)))? dxdy, (3.27)

1D2(m)|3, = Z/Q

et D? est I'opérateur de dérivation jusqu’a I'ordre 2, par exemple dans le cas & trois variables :

Xy X Q2

et = [Pews) +[Denn)| + [ Do)

{;jg (z,y,2 )r + {;;gz (ﬂc,y,z)}2 + {;ngz(x,y,z)r. (3.28)

ot m est un modéle de Terre défini par N7 interfaces et Ny vitesses de couches et m?™*" le modéle
a priori.

||.||C;1 est la norme dans l’espace des données, C; étant 'opérateur de covariance a priori sur
les données. Ses éléments diagonaux représentent les incertitudes sur les données (erreurs sur les
données elles-mémes et erreurs de modélisation), et ses éléments hors-diagonaux représentent les
corrélations entre ces incertitudes (Tarantola, 1987).

||| est la norme dans I’espace des modéles M (ici la norme L?).

€2 est un poids de régularisation qui permet de régler I'effet de la régularisation (On reviendra
plus tard sur le choix de la valeur de ce paramétre). On a choisi de régulariser le probléme de
la tomographie par les dérivées secondes des variations de vitesse et des profondeurs d’interface,
ces fonctions étant réguliéres (Delprat-Jannaud et Lailly, 1993, Bube, 1995).

La fonction coit (3.26) n’étant pas quadratique, Popérateur de modélisation direct 7'(m) étant non

linéaire, nous résolvons ce probléme de minimisation non linéaire par un algorithme de Gauss-Newton
) p )
qui consiste en des linéarisations successives de 'opérateur direct.
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Les principaux arguments qui conduisent & utiliser la méthode de Gauss-Newton pour résoudre
(3.26) sont les suivants :

- L’approximation du Hessien de C par J(m,)” J(m,,) est intéressante car elle utilise uniquement
le calcul de la jacobienne J(my,), le cott de calcul des dérivées secondes des résidus pouvant &tre
important.

- Dans de nombreuses applications le terme .J(m,,)? J(m,,) approchant le Hessien de C' est domi-
nant par rapport aux termes regroupant les dérivées secondes des résidus. Cela se produit plus
particuliérement dans le cas d’applications ou :

* les résidus sont petits (r; ~ 0),
* les résidus sont quasi-linéaires (|| V2r; ||~ 0).
3.3.2.3.2 La méthode de Gauss-Newton

Soit le probléme non linéaire général suivant :

{ Nous cherchons m € M minimisant (3.29)

Cr(m) = [F(m)|l7, -

ou F' est une application de ’espace des modéles M dans un espace de données D qu’on supposera
muni d’un produit scalaire <, >p. D est un espace de Hilbert dont la norme associée est notée || ||p.
On suppose que F' est différentiable (notons que dans notre cas F' = T l'est puisqu’on a fait le choix
de fonctions B-splines).

On effectue alors un développement de Taylor d’ordre 1 de la fonction F,

F(my, + om) = F(my,) + J(my)dm + ||dm|| amo(]|0m]| am), (3.30)
ou
lim  o(||[om =0,
om0

et J(my,) = g—i(mn) = d,n, F' est la jacobienne de F' en m,,.

On définit le probléme inverse linéaire comme la minimisation de la fonctionnelle :

Cr(om) = [|J(ma)om + F(mn)|[H
[|F(mn)||5 + 2 (J(mn)om, F(my)) p + (J(my)om, J(my,)om) (3.31)
= [|[F(mn)||% + (G, om) pq + (Hpom, om) o,

ou G, = 2J*(my)F(my,) est le gradient de la fonctionnelle Cr en m,, H, = J*(my)J(m,) est la
hessienne de la fonctionnelle Cr en m,,, J*(m,,) est 'adjoint de J(m,,).

Les étapes de la méthode de Gauss-Newton sont les suivantes (voir, par exemple, Nocedal et Wright,
1999, ou Kelley, 1999) :

(1) Choix d'un modéle initial m® = mq (n = 0)
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(2) ni®me itération : résolution du probléme linéarisé autour de m,,
(i) Calcul de F'(my,) et de J(my,)
(ii) Détermination de dm,, solution du probléme linéarisé :
Détermination de m,11 qui est alors le modéle solution.

Mpy1 = My + 6mn
(iii) Recherche linéaire éventuelle dans la direction dm,, :
Myl = My + €My, 0 < e < 1

On applique cette recherche linéaire quand le cotit non linéaire ne diminue pas suffisamment (régles
d’Armijo). Cela signifie que le pas dm,, est trop grand (la linéarisation de la fonctionnelle n’est plus
valide).
3.3.2.3.3 Le probléme inverse linéarisé

La résolution du probléme inverse linéarisé constitue une étape de Gauss-Newton.

La fonction colit quadratique résultante que ’on minimise & chaque itération de Gauss-Newton
est :

~ 1 2 .
C(om) = 51 (mn)om — ST |2, + %||D2(mn + 6m — mPier)| |2, (3.32)
d
ol My, est le modéle courant, dm est la perturbation de modeéle, J(m,) = 857:11 (my,) est la matrice

Jacobienne évaluée en m,,, et §7°0° = T — T<%(m,,).

Résoudre ce probléme de minimisation est équivalent a résoudre le systéme linéaire suivant
(J(mo)TCT I (M) + Q) Am = J(my,) T C710T — Q.(m,, — mP™T), (3.33)

ou Q. est la matrice constituée des termes de régularisation.

Ce probléme inverse linéarisé C est bien posé comme 'ont montré Delprat-Jannaud et Lailly, 1993 :
si le nombre de données est suffisant, ce probléme a une unique solution qui dépend contintiment des
données (voir Annexes E et F).

En général, on résout le probléme inverse linéarisé par un algorithme de gradient conjugué (Ciarlet,
1988).

Dans notre cas, I'opérateur de covariance sur les données, C; est diagonal : les composantes du
vecteur résidu, c’est a dire le vecteur dont les éléments sont les différences entre les temps de trajet
observés et les temps de trajet calculés par le probléme direct (tracé de rayons), sont considérées comme
des informations spatialement indépendantes. Donc, la fonction cotit non linéaire discrétisée s’écrit :

obs
T2 (Ti(m) — Teb=)?

~ 1 62 rior
C'm) = 5 3 e L S DR — ) |, (3.34)
=1 T

oil 02 est l'incertitude associée 4 la donnée 7°%.
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3.3.3 Conclusions

1l existe donc deux maniéres de concevoir le probléme inverse en relation avec l'objectif que 'on se
fixe. Lorsque le probléme inverse a un objectif décisionnel, le concept de meilleur modéle & un sens et
le probléme peut se poser comme un probléme d’optimisation (3.13). En revanche, si le but poursuivi
est de représenter la connaissance que 'on a sur un systéme physique & travers des paramétres sen-
sés caractériser ce systéme, alors 'approche probabiliste est mieux adaptée (3.14). Cela n’est pas en
contradiction avec le fait que 1’on puisse finalement décider au vu de la structure des incertitudes de
résoudre le probléme en utilisant des méthodes d’optimisation.

Les incertitudes liées a la connaissance dont on dispose sur le systéme physique ou encore les incer-
titudes liées a 'expérimentation physique elle-méme doivent étre prises en compte dans la maniére de
poser le probléme. Par conséquent, 'approche probabiliste du probléme inverse géophysique semble étre
incontournable, au moins pour poser conceptuellement le probléme. De plus, cette approche permet
d’aborder naturellement ’étude et 'interprétation des résultats d’une inversion (incertitudes, fiabilité,
résolution) puisque l'on a accés & l'information a posteriori sur 'espace des modéles. Dans le cas ou
on utilise des méthodes d’optimisation pour résoudre un probléme inverse, il est nécessaire de pouvoir
décrire ou caractériser les incertitudes associées & la solution obtenue afin d’étre capable d’interpré-
ter correctement les résultats de I'inversion, c¢’est & dire fournir les barres d’erreur associées a la solution.
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Chapitre 4

QUANTIFICATION DES
INCERTITUDES SUR LE MODELE
SOLUTION

Ce chapitre est consacré a l'estimation des incertitudes sur le modéle solution de la tomographie
de réflexion. Nous allons faire le point sur les méthodes classiques d’analyse a posteriori et proposer
deux approches adaptées a notre probléme pour quantifier les incertitudes sur le modéle solution de la
tomographie de réflexion.

Classiquement, I'analyse de la solution du probléme inverse consiste & comparer les écarts entre les
temps de trajet observés et les temps de trajet calculés en calculant la valeur du résidu moyen et celle
du résidu maximum, et en étudiant la répartition spatiale de ces résidus (zones locales avec des résidus
élevés et tendances). Cette analyse est souvent insuffisante : ce modéle est un des modéles admissibles
que nous pouvons obtenir & partir de nos données. Une analyse d’incertitude est donc cruciale pour
quantifier la confiance que ’on accorde au modéle solution déterminé.

4.1 Indétermination du probléme inverse

Ce probléme inverse de tomographie de réflexion est sous-déterminé : nous avons a faire face & une
ambiguité entre la vitesse et la profondeur des réflecteurs qui ne peut pas étre résolue par l'informa-
tion des données temps de trajet (Bishop et al., 1985, Farra et Madariaga, 1988, Stork et Clayton,
1991, Bickel, 1990, Bube, 1995, Sinoquet, 1995). En effet, la profondeur des interfaces et la vitesse
ne peuvent pas étre déterminées de maniére unique sans l'introduction d’information a priori sur la
position des réflecteurs, c’est & dire qu'’il est difficile de séparer 'information fournie par les temps de
trajet en composantes de vitesse et profondeur d’interface. Par conséquent, pour un jeu de données
fixé, plusieurs modéles pourraient correspondre au modéle le plus probable qui vérifie les données avec
la précision espérée.

4.1.1 Indétermination de la vitesse

En tomographie, on peut trouver des situations telles qu’il y ait plusieurs ou une infinité de modéles
expliquant les données.
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Prenons par exemple, le cas d’un réflecteur plan, z, et d’une vitesse constante, v. Pour inverser cette
interface, si nous ne possédons que des données zéro-offset, il y aura alors une infinité de couples (v, z)
définissant notre modéle et satisfaisant les temps de trajet (¢ = Z peut prendre toutes les valeurs a z
ou v fixes). Plus généralement, plus nous aurons de données, meilleure sera la détermination de notre
modéle, méme complexe. Notons, qu'une acquisition sismique classique enregistre jusqu’a plusieurs
centaines d’offsets différents. Illustrons cette indétermination de la vitesse liée & I'offset sur un exemple
synthétique multi-couches.

4.1.1.1 Présentation du modéle

Dans les expériences numériques qui vont suivre, on réalise 'inversion des données associées au mo-
déle présenté sur la Figure 4.1. Ce modéle est un modéle constitué de plusieurs couches. Les interfaces
sont planes, et les vitesses de couches constantes. Les données (temps observés) sont calculées par tracé
de rayons sur le modéle exact (z,v). Seules la vitesse et la position de la derniére couche (Lias, voir
Figure 4.3) sont inversées. L'interface considérée (Lias) est définie par 4 x 4 paramétres. La vitesse est
décrite par une fonction B-spline v(z,y) de 4 x 4 paramétres.

Le choix de ce modéle provient du fait que, la couche précédant le Lias, la craie, a une vitesse
plus rapide. Ainsi, 'offset maximum apparent au niveau de la réflexion sur la base du Lias sera plus
faible, ceci rendant forcément 'indétermination plus grande (le cone d’illumination de la couche étant
réduit) (Figure 4.2). D’autre part, le fait que la couche du Lias soit plus étroite entraine aussi une moins
bonne résolution. En effet, une forte perturbation de vitesse dans cette couche a trés peu d’influence sur
le temps de trajet total (le temps de trajet étant I'intégrale de Uinverse de la vitesse le long des rayons).

Le dispositif est composé d’'un seul CDP en z, éclairé par des couples source-récepteur disposés de
part et d’autre, tous les 12.50 métres et de trois CDP en y (Figure 4.2). L’offset maximal est de 4000
métres, ce qui correspond & 161 offsets.

4.1.1.2 Inversion

Seules la vitesse et la position de la derniére couche (Lias, voir Figure 4.3) sont inversées. On a
de forts poids de régularisation et on cherche & obtenir un modéle & vitesse constante et interface
horizontale plane.

Lors de l'inversion des temps de trajet, le RMS (RMS = \/ wr NI (Teal — Tob)2) et le maxi-
mum des résidus donnent un critére de validité du modéle qui permet de savoir si on a obtenu un
«bon» modéle solution. Comme on ’a déja vu précédemment, lors de I'inversion des données, plusieurs
modéles peuvent expliquer les temps de trajet et donc satisfaire & nos critéres de validité. Le modéle
obtenu (Figure 4.4) vérifiant les données est le modéle solution que nous retiendrons. Dans ce qui va
suivre, nous allons tenter de quantifier 'erreur que 'on peut faire sur ce modéle & critére fixé, plus
précisément & RMS fixé (1ms).

4.1.1.3 Exploration de I’ensemble des modéles

L’exploration de I’espace des modéles consiste a faire varier simultanément profondeur et vitesse,
autour des valeurs exactes, et & effectuer sur cette série de modéle des tracés de rayons, ceci simulant
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les temps calculés. Nous calculons alors le RMS et le maximum des résidus, en fonction du nombre
d’offsets utilisés, et observons les courbes iso-RMS et iso-résidus maximum. Une iso-RMS (respective-
ment iso-résidus maximum), permet de voir ’ensemble des modéles (dans I'espace profondeur, vitesse,
nombre d’offsets), dont le RMS (respectivement maximum des résidus) est inférieur a4 une certaine
valeur, choisie par le tomographe.

La Figure 4.6 représente respectivement les cartes en RMS et maximum des résidus pour les off-
setmax 4000m, 3000m, 2000m et 1000m.

Pour donner un ordre de grandeur sur 'indétermination, avec une gamme d’offsets comprises entre
0 et 4000 métres (premiére carte en haut & gauche de la Figure 4.6) un modéle avec un RMS inférieur
a une milli-seconde peut se trouver & 105m/s de la vraie vitesse et & 10 métres de la position exacte
de l'interface.

De plus, l'incertitude autour du modéle solution (Figure 4.4) est liée au dispositif. En effet, lorsque
nous réduisons 'offset de acquisition (Figure 4.2), Uincertitude sur la vitesse et la position augmentent,
en constatant toutefois que l'incertitude sur la vitesse augmente plus rapidement que celle sur la posi-
tion (Figure 4.6). Ceci est probablement di & Pensemble des couches recouvrant le Lias.

D’autre part, lorsqu’on prend en considération la pente (Figure 4.5), on observe un coefficient de
corrélation de 'ordre de 0.1 par exemple pour la gamme d’offsets entre 0 et 4000 métres. Ce coefficient
correspond au facteur qui lie les paramétres de vitesses aux paramétres d’interfaces. Il nous indique de
combien augmenter 'interface pour une certaine augmentation de la vitesse.

Pour conclure, les incertitudes sur les données de la tomographie liées & l'identification de la si-
gnature associée a4 un événement, tache souvent délicate qui incombe & l'interprétateur (section 3.3.1.1
du chapitre 3), ainsi que 'indétermination du probléme inverse entrainent des incertitudes sur le mo-
déle solution de la tomographie de réflexion. Nous allons voir dans ce qui suit comment estimer ces
incertitudes.

4.2 Comment estimer les incertitudes : les méthodes classiques

Nous allons ici présenter deux approches classiques pour accéder aux incertitudes sur le modéle
solution de la tomographie de réflexion. Elles consistent & analyser la matrice de covariance a poste-
riori au voisinage du modéle solution. Mais auparavant, nous allons préciser le cadre de notre analyse
d’incertitude a posteriori.

Une approche classique pour quantifier les incertitudes consiste & analyser la matrice Hessienne (ou
son inverse : la matrice de covariance a posteriori) associée au probléme linéarisé (3.32) autour de la
solution me (approche bayesienne, voir Annexe G). Cette approche est valide dans le voisinage du
modéle solution (cadre linéarisé), la taille de ce voisinage dépendant de la non-linéarité de I'opérateur
direct.

La forme bi-linéaire associée a la matrice Hessienne mesure I'influence d’une perturbation de modéle
om autour du modéle solution m, sur la fonction colt quadratique :
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Offsets 0-4000m
T =T T
03 5
o 007
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I I
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Fi1a. 4.5 — Calcul du coefficient de corrélation pour un RMS de 1ms pour une gamme d’offsets entre
0 et 4000 métres.

~ ~ 1 1
C(om)— C(0) = 5(J(moo)ém)Tod—l(J(moo)ém) + 55mTo,;15m
=C(mco)
—om” (J(moo)TC’lzléTObs(moo) — C-lme)
=g(moeo)=0, gradient of C(m;rvanishes at the solution mqo
_ %6mT(J(moo)TC’d_1J(moo) 4 CNom (4.1)
1
= §6mTH(moo)6m. (4.2)

La matrice de covariance a posteriori est définie par :

Ch = (J(moo)TCT T (meo) + C1) L (4.3)

L’espace des modéles admissibles peut étre caractérisé par :

(M — Meo)TC=1(m — meo) = constant, (4.4)

qui sont des ellipsoides de centre my et ce domaine est aussi défini par la fonction de densité de
probabilité Gaussienne a posteriori

exp (—%6mTC’;n_16m> . (4.5)
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Fi1G. 4.6 — Représentation des iso-RMS et iso-résidus maximum pour les offsetmax 4000m, 3000m,
2000m et 1000m.
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F1G. 4.7 — Fonction de densité de probabilité Gaussienne a posteriori.

Les termes diagonaux de C!, sont les incertitudes sur les paramétres décrivant le modeéle et les
termes hors diagonaux sont les corrélations entre ces incertitudes.

Par exemple, la probabilité P(—20 < dm —m*® < 20) que l'incertitude associée a la perturbation
de modele §m autour du modéle solution m** dans 'espace des paramétres soit comprise entre —2¢ et
20 est de 95%. Pour prendre en compte les corrélations entre les paramétres, on doit étudier Pellipsoide
de confiance de 95%. Les axes des ellipsoides (4.4) sont définis par les vecteurs propres de C!_, la racine
carrée des valeurs propres donnant les incertitudes sur le vecteur propre associé.

Si 'on veut visualiser I'ellipsoide de confiance associée a cette probabilité, on écrit tout d’abord :

exp (—%6mTC~’;n_16m> = f(—20) = f(20). (4.6)

Et en se reportant a la Figure 4.7 qui représente la fonction de densité de probabilité Gaussienne

fmazx

a posteriori, on observe que f(—20) = f(20) = ©g*. Donc les ellipsoides que I’on cherche & visualiser
ont pour équation :

smTC. -1 om = 21og(8). (4.7)

Cette représentation permet de mettre en évidence les corrélations d’incertitudes entre les divers
paramétres selon que 'ellipsoide est de forme allongée pour des paramétres corrélés ou de forme proche
d’un cercle pour des paramétres non-corrélés.

4.2.1 Incertitudes sur les paramétres du modéle

Une approche naturelle de I’analyse d’incertitude a posteriori est de calculer les incertitudes sur les
paramétres i partir de la racine carrée des termes diagonaux de la matrice de covariance a posteriori
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C! . (voir par exemple le travail de D. Grenié et Y. Le Stunff, 2000).

La Figure 4.8 représente la matrice de covariance a posteriori associée au modéle solution de la
Figure A.4 (Annexe A). Sur la Figure 4.9, nous représentons la racine carrée des termes diagonaux de
C! . i.e. les incertitudes sur les paramétres B-splines du modéle.

Nous pouvons noter de trés grandes valeurs pour les coeflicients B-splines au bord. Ce n’est pas
surprenant : la sensibilité de la fonction B-spline & ces coefficients est faible. Nous observons aussi
de fortes corrélations entre les incertitudes sur ces coefficients : c’est un effet de la régularisation, ces
coefficients étant principalement déterminés par cette information (voir section 4.2.2).

Les incertitudes sur les paramétres de B-spline ne sont pas trés intéressantes en pratique : les in-
certitudes les plus grandes sur les coefficients de bord sont intrinséques & la définition de la B-spline.
Nous préférerions calculer des incertitudes sur des quantités physiques, par exemple, I’évaluation des
fonctions B-spline sur un domaine physique (voir section 4.3.2).

1 VITESSE INTERFACE 70 1 VITESSE INTERFACE 70
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I i I w
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FiG. 4.8 — Matrice de covariance a posteriori du modéle solution de la Figure A.4 de ’Annexe A
(triangulaire inférieure, la matrice est symétrique). La matrice est représentée avec deux échelles de
couleur différentes pour mettre en évidence les termes de vitesse (gauche) ou les termes d’interface
(droite).

4.2.2 Décomposition en vecteurs propres de la matrice de covariance a posteriori :
détermination des directions de modéle les mieux/les moins bien détermi-
nées

Une approche classique en vue d’estimer les incertitudes sur le modéle solution est de réaliser une
décomposition en vecteurs propres de la Hessienne. L’étude du spectre de la matrice de covariance va
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F1G. 4.9 — Incertitudes associées aux paramétres du modéle (racine carrée des termes diagonaux de
la matrice de covariance a posteriori de la Figure A.4 (Annexe A). L’axe horizontal (resp. vertical)
represente l'indice du paramétre B-spline dans la direction 2 (resp. y).

nous permettre d’apporter les premiéres conclusions quant & ’estimation des incertitudes. En effet, on
vérifiera que les vecteurs propres associés aux plus grandes valeurs propres de la Hessienne sont les
composantes du modéle les mieux déterminées par les données, I'inverse de la valeur propre donnant
Iincertitude sur les vecteurs propres. L’analyse des composantes du modéle déterminé peut donc étre
réalisée en étudiant les valeurs propres et les vecteurs propres de la Hessienne.

Delprat-Jannaud et Lailly, 1992, ont étudié la décomposition en vecteurs propres de la matrice de
covariance a posteriori pour avoir accés aux directions de modéle les mieux ou les moins bien détermi-
nées ainsi qu’aux incertitudes associées.

Nous appliquons la méme technique sur le premier exemple présenté dans ’annexe A. Comme cela
vient d’&tre expliqué en introduction, les vecteurs propres de la matrice de covariance (ou inverse de
la Hessienne) sont les axes des ellipsoides d’incertitude. Une autre interprétation est la suivante : la
matrice Hessienne mesure I'influence d’une perturbation de modéle ém autour du modéle solution m.,
sur la fonction coiit quadratique

C(6m) — C(0) = (Hom,6m) = > ai ), (4.8)

ou (1/\;, e;) sont les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de covariance a posteriori, dm est
la perturbation de modéle définie par 0m = ), a;e; (décomposition dans la base des vecteurs propres).

La direction de modéle la mieux (respectivement la moins bien) déterminée correspond a la plus

petite (respectivement la plus grande) valeur propre (Amin) (resp. Anaz) de la matrice Hessienne, i.e.
la plus grande (resp. la plus petite) perturbation de la fonction colit quadratique
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om = Cmaz = CN’(emaz) - CN'(O) — <H€maza emaz> - )\maza
(resp. om — Cmin = CN’(emzn) - é(o) - <H€min7 6min> - )\mzn)a

1/4/(\:) sont donc les incertitudes sur les perturbations de modéle colinéaires au vecteur propre
associé e;.

On calcule les vecteurs propres de la matrice de covariance a posteriori (Annexe G) du modéle
solution présenté sur la Figure A.4 de I’Annexe A (figure 4.10 et Figure 4.11). La direction de modéle
la mieux déterminée correspond aux perturbations lisses de la vitesse et de l'interface alors que la
direction de modéle la moins bien déterminée correspond aux grandes perturbations de la vitesse et
de linterface (ceci est di & Popérateur intégral 7'(m) qui n’est pas trés sensible aux perturbations
de modéle haute fréquence de petite amplitude). De plus, le vecteur propre associé a la direction de
modéle la moins bien déterminée présente de grandes valeurs sur les bords et particuliérement dans les
coins qui sont des zones peu «éclairées» par les rayons.
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F1G. 4.10 — Vecteurs propres associés a la plus petite valeur propre de la matrice de covariance a
posteriori du modéle solution de la Figure A.4 (voir Annexe A). Gauche : carte des variations latérales
de vitesse. Droite : carte des variations de la profondeur de l'interface.

Les incertitudes asssociées & ces vecteurs propres, & savoir, la racine carrée des valeurs propres,
ne sont pas significatives, les vecteurs propres étant composés a la fois des paramétres de vitesse et
d’interface.

Comme cela a été montré par Tarantola, 1987, et par Delprat-Jannaud et Lailly, 1992, un choix
judicieux de la norme dans ’espace des modéles destinée & étre utilisée pour la décomposition de la
matrice de covariance a posteriori doit étre fait. Tarantola, 1987, s’interroge sur la signification de la
matrice de covariance a posteriori associée & des paramétres d’unités physiques différentes, alors que
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F1Ga. 4.11 — Vecteurs propres associés a la plus grande valeur propre de la matrice de covariance a
posteriori du modéle solution de la Figure A.4 (voir Annexe A). Gauche : carte des variations latérales
de vitesse. Droite : carte des variations de la profondeur de l'interface.

Delprat-Jannaud et Lailly, 1992, soulignent I'importance du choix approprié d’une norme pour obtenir
la convergence du probléme discret vers le probléme continu (indépendance des incertitudes calculées
par rapport a la discrétisation du modéle).

Nous devrons donc vérifier que la méthode fournit des résultats intrinséques qui ne dépendent pas
des unités physiques ou de la discrétisation choisie. Tarantola, 1987, propose d’utiliser la norme définie
par la matrice de covariance a priori ce qui signifie que les vecteurs propres sont normalisés pour cette
métrique. Delprat-Jannaud et Lailly, 1992, proposent aussi d’utiliser la norme associée & I'information
a priori sur le modéle (régularisation par les moyennes des dérivées secondes comme pour le probléme
(3.13)), i.e. la norme H2. Ils montrent, pour cette norme, que

(i) la convergence des valeurs propres et vecteurs propres du probléme discret vers les valeurs propres
et vecteurs propres du probléme continu est assurée,

(ii) les valeurs propres de la matrice de covariance a posteriori associée au probléme continu sont
sur-estimées par les valeurs propres associées au probléme discret,

(iii) calculer précisément l'incertitude associée a la direction de modéle la moins bien déterminée
requiert une discrétisation plus fine que celle requise par le calcul de l'incertitude associée aux
directions les mieux déterminées.

Les résultats présentés sur les Figures 4.12, 4.13 et 4.14 confirment ces résultats théoriques. Malgré
ces résultats de convergence intéressants, nous ne recommandons pas cette méthode dans des appli-
cations pratiques. La principale raison est l'interprétation physique difficile des vecteurs propres. Les
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vecteurs propres sont une combinaison des paramétres de vitesse et d’interface, ce que nous calculons est
donc l'incertitude de ces combinaisons qu’il est souvent difficile de relier & des quantités physiques. De
plus, cette approche est coiteuse : la diagonalisation de la matrice de covariance a posteriori compléte

doit étre réalisée.
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F1G. 4.12 - Valeurs propres de la matrice de covariance a posteriori du modéle solution de la Figure
A 4 pour différentes discrétisations (Nombres de paramétres différents suivant la direction). Gauche :
la norme L? a été utilisée pour réaliser la diagonalisation. Droite : la norme H'! a été utilisée pour

réaliser la diagonalisation.
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FIG. 4.13 — H'-vecteur propre le mieux déterminé (associé & la plus faible valeur propre de la matrice
de covariance a posteriori du modéle solution de la Figure A.4) pour différentes discrétisations (nous
faisons varier le nombre de paramétres suivant la direction x). Gauche : coupe du modéle de vitesse
suivant la direction . Droite : coupe de l'interface suivant la direction 2.
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FI1G. 4.14 - H'-vecteur propre moins bien déterminé (associé 4 la plus faible valeur propre de la matrice
de covariance a posteriori du modéle solution de la Figure A.4) pour différentes discrétisations (nous
faisons varier le nombre de paramétres suivant la direction x). Gauche : coupe du modéle de vitesse
suivant la direction . Droite : coupe de l'interface suivant la direction 2.
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4.3 Deux méthodes proposées

Nous allons présenter ici deux méthodes qui nous paraissent intéressantes en pratique pour accéder
aux incertitudes sur le modéle solution de la tomographie de réflexion. La premiére (section 4.3.1)
permet d’échantillonner la fonction de densité de probabilité a posteriori et donc de simuler des modéles
équiprobables. La seconde (section 4.3.2) permet de calculer les variances de quantités physiques du
modele, décrites par des combinaisons linéaires de paramétres (ce que nous appelons des «macro-
parameétresy ).

4.3.1 Les simulations de modéles admissibles
4.3.1.1 Principe

Contrairement & analyse des vecteurs propres (section 4.2.2), la simulation de modéles admissibles
4 partir de la fonction de densité de probabilité a posteriori permet une analyse plus compléte que
la seule analyse des termes diagonaux de la matrice de covariance a posteriori. En effet, les corré-
lations entre les incertitudes sont prises en compte. De plus, les simulations fournissent directement
des résultats interprétables, i.e. des modéles physiques. Cette méthode consiste en des simulations de
perturbation de modéle suivant la fonction de densité de probabilité a posteriori qui s’écrit :

1 /
exp{—iémTC’,n_lém}. (4.9)
La méthode (voir, par exemple, Parker, 1994) consiste en un changement de variable :
om' = Uédm, (4.10)
ou U est la matrice triangulaire supérieure obtenue par une décomposition de Cholesky (voir Ciarlet,
1988, pour le détail de la méthode) de l'inverse de la matrice de covariance a posteriori C’;n_ L—H =
UTU (matrice symétrique définie positive).

Cela donne la fonction de densité de probabilité gaussienne non corrélée avec une variance unité

1.
exp{—iém Tsm'}. (4.11)

Nous réalisons des simulations d’un vecteur aléatoire ém’ suivant (4.11) et construisons des simu-
lations gaussiennes corrélées du vecteur dm en résolvant

om =U"1om/. (4.12)
La méthode des simulations nous permet donc d’avoir accés & plusieurs modéles admissibles.
4.3.1.2 Applications

On présente ici deux applications de la méthode des simulations sur des exemples synthétiques et
nous verrons une application sur données réelles dans le chapitre 6.
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4.3.1.2.1 Premier exemple (voir Annexe A)

La Figure 4.15 montre 20 modéles simulés obtenus par cette méthode appliquée au modéle solution
décrit dans ’Annexe A. Les incertitudes les plus grandes sur la profondeur de Uinterface (~ 10m) et
sur les variations de vitesse (= 50m) sont localisées sur les bords du modéle, ce qui correspond aux
zones qui ne sont pas bien illuminées. Dans les autres zones, les incertitudes sur la profondeur sont
de l'ordre de quelques métres. On avait déja observé cela sur les incertitudes sur les paramétres du
modéle, mais ici, on obtient une estimation fiable des incertitudes sur la profondeur de l'interface et
non pas sur le paramétre B-spline.
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F1G. 4.15 — Coupes des 20 modéles simulés suivant ’axe des = sur les modéles de vitesse 3D simulés.
Gauche : variations de vitesse. Droite : variations de la profondeur de l'interface.

4.3.1.2.2 Second exemple (voir Annexe B)

Nous avons réalisé des simulations sur la seconde interface (en bleu sur la partie droite de la Figure
4.16) du modéle solution décrit dans ’Annexe B. Les deux figures sur la gauche des Figures 4.16 et
4.17 représentent 20 modéles simulés obtenus par cette méthode. On constate ici aussi que les plus
grandes incertitudes sont localisées aux bords du modéle.

4.3.1.3 Conclusions

Cette méthode est assez intéressante pour 'interprétation directe des résultats en dépit du cotit de
la factorisation de Choleski de la matrice de covariance a posteriori. Elle permet de visualiser différents
modéles admissibles.
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F1G. 4.16 — Coupes suivant ’axe des = (en haut & gauche) et des y (en bas & gauche) de la profondeur
de la 2iéme interface sur les 20 modéles simulés.
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F1G. 4.17 — Coupes suivant ’axe des x (en haut & gauche) et des y (en bas a gauche) de la vitesse dans
la 2iéme couche sur les 20 modéles simulés.
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4.3.2 Utilisation de macro-paramétres géologiques pour le calcul d’incertitude
4.3.2.1 Principe

Dans cette section, nous proposons une méthode qui permet de traiter des modéles de grande taille
avec un cofit de calcul raisonnable. De plus, nous voulons donner au géophysicien des incertitudes
sur des quantités physiques, et non sur tous les paramétres numériques que nous inversons dans le
processus de tomographie.

L’approche proposée consiste & construire quelques «macro-paramétresy ayant un intérét géophy-
sique. Ces macro-paramétres sont des combinaisons linéaires des paramétres & inverser : par exemple,
la moyenne des variations verticales de vitesse dans une zone, la courbure d’une interface, la profondeur
moyenne d’une couche ... Grenié, 2001, a introduit la notion de macro-paramétres (sa principale préoc-
cupation étant d’éviter les problémes numériques dans l'inversion du Hessien complet). Nous proposons
ici une généralisation de son travail (définition générale des macro-parameétres) qui permet le calcul
des incertitudes pour des problémes 3D de grande taille.

Nous définissons un macro-paramétre comme une combinaison linéaire de paramétres :
P = By, (4.13)

ou p est le vecteur des n, paramétres de modéle, P est le vecteur des )/ p macro-paramétres et B
la matrice de passage des paramétres aux macro-paramétres (C. Duffet et D. Sinoquet, 2002).

Nous calculons la matrice de covariance a posteriori dans ’espace des macro-paramétres, d{n,
comme suit :

C! = BC! BT, (4.14)

ou C! la matrice de covariance a posteriori dans I'espace des paramétres. Notons que la taille de C/ |
nap X narp, est par définition inférieure a la taille de C,, np X np.

Pour obtenir cette matrice, nous n’avons pas besoin de calculer I'inverse de la Hessienne compléte,
H~! = (! dans ’espace des paramétres.

En effet, pour obtenir
¢! =H'=BH BT (4.15)

dans ’espace des macro-parameétres, il suffit de disposer de

-1 T
H'BY, (4.16)

ou B;; sont les différentes colonnes de BT (calculées par BTe; ol les e; sont des vecteurs tels que :
ei; =0 Vi # jete;; = 1), et de résoudre npsp systémes linéaires (i.e., autant que de macro-parameétres).

Ces systémes linéaires
Hz = B] (4.17)

sont similaires au probléme linéarisé que nous résolvons a chaque itération de Gauss-Newton (3.33).
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Par conséquent, le colit de calcul pour un macro-paramétre est comparable au coiit d’une itération
du processus d’inversion, sans prendre en compte la résolution du probléme direct.

Voici différents types de macro-paramétres simples (notés P) :

- moyenne des paramétres B-splines p; (¢ = 1,...,np) pour chaque vitesse inversée et chaque inter-
face inversée

1 &
P=—> p,, (4.18)
avec np est le nombre de paramétres.

- moyenne de la fonction B-spline u € L?(2) ou de ses dérivées, pour chaque vitesse inversée et

chaque interface inversée
1
P= // u(x, y)dzdy, (4.19)
AzAy J Ja,xq, (@.9)

avec Q = Q, X Qy (N = [Tmin; Tmaz] €6 Ly = [Ymin; Ymaz]) €6 AT = Tingz — Tmin €t Ay =

Ymaz — Ymin-

- valeur en chaque point d’une grille de la fonction B-spline pour chaque vitesse inversée et chaque
interface inversée

P=viouP =1z, ic{l,..,n} (4.20)
avec n le nombre de points de la grille.

Nous étudierons un macro-parameétre plus complexe et plus réaliste qui nous permettra d’évaluer
Iincertitude sur le volume d’une couche ou d’un piége pétrolier dans le paragraphe 77 et nous l'illus-
trerons sur données réelles dans le chapitre 6.

4.3.2.2 Applications

On présente ici deux applications de cette méthode sur les exemples synthétiques présentés en
Annexes A et B, et nous verrons une application sur données réelles dans le chapitre 6.

4.3.2.2.1 Premier exemple (voir Annexe A)

Ici nous illustrons 'approche macro-paramétre sur Uexemple de la Figure A.1 (Annexe A). Nous
choisissons des macro-paramétres simples : la moyenne des variations de vitesse dans la couche, la
moyenne de ses dérivées, la moyenne de la profondeur d’une interface et de ses dérivées. Les incerti-
tudes sur ces macro-paramétres sont calculées sur le modéle solution de la Figure A.4. Les résultats
sont récapitulés dans le tableau 4.1.

On observe des incertitudes faibles : cela s’explique par le fait que 'on considére des macro-

parameétres associés & des moyennes donc les incertitudes fortes aux bords sont gommées. D’autre
part, nous pouvons noter de fortes corrélations entre la vitesse et la profondeur de l'interface.
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Macro-paramétres

B-spline DX DY
VITESSE 3.74m/s | 0.001/s | 0.001/s
INTERFACE 0.74m 0.0003 | 0.0003
CORRELATIONS 0.97 0.98 0.98

TAB. 4.1 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C’ ) associées & différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline, de ses dérivées premiéres en z, y et z sur le domaine
de définition et les corrélations normalisées entre vitesse et interface. Cette analyse de l'incertitude
est réalisée pour le modéle solution de la Figure A.4. La moyenne de la vitesse est de 4.54km /s et la
moyenne de la profondeur de l'interface est de 1.07km.

4.3.2.2.2 Second exemple (voir Annexe B)

Ici nous illustrons I'approche macro-paramétre sur l’exemple de la Figure B.1 (Annexe B) et plus
exactement sur l'interface représentée en bleu (partie droite de la Figure 4.18) et nous allons comparer
Panalyse d’incertitude sur l'inversion «layer stripping» (inversion «couche par couche» en francais)
d’une part puis, sur l'inversion «layer stripping + inversion globale» (voir Annexe B pour le détail de
ces techniques d’inversion).

Les macro-paramétres choisis sont : la moyenne de la profondeur de l'interface dans différentes
régions du modéle et nous nous plagons tout d’abord dans le cas de 'approche «layer stripping». Le
domaine de définition est séparé en 5 régions (partie gauche des Figures 4.18 et 4.19 dans le cas de
Papproche «layer strippingy ). Notons que nous n’incluons pas les bords du modéle dans la définition
des régions : les bords n’étant pas éclairés par les rayons, il est évident que les incertitudes associées
sont fortes.

Ainsi, sur la Figure 4.18 on observe des différences importantes sur les incertitudes associées aux
macro-paramétres des différentes régions. Par exemple, la moyenne de la profondeur de 'interface solu-
tion (en bleu sur la partie droite de la Figure 4.18) est 2.35km. Si nous considérons la région représentée
en vert sur la partie gauche de la Figure 4.18, nous pouvons dire que nous avons une incertitude sur
la profondeur de l'interface de +2.76m (deux fois 'écart type).

De la méme maniére, considérons la vitesse de la couche grisée (partie droite de la Figure 4.19).
Le macro-paramétre étudié est la moyenne de la vitesse dans différentes régions. Nous conservons les
mémes régions que précédemment et nous obtenons les mémes conclusions. Par exemple, la moyenne
de la vitesse (en gris sur la partie droite de la Figure 4.19) est 1.92km/s. Si nous considérons la région
représentée en jaune sur la partie gauche de la Figure 4.19, nous pouvons dire que nous avons une
incertitude sur la variation de la vitesse dans la couche de +10.46m/s (deux fois écart type).

D’autre part, il est évident que la région la moins bien déterminée est la région la moins bien
illuminée. Si nous comparons maintenant ces résultats avec ceux de ’approche «layer stripping + in-
version globale» (résultats récapitulés dans le tableau 4.2), nous retrouvons la méme «distributiony
des incertitudes sur le domaine mais la valeur de ces incertitudes est plus faible que pour ’approche
«layer-stripping». Par conséquent, la prise en compte des temps de trajet associés & toutes les couches
simultanément (cas de 'inversion globale) dans l’analyse a posteriori permet de réduire les incertitudes
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sur le modéle solution.
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FIG. 4.18 — Ecarts types associés & des macro-paramétres définis par la moyenne de I'interface (en bleu
sur la figure de droite) dans 5 régions différentes (décrites par les rectangles sur la figure de gauche, la
couleur indique I’écart-type du macro-parameétre). Les points sur la figure de gauche représentent les
points d’impact des rayons sur l'interface. On est dans le cas de approche «layer stripping».

67



CHAPITRE 4. QUANTIFICATION DES INCERTITUDES SUR LE MODELE SOLUTION

14

" x (km)

1.77 I

2.58 <

2.99 I

5.23 !

55.2 I

(m/s)

y (km)

333

-1

F1G. 4.19 — Incertitudes sur des macro-paramétres définis par la moyenne de la vitesse (en gris sur
la figure de droite) dans 5 régions différentes (décrites par les rectangles sur la figure de gauche, la
couleur indique I’écart-type du macro-parameétre). Les points sur la figure de gauche représentent les
points d’impact des rayons sur l'interface. On est dans le cas de approche «layer stripping».
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FIG. 4.20 — Ecarts types associés & des macro-paramétres définis par la moyenne de I'interface (en bleu
sur la figure de droite) dans 5 régions différentes (décrites par les rectangles sur la figure de gauche,
la couleur indique ’écart-type du macro-paramétre). Les points sur la figure de gauche représentent

les points d’impact des rayons sur I'interface. On est dans le cas de ’approche «layer stripping +
inversion globale» .
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F1G. 4.21 - Incertitudes sur des macro-paramétres définis par la moyenne de la vitesse (en gris sur la
figure de droite) dans 5 régions différentes (décrites par les rectangles sur la figure de gauche, la couleur
indique I’écart-type du macro-paramétre). Les points sur la figure de gauche représentent les points
d’impact des rayons sur 'interface. On est dans le cas de ’approche «layer stripping + inversion

globale».

Régions Layer stripping | Layer stripping 4 inversion globale

région 1 | INTERFACE 8.07m 5.15m
VITESSE 55.2m/s 42.6m/s

région 2 | INTERFACE 0.57m 0.45m
VITESSE 1.77m/s 1.41m/s

région 3 | INTERFACE 1.36m 1.24m
VITESSE 5.23m/s 4.22m/s

région 4 | INTERFACE 1.38m 1.26m
VITESSE 2.99m/s 2.56m /s

région 5 | INTERFACE 1.73m 1.40m
VITESSE 2.58m/s 2.43m/s

TAB. 4.2 — Ecarts types associés aux différents macro-paramétres sur les 5 régions du domaine de
définition dans le cas de 'approche «layer stripping» et dans le cas de 'approche «layer stripping
+ inversion globale». Noter que les régions sont numérotées de bas en haut et de gauche a droite

(voir par exemple la Figure 4.18).
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4.3.2.3 Illustration du macro-paramétre volume

4.3.2.3.1 Principe

Le formalisme général et la flexibilité de ’approche macro-paramétre vont nous permettre de
construire un macro-paramétre (P) correspondant & des quantités qui sont intéressantes pour le géo-
physicien : un volume de couche ou de piége pétrolier.

Prenons | ’exemple de la Figure 4.22 : la couche qui nous intéresse est délimitée par les interfaces
intl, int2, F1 et F2. Ici, ’exemple est 2D pour simplifier mais 'implémentation a été faite pour des
modéles 3D. Nous nous sommes limités aux interfaces explicites en z (2(z,y)).

On veut donc calculer l'incertitude que l'on a sur le volume délimité par les z;(z) (i = 1,...,4).
La couche est repérée par sa position relative aux interfaces la délimitant (cf Clarke, 1997) : ainsi la
couche grisée de la Figure 4.22 est repérée par (intl-;int2-+;F1+;F2+), le signe -+ signifiant que les
points de la couche sont au-dessus de Uinterface considérée (z;,12 > 2) et le signe - l'inverse.

Le volume de la couche s’écrit donc :

z1

9o 3 T4
P;—/ zmﬂ_(x)der/ 2p2+(x)dx+/ zmt2+(x)dx+/ zr14-(x)de, (4.21)

1 o r3 T4
avec x;, © = 1,...,4 les points d’intersection entre les différentes interfaces. Le signe devant 'intégrale
correspond au signe de la définition de la couche par (intl-;int2+ ;F1+4 ;F2+).

On peut aussi I’écrire sous la forme linéaire P = Bp :

P = Bp = —(x2 — 21) Bint1 - Pint1— + (3 — 22) Broy proy + (24 — 23) Binga { Dintot + (21 — 24) BR14PF1 4,

(4.22)
avec z;, © = 1,...,4 les points d’intersection entre les différentes interfaces, p;, i = intl—, F'24,int2+, F'1+,
les paramétres des interfaces et B;, ¢ = inll—, F2+,inl2+, '1+, 'opérateur moyenne de la fonction
B-spline de la profondeur des interfaces.

Chaque P; = B;p;, 1 = intl—, 24, int2+, F'1+4, correspond au macro-paramétre moyenne de la
profondeur de l'interface.

La difficulté dans la construction de ce macro-paramétre est de repérer les points d’intersection
entre les différentes interfaces : pour chaque interface nous n’avons pas la méme grille de B-spline. En
pratique, on parcourt 'interface afin de repérer deux noeuds de B-spline situés de part et d’autre du
point d’intersection, C’est-a-dire des noeuds pour lesquels la combinaison de signe servant & se repérer
par rapport aux interfaces a changé. Ensuite on teste la combinaison de signes des points situés dans
cet intervalle jusqu’a se rapprocher le plus possible du point d’intersection.

Notons que ce formalisme est généralisable a tous les types d’interface (ici on a réduit 'étude aux
interfaces explicites en z). Le point clé réside dans le choix de considérer des interfaces explicites dans

I'une des directions et qu’elles soient définies sur tout le domaine.

Nous allons dans le paragraphe suivant illustrer ce macro-paramétre volume sur un exemple syn-
thétique.
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Fi1a. 4.22 — Tllustration d’un volume.

4.3.2.3.2 Application

Le modéle étudié est un modéle synthétique 3D composé de trois interfaces réguliéres (Figure 4.23),
s’étendant sur 10km dans la direction x et sur 10km dans la direction y et définies grace & :

- 10 (respectivement 6) paramétres de B-spline dans la direction des = (respectivement dans la
direction des ) pour l'interface intl,

- 8 (respectivement 4) paramétres de B-spline dans la direction des x (respectivement dans la
direction des ) pour l'interface int2,

- 10 (respectivement 10) paramétres de B-spline dans la direction des z (respectivement dans la
direction des ) pour 'interface int3.

Ici nous choissisons de ne pas inverser les vitesses, puisque ce qui nous intéresse est ’estimation du
volume délimité par les trois interfaces.

On modélise les données synthétiques par un tracé de rayons sur le modéle exact (Figure 4.23) avec
une géométrie d’acquisition décrite par la Figure 4.24.

On ajoute & ces temps de trajet exacts un bruit blanc (décrit par une loi de probabilité Gaussienne
centrée) d’écart type 3ms (Figure 4.27).

L’inversion de ces données bruitées grace a notre code de tomographie de réflexion jerry (voir
chapitre 3 pour une description de 'outil de tomographie et la méthodologie d’utilisation) donne un
modéle solution proche du modéle exact (Figure 4.28) avec un résidu moyen RMS de 4.7ms et un résidu
maximum de 69.6ms pour Pinterface intl, un résidu moyen RMS de 12.8ms et un résidu maximum de
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vitesse
(kmis) O 10 S y(km) 2

4.0

int 3

|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
x=0km

F1G. 4.23 — Coupes verticales du modéle de vitesse 3D exact {Gauche : le long de 'axe des z, droite :
le long de I'axe des y).

393ms pour l'interface int2 et un résidu moyen RMS de 4.15ms et un résidu maximum de 48.15ms pour
I'interface int3. Ces résultats sont en accord avec le bruit introduit sur les données si on ne prend pas
en compte les points d’impact des rayons au niveau des deux biseaux qui correspondent & des résidus
élevés (voir Figures 4.25 et 4.26). Ces résidus élevés proches des biseaux sont liés & des problémes de
signature : la signature du rayon change de signe d’un c6té a ’autre du biseau. Cavalca et Lailly, 2004,
pour pallier & cette difficulté, ont proposé d’introduire des contraintes sur les points d’impact des rayons.

Ici nous illustrons 'approche macro-paramétre sur ’exemple de la Figure 4.23. Nous choisissons
le macro-paramétre moyenne de la profondeur d’une interface et le macro-paramétre volume que nous
venons d’expliciter dans le paragraphe 4.3.2.3. Les incertitudes sur ces macro-paramétres sont calculées
sur le modéle solution de la Figure 4.28. Les résultats sont récapitulés dans le tableau 4.3.

Pour le premier macro-paramétre considéré (moyenne de la profondeur d’une interface), on observe
des incertitudes faibles : cela s’explique par le fait que ’on considére des macro-paramétres associés a
des moyennes donc les incertitudes fortes aux bords sont gommées. D’autre part, nous pouvons noter
pour le macro-paramétre volume une incertitude de 25m® sur le volume du piége délimité par intl,
int2 et int3 qui est de 3.14km3.

4.3.2.4 Conclusions

Cette méthode avec son formalisme général permet de calculer les incertitudes sur des quantités
géologiques intéressantes avec un coit de calcul raisonnable (voir tableau 4.4). Les simulations Gaus-
siennes (voir la section précédente) de macro-paramétres (utilisant la matrice de covariance a posteriori
réduite (4.14)) peuvent étre aussi réalisées : cela fournit une information intéressante sur les corréla-
tions d’incertitudes des macro-paramétres et a un coit de calcul inférieur & celui des simulations sur
les paramétres du modéle avec la matrice de covariance a posteriori compléte.
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Résidus
(ms)
-70

0

Résidus Résidus

ms 0 10 (ms)
(ms) - x(km)

-39: -32

z(km)

374 5 48

Fi1G. 4.24 — Mlumination du domaine. Les points représentent les points d’impact des rayons sur 'in-
terface (z,in = 0km et Zyae = 10kM, Ymin = —5kM €6 Ymaz = KM, Zmin = 0kM €t Zimae = BkmM),
les trois interfaces intl, int2 et int3 sont représentées.

_15(ms) )

Résidus
0

RMS=2.5ms

10 _0 x(km)

Rkl

z(km)
€.
"tiirmasaz,

5 int 2

RMS=3.4ms RMS=2.8ms

F1G. 4.25 — llumination du domaine pour les résidus en accord avec le bruit introduit sur les données.
Les points représentent les points d’impact des rayons sur linterface (Z,in, = 0km et Zyq. = 10km,
Ymin = —DkM €t Ymaz = DKM, Zmin = 0km et Zmae = 5km), les trois interfaces intl, int2 et int3 sont

représentées.
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Résidus 0 10 Résidus 0Résidus
_70(ms) N _394(ms) 5 _32(ms) .
E]| g
-15 -15
57 % B I
6 5 37 5 5
RMS=27.7ms RMS=68.7ms RMS=23.9ms

Fi1G. 4.26 — [llumination du domaine pour les résidus élevés. Les points représentent les points d’impact
des rayons sur linterface (i = 0km et Tyee = 10EM, Ymin = —5kM €6 Ymar = kM, Zmin = 0km
et Zmar = Dkm), les trois interfaces intl, int2 et int3 sont représentées.
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F1G. 4.27 — Histogramme des perturbations Gaussiennes non corrélées ajoutées aux données de temps
de trajet de la Figure 4.24. L’écart type associé est de 3ms.
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vitesse
(km/s) 0 0

) I

z(km)

int 3

2.0] 5

|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
x=0km

F1G. 4.28 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry pour le premier exemple (Gauche :
le long de I'axe des x, droite : le long de 'axe des y). RMS des résidus temps de trajet = 4.7ms et
valeur maximum des résidus temps de trajet = 69.6ms pour l'interface intl, RMS des résidus temps
de trajet =12.8ms et valeur maximum des résidus temps de trajet = 393ms pour l'interface int2 et
RMS des résidus temps de trajet = 4.15ms et valeur maximum des résidus temps de trajet = 48.15ms
pour l'interface int3.

Macro-paramétres

B-spline | Volume
INT1 1.612m -
INT2 0.175m -
INT3 0.419m -

VOLUME - 25m3

TAB. 4.3 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C' ) associées a différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline et volume du piége. Cette analyse de 'incertitude est
réalisée pour le modéle solution de la Figure 4.28.

Temps CPU
1 macro-Paramétre 28 min 4 s
50 simulations 3 h 3 min 50 s 52

TAB. 4.4 — Tableaux des temps CPU
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4.3.3 Premiéres discussions sur ces deux méthodes

Ce que I'on peut déja retenir & ce niveau, est que I'approche macro-paramétre fournit une informa-
tion intéressante en ce qui concerne les corrélations d’incertitude des différents macro-paramétres et a
un coiit de calcul plus faible que les simulations de paramétres du modéle qui nécessite I'utilisation de
la matrice de covariance a posteriori compléte.

En effet, la méthode de simulation est plus colteuse en temps CPU et en stockage (tableau 4.4)
en raison de la décomposition de Choleski de la matrice de covariance a posteriori. Par exemple, pour
le second modéle (Figure B.1) qui comporte 6869 parameétres, la méthode des simulations est 1.4 fois
plus lente que la méthode des macro-paramétres (pour 50 simulations et 5 macro-paramétres).

D’autre part, les simulations fournissent directement des résultats interprétables, des modéles phy-
siques.

Enfin, 'approche macro-paramétre peut fournir des incertitudes sur des quantités géologiques : la
généralité du formalisme permet une large flexibilité en ce qui concerne la construction des macro-
paramétres. Notons, également, que 'approche macro-paramétre permet d’avoir accés & une infor-
mation intéressante concernant les corrélations entre les incertitudes associées aux divers macro-
paramétres considérés : elle met en évidence facilement, les forts couplages entre les macro-paramétres
choisis.
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Chapitre 5

LIMITES DES METHODES DE
CALCUL D’INCERTITUDE :
REALISME DES INCERTITUDES
CALCULEES

Ce chapitre est consacré a une étude concernant les limites des méthodes de calcul d’incertitudes
décrites dans le chapitre précédent. Les différents thémes abordés sont I'influence sur les incertitudes
calculées de la paramétrisation et de la discrétisation du modéle, 'influence de I’échantillonnage des
données, l'influence de 'introduction de régularisation et d’information a priori. Chaque cas est illustré
par une application sur les exemples synthétiques décrits dans les Annexes A et B.

5.1 Influence de la paramétrisation et de la discrétisation du modéle
sur les incertitudes calculées

5.1.1 Importance du choix de paramétrisation du modéle de Terre sur les incer-
titudes calculées

La paramétrisation de modéle choisie est un modeéle décrit par blocs, dit «blockys (voir chapitre 3,
Clarke et Jannaud, 1996). Cette représentation permet d’introduire des discontinuités de vitesse aux
interfaces. Cependant, cette paramétrisation du modéle peut étre une source d’erreur de modélisation :
le fait d’autoriser des discontinuités de vitesse au niveau de telle ou telle interface et de contraindre
les variations de vitesse entre les interfaces & étre faibles est un choix qui est loin d’étre neutre et qui
biaise fortement les données modélisées.

D’autre part, imposer le nombre de couches contraint fortement le modéle et peut engendrer des
incertitudes artificiellement faibles. Nous illustrons ce point par l'application suivante : application
de 'approche macro-paramétre (voir Chapitre 4, section 4.3.2) sur ’exemple de I’Annexe A. Nous
choisissons des macro-paramétres simples : la moyenne de la vitesse dans la couche, la moyenne de
ses dérivées, la moyenne de la profondeur d’une interface et de ses dérivées. Les incertitudes sur ces
macro-paramétres sont calculées sur le modéle solution de la Figure A.4 et sur la solution de la Figure
5.1, modéle obtenu avec une paramétrisation de la vitesse par une B-spline 3D v(x,y, ) & la place
d’une B-spline 2D wv(z,y) (ot 'on suppose aucune variation dans la direction z). Les résultats sont
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récapitulés dans le tableau 5.1.

Pour l'inversion avec une paramétrisation de la vitesse en v(x, ¥y, z), nous notons la mauvaise déter-
mination de la vitesse et tout particuliérement de ses variations verticales (incertitude de 0.17/s sur le
gradient vertical (deux fois I’écart type)). Ce résultat n’est pas surprenant : les rayons se propagent prés
de la direction verticale, les temps de trajet ne sont donc pas trés sensibles aux variations verticales
de vitesse (uniquement sensibles & sa moyenne verticale). Par contre, les incertitudes obtenues sur le
modéle obtenu avec une paramétrisation v(x, i) sont beaucoup plus faibles : 3.74m /s au lieu de 126m/s.

Ce résultat met bien en évidence le choix d’'une paramétrisation adéquate : le choix d’une représen-
tation de la vitesse v(x,y) est une information a priori qui réduit énormément les incertitudes sur le
modéle solution mais est-ce une information fiable ? Les incertitudes pour la paramétrisation v(x,y, z)
montrent qu’il existe d’autres solutions peut-étre tout aussi réalistes.

Paramétrisation de la vitesse Macro-parameétres
utilisée dans 1’inversion B-spline DX DY DZ
v(z,y) VITESSE 3.74m/s | 0.001/s | 0.001/s -
v(2,y, 2) 126m/s | 0.002/s | 0.002/s | 0.085/s
v(z,y) INTERFACE 0.76m 0.0003 | 0.0003 -
v(x,y,2) 0.74m 0.0002 | 0.0003 -

TAB. 5.1 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C')) associés a différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline, de ses dérivées en z, y et z sur le domaine de définition.
Cette analyse de l'incertitude est réalisée pour le modéle solution de la Figure A.4 obtenu avec la para-
métrisation exacte v(x,y) et pour le modéle solution de la Figure 5.1 obtenu avec une paramétrisation
de la vitesse en v(z, ¥, 2).

5.1.2 Influence de la discrétisation sur 1’analyse d’incertitude
5.1.2.1 Choix du nombre de paramétres B-splines

Comme nous 'avons vu dans la section 3.1.2 du chapitre 3, les vitesses et les interfaces sont para-
métrées par des fonctions B-splines 2D ou 3D. Deux questions se posent : Comment choisir le nombre
de paramétres B-splines 7 Quelle est I'influence de ce choix sur les incertitudes sur le modéle solution ?

Clagsiquement 1’analyse de la solution du probléme inverse consiste & comparer les écarts entre les
temps de trajet observés et les temps de trajet calculés en calculant la valeur du résidu moyen RMS
(Root Mean Square) et la valeur du résidu maximum. Des résidus trop élevés peuvent étre dus au fait
que la paramétrisation B-spline choisie ne permet pas de modéliser les données complexes. En utilisant
plus de paramétres on peut résoudre ce probléme.

Dans le paragraphe suivant, nous allons montrer qu’a partir d’un certain pas de discrétisation suf-
fisamment fin, la valeur de l'incertitude associée 4 un macro-paramétre tend A rester constante.
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x(km) ) y(km)
g 8 g = 8 g § ¢8 g 3 % ¥ £ % & 8
V(km / S) w a <] o wi ~ S 3 =] e I < wi © o ]
4.000 0.000 0.000
4.053
4.105
4158 0.286 0.286
4211 |
4.263 0.571 0.571
4.316 —
4.368 —
4.421 — —0.857 —~ 0.857
4.474 | e =
4526 —| S X
N

4.579 — N 1.143 N 1.143
4.632 —
4.684 —

1429 1429
4737 —
4.789
4.842 1.714 1.714
4.895
4.947
5.000 2,000 2,000

Y=4.7km X=4km

Fi1Ga. 5.1 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry avec une paramétrisation erronée
de la vitesse : v(z,y, 2) a la place de v(z,y) et une contrainte qui garde le gradient de vitesse vertical
positif (Gauche : suivant l'axe z, droite : suivant 'axe y). RMS des résidus des temps de trajet =
5.5ms, valeur maximale des résidus des temps de trajet = 22ms.

5.1.2.2 Résultat théorique et démonstration

On considére un sous-espace de dimension finie M” de M, espace des modéles discrétisés (dans
notre cas par des fonctions B-splines). h représente le pas de discrétisation. La norme considérée dans
MP" est la norme H?. On introduit ’hypothése d’approximation suivante (Delprat-Jannaud et Lailly,
1992) :

Vm € M lim inf mp —m =0 5.1

poy ikl ma = m =0, (5.1)

qui est valide pour la plupart des procédures de discrétisation (en 1'occurence pour une discrétisation
par des B-splines). Cela signifie qu’en choisissant un h assez petit, on peut approcher avec la préci-
sion voulue (mesurée avec la norme || || 2) tout modéle m dans M par un modéle discret m;, dans M".

Sous cette hypothése, Delprat-Jannaud et Lailly, 1991, ont démontré la convergence au sens de la
norme H? de la solution du probléme discret vers la solution unique du probléme continu.

Ce que nous voulons montrer ici c’est que 'incertitude associée & un macro-parameétre (voir para-
graphe 4.3.2.1 du chapitre 4) converge & partir d’une certaine discrétisation, c’est a dire que la valeur
de l'incertitude pour un macro-paramétre est indépendante de la discrétisation a partir d’'un pas de
discrétisation suffisamment fin.

Dans notre formalisme des macro-paramétres (voir chapitre 4 section 4.3.2), la matrice B, repré-
sente la matrice de passage des paramétres aux macro-paramétres. C’est 4 dire qu’elle vérifie la relation
P = Bm ol m représente les paramétres du modéle et P le macro-paramétre. En d’autres termes et
dans 'approche qui nous intéresse, B permet de réaliser une combinaison linéaire de paramétres afin
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d’obtenir ce que nous appelons un macro-paramétre.

Pour mieux comprendre ce qui caractérise B, considérons le cas oil B est I'opérateur «moyenne
de la fonction B-spline» (pour la profondeur de interface et la vitesse). Notons que dans tout ce
qui va suivre nous allons considérer ce macro-parameétre pour démontrer le résultat qui nous préoccupe
mais que pour les autres macro-paramétres décrits dans la thése le méme principe s’applique.

Notons a = Bu et a;, = Buy, ol h représente le pas de discrétisation. Pour le macro-paramétre qui
nous intéresse, B est défini par :

B:uc H*Q) CL*() — a€R

et 7 )
a — u(z, y)dzdy, 5.2
mes(Qz X Qy) Qi XQy ( ) ( )

avec Q0 = Q, X, borné (Qy = [Tmin; Tmaz] €6 Ly = [Ymin; Ymaz|) €t mes(Qy X Qy) = (Timaz — Tmin) X
(ymaz - ymzn)

H™(Q) C C*(Q) avec 0 < k < m — 2, sachant que dans le cas qui nous intéresse, n — 2 et m — 2.

De plus, u(z,y) € C°(Q), car d’aprés Brezis, 1987, on sait que que pour un ouvert 2 C R” on a
) 5

Voyons maintenant les propriétés mathématiques de B pour ce macro-paramétre :
(1) B: H?()) — R est un opérateur linéaire continu : en d’autres termes et dans le cas présent :

1
= Bu|=| ————= dedy |< K <K 5.3
o= B iy o, ey IS K leS K e, 63

1

y/mes(Q, xQy)
(2) On définit BT I’adjoint de B :

avec K =

BT :acImp(H* Q) CR — uc HQ)

w(,y) = a,Va,y € Qp X Q. (5.4)
Cet opérateur est aussi borné. En effet, comme :
Va € R, Ju € H*(Q) BTa = u tel que u(z,y) = a Vz,y € Q, x Qy, (5.5)
on a:
3
Qe Xy

avec K’ = /mes(Q2; x €1,).

On va maintenant utiliser ces propriétés de B pour démontrer le résultat qui nous intéresse :

lim <BH_1BTah, ah> . <BH—1BTa, a> —0. (5.7)
h—0 R R
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Preuve

Afin d’y parvenir nous allons majorer la quantité <BH_1BTah, ah>R — <BH_1BTa, a>R par une
quantité dont nous serons capables de déterminer la limite lorsque le pas de discrétisation tendra vers 0.

On a:

<BH_1BTah, ah>R _ <BH—1BTa, a>R - <BH_1BTuh, Buh>H2 _ <BH—1BTu, Bu>
= <A(uh - u),uh>H2 + <Au,uh>H2

- <A(u - uh),u>H2 - <Auh,u>H2, (5.8)

H?2

avec A = BTBH-'BT B. Mais comme A” = A, on peut avoir :

<Au,uh>H2 = <u,ATuh>H2 = <ATuh,u>H2. (5.9)

Donc :

i

<BH_1BTah, ah> - <BH_1BTa, a> = <A(uh - u),uh> - <A(u - uh),u>
R R H? H?
— <A(uh — ), up, + u>H2 (5.10)
D’ou :
[(BHBTap,0) — (BH B a,0)_|<| Aw, —u) 12l 4 |2 - (5.11)
grace a des opérations classiques sur le produit scalaire dans H? (Dautray et Lions, 1984).

A ce stade, nous allons majorer 'expression ci-dessus en utilisant le fait que A = BTBH-'BTB
J
est un opérateur borné de L? dans H%* T

On a alors :

1 1
|(BHT' B ap,an) —(BHT'BTaa) | < | Alllun =l s +u |2
1
< K2av/mes(Qz x Q) || up —u |7 (5.12)

ol K est une constante strictement positive.

WANSITH " Nez,u2ll B llz2 e

TH . H*(Q) — L*(Q) est continu et coercif sous 'hypothése de complétude des données, cette hypothése sera
toujours vérifiée si le nombre de temps de trajet est suffisant (voir Annexe F). Par conséquent, comme tout opérateur
linéaire continu et coercif sur un espace de Hilbert, H, est inversible, et H ' : L?(Q) — H?(Q) existe et est continu
(H™! est borné pour la norme H?).
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On peut maintenant passer a la limite dans (5.12) en faisant tendre le pas de discrétisation vers 0
et en utilisant ’hypothése d’approximation (5.1) :

H? lim  inf — = 1
Vu € pm, inf | un —u || g2=0, (5.13)

On a alors bien démontré le résultat qui nous intéresse :

lim<BH_1BTah,ah> :<BH—1BTa,a> , (5.14)
h—0 R R

ou h est le pas de discrétisation.

C’est & dire que les incertitudes sur les macro-paramétres convergent quand le pas de discrétisation
tend vers 0 vers les valeurs obtenus pour le probléme continu.

5.1.2.3 Application : résultats numériques

Les tests numériques dont les résultats sont récapitulés dans le tableau 5.2 illustrent le résultat
théorique démontré dans la section 5.1.2.2.

L’expérience menée ici consiste & prendre une paramétrisation erronée de notre modéle et de réa-
liser 'analyse d’incertitude dans ce cas la et ensuite pour différentes paramétrisations emboitées. On
constate que la valeur de l'incertitude pour les différents macro-paramétres converge & partir d’une
certaine discrétisation, c’est & dire que la valeur de l'incertitude pour les différents macro-paramétres
est indépendante de la discrétisation a partir d’un certain pas de discrétisation.

D’ autre part, on observe que ce formalisme des macro-paramétres nous permet d’obtenir un ma-
jorant de l'incertitude. En pratique on prend une discrétisation grossiére, on se place donc dans une
situation «au pire» et on obtient donc un majorant de l'incertitude (dans le cas bien str ou B est un
opérateur borné). Ceci se vérifie sur le tableau 5.2 et par :

0 <l an —a [|<|| Bup — Bu ||<[| B ||| 6u |, (5.15)

avec 0u — up — U.
Il existe une perturbation 0% maximale (c’est & dire pour un pas de discrétisation grossier), telle
que || ou ||<|| 0% || et par conséquent on obtient :

I Bow [[<|[ B || 6w [[<]| B Il 0w | - (5.16)

On observe ce méme résultat de convergence dans le cas de macro-paramétres grilles, c’est & dire
dans le cas ol le macro-paramétre correspond & la valeur de la vitesse ou de la profondeur de l'interface
en un point de la grille. Les résultats sont représentés sur la figure 5.2.
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5.1. INFLUENCE DE LA PARAMETRISATION ET DE LA DISCRETISATION DU MODELE

SUR LES INCERTITUDES CALCULEES

Parameétrisation de la vitesse
utilisée dans I’inversion

Macro-paramétres

Parameétres (= x y) | Agy Ay paramétres | B-spline DX DY
6x5 A, = 3.13km/s, A, — 4.7km]s 64.44m/s | 4.76m/s | 0.0015/s | 0.0016/s
9x%x5 Ay =157km/s, Ay =47km/s | V 35.65m/s 3.8m/s | 0.0012/s | 0.0013/s
15 % 5 A, =784m/s, A, = ATkm/s | 1| 1545m/s | 3.5m/s | 0.0011/s | 0.0018/s
27 x 5 Ay =392m/s, Ay = 4.Tkm/s T 10.3m/s 3.3m/s | 0.0005/s | 0.0013/s
51 x5 Ay =196m/s, Ay = 4.Tkm/s E 9.6m/s 3.2m/s | 0.0003/s | 0.0011/s
99 x 5 Ay =98m/s, Ay =4Tkm/s S 9.4m/s 3.2m/s | 0.0002/s | 0.0011/s

105 x 5 Ay = 49m/s, A, = ATkm/s S| 9.4m/s 3.2m/s | 0.0002/s | 0.0011/s
387 x 5 A, =245m/s, A, =AThkm/s | E | 9.4m/s 3.2m/s | 0.0002/s | 0.0011/s
771 % 5 A, =12.25m/s, A, = 4.Tkm/s 9.4m /s 3.2m/s | 0.0002/s | 0.0011/s
8 x5 Ag = 3.6km, Ay = 9km I 23.1m 0.98m 0.00032 | 0.00035
10x5 Ag =2.57km, Ay = 9km N 19.9m 0.91m 0.0003 | 0.00033
17x5 Ay = 1.285km, A, = 9%km T 8.7m 0.84m 0.00028 | 0.0003
31 x5 Ay =642.5m, Ay = 9km E 3.9m 0.81m 0.00027 | 0.0029
59 x 5 Ay =321.25m, A, = 9km R 3.2m 0.8m 0.00027 | 0.00029
115 x5 Ay =160.63m, A, = 9km F 3.05m 0.8m 0.0026 | 0.00028
227 x5 Ay = 80.31m, Ay = 9km A 3.02m 0.8m 0.0026 0.0028
451 x 5 Ay =40.16m, Ay = 9km C 3.0lm 0.8m 0.0026 0.0028
899 x 5 Ay =20.08m, Ay = 9km E 3.0lm 0.8m 0.0026 0.0028

TAB. 5.2 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C' ) associés a différents macro-
paramétres : moyenne des paramétres, moyenne de la fonction B-spline, de ses dérivées en x et en y sur
le domaine de définition (voir 4.3.2.1). Cette analyse de I'incertitude est réalisée pour le modéle solution
de la Figure A.4 obtenu avec la paramétrisation exacte et différentes paramétrisations emboitées. La
premiére ligne pour la vitesse et la premiére ligne pour l'interface correspondent & la valeur de 1’écart
type pour la paramétrisation exacte. A, et A, représentent respectivement le pas de discrétisation en
x et le pas de discrétisation en y.
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Paramétrisations emboitées Paramétrisations emboitées

FIG. 5.2 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C! ) associés aux macro-paramétres
grilles. A gauche : valeur de la profondeur de l'interface en un point de la grille. A droite : valeur de la
vitesse en un point de la grille. Cette analyse de l'incertitude est réalisée pour le modéle solution de la
Figure A.4 obtenu avec la paramétrisation exacte et différentes paramétrisations emboitées.

5.2 Influence de I’échantillonnage des données

5.2.1 Influence du choix de la norme dans ’espace des données

Renard, 2002, a montré dans ses travaux de thése le manque de réalisme du choix classique de la
norme dans I’espace des données. En effet, il souligne que le fait de choisir une norme L? dans I’espace
des données (formulation classique de la tomographie de réflexion), revient & considérer les erreurs sur
les données du probléme inverse comme spatialement indépendantes voir la signification de la matrice
de covariance dans la section 4.2 du chapitre 4 ou dans I’Annexe G), ce qui semble peu réaliste dés lors
que des données sont associées a des couples source-récepteur proches en surface. C’est pour remédier
4 ce manque de réalisme qu’il a proposé un formalisme permettant de prendre en compte explicite-
ment notre connaissance a priori des corrélations spatiales du bruit sur les données et pour obtenir des
résultats indépendants de I’échantillonage des données.

L’idée qui a été la plus simple & mettre en oeuvre pour prendre en compte explicitement la nature
corrélée du bruit entachant l'information cinématique en tomographie de réflexion est de définir le
probléme inverse continu en s’appuyant sur la norme H' dans l’espace des données. Ainsi, il inverse
non seulement les temps de trajet observés mais aussi les pentes de ces temps dans les trois directions
de ’espace (les coordonnées CMP ( Common Middle Point) et 'offset), la confiance accordée a chacune
de ces données étant quantifiée par des longueurs de corrélation agissant dans chacune des directions
d’espace.

Les expériences numériques ont montré que les résultats de la tomographie de réflexion avec cette
nouvelle norme sont similaires & ceux obtenus avec la norme L?. Francois Renard explique ce résultat
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par le fait que, sous certaines hypothéses trés fréquemment vérifiées en tomographie de réflexion (no-
tamment le caractére basse fréquence des résidus), les normes L2 et ' sont sensiblement équivalentes.

Que l’on utilise une norme L? ou H' dans I’espace des données, les modéles solutions étant trés
proches, on peut cependant se demander si les incertitudes sur ces deux solutions voisines sont égale-
ment similaires.

Une étude succinte des incertitudes associées aux solutions obtenues & l'aide des deux normes nous
montre que les valeurs de ces incertitudes sont aussi trés proches. En effet, considérons les deux solu-
tions issues de la tomographie M 2 et M1 comme quasiment identiques au méme modéle m.

On sait qu’en la solution le gradient de la fonction coit est nul. On peut donc écrire, pour tout
modéle m peu éloigné de m :

~ - - 1 -
C(m) = C(m) = 5 (H(m —m), (m —m)) = || J(m —m) |, (5.17)
avec H la matrice Hessienne et J la Jacobienne des temps de trajet.

De plus, on définit {72 4, et {1 57, les boules ouvertes de centre 71 et de rayon r pour les normes
L? et H', respectivement, par :

i2,mr = fm € M/ || Jm — ) |35 7, (518)

et
1 -
Sttt = {m € M/5 || J(m =) [ <} (5.19)

Puisque les normes L? et H' sont sensiblement équivalentes, on peut facilement remarquer que
Yme M, || J(m—m) |3~ J(m—1m) ||3;: : ces deux boules ouvertes sont donc quasiment identiques.
Les incertitudes associées aux solutions obtenues & ’aide des deux normes sont donc trés proches.

Ici, nous allons essayer de voir si une étude plus approfondie sur la quantification des incertitudes
a posteriori associées aux modéles solutions obtenus avec la norme H! et la norme L? confirme la
tendance.

5.2.1.1 Résultats numériques

Les tests numériques dont les résultats sont récapitulés dans le tableau 5.3 illustrent ’équivalence
des deux normes sur les incertitudes calculées.

On applique 'approche macro-paramétre (voir Chapitre 4, section 4.3.2) sur 'exemple A.4 (voir
annexe A) pour illustrer le choix d’une norme L? ou H' dans l'espace des données pour le calcul
d’incertitude.

Les macro-paramétres que nous choisissons sont les suivants : la moyenne de la vitesse dans la
couche, la moyenne de ses dérivées, la moyenne de la profondeur d’une interface et de ses dérivées. Les
incertitudes sur ces macro-paramétres sont calculées sur le modéle solution de la Figure A.4 et sur la
solution de la Figure 5.3, modéle obtenu avec une norme H' dans I’espace des données. Les résultats
sont récapitulés dans le tableau 5.3 et confirment les résultats de 1’étude succinte : les normes H' et

85



CHAPITRE 5. LIMITES DES METHODES DE CALCUL D’INCERTITUDE : REALISME DES
INCERTITUDES CALCULEES

L? sont donc bien sensiblement équivalentes, les incertitudes associées aux solutions obtenues a ’aide
des deux normes sont trés proches.

Norme dans I’espace des données Macro-paramétres
utilisée dans I’'inversion B-spline DX DY
Norme L? VITESSE 3.74m/s | 0.001/s | 0.001/s
Norme H'! 3.69m/s | 0.001/s | 0.002/s
Norme L? INTERFACE | 0.74m 0.0002 | 0.0003
Norme H' 0.77m 0.0001 | 0.0001

TAB. 5.3 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de €’ ) associés a différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline, de ses dérivées en z et y sur le domaine de définition.
Cette analyse de I'incertitude est réalisée pour le modéle solution de la Figure A.4 obtenu avec la norme
L? dans ’espace des données et pour le modéle solution de la Figure 5.3 obtenu avec une norme H'!
dans ’espace des données.

x(km) y(km)

0.286 —

0.571 —

/E\o.357 —~.0.857 —
= 3
N 1.143 N 1.143

1.429 1.429

1.714

2.000

F1G. 5.3 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry avec la norme H' dans I’espace des
données (Gauche : suivant ’axe x, droite : suivant l’axe y). RMS des résidus des temps de trajet =
5.08ms, valeur maximum des résidus des temps de trajet = 25ms.

5.2.2 Influence de I’échantillonnage des données

Nous venons donc de vérifier que le choix de la norme dans ’espace des données n’a pas d’incidence
majeure sur les incertitudes calculées. Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’introduire la norme H'!
dans P'espace des données pour déterminer une solution au probléme de tomographie de réflexion plus
satisfaisante que celle obtenue a I’aide d’une norme L2. Nous allons maintenant essayer de voir dans
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quelle mesure I’échantillonnage des données a une influence sur les incertitudes calculées, en utilisant
la norme L? dans ’espace des données.

5.2.2.1 Résultats numériques

Les tests numériques dont les résultats sont récapitulés dans le tableau 5.4 illustrent 'influence de
I’échantillonnage des données sur les incertitudes calculées.

On applique 'approche macro-paramétre (voir Chapitre 4, section 4.3.2) sur 'exemple A.4 (voir
annexe A) pour illustrer 'importance du choix de ’échantillonnage des données pour le calcul d’incer-
titude.

Nous choisissons des macro-parameétres simples : la moyenne de la vitesse dans la couche, la moyenne
de ses dérivées, la moyenne de la profondeur d’une interface et de ses dérivées. Les incertitudes sur ces
macro-paramétres sont calculées sur le modéle solution de la Figure A.4 et sur la solution de la Figure
5.4, modéle obtenu avec une norme L? dans I'espace des données et un échantillonnage grossier (temps
de trajets zéro-offset sur une grille 300m x 300m et temps de trajet multi-offset pour des lignes espacées
de 600m avec des CMP espacés de 300m et un pas d’offset de 100m ; on modélise ainsi 5969 temps de
trajet.). Les résultats sont récapitulés dans le tableau 5.4 et montrent que dans le cas d'une norme L?
dans l'espace des données, ’échantillonnage a trés peu d’incidence sur les incertitudes calculées.

Echantillonnage dans ’espace des données Macro-paramétres
utilisée dans I’'inversion B-spline DX DY
Echantillonnage fin VITESSE 3.74m/s | 0.001/s | 0.001/s
Echantillonnage grossier 3.83m/s | 0.002/s | 0.002/s
Echantillonnage fin INTERFACE | 0.74m 0.0002 | 0.0003
Echantillonnage grossier 0.78m 0.0004 | 0.0004

TAB. 5.4 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C')) associés a différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline, de ses dérivées en z et y sur le domaine de définition.
Cette analyse de l'incertitude est réalisée pour le modéle solution de la Figure A.4 obtenu avec la norme
L? dans l'espace des données pour un échantillonnage fin et pour le modéle solution de la Figure 5.4
obtenu avec une norme L' dans I’espace des données pour un échantillonnage grossier.
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F1G. 5.4 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry avec la norme L? dans I’espace des
données pour un échantillonnage des données grossier (Gauche : suivant ’axe z, droite : suivant 1'axe
y). RMS des résidus des temps de trajet = 5.02ms, valeur maximum des résidus des temps de trajet
= 23.6ms.

5.3 Influence de l’introduction de régularisation et d’information a
priori

5.3.1 Influence de P’introduction de régularisation

Pour illustrer 'influence des poids de régularisation sur les incertitudes, on a choisi ici d’étudier
trois modeles (voir figure 5.5) : ils ont des résidus en accord avec le bruit introduit sur les données. Ces
trois modéles correspondent & des modéles solutions obtenus avec des poids de régularisation différents
(€2 = 1000, €2 = 100 et €2 = 10).

On réalise des simulations de modéle (20 modéles simulés) autour de ces trois modéles solutions
(voir le chapitre 4 section 4.3.1 pour la méthodologie) et on obtient les résultats de la Figure 5.6 pour
la premiére interface.

De maniére générale, pour ces trois modéles, les plus grandes incertitudes sont localisées sur les
bords du modéle, ce qui correspond aux zones qui ne sont pas bien illuminées et dans la partie centrale
qui correspond & la zone non illuminée (voir Figure B.2).

D’autre part, on constate que pour les deux premiers modéles de la Figure 5.6 (qui correspondent
respectivement aux poids €2 = 1000 et ¢2 = 100), I'information fournie par la régularisation est trop
régularisante, surtout dans la partie centrale (c’est & dire la zone non illuminée) : les incertitudes sur
la partie centrale de l'interface, zone non-illuminée par les rayons, sont faibles, ce qui n’est pas réaliste.
Cette zone est uniquement déterminée par 'information a priori introduite, c’est & dire la régularisation.
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Notons que la valeur des incertitudes associées au troisiéme exemple de la Figure 5.6 qui correspond
A un poids de régularisation plus faible, €2 = 10, est élevée dans ces mémes zones. Cet exemple semble
fournir des incertitudes plus réalistes dans la zone centrale. Toutefois si on prend en compte le critére
de la L-curve, ce modéle ne se situe pas dans le coin de la courbe en «L» (voir Figure 5.5). Ce modéle
est un modéle vérifiant les données mais pas acceptable car trop irrégulier.

Par conséquent, le critére de la L-curve (section 3.3.2.1 du chapitre 4) nous fournit une méthode
stable pour obtenir un modéle (modéle 1 de la Figure 5.5). Mais les incertitudes associées a ce modéle
solution ne sont pas réalistes : en effet, on obtient de faibles incertitudes dans la zone centrale qui est
non illuminée (Figure 5.6) ce qui n’est pas réaliste.

Ainsi cet exemple montre la sensibilité des incertitudes sur le modéle solution aux poids de régu-
larisation introduits dans le probléme inverse, ce qui n’a rien d’étonnant. La méthode L-curve est une
méthode stable pour obtenir le modéle le plus régulier vérifiant les données. Cependant, les incertitudes
sur ce modéle solution ne sont par réalistes, I'information a priori introduite étant trop régularisante.

Pour pallier a cette difficulté, il faut pouvoir construire un modéle a priori plus fiable, ce qui est loin
d’étre facile en pratique. Nous illustrons dans le paragraphe suivant la construction d’une norme dans
Pespace des modéles (section 3.3.2 du chapitre 3) qui nous permet une interprétation plus physique
des poids de régularisation et donc de faciliter le choix de ces poids.

Il D™ 15

solutions trés variables pour
des résidus faibles

modéle 3 @

valeur optimale de ¢

modele 2@

modéle 1 solutigqs peu varjables pour
@ des résidus élevés
—_—
>
obs 2
T-T .
I i

F1G. 5.5 — Représentation de la courbe en L caractéristique (courbe paramétrée en fonction de ¢). Les
trois modéles considérés pour mesurer l'influence des poids de régularisation sur les incertitudes sont
placés sur la courbe.
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F1G. 5.6 — Coupes suivant ’axe des z sur les modéles de vitesse 3D simulés. De gauche & droite :
€2 = 1000, €2 = 100 et €2 = 10.

5.3.2 Influence de ’introduction d’information a priori (cas anisotrope)

Pour illustrer l'influence de l'introduction d’information a priori, on considére le modéle B.3 (voir
Annexe B). On cherche a obtenir un modéle qui satisfait les données temps de trajet avec la précision
voulue et I'information a priori. Si on considére 5.7 qui représente l'illumination du modéle, on veut
ajouter de 'information a priori du type :

- Le modéle est régulier : aux bords et le long de ’axe y.

- On a peu (voire pas) d’informations a priori dans la zone non illuminée.

On modélise cette information a priori gréace a la formulation (3.24) introduite dans la section 3.3.2.2
du chapitre 3. Pour choisir les longueurs de corrélation X et I’ écart type ¢ qui vont nous permettre de
définir les différents poids qui caractérisent le terme d’information a priori dans 'expression de la fonc-
tion cott (3.24), on réalise des simulations a priori en utilisant la méthode des simulations (se reporter a
la section 4.3.1 du chapitre 4 pour un détail de la méthode), mais ici la matrice considérée est la matrice
de covariance a priori, et on compare de maniére visuelle les résultats obtenus. Dans notre étude, nous
réaliserons 'analyse d’incertitude uniquement sur la premiére couche du modéle exact de la Figure B.1.

La Figure 5.8 représente 20 modeéles simulés pour différentes longueurs de corrélation A, A, et
différents écarts types o. Il suffit alors de choisir les familles de modéles qui correspondent le mieux
a l'information a priori, par exemple, la deuxiéme famille (A = A\, = Ay, = 8km et 0 = 300m.) : la
premiére famille qui correspond & A = A\, = Ay = 2km et ¢ = 300m (on considére la profondeur de
'interface) est trés oscillante et la troisiéme famille qui correspond a A = A\, = A, = 10km et 0 = 300m
est trés lisse. On pourrait préciser un peu plus en mettant une longueur de corrélation plus faible dans
la zone qui n’est pas illuminée (Figure 5.9) puisqu’a priori on ne sait rien sur cet exemple : ceci est un
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Fi1G. 5.7 — Illumination dans les deux directions principales d’anisotropie : coupes suivant ’axe des
2 (& gauche) et suivant ’axe des y (& droite) du modéle solution. Les points représentent les points
d’impact des rayons sur I'interface.
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exemple de prise en compte d’information a priori.

Dans tout ce qui va suivre notre a priori est associé & une longueur de corrélation de A = 2km
(zone grisée sur la Figure 5.9) et partout ailleurs une longueur de corrélation de A = 8k ; I’ écart type
lui est de ¢ = 300m sur tout le domaine.
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F1G. 5.8 — Coupes suivant 1’axe des 2 (en haut) et suivant ’axe des y (en bas) sur les modéles de vitesse
3D simulés a priori (représentation de la profondeur de la premiére interface du modéle solution de la
Figure B.3) dans le cas anisotrope. Les longueurs de corrélation A pour les différentes familles sont :
A = Az = Ay = 2km pour la lére famille de modéles, A = A\, = A\, = 8km pour la deuxiéme famille de
modéles, A = 10km pour la troisiéme famille de modéles. L’écart type est de ¢ = 300m.

Les résultats de l'inversion obtenus par la méthode de la L-curve (section 3.3.2.1 du chapitre 3) et
par la méthode faisant intervenir les A et o, sont trés similaires (4 part peut-étre légérement moins
dans la zone centrale) comme le montrent les Figures 5.10 et 5.11 (RMS moyen des résidus ~ 5ms
pour les deux modéles).

Les Figures 5.12 et 5.13 montrent 20 modéles simulés aprés inversion obtenus par la méthode dé-
crite dans le chapitre 4 (section 4.3.1) pour accéder aux incertitudes sur le modéle solution selon les
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z(km)

COUPE ENY
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F1G. 5.9 — Coupes suivant l'axe des 2 (en haut) et suivant l'axe des y (en bas) sur les modéles de
vitesse 3D simulés a priori (représentation de la profondeur de la premiére interface du modéle solution
de la Figure B.3) dans le cas anisotrope. Les longueurs de corrélation A\ choisies sont : A\, = 2km et
Ay = 8km dans la zone grisée, A = A\, = A, = 8km ailleurs. L’écart type est de o = 300m.
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deux directions d’anisotropie : coupes de l'interface et variations latérales de vitesse le long de I'axe
des z et le long de ’axe des y.

Les incertitudes les plus grandes sur la profondeur de Uinterface (&~ 150m) et sur les variations de
vitesses (=~ 60m/s) sont localisées sur les bords du modéle, ce qui correspond aux zones qui ne sont
pas bien illuminées. Dans la zone qui correspond & la partie grisée de la Figure 5.9, les incertitudes sur
la profondeur de l'interface sont élevées et correspondent & ~ 130m, ce qui est une estimation réaliste
des incertitudes.

Par contre, les résultats obtenus par la méthode de la L-curve (Figure 5.14) montrent des incerti-
tudes faibles méme dans la zone non illuminée, cette partie étant déterminée par la régularisation.

-2 x(km) 14 -1 y(km) 11

O—lO

v(km/s)

F1G. 5.10 — Coupes suivant ’axe des x et des y représentant le modéle solution associé & la premiére
couche du modéle exact de la figure B.1 obtenu par une inversion avec introduction d’information a
priori.

5.3.3 Conclusions

L’introduction d’informations a priori est cruciale pour réduire ’indétermination. Il est en pratique
difficile de modéliser les informations géologiques disponibles et les incertitudes associées a ces infor-
mations. C’est pourquoi, en pratique, il est courant d’utiliser une méthode de continuation ou méthode
L-curve qui consiste a rechercher le modéle le plus régulier vérifiant les données avec la précision voulue.
Le probléme inverse associé est un probléme inverse régularisé ou les poids de régularisation choisis
forts en début d’inversion sont diminués au fur et a mesure jusqu’a ’obtention d’un modéle vérifiant les
données. Cette méthode permet d’éviter les problémes d’instabilité liés & une régularisation trop faible.

Cependant, nous avons montré que, bien que les modéles obtenus par cette méthode soient satis-
faisants, les incertitudes associées peuvent ne pas étre réalistes, les poids de régularisation obtenus par
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0 oL x(km) 14 -1 y(km) 11
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F1G. 5.11 — Coupes suivant ’axe des x et des y représentant le modéle solution associé & la premiére
couche du modéle exact de la figure B.1 obtenu par une inversion utilisant la méthode de la l-curve.

- 14 -1 11
o o

INTERFACE INTERFACE

Z(kY/T)

o COUPEENY

o COUPE EN X
x(km)

y(km)

F1G. 5.12 — Coupes suivant I'axe des 2 (gauche) et suivant 1’axe des y (droite) sur les modéles de vitesse

3D simulés. On a représenté les variations de la profondeur de la premiére interface du modéle solution
de la Figure B.3.
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F1G. 5.13 — Coupes suivant l'axe des 2 (gauche) et suivant 1’axe des y (droite) sur les modéles de vitesse
3D simulés. On a représenté les variations de vitesse du modéle solution de la Figure B.3.

-2 14 2 14
INTERFACE VITESSE

VK{S

2(km)

x(km) x(km)

F1G. 5.14 — Coupes suivant ’axe des x sur les modéles de vitesse 3D simulés. Gauche : variations de la
profondeur de la premiére interface du modéle solution de la Figure B.3. Droite : variations de vitesse
associées a cette interface. Le modéle solution est obtenu dans ce cas en utilisant la méthode de la

I-curve.
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cette méthode ne correspondant pas & une information a apriori réaliste.

L’introduction d’une norme plus «géologique» avec des poids dépendant de quantités plus physiques
(introduction d’une covariance exponentielle dans 'espace des modeéles) permet 'obtention d’incerti-
tudes plus réalistes. Cependant, dans le cas ou nous disposons de trés peu d’information a priori ou
d’une information a priori peu fiable, les poids résultants peuvent conduire & une inversion instable.
Dans ce cas, la méthode L-curve sera utilisée pour obtenir une solution et pour I'estimation des incer-
titudes sur ce modéle solution, on construira la norme «géologique» avec des poids plus conformes 3
I'information a priori disponible.
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Chapitre 6

APPLICATIONS SUR DONNEES
REELLES

6.1 Premiére application : HOD

Cette section comporte un article rédigé pour le congrés ECCOMAS 2004 qui a eu lieu en Finlande
a Jhvaskfla du 24 au 28 juillet 2004. C’est pourquoi il est rédigé en anglais.

Cet article présente l'application sur données réelles des méthodes développées dans le chapitre
4 : la méthode des simulations de modéles et ’approche macro-paramétre. Ces deux méthodes sont
ensuite comparées.

Nous avons vu dans les chapitres précédents que ’analyse d’incertitude linéarisée permet de dé-
limiter I’ensemble des modéles solutions possibles qui vérifient, avec la précision espérée, les données
temps de trajet et U'information a priori. Néanmoins cette approche est uniquement valide au voisinage
du modéle solution et que les cas complexes peuvent nécessiter une approche non-linéaire. Cet article
souligne ici l'utilité d’une approche non-linéaire.

L’approche non-linéaire consistera donc & étudier le comportement de la fonction cofit et & en re-
chercher les minima locaux. Nous allons voir dans cet article qu’une approche expérimentale consiste
a résoudre le probléme inverse sous contraintes afin de tester la validité de certaines hypothéses géolo-
giques.
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Abstract. Reflection tomography allows the determination of a velocity model that fits
the traveltime data associated with reflections of seismic waves in the subsurface. A least-
square formulation is used to compare the observed traveltimes and the traveltimes com-
puted by the forward operator based on a ray tracing. This non linear optimization problem
18 solved classicaly by a Gauss-Newton method based on successive linearizations of the
forward operator. The obtained solution is only one among many possible models. Indeed,
the uncertainties on the observed traveltimes (resulting from an interpretative event pick-
ing on seismic records) and more generally the underdetermination of the inverse problem
lead to uncertainties on the solution. An a posteriori uncertainty analysis is then crucial
to delimit the range of possible solutions that fit, with the expected accuracy, the data
and the a priori information. A linearized a posteriori analysis is possible by an analysis
of the a posteriori covariance matriz, inverse of the Gauss-Newton approximation of the
matriz. The computation of this matriz is generally expensive (the matriz is huge for 8D
problems) and the physical interpretation of the results is difficult. Then we propose a
formalism which allows to compute uncertainties on relevant geological quantities for a
reduced computational time. Nevertheless, this approach is only valid in the vicinity of
the solution model (linearized framework) and complex cases may require a non linear ap-
proach. An application on a 2D real data set illustrates the linearized approach to quantify
uncertainties on the solution of seismic tomography and the limitations of this approach
are discussed.
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1 INTRODUCTION

Geophysical methods for imaging complex geological subsurface in petroleum explo-
ration requires the determination of an accurate propagation velocity model. Seismic
reflection tomography ([1]) turns out to be an efficient method for that: this method
allows to determine a seismic velocity distribution from traveltimes data associated with
the seismic waves reflecting on geological surfaces. This inverse problem is formulated as
a least-square minimization problem which consists in the minimization of the mismatch
between the observed traveltimes and the traveltimes computed by the forward problem
(solved by a ray tracing method). The first section of this paper presents an overview of
the reflection tomography method we have developed ([10], [11], [13], [9]).

Methods for the a posteriori analysis of the solution are then proposed and applied on a
2D real data set. Indeed, classically, the analysis of the solution consists only in checking
the misfits between observed traveltimes and calculated traveltimes by computing char-
acteristic values of the misfit distribution and by studying the spatial distribution of the
misfits. This analysis is not sufficient: even if these quality control criteria are matched,
the determined model is only one of many possible models that match the data. An
uncertainty analysis should be performed to quantify the range of admissible models we
can obtain from these data and the a priori information ([6]).

The different methods described here allow to access the uncertainties on the solution
model thanks to the analysis of the a posteriori covariance matrix ([7], [14]) obtained in
the linearized framework. The computation of this matrix is generally expensive for 3D
problems and the physical interpretation of its terms may be cumbersome. The simu-
lation of admissible models from the a posteriori probability density function allows a
more complete analysis than the sole analysis of the diagonal terms of the a posteriori co-
variance matrix and furnishes directly physical models. This method requires a Cholesky
decomposition of the Gauss-Newton matrix which may be unfeasible for 3D realistic mod-
els. To overcome this difficulty, we propose a formalism based on linear combinations of
model parameters (macro-parameters) that allows to compute uncertainties on relevant
geological quantities (the average thickness of a layer for example) for a reduced com-
putational time (the a posteriori covariance matrix is reduced to the macro-parameter
space). The application of these methods on a real data set shows their effectiveness and
their limitations are discussed, particularly the limitations due to the linearization: a non
linear approach is proposed in order to delimit the space of admissible solutions.

2 THE REFLECTION TOMOGRAPHY PROBLEM

Let us first present the reflection tomography method which was developed in KIM
consortium ([9]). The chosen model representation is a blocky velocity model where the
velocity distribution is described by slowly varying layer velocities (also called velocity
blocks) delimited by interfaces (see Figure 1 for an example). The model is thus composed
of two kinds of parameters: parameters describing the velocity variations within the layers
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Figure 1: An exemple of a blocky subsurface model.

and parameters describing the geometry of the interfaces delimiting the velocity blocks?.
Moreover, anisotropy of the velocity may be modelled by two parameters n7 and ¢ (see [13]
for more details). This blocky representation allows the representation of complex models
(e.g. presenting rapid lateral velocity variations and complex geological structures) with a
reasonable number of unknowns. A strong a priori information is introduced, the number
of layer being fixed: this reduces the underdetermination of the inverse problem.

The forward problem of reflection tomography consists in computing traveltimes of
reflected seismic waves, given a model, an acquisition survey (locations of the sources
and the receivers) and signatures (reflectors where the waves reflect). It is solved by a
ray tracing method which is a high frequency approximation of the wave equation ([11]).
We denote by T'(m) the forward modeling operator, that is the operator that gives, for a
specified reflector, the traveltimes associated with all source-receiver pairs.

Reflection traveltime tomography is the corresponding inverse problem: its purpose is
to adjust m such that T'(m) best matches a vector of traveltimes T°* picked on seismic
data. A natural formulation of this problem is the least squares formulation

| T(m) — T** [6os + Il m —mPem |[6s, (1)
where

° C’Bl is the a priori covariance operator in the data space that allows to describe
errors on the data,

e mP™" is an a priori model (coming, for instance, from geological knowledge and /or
additionnal information resulting from well measurements),

1In our approach ([10]), the subsurface model m is composed of 2D or 3D B-spline functions describing
velocity variations in a layer (v(z,y)+k.z or v(z,y, 2)) and 2D B-spline functions describing the interfaces
(Z(z,y), Y (2,2) or X(y,2)).
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° C’]\_,} is the a priori covariance matrix in the model space that allows to describe
errors on the a priori model.

In practice, building an a priori model is difficult and the a priori term, which is
necessary to well pose the inverse problem, is often replaced by regularization terms made
up of second derivatives of the model ([5]) which leads to Cj;' = Qrey and mPTr =0

I T(m) = T ||g: +€* || D*m ||? (2)

where a continuation technique ([3]) is applied for tuning the regularization weight e: the
weight is decreased until the model matches the data with the expected accuracy. The
obtained model is then the smoothest model which fits the data. This methodology allows
to stabilize the inversion.

This large size non linear least-square problem (the objective function is not quadratic
since the forward modeling operator T(m) is non linear) is solved classically by a Gauss-
Newton method based on successive linearizations of the forward operator which needs the
computation of the Jacobian matrix of T' (J(m) = 9% (m)) 2. The resulting approximation
of the Hessian is noted H(m) = J(m)!Cp'J(m).

The resulting quadratic approximation of the objective function (2)

Ca(0m) = || Jndm — OT¥|[2,-s + €| D (my + Sm)|? (3)

is minimized at each Gauss-Newton iteration n by a preconditionned conjugate gradient
(my, is the current model, m is the model perturbation, J, = g—ZL(mn) is the Jacobian

matrix evaluated at m,,, and 7% = T°% — T<(m,.)) ([4]).

3 PRESENTATION OF THE APPLICATION

Let us consider a 2D PP/PS3 real data set studied by [2]. 45338 traveltime data were
interpreted and an uncertainty of 5ms (resp. 8ms) are associated with PP data (resp.
PS data). A layer-stripping approach (separate inversion of each velocity layer from the
shallower layer to the deeper one) furnished the velocity model of Figure 2. The model
is described by four interfaces, corresponding to the interpreted events (h1l, h3, h4 et
h5) which define only three layers with lateral velocity variations for the two first upper
layers (v(z), there is no vertical variations) and the last layer stretching from h3 to hb
with a 2D velocity vp5(z, z) and vsb(z, z) (Figure 2). This model is composed of 4588
parameters, 592 for the interfaces and 3936 for the velocities. Anisotropy in the deepest
layer is parameterized by n and ¢ ([2]) which are assumed constant per layer (n can

2The computation of the derivatives of T with respect to the model parameters is cheap, thanks to
the Fermat principle ([1]).

3PS-wave results from the conversion at the reflector of a down-going P-wave (compressional wave)
into an up-going S-wave (shear wave). In opposition to the PS-wave, the pure P mode is often called the
PP-wave.
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be seen as a measure of the velocity an-ellipticity, whereas § controls the near vertical
velocity propagation of the P-waves). For the two first layers, the inversion results are
very satisfactory, with a traveltime misfit RMS (root mean square) of 3.5ms for the PP-
data and of 7ms for the PS-data. For the last layer, the traveltime misfit RMS is of 3.7ms
and of 5.6ms for, respectively, h4 and hb PP-data and of 8.5ms for h5 PS-data, results
which are consistent with the data uncertainties (Figure 3).

As already shown by [13], it turns out that the anisotropy parameter § is strongly
undetermined from seismic data. The value of § parameter was obtained by a trial and
error approach in order to match approximatly the depth of hb horizon given at well
location. We propose then to carry on an a posteriori uncertainty analysis in order
to quantify the uncertainties on this solution model: we focus on the anisotropic layer
delimited by h3 and h5 (velocities vp5 and vsb).

12 X (km) 23.5 12 23.5

I 0.3

0.0 1.5 0.0

o VP5

Z (km)
v (km/s)
v (km/s)

H5

P-Velocity Is.o 5.0 I 1.5

Figure 2: Solution velocity model obtained by tomography. Left: P velocity. Right: S velocity. The
RMS value of the traveltime misfits is 6.2ms. The anisotropy parameters values are: 5 = 6.29% and
6 = —4.43%.

5.0

4 QUANTIFYING UNCERTAINTIES ON THE SOLUTION MODEL: A
LINEARIZED APPROACH

A classical approach to quantify uncertainties consists in the analysis of the Hessian
matrix (or its inverse: the a posteriori covariance matrix) associated with the linearized
problem (3) around the solution my,. This approach is valid in the vicinity of the solution
model, the size of the vicinity depending on the non-linearity of the forward map.
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Figure 3: Interfaces of the solution velocity model obtained by tomography and their associated traveltime
misfits: impact points of rays reflected on h4 and h5 (Left: PP rays. Right: PS rays), colors represent
traveltime misfits. Notice that the illuminated zone extends from 14km to 20.5km.

The bi-linear form associated with the Hessian matrix measures the influence of a
model perturbation dm on the quadratic cost function defined around the solution mq.:

~ ~ 1 1
C(ém)— C(0) = §(J(moo)6m)TC’51(J(moo)6m) + iémTCﬂ}lém
=C(meo)
— émT (J(Meo) T OR 6T (Moo) — Crf-Moo)
=g(me)=0, gradient of C(m)vvanishes at the solution me,
= SO (J(mee)C5  (mec) + 5o (4)
1
= iémTH(moo)ém. (5)

The a posteriori covariance matrix is defined by

Clu = (J(moo) " Cp' T (meo) + Caf ) 7" (6)
The space of admissible models can be characterized by the contour lines

(m — Moo)TCh (M — mo) = constant, (7)

which are ellipsoids of center m, and correspond also to contour lines of the a posteriori
Gaussian probability density function

exp (—%6mTC;\;16m) . (8)
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The diagonal terms of C, are the uncertainties on the parameters describing the model
and the off-diagonal terms are the correlations between these uncertainties. For instance,
the probability that the true model parameter p; verifies —2C%;,,;, < p; — Poo < 20, ;,
independently of the values of the other model parameters, is about 95%. To take into
account the correlations between the parameters, we should study the 95% confidence
ellipsoid. The axes of the ellipsoids (7) are defined by the eigenvectors of C%,, the square
root of the eigenvalues giving the uncertainties on the associated eigenvector.

We propose in the next sections two methods to quantify geological uncertainties on
the solution model which avoid the expensive computation and the cumbersome analysis
of the generally huge a posteriori covariance matrix C},.

4.1 Simulations of admissible models

The first proposed method to quantify uncertainties is the simulation of admissible
models from the a posteriori probability density function (8) (pdf). The simulations
furnish directly interpretable results, i.e. physical models. The method (see for instance
[12]) consists in random simulations of model perturbations following the pdf (8).

First, we apply the variable transformation:

odm' = Uém, (9)

where U is the lower triangular matrix obtained by a Cholesky decomposition of the
inverse of the a posteriori covariance matrix Cy;' = H = UTU (symmetric semi positive
definite matrix). The method consists then in simulations of the uncorrelated Gaussian
pdf with unit variance

exp (—%6m’T6m'). (10)

Simulations dm’ are transformed into correlated Gaussian simulations of vector m by the
inverse transformation of (9).

Figures 4, 5, 6, 7 and 8 show 100 simulated models obtained by this method from
the solution model of Figure 2: interfaces h4 and hb, variations of velocities vpb and vsb
along x and z directions and histograms of the anisotropy parameters 77 and J. From these
simulations, we observe that the highest uncertainties on the lateral velocity variations
are located at the boundaries of the model, areas that are not well illuminated by the rays.
Indeed, for a slice at constant z = 2.7km, we observe uncertainties of ~ 690m/s for vp5
and of s 260m/s for vsb at the boundaries of the model and uncertainties of &~ 450m/s
for vp5 and of &~ 140m/s for vs5 in the illuminated parts of the model. Concerning the
interface depths, we observe uncertainties of ~ 180m for reflector A4 and of = 220m for
reflector hb at the boundaries and of &~ 90m for reflector h4 and of =~ 100m for reflector
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h5 elsewhere. For the anisotropy parameters 17 and d, we notice uncertainties around 0.3%
on 1 and 2% on §. This method is quite attractive for the straightforward interpretation
of the results despite its cost (cost of the Choleski decomposition): it furnishes physical
models leading to small perturbations of the quadratic cost functions (3) (see Table 4.3).

12 X (km) 23.5
1 Interface H4
E /
=
N
2.5

Figure 4: Reflector h4 extracted from the 100 simulated velocity models. The bold line represents the

solution interface.

12 X (km) 23.5
2.5 Interface H5
€
=
N
3.5

Figure 5: Reflector h5 extracted from the 100 simulated velocity models. The bold line represents the

solution interface.
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Figure 6: P-velocity variations along z axis at z = 2.7km (left) and along z axis at x = 16km (right)
extracted from the 100 simulated velocity models.

4.2 Uncertainties on geological macro-parameters

We propose here a method that allows to deal with large size models at a reasonable
cost and furnishes uncertainties on chosen physical quantities. The proposed approach
consists in building macro-parameters (MP) with a geophysical interest. These macro-
parameters are linear combinations of the inverted parameters such as the mean of the
velocity variations in a zone, the slope of an interface, the average thickness of a layer,
etc. [8] has introduced the notion of macro-parameter (his main motivation being to avoid
numerical problems in the inversion of the complete Hessian). We propose here a general-
ization of his work (general definition of macro-parameters) which allows the computation
of uncertainties for huge 3D problems.

We define a macro-parameter as:
P = Bp, (11)

where p is the np model parameters vector, P is the nyp macro-parameters vector and
. . . . . . . =1 .

B is the condensation matrix. We compute the a posteriori covariance matrix C}, in the

macro-parameter space:

Cy = BCyBT. (12)

Note that C~’;\4 (a nap X nayrp matrix) is small compared to Cy, (a np X n, matrix) since
nup < np. To obtain this matrix, we do not need to compute the whole inverse of the
Hessian, C, = H™!, in the parameter space. Indeed, to obtain Cy, = H ' = BH'BT in

9
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Figure 7: S-velocity variations along z axis at z = 2.7km (left) and along z axis at x = 16km (right)
extracted from the 100 simulated velocity models.

the MP space, we just need H~'B], where B] are the different columns of B”. We thus

solve nyp linear systems, I;T]-_l = BH'B], that are similar to the linearized problem
we solve at each Gauss-Newton iteration. Thus the computational cost for one MP is
comparable to one iteration of the inversion process.

We applied this method on the model of Figure 2. We choose simple MP: the mean of
the velocity variations and the mean of the interface depth in the illuminated part of the
layer (region covered by rays)“. The results are listed in the Table 1. The uncertainty on
anisotropy parameter § is high: +3.2% (if we consider twice standard deviation) and we
observe high correlations between 7 and § (0.93) and also correlations between anisotropy
parameters and H5 depth (—0.33 and —0.36). We notice also the bad determination of
the velocities: £22% (relative value). All these results are consistent with the simulations
results (section 4.1).

This method with its general formalism allows to compute uncertainties on relevant
geological quantities with a reasonable computation cost and to highlight easily strong
coupling between the chosen MP.

4.3 Discussions on the two methods

As already mentioned, the two methods described in sections 4.1 and 4.2 rely on the
quadratic approximation (3) of the non linear cost function. In the table 4.3 we have listed
the RMS of traveltime misfits for 20 simulated models. Note that the RMS traveltime

“From figure 3, we define the illuminated region by z € [14, 20.5km].

10
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Figure 8: Histograms of the 100 simulated velocity models. Top: anisotropy parameter 7. Bottom:
anisotropy parameter §. ¢ corresponds to the standard deviation on the anisotropy parameter i ( resp.
d) given by the macro-parameter method.(see section 4.2).

misfit for the solution model is 6.2ms. Thus, there is only one model which is not accept-
able (11.6ms for the model 15), the others are admissible models with a RMS traveltime
misfit bounded by 7ms. The simulation method has then furnished model perturbations
that correspond to small perturbations of the quadratic cost function but also to small
perturbations of the non linear cost function (RMS of traveltime misfits remain small).
It shows for this example, the good concordance between the quadratic cost function and
the non linear one around the solution model.

Figure 9 illustrates isovalues of the probability density function (8) in the MP space,
i.e. ellipsoids defined by dmT, ,C' 6myp: we visualize the 2D-marginal probability den-
sity functions for several relevant MP couples, the 68% confidence ellipsoid and the 95%
confidence ellipsoid for n and §, vpb and vs5, 6 and h5. This representation allows to
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Vp5 Vs5 7 é Hj H5
Vp5 | 475.1 m/s 0.002 -0.03 | -0.02 | 0.005 0.01
(22%)
Vs 0.002 1689 m/s | -0.04 | -0.03 | 0.005 0.01
(22%)
] -0.03 -0.04 0.22% | 0.93 -0.16 -0.33
(4%)
] -0.02 -0.03 093 | 1.6% | -0.17 -0.36
(37%)
H/ 0.005 0.005 -0.16 | -0.17 | 77.1m | 0.06
(5%)
H5 0.01 0.01 -0.33 | -0.36 0.06 | 80.3 m
(3%)

Table 1: Standard deviations in bold (square roots of the diagonal terms of the a posteriori covariance
matrix) associated with the MP ”"mean in the illuminated part of the model” and the normalized corre-
lations between the uncertainties on the different defined MP. This uncertainty analysis is performed for
the solution model of Figure 2. The normalized values x 100 of the standard deviations (o) are
also indicated in italic.

underline the correlations between the anisotropy parameters n and ¢ which are quite
strong in this example: the 68% and the 95% confidence ellipsoids are elongated (left
part of the figure 9). On the opposite, the P and S velocities are uncorrelated: we obtain
almost a circle (middle part of the figure 9). We can also observe correlations between the
anisotropy parameter § and the mean of the last reflector depth hb (right part of the figure
9). On this Figure, we have also superimposed the anisotropy parameters n and ¢ and the
MP vp5 and vsb, § and MP hb built from the 100 simulated models. This figure allows
to point out the equivalence of the simulation method and the macro-parameter approach.

Note that the macro-parameter approach furnishes interesting information on the cor-
relations of macro-parameter uncertainties and has a lower computation cost than simula-
tions of the model parameters with the complete a posteriori covariance matrix. We could
also perform gaussian simulations of the macro-parameters using the reduced a posteriori
covariance matrix.

5 NON-LINEAR A POSTERIORI ANALYSIS

We have shown in the previous sections that a linearized uncertainty analysis allows to
delimit the range of possible solution models that fit, with the expected accuracy, the data

12
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Models | RMS(ms) | vp5(km/s) | vs5(km/s) | h4(km) | h5(km) | n(%) | 6(%)
1 6.7 3.736 1.154 1.783 3.131 6.5 -2.6
2 6.6 3.121 1.222 1.925 3.222 6.2 -4.9
3 6.4 2.746 1.102 1.790 3.060 6.0 -5.9
4 6.9 2.701 1.315 1.857 3.259 6.2 -3.7
5 6.2 3.300 1.416 1.817 3.142 5.7 -8.3
6 6.5 2.542 1.245 1.926 3.181 6.1 -4.6
7 6.6 2.536 1.137 1.925 3.143 6.1 -5.5
8 6.2 1.919 1.087 1.844 3.102 6.3 -4.8
9 6.2 3.182 1.078 1.875 3.267 6.5 -3.5
10 6.4 2.960 1.388 1.736 3.198 6.0 -6.2
11 6.2 3.247 1.452 1.815 3.173 6.0 -6.4
12 6.2 2.592 1.073 1.664 3.147 6.6 -14
13 6.5 2.510 1.239 1.817 3.239 6.2 -4.9
14 6.6 3.595 1.130 1.717 3.208 6.5 -1.9
15 11.6 2.344 1.172 1.770 3.144 6.0 -6.1
16 6.5 2.154 1.323 1.853 3.2322 6.3 -4.5
17 6.3 2.855 1.307 1.797 3.296 6.3 -3.4
18 6.2 2.125 1.049 1.921 3.118 9.9 -6.8
19 6.6 1.431 1.048 1.772 3.144 6.4 -3.7
20 6.3 2.371 1.225 1.864 3.166 6.0 -6.6

Table 2: RMS values of the traveltime misfits, mean value of the velocities vp5 and vs5, of the interfaces
h4 and h5 in illuminated region (MP defined in section 4.2 and anisotropy parameters n and § for 20
simulated models (chosen among the 100 simulations presented in section 4.1).

and the a priori information. Nevertheless, we should keep in mind that this approach is
only valid in the vicinity of the solution model (linearized framework) and complex cases
may require a non linear approach.

Model 15 of table 4.3 indicates that some of the simulated models may produce unac-
ceptable traveltimes misfits (RMS =~ 11ms and MAX = 25ms for PP data and = 41ms
for PS data). It shows the limitation of the quadratic approximation of the non linear cost
function and thus the limitation of the linearized methods of uncertainty quantification.
Moreover, [4] has shown that a tomographic inversion with constraints on the location of
the interfaces at well locations furnished a very different model (model 2 of Figure 10)
than the solution model of Figure 2. The two models verify the traveltime data with the
expected accuracy. This second model does not belong to the range of possible models
detected by the two methods we proposed: indeed, § is equal to 15.94% whereas the
expected range of values was between —8% and —1% (see for instance Figure 8). It shows
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Figure 9: 68% and 95% isovalues of the marginal probability density function for the anisotropy param-
eters n and § (left), P-velocity and S-velocity (middle), § and the interface depth of reflector h5 (right).

sol
The represented values are the relative ones (for instance: HTJU,T) The crosses represent the MP values
of the 100 simulated models.

again the limitations of the linearized approach.

To perform a non linear analysis we have chosen an experimental approach which
consists in performing several inversions allowing to test different geological scenarii to
try to delimit the space of admissible solutions. For instance, we could test different
hypothesis on the values of the anisotropy parameters for which a strong uncertainty has
been detected by the linearized approach. If we introduce a constraint on the anisotropy
parameter 6, such as § > 0, we find the model 3 displayed in Figure 11: this result
expands the range of admissible models (variability of § detected by MP approach was
—4.43 + 3.2%). In the same way, we can test the variability of the anisotropy parameter
n. We notice (see table 5) that the value of the anisotropy parameter n of the model 2
(Figure 10) is 8.27%, but all the simulated values of this parameter are around 6% and
the variablity of n furnished by the MP is 0.44%. Nevertheless, tomographic inversion
under the constraint n < 4% or n > 8% does not furnish a model that satisfies both
these constraints and the data with the expected accuracy. We have shown that, by
constrained tomography, we can test different geological hypothesis and delimit the space
of admissible models and go further than the linearized approach which explores only the
vicinity of the solution model which may be one local minimum around others.

6 CONCLUSIONS

Reflection tomography furnishes the velocity model that best fits the traveltime data:
however, this solution is only one among many admissible models. An a posteriori un-
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Model 1 Model 2 | Model 3
mean of the P-velocity 2.849 km/s | 3.623 km/s | 2.895 km/s
mean of the S-velocity 1.229 km/s | 1.621 km/s | 1.213 km/s

n 6.29% 8.27% 6.2%

é -4.4% 15.94% 2%
mean of the depth of the reflector H | 1.838 km 1.755 km 1.659 km
mean of the depth of the reflector H5 | 3.167 km 3.021 km 2.882 km

Table 3: 3 different solution models. Model 1 is the model of Figure 2, Model 2 is the model of Figure
10 and Model 3 is the model of Figure 11.

12 X (km) 23.5 12 X (km) 23.5
W I W3 I
X X
ok ok
< £ s £
N > N H5 Ny

P-Velocity I3_0 5.0 S-Velocity I1_5

Figure 10: Solution model 2 obtained by tomography with additional constraints on the interface depth
at well locations. The RMS value of the traveltime misfits is 6.0ms. The anisotropy parameters values
are: 7 = 8.27% and § = 15.94%. The crosses represent the wells.

5.0

certainty analysis is crucial to delimit the range of possible solution models that would
fit the data and the a priori information with the expected accuracy. In this paper, we
describe two methods to perform a linearized a posteriori analysis, approach valid only
in the vicinity of the solution model. The simulation method based on the analysis of
the a posteriori covariance matrix (huge matrix for 3D models) is quite attractive for
the straightforward interpretation of the results despite its cost. We propose a general
formalism to reduce the a posteriori analysis to geological quantities of the model: we
evaluate uncertainties on macro-parameters (linear combinations of model parameters)
that have a geological interest. This method allows the manipulation of reduced matrices
and thus becomes feasible in 3D. Nevertheless, we have confirmed on this real data set
that this approach is only valid in the vicinity of the solution model (linearized frame-
work) and that some cases require a non linear approach to search for local minima of
the cost function. An experimental approach has consisted in solving the inverse problem
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Figure 11: Solution model 3 obtained by tomography with a constrain on § parameter to remain positive.
The RMS value of the traveltime misfits is 6.371ms. The anisotropy parameters values are: n = 6.2%

and § = 2%.

5.0

under constraints (for instance constraints on anisotropy parameters) to test the validity
of some geological hypothesis.

7 ACKNOWLEDGMENTS

The authors would like to thank bp to have provided the data set, Karine Broto and
Frédéric Delbos for many fruitful discussions.

16

115



CHAPITRE 6. APPLICATIONS SUR DONNEES REELLES
Carole DUFFET and Delphine SINOQUET

REFERENCES

[1] T. N. Bishop, K. P. Bube, R. T. Cutler, R. T. Langan, P. L. Love, J. R. Resnick, R.
T. Shuey, D. A. Spindler and H. W. Wyld. Tomographic determination of velocity
and depth in laterally varying media, Geophysics, 50, no 6, 903-923, 1985.

[2] K. Broto, A. Ehinger and J. Kommedal. Anisotropic traveltime tomography for depth
consistent imaging of PP and PS data, The leading Edge, 114-119, 2003.

[3] K. P. Bube and R. T. Langan. A continuation approach to regularization for trav-
eltime tomography. In Expanded Abstracts, 980-983, 64" Ann. Internat. Mtg., Soc.
Expl. Geophys., 1994.

[4] D. Sinoquet, F. Delbos and J.C. Gilbert. A dedicated constrained optimization
method for 3D reflection tomography. In Ezpanded Abstracts. EAGE 66™ conference
and exhibition, 2004.

[5] F. Delprat-Jannaud and P. Lailly. Ill-posed and well-posed formulations of the re-
flection traveltime tomography problem. Journal of Geophysical Research, 98, 6589—
6605, 1993.

[6] C. Duffet and D. Sinoquet. Quantifying geological uncertainties in velocity model
building. In Ezpanded Abstracts, 926-929, 72" Ann. Internat. Mtg., Soc. Expl. Geo-
phys., 2002.

[7] W. P. Gouveia and J.A. Scales. Resolution of seismic waveform inversion: bayes
versus occam. Inverse problems, 323-349, 1997.

[8] D. Grenié. Tomographie de temps de trajet adaptée au probléme de l'imagerie 3D en
exploration pétroliére: théorie, mise en oeuvre logicielle et applications. Ph.D. thesis,
Université Paris VII, 2001.

[9] http;//consortium.ifp.fr/KIM/, 2001, Web pages of former KIM consortium.

[10] F. Jurado, D. Sinoquet and A. Ehinger. 3D reflection tomography designed for com-
plex structures. In Ezpanded Abstracts, 711-714, 66" Ann. Internat. Mtg., Soc. Expl.
Geophys., 1996.

[11] F. Jurado, P. Lailly and A. Ehinger. Fast 3D two-point raytracing for traveltime
tomography. Proceedings of SPIE, Mathematical Methods in geophysical Imaging.
Vol. V, 3453, 70-81, 1998.

[12] R. Parker. Geophysical inverse theory. Springer, Berlin, 1994.

17

116



6.1. PREMIERE APPLICATION : HOD

Carole DUFFET and Delphine SINOQUET

[13] A. Stopin. Reflection tomography of compressional and shear modes for determina-
tion of anisotropic velocity models: Phd Thesis of Université Louis Pasteur, Stras-
bourg I, 2001.

[14] A. Tarantola. Inverse problem theory. Elsevier, 1987.

18

117



CHAPITRE 6. APPLICATIONS SUR DONNEES REELLES

6.2 Deuxiéme application : KIMASI

6.2.1 Présentation de ’application

Au cours du projet KIMASI, la tomographie de réflexion a été appliquée 4 un jeu de données réelles
3D provenant de la Mer du Nord fourni par BP (Ehinger et al., 2001). Un modéle de vitesse a été
obtenu grace & une approche «layer-stripping» (inversion couche par couche de haut en bas) ou les
variations latérales et verticales de vitesse & travers les unités Tertiaire, Paléocéne et Crétacée (divisés
en deux couches) ont été déterminées de maniére séquentielle (voir Figure 6.1).

Une forte sous-détermination de la vitesse dans la partie supérieure du Tertiaire a été détectée au
cours du processus d’inversion : elle est due a la large épaisseur de la couche (= 2.5km) et au nombre ré-
duit de rayons. Plusieurs inversions avec différentes paramétrisations de la vitesse ont donné les mémes
résidus des temps de trajet. Ces différents tests sont cotiteux en temps (chaque test correspond a une
inversion compléte) et les profondeurs des réflecteurs fournies par les données de puits ne sont pas trés
bien retrouvées, cette information n’étant pas explicitement introduite dans le processus d’inversion.

Pour obtenir un modéle plus consistant avec les données de puits, Delbos et al., 2004, ont pro-
posé d’appliquer une inversion tomographique sous contraintes. Les profondeurs des interfaces sont
contraintes aux 5 positions de puits et la variabilité du gradient vertical de vitesse dans la couche du
Tertiaire est contrainte par les mesures de puits (tableau 6.1).

Pour limiter le mauvais calage des données pour les couches profondes, on réalise une inversion
globale. Cette expérience consiste alors en une inversion globale de 127569 données temps de trajet
pour 5960 inconnues décrivant 4 couches de vitesse et 5 interfaces, soumises & 2300 contraintes. Les
résultats sont présentés sur la Figure 6.2 : le modéle obtenu vérifie les données avec la méme préci-
sion que le modéle obtenu par Ehinger et al., 2001, et vérifie toutes les contraintes (tableaux 6.1 et 6.2).

Nous allons utiliser ’approche macro-paramétre (voir chapitre 4) pour illustrer 'indétermination
des vitesses dans le tertiaire (en évitant de faire plusieurs inversions) et quantifier les incertitudes
quand on ajoute les contraintes aux puits. Nous utiliserons également un nouveau macro-parameétre
plus réaliste et plus complexe que ceux décrit dans la section 4.3.2.1 du chapitre 4 : le macro-paramétre
qui correspond au volume d’une couche délimitée par des interfaces.

Modéle obtenu avec Modéle obtenu avec
I’inversion sans contraintes I’inversion avec contraintes
Résidu moyen RMS | Résidu Max. | Résidu moyen RMS | Résidu Max.

layerl 4.3ms 24ms 3.3ms 26.6ms
tpal 4.2ms 18.4ms 4.4ms 20.4ms
tchalk 3.9ms 19.4ms 4.1ms 24.5ms
ichalk 8.5ms 59.6ms 7.6ms 52.1ms
bchlak 7.6ms 67.8ms 8.6ms 70.6ms

TAB. 6.1 — Tableau récapitulatif des résidus moyen RMS et résidus maximum pour les modéles solutions
des Figures 6.1 et 6.2.
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-25 y(km) 0

F1G. 6.1 — Coupes verticales du modéle de vitesse (Gauche : le long de 'axe des x, droite : le long de
Paxe des y) obtenu gra ce a une approche «layer-stripping». Le RMS des résidus temps de trajet =
6.1ms.

v(km/s 4 20 -25 0
1_5( ) 0 x(km) y(km)

bchalk

5.0

F1G. 6.2 — Coupes verticales du modéle de vitesse (Gauche : le long de 'axe des x, droite : le long de
Paxe des y) obtenu gra ce a une inversion globale sous contraintes (les contraintes sont décrites dans
le tableau 6.2). Le RMS des résidus temps de trajet = 6.5ms.
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Contraintes Modéle obtenu avec Modéle obtenu avec
I’inversion sans contraintes | I’inversion avec contraintes
Ecart moyen tpal 96m Om
de la profondeur tchalk 132m Om
aux b puits bchalk 140m Om
gradient vertical
de vitesse 0.1<k<0.3/s k=0/s k 0.18/s
du Tertiaire
intervalle 2.5<vpal<4km/s ok ok
de 3.5<vichalk<5.7km /s ok ok
de vitesse 4.2<vchalk<5.8km/s ok ok

TAB. 6.2 — Description des contraintes d’égalité et d’inégalités introduites dans l'inversion. On essaie
d’obtenir un modéle qui vérifie les données et les 2300 contraintes.

6.2.2 Résultats numériques

Ici nous réalisons une analyse d’incertitude linéarisée et illustrons I’approche macro-paramétre sur
Pexemple de la Figure 6.1 (pour les caractéristiques du modéle se reporter aux tableau 6.3).

Nous choisissons, d’une part, des macro-paramétres simples : la moyenne de la profondeur de I'in-
terface, la moyenne des variations de vitesse et du gradient vertical de vitesse dans le Tertiaire. D’autre
part, nous considérerons le macro-paramétre volume d’une couche défini dans le paragraphe 4.3.2.3.
Les résultats sont récapitulés dans le tableau 6.4.

Pour la couche qui nous intéresse, celle du Tertiaire, et pour laquelle I’étude Ehinger et al., 2001, a
montré une forte sous-détermination de la vitesse dans la partie supérieure du Tertiaire, nous obtenons
une incertitude de 1.3m sur interface tpal (voir Figure 6.1) qui est en moyenne & une profondeur de
3.04km (tableau 6.3), et une incertitude de 0.0042/s sur le gradient vertical de vitesse dans le Tertiaire,
la moyenne de la vitesse dans le Tertiaire étant de 2.47km /s +16.8m/s (16.8m/s, i.e. deux fois 'écart
type, représente l'incertitude sur la moyenne de la vitesse dans la couche). D’autre part, nous pouvons
noter de fortes corrélations (/ 0.93) entre le gradient vertical de vitesse dans le Tertiaire et la profon-
deur de l'interface layerl (tableau 6.6). Et en ce qui concerne le volume de cette couche Tertiaire, on
note une incertitude de 206.4km> pour un volume de 1414.4km3.

Cette méthode avec son formalisme général nous a permis de calculer des incertitudes sur des quan-
tités géologiques intéressantes (par exemple sur le volume de la couche du tertiaire ou sur le gadient
vertical de vitesse dans le Tertiaire) avec un cout de calcul raisonnable car sans inversion.

On peut s’étonner des incertitude trouvées : en effet, elles sont faibles alors que 'on sait qu’il y a
une forte indétermination dans la couche Tertiaire. On peut remettre en cause 'approche linéarisée,
c’est pourquoi nous testons 'adéquation de la fonction coiit et de son approximation quadratique pour
une perturbation de modéle correspondant a la différence entre les deux modéles obtenus par 'inversion
avec (modéle 2, Figure 6.2) et sans contraintes (modéle 1, Figure 6.1). L’approximation quadratique
étant réalisée autour du modéle 1.

Maintenant, si on note m; le modéle obtenu avec une inversion sans contraintes, meo le modéle
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obtenu avec une inversion avec contraintes et dm — mg — my, et qu'on compare C(mg) — C(m1)
(perturbation de la fonction cott quadratique entre ces deux modéles) a dm’ Hém (approximation
quadratique pour ém = mg — m1) on obtient deux résultats nettement différents :

omT Hém = 0.807 et C(mg) —C(m1) = 0.221 — 0.212 = 0.009. (6.1)

Ce résultat met en évidence les limites de ’approche linéarisée et montre les limitations de 'ap-
proximation quadratique de la fonction colit non linéaire et donc les limitations des méthodes de
quantification des incertitudes dans le cadre linéarisé.

L’approche linéarisée ne permet pas de délimiter ’ensemble des modéles possibles et nous mettons
en relief ici la nécessité pour les cas complexes de réaliser une analyse non linéaire. L’optimisation
sous contraintes peut étre un moyen de tester des hypothéses géologiques et de délimiter 'espace des
modéles admissibles : Delbos et al., 2004, ont montré que I'inversion tomographique avec contraintes
sur la position des interfaces aux puits fournissait un modeéle solution différent (Figure 6.2) du modéle
solution de la Figure 6.1, ces deux modéles vérifiant les données temps de trajet avec la précision
voulue. Elle permet aussi d’aller plus loin que ’approche linéarisée qui explore uniquement le voisinage
du modéle solution qui peut étre un minimum local parmi d’autres. Ce second modéle (Figure 6.2
n’appartient pas & la gamme de modéles possibles détectés par ’approche macro-paramétre d’aprés
6.1, pourtant une analyse linéarisée autour de ce modéle nous donne des résultats sur les incertitudes
calculées équivalents & ceux du modéele de la figure 6.1.

Volume | Moyenne de la vitesse
seabottom - tpal | 1414.4km> 2.47km /s
tpal - tchalk 76.6km? 3.15km/s
tchalk - ichalk | 219.7km? 3.77km/s
ichalk - bchalk | 248.9km?> 4.34km /s

TAB. 6.3 — Caractéristiques du modéle solution de la Figure 6.1. Les profondeurs moyennes des inter-
faces tpal, tchalk, ichalk, bchalk sont respectivement : 3.04km, 3.29km, 3.71km et 4.04km.
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Macro-paramétres
B-spline DZ
layerl 1.8m -
tpal 1.3m -
INTERFACE | tchalk 1.1m -
ichalk 2.2m -
bchlak 2.7m -
vtert 8.4m/s | 0.0042/s
VITESSE vpal 14.3m/s -
vichalk | 12.4m/s -
vchalk | 22.7m/s -

TAB. 6.4 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C')) associés a différents macro-
paramétres : moyenne de la fonction B-spline et moyenne du gradient vertical de vitesse. Cette analyse
de l'incertitude est réalisée pour le modéle solution de la Figure 6.1.

Macro-paramétre volume

seabottom - tpal 206.4km>
tpal - tchalk 10.1km?
tchalk - ichalk 11.9km?>
ichalk - bchalk 4.3km3

TAB. 6.5 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C' ) associés a différents macro-
paramétres : épaisseur de la couche et volume de la couche. Cette analyse de l'incertitude est réalisée
pour le modele solution de la Figure 6.1 (voir tableau 6.3).

% vpal vichalk vchalk layert tpal tchalk | ichalk | bchalk
% 0.0042/s -0.13 -0.01 0.0003 -0.93 0.17 0.09 0.04 0.03
vpal -0.13 14.3 m/s -0.10 0.003 -0.07 -0.69 0.02 -0.05 -0.03
vichalk -0.01 -0.10 12.4 m/s -0.24 -0.006 -0.05 -0.16 0.31 0.13
vchalk -0.0003 -0.003 -0.24 22.7m/s | -0.004 -0.01 -0.009 -0.11 0.33
layert -0.93 -0.07 -0.006 -0.004 1.83 m | 0.11 0.08 0.03 0.02
tpal 0.17 -0.69 -0.05 -0.01 0.11 1.3 m 0.6 0.25 0.20
tchalk 0.09 0.02 -0.16 -0.009 0.08 0.6 1.08 m 0.25 0.20
ichalk 0.04 -0.05 0.31 -0.11 0.03 0.25 0.25 2.24 m 0.20

behalk 0.03 -0.03 0.13 0.33 0.02 0.20 0.20 0.20 2.69 m

TAB. 6.6 — Ecarts types (racines carrées des termes diagonaux de C') associées & deux macro-
: moyenne de la profondeur des interfaces layerl, tpal, tchalk, ichalk et bchalk, moyenne
des vitesses vpal, vichalk et vchalk et du gradient vertical de vitesse dans le Tertiaire sur le domaine
de définition et les corrélations normalisées entre vitesse et interface. Cette analyse de I'incertitude est
réalisée pour le modéle solution de la Figure 6.1.

parameétres
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Chapitre 7

CONCLUSIONS

L’imagerie sismique de structures géologiques complexes nécessite la détermination précise de la
distribution des vitesses de propagation dans le sous-sol. C’est pourquoi les géophysiciens de I’explo-
ration pétroliére se sont intéressés de trés prés i la tomographie de réflexion de données sismiques qui
permet la détermination d’un modéle de sous-sol & partir des temps de trajet des ondes sismiques se
réfléchissant sur les interfaces géologiques. Le modéle solution de ce probléme inverse est le modéle qui
minimise une fonctionnelle de type moindre-carrés mesurant les écarts entre les temps de trajet mesu-
rés et les temps de trajet calculés par tracé de rayons dans ce modeéle (probléme direct). Ce probléme
non linéaire est résolu par la méthode de Gauss-Newton, par linéarisations successives.

Dans le cas de structures géologiques complexes, ’accés au temps de trajet sur les sections sismiques
peut étre trés difficile. En effet, le sous-sol est constitué d’une succession de dépots aux caractéristiques
lithologiques différentes, générant des réflexions des ondes sismiques. Il est souvent difficile de distinguer
les événements qui intéressent le géophysicien : repérer les réflexions pertinentes, savoir a quelles inter-
faces géologiques elles correspondent, repérer les discontinuités entre événements sismiques, de méme
que les interférences entre événements sismiques différents qui faussent I'interprétation. Ces temps de
trajet observés, données d’entrée de la tomographie, sont donc entachés d’erreur. Par conséquent, les
incertitudes sur les données et plus généralement la sous détermination du probléme inverse (liée a
Pambiguité vitesse/profondeur) entrainent des incertitudes sur le modéle solution de la tomographie
de réflexion.

L’objet de cette thése consiste en 'estimation de la confiance et plus précisément des incertitudes
a posteriori sur le modéle solution obtenu par tomographie. Ces incertitudes dépendent évidemment
fortement de la bonne estimation des incertitudes sur les données et de leur prise en compte dans la
résolution du probléme inverse, mais aussi de la densité et de la qualité des informations a priori sur
le modéle introduites dans le probléme inverse.

Une premiére partie du travail de thése a été consacrée a une étude des différentes méthodes d’es-
timation des incertitudes a posteriori dans les problémes inverses basées sur ’analyse de la matrice
de covariance a posteriori (matrice de grande taille pour les modéles 3D) dans le cadre linéarisé, c’est
4 dire au voisinage de la solution. Nous avons pu constater que ’analyse classique de la matrice de
covariance a posteriori (der Sluis et der Vost, 1987, Nolet et al., 1999) peut s’avérer délicate pour les
applications de tomographie 3D qui nous intéressent ici : le calcul et 'interprétation de cette matrice
restent difficiles pour les problémes de grande taille. Pour des exemples de taille raisonnable, on a pu
étudier le spectre de cette matrice via lequel on a évalué les directions de modéles les mieux (ou moins
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bien) déterminées. Toutefois, la difficulté réside dans l'interprétation physique des vecteurs propres.
Grace a des expériences sur des modéles synthétiques, nous avons pu constater que pour des exemples
de grande taille pour lesquels le calcul de l'inverse de la matrice hessienne est trop coiliteux, on peut
se restreindre & I’étude des composantes du modéle (ou & des combinaisons de parameétres décrivant le
modeéle) qui ont un intérét pour 'explorateur (et non aux paramétres individuellement), par exemple,
la position ou la pente d’une interface dans une région cible (Delprat-Jannaud, 1991). La difficulté est
alors de définir les combinaisons de paramétres pertinents pour le probléme géophysique posé.

Nous avons donc proposé deux approches adaptées a notre probléme pour quantifier les incerti-
tudes sur le modéle solution de la tomographie de réflexion : la méthode de simulation de modéles et
I’approche macro-paramétre.

La premiére méthode permet d’échantillonner la fonction de densité de probabilité a posteriori et
donc de simuler des modéles équiprobables. Les simulations fournissent directement des résultats inter-
prétables, des modéles physiques. Toutefois, cette méthode est cotliteuse en temps CPU et en stockage
en raison de la décomposition de Choleski de la matrice de covariance a posteriori.

La deuxiéme méthode par son formalisme général permet de réduire 'analyse a posteriori aux
quantités géologiques du modéle : nous évaluons les incertitudes sur des macro-paramétres (combi-
naisons linéaires des paramétres du modéle) qui ont un intérét géologique. Cette méthode permet la
manipulation de matrices réduites et donc devient faisable en 3D.

Une premiére application sur un exemple synthétique 3D de grande taille avec des macro-paramétres
basiques a montré le potentiel de la méthode. La généralité du formalisme permet une large flexibilité
pour la construction des macro-paramétres. Néanmoins, nous devrons garder & l'esprit que cette ap-
proche est seulement valide dans un voisinage du modéle solution (cadre linéarisé) et les cas complexes
peuvent nécessiter une approche non-linéaire.

On a donc développé un formalisme permettant de calculer des incertitudes sur des quantités géo-
logiques (et non pas sur les paramétres de b-splines) en sortie de tomographie. On peut se demander
quelles sont les quantités qui intéresseraient les géologues 7 On a proposé dans un premier temps, le cal-
cul d’incertitude sur la profondeur des interfaces, sur leur pente, sur les valeurs de vitesse, les gradients,
etc. Dans un deuxiéme temps, nous nous somimes intéressés 4 des macro-parameétres plus proches des
préoccupations des géologues pétroliers tels que : le volume d’une couche (ou d’un piége pétrolier).

Nous avons également étudié les limites de ces méthodes de quantification des incertitudes et dis-
cuté du réalisme accordé aux incertitudes calculées. En effet, ces méthodes ont été testées dans le cadre
linéarisé sous certaines hypothéses : paramétrisation fixée, poids de régularisation fixés, échantillon-
nage des données fixé, etc. L’idée a été ici de relaxer ces hypothéses et d’évaluer l'incidence sur les
incertitudes calculées. Chaque étude est illustrée par une application sur un exemple synthétique 2D
ou réaliste 3D.

Concernant I'influence de la paramétrisation et de la discrétisation du modéle, nous avons pu établir
un résultat de convergence qui établit que les incertitudes sur les macro-paramétres convergent quand

le pas de discrétisation tend vers 0 vers les valeurs obtenues pour le probléme continu.

Concernant 'influence de I’échantillonnage des données, nous avons pu vérifier les résultats de Re-
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nard, 2002, c’est & dire vérifier que le choix de la norme dans ’espace des données n’a pas d’incidence
majeure sur les incertitudes calculées sous I’hypothése que les résidus sont basse fréquence. Par consé-
quent, qu’il n’est pas nécessaire d’introduire la norme H' dans l’espace des données pour déterminer
une solution au probléme de tomographie de réflexion plus satisfaisante que celle obtenue 4 I'aide d’une
norme L?. Et finalement nous avons mis en évidence le fait que 1’échantillonnage des données, pour
la normeL?, a peu d’influence sur les incertitudes calculées sous certaines hypothéses (on suppose un
nombre suffisant de données et des résidus basses fréquences).

L’introduction de régularisation et/ou d’information a priori dans la formulation de moindres carrés
est nécessaire pour bien poser le probléme. En effet, 'inversion tomographique de données géophysiques
(données sismiques, gravimétriques, électromagnétiques, etc.) peut &tre contrainte par l'information
dont on dispose sur la géologie de la zone ol la campagne géophysique a eu lieu. On introduit alors
cette information, qui concerne les paramétres de l'espace des modéles, comme information a priori
dans le probléme inverse. En pratique, construire un modéle a priori est difficile et le terme de la
fonction coflit contenant l'information a priori, est souvent remplacé par des termes de régularisation
composés des dérivées secondes du modéle. Dans ce cas, trouver la solution du probléme régularisé
revient & trouver le modéle le plus lisse qui vérifie les données avec la précision voulue.

L’introduction d’informations a priori est cruciale pour réduire ’indétermination. Il est en pratique
difficile de modéliser les informations géologiques disponibles et les incertitudes associées a ces infor-
mations. C’est pourquoi, en pratique, il est courant d’utiliser une méthode de continuation ou méthode
L-curve qui consiste a rechercher le modéle le plus régulier vérifiant les données avec la précision voulue.
Le probléme inverse associé est un probléme inverse régularisé ou les poids de régularisation choisis
forts en début d’inversion sont diminués au fur et a mesure jusqu’a ’obtention d’un modéle vérifiant les
données. Cette méthode permet d’éviter les problémes d’instabilité liés & une régularisation trop faible.

Cependant, nous avons montré que, bien que les modéles obtenus par cette méthode soient satis-
faisants, les incertitudes associées peuvent ne pas étre réalistes, les poids de régularisation obtenus par
cette méthode ne correspondant pas & une information a apriori réaliste.

L’introduction d’une norme plus «géologique» avec des poids dépendant de quantités plus physiques
(introduction d’une covariance exponentielle dans 'espace des modeéles) permet 'obtention d’incerti-
tudes plus réalistes. Cependant, dans le cas ou nous disposons de trés peu d’information a priori ou
d’une information a priori peu fiable, les poids résultants peuvent conduire & une inversion instable.
Dans ce cas, la méthode L-curve sera utilisée pour obtenir une solution et pour I'estimation des incer-
titudes sur ce modéle solution, on construira la norme «géologique» avec des poids plus conformes 3
I'information a priori disponible.

Enfin, nous avons réalisé deux applications sur données réelles 2D et 3D. Ces deux applications
nous ont permis de mettre en évidence les limites de ’approche linéarisée : cette approche est uni-
quement valide au voisinage du modéle solution et les cas complexes peuvent nécessiter une approche
non-linéaire qui consiste & rechercher les minima locaux de la fonction cotit. Une des pistes pour ré-
soudre le probléme non linéaire a été I’exploration expérimentale de ’ensemble des modéles admissibles
par l'introduction de contraintes sur le modéle dans la résolution du probléme inverse non linéaire afin
de tester différentes hypothéses géologiques.

e Pour l'application 2D, nous avons testé différentes hypothéses sur les valeurs des paramétres
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d’anisotropie pour lesquels I'approche linéarisée avait détecté de fortes incertitudes. En introdui-
sant une contrainte sur la valeur de ces paramétres nous avons obtenu un modéle différent du
modéle solution et qui vérifie aussi bien les données. De plus, ce modéle n’est pas un modéle
détecté par approche linéarisée. On a donc pu remettre en cause ’approche linéarisée qui ex-
plore uniquement le voisinage du modéle solution qui peut étre un minimum local parmi d’autres.

e Pour 'application 3D, on a introduit des données supplémentaires par le biais de ’optimisation
sous contraintes. L’inversion tomographique avec contraintes sur la position des interfaces aux
puits nous a fournit un modéle solution différent du modéle solution obtenu et qui vérifie les
données temps de trajet avec la précision voulue. Ce modéle n’appartient pas i la gamme de
modéles possibles détectés par I'approche linéarisée : les incertitude trouvées étaient faibles. La
encore nous avons constaté les limites de I'approche linéarisée.

Plusieurs pistes restent ouvertes pour de possibles développements des méthodes présentes dans
cette thése. Les travaux de cette thése avaient pour but d’étudier la confiance que ’on peut avoir en le
modéle solution de la tomographie de réflexion. Pour ce faire nous avons développé un formalisme per-
mettant de calculer des incertitudes sur des quantités géologiques, a savoir ’approche macro-paramétre.
On peut se demander quelles sont les quantités qui intéresseraient les géologues et envisager de nous
intéresser & d’autres macro-paramétres proches des préoccupations des géologues pétroliers comme par
exemple la fermeture du piége.

D’autre part, nous pourrions envisager d’autres méthodes pour développer ’approche non linéaire.
Ainsi, 'approche non linéaire consistant & explorer I'espace des modéles admissibles en recherchant
les minima locaux de la fonction coit, la méthode des plans d’expériences (Zabalza-Mezghani, 2000)
pourrait par exemple permettre la résolution de ce type de probléme de recherche de minimum. En effet,
la construction d’un modéle analytique simplifié peut permettre d’éviter des simulations coiteuses :
réaliser des simulations correspondant & différentes perturbations de modéle nécessite pour chaque
simulation un tracé de rayons, ce qui est évidemment cotteux. Ces techniques de plans d’expériences
suscitent un grand intérét dans le domaine pétrolier, notamment pour la quantification des incertitudes
sur les prévisions de production. Elles restent donc aussi applicables dans notre cas mais avec un
bémol toutefois puisqu’on est trés vite limité par le nombre élevé de paramétres des modéles utilisés
en tomographie, il faudrait donc 14 aussi se limiter aux paramétres pertinents comme pour les macro-
paramétres.
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Annexe A

MODELE SYNTHETIQUE 1

Dans cette annexe est présenté un modéle synthétique mono-couche qui est utilisé au cours des
chapitres pour valider les méthodes présentées et les expériences proposées.

A.1 Présentation du modéle

Le modéle étudié est un modeéle 3D composé d’une interface réguliére, s’étendant sur 18km dans
la direction z et sur 9km dans la direction y et définie grace a 8 (respectivement 5) paramétres de
B-spline dans la direction des x (respectivement dans la direction des y) et d’une vitesse présentant
des variations latérales (v(x,y), il n’y a pas de variations verticales) définie par 6 (respectivement 5)
paramétres de B-spline dans la direction 2 (respectivement dans la direction des ).

On modélise les données synthétiques par un tracé de rayons sur le modéle exact avec une géométrie
d’acquisition décrite par la Figure A.2.

On ajoute & ces temps de trajet exacts un bruit blanc (décrit par une loi de probabilité Gaussienne
centrée) d’écart type 5ms (Figure A.3).

L’inversion de ces données bruitées grace a notre code de tomographie de réflexion jerry (voir la
section 3.3.2.3 du chapitre 3 pour une description de ’outil de tomographie et la méthodologie d’uti-
lisation) donne un modéle solution proche du modéle exact (Figure A.4) avec un résidu moyen RMS
de 5ms et un résidu maximum de 20.47ms, résultats qui sont en accord avec le bruit introduit sur les
données.

Mais deux autres modéles solutions pourraient étre obtenus avec un résidu moyen RMS équivalent
(Figures A.5 et A.6). Sans connaitre le modéle exact ou sans information a priori discriminante sur
le modéle, on ne pourrait pas choisir entre ces trois modéles solutions : ils vérifient tous les données
avec la précision espérée. Cet exemple illustre la nécessité d’étre en mesure d’estimer I’ensemble des
modéles possibles. Si les incertitudes obtenues sur le modéle solution sont jugées trop élevées, nous
devrons introduire d’autres données ou information a priori sur le modéle pour les réduire.

Notons que nous avons aussi réalisé une inversion en 6tant des données (notamment au centre du

modéle : partie qui correspond au doéme) et que nous avons obtenu un modéle solution quasi-identique
(Figures A.7) avec des résidus équivalents.
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F1G. A.1 — Coupes verticales du premier modéle de vitesse 3D exact (Gauche : le long de I'axe des z,
droite : le long de 'axe des y).
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F1a. A.2 — Données temps de trajet générées par tracé de rayons sur le modéle exact de la figure A.1.
Gauche : temps de trajet zéro-offset sur une grille 200m x 200m. Droite : temps de trajet multi-offset
pour des lignes espacées de 1km avec des CMP (de langlais Common Middle Point : point milieu
commun) espacés de 200m et un pas d’offset de 100m.
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F1a. A.3 - Histogramme des perturbations Gaussiennes non corrélées ajoutées aux données de temps
de trajet de la figure A.2. L’écart type associé est de bms.
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F1G. A.4 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry pour le premier exemple (Gauche :
le long de l'axe des z, droite : le long de 'axe des y). RMS des résidus des temps de trajet = 5ms,
valeur maximum des résidus des temps de trajet = 20.47ms.
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F1a. A.5 — Coupes verticales dans un autre modéle solution obtenu par jerry pour le premier exemple
avec un gradient vertical fixé égal a 0.5/s (alors que la valeur exacte est 0) (Gauche : le long de I'axe
des x, droite : le long de l'axe des y). RMS des résidus des temps de trajet = 5ms, valeur maximum
des résidus des temps de trajet = 20.46ms.
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F1Ga. A.6 — Coupes verticales dans un autre modéle solution obtenu par jerry pour le premier exemple
avec une paramétrisation erronée pour la vitesse : v(z,¥,2) a la place de v(x,y). (Gauche : le long
de ’axe des z, droite : le long de 'axe des y). RMS des résidus des temps de trajet = 5.5ms, valeur
maximum des résidus des temps de trajet = 22ms.
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F1G. A.7 — Coupes verticales du modéle solution obtenu par jerry pour le premier exemple (Gauche :
le long de I'axe des xz, droite : le long de 'axe des y). RMS des résidus des temps de trajet = 5.15ms,
valeur maximum des résidus des temps de trajet = 21.04ms.
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Annexe B

MODELE SYNTHETIQUE 2

Dans cette annexe est présenté un modéle synthétique multi-couches 3D qui est utilisé au cours des
chapitres pour valider les méthodes présentées et les expériences proposées. Ce modéle est un modéle
3D réaliste construit & partir d’un jeu de données réelles (voir Broto et Ehinger, 1998).

B.1 Présentation du modéle

Le modéle étudié ici est un modéle 3D réaliste composé de huit interfaces avec des vitesses de
couche & gradient vertical constant et fixé pour les deux premiéres couches superficielles et une vitesse
3D v(z,y,2) pour la couche plus profonde. Ce modéle comporte 6869 paramétres dont 4802 pour les
interfaces et 2067 pour les vitesses.

On a modélisé par tracé de rayons 50844 temps de trajet multi-offsets (0.197km < offset < 4km).
L’illumination du modéle (c’est a dire la distribution des points d’impact) est décrite par la figure B.2.
On ajoute a ces temps de trajet exacts un bruit blanc (décrit par une loi de probabilité Gaussienne
centrée) d’écart type 5ms.

Ces données sont inversées par le biais d’'une approche layer-stripping (méthodologie décrite plus
bas) suivie d’une inversion globale. on obtient un modéle solution proche du modéle exact, uniquement
dans les zones illuminées (Figure B.3) avec un résidu moyen RMS proche de 5ms pour chaque interface
et un résidu maximum autour de 20ms (les résultats sont récapitulés dans le tableau (B.1)), résultats
qui sont en accord avec les incertitudes sur les données.

B.2 La méthode d’inversion utilisée

Pour cet exemple, au lieu d’utiliser directement une approche globale, on réalise une approche
«layer stripping» («couche par couche» en frangais), c’est & dire qu’on utilise la méthode L-curve pour
chaque couche.

Pour ce type d’approche, on détermine par inversion les paramétres associés a une couche (plus

exactement & un bloc de vitesse), puis ce résultat est fixé et on passe a l'inversion des temps de trajet
associés & la couche suivante.

133



ANNEXE B. MODELE SYNTHETIQUE 2

-

\_/4

F1G. B.1 — Cube 3D du modéle 2 de vitesse 3D exact (Zin = —2km et Tz = 14kM, Ymin = —1km
et Ymazr = LLEM, Zmin = Okm €t Zimae = 6km).

Cette approche permet une inversion plus rapide (chaque inversion est moins lourde : on a moins de
paramétres). Toutefois, elle peut présenter un inconvénient. En effet, s’il existe par exemple une zone
du sous-sol pour laquelle 'information cinématique est inexistante, le modéle de vitesse obtenu par
tomographie de réflexion ne sera déterminé dans cette zone que par I'information a priori introduite ;
par conséquent, si aucune information a priori suffisamment précise n’a été spécifée pour cette zone, il
y a un risque que le modéle de vitesse soit erroné dans cette région, et que cette erreur se propage sur
les couches sous-jacentes.

C’est pourquoi, une fois toutes les couches déterminées par l'approche «layer stripping», nous
langons une inversion globale avec comme modéle initial celui obtenu par 'approche «layer strippingy,
de sorte que les rais qui traversent les zones de certaines couches non éclairées en réflexion puissent
contribuer a leur détermination. Le résultat final est représenté sur la Figure B.3.

Résidu moyen RMS | Résidu maximum Max
interface 1 5ms 20ms
interface 2 5.2ms 18.8ms
interface 3 5.5ms 19.9ms
interface 4 5.6ms 20ms
interface b 5.4ms 19ms
interface 6 5.2ms 19ms
interface 7 5.3ms 19.2ms
interface 8 5.8ms 20ms

TaB. B.1 — Tableau récapitulatif des résidus moyen RMS et résidus maximum pour le modéle solution
(B.3)
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€ 0ececeecse
L oTel lelete] lelel
@eceseecee
@cceceecee
eeececee
eceecesc
eeCCeeee
CeCeecoce

Fi1G. B.2 — Illumination du domaine. Les points représentent les points d’impact des rayons sur l'in-
terface (Xmin = —2km €t Timge = 14EM, Yin = —1EM €t Ymae = 11EM, Zmin = 0k €t Zimae = 6km).

F1G. B.3 — Cube 3D représentant le modéle solution associé au modéle exact de la figure B.1 obtenu par
une inversion “layer stripping + inversion globale” (x,,;, = —2km et Zyae = 14kM, Yrin = —1km
et Ymazr = LLEM, Zmin = Okm €t Zimae = 6km).
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Annexe C

FONCTIONS B-SPLINES

Une fonction B-spline cubique est générée par la sommation de polynémes du troisiéme degré.
La forme générale d’une fonction B-spline cubique est :

N
F@) = amBm(®), (C.1)
m=1

ou les o, sont les paramétres de B-spline, IV est le nombre de paramétres de B-spline et les 3,,
sont les fonctions de base de la représentation B-spline (Figure C.1).

Les fonctions de base de la représentation B-spline cubique sont construites par morceaux et sont
données par :

0 T < T
bi(zp) @m <2< Tinp
ba(zp) Zmt1 <2 < Tingo2
T) = - = C.2
fu(@) b3(wp) Tinie <2 < Ty ©2)
ba(2p) Tmy3 < T < Tpga
$m+4 S xa

0
est labscisse relative (0 <z < 1) d’un point dans Uintervalle [x,,, 2,41 €t

ol 2p = -
bi(xy) = T
bo(mp) = —ixp+izd+im+ i (C.3)
bg(wb) - bg(l — xb)
ba(zy) = b1(1 — ).

Par construction, les dérivées premiéres et secondes d’une fonction B-spline cubique sont continues.
De plus, les fonctions de base des fonctions B-spline cubiques ont un support fini et égal & [z, Zit4]-
Une fonction B-spline peut donc étre évaluée localement, en utilisant seulement quatre fonctions de
base et quatre paramétres.
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ANNEXE C. FONCTIONS B-SPLINES

B m-3 B m-2 B m-1 B m
/"\\ /’\\\ /’ \\ /’\\\
4 \ / \ ’ \ 4 \
/ \ !/ \ / \ / \
/ \ 4 \ !/ \ / \
! \ ! \ !/ \ / \
! \ ! \ ! \ ! \
/ Y \ N \
/ \ \ I\ \
! LY !y [ \
/ o U o \
/ U U o \
/ / \ ! \ / \ \
! / \ ! \ ! \ \
i li \ i \ II \ \
1 1 1
/ ! \\ ! \\ / \\ \\
li
II / \\ II \\ /, \\ \\
i 1 1 1
/ / \( \ \\ \\
7/ / 7/ \ / \ \ \
7/ / / \ / \ \ \
/7 / 7/ \ 7/ \ \ \
/ / / \ / \ \ \
/7 7/ 7/ N 7/ N N N
L S .
r- cC r- r- T T T T
Xm-4 Xm-3 Xm-2 Xm-1 Xm Xm+1 Xm+2 Xm+3 Xp+4
Fi1G. C.1 — Fonctions de base de la représentation B-spline cubique. Seules les parties en trait plein

des quatre fonctions de base voisines 3,,—3, Bm—2, Om—1, €t G, interviennent dans I’évaluation de la
) ) )

fonction B-spline dans Uintervalle [z, Zm41]-



Annexe D

CONSTRUCTION DE LA NORME
INTERVENANT DANS LE TERME
GEOLOGIQUE : CAS ANISOTROPE

Lors de la construction du modéle a priori, la connaissance du vrai modéle en certains points peut-
étre plus précise qu’ailleurs. Par exemple, si on dispose de mesures dans certaines zones du modéle,
ces informations sont précises et par conséquent, la variance en ces points devrait étre plus faible
qu’ailleurs. De la méme fagon, on peut envisager que les corrélations des incertitudes sur le modéle a
priori soient plus faibles en certains points du milieu, ou que ces corrélations soient plus importantes
dans certaines directions. Ces considérations vont nous amener & introduire des variations des variances
et des longueurs de corrélations dans la fonction de covariance. Nous construisons donc une nouvelle
fonction de covariance dérivée de la fonction de covariance exponentielle. Son expression est :

Con(@1,22) = 0% exp (— || A(z1) — Az2) []), (D.1)
ou o est la variance et A(x1) et A(z2) sont les longueurs de corrélations selon les deux directions

principales d’anisotropie.

Nous cherchons donc a inverser 'opérateur de covariance (noté C) dont le noyau est défini par 3.20.
Comme précédemment, on considére deux modéles m; et mo de M tels que my soit 'image de mo
par C :

ma(u) = /QU2 exp (— || A(w) — A(v) [[) ma(v)dv, (D.2)

ot u € 2 est le point de coordonnées (x,y) avec 2 =, x Q, en 2D et Q =, x Oy, x Q, en 3D. On
peut aussi écrire cette relation sous la forme :

) [ exp (- 1 Aw) = AGw) ) mae)ds 03)
Ensuite on pose :
my(u) = m;(gu) (D.4)
et on obtient :
)~ [ exp (= || Aw) — A@) [hmae)do (.5)
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ANNEXE D. CONSTRUCTION DE LA NORME INTERVENANT DANS LE TERME
GEOLOGIQUE : CAS ANISOTROPE

On procéde & ce stade au changement de variable suivant :

s = Au)
ds = J(u)du
t = A(w)
dt = J(v)dv, (D.6)

ou J est le jacobien de cette transformation. Notons alors :

U(s) = 1m(u)
Vi) = ma(v). (D.7)

On a alors la relation suivante entre U et V :

U = [ exp(- 5= t1) oot (.8)
Et finalement en posant :
- V()
YO Ty 9
on a :
U(s) ;/Qexp(— Is—t|) V(o). (D.10)

Ce qui signifie que U est I'image de V par Popérateur de covariance de longueur de corrélation et de
variance égales a4 1. Cet opérateur est inversible et en général son inverse est un opérateur différentiel
(Dautray et Lions, 1984). On a donc :

V(s) =Y aaU(s), (D.11)

ot les o sont des entiers, les a,, sont des constantes réelles, et U(s)(® est la dérivée a-iéme de U. Pour
revenir aux variables initiales, on a successivement :

Vis) = J(u(t))_aalU(s)

(0%

ma(u) = J(u) Z aa%(g(s))’ (D.12)
et finalement : )
ma(u) = %Z%%ﬁf“”. (D.13)

(0%

Cette derniére relation exprimant mso en fonction de m; est donc I'expression du noyau de 'opérateur
inverse.
La norme associée & l'inverse de 'opérateur de covariance exponentielle est :

I~ /Q i (w)ma (u)du, (D.14)
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D.1. CALCUL DE L’EXPRESSION DE LA NORME EN 2D

et avec les notations précédentes, on obtient :

(0%

ml

Il ma || ma(u)) Jdu, (D.15)

Dt (

| m1 ||?;;11: /A(Q) (U(S)ZaaU(s)o‘> ds. (D.16)

Les expressions de cette norme selon la dimension de €2 (en 2D, 2 = Q, <€), et en 3D, Q = Q, X, x,)
sont respectivement :

ou encore :

2 _ 1 2
| may ||C;1 lop = —%UQ/Q—)\I)\ymﬂu) du
1 1 0 ma 2 1 aml 2
+ 0_27_‘_/9)\1)\3, ()\_Z <—a$ > + = )\2 ( a > du
1 3 1 82m1 1 8 ma 2
+ 53 /Q (Az)y) (F—agﬁ +F—ay2 du (D.17)
Y T

avec 2 = Q, X Q, et \; et A\, les longueurs de corrélations selon les deux directions principales
d’anisotropie.
Et :

2
8102 /Q T, ) du

1 1 8m1 2 1 aml 2 1 aml 2

1 3 1 82m1 1 82m1 1 82m1 2
Ay hs D.1
T /Q(A AyA) ((Ayxzﬁ R S W WER R W wER g LU )

2
Fma [lgs [sp

avec §2 = Q, xQ, x €, et Ay, Ay et A, les longueurs de corrélations selon les trois directions principales
d’anisotropie.
D.1 Calcul de I’expression de la norme en 2D

Pour traiter le cas 2D, nous utilisons 'approximation faite dans le cas isotrope (équation 3.21 de
la section 3.3.2.2 du chapitre 3), c’est & dire que nous supposons :

7(s) % (U(s) — 2AU(s) + AAU(s)) . (D.19)
et donc :
lma 21 |ep = QL (U(s)® + 2 grad U(s) |I* +(AU(s))?) ds, (D.20)
M ™ A(Q)

avec ) = €0, x €.
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ANNEXE D. CONSTRUCTION DE LA NORME INTERVENANT DANS LE TERME
GEOLOGIQUE : CAS ANISOTROPE

On effectue maintenant le changement de variable s = A(u) = (Az(u), Ay(u))T avec u = (z,y).
En effet, comme pour l'expression de la norme dans le cas 2D ou 3D dans le cas ol on se place en
coordonnées polaires (on définit un \ et un o pour tout le domaine et pour toutes les directions), on
peut choisir de définir des directions d’anisotropie pour les longueurs de corrélations. On pose alors :

 cos 0+y sin @
A(’U,) — ( —zsinéiycos@ ) y (D21)
Ay

avec \; et )\, les longueurs de corrélations selon les deux directions principales d’anisotropie.
La matrice jacobienne de cette transformation s’écrit alors :

381\1 38/\1 cos @ sin @

_ 3 y _ Az Az

=1 ar, or, | =1 —She o0 | (D.22)
Bz Oy Ay Ay

avec A\, et )\, les longueurs de corrélations selon les deux directions principales d’anisotropie.
On calcule le déterminant de J :

OAy O, DA, DA,

det J = —
¢ or Oy or Oy
1
= . (D.23)
Az Ay
On a det J # 0, donc J est inversible et J ™! est la matrice du changement de variable qui donne u en
fonction de s. Les formules d’inversion d’une matrice 2 x 2 (J~! = 115 (com J)T) donnent alors :
1 Oy _OA, cosf® —sind
g1 — % dy — A\ g e ) (D.24)
et‘](“)<—a—zy i A vl v
On a ensuite :
grad U(s) = J 'grad mi(u), (D.25)
ou encore :
1 Lo Yt el O | im0
grad U(s) = ———— TN LT D WO\ Y < N C R I (D.26)
detJ(u) \ — % + e B vl Sl v
Donc :
| grad UGs) |? — 1 <8Ay Oy A, am1>2 1 (_aAy g O, am1>2
det J(u)*> \ 0y Oz Oy 0y det J(w? \ Oz oz ' Oz 0y

B g [cos@Om;  —sinf Omy 2 o (sinfOmy  cosf Omy 2
= (h) ()\y o T oy ) TN TS P ey P

On peut définir les variables suivantes :

A, \? A, \? cos 0\ ? sin 0\ ?
— e — — = — Ta D.
- (8y> +<8$> ()‘y> Jr<)‘y> )‘5’ (D-28)

OA, 2 OA, 2 sin 0 2 cos 0 2 1
= () +(7) (%) (%) = 20
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D.1. CALCUL DE L’EXPRESSION DE LA NORME EN 2D

OA, OA, OAL OA cosf@sin@  sind cosl
ajp = —2 ( Y y> = -2 ( — > =0. (D.30)
oy Oy ox Ox Ay Az Ay Az
On obtient :
1 A \ 2 Ay O A\ >
9 1 10my 1
lgrd UGs) [ = s ( (F) v (%) rom () )
1 /om\° 1 (0w’
2 1 1
_ 1 S (o D.31
(Aehy) (A;(&:)*A;(@)) (D-31)
Et pour le Laplacien de U on a :
AU(s) = div grad U(s)
2,
_ Z oA (J ' grad i (u u)),
1=,y
= Z (J_Tgrad (J'grad ml(u))l(u))l, (D.32)
1=,y
avec :
Ou; 0 _r 0
JN). — D.33
Jzz:,y OA: g jzz:,y ( )U Ous’ ( )
et
Uiy, = (U Uy) = (2,9). (D.34)
Par conséquent, il vient :
1 88Ay 8%y 88A 2277811 C(;\SG 327711 + —iinea;rgl
grad (J_lgra‘d ml(u))z (U’) = T T ( 33}\ ggm 83[’8 8129 ) - )\z)\y ( 511;1 8§m Cosze 32I Y ) ’
det J(U) 8z Ox2 L+ Ox 8zay )\yo 1 + Az 8z8y
(D.35)
et
grad (J ™ grad 1 (u)), (u) = ( By Doy Oy o >~Azky< sin0 % | cond 0% )
v det J(u) _a—zygza; + B B )\yo 81831/ + 5N
(D.36)
Et alors (aprés simplifications) :
AU(s) = Z (J_Tgrad (J'grad ml(u))l(u))l
1=,y
B 1 . &% ra 9% ta &%
~ det J(u)? A 9a? Poway "7\ oy?
1 (0% 1 [0*m
2 1 1
= — — | —=1). D.37
oo (55 (5 + () (B-37)
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ANNEXE D. CONSTRUCTION DE LA NORME INTERVENANT DANS LE TERME
GEOLOGIQUE : CAS ANISOTROPE

En remplacant ces expressions (D.31 et D.37) dans (D.20), on obtient la norme associée a l'inverse
de 'opérateur de covariance exponentielle :

1
2 - = ~ 2
| a1 HCXf lop = 5 /Qdet J(uw)m(u)du
+ l/; a O 2+a Ot 0y +a L : du
7w Jo detJ(u) 1 oz 2\ oz oy 22 oy

1 1 821 821 2m1\\°
— 2 2 D.
toar /Q detJ (u)® (an ( ox? > +o dxoy +az ( Oy? >> du (D-38)

avec ) = €0, x €.
Clest a dire :

1 1
HWW1@——/ i (u)?du
CM 2 0O )\z )\y

1 1 /om\? 1 [omg\?

Sl 5 VO W iy e — (=2 )4
+ﬂf;y<%(w>+£<@> !

1 1 0%my 1 0%,

2
3
-~ T ey -~ o D.
+ (AzAy) (AZ 2 +)\% y2> du (D.39)

avec {2 = Q; x Q, et M = 5.
. g . . .
On remarque que si on pose A, = A, on obtient ’expression de la norme dans le cas isotrope.

D.2 Calcul de I’expression de la norme en 3D

Pour traiter le cas 3D, on utilise I’approximation faite dans le cas isotrope (équation 3.22 de la
section 3.3.2.2 du chapitre 3), c’est a dire que nous supposons :
~ 1

V(s) = 5= (U(s) = 2AU(s) + AAU(s)).. (D.40)

et donc :

1

- (U(s)* +2 | grad U(s) ||* +(AU(s))?) ds, (D.41)
T JAQ)

| ma ||2C;41 lsp =
avec 2 = 0, x €y X Q.

On effectue maintenant le changement de variable s = A(u) = (Az(uw), Ay(u), A.(u)) avec u =
(z,9, 2). En effet, comme pour 'expression de la norme dans le cas 2D ou 3D dans le cas o on se place
en coordonnées polaires (on définit un A et un o pour tout le domaine et pour toutes les directions), on
peut choisir de définir des directions d’anisotropie pour les longueurs de corrélations. On pose alors :

 cos 0+y sin @
A

A(’U,) _ —zsinijycose ’ (D.42)

Z
Az

avec Az, Ay et A, les longueurs de corrélations selon les trois directions principales d’anisotropie.
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D.2. CALCUL DE L’EXPRESSION DE LA NORME EN 3D

La matrice jacobienne de cette transformation s’écrit alors :

Ay OA, OA, cos sin @ 0
aaAz aaAy aaAZ % o
J — Y Y Y — sin @ cos @ 0 (D43)
ox Oy Oz Ay Ay ’
AN, OA, OA; 0 0 1
oz Oy Oz Az

avec Az, Ay et A, les longueurs de corrélations selon les trois directions principales d’anisotropie.
On calcule le déterminant de J :

det J — OAz ONy ON,  OA; OA, DAy DA, OAy DA,
or Oy 0z Oor Oy Oz oy Or Oz
OA, OA, 0N,  OA, OA, 0N, OAL; OA,. OA,
oy Or 0z 0z Or Oy 9z O oy
1

= . D.44
Aoty hs (D-44)

On a det J # 0, donc J est inversible et J ™! est la matrice du changement de variable qui donne u en

fonction de s. Les formules d’inversion d’une matrice 2 x 2 (J~! = ;25 (com J)') donnent alors :
OAy 9N, _ 9Ny BA; _ (PAx A, OA; OA, Ay Ay DAy BA,
Oy Oz 0z Oy Oy Oz Oy Oz Oy Oz Oy Oz
J 1 = # _ (9Ay 0A, _ BA; ONy OAy OA; _ OA; OAy _ (8Ax OAy _ OAy A,
- det J(U) or 0Oz or 0Oz or 0Oz or 0Oz or 0Oz or 0Oz

o Oy dr Oy

dr Oy o Oy dr Oy dr Oy
cos @ —siné 0

OAy 9N,  OA, OAy _ <aAz A, A, aAz> A, OAy  BAy A,

Ay Az Az Az
sin @ cos @
= AaMyAs XAz Azhz 0 (D.45)
1
0 0 i
On a ensuite :
grad U(s) = J lgrad m1(u), (D.46)
ou encore :
OAy BN,  OAy BN\ O [ OAz OA,  OA, OA, \ S + A ONy  OAy BA, \ B
Oy Oz 0z Oy oz Oy Oz Oy Oz Sy Oy Oz Oy Oz Oz
rad U(s) — — _(uohs _ 9M:ON) B | (DMeDh: _ DA:OMc) B | (BAsOhy _ OMy ALY O
g det J(U) O Oz Or Oz oz O Oz O Oz Sy dr Oz O Oz Oz
Ay OA,  BAL OAy\ Oy [ OAL OA,  OA, BA, \ Oy + A ONy  OAy BA, \ Oy
o Oy o Oy oz dr Oy o Oy Sy dr Oy or Oy Oz
cos @ Omy + —sin @ dmy
AyAz Oz Azdz Oy
- sin@ Oy cos @ Omy
— )\z)\y)\z AyAz Oz + Az Oy . (D47)
1 omq
Azdy Oz
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ANNEXE D. CONSTRUCTION DE LA NORME INTERVENANT DANS LE TERME

GEOLOGIQUE : CAS ANISOTROPE

Donc :

| grad U(s) |2 = ((0 yOA.  0Ay 0 >8m1_<é oA, OA. D >8m1

det J(u)*

oy 0z 0z 0Oy

ox oy 0z B oy 0z oy

(aAzaAy aAyaAz> 8ﬁu>2

oy 0z oy 0z

0z

det J(u)*

1 B OA, OA, B OA, OAy\ Oy n OA, OA, OA,OA,\ Oy
or 0Oz or 0Oz

ox ox 8z  Or 0z oy

ox 0z ox 0Oz

0z

B <8Az dA,  OA, aAz> am1>2

n 1 OAy 0N,  OA, OMy\ Oru  (OA; 0N, OA; OA; )\ Oy
or Oy

det J(u)*

or 8y ox or Oy oz oy oy

n OA; 0Ny OAy OA,\ O
ox Oy ox Oy
+

8

0 O
WAL CoS 1
Ay )()\)\ x| Ak, Oy

18m12
Az Ay 0z

+ QadgAs) (

On peut définir les variables suivantes :

oy 0z 0z Oy

o) ) -

a11

oy 0z oy 0z

—sin 6 Oy \ 2 o (sin@ Omy1  cos Omy 2
Az Ay Az

(D.48)

or 0z or 0z or Oy - oz oy

A, BN, O, OA, > +(aA dA, aAzaAy>2+<aAy8Az aAzaAy>2
1

>2 (D.49)

ox 0Oz or 0z

OA; DA, DA, DA, > +(aA OA, 8A28A1>2 (aAzaAz 8A28A1>2

|

A, AN, OA,\ 2
oy 82 oy 0z

)

(5
(
- (
<s1n9> (cos9>
- (57
- (

or Oy oz oy

> (D.50)

ox 0z ox 0z

A, 0N,  OA, OA\®  [OAL, 0N, OA, O\
ox Oy ox Oy

(D.51)
. ., OA, OA, B OA, OA, OA, OA, B OA, OA,
12 oy 0z 0z Oy oy 0z oy 0z
n OA, OA, B OA, OA, OA, OA, B OA, OA,
ox 0z ox 0z or 0z or 0z
n OA, OA, B OA, OA, OA, OA, B OA, OA,
or Oy or Oy or Oy or Oy
cos@ sin@  sind cosd
_ _ - D.52
()\y)\z Az Az Ags )\z)\z> 0, (D.52)
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D.2. CALCUL DE L’EXPRESSION DE LA NORME EN 3D

13

oy 0z 0z 0Oy oy 0z oy 0z
OA, O, OA. OA, OA; OA,  OA, OA,
(83: oz o 82)(83} dz  Ox 82)
n (aAy oA, OA, 8Ay> (OAI Ny OA 8Az>>
or Oy or Oy or Oy or Oy
= 0, (D.53)

wn = 2 0Nz OA,  OA; OA; Az 0Ny OAy OA,
S oy 0z oy 0z oy 0z oy 0z

(OAI OA, OA, 8Az> (OAI 0N, OA, 8Az>

) ((aAy oA, A, aAZ> <8Az oA, OA, aAz>

or 0z Ox 0z oxr 0z Or Oz

(8Az OA, OA, 8Az> (OAI OA, OA, O\, >>

or Oy - oz oy ox Oy oz oy

~ 0. (D.54)
On obtient :
1 o\ 2 a2 A\ >
2 1 1 1
Iand UG I = s ( T) v (G2) b (52)

= Dadyh)? (w NE (aaﬁ;1>2+ (AIL)Q (ag;l>2+ (A;Ay)2 (857;1)2) '

(D.55)
Et pour le Laplacien de U on a :
AU(s) = div grad U(s)
0 _ -
— Z T (J ™ 'grad mma(u)),
1=x,Y,2 t
- Z (J Tgrad (J 'grad i (u)), (u))l, (D.56)
1=x,Y,2
avec :
Ou; 0O - O
— D.
Z ON; Ou] Z (7 )U ou;’ (D.57)
J=T,Y,2 J=T,Y,2
et
ujj:z,y,z - (’U/z, U’y’ ,U’Z) - ($7 y? Z) (D58)
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Par conséquent, il vient :

grad (J_lgrad ml(u))z (u)

OAy BN,  OAy A, \ &%y [ OAL A, OA, OA, \ 8% A ONy  OAy OA, | 8%
dy Oz 0z Oy Oz2 oy 0Oz oy Oz dzdy oy 0Oz oy 0Oz O0z0z
o 1 _ [ OAy BA,  BA, OAy\ 8%y + (8Az OA;  BA. 8Az) Py (0N, 0Ny  OAy BA, \ 0%
- oz 0Oz or 0Oz Oz2 or 0Oz dr 0z / Ozdy or 0Oz or 0Oz O0z0z
det J(u)
OAy BN, BN, ONy\ 0%y [ OAL BA,  BA, OA, \ 8% + Ay ONy  OAy OA, | 8%y
oz Oy or Oy 8z2 oz Oy oz Oy dzdy or Oy or Oy O0z0z
cos @ 8%y + —sin @ 8%y
Ayrz Ox2 Az Az OxzOy
o sin@ 8%y cos @ 8%y
- )\z)\y)\z Ayrz Oz + Az Xz Oy ) (D59)
1 9%
AzAy 020z
et
grad (grad mi(u)), (u)
OAy BN,  OAy BN, \ 8%y [ OAL A, BA, OA, \ 8% A ONy  OAy OA, | 8%y
dy Oz 0z Oy dxdy oy 0Oz oy Oz Oy2 oy 0Oz oy 0Oz OyOz
o 1 _ [ OAy BA,  BA, OAy\ 8%y + (8Az OA,  BA. 8Az) Py [OA 0Ny Ay BA, \ 0%y
- o 0Oz or 0Oz dzdy or 0Oz or 0Oz Oy? or 0Oz or 0Oz Oyoz
det J(u) Y
OAy A,  BA, 9Ny 8%y [ BAL BN,  BA, BA, \ 8%y + Ay 0Ny OAy BA, | 8%y
dr Oy o Oy OzOy dr Oy oz Oy Oy? or Oy or Oy Oydz
cos O 8%my —sin8 8%my
AyAz Oz0y AzAz  Oy?
_ sin® 8%y cos 0 8%my
- )\z)\y)\z Ay Az Ozdy + Azz Oy? ’ (DGO)
1 8%
AzAy OYyOz
et
grad (grad mi(u)), (v)
OAy BN,  OAy BN, \ &%y [ OAL A, BA, OA, \ 8% + A ONy  OAy OA, | 8%
Oy Oz 0z Oy Ox0z oy 0Oz oy Oz Oyoz oy 0Oz oy 0Oz 822
B 1 _ (O8N, _ 8AL A By (2As0M. _ OA aAz) 1 _ [(OA, 9Dy BNy DA, ) 8%y
- det J(U) dr Oz O Oz O0z0z or 0Oz dr 0z / Oydz or 0Oz or 0Oz 0z2
OAy BN, BN, ONy\ 8%y [ OAL BA,  BA, BA, \ 8% + A ONy  OAy OA, | 8%y
dr Oy o Oy Ox0z oz Oy oz Oy Oyoz or Oy or Oy 8z2
cos @ 8%y + —sin @ 8%y
AyAz Oxz0z Az Oydz
o sin@ 8%y cos 6 8%y
- )\IAyAZ AyAz Ox0z Az Az Oydz (D61)
1 9%
Azdy 022
Et alors (aprés de lourds calculs) :
AU(s) = J Tgrad (J'grad iy (u)). (u)).
g g i :
1=T,Yy,2
1 d*1mn N %1 N %1 N %1 N %1 N %1
= an Q22 a33 a12 a13 23—
det J(u)* ox oy 0z Oxdy Ox0z Oz
LA )2< 1 &%my 1 &%my 1 a2m1> (D.62)
T Ay Az . .
OGE 02 Duh)? 3y Duh)? B2
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D.2. CALCUL DE L’EXPRESSION DE LA NORME EN 3D

En remplacant ces expressions (D.55 et D.62) dans (D.41), on obtient la norme associée a l'inverse
de 'opérateur de covariance exponentielle :

|| ma ||é,1 |3D — /detJ d
M

Y (
8m1 A\ > o\
+ / detJ (u ( a22( Oy > + o ( 0z > du

4 / aml aml ta 8m1 8m1 ta 8m1 8m1 du
Am detJ (u o 8y B\ oz 0z 2 Oy Oz
+ / a &y +a ! +a Oy +a ! +a 0% +a ! 2du
87 Jq (detJ( AN 2" by 0% 2oy | ooz " byoz
(D.63)
avec 2 = 0, x €y X Q.
C’est a dire :
2 - ~ 2
1 1 A \ 2 1 A \ 2 1 aia \ 2
= A\, d
i 477/(2)\ A (()‘y)‘Z)2 ( Ox > N (AzAz)? ( Oy > N ()‘z)‘y)2 0z "
2

1 1 0% 1 0% 1 0%m
D.64
g ) ((Ayxzﬁ R OV W ERE TR O W WS > du (D64)

ml

avec ) = €, x €0y X Q, et My =
On remarque que si on pose A\, = )\ = X, et 0 = 0 on obtient 'expression de la norme dans le cas
isotrope.
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Annexe E

CONTINUITE DE J(my)

Le résultat démontré dans cette annexe ainsi que ceux des deux annexes suivantes ont déji été
démontrés par Lailly et Delprat-Jannaud, 1991.

On considére un triplet (source, réflecteur, récepteur) et le rayon associé R, pour le modeéle m,,.
La composante de J(m,,) correspondant a la vitesse étant

mnsel; = — [ Vas. (B.1)
R; vy,
On a donc :
2 ov o
[J(mp)ov]; = (] —ds),
R; (2

Tma)ou? < ([ dvds)?,

R;
[J(my)ov]3 < %(/ ovids),
Uini R;

o C' = [ ds est une constante*. Le théoréme de trace ( Taylor, 1981) montre que :
7

/ sotds < K || 60 B, (E.2)
R;
ol K est une constante. Par conséquent
CK;
[T (1m)00)3 < 2 llov [ee. (E.3)
et donc
[17(mn)80[[¢, 5 < Ko || 00 [, (E.4)

*qui vient de 'inégalité de Cauchy-Schwartz :

/avdsg(/ ds)1/2(/ Sv?ds)"/?
R R R
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ANNEXE E. CONTINUITE DE J(My)

ou K est une constante. La composante de J(m,,) correspondant & la profondeur étant

_ 0z(z)
v(P;)
ou z; est ’abscisse du point d’impact P; du rayon sur le réflecteur non perturbé et cos 0 et

k
Cos 926’[ sont les angles entre ’axe vertical et respectivement, le rayon incident et réfléchi, il vient

[J (M) dm) (cos 07 + cos 077, (E.5)

)2 .
T ma)o2l? = ZE) s gine + cos 072,

v(F;)?
62(z;)?
[J(mp)d2)? <4—"02
)02 S B e
Donc
1T )62l 2y < 408" (E6)
" Co' = V((Pj)min)? .
Et en conséquence (théoréme de trace)

IIJ(mn)5Z|I?;d—1 < K02 Fi-e. (E.7)

Pour des modéles 3D (avec des variations de vitesse latérale et verticale), la norme la plus faible
qui rend J(m,,) continu est donc H'1¢. Le jacobien J(m,,) est donc continu pour la norme de H?. De
plus, il est facile de comprendre que .J(m,,) n’est pas borné pour la norme L2,
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Annexe F

UN PROBLEME BIEN POSE

La continuité de C' pour la norme H? est déduite de la continuité de J(m,,) mentionnée précédem-
ment (Annexe B). Lailly et Delprat-Jannaud, 1991, ont montré que la solution du probléme 3.32 existe
et est unique, nous rappelons ici ces résultats.

Soit ’hypothése de complétude des données (cette hypothése sera toujours vérifiée chaque fois que
Pon aura sufisamment pointé des temps de trajet) :

kerJ(mn)ﬂpl =0. (F.1)

avec Pp le sous-espace des polynémes de degré 1 qui est l'espace de dimension finie des modéles
décrits par des fonctions & gradient constant (vitesse a gradient constant et réflecteur plan). Le choix
des polynémes du premier degré vient du fait que la régularisation par les dérivées secondes utilisée
s’annule pour de tels polynoémes.

On cherche & minimiser :

1 008
Com) = 5(J(mn)dm, J (mn)0m) 1 — (J (mn)0m, 6T b Yo (F.2)
1 1 1
+ 5 (Redm, Redm)pz + (Remn, Redm) 12 + 5<<5T°bS, 6T°bS>C;1 + 5 {Rettn, Remn) p2.
On pose :

a(omy,ome) = (J(my)dmaq, J(mn)6m2>q;1 + (Rcoma, Redma) 2,
(b,om)r2 = 2{(J(my)om, 6T°bs)q;1 — 2{RcMiy, ReOm) 2.
Nous allons montrer que la forme bilinéaire symétrique af(.,.) est continue et coercive sur M x M

(M = H?).
La continuité de a(.,.) provient de la continuité de J(m,,) (voir Annexe E.

La coercivité se démontre de la maniére suivante : Sous 'hypothése F.1, le résultat de coercivité
est une conséquence directe du théoréme de Necds (Necds, 1967, théoréme 7.3, chapitre 2) qui est le

suivant :

Théoréme : Soit 2 un ouvert, supposons que 1’application identique de W,gl)(Q) dans
L,(€2) soit complétement continue, P C P,_; et f;, i = 1,2, ...,[ des fonctionnelles sur W,Sk)(Q),
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k un entier > 1 et p > 1, telles que si v € P,_4

I
d I fwP=0&peP. (F.5)
=1
Alors
I 1/p
e | u lym ,p< D AD |+ | fulf <oy p - (F.6)
|a|=k i=1

Sip=2, WQ(k) /P est un espace de Hilbert dont le produit scalaire est

I
(¥,4) = Z /Q D%Daadx+2fivf;u. (F.7)
=1

|a|=k

On applique ce théoréme et on obtient alors la coercivité :

a(om, om) = (J(my,)dm, J(mn)6m>q;1 + (Redm, Redm) 2 > K||0m|| 3. (F.8)

Et donc on a bien :
3K > 0,Yém € H? a(6m,dm) > K||6m]|32. (F.9)

D’autre part, pour la forme linéaire b on a le résultat suivant :
be (H?Y, (F.10)
ot (H?)" est le dual de H2. Pour cela, il suffit de montrer la continuité de b.
(b, 6m) 2] < K|[J(my)om|| 2. (F.11)

La continuité de J(m,,) entraine la continuité de b. b est donc un élément de (H?2)'.
Pour finir, & partir de ces deux résultats (coercivité et b € (H?)') on applique le théoréme de Lax-
Milgram :

Théoréme (Lax-Milgram) : Soit a(u, v) une forme bilinéaire symétrique, continue et
coercive sur un Hilbert M. Soit b appartenant & M’, une forme linéaire continue sur M.
Alors il existe un unique M appartenant a M tel que :

1

§a(ﬁ1,ﬁl) — (b,m) < —a(m,m) — (b,m),Vm € M. (F.12)

[N

Ce qui nous permet de montrer que le probléme de minimisation de C (0m) 3.32 admet une unique
solution dm € H?2. En effet, d’aprés le théréme précédent, on obtient :

Jom € H?/

%a(é;n, dm) — (b, 1) ;2 < ~a(dm,dm) — (b,6m) 2 ,Yém € H?,

SR
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1 -~ - ~ 1

z — < Z — ]
2a(6m, om,) <b, 6m>L2 + K< 2a(6m, om) — (b,0m) ;2 + K
1
2

On choisit K = (677, 6T°bs>q;1 + %(Remo, Remg) 2. On a alors :
1 .
ia(ém, om) — (b,0m);» + K = C(dm).

36m € H?/C(6m) < C(6m),¥ém € H>.

On a donc montré que le probléme linéarisé admettait une et une seule solution dans H? sous une
certaine hypothése F.1 concernant le modéle de référence.
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Annexe G

L’APPROCHE BAYESIENNE

L’approche stochastique de la théorie du probléme inverse est une approche trés attractive mais il
faut savoir que utiliser approche stochastique pour résoudre le probléme inverse sismique n’est géné-
ralement pas concevable vu la taille des espaces du modéle sismique et des données. Dans ce contexte,
la simplification de ’approche au cas de probabilités gaussiennes offre une sortie «providentielle». En
effet, 'approche bayesienne est une approche cohérente pour la résolution des problémes inverses car
elle permet de prendre en compte et de traiter de la méme maniére 'information a priori sur la solution
et sur les données.

Comme W. Gouveia et J. Scales, 1997, ’ont mentionné dans leur article, il y a de fortes similarités
entre 'approche bayesienne et la formulation régularisée (3.13). Dans 'approche bayesienne, les distri-
butions de probabilité décrivent l'information (incertaine) sur les données et 'information a priori sur
le modéle. La régularisation peut étre interprétée comme une information a priori. On retrouve en effet
la principale idée de la régularisation qui consiste & combiner 'information contenue dans les données
et celle contenue dans ’a priori, la fusion de ces deux sources d’information s’effectue par la régle de
Bayes. On peut alors dire que cette appproche généralise la régularisation déterministe. Notons que A.
Tarantola, 1987, a démontré que la solution du probléme inverse stochastique était en fait la solution
provenant du probléme classique de minimisation de la fonction cotit pour la norme L2

Soit D un vecteur aléatoire dont chaque réalisation d est un vecteur qui contient les données
discrétisées. On définit aussi un vecteur aléatoire M dont chaque réalisation est un vecteur qui contient
les paramétres du milieu discrétisé. Les techniques d’inversion bayesienne ont toutes pour fondement le
théoréme de Bayes (Saporta, 1990), qui permet d’écrire la densité de probabilité conditionnelle de M
sachant D en fonction des densités de probabilités marginales de M et de D, ainsi que de leur densité
jointe sous la forme :

fD|M(d|m)fM(m)
fp(d)

La fonction fasp(m|d) est appelée densité de probabilité a posteriori. C’est la densité de proba-
bilité de m connaissant les données d mesurées. La fonction fp)p(d|m) est la densité de probabilité
conditionnelle de d sachant m. Cette fonction contient toutes les informations dont on dispose concer-
nant les relations théoriques entre les paramétres et les données; elle contient aussi les informations
dont on dispose sur le bruit contenu dans les données. La fonction fas(m) est la densité de probabilité
marginale du vecteur M. Cette fonction traduit 'ensemble des informations dont on dispose sur les
modéles en dehors de celles provenant des données. Par conséquent, cette fonction traduit I’ensemble

Faip(mld) = (G.1)
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des connaissances a priori sur les parameétres du milieu. Le terme fp(d) ne dépend pas des modéles et
il sera considéré comme une constante pour le probléme inverse.

Il est important de remarquer que la fonction de densité de probabilité a posteriori contient toutes
les informations disponibles sur les paramétres du milieu sachant les données observées. Par suite, cette
fonction est en fait la solution du probléme inverse stochastique. Cependant, il n’est généralement pas
possible de représenter cette fonction. Aussi on se contente d’en dériver une estimation du vrai modéle,
par exemple en calculant la moyenne a posteriori de M. En général, les densités de probabilité qui sont
utilisées pour le probléme inverse stochastique sont des densités de probabilités gaussiennes. Ceci est
dd au fait que dans ce cas, la densité de probabilité a posteriori est, elle aussi, gaussienne, et qu’on
peut la caractériser complétement ; de plus, dans le cas gaussien, le calcul de la moyenne a posteriori
conduit & la minimisation d’un critére des moindres carrés.

Revenons a notre probléme et explicitons la formule (G.1). Soient M et D les deux vecteurs aléa-
toires de dimensions respectives Ny et Np.
Sous ’hypothése gaussienne, la densité de probabilité marginale de M g’écrit :

1 1 . .
fa(m) = exp (—— m —mPreNT -1 (i — mpPrier > ) G.2
(1) =~ e (5 el ) (G2)
ol mPT" est le modeéle a priori et C,, est la matrice de covariance.

Le modéle a priori peut étre obtenu en utilisant les informations dont on dispose sur la zone étudiée
comme par exemple la connaissance géologique de la zone. La matrice de covariance permet de décrire
les erreurs sur ce modéle a priori.

La densité de probabilité conditionnelle de D sachant M, en supposant qu’elle soit gaussienne est :

fbmAT“ﬂww*vqgagﬁa&fgema(—%ﬂKm)—TmﬂTCJWTOn%—T“ﬂ>, (G3)

ou Cy est la matrice de covariance qui décrit les erreurs de modélisation et les erreurs de mesures des
données 7.

Une fois ces lois définies, il ne nous reste plus qu’a calculer la densité de probabilité a posteriori,
c’est & dire la densité de probabilité conditionnelle de M sachant qu’une réalisation de D est 7%
(les données observées). On peut montrer (Tarantola, 1987) que cette densité de probabilité est encore
gaussienne et que son expression est :

obs 1 obs - obs rioT — rioT
Fup ) exp (— () = T €T m) =) 1 m =o€ — 7)) ),
(G.4)
le signe de proportionnalité («) étant da & la fonction fp(7°°%). Nous linéarisons ensuite ’opérateur

direct 7" autour du modéle courant et & la convergence (Tarantola, 1987) on obtient alors ’expression
de la densité de probabilité a posteriori :

1 /
Pup(mi**)aexp (~g0m —m)" o —m)) @)
avec 1 )
m = (JTC N + O (IO T 4 o tmrier) (G.6)
et .
cn = (Jretrv et . (G.7)
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. o aTcal
ouJ =S —.

Il s’agit d’une densité de probabilité gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance C/, et
la fonction S(m) définie sur 'espace des modéles par :

S(m) = %(T(m) — TObS)TC’d_l(T(m) — T9%)  (m — mPr)T O m — mPrier), (G.8)

est la fonction coiit de 'inversion.

Le maximum (ou mode) de la densité de probabilité a posteriori est alors confondu avec la moyenne
m (estimateur central de la gaussienne (G.5), appelé aussi modéle le plus probable) donnant ainsi une
estimation correcte de la solution. Celui-ci peut donc étre calculé soit par son expression analytique
(G.6), soit en minimisant la forme quadratique S(m) (critére des moindres carrés).

L’espace des modéles admissibles peut étre caractérisé par les lignes de contour de la fonction de
densité de probabilité Gaussienne a posteriori définies par la matrice de covariance a posteriori : ce
sont des ellipsoides de centre m

(m —m)TC.~ (m — m) = constante. (G.9)

Les termes diagonaux de C!, sont les incertitudes sur chaque paramétre décrivant le modéle et les
termes hors-diagonaux sont les corrélations entre ces incertitudes. Par exemple, la probabilité que les
paramétres p; du vrai modeéle vérifient —2C;,;; < p; — pm < 2C;,;;, indépendamment de la valeur
des autres parameétres du modéle, est d’environ 95%. Pour prendre en compte les corrélations entre les
paramétres, nous devrons étudier U'ellipse de confiance 95%. Les axes des ellipsoides (G.9) sont définis
par les vecteurs propres de C/ . la racine carrée des valeurs propres donne les incertitudes sur le vecteur
propre associé.

Cette approche est valide quand le probléme inverse est faiblement non linéaire, la matrice de
covariance a posteriori étant seulement valide dans un voisinage du modéle solution (cadre linéarisé).
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