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Résumé

Ce travail porte sur une analyse d’erreur a priori pour une méthode
d’éléments finis mixtes de I’équation elliptique de Monge-Ampére et une
analyse d’erreur a posteriori pour une méthode d’éléments finis mixtes du
probléme couplé stationnaire Navier-Stokes/Darcy. Dans un premier
temps, nous avons considéré : Probléme de Monge-Ampére

Pour ce probléme nous avons suivi les étapes suivantes :
1. Nous avons écrit une formulation faible mixte.

2. Ce probléme faible est approché par un probléme discret dont les
espaces sont construits & l'aide d’éléments finis mixtes (Py,P3*?).
L’existence de solution pour le probléme discret s’obtient a 1’aide
du théoréme du point fixe de Brouwer. La méthode d’éléments finis
est celle du gradient reconstruit. Cette méthode est détaillée dans la

thése.

3. Pour prouver la convergence de la méthode, nous avons établi une
majoration d’erreur a priori entre la solution du probléme continu et

celle du probléme discret.

4. Un résultat de régularité elliptique est établi qui a servi dans la ma-

joration d’erreur a priori.

Et dans un deuxiéme temps, nous avons considéé : Probléme couplé

stationnaire Navier-Stokes/Darcy
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Pour ce probléme nous avons adopté une démarche analogue a celle du

probléme précédent.

1. Dans un premier temps, nous avons écrit une formulation faible mixte

du probléme continu.

2. Pour ce probléme, nous avons proposé une discrétisation conforme a
I'aide d’éléments finis mixtes : celui de Bernardi-Raugel et Raviart-
Thomas pour la vitesse et les fonctions constantes par morceaux pour

la pression.

3. Pour I'analyse d’erreur a posteriori, nous avons construit de nouveaux
indicateurs d’erreur. Nous avons prouvé que cette famille d’indica-
teurs d’erreur est fiable et efficace. Ceci a fait 'objet d’une publi-
cation. Residual-based a posterior error estimates for a conforming
finite element discretization of the Navier-Stokes/Darcy coupled pro-

blem.

(Journal of Pure and Applied Mathematics : Advances and Applications
Volume 18, Number 1, 2017, Pages 37-73)
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Listes des notations

—_

. R espace vectoriel des nombres réels

C espace vectoriel des nombres complexes

N ensemble des entiers naturels

V' le dual topologique d’un espace vectoriel V
d=2oud=3

R4 Pespace vectoriel des matrices réelles de taille d x d
M transposée d’une matrice M € R#*¢

I matrice unité de R4*d

e S R

Q) ouvert borné polygonal de R?

—_
O

. Pour un ouvert borné 2, 92 dénote le bord de €2

[—
—_

. Pr(Q2) 'espace des polyndomes de degré inférieur ou égal a k sur 2

—_
N\

. D(Q) l'espace des fonctions de classe C'™ sur € et & support compact

contenu dans €2
13. D'(Q2) I'espace des distributions sur D((2)
14. L*(Q2) Despace des fonctions de carré intégrable sur €
15. L>(2) lespace des fonctions essentiellement bornées

16. H™(Q2) I'espace de Sobolev des fonctions dont les dérivées m-iémes(faibles)

appartiennent a L?(Q)
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17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27,
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

39
40

H{"(Q2) l'espace de Sobolev des fonctions de H™(€2) satisfaisant une
condition au bord de type Dirichlet homogéne

(.,.)q le produit scalaire de L?*(€)

(-, Jm.q le produit scalaire dans H™(£2) ou dans [H™(2)]

(.,.)ra produit scalaire sur RY

(., )r crochet de dualiteé H~Y2(T") x HY?(T")
du
8.Z‘i
0%u

m
O]

la dérivée partielle de uw par rapport a la variable z;

la dérivée partielle d’ordre o de u par rapport a x;

Vu désigne gradient de u (ligne ou colonne)

D?u désigne la Hessienne de u

Au désigne le laplacien de u

| - || la norme sur L*(Q)

T3, triangulation de €2

K € 7}, triangle ou tétraedre

| K| aire ou volume de K

K triangle ou tétraédre de référence

e aréte ou face de K

le| longueur ou laire de e

| - |lx la norme sur I'élément K

| - |le la norme sur laréte e

| - |lraxa la norme spectrale d’'une matrice

| - |k la norme sur Pespace de Sobolev H™(K) ou sur [H™(K)]?
| - li/2.0x la norme de Iespace de Sobolev fractionnaire H'*(9K)
| - |ge norme Euclidienne d'un vecteur de RY

||k la semi-norme de espace de Sobolev H™(K) ou sur [H™ (K )]
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41.
42.
43.
44.
45.
46.
A7,
48.
49.
50.
ol.

52.
93.
54.
55.
56.
57.
8.
59.
60.
61.
62.
63.

¢, ensemble de toutes les arétes ou faces de T,

8% ensemble de toutes les arétes ou faces internes de 7,

82 ensemble de toutes les arétes ou faces au bord de €2

n = (N, , Ne,) Normale extérieure d’une aréte ou face e

T = (—ne,, Ne,) vecteur tangent a 'aréte

diam(e) = h, diameétre de e

hx = diam(K) diamétre d'un élément K

d; j symbole de Kronecker

p.p presque partout

(2 Domaine borné polygonal & bord 0€2g représentant le milieu fluide

2p Domaine borné polygonal a bord 0€2p représentant le milieu po-

reux
T triangulation de Qg

TP triangulation de Qp

&% ensemble de toutes les arétes ou faces de T%

&P ensemble de toutes les arétes ou faces de TP

E(K) ensemble de toutes les arétes ou faces de K

En(K) ensemble de toutes les arétes ou faces de Ty, incluses dans K
N}, ensemble des noeuds de T,

N(K) ensemble des nceuds de K

N, (K) ensemble des neeuds de T, appartenant a K

diam(e) diamétre d'une face ou aréte e

F application linéaire affine de K sur K

a < b:il existe une constante positive C' indépendante de a et b
telle que a < Cb
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64.

65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.

76.

77.

78.

79.

wy réunion des éléments partageant une aréte ou face commune avec
K

w, réunion des éléments partageant ’aréte ou face e

wyx réunion des éléments partageant le noeud x

Wy réunion des éléments partageant un nceud avec K
w, réunion des éléments partageant un nceud avec e
[#]. le saut de ¢ a travers I'aréte ou face e

Ai.x fonctions coordonnées barycentriques associées a K
bx fonction bulle associée & K

F..+ opérateur d’extension Fi,; : C%(e) — CY(K)

R, k résidu exacte sur K pour K € J;, * = S ou D

r. g résidu approché sur K pour K € J;, x = S ou D

(i terme d’approximation local associé a K

1/2
¢ = Z 2 terme d’approximation global
KeTy,
Ok indicateur d’erreur local associé & K
1/2
O := Z 0% indicateur d’erreur global

KeTy,

Igl, Icy, Poy opérateurs d’'interpolation de Clément
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Introduction générale

Introduction et motivations

Les phénomeénes physiques sont généralement modélisés a partir des
lois de conservation et par des grandeurs physiques qui interviennent dans
ces phénomeénes. Ceci conduit souvent aux équations différentielles ou aux
équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires. Les EDP (équa-
tions aux dérivées partielles) non linéaires constituent une classe d’'EDP
les plus rencontrées dans les problémes de modélisation et leurs résolutions
analytiques ou théoriques demandent un peu plus d’effort contrairement a
celles qui sont linéaires. On pourra consulter par exemple [21, 23, 41, 52|
et d’autres références les concernants. Elles constituent aussi une classe
d’EDP dont la recherche d’une solution approchée n’est pas systématique
comme le cas des EDP linéaires ol I’'on a simplement besoin d’inverser une
matrice pour obtenir la solution approchée. A chaque EDP non linéaire
est associée une méthode de recherche de la solution approchée. Ces EDP
sont des EDP dont I’étude mathématique attire beaucoup l'attention des
chercheurs dans les domaines de I’analyse fonctionnelle et de l’analyse
numérique. En particulier les EDP non linéaires comme celle de Monge-
Ampeére et celle de Navier-Stokes ou plus précisement les problémes
couplés Navier-Stokes/Darcy ont fait 'objet de plusieurs résultats de

recherches ces derniéres années c.f. |46, 45, 25]. Ces EDP interviennent

Analyses d’erreur pour des méthodes d’éléments finis de l’équation elliptique Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
de Monge-Ampére et du probléme couplé stationnaire Navier-Stokes/ Darcy. adetolajamal58@yahoo.com



TABLE DES FIGURES 15

dans plusieurs domaines de la science et de I'ingénerie. En occurence en :
physique, mécanique, chimie, biologie, économie. Elles interviennent aussi
en la géométrie différentielle, le controle optimal, le transport de masse,
le traitement d’image, la dynamique des fluides etc.

Notons qu’il y a eu beaucoup de progrés dans la résolution théorique
de I'équation de Monge-Ampére au cours du temps aprés l'introduc-
tion de la solution de viscosité par M. Crandall et P.L. Lions en 1983
(c.f.[20, 21, 28, 43]). Cependant, il y a peu de résultats concernant les so-
lutions approchées pour ce type d’EDP. Pour ce qui concerne le probléme
couplé Navier-Stokes /Darcy, le constat est pratiquement le méme dans
la recherche de la solution approchée de ce modele. Néanmoins, il y a des
résultats d’analyse d’erreur a priori par des méthodes des éléments finis.
Notons qu’il y a eu de progres considérables pour ce qui concerne I’analyse
d’erreur que cela soit a priori ou a posteriori du cas linéaire c’est-a-dire
du probléme couplé Stokes-Darcy. Confeére [46, 45, 25].

Nous avons traité deux modeéles. Le premier est celui des équations
de Monge-Ampére. Dans ce dernier, nous nous proposons de faire une
étude d’analyse d’erreur a priori pour une méthode d’éléments finis de
I’équation elliptique de Monge-Ampeére puis le modéle couplé Navier-
Stokes /Darcy dans lequel nous abordons ’analyse d’erreur a posteriori
de type résiduel pour une méthode d’éléments finis mixtes conformes.

En effet, pour ce qui concerne ’approximation de I’équation de Monge-
Ampére par la méthode des éléments finis mixtes (mefm), & notre connais-
sance les premiers travaux datent de 2003. Ils ont été proposé par Glo-
winski dans [31]. En 2009, Feng et Neilan ont proposé la méthode des
moment dite "vanishing moment method” c.f.[37] pour 'approximation de
'équation de Monge-Ampére. Courant 2010 Lakkis et Pryers dans [50]
ont proposé une technique de méthode des éléments finis mixtes pour la

résolution numérique des problémes elliptiques non linéaires sous forme
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nondivergentielle. Cette derniére a été appliquée a 1’équation de Monge-
Ampeére. Le constat fait est qu’aucune étude théorique d’analyse de
convergence (analyse d’erreur a priori) n’a été abordée dans leur approche
c.f. [32, 33]. Nous nous interressons a la méthode proposée par Lakkis et
Pryers. Pour cette derniére, il y a eu des études d’analyse d’erreur par
Neilan, Awanou et Li c.f.[55, 11, 10]. Malgré I'existence des résultats, le
cas ou toutes les variables sont approchées par des fonctions linéaires par
morceau et continues, n’a pas encore eu de résultats. Ainsi nous décrivons
dans cette thése, une nouvelle méthode basée sur la méthode du gradient
reconstruit, résumée dans notre préprint [4].

Parlant du modéle couplé Navier-Stokes/Darcy, en 2015 Nicaise,
Ahounou et Houedanou ont obtenu dans [46] des résultats d’analyse d’er-
reur a posteriori de type résiduel du probléme couplé linéaire Stokes-Darcy
pour une discrétisation conforme et isotrope avec des éléments finis mixtes.
En 2015 Ahounou et Houedanou ont cette fois ci proposé dans [45] le cas
non conforme anisotropie pour ce méme modéle. En 2016 Discacciati et
Oyarzua dans [34] ont proposé une étude d’analyse d’erreur a priori du
probléme non linéaire couplé Navier-Stokes/Darcy avec une discréti-
sation conforme. Mais ’aspect analyse d’erreur a posteriori n’a pas été
abordé. Ainsi nous avons donc orienté une partie de nos travaux dans ce

sens.

Objectifs de la thése

Les objectifs principaux de notre travail sont classés suivant chaque

modéle de ce manuscrit.

Pour ce qui concerne le modéle de I'éqaution de Monge-Ampére , ils

sont au nombre de deux.

Premierement, il s’agit pour nous d’apporter une réponse au pro-
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bléme non résolu mentionné dans [56, 11, 10]. En effet, en 2013 dans
[56] Neilan a proposé une méthode d’analyse d’erreur & priori pour
une formulation primale éléments finis de Lagrange pour 1’équation
standard de Monge-Ampeére. Quant & Awanou et Li [11], ils ont
analysé en 2014 une méthode d’élément finis mixtes de type La-
grange pour approcher la solution strictement convexe de I’équation
de Monge-Ampeére. Ces derniers ont obtenu des résultats de conver-
gence concluants avec des tests numériques. Le cas d’éléments finis
de degré bas restait encore non résolu. C’est courant 2015 a 2016 que
Awanou dans [10] donne une approche de solution au cas quadra-
tique. Nous décrivons dans nos travaux une nouvelle méthode basée
sur la méthode du gradient reconstruit, en suivant notre préprint
[4]. Nous avons utilisé cette nouvelle méthode combinée avec celle de
Awanou dans [10] pour procéder a I'analyse d’erreur & priori avec les
éléments finis mixtes P; —P2*% pour I'équation de Monge-Ampére.
Ceci nous a conduit a 'obtention des problémes discrets non linéaires
en dimension finie. Ainsi, nous avons prouvé les résultats d’existence
et d’unicité de la solution des problémes discrets non linéaires obte-
nus via le théoréme du point fixe de Brouwer. Puis nous établissons
les résultats de majoration d’erreur a priori qui nous permettront
d’apprécier l'etat de convergence de notre approche, c.f.[4]. La régu-
larité elliptique W?2P dans un domaine assez régulier ou polygonal
est I'un des outils de notre approche. Ainsi avant d’aborder ’analyse
d’erreur pour l'équation de Monge-Ampére, nous avons proposé
une approche a ce résultat de régularité elliptique W?2® pour un pro-
bléme elliptique d’ordre deux. Cette estimation est rencontrée dans
[39, 40, 65, 22|, mais sous une forme o la constante est plus ou moins
explicite. Notons que dans [22] la constante de régularité elliptique

W?2P g 6té explicite et donc le résultat de régularité est bien satisfaite
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mais seulement sur des domaines suffisament réguliers. Dans notre
analyse nous avons besoin de la dépendance explicite de la constante
de majoration de la régularité en fonction de p. Parce que 'analyse

demande de choisir p en fonction du pas de discrétisation h.

Avec le modele couplé non linéaire Navier-Stokes /Darcy, nous avons
abordé I'analyse d’erreur a posteriori de type résiduel du probléeme
couplé non linéaire Navier-Stokes/Darcy. Nos objectifs sont les
suivants. Construire des indicateurs de type résiduel a partir d’une
formulation naturelle du probléme couplé Navier-Stokes/Darcy
proposée par Discacciati et R. Oyarzua dans [34]. Prouver que les
indicateurs ainsi construits sont fiables et efficaces. Compte tenu du
fait que le probléme est non linaire, il n’était pas évident d’obtenir
un tel résultat. Nous avons contourné cette difficulté en utilisant la

technique de Gatica et ses collaborateurs dans [24].

Plan de la thése

Le tout premier chapitre concerne les préliminaires : il s’agira pour nous
de rappeler quelques définitions, certaines notations, quelques notions sur
les espaces de Sobolev classiques, quelques outils d’analyse et certaines in-
égalités d’interpolation. On y mettra aussi d’autres outils d’analyse néces-
saires. Nous allons parler de 'analyse d’erreur a priori pour une méthode
d’éléments finis d’un probléme modeéle en occurence I'équation de Poisson.
Dans le deuxiéme chapitre, nous parlerons du probléme de régularité el-
liptique W?2? dans un domaine polygonal. Dans le chapitre trois (3), nous
abordérons 'analyse d’erreur & priori pour une méthode d’éléments finis
mixtes P — IP’%><2 de ’équation de Monge-Ampére. Le chapitre quatre
introduit le cadre général de 'analyse d’erreur a posteriori et le modéle

couplé Navier-Stokes/Darcy. Le cinquiéme chapitre (5) est consacré
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a 'analyse d’erreur a posteriori du modele. Nous bouclons ce document

en donnant une conclusion générale et les perspectives pour les travaux

futurs.

Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018

Analyses d’erreur pour des méthodes d’éléments finis de l’équation elliptique
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1.1 Introduction

Tout au long de ce document, nous allons utiliser certaines notations
et certains outils d’analyse. Nous nous proposons de les rappeler dans ce
chapitre. Par ailleurs certains résultats techniques aussi sont nécessaires
pour la suite de ce manuscrit. Nous allons aussi les rappeler sans pour au-
tant en donner une démonstration. Dans la Section 1.2, nous allons donner
la définition de quelques opérateurs utiles pour I'’ensemble du document.
Dans la Section 1.3, nous allons définir quelques espaces de Sobolev clas-
siques. Dans la Section 1.4, nous allons rappeler quelques outils d’ana-
lyse qui seront utilisés fréquemment. Dans cette derniére on parlera de
la triangulation dans la sous-section 1.4.4 et des inégalités d’interpolation
importantes que nous manipulons dans ce document dans la sous section
1.4.6.

1.2 Opérateurs

Définition 1.1 (Opérateur Nabla). L’opérateur nabla est un opérateur
différantiel formellement représenté sous la forme V et définit pour tout

L = ('r17x27"' 7xd) eRd par

o 0 0

Définition 1.2 (Gradient). 1. Le gradient d’une fonction v assez ré-

guliere définie sur un domaine Q C R? ¢ valeurs dans R est donné

pour tout x = (w1, 9, -+ ,Tq) € Q par :
ov  Ov ov
S e 1.2
Vv (81‘1 (93?2 a$d> ( )
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2. Pour tout vecteur v = (vi, v, v3,--- ,v4) € RY, le gradient de v est

donné par :

T Ov; Oy ovg

Oxy Oz Om

8?}1 8?)2 8vd

Oxy Ozy Oy

Vv = (1.3)

81}1 62)2 @Ud

B aZL‘d 8xd 8Z’d .
Définition 1.3 (Divergence).
1. La divergence de tout champ de vecteur v = (vy,v9,v3, - ,vq) € RY,
assez réqulier est donnée, pour tout x = (1,9, ,24) € RY par :
d
(%i

divv := : 1.4
2 "

On pourra ausst voir que la divergence est le produit scalaire de [’opé-

rateur V par le vecteur v. Soit
divv:=V-v,. (1.5)

2. La divergence d’une matrice K = (K;j); j=1... 4 € R™9, est donnée
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par ~ _

0Ky,
afi

0Ky

M-

s
Il
—_

M-

s
Il
—

divK :=

d éKdi

Définition 1.4. (Laplacien d’une fonction scalaire) Pour toute fonction
scalaire v assez réguliere, le Laplacien de v est défini par
v 0% 0%

taa ot g (1.7)

Av :
ox?

n: 2
Oxy

Définition 1.5. (Trace d’une matrice)

La trace d’une matrice carrée K = (Kz-j)m:l’m’d est donnée par :

d
1=1

Définition 1.6. (Produit scalaire matriciel) Etant donné deux matrices
carrées K et L d’ordre d, le produit scalaire de ces deux matrices est donné
par :
d
K:L:=) K;L;=tr(KL"). (1.9)
ij=1
La norme associée a ce produit scalaire est la norme de Frobenius ||.||r et

est définie par
1
3

d
K= > K| (1.10)

i.j=1
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1.3 Espaces de Sobolev classiques

Pour un domaine assez régulier ) et pour une fonction v :  — R

mesurable au sens de Lebesgue, on définit :

0] zr () = (/Q |U]pdx> 1<p< oo (1.11)

et
|||z = nf{C' >0 |v(z)| < C, =z € Qp.p}. (1.12)

On rappelle que

LP(€2) := {v mesurable au sens de Lebesgue : / lvlPdx < oo}, (1.13)
0

L’espace L” est muni de la norme ||-||z»(q) pour 1 < p < oco. Pour m > 0

et [ € N entier naturel, 1 < p < oo, un nombre réel. On définit :

WmP(Q) :={v e LP(Q): D € LP(Q) Va=(a,as,...,qp): |a| <m}.

(1.14)
L’espace WP(§)) est muni de la norme :
wllwmey = | Y 1D, 1<p<oo (1.15)
|a|<m
et
[v][wmee () == ggﬁHD%HLw(m- (1.16)
En particulier pour p = 2, I'espace W™2(Q2) est défini classiquement

comme suit
H™(Q) = {veL*Q): D" e L*(Q),|a] < m}. (1.17)

Pour m = 0, on pose H(K) = L?(2). L’espace H™(£2) est un espace de
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Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire

(v, W)ma = Z /DavDaw,Vv,wEHm(Q). (1.18)
0

la|<m

e La norme induite est définie par

1/2
lvllme = | Y 1D |3q| YoeH™SQ). (119)
laj<m
e On définit également la semi-norme
1/2
oo = | 3 0% B | wemm@. (120
|a]=m
e Pour v = (vq,v9,...,vy) une fonction vectorielle, on a

v |

d
ma et [Vlig =) |vilio (1.21)
=1

d
mai= > | v
i=1

e On définit aussi ’espace

HMSQ) = D(Q) (1.22)

e Pour d = 2, on définit 'opérateur rotationnel rot d’une fonction scalaire
¢ € D'(Q) et d'une fonction vectorielle v = (v, v9) € [D'(2)]* par :

_ (99 09

rotgy = <8x2’ 6x1> : (1.23)
L 81}2 81)1

rotv := 9r  Omy (1.24)

e Pour d = 3, on définit 'opérateur rotationnel rot d’une fonction vecto-
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rielle v = (v, v9,v3) € [D'(2)]° par :

8?)3 B 61}2 81)1 - 8U3 61}2 - 81}1 <1 25)
5’:(:2 851337 8563 ((“)1‘17 8331 6%2 S

rotv := VXV:(

e On a aussi les identité suivantes :

rot(rotgp) = —Ag¢,Vo € D'(Q) (1.26)
rot(rotv) = —Av+ V(divv), ¥v € [D'(Q)]? (1.27)
rot(rotv) = —Av+ V(divv),Vv € [D'(Q)]°. (1.28)

e On définit finalement les espaces suivants :

H(rot,Q) := {¢ € L*(Q) :rotp € [L*(Q)]°}
{ {vell2(Q) rotve L*(Q)} , si d=2

H{rot, ) {vel[lX(QP :rotv e [LHQP} , si d=3 .

e Les espaces C*(0Q)
Nous définissons ici les espaces de Holder comme suit :

Pour une fonction v définie sur €2 et a tel que 0 < a < 1, on pose

o(x) = o)

[V]a:0 :== sup -
vyeaty T — Y|
On note
C(Q) == {v : [v]an < +00}.
On définit

Ch(Q) == {v: D’v e C*(Q) VB || < k}.
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1.3.1 Quelques injections de Sobolev

Nous rappelons dans cette sous-section quelques injections de Sobolev.
Soit © un ouvert de R?, d > 1 a bord Lipschitzien, on a les injections

continues de Sobolev suivantes. e Injections continiues

1. Si d > mp, alors W™P(Q) — L1(Q) pour tout ¢ < dp/(d — mp).

2. Sid = mp, alors W™P(Q)) — L4(2) pour tout ¢ < co. Si p =1 alors
Wd’l — Cb(Q)

3. Simp > d, lorsque d/p ¢ N, et si j est tel que (j—1)p < d < jp alors
WmP(Q) < O N<j—d/p. Sid/peNetm>j=d/p+1,
alors WmP(Q) — O "1 N <1

e Injections Compacts

1. Si d > mp, alors W™P(Q) — L2(Q) pour tout ¢ < dp/(d — mp) et

I'injection est compacte.

2. Simp > det j = E(d/p) + 1, alors pour tout A < j — d/p, les

injections W™P(Q) <« C™ 7 sont compactes.

1.4 Quelques outils d’analyse

1.4.1 Quelques inégalités

e Inégalité de Holder
Soient v et w deux fonctions telles que v € LP(Q)) et w € L)) avec
1 1
—+—=1. Alors vw € L'(Q2) et on a
p q
lowllze <[[oll ooy 1wl 2oy (1.29)

Pour p = ¢ = 2 on obtient 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
e Inégalité de Young
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: . 1 1
Soient a > 0, b > 0, p et ¢ deux entiers tels que p > 1 et — +— = 1.
P q
Alors on a
a? bl
ab < — + —, (1.30)
p q
ou pour tout € > 0,
a? ;pbq
ab < e— 4 €0 —, (1.31)
p q
ou encore
ab < eaP + €7 b, (1.32)

e Inégalité de Poincaré
Il existe une constante positive C,,(Q) telle que pour tout v € W, ?(£2),
on ait

[vo]| o < Cp()[[ Vo[ o (1.33)

1.4.2 Formules de Green

Soit €2 un ouvert borné & bord Lipschitzien de R? et n = (n4,...,nq) €

R? est la normale unitaire sur 92 dirigée vers l'extérieure.
e Pour tout ¢ € [HY(Q)]?*sid=3ouy € HY(Q)sid=2,0on a :

1. Pour v et w deux fonctions suffisament régulieres, on a

/(Av)wdx:—/Vv-dex+/ w@ds, (1.34)
Q Q oo On

ol n est la normale unitaire a €2 orientée vers 'extérieur et

@ = Vu.n.

on
2. Pour v € H'(Q)? et 7 € HY(Q)¥? données, on a

/Q(VV) :de:—/deiVde—l—/aQV-(Tn)ds. (1.35)
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(Curlwn w)Q - (Zp: CHI'IUJ)Q - (fYTwa w)@Q: Vw € H(Curl7 Q)7<136>

ou 7,1 est la composante tangentielle (resp. les composantes tan-
gentielles) de ¥ pour d = 2 (resp. pour d = 3) et est définie par :

W:_{ Vemoe st d=2

_ , avec la condition 7-n = 0
Y Xngpg st d=3
sur OS2

1.4.3 Quelques théorémes utiles
e Théoréeme de représentation de Riesz

Théoréme 1.7 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit X un espace
de Hilbert et 1 une forme linéaire continue sur X (1 € X'). Alors il existe

un et un seule u € X tel que
1(v) = (u,v) YveX. (1.37)

De plus
U= flullx- (1.38)

e Lemme de Lax-Milgram

Définition 1.8. Soit X un espace de Hilbert. Une forme bilinéaire
a: X xX — R est dite continue lorqu’il existe une constante positive
C telle que
la(zy, zo)| < Cllzy]|||z2]| Vi, 22 € X. (1.39)

Définition 1.9. Soit X un espace de Hilbert. Une forme bilinéaire
a: X x X — R est coercive lorqu’il existe une constante positive C
telle que
a(z,r) > Ollz||* VzeX. (1.40)
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Théoréme 1.10 (Lemme de Lax-Milgram). Soit X un espace de Hilbert,
a une forme bilinéaire, continue et coercive sur X X X et 1 une forme
linéaire continue sur X.

Alors le probleme : trouwver u € X tel que a(u,v) = l(v) Vv € X

admet une unique solution.

e Théoréme du point fixe de Brouwer
Le théoréme du point fixe de Brouwer est le théoréme de point fixe
fondamental en dimension finie. Soit B? la boule unité fermée de R%. Le

théoréme du point fixe de Brouwer s’énnonce comme suit :

Théoréme 1.11. (Point fixe de Brouwer) Toute application T continue
de B dans lui méme admet au moins un point five. C’est-a-dire il existe

au moins un point x* € B tel que
T(z*) ==x". (1.41)
e Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.12. (Point fize de Banach) Soit B un espace de Banach et
T : B — B une application vérifiant

1T (1) = T(2)||< Kllay — wal| (1.42)

avec 0 < k < 1. Alors T admet un unique point fixe dans B.

1.4.4 Triangulation

Dans I'approximation d’'une EDP par la méthode des éléments finis, la
plus importante des étapes est la triangulation du domaine dans laquelle
on se place. Cette technique consiste a découper le domaine réel en de
petits morceaux (appelés éléments) de forme plus simple suivant une régle

bien définie. Ainsi pour un domaine polygonal €2, on note (7T})p~¢ une
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famille de triangulation de €2 ou h est le parameétre de discrétisation qui
tendra vers 0. Pour K € 7, K désigne un triangle en dimension deux et

un tétraedre en dimension trois de ’'espace.

Définition 1.13. (Triangulation conforme) On dit qu’une triangulation

(Th)n est conforme lorsque :
1. Q =Uger, K
2. Pour tout K et L deuz éléments de Ty, K N L est soit :
(a) un ensemble vide
(b) un sommet commun
(c) une aréte commune

(d) une face commune.

Pour une triangulation (J7),, on note hy le diamétre d'un élément K,
h = max hi et par pg le diamétre du cercle (resp de la shpére)
S
inscrit ( resp inscrite) dans K.

Définition 1.14. (Triangulation régulicre) La famille de triangulation

(Th)n est dite réguliere lorqu’il existe une constante positive § telle que

h—K < 0. (1.43)
PK

Elle est dite quasi-uniforme lorsqu’il existe une constante positive C' telle
que
h < Chg. (1.44)

Remarque 1.15. Tout au long de ce document, nous allons entendre
par triangulation du domaine lorque ce n’est pas précisé une triangulation
conforme et réquliere. Notons aussi qu’en lieu et place d’une triangulation,

on pourra ausst dire maillage.
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e Elément de référence : Nous désignons par K , I’élément de ré-
ference. C’est-a-dire un élément dont la forme géométrique est la plus
simple possible & manipuler. Par exemple en dimension deux, un triangle
rectangle dont les cotés droits sont unitaires ou bien un carré unité.

e Transformation affine : Généralement on génére une triangula-
tion & partir d'un élément de référence, qu’on note K et d'une famille de
transformations géométriques envoyant K dans les cellules du maillage Tp,.

Pour une cellule K € T}, on note
JgiieKr——xeK par x=Jg(2), (1.45)

la transformation géomeétrique correspondante (voir la Figure 1.1).

as
(]
(0,1) | /Tx
K
K
a2
0,0
0.0 (1,0) &
aj

FIGURE 1.1 — Transformation affine Jx envoyant I’élément de référence Ksur K € Th
en 2D.

1.4.5 Eléments finis de Lagrange

Il s’agit dans cette sous-section de donner une breve introduction de la
méthode des éléments finis a travers quelques définitions. Nous y donne-

rons aussi la définition de 'opérateur d’interpolation de Lagrange.

Définition 1.16.

Soit K une partie de R?. Par simplification, on suppose que K est un
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intervalle en dimension 1, un polygone en dimension deux ou un polyédre
en dimension trois.

Soit P un espace de fonctions (en général polynomiales) définies sur
K a valeurs dans R.

Soit {ay,as,...,ax} un ensemble de points de K ot N est un entier
strictement positif.

Pour tout i € {1,2,..., N} on introduit la forme linéaire

fi: P2 pr—pla;) € R et on pose N ={f1, fo, f3,--. fn}

On appelle élément fini de Lagrange tout triplet (K, P,N) telle que
Uapplication P > p— {fi(p), f2(p), ..., fn(p)}T € RY est bijective.

1. Les points {a1,as, ,an} sont appelés les neud de I'élément fini de
Lagrange.

2. Les formes linéaires { f1, fo, . .., [n} sont les degrés de liberté de [’élé-
ment fini.

3. On définit par {p1, 02, ...,¢n} les fonctions de forme constituant

une base de P.

Définition 1.17 (Eléments finis affinements équivalents). Deux éléments
finis (K, P,N) et ([?, ﬁ, 3/\\f) sont dits affinement équivalents lorsqu’il existe
une application affine inversible F : RN — RY telle que :

~

LK =F(ER),
- P={poF, Vpe P},
— il existe des énumérotations © = {p ¥, et & = {F:}Y, telles que

o(p) =p(po F) pour toutpe P eti=1,2,...,N.

Définition 1.18 (Opérateur d’interpolation local de Lagrange). Soit (K, P,N)
un élément fini. L opérateur d’interpolation local LI de Lagrange est dé-

fini comme suit :
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LK CNK) — P

N
(% — Z U(CLZ)QSZ
i=1
Les ¢; sont appelés les fonctions de forme. L’opérateur d’interpolation

global de Lagrange est défini par
I - GO(Q) — V}

N
v — Z v(a;)p;.
i=1

1.4.6 Quelques inégalités d’interpolation

Dans cette section, nous avons besoin entre autres de certaines inégali-
tés que nous allons utiliser au niveau discret pour la méthode des éléments
finis. Il s’agit essentiellement des inégalités : de trace, inverse de trace, d’in-
terpolation de Lagrange et d’autres estimations. Confére [15, 26] pour plus
de détails.

Théoréme 1.19. [15]/[Inégalité de trace] Il existe une constante positive
C' telle que

[0l o0y < Cllvllwa@),1 <p < oo Vv e WH(Q). (1.46)

Théoréme 1.20 (Inégalité inverse). [15] Pour tout K € Ty, et pour tout

v € Vp, il existe une constante positive C telle que
_1
[0llLaore) < Chy, " [|0]| Lo (1.47)

pour tout ¢ > 1.

Analyses d’erreur pour des méthodes d’éléments finis de l’équation elliptique Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
de Monge-Ampére et du probléme couplé stationnaire Navier-Stokes/ Darcy. adetolajamal58@yahoo.com



Quelques outils d’analyse 35

1.4.7 Inégalités d’interpolation de Lagrange

Pour tout v € H?(), il existe une constante positive C' telle que

lv = Iyvllwir < CR*|0llw2s,  §=0,1, 1 <p < oo Vo€ W(Q),
(1.48)
ot Iy, est 'oprérateur d’interpolation de Lagrange. Aussi pour tout K € T,

et pour tout o € W1P(K)?*2 il existe une constante positive C' telle que
o = Inol| oy < Chicllollwis),s (1.49)

ou Ino est 'interpolé de o.

Théoréme 1.21. [15/[Estimation inverse] Soit (Tp,)n avec 0 < h < 1 une
triangulation quasi-uniforme de Q C RY. Soit ([/(\',ﬁ,ﬁ) un €élément fini
de référence tel que P C W (K)NW™(K), o1 < p < o0, 1 <q< o0
et 0 < s <t. Pour K € (Tp)p, soit (K, Px,Ng) U’élément fini affinement
équivalent ([?, ﬁ, ﬂ) et

= {v : v mesurable v € Py : VK € T}, Alors il existe une

constante positive C' telle que

5 ] 500 [ ] 00

KeTy, KeTy,

pour tout vy, € Vi, Lorsque p = oo (respectivement ¢ = 0o) alors

Z [on iy, (respectivement Z [0n [y, SOnt données par

KET}I K&Th
. q
8|01 [y e, (respectivement max]jon[fy. «r,) )

Preuve. Confére [15] pages 112 — 113. =
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1.5 Analyse d’erreur & priori pour un probléme mo-
déle
1.5.1 Equation de Poisson

Par simplicité, placons nous dans le cadre de I’équation de Poisson avec
des conditions aux limites de type Dirichlet homogéne ; c¢’est-a-dire étant

donné f € L?(2), trouver u :  — R satisfaisant le systéme :

(1.51)

—Au = f dans Q,
U = 0 sur of)

1.5.2 Formulation variationnelle

Le probléme (1.51) admet une formulation variationnelle équivalente

suivante : étant donné f € L*(Q), trouver u € H}(Q) tel que
a(u,v) = L(v), Yv € Hy (), (1.52)

ou a(.,.) est une forme bilinéaire continue, coercive et est définie sur
HY(Q) x HY(9) par

a(u,v) := (Vu, Vu)g,
L(-) est une forme linéaire, continue et est définie sur Hg () par
L(U) = (f: U)Q-

Par le Lemme de Lax-Milgram, le probléme (1.52) admet une unique so-
lution dans H{(£2).

Analyses d’erreur pour des méthodes d’éléments finis de l’équation elliptique Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
de Monge-Ampére et du probléme couplé stationnaire Navier-Stokes/ Darcy. adetolajamal58@yahoo.com



Analyse d’erreur a priori pour un probléme modéle 37

1.5.3 Discrétisation

On considére Tj, une triangulation réguliére et conforme de 2. On dé-

finit espace discret conforme a H} (), par
Hyy, = {vp € CQ),u|K € Pi(K), VK € T} (1.53)

Le probléme discret associé est de trouver uy; dans Hy, C H} () tel

que
a(uh,vh) = L(Uh), Y, € H(%,h (154)

Comme 'approximation spatiale est conforme, grace au Lemme de Lax-

Milgram, le probléme (1.54) admet une unique solution dans Hg .

1.5.4 Relation d’orthogonalité de Galerkin

Soit u et uy, les solutions respectives de (1.52) et (1.54), nous avons la

relation suivante dite relation d’orthogonalité de Galerkin.

a(u—up,vp) =0, Yoy, € Hy,. (1.55)

1.5.5 Quelques propriétés de la forme a

Nous donnons ici quelques proprités de la forme a.
o a(v,v) = / IVo|* d.

0
o Vv, a(v,v) =0= v =0.

e On définit la norme énergie par

|v]|le= Va(v,v) :\U\Hl(g). (1.56)

e Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

la(u, v)| < ullgllvle Yu,v € Hy(Q). (1.57)
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1.5.6 Estimation d’erreur en norme 2

Dans cette sous-section, nous allons d’abord parler du théoreme de

régularité elliptique en norme L2

1.5.7 Reégularité elliptique

On suppose que le domaine {2 est ouvert borné convexe polygonal. En

dimension deux, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.22 ([17]). Etant donné f € L*(Y), il existe une constante
positive C, telle que
[l < Ol F 1 2 (1.58)

Proposition 1.23. [57](Propriété d’approximation)
Nous avons estimation suivante : Il existe une constante positive C

telle que
inf [|V(u—2)|z2 < Chlu|g=. (1.59)

1
vGHO,h

Lemme 1.24. [15/(Inégalité de Poincaré) Soit v € HY(K) tel que/ v =

K
0. Alors il existe une constante positive C' telle que

0] L2y < CIV V[ L2(s0). (1.60)
Aussi pour v € HY (), il existe une constante positive C' telle que
vl z2() < ClI Vv r2g). (1.61)

Lemme 1.25. [15]/(Inégalité de Sobolev)
Sive HXK), alorsv € C(K) et

1Vl e (i) < Clivll 2ty (1.62)
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Lemme 1.26. [15/(Bramble-Hilbert)
Soit w € H*(K). Alors il existe v € P1(K) tel que

lw = vll 2y + hi |V (w = 0) | 2(r0) < Chige|w] iy, (1.63)

On a le théoréme de convergence suivant,

Théoréme 1.27. [57](Convergence) Soient u et uy, les solutions respec-

tives de (1.52) et (1.54), alors il existe une constante positive C' telle que
lu = unllze < CH|| f]| . (1.64)

Avant de procéder a I'analyse d’erreur a priori de I’éqaution de Monge-
Ampeére, nous donnons dans le chapitre qui suit un résultat de régularité

elliptique dans un domaine polygonal.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’établir un résultat de régu-
larité elliptique W?2® (avec p > 1 un nombre réel) dans un carré en ex-

plicitant la constante de majoration. L’idée que nous avons développée a
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été suggérée par Awanou dans [10]. Il s’agit donc pour nous de considérer

I’équation elliptique d’ordre deux suivante

SN ou d ou
_i; (9_:6] (Clzg(ﬂf)a—xz> + ;bl(w)axz +c(z)u = f(x) dans Q

u= 0 sur O0f),
(2.1)

olt  est un domaine & bord Lipschitzien de R?, en occurence un carré
en dimension deux (d = 2). On établit par la suite I'estimation suivante :
pour toute fonction u € W2P(Q) N W, () satisfaisant I'équation (2.1)
au sens faible, il existe une constante positive C(d, p) dépendante de d et

de p telle que

(7

20 < C(d, p)[| flp- (2.2)

Ce résulltat est rencontré dans la littérature, notamment dans [65, 39, 40,
17, 22]. Dans [65], ce résultat a été établi dans un cube. Dans [17], le résul-
tat de régularité elliptique est beaucoup plus accentué sur une estimation
H?. Cependant ce que nous constatons dans tous ses travaux est qu’il n’y
a pas assez de détails sur la constante C' de majoration. Dans [40] nous
avons un résultat analogue dans un carré. La constante de majoration C
n’a pas été calculée explicitement dans tous ces travaux. La particularité
de nos travaux est d’évaluer explicitement la constante de majoration dans

(2.2), en d’autres termes nous allons établir une majoration du type :

|

20 < C()pllfllp- (2:3)

Notre approche vient du fait que 'analyse demande une dépendance de
p en fonction du pas de discrétisation h. Cette estimation a été prouvée
dans [22] lorsque le domaine est suffisament régulier. Notre but est donc

de I’établir dans un domaine polygonal. Par ailleurs, cette estimation a été
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utilisée dans [10, 55] pour analyse d’erreur par une méthode d’éléments
finis quadratique de 1’équation elliptique de Monge-Ampére. Elle I'est
aussi dans [4] pour I'étude de la convergence par la méthode des éléments
finis mixtes linéaire de ’équation de Monge-Ampére sous sa forme clas-
sique avec la condition de Dirichlet non homogéne. Nous commencons par

quelques préliminaires et notations.

2.2 Préliminaires et notations

Dans cette section nous donnerons quelques notations et définitions
utiles pour ce chapitre.
2.2.1 Notations

Soit €2 un ouvert borné de R? (d = 2,3), p entier vérifiant p > 2 et v

une fonction assez réguliére définie sur 2.

ov 0 0
e Vv : désigne le gradient de v et est défini par Vv := ( v Y ) :

8x1 8.%2 o E)xd

e |v| : signifie la valeur absolue de la fonction v.
1

o ol = ( / |v|pdx)

e Av : désigne le Laplacien de v et est donné par

Ay = &4_8_2@4_ _|_@
v dx  Ox3 ox? )’

2.2.2 Quelques inégalités

e Inégalité de Holder

Soient v et w deux fonctions telles que v € LP(Q) et w € LY(Q) avec

1 1
—+ = =1. Alors vw € L'(Q) et on a

p q

lowl[zr <[|v][ oo [wll o). (2.4)
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e Inégalité de Poincaré
Tenant compte du fait que nous voulons avoir beaucoup plus d’informa-
tions sur la contante de notre majoration, nous allons énoncer et prouver

I'inégalité de Poincaré dans 'espace I/VO1 P(Q).

Lemme 2.1. [36] Soit Q un ouvert borné de R? (tout au moins borné dans
une direction). Alors il existe une constante positive Cy(§2) (dépendante
de p et de Q) telle que

0]l o)< Co( Q| Vol 10, Vo € WP (Q). (2.5)

Preuve. Nous allons prouver ce lemme pour v € D(2) puis nous
concluons par densité de D(Q) dans W, (Q). Le domaine Q étant borné,

alors €2 est contenu dans une bande
Q C {(z,24) € R R, a<zy< b} (2.6)

pour certains réels a et b.
Soit v € D(N) et v le prolongement de v par 0 en dehors de Q. En

d’autres termes on définit © de la maniére suivante :

o(x) = v(x) si € @7
(z) = 0 si  xeRNQ.
On a v € D(RY) et 9(z,a) = 0. Ainsi
s Y 0v p
0(z,q) = a—(z,t) dt VY(z,x4) € R (2.8)
a Ld
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En utilisant I'inégalité de Holder, on a

T4 ~ l/p x4 l/q
10(z, 2q)| < (/ \a—;(z,tﬂp dt) (/ 1q)
a d a

= (/a g;:} (1) dt) " (24 — a)'/
0(2, zq) [P < </:d \g—;(Z,tﬂp dt) (zq — )4,

Comme p/q = p — 1 alors on a

(2, 2q)|? < ( / \8—1;(,2 B dt) (2q — a)PL.

On intégre sur RY~! par rapport a la variable z et on obtient

/Rd_1 15(z, 29)|Pdz < (zq — a)?~ < ‘Gxd P dx) _

On integre sur R par rapport a la variable x4 et on obtient

/ |0(z, xq) \pdz<| /(d—a)p_ldxd
Lr(RY)

0xy
b—a ov
S( p - 0% || p(ray
Ainsi
ol < L= 90) e (2:9)

/P
Comme D(N) est dense dans W, ?(), alors on conclut le résultat. m

On rappelle aussi la premiére formule de Green suivante.

e Formule de Green Pour v et w deux fonctions suffisament régu-

/(Av)wdx: —/Vv-Vw+/ w@, (2.10)
Q Q s On
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oll n est la normale unitaire a ) orientée vers 'extérieur et = Vv - n.
n
On définit ensuite la notion de solution forte. L’opérateur différentiel

linéaire d’ordre deux sur les fonctions v : 2 — R.

Définition 2.2. L opérateur différentiel linéaire d’ordre deux sur les fonc-

tions v : ) — R est défini par

mp:—§:§%<%] ) }:b éhz + c(2)v. (2.11)

1,7=1

Ensuite, on considére, 1’équation

{Lu = f dans Q2 (2.12)

u = 0 sur 0,

ou £ est opérateur elliptique d’ordre deux (2.11) et f une fonction don-

née. On a la définition suivante :

Définition 2.3. On appelle solution forte de l’équation (2.12), toute fonc-
tion w admettant des dérivées partielles jusqu’a ['ordre deux et vérifiant

cette équation presque partout dans €.

Enfin, nous donnons aussi la définition de la solution fondamentale de

I’équation de Laplace et du potentiel Newtonien associé & une fonction.

Définition 2.4. On considére la fonction T définie sur RY pour x # 0
par

—log(a]) si (d=2)
F(x) = T 1 1 : (2.13)

I — D@ a2 o 423

~—
-

1
ot a(d) est le volume de la boule unité de R? et |x| = (2} + 23 + - - - + 23)*.
La fonction I' ainsi définie est appelée solution fondamentale de [’équa-

tion de Laplace.
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Définition 2.5. Soit Q un ouvert borné de R? et f € LP(Q) pour p > 1.
Le potentiel Newtonien de f est la fonction w = N f définie par

w(z) = / D(x — )/ () dy. (2.14)

ou I est la solution fondamentale (ou le noyau) de I’équation de Laplace.

Remarque 2.6. w = I' x f qui est le produit de convolution de I' par la

fonction f.

Remarque 2.7. Dans ce chapitre, on parlera tantét de solution forte et
tantot de solution faible. Ce qu’il faut noter ici est que toute solution
forte est au sens des distribution une solution faible. C’est la réciproque

qui n’est pas toujours vraie.

2.3 Estimation L” de la solution forte u d’une équa-

tion elliptique d’ordre deux

Nous allons établir dans cette section une estimation en norme LP de
la solution forte de I'équation de Poisson. En effet, dans [65] il est établi

une estimation en norme L? de la solution forte de I’équation
— Au+ c(z)u = f, (2.15)

dans un domaine € tel que 9Q € C*>* avec 0 < a < 1. Nous allons donc
généraliser ce résultat aux équations elliptiques sous forme divergencielle.
En d’autres termes nous allons considérer 1’équation (2.1) et établir une
estimation en norme L? de la solution forte dans un domaine & bord Lip-
schitzien. Dans la sous-section 2.3.1, nous allons établir une estimation en
norme IP de la solution forte de 1’équation de Poisson et dans la sous-

section 2.3.2, nous allons donner le résultat d’estimation en norme L? du
modele (2.1).
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Notre approche est motivée par la Proposition 2.8 suivante, dont la

démonstration se trouve dans [65].

Proposition 2.8. [65] Soit Q un ouvert de RY(d = 2,3), tel que ) €
C* p>2etce L®OR,). Etant donné f € LP, I'équation (2.15)
admet une unique solution forte u € W2?(Q) N Wol’p(Q). De plus il existe

une constante C > 0 telle que
ullzr < C| fl]Lr, (2.16)

ot la constante C' dépend uniquement de n,p ,Q et de ||c||p=-
2.3.1 Estimation L? de la solution forte de I’équation de Pois-
son

On considére donc I'équation suivante :

{ —div(Vu) = f dans Q (2.17)

u=0 sur 0f.
Le résultat est donné par la Proposition 2.9 suivante :

Proposition 2.9. Soit Q un ouvert polygonal de R (d = 2,3), p > 2 et
c € L>®(Q,R,). Etant donné f € LP, I'équation (2.17) admet une unique
solution forte u € W>P(Q) N W, P(Q). De plus il eziste une C(€,d) > 0
indépendante de p telle que

|ullzr < C(Q2, d)pl| f| »- (2.18)

Avant de donner la preuve de cette Proposition 2.9, nous allons établir

le lemme suivant.

Lemme 2.10. /5] Soit p > 2. Pour toute fonction u € W*?(Q)NW,"(Q)
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avec |u| différentiable, on a
/|u|p_2\Vu\2dx:/u2\u\p_4|V\uH2da::/u\u\p_SVu-V|u|dx.
0 Q 0
(2.19)

Preuve. Soient p > 2 et u € W2P(Q) "W, ”(Q), on a |u| = vVu? donc
1 2u

Viu| = V(Vu2) <= V|u| = V(u?) = —2Vu. D'on

= V) = V| = =V ()

2|ul
V]u| = —Vu. (2.20)
[l
Ainsi [V|ul|?* = |Vul®. Nous évaluons maintenant u?|ulP~*|V|u|[*>. On a
w|ulP~4|V|ul|? = JulP~?|Vul?. Ainsi
/u2]u|p4|V|u||2d5€:/|u\p2]Vu|2d:r:. (2.21)
0 0

Aussi, en utilisant (2.20), on a Vu - V|u| = £|Vu\2. Donc

IU\ r

ululP73Vu - Viu| = ufulP~ 3 U

en résulte que

|V ? = Vul? = [ulP~?|Vul®. 11

/ lulP~2|V|? dox = / W ulPHV|ul | de = / u|ulP*Vu - V|u| dz.
! ! ! (2.92)

Ce qui achéve la preuve. m

Preuve. de la Proposition 2.9

La preuve est analogue a celle établie pour I'équation (2.15) dans [65].
Pour cette raison en ce qui concerne l'existence et 1'unicité de la solution
forte de I’équation (2.17), nous renvoyons a [65]. Considérons 1'équation
—div(Vu) = f. On la multiplie membre a& membre par la fonction v =

|u[P~2u puis on intégre sur €. On obtient

—/diV(Vu)|u|p_2udx:/f|u|p_2udx. (2.23)
0 Q
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En utilisant la formule de Green (2.10), on a

/Vu-V(|u|p2u) dx = / flulP~?u dx. (2.24)
0 0

Considérons a présent 'intégrale / Vu - V(JulP?u) dz. On a
0

V(\u\pﬂu) = uV(|u\p*2) + |u|p*2Vu

= (p = 2)ululP 3V |u| + |ulP*Vu.
Donc on a,
Vu - V(|[ulPu) = (p — 2ululP>Vu - V|u| + [ulf~?|Vu|*. (2.25)
Par ailleurs

V(julF ) = uV (ful*) + ulF YV

P

p_1
= 2 v (
|u| u+ 5

>u|u|52V\u\.
Donc

P 2
V(ulf )| =

2
(g - 1) WPV a2 + 2 (g _ 1) uluP-3Vuv]ul.
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En utilisant le Lemme 2.10 on a

2 2
Vug_1U‘ dx:{l—l— P + 2 Z—9—1]/up_2Vu2d:c
[ [9ul) (5-1) +2(5-1)| [1arvu
2
= (Z-141) /\u|p2|vu\2dx
2 0
—(PV [ a2l
- (9 ]Q\u\ IVl dz.
En combinant (2.25) et le Lemme 2.10, on obtient
L9 ¥ u2) de= o —241) [ o 2val de
Q Q
~(p=1) [ JuP?|Val*d
Q
Ce qui donne
Ap—1 .
/Vu-V(|u|p2u) da;:(p—Q)/ \v(\u\zlu) dr.  (2.26)
Q p Q

En utilisant les équations (2.26) et (2.24), on a

/{2% ’v <‘u\’5—1u>‘2 dr = /Qf|u|p_2ud:1;. (2.27)

Posons v = |u|2 ', en appliquant I'inégalité de Poincaré (2.5),

on a |[v||2< Cp(Q)|| Vvl 12(n). Par conséquent

1
Vv2dx2—/ v|? dz
f1verds 2 g [ v
1

Vug_1u2d:c2—/ ul|? dz.
J vt e e [

Ains on a

=1 [ o, L A=) [
T/QWM y dxng[cp(m]g/g\ P dz. (2.28)
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Nous obtenons ainsi

Ap-1)
P*Cy (
En appliquant l'inégalité de Holder (2.2.2) puisque ¢ = p/(p — 1), nous

5%335%5“L§<:(Jgtfpd?>;(jémupwqu>3
= (/Q fpda:); (/Qﬂu\"(p‘” dx)é

-1
<IIf ool 7Y,

|\w /pr%m: (2.20)

obtenons,

En appliquant I'inégalité de Young (1.32), on a pour une certaine constante

positive &,
Ap—1) —zy (1)
p2[0p( )]QHUHg < SH-]EH]EP + & qHuHLP
< ENfIgs + E e lullry
Donc

4( _1) — & ull? P
(p e @p ¢ )H Ib< ENfIIT

dp—1)
PCy(Q)

On a limg ., € = 0, donc on peut choisir € > 0 tel que
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€74 > 0 et en posant [C,(Q)]2 = C, on a

< —F% e,
1) et
Ep
<C 5 L
< | s s |

En faisant tendre &€ — 400, on obtient

Ep
p< - - p
\wm_cmjﬂp_nhvmp

Ep e
< G2l 1 = G5 £ 1

Nous pouvons donc conclure que

1
[Jul[p< Cl flI7», avec C = pCp% et C), = CW ou C est une constante

1
indépendante de p. Donc [Jul[h< C’pQ—/prHZzp < Cp||flIf,- Ce qui acheve
p
la preuve. m
Nous pouvons maintenant donner le résultat d’estimation en norme L?

de la solution forte de I'équation (2.30).

2.3.2 Estimation L” de la solution forte d’une équation ellip-

tique d’ordre deux (Cas général)

On considére le probléme suivant :

L) ou d ou
_ Z; 3_96] (azg(ﬂi)a—%) + ; bi(x)@xi +e(x)u = f(z) dans
u = sur Of).
(2.30)
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Nous supposons que a;; = a;i, b;,c € L™ avec (¢ > 0) et qu'il existe des

constantes positives M et My telles que
al-j(x)&ﬁj > M1|£|2,V£ - Rd,x - Q, <231>

et .
>l + ZHb (@) Fllell e (@) < Mo. (2.32)
ij=1

Remarque 2.11. La condition (2.31) permet de dire que ['opérateur est

L est elliptique.

Remarque 2.12. 1. Pour a;; € CI(Q) par morceaux, nous pPouvVons

réecrire (2.30) sous la forme nondivergencielle.

— zd: a~~ﬂ +zd268u +ce(x)u = f(x) dans
=1 ”E)xixj — Z@xi -
u= 0 sur O0f),
(2.33)
da;
avec b; = b; — Z dij ,=1,...,d) et réciproquement.

.
(9953

2. On utilisera la forme (2.33) dans la suite de cette section.
On se propose de prouver le résultat suivant :

Proposition 2.13. Soit Q un domaine polygonal de R?. Soit p > 2,
feLP(Q) etue W(Q)NW,P(Q) solution forte de Uéquation (2.33).

Alors il existe une constante positive C indépendante de p telle que

||l o) < Cip|| f]

LP(Q) (2.34)
ou C1 dépend uniquement de d et ().

Preuve. Soit u € W2P(Q) N W1P(Q), et ¢ une fonction de troncature
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définie sur €2. On pourra consulter [65] pour plus de détails sur la fonction
. Posons v = Yu, alors v € W?P(Q) N W,"(Q) et on a

- Z < )5 ;x) =g(@), v €, (2.35)

avec

ou 0
_<QZ Zﬂguaz wa )

82
[ Sy +vela) ) + v

]
En effet, nous avons :

ov oY
_ ¥

or;  Ox; 0wy
Alors
v _ Ou 8¢+
00z N Oz Ox;
0% oY Ou 0%u
u@xl&v] * &vj 8% * w@xzﬁxj

Ce qui nous donne :

B Ou I 0*u
Z% 8:1: ax ZZ%ax or; Z a axj * Zaijwaxiaxj

1,] 1,J

Bu A
:22%85] +u Zazja 8x]+¢z ”a—axj'
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d*u 1 ou
Comme ; ai’jm = —f+ Zzzl bia—% + ¢(z)u, nous avons
d%v ou Y 0%
o . o =2 () )
;a](‘?xzax ;“Ja amﬁuzafa 07,

d
.y,
—f 4+ Z bia—g + Ye(z)u.
i=1 !

En d’autres termes, on peut réecrire les équations ci-dessus comme :

Z ”(9962835] = glw) o

Ou O o
o) == |22 aigy g, TV L bgy
i\j J = i=1 !
82
(Y g +ez) | + ot
0]

Nous fixons x(y € €2, ainsi nous avons

— Z (aij(fo)az;xj> = F(z) = g(z) — h(z), (2.36)

o h(z) =) a% ([aij(:co) - aij(x)]%> , e

7

Partant de (2.36), nous procédons au changement de variable pour ob-

tenir ’équation de Poisson. En effet, nous considérons le probléme suivant :

82

v = 0 sur Of).

]

Avec F' définie ci-dessus. Comme A = (a;;(x0))1<ij<q est une matrice

définie positive, il existe une matrice P non singuliére telle que PTAP = I,
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ol I, est la matrice unité d’ordre d. Posons y = Pz ol nous considérons

les variables x et y comme des vecteurs colonnes. Alors

81) 8@ ay% 8ij A A
= = P,— = P.,D 2.38
Ox; Oy 0x; b 0x; kiKY ( )

et
627) 82@ 8321 ~
= P — = P.; P, D0, 2.39
Ox;0z; k 0y 0y O i LR ( )
A 0 0?
1D D t U = pPTHy-1
ou g = 8 k kl = E et v U(( ) )(y)

Par conséquent,

— Z (aw i) 85626%]) = Zai,j(xO)PkiPlekl@- (240)

i,J
Comme PTAP = I,, nous avons

1 s1 k=1

a; j(0) Pei P Dy = { 0 s kAL

Alors (2.37) devient

“Ap = F d Q
’ (y)  dans (2.41)
v = 0 sur 01,
R
ol A = E et F(y) = F((PT)*ly)
i.j

Nous appliquons le résultat de la Proposition 2.9. Ainsi il existe une

constante positive C'() telle que

1ol 1oy < COPIE ey (2.42)

En revenant au changement de variable, et en utilisant la définition de v
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et de I et puisque |91,y < Cl|v|| (@), nous concluons qu'il existe une

constante positive C'(2) indépendante de p telle que

1wl o) < CL)p|| fl e (c)- (2.43)

Ce qui achéve la preuve. m

2.4 Estimation en norme L? de Vu

Soit €2 un domaine polygonal. Nous allons considérer I'équation ellip-

tique d’ordre deux suivante :

~ 9 Ou ’ ou
_”221 6—% (azg(w)a—x) + ;bz(x)axZ +c(x)u = f(zr) dans Q

u= 0 sur 0f),
(2.44)

ot A = (a;;) satisfait les conditions (2.31) et (2.32). Nous nous proposons
de prouver qu’il existe une constante positive C' indépendante de p telle
que

HVUHLP S C”fHLp (2.45)

Cette estimation a été établie dans [22| pour un domaine régulier. Nous

adaptons la preuve de [22| pour estimer la norme du gradient.

2.4.1 Inégalité de Young pour le produit de convolution

Nous allons rappeler I'inégalité de Young pour le produit de convolu-
tion. Le preuve de cette inégalité peut étre consultée dans [3]. Elle s’énonce

comme suit :

Proposition 2.14. On suppose que 1 < p,q,r < 0o avec 1/p+ 1/q =
1+1/r et V, W deux ouverts de R?. soit U ={x —y:o0 € W,y € V}.
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Pour tout w € LP(U) etv € LYV, on a

1w vl vy <lull o |l Lagvy- (2.46)

2.4.2 Estimation en norme L?
On se propose maintenant de prouver la proposition suivante :

Proposition 2.15. Soit u € W,(Q) solution faible de I'équation (2.44)
et f € LP(Q). Alors il existe une constante positive Cy indépendante de p
telle que

IVl r< Col| f]l o (2.47)

Preuve. Nous pouvons ramener notre probléme (2.44) sous la forme

{Lu = f dans £ (2.48)

u= 0 sur O0f),

ou £ est lopérateur différentiel défini au (2.11). D’apres [48, Corollaire

du Théoréme 3.3] et du fait de 'unicité de u, on a pour tout z € €,

u(x) :/QF(a:,y)Lu(y) dy, (2.49)

ol les dérivées de I' vérifient 'estimation suivante. Il existe une constante

positive telle que

’Dar(xa y)| < ka(l' - y)? <250>
pour |a| = k. Avec
_ 1+ logr I 2—-d—k=0
[i(z) < I P (2.51)
| 2|2k sinon.

Soit O le cercle de rayon R circonscrit au rectangle €. Puisque dans le cas
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d’espéce d =2 #£ 1, on a

DT (2, y)| < CT(z — y). (2.52)
_ 1 _ 1 1 .
AvecI'(z2) < —.Ona | [I'(2)| < | — <C [ =rdr. Par suite
2| Q o |7 o 7
IT() <€, (2.53)

ou C' est une constante positive indépendante de p.
Comme Du(x / DT'(z,y)Lu(y) dy, alors en utilisant I'inégalité de
Young (2.46), on a

IVullze <[[DT(z, y) Lu(y) ||| Luy) | v
< ClI0(z — y) Lu() | o | Lu(y) v
< Cl[Lu(y) | zr-

Par conséquent on obtient
IVulle < C[| f|ze, (2.54)

ou C' est une constante indépendante de p. Ce qui achéve la preuve de la

proposition. m

2.5 Estimation en norme L? de D?u

Dans cette section, nous allons donner une estimation en norme L? de
la solution forte de I'équation (2.1) dans Q tel que 9Q € C%!. Comme
nous 'avons dit dans l'introduction, notre principal objectif pour ce qui
concerne cette estimation est de donner plus de précision sur la constante
de majoration. Les ingrédients principaux de notre approche sont : le théo-

réme d’interpolation de Marcinkiewicz, I'inégalité de Calderon-Zygmund
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et le potentiel Newtonien pour 1’équation de Poisson. Ainsi, nous abor-
dons dans un premier temps le théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz
comme dans [39], dans un second temps nous allons aborder I'inégalité de
Calderon-Zygmund et le potentiel Newtonien pour I’équation de Poisson
et finalement nous donnons le résultat sur 'estimation en norme L? des
dérivées d’ordre deux de la solution faible des équations elliptiques d’ordre

deux.

2.5.1 Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz

Avant de donner ce théoréme, nous allons donner quelques définitions

et propositions.

Définition 2.16. Soit f une fonction mesurable sur un ouvert de R%. La

distribution réguliere 1 = py de f est définie par :

ult) = ust) = o € Q@ fa) > t}]. (2.55)

ot |A| dénote la mesure de Lebesgue de l’ensemble mesurable A avect > 0.
Nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.17. [39] La fonction p ainsi définie est une fonction décrois-

sante sur ]0; 400].
Preuve. On définit par Q; = {x € Q;  f(z) > t}.
Soient t1,ts €]0; +00| tels que t; < to. Posons
Q, ={x ey f(z)>t}. (2.56)
et
Q, ={z€Q; f(z)>t}. (2.57)

Soit x € ,, on a f(x) > to > t;. Donc f(x) > t; ainsi x € €. Par
conséquent €, C €y, par suite |Qq,| < [Q,]. Dot pu(ts) < p(ty). =
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Les propriétés de base d’une distribution réguliére sont données par la

proposition suivante.

Proposition 2.18. Soit p > 0 et f une fonction mesurable telle que
|fIP € LY (), on a :

p(t) < t_p/ |fIP dz pour tout t > 0, (2.58)
0

/ \fIPdx = p/ P~ u(t) dt pour tout t > 0. (2.59)
0 0

Preuve. Pour x € Q;, on a x € Q et f(z) > t. Donc |f(x)[P > tP.
Ainsi / |f(z)]P > 7| = tPu(t). Ce qui prouve la relation (2.58).
Q

|f ()]
Aussi on sait que |f(z)| = / dt. Donc / |f(x)| de =
0 0

|f ()| +00
/ (/ dt) dx. Ce qui donne / |f(x)|dx = / p(t) dt. En effet,
a \Jo Q 0

h : 10: xQ) — R
il suffit de trouver une fonction J0; +oo]

(t, ) = h(t, x),
telle que /Qf(t,x) dx = pu(t) et O+OO f(t,x)dt = |f(x)|.
1 st f(x) >t

Soit x(t,z) =
0 si  f(z)<t.
Posons R = {(t,x) €]0; +00[x/ f(x) > t}. Nous constatons que, pour x
fixé, R, = {t >0, f(z) > 0} =]0; f(x)] et pour ¢ fixé
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Ry = {x € Q/f(x) >t} = U;. Ainsi, pour x fixé,

X(tax) — X:c(t) —

et pour t fixé,

x(t, ) = xi(w) =4
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—+00

x(t,z) dt) dx

X (E)10:1 @)1 dt) dx

+00

I
D\D\{O\
TN N N
Nﬁﬁ

8

X (E)10:1 (@)1 dt) dz.

On peut donc conclure que

/0 () dt = /Q F(2)] da. (2.60)

Pour obtenir I'égalité (2.59), nous allons procéder au changement de

variable suivant : On pose g = f? et on définit donc

Gs:={x € Q/g(x) > s}, (2.61)

et A(s) = |G(s)]. On a /Q lg(x)|P dx :/0 OO)\(S) ds. Donc

|f(x)]Pde = / ,u(si) ds. Pour s = t, ds = pt?~ldt. On obtient
doanI’égahté cherchge. |

Nous allons par la suite énoncer le théoréeme d’interpolation de Mar-
cinkiewicz sous la forme donnée dans [39] dont nous reprenons la preuve

en y apportant plus de détails.

Théoréme 2.19 (Interpolation de Marcinkiewicz). Soit T une application
linéaire définie de L1(Q)NL"(2) dans LY(Q2)NL"(Q) avec 1 < g <1 < 0.

On suppose qu’il existe des constantes 11 et Ty telles que

o () < <T1||f\|q>q 202

t
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et

pr, (1) < (THU”T>T, (2.63)

t
pour tout f € LYQ)NL"(Q) ett > 0. Alors T est une application linéaire
de LP(Q) dans lui méme pour tout ¢ < p < r et

1T flly < Clp, a7 Ty ™| fll 1o, (2.64)
1 a 11—«
pour tout f € LY(Q) N L"(Q) avec — = — + et
P q r
1/p
C@ﬂﬂ0=2< i ) :
p—q T—(¢

Preuve. Soit f € L1(Q) N L"(2) et s > 0. Nous allons décomposer
f=fi+ foavec

fl@) st [f(x)]>s
et

f(z) 81 |f(x)| < s.

Ainsi nous avons T'f =T f1 + T fo et |Tf| < |Tf1] + |T fo| et par suite
p(t) = pry < pry, (t/2) + pry, (t/2). Par conséquent on a

pry(t (QTl) | f1]? + (271}) /U\f2|r
o A
< () [ (OF) [

Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
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65

En multipliant chaque terme par pt?~! et aprés intégration on a,

+00 +00
p/ " g (t) Sp(2T1)q/ tpa! (/ \f1\q> di
0 0 |f|>s
400
+p (2T2)r/ Pl </ |f2\r) dt.
0 |fI<s

En utilisant la relation (2.59), on obtient

e ([ )
/Q\Tflpép(?Tl)/O P /|f|>8\f1\q dt

+p (2T2)T/

0

+00
tpfrfl (/ ‘f2‘7’) dt.
fI<s

Posons ¢ = ~s ol v est une constante positive que nous allons définir

apres. Alors on a

+00
[irsr<vny [Toer ([ g0 ae
Q 0 |f]>s

p(2T)" AP

Par ailleurs,

[ /. lr) o

De la méme maniére, on a

[ /. I) o

Par conséquent, nous obtenons

e (faer) e
/Q\f\q </0f sbal ds) dx

1
[
P—qJo

/Q\f\r (/|: Sp_r_lds) dx

1
/|f\pdx.
r—rJa
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[irsy<{-2rin oy [ eo

Nous pouvons maintenant faire le choix de v de telle sorte que le terme
entre accolades soit minimal. Pour cela, on considére 'application A :
r — —(2T )azP™1 + —(2T) 27", On suppose 7 est telle que
N(7) —p() an a !

N(x) =0 = p(2TY) 12?1 — p(2Ty) 2P "1 =0
= p(2T) 12?1 = p(2Ty) 2Pt
"t (D)
x4 N (2T1)q

= o= 2T

q

=z =2Ty T] .

On peut donc prendre v = 27, T Par suite la relation (2.65) devient

[ < { o enpery s Loeny e [ @

Par suite nous obtenons

1

P D P l—apa
T < 2 TS T P, 2.67
ITf1l, < (p_q+r_q) P (2:67)
ou o = —q(r —p).
p(r—q)

Nous allons énoncer ensuite 'inégalité de Calderon-Zygmund.
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Théoréme 2.20. [39/[Inégalité de Calderon-Zygmund] Soit f € LP()),
1 < p< oo etw le potentiel de Newton associé o f. Alors w € W?P et
Aw = f. De plus il existe une constante C(d, p)

1D*wll, < C(d, p)II flr- (2.68)

Remarque 2.21. La constante C(d, p) de l'inégalité de Calderon-Zygmund
est issue de celle du théoréeme d’interpolation de Marcinkiewicz pour ¢ = 1

et r = 2. Par conséquent

S I ) R G

p—1 p—1
Nous rappelons le lemme de Dautray-Lions.

Lemme 2.22. [30/[Dautray-Lions vol.1 pp 277]

Soit Qg un ouvert de R (d = 2,3), f € D'(Qy) et v solution de
I’équation de Poisson (2.17) dans Qq. Alors pour tout ouvert borné 2 C
Qq, il existe fi € D'(Qy) telle que f = f1 dans Qg et v est le potentiel de
Newton de f; dans 2.

Nous sommes donc en mesure de donner la proposition suivante.

Proposition 2.23. Soit 1 < p < oo et f € LP. Soit u solution forte de
Uéquation de Poisson (2.17) dans Q. Alors on a u € WP et

1D ull,< ClIf1l,. (2.70)

ou C' est une contante positive indépendante de p.

Preuve. La preuve de cette Proposition 2.23 est une conséquence du
Théoreme 2.20 et du Lemme 2.22 lorsque nous posons f = f; et
p
2

=

Lin

C(d,p) =e P=1) ona-2 :p—|—L,donc
p—1 p—1
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1 p? 1 D — 0
“ln =—In|(p+——
p \p—1 p p—1) p — 0.

2

De plus la fonction p —— %ln ( P est décroissante.

p—1
Donc il existe une constante positive C’ indépendante de p telle que

C(d,p) < C".

Par conséquent on obtient
ID*ull,< C"[| f]],- (2.71)

On prend C = C’. Ce qui achéve la preuve. m

On peut donc généraliser cette Proposition 2.23 aux équations ellip-
tiques d’ordre deux de la méme maniére que celle que nous avons effectué
dans 'estimation en norme L? de la solution forte des équations elliptiques

d’ordre deux. Ainsi nous avons la proposition suivante.

Proposition 2.24. Soit 1 < p < oo et f € LP. Soit u solution forte de
I’équation elliptique (2.1) dans Q.
Alors on aw € WP et || D?ul|,< C'|| fl,-

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme principal

de ce chapitre.

Théoréme 2.25. Soit p > 2 et u € WP(Q)NW,P(Q) solution faible du
probléme (2.1). Etant donné f € LP(Q)), il existe une constante positive

C' indépendante de p telle que :
[ullwzs < Cp|| fllLr- (2.72)

Preuve. En utilisnant les propositions 2.13, 2.15 et 2.23 on a

[ullw=r < (Crp + Co + Cap) || f] - (2.73)
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En posant C' = max(Cy, Cy, C3), on obtient
ullw2r < Cp|| ]|z (2.74)

Ce qui achéve la preuve. m

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons établi un résultat d’estimation en norme
W?2P de la solution faible des équations elliptiques linéaires d’ordre deux.
Notre principal apport pour cette estimation est le fait que nous avons
donné plus de détails sur la constante de majoration dans un domaine

borné polygonal.
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3.1 Introduction

L’équation elliptique de Monge-Ampére intervient particulierement
dans le probléme du réflecteur inverse. En effet, le probléeme du réflecteur
inverse se pose en optique géométrique non imaginaire [64, 49]. Il peut étre
formulé de la maniére suivante : Etant donné une source de lumiére
et une cible, comment concevoir une surface u réfléchissante en
forme libre telle qu’une distribution de densité de lumiére sou-
haitée soit générée sur la cible? A titre illustratif, projeter une image
sur un écran ou bien projeter une image sur un mur. Il y a de cela deux
mille ans, des réflecteurs projetant des images appelés miroir magiques
chinois ont été fabriqués a la main en bronze en Chine et au Japon, mais
cette recette a été perdue et reconstruite plusieurs fois au cours des années
|14, 16]. Aujourd’hui de telles surfaces de forme libre sont trés importantes
dans les applications d’éclairage. Par exemple, elles sont utilisées dans 1'in-
dustrie automobile pour la construction des phares qui utilisent le plein de
la lumiéere émise par la lampe pour éclairer la route mais en méme temps
sans éblouir la circulation en sens inverse [68]. C’est au début du 21¢ siécle
qu’il s’est avéré que la résolution du probléme du réflecteur inverse peut

étre modélisée par I’équation de Monge-Ampeére. Cette équation est une
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équation aux dérivées partielles totalement non linéaire et se pose souvent
dans le contexte d'un probléme de transport optimal. Elle intervient aussi
dans le contexte économique. Par exemple si I’on veut minimiser le cotit du
transport qui est mésuré par une fonctionnelle de colit quadratique sous
la contrainte de conservation de la masse totale, on obtient I’équation de
Monge-Ampére [68]. Dans cet esprit, le probléeme du réflecteur inverse
traite du transport de la lumiére sous la contrainte selon laquelle le flux
total émis par la source est redistribué a la surface ciblée |19, 18|. Pour
ce qui nous concerne, nous allons proposer une méthode d’éléments finis
mixtes linéaires pour 'approximation numérique des solutions régulieres
de I’équation elliptique de Monge-Ampére. Avant d’y procéder, nous
donnons dans le chapitre qui suit un résultat de régularité elliptique dans

un domaine polygonal.

3.2 Modéle

Les problémes du réffracteur inverse sont modélisés par 1’équation de

Monge-Ampére qui se met généralement sous la forme cf [19, 18] :

det(D*u + A(z,u, Vu)) = G(z,Vu) dans €. (3.1)

Avec

e () est un ouvert régulier de RZ.

e 1 : () — R, est une fonction scalaire convexe ou concave.

e Vu est le vecteur gradient de u et D?u est sa matrice Hessienne.

G :OxR! — Roet A: QxR xR? — R sont des fonctions
données.

e On ajoute les conditions au bord de ).

Remarque 3.1. L’hypothése de convexité de la solution u est une condi-

tion nécessaire pour rendre [’équation de Monge-Ampére elliptique. Elle
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intervient ausst pour les résultats de régularité de la dite équation.

Dans toute la suite le modéle que nous allons utiliser est le suivant.

3.2.1 Modéle

{ det D>y = f dans 52

u=g sur O0f,

ol u est une fonction scalaire convexe solution de (3.2),

2
Dy ( 0%u ) , (3.3)
&Iiiaxj ij=1,...2

est la Hessienne de u, f € C(Q) et g € C(09) sont des fonctions données.

On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que f > c¢. Dans nos travaux nous ne
nous interressons pas a la théorie de I'existence, d’'unicité et de régularité
de la solution faible ou généralisée de (3.2). Plusieurs travaux et résulltats
allant dans ce sens sont abordés et traités dans [20, 62, 61, 63, 21]. Par la
suite on supposera que la solution u de (3.2) est suffisament réguliére pour
nos besoins.Comme nous allons travailler dans un domaine polygonal, on
supposera pour la suite d = 2. Nous donnons dans ce qui suit quelques

formules utiles pour la suite.

3.3 Rappel de quelques formules

Tout au long de ce chapitre nous allons utiliser certaines identités ou

formules. Nous proposons dans cette section de les rappeler.

Proposition 3.2. Pour toute matrice A € M avec d = 2,0n a

J(det A)/0(aij) = (cof(A));;. (3.4)
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1 air a2
Preuve. Pour fixer les idées. Nous posons A = ( ) . On a

21 Q22
det A
det(A) = a11A922 — 210921 . Aussi % = 99
an
A A A
dag Oag Oaig
Jd(det A) O(det A)
dayy daig
V(det A) = :

d(det A) O(det A)
Oayy Oag

a —a
on obtient V(det A) = - )= cof(A). Ce qui achéve
—a2 an

preuve de la proposition. m

Proposition 3.3. Pour toute fonction v de classe C*(Q), l'application

F : v+ det D*v est différentiable et pour tout w € C*(2), on a

DF(v)(w) = (cof D*v) : D*w. (3.5)

Preuve. Soit v € C?(Q2). Considérons I'application F définie par
F(v) = det D?v.

Soit z € 2, considérons la fonction f; : v — D?v. Définissons 'appli-
cation fo par :

fo :Myya(R) — R
M — det M.

On a F(v) = fyo fi(v). Ainsi pour tout w, on a DF(v)(w) = D fy 0
fi(v) o Dfi(v)(w). Comme f; est linéaire et continue alors D f1(v)(w) =
fi(w). Ainsi en utilisant (3.4), on obtient

(3.6)
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DF(v)(w) = Dfao fi(v)(fi(w))
= (Vfa(fi(v)), fr(w))

= (cof(D*v), D*w).

Ainsi on a DF(v)(w) = {(cof(D%v), D*w) et par conséquent, on peut
=c

conclure que DF (v)(w) = cof(D?v) : D*w. m

Proposition 3.4 ([6]). Pour toute fonction convexe (respectivement stric-
tement convexe) v de classe C*(2), la matrice Hessiennee D?v est positive

(respectivement définie positive).

Nous donnons aussi quelques formules techniques sur le calcul du dé-
terminant. En considérant une matrice carrée A = (A); j=1,.. o d'ordre 2 et
en désignant par (cof A) la matrice du cofacteur. C’est-a-dire (cof A);; =
(—1)"*7(det A); o (det A) est le déterminant de la matrice obtenue par

suppression du i""¢ ligne de la "¢ colonne de la matrice A.

Proposition 3.5. Pour toute matrice A € M et d =2, on a

1
det A = 5 cof(A) : A. (3.7)

ailr a2 Ao  —a21
Preuve. On pose A = on a cof(A) =
ao1 Q22 —a12 ai

donc
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ail @12 Az —a3
A:cof(A) = ;
as1 22 —a12 an
= a11G22 — (210412 — Q12021 + 11022
= 2a11a92 — Q12021

= 2det A.

Par suite on a

det A = %cof(A) A =

Proposition 3.6. Pour toute fonction v € C?(Q),

div(cof D*v) = 0. (3.8)
Preuve. Soit v € C?(Q), on a D*v = R "
Uyz Uyy
cof (D?v) = T} Done
_Ufcy Uy
div[cof D*u] = div Yoy e
_Umy (o

Uyy:c - nyx - U:L’yy + U:L'zy

=0.
|

Remarque 3.7. Toutes les identités ou formules énoncées dans cette sec-

tion sont valables en dimension d quelconque.
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3.4 Formulation faible mixte

Nous donnons une formulation faible mixte de notre modéle (3.2). On

pose o = D?u, on a

{( (0,7)a = (D*u,7)q V7€ H(Q)*? (3.9)

det o,v)q = (f,v)a Vv € H}(Q)

En ulilisant (2.10), la formulation mixte du probléme (3.2) est alors :
trouver (u, o) € H3(Q) x [HY(Q)]**? tel que

(U, T)Q + (diV T, VU)Q — (Vu,7n>ag = 0 Vre [Hl(Q)]2x2
(det o,v)0 = (f,v)a Yve Hy(Q)

u = g sur Of
(3.10)

Proposition 3.8. [11] Le probleme (3.10), est bien défini.

Preuve. Pour voir le caractére bien défini du systéme (3.10), il suffit
de voir que le produit scalaire (det o,v) a un sens pour tout v € L?(Q)

et 0 € HY(Q)™?. Comme d = 2, alors on écrit o sous la forme

011 012
o =
021 022

et deto = 0110922 — 021012 ou 011,092,091,019 € Hl(Q) En utilisant

I'inégalité de Holder on a

|/ 011022V
Q

En utilisant les injections de Sobolev

<lloullzillozll vl 2. (3.11)

(HY(Q2) — L4(Q2) pour 1 < g < oo en dimension d = 2). Nous obtenons

‘/ 011022V
Q
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De la méme maniére on prouve que

/ 0110922V
Q

Ce qui achéve la preuve. m

Sllowullalloo|| g v < oco. (3.13)

Pour voir le caractére bien posé de la formulation mixte, nous donnons

la proposition suivante.

Proposition 3.9. La formulation variationnelle mixte est équivalente au

proleme de Monge-Ampére (3.10) et le probleme est bien posé.

Preuve. Soit u € H3(2) solution du probléeme (3.10). Pour o = D?u

dans €2, on a :

det 0 = f dans €
u = g sur O0f,

Ce qui donne

(0,7)q = (D?u,7)q V7€ H(Q)**?
(det g, U)Q - (f7 U)Q Vo € H&(Q)
u =g sur Of).

En utilisant la formule de Green, (2.10), on obtient

(0,7)a+ (divr, Vu)g — (Vu,mn)gn = 0 V1 e H'(Q)>*?
(det o,v)g = (f,v)q Vv e H(Q)
u = g sur 0.
(3.14)

Réciproquement, supposons que (u, o) est solution du probléme mixte
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(3.10)

(0,7)a + (divr, Vu)g — (Vu,mn)gn = 0 V1 e H'(Q)>*?
(det o,v)0 = (f,v)a Yo € HYQ)
u = g sur 0.
(3.15)

On utilise encore la formule de Green (2.10), et on a

(0,7)q = (D?u,7)q V7€ H(Q)>*?
(det g, U)Q - (f? U)Q Vo € Hl(Q)
u =g sur Of).

Ce qui donne,

o = D?u dans D'(Q)
det 0 = f dans D'(2)
u =g sur Of).

Il est prouvé dans [11]| que si le probléme (3.2) admet une unique solution
convexe u € H’() avec § > 3 en dimension deux. Alors le probléme
mixte (3.10) admet une unique solution (u, o) € H?(Q) x HY(Q)**% Ce
qui achéve la preuve. m

On peut faire le constat suivant.

Remarque 3.10.
e Pour u € H°(Q) avec § > 3, par injection de Sobolev on a u € C?().
e D’autres hypotheses de régularité sur u pourraient étre ajoutées lors

de l'analyse d’erreur a priori par la méthode des éléments finis.

Nous pouvons donc passer a une discrétisation et I’analyse d’erreur de

notre approche.
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3.5 Analyse d’erreur a priori pour une méthode d’élé-

ments finis mixtes P, — P?*?

3.5.1 Discrétisation

Soit (T3)p>0 une famille réguliere de triangulation de €2. Nous dési-
gnons par h : 2 — R, la fonction définissant la taille d'un élément de

(Th)n>0. Autrement dit h := max hx. Nous introduisons alors les espaces
zeK
de dimensions finies suivants :

X = {Th : Th|K € Pl(K)QXQ,VK c (.Th} (3.16)

et
V= {Uh € GO(Q) : ’Uh|K € Pl(K),VK € ‘Ih} (3.17)

ot P, I'espace des fonctions polynomiales & deux variables de degré au

plus k£ pour tout k£ € N.

3.5.2 Meéthode du gradient reconstruit

Nous nous proposons dans cette section de donner un bref apercu sur
la technique du gradient reconstruit. Cette technique est beaucoup uti-
lisée pour la superconvergence de l'approximation des équations aux dé-
rivées partielles par des méthodes des éléments finis. Nous avons utilisé
cette technique dans I’étude d’analyse d’erreur a priori de notre modele de
Monge-Ampére. Ainsi, avec cette derniére nous avons obtenu une nou-
velle méthode pour I'approximation de ’équation de Monge-Ampére. Il

existe plusieurs manieres de définir un opérateur gradient reconstruit.
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3.5.3 Procédure de construction du gradient reconstruit

Nous allons rappeler dans ce qui suit la procédure de construction d’'un
certain opérateur gradient reconstruit. Soit (77)s~0 une triangulation ré-

guliére et uniforme d’'un ouvert borné polygonal 2. On définit
Vi = {wy, € C°(Q), wy i € Pr(K),VK € T),}. (3.18)

Soit Ny, : 'ensemble de tous les sommets de la triangulation. Pour z € Ny,
on désigne par w, la réunion de tous les éléments ayant z en commun et
par Nj(w,) ensemble de tous les nceuds de w,. L’opérateur gradient

reconstruit est dénoté par : G, : V), — Vj, x V), tel que

Ghon = Y Gron(2)6.. (3.19)
z€Np,

ol ¢, est une fonction de base associée a un neeud z. Pour construire Gy,
on défini dans un premier temps Gpvp, au noeud z de w,. En définissant
Gy, au neeud z pour tout z, on a ainsi définit Gjvy, a tous les noeuds. On
obtient Gvy, € Vi, x V), sur tout le domaine par interpolation en utilisant
les fonctions de base d’origine de V. Pour ce qui concerne la construction
de Gup(z), on procéde par un ajustement grace a la méthode des moindres
carrées d'un polynome de degré k + 1 avec les valeurs de v, aux nceuds
de Np(w,). On peut se reférer par exemple a [54|. En d’autres termes, on

cherche ppiq1 € Pryq tel que :

D e —wn)* (2) = min Y (g —vn) (). (3.20)

j=1 j=
On définit alors
Gron(z) = Vpgia (2, y), (3.21)
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ou (z,y) sont les coordonnées de la triangulation de centre z. On pose
Ghop(z) = (Gron(2), Giop(2)). (3.22)

Cette démarche conduit & une méthode de différences finies. Ainsi
A N
Grop(z) = 5 Z b}fuhj(z), Z b?vhj(z) : (3.23)
j=0 j=0

ot les b} et bjz sont des constantes indépendantes de h. Nous allons adopter
la définition suivante. Pour toute matrice carrée d’ordre deux A = (aj;)

on définit par
AGvy, = (CLHG%U}L + alzG%Uh, agleLUh + CLQQG%U}L) eV, xV,. (3.24)

On peut aussi consulter [42] et [67] pour plus de détails dans la construc-

tion de 'opérateur gradient reconstruit.

.KG .K5

.K4

.Kg

FIGURE 3.1 — Exemple de w,
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3.5.4 Queslques proprétés de 'opérateur gradient reconstruit

Pour une triangulation réguliére et uniforme, 'opérateur gradient re-

construit vérifie I'inégalité discréte de Poincaré suivante

Proposition 3.11. [67, Section 4.1] Pour tout v, € V;,, et p > 2
3C > 0, [lvnllwir < Cl|Gronllwin, @ =0,1. (3.25)

Par ailleurs I'opérateur gradient reconstruit vérifie les propriétés sui-

vantes

Proposition 3.12. /42, 67]
1. Lopérateur Gy, est linéaire.

2. Gy, satisfait la condition de consistance. C’est -a-dire
Gn(Inp) = Vp Vp € Py,

ou Iy, est l'opérateur d’interpolation de Lagrange. Par conséquent, G,
est un opérateur de préservation polynomiale et posséde la propriété
d’approzimation suivante c.f. [54] : il existe une constante positive

C indépendante de h telle que
HVU - Gh(IhU)HLz(Q) S Chk+1‘v‘k+27g, Yv € IP)]H_l(Q). (3.26)

Proposition 3.13. /67, Theorem 2.2]. L’opérateur gradient reconstruit

G - Vi — Vi, x V), posséde la propriété de superconvergence, i.e.
HO’ — DGhIhuHLoo < ChHuHW?,oo, (327)
ot o = D*u

L’opérateur gradient reconstruit est borné. Dans le sens du lemme sui-

vant.
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Lemme 3.14. Pour tout v € V3, on a
|Grollze < [IVonl|Le, (3.28)

pour une constante positive C' indépendante de h et de p.

Preuve. La preuve de ce lemme est analogue aux preuves données dans
|66, Proposition 2| et dans [53, Theorem 3.2|. =

3.6 Formulation mixte discréte

Notre formulation discréte mixte est de : trouver (up, o) € Vi x 3, tel

que uy, = gy, sur 02

/(f —detop)vdr =0, Yv € V;, N Hy(Q)

! (3.29)

/Uh cpdr = / VGrup : pdx, Yu € X,
Q 0

ou G, est 'opérateur gradient reconstruit défini en (3.19).

3.6.1 Espace de discrétisation et normes dépendantes du maillage

On considére une triangulation réguliére (T7),s0 de . Dans cette sec-
tion on abordera dans un premier temps la notion sur les espaces de So-
bolev discrets et dans un second temps la notion de norme discréte c’est-
a-dire norme dépendante du maillage. Tous les résultats de cette section

sont valables pour les V}, définis par :

Vi, = {U € G(Q) CVK € P. VK € T, et k> 1}. (3.30)
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3.6.2 Espaces de discrétisation

Pour une triangulation réguliére (T3,)p~0, m > 0 et 1 < p < oo on
définit :

W™P(Ty) o= {v € LP(Q) : VK € Ty, v € WP(K)} (3.31)

et
H™(Ty) :=={v e L*(Q) : VK € Ty,vx € H"(K)}. (3.32)

En d’autres termes, on a

HU||]2r{m(‘J‘h) = Z HUH%{"L(K)? (3.33)
KeTy,
[0l = gggg\\vl\%vmm(m (3.34)
et
0] (g, = Z 017 (10)- (3.35)
KeTy,

3.6.3 Norme dépendant du maillage

Il est parfois indispensable de définir de nouvelles normes liées au
maillage du domaine. Cette nouvelle définition de norme est technique
et permet souvent de pouvoir obtenir des majorations en norme discréte.
Notre approche utilise une norme dépendante du maillage (Mesh depen-
ding norm) que nous définissons sur V}, par

ol = Nl + 1Gavll

Par ailleurs utilisant (3.28), on vérifie que cette norme dépendante du

maillage vérifie la propriété suivante.

o1, S Clells (330
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pour une constante positive C' indépendante de h et de p.

3.6.4 Probléme linéarisé

Dans notre approche nous allons utiliser le probléme linéarisé du modéle
(3.2). Ainsi on pose F(u) = f — det D?u, en utilisant la différentiabilité
au sens de Fréchet on a, F'(u)(v) = — div(cof D*uVv). On pose par la
suite A = cof(D?u). Nous pouvons donc mettre le probléeme (3.2) sous la

forme : trouver w tel que :

= D?w dans €

n
—div(AVw) =m dans (3.37)
w =1 sur  Of).

3.6.5 Formulation faible du probléme linéarisé

Une formulation faible du probléme linéarisé est : étant donné m €
L2(Q), et I € L*(09Q) trouver (w,n) € H3(Q) x [H(2)]?*? tel que

(n, 1) = (D*w,u)q  Vu e [HY(Q)]?*?
(cof (D*u)Vw, Vu)g = (m,v)0 Yo e HYQ) (3.38)
w = [ sur Of).

En ulilisant la stricte convexité de D?u et le lemme de Lax-Milgram, le

probléme (3.38) est bien posé.
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3.6.6 Formulation discréte du probléme linéarisé

La formulation du probléme linéarisé au niveau discret que nous avons

considérée est la suivante : trouver (wp, 1) € Vi X Iy

(0, 1) = (VGrwy, 1)V € Xy,
((cof (D*u)Vwy, Vo)a = (f,v)q, Yo € Vi, N Hy(Q) (3.39)

wp, = gy, sur Of).

Par la stricte convexité de u, le probléme (3.39) est bien posé.

3.6.7 Sur la régularité elliptique

Nous rappelons ici le théoréme de régularité et nous donnons quelques
conséquences directes liées a ce théoréme, notamment la régularité ellip-

tique discreéte.

Théoréme 3.15 (Régularité elliptique). Soit @, une solution du probléeme
— div((cof D*u)V®) = r dans Q, ® = 0 sur 0Q. (3.40)

Pour r € LP(Q), p > 2, nous avons : la solution faible ® de (3.40) est

dans W*P(Q) et de plus linégalité suivante est satisfaite
[@[lwze < Cpllr| . (3.41)

Il est prouvé dans [22] que si €2 est régulier( ¢’est-a-dire ouvert de classe
Ch1) (3.41) est vérifié. Dans cette thése nous avons prouvé c.f. [5] que c’est
aussi vérifié sur un carré.

Nous donnons ensuite la version discréte du théoréeme de régularité.

Lemme 3.16 (Régularité elliptique discréte). Soit r € LP(Q2) et soit v €
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Vi, N W, P(Q) solution faible de
((cof D*u)Vv, V), = (r,w)q,Yw € V;, N W, P(Q). (3.42)

Alors

|v][57100g,y < Op|l7 0.
(Th)

Preuve.
Soit ¢ solution faible de

— div((cof D*u)V¢) =r in Q, ¢ = 0 sur O (3.43)

D’aprés 'hypothése de régularité elliptique (3.41), ¢ € W2P(Q) on a

[¢llw2r < Cpllr]|zr.
Soit Py, : Wy P(2) — Vi, N Wy P(Q) la projection définie par
((cof D*u)V Pz, Vw)) = ((cof D*u)Vz, Vw) dz, Yw € Vi, N WyP(Q).
Nous avons, en se référant par exemple [15, (8.5.4)],

| Pyw — wl|ys < Chlwlly2e pour w € W2P(Q) N Wy P(Q).  (3.44)

Nous avons par (3.36) et (3.44)

||U|‘W1,p(frh) - ‘|Ph¢||’m71,p(7h) < th¢ - §b||’m71,p(fyh) + H¢|‘W17P(ﬂ]‘h)
< |[Pag = llwrr,) + [|Dllwie,)
< Chl[¢[lwzs + ||

w2

Nous concluons par le théoréme de régularité 3.15

ollipons,) < Cllélwe < Cpllrle.
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Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.17. [10] Soit y € V},, alors pour p > 2, on a

[yllzr < Csup . 2) (3.45)
0 2] e
zeVy,
1 1
avec — + — = 1.
P 9
Preuve. On a par définition
ol = sup 1) (3.46)

wro ||wl| o
welLq

Soit Py, , projection L? sur V},. Py, est stable dans LY [35]. Autrement dit,
pour w € L1
1Py wlze < C7flw]ls (3.47)

avec 0 = |1 — §| Comme p > 2 alors —1 <1 — % < 2, par conséquent C?

est uniformément borné en ¢q. Comme y € Vj, et (y,w) = (y, Py,w), alors

on a
P
[w][ e | Py, w|| Lo =20 |2lls
zeVy

Ce qui prouve le résultat. m
Nous rappelons quelques définitions et propriétés sur la notion de saut

et de la moyenne en méthodes des éléments finis.

3.6.8 Quelques opérations sur le saut et la moyenne

Définition 3.18. Soit nx la normale extérieur a un élément K de la

triangulation Ty. Pour e C 0K, une aréte de K nous définissons le saut
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K

FIGURE 3.2 — Exemple de deux éléments partageant une aréte commune

et la moyenne d’une fonction vectorielle v sur e respectivement par
P, = v+ - ng+ +vg- ng-, sie=0K"NIK™ € &l
P, = vic+ - ng+, sie=0KT NI € &Y,
1 .
{ol. = §(UK+ +vg-), sie=0KTNIK™ € &},
o}, = v+ sie=0KTNoN e &

Définition 3.19. Pour une fonction scalaire ¢, le saut et la moyenne

sont données respectivement par
//Cb]/e = Qg+ - Ng+ + Q- -Ng-, St e= OKTNOK™ € 827
[8], = dx+ - ng+, sie =K NN e &Y,
1 :
fo}e = 5(0xs + 0x-), sie=0KTNIK™ € &),
{0} = b+ sie=0K NI € &,

En utilisant le fait que nxg+ = —ng-, par simple manipulation algé-
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brique pour une fonction scalaire ¢ et pour tout vecteur v, on a
[pv], = dx+vr+ - ng+ + dx-vK- - nK-,
1 1
= 6T+ =) + 56T — )T o)
= fo}lol + lvlfo}-

De plus pour un champ de matrices A et pour tout champ de vecteur

v, nous donnons la décomposition de [Av].
Nous définissons par {A} = 1(A|x+ + Alx-) et

[{A}v] = ({{A}}’UK+) -nK++<{A}}UK—) N, [A] := nles A+ +n- Ag-.
Nous avons aussi
[Av] = [{A}] + [A]{v}- (3.49)
Lemme 3.20. Pour toute matrice A et tout vecteur v, nous avons
TAKv} = [A{ v} ] (3.50)
Preuve.
[A{v}] = (Ag+{v}) - ng+ + (Ax-{v}) - nx-

= e (Asc- (o) + - (A f0}) = (nke Ascs + kA ) v,

et par conséquent

[AlfvE = [A{vE] (3.51)
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3.7 Analyse d’erreur a priori

La formulation discréte est donnée par (3.29). Pour ce qui concerne
'analyse d’erreur, la technique est analogue a celle utilisée dans [10]. Nous
partons d’un probléme linéarisé et nous définissons ’application dont tout
point fixe résoud le probléme non linéaire discret (3.29).

Nous nous interessons aux éléments (wp, n,) € Vi, X X, satisfaisant

(s o = (VGrwn, )k, Vv € . (3.52)

D’apres l'inégalité de Holder et le lemme de Lax-Milgram, étant donné

wy, € Vj,, la Hessienne discréte de wy,

H(’U)h) = N,
est bien définie d’aprés (3.52).

Lemme 3.21. Pour wy, et z, € Vy,, linégalité suivante est vérifice. Cest-

a-dire, lopérateur H est Lipschitzien.

[|H (wn) — H(zp)l| e < Csllwn = 2nl 50, )

Preuve. Soit wy, et z, € V3. D’aprés (3.52) nous avons pour p > 2 et
1/g=1-1/p

[(H (wn) — H(z1), )| = |(VGr(wy, — z1), )]
< ClIVGr(wn, — zu)|| e[|l 2o

D’aprés (3.45), nous avons

|| (wn) — H(zn)l[r < Cllwn = 2nl5, )
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En utilisant ’estimation inverse et avec p satisfait la relation
| Inh| < p <2|lnh, (3.53)
nous obtenons

[1H (wn) = H(z)|| 1= < Chv|[H (wn) = H(z)||» < Cllwy, -

Zh”Wl,p(qh)-
|
On a le le suivnat.
Lemme 3.22. Pour p € X, et v € 'V,
(VGho, p)o = —(div p, Gpo)a + (Grv, pn)oq.
Preuve. Par intégration par parties, on a
(div e, Gpo)a = Y (divp, Gpo)x = — > (1, VG)x
KeT, KeT,
+ > (G, i) oxc
KeTy,
= — Z (1, VGRo) i + Z /[[,uGhv]] ds + (Gpv, un)sq.
KeTy ectt ¢

Comme u et Gpv sont continus, le résultat s’en déduit. m

Remarque 3.23. Nous constatons avec le Lemme 5.22 que notre pro-

bléeme discret (3.29) est une variante de celle proposée par Lakkis et Neilan
dans [51, 56/.

Remarque 3.24. D’apres le Lemme 5.22 on a pour p € X,

(H(up), p)o = —(div p, Gpv)o + (Grv, pn)aq,

ce qui est identique a la définition de la Hessienne discrete donnée dans

[51] lorsque Grv est remplacé par Dv.
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3.7.1 Définition de la boule

On ne perd pas la généralité en supposant que h < 1. Nous définissons

pour p > 0, par

Bu(p) = {(wn,m) € VixZn, lwn—Dnullgng,, < o5 llm—Ino |~ < h7'p}.
Nous définissons aussi
Zn = A (wn,np) € Vi, X Xy, wp, = gpsur 02, (wp, np) résoud (3.52) }et

Bi(p) = Bi(p) N Zy,.
Lemme 3.25. By,(p) # 0 pour p = Cyh? et Cy > 0 constante.

Preuve. Soit 1, € Xj désignant la Hessienne discréte pour Iu donné
par (3.52). Nous prouvons que (Inu,n,) € Bp(p) pour h assez petit
p = Coh pour une constante Cy. En utilisant (3.52), on a (np,pu) =
(DG Ipu, ). Par conséquent

(mh — Ino, 1) = (my — o, 1) + (0 — Ino, 1) = (DGrlpu — o, p1) + (0 — Iho, )
D’aprés le Lemme 3.45 avec p > 2
\nn — Inolle < ||DGrIpu — ollpe + || Ino — ol|r < C||DGrlyu — ol|p= + ||Ino — o]
Ainsi par (1.49) et (3.27)
|9 — Ino||lr < Ch* + Ch < Ch.
D’aprés 'estimation inverse et comme p satisfait (3.53) on a

H?]h — ]hO'HLoo < Ch_%th — IhUHLP < Ch= h_lp.
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3.7.2 Définition de ’application T’

Considérons I'application 1" définie de la fagon suivante :

T:thEh%thEhpar

T'(wp,mn) = (Ta(wn, mn), Ta(wn, Mn)),

ot Ty (wp, np) et To(wy, np) vérifient

((cof D*u)V (wy, — Th(wn, mn)), VUi = (f,v) — (detmp,, v) g,V v € Vi, N Hy(K2).
(3.55)

wy, — T1(wp,mp) =0 sur 0. (3.56)

En utilisant |11, Remark 3.6, on a le lemme 3.26 suivant

Lemme 3.26. L’application T est bien définie et tout point fixe (wp, np)

de T avec wy, = gp, sur 0X) est solution du probléme non linéaire (3.29).

Nous allons ensuite donner les différentes propositions nous permettant
de prouver que le probléme discret non linéaire (3.29) admet un point fixe.
Ces propositions nous conduisent & 1'utilisation du théoréme du point fixe
de Brouwer.

La toute premiére nous permet d’établir une relation entre les applica-

tions composantes T} et Ts de l'application 7T

Proposition 3.27. Soit p > 0 et (w1,m) et (wq,m2) dans Bp(p). Nous

avons

T2 (w1, m) — To(wa, m2)||22(7,) < Cal|T1(wr, m) — Ti(wa, m2)||wes (),
(3.57)
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pour une certaine constante positive choisie C3 > 1.

Preuve. Soit (wq,m1) et (wo,n2) deux éléments de Bj(p). Comme
To(wp,mp) = H (T (wp, np)), d’aprés le Lemme 3.21. On a

|[To (w1, m) — Ta(wa, n2)|| L2,y < Csl[Ti(wr, m) — Ti(wa, m2)|[wiee(T,)-
(3.58)
Ce qui achéve la preuve. m
Nous donnons ensuite la proposition suivante qui indique comment I’ap-

plication T' agit sur le centre de la boule By,(p).

Proposition 3.28. L’ application T déplace faiblement le centre (Inu, Io)
de la boule By,(p), c’est-a- dire qu’il existe des constantes positives Cy et

Cs telles que :

| 1yu — Ty (Iyu, I,0) /< Cih?[In (3.59)

H'Wl,p(fyh
||]hO'—T2(]hU,[hO')HLoo§ Cgh, (360)
pour h assez petit.

Preuve. Pour wy, = Iu et 1, = Io, utilisant (3.55) et det D?u =

det ¢ = f, nous avons
((cof D*u)V (Iyu — Ty (Iyu, Ir0)), Vo)g = (det o — det I,0,v)q.

Comme sur chaque élément K, det [,o — det o = 5(cof(I,0) + cof(0)) :

1
2
(Ino — o), nous avons

H det[ha — det O'HLp(K) < CH[}LO'—JFO'HLoo(K)HIhO' — 0" Lr(K)-

D’aprés (1.49), nous avons ||[I,0]|~ < Cllo||r~. Ainsi, en utilisant une
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fois encore (1.49)
H det IhO' — det UHLp(K) < CHI}LO' — O'HLp(K) < Ch2
Par conséquent, d’apreés la régularité elliptique et (3.53), nous avons

| Inu — Ty (I, Iho) 7, < Cp(|| det Io — det o]|»)

< Ch?|Inh| < Ch|Inhl.

HWLp(

Nous concluons d’apres le Lemme 3.21 que

HH([hU) —TQ(Ihu,[hU)HLoo S CH[}LU—Tl(]hu,IhU) ) S Chz‘ lnh\

HWl,p(Th

Comme nous avons prouvé dans le Lemme 3.25 que ||H (Ipu) — [0~ <
Coh, nous obtenons |[I,o — To(Ihu, [0)||p=< Ch, pour h suffisament
petit. Ce qui achéve la preuve de la proposition. =

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant.

Lemme 3.29. Pour wy, € Vy,p > 2,1/p+1/q = 1, pour tout v € W34

et A = cof D*u, on a
((A(Vwy, — Grwy), Vv)| < CR?|IVGrws ||| [v] s (3.61)
Preuve. Soit wy, € Vi, v € W34 et A = cof D?u, on a
(A(Vwy, — Grwy), Vo) = (Vwy, — Grwy, ATV). (3.62)

En utilisant (Vwy, — Grwy,, ATVv), la suite de la preuve est analogue a
celle prouvée dans |42, Théoréeme 3.1] pour p = ¢ = 2 et A la matrice

unité. m

Proposition 3.30. Soit (wp,nn) € Vi, X Xy, Nous avons pour p > 2 et
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I/p+1/g=1
|((cof D*u) : mp, v) + ((cof D*u)Vwy, Vo)| < Ch|v| pellwp i1, (3.63)

Preuve. Posons A = cof D?u. Pour une fonction scalaire v € V}, N
Hi(2), on a:

(A, v)o = (M, vA)a = (M, Py, (vA))o = (VGhrwp, Py, (vA))q
= (VGhrwp, Py, (VA) —vA)q + (VGrwp, vA)q.
(3.64)

Par intégration par parties,

(Vthh, ’UA)Q = —(thh, diV(UA))Q + Z <thh7 (UA)nK>aK.

KeTy,

En d’autres termes ) o (Grwn, (vA)ng)ox = 0 comme v = 0 sur 92
et Grpwp, v et A sont continus. Autrement dit div(vA) = AVu+vdiv A =
AVv. Ainsi

(VGrwp,vA)q = —(Grwy, AVV)q,

et nous obtenons pour (3.64)
(A DM, U)Q + (AVUJ}L, V?})Q = (Vthh, Ps, (UA) — UA)Q

+ (A(th — thh), V’U)Q
(3.65)

Comme v est une fonction linéaire par morceau, par ’estimation inverse

| Py, (vA) — vA||pe < C’hQHUAHWz,q = Ch2HUAHW1,q < ChQHUHWLq
S OhHUHLq.
(3.66)
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De plus, d’aprés (3.61)

[(A(Vwy, — Grwy), V)| < CR? ||V Grwp|| o] [v] s
— ORIV Grwn |1 ][0 e (3.67)
S ChHVGhUJhHLpHU”Lq.

Nous concluons pour (3.65), d’aprés I'inégalité de Holder, (3.66) et (3.67)
que

(A my,0) + (AVawy, Vo) < ChI [V Gawn||o][0]] 1.

Ce qui achéve la preuve de la proposition. =

3.7.3 Propriété de contraction

L’'unicité du point fixe dans le théoréme du point fixe de Brouwer
n’étant pas garantie, nous donnons la proposition suivante qui nous permet

de prouver 1'unicité de la solution du probléme discret non linéaire.

Proposition 3.31. Pour h suffisament et pour (wy,m) et (wq,n2) dans

Bi(p), nous avons
||T1(UJ17 771) - T1(1U2, 772)‘|W1,p(‘3’h) < 4_6,3HUJ1 - 1U2||f/[71,p(g~h)

h2
—— +Cph!|Inh — ||~
+ <403 + Cph™"|In |> [ — m2l e,
pour une constante C3 > 1.
Preuve. En utilisant (3.55), on a
((cof D*u)V (T1 (w1, m)—T1 (w2, n2), Vv)q = ((cof D*u)V (wi—ws), Vv)g
+ (det m — detny,v)q
=T — ((cof D*u) : (n1 — m2),v) + (detn; — det np, v)q,
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ou
' = ((cof D*u)V (w; — wy), Vv)q + ((cof D*u) : (n; — 1m2), v)a.
Par la Proposition 3.30, on a
T < Chllelluallws — wallgns, (3.68)

Par [11, Lemma 2.4], sur chaque élément K nous avons

1

1
det ; — detny = cof (57]1 + §n2> (= m2). (3.69)

Par conséquent, sur chaque élément K et utilisant ¢ = D?u, nous avons

(cof D2u) : (m —m2) — (detnpy — detny) =

((cof D*u) — cof (%m + %?72)) t(m —n2)

1 1
= cof <a ——m — —772) : (m — o)

2 2
1 1 1 1
—cof (o —1T “Lo— = “Lio— =ny | (0] — mo).
co (0 h0+2 ho 2771-|-2 ho 2772> (m —n2)

Ainsi

<
L (K)

1 1 1 1
f — 1 — Lo —— — Lo ——
co (a ho + 5 X 2771 + 5 hO 2772>

1 1
¢ (Il =t + 100 = s + 512 = el

< Ch*+ Cph™'.
Par conséquent

| (cof D*u) : (n1 —n2) — (det gy — det o) ||» < C(R* 4+ ph™H)|Im — 12| 1.
(3.70)
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Nous définissons la forme linéaire ¢ sur V}, par,

p(v) = ((cof D*u)V(T1(wr,m) = Ti(wz,m2)), V).

Par le théoréme de représentation Riesz, il existe x € V}, avec p(v) = (x, v)

pour tout v € V}, et par (3.45), nous avons

Ix|lze < C sup b )] (3.71)
o V]| o
veV),

Utilisant (3.68),(3.70) et (3.71) nous obtenons
IxXllze < Chllwi = wallg, + C(R* + ph™)llm — o] =
D’aprés la régularité elliptique discrete, on a

| T1(wy, m) — Ti(wa, m2) [, < Cphllwr — wall,
+Cp(h* + ph™")||m — ma 1.

Comme |Inh| < p < 2|Inh|, nous avons Cph < 1/(4C3) et Cph <
h'/2 /(4C3) pour h assez petit et C3 > 1. Ce qui achéve la preuve. m
Nous allons aussi prouver que 'application 7' laisse invariante la boule

Bi(p). Ce qui est donnée par la proposition ci-dessous.

Proposition 3.32. Soit p(h) = 4Cy|Inh|h? ou C; = max(Cy, C1, Cy),
Cy est la constante du Proposition 3.25 et C1,Cy, sont des constantes
de la Proposition 3.28. L’application T laisse invariante la boule By(p).

C’est- a - dire, pour (wy,ny) dans By(p), on a

T (wn, i) — Inullwre,) < p (3.72)
1T (wn, mn) — Tno ||~ < ph™. (3.73)

Preuve. Soit (wp,n,) € Bi(p). On rappelle que [|wy, — Tpullpee(r,) <
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p et ||n, — Iol|lr=< ph~!. En appliquant l'inégalité triangulaire et la

Proposition 3.31, on a

1T (wn, ) — Inul[, < 1T (wn, i) — Ta(Dnw, 1no) ||,
+ HTl(]hu,]ha) — ]hquWLp

1

1 hz
40 —lwn— TG, + (40 + Cph~ 1111h>|77h I1,0||z=+Crh|In h.

Pour h assez petit, h'/2/(4C3) < 1/8 et Cph~*Inh| = Ch|Inh|> < 1/8.

Par conséquent, comme C3 > 1

1 1
| T3 (wh, mn) — Tnullfr, < ZHwh - IhuHWl,erZH??h — I1,0||z=+Cyh|In h)|

p
Pty

IA

11
TR
P

IA

Ceci prouve (3.72). D’apreés I'inégalité triangulaire
1o (wh, 1) =10 || oo < {[To(wh, 1) =T2(Inu, 1n0) || oo+ To(Inw, 1no ) =Iho || oo
Ainsi, par la Proposition 3.27
| T2(wn, nn) — Ino|| L=< C3l| Ty (wh, nn) — Ti(Inu, 1no) ||, +Cah| In k|
e <4é Juon — fhunwl,ﬁ(fcl + Co ) - zmoo)
+ Coh|In hl.

Par ailleurs

1 1
| T2 (wn, ) — Ino||pe< ZHwh — IhuHWl,erZH??h — I1o|| 1~

+ ChlInh|®)||ngy — 10| z~+Csh| In A).
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Pour h assez petit nous avons Ch|Inh|? < 1/4. Par conséquent

1 1 1 1
T — 1 w< —p+-p+-p+-p<np.
| T2 (wh, 1) ho || L < 4p+4,0—|—4p+4,0_,0

Ceci prouve (3.73). Ce qui achéve la preuve. m

La continuité de 'application 71" est donnée par la proposition suivante.
Proposition 3.33. L’application T est continue de By(p) dans By(p).

Preuve. Soit (w1,m1) et (wa,n2) dans By(p). Nous avons

|71 (wy, 1) — Ti(w, 772)\|W1,oo(7h)+HT2(w1, m) — To(wa, m2)|| L=<
(1 + C3)HT1(’LU1, 771) - Tl(w% 772)HW1’00(‘.T;L)
< C (Jlwr = wallwroeiy +lm = mallz2) -

Ce qui prouve la continuité de 'application 7". =

3.7.4 Existence et unicité de solution

Nous sommes donc en mesure d’énoncer le résultat d’existence et d’uni-
cité de solution du probléme non linéaire discret (3.29). Ceci est donné par

le théoréme suivant.

Théoréme 3.34. [}/ Le probléeme discret (3.29) admet une unique solu-
tion (up, o) dans By(p) pour h suffisament petit et p défini comme dans
la Proposition 3.32.

Preuve. Nous utilisons le théoréeme du point de Brouwer pour prouver
ce théoréeme. En utilisant 3.33, T" est continue de Bj(p) dans lui méme.
Donc d’aprés le théoréme du point fixe de Brouwer (1.11), I'application T
admet au moins un point fixe (wy, ) dans By (p). Supposons qu'il existe

deux points fixes (wi,ni) et (w2, n7) de T.
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Alors nous avons T (w},n}) = w; et Ty(w?,n?) = wi. Pour h assez

petit, on a

1
17 ) = T ) < 5 (k= ksl = 7~ ).

Par conséquent
lwi, = willi <l = willg 45l = il
ce qui donne

lwr, = whllgp < 3 ~imh = . (3.74)

En d’autres termes Ty(wi, ni) = n} et To(w?,n?) = ni. Utilisant la Pro-

position 3.31 et pour h assez petit, on a

1T (wh, ) — Towy, mi) 2= < Csl|Ta(wy,mp) — Ti(wy, 0i) g,
< |1 Ta(wh, 1) — Ta(wh, 1) -

Il s’en suit que (3.74)

o ]

ok = 2l s Hwi—wil\wl,ﬁl\ni—nihw)

1 1
< Sl = mille+ i = il
Nous concluons que 77,11 = 17,% et ainsi par (3.74), on a w}L = w,% Ce qui

achéve la preuve du théoréeme. m

3.7.5 Majoration d’erreur a priori

Nous donnons le résultat de convergence de notre méthode dans le

théoréme suivant.

Théoréme 3.35. /4] Soit (u,0) € W3®(Q) x WH>(Q)?*2 ['unique so-
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lution convexe du probléme continu (3.10) et (up, o) Uunique solution
dans By(p) du probléme discret (3.29) pour h suffisament petit et p =

4Ch*|In h|, alors les inégalités swivantes sont satisfaites.
|u — up |57, < Ch*|In Al (3.75)

lo — on|l =< Ch|Inhl. (3.76)

Preuve. La preuve est une conséquence directe du Théoreme 3.34, qui
stipule que la solution est dans By(p), en utilisant la définition de By(p)

et le choix de p. m

Remarque 3.36. Dans [11], une analyse d’erreur par une méthode d’élé-
ments finis mizte P, — ]P’sz avec k > 3 et d = 2,3 a €té étudiée pour
le modele standard de l’équation de Monge-Ampére. Ainsi, les résultats

d’existence, d’unicité et de majoration d’erreur a priori sont obtenus.

3.8 Conclusion

Dans cet chapitre nous avons procédé a l'analyse d’erreur & priori par
une méthode d’éléments finis mixtes P; — IP’%XQ de I'équation elliptique de
Monge-Ampeére. Ceci nous a conduit a établir un résultat de régularité
elliptique W2? pour les EDP elliptiques linéaires d’ordre deux dans un
rectangle [5]. L’outil essentiel que nous avons utilisé dans notre approche
est 'opérateur gradient reconstruit. Pour conséquence, nous avons obtenu
des résultats théoriques de convergences optimales c.f.[4]. L’implémenta-

tion numérique de notre méthode est en cours d’élaboration.
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CHAPITRE QUATRE

MODELE DU PROBLEME COUPLE
NAVIER-STOKES,/ DARCY

4.1 Introduction

Le monde scientifique est confronté a beaucoup de problémes dont les
modélisations engendrent des problémes de couplage. En effet, le cou-
plage entre les eaux souterraines et les eaux de surface est important. Par
exemple prédire comment la pollution se déverse dans les cours d’eau, les
lacs et les rivieres. Ce couplage est également important dans les appli-
cations technologiques impliquant la filtration. En particulier, pour des
applications spécifiques, nous nous référons au flux dans les milieux po-
reux apparaissant dans U'extraction pétroliére [1, 8, 9], puits de réservoir
2], filtrations industrielles et le mouvement du sang dans les tumeurs et les
micro-vaisseaux [58, 60]. L'un des modeéles les plus populaires utilisés pour
décrire I'interaction mentionnée est le modeéle de Navier-Stokes / Darcy
(ou Stokes-Darcy), qui consiste en un ensemble d’équations aux dérivées
partielles ot les équations de Navier-Stokes (ou Stokes) sont couplés avec
le modeéle de Darcy a travers un ensemble d’équations de couplage agissant
sur une interface commune donnée par la conservation de masse, 1’équi-
libre des forces normales, et la condition dite de Beavers-Joseph-Saffman.
La condition de Beavers-Joseph-Saffman a été expérimentalement dérivée

par Beavers et Joseph dans [45], modifiée par Saffman et plus tard ma-
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thématiquement justifiée. Les estimateurs d’erreurs a-posteriori sont des
grandeurs calculables, exprimées en termes de la solution discréte et des
données, qui mesurent les erreurs discrétes réelles sans la connaissance de
la solution exacte. Ils sont essentiels pour concevoir un maillage adapté
au probleme. Ce qui entraine un équirépartissement d’effort de calcul et
optimise l'efficacité de 'approximation. Depuis les travaux pionniers de
Babuska et Rheinboldt [46], les méthodes d’éléments finis adaptatifs ba-
sées sur des estimations d’erreur a-posteriori ont été largement étudiées.
Les estimations d’erreur a posteriori ont été bien établies pour le probléme
couplé Stokes-Darcy [46, 45]. A notre connaissance, le premier travail trai-
tant des algorithmes adaptatifs pour le couplage Navier-Stokes / Darcy
a été étudié dans [44]. En effet dans [44] une méthode d’analyse d’er-
reur a-posteriori a été proposée pour une approximation discontinue de
Galerkin de ce probléme couplé. Dans |7], les auteurs ont obtenu des esti-
mateurs d’erreur a posteriori fiables et efficaces basés sur les résidus pour
la version tridimensionnelle avec une méthode mixte augmentée introduite
dans [25]. Les auteurs [34] considérent la formulation mixte standard dans
le domaine de Navier-Stokes et la formulation mixte dans la région de
Darcy, ce qui donne l'introduction de la trace du milieu poreux comme
multiplicateur de Lagrange approprié. Les sous-espaces d’éléments finis dé-
finissant la formulation discréte utilisent des éléments de Bernardi-Raugel
et Raviart-Thomas pour les vitesses, des constantes par morceaux pour
les pressions et des éléments linéaires continus par morceaux pour le mul-
tiplicateur de Lagrange. Une analyse d’erreur a priori est effectuée avec
quelques tests numériques confirmant les taux de convergence. Nous nous
proposons de developper une analyse d’erreur a-posteriori pour la méthode
des éléments finis conformes étudiées dans [34]|. En effet, cette méthode
généralise toutes les approximations conformes pour ce type de modéle et

aucune étude d’analyse d’erreur n’avait été proposée. L’estimation d’er-
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reur a-posteriori est basée sur une évaluation sur le résidu de la solution
d’éléments finis. Nous prouvons en outre que notre estimateur d’erreur

a-posteriori est a la fois fiable et efficace [47].

4.2 Cadre général d’analyse d’erreur a posteriori

Soit 2 un ouvert assez régulier de R? (d = 2,d). Soit X et Y deux
espaces de Banach et A : X — Y une application continue. On considére

le probléme continu suivant : Etant donné f € Y, trouver u € X tel que

Au) = f. (4.1)

On suppose que le probléme (4.1) est bien posé. Soit h > 0 un parameétre
de discrétisation et (T3);, une famille de triangulation réguliere de Q. X,
un espace de dimension finie.

- Si X, € X, alors il s’agit d’une discrétisation conforme.

— Si X, ¢ X, alors il s’agit d’une discrétisation non-conforme.

Le probléme discret est alors : trouver uy, € Xy, tel que

An(un) = fn. (4.2)

— Ap, est une approximation de A dans X,
— fn est une approximation de f dans Yy,
On suppose que le probléme (4.2) est bien posé. Sous une certaine hypo-
these de régularité de la solution du probléme continu, on peut prouver
que :
o = wnllx < Clu, fB (43)

La majoration (4.3) permet de prouver la convergence de la méthode.
Question : Que faire pour vérifier la convergence de la méthode lorsque

la régularité de la solution n’est pas connue ?
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On peut procéder a l'analyse d’erreur a posteriori. Pour cela,

1. On construit des quantités O g (uy, K, f) appelées indicateurs d’erreur
1

locaux avec K € (73);, et on pose © = (Z Ok (up, K, f)p> .

KeTy
2. on établit des majorations :
lu — unx < O(un, fa, h) + ¢ (h, f) (4.4)
Ok < COllu —upllx,c + G (B, f) (4.5)

oit X est un espace de patchs locaux et (& (h, f) et (I(h, f) sont

des termes dépendant de la donnée encore appelés termes sources.

Lorsque la famille d’indicateur © vérifie respectivement (4.4) et (4.5), on
dit qu’elle est fiable et efficace respectivement. Dans ce cas on conclut
qu’elle est optimale. Les © forment alors une bonne carte de 'erreur (in-
diquent la zone ou Uerreur est plus faible et celle ou elle est plus grossiére).
Ceci permet de procéder a la mise sur place d'un algorithme d’adaptation

de maillage.

4.3 Modéle couplé Navier-Stokes/ Darcy

Pour ce qui concerne le modeéle du probléme couplé Navier-Stokes/Darcy,

nous allons le décomposer en trois parties a savoir :
1. Le modele de Navier-Stokes
2. Le modele de Darcy

3. Les conditions de transmissions.

Remarque 4.1. Pour faciliter les notations, pour toute la suite de ce

document on adoptera cette identité v.Mv = v’ M.
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I's
n . 1 1 2]
- (s : Domaine fluide -
TnD Y
—_—
Tj lng
Q Q . M.l. Q
- p : Milieu poreux )

I'p

FIGURE 4.1 — Géometrie du probléeme

4.3.1 Modéle de Navier-Stokes

L’écoulement d’un fluide visqueux dans un domaine est généralement
modélisé par les équations de Navier-Stokes. Soit €2 C R? un ouvert
borné assez régulier, d € {2,3} et ng la normale unitaire & 0Qg dirigée
vers 'extérieur. Ainsi les équations de Navier-Stokes dans le cas d'un
régime d’écoulement stationnaire d’un fluide incompressible occupant le
domaine Qg s’écrivent sous la forme :

Trouver (ug, ps) : Qg — R? x R, telles que

—2vdiv e(ug) + Vps + ,0(115 . V)ug = f¢ dans Qg
divug = 0 dans Qg (4.6)

Ug = 0 sur FS

4.4 Modéle de Darcy

L’écoulement d’'un fluide a travers un milieux poreux dans le cadre
d’un régime stationnaire est modélisé par la loi de Darcy. Pour un fluide

occupant un domaine p C R? assez régulier, cette loi est donnée par :
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trouver (up,pp) : p — R? x R telles que

K'up+Vpp = fp dans Qp,
divup = 0 dans Qp, (4.7)

up = 0 sur FD

Avec

e v > () : viscosité du fluide

e p > 0 : densité du fluide

e K:z € Qy— K(z) € R*? le tenseur de conductivité hydraulique
décrivant les caractéristiques du milieu poreux et les propriétés du fluide.

De plus on supposera que
3C >0 telque ¢&-K-€> €|z, VEeR (4.8)

Pour x € {S, D}

o f, : est donnée.

e v, : est la vitesse du fluide (inconnue).

e p, : est la pression du fluide (inconnue).

e e est la matrice désignant le tenseur des déformations linéaire et est
donnée pour tout fonction assez réguliére ¢ par

10y Oy
e(¥)ij = 3 <a—% + 8_::;) : (4.9)

4.5 Conditions sur 'interface

Les conditions sur I'interface pour le probléme couplé Navier-Sokes/Darcy
sont imposées sur 'interface entre les domaines €2g et {2p. On les appelle

encore les conditions de transmission. Elles sont données par le systéme
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suivant :
uSnS+anD =0 , sur )y
) ps— 2vng - e(ug) - ng = PpD , sur 2 (4.10)

\ (071 %

ng.e(ug) 7 =-—ug-7 , sur %

L’équation (4.10)1 traduit physiquement la conservation de masse & tra-
vers U'interface. L’équation (4.10)2 est I’équilibre des forces normales sur
'interface . La dernire L’équation (4.10)3 est la condition de Beavers-
Joseph-Saffman et k est un réel strictement positif défini par k = 77 .vK.7
puis un nombre réel vérifiant ag > 0.

De plus en considérant sur 'interface Y une aréte e, ng est la normale
a e et 7 le vecteur tengent a e de telle sorte que (ng, 7) constitue une base

du plan.
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4.6 Modéle couplé Navier-Stokes/Darcy

Le modele couplé Navier-Stokes/Darcy est donc donné par le systéme

suivant.
([ —ovdiv e(llg) + Vps + ,0(115 . V)ug =fq dans Qg
div ug =0 dans Qg
ug =0 sur I's
Ug-Ng+ up - np =0 , sur by
{ Ps — 2V1’15 . e(llg) ‘' 1lg = PD sur b (4.11>
VT kT
——ng-e(ug) - 7 = —Uug-T sur by
(0% 1%
K‘luD + Vpp =fp dans Qp,
divup =0 dans Qp,
\ up =0 sur I'p

4.7 Formulation faible mixte

Notre formulation est celle proposée dans [34], mais nous y apportons
quelques détails. Pour aborder 'aspect formulation variationnelle du mo-
déle, nous rappelons quelques définitions de certains espaces fonctionnels.
Ainsi on dans tout ce qui suit,

e Etant donné * € {S, D}, u,v € L*(,), u,v € [L?(,)]? et M,N €
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[L*(€2)]**2, on définit par :

o (u,v), :/ uv, (u,v), :/ uv et (M, N) :/ M : N.

e Btant donn%*un ouvert €, po;ﬁi reRetpell, —I—&[, on définit aussi
par H"(Q) := [H"(Q)]? et LP(Q) := [LP(2)]%. Lorsque p = 0, on note
L2(Q) et L*(T) au lieu de HY(Q) et H(T") respectivement.

e Les normes associées a ces espaces sont définies par ||.||,.q pour H"(Q2)
et H"(Q2) et ||.||,r pour H"(I').

e On définit 'espace de Hilbert suivant
H(div, Q) := {w € L*(Q) : divw € L*(Q)}.
On le muni de la norme
[Vllaiv 0:= V|22 @)+l div v 2. (4.12)

Par ailleurs, le produit scalaire sur L?(Q) est noté (&, \)r := /f)\. On

r
pourra aussi étendre ceci au crochet de dualité sur le produit H'/2(I') x
H~Y2(T"). Nous définissons sur H'/? et H~'/? les normes suivantes res-

pectivement.

(7, &)
[Vl g-12sy == sup o (4.13)
cem 2 e£0 1€l )

et

v, §
HVHHW(Z) = sup [0,8)]

AL 7] (4.14)
cer-12(x) e20 1§l -12(x)

Etant donné deux espaces de Hilbert Hy et Hy 'espace produit Hy x Hy

est muni de la norme ||v|| g, <m, =||v||m, V|| #,-
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4.7.1 Définition des espaces fonctionnels

Nous allons définir dans cette sous-section les espaces fonctionnels qui
nous permettrons de mettre en place une formulation faible de notre pro-

bléme. Ainsi on définit :
H%S(QS) = {veH" (Q): v=0sur s}, (4.15)

Hrp, (div; Qp) := {v € H(div;Qp) : v-np =0 sur I'p} (4.16)

12(Q) = {q c 12(9) : /Qq _ 0} | (4.17)

On pose A\ := pp sur X et on regroupe les solutions ainsi que les fonc-
tions tests comme suit
e Solutions u:= (ug,up) et Y := (p, A).

e Fonctions tests v := (vg,vp) et & :=(q,&). Nous définissons

aussi les espaces produits suivants :
H := Hy_(Qs) x Hr,(div; Qp) (4.18)

et
Q := L3(Q) x HY2(%). (4.19)

4.7.2 Formulation faible

e Premieérement on multiplie la premiére équation du systéme de Navier-

Stokes (4.6) par une fonction test vg puis on intégre sur 2g. On a :

(—21/ div e(uS), VS)QS + (vps,Vg)QS + (p(us.V)ug,Vs)QS = (fS,VS)QS.
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On utilise ensuite la formule de Green (1.34), et on a
2v(e(us), e(vs))as — (ps, divvs)as + (p(us.V)us, vs)a,
+ (ps, Vs.ng)oos — 2v{ng.e(us).ng, vs.ng)oos, = (fs,ve)as-
Comme vg = 0 sur I'g, on obtient
2v(e(us), e(vs))oy — (s, divve)a, + (p(us.V)us, vs)as
+ <p5', Vs.n5>§] — 2y(n5.e(u5).n5, Vs.n5>§] = (fs, VS)QS.
Nous allons ensuite décomposer vg = vg.ng + vg.7 et on obtient

2u(e(u5), e(VS))QS — (pg, div VS)QS + (p(U_S.V)U_S, VS)QS

+ <p5, Vs.n5>2 — 2V<n5.e(u5).n5, Vs.n5>2

—2v(ng-e(ug) -n,vs - 7)z = (f5,vg)a,.

Ce qui entraine

2v(e(us), e(vs))as — (ps, divvs)og + (p(us - V)us, vs)as

+(ps—2vng-e(us)-ng, vs-ng)s —2v(ng-e(us) -n, vg-7)s = (f5, vs)a,.
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En utilisant les conditions de transmission (4.10), on a
2v(e(us), e(vs))os — (ps, divvs)a, + (p(us - V)us, vs)a,

+( L )z = (fs,vs)
PD,Vs - 1lg)y Vg T,Vs - T)y, = (15, VS)Qs-
VT -k-T °

e Deuxiément on multiplie la seconde équation du systéme de Navier-

Stokes par la fonction test gg et puis on intégre. On a

(qs, diV VS)QS = O.

e Troisiément on proceéde de facon analogue pour le systéme de Darcy
(4.7) et on obtient

(K 'up,vp)+ (Vpp,vp) = (fp,vp)a,

(4.20)
(qD, div U_D) = 0.
Avec la formule de Green, on a
(K 'up,vp) — (pp,divvp) + (pp,vp -np)aa, = (fp,vp)a,
(QDa div uD) = 0.
Comme vp.np = 0 sur I'p, alors on a
(K 'up,vp) — (pp,divvp) + (pp,vp -np)s = (fp,vp)a,
(4.21)
(¢p,divup) = 0.

Nous allons ensuite définir les formes suivantes.
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4.7.3 Définition des formes

On définit donc les formes suivantes

AS:HXH—>R;

As(u,v) = As(us,vs) = 2v (e(us),e(vs))s + (s 7, Vs 7)

Os:Hp (Qs) xHxH — R

Os(ws;ug, vs) = p((ws - V)ug, vs)g,
Ap:HxH —R
AD<L1D,VD) = (K_luD,VD)D.
F : H — R défini par
F(V) = (fS,VS)S + (fD,VD)D; Vv = (VS,VD) € H.

Une formulation faible du probléme est donc : Etant donné f, € LQ(Q*),
trouver (u,?v) = ((ug,up), (p,A)) € H x Q, tel que

{ a(ug;u,v) +b(v,(p,A) = F(v), Vv:=(vs,vp) € H, (4.22)
b(u, (¢,)) = 0, ¥(¢:¢) €Q.
Avec :
a(us;u,v) = Ag(u,v) + Og(ws;u,v) + Ap(u,v)
et

b(v,¢) = —(¢,divvg)s — (¢,divvp)p + (Vs - ng + vp - np,§)s.
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Nous avons la proposition suivante.
Proposition 4.2. Les formes Ag, Og, Ap et b sont continues.

Preuve. Soit ¢ As: Hx H — R.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 'inégalité de trace,

aqlv

|As(ug, vs)| = |2v (e(ug), e(vs)) g + <ﬁus TV - T>E

<C|Vus||s||Vvs|s

<Cil||us

1.5]vsllis-

e Og:H; (Qs) xHxH — R

D’aprés 'inégalité de Holder généralisée, on a

|Os(Ws;ug, vs)| =|p(Ws - V)ug, vs)g|

<pl[ws| L1 @s)l| Vusls|lvs| zs@y)

<pllws| 1 @¢)lluslliosl Vsl e @q)-

En utilisant le fait que H'(Qg) s’injecte de facon continue dans L*({g),

on a

|Os(wWs;ug, vs)| < Copl|lwsl1ausllioslvslias-

eAp:HxH —R

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
|Ap(up, vp)| <CIK "up|laiv.op | Volldiv.on-
Comme K est bornée, on a

|Ap(up, vp)| <Cs|lup||aiv.o, |VD Il div.ap-
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Pour terminer avec la preuve on a

b(v, (¢,8))] =| — (¢,divvs)s — (¢,divvp)p + (Vg -ng + vp - np, &)
<|(g,divvg)s + (¢,divvp)p| + |{(Vs - ng + vp - np, )5
<Cy|vlall(g:lq-

Ce qui achéve la preuve de la proposition. =
Nous pouvons aussi constater que F est une forme linéaire continue.

C’est-a-dire
F(v)| < (Ifs|ls+fpllp)l[v| &

Ensuite nous signalons aussi que par le fait que K1 est symétrique définie
positive et grace a 'inégalité de Korn classique il existe des contantes ag
et ap toutes strictement positives et dépendantes uniquement de €2g et le

tenseur K telles que
AS(VS,VS) Z ZVQSHVSH%,QS' (423)

et

Ap(vp,vp) > ap|vpl§a,: (4.24)

pour tout v = (vg,Vvp).
Nous définissons les formes bilinéaires a; et non linéaires as respective-

ment par :

[al(u),v] = AS(U.S,Vs)—I—AD(uD,VD), (4.25)

[az(ug)(u), v] := Og(ug; ug, vg), (4.26)
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et nous posons u = (ug,up), v= (vg, vp) puis ¢ = (¢, &)

[A(us)(us, up), (vs, vp)] = [ai(u), v] + [az(us)(u),v],

[B(VS,VD)a ¢] = b(V, Q) + <VS "Ng+ Vp - HD75>2,

[F,v] = F(v).

Remarque 4.3. |-, ] signifie le crochet de dualité entre les espaces concer-

NneEs.

Par conséquent, la formulation (4.22) est équivalente a, trouver (u, ) €

H x Q, avec u = (ug,up) et ¢ = (p, \) tel que :

[A(ug)(u),v] + [B(v),4] = [F,v] VweH,
(4.27)

[B(u), 9] = 0 VoeQ
4.8 Analyse du probléme continu

Contrairement au cas linéaire ol grace au théoréme de Banach-Necéas-
Babuska (BNB), on prouve le caractére bien posé des problémes du type
point selle, le cas non linéaire utilise le Théoréme 4.4 suivant. Le dit théo-
réme a été développé dans [34] en vue de la résolution des problémes non

linéaires du type point selle.

Théoréme 4.4 ([|34]). Soient Xy, M; et M des espaces de Hilbert et
X1, M| et M" leurs duaux respectifs. On pose X := X1 x My et X =
X1 x M. On définit lopérateur non linéaire Ay : X1 — X7 et les
opérateurs linéaires bornés suivants : S : My — M{, By : X1 — M]
et B: X — M'. On définit aussi B : M — Xx et By : M1 — Xj.
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Soit lopérateur nonliéaire A défini par [A(s, @), (r,¥)] = [A1(s),r] +
[B1(®),r] + [Bi(s),v] — [S(P),v] V(s,®),(r,¢¥) € X. On consideére le
probléme : trouver ((t,p),p) € X x M tel que

{ At ), ]+ B ). o)) = [RE0) Ve e X, o
[B(t,p),ql = G, q] Vq e M.

Ce probleme peut également se mettre sous la forme
[Pt ). p), ((r,0),q)] = [F, (), @)l V((r,¥),q) € X x M, (4.29)

ot P: Xx M — X x M tel que

[P((t, ), p), ((r,4), q)] = [A((t, 0), ), (r, )+ (B (p), (r, )| +[B(t, ), q] V((r,4)),q) € XxM.

(4.30)
etF: Xx M — X x M tel que
[F, ((r ), @)] = [F, (r,9)] + [G.q] V((r,¢¥),q) € X x M. Soit
Vi={(rv) e X:[B(r,v),q =0 ,VYqe M} (4.31)

puis Xy et My des sous espaces de X et My respectivement telque V =
X, x M;. On suppose que
- Az, X, — X/ est Lipschitzien et fortement monotone. C’est-i-

dire qu’il existe ap et g positives telles que
[A1(s1) — A1(s2)[| 3, < aulls1 — s2l|x,, V51, 82 € X, (4.32)
et
[A1(s1) — A1(s2), 81 — S2] > a||s1 — SQH%(I,VSl, sp € X1, (4.33)

— Pour chaque couple (r,r+) € X x Xf, lopérateur Ay vérifie la
relation suivante Ay(r 4+ 1r+) = Ay(r) + A (rt).
— Lopérateur S est semi-défini positif. C’est-a-dire [S(v),y] >0 Vo €
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M.
— L’opérateur By satisfait la condition inf-sup sur Xl X Ml. C’est-a-

dire il existe 51 > 0 telle que

[Bi(r), ¢

sup —————
o Irllx
T’GXl

> Billpllar Vo € M. (4.34)

— L’opérateur B satisfait la condition inf-sup sur X x M. C’est-a-dire
il existe By > 0 telle que

B(r$).4] |
o 1 )]x

(rp)eX

> Billgllv Vg € M. (4.35)

Alors le probleme (4.28) admet une unique solution ((t,¢),p) € X x M.
De plus

I 0), D) xar S A+ G - (4.36)

Remarque 4.5. Avec l'inégalité (4.36) on a

P((5.),0), ((r.10). 0)]
o oy <
I(Cs, @) )l S sup e
((ra),q) e XxM

V((s, ®),v) € X x M.

Remarque 4.6. Dans la pratique, on rameme le probleme (4.28) sous

une forme linéarisée

{ AR, )+ Bl = IRE)] Vi) e X, o
[B(t7 30)7 Q] = [G C]] Vq e M,

ou z est le point fire d'un opérateur donné. On prouve l’existence de z
en utilisant le théoréme du point fize de Schauder et son unicité grace au
théoreme du point five de Banach. Tous les détails sur l'opérateur et la

preuve du théoréme peuvent étre consultés dans [3/]].
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Théoréme 4.7. /34, Section 2.2, Theorem 2] On suppose que fg € L*(g)
et f € L*(Qp). Alors il existe une unique solution (u, (p,\)) € H x Q
de (4.27). En plus, il existe une constante C' > 0, indépendante de la

solution, telle que

1Cu, (i, M)l <@ < C (I

lo.0s + 1fplloon) -

4.9 Discrétisation

4.9.1 Triangulation

Dans le but de déterminer la solution discréte au probléme (4.27), nous
allons discrétiser le domaine 2. Cette discrétisation passera par celle de
Qg et de Qp. Soit donc (T3)p, une famille de triangulation réguliére de €.
On désigne par (T7)p, et (TP);, des familles de triangulation régulicres de
Qg et Qp respectivement. On pose Tj, = ‘J}f UTP. Cette triangulation est
faite de telle sorte que les sommets des éléments de ‘J';f et ‘J',? coincident
sur l'interface . Ainsi on pourra noter > le discrétisation de l'interface
>.. Pour chaque K € ‘J}? on définit 'espace local des éléments finis de
Raviart-Thomas de degré bas [26] :

RTy(K) :=span{(1,0),(0,1), (z1,z9)}, (4.38)

oil (z1,23) € R?. De plus pour K € T2, on désigne par BR(K) I'espace
de Bernadi-Raugel local (voir [13]).

BR(K) := [P (K)]* ® {mnon3, m1m3na, non3n; } (4.39)

ou les n; ¢ € {1,2,3} sont des coordonnées barycentriques associées au
sommets de I'élément K et lesn; ¢ € {1,2,3} sont les vecteurs normaux

extérieurs opposés a l'aréte ¢ du triangle K.
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4.9.2 Définition des sous espaces discrets
Nous allons définir les espaces discrets suivants :
H,(Qs) = {veH'(Qg):vix € BR(K),YK €T} },

H,(Qp) = {veH(div;Qp): vix € RTH(K),VK € T/},
Lp(Q) = {q€ L*(Q): qx € Py(K),VK € T} .

Les sous-espaces des éléments finis pour les vitesses dans (2g et (2p sont

respectivement définis par :

HhFS(QS) = Hh(QS)mH%S(QS)a

9

Hh FD(QD) = Hh(QD) N HFD(diV; QD)

)

Nous aurons aussi besoin de ’espace pour la pression :
Lio(Q) = Ly(Q) N L3(Q).

Pour ce qui concerne l'espace HY/ 2(3), nous définisons le sous-espace

d’éléments finis de Lagrange linéaire sur >,

Ah(Z) = {fh € CO(E) X éh\e € Pl(e),Ve ~ Zh} .

4.9.3 Probléme discret

Comme pour le cas continu, pour définir le probléme discret, nous don-

nons quelques notations et définitions. Ainsi on a
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uy = (U—h,S; U—h7D) € H,, ::Hll”LIs(QS) X Hh,pD(diV; QD);
v =(Vns,vip) € Hy
Ui = (pr, M) € Qp =L, o(Q) x Ap(3),
¢n =(qn, &n) € Qp,.
On définit donc les formes suivantes
Ah’g : Hh X Hh — R;
Aps(ap,vy) = 2v(e(uns),e(vis))g + <\/OT%uh,S ST, VS T>2,
Oh75 : H}L,FS(QS) x H, x H, — R
On,s(Wh,s;Wns,Vis) == p(Whs - V)uns, Vis)g,
J:H, 1 (Qs) x Hy x Hy — R
J(Whs;suns,vis) = §((Wpsdivuns,vns))g,
Ah’DIHhXHh—>R
Ay p(unp, viap) = (K™'w.p, vip)D-
F : H, — R définit par
F(vy) = (fs,vhs)s + (oo, Vva.p)p, ¥V = (Vi g, VD) € Hy.
Une formulation discréte du probléme est donc : trouver
(un, ¥n) = ((Un,s,unp), (Pr, An)) € Hy x Qy, tel que
ah(“h,S% uh,V) + b(V7 (ph7 Ah)) — F(V) Vv = (V57VD) S Hh7<4 40>
b(uh7 <Q7 S)) = 0 v(Qv 5) < Qh'
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Avec :

an(Wps;Up, Vi) = a(Wps;upn, vi) + Js(Whsiun s, vig),  (4.41)

a(uy,s;up, vy) = As(up, vi) + Os(wWi g5 ap, vi) + Ap(ap, vi),
et
b(vn, on) = —(qn, divvy,s)s—(qn, div vy p) p+ (Vs s+ Vi p 1y D, ) s
Comme précedemment, on définit
[An(ws) (s, W), (Vis, Vap)] = [ar(un), va] + [a (un,s) (wn), va,
avec,
[ah (wp,5) (wn), vi] := [as(wp,s) (wn), vi] + Ts(an.s; whs, vis).

Alors, la formulation (4.40) est équivalente a : trouver (uy, ¥y) € H, x Qy,,

avec

u;, = (w5, upp) et Py, = (pn, An) tel que :

{ [An(ups)(up), v+ [B(va), ¥n] = [F,vi] Vv, € Hy, (4.42)

[B(uy), é2] =0 Vou € Q.
4.10 Analyse du probléme discret

En ce qui concerne la résolution du probléme discret non linéaire du
type point selle, nous allons utitilisé la version discréte du Théoréme 4.4.

Ainsi on a

Théoréme 4.8. Soient Xy, My, et My, des sous espaces respectifs de
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Xy, My et M et Xy, M{, et M} leurs duaux respectifs. On pose Xj, :=
Xin X My, et X' = X1, X Myy,. On définit Uopérateur Ay, : X1p — X1,
et les opérateurs linéaires bornés suivants : Sy : My, — M{,, B :
X, — My, et By, @ X, — M'. On définit aussi B" : M, —
X), et By, : My, — Xi,. Soit Uopérateur nonlicaire Ay, défini par
[An(sn, @n), (rn, Un)] = [Awn(sn), ] + [B,(®n)ra] + [Bu,(sn), ¥n] —
[Sh(Pr), Yn]  V(sh, Pr), (1, ¥n) € Xp. On considére le probléme trouver
((ths on)spn) € X X My, tel que

[An(th, on), (T n)] + [Br,(pw), (rhson)] = [Fh, (rryon)] Y(rn,n) € X}M 43)
[Bn(th, on), qn] = (G, qn] Vg, € M.

Ce probleme peut également se mettre sous la forme
[Pu((ths on)s o) ((rns ¥n)s qn)] i= [Fn, ((rn,¥n), an)ls - V(rns n) € X,

(4.44)
ot Pp,  Xp X My, — X, x M} tel que

[Pr((tn, on)s pn)s (s n), an)] == [An(tns en), (ras )]+ B (on), (7h, Un)]
+ [Bh(tfh ¢h>7 Qh] v((rh;’@/}h)v Qh> c Xj x My,

Puis Fy, © Xpx My, — X3, x M tel que [Fp, ((Th, V1), qn)] = [Fp, (Th, ¥n)]+
Ghyan] Y((rn, ¥n), qn) € X X M. Soit

Vi, = {(Thawh) e X, : [Bh(”f’h,wh),qh] =0 ,th € Mh} (445)

puis Xy et My, des sous espaces de Xy, et My, respectivement tels que
Vi, = th X Mm- On suppose que
— A1h|f(1h - Xy, — X{h est Lipschitzien et fortement monotone.

Cest-a-dire il existe oy, et ooy, positives telles que

1A (s1n)—Awn(sm)ll 5, < canllsin—sonll x1,, YS10, S20 € X1n (4.46)
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et

[Aun(s1n) — A1n(s2n), S1n — S2n] > qanl|s1n — sanll%,,» Vs1h, S2n € X
(4.47)
—~ Pour chaque couple (rp, 1) € Xy ¥ th, lopérateur Aqy, vérifie la
relation suivante Ay, (ry + 1) = App(ry) + Awn(rih).
— Lopérateur S est semi-défini positif. C’est-a-dire [Sp(wp), vn] >
0 Vo€ M.
— L’opérateur By, satisfait la condition inf-sup sur f(lh X Mlh. C’est-

a-dire il existe B, > 0 telle que

Bip(ry), ~
Sup Bua(rn), > Bunll¥llas, Van € M. (4.48)
T #0 HthXm
’I“hEth

— L’opérateur By, satisfait la condition inf-sup sur X x M. C’est-a-

dire il existe o, > 0 telle que

By, (ry, ,
sup DRI OL s g, Ve My (449

o (s ¥n)l x,
(rhsn)€Xy,

Alors le problme (4.28) admet une unique solution ((tn, pn),pn) € Xp X
My,. De plus

1((Ens on)s pr) |z, S {0l g, 1 Gnllag; }- (4.50)

Remarque 4.9. Avec l'inégalité (4.50) on a

1((sn, 1), vn) || x50, < sup [Pr((8h; ®n), vn), (T4, Pn), qn)]

((rp o) )70 1 ((rns ¥n), an) || x, % 0,
((rh7wh)7Qh)€Xh x M,
(4.51)

V((sn, Pn),vn) € Xp X My,

Remarque 4.10. Dans la pratique, on raméme le probléme (4.43) sous
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une forme linéarisée

[An(zn) (s on)s (Thy ¥n)] + [Br(rn, ¥n)spe]l = [Fhy (rny¥n)] V(rn,tn) € XM 52)
[Br(th, on),an] = (G, qn) Yan € My,
ol zp, est le point fixe d’un opérateur T donné. On prouve l’existence de
zp en utilisant le théoréme du point fixe de Brouwer et son unicité grdce
au théoreme du point fize de Banach. Tous les détails sur l'opérateur T

et la preuve du théoreme /.8 peuvent étre consultés dans [34].

Nous pouvons donc énoncer le théoréme d’existence et d’unicité de

notre probléme discret comme suit :

Théoréme 4.11. (Voir [34, Section 3.2, Theorem 4 et Theorem 6]) On
suppose fs € L*(Qs) et f, € L*(Qp). Alors, le probleme (4.42) admet
une unique solution (up, (pp, A\n)) € Hy X @y, et si la solution (u, (p, \)) €

H x Q du probleme continu (/.27) est assez réguliere, alors on a :

|(w, (p, A)) — (wn, (Pn, M) lEx @ S B (JJus
+ lpllie + [IMls2s) -

2.0s T [[upl|10p + || divup|li e,

Avant d’aboder la notion d’analyse d’erreur a posteriori pour notre
modele, nous aurons besoin de certaines définitions et de quelques lemmes.
Nous les donnons dans ce qui suit. Soient X et Y deux espaces de Banach

et F un opérateur non linéaire définit au voisinage de xy de X a valeur
dans Y.

Définition 4.12. On appelle premiere variation de F' en xq, si elle existe

la limate
t—0 t

pour tout h € X. On la note §F (xq; h).

(4.53)

Définition 4.13. On suppose que F admet en xy une premiere variation

de la forme 0F (xo; h) = Ah ou A est un opérateur linéaire borie,
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A e L(X,Y). On dit que lopérateur F est différentiable au sens de Gd-
téaux au point xy. La différentielle de F' au sens de Gateaux est alors notée
A= DF(xy) et §F(xo;h) = DF(x)h.

Définition 4.14. On dit que ['application F' est hémi-continue lorsque
lapplication
h -R— R
t—  [F(u+tv),w]

est continue pour tout u v et w dans X.

Dans I’étude d’analyse d’erreur pour un probléme non linéaire de la
forme (4.28) et (4.43), on intoduit une hypothése de différentiabilité sur

Aj. Ainsi on le lemme suivant.

Lemme 4.15. On suppose que opérateur Ay satisfait les conditions sui-
vantes :
— Lopérateur Ay : X1 — X{ est Lipschitzien et fortement monotone.
— L'opérateur Ay : X1 — X{ admet une dérivée premiére DA, au
sens de Gateaux hemi-continu, DAy : X1 — L(X1, X7).
Alors pour tout sy € Xy, DA1(s1) est une forme bilinedire continue

et coercive sur X;.

Preuve. Soit 1 € X;. Ona DA;(s1)L(X3, X{) et peut étre interpreté

comme une forme bilinéaire sur X; x X; définie par

DAi(s1)(r, s) = lim [A1(s1 + er),s] — [A1(s1), §]

e—0 €

pour tout r, s € X;. Comme

[A1(s1 +er),s] — [A1(s1),8]  [Ai(s1+er) — Ai(s1), $]

€ €
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Le fait que A; est Lipschitzien implique
[A1(s1 + er) — Ai(s1), ]

€

<Al lislx,

Aussi on a

DAl(Sl)(S,S) _ [Al(sl + 65)7‘? — [A1(51)78] _
[Al(Sl + 68) — Al(Sl), (81 + ES) — 81]

2
: >[5l

Ce qui prouve le lemme. =

Une généralisation du lemme de Céa est donnée par le lemme suivant.
On pourra consulter pour [25] pour plus de détails. On pose £ := X x M
et £' := X' x M aussi Ej, := X, x Mj, et B} =X} x M.

Lemme 4.16. Soit t = (t,0,u) solution du probleme continu (4.28) et

th = (tn, on,up) solution du probleme approché (4.43), on a

lE—=tllp < . inf [l 7lle. (4.54)

Th:(rhyph»wh)

Preuve. Soit 7, = (14, pn, wp) et 8y, = (Sp, T, vp) des éléments de E,.

On a
[?(th), §h] — [T(Fh), §h = /O %{[?(Zt_)h + (1 - Z)Fh), gh]} dz
= /O DP(zty, + (1 — 2)7)) (tn — 7, 50) } dz,

ou DP: E — L(FE, E') est la dérivée premiére de P au sens de Gateaux.

Plus précisement on a

DP(51)(F,8) := DA(s1)(r, s) + [Bi(p), s] + [Bi(r), 7] = [S(p), 7]
[B*(w), 7] + [B(p), v].
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Compte tenu de Lemme 4.15 et en utilisant (4.51), on a

L DP ()t — 7, S
lth — rhlle S §117é13 ( 1)(;; h h). (4.55)
Si}éxh

Par ailleurs en utilisant le second théoreme de la moyenne il existe 2y €
10, 1] tel que

/0 DP(Ey+-(1—2)7)) (BT, 5} dz = DP(zobp+(1—20)7)) Eae7h, 54) ).

(4.56)
Ainsi en posant §; = zgl), + (1 — 2z9)7, on a
. . ﬂ){h,gh—yfh,gh
[th — Thlle S sup P () ]_,[ (75) ] (4.57)
55,70 Sh
SLEX],

De plus on [P(t1), 5] = [P(t),5,] V5, € X), et comme P est Lipschitzien,
on a

4.11 Conclusion

Dans ce chapitre,Nous avons d’abord parlé du cadre général de ’ana-
lyse d’erreur a posteriori. Nous avons ensuite abordé le probléme couplé
Navier-Stokes/ Darcy en mettant en relief les conditions de transmissions
surl’interface. Enfin nous avons proposé une formulation faible du niveau

continu et celui discret a notre modéle.
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CHAPITRE CINQ

ANALYSE D’ERREUR DE TYPE RESIDUEL
POUR UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS
MIXTES DU PROBLEME COUPLE
NAVIER-STOKES,/ DARCY :
DISCRETISATION CONFORME

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons procéder a ’analyse d’erreur a posteriori
de notre modeéle. Ainsi a partir d’une formulation faible mixte du pro-
bléme au niveau continu puis celle discréte, nous définissons les éléments
résiduels. Partant de la, nous définissons les indicateurs d’erreur de type
résiduel exacts et approchés et nous prouvons par la suite leur fiabilité et

leur efficacité.

5.2 Analyse d’erreur a posteriori

Pour aborder 'analyse d’erreur a posteriori de notre probléme, nous

allons donner quelques outils essenciels pour la suite du travail.
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5.2.1 Opérateurs d’interpolation de Clément

Un outil important dans notre analyse est l'opérateur d’interpolation de
Clément. Nous allons le définir dans cette sous section on pourra consulter
|27] pour d’autres détails sur cet opérateur.

e On introduit les espaces

V = {ve[H(Q)): v=0suw T etv-np=0surI'p}
Vor = {u, € C%Q): vy 0 Fx € Pu(K),VK € Tj,, k € N*}

Fy est la transformation affine linéaire de K dans K de la Figure 1.1.
On définit :

Ve, = [Vali N Vet VY = Vo N HY(Q). (5.1)

e On fixe £ = 1 et nous définissons 'opérateur d’interpolation de Clément

Iél:V—>VOCZ par :

Iv == Y IVilfxl (/Wv) Px. (5.2)

xeN()

Pour w € [HY(Q)]Y, I'interpolé de Clément de w est noté Ioyw et est

défini par :

xeN(£)

Iow = Z |W1/x| (/Wx w) ox € Vo], (5.3)

La fonction de base ¢y € Vi (resp. ox € [Viy]V ) associée a un nceud

x € N(2) (resp. x € N(£2)) est uniquement déterminée par la condition :

ex(¥) = Oxyy, Yy € N() (resp. x(y) = dxy, Yy € N(Q)).  (5.4)

ot N(£2) est 'ensemble des noeuds qui ne sont pas situés sur I's UT'p et
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Wy :={K € T, :x € N(K)} . Ces opérateurs d’interpolation vérifient les

propriétés d’interpolation locales suivantes :

Lemme 5.1. (Estimation d’interpolation de Clément cas isotrope) Soit
{Tn}ths0 une famille réguliere de triangulations de S). Alors on a les esti-
mations suivantes pour tout w € [HY(Q)]N, ve Vet € [H(Qp)P N
Hy(rot, Q) :

lo=12v) Ik S hxllvliam VK €T)l=s,d, (5.5)
lvo—12(0) e < [diam(e)]"? || vl1a@) Ve € En(),1=s,d, (5.6)
lw—TIa(w) |k S bl wlham YK €X,l=s,d, (5.7)
lw—Io(w) lle S [diam(e)]'? || ]l a@) Ve € En(®u),l=s,d, (5.8)
I =Pa@) llr S hrll¥lhaw VK €T3, (5.9)
I —Par(@) e S [diam(e)]V? | ¢ [lLae) Ve € En(@D), (5.10)

00 A(K):=U{K'e T}, : K'NK # 0} et A(e) :=U{K' € T, : K' Ne #0}.

Preuve. Toutes ces estimations sont prouvées dans [27|. On pourra

aussi consulter [59] pour des estimations analogues. m

5.2.2 Fonctions bulles, opérateurs d’extension et inégalités in-

verses

Nous allons énoncer quelques unes de leurs propriétés.
e La fonction bulle b sur un élément K est un élément de P?+(K),
définie par :

2+1

b = 2+ 1) x [[ ik (5.11)
i=1

ol les \; g sont des fonctions coordonnées barycentriques associées a K.
e Si e C 0K, on définit aussi b, x € P*(K) par

2
ber = 2°x | [ Anx- (5.12)
1=1
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On définit b, sur W, := K1 U Ky ot e = 0K N 0Ky par
be|Ki = be,K“Vi S {1, 2} (513)

e Enfin, pour faciliter I'obtention de la borne inférieure de 'erreur, on

utilise un opérateur d’extension F,,; : CY(e) — C°(K) défini par
Foot(p)(x) = ¢l = Cste ,Vo € K. (5.14)

Sur W, := K1 U K5 ou e = 0K1 NOK>, on définit 'opérateur d’extension
For 0 C%e) — C°(We) par Fopu(o)ik,(z) == ¢ = C, Vo € K,
1=1,2.

Noter que pour les fonctions vectorielles, l'opérateur d’extension est défini
composante par composante.

La transformation affine linéaire F (voir Figure 1.1) pour définir bg, be i

et Fegy par bg = bKOngla be,K = bé,f(OF_lgl et Fext(gp) = _extOFIEI(QD)'

Lemme 5.2. Les propriétés suivantes sont satisfaites pour les fonctions

bulles :

bxy = 0 sur dK,

b = 0 sur oW,,
107 [lso,x =l be [loo,w.= 1,
b < 1,

be < 1.

o
VAS/AN

Preuve. Toutes ces propriétés sont démontrées dans [29]. =

Remarque 5.3. Le faite que les fonctions bulles soient nulles sur 0K (ou
sur OW, ) permet, en effectuant des intégrations par parties adéquates, de
faire apparaitre la norme de 'erreur locale en annulant les termes de bord

qui interviennent dans les calculs.
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5.2.3 Relation d’orthogonalité de Garlerkin

Nous allons donner la relation d’orthogonalité de Garlerkin. On définit

les erreurs comme suit :

€u, ‘= u*—uh,*; ep:p_ph et e/\:A_)\ha*E{S7D}' <515>

*

Pour v = (vg,vp) € Hy, et pour (¢,&) € Qy, en soustrayant (4.22) de
(4.40) on obtient la relation d’orthogonalité de Galerkin.

As(eus, vs) + Ap(eup, VD) + O%(us; us, vs) — O%(up s;un,5,vs) + blep,en) = 0,
b((eusaeup)a(%g)) = O

Nous allons rappeler par la suite ce qui suit. Pour chaque K € Ty,
on note par E(K) (resp. N(K)) l'ensemble des arétes (resp. sommets)

et les ensembles &), = U E(K), N}, = U N(K). Pour A C Q nous

KeT, KeTy,
définissons

En(A) :={e€ & e CA} et Nj(A) :={xeNy,x e A}.

Nous sommes maintenant en mesure de définir les résidus exacts et appro-

chés :
5.2.4 Reésidus

Nous définissons les résidus exacts comme suit,

Rsk = fg + 2v div(e(uh’g)) — V]?h,g —p (uh’g . V) u, s — (5.16)

guh,g divuy g dans K € T;j.

Rpx = fp—K 'u,p— Vpup dans K € T, (5.17)

Ces résidus exacts seront remplacés par des résidus approchés en di-
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mension finie.

5.2.5 Reésidus approchés
Cette approximation des résidus est donnée par : r, g, * € {5, D},
r, i € [PL(K))? sur K € T;.

On définit

1
f75:—/f:z: dz,
TR S

pour tout K € TP et fx. p comme I'unique élément de [Py (K)]? tel que

[ finta)-ale)ds = [ f(@) - a(e)do. Va € [P (FOP

K
Enfin on définit f;, par
£y = fx. dans K,VK € T;,% € {S, D}.

Ainsi les résidus approchés sont définis par :

rsg = fK,S + 2v div e(uh,g) —
Vph,s - p(uh,S : V)U—h,S — g[div(uh,s)uh’g] VK € (.T;?,

r'pg = fK,D—K_luh,D—VphJj VKE‘J}?.

Aprés on introduit le saut dans la direction du vecteur normal par

J o [[(2Ve<uh,5) - ph,SI)neﬂe sl e c eh(Qs),
e 0 si € c Eh(an),

ol I est la matrice unité de R2*2.

Définition 5.4. (Indicateur d’erreur) L’indicateur d’erreur global est
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défini par :

1/2

O:=1¢ ) O%x+ > Ohxp (5.18)

KeTy KeTP

ot O (avec K € T}) et ©F i (avec K € TP) sont des indicateurs

d’erreur locaux et sont définis par :

Ok = llrscllin+ D Iemli,
eES(K)ﬂEh(QS)
+ Z | = pr.s + pup — 2vns - e(ups) - ns|G.
c&(K)Nen(S)
2
(67 1%
- Z ————w5- T+ 2vng - e(uwg) - 7| (5.19)
ceeMpnensy | VTR 0,
+ > s - ms+wp - noll,
eeﬁh(i)

+ | div un sl &
et

6%,}'{ = hy (.o — Vorp — K_luh,DH%,K + || rot(fy, p — K_luh,D)Hg,K)

+ Z hell[(fi,p — K_luh,D — Vpnp) - Te]eH(Q),e
GEE(K)ﬂgh(QD)
+ . hell(fip — K 'wp = Vouo) - 7ell5, (5.20)

& (K)NER(OND)
+ Z hellpn.p — An H(Q),e
ecE(K)NEL(S)

+ [l div e, pllo x-

Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
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De plus on définit les termes d’approximations locaux et globaux par

CK .: H fS — fh,S HO,K VK € T]‘f,
hic (Il fp — £u.0 llo.xc +lrot(fp — fip)llox) VK € Ty,

¢ = (G+)"” (5.21)
ou
1/2 1/2
o= D G| et o=|> G| - (5.22)
KeT) KeTpP

Remarque 5.5. Le caractére résiduel du terme de droite de(5.19) et
(5.20) est observé lorsque (un, (pn, An)) est la solution exacte de (4.27),

alors ces termes s’annulent.

5.2.6 Fiabilité des indicateurs d’erreur

L’'un des résultats importants que nous avons obtenus est la fiabilité
des indicateurs d’erreur. Pour prouver ce résultat, nous allons énoncer
quelques lemmes utiles. Mais avant d’énoncer les dits lemmes, nous allons
procéder comme dans [25]. On pose X :=H x Q, X' :=H x Q’, X}, :=
H;, x Q; et X}, := H), x Q;. On définit ensuite par P : X — X';

P(U), V] := [(a1 + az(us))(us), v| + [B(us, up), ¢] + [B(vs, vp), ¥](5.23)

pour tout U - ((USJlD),@D); V - ((V57VD)7 d));
on ¢ = (p,A), ¢ = (¢, §); et
Ph : Xh — X ;

[Ph(Uh)7 Vh] = [al + ag(uh,g)(uhg, uh’D)] + (524)

[B(un,s, un,p), #u] + [B(Vis, Vi), ¥nl,
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pour tout Uy, = ((up.s,unn),¥n), Vi = ((Vhs, Vip), ¢n). Alors, on dé-
signe,

F:= (F,0) € H x Q avec O = 0 sur H x Q, en utilisant (4.27) et
(4.42), P et Py, satisfont

[P(U),V]=[7,V],VV€Hx Q (5.25)
et
[P1(Ur), Vi] = [F, V1], YV, € Hy, x Q. (5.26)

Lemme 5.6. L'opérateur P est différentiable au sens de Gdteaux et sa
différentielle premiere au sens de Gatéaux en un point W € X est donnée

bar,

DP(W)(U, V) = Dy (w)(u, v) + [az(us)(w), v] + (5.27)
[B(vs, vp), ¥] + [B(us, up), ¢l

pour tout U= ((ug,up),), V= ((vs,vp),p) € Hx Q. De plus il existe
une constante positive Cp, indépendante de U et de U tel que la condition

inf-sup généralisée sutvante soit vérifiée.

DP U
Cp||Ullaxg < sup (W) ’V),VWE Hx Q. (5.28)
verx Q) || Vilaxq

Preuve. Il suffit d’utiliser le Lemme 4.15 et avec la relation (4.55). m

On pourra aussi consulter [25] pour plus de détails.

Proposition 5.7. Soit U et Uy, solutions respectives des problémes (4.27)
et (4.42), alors

1U = Unllaxq < [|1Rll(mxqy (5.29)

ot R: Hx Q — R est la fonctionnelle résiduelle définie par
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R(V) :=[F — P,(Uy), V], pour tout V€ H x Q, et satisfaisant
R(V,) =0,YVj, € Hy, x Q. (5.30)

Preuve. On utilise le Lemme 4.16 et la relation (4.57) =
L’étape suivante est donc d’estimer ||R|[mxqy. Pour ce faire, en uti-
lisant les formules d’intégration par parties (1.34), (1.35) et (1.36) nous

décomposons R de la facon suivante.

R(V) == Ry(vs) + Ra(vp) + R3(gs) + Ralqp) + R5(§) + Re(v),(5.31)

pour tout V. = (v,(¢,€)) € H x Q, avec v = (vs,vp), ¢ = (qs,qp) ; et

ou,

Rl(VS) = (fs + 2v div(e(uh,s)) — Vph,s —pP (uh,s . V) up s, VS)S

— (St vs)s + divuns ([prsI = 2ve(uns)) - ng), Vi),

+ (—pns +prp —2vng - e(uys) - Ng, Vs - Ng)y
— <muh7s T+ 2vng -e(upg) - T, Vg - T>E ,
Ry(vp) = (fp — Vpro —K 'wp,vp),,
R3(qs) = (gs,V-ups)g,
Ri(qp) = (gp,V-wpp)p,
R5(&) = —(ups-ng+u,p-np,§)s,
R6(VD) = <ph,D — A, Vs ng + vp - HD>E .
Ainsi on a

|R]|@xqy < {HRlHHFS(Qs)/+\|R2|\H<div;ﬁp)'+HR3||L2(QS)’+HR4HL2<QD)'
[R5\l =125y + | Roll 125y } - (5.32)

Par suite nous avons le lemme suivant :
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Lemme 5.8. Les estimations suivantes sont vérifiées :

IRl S 9D (Inslie+ X Il
KE‘I}? €€€(K)ﬂ8h(ﬂs)
+ Z | = ph.s + pup — 2vms - e(ups) - nsG.
BGE(K)QE}L(S)
) 1/2
aqv
+ Z ————w, 5T+ 2ung - e(upg) - T )
cee(kmens) VT RT 0
+ (s.
De plus on a :
/ 1/2
1Bsllziey S S D Idivanslis p
| KeT}
( 1/2
IRl 2y S S D Idivaunplis ¢
( KeTP
) 1/2
IR ey S 8 Y llwns - ms+ wp - nollg,
keeeh(i)

Preuve. La preuve de ce lemme est une conséquence directe de l'in-
égalité de Cauchy-Schwarz et de l'inégalité de trace. m

Nous avons aussi le lemme suivant
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Lemme 5.9. Les estimations suivantes sont satisfaites :

| Rell v o) < { > 1% (Ufip = Iono = K- wpll3 i + Irotlfip — K~ wp) | i)
KeTb

+ > hell[(fo.p — K 'wn.p — Von,n) - 7elell5 £5-33)
SEE(K)ﬂEh(QD)

1/2
+ S Rl Up - K wp — Vo) Telie p + o,
e€&(K)NERL(OND)

et
1/2
R6H1/2(g)§{ > heph,D)‘h(Q),e} : (5.34)
ecép (%)

Preuve. L'estimation de (5.34) suit directe [24, Page 953, Lemma 3.4].
Nous allons maintenant donner I'estimation de Ry, pour vp € H(div;2p),
nous allons utiliser la décomposition Helmholtz telle énoncée dans [38,
Page 1882, Lemma 3.3]. Plus précisement, il existe Cp > 0 telle que
chaque vp € H(div; 2p) peut étre decomposé comme vp = wp +rotfp,
avec wp € HY(Qp) et Bp € HY(Qp) avec fQD Bp =0, et

IWlg ) + 18l5190) < CpllvpllHivay):- (5.35)
Ainsi, en définissant
vip = I (wp) +rot(IPBp) € Hy(div, Qp), (5.36)

I'équation (5.36) peut étre vue comme une décomposition discréte de

Helmholtz de v, p. En appliquant (5.30) que Ro(vy p) =0, on a alors

Ry(vp) = Ra(vp — vip) = Rao(wp — win.p) + Ra(rot(Bp — Bn.p)),(5.37)

avec W p = I,?(WD) et Bpp = rot([,?ﬁp). On note rot(Vp,p) = 0.

Ainsi, en utilisant la formule de Green standard sur chaque K en dimension

Analyses d’erreur pour des méthodes d’éléments finis de l’équation elliptique Jamal ADETOLA ©URPM/IMSP 2018
de Monge-Ampére et du probléme couplé stationnaire Navier-Stokes/ Darcy. adetolajamal58@yahoo.com



Analyse d’erreur a posteriori 146

deux de I'espace, on obtient 1'inégalité suivante :

Ry(vp) S Z {(fp — Vipup — K ', p,Wp — Wip)i
KeTpP

— (rot(fp — K 'wnp), B0 — Bup)
+ ((fp — Voo — K 'wpp) - 70, B0 — Bu.p)ox | -

Nous introduisons 'approximation f;, p de fp, et donc nous obtenons
'estimation (5.33) par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et
I'opérateur d’interpolation de Clément. m

Enfin, nous pouvons maintenant donner le résultat principal de cette

sous-section.

Théoréme 5.10 (|47]). En désignant par (u, (p,\)) la solution du pro-
bleme continu (4.27) et (up, (pr, An)) solution du probleme discret (4.42).
Alors

[(eu, (ep,ex))lHxg S ©+C. (5.38)

Preuve. En utilisant les lemmes 5.8 et 5.9 le résultat suit directement.

5.2.7 Efficacité des indicateurs d’erreur a posteriori

Le second résultat important que nous avons obtenu dans cette partie
est l'efficacité des indicateurs d’erreur. Ce résultat fera 'objet de cette

sous section. Pour y parvenir, nous allons donner le lemme suivant :

Lemme 5.11. Pour k € N*, il existe des constantes dépendantes de k
et de la réqularité de la triangulation , tel que pour chaque élément K et
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e € E(K) on ait

lalox S 1labi loxSlallo. Ve € Po(K),  (5.39)

IV(gbe)llox < x|l 4 llox, Ve € Pr(K), (5.40)

1ploe S 1112 loeSI P lloe: P € Pre), (5.41)

1 LO) lox +helVED) ok S B2 | plloe ¥p € Pile). (5.42)

Toujours dans cette méme logique, nous définissons pour w C ) :=

Qs UXUQp, et pour £]| € XN par :

v @iw == > A (V]

BEEh(@ﬁQS)

%,we + HQS ?ue) + HVDH%—I(diV;wﬁQD)

+ ||QDH%2(wmQD) + Hﬂﬁ/&znw

avec

w = U{K' €T, : K € &K)}. (5.43)
et

we = U{e€&(K) KeT}. (5.44)

Nous énongons donc le résultat important de cette sous-section.

Théoréme 5.12 ([47]). On suppose que fg € L*(Qs) et f € L*(Qp) sa-
tisfont les conditions des théorémes 4.7 et 4.11. Soit (u, (p,\)) € HX Q
solution exacte du probleme (4.27) et (un, (ph, An)) € Hy X @y, solution
approchée du probléeme couplé Navier-Stokes/Darcy (4.42). Alors, l'in-

dicateur d’erreur local O satisfait :
Ok 5 l(ew (epe))llnan + Y Cxn VK € T, (5.45)
K'Cog
ol Wi est la réuniton des éléments qui sont au voisinage de [’élément K.

Preuve. Nous allons procéder cas par cas afin d’obtenir le résultat
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final.

1. Elément résiduel dans Qg. Soit wg := rgxbx € [H}(K)]* et on

considére

(rsg, Wi)ix = / (fs + 2vdiv(e(uns)) — Vpns —p(ups - V) upg
K

P di
—§uh75 ivu,g) - Wk

En introduisant fs et en utilisant la formulation (4.22) on obtient,

/ 1'57[( Wi = / (fs — f57h) “Wg + / (QVG(US) : VWK)
K K K
+p/ [(115 . V)ug] WK — Ps diVWK
K

+/ 2vdiv(e(uns)) — Vons —p(ups - V)uys| - wi
K

/ [p . }
- —uhSdlvuhS - Wg.
K 2 ) 9

Par intégration par parties on a ,
/ rsg Wi = / (fs — fS,h) - Wg + 21// e(eus) : V(WK)
K K K

—/ ep divwi
T

+/ [P(us - V)ug — guh,S divups — p (ans - V) uh,S} P WK
K

Par inégalité de Cauchy-Schwarz on a,

/ I'skg WK fJ ||f5 - fs,h”o,KHWK |0,K
K

+(2v]|eus]

1.& + llepsllox) VWi ||o,x

+

/ [,0(113 -V)ug — guh,S divuy g — p(up,s - V) uh,s} WK
K

Les inégalités inverses (5.39), (5.40), larelation || Wi |0 x<|| rs.x |lo.x
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et le fait que ||ugll1.04 (voir [34, Lemme 5 et Lemme 6]) et ||ug|

(voir [34, Lemma 12]) soient bornés, LQS
Irsxllox < fs = Esnllox + i [ Veugllow + i lepsllox
comme h !t < h 1 Ve € E(K), on déduit que,
[rs.xllo.x < [l(€as (€p, €x))llnawx + Cs- (5.40)

oll wg est la réunion des éléments partageant des arétes communes

avec K.

2. Elément résidual dans Qp. Soit wg = rp xby € [Hj(K)]?, nous

utilisons (4.22) et par intégration par parties :

/ I'DK WK = / (F.p — K 'wpp — Vpnp) - wi
K K
= / (F.p — K 'upp — Vpnp) - Wi
K
+ / (Kﬁlup — fD) *Wg — DD le Wk
K
= / —(fp —fhp) - Wi
K
+ / (KﬁleuD cWg + ey, divwi).
K

Comme avant, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’estimations
inverses (5.39)-(5.40) donne ,

ok Shi | 0 —tp o + | K eu, llox + 1 €pp o -

hil|lrp K

Par conséquent,

hillrp.x o S ll(€u; (€, ex)) || hwx + Cp- (5.47)
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3. Elément résidual rot dans (p.
Pour K € TP, posons C = rot(f), p — K_luh,D) et wrg = Cibg.
Ainsi on a rot(wg) € H et est a divergence nulle, par conséquent

d’aprés (4.22) nous avons
a(up,rot(wg)) = (fp, rot(wg))p,
ou de facon équivalente
/K(K_luD —fp) - rot(wg) = 0. (5.48)

D’apres la formule de Green on a

/ CKU}K = / I'Ot(fh’D — fD)wK - / (fD — Kiluh’D) . rot(wK),
K K K

en utilisant (5.48) on déduit que

/KCKwK:/Krot(me—fD)wK-l—/[K_l(uD—umD)]-rot(wK).

K

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

| Cuwne < lrot(th.o— o)l | K e, los ot
En appliquant encore les inégalités inverses (5.39)-(5.40) on obtient
hicllrot(fr,0 — K 'wp)llox S| K ' ew, llox +hiclrot(fio — £)]lox,
Soit

hicllrot(fo — K ' wo)llox S ll(€ws (€9 e)) e +Co(5.49)
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4. Elément de divergence dans (), x € {S, D}. Directement on a
div(u, —up.) = —divuy., Vx € {S, D},

ainsi d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz nous concluons que

| divupox S ||divey,|lox,* € {S, D}. (5.50)

5. Le saut de la Normale J., dans ()g. Pour chaque aréte e €
En(Qg), nous considérons w, = U{e : e € K7 U Ky}. Comme J.,,, €
[P%(e)]?, posons

W = —Jen,be € [Hé(we)P.
La premiére formulation (4.22) nous donne
a(u, we) +b(we, p) = (f, We)u,,
ce qui est équivalent

/ fS'We =

_|_

2ve(ug) — psl] : e(w,)

e

—

[p(us - V)ug] - w,

€

+ [psI — 2ve(ug)|ng - we. (5.51)

S—

We

Par intégration nous avons

— /Je,ne ‘W, = / (2ve(un,s) — pnsl) : e(we)

2
— Z/ (—2V div e(uhﬁ) + mes) - We.
i=1 Y i
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Ainsi, d’apreés (5.51) on a

2
—/Je’ne ‘W, = Z/ [fs — (—2V div e(uh,g) —I-Vph’g)] - We
e i=1 K
= [ relea.) ~ enTsew)
+ / [p(us - V)ug] - we.

Nous introduisons 'approximation fgj de fg, en utilisant l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, les inégalités inverses (5.41)-(5.42) et le fait que

|lus|l1.0s (voir [34, Lemme 5 et Lemme 6]) est borné, nous obtenons,

H J€7n€

2
e S h? (Z(l fs —fhs llox: + [l rox, O,Ki))

1=1

+ k2 (19 (eus) o+ Il €ps llo.w,) -
Comme h, < 1, alors par (5.46) on a,
[ Jen. lloe < [1(€a; (ens ex)) I, + Cs- (5.52)

6. Les éléments sur l'interface Y. Pour estimer les éléments sur I'in-
terface, nous fixons une aréte e dans X et pour une constante r, fixée
aprés et puis un vecteur unitaire n, on considére w, = (We 5, We p)

telle que :
W, = rcben. (5.53)
On a w, € H. Donc la formulation faible (4.22) vérifie
a(u,w,) + b(we,p) = (f, w,),,,

ce qui est équivalent &
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/ (2ve(ug) : e(we) — pgdivw,) + / (K tup - w, — pp divw,)
Kg Ks

(5.54)

rvoy

VT KT

avec Kg (resp. Kp) est 'unique triangle inclut dans Qg (resp. Qp)

+ (uS *Ty,Wes - T)e + / [p(U—S : V)US] *We = (fa We)wea

We

ayant e comme aréte.

En d’autre terme, par intégration par parties dans Kg et Kp on a

roy

/KS(21/e(uh,5) ce(We,g) — prsdivweg) + ﬁ(uh,s ST, We T)e
+ / (K 'w.p - Wep — prpdivwep)
Kp

= —/ (2Vdive(uh,S)_vph,S)'We,S+/ (K", p*Wep+VDip) Wep
KS KD

voyg
(W 577, W57 o / (Ion slwe s - 10 — 20fe(upg)n] - Wes)

VT KT ¢

En soustrayant cette égalité de (5.54), on trouve

+

voyg

/( [ph]ewE ‘N — 2V(e<uh,5)ne : We,S) - ﬁ(uh,s " T,WeS* T)e

(&
royg

— /KS(Ql/e(euS) re(Weg) —ep, divwe g) + ﬁ(eus T, Wes* T)e
—l—/ (K_leuD - Wep — €y, divwe p) — / [p(us - V)ug| - w,
Kp K

—/ (f5+2udive(uh’g)—Vph’g)-W@S—/ (fD—Kfluh’D—Vp}%D)-We’D.
KS KD

Dans le dernier terme, nous introduisons l'élément résiduel r, g, * €

{S, D}, ce qui nous donne
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Vo
/( [ph,S]eWe ‘e — QV(e(uh,S)ne : We,S) -

ﬁ(uh’s "T,Weg - T)e
e

voyg

\/T_—?(eus " T, WeS - T)e
+ / (K e, - Wep — €, divwep) — / [p(us - V)ug] -w,  (5.55)
KD KS

= / (2ve(eyy) : e(Wes) — €y divwe g) +
Kg

— / (fs —fhs +rsk) Wes — / (fp —fup +TrDpK) - WeD.
KS KD

2

. (0% 1%
1. Pour estimer g \/:uh,s T+ 2vng - e(uh,S) - T , €1

_ T K- T
ec(T)NEL(D) 0.e
posant
aqv
Te = Ups- 7T+ 2vng-e(uys) - Tet N=r.

VT K-T

Avec ce choix, W, - ng + w, - np = 0 sur X. Aussi, I'indentité (5.55)

et 'inégalité inverse (5.41) on a,

Il < /K (2ve(euy) : €(Wes) — epg divwes)
S

—1 .
+ / (K euD ¢ W€7D - epD le We’D)
Kp

140

+ ——(€us T, We s T)e — us - V)ug| - w,
W(ST 5°T) /KS[P(S Jus] - wes

— / (fs —fhs +TrsK) - Wes — / (fp —fup+TrDK) - WeD.
KS KD

Ainsi 'inégalité de Cauchy-Schwarz , 'inégalité inverse (5.42), I'esti-

mation de ||r, g|lo.x | i.e. estimations (5.46) et (5.47)], et le fait que
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|lus|l1.0s (voir [34, Lemme 5 et Lemme 6]) est borné

Qv
Hﬁuh,s T+ 2ung - e(upg) - T 5 < (5.56)
[ (eu; (€p, ex))|lnw, + Z Ck,s
K'Cw,
avec w, = Kg U Kp.
2. Pour estimer le terme Z |—pn,s+pn,p—2vng-e(uys)ngllf .,

ec&(T)NER(T)
en posant

Te = Dh.D — Phs + 2vn, - €(ug) - g et N = ng.

Comme avant, I'identité (5.55), les inégalités inverses (5.41) et (5.42),
les bornes ||r. xllo.x, * € {S, D}et de (5.52), et le fait que ||ugl1.04

(voir [34, Lemme 5 et Lemme 6]) est borné

|lph.D — Phs + 2vng - e(uns) - nglloe S (5.57)

H(eu, (epae)\))Hh,we + Z CK’-

K'Cw,

3. Pour e € &,(%), le terme Z hellpn.p — )\hHg’e est majoré comme

eeeh(i)
suit :
Y hellpnp = Mlge S D he (1A= Mullg. + 1A = prolli.)
e€n(S) e€n(D)
S I =Ml s S lew (e, e)) 7.
(5.58)

4. D’une maniére analogue [12, Lemme 4.7|, le terme
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Z |lup.s - ng+upp - nplloe peut étre borné par

e€&(X)
[up,s - g +upp - npli§, S by llus — wpsll§ ey + i llup —unpl§ x,
IV (us — wys)ll6 & + hic, | div(up =y p) |5 &
ot e = 0Kg N JKp. Maintenant, comme pour chaque x € {S, D},
hg, <1et hl}ls < h_!, alors nous avons l'estimation,
lups-ms+upp -nplloe S [[(ew, (ep, 1) llnw.,  (5.59)

avec w, = KgU Kp.

5. La tangentielle dans Qp. Finalement, pour e € &,(Qp), les termes
> helllfo — K 'unp = Vorp) - melellie
SEEh(QD)
-1 2 .
et Z hel|(fr,0 — K™ upp — Vpup) - 7ellp . sont respectivement

eESh(aﬁp)
borné comme dans |24, Lemma 3.16] par :

hel| [(Fn,0 — K 'anp — Vonn) - 7elellf . lup — up,pl[§ .. (5.60)

S
< (e (ep,ex))ll;

h,we

pour tout e € &,(§2p), avec

w, donné par
we :=U{K' €T} :e€&K")};
et

lup — w,p|5 &, (5.61)

I(eu, (ep; 1))

hell (8.0 — K wnp — Vo) - 7ell3, S
<

2
h,we?

pour tout e € ,(0Np), avec K., le triangle de T ait e comme une
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arete.

Les estimations (5.46), (5.47), (5.49), (5.50), (5.52), (5.56), (5.57), (5.58),
(5.59), (5.60) et (5.61) nous permettent de conclure le résultat du Théo-

reme H.12. m

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une étude d’analyse d’erreur a
posteriori pour une méthode d’éléments finis mixtes du probléme couplé

Navier-Stokes/Darcy.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons abordé deux notions fondamentales dans
la technique d’analyse numérique des équations aux dérivées partielles non
linéaires. Dans un premier temps, nous avons étudié 'analyse d’erreur a
priori pour une méthode d’éléments finis mixte de I’équation aux dérivées
partielles elliptiques non linéaire de Monge-Ampére. Cette étude nous
a conduit d’abord & établir un résultat de régularité elliptique W?2? des
EDP elliptiques d’ordre deux dans un domaine polygonal. Ensuite nous
avons proposé une nouvelle méthode (méthode du gradient reconstruit)
pour 'approximation numérique de I’équation de Monge-Ampeére. En-
fin nous avons prouvé la convergence de notre méthode en énoncant des
résultats d’analyse d’erreur a priori. Dans un deuxiéme temps, c’est le
probléme couplé Navier-Stokes/Darcy qui a été étudié. Nous avons
proposé une méthode pour I'étude d’analyse d’erreur de type résiduel de
ce probléme. Nous avons obtenu des indicateurs d’erreur fiables et efficaces

donc optimaux pour notre méthode.

Perspectives

Nos prochains axes de recherches se présentent comme suit.
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Implémentation numérique

Dans les tous prochains jours nous allons finaliser I'implémentation nu-

mérique de I’analyse d’erreur a priori pour ’équation de Monge-Ampére.

Analyse d’erreur a posteriori de type résiduel de I’équation de

Monge-Ampére

Par ailleurs, les résultats d’estimation d’erreur a priori nécessitent en
général une hypothése de régularité sur la solution du probléme continu.
Cette hypothése est souvent tres difficile a réaliser, ainsi la majoration
d’erreur a priori ne permet pas effectivement de contréler I’erreur commise
dans 'approximation d’'une EDP par la méthode des éléments finis. Pour
contourner cette difficulté, on procéde a I'analyse d’erreur a posteriori.

Nous projetons dans les jours a venir, procéder a l'analyse d’erreur
a posteriori pour I'équation de Monge-Ampére. Plus précisement, nos

prochains objectifs seront de partir de la formulation mixte standard de
dxd

'équation de cette équation. C’est-a-dire trouver (o,u) € H(2)¥? x
H?(Q) tel que

( (0,7) + (divT, Du) — (Du,7n) = 0 V7€ H'(Q)%™d

< (det o,v) = (f,v) Yve HY(Q)? (5.62)

u = g sur Of

\

Puis ensuite utiliser une discrétisation du type

Vii={v, € C%Q) s vg €P(K) VK €T, k>3} (5.63)
2y, = Vi, (5.64)

avec la formulation discréte du probléme 5.62 donnée par :
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trouver (op, up) € Ly X V), tel que

(

(on, ) + (div 1, Dup) — (Dup, m) = 0 V713, € X,

{ (det O'h,?)h) = (f, Uh) Yv eV, (565)

\ up, = g, sur Of).

Construire enfin des indicateurs d’erreurs de type résiduel qui seront

probablement sous la forme

7 1 = || fu — det op) ||, (5.66)
O3 1 = hillon + D*uy, — Duy ||, (5.67)
2 2
O =[> 7y (5.68)
=1

et

o=

o=) k| . (5.69)

KeTy,
Puis prouver leur fiabilité et leur efficacité.
Nous pensons aussi regarder le cas d = 3 dans nos prochains travaux
de recherches.
Deplus pour ce qui concerne le théoréme du point fixe de Brouwer qui
a ¢té utilisé, nous pensons regarder comment appliquer directement le

théoréme du point fixe de Banach sur ’application 7.
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Construction d’un algorithme adaptatif pour le probléme couplé

Navier-Stokes/ Darcy

Dans l'étude d’analyse d’erreur a posteriori, il urge de construire un
algorithme adaptatif de maillage. Ainsi dans les jours a venir, nous allons
orienter nos axes de recherches dans ce sens pour le modéle couplé Navier-

Stokes/Darcy et celui de Monge-Ampére.
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