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CHAPITRE 1

RESUME

L'animation d'objets 3D (spatiaux) suit trois approches principales ([LQ)}cDe maniére
schématique : lesystemes générateudgcrivent les causes qui produiront les effets représentés
dans I'animation, en simulant les lois de la physique (par systémes de pointgtsafedF91],
par équations dynamiques : [TPBF87],[RNOO0Q], etc.);dgstemes comportementavigent a
simuler le comportement d’étres vivants en se fondant sur une étudsepdédeur comportement
dans leur milieu naturel (par acteurs de synthése : [Rey87], [WVGEif]yision synthétique :
[TR97], par algorithmes génétiques : [GHI7],[LD99], etc.); systemes descriptifse basent
classiguement sur la modélisation géométrique. En particulier, pour les méiteaadtamor-
phoses, des objets 3D sont définis a des instants-clefs, et des méthddessition permettent de
calculer les phases intermédiaires entre ces instants (par déformatiarsnds fibres : [CJ91],
par interpolation : [RKO1], etc. ; cf. I'état de I'art proposé par [L\98r les métamorphoses d’ob-
jets 3D).

Notre travail porte sur la modélisation géométrique d'objets 4D pour I'animaiiars’inscrit
dans les systemes descriptifs. L'idée de base de la modélisation 4D poondteom ([BD93]) est
d’étendre la modélisation 3D en considérant les dimensions spatiales et las@imamporelle
comme équivalentes. Un objet 4D représente I'évolution d'un objet 3Doatsau temps. Les
méthodes de modélisation 3D peuvent étre étendues en dimension 4 : cettethéitdogst le
principal intérét de la modélisation 4D. En revanche, il est difficile de gpeesenter mentalement
un objet 4D ; par conséquent, I'interprétation de I'objet 4D en termesrd&tion et le contrble de
construction de cette animation sont les principales difficultés posées par é&isatdn 4D.

Une premiere approche consiste a utiliser défrmations 40[BB91], [AB97], [BBB98]),
appliquées a un objet 4D décrivant par exemple un objet 3D évoluandwas du temps. Une
seconde approche, proposée par [DL97], se déroule en dewesétdpns un premier temps, on
considére des objets spatio-temporels de dimension inférieure a 4, géseafent des anima-
tions simples a interpréter et contréler ; dans un second temps, on apptipéeation deroduit
cartésien(qui généralise I'opération d’extrusion) sur ces objets pour crégnobgets 4D de di-
mension supérieure, dont I'interprétation se déduit de celle des objetsxnltiabjectif principal
de ce mémoire consiste a étendre cette approche en utilisant le produiecadtébjets 4D quel-
conques pour définir des animations, et a proposer une méthode déadigm et de contrdle de
la construction de ces animations.

Dans le chapitre 2, nous commencgons par définir ce qu’est un objett 4idoue présentons
I'opération decoupe temporellequi consiste a “extraire” la séquence d’objets 3D contenus dans
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I'objet 4D. Puis nous effectuons un tour d’horizon des travaux réatlaés le domaine des défor-
mations 4D au laboratoire L.S.1.1.T. de Strasbourg. Nous présentonsrégaldans ce chapitre
les principes généraux de notre approche.

Dans le chapitre 3, nous précisons d’abord quels somdésmndegdes objets spatiaux, tem-
porels ou spatio-temporels) utilisés pour la construction d'objets 4D palujiroartésien. Ces
opérandes sont plongés daifé'. Le produit cartésien générant un objet plongé déiis nous
décrivons ensuite la fonction utilisée pour projeter cet objet dBfs lessommes de Minkowski
Cette fonction est importante dans la mesure ou elle influe directement sumia der|'objet 4D
gue nous visualisons, et donc sur la compréhension de I'animation szmrgga
Nous voulons montrer qu'il est possible de prévoir et controler les aninsgbar produit cartésien.
Une étude expérimentale s’'impose donc. Les opérandes utilisés dansuadteant des simplexes
de dimensiord (sommets),l (segments)?2 (triangles) et3 (tétraédres) plongés linéairement, et
nous détaillons les animations intuitives qu'ils représentent (un opéranfrme quelconque
peut toujours étre décomposé en un ensemble de simplexes, et I'animatits plfrocet opérande
se déduit de celles décrites par les simplexes qui le composent). Notammepieiasdes sont
décrits comme desajectoiressuivies par des points au cours du temps. Nous avons réalisé une
étude de cas exhaustive, séparée en deux parties par ordre détdiffimterprétation croissante :
nous considérons le produit cartésien d’'abord entre un opéraatie-sgmporel et un opérande
spatial, puis entre deux opérandes spatio-temporels. L'étude de citaiée dans ce chapitre,
et nous en déduisons une méthode d'interprétation et de contréle desAibjgsultant du produit
cartésien, reprise dans [SLO1].

Pour réaliser I'étude de cas et expérimenter notre méthode, nous awaps un modeleur
interactif géométrique a base topologique 4D, dont les fonctionnalités gposées dans le
chapitre 4. Ce modeleur propose des opérations de création interattvgematiques (le produit
cartésien en particulier) d’objets spatio-temporels de forme quelcongse#rations de manip-
ulation 4D sont également implantées, dont la coupe temporelle et les trantifors géométriques
4D (translation, rotation et homothétie). A la fin du chapitre, nous propodeax exemples d’an-
imations élaborées issues de ce modeleur, qui simulent respectivemégidéa’une fleur et
I'éruption d'un volcan. Les algorithmes qui décrivent plusieurs desratns implantées sont
décrits dans I'annexe A.

Le modele géométrique définissant les objets 4D manipulés dans le modeleaseserb
particulier sur un modéle topologique : lekaines de cartes fermées de dimensiqfE494)]),
structures cellulaires dérivées de la notion de carte combinatoire. Cetistaise fondent sur
la notion densemble simpliciabour laguelle une définition du produit cartésien a été proposée
par [May67]. Afin d’obtenir une définition du produit cartésien pourdbaines de cartes fer-
mées, et un algorithme optimal en temps de calcul de ces structures, nosséalisé une étude
systématique de la définition du produit cartésien pour plusieurs structuneticiales et cel-
lulaires [LSBO1]; cette étude constitue le coeur du chapitre 5. Dans un@épespartie, nous
adaptons la définition du produit cartésien sur les ensembles simpliciauxsiruaire simpli-
ciale qui en dérive, leensembles semi-simpliciaurous proposons également un algorithme,
optimal en temps de calcul, des structures résultant du produit cartésies l&®seconde partie,
nous exploitons les relations existant entre certains ensembles semi-simpdic@a structures
cellulaires, lescartes généralisée§Lie94]) : nous étendons la définition du produit cartésien a
ces structures, ainsi qu’'a des structures qui en dériventaléss orientée¢[Cor75],[Lie91]) et
les chaines de cartes fermées. A chacune de ces structures audrespalgorithme optimal en
temps de calcul. Limplantation concréte du produit cartésien est décrisgd’danexe B.



Le chapitre 6 présente la conclusion et les perspectives de notre travail.






CHAPITRE 2

INTRODUCTION

2.1 Introduction

Dans le cadre de I'animation, un objet 4D représente I'évolution d'un @hpefspatial) au
cours d’'un intervalle de temps, i.e. une animation. Un objet 4@fpet spatio-temporekst défini
dans un espace de dimension 4, ou trois dimensions sont spatiales, dtiEnggidimension cor-
respond au temps. En modélisation 4D, les quatre dimensions sont, a ladresséées comme
équivalentes. L'un des principaux avantages de la modélisation 4Derspo$’'homogénéité de
cette définition : pour concevoir et manipuler des objets 4D, il “suffit” didte les algorithmes et
les méthodes de modeélisation 3D. Plusieurs solutions ont été proposéespindier la construc-
tion d’animations précises. Aprés quelques considérations généralasnsodélisation 4D pour
I'animation (Section 2.2), nous rappelons ces méthodes dans la sectioni?.8pps présentons
notre approche dans la section 2.4.

2.2 Lesobjets 4D

Etant donné un objet 4D décrivant une animation, il est nécessairelgwaisualisation, d’'en
extraire une séquence d’objets 3D. Cette opération d’'extraction porderielacoupe temporelle
et réalise l'intersection d’un objet 4D et d’un hyperplan 3D d'équafios ¢ :

Définition 1 : La coupe temporelle, notée, est définie par :
C,telIR: IR* — IR3
A~ {(ag,ayaz) | (ag,aya;,t) € A}

Pour représenter les étapes de I'animation définie par un objet 4D, tiissng undia-
gramme de Minkowskgui consiste a dessiner un repére sur lequel figurent les axéseapant
les dimensions spatiales et la dimension temporelle. L'objet 4D est afficlsecdanpére, et le ré-
sultat de la coupe temporelle de cet objet est décrit par une succesiEtsi3D correspondant
aux différentes étapes de I'animation (cf. Fig. 2.1).

Une des difficultés rencontrées en modélisation 4D pour I'animationiptrprétationdes

9



10 CHAPITRE 2. INTRODUCTION

ﬁ/y\ R
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a) b)

FIG. 2.1 :Coupe temporelle d'une sphéere spatio-temporelle.
a) La sphere 4D et différents plans de coupe.
b) Les disques issus de la coupe temporelle de la sphére.

animations décrites par les objets 4D. Cette interprétation n’est pas intuitiggupunous vivons
dans un monde ou nous percevons les objets qui nous entourent &tdessiprécis, et non pas
dans leur continuité spatio-temporelle. Plusieurs technigues ont été misembpqur permettre
de se représenter des objets de dimension supérieure a 3. Par exemple :

— la répétition d’'une technique de construction : soit un point (Fig. 2.289,'gn extrude
en un segment horizontal (Fig. 2.2b) ; ce segment est ensuite extrddéecie long d’'un
segment vertical, résultant en une face (Fig. 2.2c). Une extrusiontidefaee par un seg-
ment orthogonal a la feuille de papier produira un volume, affiché empeetige dans la
figure 2.2d. Ce volume est en fait projeté sur la feuille, et seule I'habitadeedyenre de
représentation nous permet de “voir” la troisieme dimension. Si I'on réggpeacessus en
extrudant le volume, I'objet obtenu, qualifiéhgpervolumeest de dimension 4 (Fig. 2.2e).
Cette figure est issue de [Bral3], un architecte qui a intégré ce tympdesentation dans
des batiments tels que la Chambre de Commerce de Rochester, aux Etats-Unis ;

a)

b) c) d) €)

FIG. 2.2 :Construction d’'objets par extrusions successives.
a) Un point. b) Un segment. ¢) Une face. d) Un volume. e) Un hygleme.

— une autre méthode consiste a raisonner par analogie : pour tenter démeginment se
présentent a nous des objets 4D, on peut se demander comment agipataies objets 3D
pour des étres existant dans un univers 2D. Un exemple célébre decaptest proposé par
Edwin A. Abbott en 1884 ([Abb84]) : l'auteur conte les aventures d&duare, un mathé-
maticien vivant dans le monde bidimensionnel de Flatland. A. Square negrest/pir que
des objets de dimension inférieure ou égale a deux. Aussi, sa percejpiensphere qui
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traverse Flatland se traduit pour lui par une succession de formes @D ow’abord un

point correspondant au sommet de la sphére, puis un disque quitgtesagh’'a atteindre
le diametre maximal de la sphere; ensuite, le disque rétrécit et finit par saaten en

un point. Par rapport a la figure 2.1, on peut imaginer que A. Squarewseetsur un plan
de coupe traversé verticalement par la sphére. En raisonnant pagianaous pouvons
imaginer la manifestation du “passage” d’une hypersphére dans npaeee3D : un point
apparait, se dilate en sphére qui grossit, puis se réduit avant detsgctemde nouveau
en point et de disparaitre. Notons que ces deux méthodes s’appliqdestdimensions
guelconques, qui ne sont pas forcément I'espace et le temps.

Dans le cadre de la modélisation 4D proprement dite, deux techniques ofinBtEées pour
construire les objets 4D et interpréter les animations. La premiére approigeeau point au lab-
oratoire L.S.1.1.T. de Strasbourg, consiste a définir un objet 4D parsatrsimple d'un objet 3D

le long de I'axe temporel, puis & déformer I'objet 4D obtenu a l'aide d’un madielgéformation
spatio-temporel ; différents travaux issus de ce concept sont rapgekection 2.3. La deuxieme
approche, qui constitue le sujet de cette thése, consiste a construingetidd a partir de deux
objets de dimensions inférieure, qui décrivent chacun une animation sinipterpréter. L'objet

4D résultant dwproduit cartésierde ces deux objets, représente une animation dont l'interpréta-
tion se déduit de la forme et de l'interprétation des objets de dimension iné(i®action 2.4).
Ceci permet de contréler la construction d’une animation précise.

Les objets géométriques 4D manipulés ici sont, en générakutedivisions ddR?, i.e. des
partitions ercellulesde différentes dimensions (sommets, segments, faces, volumes et lypervo
umes). Chaque cellule possedeband constitué de cellules de dimension inférieure (par exemple,
le bord d’'un segment est composé de deux sommets, et le bord d’'unigdagalaire est constitué
de trois segments et de trois sommets). Les objets géométriques sontmEa@se un modele
géométriqué, composé :

— d'un modéle topologiqué&écrivant la topologie de I'objet, c’est-a-dire les cellules de la
subdivision, ainsi que les relations d’'incidence et d’adjacence esdreatlules ;

— d'un modele de plongemendéfinissant la forme de la subdivision. Nous utilisons ici un
plongement linéaire : & un point (resp. un segment, un portion de plarpartien d’es-
pace,...) correspond un sommet (resp. une aréte, une face, un volume,...).

Un assemblage de cellules est appmignplexe cellulairddans lequel les cellules qui n'apparti-
ennent pas au bord d’autres cellules sont qualifiégwideipaleg. L'opération de coupe crée un
complexe cellulaire de dimension 3 a partir d’'un complexe cellulaire de dimension 4.

2.3 Animations par déformations d’objets 4D

Dans cette section, nous effectuons un tour d’horizon des méthodémdtaons développées
au laboratoire L.S.1.1.T., en suivant I'ordre chronologique de [Bec95]

2.3.1 Modele de déformation de I'espace

Le modeleDOGME (pour Deformation Of Geometric Model Editpde déformation de I'es-
pace ([BB91]) repose sur le principe suivant : une déformation éfinid dans un espacera

!Le modéle géométrique utilisé est expliqué en détail dans le chapitre 5.
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dimensions par une fonctiahqui, a chaque point/ de IR™, associe son déplacemettl/) dans
IR™ .

d: IR" — IR"

Ulur,ug, -y un) = d(U) = (di(wr), da(u2), .., dn(un))"

out représente la transposition.

La déformation transforme tout poifit de IR™ en un pointU’ de IR™ parU’ = U + d(U);
cette déformation est définie par un ensembleai@raintes chacune d’entre elles matérialisée
par la donnée d’un point de I'espace initial et de son déplacement darénhe espace, formant
un vecteur. A l'aide de cette notion de contrainte, I'utilisateur peut manipul@bijet, en pous-
sant ou en tirant directement les parties de celui-ci. Cette manipulation distc@eaogue au
travail du sculpteur qui manipule un bloc d’argile. La forme de la déformatépend d’'undonc-
tion d’extrusionet d’'un ensemble de contraintes qui déterminent la fonction de déforméation
(différentes formulations des fonctions d’extrusion sont présenides [Bec94]) ; de plus, dans
DOGME, la taille de la zone d'influence d’'une fonction d’extrusion est réglaldar pe modifier
gu’une région de I'espace soumis a la déformation.

2.3.2 Déformation de I'espace-temps
2.3.2.1 Déformation a temps constant

La technique de déformatioDOGMA (pour Deformation of Geometric Model Animated
cf. [BD93]) est basée sur le modéle de déformafiGME utilisé en dimension 4 : la défor-
mation 4D est une fonctiod : IR* — IR* qui, & chaque point de I'espace-tempsy, z, t)
associe son déplacement, (x), d,(v), d.(2),d:(t)). Lutilisation deDOGMA consiste d’abord a
construire un objet 4D, puis & déformer cet objet.

L'opération utilisée pour la construction esgxtrusion qui utilise unobjet générateuet une
courbe directrice: le principe consiste a construire un objet de dimension supérieure a celle de
I'objet générateur, en dupliquant le générateur par 'ensemble dets pmnstituant la courbe
génératrice.

L'extrusion est un cas particulier duveepingopération notamment utilisée pour la conception de
machines-outils, la détection de collisions ou la robotique : [ANIB] présentent un état de I'art
des différentes formulations de cette opération. Le sweeping est égalemglioye dans le cadre
de I'animation : par exemple, a partir de deux volumes identiquetsB de position et d’orienta-
tion différentes, [RK01] utilisent une courbe directrice permettant deidgbar interpolation, les
parameétres correspondant au déplacement et a la rotatidiveles B. Cette technique (et, a notre
connaissance, les autres procédés recourant au sweeping pduatian) ne repose pas sur des
objets 4Dstricto sensuet sortent du cadre de notre étude.

DOGMAuutilise I'extrusion linéaire pour laquelle I'objet générateur est un objet 3D spatial, et
la courbe directrice est un segment temporel linéaire : le résultat esjetrd@bqui décrit I'objet
3D initial immobile au cours de l'intervalle de temps défini par le segment temgeigelZ.3).

La déformation appliquée a I'objet 4D repose sur destraintes a temps constamui dé-
placent des points définis a un instant particuligdans un autre endroit au méme instant
chaque contrainte de ce type est composée des coordofmees, ¢y) du point de départ et de
son deplacemerttl,. (), dy(y), d-(2)). Par exemple, dans la Fig. 2.4a, on applique une contrainte
a temps constant sur le cylindre 4D de la figure 2.3, ce qui entraine uorrddion d’'une région
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a)

FIG. 2.3 :Construction d'un objet 4D dans DOGMA.
a) Disque 3D. b) Le cylindre 4D résultant de I'extrusion dsiggie par un segment temporel.
c) Le cylindre représente le disque immobile.

b)

du cylindre (Fig. 2.4b), et donc la déformation du disque animé (Fig.2.4cpr&ique, comme
la déformation est a temps constant, il est inutile de calculer explicitement I4Djetl suffit de
calculer la conséquence de la déformation sur I'objet 3D aux différestizrits.

T

Contrainte

e

z X

a) b)

LOCOCO

FIG. 2.4 :Déformation d’'un cylindre 4D par contrainte a temps constan
a) Le cylindre original. b) Le cylindre déformé.
¢) Animation : le disque se déforme puis reprend sa formalait

Pour créer des animations élaborées, [BD95] définissent des s$ttdleque Déplacer, Tourner,
Rebondir, ..., qui reposent sur des primitives d’animations composéesdadisdéformations 4D
a temps constant; ces ordres ont ainsi permis de simuler deux animatitosligaes : I'anima-
tion faciale et la marche ([Dub95]).

2.3.2.2 Déformation a temps non constant

Comme précédemment, on part d'un objet 4D représentant un objet 3D imraobdeurs
du temps. Le principe de la déformation a temps non constant ([AB97])ster@sdéplacer, dans
I'espace et le temps, une partie des points de I'objet 4D (Fig. 2.5).
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FIG. 2.5 :Déformation a temps non constant.
a) Les coordonnées temporellgset¢; des extrémités de la contrainte sont différentes.
b) Le cylindre 4D aprés déformation. c) Le disque animé serd# et se divise en deux.

Par conséquent, les points de I'objet 4D déformé existant a un instditufiar ¢, he sont
pas uniquement issus des points de I'objet 4D initial plongég eh devient donc nécessaire
de représenter explicitement I'objet 4D dans sa totalité pour déterminer spralées points de
I'objet 4D déformé a l'instant,. Cette technique de déformation, a laquelle s’ajoutent des fonc-
tions splines de déformation (permettant de réaliser des déformations iryliesirpar exemple :
cf. [Aub99]), sont intégrées AOGMA

En pratique, un objet 4D est représenté en utilisant le modéle topologiquardes général-
iséeq[Lie89]) de dimension 3 (i.e. la dimension topologique de I'objet 4D estt3gm@ésente le
bord d’'un objet constitué d’'un unique hypervolume.

2.3.3 Le modeleurSTIGMA

STIGMA(pourSpace-Time Interpolation for the Geometric Modelling of AnimatifiBi8B98])
a été concu afin d'étendre les travaux précédents. Ce modeleur peremistruire des volumes
(des objets 4D représentés par leurs bords) dont des animationgf@seysgont extraites. Nous
présentons ici sommairement les fonctionnalités offerte SpaGEMApour construire et contrbler
des animations (une description détaillée se trouve dans [Bra00]).

Le modeleur integre des primitives 4D sur lesquelles seront appliquéepéedions de ma-
nipulation. Ces primitives sont des objets 3D (sphéres, tores, cubgsetquelsSTIGMAajoute
par défaut une composante temporelle nulle ou constante ; une partie gersitises, et les
opérations topologiques qui leur sont liées, sont tirée3apmfil ([Ber98]), un modeleur 3D a
base topologique également développé au L.S.ISTIGMAintegre également un modéle de dé-
formation dérivé d®OGME, qui permet de placer et d’appliquer simultanément un grand nombre
de contraintes de déformations sur les objets 4D non déformés : il espagssble d’obtenir des
animations dans lesquelles, par exemple, des motifs se dégagent de plaspleéres.
Pour construire des objets 4D a partir d'objets 3D, le modeleur a recéopaation dextrusion
généraliségqui permet notamment de faire varier I'orientation et/ou les dimensions detl’'ob
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extrudé (cf. Fig. 2.6).

(.66

FIG. 2.6 :Différents cas d'extrusion généralisée.

a) Le disque générateur et la ligne polygonale directrig€rBation d’un cylindre par extrusion. Les
disques correspondants a chaque sommet de la ligne dieectmservent leur orientation initiale.
c¢) L'orientation des disques est modifiée pour qu’ils somrpendiculaires a la courbe directrice.

d) Le méme cylindre qu’en c) en modifiant les dimensions degugis par homothétie.

Enfin, STIGMApropose une extension originale de I'extrusion : I'opératicgdpdississement
d’'un graphe ([BBBO00]), dans laquelle la ligne directrice de I'extrusishum graphe, et I'objet
générateur un cercle, une sphéere ou un tore (un exemple d’'épaissigsest montré dans la

Fig. 2.7). Cette technique permet de contrdler les instants et le nombre siersgist de fusions
des objets animés.

T
Graphe
[a— [—
e
S—
Y X =
Générateur Plans de coupe
[ TET YT
/
z X
a) b) c)

FIG. 2.7 :Epaississement 3D d’un graphe.
a). Le graphe (constitué de trois segments) et le disque@iené. b) L'épaississement 3D consiste a
construire un cylindre autour de chaque aréte du graphewiedes facettes nécessaires a relier ces
cylindres. Les plans de coupe temporelle sont symbolis@aicdes segments, pour alléger la figure.
c¢) L'animation décrite par le graphe épaissi représenté/laidn d’'un disque en deux.

2.3.3.1 Considérations sur le produit cartésien

[Bra00] aborde le sujet du produit cartésien en citant [DBB] (cf. section 2.4), car I'opéra-
tion d’'extrusion (dont plusieurs formes sont implantées d&fKGMA en découle directement.
Notamment, la définition formelle de I'extrusion est un cas particulier de la défirgtigoroduit
cartésien. Le produit cartésien n’est pas implanté &R&SMApour plusieurs raisons : d'une
part, cette opération génére des objets trés volumineux ; d'autre partdhét@tion des anima-
tions résultant de cette opération est jugée délicate dans certains cas.

Nous estimons pour notre part qu'il est possible de donner une intaipréau résultat du
produit cartésien dans tous les cas de figure, a partir de I'interpréta®omérandes de cette
opération. Nous expliquons notre démarche dans la section 2.4.2.
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2.4 Construction d’objets 4D par produit cartésien

2.4.1 Historique

Comme nous l'avons mentionné au début de ce chapitre, les principaugmpesbsoulevés
par la modélisation 4D sont le manque d’intuition que nous avons sur les obj€et donc sur
les animations qu'ils représentent), et a fortiori sur les opérandesrdgraction de ces objets
(d’ou la difficulté de contrdle des animations). L'approche que nowsssiest tirée de [DL9I7],
reprise dans [DBB98] : le principe est d'utiliser des objets spatio-temporels dont I'interprétatio
est simple, pour construire des objets 4D dont I'interprétation se dédcitldedes objets initiaux.
L'opération de construction employée espl®duit cartésienqui permet de construire un objet
de dimensionn + n a partir de deux opérandes de dimensions respeciives: (cf. Fig. 2.8) :

Définition 2 : Le produit cartésien, noté, est défini par :
®: IR™ x IR" — [R™T"
(T1y iy Tm), (Y1 ooy Un) = (T4 ooy Ty Y1y eer Yn)

FIG. 2.8 :Produits cartésiens.
a) D'un point par un segment, formant un segment. b) De degmeets, formant une face quadrangulaire.
c) D’une face par un segment, formant un volume. d) De deuwssfdormant un hypervolume.

[DL97] utilisent desensembles simpliciaux cubiqueé®. les objets utilisés résultent de pro-
duits cartésiens de segments, permettant d’obtenir des carrés, destules hypercubes. Une
étude des différents cas de produits cartésiens est réalisée, dagielaguoperande est temporel
ou spatio-temporel, et 'autre opérande est spatial. [D88 reprennent ces résultats, en étendant
la définition du produit cartésien aux cartes généralisées.

2.4.2 Approche suivie

L'un des objectifs de nos travaux est de montrer que I'animation décritopgat résultant du
produit cartésien dépend entierement des animations représentéesgparbndes, ce qui permet
d’exercer un réel contrdle sur cette animation. Réciproquement, nabaisans déterminer dans
quelle mesure, a partir d'une animation que I'on cherche a construirs, pmwons déduire les
opérandes qui permettent de construire par produit cartésien cettetianirftas du moins une
partie de cette animation). Nous avons donc réalisé une étude systémastgliffédents cas de
produits cartésiens (cf. chapitre 3), dont nous donnons ici le cairérgl :

— nous distinguons les opérandes du produit cartésien selon leurs @ingeds plongement



2.4. CONSTRUCTION D’OBJETS 4D PAR PRODUIT CARTESIEN 17

(spatiaux, temporels ou spatio-temporels). Par souci de simplification, éearmes con-
sidérés sont desimplexegi.e. des sommets, des segments, des triangles et des tétraédres),
et nous proposons une interprétation intuitive de ces opérandes ers t@ernajectoires
suivies par un point ou un ensemble de points. Cette interprétation s’é@eitehient aux
complexes cellulaires, généralisant [DL97];

— nous différencions deux types de produits cartésiens. Premiéremesguliopérande est
spatio-temporel, tandis que 'autre est spatial : I'interprétation de I'animadisutante est
facilitée car elle dépend principalement de I'opérande spatio-temporetiéeement, les
deux opérandes sont spatio-temporels (ce qui constitue une autralggatién de [DL9I7]).
L'interprétation en termes de trajectoires permet de prévoir le résultatygcufiar I'influ-
ence simultanée des opérandes sur I'animation.

Nous manipulons des objets dB*. Par définition, le produit cartésien génére un objet plongé
dansIR®. Il est donc indispensable de définir ungération de projectionle IR® dansIR* :

) prog"ic)tion (

(1, 22,23, 24) @ (Y1, Y2, Y3, Y1) = (21,2, T3, 4, Y1, Y2, Y3, Y4 21,22, 23, 24)

La fonction de projection joue un role prépondérant dans le contr6le denlstruction des
animations : en effet, le plongement daff&' de I'objet 4D, et par conséquent l'interprétation
de I'animation décrite par cet objet, dépendent directement de cette farldbas nous sommes
intéressés augommes de Minkowski

Définition 3 : Les sommes de Minkowski, notées sont définies dan&z™ par :
@: IR" x IR" — IR"
(@1, @)y (Y1, 0 Yn) = (T1+ Y1, T2 + Y2, s Tn + Yn)

Outre leur définition trés simple, les sommes de Minkowski facilitent l'intuition detmé
de l'objet 4D résultant du produit cartésien (tous les exemples de la fg8reont affichés en
recourant a cette fonction de projection). De plus, dans certains ocbggtlrésultant du produit
cartésien est identique a la somme de Minkowski de ces opérandes.dhgplexsoient deux
opérandes plongés dafk?, tels que les points constituant ces objets aient pour coordonnées re-
spectivesz1, 22,0,0) et(0,0, y3, y4). Le résultat du produit cartésien est un objef & dont les
points ont pour coordonnéés; , z2,0,0,0, 0, y3,%4). En projetant cet objet dad®*, on obtient
un objet identique, dont les points ont pour coordonriggszs, s, y4), €gales aux coordonnées
des points résultants de la somme de Minkowski des opérandes initiaux.

Conjointement au sweeping, les sommes de Minkowski sont utilisées damedéndode la dé-
tection de collisions entre des objets plans, notamment ([LK98] préseriffénédtes utilisations
de cette opération). Ces fonctions sont également employées pourrréaksmétamorphoses
d’'objets géométriques, parterpolation linéaire de MinkowsKicf. [KR92] et Fig. 2.9) : a partir
de deux polytopesA et B, on définit une famille de formes intermédiai@gt), t < [0, 1], qui
interpolent les formes dd et de B selon la formulation

Cty=1-t)AotB={(1—-t)a+th,ac Abec B}

2Un polytope désigne ici un polyédre de dimension quelconque.
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$A® 3B ;A0 3B

PolytopeA 3A® 1B

Polytope B

FIG. 2.9 :Interpolation linéaire de Minkowski entre un carré et uratrgle.

Cette technique est étendue ([GA93], [GA94]) a la métamorphose deesaliimplicites cons-
truites autour de squelettes (blobs: cf. [Wyv94]). Plus précisément, on applique une interpola-
tion linéaire de Minkowski entre les squelettes correspondant respiv au blob initial et au
blob final de la métamorphose. [GA93] suggérent d'étendre ce péodéda maniére suivante :
on veut réaliser une interpolation entre des polyedres définis a différestants-clefs, en utilisant
une interpolation de Bézier plutdt qu’une interpolation linéaire. Si on Ap{e < [0, n]) lesn+ 1
polyédres de contrble, &;(¢) les polyndmes de Bernstein, l'interpolation de Bézier est définie
par

Clt) =& A(t)A;

[RK94], pour atteindre les mémes obijectifs, ont défini un algorithme quessite de recon-
struire I'ensemble de l'interpolation lors de I'ajout ou la suppression dalpéguire de contrdle.
Cette limitation est levée par la méthode proposée dans [GA96a].

L'objectif suivi par [KR92] et [GA93] est la construction de métamorpé® entre deux ob-
jets. Les sommes de Minkowski permettent de construire un objet géngdigieon extrait les
différentes étapes de la métamorphose. La formule définissant I'objetariain instant réalise
une sorte de “coupe” de I'objet générique correspondant a une.étap

Notre objectif est différent, dans la mesure ou I'une des dimensions g@ate®st interprétée
comme le temps, et 'opération qui permet d’extraire une étape de I'animatimasipe par un
hyperplan a temps constant. En particulier, on ne réalise pas d'interpaatienles opérandes.
De ce fait, s'il est génant d’obtenir lors les phases intermédiaires desnoitiaoses des objets
de dimension topologique supérieure a celle des opérandes (Fig. 2i hdcgssitent de recourir
a des opérations de projection (Fig. 2.11 tirée de [GA96b]), c'est atraice le but que nous
poursuivons.

z z z z z
X X X X X
FIG. 2.10 :Linterpolation linéaire de Minkowski de deux polygonesgoplanaires engendre un polyedre
déforme.

Nous avons utilisé la terminologie “produit cartésien” pour distinguer natpgs de celui de
[KR92] et [GA93]. De plus, comme nous utilisons un modele géométriqueetbpslogique, le
modéle topologique de I'objet résultant de cette opération est le prodtésizar (au sens strict)
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z z z z
Y Y Aiy /Qiy )AY
X X X X

FIG. 2.11 :Réduction de la dimension du polyedre déformé pour obtenpalygone

des modéles topologiques des opérandes. Les sommes de Minkowslsemeeist a calculer le
plongement de I'objet.

Nous avons donc di définir 'opération de produit cartésien sur leslemtigpologiques que
nous utilisons, i.e. leshaines de cartes fermées de dimensio@e& modéle s’exprime en fonc-
tion desensembles simpliciaufMay67], [Lie94], [LL97]), pour lesquels I'opération de produit
cartésien avait préalablement été définie par [May67]. Pour adapteropgration aux chaines
de cartes fermées, nous avons repris la méthodologie utilisée par [Lig84]%l] dans le cadre
de la définition de structures simpliciales et cellulaires. Cette méthodologiesést bar les en-
sembles simpliciaux et sur des mécanismes permettant de déduire différestdéygtructures en
fonction des propriétés offertes par les objets que I'on cherche aseter : en particulier, les
principaux mécanismes permettent de définir les notioess#mbles semi-simplicigude cartes
généralisées, deartes orientéet de chaines de cartes fermées. Nous avons donc réalisé
étude systématique de la définition du produit cartésien sur ces structin@pales, qui a con-
duit a la définition d’algorithmes de calcul optimaux en temps de constructioesdgtruictures.

D’autre part, afin de pouvoir valider notre approche, nous avonsucendéveloppé un mod-
eleur interactif d'objets 4D. Ce modeleur a servi de support a I'étudasideproduits cartésiens;
il a également permis d’expérimenter notre technique de constructionmetgiher une méthode
d’interprétation des objets construits.

Le chapitre 3 présente I'étude de cas de produits cartésiens, et notedmétimterprétation
en termes de trajectoires. Différentes fonctionnalités du modeleur saitedétans le chapitre 4,
comprenant des exemples de constructions d’animations élaboréesyisadgorithmes implan-
tés dans le modeleur sont réunis dans I'annexe A). L'étude de la défiditiproduit cartésien de
structures simpliciales et cellulaires est I'objet du chapitre 5 (l'implantationrddyit cartésien
sur les chaines de cartes fermées fait I'objet de I'annexe B). Nowdumots dans le chapitre 6.

une






CHAPITRE 3

ETUDE DE CAS DU PRODUIT
CARTESIEN

3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est de définir une méthode générale d'intetioréen termes d’an-
imation, des objets 4D résultants d’un produit cartésien de complexes celulBius précisé-
ment, nous souhaitons que cette méthode se déduise simplement de l'interpdiatiée aux
opérandes (a I'inverse de la démarche classique, ou I'animation estré@tésr@ partir de I'objet
résultant). Dans cette optique, le plongement des opérandes congisiésésimis a certaines re-
strictions (cf. Section 3.2). Les complexes cellulaires permettent de egpeésies objets de forme
guelconque, et donc un nombre quelconque d’animations. Pour limiter ¢edtsit, nous étu-
dions les cellules contenues dans un complexe cellulaire, et plus précidésmmplexegsom-
mets, arétes, segments, triangles, tétraedres, ...) “assemblées” pourdesrellules (Fig. 3.1) :
en effet, a partir des animations décrites par les simplexes, on peut fadilééarire les anima-
tions représentées par les complexes cellulaires.

as. blage

ssemblage” A | Ag Segment

o) X o X o X
a) b) C)

FIG. 3.1 :Complexes cellulaires, cellules et simplexes.
a) Complexe cellulaire de dimensi@nconstitué des cellules principalds B, C et D. b) A peut étre
décomposée en différents assemblages de simplexes desthm2&nc) Chaque simplexe décrit une
animation : ici,A3 représente I'évolution d’'un segment entre les instgned ¢, (cf. Section 3.3.2).

Nous décrivons dans la section 3.3 la méthode permettant d’interprétgréuande spatio-
temporel comme un ensemble de points soumis & une ou plusieurs trajectoicessadictemps,
et nous analysons les différentes animations décrites par les opécandaerés. Afin de faciliter
l'interprétation des objets résultants du produit cartésien, notre étudasdgecdivise en deux

21
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parties : la section 3.4 traite du produit cartésien d’'un opérande temposplatio-temporel par
un opérande spatial, et la section 3.5 est consacrée aux animationsestdgaa deux opérandes
spatio-temporels. Nous résumons dans la section 3.6 les principaux résbiéatss.

3.2 Calcul du plongement des objets résultants du produit cartésien

Le produit cartésien associe a deux opérandes plongés/®4ns objet plongé dangr®.
Nous utilisons les sommes de Minkowski comme fonction de projectidiR¥dans/R* (Fig. 3.2).

| t B

X X
1234567829 1234567289

a) b)

FIG. 3.2 :Projection des objets résultants du produit cartésien.
a) Les segmentd et B, de coordonnées respectiés, 2); (2,6)] et[(3,1); (7, 3)], sont
plongés dans le plafiXT). b) Le produit cartésied ® B est un parallélogramme projeté dans
(XT) par les sommes de Minkowski. Les coordonnéeglde B sont[(4, 3); (5,7); (8,5); (9,9)].

Une conséquence directe de ce “repliement” d’un espace a 8 dimensiansspace a 4 di-
mensions est I'apparition, dans certaines conditions, d’objets résulidgénérés.e. confondus
avec leurs bordspar exemple, le produit cartésien de deux segments colinéaires résulte en
face “aplatie” en un long segment (Fig. 3.3a), car les vecteurs portasetments ne sont pas
indépendants linéairement. Ce phénomene se produit plus généralerdeneanion supérieure,
lorsqu’un objet de dimensiom + n, résultant du produit cartésien de deux opérandes de dimen-
sions respectives: etn, est plongé dans un espace dont le nombre de dimensions est inférieur a
m + n : dans la figure 3.3b, la face plarkeet le segment linéair® sont plongés dans un espace
tridimensionnel, tels que le plan portatiest paralléle a la droite portaBt; le volumeA @ B est
projeté dans un plan paralléle au plan portant

Dans ce chapitre, nous souhaitons en premier lieu permettre au lectaimilexsle plus sim-
plement possible la technique d’'interprétation des objets résultants dutpradésien. En con-
séquence, nous n'aborderons pas de cas mettant en scene dedéuj@iatrés, car I'impossibilité
de distinguer ces objets de leur bord constitue un obstacle pour la comgi@hdes animations
gu'ils décrivent. Nous supposerons donc les conditions suivargpsagies : les opérandes ne sont
pas dégénérés, et sont plongés de telle maniere que les objets résatimuisptoduit cartésien
ne soient pas dégénérés. Dans ce cadre, le terme “produit cartEsiargmployé pour englober a
la fois I'opération de produit cartésien proprement dite et les sommes deviik:

— les opérandes du produit cartésien sont des complexes celluthiets3 de dimension
respectiven etn (0 < m,n < 3), tels qued = {ciA,O <i<m}etB={c0<j<
n}, ol cy (resp.cfg) désigne une cellule dd de dimension (resp. une cellule d& de
dimensionyj). A et B sont plongés linéairement;
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T Plan pgrtant A
9
8 P
2p Face ... ' Droite portant B
dégénérée .
6 .
si il ie /T A®BY
al i
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O 123456 78 X Plan portantA @ B
a) b)

FIG. 3.3 :Objets dégénérés résultant d’'un produit cartésien.
a) Les segmentd et B sont colinéaires, la faca ® B est dégénérée en segment.
b) Le plan portant la facd et la droite portant le segmeRt sont paralléles.
Le volumeA ® B est projeté dans un plan parallélelaet dégénéré en face.

— le produit cartésien dé par B, noté®, est défini par :
— A® B ={(cy,cjy) = ¢} estun complexe cellulaire de dimension n ;
— pour tout sommet’,, ; de A @ B tel quec, 5 = ¢ ® ¢}, ouc) € Aetc) € B,
le plongement de?4®B est égal a la somme de Minkowski du plongement}iest du
plongement de?, ;
— les ceIIuIe&’j@B (k > 0) de A ® B sont plongées linéairement, en fonction du plonge-
ment des cellules de leur bord.

3.3 Description des opérandes

Nous distinguons les opérandes en fonction de leurs composantestepgimrelles et du
résultat de I'application de la coupe temporelle (Déf. 1) sur ces op&aBadé un hyperplan de
coupe d'équatiol” = t, et soitA = {(a,, ay, a, a;)} un opéranded est classé dans I'une des
catégories suivantes (Fig. 3.4) :

— A estspatial (ouinstantang s'il existet’ € T tel queA = {(ay, ay,a:,t')}.
Asit =1t
Alors C(A) = { J sinon
— A esttemporelsi Cy(A) = Cy(A)Vt, t' € T. Areprésente un objet spatisimobile.
— A estspatio-temporeb'il existet,t' € T tels quet # t/, Ciy(A) # 0, Cpv(A) # 0 et
Ci(A) # Cy(A).

Dans notre étude, nous ne prenons pas en compte les cas ou les deuxepé&ont spatiaux,
car le produit cartésien de ces objets n'engendre pas une animatios.ndozonsidérons pas
non plus les produits cartésiens pour lesquels I'un des opérandas smtnmet, car I'animation
résultante décrit simplement une translation par les coordonnées de cetq&igm#5).

Le principe général de l'interprétation des opérandes spatio-temporedsste & déterminer
guelles sont les trajectoires suivies par les points constituant ces dpér&vits, (resp.si) un
point spatio-temporel, et soR,, (resp.Ps,) sa projection spatiale. Urteajectoire d’origine s
et d’extrémités; est représentée par le vecteys;, et décrit le déplacement d’un point spatial
au cours du temps, entre les positionsRig et P;, (Fig. 3.6a}. Le points, est ditsoumis &ou

Par abus de langage, nous écrirons qu’un point spatial se déplaed;, et P, .
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FIG. 3.4 :Les trois catégories d’opérandes.
a) Un segment spatial. b) Un segment temporel décrivant im fixe enxg dans
I'intervalle de tempsto, ¢1]. ¢) Un segment spatio-temporel : un point se déplace
en ligne droite de la positiony a la positionzs entre les instantg) etts.

-
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FIG. 3.5 :Produit cartésien par un sommet
A ® B est une face identique, translatée par les coordonnéesAle

influencé pay la trajectoiresys;. Par extension, un point soumis simultanémenttéajectoires
distinctes selupliqueenn points soumis chacun a une trajectoire particuliere (Fig. 3.6b) : un nom-
bre infini de trajectoires forment une face ou un volume spatio-temponmekermes d'animation,

le point P, subit une modification topologique en fonction du nombre de trajectin@sirement
indépendanteauxquellessy est soumis : le poinf, se transforme en segment animé (resp. en
face animée) s'il y a deux (resp. trois) trajectoires linéairement indépeesl (Fig 3.6¢).

FIG. 3.6 :Trajectoires.
a) La trajectoire d’origine, et d’extrémités; représente le déplacement d’un point spatial entre
les positions déP,, et P, . b) 5o est soumis a plusieurs trajectoires et se duplique. c) DY),
l'infinité de trajectoires issues dg forment une face triangulaire, décrivant la transfornratie
P,, en segment. La longueur du segment varie en fonction du cgplent de ses extrémités.
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Linterprétation générale d’'un simplexe spatio-temporel de dimensidn< n < 3) est éten-
due de la maniére suivante. Supposons que les coordonnées spatiaheparelle des sommets
du simplexe soient distinctes. On naGige ..., s, lesn + 1 sommets du simplexe, de coordonnées
temporelles croissantes respectivgs.., t,, et on notePs, (0 < ¢ < n) la projection spatiale du
sommets; (un simplexe de dimensidhest représenté dans les figures 3.7a-b). Dans un simplexe,
chaque sommey; est relié a tous les autres sommetpar un segment servant de support a une
trajectoires;s; (nous qualifions ces trajectoires piencipaleg. Les sommets sont caractérisés par
le nombre de trajectoires principales dont ils constituent I'origine ou I'extrémité

— 5o est l'origine desn trajectoires principalesgsy, ..., Sos,, qui induisent une infinité de
trajectoires— résultant d’'une combinaison linéaire des trajectoires principales —lis’app
quant simultanément sup (Fig. 3.7c), et entrainant la duplication d, en une infinité
de points : nous dirons qug,, se dilateen simplexe spatial de dimensien- 1 a l'instant
to + €. Puis les points de ce simplexe s’éloignent les uns des autres, car lenigddrédes
trajectoires principales sont distinctes : le simplgressit(Fig. 3.7d);

— réciproquement, le sommet représente I'extrémité destrajectoires principalesys,,,...,
sn_15n (Fig. 3.7e) : alinstant,, — ¢, il existe un simplexe spatial de dimension- 1 en
train derétrécir (Fig. 3.7f), car chacun des points formant ce simplexe se déplac®yers
Le simplexe seontracteen P;, at,, ;

— dans l'intervalle de temggy; ¢,,[, chaque sommet; (0 < i < n) est a la fois I'extrémité de
m trajectoires et I'origine de. — m trajectoires (Fig. 3.7g). Un objet spatial de dimension
m — 1 du bord de I'objet de dimensiom — 1 se contracte ef;, at; (ou se déplace eR,
sim = 1), puis se dilate a partir d&;, en un objet de dimension— m — 1 (ou se déeplace
sin —m = 1) : cf. Fig. 3.7h.

T
53 53
S1 S1
Y
s0

X
o a) c) e)

— Pg0 Pgo Pgo

FIG. 3.7 :Interprétation des simplexes spatio-temporels en terredgagectoires.

a) Le simplexe est un tétraédre plongé daki§"T), dont les sommets, s1, s2 etss ont pour
coordonnée temporelle respectiye< ¢; < to < t3. b) Projection du tétraédre daa¥Y"). c) sg est
I'origine de trois trajectoires principales. d)tA + ¢, Ps, se dilate en une face triangulaire qui grossit.

e) s3 est I'extrémité de trois trajectoires principales. f) Uned s’appuyant sur ces trajectoires rétrécit puis
se contracte el ats. g) s; est a la fois I'extrémité d'une trajectoire issuesdeet I'origine de deux
trajectoires finissant esp, ets; (le cas est symétrique post).
h) Un point se déplace entfe, et P, , puis se dilate en un segment;a+- .
Symétriquement, un segment se contract@grat,, puis un point se déplace entRs, et Ps,.
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Dans l'interprétation des opérandes présentée ci-dessus, lesmoéeddemporelles des som-
mets sont toutes distinctes. Les animations décrites par les opérandesrgesbakes trajectoires
portées par les segments reliant les sommets : pour définir une trajectourfit itls fixer les
coordonnées spatio-temporelles de ses extrémités. La coordonnée tageodéstingue des co-
ordonnées spatiales, car elle permet de différencier I'origine et limiiédes trajectoires. Par
conséquent, deux opérandes de méme dimension décrivent des anirddtéestes si les co-
ordonnées temporelles de leurs sommets sont distinctes. Nous étudionesdsections 3.3.1 a
3.3.3 les différentes configurations prises par les opérandes de dimérgsdo(nous gardons les
mémes notations que pour l'interprétation générale).

3.3.1 Segments

La figure 3.8 reprend la figure 3.4 en présentant les segments souss fderteajectoires.
Tous les points d'ursegment spatiabnt des coordonnées spatiales distinctes et une méme co-
ordonnée temporelle (Fig. 3.8a). degment temporal’extrémitéss, et s; représente le point
P, (identique &Py, ), immobile durant I'intervalle de temfg, ¢;] (Fig. 3.8b). Enfin, ursegment
spatio-temporelreprésenté par la trajectoisgs; dans la figure 3.8c, décrit le déplacement d’un
point spatial entre”;, et P, .

T T
S1
t1 F----- -*
7 T
,,,,,,,, | .
,,,,, | Point en
| déplacement
to F----- 1 aep
S0 to
I
oL—Q—» X X
Psy = Ps, Py, Ps,
b) c)

FIG. 3.8 :Opérandes de dimensidn
a) Segment spatial. b) Segment temporel. c) Segment deatioerel.

3.3.2 Faces

Les simplexes de dimensi@rsont des faces triangulaires. Ces faces sont spatiales (i.e. tous les
points ont méme coordonnée temporelle) ou spatio-temporelles : dans @ das) soitF’ une
face plongée dansX'T), dont les sommets), s; etsy ont pour coordonnées respectivéy, , to),
(Ps,,t1) et(Ps,,t2). F estinterprétée en fonction des valeurggle; ett, :

— tp = t1 < t2 (Fig. 3.9a). Atg, F décrit un segment initiaP,, P;, . Chaque point du segment
sps1 est l'origine d’'une trajectoire particuliére (déterminée par une combindiséaire
des trajectoires principaleégs; et sis3) finissant ensy aty : aty + €, tous les points de
P,, P, se déplacent simultanément véts, amenant le segment initial & rétréciriA le
segment se contracte éf), (I'évolution du segment est montrée dans la figure 3.9b).

— Cas symétrique au précédentp :< t; = t, (Fig. 3.9¢). Atg, so est soumis aux deux tra-
jectoires linéairement indépendanigs; etsgss, qui induisent une infinité de trajectoires :
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aty + ¢, Py, se dilate en un segment, dont les extrémités se déplacent en fonctigs; de
etspss ; chaque point du segment se déplace vers un point du sediment, : le segment
atteint sa longueur maximale a(Fig. 3.9d).

— Dans le cas générdl, < t1 < to (Fig. 3.9¢e). Ce cas résulte de la juxtaposition des deux cas
précédents ; soit] le point desys, de coordonnée temporelle (Fig. 3.9).
On étudie successivement les animations décrites par lessiaga$ et s; s sa. A tg, s est
soumis aux trajectoires)s; etso—>s’1 . P,, se dilate en un segment qui grossit jusqu’a étre
identique au segmerttt;, Py, at;. Puis chaque point du segment se déplace en fonction des

Er—
trajectoiressys; ets)sy : aty + e, Py, Py commence a rétrécir, puis se contractelena
to (Fig. 3.99).

FIG. 3.9 :Opérandes spatio-temporefsde dimensiorz.
a)ty = t1 < tg. b) Animation. c)ty < t; = t2. d) Animation.
e)ty < t1 < to. ) 51 ets]| ont méme coordonnée temporelle. g) Animation.

3.3.3 Volumes

Tout comme les faces, les opérandes de dimerssioies tétraedres) sont spatiaux ou spatio-
temporels : soil” un tétraédre plongé danX'Y'7T'), dont les sommetsy, s1, s2 et s3 ont pour
coordonnées respectiveB; , to), (Ps,,t1), (Ps,,t2) €t(Ps,,t3). Les animations décrites par les
différents volumes sont interprétées en fonction des valeuts, dg ¢, etis :

— tg = t; = ty < t3 (Fig. 3.10a). Aty, V décrit une face triangulair®;, P, Ps,. Chaque
point de la facesgs;so est l'origine d’'une trajectoire distincte aboutissant gn(toutes
ces trajectoires sont définies en fonction des trajectoires principgdess;ss et s253) :
aty + ¢, tous les points dé, Ps, Ps, se déplacent simultanément vers,, entrainant le
rétrécissement de la face, puis la contraction de cette fade, ea t3. La figure 3.10b
illustre 'animation obtenue, en représentant quelques objets spatialtanésie la coupe
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temporelle, et leur projection dans le plakiY’). Cette présentation est reprise dans les cas
étudiés ci-dessous.

—tyg < t; = ty = t3 : cas symétrique au précédent (Fig. 3.10c)Asy est soumis aux
trois trajectoires principales) si, soss et sgs3, qui induisent une infinité de trajectoires : a
to + €, le point initial P, se dilate en une face triangulaire. Les sommets de cette face se
déplacent respectivement vers , Ps, et Ps,, faisant grossir la face jusquia : la face est
alors identique &, P, Ps, (Fig. 3.10d).

—tg = t1 < ty = t3 (Fig. 3.10e). Aty, V décrit le segmeni’;, Ps,. Le segmentsys;
appartient au bord des deux facgs; s2 etsgsyss : chaque point degs; est soumis simul-
tanément aeuxtrajectoires, déterminées respectivement par les trajectgjseset s;s,
d’une part, et par les trajectoirégs; et s1s3 d’autre part. Chaque point d&;, Ps, se di-
late donc en un segment, et I'union de ces segments forme une facerguddite. Plus
précisément, on distingue les deux arétes du bord de cette face quiital@nrent iden-
tiqgues aP;, Ps,. Ces arétes sont paralléles et rétrécissent simultanement pour seteontra
respectivement eR;, et P, ats; dans l'intervalle de tempgy; t2[, ces deux arétes sont de
méme longueur : la face animée est donc un parallélogramme qui rétrécieposatsacte
en Py, Ps, ats (Fig. 3.10f).

— Cas généralty < t; < ty < t3 (Fig. 3.10g). Atg, sy est soumis aux trois trajectoires
linéairement indépendant&gsi, sos2 et sgs3 : Ps, Se dilate en une face triangulaire, qui
grossit jusqu’@; (a cet instant, un sommet de la face Bsf). s; est influencé par les tra-
jectoires principalesys; et sys3 : P, se dilate en un segmentta + . La face animée
devient quadrangulaire, et sa forme est déterminée par I'évolutionrées ale son bord.
En particulier, a l'instant,, I'une de ces arétes se contracte/gn, rendant la face animeée
triangulaire. Puis cette face rétrécit, car tous les points qui la constitudéptecent simul-
tanément ver$’,,, sous l'influence des trajectoires principalgss, s1s3 et sqs3) : la face
se contracte e, ats (Fig. 3.10h).

Les cas suivants d'opérandes volumiques sont dérivés des c#sétiddessus :

— tg < t; =ty < t3 (Fig. 3.11a). Ce cas est une combinaison des premier et deuxiéme cas. A
to, So €st soumis aux trois trajectoires linéairement indépendapigssyss et sgs3, donc
P, se dilate en une face triangulairg¢@+ e. Cette face grossit jusqui@ (a cet instant,
deux sommets de la face sohf, et P,,). Puis tous les points de cette face se déplacent
simultanément ver®,, suivant des trajectoires déterminées par les trajectoires principales
s0S3, 5153 etsysy) | la face rétrécit et se contracte &y, ats (Fig. 3.11b).

— tg =t < to < t3 (Fig. 3.11c). At,, chaque point degs; est soumis @leuxtrajectoires
principales : le segment initids, Ps, se dilate en une face quadrangulaire. Comme dans le
troisieme cas de volume spatio-temporel étudié ci-dessus, on distingue learéees de
cette face qui sont initialement identiqueBg Ps, . Ces arétes sont paralléles et rétrécissent
simultanément, puis I'une d’entre elles se contracté’gra t, avantque la seconde aréte
ne se contracte ef,, ats; : les deux arétes sont donc de longueur différente dans I'intervalle
de tempsto; t2], et la face quadrangulaire est doncttapézedurant cet intervalle. A, la
contraction d’'une aréte e, rend la face triangulaire, et tous les points qui la constituent
se déplacent simultanément vétg, selon les trajectoires principalégss, s1s3 et sas3 :
la face se contracte @A, ats (Fig. 3.11d).

— tg < t; < ty = t3 : cas symétrique du précédent (Fig. 3.11e),Asy est soumis aux
trois trajectoires principalessi, spsz2 et spsz. Ps, se dilate donc en une face triangulaire
et grossit. At1, 'un des sommets de la face est identiqu€sa. s; est soumis aux deux
trajectoires principales; s; ets;s3 : Ps, se dilate en un segmenta+ ¢, et la face animée
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FIG. 3.10 :Principaux cas d’opérandes spatio-tempor&lsie dimension 3.
a)tg = t1 = to < t3. b) Animation. c)tg < t; = to = t3. d) Animation.
e)ty = t1 < ty = t3. f) Animation. g)tp < t1 < t2 < t3. h) Animation.

se transforme en trapéze : en effet, 'aréte issu€deest parallele a I'aréte de la face qui
grossit selon les trajectoirégs; etsys,. Ces deux arétes deviennent identiques au segment
Py, P, ats; simultanément, les deux autres arétes de la face rétrécissent et seteahtra
respectivement eRs, et P, : la face animée se contracte By Ps, ats (Fig. 3.11f).

3.3.4 Conclusion

Nous avons expliqué comment nous interprétons les opérandes spatmrabnen fonction de
trajectoires suivies par un point ou un ensemble de points. L'objet résdlten produit cartésien
est spatio-temporel si au moins I'un des deux opérandes est spatiorétnfas conséquent, nous
pouvons utiliser notre méthode d'interprétation reposant sur les trajecpme décrire I'anima-
tion définie par I'objet résultant. Nous procédons par difficulté crotesdinterprétation : dans
la section 3.4, nous étudions les cas obtenus avec un seul opératidg¢espporel, puis, dans la
section 3.5, les cas ou les deux opérandes sont spatio-temporels.

3.4 Produit cartésien avec un opérande spatio-temporel

Les deux opérandes du produit cartésien sont nétésB, et sont définis dans les intervalles
de temps respectif§,in(A), tmaz(A)] €t [tmin(B), tmaz (B)]. Pour simplifier les expressions,
nous fixonst,,i,(A) = tmin(B) = 0 (linterprétation des opérandes reste inchangée).Aci,
est spatio-temporek,...(A) > 0), et B est spatial (tous les points d& ont pour coordonnée
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FIG. 3.11 :Cas dérivés d’opérandes spatio-temporels de dimension 3.
a)tg < t1 = to < tz. b) Animation. c)tg = t1 < to < t3.
d) Animation. e}, < ¢1 < ty = t3. f) Animation.

temporelled). On noteR I'objet résultant du produit cartésieh® B :
R ={(ay +bs,ay +by,a, +b,,a;)V (az,ay,az,at) € A,V (by, by, b,,0) € B}

R est donc défini dans l'intervalle de temps,in, (R), tmaz (R)] = [0, tmaez(A)].

Il est relativement simple de décrire I'animation correspondafit @ar la coupe temporelle
de R vérifie I'égalité suivante :

Cy(R) = {(ag + by, ay+by,a, +b,)|(az + by,ay + by,a, +0,,t) € A® B}
= {(az + bg,ay +by,a; +b,,0),Y(az, ay,az,a;) € Alay =t,Y(bs, by, b.,0) € B}

En d’autres termes, il revient au méme de réaliser d'abord le produisartdeA par B
suivi de la coupe temporelle d&, ou bien de faire d’abord la coupe temporelle dlguis le
produit cartésien de I'objet spatial résultant pan_a seconde approche facilite I'interprétation de
I'animation résultante, puisquéest de dimension inférieurefa Par conséquent, nous présentons
les animations résultant du produit cartésien en fonctioA de

— si A est un segment (Section 3.4.1) décrit le déplacement d’'un objet spatial identique a
B;
— si A est une face (Section 3.4.2), deux cas se présentent :

1. B estun segmentR décrit I'évolution de la face animée résultant de I'extrusiomde
parB;
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2. B est une face R décrit I'évolution du volume animé résultant de I'extrusion@e
par le segment de longueur variable représentéipar

— si A est un volume (Section 3.4.3% représente I'évolution du volume animé résultant de
I'extrusion deA par B.

Nous employons les notations suivantes dans les descriptions des paitésiens des sec-
tions 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.34, B et R sont respectivement les opérandes et le résultat du produit
cartésien dans l'espace spatio-temporel; P et P désignent respectivement la projection de
A, B et R dans I'espace spatiaPg est identique & puisqueB est spatial).

3.4.1 Segment (spatio)-temporel

Le produit cartésien d’un segmentpar un opérande spatial quelcongBeevient a réaliser
I'extrusion deB par A, ce qui facilite I'intuition de la forme d€’;(R) : & chaque instant de
[tmin(A), tmaz (A)], C:(A) estun point, don€';(R) est un objet spatial identiquefa

Si A esttemporel (cf. Fig. 3.8b{/;(A) etC:(R) restentimmobiles duraft,in, (A), tmaez (A)],
comme l'illustre la figure 3.12. Les fleches des figures 3.12c-d symboliseajdatoire suivie par
le point animé (resp. la face animée) décrit gafresp.R). Le produit cartésien par un segment
temporel permet donc “d’associer” une durée a un objet spatial.
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N
— A LL

FIG. 3.12 :Produit cartésien d’'un segmerit € T' par une faceB € (XY).
a) R est un prisme. b) DansXY), P4 est un point P est une face identiquea.
c-e) Animation dang$XY'T'). f-h) Animation dangXY).
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Si A est spatio-temporel (cf. Fig. 3.8&);(R) suit I'évolution décrite pa€’;(A) et représente
un objet spatial identique B qui se déplace en ligne droite au cours du temps (Fig. 3.13).
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FIG. 3.13 :Produit cartésien d’'un segmerit € (XY T') par une faceB € (XY).
a) R = A® B estun prisme. bPg est une face polygonale.
c-e) Animation dangXYT'). f-h) Animation dang XY").
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3.4.2 Face spatio-temporelle

Soit A une face spatio-temporelle 8t un objet spatial. SB est une face, il peut étre assez
difficile d’imaginer la forme deR. D’un autre coté A décrit I'évolution d'un segment dans un
intervalle de temps. Par conséquent, pour faciliter la compréhension dedion décrite par,

il suffit de réaliser dans un premier temps la coupe temporellé, de qui donne une succession
de segments spatiaux (éventuellement contractés en points) ; puis, lé pestisien de chacun
de ces segments avétrevient a réaliser I'extrusion dB par ces segments : les objets résultants
de ces extrusions sont simples a imaginer. La figure 3.14 montre un exenypleddé cartésien
entre une face spatio-temporelle général&f. Fig. 3.9e) et une face spatial® A t,,;,(A), A
(resp.R) décrit un point (resp. une face identiquéa Ce point (resp. cette face) se dilate en un
segment (resp. en parallélépipéde de section identigB)eat .., (A) + €. Puis le segment et le
parallélépipéde grossissent, se déplacent et rétrécissent (leshjetsxsont de méme longueur a
chaque instant). Enfin, le segment (resp. le parallélépipéde) se ¢ergragn point (resp. en une
face identique &) &t (A).

3.4.3 Volume spatio-temporel

SoientA un volume spatio-temporel €& un segment spatiald représente I'évolution d’'une
face spatiale dans un intervalle de temps; on interpréte I'animation reprégamfé en réalisant
a chaque instant la coupe temporelle Aléon obtient ainsi une succession de faces spatiales,
éventuellement contractées en segments ou en points), puis on réalisesitextle chacune de
ces faces paB. Dans la figure 3.154 est un volume général (cf. Fig. 3.10g):décrit un point
atmin(A), qui se dilate en une face triangulaire, &, (A) + €; cette face grossit, devient quad-
rangulaire puis redevient triangulaire, avant de rétrécir et de seactetien un point &,,,.(A).
Le volume animé décrit pak suit la méme évolution C; . (4)(R) est un segment identique a
B, qui se dilate en un prismeta,;,(A) + €. La section de ce prisme est identiqué€ @A) pour
toutt, et sa longueur est égale a la longueuBdé.e prisme finit par se contracter en un segment
atmar(A). Lafigure 3.16 illustre les étapes de I'animation daky 7).
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FIG. 3.14 :Produit cartésien d'une facd € (ZT') par une faceB € (XY).
a) R = A ® B est un hypervolume. bfPr est un parallélépipede daf¥Y 7).
c-h) Animation dansXY ZT. i-n) Animation dansX'Y Z.
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Trajectoires
principales

FiIG. 3.15 :Produit cartésien d'un volumd € (XY ZT') par un segmenB € (XY Z).
a) R est un hypervolume. b-m) Le volume animé décrit Basuit I'évolution définie pard.
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FiG. 3.16 :Projection dan§ XY Z) du produit cartésien de la figure 3.15.
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3.4.4 Extensions des animations de base

Il est possible de “combiner” les animations décrites par les opérandassemblant ces
derniers pour former des complexes cellulaires (par exemple, le compeléxaice de la figure 3.1
est construit par assemblage de faces spatio-temporelles). Lanimatidte gér un tel complexe
cellulaire se déduit des animations représentées par les opérandablass€ar conséquent, ce
complexe cellulaire peut a son tour servir d’'opérande “de haut riyeaur le produit cartésien.

Les complexes cellulaires permettent d'ajouter de nouveaux effets d’tmirmna lascission
d’'un objet spatial en plusieurs parties, effl@ionde plusieurs objets en un seul. Par exemple,
les figures 3.17 et 3.18 montrent respectivement ansZ7T) et (XY Z) un exemple de produit
cartésien simulant —schématiquement- I'écoulement d’un fluide dans wisaton. L'opérande
spatial B est une face circulaire plongée ddis7), tandis que I'opérande spatio-tempaoreest
un complexe cellulaire de dimensi@n aC, . ()(A) estun point qui se dilate en un segment a
tmin(A) + € puis grossit. Ce segment se divise ensuite en trois parties qui se dépleceaniere
indépendante, puis fusionnent en un segment qui finit par se contuact® point &,,,,..(A). Le
produit cartésien del par B est un complexe cellulair® de dimensiont; R décrit un cylindre
dont la section est identiquefa, et qui évolue en fonctiondé : C; . (4)(A) est une face qui se
dilate en un cylindre, lequel grossit, se divise en trois cylindres qui gcknt, puis fusionnent
en un cylindre qui finit par se contracter en une face.
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FIG. 3.17 :Produit cartésien d’'un complexe cellulaire € (XYT') par une faceB € (X Z2) .
a) R est un complexe cellulaire de dimensitbrb-m) Animation dan§XY ZT).
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FiG. 3.18 :Projection dang§ XY ) du produit cartésien de la figure 3.17).
a) P est un assemblage de lignes polygonaleg st un assemblage de volumes cylindriques.
b-m) Etapes de I'animation.
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3.5 Produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels

Nous avons montré dans la section 3.4 que I'animation obtenue en réalisayttué partésien
d’'un opérande spatio-temporel avec un opérande spatial dépesskitiellement de I'opérande
spatio-temporel. Nous étudions ici le produit cartésien de deux opé&apa¢io-temporels, en
utilisant les notations suivanted. et B sont les opérandes, définis dans les intervalle de temps
respectifsdy = [tmin(A), tmaz(A)] €tdp = [tmin(B), tmae(B)]. R est I'objet résultant du
produit cartésien del par B : R est défini dansir = [tmin(R), tmaz(R)] = [tmin(4) +
tmin(B), tmaz (A) + tmaz(B)]. Pa, Pp et Pg sont les projections respectives deB et R dans
(XY Z).

Contrairement au produit cartésien avec un seul opérande spatiortdnilpexistet tel que
Ci(R) # C(A) ® C(B). En effet, soientn etn les dimensions respectives deet B : pour tout
t € dy (resp. pour tout € dg), Ci(A) (resp.Cy(B)) est un objet spatial de dimension inférieure
ou égale an — 1 (resp.n — 1). Par conséquent, I'objet;(A) @ Cy(B), défini dans l'intervalle
[tmin(A) + tmin(B), tmaz(A) + tmaz(B)], €st un objet de dimension au plus+ n — 2. En
revanche R est un objet non dégénéré de dimensior- n, donc il existet € dp tel queC,(R)
est de dimensiom + n — 1 (Fig. 3.19).

T T T

Ci(A) ® Cy(B) tmin(R)F - - -

a) b) c)

FIG. 3.19 :C/(R) # C(A) ® C,(B) si A et B sont spatio-temporels.
a) A et B sont deux segments spatio-temporels décrivant chacumplaanent d’'un point sur I'axé’.
b) C:(A) ® C;(B) est donc un ensemble de points distinctsRer A ® B est une face spatio-temporelle
décrivant I'évolution d’un segment sur I'axé : C;(R) # C(A) @ C(B) pourt €]t min(R); tmaz(R)][.

Plus précisément/;(R) est unensemble de produits cartésiens simultamésrespondant a
I'ensemble des combinaisons possibigst tg = ¢, pourts € d4 ettg € dg. Nous proposons
d’interpréter 'animation décrite pak en considéraritaction simultanéeles trajectoires définies
par A et B. La figure 3.20, dans laquell¢ et B sont des segments spatio-temporelg &€"),
servira a illustrer notre propos. Dans le cas géndral~ dp : supposong 4 < dp (la méthode
d’interprétation serait identique podr > dp). L'animation représentée pdt — un parallélo-
grammesgs; s2s3 dans la figure 3.20a — se décompose en cing parties :

1. Ctmm(R)(R) = Ctmm(A)(A) X Ctmm(B)(B)- En effet,{(tA, tB)’tA +ip = tmm(R>} se ré-
duit au singletod{ (tmin(A), tmin(B))}. Dans la figure 3.201 R) est la projection

du sommet sur 'axe X. Notonsp la dimension de; . ().

min(R) (
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2. Atpin(R)+e, chaque pointd€,

CHAPITRE 3. ETUDE DE CAS DU PRODUIT CARTESIEN

in(r) (12) €St sOUmis simultanément ansembledes tra-
jectoires principales définies pdret B. Soitq le nombre de trajectoires principales : chaque
point se dilate en un simplexe de dimensjon1, entrainant la dilatation d€; . . (i) en

un objet animé de dimensign+ ¢ — 1. Dans la figure 3.20¢;, est soumis aux trajectoires
5051 etsoss, définies respectivement pdret B, et se dilate en un segment.

Chaque point de I'objet animé se déplace selon une trajectoire résultEnta@binaison
linéaire des trajectoires principales ; en particulier, nous distinguons lesetisembles de
points qui se déplacent sous l'influence exclusiveld#une part, et d&3 d’autre part. Ces
deux ensembles appartiennentaud de I'objet animé, et sont notés, et Rp. Les projec-
tions respectives dB 4 et Rp dans |'espaceXY Z) sont notées’r, et Pg,,. L’évolution
de I'objet animé se déduit de I'évolution d&y et Rp : dans la figure 3.20c, les sommets
R4 et Rp du bord du segment animé suivent respectivement les trajecigrest sos; :

la projection du segment animé est un segment spatial qui se déplackoeggaur I'axe
X, en fonction du déplacement d&;, et dePg,,.

. Atmm(R) +dy, I'influence deA cesse suRR 4. R4 est alors soumis a I'influence exclusive

de B. Dans lintervalle]t,,i,(R) + da, tmin(R) + dg[, I'évolution de I'objet animé est
entierement déterminée pABr La figure 3.20d montré 4 soumis a la trajectoire principale
5153, identique &s; : I'ensemble du segment spatial se déplace sBloRemarquons que
cette étape n'apparait pas dans l'animatiofisi= dg.

. A tmin(R) + dp, I'influence deB cesse sulkp, lequel devient soumis exclusivement a

A. Dans la deuxiéme partie de I'animatioR,4 et Rp suivaient des trajectoires qui les
éloignaient I'un de l'autre ; maintenank4 et Rz sont soumis a des trajectoires qui les
rapprochent. Dans la figure 3.20@, et Rp suivent respectivemeRis; et 5353. Tous les
points du segment animé suivent une trajectoire résultant de la combinaisaindides; s3
etsyss : le segment spatial se déplace et rétrécit.

. Ataz(R), Clraniry ) = Ch, 4y (A) ® Gy () (B), par symétrie avec l'instant initial

de I'animation. Chaque point de I'objet animé se contracte en un pBinet R fusionnent
en I'objet résultant du produit cartésien des objets spatiaux décrits giaB a I'instant final
de leur animation. Le point; de la figure 3.20f représente I'extrémité des trajectoifas
etsys3 suivies par les point& 4 et Rp : ces derniers fusionnent 8pat .. (R), entrainant
la contraction du segment spatial en un point.

Tous les objets résultants du produit cartésien de deux opérandestepgiiurels peuvent étre

interprétés de la méme maniere, en décomposant I'animation en plusieurs étagresecourant
aux trajectoires suivies par les bords des objets résultants. On dédaitria fle ces objets a
chaque instant d’aprés I'évolution de leurs bords.

Pour faciliter l'interprétation des différents cas de produits cartésiens, commengons par

étudier les cas ou le premier opérande est un segment, et le secondepgsaun segment, une
face ou un volume dans la section 3.5.1. Puis nous étudions les cas dé@speadig¢siens entre
deux faces spatio-temporelles dans la section 3.5.2. Comme précédermnignet R dénotent
respectivement les opérandes et le résultat du produit cartésie d&msT), et P4, Pp et Pr
représentent leur projection respective dakiy” 7).
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Cipin(r) (R)

N I

Cippin(r) (R

FIG. 3.20 :Animation décrite par le produit cartésien de deux segmspasio-temporels.
a) A et B sont des segments de durées respectivestd : R est un parallélogramme de durég + dp.
b-f) Les cinq étapes de I'animatiof’g , et Pr, sont les projections respectives g et R .

3.5.1 Segment (spatio)-temporel

Dans cette partie, le premier opérande considéré est un sediretrie second opérandgest
un segment (Section 3.5.1.1), une face (Section 3.5.1.2) ou un volume (G@&ib.3). Les cas
ou A est temporel se déduisent directement des ca$ est spatio-temporel : la seule différence
réside dans le fait que le bord de I'objet animé influencéseeste immobile au cours du temps si
A esttemporel, ou bien se déplacelsést spatio-temporel. Pour cette raison, nous ne considérons
gue les cas ol est spatio-temporel.

3.5.1.1 Produit cartésien avec un segment spatio-temporel

Soit B un segment spatio-temporel. Le produit cartésiemddear B correspond a I'exemple
de la figure 3.20, pouf4 # dp. Sidy = dg, le début de I'animation est identique, mais I'étape
durant laquelle les deux extrémités du segment aitmét Rz sont soumises a I'influence exclu-
sive deB (Fig. 3.20d) n’existe pas : a l'instatt,;,,(R) + d, l'influence des opérandes s’inverse
simultanémendur R 4 et R, et le segment commence a rétrécir. La fin de I'animation est la méme
que lorsquel # dp.
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3.5.1.2 Produit cartésien avec une face spatio-temporelle

Nous détaillons les produits cartésiensB®iest I'une des faces spatio-temporelle présentées
dans la figure 3.9.

Soit B une face déZT) décrivant le rétrécissement puis la contraction d'un segment en un
point (cf. Fig. 3.9a). Dans un premier temps, supposbns= dg. L'animation décrite par le
volumeR = A ® B s'interprete ainsi (Fig. 3.21a) :

= Cl,pinimy (I?) €St le segment correspondant au produit cartesjen, , (A) ® Cy, .. (B).
Chaque point de ce segment est soumis aux deux trajectoires principelesd et B
(Fig. 3.21b). Le segment se dilate en un quadrilatere (Fig. 3.21c), dootdd? 4 se déplace
suivant4, et le bord oppos& se déplace et rétrécit seléh Les deux autres bords suivent
une trajectoire formée par combinaison linéaire de celles définie$ @B : ces deux bords
se déplacent et grossissent. Le quadrilatere est un trapéze anini& ZEidf).

— At,in(R) +da, Rp se contracte en un point : la trapéze devient une face triangulaire dont
Rp estun sommet (Fig. 3.21g).

— Puis l'influence des opérandes s'inversg,a,(R) + da + € : R4 se déplace et rétrécit en
fonction deB, tandis que le sommédtp se déplace suivart. Les trajectoires suivies par
R4 et Rg ont méme destination : le triangle rétrécit (Fig. 3.21h-k).

— Enfin, R4 se contracte en un point et fusionne av&¢ at,,..(R) : le triangle se contracte
en ce point, égal &}, ., (4) ® Cy, . 5 (B) (Fig. 3.21l).

La figure 3.22 représente la méme animation dan¥ 7). P4 et Pg sont des segments spa-
tiaux plongés dans des espaces orthogonaux, #anc’; . (r)(R) est un segment identique a
Pg (Fig. 3.22a). Ce segment initial se dilate en un trapéze, dont un boregs'élsuivant4, tandis
que le bord opposé rétrécit seldhet se contracte en un pointa,, (R) + d4 : le trapéze devient
un triangle (Fig. 3.22b-g). Puis l'influence des opérandes s'invetsesommet du triangle se
rapproche du bord opposé, et ce dernier rétrécit, entrainant leiséegent du triangle dans son
ensemble. Le triangle finit par se contracter en un poipta(R).
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Trajectoires
principales

FiG. 3.21 :Produit cartésien d’'un segment € (XY T) par une faceB € (ZT).ds = dp.
a) B décrit un segment se contractant en un point. b-1) Etapeanienation.
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FIG. 3.22 :Projection dang XY Z) de I'animation de la figure 3.21.
a) P, et P sont des segments’; est un rectangle. b-1) Etapes de I'animation.
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Supposons maintenadfy # dg. L'animation décrite paR est la méme que dans le cas ou
d4 = dp, en ajoutant une étape intermédiaire, durant laguelle les Bords R de I'objet animé
sont soumis a l'influence de I'opérande de plus longue durée.

Sida < dp (Fig. 3.23),Cy, . (r)+a, () €st un trapezeiz 4 subit 'influence deB et rétrécit
durant l'intervalle de tempg,,,in(R) + da, tmin(R) + dp]. Rp, déja soumis &, continue son
rétrécissement et se contracte en un potpt,a(R) + dp, tandis queR 4 est toujours un segment :
le trapéze devient un triangle.

tmin(R) +da tmin(R) +da
y

tmin(R) + dB
4 -
L—.ZXQ; ; ,<Zx R ; , sz o/,'——>PRB .
. f ~ g ' h

FIG. 3.23 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 321.< dp.
a) Plongement dans\Y ZT). b) Projection dansXY 7).
c-e) Animation dang$XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Sida > dp (Fig. 3.24),C;, . (r)+d, () €stun triangle, caRp se contracte en un point a cet
instant.Rp passe alors sous l'influence de 'ensemble du triangle se déplace durant l'intervalle
[tmin(R) + dB, tmzn(R) + dA]

tmin(R) +dp ¥ tmin(R) +dp

KA g

FIG. 3.24 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 321.> dp.
a) Plongement dansXY ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).

Le cas du produit cartésien entre un segment spatio-tempgaeelne face spatio-temporelle
B décrivant un point se dilatant en un segment (cf. Fig. 3.9¢) est syméigcas que nous venons
d’étudier : par conséquent, I'animation correspondante se déeoudens inversde I'animation
illustrée par les figures 3.21 et 3.22.
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Le dernier cas de face spatio-temporelle est celui ou la faest “générale”, i.e. décrit un
point qui se dilate en un segment, lequel grossit, atteint sa longueur maxiftiagtaint que nous
notonst,;» (B) + d'5, puis rétrécit avant de se contracter de nouveau en un point (cf3.Big).
Supposong 4 = dp (Fig. 3.25a). Les six sommets de= A @ B s, s1, S2, S5, $3, $4 Ont pour
coordonnée temporelle croissante respeetiyg(R), tmin(R)+d'g, tmin(R)+d A, tmin(R)+dp,
tmin(R) + dp + d’g €ttmes(R).

L'animation décrite paf: suit les étapes suivantes :

1. Cy,,.(r)(R) estle points, résultant du produit cartésien des points initiaux décrits4par
B (Fig. 3.25b).

2. B décrit entret,,;n(B) et tmin(B) + dz un point soumis a deux trajectoires principales
qui se dilate en un segment. Par conséquént, (r)(12) est soumis a la trajectoire princi-

"L’iTL
—
palesgs; déterminée parl et aux trajectoires principaleg s; et sos, déterminées paB :
Cy,..(r) (I?) se dilate en une face triangulaire. Le sommgt de cette face est soumis a
I'influence exclusive ded, et se déplace en suivasjs; ; le bord Rz opposé aRr 4 sur la

—_—
face animée est soumiget grossit, caggs; etsgs, s'éloignent 'une de l'autre : 'ensem-
ble du triangle grossit (Fig. 3.25c-d).

Rp atteint sa longueur maximalet@,;,(R) + d’5, car un sommet d&¥p est arrivé au

. P — y e s . . ﬁ — Lo »
bout de la trajectoirgysi. s; est l'origine des trajectoires; s;, et s;s3, définies respec-
tivement parA et B : s; va suivre ces deux trajectoires, et se dilater en un segment a
tmin(R) + d’z + € (Fig. 3.25€) : le triangle se transforme en face quadrangulaire. Le bord

—

qui vient d’apparaitre sur la face animéef&t ont un sommet en commun, qui Suits), :
Rp commence a rétrécir, car ses deux extrémités suivent une trajectoirdatitan
sh (Fig. 3.25f).

3. A tmin(R) + da, R4 achéve son déplacement vesset le segmenR z se contracte es,,
cardy = dp : la face animée redevient triangulaire (Fig. 3.25¢). Puis le p@pptsoumis
—_—

maintenant &, se déplace suivant la trajectoire principsf)e,. Simultanémentr 4, désor-
mais soumis &3, se dilate en un segment sous l'influence des trajectoires principakes
etsysy @ le triangle se transforme de nouveau en face quadrangulaire (Fid-i3.25

4. R, grossit tandis qu& s se déplace jusqu'dy,,(R) + dp + d5. A cetinstant, le bord de
la face animée qui était apparu,a,,(R) + djz + € se contracte en un point, car 'une de
ses extrémités est arrivé au boutds; : la face est de nouveau triangulaire (Fig. 3.25j).
Un bord de cette face est,, tandis que le sommet opposé é&t : R4 et Rp suivent
deux trajectoires distinctes qui aboutissentsgnentrainant le rétrécissement de la face
(Fig.3.25k).

5. Enfin, at,..(R), la face se contracte en, égal au produit cartésien des points finaux
décrits parA et B (Fig. 3.25I).

La projection dan$ XY Z) de cette animation est montrée dans la figure 3.26.

Il existe une symétrie dans cette animation : dans un premier temps, un poiifiteeed
une face triangulaire qui grossit avant de devenir quadrangulaisenmngulaire a la moitié de
I'animation. Puis, dans un second temps, cette face redevient qualdiaggpuis triangulaire,
rétrécit et se contracte en un point. Cette symétrie est diie au faiB qst constituée de faces
triangulaires juxtaposées, qui décrivent des animations symeétriques.
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FIG. 3.25 :Produit cartésien d'un segmertt € (XYT') par une faceB € (Z7).ds = dp.
a) A est un segment €8 est une face général®.est un prisme. b-l) Etapes de I'animation.
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FIG. 3.26 :Projection dan§ XY Z) de I'animation de la figure 3.25.
a) P4 et Pg sont des segments, Bi; est un rectangle.
Psy, Ps,, Ps,, Py, Ps; et P,
sont les projections des sommetskleb-1) Etapes de I'animation.



52 CHAPITRE 3. ETUDE DE CAS DU PRODUIT CARTESIEN

Sida < dp, supposonsly = djz = %B. La face animée est un trianglet@;, (R) + da
(R4 est un sommet du triangle, &t est le segment opposé qui atteint sa longueur maximale) :
cf. Fig. 3.27.R 4 (resp. un sommet dBp) est alors soumis &, et suit les trajectoires;s; ets;s,
—

(resp.s1 sh, etss3). Ces deux sommets se dilatent en un segment, portamd i nombre de bords

de la face. At (R) + da + d’5, un des bords de la face se contracte en un point, car ses deux
extrémités fusionnent er3. Simultanémentk z se contracte en un point ¢, (R)+da+dy =
tmin(R) + dp : deux cotés de la face animée disparaissent, et la face redevient lzieegu

tmzn(R) = dA

S3 PRA

Y &
.t
) h

ZRB- vZ v z >
- d e
tmin(R) + dB

v

f g

FIG. 3.27 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 325.= d’; < dp.
a) Plongement dansXY ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).

En ajustant la valeur dé; par rapport a4 etdp, on peut déduire I'animation correspondante
de lafigure 3.27. Par exempledsj < d’;, le sommetR 4 se dilate en un segmentg;,(R)+d 4,
alors queRp n’'a pas encore atteint sa longueur maximale : la face animée est quddiangu
jusqu’at, (R)+d';. Réciproquement, siy > d’5, la face est triangulaire jusqutd,i,, (R) +d's,
ou I'un des sommets deg atteintss et va se dilater en un segment : la face devient quadrangulaire
et le reste jusqu'd,,;,(R) + da, ol R4 atteint la fin de la trajectoirgyss.
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Sida > dp, Cy, . (rR)+4y €St UN triangle. Le segmetfitp est alors soumis al, et se dé-
place suivant une trajectoire identique a celle suivie par le somipet’'ensemble de la face est
translatée jusqu’a l'instart,;,, (R) + d (Fig. 3.28).
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FIG. 3.28 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 325.> dp.
a) Plongement dans\Y ZT). b) Projection dansXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).



54 CHAPITRE 3. ETUDE DE CAS DU PRODUIT CARTESIEN

3.5.1.3 Produit cartésien avec un volume spatio-temporel

Dans cette section, nous étudions seulement les types de volumes spaticetentipstrés
dans la figure 3.10. Les animations obtenues par produit cartésien aaetries types de volumes
s’en déduisent.

Le premier volume représente une face triangulaire rétrécissant ehsaatant en un point
(tous les points de cette face suivent une trajectoire distincte : cf. Figa)330pposong, = dp.
R = A ® B est un hypervolume (Fig. 3.29a). L'animation est toujours interprétée adee
maniere :

1. At (R), le produit cartésien du point initial décrit parpar la face initiale décrite pds
est une face identiquea (Fig. 3.29b).

2. Tous les points de cette face sont soumis a deux trajectoires, I'une pantd, I'autre

définie parB : chaque point se dilate donc en un segment, amenant la face a se dilater

en un prisme &,,;,(R) + €. Une faceR 4 du prisme est identique & la face initiale, et se
déplace suivant, tandis que la face opposét; évolue selonB et rétrécit : le prisme est
déformé (Fig. 3.29c-)R 4 et R s’éloignent I'un de l'autre, faisant s’allonger le prisme.

3. A tmin(R) + da, R4 achéve son déplacement, tandis dtye se contracte en un point : le
prisme se transforme en tétraedre (Fig. 3.299).

4. Linfluence des opérandes s’inverse alors : la fRgecommence a rétrécir en fonction de
B, tandis que le sommekp se déplace en fonction dé (Fig. 3.29h-k).R4 et Rp se
rapprochent car les trajectoires qu'ils suivent ont méme destination aenlertétraédre a
rétrécir.

5. At (R), le tétragdre se contracte en un point égal au produit cartésien deés fpzanix
décrits parA et B (Fig. 3.29).

Les étapes de I'animation projetée daisY Z) sont montrées dans la Fig. 3.30.
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FIG. 3.29 :Produit cartésien d’'un segmert e (XY ZT) par un volumeB € (XY ZT).da = dp.
a) B décrit une face triangulaire rétrécissant puis se cornaen son centre.
b-l) Etapes de I'animation.
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FIG. 3.30 :Projection dang XY Z) de I'animation de la figure 3.29.
a) P, est un segmenf’s une face triangulaire, gtz un prisme.
b-l) Etapes de I'animation.
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Comme dans les cas précédents, différencier la durée des opér@mdesuae étape dans
'animation.

Sidg < dp, le volume animé est un prisme déformé,a,,(R) + d4 : R4 a achevé son dé-
placement suivar, tandis queR 5 est toujours en train de rétrécir sous I'influencdd@-ig. 3.31).
R4 est soumise & at i, (R) + d + ¢ et commence a rétrécir : I'ensemble du prisme rétrécit. A
tmin(R) + dp, Rp achéve de se contracter en un point, rendant le volume tétraédrique.

tmzn(R) = dB PRA

FiG. 3.31 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 329.< dp.
a) Plongement dans\Y ZT). b) Projection dansXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Sidy > dp, le volume animé est un tétraedrée, &, (R) + dp, car Rp s'est contracté en
un point, alors quek 4 continue son déplacement (Fig. 3.3R)z commence alors & se déplacer
suivantA : tous les points du ce tétraédre suivent donc des trajectoires paralb&is portée par
A, et le volume est translaté jusqu:@;, (R) + da.

tmzn R + dB tmzn(R) = dB
4 " oS

y B
R X ; PRB_\‘. Pr
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FIG. 3.32 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 329.> dp.
a) Plongement dansX'Y ZT). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Le deuxiéme type de volume spatio-temporel décrit un point qui se dilateesfaca triangu-
laire, laquelle grossit durant un intervalle de temps (Fig. 3.10c) : c'esitement le symétrique
de I'animation représentée par I'opérande volumique que nous venotilssdr pour le produit
cartésien. On se persuade aisément que le produit cartésien d’'umsggmen volume du deux-
ieme type donne une animation symétrique de celle obtenue avec le premier volutide &

suffit de reprendren sens inversies étapes des animations illustrées par les figures 3.29 et 3.30.

Le troisieme type de volume représente un segment initial qui se dilate enasmeuadran-
gulaire, laquelle grossit, puis rétrécit avant de se contracter en unsagtmeent (Fig. 3.10e). Soit
B ce volume : supposon&, = dpg. Le produit cartésien de par B résulte en un hypervolume
décrivant 'animation suivante (Fig. 3.33a) :

1. Cy,...(r)(R) est le segment résultant du produit cartésien du point initial par le segment

initial respectivement décrits paret B (Fig. 3.33b).

2. A décrit un point soumis a une trajectoire principale, tandis Bueprésente un segment

initial dont tous les points suivent simultanément une infinité de trajectoirestesdoar
deux trajectoires principales. Chaque point(@e, (r)(R) est donc soumis a trois trajec-
toires principales &,,:,(R) + ¢, et se dilate en une face triangulaire. Un sommet de cette

face se déplace selaf, tandis que le segment opposé de la face évolue ggldrunion
des faces forme un prisme (Fig. 3.33c), dont un segrRigrdlu bord se déplace seloh; ce
segment est I'union des sommets de chaque face triangulaire qui somssod. La face
du prisme opposée d, est une face quadrangulaif®; résultant de I'union des segments
soumis aB; Rp suit I'évolution définie paiR g (Fig. 3.33d-f). Le prisme grossit cdt 4 et
Rp s’éloignent I'un de l'autre.

3. At,in(R) + da, R4 achéve son déplacement tandis dtg se contracte en un segment :
le prisme devient un tétraédre (Fig. 3.339).

4. Rp se déplace maintenant sous l'influence Aletandis que le segmerit, désormais
soumis aB, se dilate en une face quadrangulaire : le tétraédre est tronqué (FBb).3F3
et Rp se rapprochent, faisant rétrécir le tétraedre (Fig. 3.33i-Kk).

5. A t,.(R), Rp se contracte en un segment et fusionne aRgc: le volume animé se
contracte en un segment, égal au produit cartésien du point final pécrtpar le segment
final décrit parB (Fig. 3.33I).

La projection de cette animation daf¥§Y ) est montrée dans la figure 3.34.
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j& |
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FIG. 3.33 :Produit cartésien d'un segmert € (XY ZT) par un volumeB € (XY ZT).dy = dp.
a) B décrit un segment se dilatant en une face quadrangulaigrgssit,
puis rétrécit avant de se contracter en un segment. b-leE@ I'animation.
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FIG. 3.34 :Projection dan{ XY Z) de I'animation de la figure 3.33.
a) P4 est un segmen®p une face triangulaire, &t un prisme. b-l) Etapes de I'animation.
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En différenciant la durée des opérandes, on interpréte facilememid’étigpplémentaire de
'animation.

Sids < dp, R4 achéve de se déplacer en fonctionAl@ ¢,,;,(R) + d4 : le volume animé
est un tétraédre tronqué. Puis, se dilate en une face quadrangulaire sous l'influencéde
transformant le tétraédre en parallélépipéde défor¢.continue a évoluer en fonction de
et se contracte en un segment,a,(R) + dp : le parallélépipéde devient un nouveau tétraédre
tronqué (Fig. 3.35).

FiG. 3.35 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 383.< dg.
a) Plongement dansX'Y ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Sidy > dp, le volume animé est un tétraédrée,a,(R) + dp. Rp est un segment qui se
déplace en fonction dd. PuisqueR 4 suit le méme déplacement, 'ensemble du tétraédre suit la
trajectoire portée pad jusqu'at,,,(R) + d (Fig. 3.36).

tmzn(R) = dB tmin (R) aF dB

C d e
" tmm(R) +da ) '
X/ A e X/ = N X/ Eh.
z L_ 54 4 L i
f g h

FIG. 3.36 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 383> dp.
a) Plongement dans\Y ZT'). b) Projection dansXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Nous abordons maintenant le dernier type d’opérandes volumiques-tgraforels : le vol-
ume généralB décrit un point se dilatant en une face triangulaire, laquelle grossitvitrde
quadrangulaire, puis de nouveau triangulaire, avant de rétrécir ¢ dentracter en un point
(cf. Fig. 3.109). Les instants ou la face animée décritepdevient quadrangulaire puis de nou-
veau triangulaire sont respectivement natgs, (B) + d'g ety (B) + d;. Supposondp = d 4.

L'animation décrite pakk = A ® B est décomposée ainsi (Fig. 3.37a) :

1. At,in(R), R décrit un point égal au produit cartésien des points initiaux décritsipetr
B (Fig. 3.37hb).

2. Ce pointinitial est soumis a quatre trajectoires principales (une définié jpes trois autres
par B), et se dilate donc en un tétraédre (Fig. 3.37c). Le sommet supétiedu tétraédre
se déplace en fonction dé tandis que la face triangulaire oppodég grossit en fonction
de B.

A tin(R) + d’5, un sommet dék 3 suit trois trajectoires principales (une définie gales
deux autres définies p&t), et se dilate en une face triangulait®; devient quadrangulaire,
et le tétraédre est tronqué (Fig. 3.37d).

Puis, at.in(R) + d, un segment du bord dBp se contracte en un point, rendag
triangulaire (Fig. 3.37e : le volume animé se transforme en pyramide défor8ee)éme
point suit alors deux trajectoires principales, définies respectivenaemt pt B : le point
se dilate en un segment, et le volume devient un prisme déformé. Tous les @®iRis
suivent une trajectoire qui s’achéve en un méme point, domncétrécit (Fig. 3.371).

3. Atnin(R) + dya, R4 atteint 'extrémité de la trajectoire suivie en fonctiondigtandis que
Rp se contracte en un point, conformément a I'animation décrite3péfig. 3.379) : le
prisme redevient un tétraédre.

4. L'influence des opérandes s'inversg ; se dilate en une face triangulaire selBnet Rp
commence a se déplacer suivanffFig. 3.37h) : le volume animé est de houveau un prisme.
A tnin(R) + da + dy, Ra devient quadrangulaire, transformant le volume en tétrae-
dre tronqué (Fig. 3.37i). Une autre face de ce volume rétrécit et seactmien un point
A tmin(R) + da + df, rendantR,4 triangulaire, et retransformant le volume en tétrae-
dre (Fig. 3.37j).R4 et Rp suivent des trajectoires qui finissent en un méme point, faisant
rétrécir le tétraédre (Fig. 3.37k).

5. Le tétraedre finit par se contracter en un point (Fig. 3.37)&(R).

La figure 3.38 montre les étapes de cette animation (&157).



3.5. PRODUIT CARTESIEN DE DEUX OPERANDES SPATIO-TEMPORELS 65

ras Face ... [ oumtt
Ay o & 2 triangulai "
Y “",//,, . L \.X | P \ - Y’T -\
= X 4 II - & :
B. \ » \ :
v

Laface...
rétrécit

FIG. 3.37 :Produit cartésien d’'un segmert € (XY ZT') par un volumeB € (XY ZT).da = dp.
a) B décrit un point se dilatant en une face triangulaire qui gjtpdevient quadrangulaire a
tmin(B) + d'g, rétrécit puis redevient triangulaire 4, (B) + d’, et se recontracte
en un point &,,4.(B). b-) Etapes de I'animation.
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FIG. 3.38 :Projection dang XY Z) de I'animation de la figure 3.37.
a) P4 est un segmenf; et Pi sont des volumes.
b-l) Etapes de I'animation.
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Comme dans les cas précédents, différencier la durée des opérajpdés une étape dans les
animations.

Sidy < dp, soitdly < dg = d; < dp (interprétation des animations obtenues en modifiant
les valeurs dé/; etd’;, par rapport a4 se déduisent de cet exemple)t, A, (R) +d ., le sommet
R4 de la pyramide déformée achéve son déplacement sous l'influend€klg. 3.39a).R4 est
alors soumis & et se dilate en une face triangulaire : une nouvelle face triangulaireaippar
le bord du volume animé (Fig. 3.39¢).%,(R) + d4 + d'5, R4 devient quadrangulaire, tandis
gu'une face triangulaire du bord du volume rétrécit (Fig. 3.39d). Cette $& contracte en un
point at,.in(R) + dp, rendantR 4 triangulaire, et transformant le volume en tétraédre.
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FIG. 3.39 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 387.< dp.
a) Plongement darsXY ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$XY ZT). f-h) Animation dan§ XY 7).
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Sids > dp, R4 et Rp sont deux sommets opposés du tétraedre obteny,AR) + dp.
Rp subit I'influence deA et se déplace selon une trajectoire identique a celle suiviRpar
'ensemble du tétraédre suit ce déplacement justya(R) + d 4 (Fig. 3.40).

FIG. 3.40 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 387.> dp.
a) Plongement dansX'Y ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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3.5.2 Faces spatio-temporelles

Nous gardons la méme démarche que précedemment pour interpréter lesomsinésultant
du produit cartésien de deux faces spatio-temporelles. Nous regriasatifférents types de faces
vues en section 3.3.2 pour décrire les cas les plus représentatifs détpaadtésiens entre ces
faces.

3.5.2.1 Produit cartésien avec une face décrivant un segment sentractant en un point

Soit A et B deux faces décrivant un segment rétrécissant avant de se tengaain point
(cf. Fig. 3.9a). Plus précisément, dans cet exemple, le segment anirégeneférpadl se déplace,
tandis que celui représenté pameste immobile. Supposols, = dp (Fig. 3.41a).R = A® B
est un hypervolume représentant I'animation suivante :

1. Cy,...(r)(R) est une face rectangulaire égale au produit cartésien des segments initiau
décrits parA et B (Fig. 3.41b). La longueur (resp. la largeur) de ce rectangle est adale
longueur deB (resp.A).

2. Chaque point du rectangle initial est soumis a deux trajectoires pringiffalee définie

par A et 'autre parB), et se dilate en un segment : I'union de ces segments forme un par-

allélépipéde déformeé (Fig. 3.41c). Une fakg du bord de ce parallélépipéde est soumise a
A: R4 se déplace, et sa largeur diminue tandis que sa longueur reste corSitandéané-
ment, la face opposée du parallélépipéfig, est soumise a l'influence d@ (sa longueur
diminue et sa largeur reste constante) (Fig. 3.41d-f).

3. A tmin(R) + da, R4 et Rp Se contractent en un segment, car les segments animés décrits

par A et B se contractent en un point : le parallélépipéde devient un tétraédre3 (#im).

4. Puis I'influence des opérandes s’inverge,: rétrécit sous l'influence d&, tandis queR
se déplace et rétrécit sous l'influenceld_es deux segments se rapprochent I'un de 'autre,
faisant rétrécir I'ensemble du tétraédre (Fig. 3.41h-k).

5. Finalement, le tétraédre se contractg,a,(R) en un point égal au produit cartésien des
points finaux décrits pad et B (Fig. 3.41l).

La figure 3.42 illustre les étapes de cette animation dais~).
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FiG. 3.41 :Produit cartésien de deux facese (XYT)etB € (ZT).da = dp.
a) A et B décrivent toutes deux un segment rétrécissant puis seactamt en un point. Le segment
animé décrit par se déplace dans I'espace, tandis que celui décriBpaste immobile. b-I) Etapes de
I'animation.
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bmin (R) A Pr,

FIG. 3.42 :Projection dan{ XY Z) de I'animation de la figure 3.41.
a) P4 est une face ePp un segment P est un prisme. b-I) Etapes de I'animation.
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Supposons maintenad} < dp (sids > dp, l'interprétation est la méme puisqueet B
décrivent le méme type d’animation). ., (R) + d_4, la face supérieur®& 4 du parallélépipéde
déformé se contracte en un segment sous l'influencé die parallélépipede devient un prisme.
Puis R4 est soumis &3 et rétrécit. At,,;,(R) + dg, Rp achéve son propre rétrécissement sous
l'influence deB, et se contracte en un segment : le prisme devient un tétraédre (Fig. 3.43)
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FIG. 3.43 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 341.< dp.
a) Plongement dansXY ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dan$XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Considérons maintenant le cas de produit cartésies est une face du premier type comme
dans le cas précédent, Btest une face spatio-temporelle du deuxiéme type . B.eeprésente
un point qui se dilate en un segment et grossit (Fig. 3.9¢). Suppdspnis dg. L'hypervolume
R = A® B (Fig. 3.44a) s'interpréte ainsi :

1.

A t,.in(R), R décrit un segment égal au produit cartésien du point initial par le segment
initial respectivement décrits par et B (Fig. 3.44b).

. Chaque point de ce segment est simultanément soumis a une trajectaiie pkifid, et

deux trajectoires définies pdt : chaque point se dilate en une face triangulaire, amenant
I'ensemble du segment a se dilater en un prisme (Fig. 3.44c). Le segméniesuR 4 du

bord du prisme rétrécit en fonction de tandis que la base quadrangulaire du prisRg,
grossit sous l'influence dB ; plus précisément, la longueur ég; augmente tandis que sa
largeur reste constante (Fig. 3.44d-f).

Atmm(R) +d 4, R4 Se contracte en un point tandis glig atteint sa superficie maximale :
le prisme se transforme en pyramide (Fig. 3.449).

PuisR 4 se dilate en un segment sous l'influenceflgandis quek z commence a évoluer
en fonction deA (la largeur deR gz diminue) : la pyramide redevient un prism, et Rp
se rapprochent I'un de l'autre, faisant rétrécir 'ensemble du prisiige 34h-k).

A tmaz(R), Rp S€ contracte en un segment et fusionne a@vgc le prisme animé se con-
tracte en un segment égal au produit cartésien du point final par le sefinaé respective-
ment décrits pad et B (Fig. 3.44l).

L'animation projetée dansX'Y Z) est montrée dans la figure 3.45.
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FIG. 3.44 :Produit cartésien de deux facese (XYT) etB € (ZT).da = dp.
a) A décrit un segment qui se déplace et rétrécit avant de seactertien un point.
B décrit un point se dilatant en un segment. b-1) Etapes déwation.
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FiG. 3.45 :Projection dan§ XY Z) de I'animation de la figure 3.44.
a) P, est une face &Pz un segment P, est un prisme. b-l) Etapes de I'animation.



76 CHAPITRE 3. ETUDE DE CAS DU PRODUIT CARTESIEN

Supposongly # dp : I'étape supplémentaire de I'animation s’interpréte de la maniére suiv-
ante.

Sid4 < dg, R4 se contracte en un point avant glig n’ait atteint sa superficie maximale :
le prisme devient une pyramide. Puts est soumis & et se dilate en un segment. La pyramide
devient un prisme qui grossit jusqua.,(R) + dp, instant oUR z, la base du prisme, atteint ses
dimensions maximales (Fig. 3.46).

FIG. 3.46 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 344.< dp.
a) Plongement dansX'Y ZT). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dans XY ZT). f-h) Animation dan§ XY 7).
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Sids > dp, Rp atteint sa superficie maximaleta;,, (R) + dp puis commence a rétrécir et
se déplacer en fonction d& Simultanément, le segmeRty, toujours soumis a l'influence dé,
continue & rétrécir : 'ensemble du prisme rétrécit..A, (R) + d4, R4 Se contracte en un point,
et le prisme se transforme en pyramide (Fig. 3.47).

tmin(R) +dB tmin(R) +dp

f - A — :

FIG. 3.47 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 344.> dp.
a) Plongement dar(sXY ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dang$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Le dernier cas de produit cartésien avec la méme face spatio-tempérediesiste a utiliser
une face généralB comme second opérand®représente un point se dilatant en un segment qui
atteint sa longueur maximale au bout de I'intervalle de tedjppuis rétrécit et se contracte en un
point (Fig. 3.9e). Supposonk; = dp. Les animations décrites par I'’hypervolumiRe= A ® B
dans(XY ZT) et (XY Z) sont respectivement montrées dans les Fig.3.48 et 3.49 :

1.

A t,.in(R), R décrit un segment égal au produit cartésien du segment initial décrit par
par le point initial décrit paB (Fig. 3.48b).

. Chaque point du segment initial est soumis a trois trajectoires (la premigged] les deux

autres aB) et se dilate donc en une face triangulaire, entrainant la dilatation du segmen
initial en un prisme (Fig. 3.48c). Le segment supériRyrde ce dernier rétrécit sous I'influ-
ence ded, tandis que la face opposé; grossit selom3 (plus précisément, la longueur de
Rp augmente tandis que sa largeur reste constantg),,AR) + d’5, Rp est de longueur
maximale (Fig. 3.48d)Rp commence alors a rétrécir, en accord avec le segment animé
décrit parB. Le prisme devient un parallélépipéde déformé (Fig. 3.48e-f).

. At,in(R) +da, R4 Se contracte en un point tandis que la face inféridtese contracte

en un segmentR 4 constitue alors le sommet d’une pyramideRgt est 'un des bords de
la base quadrangulaire de cette pyramide (Fig. 3.489).

. PuisR 4 subit I'influence deB et se dilate en un segment. Simultanéméi, rétrécit et

se déplace sous l'influence de(le volume animé n’est plus une pyramide : Fig 3.48h). A
tmin(R) + da + d5, R4 atteint sa taille maximale et le segment oppodézasur la face
guadrangulaire du volume animé se contracte en un point ; la face deiaaguiaire, et le
volume animé devient un tétraedre (Fig. 3.48i). PRijsrétrécit et se rapproche degs, qui
poursuit son propre rétrécissement : I'ensemble du tétraedre réFigciB(48j-k).

. At,..(R), R4 et Rp se contractent en un méme point, entrainant la contraction du tétraé-

dre en ce point (Fig. 3.48I).
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FIG. 3.48 :Produit cartésien de deux facesc (XY ZT)etB € (ZT).ds = dp.
a) A décrit un segment qui se déplace et rétrécit, puis se coateaain pointB décrit un point se dilatant
en un segment qui grossit jusqu’,a;, (R) + d’z, puis rétrécit et se contracte en un point.
b-) Etapes de I'animation.
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FIG. 3.49 :Projection dan{ XY Z) de I'animation de la figure 3.48.
a) P4 est une face ePp est un segmentPi est un prisme. b-l) Etapes de I'animation.
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L'étape supplémentaire de I'animation obtenue en différenciant la dustepmfizandes est
décrite de la maniere suivante.

Sidy < dp, supposonsly > d’; : le segmentR 4 achéve de se contracter en un point &
tmin(R) + d4 avant que la fac&kp ne se soit contractée en un segment (Fig. 3.50). Ryis
désormais influencé pd, se dilate en un segment qui atteint sa longueur maximalg,&R) +
da + d5 : une face du volume animé se contracte alors en un point, transformarititeeven
tétraedre tronqué. PuiB, commence a rétrécir, tout comni&gs (toujours soumis &), lequel
se contracte en un segment,&,(R) + dp. L'animation est la méme si4 < d'5, sauf que le
segment? 4 n'aura pas atteint sa longueur maximale avant que lafagae se soit contractée en
un segment.

tmin(R) +da + dp tmin(R) +dp
e B Ra e ] 1A L .
Pl _Sapl PR
. i Rp e Ks : 1 7 Rp
>‘::::- C ~ - d . - €
/T s~ Pr, / Pr, A _ Pr,
“‘l . . —> \ | . ?l | ‘
st : x - - x ° \
\4 \ Prp \4 Pry \4 Pr,
2‘\\‘. f SRS . g Z R . h

FIG. 3.50 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 348.< d4 < dp.
a) Plongement darsXY ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Sids > dp, Rp se contracte en un segment,&,(R) + dp sous l'influence deB, et le
volume animé est alors un prisme (Fig. 3.52) commence a rétrécir et & se déplacer en fonction
de A, tandis queR 4 poursuit son évolution® 4 finit par se contracter en un pointg;,(R) +d 4,
transformant le prisme en pyramide déformée d®atest le sommet eR un bord de la base.

tmin(R) +dg tmin(R) +dp
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FIG. 3.51 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 348.> dp.
a) Plongement dansX'Y ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).



3.5. PRODUIT CARTESIEN DE DEUX OPERANDES SPATIO-TEMPORELS 83

3.5.2.2 Produit cartésien avec une face décrivant un point se dilathen un segment

Dans cette section, I'opérandeest une face spatio-temporelle du deuxiéme typedi@écrit
un point qui se dilate en un segment puis grossit jusqu’a atteindre saelongaximale &,,,,, (A4).
Nous étudions les différents cas de produits cartésiens drateine face spatio-temporeli:

Soit B une face du deuxiéme type. Supposdns= dp. Les figures 3.52 et 3.53 montrent
dans(XY ZT) et(XY Z) 'animation représentée p@t = A® B :

1.

Atin(R), le pointinitial décrit parR résulte du produit cartésien des points initiaux décrits
par A et B (Fig. 3.52b).

Ce point initial est simultanément soumis a quatre trajectoires (deux diiestdes deux
autres dles ®) : le point se dilate en un tétraedre. Deux segments du bord du tétraédre,
R4 et Rp sont respectivement soumis a l'influence dleet B. R4 et Rp grossissent et
s'éloignent I'un de l'autre : I'ensemble du tétraedre grossit (Fig. 3fp2c-

A t,in(R) + da, Ra et Rp atteignent leur longueur maximale : le tétraédre cesse de
grossir (Fig. 3.529).

Linfluence des opérandes s'invers& j (resp.Rp) se dilate en une face quadrangulaire,
car tous les points qui le composent suivent une infinité de trajectoireisdaghar les deux
trajectoires principales diesi (resp.A). Plus précisément, la longueur (resp. la largeur)
de R4 (resp.Rp) augmente sous l'influence dé(resp.B). Le tétraédre se transforme en
parallélépipede déformé, doRty et Rp constituent deux faces opposées. Ces deux faces se
rapprochent I'une de I'autre, faisant diminuer I'épaisseur du parpl@ée (Fig. 3.52h-k).

. A t,h(R), Ry et Rp et fusionnent : le parallélépipéde se contracte en une face rect-

angulaire égale au produit cartésien des segments finaux respectivéguoets parA et
B (Fig. 3.52I).
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FIG. 3.52 :Produit cartésien de deux facese (XY ZT) etB € (ZT).da = dp.
a) A et B décrivent un point se dilatant en un segment. b-I) Etapeadariation.
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FiG. 3.53 :Projection dang XY Z) de I'animation de la figure 3.52
a) P4 est une face ePp est un segmentPy est un prisme. b-) Etapes de I'animation.
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L'animation décrite paR est exactement l'inverse de celle résultant du produit cartésien de
deux faces décrivant chacune la contraction d’'un segment en un(pbitig. 3.41). Par con-
séquent, I'étape supplémentaire de I'animation obtenue en différenciaméla des opérandes se
prédit facilement.

Supposond 4 < dp (I'interprétation de I'animation serait identique paly > dg) : atmin(R) +

d 4, le segmentk 4 du tétraédre animé décrit par atteint sa longueur maximale, alors qig
continue a grossir. PuiB 4 se dilate en une face rectangulaire sous l'influencédéransfor-
mant le tétraédre en prisme. Ce prisme grossit jusqu’a ceRguatteigne lui-méme sa longueur
maximale &,,;,(R) + dp (Fig. 3.54).

- - _ : .
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FIG. 3.54 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 352.< dp
a) Plongement dansX'Y ZT'). b) Projection dan§XY 7).
c-e) Animation dang XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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Le second cas de produit cartésien a étudier est celui ou |&fase générale. Soit,,;,(B) +
d’z l'instant ou le segment décrit pat atteint sa longueur maximale avant de commencer & rétré-
cir. Supposong 4 = dpg, et analysons I'animation décrite pRr= A ® B (les étapes des anima-
tionsen(XY ZT) et (XY Z) sont illustrées par les figures 3.55 et 3.56) :

1.

2.

Cy,..n(r) (1) €St un point initial égal au produit cartésien des points initiaux décrits! gdr
B (Fig. 3.55h).

Ce point est soumis simultanément aux deux trajectoires définies glaaux deux trajec-
toires définies pabB : le point se dilate en un tétraédre (Fig. 3.55¢). Le segnienkt le
segment oppos&p sont respectivement influencés pawet B : R4 et Rp grossissent et
s'éloignent I'un de I'autre, faisant grossir le tétraédre (Fig. 3.55d).

A t,in(R) + d'5, Rp atteint sa longueur maximale. Un sommet Bg suit alors trois
trajectoires principales (deux dlesiat une die &) : le sommet se dilate en une face tri-
angulaire, et le volume devient un prisme déformeé (Fig. 3.55B4)commence a rétrécir.

Atmm(R) +d4, R4 atteint sa longueur maximale, tandis gg se contracte en un point :
le prisme devient une pyramid&; est le sommet de la pyramide,Rf; appartient au bord
de la base de la pyramide (Fig. 3.559).

L'influence des opérandes s’inverse : le somigtest soumis aux deux trajectoires prin-
cipales définies pad et se dilate en un segment, qui commence a grossir. Simultanément,
le segmeniR 4 se dilate en une face rectangulaire car chacun des points qui le corhposen
se dilate en un segment sous l'influencegi€plus précisément, la largeur de la faBg

est constante tandis que sa longueur augmente). Le volume prend nneeifdermédiaire
entre la pyramide et le prisme, dle a I'apparition de la fdge

La face qui représentait la base de la pyramide rétrécit (Fig. 3.55n) fusg, (R) + da +

d’z, ou elle se contracte en un segment : le volume se transforme en prisme. Auiméme
stant,R 4 atteint sa longueur maximale, et constitue la base du prisme (Fig. 3.55)RRuis
rétrécit tout en se rapprochant &g, faisant rétrécir 'ensemble du prisme (Fig. 3.55j-k).

. Le prisme finit par se contracterta..(R) en un segment égal au produit cartésien du

segment final décrit pat par le point final décrit paB (Fig. 3.55I).
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FiG. 3.55 :Produit cartésien de deux facese (XYT)etB € (ZT).da = dp.
a) A décrit un point se dilatant en un segmeBtreprésente un point se dilatant en un segment qui grossit
jusqu'at,i»(R) + dg, avant de rétrécir et de se contracter en un point. b-I) Stepd’animation.
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FiG. 3.56 :Projection dan§ XY Z) de I'animation de la figure 3.55.

a) P4 est une face ePp est un segmentPy est un prisme. b-l) Etapes de I'animation.
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L'étape supplémentaire de I'animation obtenue en différenciant la dustepizandes est la
suivante.

Sidy < da < dp (Fig. 3.57), le volume animé est un prisme déforméRat atteint sa
longueur maximale &,,;,(R) + d, sous l'influence del. A cet instant, le segmeritp a déja
entamé son rétrécissementy subit alors I'influence de3 et se dilate en une face rectangulaire
(le volume adopte une forme intermédiaire entre un prisme et une pyramide) I'Beemple de
la figure 3.57,R 4 atteint sa longueur maximaleta,, (R) + da + d’z : le volume est un prisme
qui se transforme en pyramide a;,(R) + dp, lorsqueRp se contracte en un point.
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FIG. 3.57 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 385.< da < dp.
a) Plongement dansX'Y ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$ XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).

Sida < dlg, le volume animé est un tétraédre a l'instapnt,(R) + d4, comme dans la
figure 3.55d. Puid? 4 se dilate en une face quadrangulaire sous l'influencB deansformant le
tétraédre en prisme. Anm(R) + d’5, R commence son rétrécissement, et une face triangulaire
apparait sur le bord du volume : ce dernier redevient un prisme lol3gu@mmmence a rétrécir,
comme dans la figure 3.55i.
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Sid4 > dp, R décrit une pyramide &,;,(R)+dp, carRp se contracte en un point (Fig. 3.58).
Rp estle sommet de la pyramideet; est un bord de la base de la pyramide. Risse dilate en
un segment sous l'influence de(la pyramide devient un prisme), et se déplace parallelement a
R 4. La pyramide grossit et se déplace jusayh@.(R) 4+ d 4, ou R 4 atteint sa longueur maximale.
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FIG. 3.58 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 3.55.
a) Plongement dar(sXY ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dan$XY ZT). f-h) Animation dan§ XY 7).
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3.5.2.3 Produit cartésien de deux faces générales

Les faces spatio-temporelleset B représentent chacune un point se dilatant en un segment
qui grossit et atteint sa longueur maximale aux instants respeghiféA) + d'y ettyin(B) + d'g,
puis rétrécit et se recontracte en un point. Dans les figures 3.59 endiposond 4 = dp et
dy > d’z. Lanimation représentée p& = A @ B se décompose de la maniére suivante :

1. At (R), R décrit un point (Fig. 3.59b) égal au produit cartésien des points initiéasitd
respectivement pat et B.

2. Ce point initial est soumis a deux trajectoires dieset deux autres dles/, et se dilate
donc en un tétraédre. Un segmddj (resp. le segment oppogés) du bord du tétraé-
dre est soumis & (resp.B). R4 et Rp grossissent et s’éloignent I'un de l'autre, faisant
grossir 'ensemble du tétraédre.tAin(R) + d',, Rp atteint sa longueur maximale. L'un
des sommets d&p est alors soumis a trois trajectoires principales (deux définiesipar
et la troisieme définie paB : cf. Fig. 3.59d). Le sommet se dilate en une face triangulaire,
et le tétraedre se transforme en prisme. Symétriquement;,&R) + d’4, un sommet de
R4 est soumis a trois trajectoires principales (une dig at les deux autres dlesi:
cf. Fig. 3.59¢e) et se dilate a son tour en une face triangulaire (Fig. 3l5f)olume n’est
plus un prisme.

3. At,in(R) 4 da, R4 et Rp se contractent tous deux en points (Fig. 3.599).

4. PuisR, et Rp sont respectivement soumidiaet A : R4 et R se dilatent en un segment.
Au méme instant, un sommet de la face triangulaire (d®ptétait un sommet) apparue
a I'étape illustrée dans la figure 3.59f se dilate également en un segmente ldefaent
pentagonale (Fig.3.59h).

Le volume continue a évoluer jusqui;,(R) + d4 + d’z, oU R 4 atteint sa longueur max-
imale et une face triangulaire du volume se contracte en un sommgy dele volume
redevient un prisme (Fig. 3.59i).

A tin(R) +da +d',, C’est au tour dek g d’atteindre sa longueur maximale et d’une autre
face triangulaire du volume de se contracter en un sommetgdele prisme se transforme

en tétraedre (Fig. 3.59j), doft4 et Rz sont des segments opposeés. Ces derniers rétrécis-
sent, entrainant le rétrécissement du tétraédre (Fig. 3.59k).

5. R4 etRp se contractenten un méme point,a.. (R), etle tétraédre fait de méme (Fig.3.59I).
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FiG. 3.59 :Produit cartésien de deux faces générales (XY T)etB € (XZT).da = dp.
a) A (resp.B) décrit un point se dilatant en un segment qui grossit just;, (R) + d'y
(resp.tmin(R) + d'g ) puis rétrécit et se contracte de nouveau en un point.
b-) Etapes de I'animation.
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FIG. 3.60 :Projection dang XY Z) de I'animation de la figure 3.59
a) P4 et P sont deux faces triangulaires plongées respectivemest(daxi) et (X Z)

Pg est un volume plongé daiX'Y 7). b-1) Etapes de I'animation
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L'étape supplémentaire obtenue en différenciant les durées dendpérest détaillée dans
la figure 3.61. Supposons, < dp etdy = d5 (Les animatio\ns pour des valeurs spécifiques
dedy, dy, dp etd; sont interprétées de la méme maniére}, A, (R) + da, le segmeni? 4 se
contracte en un point, conformément a I'animation décrite4aice point constitue le sommet
de la pyramide déformée gu’est devenue le volume. Simultanémigntsoumis aB, atteint sa
longueur maximale. Un sommet d&; est alors soumis a trois trajectoires : la premiere est dle a
B (et Rp va alors rétrécir), et les deux autres sont dies &e sommet dekp se dilate en une
face triangulaire. Au méme instarit4, sous l'influence de3, se dilate en un segment et grossit .
A tmin(R)+dp, Rp achéve de se contracter en un point tandis qu’une face triangulaisudue/
se contracte en un des sommetdde: le volume devient une pyramide.

Face triangulaire
~_Ra

FIG. 3.61 :Etape supplémentaire de I'animation de la figure 389.= d4 < dp.
a) Plongement dar(sXY ZT'). b) Projection danéXY 7).
c-e) Animation dang XY ZT). f-h) Animation dang XY 7).
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3.5.3 Extensions des animations de base

Tout comme dans le cas du produit cartésien d’un complexe cellulaire seatpmrel par
un complexe cellulaire spatial, le produit cartésien de deux complexes spatimrels permet
d’étendre les animations de base. Il faut alors tenir compte de I'influenckatjue cellule spatio-
temporelle sur I'objet animé, ce qui rend délicat la construction d’animatiomplexes.

Néanmoins, on peut obtenir des animations intéressantes a partir de canaduires
simples & interpréter. Par exemple, la figure 3.62 décrit dans~2) les étapes de I'animation
résultant du produit cartésien de deux complexes cellulairesB de dimensior2 (Fig. 3.62a).

P4 décrit un segment initial paralléle a I'axe, qui se déplace dans la direction de I'a%e
puis se divise en trois parties qui continuent a se déplacer dans la méwxtedirea longueur
du segment central ne varie pas, tandis que les autres segments ttéamiss et s'éloignent
du segment central?g décrit un segment initial paralléle a I'a¥é qui reste immobile durant un
intervalle de temps, puis se divise en trois segments : le segment centrahrestale, tandis que
les deux autres segments se déplacent dans la direction delZaxmut en rétrécissant n et
en s’éloignant du segment central. Dans cet exemple, les segments inéizits garA et B se
divisent en trois segments au méme instant.

1. La projection dan$XY Z) de A ® B est un volumePy, qui décrit at,,;,(R) une face
guadrangulaire (Fig. 3.62b).

2. Chaque point de cette face est soumis a deux trajectoires principales (le aA, et
l'autre diie aB) : la face se dilate en parallélépipéde, dont une face (la face supédans
la figure), soumise &, se déplace le long de I'axg, et la face inférieure reste immobile
en fonction deB. Le parallélépipéde grossit (Fig. 3.62c-d). Puis la face ifluencéedpar
se divise en trois faces qui continuent a se déplacer : des “sillongliglas a I'axeY
se forment sur la partie supérieure du volume. Simultanément, la face epposhvise
également en trois faces qui évoluent sous l'influenceéBdet des “sillons” paralléles a
I'axe X se forment sur la partie inférieure du volume animé (Fig. 3.62e-f).

3. Atpin(R) + tmaz(A), les faces supérieures du volume animé sont soumiseetrestent
immobiles (Fig. 3.62c-g). Simultanément, les faces inférieures du volume soblissflu-
ence ded et commencent a se déplacer le long de I'axe

4. Lors de leur déplacement, les faces inférieures du volume arrivemveau des “sillons”
creusés dans la partie supérieure du volume, et des creux appardesse le volume an-
imé (Fig. 3.62i-j). Puis chaque face de la partie inférieure du volume sedinigrois faces

sous l'influence ded (idem pour les faces de la partie supérieure du volume, soumises a

B) : le volume se fragmente en 9 sous-volumes qui rétrécissent (Fig. B.62k-

5. A t,.(R), chaque sous-volume se contracte en une face égale au produitecadés
des segments finaux décrits papar un des segments finaux décrits par
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FiG. 3.62 :Produit cartésien de deux complexes cellulaires spatioptrel de dimensiod P4 € (X ZT)
etPg e (YZT)..
a) R est un complexe cellulaire spatio-temporel de dimendidim) Animation dangs XY ZT).
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3.6 Conclusion

Le produit cartésien entre un opérande spatial et un opérande tgraporel est aisément
interprétable, car I'évolution de I'objet animé dépend en majeure partied#utéon décrite par
'opérande spatio-temporel. De plus, nous avons vu dans la section & & guoduit cartésien
pouvait étre assimilé a une extrusion par un segment ou un segment animérptétation de
'animation en est facilitée.

En revanche, le produit cartésien de deux opérandes spatio-tempécelssite de recourir
aux trajectoires suivies par les bords de I'objet animé, pour interpréa@niation. La méthode
gue nous avons mise au point dans la section 3.5 consiste d’abord a aé&eorfipnimation
en plusieurs parties en fonction de la durée des opérandes. Puisammigécons les parties de
I'objet animé qui sont exclusivement soumises a l'influence d’'un opiergarticulier au cours
d’'un intervalle de temps : I'analyse de I'évolution de ces parties d'objeneede prédire les
étapes générales de I'animation.



CHAPITRE 4

DESCRIPTION DU MODELEUR 4D ET
EXPERIMENTATION

4.1 Introduction

Pour construire et manipuler des animations sous la forme d’objets spatiordmmous
avons mis au point un modeleur 4D interact&STORM(pour Space-Time Object Representa-
tion Modele). Ce chapitre passe en revue les différentes techniques prop@sé&EEFRMpour
créer et manipuler les objets spatio-temporels, ainsi que ses principat®fmalités. La fin
du chapitre est consacrée a I'élaboration d’animations complexes amaatg@rincipalement au
produit cartésien.

L'affichage et la manipulation interactive des objets 4D utilise les resseufcee biblio-
theque graphique particuliei®pen InventorCette bibliothéque permet de représenter I'ensemble
des objets spatio-temporels sous la forme d’un arbre, dont les nceusoent des informations
spécifiques, telles que le plongement ou la photométrie associés aux obj8ec(on 4.2). Les
opérations de visualisation des cellules, qui exploitent égale@pet Inventor sont décrites
dans la section 4.3. Les opérations de construction et de manipulation delloéss font respec-
tivement I'objet des sections 4.4 et 4.5. Par l'intermédiaire de ces outils,a@mns congu deux
exemples élaborés d’animations, présentées dans la section 4.6.

4.2 Open Inventor

Lors de la recherche de la bibliotheque graphique qui serait employgepacevoir le mod-
eleur, la bibliothéqu®©pen Inventarmise au point par la socié8&GlI!, s’est rapidement imposée :
cette bibliothéque consiste en une collection d’entités et de méthodes utiliséredéfioir des
applications graphiques 3D interactives. Reprenant les fonctionnaétés libliotheéqueOpen
GL pour les opérations de rendDpen Inventorse focalise sur la créationabjets 3D Toutes
les informations sur ces objets (forme, taille, photométrie, plongement, ...)teckéss sous la
forme d’entités spécifigues dans une base de données globale. Cettptanm “haut-niveau”

!Le code source @pen Inventarécrit en langag€ et C++, est libre de droits et porté sur de nombreux systémes
d’exploitation.

99
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nous a permis de définir et d’appliquer sur les cellules des traitementsqérsiou spécifiques
a leur dimension. Sans prétendre a I'exhaustivité, nous donnons e@section un apercu de
la définition et de la gestion des entités ggren Inventorpar le biais de son utilisation dans le
modeleur.

D’une maniére général®pen Inventopermet de décomposer une scéne (c'est-a-dire I'ensem-
ble des entités regroupant les cellules, les informations d’éclairage tiargds I'interaction avec
I'utilisateur, etc.) sous la forme d’uarbre. Chaquenceudde cet arbre est d’un type bien défini :
ainsi, un nceud de type “séparateur” servira a partitionner la scénesteyshiensembles d’entités,
chacune d’entre elles étant sujette a un traitement particulier ; un nceudedérgygslation” per-
mettra d'appliquer cette opération sur un ensemble d’'entités, etc. PEDRM la scéne globale
(laquelle est associée a un noeud “racine” dont tous les autres noptidiesdils) a été décom-
posée en fonction des différents espaces de visualisation dans ldeguetgités sont affichées
et manipulées : outre I'espa¢&' Y ZT') qui s'impose pour un modeleur spatio-temporel, et I'es-
pace(XY Z) indispensable a I'observation des animations dans I'espace tridimensicsued)
la conception des animations est facilitée par leur projection dans les e$paxd’), (X ZT)
et (Y ZT). A chacun de ces espaces est associé un arbre, dont les racintssdis du noeud
associé a la scéne : par exemple, la figure 4.1 représente I'arbr@as68d” 7).

Racine

Cellules manipulées Cellules de coupe

Translatio Texte

FIG. 4.1 : Arbre associé a I'espaceXY 7).
La racine de I'arbre contient des nceuds pour : la gestion sleuds ; les identificateurs des cellules;;
les cellules de dimensidnha4 construites et manipulées par I'utilisateur ; les “celiulie coupes” de
dimensior) a3 qui résultent de la coupe temporelle des cellules précédent
La racine “Identificateurs” gére la position et le texte actuir.

Les objets définis par Inventor sont représentés par un ensembletie-paorrespondants aux
sommets géométriques de ces objets — d'un type particulier (sommet, segmacgp@fixquels
sont associés des informations de plongement, photométrie, etc. : nousartgisksormais le
terme “sommets associés a un objet” pour faire référence a cet enserpbiatde par exemple, la
figure 4.2a détaille le contenu du nceud regroupant les informations relatixdaces manipulées
par I'utilisateur. Ce nceud est représentatif des nceuds associés alescellu

A propos de la construction des arbres associés aux espaces disaigug remarquons que :
— les nceuds qui ne sont pas liés au plongement des cellules sont ppeaEssarbres asso-
Ciés aux espaces, ce qui évite de dupliquer les données : par exenfiglerdad.2b réper-
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o Fac;;(};;z") o Fac;s&;éi
@lbll’lect@/&%exa@mo@ @% T dﬁ % @
i Faces(X YT)
a) b)

FIG. 4.2 :Contenu du nceud “Faces” de la figure 4.1.

a) “Visibilité” détermine si les faces sont affichées ou ntBélection” gere la sélection interactive ;
“CW/CTW" précise dans quel ordre, trigonométrique ou nonstaamets associés a la face doivent étre
traités; “Indexation” et “Photométrie” concernent legiatits photométriques et permettent d’obtenir des

dégradés de couleurs; “Plongement” contient les coordemggatiales des faces ; “Sommets associés”
utilise les informations des nceuds précédents pour démiakes.
b) Tous les nceuds de “Face” sont communs pour les espdGeL ) et (XYT), a I'exception du noeud
“Plongement”, spécifique a chaque espace.

torie les nceuds des groupes associés aux faces manipulées par I'utilisatsles arbres
associés aux espacesY 7) et (XYT).

— la représentation des volumes et des hypervolumes@jp@s Inventoest réalisée a I'aide
d’'un ensemble de faces;

— Open Inventome gére que le plongement ¢XY Z) : pour visualiser les cellules dans
les espace§XYT), (XZT) et(YZT), la valeur de la coordonnée temporelle de chaque
sommet associé a ces cellules remplace la valeur d’'une coordonnée spatiale
Pour la visualisation dansX'Y' ZT"), on construit au prealable un repéXY ZT') pour
lequel le plongement respectif des vecteurs ongmes; ¥ et | associés aux axe{%X
OY etOZ etOT estégal §1,0,0), (0,1,0) et(0,0,1) et (—v/3/3,—v/3/3,—v3/3) ; 0
dispose ainsi d’'une matrice de projection d’'un espace 4D vers 'egiaggeré pa|Open
Inventor.

4.3 Visualisation

4.3.1 Espaces de projection

Le modeleur propose plusieurs fenétres de visualisation, correspiangaespaceSXY 7),
(XYT), (XZT), (YZT) et (XY ZT). Par exemple, la figure 4.3 montre un volume spatio-
temporel affiché dans les différentes fenétres de visualisation. Ce valéoni la rotation d’un
ensemble de faces spatiales symbolisant un pétale de fleur. La figure 4té Ildgs2tapes de cette
animation.
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FIG. 4.3 :Visualisation d’'un volume dans les différents espaces.
Le volume est une animation représentant un pétale de flent lg contour est affiché
en pointillés dans la vueX'Y 2)) en rotation d’un anglé durant un intervalle de temps.

FIG. 4.4 :Rotation du pétale de fleur.
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4.3.2 Affichage et plongement des cellules

Pour améliorer l'interactivité lors de la construction d’animation, il est spuugle de n’af-
ficher qu'un nombre restreint de cellules ; dans les arbi@peh Inventoreprésentant la scéne, il
suffit de valider ou non le nceud “Visibilité” (cf. Fig. 4.2) associé aux ceflpleur masquer ou non

les cellules en fonction de leur dimension. La figure 4.5 donne un exempédtddanctionnalité.
. ' — \\

,/\( \\ >\ \\ /’// o
/\‘ 4\\—\/‘\/ \ \‘\ / S
SHELE
\.\ \\ \ \ \ \ —
TN
Voo /
—

a) b)

FIG. 4.5 :Exemple d’affichage sélectif de cellules.

a) Sommets. b) Segments. c) Faces.
DansSTORM le plongement des cellules est linéaire, et dépend donc du plongerseoigas
aux sommets. Nous déclinons le plongement sous deux formes :

— un modecontinu: le plongement est égal au plongement associé aux cellules du bord.@&p;

— un modeéclaté: le plongement est le barycentre pondéré des plongements associés aux
cellules du bord (Fig. 4.6b) : la distinction entre les cellules de différenteswdions en est
facilitée.

FIG. 4.6 :Les deux types de plongement
a) Continu. b) Eclaté.

4.3.3 Depth cueing temporel

Cette fonctionnalité reprend le principe depth cueingusuel, qui consiste a mélanger les
couleurs d’'un objet avec une autre couleur, en fonction de la distantelgjet par rapport a
I'observateur. Cette technique est typiquement employée pour simulerfées @i brouillard,
de la fumée, etc. Le modeleur calcule une interpolation linéaire entre la caldsuellules et
la couleur d’arriére-plan en fonction du temps : le coefficient de mélasgmaximal pour les
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cellules de coordonnées temporelles minimales, et minimal pour les cellulesrdemoées tem-
porelles maximales. En d’autres termes, plus une cellule est “ancienrel’aaimation, plus elle
se confond avec 'arriere-plan (Fig. 4.7).

Début de
I'animation

Finde
I'animatio

X

b)

FIG. 4.7 :Depth cueing temporel.
a) Le volume visualisé est le méme que dans la figure 4.3. blidghipn du “depth cueing temporel” : les
couleurs des faces suivent un dégradé entre la couleutdaharriere-plan et leurs couleurs originales.

4.4 Opérations de construction

4.4.1 Création interactive

Pour garantir le respect du modéle topologique utilisé, le modeleur ne perowgtduction
de cellules de dimensiam (n > 0) que si les cellules qui forment son bord existent au préalable.
Par conséquent, la construction interactive d'une cellule débute toyaurdsa construction de
sommets : plus précisément, on définit pour chaque sommet les valeursplerspement spatio-
temporel et de ses attributs photométriques (Fig. 4.8).

Vertex Creation

X 1.23 Y 2.6 z 2.1 T 1.8

Photometric Aftributes
Edit Edit Color

Diff: 8.51
S 5.3¢

FIG. 4.8 :Création interactive de sommets.
Un sommet est défini par ses coordonnées et des attributsmétriques particuliers
(couleur ambiante, diffuse, spéculaire, coefficient d&swité, brillance et transparence).
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La création interactive de cellules de dimensios 1 (n > 0) comprend un certain nombre
d’'étapes :

1. l'utilisateur sélectionne toutes les cellules de dimensigui appartiendront au bord de la
cellule a créer (la sélection de ces cellules entraine la sélection implicite dessceéuéur

bord, sin > 0).
2. Le modeleur vérifie les contraintes suivantes sur les cellules sélec@®nné

— une cellule de dimensianne doit étre sélectionnée gu’une seule fois;

— le nombre de cellules sélectionnées doit étre supérieur ou égal &, sauf lors de la
création d'arétes, ou exactement deux sommets doivent étre sélectionnés

— sin > 0, toutes les cellules de dimensian- 1 du bord des cellules sélectionnées doivent
étre incidentes a exactement deux cellules parmi ces cellules sélectionnées.

3. Sitoutes les contraintes sont vérifiées, le modeleur construit la celuais®e, et définit
le plongement et les attributs photométriques de cette derniére en fonctiorllldss de
son bord (Fig. 4.9). Nous appelons cette opératimmchage de-cellules('annexe A.1 est
consacrée a 'algorithme décrivant cette opération).

FIG. 4.9 :Exemple de création interactive d'arétes et de faces.
On veut modéliser un objet représentant une feuille d'albee sommets sont créés un a un (cf. Fig. 4.8).
a) Sélection des sommets qui formeront les bords des adaes ja figure, les cellules sélectionnées sont
reliées par des pointillés. b) Bouchage des sommets : lessaagant ces sommets comme bord sont créés
par le modeleur. ¢) Sélection des arétes qui appartiendrobbrd des faces a créer.
d) Bouchage des arétes. e) La procédure est répétée potnugans totalité de la feuille.

Cette technique est implantée dans le modeleur pour construire des aedtéscas et des
volumes. En revanche, a I'exception de cas trés simples tels I'hypertétragd’hypercube, il
est difficile, pour créer un hypervolume particulier, d'imaginer quelg gmvolumes contenus
dans le bord de ce dernier. La construction d’hypervolumes fait dppelaux opérations de
construction automatique décrites dans la section 4.4.2. Ces opératioagalenment applicables
a des cellules de dimension inférieuré.a

4.4.2 Autres opérations de construction

La tres grande majorité des cellules construites interactivement sont destbim&n 1 ou 2, et
servent d’opérandes pour les opérations telles que le produit cartesigr faciliter la construction
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de ces cellules (dont la forme peut étre complexe), nous avons ajoutdt®hnalités suivantes
au modeleur :

— Maillage de cellules de dimensiord & 2. L'utilisateur définit le plongement et la pho-
tométrie d’'un sommet “originel et de deux sommets “extrémitég; et F», et le nom-
bre de sommets intermédiairds; et N, situés sur les segments respedfis; et OF;.
En s’appuyant sur ces segments, le maillage prend la forme d’'un parediélog con-
tenant(N; + 2) = (N2 + 2) sommets; les plongements et la photométrie de ces sommets
sont une interpolation linéaire des valeurs correspondantés, de et £ (Fig. 4.10a).
Une option permet de créer des segments et des faces triangulairesrielimté& ce mail-
lage (Fig. 4.10b-c). Pour créer une ligne polygonale conteNant 2 sommets, il suffit de
définir O et E et de préciser la valeur d§; .

Sommets _
intermédiaire

- EE,

Sommets o
intermédiaires &

a) & b) * c)

FIG. 4.10 :Création d’'un maillage de cellules de dimensiba 2
Seules les cellules d’'une dimension particuliere sonttadfis dans chaque figure.
a) Les sommets du maillage sont créés a partir des soniméis et E5, et du nombre de sommets
intermédiaires sur la longueur et la largeur du maillagspeetivement3 et9 sommets
intermédiaires dans cette figure. b) Bouchage des sommé&suchage des segments.

— Plongement spline des sommets d’une ligne polygonal®n sélectionne certains som-
mets d'une ligne polygonale plongée linéairement, pour les transformerigts ple con-
tréle d’une courbe spline (Fig. 4.11). La modification du plongement diegéspae contrble
entraine celle du plongement des autres sommets et des segments reliamtroetss Nous
utilisons le modéleX-Splinedéfini par [BS95], qui associe a chaque point de contréle un
coefficient de courbureompris entre) et 1; ce coefficient permet d’exercer un contrdle
précis sur la forme de la ligne polygonale.

— Construction de faces réguliéresl utilisateur choisit le nombre de sommets, le centre et
le rayon de la face. Le modeleur construit et répartit les sommets a équigistaruns des
autres sur le cercle défini par le centre et le rayon. Puis les segmentslediasommets sont
créés, ainsi que la face dont ces segments forment le bord : la figurpréfddse quelques
exemples de faces régulieres.

— Copie de cellulesSTORMcopie la cellule sélectionnée par I'utilisateur, et réalise récur-
sivement la copie des cellules du bord de la cellule sélectionnée. L'algoritbroepie est
décrit dans la section A.2.
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b)

c)

d)

FIG. 4.11 :Modification du plongement d’une ligne polygonale a I'aidss K-Splines.

a) La ligne polygonale initiale est plongée linéairemergsBommets sont sélectionnés pour devenir des

points de contrdle (entourés par des cercles sur la figuré&l plongement de trois points de contrdle est
modifié. c) Le coefficient de courbure vaupour tous les points de contréle : la courbe s’arrondit au

maximum. d) Le coefficient de tous les points de contrdle Yada courbe se tend au maximum.

-RH
KH“'“*-H
Hx-

FIG. 4.12 :Faces réguliéres construites automatiquement.

Les faces ont respectivemehtl0 et 50 sommets.

4.4.2.1 Produit cartésien

Lorsque les opérandes ont été définis, la principale opération de uwditstrdes animations
est le produit cartésien, présenté dans le chapitre 3. Les notions fampettant sur cette opéra-
tion appliquée a diverses structures cellulaires font I'objet du chapitobs présentons ici les
deux variantes de produit cartésien implantées &Arf3RM:

— le produit cartésien de deux composantes connexes. Le résultaéestmposante connexe,
dont chaque cellule résulte elle-méme du produit cartésien de deux celautezileres
provenant chacune d’'un opérande. La figure 4.13 montre queldaesséde I'animation
résultant du produit cartésien d’une face spatio-temporkl@ar une composante connexe
spatialeB. Les objetsPy, ..., Pr de la figure 4.13a sont les projections respectives dans
(XY Z) des objetsA, ..., E de la figure 4.13d B est construit par produit cartésien des
lignes polygonaleg’ et D). Linterprétation de cette animation se déduit de I'étude de cas
du chapitre 3 :A décrit un point qui se dilate en segment, lequel s'allonge au cours du
temps. La composante conneke= A ® B décrit une composante connexe identique a
qui se dilate en volume. Ce volume grossit suivant I'évolution définiedpar

— le produit cartésien d’'une composante connéxgar une sélection de cellules d'une com-
posante connexB. On distingue parmi les sommets dde sommets,,,;,, dont les valeurs
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h)

FIG. 4.13 :Produit cartésien d’une facd € (X ZT') par une composante connelec (XY 7).
a)-d) Produits cartésiens et animation daig” 7). e-h) Produits cartésiens et animation daki&” ZT).
Les fleches symbolisent les trajectoires suivies par degpparticuliers ded et E.

du plongement spatio-temporel sont minimales.

1. Lutilisateur sélectionne des paires d’opérandes, constituédsiiee part, et d'une

cellule deB d’autre part. Entre deux sélections, on peut modifier le plongement de

. Le produit cartésien est appliqgué pour chaque paire d’opérakteparticulier, le

produit cartésien dé,,,;, par chaque cellule sélectionnée ddhsest une copie de
cette cellule, translatée par les valeurs du plongemeft, ge

. Le modeleur copie toutes les cellulesBdy compris les cellules sélectionnées pour

le produit cartésien pad); le plongement des copies est égal au plongement des
cellules originales, translaté par le plongemenggg,. Par conséquent, pour chaque
animation construite par chacun des produits cartésiens de la deuxiémel &teipte

une cellule (résultant du produit cartésien fa¥,,) qui a le méme plongement que la
copie d'une des cellules sélectionnées. En réalisant I'identification dkcesellules

(la section 4.5 décrit I'opération d’identification), on “colle” les animationteabes
dans la deuxiéme étape avec les copies des cellul&s de

La figure 4.14 montre un exemple d’animation réalisée avec cette méthodegluessfil.14a-d)
sont les projections dans{'Y Z) des figures 4.14e-h). Dans cet exemple, les opéraAdssB
sont les mémes que dans la figure 4.13. Onze faceB dent sélectionnées (Fig. 4.14e) : les
neuf faces centrales, et les faces notigest b,. Le plongement del est modifié en fonction
des faces auxquelles est associé. Les fleches des figures 4.14a et e indiquent a queladger
correspondent les objets résultant des produits cartésiens. Enlpartbglet b, sont sélectionnées
deux fois avec un plongement différent padr: les hypervolumes correspondants forment les
“arches” qui entourent I'hypervolume central de la figure 4.13 eypdrvolumeD est formé

de la copie deB et des hypervolumes résultant du produit cartésier giar les cellules dé3
sélectionnées. Le segment tempareadst utilisé pour associer une duréB @ar produit cartésien.
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L'animation représentée péf @ D décrit une composante connexe identiqu@,&ur lequel un
“pilier” central et des “arches” s’érigent.

FIG. 4.14 :Produit cartésien del par une sélection de faces @&
a-d) Produits cartésiens et animation dakg” 7). e-h) Produits cartésiens et animation dék§” ZT).

4422 Cobne

L'opération de cone consiste a construire une cellule de dimensioha partir d'une cellule
de dimensiom notéec™ (n > 0) et d’'un sommef, telle que les sommets de la cellule construite
regroupent les sommets deet.S. Par exemple, le cone d’'un sommet est une aréte dont les bords
sont le sommet original & ; le cdne d’'une aréte est une face triangulaire ; le céne d’'une face est
un volume dont les faces du bord regroupent la face originale et des i résultent du cone
des bords de la face originale, etc. (Fig. 4.15).

- 51 - So - S3 . S1

A\
Sy . "5'4
a)

FIG. 4.15 :Opérations de cone.
a) L'opération va étre appliquée sur le somrfigtI'aréte A et la facef'. Les sommets utilisés
pour chaque opération sont respectivent&ntS, et Ss. b) Les cellules résultantes.
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Dans le cadre de I'animation, cette opération permet de représenter laatimmtd’une cellule
en point ou, réciproquement, la dilatation d'un point en cellule (la figure 4étéitda dilatation
d’'un sommet en “feuille d’arbre”). L'algorithme de cdne est décrit damexe A.3.

FIG. 4.16 :Opération de cone pour I'animation.
On utilise la “feuille d’arbre” de la figure 4.9 ; toutes ledlakes de cette feuille ont méme
plongement temporel. a-d) Animation da@§Y 7). e-h) Animation dan$XY ZT).
Le sommet se dilate en feuille, qui grossit au cours du temps.

4.5 Opérations de manipulation

4.5.1 Coupe des objets spatio-temporels

Aprés avoir construit une cellule spatio-temporelle, I'opération de couppdeelle permet
de visualiser les étapes de I'animation décrite par cette cellule. Plus formelldaneotpe tem-
porelle a I'instant consiste a calculer I'intersection d’'un objet spatio-temporel avec urrplgre
de coupe perpendiculaire a I'axe temporel, d’équafioa: ¢. L'utilisateur détermine l'intervalle
de temps entre deux coupes temporelles successives. Nous corsidiguarcas de coupe d’'une
cellule :

1. soit la coupe edbtale i.e. le plongement temporel de la cellule et de ses bords est égal a

t : le résultat est une copie de la cellule originale (Fig. 4.17a-b);

2. soit la coupe egtartielle; le modeleur construit la (les) cellule(s) de dimension inférieure
résultant de la coupe (Fig. 4.17c-d).

Ces deux cas peuvent se produire simultanément sur des cellulesni&fgar exemple, lorsque
I'hyperplan coupe partiellement une face, et coupe totalement une arée sommet de cette
face (Fig. 4.17e-f).
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Plan de coupe \

d) f)

FIG. 4.17 :Différents cas de coupe temporelle.
a) La faceF’ est totalement coupée par le plan de coupe. b) Le résultahegtce identique &'.
c) Les arétes!; et A, sont partiellement coupées. d) Le résultat est un segment.
e) Les arétesl; et A, sont partiellement coupées ; le somrfedt I'aréte A5 sont totalement coupés.
f) Le résultat est composé d’'une aréte joignant les pointgedsection ded; et A,, et d’'une aréte
(resp. un sommet) identiquedy (resp.S).

Les algorithmes de construction des cellules résultant de la coupe temporglidésrits en
section A.4.

4.5.2 Transformations géométriques 4D

Nous avons adapté des transformations géométriques 3D usuelles {imanslemothétie et
rotation) & la 4D. Ces transformations sont définies par des matrices hoesdge, qui sont des
extensions des matrices homogenes 3D. Les transformations sont applgyrde plongement
des sommets. Soi® = (P, Py, P, P, 1)T un plongement, noté sous sa forme homogéne; les
matrices 4D sont :

— pour la translation 4D,

100 0 do
0100 dy

Maty (d,dy,dzyd)) =] 0 0 1 0 d.
000 1 d

0000 1

Matr (dy, dy,d,, dy) .P=(Py + dy, Py + dy, P, + d, P, + d;, 1). L'effet de la translation
temporelle d’une cellule est simplement de décaler dans le temps I'animatioseef@e
par cette cellule.

— pour 'homothétie 4D,

he 0 0 0 0

0 hy 0 0 O

Matg (hg,hy,hoh)) =] 0 0 h, 0 0
0 0 0 h O

0 0 0 0 1
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Maty (hg, hy, hz hy) P = (Py.hg, Py.hy, P..h,, P,.hy, 1). Chomothétie temporelle per-
met d’allonger (sh; > 1) ou de rétrécir (sh; < 1) la durée d’une animation.

la rotation 4D est moins intuitive que les transformations précédentes. Ha Rffation est
habituellement définie par rapport a un axe de dimenkioles points soumis a la rotation
tournent autour de cet axe. Par analogie, la rotation 4D est définiegaortar un axe de
dimensior2, mais cette notion est difficile a concevoir.

Considérons la rotation dans un espace 2D : I'axe de rotation autoueldargttourne” est
perpendiculaire a I'espace 2D, mais n’est pas contenu a l'intérieurtdespace. Dans un
espace 3D, tous les points soumis a la rotation définie par I'axe se déplacsrdes plans
perpendiculaires a cet axe. Par extension, dans un espace 4Dinlissguorotation se dé-
placent également dans des plans perpendiculaires a I'axe de rotasomadtrices de base
de la rotation 4D s’en déduisent directement, puisque seules deux noéstode chaque
point sont modifiées pour une rotation donnée : on obtient six matricesspamdant cha-
cune a une rotation dans les pldasY'), (X 2), (XT), (YZ), (YT) et(ZT). Par exemple,
la rotation d’'un anglé dans le planX'Y” est définie par la matrice

cos(f) —sin(d) 0 0 O

sin(#) cos(#) 0 0 O

Matxy (0) = 0 0 100
0 0 010

0 0 0 01

Le modeleur permet de définir un plan de rotation quelconque, en chaisissaoordon-
nées spatio-temporelles de trois points qui définissent cé.plan

Bien entendu, les effets d’une rotation 4D quelconques sont difficilggpeehender : par
exemple, la figure 4.18 montre un hypervolubigeprésentant un parallélépipéde immobile
soumis a une série de rotations daisy ZT) ; la figure 4.19 montre la projectioRy de

H dans(XY Z) soumis aux mémes rotations.

La conception d’animations a l'aide de rotations 4D est délicate : 'animatiméseptée
par I'nypervolume de la figure 4.18 n’est pas immédiate, comme l'illustre la fig 2@ :
aprés rotationH décrit I'évolution d'un parallélépipeéde animé. La méthode permettant
de prévoir formellement I'animation résultant d’'une rotation dans un platiosggmporel
guelconque reste a élaborer ; dans la pratique, nous utilisons principelienmetation 4D
dans des plans spatiaux, retrouvant ainsi la rotation 3D classique.

2Concrétement, une séquence de translations et de rotations “plageepiéircsur le plar(XY"). Une rotation
d’angled est réalisée dar(sX'Y'), puis la séquence de transformations inverses est appliquée.
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Plan de rotation

FIG. 4.18 :Rotation 4D d'un hypervolum# dans(XY ZT).

a) H décrit un parallélépipéde immobile durant un intervalleetaps. Les points, S- et .Ss, de
coordonnées respectives5, 0,0.5,0.3), (1.5,0.0.5,1.3) et(1, —0.5,0.5, 1.3), définissent un plan de
rotation. b-h)H est soumis & une série de rotations de 45 degrés dans un peemgeulaire au plan de

rotation.

e)

FIG. 4.19 :Projection dang§ XY Z) de I'hypervolume de la figure 4.18.
a) La projection du plan de rotation est un segmetet Ps, ont méme projection). Les deux
parallélépipédes correspondant respectivement a lfihgtdial et a I'instant final de I'animation décrite
par H sont confondus. b-h) Durant les rotations, ces parallpéi®s ont des plongements distincts.

4.5.3 Identification

L'identification de deux cellules ([EIt94], [EL94]) se traduit géométriquatyear I'assem-
blage de ces cellules. Nous utilisons cette opération lors de la conceptiomdtens décompos-
ables en plusieurs séquences. Chaque séquence est définie daidpemt des autres. Liden-
tification de cellules appartenant a deux séquences distinctes permettalieer les séquences;
pour faciliter I'interprétation de I'animation globale, on ne réalise I'identificatiercellules que
lorsque ces cellules ont méme plongement. La section A.5 décrit I'algorithmentifidation que
nous avons implanté.
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FIG. 4.20 :Animation décrite paiff apres une rotation dé5 degrés dan$XY 7).
a-h) H décrit une face rectangulaire qui se dilate en paralléésgp ce dernier grossit, se déplace, rétrécit
et finit par se contracter en face.

4.6 Construction d’animations complexes

Cette partie est consacrée a la construction d’animations élaborées alE&Gd©RM Notre
objectif est d'utiliser le produit cartésien comme opération principale dermti®on. Dans la pre-
miére animation, qui simule la pousse et I'éclosion d’une fleur, nous nouses volontairement
restreints a n'utiliser qu’un seul opérande spatio-temporel pour ehaipduit cartésien réalisé ;
pour pallier les limitations induites par cette contrainte, nous utilisons égalempatdtion de
cbne. En revanche, dans la seconde animation, nous levons cetténtent@ qui nous permet
de modéliser alors I'érection et I'éruption d’un volcan en employant eikaogent le produit
cartésien.

4.6.1 Eclosion d’'une fleur

L'animation se compose des séquences indépendantes suivantes :

— un nuage se déplace et fait tomber des gouttes d’eau sur un potrde fleu
— la tige d'une fleur surgit du pot et grandit, puis des feuilles et le calicegent sur la tige ;
— des pétales poussent sur le calice, et la fleur s’ouvre.

4.6.1.1 Nuage et gouttes d’eau

Le nuage en mouvement illustre I'une des plus simples utilisations du prodtésiear : on
construit & I'aide de courbes splines une face spatiale qui représémtauage au cours de I'an-
imation. Puis on définit un segment spatio-temporel rectiligne. Le produi#sian de la face
spatiale par ce segment décrit le déplacement du nuage, qui va trdsesséne en ligne droite au
cours de I'animation.

Pour créer une goutte d’eau, on réalise le produit cartésien d’'uneggpgonale rectiligne
par une face octogonale : on obtient un volume cylindrique, sur la lomglgel on applique
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différentes homothéties spatiales. Le résultat est la goutte initiale de la fidiire. 4 e produit
cartésien d’'une goutte par un segment spatio-temporel rectiligne modéliseiteavers le sol.
Lorsqu’une goutte touche le sol, elle s'aplatit; cette déformation est réaiséeux temps :

1. on réalise le produit cartésien de la goutte initiale par un segment tempbyglervolume
résultant représente la goutte initiale immobile durant un intervalle de temps;

2. al'intérieur de I'hypervolume, on sélectionne les points de la goutte spnelant a I'in-
stant final de I'animation, et on applique sur ces points une homothétiematitala goutte
finale : 'hypervolume décrit désormais la métamorphose entre la goutte initialgettte
finale (cf. Fig. 4.21b-e).

‘Qe

FIG. 4.21 :Déformation d’une goutte d'eau.
a) L'hypervolume décrivant I'animation. On applique unerfathétie 4D a la goutte initiale pour obtenir
la goutte finale. b-e) Animation : la goutte s'aplatit au codu temps.

Pour modéliser la gerbe d’eau, nous construisons un ensemble desfmtestemporelles
qui représentent chacune le déplacement d’'un segment. En situdiacessspatio-temporelles
a I'emplacement de la goutte aplatie, et en synchronisant les animationst apdaraitre les
segments au moment ou la goutte “s’écrase” sur le sol : les segments segaibliede la goutte

d'eau (Fig. 4.22).

,
)
'8 .

FIG. 4.22 :Eclatement de la goutte en gerbe d’eau.
a) La gerbe est formée de faces spatio-temporelles, datahacune I'évolution
d’'un segment jaillissant de la goutte et retombant versllebse) Etapes de I'animation.

-

C) d) e)

4.6.1.2 Pousse de la tige et des feuilles

Nous souhaitons modéliser la tige de la fleur par un cylindre en mouvemenyliddre ré-
sulte du produit cartésien d’'une face spatiale circulaire représenthaséadu cylindre par un
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ensemble de faces spatio-temporelles qui décrivent I'évolution du s¢goreespondant a I'axe
du cylindre.

La premiére étape consiste a définir ces faces : nous partons d’'un maplaimtemporel (décrit
dans la section 4.4.2), qui représente une ligne polygonale immobile auweograps (Fig. 4.23a) ;
les lignes polygonales verticales du maillage symbolisent I'axe de la tige a difénstants. Puis
nous changeons le plongement (taille, courbure) de chaque ligne palggeerticale du mail-
lage (Fig. 4.23b). Ensuite, on réalise le produit cartésien du maillagendéfpar la face circu-
laire : on obtient alors des cylindres (Fig. 4.23c) sur lesquels sont appkgles homothéties pour
faire varier le diamétre de la tige au cours du temps, et effiler ainsi cett@de(Rig. 4.23d).

FIG. 4.23 :Création et évolution de la tige de la fleur.
a) Un maillage spatio-temporel de dimensibest construit (les faces ne sont pas affichées).
b) Madification du plongement spatial des lignes polygosdie maillage.
¢) Résultat du produit cartésien du maillage par une faciadpairculaire
(seuls les sommets sont affichés). d) Evolution de la tiga dlelr (de gauche a droite).

Nous simulons la pousse des feuilles via I'opération de cone appliqués $euildes représen-
tées dans la figure 4.16. De la méme fagon, nous modélisons I'apparitioficudela fleur (qui
joindra la tige et les pétales) en appliquant 'opération de céne entre un s@pat®-temporel
et un volume spatial représentant le calice a la fin de I'animation : I'hnypen@ltésultant de
I'opération décrit le sommet initial qui se dilate en volume, puis grossit jusgmé&identique au
volume opérande.

4.6.1.3 Pousse des pétales et ouverture de la fleur

Un pétale de fleur est constitué d’un ensemble de faces spatiales (Fig) dadvtruites in-
teractivement. La croissance du pétale est définie & I'instar de celleudéssfele la fleur, i.e. par
opération de cbne avec un sommet spatio-temporel. L'ouverture de l@#esymbolisée par des
pétales qui s’écartent les uns des autres au cours du temps. Pluémpeitison réalise I'extrusion
du pétale par une ligne polygonale spatio-temporelle, pour construirelumepatio-temporel
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décrivant I'évolution du pétale en fonction de la ligne polygonale. Puispptique des homoth-
éties spatiales sur le volume, pour que ce dernier représente la rotatidétadiel gur I'extrémité
de son onglet vers I'extérieur de la fleur (Fig. 4.24b). Le volume estiEnsopié pour décrire
I'évolution de I'ensemble des pétales de la fleur (Fig. 4.24c-e).

FIG. 4.24 :Rotation de pétales de fleur.
a) Les opérandes du produit cartésien. b) Volume résultapéthle par la ligne polygonale segment, suivi
d’'une homothétie spatiale. c) Volumes représentant leggseen rotation. d-f) Animation. L'onglet des
pétales reste immobile tandis que les limbes s'écartentrissies autres : la fleur s’ouvre.

La planche couleur de la page 4.25 retrace les étapes de I'animation daarssemnble.
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FIG. 4.25 :Pousse et éclosion d’une fleur.
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4.6.2 Eruption d’un volcan

L'animation que nous souhaitons construire consiste a faire surgir uarvdig sol, dont le
sommet s’éléve tandis que la base s'élargit. Puis un cratére se forme autsgurvo&an, de la
lave émerge de la cheminée et coule le long des flancs.

4.6.2.1 Erection du volcan

Rappelons que pour interpréter le produit cartésien de deux opérapaio-temporels, on se
base sur I'évolution de deux parties de I'objet animé, situées sur sor{dawgarties sont notées
R4 et Rp dans I'étude de cas de produits cartésiens du chapitre 3). Les opgiafidencenk 4
et Rp en fonction de leur durée respective.

Dans le cas qui nous intéresse ici, on distingue le sommet et la base du, eplcannstituent
les deux parties opposées du volcan animé : nous allons créer lesdgsgamvont guider I'évo-
lution de chacune de ces parties, et le produit cartésien de ces oggditerminera completement
I’évolution du volcan.

Nous voulons faire “surgir” le volcan de terre; le volcan apparait commesface a I'instant
initial de I'animation, qui se dilate aussitét en volume, lequel qui grossit aluftemps jusqu’a
atteindre ses dimensions maximales. Plus précisément, le sommet du volcdawex g'é suivant
I'axe Z, tandis que la base du volcan (surfacique) va s’élargir.

Décrivons les opérandes utilisés :

— pour représenter le déplacement du sommet du volcan le long del, éxeremier opérande
est une face triangulaire spatio-temporell@écrivant la dilatation d’un point en segment,
puis l'allongement de ce segment au cours du temps (une extrémité du segptniemno-
bile, tandis que l'autre extrémité se déplace le long de I’Zxe

— le second opérande est un complexe cellulaire spatio-tempa@inposé de face disposées
en “anneaux” (Fig. 4.26). Chaque anneau est délimité par deux lighggopales (tous les
points d’'une méme ligne ont méme coordonnée temporelle, et la coordonnéeadenge
la ligne polygonale la plus proche du centre Beest inférieure a celle de I'autre ligne).
Les faces sont de deux types : la face centralddest spatiale (cette face est définie a
I'instant initial de I'animation décrite paB) ; les autres faces sont toutes quadrangulaires et
spatio-temporelles, et deux sommets de chaque face appartiennent anengoliggonale
délimitant un anneau, tandis que les deux autres sommets appartiennent & fgoligm
onales suivante : chaque face décrit le déplacement d’'un segBeaprésente donc une
face spatiale a l'instant initial (i.e. la faces centrale), puis une ligne polygdaamée ; le
rayon de cette ligne s’agrandit au cours de I'animation, car les facte-$p@porelles in-
tersectées par la coupe temporelle appartiennent a des anneaux de gllus éoignés du
centre deB.

Lors de la construction dB, toutes les faces qui le composent sont plongées damnsl").
Puis on sélectionne certains points de ces faces et on leur donne uneseoepen”
non nulle. La ligne polygonale animée représentéepfsrme donc des “pics” a certains
instants, ce qui permettra de modéliser I'apparition d’excroissances sutckn lors de
I'animation finale. De plus, pour simuler la formation du cratére au sommet danyodn
modifie les coordonnées temporelles de certains poinf3,gmur que la ligne polygonale
animée forme un “creux” juste apres linstant initial de 'animation. Ce creurésorbe
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ensuite.

FIG. 4.26 :Etapes de I'animation décrite par les faces spatio-temiggselans( XY 7).
a) Les faces sont disposées en cercles. b) A l'instantliriitidjet animé est une face. c) Puis I'objet
animé devient une ligne polygonale, et forme un creux. d)duzel s’élargit. ) Elle épouse la forme d'une
excroissance. f) Elle atteint sa longueur maximale a Einsfinal.

Le produit cartésien des opérandes est un complexe celldlaile dimensiont représentant
I'animation suivante :

— A linstant initial, I'objet animé est une face résultant du produit cartédiepoint initial
décrit parA par la face spatiale décrite pB.

— Puis chaque opérande décrit un objet qui soi trajectoire. Tous les points de la face
initiale sont donc soumis a deux trajectoires, et se dilatent en segments e Isefailate
donc en volume. Un bord de ce volume (identique a la face initiale) est inlysrcé :
le bord se dilate en volume, dont une extrémité (qui forme le sommet du volédéyes
tandis que l'autre extrémité reste immobile. Le bord opposé du volume animé uirarit
suit I'évolution définie paiB, et se transforme en ligne polygonale qui forme un creux, puis
s’agrandit tandis que le creux se résorbe : le volcan grossit.

— Nous avons fixé la durée deinférieure a celle dé3 : a la fin de la durée dd, le sommet
du volcan (toujours identique a la face initiale de I'animation) subit I'influened3d et
se transforme en ligne polygonale, creusant ainsi un trou qui tralietéeieur du volcan
et forme la cheminée de ce dernier. La créte du volcan suit I'animation déarit8, et
forme un creux. Nous arrétons I'animation a cet instant précis, caravauns “creusé” une
cheminée a l'intérieur du volcan par ou passera la lave, et la créte dunfolcae un cratére
(d0 au creux formé par la ligne polygonale animée décriteR)ara lave s’écoulera par ce
cratére.

Nous pouvons maintenant construire la séquence suivante de I'animééauption du vol-
can.
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4.6.2.2 Eruption du volcan

La montée de la lave dans la cheminée du volcan résulte du produit cartésiepé&randes
suivants :

— une face spatiale épousant le contour de la cheminée ;
— une face spatio-temporelle décrivant un segment dont une extréntéémesobile tandis

gue I'extrémité opposée s'éléve.
L'animation résultant du produit cartésien décrit une face identique &desjaatiale qui se dilate
en volume : la face inférieure de ce dernier reste immobile, tandis que laupégeure s'éléve,
suivant I'évolution décrite par la face spatio-temporelle.

La construction de I'animation consistant a faire couler la lave le long dessfdunvolcan se
déroule ainsi:

— une ligne polygonale spatio-temporelle définit le déplacement de la laveintrsp déplace
puis se divise en deux points qui suivent chacun un déplacementindigémt (Fig. 4.27a);

— le produit cartésien de cette ligne polygonale par une face spatiale syambddidave ré-
sulte en un volume spatio-temporel (Fig. 4.27b). On appligue une sérimdthéties et de
rotations sur les points du volume pour faire varier la taille et I'épaisseurfdedaanimée
au cours du temps (Fig. 4.27¢);

— enfin, le produit cartésien du volume spatio-temporel par un segmentreinpgomet de
faire durer la coulée de lave entre I'instant ou elle sort du cratére efdfinsu elle atteint
la base du volcan.

FIG. 4.27 :Modélisation de la lave.
a) La ligne polygonale définit le mouvement de la lave (leshiésdndiquent le sens de déplacement).
b) Volume spatio-temporel (affiché en filaire) décrivantéplhcement de la face spatiale
en fonction de la ligne polygonale. c) Le méme volume déformé

La figure 4.28 illustre la maniére dont sont disposés les objets 4D déclki@aimation de
la lave sur le volcan. La planche couleur de la page 4.29 montre quelgpes @& I'animation
compléte.
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a) b)

FIG. 4.28 :Disposition sur le volcan de I'objet 4D décrivant I'animati de la lave, dansXY 7).
a) Affichage filaire. b) Affichage plein.
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FIG. 4.29 :Erection et éruption d’un volcan.







CHAPITRES

PRODUIT CARTESIEN DE STRUCTURES
SIMPLICIALES ET CELLULAIRES

5.1 Introduction

Calculer la Somme de Minkowski de deux objets géométriques, en modélisatimégi&ue a
base topologique, nécessite de calculer le produit cartésien des ssumonbinatoires décrivant
la topologie de ces objets. Nous nous intéressons ici aux structures sifapligiaellulaires is-
sues de la notion éhsembles simpliciaufMay67]). Les ensembles simpliciaux permettent de
représenter la topologie d’'objets triangulés complexes, et [May67ppeopne définition simple
du produit cartésien d’ensembles simpliciaux.

En pratique, la notion d’ensemble simplicial se révele trop générale pour ldigatidéd géométrique.
Il est ainsi possible de manipuler explicitement des objets dégénérésréalisation géométrique
de ce type d'objets rend ces derniers assimilables a leur bords (parlexemparéte dégénérée
est assimilable a un sommet). Non seulement on préfére souvent éviter i@l lerace type d’ob-
jets (dans la majorité des applications), mais cette généralité influe directeméatcaudit des
algorithmes qui exploitent les ensembles simpliciaux.

De nombreuses structures moins générales et moins colteuses ortedi#foes pour la représen-
tation de classes particuliéres d’objets géométriques, en particuliersdembles semi-simpliciaux
([May67], [LL97]), et les structures cellulaires dérivées de la natiecarte combinatoire ((Edm60],
[Jac7Q]) telles que lesartes orientéeg[Cor75], [AK89], [Spe9l], [Lie91]), lesartes général-
isées([Lie94]) et leschaines de carte§EL94]). En particulier, nous utilisons une classe partic-
uliére de chaines de cartes, t@®mines de cartes fermées de dimensiodahs notre application
de modélisation d’objets 4D pour I'animation.

Nous présentons dans ce chapitre I'adaptation de la définition du pradtésien pour les
structures simpliciales et cellulaires issues de la notion d’ensemble simplicialjaendes algo-
rithmes de calcul des structures résultantes. Dans cette optique, [LhOudiilisé une opération
dite de “cone” pour définir directement le produit cartésien d’ensembel@s-smpliciaux, mais
la complexité de I'algorithme n’a pas été déterminée. L'algorithme que nous$wop pour les
ensembles semi-simpliciaux s'appuie directement sur la définition du prodidisiean d’ensem-
bles simpliciaux définie par [May67]; cet algorithme est optimal en temps del chds structures
résultant de cette opération.

125
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De nombreuses structures cellulaires ont été définies pour la modélisatiorétgue par les
bords, comme les structures “winged-edge” ([Bau75], [Wei85]iabedge” ([Wei88a], [Wei88h])
et “cell-tuple” ([Bri89]). [Lie91] présente les notions permettant de rales structures aux struc-
tures cellulaires dérivées de la notion de carte combinatoire, et [Lie94jrenoomment ex-
primer ces derniéres en termes d’ensembles semi-simpliciaux numérotésti€nipg lescartes
généraliséegou G-carted permettent de représenter la topologie de subdivisions de variétés cel-
lulaires orientables ou non orientables, avec ou sans bordsaes orientéesqui se déduisent
desG-cartes, permettent de représenter la topologie de variétés orientatddsosds. Enfin, les
chaines de cartegjui dérivent également déa-cartes, permettent de modéliser des complexes
cellulaires. Nous avons adapté la définition du produit cartésierGacartes, cartes orientées et
chaines de cartes, a partir de la définition initiale sur les ensembles simpliciesixlé@nitions

ont permis la mise au point d’'algorithmes de construction de ces structuresnjwptimaux en
temps de calcul.

La section 5.2 est consacrée aux structures simpliciales : nous rapfedaéfinitions des
ensembles simpliciaux et semi-simpliciaux dans la section 5.2.1, puis nous souns Isar la déf-
inition du produit cartésien d’ensembles simpliciaux pour définir le produi¢sien d'’ensembles
semi-simpliciaux et proposer un algorithme optimal en temps de calcul (Secti@).3.2 sec-
tion 5.3 est dédiée aux structures cellulaires : nous rappelons I'équieadmtre les quasi-variétés
cellulaires et les cartes généralisées dans la section 5.3.1, puis noissdéfite produit cartésien
de cartes généralisées et un algorithme de construction adapté. Nalenétensuite ces résultats
aux cartes orientées (Section 5.3.2) et aux chaines de cartes (Sect)n 5.3

5.2 Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux

[May67] a défini 'opération de produit cartésien sur les ensembles sianpticNous présen-
tons dans cette partie les définitions et les notions nécessaires a I'adagtaporduit cartésien
aux ensembles semi-simpliciaux.

5.2.1 Définitions

D’un point de vue géométrique, wsimplexe géométrique de dimensior{ou n-simplexe
géométriqugest I'enveloppe convexe d’'un ensemblede 1 points affinement indépendants. Un
simplexe abstrait de dimensianou i-simplexe est défini comme une partie composéende 1
éléments distincts appartenant a un ensemble fini.
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Définition 4 [Ago76] : Soit V' un ensemble fini d’éléments appeissnmets

Un complexe simplicial abstraif’ (Fig. 5.1) est un ensemble de parties non vide¥ del
que:

—VveV, {veC.

-V .S C C, tout sous-ensemble non vide Sappartient &'

Les éléments d€' sont desimplexes abstraits

U1 U1 v2
Vo [ )
’ e \/\..
[
[ ] V2 vs V4
a)Co b) C1 c) Cy

FIG. 5.1 :Complexes simpliciaux abstraits de dimensionset 2.
a.) C() = {{’U()}7 {’Ul}, {'UQ}. b) Cl :{{’Uo}, ...,{7}4}, {7}1,'03}, {1}2,’03}, {1)37’04}}.
c) Cy = {{wo}, ..., {vs}, {vo,v1}, {v1,v2}, {v1, 04}, {v1, 05}, {v2,v3},
{UQ,U4}, {U3,U4}, {’U4,’U5}, {U1,U2,U4}, {Ul,’U4,’U5}, {U2,1)3,1}4}}.

5.2.1.1 Ensembles semi-simpliciaux

[May67] propose la définition suivante des ensembles semi-simpliciauxy2iy:

Définition 5 [May67] : Un ensemble semi-simpliciél = (K, (d;)) est une famille
d’ensembles (éventuellement vidés)= (K"),cv de simplexes abstraits.

Ces ensembles sont munis des applicatipnsk™ — K"~ ! (0 < i < n) vérifiant :
didj = djdi_l sij <.

Les éléments d&™ sont desi-simplexeset les applicationg; sont lesopérateurs de bord
La notation7"d;d; correspond a la compositios; o d;(7") pour toutn-simplexer™. Nous
emploierons cette notation dans I'ensemble de ce chapitre. La dimension sentlele semi-
simplicial S est le plus grand entier pour lequelK™ n’est pas vide.

Un m-simplexe ™ est uneface propred’un n-simplexer™ s'il existe une séquence non
vide d’opérateurs de bor@;,, ..., d;, ) telle quey™ soit 'image der” par la composée de ces
opérateurs, i.ey™ = 7"d;,...d;,, oUm = n — k. Le simplexeu est unsimplexe principal
s'il n'est face propre d’aucun simplexe (Fig. 5.2a). h@rd d’un simplexe est I'ensemble de ses
faces propres (Fig. 5.2b), et sétoile est 'ensemble de tous les simplexes dont il est une face
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propre (Fig. 5.2c).
Soientn > 0, 7 un simplexe deK™, eti (0 < i < n) : le simplexer™d; est lai-eme

face der™ (Fig. 5.2a). Les simplexes® = d,...d;...do, OUd; signifie que I'opérateur de bord
d; est omis, sont lesommetsle 7". Soit[7{, ..., 7] la séquence de sommets associé€ ala
séquence de sommets associe8& est(ry, ..., 7]d; = 1, ..., 7", ...T}}] ; par conséquent;”d;

est appeléta face opposée aixéme sommet”.

dl . dO d1 .
dl /1
do d do /@' do dy d -
dg dO
® — o
do [ ) do do d1\\
dl dO dO d d1 dl d dl

1 0 do, ut ® _/d

do 1 d1 ® d ® /C?,uo

i "
1

a) Ensemble semi-simplicial b) Bord des? c) Etoile dey/®

FIG. 5.2 :Ensemble semi-simplici&l de dimensior.
a)p?, o2, u! etr! sont les2- et 1-simplexes principaux d§. p} etu’¥ sont respectivement la
deuxiéme et premiere face géet . b) Le bord der? est formé de)- et 1-simplexes.
d) Létoile dey/® contient de2- et 1—simplexes, et un seotsimplexe /0 lui-méme.

Si les sommets;* sont tous distincts pour < 7 < n, alorst™ estcomplet Remarquons que
les principales différences entre les complexes simpliciaux abstraits etskesikles simpliciaux
résident dans le fait que les simplexes des complexes simpliciaux abstrdites®romplets,
et que tout ensemble de sommets définit un unique simplexe. Par conségupatjt associer
plusieurs ensembles semi-simpliciaux a un complexe simplicial abstrait (Fig, B\&ig)l'inverse
n'est pas vrai. Par exemple, séitun ensemble semi-simplicial composé d’un unige@mplexe
o', tel questdy = o'd; (Fig. 5.3b) :o! est distinct de son bord. Sdit le complexe simplicial
abstrait que I'on veut associer4i: si le sommet, € C est associé au bord de, alorso!
est associé v, v}, d'ou C = {{wo}, {vo,v0}} = {{vo}} : on ne peut distinguer dar le
1-simplexe dw-simplexe, don€ n’est pas correctement défini.

- - - dO dl )
s . \ / . ag
Vo 7 ol S
o——Oo i’
\ dy dO
AN Y \ / ® dO( Y )dl
Sol #1
vo
C S S C
a) b)

FiG. 5.3 : Différences entre complexes simpliciaux abstraits etmbées semi-simpliciaux

a) On peut associer dusimplexe{vg, v1 } du complexe simplicial abstrait plusieursl-simplexes
(¢t o) de I'ensemble semi-simplicidl. b) Linverse n'est pas vrai¢! € S, aveco'dy = o'd;.
Si{vo} est associé a'dy, o' est associé &g, vo} et n’est pas distinguable de son bord.
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En utilisant les relationd;d; = d;d;—; (j < ), on montre que toute composée d’opérateurs
de bordd;, ...d;, est égale a une composée...d;, canonique unique ou les indices des opérateurs
de bord forment une suite strictement décroissante ([May@{]}: is > ... > i;. Nous écrirons
désormais toutes les composées d'opérateurs de bord sous cette foomiece.

La réalisation géométriquel’un ensemble semi-simplicial est @W-complexd[May67],
[FP90], [Hu51]) : informellement, on associe a tausimplexe une boule de dimensian Les
différentes boules sont "collées” entre elles par identification de partideuds bords, afin de
respecter les opérateurs de bord de I'ensemble semi-simplicial (Fig. 5.4).

di~ @ o
d
dy _<d ~d> 4 do a4
d2 /\‘ d2
[ — J |
dO \ 0 d,
d1 4\ dy do d dy dy dim\
,7_1 T
do B dy Y do do
.
do dy ;djo
a)s Ensembles semi-simpliciaux
V1 v1
v3
) Vo .
C) Réalisation géométrique d)

FIG. 5.4 :Réalisation géométrique d’ensembles semi-simpliciaux.
a-b) Deux ensembles semi-simpliciathet T de dimensior2. Chaque simplexe d& est complet, ce qui
n’est pas le cas dg. c) Une réalisation géométrique deassocie les simplexes principaaX, p?, 7! et
p! deS aux séquences de sommets, vo, vgl, [v1, V2, V3], [Vo, v4] €t [V2, V4].
d) Les simplexes principaux?, p'2, 7’1 et 't deT sont respectivement associés aux séquences
[Uo, U1, V2, [Ul, V2, 'UQ}, [UQ, ’U4] et [Ug, U4].

5.2.1.2 Ensembles simpliciaux
Un ensemble simpliciglFig. 5.5) est un ensemble semi-simplicial muni d’'une seconde classe

d’'applications, leopérateurs de dégénérescentm opérateur de dégénérescence associe a tout
simplexe ursimplexe dégénéme dimension supérieure.
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Définition 6 [May67] : Un ensemble simplicia$’ = (K, (d;), (s;)) est une famille
d’ensembles( = (K. ;) munis de deux classes d’applications :
—Vn,W,O <i<n,d;: K" — K"il, vérifiant Zdidj = djd,‘_l SI] <71,

$iSj = SjSi+1 Si 7151
, ‘ sid; = dj;s;— si j<i
—Vn,¥i,0 <i<m, s K" — K" vérifiant { 7 T Tl J
sid; = 8;dip1 = lg
sid; = dj_15; si j>i+1

Les applications; (0 < i < n) sont lesopérateurs de dégénérescence

@

a)s’ b) Une réalisation géométrique ¢é

FIG. 5.5 :Ensemble simplicial.
a) Un ensemble simplicia’ de dimensior. u! = 7°s, est unl-simplexe dégénéré associ¢®
b) L'aréte dégénérée issue du somrfett méme réalisation géométrique gtie

Nous reprenons les notions et la terminologie utilisées pour les ensemblesisgiigiaux.
Le (n + 1)-simplexep™*! estdégénérés’il est 'image d’unn-simplexer™ par un opérateur
de dégénérescence, i€+ = t"s;. Si |1}, ..., "] est la séquence de sommets associée-au
simplexer™, alors[7{, ..., 7%, 7", ..., 7] est la séquence de sommets assocj@ed = 7"s;. Un
simplexe dégénéré posséde au moins un sommet dont la multiplicité (dans lacgédesommets
associée) est supérieure a 1. Tout simplexe dégériéest 'image d’'un simplexe non dégénéré
7™ par une composée d'opérateurs de dégénérescefiast le simplexeon dégénéré associe
W

En utilisant les relations ci-dessus, toute composée d’opérateurs detlardégénérescence
est égale a une composeée canonique unigig..d;, s;, ...sj,, aveciy > ... > i etj; < ... <
Jp ([May67]). Toutes les composées d’opérateurs de bord et de éigpdence seront désormais
écrites sous cette forme canonique.

La réalisation géométriqgue d'un ensemble simplicial est un CW-complexe. ilmgdezes
dégénérés des ensembles simpliciaux ont méme réalisation géométrique guegpleses non
dégénérés qui leur sont associés.
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5.2.1.3 Produit cartésien d’ensembles simpliciaux

Définition 7 [May67] : SoientS’ = (K, (d;), (s;)) etT’ = (L, (d}), (s;)) deux ensembles
simpliciaux.
S’ ® T, le produit cartésien de&’ par 1", est I'ensemble simplicidl’ = (M, (d}), (s}))
défini par :

n ,n\J" _ nJg. ,nJj
Vn, M" = K" @ LV 7" € K™, V" € L :{ (T pt)dy = (7 di, i dy)

Tn7ﬂn)sg/ — (Tnsz‘,ﬂnsg)

La figure 5.6 montre un exemple de produit cartésien de deux ensembles isimqpicet 7"
de dimensiori.

U/ _ S/@T/
N\ o —
To SoS | - = 0
I\ Tos0s1 . ‘ T _5 (108081, i S051)
‘/\’7—850 v///\ L‘:iii” | ’\\\V/O 0
v NG R /2 (T0'80, 4150)
® 7o [ J .( 0 0)
—m 0, M1
VWl [
:\\7_ Sq dl } ///"
3
[N I : ////:
S/ : \ : 1 1y L VA
I \\\ | T ! ! \ [V
| L W 1 | | - [ I
| 1 | | | 9 | [ |
[} AR \\\ \\‘ R |
| T SN do I N (Tlsl, ulso ‘\\\\ v |
0 0 1
o ° (T1sq.pu ) °
1 0 s P o —— v - = N
S, T80 IN \\// \(7—150517/‘/89);11’/‘ \\//
N D ‘ -zt ‘ i
- - -~ | -
v Tl s0s1 - oz ‘ N
i pe—
(7'13081,,u 81)
uoso  di Ml do 1ulso
P -7y a0
(\)\J - o .O ~_7 L/’HISOSl
HoSoS1  po | 1 B 1t
| M SQ—’,’—’{ |
\ii:’,/’ W S1 :
T/

FIG. 5.6 :Produit cartésien de deux ensembles simplicidugt 7"’ de dimensior.
Les simplexes d&’ etT’ sont dégénérés a la dimenstari/’ = S’ @ T’ est de dimensiof.
Les simplexes non dégénérés (resp. dégénérés) sont rgpeesn trait plein (resp. en pointillés).
Les opérateurs de bords ne sont pas tous dessinés. Lesx@mgéedimension deU’ (0 < n < 2)
sont formés de couples de simplexes constitués d*simplexe deS’ et d’'unn-simplexe der”.

Dans la figure 5.6, les simplexes de I'ensemble simpliGia= S’ ® T sont construits de la
de la maniére suivante :

1. Tous les simplexes d&’ et T’ sont dégénérés jusqu'a la dimensidnPar exemple, le

1-simplexer! € S’ est dégénéré en de@xsimplexesr's, et 7ls;, et lesO-simplexes
7 = 7ldy etr) = 71dy sont respectivement dégénérésiesimplexes £{'so et sp), puis
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en2-simplexes {)sgs1 etrsgs1).

2. Lesn-simplexes ddJ’ (0 < n < 2) sont les couples de-simplexes constitués d’'un-
simplexe deS’ et d'unn-simplexe der”.

Les relations de bord entre les simplexeddeont déterminées aisément : par exemplé; le
simplexe dégénérésos1, 1{sos1) a pour seule face lesimplexe dégénéié ) sos1, 1§ s0s1)do =
(1ds081do, 1is081do) = (7850, 19 50). Cel-simplexe a lui-méme pour seule faed so, 11§s0)do =
(79, 19), qui n’est pas dégénérée.

Remarquons que les simplexes dégénérds’dmnt toujours formés de couples de simplexes
(dégénéré, dégénéré) déetT’, tandis que les simplexes non dégénérég/tisont formés de
couples de simplexes quelconques (i.e. dégénérés ou non). LeasEgjde sommets associées
aux simplexes d&’ se déduisent de celles associées aux simplex8seel”. Par exemple,

— (195051, i} s0s1) est associé fro, 70, 701, [k, g, 1)) = (76, 1), (70 19), (70, 119)]

- (7—1507 Mlsl) est associé qT(())a TP]S(L [:U'87 M?]Sl) = ([787 T(?? Tlo]ﬂ [Mg’ /J?, :u’(ﬂ)

= (79, 13), (78, 19), (70, ).

5.2.1.4 Représentation des simplexes non dégénérés résultant doguwit cartésien

Nous avons mentionné en introduction que 'on préfere éviter de manipegesithplexes
dégénérés en modélisation géométrique puisque leur réalisation géomédrigudand avec celle
de leurs faces non dégénérées. Nous nous intéressons donc alexssmon dégénérés issus du
produit cartésien.

La figure 5.7a montre les simplexes non dégénérés’det les relations de bord entre ces sim-
plexes. Chaque-simplexes® de U’ correspond a un couple unique dsimplexes(7°, u°) de
S’ x T'. Il existe une maniere simple de représenter les simplexes non dégénécgsapx de
U’
1. on associe a chaque simplexe principakt ' de S’ etT’ la séquence de sommets corre-
spondantérg, 7] et[ug, ] ;
2. on construit une grille & deux lignes et deux colonnes étiquetées peomesnets de! et
p! (Fig. 5.7b). Les2-simplexes non dégénérés'sg, u's1) et (rlsq, ulsg) de U’ corre-
spondent aux séquences de sommets respeftiyes.)), (73, 1), (70, u?)] et
(70 110), (71, 10), (77, )]

En fait, ces séquences énumeérent les sommetstdEainsque I'on peut parcourir dans la
grille en partant dér, 9) et en finissant efr?, 11{), en avangant d’une ligne ou d’une colonne
a chaque étape.

Cette méthode de représentation des simplexes principaux non dégémérése étendue a
des dimensions quelconques : pourrarsimplexer™ et unn-simplexeu™ respectivement asso-
ciés aux séquences de sommiefs..., 7] et [ud, ..., u9], on construit une grille bidimensionnelle
am lignes etn colonnes, chaque ligne (resp. chaque colonne) étant étiquetée pamamet de
7™ (resp.u™). Chaque élément de la grille est étiqueté pabsimplexe(r?, pg) issu du produit
cartésien de§-simplexesr et Mg, pour0 < i < met0 < j < n.Lensemble degm + n)-
simplexes non dégénérés résultants du produit cartésiefi* gear 1, correspond a I'ensemble
des séquences de sommets de la folmg 119), .., (77, 119), .., (T, k)] telles que :

— (72, 119) estle  + j) €Mesommet de la séquence ;
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d1 do

0

To

[ ]

dy
1
r
do

[ ]

-

(50, pts1) (751, 44" 50)

a) Simplexes non dégénéréssle T’ etU’ b) Représentation graphique

FIG. 5.7 :Simplexes non dégénérés des ensembles simpligiaifix etU’ = S’ @ T".
a) Les0-, 1- et2—simplexes et les relations de bord. b) Une représentataphigiue de&-simplexes non
dégénérés de’. A partir des séquences de somniefs 7] et[u, 1] associées auk-simplexesr! et !
de S’ etT’, on construit une grille étiquetée par les couples-geamplexes dé/’.
Chaque2-simplexe non dégénéré d& correspond a un chemin particulier dans cette grille.

i'=i+letj =j
— deux sommets consécutifg’, 1.5) et (7}, 1)) sont tels qu o ou
i =ietj=j5+1
La figure 5.8 montre les chemins représentantslesgmplexes non dégénérés issus du produit
cartésien d’ur2-simplexer? par un3-simplexey>.

fffffffffff

\
|

!

o7 (76, 10) (10, 19) (73, 13) (7o, 18) - | ‘
o I
|

0 ("'1:#8) (7'1:M(1)) (7'?711(2)) (77

(73}, ,U'g) (73, 15[1)) (7—207 /Lg) (73},

a) b)

FIG. 5.8 :Une représentation dessimplexes non dégénérés issus du produit cartésiert gar 3.

a) La séquence de sommets associé® @esp.u®) est[r), 70, 3] (resp.[ul, 1Y, 13, 13]). On construit

une grille étiquetée par tous lessimplexes résultants d€ © 2. b) Chaque fleche en trait plein ou en
pointillés symbolise une séquence de sommets associée @ds3-simplexes. Par exemple, on associe a

P5 = (7—25081327 M383S4) la séquenc{a(T(?, /1“8)7 (7(97 :u(l))ﬂ (7—(()3» /‘8)7 (T(())7 /Lg)7 (7—?7 :ug)a (7-207 :U'g)]
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5.2.2 Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux
5.2.2.1 Introduction

Pour définir le produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux, nous étaigisgse bijection
entre les ensembles semi-simpliciaux et certains ensembles simpliciaux :

Théoreme 1 :0n peut associer un ensemble semi-simplicial a tout ensemble simpligid|, do

tous les simplexes dégénérés sont faces de simplexes dégénéréipreuement.
L’ensemble semi-simplicial et I'ensemble simplicial associé sont ditsaquis.

Preuve :

1. Soit un ensemble semi-simplicial de dimensiom. On peut créer un ensemble simplicil en
associant a toutr-simplexer™ de S (0 < m < n) I'ensemble infini de ses simplexes dégénérés
associés (i.e. un simplexe dégénéré est assaci€@our toute compositionanoniqued’opérateurs
de dégénérescence). On définit de maniére unique les opérdeebord et de dégénérescence sur ces
simplexes dégénérés, en respectant les propriétés ddidafites ensembles simpliciaux (cf. Déf. 6).
De plus, tous les opérateurs de bord&isont bien définis, et tous les simplexes non dégénérés
appartiennent &, qui est un ensemble semi-simplicial. Les faces des siraplegn dégénérées sont
également non dégénérées : par conséquent, tous les simplégénérés d& sont faces d’autres
simplexes dégénérés §é

2. Réciproguement, soit un ensemble simplidationt tous les simplexes dégénérés sont faces d’autres
simplexes dégénérés. On crée un ensemble semi-simpi@al retirant deS’ tous les simplexes
dégénérés. Les simplexes restants sont donc non dégéstdeiss faces sont non dégénérées. Les
opérateurs de bord desont donc bien définis.

Soit 'ensemble semi-simpliciad (resp.T’), de dimensiork (resp.l), et.S’ (resp.7”) I'ensemble
simplicial associé. Les définitions. 6 et 7 permettent de déduire les résultatsts :

— Lesm-simplexes d&’ @ T' sont dégénérés s > k + [ ([LL97]).

Preuve. Soit o™ = (7%'s;, ...si,, 1" sj,,...5;,) un m-simplexe deS’ ® 71", ot 7% et u

(0 <k < k)etd < I’ < 1) sont deux simplexes non dégénérésSdest T’ respectivement, et
ou les relationgy/ 11 < ... < iy, €11 < ... < jm SONt vérifiées (les séquenc@;,ﬂ...sim

et sj, S, ,pe.uvent étre vides). Si deux entigset j, sont égaux, les relations simpliciales
permettent d'écrire

m E o, ) ) ) . Uy, . . . )
o = (7 i gy Sipo1 Sip1—1ee-Si —180, [ s]l,ﬂ...sjqflsjqﬂ_l...sjm_ls]q)

k' o ) . . e, . . ) )
(T SZA-,’+1"'Slp—lslerl*l"'Slm*h/J‘ SJZ’+1"’SJq—lS]q+1*1“‘sjm*1)slp

o™ est donc dégénéré. Les simplexes non dégénér8s@d” sont donc les couples

(7% Sip o oeSinn s 1 S5, ---55,,) OUTE etp!” sont non dégénérés et tous les entiers

Tl < oo <y €Ujpy1 < ... < jm SoOntdistincts.

Supposonsn =k + 1 {igra1, -y imt C{0, ...k +1—1}et{jui1,....im} C€{0,...,k+1—1}.
o™ est non dégénéré s'il existg + 21 — k' — I’ valeurs distinctes dan®, ...,k + 1 — 1}. Sil'on
posek’ = k etl’ = [, il y a exactemenk + [ éléments dan§0, ...,k + [ — 1}, donce™ n’est pas
dégénére.
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Supposons maintenant qué® soit de dimensiork + [ + 1, en gardan&’ = k et!’ = . En
raisonnant comme précédemmerit;, est non dégénéré s'il exis?é + 21 +2 — k' —I' = k+1+2
éléments dan§0, ..., k + [}. Cet ensemble contient seulemerit ¢ [ + 1 éléments, donc tous les
m-simplexes deS’ ® T’ sont dégénérés poun > k + [. Par conséquent, nous pouvons écrire
dim (S’ @ T") = dim(S") + dim(T").

— Tous les simplexes dégénérésdex T’ sont faces de simplexes dégénérés.

Preuve.Soitc™ unm-simplexe dégénéré d€ @ T".

Sim > k+1, tous les simplexes de dimension supérieuresont dégénérés (cf. résultat précédent),
donco™ est face d'un simplexe dégénéré.

. . / +1 _ /k}” ) ) /l// ) ) _ .
Sim < k+1, soito™ ™ = (7" sy, sy @ sy, i) un (mo4 1)-simplexe non
dégénéré d¢’ @ T”, 001‘;%1 << (_aftjl’,,_+1 <. < _j7,n+1 sont des entiers distincts.
Alors o™ est face de’™ ! si et seulement si il existe un entjee [0, m+1] tel ques™ = o'™*+1d,,,
. _ k// l// _ k/ l/
.e.c™ = (7'/ gi;CIUrl...Si;nJrldp’lu’ Sj{//+1"'sj§n+1dp> = (7‘ Sik/+1"'$imau Sjl/+1"'sjm)'
En utilisant les relations simpliciales de la définition 6 oontre facilement que les enti€fs, 1, ..., i,
etjyaii, ..., jm SONt tous distincts, done™ n'est pas dégénéré : contradiction avec I'hypotheése. Un

simplexe dégénéré ne peut donc étre face que d’'un autreesiengégénéré.

Une méthode directe de calcul du produit cartésien de deux ensemblesisgigiauxS et 7',
de dimensions respectivk®t/, découle naturellement des résultats évoqués ci-dessus, et consiste
a:

— associer & (resp.T) I'ensemble simplicialS’ (resp.7”) en ajoutant tous les simplexes
dégénérés jusqu’a la dimensibnr- [ ;

— calculer le produit cartésien d® par7” ;

— supprimer les simplexes dégénérés de I'ensemble simplicial résultant.

Cette approche est évidemment colteuse, car il y a création et supprssiombreux sim-
plexes dégénérés. Nous définissons dans la section 5.2.2.2 une mathpdereet d’obtenir les
simplexes non dégénérés résultants du produit cartésien sans eceg@énenter explicitement les
simplexes dégénérés.

5.2.2.2 Propriétés et définitions

Nous précisons d’abord quel est I'ensemble des simplexes non dégéasultant du produit
cartésien de deux simplexes non dégénérés. Nous définissons engrotuie cartésien de deux
ensembles semi-simpliciaux proprement dit.

SoientS etT deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respeétiedset soientS’ et
T’ les ensembles simpliciaux associés. $6itun k’-simplexe non dégénéré @& (0 < k' < k),
ety unl’-simplexe non dégénéré & (0 < I’ < ).
. k/ l/ ’ , s s . . . 7
Le m-simplexesc™ = (7 Sigs sy Sims 1 Sju.1-+-Sjn) €St NON dégeénere si les indices des opéra-
teurs de dégénérescence vérifient :

0<jyri1<..<jm<m-—1
{ik’+17"'7imm{jl’+17"'7jm :®
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Nous notons*" ®,, '’ 'ensemble de tous les-simplexes (non dégénérés) correspondant a
des suites d'opérateurs de dégénérescence dont les indices via#fierations ci-dessus.

Il s’ensuit que :

— lesm-simplexes non dégénérés de ®,,, /' sont de dimension au plusg + I’ ;

— sila séquence;,, . ...s;,, (resp. s;,,, ...s;,) est vide, alorsn = k' (resp.m = I'). Les
m-simplexes de’*’ ®,, 1" sont donc de dimension au moingx (&', 1') ;

— le nombre den-simplexes de*’ ©,, i’ estC~* « Cm=" (pourk’ > I').

On utilise lesndicesdes opérateurs de dégénérescence pour caractériser les simpleségénérés
résultants du produit cartésien des ensembles simpliciaux.
Soit U I'ensemble semi-simplicial associé a 'ensemble simplitial= S’ ® T’ : pour toutm-
simplexe non dégénéré” = (7¥'s; ,  ...5i,,, u'' s, ...sj,,) € U’, lem-simplexe del/ associé
Y 7 /. . ro. .
ao™ seranoté (7% g 1.im), (U, Jrg1edim))-
La notation*’ ®,,, 1! désigne I'ensemble suivant :
0< i1 < .o <ipp <m—1
!/ ! /. . . . N . .
7 @ i ={E* i1 i) W G 41--Gm)) OU O<jrpy1 <..<jm<m-—1
{ikrts s im NV {J1rg1s ooy Jm} =0

Nous pouvons maintenant définir le produit cartésien de deux enserabiesimpliciaux. La
définition des opérateurs de bord du résultat se déduit directementogefes de définition des
opérateurs de bord et de dégénérescence des ensembles simpliniappligue les opérateurs de

N . , , , . kl ll

borddy (0 < p g m).a_ chaquern-smplexe non degepebé” = (7 Sips e+ Sims H sjl,H...sjm)
de I'ensemble simplicia$’ ® T". La p-iéme face dun-simplexe dd/ associé @™ estle(m —1)-
simplexe dé/ associé @™ d;.
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Définition 8 : Soit.S etT deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respedtiges
tels queS = (K, (d;)) etT = (L, (d)).

Le produit cartésienS ® T de S par T est I'ensemble semi-simplicial

U = (M, (d})) de dimensior{k + 1) tel que :

m __ 14 U
MM = U " UT’“EK,M"GL T Qm U .

0<k/<k,k'<m
0<U<L,lV'<m

K/l >m
— Les opérateurs de bord dessimplexess™ € U sont définis en fonction des cas suivant
1.0™d) =
(7, g2 = Loy — 1), (' dfy, g1 = Lo — 1)) Siigrgr =0

8.1 (7¥do, 41 — 1...zm —1), (i, jrgo —Legm — 1)) Sijpi1=0
(T do, iprp1 — Loy — 1), (' doy Jyrgr — 1o — 1)) Sy #£0€tjpig #0

2.(1<p<m)o™d) =

P
k;/ . . . .
, Lt Ut 1 —1.. —1 5 .. .
(a) (8.2) (1, Gt —1dvrn = Lovom — 1)
. k:/
’L / Z " Z 1" — 1 - 1 .
(Tl/ R/ LUk =10 41 ) Siign =p—letjy=p
(U"5 Jugr-Jir—1jrrg1 — Lofim — 1)

(b) {p - 17p} N {ik’+17 7Zm} 7é ®1 {p - 17p} N {jl'+17 7.7771} = @
Soientiyr = max({p — 1,p} N {iry1, .. im}) €tj tel quejyr < p <p—1< jyryy:

kJ . . . .
(83) O'mdg _ (Tl/ ’/Zk’—i-l--'Zk:’”—llk”.—i-ll_ 1Zm —1),
(1 dp,yurlu Jug1--Jugrrgr — 1ejm — 1)

(C) (Symétrique) {p - 1)p} N {jl’-i-l? 7]m} 7& @ {p - 17p} N {ik”-‘rla EE) lm} = @
Soientj;r = max({p — 1, p} N {jrs1, -, jm}) €tigr telquei <p <p—1<ipryq:

(8.4) o™d! = < (r’; dp._kuw, ik/ﬂ...ikuiknﬂ — 1oy, — 1), )
(1" Jugr-Jir—1grrgr — Lojm — 1)

(d) {p - 17p} N {{ik’-i-l) 7Zm} U {jl’-i—lv 7Jm}} - @
Soientiy, tel queipr < p <p—1<igryq etjp telquejr <p<p—1<jpiq:

k' . .o .
(85) Umdg _ ( (7‘ dpfk”Jrk,) U/ 41+ Lp U1 41 — 1...2711)1), )

l/ . . . .
(W g Jrgre-Jir i — Lo dm

3.0md =
(7%, i1 1), (W' dys Girgaejm))  Stim =m —1

(8.6) ((T ‘s g g1eim), (1Y Jug1dme1)) Sijm =m — 1 (symétrique
(7% dr g1y (WX dyyy Gig1edm))  Stim <m —1etfy, <m—1

n
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Le théoréme 2 établit I'équivalence entre les ensembles simpliciaux et lesl@asesemi-
simpliciaux résultants de produits cartésiens.

Théoreme 2 :SoientS’ etT” les ensembles simpliciaux équivalents aux ensembles semi
simpliciauxs etT.
Alors S ® T est 'ensemble semi-simplicial équivalent a 'ensemble simpligia 7".

Preuve.SoientS et T deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respsétigel, et S’ etT’ les
ensembles simpliciaux équivalents, i.e. on associe a @¥degimplexe deS (resp. chaqué-simplexe de
T), pour0 < k' < k (resp.0 < I’ < 1), 'ensemble des simplexes dégénérés jusqu’a la dimersion
(resp. la dimensiol). Nous suivons le raisonnement utilisé pour démontrerdertme 1 :

1. A tout m-simplexeo™ = ((7* i y1.im), (1, jir1.--Jm)) deS @ T correspond un unique-

simplexe non dégénéré™ = (r's;, .5, pl'sj,,,..55,) deS' @ T".

On associe a’™ I'ensemble des simplexes dégénérés jusqu’a la dimersiphde la forme

(75 St sy oeeSi Simgs -Sinsas B Sjur 1S Simss - Sjuss ), €N définissant de maniére unique les opéra-
teurs de bord et de dégénérescence sur ces simplexes. 3airadexes dégénérés de cet ensemble
sont donc faces d’autres simplexes dégénéreés ; chaquesgamuin dégénéré correspond a un unigue
simplexe deS®T.

2. Réciproguement, nous avons montré que tout simplexe dégéieés’ @ T" est face d'un sim-
plexe dégénéré. On retire alors tous les simplexes dégedérg’ ® T’ pour ne garder que les
simplexes(t*'s;,, ., ...s:,., p! 85, ., ---55,,), OU les séquences,,  ...s;,, €ts;,  ...s;, respectent
les propriétés des simplexes non dégénérés. A chacun demgaexes correspond le-simplexe
(7% Vigr g1 o)y (1, jrg1.-7m)) deS @ T, doncS @ T est équivalent & @ 1. [ |

Le théoreme 3 découle de la définition du produit cartésien des ensembiesisgliciaux.
Ce théoreme nous sera utile dans la section 5.3.1.4, lors de la démonstratiéoréunth établis-
sant I'équivalence entre le résultat du produit cartésien de quastéscellulaires (structures sim-
pliciales numérotées dérivées des ensembles semi-simpliciaux) et le résptatidit cartésien
de G-cartes (des structures cellulaires équivalentes aux quasi-variétéaies).

Théoréme 3 :SoientS = (K, (d;)) etT = (L, (d})) deux ensembles semi-simpliciaux de| di-
mensions respectivés etl; :
—Pour tousr* et u!, simplexes principaux dgé et T respectivement, tout simplexe issu d
™" @4 ¢t est principal.
— Réciproquement, soit™ un simplexe principal dé ® 7. Il exister”* et u!, simplexes
simplexes principaux dé et T, tels ques™ € 7% @4 pl.

D

Preuve

1. Soientles simplexes principaux ety!, et soito*+ un (k+1)-simplexe d&/ = S®T = (M, (d))
tels ques* ! = (7%, i1 insr), (U4 Jigr---Jier)). Supposons*+! non principal : il existe alors
okt e Uetp € [0,k 41+ 1] tels queo™t = oF++147,

P . ’ . . ’ . . ’ ! .
ok +HL peut s'écrire((7% iy iy ), (WS ]y 0] o)), @VeCT® (resp.ul) un simplexe de
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dimensionk’ (resp.l’), ouk’ +1' = k + [ + 1. Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se
déduisant par symétrie (cf. Déf. 8) :

(@) o* LA = (T ilfs i)y (WY el 1)), @VEC € [0, K]

(b)

Orghtl = ghtiHlqy = 7+ = 7% q, etyl = pV'; 7% est principal par hypothese, donc il
nexiste aucurr®’ tel quer”® = 7% d,, : contradiction.
k4+1+1 g1 __ K : U - k+l _ k+i+1 k _ k'
ottt dy = (7% iyt 1), (WS 1T —1))- O = ot dy =78 =7
! . . Y
etu! = b, donck + k' =1 + 1’ : contradiction avec I'hypothése.

2. Soit o™ un m-simplexe principal de5 ® T : il existe 7* et 1!, simplexes principaux dé et T
respectivement, tels que

m

g =

(7%, iks1-im), (1, J111---5m))- La preuve se décompose en deux parties :

(a) Montrons quen = k + 1.

(b)

Par définition du produit cartésiefixi1, ..., im } U {ji+1,--s Jm  C {0,...,m — 1}. La suite
Ikt1---Im (r€SP.ji41...Jm) contientm — k (resp.m — [) valeurs distinctes, so#tm — k — [
valeurs au total.

Supposonsn < k + [. Alors 2m — k — 1 < m, et il existep € [0,m — 1] avecp ¢
Hiks1, s im} U i1, s Jm

o™ peuts’écrird (7%, iy 1..ip Dir 1 1im), (U i1 Jir Djvrs1.--gm)). ON construit la suite
igra1 + Loim + 1 (resp.jrar + 1.5 + 1) en ajoutantl a toutes les valeurs dgr 1 1...im,
(resp.ji41...Jm) : ON S'assure ainsi que la valewr- 1 n'appartient & aucune de ces nouvelles
suites.

Soite™*t! € S @ T tel quea™ ! = (7%, ipyq.ip pinr o1 + Loy + 1), (b, g p +
1jyy1 + 1.5, + 1)) : toutes les valeurs des suites associée§ at ;' sont distinctes et
appartiennent @, m]. On aalors™*'d/’, | = o™ (cf. Déf. 8.6), done™ n’est pas principal :
contradiction avec I'hypothese.

Réciproquement, $i + [ < m, alors2m — k — [ > m, donc il existe au moins deux valeurs
identiques dan$ix11, ..., %m t U {Jji+1, ..., Jm} : CONtradiction avec la définition du produit
cartésien, dans laquelle les valeurs{de, 1, ..., 7., } et de{ji+1, ..., jm } SONt toutes distinctes.

Soita**+! = ((7%, 1), (!, Jx)) un (k + 1)-simplexe principal d&§ @ T, 0UI; = ijy1...ix11,
Jk = Jig1--Jitk €1, ooy tpri } U {Ji+1, -, Ji+x } fOrme une partition dé0, k& + 1 — 1].
Supposons* non principal : il exister**! un (k + 1)-simplexe deS etp € [0,k + 1], tels
querktid, = 7+

Montrons qu'il existe ur{k + [ + 1)-simplexec* 1 € S @ T etp’ € [0,k + 1 + 1] tels que
oMy, = ¥+ Nous distinguons les cas suivants :

I. Sip =0, onconstruitl] = ijy1+1...ig4;+1, etJi 1 = 0jip1+1...514x+1 (les éléments
deI] etJ; forment une partition dé), k + [t]) pour créer le simplexe* Tl € S® T,
tel quec™ ™+t = (7" 1)), (u!, J; 1))

On aalorss*++1al = ((r5+1dy, ), (1!, Jy)) = oFHL.

ii. Sip=Fk+1,0nconstruity;  , = jiy1...Ji+rji+ht1, €N POSANG 4 k41 = Kk + 1.
Soitgh ! = ((TkJrla Il)? (Mlv Jllc-i-l)) Alors O—k+l+1dg+l+l = ((Tk+1dk+1a Il)v (/Lla Jk))
=gk,

iii. Si1 < p <k, supposon® + h > i,ypeq pour touth € [0,1 — 1]. En particulier,
p+1—1> ipy, donc il existej;, € Ji tel quejr = p + 1 — 1. On construit la suite
Jitte-Jr—1Jv + Ljre1 + 1ogivr + 1 (doncjy +1 = p + 1), puis oninsére + 1 — 1
dans cette suite pour obtentf , | = ji11...jr—1p+1—1jp + Ljryr + Logipr + 1.
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Soit "t = (7R, 1), (i, Jpy4)). Alors o" A = (TR, 1), (uf, Jx)) =
Uk+l.

Réciproquement, supposons qu'il exigtes [0,! — 1] tel que pour touy € [0, h — 1],
P+q > iktqr1 €tp+h < ippni1. Enparticulier, sy = h—1, alorsig, < p+h—1<
p+h <igypi1,doncp+h—1 € Jg.

On suit le méme raisonnement que ci-dessus pour constiuite= ji 1.0 1 p+h —
1jp + 1jpy1 + 1.giek + 1,005, = p+ h — 1, et on obtient I'égalité

((TkJrlv Il)a (,ula J]/g+l))d//+h = ((Tk+1dpa Il)v (Nla Jk)) =gkt |

p

Toutes les notions que nous avons définies nous permettent de propasgorithme qui construit
tous les simplexes des ensembles semi-simplicaxT .

Reprenons la définition du produit cartésien : pour toute dimemsih< m < k+1), 'ensemble
K¥ ®,, L' desm-simplexes issus dé @ T est égal & v ep per ™ @ @b, pourk’ < m,

I" < metmax(k’,l") < m < k'+1'. Pourm donné, les valeurs' et!’ sont donc bien déterminées :
par exemple, le tableau 5.1 indique, paue 3 et! = 2 et les différentes valeurs de, quels sont
les ensemble&™ ®,,, L' qui interviennent dans la création dessimplexes.

|

| M™ =U(K¥ @, L")
MO:K0®0L0
M' =K@ L' UK' @, LU K' @ L'

M? =K@, I2UK'®y L'"UK!'®y L2UK? ®y L°U K? ®y L' U K? ®, L?
M} =K'®3?UK?®3 L' UK? @3 L2 UK3 @3 LU K3 ®3 L' U K3 ®3 L?
M*=K?®, [PUK?®, L' UK? ®, L?

M5:K3®5L2

Gl |w| o =|o|3

TAB. 5.1 :Ensembles de simplex&s™ (0 < m < 5) résultants du produit cartésien d’un ensemble semi-
simplicial S = (K, (d;)) de dimensior$ par un ensemble semi-simplicill= (L, (d})) de dimensior2.
Par exemple, les-simplexess! € M sont de la formé(7°,41), (u!)) € K° ®; L,
(1), (u°, 1)) € K @1 L ou((r1), (u')) € K* @1 L.

Une représentation plus lisible de ces ensembles de simplexes est proposéz figure 5.9.
Le principe est le suivant : & et T sont de dimensions respectivest [, on dessine dans un
premier temps un tableauia+ 1 lignes (numérotées dea k) etl + 1 colonnes (numérotées de
0 al). Chaque élément de coordonnéés!’ représente I'ensemble de-simplexesk’* ®,, LV,
pour0 < k' < ket0 <!’ <. Pour chaque valeur de, les ensemble&® ©,, L! inclus dans
M™ sont symbolisés par des carrés noirs, et les autres ensembles parrdedblancs (Fig. 5.9a-
f). Graphiquement, 'ensemble des carrés noirs forme un triangle réetdadaille variable pour
chaque valeur de: (cette forme triangulaire est due aux inégaliéés £’ < k,0 < I’ < [, et
max(k' ' <m < k' +1').
On observe que les triangles successifs “glissent” entre les coingaugauche et inférieur droit
du tableau, correspondants respectivemefi®ap, L° et K* @, L'. De plus, en superposant
tous les triangles, on voit clairement & quelles dimensions chaque enskibie,, L inter-
vient (Fig. 5.99) : nous allons exploiter la propriété selon laquelle un ménm@ecde simplexes
peut engendrer des simplexes de dimensions différentes pour défgnrithme souhaité.



5.2. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES SEMI-SIMPLICIAUX

141

K K0®1L1
AD Lo U
KO ®q L° K! ®;
O 0O O1
O 0O Oda2 O
O 0O 0Os O
L O 1 2 L O

a) Dimension 0 b) Dimension 1 c¢) Dimension 2 d) Dimension 3

K K
o 0O 0 O 0o Oo
O 0 1 0 N R I
0o o 2 o o gz
K3 Ra L2 KS 5 L2
O 3 0o o 3
L O 1 2 L O 1 2
e) Dimension 4 f) Dimension 5 9)

FIG. 5.9 : Représentation graphique des simplexes résultants dwitrodrtésien d'un ensemble semi-
simplicial S = (X, (d;)) de dimensiors par un ensemble semi-simplici&l= (L, (d})) de dimensior.
Un tableau & lignes et2 colonnes est construit. Chaque élément représente un bleskt ©,, L' . Les
ensembles intervenant a la dimensiarsont symbolisés par des carrés noirs, les autres par dés carr
blancs. a) Seuk® ®, L intervient & la dimensiof. b-f) Les triangles formés par les ensembles
Uk,,l, (K"” ®m L’/). g) La superposition des triangles montre qu’un méme calpkimplexes
peut engendrer des simplexes de différentes dimensions.

5.2.2.3 Algorithme de construction

Cet algorithme est itératif : a chaque étape, il y a création de I'ensemblandpexes de
dimensionm, et définition des opérateurs de bord qui associent ces simplexefauigxes de
dimensionm — 1 créés a I'étape précédente.

L'étape initiale consiste a créé® @, LY (i.e. tous les simplexes de dimensignUne double
itération sur tous les-simplexess” € K° et € LY suffit pour obtenir tous les-simplexes
(UO,MO) € KY®q LY.

L'étapem consiste a créeLer,’l,(K’“' ®m L) et & définir les opérateurs bord pour chaque
simplexe de cet ensemble, c’est-a-dire associer a chaegienplexe, et pour chaque opérateur de
bord, unm-simplexe dé J,, , (K*" ®y,—1 L").

Les inégalitéd) < k' < k,0 <!’ < [, etmax(k',l') < m < k' + I’ permettent d’écrire, en

supposank’ > I’ (le raisonnement serait rigoureusement identique pour!’) :
E>0,K>m-U1<l=k>max(0,m—1)
K <k, kK <m= Kk <min(k,m)

— I" est déterminé en fonction dé: I’ € [max (0, m — k"), min(l,m)]
etdondJ;, , K* @, LV = %) min(lm) K* @, LY, ce qui nous permet

k'=maxz(0,m—1) l'=maz(0,m—k")

d’effectuer le calcul des simplexes résultants par une double itération.

k' € [max(0,m — 1), min(k, m)]
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Pour optimiser le calcul des opérateurs de bord, il faut établir unespmnelance entre les
simplexes initiaux et les simplexes résultants du produit cartésien. On utiliseqaeiétapen
une matrice triangulaire regroupant les couples de simplexes initiaux quexagendrer des:-
simplexes. Les éléments de ce triangle, symbolisés par des carrés nsita figare 5.10a, étab-
lissent la correspondance entre les simplexe& tledeL" et K*' ®,,, L.

®/\/‘\/\/\(U_'m — (Tk 7ik’+1~"im)a
(7 TR

d)o™

¢) Matk ! 7 [u"]

- Recherche de;, Définition
1 ont des bords dg™
,,,,,,,,,, O —
o < (0, (#4741 --%m)) OU(—, (1 --Tm—1)),
KU : : : . . . .
TCm (0) ~_| (Oa (]l/’+1.7£n)) ou (_7(]{’+1"'];n—1))
Cm=K O o
: , Matklfl,llfl[‘r/”u/]
. m—1 m—1
1 ' o (7! 81 vim)s
o 7 ou Math —H [7'][1] e~e~er| () }j - i’
m—1 (', 3y g g me1)
TC,,]::’Z/ T
O ou Matl ! )]
Cpke © ou Maty ! [l
e) Tables de correspondance f) Recherche de"™dj g) o™dy

FIG. 5.10 :Construction des simplexes résultant d’'un produit cagési’ensembles semi-simpliciaux et
définition des opérateurs de bord entre les simplexes.
a) Matrice triangulaire regroupant les couples de simgléxiéaux. b) Chaque éIémeMat’ﬁéJl de ce
triangle regroupe les couples de simplexeside x L''. ¢) Mat* ! [v¥'|[u!] contient tous les
m-simplexes de™ € ™ Qm ul/. d) o™ est caractérisé par les suites d’entigrs1...im €ty 1. Jm.
e) Pour déterminer™d”/, on utilise les tables de correspondafi@@?, *'. f) Par exemple7'C% ' (0)
utilise les SuiteSy, 4 1...iy €tjyi1...jm pOUr détermineilatt %% ~11U =121 1,7) g) Sir’ est de
dimensionk’ — 1 et siy’ est de dimensioll, le (m — 1)-simplexesc™dj résultant de
7' @m—1 /' €St caractérisé par les suitgs, ;...i;, etj; ..., ;-

Chacun des éléments du triangle est une matrice bidimensioretté, !, ot chaque ligne
correspond & un simplexe d€*’ et chaque colonne correspond & un simplexé&'déFig. 5.10b).
Un élément dé/at®", correspondant aux simplexek ety! de K* etL!, est undable de liens
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notéeMat®, " [+¥')[u!'], qui établit le lien entre’*’, !’ et les éléments de’ ®,, 4!’ (Fig. 5.10c).
Plus précisément, la table de liehsatl, " [7¥][11"'] est elle-méme une matrice bidimensionnelle &
Cm—* lignes et "' colonnes : chaque élément de cette matrice établit un lien efitre!’ et
(7% g1 i), (1Y, jy41-.-jm)) pOUF toutes les suites d’entiets. ;...i,, €tjy1...jm valides
pour le produit cartésien (Fig. 5.10d). Les lignes (resp. les colorsm¥)triées selon I'ordre
lexicographique défini sufy/1...7,, (resp.jyi1...jm). Tous les éléments dMatﬁ;’l' ont donc
une méme structure (qui ne dépend qué’dé etm) correspondant aux mémes couples de suites
d’indices.

En se reportant a la définition des opérateurs de bords des simplentiamédu produit
cartésien, le bord™d} (0 < p < m) d'unm-simplexes™ = (7% g eim)s (1 st oo im)
peut s’écrire sous l'une des quatre formes suivantes, en fonctomaleurs respectives geet
des suiteSy 1.0, €tjyri1..-Jm

. . ! . .
(Tk/dp—hv 1;{/+1-~7f{m) (Ml d;;_h/7]l//+1"'.7;n)
o"d, = ou , ou
. . ro. .
(T* iy g il _1) (T e,y

o™d} appartient donc &*' ®,,_1 L', K¥ 1 @y,—1 L', K¥ @1 L' 1 ou K¥ "1 ®,,,_y LV 1.

Concretement, la définition des opérateurs de bords utilise, pour chalgue sek’, I’ et m,
unetable de correspondancﬁ"éCﬁ{’ll (p) (Fig. 5.10e) qui, en fonction des deux suites d’indices
ig/41--im €t jy41...Jm caractérisant™, a pour résultat deux couplés — h, (i}, ...ip,)) ou
(= (G yq-try1))s €=, (G g --Jm)) OU(—, (Jpr41-+-Jm_1)), Symbolisant le résultat de I'ap-
plication de I'opérateur bord,; par rapport a chacune des compositions d’opérateurs de dégénéres
CEl’]CeSZ‘k,_‘_1 e S etSjl,_‘_1 R
Cette table de correspondance permet donc de détererirtemps constates matrices
Math, ¥~ K ou sk d, (i oupl'd!, ), comme lillustre la figure 5.10f. Plus pré-

m—1

cisément, on détermine en temps constant I'élément de cette matrice coriaspand suites

Goafou | |
(U1 Tn—1) €Ly g --di) OU (Jjry 1 ---drn 1) - C'EStIE(M — 1)-simplexes™d; (Fig. 5.109).

L'algorithme 1 résume I'ensemble des étapes de création des simplexesntéguloduit
cartésien et de définition de leurs bords. L'algorithmeogsimal en tempscar le nombre de sim-
plexe créés est égal au nombre de simplexes de I'ensemble semi-sinfplieial M, (d)) =

S®T (e |M| =Sk | Mm|, avec|Mm| = S mintkm) min(l,m) |K |« |LY) *

m=0 k'=max(0,m—1) £~l’=max(0,m—k’)
Cfg*’“/ * C};}‘l'), et que la définition des: + 1 opérateurs de bord’ de chaquen-simplexe ré-
sultant se fait en temps constant (le nombre d’opérateurs de bordaeat®eg,™, (m + 1)|M™]).
Remarquons qu'il suffit de connaitre les dimensiéret [ pour pouvoir construire une fois pour
toutes les tables de correspondam{é,’il”l' (p). On peut alors utiliser ces mémes tables pour tous
les produits cartésiens de deux ensembles semi-simpliciaux quelconquiesetsidns respec-
tivesk etl.

L'algorithme 1 évite de recourir aux ensembles simpliciaux pour créer les siegptésul-
tant du produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux. Rappelons que algéctif final est
de définir le produit cartésien sur les chaines de cartes fermées, tpiser ges dernieres dans
notre modeleur. Or, les chaines de cartes (et les autres structuresresliptésentées dans la sec-
tion 5.3) sont équivalentes a des ensembles semi-simpliciaux d’'un type particalgorithme 1
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va donc servir de “modéle” aux algorithmes de construction des struataeledaires résultant
d’un produit cartésien.

Algorithme 1 : Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux.
Pour m € [0, k + {] Faire

Créer la matrice triangulaire associée a la dimensian

Pour k' € [max(0,m — 1), min(k, m)] Faire
Pour !’ € [max (0, m — k'), min(l, m)] Faire
Sim # k + [ Alors

| créer la matricéat" ;

Pour tout couple(7*', i), 7% € K¥ | iV e L' Faire
Créer la table de liend/ath " [7#][u!'] ;
Pour tout couple(ix/ 11 . . . im, jr+1 - - - jm) Faire
Créer le simplexe™ = (7% gyt i), (1 Jirg1 - Gm))
Sim # k + [ Alors

| Insérers™ dansMath, " [7% ][] ;

Pour p € [0, m] Faire
Rechercher dans la table de correspondd?fé’é{’l/ (p) le couple
(p—hyiy iy i) OU(—, 45 -1y, ) €tle couple
(p— h/7jz//+1 -+ Jm)OU (_vjl/’+1 e Tme1)
Récupérer lém — 1)-simplexe dy-iéme bord en utilisant une ta-
ble de liensM at*' OUk' =LIoul=1[k" qu k' q 4114 ou p d, ]
et définir 'opérateur bord” ;

Sim > 0 Alors
Supprimer les tables de liedgaz* 0+ =1 W =Lk ou M d, 4 ][u oupl'd, )]

| et les matriced/ gtk ouk'—1l" oul’~1 -
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5.3 Produit cartésien de structures cellulaires

Nous étudions dans cette section la définition du produit cartésien sundesists cellulaires
dérivées de la notion de carte combinatoire. Ces structures peuvedégties comme des en-
sembles semi-simpliciaux structurés en cellules par un mécanisme de numéraatsimplexes
de dimensiorD ([Lie94], [EL94]). En particulier, nous nous intéressons aux cagte¥ralisées
de dimensiom (ou n-G-cartes), auxcartes orientées de dimensian(ou n-cartes qui dérivent
desn-G-cartes), et aux-chaines de cartes fermées de dimensidou n-chaines fermégsqui
dérivent également desG-cartes. Nous allons définir le produit cartésien (pour 0, le produit
cartésien a la dimensidn étant trivial) sur ces structures, qui sont particulierement représenta
trices de toutes les structures cellulaires dérivées des cartes combmakois, I'adaptation du
produit cartésien aux autres structures ne nécessitera pas d’aut@ssnges que ceux que nous
allons décrire.

La définition des structures cellulaires a partir des utilise des structures satgdimtermé-
diaires (lesensembles semi-simpliciaux numératésesquasi-variétés cellulairgsdérivées des
ensembles semi-simpliciaux : il existe en effet une équivalence entre Issvguiggtés cellulaires
et lesn-G-cartes qui permet de passer du domaine simplicial vers le domaine celllgafig- (
ure 5.11 résume les étapes a parcourir pour passer des ensembleisgdiciaax aux structures
cellulaires).

Structures simpliciales Structures cellulaires

Ensembles semi-simpliciaux n-chaines fermées

‘. o o n-cartes
Ensembles semi-simpliciaux numérotél

Quasi-variétés cellulaires¢——1— > n-G-cartes
I

FIG. 5.11 :Relations entre structures simpliciales et cellulaires.

Les ensembles semi-simpliciaux ne sont pas équivalentstauntures cellulaires. Pour adapter la
définition du produit cartésien, il faut utiliser les enséestsemi-simpliciaux numérotés et les
quasi-variétés cellulaires, qui dérivent de ces dernigrs.quasi-variétés cellulaires sont

équivalentes aux-G-cartes, desquelles sont dérivéesileshaines et les-cartes.

5.3.1 Quasi-variétés cellulaires et-G-cartes
5.3.1.1 Quasi-variétés cellulaires

Les notions d’ensembles semi-simpliciaux numérotés, de quasi-variétésimedlutien-G-
cartes et de-chaines fermées sont décrites dans [Lie94] et [EL94]. Nous ranismtons ici d’en
rappeler I'essentiel.
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Définition 9 [Lie94] : Un ensemble semi-simplicial numérdté= (K, (d;), ) est un ensen
ble semi-simplicial K, (d;)) de dimensiork muni d’une application : K° — [0, k] vérifiant
pour toutp-simplexeprincipal 77 € K (0 < p < k) (Fig. 5.12a) :

—Sip =0, alorstPv = 0;

—sip > 0, 'ensemble des entiers associés aux sommets @st{0,...,p}.

2
dg [ ] d()
dy do dy
dy d
do /\V
0Oe = ®0
do
d
dq 2 dq d3 dy
do ) do
1
a) Sy

FIG. 5.12 :Numérotation des-simplexes d’ensembles semi-simplici&lix.S; et Ss.
Les0-simplexes opposés addace des simplexes principaux sont numéreiég Les simplexes
principauxc? et p? de S; sont numérotég, 1, 2) et les faces?d, o2d; eta?d, sont respectivement
numérotéesl, 2), (0, 2) et(0,1) (idem pour les faces d&). b-c) S, et.S3 ne sont pas numérotables.
b) Seuls les opérateurs de bord des simplexes principatixeymésentés:! et ! sont principaux. Le
0-simplexertdy = u'd; ne peut pas étre numéroté correctement. cJ-senplexep? de S,

n'est pas complet : 18-simplexeu® ne peut avoir deux numérotation distinctes.

Si la séquence de sommets associéeéest(7], ..., 5], on note(vy, . . . , ) la numérotation
der? (ouv; = 77v). Rappelons qu'a la séquence de somngls. .., 77, ..., 75| correspond la
facer?d;, donc, a partir d’urp-simplexer” numéroté&(vy, ..., v,), on peut définir les opérateurs
de bordd; afin quer?d; soit numérotéuvy, ..., s, ..., v,) (Fig. 5.12a).

Remarquons que tous les ensembles semi-simpliciaux ne sont pas numérg@abéemple,
la figure 5.12b reprend I'ensemble semi-simplicial de la figure 5.12a, en ajal#axl-simplexes
principauxr! et ! tels quer'd; = p'dy : le 0-simplexe correspondant devrait étre numéroté a
la fois 0 et 1. Remarquons en outre que les simplexes principaux des ensembles semi@implic
numérotés, et donc tous les simplexes, sont forcément complets, sinanmésos associés aux
0-simplexes ne seraient pas tous distincts (Fig. 5.12c). On peut alors t#fintion decellule
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Définition 10 [Lie94] : Soit7° un0-simplexe numérotéi), 0 < i < k, d’'un ensemble sem
simplicial numéroté de dimensidn

La cellule de dimension(oui-cellule) incidente & est 'ensemble des-simplexes

(0 < n < i) de I'étoile der®, numérotés par des entiers|dei] (Fig. 5.13).

Le bord de lai-celluleest 'ensemble des simplexes appartenant au bord des simplexes
cellule, mais pas a la cellule elle-méme.

Unei-cellule est diteouvertesi elle est privée de son bord,fetméesinon.

O

l®

1
[

%

7

a)s

o

o1

@0

2-cellule 0@ Bord de la 2-cellule

Bord v

w1 i=—1-cellule
0@

b) Cellules ouvertes d&

c) Bord des cellules

FIG. 5.13 :Ensemble semi-simplicial numératée dimensiorz.
a) Cellules de5 (les opérateurs de bord et les numérotationslees2-simplexes ne sont pas
représentés). b) Leéscellules deS sont lesd-simplexes. Led —et 2-cellules (ouvertes) sont
entourées par des pointillés. c) Le bord (entouré par degijpés) des cellules principales dg

Le produit cartésien conserve la numérotation des ensembles semi-simpficiagrotés :

Théoréme 4 :SoientS = (K, (d;),v) etT = (L, (d;),v') deux ensembles semi-simplicia
numérotés de dimensions respectived|.
U =S ® T est un ensemble semi-simplicial numéroté de dimerisipm.

de la

X

Preuve.Le produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciauxesnsemble semi-simplicial (cf. Déf.8).
Posons/ = (M, (d!)). D’aprés le théoréme 3, pour to(i + [)-simplexe principab**! de U, il existe
Tk € Setu! € T, simplexes principaux de dimensions respectives!, tels ques*+! € 7% @, .

Tout k-simplexe (respl-simplexe) principal d&§' (resp.T’) est numérotéo, ..., k) (resp.(0, ..., 1)).

Soit I'application de numérotation” : K% — [0,k + [] associée & telle que, pour tous’ € K° et
pl e KO v (7% u®) = v(7°%) + v/(u°). Montrons que tout simplexe principaf*! de U est numéroté

©, ...,

k+1):

Soita* ! = (7% g1 ingt), (U Jig1---diex)). On associe &, iy 1...i54;) la numérotation
(vo, ..., k1) telle query = 0, vy = k ety, = h — p pour touth € [1,k + 1 — 1], etp tel queiy,, < h
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etirps1 > h . De méme, on associe @', ji+1...j1+x) la numérotation(vg, ..., v, ) telle que v = 0,
vy, =lety, =h—ppourtouth € [1,k+1 — 1] tel quejiy, < hetjipi1 > h.

Les entiers dé€uvy, ..., v,4) et de(vy, ..., ;) forment une suite croissante (plus précisémept;-

Vp—1 =V, — v,y =00ul, pourtoutp € [1, k] et toutp’ € [1,1]).

Les entiers des suitég,1...ix4; €tji41...Ji+x Sont distincts et forment une partition §&, ..., &k + [ —
1} : pour tousvy, de(vo, ..., vg 1) €t tousy;, de (v, ..., v, ), vn = h —p = v, = h — (h — p) = p pour
touth € [1,k +1 — 1] tel queigy, < h etigi,11 > h.

Soit[o5 ™, ..., o} 1]] la séquence de sommets associé& ¥ ; alorsv” (o) = v, + v}, = h pour tout
h € [0,k +1], donc 'ensemble des nombres associggd’, ..., o F1] forme une partition déd, k + 1] ; en
termes d'opérateurs de bord, cela signifie q(j(ag’““dgﬂ...dg... 0 = p) pour toutp € [0,k +[], et que
oFti=t = gh*ld) est numérotéo, ..., p, ..., k + 1) pour toutp € [0, k + I]. [ |

Lesquasi-variétés cellulaireforment un sous-ensemble des ensembles semi-simpliciaux numérotés ;
elles sont définies de la maniéere suivante :

Définition 11 [Lie94] : Unequasi-variété cellulaire de dimensidrest constituée d’un en-
semble dé)-simplexes numérotdy partitionné en composantes connexes contenant un pu
deux0-simplexes. Ungjuasi-variété cellulaire de dimensien(n > 0) est définie constructit
vement par application des opérations suivantes :

1. cone cellulaire: soit S = (K, (d;)j—o,.. .n—1,7) Une quasi-variété cellulaire non vide dg
dimensiomn — 1. Le cdne cellulaire d& est une quasi-variété cellulaire
S" = (K, (d})j=0,...n, V') de dimensiom définie par :

@K =KUK"U{c%, ou:
— oY est un0-simplexe ;
- K, K" et{c°} sont disjoints;
— K" est un ensemble de-simplexes tel qu’il existe une bijectioh associant un
(m — 1)-simplexe dek a unm-simplexe dek”, pourl < m < n;

1”4

(b) Les opérateur@i;.)jzo,m,n sont définis suk”’ par :

—pour0 < j gn—l,d;./K:d»;

— pour toutm-simplexes”™ de K", ¢"™d,, = " ®~!;

— pour toutl-simplexes”! de K, 0""'dy = oV ;

— pour toutm-simplexes”™ de K" et pour0 < j < m, o""d}; = o"md1d; .
)V /Ky =v,0% =n.

2. Identification de deuxn — 1)-cellules dans la quasi-variété cellulaiftde dimensiom :
soientc?*1 et c§*1 deux cellules fermées dg& de dimensiom — 1, telles que chaque
(n — 1)-simplexe de:?‘1 (resp. dezg‘l) appartient au bord d’exactement arsimplexe
de S, et telles qu'il existe un isomorphisme entre les simplexeﬁldé et ceux de:;“l.
L'opération consiste a identifier chaque simplexe’fj’e1 avec le simplexe correspondant
decgfl.

La figure 5.14 présente un exemple de construction d’une quasi-vaeiéi&aire de dimen-
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sion2. On commence par créer desimplexes (tous numéroté} et I'on forme des composantes
connexes en formant des singletons ou des pair@ssitaplexes (Fig. 5.14a). Pour chaque com-
posante connexe, la construction d'un céne cellulaire de dimehgionsiste a créer un nouveau
0-simplexecs® numérotél, et a associer a chagesimplexer® de la composante connexe un
1-simplexer! tel quer'dy = o etr'd; = 70 (Fig. 5.14b) : les opérateurs de bords respectent la
numérotation des ensembles semi-simpliciaux numérotés. Puis l'identificativcealiles per-
met de “fusionner” des composantes connexes de dimemgieigy. 5.14c).

Le processus est répété pour le passage a la dimensipour chaque composante connexe,
la construction du céne cellulaire entraine la création dsimplexecs” numéroté2, et d’un1-
simplexer! (resp.2-simplexeu?) associé a chaquiesimplexer? (resp.1-simplexeu') de chaque
composante connexe.

La séquence de sommets associée a chaque nolnamplexer! est alors[7?, ¢¥]. En notant

(18, 1] la séquence de sommets (numérotésl) associée a', la séquence de sommets associée

a chaque-simplexey? est[ud, 19, o). La définition des opérateurs de bord des simplexes créés
se déduit de la numeérotation des ces simplexes. Par exempiesieplexes de la figure 5.14d
numérotég0, 1,2) ont pour opérateurs de bortj, d; et dy, correspondant respectivement aux
1-simplexes numéroté&d, 2), (0,2) et (0, 1).

Enfin, I'identification de deux-cellules fermées du bord de deux composantes connexes permet
de “fusionner” ces composantes (Fig. 5.14e). Remarquons que pstroction,au plus deux-
cellules d’une quasi-variété cellulaire de dimensiopartagent la méme. — 1)-cellule.

Comme nous l'avons évoqué dans l'introduction, les quasi-variétés cedktdérdimension
sont équivalentes aux-G-cartes. Nous allons donner la définition de&-cartes puis comparer
ces derniéres avec les quasi-variétés cellulaires avant de rappelénd@ses de cette équivalence.

5.3.1.2 n-G-cartes

Les cartes généralisées de dimensipoun-G-cartes, permettent de modéliser la topologie de
subdivisions de quasi-variétés de dimensipnrientables ou non, avec ou sans bord ([Lie94]). La
notion den-G-carte est définie par un type unique d’éléments abstraits, agp@iéssur lesquels
agissent des opérateurs de base qui sont des involutions.

Définition 12 [Lie94] : Une arte généralisée de dimensian(ou n-G-carte) est un(n + 2)-
upletG™ = (B", af, ..., o) tel que :
— B™ est un ensemble fini de brins;
—pour0 < k < n, l'opérateura;! : B™ — B" est une involution suB™, i.e.aj o) = Id;
—pour0 <k < k+2 <1 <n,aja) estune involution.
G" est ditefermée(ou sans bordpsi o} est sans point fixed(< k£ < n), i.e pour tout brin
b € B", onabaj # b;sinon,G" est diteouverte(ou avec bords

La figure 5.15 montre des exemplesig&-cartesG?, G et G2.

Cette figure a été réalisée dans le but d’étre comparée a la figure 5.1de afimner une idée
intuitive de I'équivalence entre les quasi-variétés cellulaires de dimens&lesn-G-cartes;;
informellement, on se rend compte que :
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0 0
. ./\ 0 1 0
;iii:ii:\ e —0 — o
., o
peo. . 0. e 0 De—0—e
<. o 1 ‘
v 1 1@ 0‘ 1
|
| I
' 90, L0
a) Composantes connexes  b) Création-gémplexes c¢) Identification
de0-cellules
2
[ J

g A0
Nz N
e = g
QQ‘ Q\Q\

®0 ®0
d) Création de e) Identification
2-simplexes del-cellules

FIG. 5.14 :Construction d’une quasi-variété cellulaire de dimension
La numérotation des- et 2-simplexes n’est pas représentée. a) Une quasi-variétdaiedl de
dimensior) : les0-simplexes d’'une méme composante connexe sont regroupdsppointillés.
a-b) Cones cellulaires créant lesimplexes numérotéset les1-simplexes numéroté®, 1).
b-c) L'identification ded-cellules est symbolisée par les doubles fleches. c-d) Gfelesaires
créant de$-simplexes numérotés desl-simplexes numérot&9, 2) et(1,2),
et des2-simplexes numéroté$, 1, 2). d-e) Identification dé-cellules.

— achaque-simplexe d’'une quasi-variété cellulaire de dimensiaorrespond un brin d’'une
n-G-carte.

— la construction d'un cbne cellulaire pour passer d’'une quasi-vardtdaire de dimension
n a une autre de dimension+ 1 a pour symétrique la transformation d’'unez-carteG"
en une(n + 1)-G-carteG™ ! de la maniére suivante :

— on garde le méme ensemble de brins pour les @eoartes;
— chaque involution (0 < ¢ < n) devient I’involutiona;“rl ;
— linvolution o't est définie telle que towt'*! de G™*! est un point fixe pan'{].

— identifier deuxn — 1)-cellules dans une quasi-variété cellulaire de dimensioarrespond
a “lier des brins” de deux-G-cartes pary;..
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FiG. 5.15 :Exemples de-G-cartesG?, G' et G2.
Les brins sont symbolisés par des points. Les involutigh§) < &£ < n) associant un brin a lui-méme
sont représentées par une fléche circulaire. L'involutipriresp.o etal) associant deux brins différents
est symbolisée par un trait en pointillés (resp. un traiipd¢ deux traits pleins), pour = 0, 1 ou 2.
a) Une0-G-carteGY. b est un point fixe. b) La-G-carteG* n’a que des points fixes pa#.
c) blat = bl etbial = bl. d) La2-G-carteG? n’a que des points fixes pas.

e)b3a = b3 etb3a3 = b3. On peut vérifier qué,a3a? = byadal.

5.3.1.3 Equivalence entre les quasi-variétés cellulaires et IEscartes

L'équivalence entre quasi-variétés cellulaireSeatartes repose sur la notionadbite.

Définition 13 : SoitG™ = (B", agj, ..., ajr) unen-G-carte. Soib™ un brin deB™.
Soit¥ = {ag, ...,ap}. On note(¥) = (ag, ..., o)) le groupe de permutations si” engen-
dré parV¥ : informellement (V) est 'ensemble des permutations déduite@dsar applica-
tion de I'opération de composition.

SoitH C {0,...,n}. Le group&(a} | h € H) estnot&) i. () g (b™) = {b" | € ()u} est
l'orbite de b” relativement & . Si H est vide, I'orbite dé" relative av¥ est() (") = {b"}.

En d’autres termes, I'orbitg i (b™) est 'ensemble des brins (éventuellement égal au singleton
{b"}) que I'on peut “atteindre” a partir d& en employant un nombre quelconque de compositions
des involutionsy}, pour touth € H. La notion decomposante connexe associée a un btig’en
déduit naturellement : elle est égale a I'orbfe,_jy ,, (b") (une G-carte esttonnexesi elle ne
posséde gu’une seule composante connexe).
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On montre dans [Lie94] que les notions des-cartes et de quasi-variétés cellulaires sont
équivalentes, i.e. qu'il existe une bijection entre ces deux ensemblesincgp de cette équiva-
lence est rappelé ci-dessous :

Equivalence entre quasi-variétés cellulaires et-G-cartes:
SoitS = ((K, (d;)i=o0,....n, ¥)) Une quasi-variéteé cellulaire non vide de dimensiget soit
G" = (B", oy, ..., a) unen-G-carte, telles qué et G sont équivalentes.
Soit N = {0,...,n}. Alors :
1. il existe¢, une bijection d€<” sur I'ensemble des orbites des briftsde B™ telle que :
— pour touth (0 < h < n), ¢ est une bijection d&” sur I'ensemble des orbites
O N—{ho,..shny (075
— si la numérotation d’un-simplexe dek™ est(vy, . .., v},), alors I orbite associée a
ce simplexe est de la form@y_y,,...,,1(0");
2. sin = 0, alors pour toute composante connéxé, o9} de S :
siof # 09, alorsa)pal = a9¢; sinon,c’¢a) = 0%¢;

3.s0itn > 0:Vb" € B",Yh>0,Vo' € K'Vp(0<p<h):
Sio"d = ()N_{uo,...0} (0")s AlOrST"dyd = () N {100, 01— {13 (B")-

La figure 5.16 permet de mieux saisir cette notion : une quasi-variété cellflairex’, (d;), v)
de dimensior, comprenant en particulier l&ssimplexesr?,... %, est représentée dans la fig-
ure 5.16a. En reprenant les notations de la définition 5.3.1.3, on ass8cie€l-G-carteG? =
(B2, a2, a2, a?) (Fig. 5.16b) de la maniére suivante :

— Il existe une bijectior entre le-simplexes numérotéds, 1, 2), etles orbite) y_¢o 1,2} (b?).
Doncr?¢ = ()g(b?) = {b?}. Ainsi, & tout simplexe principal d’'une quasi-variété cellulaire
est associé un brin de -carte correspondante et réciproquement.

— Deux simplexes principaws’* etr? associés aux bririg etb? sont tels que}d, = 77d, <
bjag = b2, pourp € {0, 1,2}.

— Chaquel-simplexe deS numéroté(0,1) (resp.(0,2) et (1,2)) est associé a une orbite
On_oy(0%) = (a3)(b?) (resp.(a?)(b?) et (ad)(b?)), pourh® € B2. De la méme fagon,
chaqued-simplexe deS numérotéd (resp.1 et2) est associé a une orbi(éN_{O}(bQ) =
(a2, a2)(b?) (resp.(a?, a2)(b?) et(ad, a2)(b?)), pourh? € B2.

5.3.1.4 Produit cartésien de:-G-cartes

L'équivalence entre les quasi-variétés cellulaires et les G-cartes,dgffildition 8 du pro-
duit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux permettent de définir le prodtésiean de deux
G-cartes :
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FIG. 5.16 :Une quasi-variété cellulair& de dimensior? et la2-G-carteG? équivalente.
a) S est constituée dessimplexesr?, ..., 77 et de leurs bords (les opérateurs de bord ne sont pas
représentés). b) A chaque simplexede S correspond un brih? de G2. Deux brins distincts
b; etd? sontliés pan? (0 < p < 2) si et seulement si les simplexes
correspondants? et vérifientr?d, = 77d,,.

Définition 14 : Soit lak-G-carteG* = (B*,af, ..., af) et soit la

I-G-carteG! = (B!, af, ...,a}).

G* ® G', le produit cartésien d&* par G, est défini paG*+! = (BM of™, .. of ),
tel que :

— BFtl = {bk+l = ((bk7ik+1...ik+l), (bl,jl+1...jl+k))}, avec
b ¢ BF etbl € B!
0 <ipt1 < .o <ippr €0 < i1 < ... < Jitk
Lty oo Gt} O {1y v Gt} = 05 Lty oo et} U ity oo Gt} = [0,k + 1= 1]

—k +1=0:tout brinb**! est de la formé(b*, —), (', —)) ol “~” symbolise une séquence
vide.
(14.1) af ™ est définie par b Hal T = ((bF, ), (b}, —)) = bFHE.
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—k 41> 0:soienth* € B* bl € B'. On posel; = ijq1 ... 05 €6J% = Jis1.Jigk-

ikl _ ((pk I Kt okt Ao :
Soitb* " = ((b*, 1), (', Jx)) € B*H'. o™ est définie par :

(14.2) o+t { SOEL PFHafT = ((F, 1), (bo, Ji))
(symétrique Si0 € Jy, HHa 07 = ((OFaf, 1), (', Jr))

okt pourl <p<k+1i:

sip —1,p € I, b"Haptt = (0, 1), (b'al,_,, Jk))

avech tel quejjyp, < p — letjipye1 > p (On atoujourp — h > 0)
(sym)sip —1,p € Ji, O¥aptt = ((brak_,, 1), (V' Ji))

avech tel queiyn, < p—1e€tigipi1 >p

(14.3)

sip—1¢€ Jg,p el

(14.4) DR bt = ((0F gy op — 1Peviga), (0, Jiga -0 — 1pedigk)
' (sym)sip—lell,peJk,

DR — (B8, gy — 1peviiess)s (O Gt oep — 1Pesfin)

\

Sik+1—1€1, bFHlaftl = (0%, 1)) (blal,Jk))

14.5) ot ’
(14.5) ey 1) {(sym) S|I<:+l—1eJk, byt = ((bFaf, 1), (M, Jk))

Pour tous bring* ¢ B etb! € B!, on noteb* @ b' I'ensemble des brin&(b*, I;), (b, Jy.)).
Le théoréme 5 montre que la définition 14 respecte les propriétés-dages.

Théoréme 5 :Le produit cartésien d’'uné-G-carte par uné-G-carte est unék + [)-G-carte.

Preuve.SoientG* = (B*, ok, ...,aF) etG! = (B!, dl, ..., al) deuxG-cartes de dimensions respectives
ketl. SoitGH ! = G* @ G! = (BM, o™, ..., o 1]). Soienty® € B, bl € B et
phtl = ((bk,ll), (bl,Jk)) e G+, avecl; = ig41..-tk+1 €I = Jig1---Jit+k-

G**! est ungk + 1)-G-carte car les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

1. B¥*! est un ensemble fini de brins :
B* et B! sont des ensembles finis de brins, contenant respectiveiiénet | B!| brins. Chaque
couple de bringb*, b') € B* x B! généreC},, brins ((b*, 1), (', Ji)) caractérisés par les suites
I, et J;.. Donc I'ensemble3**! des brins créés p&@* © G' contient un nombre fini de brins, égal a
\Bk|*|Bk|*C}§+l. u

2. Pour toutp, 0 < p < k + 1, af ™" est une involution suB**" :
Par définition desG-cartes, les opérateurst de G* (0 < p < k) et les opérateurs, (0 <
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p < ) de G' sont des involutions. Sot**! = ((v*, 1), (b', Ji.)). Nous distinguons les cas suiv-
ants (cf. Déf. 14) :

(@) Sip=0,p=k+lousip—1etpsontdans la méme suite d’entigfou Jy, b*ak+! peut
s'écrire : ((bFaf, 1y), (b, Jx)) ou ((b*, 1), (b'al, Ji)) pour une certaine valeur de Dans
tous ces cas, les suites d’entidyset J, ne sont pas modifiées pot#™! et bk t'ak+!. Par
conséquent]; et.J, ne sont pas modifiées en appliquafit’ une seconde fois, &t/ (af+!)?
s'écrit alors((b* (af)?, 1y), (b', Jx)) ou ((b%, I;), (b (al)?, Ji)), donch* (afh)? = pF+,

(b) Sip— 1 etp sont dans des suites d’entiers différentes, appliggjet surb*** échange — 1

et p dansi; et J;. Appliquera’;“ une seconde fois échange de nouvgad 1 et p, donc
bk+l(ak+l)2 = pr+l n
» .

3. Pourtousp,q,0 <p <p+2<q<k+I a'al™ estune involution suB** :
Soientb* ! = ((b*, ), (b', Ji)) et les opérateurs ™' et ak*!. Les cas suivants se présentent (les
autres cas se déduisent par symétrie) :

(@) tFtlagtlaltt = ((bFafkak, 1), (b, Jx)) pour une certaine valeur dé et ¢’ : les entiers
p—1,p, ¢ — 1 etq appartiennent &, (cf.Déf. 14.3).
a’;, etaj sont des involutions par hypothése. Montrons gue p’ + 2 < ¢'.
Posong’ = p— h, etq’ = g — hy. h, (resp.h,) est égal au nombre d’entiers diestrictement
inférieurs dp (resp.g — 1), donch, = hy, + w, olw = |{iyy € I; tel quep < ipy < ¢ — 1}|.
Orw<gq—p+2,donchy < h,+q—p+2<p—h,+2<q—hy<p +2<q :akak,
est une involution, dont* ™ (ak okt = ((b* (o, ok)2, 1)), (', Ji)) = bFH.

(b) Ftlaftialtt = ((Fay,, Ih), (V'al,, Ji)). oy, etal, sont des involutions, donc

Dok ok )2 = (0 (ol )2 1), (0 ()2, Jy)) = R

() bFtlagtlaltt = ((bFag,, I)), (b, J;)). I} et.J;, sont les suites pour lesquelles on a échangé
les valeurs; — 1 etq dansl; et.J, : " (aptlak+h)? = (b5 (k)2 1), (b, Ji)) = bFHL.

(d) pEtlaktialtt = (0%, 1)), (b, J})) : p — 1 etp sont dans des suitdset J,, différentes (idem
pourq — 1 etg). L'application deaf*'af*! échange — 1 etp d'une part, et; — 1 etq d'autre
part dans les suites considérées, dgiic (af ' ak+1)2=pk+l, [

La figure 5.17 représente un exemple de produit cartésien entte@rearteG? et unel-G-carte
G, résultant en ung-G-carteG>.

Un résultat important découle de la définition du produit cartésierCdeartes : ce dernier
préserve |'équivalence entre quasi-variétés cellulair€s-edartes, comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 6 :SoientS = (K, (d;),v) etT = (L, (d;),v') deux quasi-variétés cellulaires de
dimensions respectivéset/, et soientG* = (B*, af, ..., af) etG! = (B!, dl, ..., al) les
G-cartes équivalentes.

La (k + 1)-G-carteG**! = G* @ G! est équivalente & la quasi-variété cellulaiie= S ® T,
de dimensiork + [ .

Preuve.Nous avons déja montré que :
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FIG. 5.17 :Produit cartésien de G-cartes.
G? (resp.G') est une2-G-carte (respl-G-carte) o les bring?, ..., b2 (resp.b} etbl) sont des points fixes
sura3 (resp.ai); ces involutions ne sont pas représentées. Les invokuiph'? (resp.ai °42) sont
représentées par des pointillés (resp. un trait pleing-GacarteG? issue dez? ® G'.
((b%, 0), (b(1)7 12))&% = ((b%7 0), (b()a(]ﬂ 2)), ((b(2)7 0), (b(l)ﬂ 12))0411)) = ((bg7 1), (b(1)> 02)),
((b%, O>7 (bOa 12))0[2 ((b%a%a 0)7 (b(l)a 12)) et
((b3,0), (b}, 12))ad = ((b3a3,0), (b}, 12)) = (83,0, (b}, 12)).
Les involutionsa3 sont représentées par des paires de traits pleins.
Tous les brins dé&* sont des points fixes sas, qui ne sont pas représentées.

1. Le produit cartésiei’* @ G* est ungk + 1)-G-carte (cf. Théoréme 5).

2. Tout(k'+1')-simplexes*' 1" delU est principal si et seulement si il existe deux simplexeasgipaux
™+ etu!” deS etT respectivement, tels que’ t!' ¢ 7+ @, i (cf.théoréme 3)U est une quasi-
variété cellulaire, donc les seuls simplexes principaut/dsont les simplexes de dimensiént |
(tous les autres simplexes sont faces de ces simplexegyaixg.

3. Le produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciaménatés est un ensemble semi-simplicial
numeéroté (cf. théoreme 4).

Montrons qu'il existe une bijection” entre les brins d&**! et les(k + [)-simplexes de
U= (M, (d),v").

1. G* est équivalente &, donc il existe une bijection : U;_q

— Vho, .. hj € [0, K] {000\ fho, ks (0F)} LA

= o{Opmn 0, O = 6O 0 i (o s
Yok € BE,Vj,p € [0,k], Y ho, ... h; € [0,k];

= V(3o (py (07)) = p, VVF € B,

,,,,,

2. G' est équivalente & : on définit une bijectior’ : Uj=o,..., kBl- — L7 de maniére identique &
Soientt* € B*, b € Bl ett*+! € B¥*ltels queb*+! = ((v*, 1)), (b, Ji.)) avecl; = ijy1...ix4; €L
T = Ji41---Jitk-
Soit¢” : U wBFtt — M7 une bijection définie par :

.....
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¢"(OO*) = " (", L), (), k)
= ((e(O®"), 1), (' (O(1Y)), k)
ol ¢({)(b*)) est lek-simplexe deS équivalent &*, et¢’(()(b')) le I-simplexe del’ équivalent &' ;

remarquons que lgg + [)-simplexes résultant de I'application @é sur un brin deB*+! sont
numeérotégo...k + I].

3. On étendp” ala dimensiork + [ — 1 de la maniéere suivante :
Vp € [0,k +1,Vok+ € BEFL: (akthy(phtt) & pphti-t

avecd” ((H(B*))dy = ¢"((apt)(5H)).
Montrons quep” est une bijection dén+!)(b**) surM*+1=1 pour toutp € [k + 1] :

(@) Soitt**! ¢ B**!tel queb*t! = ((b*, I;), (b', Jp)).
Montrons quep” est une application bien définie.
SibFtlaftt = p*FL, ¢ est bien définie; sinon, il faut montrer qgé (() ("ol ™))dy =
#" (()b*+1)dj. Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se détipa symétrie :
bt si0 e I, Pk = (b7, 1), (e, Jy)) (cf. Déf. 14.2).

donce” () (b*ag™))dg = ¢"(()((0*, 1), (B'ap, Ji)))dg
= ((e(O ")), 1), (¢' (O (V' ax§), Jr))dg
= ((@(Q (M), in42 = Lovingr — 1), (¢ (O ag))d, G141 — Lofign — 1))
= (@) in2 = Lok — 1), (¢ (O () dp, jiwr — Lfier — 1))
= ¢"((O((0%, 1), (0%, Ji)dg = ¢" ((H(6*+1))dg.

—aft1<p<k+1:

i. Sip—1,p e I, bFHaft © (v, 1), (Vo al_,.Ji)), avech tel quej;n, < p—1et
Ji+h+1 > D (Cf Déf. 144)
En suivant le méme raisonnement que p@@fl, et en utilisant le fait que
(¢ (OB )y Ji) = (' (O (B at))d,,_y, i), on déduit que
k+1 . k+1 — k+1
¢ (OO ap™))dy = ¢ (b)) dy.

ii. Sip—1€1etpc J,

" (OOFH kD)l = ¢ () (0 k1D — Linsewsingn)s (B Giga o Beocien)) i
aveciy = p etjy = p — 1 (cf. Déf. 14.3).

Donc¢” (() (b ak+ly)dy
= ((S(() (V")) i1 — Ligrocita), (& (O(BN)), Gt oo Peo- i)l
_ ( (p(()(b )) U1 — 101 — Loy — 1), )
(@' (YY), Jigr--Jv—1jr41 — Lofign — 1)
= (SO (0")), i 1wt Poviteg), (& (), G D — L)y
aVECik/ =p— l,jl/ =p
= ¢" ()%, 1), (0%, Jx)))dyy = & (() (b5 +1))dyy
— ot Siipp = k+ 1, 0P af T = (08, 1), (b'al, Ji)) (cf. Déf. 14.5).

On montre de la méme maniére, en utilisant I'égapt) (b'al, Ji.))d) = ¢’ ({) (b*, Ji.))d],
queg” (() (0" oy ))dy = ¢ () (") d)L . -
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(b) ¢ est surjective :
Soit o# =1 € M**HI=1 Tout (k + I — 1)-simplexe est face d’ufk + )-simplexe, donc il
existep € [0,k 4[] eto™ ™ € M** tel quec**t'd) = o**'~1. De plus,¢” est surjective de
()(b*+1) sur M*+, donc il existeb™ ! € BEF! tel quest ! = ¢ (()(bFF1)).

Doncak -1 = gk = g7/ () (0 )dy = ¢ (¥ (H+). .

(c) ¢" estinjective :
Remarquons quep,q € [0,k + 1], Vb 05T € BEL p £ g = ¢"((akH)(b7T)) #
¢" ((ak*1) (b511)), du fait de la numérotation des simplexes. Solgiit, b5t € B+ (by+!
bg—H), blf,bg S Bk, bll,bé S Bl, I = Tht1.- Lkt Jp = Ji+1---Ji+k> Il/ = i;€+1...i;€+l et
Jp = j{+1---jz'+k tels queby ™ = ((bf, 1), (b}, J)), 5T = (b5, 1)), (bh, J})).
SOie“tﬁ , 75 € K" etuq, pb € L' tels queﬁ“(@(b’f“)) ((7F, 1), (uh, Ji)) et (O (b57))
= (74, 1)), (b, J}.)). Soitp € [0,k + 1] tel que

" ({ap ™) (01™) = ¢"({ag ™) (05™)) = " (OFT)dy = ¢"(((05™"))dy
& ((r, 1), (uszc))d” = (72, 1)), (nh, ) )y
= (1), (" 1)

en nOtant[lI// == i;cl'-i-l Zk’—‘rl' etJ ;= jl/+1 jl/{—!—k/
Nous distinguons deux cas principaux (les autres cas sesgédpar symétrie) :

p — 1 etp appartiennent a la méme sufteou Jy.

Par exemple 35 1,pe Ji, k' =k—1etl’ =1,doncy! = 1} etil existep—h € [0, k]
tel quer® = 7¥d,_,. De plus,p — 1,p € J;, sinon les égalités’ = k — 1 et!’ = [ ne
seraient pas vérifiées ; par conséquént I, J;, = Ji, pl' = pb et = 75d, ;.

A. Par hypothéserf = ¢(()(b})) ety = o(()(b5)), doncrid,—p = d((aj_,)(b7))
etrid, _, = ¢(< ak_,)(bh)). Pour touth® € B*, ¢ est injective dea:_ )(b’“) sur
KM, donc(ag_, ) (07) = (ap_, ) (05)

?'(

B. u =& (()(8})) etul = ¢'(()(by)), doncu} = ub, = b} = b}, carg’ estinjective de
()(b") surL! pour toutd’ € L.
DYt £ bEL b = bh, I = 1] etJ, = J = b} # b5. De plus,(af_,)(bf) =
(ak_,)(b5) = bEak_, = b, donc, d’aprés la définition 14.4 ™« k“ =
(apth(O7H) = (apt (5.

ii. p—1etpappartiennent a deux suites différentes.
Par exemplep — 1 € [y etp € J, :alorsk’ = k—1letl =1 —1,7F = 7F = 7¥ et
p' = pb = pb, donchk = bk etb) = bh. Par hypotheésel¥ ™! # vi*! doncl; # I
etJy # Jj :Mégalité (v, 1), (uh, Jx))dy = ((5,1]), (b, J;))d; est conservée si et
seulement sIl’ = ik+1...p — ]-pwik—&-l etJ,; = jl+1...p — 1§---jl+k-
Doncti Mokt = bit = (k) (b)) = (ak ) (b5T). |

4. Nous étendons maintenapt de la méme maniéere pour toutes les dimensions compriseskestr
[ — 2 et0 par récurrence, dans le sens décroissant des dimensions.

Supposons que’ a été définie de la dimensidn+ [ & la dimensiory ; en particulier, pour la
dimensionj, nous notonst*+! la séquence d’involutions définie par :

(AR O = 0o k1) {hos sy, hy} OFTD), VO € BE W ho, . by € [0,k +1]
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¢" est une bijection déA* ') (b +!) surM7. Notons(A%*) (b¥+!) la séquence d'involutions
Otk o, ”_h,_}(b’“rl). On étendy’” a la dimensiory — 1 par :
(AR (D) &5 NI Y+ € BRH Y ho, by € [0,k + 1]
¢" (AR (M) dy = ¢ ((AM, ag P (09H)) = ¢ ((AFT) (05 H) Vp € [0,k +1].

(a) ¢ est bien définie a la dimensign- 1 :
Il faut montrer quey b5 € (AR (b7F), ¢ ((ARFY) (b5 1)) = ¢ ((AE+) (D).

i SibhTh e (AR (BT, b5 € (AR (b7 ) pour toutp € [0,k + 1.
¢ (AR (DETY) = ¢ ((AR+H) (bFT!)) par hypothése de récurrence, donc

¢ (A1) (b5 1)) dl = ¢ (A1) (b H))dl pour toutp € [0,k + 1] .

ii. Sivst ¢ (AL (BT, bhT e (AR (OF ) < 35T BT € BE tels quebi Tt €
(AR ), 0y e (AR (057 etds gt = oyt
Les égalitéss” ((ALT) (b5™)) = ¢ ((A) (01H)) ete” ((AFT) (B3)) =
" ((Ak+1) (b511)) sont vérifiées (cf. cas précédent).

D5Hal ™ = B o (akt)(B5H) = (b PO = ¢ ((af T (B5T)) =

¢" ((ak+1) (b)) car¢” estinjective a la dimensioh + 1.

¢" ((ag ) (b5T))dy = ¢ (™) (b3 ™)) dy pour toutg € {0,k + 1} — {p}, donc

¢ ((ak+! a1y (b5H)) = ¢ ((ak+!, k) (b)) par hypotheése de récurrence. En réitérant
ce processus, on en déduit gul&( (AL (b5T1)) = ¢ ((AE+) (b 1)), donc

¢" ((AETH(BYH) = ¢ ((AFTH (b57). u

(b) ¢" est surjective :
Il faut montrer quer o=t € M=, 3{hy,, ..., hp, } C {0, ...,k + 1} etb* ! € Bk tels que
{hos ooy By ooy hi Y0 s o By = 0,m = kHl4+1—jetod ! = ¢“(<a’;p+f, e ap ) (0FH),
Soit 07 € M. Par hypothése de récurrence, il existe™! ¢ M!, une suite décroissante
d’opérateurs de bord!, ...d/, telle ques? = oFtldy, ../, ,etb*t! € BFtltels que
K+l R P R
oM = ¢ () () etod ™ = ¢ (ol ) ().
) ) 41 k41
Soito/~! € M7~ Tout(j — 1)-simplexe est face d'ugi-simplexe, donc il existe” (0 <
p p i
p < j)tel quec? ™! = o’dy. On pose) ., = hy,, ....h p = hyp,,_, €LHS, | = h, :alors

J—=1 _ _k+lgn 1" 1" = kL g 11 J=1 _ 1 k+1 k+1 k+1
o7t =o"dy, "'dhg.“dp o dh; l...dh3+l¢>a =¢ (<ahp1,...,ozhpm>(b ). |

k+1 +

(c) ¢ estinjective :

Montrons queg” ((A5H)(b*1)) = ¢ ((AFT)(51) = (AFHH(EFT) = (AET)(B5™)

Vot pEtl ¢ BEHL Par définition,

¢"((AFFH (D) = ¢ ((AET) (05T)) & ¢ ((AFF) () dy = ¢ ((ARF) (b5, -

— Si ¢/ ((AFFH (W) = ¢/ ((AF+1) (b5T)), alors, par hypothése de récurrence,

(AR BT = (AR (0577), done(Ap ™) (1) = (AFF) (b57).

— Sinon, il existeby ™ € (AR (5T, pETE € (AR (05T ety € {ho, ..., hy, . by} tels
quebs okt = b (U est une quasi-variété cellulaire). En reprenant le raisoremt util-
isé a la dimensiok + [ — 1, on déduit que’ = p, et donc(ak*!) (b5*!) = (o +) (b)) =
(A (B5T) = (AETH (5 = (AFFH (BT = (AET) (05™). u



160 CHAPITRE 5. PRODUIT CARTESIEN DE STRUCTURES SIMPLICIALESEELLULAIRES

5.3.1.5 Algorithme de construction

L'algorithme 2 se déduit directement de celui décrit pour les ensemblessgapiiciaux. Plus

précisément, soier@* = (B*,af,...,ak) etG! = (B',dl, ..., al) deuxG-cartes de dimen-
sions respectivelsetl, et soitG** = (BEH of ! . aftl) = GF@ G Les brins résultants du

produit cartésien de deux brins particuliefgard} sont de la formé(b¥, 1)), (b}, J;)), en posant

I} = ijpq.mipgs €8T = jig1...510%- ON accéde aux brins d&*+! en utilisant une unique matrice
bidimensionnelleM at (Fig. 5.18a), ol chaque ligne correspond a un bfile B*, et chaque
colonne correspond a un bréh de B! (une double boucle sur les brins & et de B! suffit pour
créer Mat). Chaque élément d&/at est un tableau unidimensionn&l at[b¥][6!] contenant les
Cf, brins((b}, 1;), (b, Ji,)) (Fig. 5.18b). Ces brins sont stockés en ordre lexicographiqu# sur
(N.B. : on utilise un tableau unidimensionnel, car la donnég définit.J, = [0,k + 1 — 1 — I}]).

En se référant a la définition 14, I'application de I'opératefit’ (0 < p < k + I) sur un brin
(b}, 1), (b}, Jx)) résulte en un autre brig(bs, I/), (b4, J;)) de G**, qui prend 'une des formes
suivantes ((bfa, Ip), (b5, Jx)), ((bF, 1), (biady, Jk)) ou ((bF, I7), (b}, J1.)), pour une certaine
valeur dep’ (de nouveau)/;, se déduit dd).

On utilise une uniqueable de correspondanc@'C, pour déterminer quels sont les brins reliés
par les involutionsy®™ (Fig. 5.18c). Concrétemenf;C est un tableau bidimensionnel

lignes etk + [ + 1 colonnes : chaque ligne correspond a une séquénax chaque colonne
correspond & une involutio™, 0 < p < k + 1. La valeur retournée pafC|[I;][p] est un triplet

(p' ou—,p" ou—,I]). Les deux premiers termes de ce triplet permettent de déterminer, pour tout
couple de bringb¥, bt ) de Mat[b¥][b], quel est le tablead/ at[b5][b], et le troisiéme terme (la
suite I]) permet d'identifier le brin((b5, 1)), (b5, J;)) & lintérieur de M at[b§][b}] (Fig. 5.18d).
Notons qu'il suffit de connaitre les valeurs et pour définir la table de correspondaric€’

sans se soucier du nombre de bringtfeet G! : T'C' est donc construite une fois pour toutes avant
d’entamer la création des brins @&+

L’Algorithme 2 reprend les différentes étapes de la constructiai'dé, en supposant la table
de correspondance déja construite. Cet algorithme est optimal en nombéeadions de création,
puisque le nombre de brins créés est égal au nombre de brins(éleHd)-G-carte résultante
(i.e.| B = |B¥|«|B!|« C},), et que la définition dek+ [ + 1 opérateurs:*™ pour un brin de
BF+l se fait en temps constant. Plus précisément, dés qu'uf®kin;), (b, Jx)) de Mat[b%][b}]
vient d'étre créé, on accéde ViaC' a son image pant™ ((b5,1)), (b}, J;)) appartenant & un
certain tableauV/at[bk][b}]. Si les brins deMat[b’*][b"] n’ont pas encore été créés, on attend
que Mat[b5][bh] soit construit, puis on définit l'image débs, 1)), (b}, J;)) parai™, i.e. le brin
(0%, 1y), (b}, Jx)). La complexité totale de I'algorithme est donceiik + 1 + 1) * |B¥*)).
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Algorithme 2 : Construction d&x*+! = G* ® G'.

CréerM at contenantB*| lignes et| B!| colonnes;
Pour tous les bring} correspondants aux lignes dd at Faire
Pour tous les bring! correspondants aux colonnes 8éat Faire
Créer Matp¥)[bt] = {((o%, ), (", Jx))} par énumérations successives des
suitesl;;
/* Définition des involutiongyy . */
Pour chaque suitd; de M at[b}][b}] Faire
Pour p € [0, k + [] Faire
Récupérefp’ ou—, p” ou—, I]) dans la table de correspondaric€', en
fonction del;;
Déduire la suiteJ] a partir del] ;
Soit ((bgv Il,>7 (bl2’ ‘]l/c)) = ((blfalgfv Il)7 (bllv Jk))’ ((blfv Il)v (bllaé;"a Jk)) ou
((0F, 1)), (b5, J3);
Si Mat[bk][b,] a déja été construiflors
| Poser((by, 1), (b, Ji.))apt —((b5, I}), (b, J},)) et réciproquement ;

(b, 10), (b5, Jr)) {malstt —=((65, 17), (b5, ;) ?

b) Mat[b"][b']

((kak,, 1), (8}, Ji) —.
(o ou~p” ou- ;) % (o}, 1), (Vial, i) 7 (b5, 17), (b, J3))
((OF, 1), (b, JR))

c) Table de correspondance d) Mat[b™*][p")

FIG. 5.18 :Etapes de la construction d&* ! = G* ® G'.
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5.3.2 Cartes orientées de dimension

Les cartes orientés de dimensiofoun-cartes) permettent de modéliser la topologie de quasi-
variétés cellulaires orientées sans bords ([Lie94]). Il est utile deidé&improduit cartésien de
n-cartes, car ces derniéres représentent (aveg-Bscartes et les chaines de cartes) un échan-
tillon représentatif de I'ensemble des structures cellulaires. Nous présetitbord les notions
nécessaires a la définition du produit cartésiemdmrtes, qui s’appuie sur le produit cartésien
desn-G-cartes et sur les relations entiecartes et-G-cartes. Puis nous donnons la définition
formelle du produit cartésien descartes et I'algorithme de construction correspondant.

5.3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 15 : Soitn > 0. Unen-carte est urin + 1)-upletM™ = (B", 3¢, 85 ..., B5)
tel que (Fig. 5.19a) :
— B™ est un ensemble fini de brins;;
- B7, B%..., B sont des permutations sB” telles que :
—pour2 < k < n, ;! est une involution suB™ ;
—pourl <k <k+2<1<n,B3;5"estune involution.
Lan-carte inversede M™ estM"™? = (B"?, (61)~1, B5..., B7), oli¢ est une bijectiorB”
vers B (Fig. 5.19b).

b2 —@ 2 *—0
’ ¥ Doy p2 g 82 \bw’ o Tb2? \ bt
Lg K ﬁbfi %
b
Higate T s o0 v
2 / ﬁﬁs { 2\. 2¢./ Tf‘” ?g .\.
by X A/b17 b LR /vbfﬁ
\//b'%/bg \ A/fﬁ/bgd’
b? b3?
a) M? b) M2

FIG. 5.19 : Une2-carte M? = (B2, 37, 32) (a) et sa2-carte inverseM 2? = (B2?,(32)~1, 32) (b).
Chaque carte représente une quasi-variété cellulairetégele dimensio. A chaque brirb; de B2
correspond un brit, de B2¢. La permutation3? (resp.(3?) ') est symbolisée par des fléches.
Linvolution 37 est représentée par deux traits pleins joignant les brins.

On peut établir une correspondance entrenl€s-cartes et les-cartes :
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Théoréme 7 [Lie94] :Soit lan-G-carteG" = (B", af, ..., a)'), avecn > 0.
OG"™ = (B", ojall, afay, ..., afa)) est unen-carte, appelée-carte de I'orientabilité de
G"™, telle que :

—OG™ a au plus deux composantes connexes;

—si G™ est ouverte, alor®G" a exactement une composante connexe;;

—si G" est fermée, et DG™ a exactement deux composantes connéxegset C'C,, alors
C (4 estisomorphe a la-carte inverse d€’C,. Réciproguement, étant données deux
n-cartesM{* et M7, telles queM | est isomorphe a la-carte inverse dé/2, il est pos-
sible de construire une-G-carte fermée;", telle que lan-carte de I'orientabilité de™
a exactement deux composantes connexes, isomorpgié¢se M.

La définition de I'orientabilité des G-cartes est basée sur le théoreme 7.

Définition 16 [Lie94] : Unen-G-carteG™ estorientable(resp.non orientablg si et seule-
ment si san-carte de I'orientabilité) G™ a deux composantes connexes (resp. une seule [com-
posante connexe).

[Lie94] propose la méthode suivante pour construire-la-carte associée a umecarte :
Soit lak-carteM* = (B*, 5%, ..., BF). On lui associe sk-carte invers@/*® = (B*, 5/, ... 37?)
par la bijectionp : B¥ — B*% telle que, en notatt® = b*¢ :

— Yk € Bk, (bhpEg) = bhe(BF4)1;

— Vi > 1, (0F8F) g = bRopre.

La k-G-carteG* = (B* = B¥ U B af, ..., aF) associée a/* et M*¢ est définie par :

— of/B* = ¢, af /B*¢ = ¢71;
—Vi>0,aF/BF = ¢, ok /BRSO = -1 F, .

La figure 5.20 illustre cette méthode en représentazi@acarteG? = (B2, a3, o}, a3) associée
ala2-carteM? = (B?, 52, 52) de la figure 5.19 et a shcarte inverse/%? = (B%? (32)71, 32).
Par constructionB2 = B2 U B%? et, a chaque brit? € B, on associe les brins images3 =
b2, bPat = b6 7 eth’ad = b2¢33.

Le Théoreme 7 permet de proposer une définition constructive duipoadi€sien de cartes a
partir du produit cartésien dé€xcartes, en suivant les étapes ci-dessous :

1. Etant donnée unk-carte connexé/* = (B*,gF,...,3F), on définit sak-carte inverse
M*?, puis I'on construit la&-G-carteG* = (B af, ..., aF) associée a/*. On procéde
de méme pour définir I&G-carte G! = (B™,al,...,al) associée a la-carte M! =
(BLA, ..., 8.

2. On génere 1§k + 1)-G-carteG*H! = Gk @ G! = (BM!*,of ™, ... afth);

3. A partir deG**!, on détermine les deux composantes connexes @e-al)-carte de I'ori-
entabilité deG**, et la(k + [)-carte M **! correspondant au produit cartésien/dé par
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FIG. 5.20 :2-G-carteG? = (B2, ad, a2, a3 construite a partir deg-carte M? et M2 de la figure 5.19.
Les involutionsa? (0 < p < 2) deG? sont définies en fonction dg 37 et 3.

Par exempleh3ad = bj¢ = bi?, b3a3 = bj¢B? = b2? etbial = b3¢F3 = b3

M' est définie en fonction daine de ces composantes connexes (le choix de la composante
connexe sera explicité lors de la description du produit cartésieG-dastes).

Cette maniére de procéder n’est bien sdr pas optimale, dans la mesurendcedisite, a partir
des cartes initialed/* et A/¢, d'utiliser explicitement de§-cartes pour créer la carfe*+!. Nous
allons donc proposer un algorithme efficace de créatialéié!, mais il faut au préalable prouver
que la méthode de construction 8"+ est correcte, i.e. que le produit cartésien de deux cartes
est une carte. Nous allons utiliser les propriétés suGleartes énoncées dans le théoreme 8 pour
définir le produit cartésien de cartes.

Théoréme 8 :SoientG* = (B, ok, ... af) etG! = (B!, al, ..., al) deuxG-cartes de
dimensions respectivéseti. SoitG*+! = GF @ G! = (B, ag™,... of1]) 1 alors

1. G* et G! sont fermées si et seulemen&dit! est fermée.
2. G* et G! sont connexes si et seulement4it! est connexe.
3. G* et G! sont orientables si et seulement®i*! est orientable.

Preuves.

1. G* etG' sont fermées si et seulementdit! est fermée :

Supposons:* etG! fermées, i.eb*af # b* V¥ € B¥,Vp,0 < p < k (idem pour les bring' de
B'). Soient les bring* € B*, b € B! etbk*! € B** tels queb* ! = ((b%, I}), (b, Jx)).

Par définition du produit cartésien @ecartesp**'af*! (0 < p < k + I) peut s’écrire sous I'une
des formes suivantes({b*ak,, I,), (b', Ji)), (0%, 1), (bl Ji)) ou ((bF, 1), (b', J;)) pour une
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certaine valeur dg’ etp”. Par conséquent/*'aft! # b carbFar, # b* dans le premier cas,
blal,, # bt dans le deuxieme, €f # I, et J;, # J; dans le demier cas.

Réciproquement, supposofé*! fermée etz* ouverte, i.e3p’ € [0, k] etb” € B tel quebFalk, =
b*. Montrons qu'il existep € [0,k + [] tel queG**! est ouverte sun’*!. Soientt! € B’ et
bEtl € BEtltels quebt = ((b%, 1), (b', Jp)) :

(@) sip’ = 0,0nposep = 0 : b *lal™ = ((bFak, 1), (W, Jk)) = ((b*, 1), (b, Jx)) pour toutes
les suited; et Jj, telles qued € Jj, (cf. Déf. 14.2), donex** est ouverte sunf
Pourp’ = k, on posep = k + [ et on montre de la méme maniére g€ est fermée sunt
pour toutes les suites et J telles quek + 1 — 1 € Ji (Déf. 14.5);

(b) si1 < p’ <k — 1, on peut construire une suifg = iy 1...ix4; telle que, pour touty, € I,
i > p’ (éventuellement, ' = k — 1, alorsI; = kk + 1...k + 1 — 1). Il suffit de poser
p=p OFHaft = ((bFak,, 1)), (b, Jy)) (cf. Déf. 14.3), donez**! est ouverte sur; ™. m

2. G* et G sont connexes si et seulemen&&it! est connexe :

Supposon&™* et G! connexes, et soient deux bribfs™ etb5™ de B¥t! tels quebt ! =
((BF, 1), (B, k), b5 = (b5, 1)), (bh, J})) etby ™! # b5+,

(a) Siby = bvh etd) = b, alors(I;, Ji) # (I],J}). |l existe une séquencel ... art telle
quebi okt ak+l = 5T en effet, la double suitgl;, J;) se déduit de1;, Jk) par une
séquence d’échangeshaque échange de deux valeuetp — 1 entre les termes d’une double
suite correspondant a I'application d’une involutimgﬁﬁl, pour0 < p < k+1—1 (cf. Déf. 14.4
et Fig. 5.21). Par exemple, I'échange des plus petites rsjeet p — 1 entre les suites de
(ifgr P Uy Jiyr ---p—1...j/,,) @apourrésultatladouble suitg,_ , ...p—1...i},,
Jig1---P---Jie)- Il €st donc possible, a partir de toute double siite /), d’obtenir la
double suite canoniqu® ...l —1,1...l1+k—1) par une suite de tels échanges; puis, a partir
de(0...1—1,1...1+k—1), on obtientI], J;) avec une nouvelle séquence d’échangs.
est donc le résultat d’'une composition d'involutions appéies sub’f“.

(b) Si (b7, b)) # (b5,bh), supposons) = b} et soitp’ € [0, k] tel quebial, = b5. Montrons que
pour toute double suitel;, Ji), il existepy, ..., pq € [0,k + ] et la double suit¢l;], J;) tels
que((b*a®, Iy), (b, Jx)) = (0%, 1)), (b', J},))aft..al* pour toush”, b'.

— Sip’ = 0,0ubien € Jg, etdong((b*af, 1)), (B, Jx)) = ((b*, L), (', Jp) )l T (cf. Déf. 14.2
); ou bien0 € I;, et on procéde a urequence d'échange&ntiers entrd; et J;, jusqu’a
obtenir une double suitd], J;,) telle que0 € J;. Cette séquence d’échanges se traduit par
Iapplication d’une séquence d'involutions; ..ok sur ((bFag, 1), (b', Ji)). On peut
alors écrirg((b*ak, ), (b, Jy)) =
((BFaf, 1)), (B, Jp) ekt okt = (%, 1)), (b, J;))ag T alk+t . .ak+! (Pordre d’applica-
tion des involutions est inverse).

Le raisonnement est identiquepdi= & : ou bienk +1 — 1 € Ji, et((bkaf, 1)), (b, Ji)) =
(0%, 1), (b, Ji))ay t] (cf. Déf. 14.5); ou bierk +1—1 € I, et on recourt & une séquence
d’échanges d'entiers (correspondant & une séquefick..af ') pour obtenir le couple
(I}, Jy,) telquek + 1 — 1 € Jj.

Par consequen@(bkak, 1), (0, Ji)) = (b5, 1)), (b, Jp)) o Hakdt ok,

— Si0 < p < k-1, nous avons vu dans la démonstration de la premiére parte de
théoreme que pour toute valeur gle on peut construire une suifg¢ = 4;_,...7; , telle

que, pour tout,, € I/, i, > p’; il suffit de poserJ, = [0,k +  — 1] — I] pour que
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| 0 0o, 1.
//’ /// /// /// 1 : 2
K L7 y . . v.2,| 3. . v_3 .
6// // // // // 4 4
o N g . , , v 5. , v 5.
af  af a8 af o’
a) Tableau pouk = 4 etl = 2 b) Séquenc¢0235, 14) c) Séquencé0135,24)
3 34 4
_______ \ 4 v 4, oY
s S e
. v.S5, .Y , \ 4
af ag a§
d) Séquenc¢0125, 34) e) Séquencéd124, 35) f) Séquencé0123, 45)

FIG. 5.21 :Représentation graphique du passage @¢, I;), (b, Ji.)) a ((b*, 1)), (b, J;)) par échanges
d’entiers dand; et J,.
Les entiers dd; (resp. deJ;) sont symbolisés par une fleche horizontale (resp. veg)ica) On construit
un tableau & lignes et/ colonnes (icix = 2 etl = 4). Chaque brir{((v*, I,), (V', J;.)) est représenté par
un chemin distinct dans le tableau, pour un coupled’) donné. Les diagonales du tableau (en pointillés)
symbolisent les involution&’;“, pourl < p <k + 1 — 1. b) Le chemin symbolisant
((b*,0235), (b, 14)). c) Les fleches1” et “2” forment un “coude”, donc on échandest?2 :
((%,0235), (b!,14))al = ((b*,0135), (b!,24)).

d) Echange de et3: ((b*,0135), (b, 24))a$ = ((b*,0125), (b, 34)).

e) Echange dé et5 : ((b*,0125), (b, 34))al = ((b*,0124), (v', 35)).

f) Echange d& et4 : ((b*,0124), (b, 35))al = ((b*,0123), (b',45)).

Le couple(0123,45) est la double suite canonique.

régalité ((b"ak,, 1)), (', 7},)) =((b", 1)), (b', J,alst")) soit vérifiée, pour tous*® € B* et
bl e Bl
A partir du brin((b*ak,, I,), (6", Ji.)), on obtient le brin((b¥ o, I7), (0", J}))ak ok +!
par une séquence d’échanges d’entiers entre les suiesuell;,, > p’ pour touti,,, € I;.
Par conséquent(b*ar,, I,), (', Ji)) =((b*ay,, 1)), (b, Jp )y ap it =
(0%, 1)), (o', J)))ak ok okt

— Nous venons de démontrer qumur tous bring{ ' = ((bfak,, 1)), (b}, Jx)) etb5t! =
((b5,17), (bh, J},)) de B! (oubyak, = bh etd] = bh), il existe une séquence d'involu-
tions o+ _akH telle queby ™ = bhTlaltl alt | PuisqueG* et G! sont connexes, il

i 2 i i k l ! i
existe deux séquences d mvquuoaSm oo €tag ... telles que, pour tous brins

q
by, b5 de B* et tous brinsh}, b de B, bfay, ...ak = b5 etbhal ...al = bh. En
appliquant les étapes de la démonstration ci-dessus sunvaigtion afﬁu (0<i<r)ou
. S\ - . l

aj (0 < j < s) alafois, on conclut que, pour tous bribls™ = ((b%, 1), (b4, Jp)) et
5T = (05, 1)), (b, J})) de B, il existe une séquence d'involutiong*...a5+! telle
quebllﬁ—l — bl2f+lak+l ak+l

Po TTPn T

Réciproquement, montrons que®i™! est connexe, alor§* et G! sont connexes.

Supposong+* non connexe : il existe deux bring et b5 de G* tels quebiak, ..ok # b5 pour
toute séquence d'involutionsy, ...o%

my.*
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Soit ((bf, 1), (b', Jx)) un brin deG**!. Pour toute séquence d'involutiongt'...ak*7, il existe

deux séquences d'involutions;, ...af, etal ..ol telles que

((bF, ), (O, Je))agatt gt = (Vg .om, 1)), (Vag,...aq, J})). biag, ,...aq,  # b par hy-
pothése, mais le brif(b5, I)), (b'ol, ...al, . J}) € GFT, doncG**! n'est pas connexe : contradic-

tion avec I'hypothése. [

3. G* etG! sont orientables si et seulement®i*! est orientable :

Supposong* etG! orientables : on peut partitionnéf* en deux composantes connexes d’apres le
Théoreme 7, telles que deux briﬁsetb’“o/; (0 < p < k) appartiennent a des composantes connexes
distinctes, comme Tillustre la figure 5.20 (idem pour lembrdeG?).

— Echanger les valeugs — 1 et p entre deux suiteg; et .J, revient a appliquer I'involutiom’;“
sur un brin**+! = ((b*, I;), (b, Jx)) de B*+'. On appelledistance entre deux doubles suites
nombre d’échanges de valeurs consécutives a effectuemasser d’'une double suite a l'autre
(par exemple, dans la figure 5.21, le nombre d’échanges pesepdé€0235, 14) a la double suite
canoniqueg0123, 45) vaut4). La parité (+ ou —) p!/ d’'une double suitél;, .J;) est la parité de
la distance entre cette double suite et la double suite dgue((0...x — 1), (k...k +1—1)) :en
reprenant le méme exempl@235, 14) est donc de parité paire-{.

— Soient deux bring! ett! de B* et B'. CommeG* etG' sont orientables, on peut associer & cha-
cun de leurs brins une parité-(ou —), dénotant simplement la composante connexe de la carte
des orientations a Iaquelle ces brins appartiennent (peécuent, sit (resp.b) est de paritér,
alorsb]f k (resp.b) )est de parité-, et réciproquement).

Soientp" etpl les parltes respectives d@etbl La parité - ou—) d’un brinb**! = ((b%, 1), (8%, Ji))

de B¥*! est leproduit des parités¥, p} et p!”. Tout brin deG**! a donc une pariténique si

et seulement siZ* et G' sont orientables. Nous notorpg (resp.pTl) linverse de la paritép¥

(resp.p}).

Soitbs™ € Bkt etp € [0,k + ] tels quebs ! = byt ak+ = (05, 1)), (b, J})). La paritéph ™

deb5™! est définie par :

— p§+l (ph * p1 «p!7) sibh = bhak_,, avech tel queiyy < p—1e€tigini1 > p;

— p5 = (pf Pl xp!7) sivh =blal,_,, avech tel quejin < p—1etjiinys > p;

— phTh = (ph s pl % pI7) siby = by, b = b, etp— 1 etp Wappartiennent pas a laméme séquence
I; ou Jg.

— On déduit immédiatement que les parités de tous les bfilset b* o+ de B*(0 < p <
k + 1) sont opposées. Tout brin ayant une unique parité, on petitiganer G*+! en exactement
deux composantes connexes*+! est donc orientable.

Réciproquement, montrons quei*! est orientable, alor€* et G! sont orientables.

Supposoné?’f non orientable : alors il existe un brii € G* et une séquendenpaire d’'involutions
af ..af  telsquebiay ..af = bF.
- n=0:brak = bk Sment les suites croissantes d’entifirs= k...k+1—1letJ, =0..k— 1.

et .J, sont bien définies : il existé € G' tel que((v*, 1)), (b, jx)) € GF*L.
@ Si0 < pi < k, (0%, 1), (W, x)akit = ((bFak L), (8, jx)) (cf. Déf. 14.2 et14.3

Pl’
). OrbFa = b¥, donc il existe une mvolutmm’;jl telle que((b*, 1), (b', ji))oi Tt =
((b%, 1), (b, jx)) : GF*+l n’est pas orientable.

(b) Sip:1 = k, on construit les suites croissantes d’entrs- k —1...k+1—2etJ, =0..k —
2k +1—1 par échanges successifs d'entiers entre les suie/, définies ci-dessus, en ap-
pliquant la séquence d'involutiong ..o} ) _, surle brin((b*, 1), (', ji)) (cf. Déf. 14.4
). Alors
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((bkv Il)v (bl7jk))‘*’zﬁ“~-~a§ﬂf10/gﬂaﬁﬂf1---04’12+l = ((bkaza Il)? (bl’jk))
= ((0%, 1), (', )
Il'y a 21 + 1 involutions dans la séquence d'involutions appliquég@’a 1), (v', ji.)), donc
G**! nest pas orientable.
— Ce raisonnement s’étend directement a un quelconque eomipair d’involutions : a une in-
volution oy, appliquée &" correspond un nombre impair d'involutiong;™... ! . Donc au
nombre impair d'involutions de la séquenef ..o, . appliquées &" correspond un nombre

impair de séquences d’involutions appliquédstd, I;), (V', ji.)), d’oll le résultat. [

Les opérateurs} ™ (1 < p < k + 1) de la(k + I)-carte de I'orientabilité d&** s’expriment
en fonction des involutionsg™ et aftl. Soit "+ = ((o%, 1), (¥, J, € B*H)), avecl; =
Tpa1---Tkts €0 g = jro1..-Jirk. La définition 14 permet d’énumérer les cas suivants :

_ ﬂ{ﬁ-l _ alg—l—lalf—i—l :

1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3) :
si0,1 € I, "t = (08, 1), (Mahal, Jy))
(symétrique si0, 1 € Jp, B = ((BFafal, 1), (8, Ji))

2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) - R R
si0e [;etl e Jk,bk+lﬂf+l = ((bk,01...ik+l), (bl,01...jl+k))
(sym) si0 € Jy etl € I), bFHBF = (0%, 01...ix 1), (B, 01...514 1))

— Bt = a’é”a’é“ 2<p<k+l):

1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3) :
Si0,p—L,p € I, "Bt = (0%, 1), (tafal,_y,, Ji))
avech tel queji p < p—1etjiipi1 > p.
(sym) si0,p — 1,p € Ji, " H B+ = ((VFagalk_,,, 1), (0, Ji))
avech tel queig.n, < p — 1 etigipi1 > p.
2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) :
(si0,p—1e I etpe g, soithtelquejip, <p—1etjn >p:
DR BETL = (bF,igg1.p — 1p.ciigr), (B oy, Jig1p — 1P jign)
(sym)si0,p—1 € Ji etp € I, soith tel queig, <p—1etigipi1 >p:
PR BETL = (bFaf, ipg1.p — 1D-vigga), (O Giga 0 — 1pejigk)

3. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) :

si0,pe Ietp—1€ Ji, soithtelquej., <p—1letjipii>p:
DEHBEFE = (bF, igg1op — 1Peiigr), (B, Jig1op — 1pejign)

(sym) si0,p € Jietp — 1 € I}, soith tel queigp <p—1e€tigipi1 >p :
PEHBEFE = (bR af ipg1 .0 — 1p.cipga), (0 Giga 0 — 1P Jigk)

4. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3):

si0 e lietp—1,p € Ji, 0FH a5t = ((VFak_, 1), (Vo Ji))
avech tel queig.n, < p — 1 etixipi1 > p.

(Sym) Si Oap - 1ap € Jk7 bk_'_lﬁg—‘rl = ((bkalgﬂ Il)a (blai)fh’ Jk))
avech tel queji p, < p—1etjiipir > p.

4+l _ kel kL.
= By = Qg gy -
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1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.5) :

Si0,k+1—1€ I, 0Fpit = (b, 1)), (blaoal, Ji))
(sym)siO,k+1—1¢ Jk,bk”ﬁk“ ((Veakak, 1)), (', Jx))

2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.5) :
Si0€ etk +1—1¢€ Jp, bHartt = (Fak, 1)), (ab, Jy))
(sym)siO € Jy etk +1—1 € I, bFH M = ((braf, 1), (Vo Ji))

La définition du produit cartésien des cartes se déduit des notions gae/@aons de présenter.

5.3.2.2 Produit cartésien de:-cartes

Définition 17 : Soient les carte3/* = (B*, gf, ..., B) et M! = (B!, g, ..., 8}) de dimen-
sions respectivek et|.
Le produit cartésien dé/* par M!, noté M* © M!, est la carte de dimensidgn+
MEH = (B gEH Bt définie par :
— A chaque brirt* de B¥, on associgb*, +) et (b*, —), notésh® etb* (implicitement,
(b*,4) correspond &*, et (b*, —) correspond au brin associéadans la carte inverse)|
On utilise la méme notation pour les brins Bé
— Pour tout couple de bring*, b') de B* x B!, et pour chaque double suitg, .J;,), B**!
est 'ensemble des brir(gb*, I;, (V', Ji.)) (de parité paire) correspondants & 'ensemble
des triplets(b% , ', , (I}, Jx)+), (W%, by, (I, Ji) =), (b5, 6L, (I}, Jp)—) et
(0%, 6L, (11, Ji) 1)
Soito"*! € B¥ tel qued™' = (o, 1), (b, Ji)), o p* etp' sont les parités respecti
ves deb* etb! (p* et p! dénotent les parités inverses gleet p).
Pourl < p <k +1, 3} est définie par :

kit .
— g
(si Oa le Ilv bk+lﬁk+l ((bkkv Il) (b/lh Jk))
7.1 siph = b’ll =0, smonb’l =b (B!
' (sym)si0,1 ¢ T PRI = ((b'p’?mfl)y(bi)z Jk:)) :

siph = +,bfo’1 = bk Y, sinonb’p’zA— v (pr) !
Si0 € [ etl € Jy, By = ((0hy, 0ligpenip), (B ,,01yz+2 Ji+k));
(17.2) cara0 fait correspondr@b’ son image dans la— carte inverse da/’.
Si0 e Jretl € I, karlﬁk-H ((bI;k,OllkJrQ...ZkJrl), (bpl>01]l+2~--ﬂ+k))

\
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— Byt (2 <p <k +1): rappelons quésl,)~" = 3 pour toutl < p’ < ket(s),)"" =
AL, pour toutl < p/ < 1.
(si0,p—1,pe€ L, 0M = (00, 1), (V) k) -
sipt = +,b;f, = v B, sinonbgl = b (8L,
avech tel queji p, <p—1etjiipi1 > p.
(sym) siO,p—1,p € Ji, 0" G+ = (W%, 1), (b, Jk))
siph =+, b’p’z =iy, sinonb’p’ic = b (3,7,
avech tel queig., < p—1etixipi1 > p.
si0,p—1¢€ I etp € Jg,
DR gEH = ((bljk,ikﬂ---p/—\lp---ikﬂ)» (b4, Jig1p — 1P Jisk)

ol
(sym)0,p—1€ Jyetpe I,

(17.3)

(17.4)

R gt = ((b%, ikt1e--p — 1D igq), (bijz,jlﬂmp — 1p..jitk))

si0,pe etp—1¢€ J,
DBt = ((b];k,ikﬂ---p — 1p.ig+1), (bi)ﬁ, Jit1-p = 1p-gigk))
(17-5) 4 (sym)0,pe Jpetp—1€ I,

DB = (B — 1peiid), (Ol e = 1Pevin)

Si0 e Il etp - 17p € kabk+l/85+l = ((b/pika Il)7 (bi)Ta Jk)) :
Dok k _ pk(pk \—1 o k _ pk ak
Sipt = +, b;Tk =05 (B, ) smonb’Fk =018 4,
avech tel queig., < p — 1 etigipi > p.
(sym)si0 € J etp—1,p € I, bFHpi+h = ((b%v ), (b%, Jk))
Col L3l (al V=1 o 1 _ 1l gl
sip' =+, b;Tl =b_(8,_5) " smonb;T =08, 1,
avech tel quejiip, <p—1letjipii > p.

(17.6)

k+1 .
_ﬂk-s-l :

SI0,k+1—1€ I, 03T = (05, 1), (6, Ji))
sipl =+, b = b, 3], sinondl}, = b (5)) ",

(sym) siO,k +1— 1€ Jy B0 = (05, 1), (b, k) -
sipf =+, b/p]i = bk gk, sinonb;)’i = bk (BF) L.

(si0e fiethk+1—1¢ Jy, bFprt) = ((b’pik, ), (bi)T, Ji)) :
sipb =+, 0% = bk (8*),—1, sinonbk = bk f.

(sym)si0 € Jyetk+1—1¢€ I, bF*gi 1 = ((b’ka, I, (b;iw Jy
sipl = +,b;il =b- (BH1, sinonb’pil = g

(17.7)

(17.8)

Associer une parité a chaque brin, ou plutét associer a chaque brvupte¢b, +) et (b, —)
permet de manipuler I&-carte sous-jacente a une carte sans avoir besoin de la créer explititemen
Ceci nous permet d’obtenir un algorithme de construction optimal.



5.3. PRODUIT CARTESIEN DE STRUCTURES CELLULAIRES 171

5.3.2.3 Algorithme de construction

L'algorithme 3 reprend et adapte I'algorithme 2 concu pouQesartes.

SoientM* = (B*, pF,... B8 et M! = (BY,3,...,5") deux cartes de dimensions re-
spectivesk etl, et soit M*+! = (BFH pitt . gitl) = M* @ M!. De nouveau, on utilise
une unique matrice bidimensionnelléat (Fig. 5.22a), ou chaque ligne (resp. chaque colonne)
correspond a un brib} de M* (resp. un brind} de M?!). Mat[b¥][b}] est un tableau bidimen-
sionnel (a deux lignes) permettant d’accéder a I'ensemble des bridg“de M' associés a
(b}, b!). Plus précisément, chaque ligne (numérdtée 2) de M at[b}][b!] correspond a I'ensem-
ble des brins((b}, I,), (b!, Ji)), stockés en ordre lexicographique sur(J, se déduit del; :

Ji. = [0,k +1—1— []). Afin de distinguer les éléments deat[bY][6'] en fonction de leur
parité, ces derniers sont définis de la maniére suivante (Fig. 5.22b-c) :

— Mat[b§][B}][1[I;] : si la parité de la double suitd;, J;,) est paire (resp. impaire), le brin
correspondant e$tby, , I,), (', , Ji)) (resp. (b§_, 1), (b}, Jk)));

— Mat[bF][b][2[1;] : sila parité d&(1;, J;,) est impaire (resp. paire), le brin correspondant est
(04, Io, (B, Jk)) (resp. ((OF_, Iy, (B, J))-

Pour définir les images des brins p&™ (1 < p < k + 1), on utilise unetable de corre-

spondancd’'C, tableau bidimensionnel@,’jH lignes etk + [ colonnes (Fig. 5.22d) : une ligne

de T'C' correspond & une suitg, et une ligne correspond & une permutatigt’. 7C[1;][p]

est une fonction prenant en argument les paritést p' de b¥ et b, et retournant le septuplet

(p* oup¥, pf oupl,p’ ou—,p" ou—,—1oul,—1oul,I). Conformément a la définition 17, ce

septuplet permet de déterminer, pour tout couple de bing}) € B* x B!, l'image

((v5, 17), (b, J3)) de (b, 1), (b, Jk)) par B+, iie.

k(nky—1loul k
AN AN ((bl(ﬂp/) > )PkOUITkOUblpkOUpT“’Il/)’
(( 29 l)a( 2> k))— ((bl (,Bl )—1ou1) —oubd . J’)

Vp ptoupl 1ploupl’ K

ouJ; = [0, k+1—1-1]). (b5, I}), (b}, J;)) appartient & la matrick/ at [b5] [b5][1 ou 2] (Fig. 5.22e).

L’algorithme 3 reprend les différentes étapes de la constructiai/ &€, en supposant la ta-
ble de correspondandC' déja construite (N.B. : le calcul d’une table de correspondance pour
les cartes est similaire a celui effectué pour@sartes. De plus, pour chaque double suite con-
sidérée, on tient compte de la distance de cette double suite a la double soit@aanpour
définir sa parité). Chaque permutatigf™ (1 < p < k+1) entre un brin((b}, I;), (b}, J,)) et son
image (b5, I)), (b, J;)) par 35+ est directement déterminée via la table de correspondance si
((b5,1)), (by, J})) a été cré@avant((b}, I;), (b}, Ji)). Dans le cas contraire, gi> 1, on procéde
de la méme maniére que pour IBscartes : il suffit d’attendre quebs, 1)), (bh, J;,)) soit créé
pour 'associer (b}, 1), (b}, Ji)), car les permutationss*! sont des involutions. Dans le cas ol
p = 1, nous utilisons une seconde table de correspond&nte, qui fait correspondre a un brin
(b, 1p), (%, Jy,)) son image (b5, I7), (b, J;)) par(85T1) =1 : TC}.  est construite sous la forme

mu

d’un tableau unidimensionnel@; ., lignes. Tout comm@&C, T'C}, ,[I;] prend en argument les

paritésp® et! deb” etb! retourne le septuplép” ou p*, p' oupl,10u—,10u—,—1oul,—loul,
I!) servant a déterming(bs, I7), (b, J1)), i.e. (cf. Déf.17.1et Déf.17.2)

(@FE) oy oubk 1), (043 N oubd b))
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B! ( R
by by by,
O oy O
bé‘: N
BF bF g 1 (b pou I1), (B Tn)) ==kt —=((05, 1)), (bh, 7)) ?
o L 2
b"fn O v O

b) Mat[bF][b}] c) Mat[by][b}][1]

k+l k+l
P Brtt

(pk oupik;’ pl Ouﬁ,p/ ou 77p// ou—, —1lou 17 —1lou 17 Il/)] ((bg, I{),(bé, J]é,))

'

(B (8E)~190Y) o oubk I/>

P UUF 1pk oupk’ l
((®3 (B )~ oud! Ji)

Loupl 1pl oupl’

d) Table de correspondan@&”

e) Mat[b5][b5][1 ou 2]

FIG. 5.22 :Construction deV/*+! = M* @ M!.

a) M* = (B* Br,..,88) etM! = (B!, 8L, ..., B). Mat contient les brins d&* et les brins de3'.
b-c) A toute paire de brin@%, b} ) correspond une matrice at[b¥][b}] = {((b%, I,), (b}, Ji))}, divisée en
Mat[b¥][6}][1] (pour les bring (b}, I,), (B}, Jk)) et ((bF_, 1), (b, 1, J))), et enMat[bF][b!][2] (pour
les brins((bY, 1), (b, _, Ji)) et (b5 _, I;), (b’ _, Ji))). d) La table de correspondan®€’ permet de
définir (05, 1)), (bh, J})) = (b}, 1), (b}, Ji)) BEF! (1 < p < k +1). TC prend en entréé et g+, et
retourne le septuplép® ou p*, p! oup!,p’ ou—,p” ou—,—1oul,—1oul,I}). e) Ce dernier permet
d’accéder directement au bri(v}, I}), (b5, J;)) dans la matricé/ at[b5][b4][1 ou 2].

ouJ; = [0,k +1—1—Ij]. Par conséquent, 'algorithme de constructiomd&t!, dont les étapes
sont reprises dans l'algorithme 3, est optimal en temps, puisque le nombrimgleréés par cet
algorithme est égal au nombre de brinsdé ™ (i.e.|[B*| = 2 x |B*| « |B!| « C}. ), et que les
k+1 permutationsﬁj’;*l sont définies en temps constant pour chaque briB'd8. La complexité

de I'algorithme est donc en((k + 1) * | B**!|). On suppose dans la description de cet algorithme
que les tables de correspondafit@ et 7’C} ~ont déja été construites.

mu

5.3.3 Complexes cellulaires et chaines fermées de dimemsio

Nous abordons dans cette section la derniére structure cellulaire dera5igd : lachaine
fermée de dimension, ou n-chaine ferméeCette structure est une sous-classedebhaines,
structures cellulaires qui étendent le champ des possibilités de modélisaiGncdetes, en per-
mettant de représenter les objets non-variétés ([Elt94] dresse un ineadean-chaines et de
leurs structures dérivées). La différence par rapportragkaines proprement dites réside dans
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le fait que les objets représentés parteshaines fermées ont des bords parfaitement définis,
et répondent donc aux impératifs de modélisation géométrique par les eds donc cette
structure que nous avons retenue pour implémenter I'ensemble des apg(atien particulier le
produit cartésien) utilisées dans notre modeleur.

De méme qu'il existe une équivalence entre les quasi-variétés cellulaies@tcartes, les
n-chaines fermées sont équivalentes a une extension des quasisveglitiaires, lecomplexes
cellulaires fermésdéfinis comme des ensembles semi-simpliciaux numérotés, dont les cellules
sont des quasi-variétés cellulaires fermées ([EL94]). Nous rappelans un premier temps la
définition des complexes cellulaires fermés et deshaines fermées, puis nous définissons le
produit cartésien des-chaines fermées a partir de la définition du produit cartésiemées
cartes. Un algorithme de construction dedahaine fermée résultant du produit cartésien de deux
n-chaines fermées s’en déduit directement.

5.3.3.1 Définitions

Définition 18 [EL94] : Un complexe cellulaire fermé de dimensiomst un ensemble sem
simplicial numéroté de dimensionpouvant étre construit par :
— création de-cellules et de leurs bords, i.e. création de quasi-variétés cellulairemda<
sioni (0 < i < n), ne comprenant qu’unecellule ;
— identification de-cellules, sans restriction sur le nombre d’opérations d’identification
(contrairement a la construction des quasi-variétés cellulaires, ou adquius-cellules
peuvent étre identifiées). Deux cellules peuvent étre identifiées si elileh@momorphes.

La figure 5.23 montre un complexe cellulaisede dimensior2. En particulier,S comprend
trois 2-cellules partageant un méme bord, modélisant ainsi un objet non-variété.

Nous avons indiqué en introduction que les chaines fermées sontléqgteégaux complexes
cellulaires fermés. Plus précisément, tout comme un complexe cellulaire ferpwhestué d’'un
ensemble ensemble de cellules décrites par des quasi-variétés cellularebaine fermée est
constituée d’'un ensemble d&cartes de différentes dimensions (la figure 5.24 représerte la
chaine fermée équivalente au complexe celluldige la figure 5.23).

Définition 19 [EL94] : Unen-chaine ferméest un(2n + 1)-tuple
C™ = ((G™)o<n<ns (6™ )1<w<n) tel que, pour tout’, 0 < n < n:
—-G" = (B",ay,...,a") est unen’-G-carte telle que”, estindéfinie;
—o" . G" — G"~1 (1 < < n)estune application vérifiant, pour tohft € B™ :
—bv"al o™ € (b o™ b o ol 0 <k <n' —2);

n'—1 _ bn’ n'—1

! ! i !
=btay, 0" 0o oo

5.3.3.2 Produit cartésien de:-chaines fermées

La définition du produit cartésien dechaines fermées est une extension de cellend@s
cartes (Fig. 5.25).
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®c
@

0@

a) Complexe cellulaire fermg b) Réalisation géométrique de

FIG. 5.23 :Complexe cellulaires de dimensior2. Chaque cellule dé& est une quasi-variété cellulaire.
a) Lal-cellule p} est un bord commun aux trodscellulesy?, 13 et u3. De méme, l@-cellule 7
(resp.rd) est un bord des-cellulesp}, pi pi etpl (resp.pi, pi, pi pt etpl).
b) Une réalisation géométrique de

2-chafine ferméé?

FIG. 5.24 :C? contient le2-G-cartesG?, G2 et G3.
Des brins de ld-G-carteG} (resp. de$-G-cartes! et(G9), représentés par
des disques noirs, sont les imagesgatresp.o') de plusieurs brins
appartenant a des-cartes de dimensial(resp. de dimension).

Définition 20 : Soient les chaines fermé€$ = ((G*")o<p<k, (0" )1<p<i) €t
Ct = ((GY)o<p<i, (6" )1<pr<1), de dimensions respectivét/. Le produit cartésien de*
par C', notéC* @ C!, est la(k + [)-chaine fermé€™* ! = ((G™)o<m<iiis (0™)1<m<iti)
définie par : - -
— G™ estl'union des produits cartésiens*" @ G, pour toust’, I’ tels quek’ 4+’ = m ;
—o™ : G™ — G™1 est définie de la maniére suivante : 96ite B™, et soient
(bk/, bl/) S Bk, X Bl/ et les suites d’entierg, = /g1 - - - g €1 Jir = T4 - TV 4kt
tels queb’™™ = ((bk/, Il/), (bl,, Jk/)) .
Sik/+1'—1¢€Inbmo™ = (b igryr.ipay—1), (B0t Ji))
{ SIK +1' = 1€ Jy bma™ = (Mo 1), (W, 1w 1))
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©
0 :
bo O - - : :
|
> - |
bo [ 1
H : |
O o
1 H
(6% :
0 - b0 o

byl 2 ! b”Qb/,z

a)Ct etC” b)Cc"? =C'oC"

FIG. 5.25 :Produit cartésien de chaines fermées.
ad %42 (resp.a?) est symbolisée par des pointillés (resp. un trait pleif)resp.o!) est symbolisée par
une fleche droite (resp. une fléche courbel’aet C’! sont deuxl-chaines fermées. )2 = C' @ C"!
est une2-chaine. Les relations de la définition 20 sont vérifiées egamplep;? = ((b1,0), (by', 1)),
bf? = ((b1,0), (b1, 1)) etby? = ((by, ) (b5, 0)) : bg* = (81, 0), (b, —)) = b0,

b//l — b//2 2 2 — b//20_ a et b//O — b”20110201 — b//20_20_1

Théoréme 9 :C**! est ung(k + 1)-chaine fermée. De plus, soiesiet T les ensembles semi-
simpliciaux numérotés de dimensions respectivetd, équivalents &* et C".
L’ensemble semi-simplicial numéroté équivaledt’a’ est isomorphe au produit cartésien
U=5S®T.

Preuve.

1. Montrons queC**! est une(k + [)-chaine fermée, i.eC** = ((G™)o<m<k+i, (0™)1<m<k+1)
respecte les propriétés de la définition 19

SoientC* et C! deux chaines de cartes fermées telles@tie' = C* @ C'. Le produit cartésien
d’'unek’-G-carte deC* par undl’-G-carte deC! est une(k’ + I')-G-carte deC'**!, donc I'union des
m-G-cartes résultant d’'un produit cartésien est un&-carte deC*+!, pourd < m < k+1. ll reste
a montrer que I'application™ respecte les propriétés de la définition 19.

Soit un brind* ¥ d'une (k' + I')-G-carteG* " de C**!, et soient un brik*" d’une k’-G-carte
G* de CF, un brinb!" d’'unel’-G-carteG! de C!, et deux suites d'entierf, = iy 41...ip 1 €t
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. . ’ ’ ’ ’
Jy = JUA1- U+ tels qu)k = ((bk 111')3 (bl ’ Jk/))
’ g ’ g ’ g L, . . ’ ’
by T, bE T et bh T dénotent respectivement les brisfst! o'+ gh | p U g R gt
b+ R+ oK+ pour chaque cas étudié, en fonctionyde [0, &' + 1/ — 1].
Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se dédp@saymétrie :

(@) ag "
— SOk +1—1€Ty:
DAL = (WY iy g1 q—1), (0 o ot T, bk’+l’—1 = (b, iprs1einrgr—1),
(B0, Jir)) etbs T = (B i g i), (B oV o Jm
PEHI=T g (p VL 1Y o 6l e {00l b ot ol =1} @ vrai care! est bien
définie surC! et la relat|orp 0 <!’ — 2 estvraie par hypothese
— Si0oe Iy etk’+l/—1€Jk/ .
o = (0 oM ), (0 o i) = 05 UL
(b) af ' 0<p<k +1 -1
—Sip—Lpk+l'—-1€ly:
b]f/_‘—l/_l = ((bkl,ik/+1...ik/+l/_1),(bl,agihdl/,Jk/)), avech tel quejl/+h < p—1let
Grnsr > p b5 TN = (O g gy ik 1), (00 i) et T =
((bk/,ikl+1...ik/+l1_1) (bl v ;_;,Jk/)).
oY e T BT s b al ot e (b 0! Mol ol 7} < vrai carh > 0, donc
0<p—h<l -2
—Sip—l,pelpetk’ +1'—1€ Jy :
b]furl/_l = (V%" Iv), (bl'aé',h,jz/+1---jz/+k/—1)) = blpf,H/_l, avech tel quejy 1, < p—1

etjyyny1 > p.
- S|p—1 k’+l’—leIl/  etp € Jpr

YT = (08 igr1eep — Ipecirr—1), (07 0% Girsroep — 1pecjin)) = 05 TU70
- S|p—1 el etp,k:’+l’—1 € Jy
by T = (08 oM iaep = peipgr ), (0 Jrrep = 1P —1)) =05 T

! ’ ’ ’ ! ’ ! / ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
Montrons quey b* + € BE+ pF U ot gR GRS g R R L

Soientt"” € B¥, b € B etly, Jy tels queb’ ' = (0%, 1)), (", Jpr)). b H -1 etph 1
dénotent respectivemeblt ' af 1, ¥ gk -1 gt + oK+ g+
Nous distinguons les cas suivants :
@ Sik'+U' -2,k +1l' —1ely:
YU = (O gt —a), (B s o a1, J)), avech tel quejy s < p—1
etjyinit > . bE TV = (08 g gy g —2), (bl’al’al’—l Je)).
PV =g sl ot ot =0 6l 61 vrai carC! est bien définie.
(b) Sik'+1'—2€elpetk’ +1' —1¢€ Jy :
DAL = (WY 0% iy i 1), (O 08 ey anr—1)) = OE L m

2. Le produit cartésien de deux cellule’s C S et¢!’ C T est une cellule* ! deU.

Rappelons que dans un ensemble semi-simplicial numérdiéndmsiont, unek’-cellule est 'ensem-
ble desk”-simplexes( < k" < k') incidents a u)-simplexe numérot&’, tels que ces’-simplexes
sont numérotésyy, ..., vg ), Ol v, = k' (cf. Déf. 10). Nous notong®’ une cellule de dimension
k', et les applications de numérotations associég®&l’ sont notées etr’.
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Soientr*’ unk’-simplexe de*, ety! uni’-simplexe de. Soitp™ unm-simplexe de*’ @, ui!". p™
peut s'écrire((7*,igr 4 1.im), (1, jir11.--Jm)) (cf. DéF. 8). Soient(wy, ..., vp) €t (1, ..., vi,) les
numérotations respectivement associées at,' ; en particulier, selon le théorémeid, = v/, = 0,
v =k ety], = 1. p™ estnumérotéy(,...,v) ), avecy = 0 etv)), = k + 1, doncp™ appartient a
une(k + [-cellule.

De plus, tous les simplexes résultants du produit cartéiensimplexer”” dec* par un simplexe
1V de ¢! appartiennent tous & la méntie + )-cellule ¢* 1. En effet, I'application de la séquence
d’opérateurs de bordg/, ,...d sur unm-simplexe((7*',ip 4 1...im), (4i', jir41...7m)) @ pOUr ré-
sultat le0-simplexe((7* dgs_1...do), (4" ), _,...d})), i.e. 'unique simplexe formé d’un couple de
0-simplexeg 7, 1.°) tels quer® € ¢k, u° € ¢, v(70%) = k et/ (u°) = 1. |

3. Unek-G-carteG* = (B*,af, ...,a}), ouaf estindéfinie, est équivalente a uneellulect .

D'aprés le théoréme 6, touteG-carteG* = (B*, af, ..., of) (aveca} bien définie) est équivalente
a une quasi-variété cellulaire de dimensiarPlus précisément, pour toblt € B*, on utilise une
bijection ¢, qui associe a toute orbit@[Q,k]_{ho,__ﬂhw,__ﬁj}(bk) un j-simplexer’ (0 < j < k),
tel que¢(<>[O’k]i{hmmﬁ;wh]‘}(bk)) = 77d, (en particulierg(({)(v*)) est unk-simplexe numéroté
(0,...,k), qui appartient donc a unk-celule). Par définition de I'application de numérotation
associée a la quasi-variété cellulaire, tgtgimplexer? est numérotéry, ..., v;), et tout(j — 1)-
simplexer?d, (0 < p < k) est numérotévy, ..., 7, ...,v;) : par définition des cellules, tous les
simplexesrid, (0 < p < k) appartiennent a la méme cellule qtfe sauf le simplexe’d,.

Pour toush* € B*, les k-simplexesp(({ak) (b)) (0 < p < k) appartiennent donc & la mérke
cellule. Par extension, tous I@‘simplexes;ﬁ(<>[o7k]_{hoywh7}(bk)) appartiennent également a cette
k-cellule. Ce résultat s’étend aux simplexes d’une cetfifé résultant du produit cartésien de deux
cellulesc” etc!, en suivant le méme raisonnement. Par conséquent, en itaat(B*, af, ..., af)
etG! = (B',al,...,al) (ouaf etal sontindéfinies) leG-cartes respectivement équivalentes aux
cellulesc” etc!, le produit cartésien d&* parG' est équivalent au produit cartésiendieparc’. m

4. Par définition, l'applicationr™’ associée & unk-G-carteG* = (B* o', ..., ak,) d’'une k-chaine
de cartes"'* fait correspondre un brit” de G* & un brinb*'~! d'une (k' — 1)-G-carteG* ~1 =
(B¥ =1,k =1, ok =1y (of) etak,~! sont indéfinies).

Plus précisémend? o* = b¥" < ¢(()(b*))dir = ¢()(BF'~1)).

Soient les chaines de Car@§ = ((Gk/)ogklgk, (O’k/)lgklgk), Cl = ((Gl/)ogllgl, (Jl/)lgllgl) et
CHl = CF @ C' = ((G™)o<mekrs, (0™ )1<m<rs1). Soientb*’, b ety des brins deG*’, G
et G™ respectivement, tels qué® = ((b*', 1)), (b", Jy)). Soient¢ et ¢’ les bijections telles que
d(OF)) = 7, et/ (O(B)) = . La définition des™ appliquée &™ est la traduction directe
de 'opérateur bord”, appliqué au simplexd (7%, I), (uV', Ji)), oUk' +1I' = m.

Par définitionG™ est I'union des produits cartésie6d’ @ G!', pour tousk’, I’ tels quek’ +1' = m.
G™ est donc équivalente a I'union des cellules de dimensiate U, issues du produit cartésien de
cellules de dimensiok’ par des cellules de dimensidh Les cellules dd/ forment une partition
des simplexes d&, doncC**! est équivalente & . [
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5.3.3.3 Algorithme de construction

L'algorithme 4 se déduit directement de I'algorithme 2 décrit poui@esartes. Le calcul de
Ckl = CF ® C' se fait incrémentalement :

— on calcule initialement les cellules de dimendign
— pour chaque dimension (1 < m < k + [), on calcule les cellules de dimensionet on
définite™ : G™ — G™ 1L,

Plus précisément, soieft* = ((G¥)o<p<k, (0% )1<w<k) €6 Ct = (G )o<r<i, (0" )1<r<1)-
On noteBX = |y B¥ €t B = Jycp<; BY, o0 B (resp.B") est I'ensemble des brins
de G¥ (resp.G’f’). Les brins deB¥ et de B” sont triés suivant leurs dimensions croissantes.
On utilise une unique matrice bidimensionneNéat, ou chaque ligne (resp. chaque colonne)
correspond & un britf’ de BX (resp. un brirt” de BL) : cf. Fig. 5.26. Chaque élément déat
est un tableau unidimensionnifat[b"'][v"'] contenant 'ensemble des brit@"’, I;), (b, Ji))
de dimensionn, avecm = k' + 1’ ; ces brins sont stockés en ordre lexicographiqud s, se
déduit dely : Jr = [O, K+ — 1] — 1Iy).

Pour tous les bring(b*', I;/), (b, Jis)), on utilise unetable de correspondancgCy, i.e. un
tableau bidimensionnel@!ﬁfﬂ, lignes et(k¥’ 4+ I’ + 1) colonnes : chaque ligne correspond a une
suitel; de Mat[b*'|[b"'] ; chaque colonne, indicée dé (k' +1’ — 1), correspond & une involution
af (0 < p < K'+1'—1), etla colonne indicé +1’ correspond a 'application**"'. La valeur
retournée pal’C}i [I][p] (0 < p < k¥’ + 1’ — 1) est le triplet(p’ ou —, p” ou —, I},) permettant de
déterminer limage d&(b*’, 1)), (b, Ji)) parak+¥' i.e. (0¥ of oud®’, I,), ("ol oud’, Jj,)),
avecJ,, = [0,k +1'—1—-1].

TCF [Iy)[k' + '] retourne le triple{k’ ou—, 1’ ou—, I;), avecl” = I' oul’ — 1 (dans ce dernier
cas,Iy_1 = Iy — {ixg 1y }); ce triplet permet de déterminer I'image (Kebk',ll/), (bl', Jir)) par
oF e (M o oub® | L), (0o oub?, Jyp)), avectyr = [0,k + 1 — 2] — L.

L'algorithme 4 reprend les étapes de la créatiorCde’ (on suppose les tables de correspon-
danceTCl’?’ déja construites). Cet algorithme est optimal en temps, car le nombre der@ésest
égal au nombre de brins @& (i.e. 2 | B™|, avec| B™| = Sy, | BY | | BY [ C L,
pour0 < k' < k,0 < I < 1), et que lesk + I involutionsaX ™+ (0 < p < k' +1'— 1) et
I'opérateur de bord*' ¥ sont définis en temps constant pour chaque briBtle La complexité
totale de I'algorithme est donc ex(k’ + ' + 1+ S5+ | B™|.

5.3.4 Implantation du produit cartésien den-chaines fermées

Soient les chaines fermé€$ = ((G*)o<<k, (0¥ )1
de dimensions respective®t/. Soientk’, I’ (0 < k¥’ < k,
ett) € BV,

<w<k) 810" = ((G")o<v<r, (0" h1<r <),
0 <!’ <), etsoient les bring}" ¢ B*

5.3.4.1 Tableau de brinsM at[b"'][b}]

Tous les brins résultants du produit cartésienCdepar C* sont stockés dans une matrice
bidimensionnelleM at. Le nombre de bring? ™' = (6%, 1)), (b}, Jy)) résultants dét’ o b}

vautC,’j,'H, ; 'ensemble de ces brins est inséré danet[b"'|[b}] selon I'ordre lexicographique sur
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<a';+l —=((65", 1), (bY, 7)) ?

((b]f/, Il')ﬂ‘(b%llv Jk’))

o —=((0"" 1), B, Jy)) 2

b) Mat[b*][b"]

=

(' ouspousTy) J——| (b5, 1), (b5, J1,) (%, 1), (B, Ty

(k' ou - 1" ou - Iji)

c) Table de correspondang&s’ d) Mat[b'][bY] e) Mat[b""][b""]

FIG. 5.26 :Construction deo*+! = C* @ C'.
a) Mat regroupe les brins dBX = J,,.., B¥ et B* = J,.,, B". b) A chaque paire de brins
(%, b!') correspondVZat[b¥'][b], contenant les bringbt’, I,,), (b!, Ji)) caractérisés par la suife.
c) La table de correspondan€€’ permet de définit(b*, 1), (b', Ji))oh ™ (0 < p <k +1— 1) et
((b%, 1), (b, Jy,)) o™, situés respectivement damsat[b5 ][] (d) et Mat[b*"][b'"] ().

Iy - on peut définir une bijection entt& ™ et sa position danazat[b'][!], notéePos(b¥ ).
Cette position ne dépend que des suliest J;/, et pas du brib* ',

Pour déterminer I'image dé’ ' par Iinvolution ¥+ (0 < p < ¥’ + 1’ — 1) ou par I'appli-
cationa*' ', on utilise une table de correspondafae’’ . Soitby" cette imagery = k' + 1’ ou
m = k' +1' —1). TC} [I;][p] retourne le triple(p’ ou—,p” ou—, Pos(b3)) pourck +!', et le
triplet (k' ou—, 1’ ou—, Pos(by")) pourc® ¥
La positionPos(b3") ne dépend que di et de I'opérateur utilisé. Nous proposons une méthode
permettant de calculer la positidPos(b5") de b dans le tableau de brins approprié de:t, en
utilisant la positionPos(b’“'“’) : plus précisément, a partir de la sufte = g/ ...k 17, ON
définit unesuite de bitsS = Sy . . . Sg1y—1 représentanty, telle que :

- S,€{0,1},Vpe [0,k +1 —1];

- S,=0sipelyetsS,=1sipe Jy.

Pour chague couple de dimensidh§ I’), on construit de maniére classique un tablEatSuites

contenant I'ensemble de(é’,ij, suitesS, rangées dans I'ordre lexicographique. Le tableau 5.2
montre I'ensemble des suitéscorrespondant aux suitég et.J,,, pourk’ = 2 et!’ = 3.
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o [ 5 [ % [ 5]
012 | 34 | 00011 || 034 | 12 | 01100
013 | 24 | 00101 || 123 | 04 | 10001
014 | 23 | 00110 || 124 | 03 | 10010
023 | 14 | 01001 || 134 | 02 | 10100
024 | 13 | 01010 || 234 | 01 | 11000

TAB. 5.2 :Suites de bits correspondant aux séquergest .J.

5.3.4.2 Correspondance entre les suites

Etant donnée la suite de bifs= Sy . . . Sy, représentarit” +', et connaissaros (6% ")
dansMat[bh' ][b}] (Pos(b¥'+"') est également la position d& dans le tableadabSuites), on
définit la positionPos (b5 ') dansMat[b* oub” ok [b" oubl’all,] dubrinbs ™ = pi ok +
(0 <p <K +1 —1), endistinguant les cas suivah{sf.Déf. 14) :

— o Pos(bE Y = Pos(BF ).

— o I <p<kK +1—1:

1. siS, 1 = Sp, Pos(bk TV = Pos(bF'*+"';

5 { siSy—1=0etS, =1, Pos(b§l+l/) = Pos(blfurl/) + ™

no+mni

si S, 1 =1etS, =0, Pos(bk ') = Pos(d¥'*+"y — o™

no+ni
avecng (resp.np) le nombre de bits)’ (resp. '1’) dans la sous-suité, 1 . . . Sp/y7—1.
ayn / !/ , . . .
Remarquons que le calcul de la position du lbéiﬁ” peut nécessiter le calcul de coefficients
binomiaux : on peut précalculer de maniére classique un Triangle del Bascantiendra tous
les coefficients nécessaires.

D’aprés la définition de*' /', étant donnée la suite de bHs. .. Sy, _1 représentart +'',
on déduit que la suite de bits représentdnt’ 1 = ¥V oF " estSy ... Spip_s. ON parti-
tionne I'ensembleM at[b¥'][6}] en deux ensembles notdgato[bX' (b} et Mat,[b¥' b}, dont les
brins sont respectivement représentés par les suites d8obits Sy ;20 et Sy ... Sk _ol.
On note Posy (b ™) (resp. Pos; (b +!)) la position deb¥+!" dansMat,[b¥'][b!] (resp. dans
Mat: [0y '][bY]).

L'ordre lexicographique est respecté dahut,[by'][bY] et Mat,[b¥'][b)], car la position des
brins contenus dans ces ensembles est indépendante Sy bit ;. La positionPos(blgl”"l)
de ¥ +'~1 dans I'ensemblé/at[b* ou b o*'][b" ou b’ o''] est donc soit égale Bosy (b ) si
Soy—1 = 0, soit égale &os; (¥ ') si Spyp_1 = 1.

5.3.4.3 Algorithme de construction de la table de correspondance

L'algorithme 5 construit la table de correspondaﬂlﬁl’?' permettant de déterminer la posi-
tion de I'image d’'un brirb’f'*l’ guelconque, en fonction des suitgset.J,, (pourk’ etl’ donnés).

7 7 TH / ’ Zar . . . . . .
1Comme précédemment, on utilise le bsin*" pour concrétiser les explications, mais la suite de ies la suite
3 1y . . 1t g7 . , .
correspondant & I'application @€ " ouo® ™" sont indépendantes des brins.
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On suppose chaque tableau de suites deThitsSuites déja créé. Les ensembldsat,[bh'][bY]
et Mat, [b¥'][0"] se déduisent d&Zat[b"'][b}]. Les variables suivantes sont utilisées dans I'algo-
rithme 5 :

— OnnotePOS, POS; et POS; les positions respectives des brins danst by [} ],
Mato[bh'][bY] et Mat, [bY][b4].

— S estla suite de bits représentant le brindet[b"'|[b] traité & chaque tour de boucle.

— nyest le nombre de bitd’ dans la sous-suits . . . S, de S.

— n} (resp.n) est le nombre de bit3’ (resp./0’) dans la sous-suit,,; ... Sy 1y_1 des.
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Algorithme 3 : Construction dé\/*+! = M* @ M.

CréerMat contenantB*| lignes et| B!| colonnes;
Pour tous les bring# correspondants aux lignes déat Faire
Pour tous les bring! correspondants aux colonnes diéat Faire
Créer Mat[bF][¥y] = {((F, ), (¥, Ji))} par énumérations des suitdg et
stocker ces brins dan®/at[b}][b}][1] et Mat[b¥][6!][2] en fonction de leur par-
ité;
Pour i € {1, 2} Faire
Pour chaque suitd; de Mat[b%][b}][i] Faire
Soientp” et ! les parités respectives deetb) ;
Pour p € [1,k + [] Faire
Récupérer p* ou p*, p oupl,p’ ou—,p” ou—,—1oul,~1oul,I))
dans la table de correspondarie€, en fonction dd/;;
Déduire la suiteJ] a partir del; ;
bk k/ —loul — ou bk —, I ’
Soit((b5, 1/, (bh), J})) = ( Egbi E?Z ))_m 1))”’“ AT f)) )
L\Fp! ptoupl 1ploupt’ kK

Si Mat[bk][b}] a déja été construitdlors
Poser((blfa Il)v (bllv Jk))ﬁ]l;Jrl — ((bgv Il/)v (6127 J]/g)) ;
Sip # 1 Alors
I* 3k+! est une involution. */
Poser((b5, I}), (b5, J;)) Byt ((0F, 1), (B, Jk)) 5

/* Définition de (87 TH) =L %

Récupérer (p* oupk, pl oupl,10u—,10u—,~1oul,—~1oul,I))
dans la table de correspondari@€;., ,, en fonction de/;;

Déduire la suiteJ] a partir del; ;

SOit((blgv Il/)v (bl ) Jl::)) =

(((vF(BF) " 1) oudh

1p* oupk’
Si Mat[bh][bl] a déja été construitdlors
| Poser((b5, 1), (bh, J3)) By« ((0F, 1), (B, Jk)) ;

1) (BB outd | ))).
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Algorithme 4 : Construction d&?* ! = C* @ C'.
Créer la matrice de brins/at ;
Pour tous les couples de brirg"’, bt ) de Mat tels quek’ + I’ = m,m € [0; k + [] Faire

/* bY" (resp.b!’) est un brin d'une:’-G-carte (respl’-G-carte). */

CréerMat[bf ][] = {((}', Ir), (¥, J))} ;

Pour chaque suitd; de Mat[b"'|[b"'] Faire

Pour p € [0,k + I’ — 1] Faire

Récupérefp’ ou—, p” ou—, I},) dansT'C§'[1,/][p] ;

Déduire la suiteJ;, a partir deI;’, ;

Soit (b5, 17,), (bh, Ji,)) = ((F oy oudy', 1)), (B ol oubl, Jj,));

Si Mat[bk'|[bh] nest pas videAlors

L Poser((bf', I), (B, Jp)) ok ' — (&', 1;,), (b, J;,)) et réciproque-

ment ;

Sik’+1' > 0Alors
Récupére(k’ ou—, 1’ ou—, Iy ou I _y) dansT'C¥ [Iy/][k' + 1] ;
Déduire la suiteJ}, (resp.J;,) & partir del;, _, (resp.l},) ;
SOit((bkﬁ, Il//), (bl//, Jk//)) — ((blflO'kl ou blf/, Il//), (blllall ou bll/, Jk//)) ;
L Poser((blflﬂ Il’)v (blllv Jk’))ak/+l/ — ((bk/lu Il”)v (bluv Jk”)) ;
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Algorithme 5 : Construction de la table de correspondaﬁééﬁ'.

POS, « 1; POS; «+ 1; I*On commence par le premier brin déat[by'][b}]. */
Pour POS de0acCy,, — 1 Faire

P Mat[p][BV][POS]; S — TabSuites|[POS];

Récupérer la suité, & partir deb"' +!';

I* Caleuler TC} [1y][p] = (¢ ou—,p" ou—, Pos(bs ™)), otibh " = o+ o' +7',
0<p<k +1U.%

Si Sy =0 Alors

TCF [Iv][p] « (—,0,POS);ny « 0;n) «— k' ;nfy 1 —1;

L (Y ), (6 el Tre))- #

Sinon

TCF [Iv][p] « (0,—, POS);ny « 1;n) k' —1;n) «U';

L (O ol T), (8 i) *

Pourp € [1,k + I’ — 1] Faire

SiS,—1 =5, Alors

I* p— 1 etp appartiennent a la méme suteou J;, : b5 TV ¢ Mat[ph'|[bV]. */
Si S, = 0 Alors

TCY [In][p) — (=, p —m, POS) ;nfy — — ;

L I ((blf/all')’ (bll/ag—nla Jk’))- */

Sinon

TCF [Iy][p] « (1 — 1, —, POS) iy ++;nf — —;
/*((bllc,aﬁll—lv Il’)’ (blllv Jk’))'*/

| Fni—1=p—(p—mn1+1).%

Sinon
P+ e Matlpy][by] . ¥
SiS,_1 = 0Alors
i+ +;my = = TOF [In][p] < (=, = POS + Cly 1) s
B /* b§/+l’ _ ((b]f/,Z'k/+1~~~p/;\]-p"'ik/+l/)7 (blll,jlurl"'p — 1ﬁ~~'jl’+k’))- */ ;
Sinon ,
i / n .
ny— = TC [l]lp] — (=, —, POS = Cip )

L I* ((blfl,ik/_,_l...p - 1]/)\...7;]6/_;,_[/), (blll,jl/+1...p - 1p-~-jl’+k’))- */ ,

I* CalculerTCF [I][k' + U[k’ ou—l’ ou— Pos(bE +1'=1)), otiph +1'—1 = p'+' gk +1’ s/
Si Sk’+l’—1 = 0 Alors
TCF Ik + 1] — (=1, POSy) ; POSy + + ;
| [* ((bk/,fl/ — {ik’-i-l’), (l)l/O'l/7 Jkl)). */
Sinon
TCK [I))[K 4+ 1) — (k',—, POS;); POS| 4 +;
| [* ((bk/dkl, Il/), (bl/,Jkr — {jy.;,.m)). */




CHAPITRE 6

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous avons d'abord présenté une méthode permettamtstigire des
objets spatio-temporels de dimension inférieure ou égale a 4, a l'aide deafimpéde produit
cartésien. Le principe consiste a employer des opérandes qui neeriistes animations simples
a interpréter en termes de trajectoires; I'interprétation et le contrdle detl'dbjeésultant du
produit cartésien dépendent directement de ces opérandes.

Si un seul opérande est spatio-temporel, I'animation décrite par I'objeédiitant peut étre
interprétée comme une généralisation de I'extrusion ; il est alors toutsiogde de prédire le ré-
sultat du produit cartésien que de reconnaitre ce type d’animation daraimation donnée. Si
les deux opérandes sont spatio-temporels, I'interprétation du résultabas intuitive et néces-
site de raisonner en fonction des trajectoires définies par les opér&utsapproche permet de
distinguer dans I'objet animé quelles sont les parties influencées parebhpgrande au cours du
temps. Il reste néanmoins difficile d’affirmer si une animation donnée peuépir d’'un produit
cartésien, et une expérimentation des cas de base du produit carttsiare étape indispensable
a l'interprétation d’animations plus complexes.

Le modeleur que nous avons congu était initialement dédié a I'étude et |dictdsm des
cas simples du produit cartésien. Nous avons progressivement rdesittonctionnalités qui
enrichissent les possibilités de création, de manipulation et de visualisasoobgkts spatio-
temporels : ces derniers peuvent décrire des complexes cellulairesmpgds. Le produit cartésien
sur (des parties de) ces complexes cellulaires enrichit grandementelsitfivdes animations
obtenues. L'implantation du modeleur suit la dichotomie modéle topologique—mielplenge-
ment du modele géométrique utilisé : le noyau du modeleur contient I'ensembdéraetsires et
des algorithmes portant sur les chaines de cartes fermées; la bibliotbpgnénventooffre les
ressources nécessaires a l'interaction avec I'utilisateur ; une cougteielle assure l'interface
entre ces deux parties.

Enfin, nous avons étendu la définition du produit cartésien des ensesiblggiaux a di-
verses structures simpliciales et cellulaires. Cette formalisation a permis devoanet d’im-
planter des algorithmes de calcul optimaux en temps.

Nos travaux sont appelés a s’étendre dans plusieurs directions.mdosiallons implanter des
variantes de I'extrusion et du sweeping au produit cartésien, comme la cadidifi automatique
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de taille et d’orientation des objets construits par cette opération. Cette teehest| classique
lorsque les opérandes sont des lignes polygonales, mais il faut laatis@éa des faces ou des
volumes (tout en conservant l'interprétation intuitive des animations), eemare étude expéri-
mentale sur les résultats obtenus (en ajoutant au besoin une phaseaffimeaient pour simplifier
le contréles des animations). La visualisation des objets 4D agit directenmdatmmrception (et
a donc un rble dans l'interprétation) de ces objets : nous nous intésedd@ude de nouvelles
méthodes de visualisation (par exemple, utiliser les attributs photométriquesliptiniguer les
étapes de I'animation) et de fonctions de projection différentes des soneniiskbbwski.

Un autre axe de recherche concerne le rendu 4D, et plusieursxraxploitent la cohérence
spatio-temporelle induite par la définition des objets 4D (par exemple, [PT@9PHS01], dans
le domaine de la radiosité) : notre idée consiste a recourir a I'opératioroduipcartésien pour
optimiser le calcul des algorithmes de rendu (le principe général estlidiappune méthode de
rendu sur les opérandes, et de “combiner” les résultats pour obterisultat équivalent a I'objet
résultant du produit cartésien, entrainant ainsi une baisse de la cadnpleXalgorithme).

Enfin, nous souhaitons étendre a d’autres opérations (fusion, comotrachanfreinage, ...)
I'étude systématique de la définition du produit cartésien pour les diff&sgntgures simpliciales
et cellulaires.



ANNEXE A

ALGORITHMES SUR LES CHAINES DE
CARTES FERMEES

A.1 Bouchage

Dans le modeleur, la création interactive d’'upe+ 1)-cellule ¢**! (n > 0) nécessite la
sélection par l'utilisateur d’'un ensemble decellulesc?, c3,..., ¢, qui formeront les:-cellules
du bord de-"*! a la fin de I'opération. La création d&+! se déroule en deux phases :

1. association de chaque bfify d’une n-cellule sélectionnée a un brin d&*!. Nous notons
o™ la fonction qui associe un brin de dimensier un brin de dimension + 1, telle que
bn¢n0_n+1 — bn1

2. définition des involution@a;”rl (0 < j < n+ 1) pour chaque brin"¢™ : sij € [0,n — 1],
on poseb”gb”a;‘“ = b"aj¢". Sij = n, on suppose que I'utilisateur a sélectionne au plus
deuxn-cellules incidentes a une méne — 1)-cellule (cf. Section 4.4.1) ; solt™ le brin
unique parmi ces cellules sélectionnées tel kftie#£ b™ et bc™ = b™¢™ : on pose alors
bn¢naz+l — b/n(bn et bln¢naﬁ+1 — bn¢n

L'algorithme 6 décrit les étapes de la construction dérlat+ 1)-cellule, en supposant que les
contraintes de sélection de cellules décrites dans la section 4.4.1 sonegérdidt algorithme
prend en entrée les-cellulescy,...c} sélectionnées, et construit(a + 1)-cellulec™™! dont les
cellules sélectionnées forment le bord.

A.2 Copie

Soitc™ unen-cellule deC?. Nous notong™ I'application qui associe un brin de dimension
a sa copie. Les involutions et les relations de bordb8uf* sont définies directement a partir de
b™. L'algorithme 7 (récursif) prend en argument la celldteet crée la copie de cette cellule.
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Algorithme 6 : Algorithme de bouchage d’une sélectionsdeellules.
Pour i del a k Faire

Pour chaque brinb™ dec} Faire

Créerb"¢", le brin dec”t! associé &”, et poseb™ "ot — b7 ;

Sin > 0 Alors

* Définition deay“, 0<j<n-—17%

Pour j de0 an — 1 Faire

L Sib"aj¢" a été crééhlors

| Posem"¢rajtt — braf¢n; Poset"af¢ra T 0"

/* Définition dean*1. */
Rechercher dans I'étoile d&c™ le brinb™ # b™ tel queb™ appartient a une
cellule sélectionnée ;
/* b'™ existe et il est unique parmi les brins des cellules sélentes. */
Si g™ a été crééAlors
| Posen™¢"amtl — pm¢" ; Posen™ ¢ ot — b ;

Sin = 0 Alors
/* 1l'y a exactement deud-cellules (i.e. des sommets) sélectionnées. */

Soientb] etb} les brins respectivement associés aux sommets sélectionnés ;
| Posemiad «— bl ; Posemia} «— bl ;

Algorithme 7 : Algorithme de copie d’'une-cellule.
Pour tous les brind™ dec” Faire
Créer la copie dé"¢™ ded” ;
/* Les (n — 1)-cellules du bord de™ sont copiées avanf®. */
Sin > 0 etsib"c"¢" ! n'a pas été crééalors
Soitc™ ! la cellule contenani™o™ ;
L Appliquer I'algorithme de copie suf*~*;
/* Définition deb™¢"c™. */
Sin > 0 Alors
| Posen¢"c" « bro" ¢!
/* Définition deb”¢"a§‘, 0<j<n-—1.%
Pour j de0an — 1 Faire
Si b"aj¢" a éte créédlors
L | Posen"¢"aj — b aj¢"; Posen"a¢maf «— b"p" ]
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A.3 Cone

L'opération de céne appliquée a unecellule ¢ consiste a utiliser un sommet na%épour
construire récursivement urge + 1)-cellule :

— Sin = 0, le cdne de est une aréte dont les bords sehet S.

— Sin > 0, le cbne de” est ung(n + 1)-cellule ; lesn-cellules du bord regroupent et les
cellules résultant du cone du bord de L'Algorithme 8 décrit les étapes de construction
du cbne de=". Notons qu’appliquer I'opération de cbne sur un sommet revient a ajgpliqu
I'opération de bouchage entre ce sommet et le sontmetius généralement, len + 1)-
cellule résultant du cone d€ est obtenue en réalisant le bouchage etitret lesn-cellules
résultant du céne deés — 1)-cellules du bord de™. Nous faisons donc appel a I'algorithme
de bouchage défini dans la section A.1.

Algorithme 8 : Algorithme de cbne d’'une-cellule.

Entrée : n-cellulec™ et un sommes.
Sin = 0 Alors
| Appliquer l'algorithme de bouchage str™, S) ;

Sinon
Pour chaque brinb™ dec™ Faire

* Pour s’assurer que lgn — 1)-cellule contenant le brinc™ a déja été traitée, nous
vérifions qu'il existe un brin associét@ " : la création de ce brin associé a eu lieu lors
du bouchagale la cellule contenarit®c™. */

Sile brin associé @"¢™ n'a pas été crédlors
Soitc™ ! la cellule contenari®o™ ;
Appliquer I'algorithme de cone syr™~!, S) ;

[* L'opération de cone a été appliquée sur toutes les cedldle bord de=". */
Soientcy, ¢4, ...,cp les cellules résultant du cone des— 1)-cellules du bord de” ;
| Appliquer I'algorithme de bouchage sur*, ¢, ¢y, ..., c}) ;

A.4 Coupe temporelle

La visualisation des objets animés nécessite de réaliseulae temporelldes objets spatio-
temporels représentant les animations. Nous cherchons a représeijestr dnimé de la fagon
la plus compléte possible, pour permettre a I'utilisateur de manipuler cet olj@gheain objet
spatio-temporel. Dans cette optique, I'idéal est de représenter la caupe chaine de cartes
fermée par une autre chaine de cartes fermée. Nous avons élabadéfimition de la coupe
temporelle qui permet de construire une telle représentation. Nousal&cdans cette section les
étapes de cette construction.

Nous nous sommes inspirés de la définition de la coupe temporetieGleartes présentée
par [Aub99]; cette définition décrit les étapes de la construction d'ane 1)-G-carte a partir de
la coupe d'uner-G-carte. Lesi-G-cartes décrivent la topologie d'objets variétés, mais, en topolo-
gie différentielle sufR™, la coupe d’'une variété n’est pas obligatoirement une variété (Fig. A.1);
I'auteur remarque que ce cas ne se produit que lorsque la coupepaaage sommet. Pour ré-
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soudre le probleme, il interdit la coupe sur les sommets3esrtes, et impose que la coupe passe
“au-dessus” ou “au-dessous” des sommets (Fig. A.2).

Plan de coupe

a) b)

FIG. A.1: Coupe d’un objet variété.
a) Le plan de coupe est tangent au pdidu tore. b) Le voisinage du poiiit
n'est pas homéomorphe a un segment : ce n'est pas une variété.

T

Coupe
au-dessus

Co%f)e
au-dessous

FIG. A.2 : Les coupes passant par les sommets sont interdites.
Seules les coupes d’arétes “au-dessous” ou “au-dessushamstS sont autorisées.

Les chaines de cartes fermées, qui étendent-lBscartes en décrivant la topologie d’objets
non variétés, permettent de s'affranchir de cette limitation. Afin de simplifieexe$ications,
nous nous contenterons de présenter I'algorithme de coupe d'une cglidéedimensiom et de
ses bords (cette définition s’étend directement a toutes les cellules desscti@icartes fermées).
Nous utilisons le termeellule de coupg@our désigner une cellule résultant de la coupe d’'une autre
cellule. Les termesommets de couparétes de coupeetc., font référence a la dimension de la
cellule de coupe.

L'algorithme repose sur la construction de cellules de coupe en prdcddas le sens des
dimensions croissantes : dans un premier temps, on construit les sommetpdeqto résultent
de la coupe totale de sommets spatio-temporel et de la coupe partielle d’psdtesamporelles.
A partir de ces sommets de coupe, on construit les arétes de coupe ges@aimmets pour bord,
puis on réitére le processus pour les cellules de coupe de dimensioreaupéCette méthode
constructive impose des conditions sur le plongement des cellules spatiorédies: en partic-
ulier, les faces spatio-temporelles doivent étre coplanaires : dans ¢®wtraire, la coupe d’'une
face peut ne pas produire le résultat escompté (Fig. A.3a-b). |l fast de décomposer les faces
non coplanaires en face coplanaires (Fig. A.3c-d).

A.4.1 Construction des brins de coupe

Soit ¢ une cellule spatio-temporelle de dimensionDans ce paragraphe, nous expliquons
comment créer les brins de coupe des celldfégiu bord dec™ (0 < m < n). On associe aux



A.4. COUPE TEMPORELLE 191

Plan de coupe

Aréte de coupe

a) b)

Arétes de coupe

Intersection
des faces

c) d)

FIG. A.3 : Construction des arétes de coupe de faces coplanaires etopmanaires.
a) F' n'est pas coplanaire. Son intersection avec le plan de goagse seulement par les arétigset A,,
créant deux sommets de coupe. b) Ces deux sommets forméatrttssd’'une aréte de coupe qui ne
correspond pas au résultat de la coupe prévu. c) LaKaest décomposée en faces coplanaires. Le plan
de coupe intersecte les bords de ces faces, créant plus@ursets de coupe. d) Les arétes de coupe
construites a partir de ces sommets donnent un résultatotorr

brinsb™ des cellules coupées des brins de coupe ristég" , tels quem’ = m si la cellule est
totalement coupée, e’ = m — 1 si elle est partiellement coupée. La définition des involutions
et des relations de bord sur les brins de coupe d’'une cellu#épend du type de coupe :

1. sic™ est totalement coupée, la cellule résultant de la coup&€™dest une copie de™;
pour tout briny™ de c¢™, on poseb™ ¢yt = b"ay'¢™ (0 < p < m) etbmg"o™ =
bmam¢m—1 :

2. sic™ est partiellement coupée, on commence par déterminer quelles arétesidlebor
sont partiellement intersectées. Seitla coordonnée de I'hyperplan de coupe. Nous consid-
érons qu’une aréte spatio-temporelle, dont les liriretb! o ont pour plongement temporel
respectifP; et P/ (on supposé’; < P)), est partiellement intersectée si et seulemen} si
t < P/. On associe &' etb'aj un mémebrin de coupe de dimensidn: b'¢? = blajel.
Sim > 1, on utilise la relation de bord™ pour “propager” les brins de coupe : s'il existe
un brinb™ dec™ tel queb™o™ est associé au brin de coulseo™¢™ 2, on crée un brin de
coupe de dimensiom — 1 associé @™ etb™al : b¢™ ! = b"a¢™ 1. La relation de
bords™~! sur les brins de coupe s’en déduit directemérit¢p™ o™ = bmg™mp™m 2,

La définition des involution%m*1 (0 < p <m — 1) fait I'objet d’'un traitement particulier
décrit dans le paragraphe suivant.

Le plongement et la photométrie des brins des cellules spatio-temporellessaéfiniies simple-
ment ceux des brins de coupe associés. Nous décrivons ici uniqukneatcul du plongement
des sommets de coupe, celui des attributs photométriques étant détermigérdielémtique. Le
plongement des brins de coupe de dimension supérietiestégal au plongement des brins de
leur bord.
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— Siune cellule spatio-temporelle est totalement coupée, le plongemenhueetde coupe
est la copie du plongement des sommets intersectés;

— Si une cellule est partiellement coupée, spitla coordonnée de I'hyperplan de coupe.
Soient
P = (P, Py, P, P) et P' = (P,, P, P,, P/) les plongements respectivement associés
aux brinsh! etblad d’'une aréte partiellement intersectée, tels fuec P/. Le plongement
P" = (P}, P}/, P/, P/') dusommet de coupe ¢° associé &' etb'ag est une interpolation

linéaire deP et P’ calculée en fonctiondg> : P = P + 830’:1];3 (P'—P).
t

Lalgorithme 9 reprend les étapes de la construction des brins de caupedécrire le calcul
du plongement et de la photométrie des brins de coupe, pour alléger laleCatralgorithme
traite les brins des cellules spatio-temporelf&sdans I'ordre des dimensions croissantes:"Si
est partiellement intersectée, on parcourt 'orlité", o5, ..., " _;) d’un brin dec™ pour traiter
¢ entiérement, car le méme brin de coupe est associé a I'qegjte des brins de™. Sic™ est
totalement intersectée, cela signifie que toutes les cellules de son bordjal@mént totalement
intersectées : il suffit donc de tester les cellules du bord pour détermlhetessection dec™ est
totale.. Pour éviter de faire ce test sur chaque brin"tietoute la cellule est traitée en une seule
passe : on associe une marque a tous les brin&det on écrit I'algorithme pour que celui-ci ne
traite que les brins non marqués.

A.4.2 Définition des involutionSa;”—l (0 < p < m —1) sur les brins de coupe de
cellules partiellement intersectées

La définition des involution&;”—1 reprend celle de [Aub99]. La coupe d’'une cellule spatio-
temporelle de dimensiom est un ensemble de cellules de dimension- 1. Cette “réduction
de dimension” se répercute sur les involutimg%—l, pourp > 0. Soit 4™ un brin d’'une cel-
lule partiellement intersectée : I’involutioma];’”“1 sur le brin de coupé™¢™~! est définie par

bm¢m—la;1—l — ma;z+1¢m—1.

La définition deagl‘l est moins formelle, car elle ne fait pas exclusivement appel a la topolo-
gie, et tient compte du plongement des brins de coupe. Considéronaamsatio-temporelle
F. Pour définirozg"“1 sur les brins de coupe, nous employons un algorithme de type “scan-line”
sur F' pour relier paray, tous les brins de coupe de dimensio(Fig. A.4). On sélectionne parmi
ces brins celui pour lequel les coordonnées du plongement spatialé@assnt minimales (i.e. on
teste les valeurs de plongement En puis enY et enZ). Soitb! le brin sélectionné, et soif
un brin deF tel queb®¢! = bl. Pour détermineb'a}, on parcourt simultanément les brins Be
dans deux directions : le premier parcours commenceé’egin?, et le second paa}. Chaque
parcours se poursuit en appliquant la composition d’involutighs? sur les brins de”. Soient
bl et les premiers brins de coupe respectifs rencontrés sur chaque rsarespectif :

— dans le cas le plus simplg! = v, et on posé'a} = b ;

— dans le cas général! # b"L. Onrelieb! para} avec le brirt* out”* qui est le plus proche
deb!, en comparant les plongements strY et Z. Le brin le plus proche détermine le
sens dans lequel est ensuite parcourue pour relier pgrles paires successives de brins
de coupe rencontrées lors du parcours.

Cette méthode permet de construire toutes les arétes de coupes isse@ess@aftiellement
intersectées, et donne des résultats visuellement satisfaisants danslEumode
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Algorithme 9 : Algorithme de création des brins de coupe.
Entrée : n-cellulec™ et coordonnée de I'hyperplan de coupe
/* On traite lesm-cellulesc™ du bord dec™ dans I'ordre des dimensions croissantes. */
Pour m de0 an Faire

Pour tous les bring™ de l'orbite (!, a4, ..., ;" _;) d’un brin dec™ Faire

[* Test d'intersection des sommets. */

Sim = 0 Alors

Soit P, le plongement temporel associéa;

Si P, =t Alors

| Créer le brin de coupg™¢® ;

Sinon

[* Si ¢™ est totalement intersectée, tous ses brins sont marquésletipassocie un
brin de coupe de dimension. */

Sib™ n'est pas marquélors
Si tous les brins deém — 1)-cellules du bord de™ sont associés a des
brins de coupe de dimensiom — 1 Alors
Pour tous les bring’™ dec™ Faire
Créer le brin de coup&™¢™ ;
POSEI‘b’mgf)mO’m - b/mam¢m—1 :
Pour p de0 am — 1 Faire
Sivmay'¢™ existeAlors
L | Poset™¢™mapt «— b"™Mayte™

| Marquerb™;

/* Si b™ n'est pas marqué a ce stade, on est slr gien’est pas totalement intersec-
tée : on teste l'intersection partielle.*/

Sib™ n'est pas marquélors
Sim =1 Alors
SoientP, et P/ les plongements temporels associés aux extrémités des
arétes tels qué®, < P;;
Si P, <tc < P; Alors
| Créer le brin de coup&™¢? tel queb™¢® = v™a¢" ;

Sinon
/* Propagation des brins de coupe aux dimensions supérsetife
Sibme™¢p™ 2 existeAlors
L Créer le brin de coup&”¢™ ! tel queb™¢™ 1 = bl ™ L;
Poserbm¢m—10m—1 — bmam¢m—2;

/* Démarquage des brins d€' et des cellule de son bord. */
Pour m de0 an Faire
| Démarquer les brins marqués de;
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Coupe

a) b) ©)

FIG. A.4 : Définitions des involutions} sur les brins de coupe de dimensibn

Les involutionsag eta? (resp. les involutions? et les relations de boral' eto?) sont représentées par

des pointillés (resp. des traits pleins et des fleches). ties gpatio-temporels sont représentés par des
cercles, et les brins de coupe par des carrés. a) Coupe 2¥esitule et des cellules de son bobd.est le
brin de coupe (associéha etb*a2) dont le plongement est minimal ex. b) Les brins de l2-cellule sont
parcourus dans deux directions : un parcours commende payret 'autre pah?aga?. Chaque parcours
cesse lorsqu’un brin de coupe est rencontré bitietd”!. b’ est plus proche d&' quebd”’ : on relieb! et

bl paraj, et on construit les autres arétes de coupe.

Pour définir I'involutiona® sur les brins de coupe de dimensiarsupérieure &, nous procédons

de la maniére suivante : séit’ un brin d’'unem-cellule partiellement intersecté& (m > 2) et

soit b™¢™~! le brin de coupe correspondant. On supposeIﬁihff"¢m*2046”‘2 est bien défini

et on veut déflnlrbm¢m_1a6n_1. Le principe consiste a rechercher le biift de ¢™ pour relier
ymem—t apm¢™ ! para'~t. A partir deb™o™, on parcourt l'orbite{af' !, o) (50 ™) et

on teste les brins de coupe associés aux brins de cette orbite ; le pasoam®té lorsque le brin

de coupe testé est’c™ ¢ 2af' 2. Dans le méme temps, on parcourt I'orbite]’, o) (b™)

a partir deb™ exactement de la méme maniére que le premier parcours, et on s'arréte au méme
moment : le brinb’™sur lequel le parcours s’est arrété est le brin recherché : on dég’iﬁilc par
bm(bmflagn—l _ b/m(bmfl etb/m¢m71a6n—l — bm(bmfl.

L'algorithme 10 résume les étapes de la définition des involutions sur les l@igsupe.
Comme dans l'algorithme précédent, chaque cetitilest traitée en parcourant l'orbite}”, a3, ..., al"_ )
d’un brin dec™. De plus, la définition de I'involutiom, pour les brins de coupe de dimensibn
nécessite d'effectuer un traitement global aux cellules intersectées dasitim2 : les brins de
ces cellules sont marqués pour ne les traiter qu’une fois.

A.5 Identification

Lidentification de deux:-cellulesc} etch consiste a transférer le contenu de I'étoile des brins
dec? vers les brins dey. Ce transfert implique la mise en correspondance récursive des bens d
deux cellules et de leurs bords (cette mise en correspondance dt&t déos I'algorithme 11). On
utilise une bijection notég™ qui associe un brin d&' a un brin dey.
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Algorithme 10 : Algorithme de définition des involutions sur les brins de coupes de cellules
partiellement intersectées.
Entrée : n-cellulec™.
/* On traite lesm-cellulesc™ du bord dec™ dans I'ordre des dimensions croissantes. */
Pour m de2 an Faire
Pour tous les brind™ de l'orbite (af*, a4, ..., _;) d’un brin dec™ Faire
/* Définition dea}f*1 (1 < p < m —1)surles brins de coupe. */
Pour p del am — 2 Faire
L Sibm¢y™1 existeAlors

| Posen™¢™ ot — bmagt o™

/* Définition deag' . */

Sim = 2 etsib™ n'est pas marquélors
Rechercher les brins de coupe associés aux brin® de
Déterminer le brin de coup™¢™ ! dont le plongement a les coordonnées
minimales ;
Parcourirc™ pour définiry™¢m a1 ;
Parcourirc™ dans la direction déterminée paf’¢™ ! et b ¢m 1ol ! et
définiroz?*1 entre les paires de brins de coupes successives ;

| Marquer les brins de™ ;

Sinon

SivmemLag ! n'est pas définAlors

Parcourir en paralléle les orbités]" ™', o~ 1) (b™0™) & partir deb™ o™
et(og’, of")(b™) a partir deb™ ;

Arréter les deux parcours quand le brin de coupe associé a un brin de
(o= a1y (bmo™) est égal " o™ ¢ 2a 2

Soitb" le brin sur lequel le parcours de{, ") (b™) s’est arrété ;
Posen™ ¢ Loyt  bm@mTl; Posen ™l g™l

Démarquer les brins marqués des cellules de dimersjon
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Algorithme 11 : Algorithme de mise en correspondance des cellules a identifier.
Entrée : n-cellulesc? etcy.
I* Les brins dec} etcy sont parcourus en paralléle. */
Pour tous les bring} dec et tous les brings decy Faire
Sin > 0 etsiblom¢" ! n'a pas été définhlors
Soitc? ! la cellule contenarit}o™ et soitcy ' la cellule contenart; o™ ;
L Appliquer I'algorithme de mise en correspondancedur etch ' ;

Posen¢" «— by ;

Si la bijection est correctement définie, le transfert des brins des étdéest(par I'algo-
rithme 12) est réalisé.

Algorithme 12 : Algorithme de transfert de I'étoile.
Entrée : n-cellulecy.
Pour tous les bring} dec} Faire
Sin > 0 etsiblc™ n'a pas été traitéAlors
Soitc] ! la cellule contenart} o™ ;
L Appliquer I'algorithme de transfert su?‘l ;
* Transfert des brins de I'étoile. */
Pour tous les bring ! de I'étoile deb} Faire
L bn+10.n+1 - b?qbn :




ANNEXE B

| MPLANTATION DU PRODUIT
CARTESIEN DANS LE MODELEUR

Le modeleur 4D a base topologique que nous avons développé permetigelarades objets
spatio-temporels de dimension topologiqué 4 pour définir et contrdler des animations. Ces
objets sont principalement construits par produits cartésiens d’objetsng@sion topologique
inférieure a4.

Dans ce cadre, les produits cartésiens que nous réalisons cori@xeiasivement les couples de
dimensiongk’,1") avecO < k' < 3,0 <1’ <3, et0 < k' + 1’ < 4. Nous décrivons explicitement
ci-dessous les suites de bits utilisées, puis les correspondances ebtiedesprésentés par ces
suites et les brins associés par les opératefirs’ (0 < p < k' + 1) eto*+"'. Le tableau B.1
décrit les suites de bits représentant les brins résultants des prodtésiersG* @ GY, pour
0<K <3,0<1I'<3,etd <k +1' <4.Remarquons que poiéf = I’ = 0, une suite de bits
“vide” est associée au brin résultant; cette suite est symbolisge-par

(K, 1) Suites de bits
(0,0) [(=)]
(1,0) ou (0, 1) [(1)] ou[(0)]
(2,0) ou(0,2) [(11)] ou[(00)]
(0,3) ou(3,0) [(111)] ou [(000)]
(1,1) [(01), (10)]
(2,1)ou(1,2) [(011), (101), (110)] ou[(001), (010), (100)]
(3,1)ou(1,3) | [(0111),(1011),(1101),(1110)] ou[(0001), (0010), (0100), (1000)]
(2,2) [(0011), (0101), (0110),(1001), (1010), (1100)]

TAB. B.1 : Suites de bits représentant les brins résultants des prodaitésienss*" ® G, pour 0 <
E<30<lU<3et0O<k +1I <4.

Pour des dimension et!’ et un ensemble de bring at[b*'][6""'] donnés, les tableaux B.2-

197
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B.8 décrivent 'ensemble des brins images pAr’’ (0 < p < k¥ + ' — 1) eto¥*"" : les brins
images sont obtenus en utilisant les tables de corresponﬂm‘[t'epour() <k <30<Il <3,

et0 < k' +1' < 4. Par exemple, pour’ = 1,1’ = 0 et un couple de bring*, b°), Mat[b}][p)] =
{((b*,-), (b",0))} (tableau B.2). La table de correspondaffice} détermine les images des brins
de Mat[b'][b"°] parof et leur position. Les tableaux B.2-B.8 décrivent respectivement les brin
images pour les couples de dimensiohd), (2,0), (3,0), (1,1), (2,1), (3,1) et(2,2) (les autres
cas se deduisent par symétrie).

’ Mat[b'][b"] \ Opérateur\ Brin image((b*", I},), (v"", JL.)) \ Position dans\/at[b""][b""]
((b17_)v(b/070)) a(l] ((bla%)7_)v(b/070)) 0
Gl ((61017_)7(()/07_)) 0

TAB. B.2: k' = 1 etl’ = 0: images des brins d&/at[b!][v"°] par of eto’.

’ Mat[b?] [ \ Opérateur\ Brin image((b*", I},,), (v, JL.)) \ Position dans\/at[b*"|[b""] ‘

((b27*)7 (blo,Ol)) O‘(2J ((bQCM%’*)’ (blovol)) 0
O‘% ((bza%v _)a (blov 01)) 0
o’ ((62027_)7(17/070)) 0

TAB. B.3:k" =2etl’ = 0 : images des brins d&/at[b*][0"] par o’ (0 < p < 1) eto?.

’ Mat[b*][p"°] \ Opérateur\ Brin image((o*", I},,), (8", J;.)) \ Position dans\/at[b*"|[b""]

((b?)vf)v (b/0’012)) a% ((b3a87*)7(b/0a012)) 0
o (P, —), (°,012)) 0
O‘% ((1)30[%,—), (b/0’012)) 0
o (b33, —), (b'°,01)) 0

TAB. B.4 k' = 3 etl’ = 0 : images des brins d&/at[b*][b"] par a2 (0 < p < 2) eto?.

’ Mat[b'][p'] \ Opérateur\ Brin image((b*", I},,), (8", J..)) \ Position dans\/at[bF"[p"]

((6*,0), (v",1)) ag ((61,0), (b" 5, 1)) 0
(61,0, (v, 1)) af (61, 1), (¢",0)) 1
((v',0), (v, 1)) o? ((b'a?,0), (b, —)) 0
(6%, 1), (¢v",0)) ag ((b'ag, 1), (",0)) 1
(b, 1), (v,0)) of ((61,0), (b, 1)) 0
(61, 1), (¢v",0)) o’ (61, ), ("0, 0)) 0

TAB. B.5:k" = 1etl’ = 1:images des brins d&/at[b'][b"] para; (0 < p < 1) eto?.
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Mat[b?][b"] \ Opérateur\ Brin image((b*", I},), (v"", J..)) \ Position dans\/at[b*"][b""] ‘
((v*,0), (v",12)) ag ((v*,0), (g, 12)) 0
((v*,0), (v",12)) af ((v? ) (v",02) 1
((v*,0), (v, 12)) a3 ((b°af,0), (b",12)) 0
((v*,0), (v",12)) o’ ((5202 0) (v",1)) 0
((v*,1), (b",02)) ag ((b*ag, 1), (v, 02)) 1
((v*,1), (v",02)) af ((v*, 0) (v",12)) 0
((v*,1), (v, 02)) a3 ((v*,2), (b",01)) 2
((v*,1), (v",02)) o’ ((b*0*,1), (b",0)) 1
((v*,2), (b",01)) ag ((b*ag,2), (b, 01)) 2
((v*,2), (v",01)) af ((b*af,2), (v, 01)) 2
((v*,2), (v, 01)) a3 ((v*,1), (v",02)) 1
((b2,2), (b1, 01)) o’ ((b%,-), (btot,01)) 0

TAB. B.6 : k" =2 etl’ = 1:images des brins d&/at[b?][b"'] par oi) (0 < p < 2) eto®.
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\ Opérateur\ Brin image((b*", I},), (v"", JL.)) \ Position dans\/at[b*"|[0""] ‘

Mat[3][b'"]
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TAB. B.7 : k' = 3 etl’ = 1 :images des brins d&/at[b?][t"] par a;, (0 < p < 3) eto*.
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i) | Position dans\Zat[b*"][0""] |

| Opérateur| Brin image((t*", I},), (4",

Mat[p?][?]
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TAB. B.8 k' = 2etl’ = 2:images des brins d&/at[b?][b"?] par o, (0 < p < 3) eto™.
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Résumé : Notre travail porte sur la modélisation géométrique 4D pour 'animation. Un objet 4D
décrit I’évolution temporelle d’'un objet 3D. La modélisation 4D a pour principal intérét 1’homo-
généité de 'extension des méthodes de modélisation 3D & la dimension 4, mais comme principales
difficultés l'interprétation d’un objet 4D en termes d’animation et le controle de sa construction.
Nous proposons une solution ot I'on considére d’abord des objets spatio-temporels de dimension
inférieure & 4, simples & interpréter et controler ; puis on réalise le produit cartésien de ces objets
pour créer des objets de dimension supérieure dont l'interprétation se déduit de celle des opé-
randes. Dans le chapitre 2, nous définissons les objets 4D avant de décrire les travaux relatifs aux
déformations 4D et de présenter notre approche. Le chapitre 3 décrit une étude de cas de produit
cartésien sur des opérandes de base, des simplexes, interprétés comme des trajectoires de points.
Ceci nous a permis de proposer une méthode d’interprétation et de controle des objets 4D créés
par produit cartésien. Pour réaliser I’étude et expérimenter notre méthode, nous avons congu un
modeleur géométrique & base topologique 4D incluant des opérations de création et de manipula-
tion d’objets 4D (Pannexe A décrit les principaux algorithmes utilisés). Le chapitre 4 présente le
modeleur et deux animations complexes créées avec ce dernier. L’opération de produit cartésien
a été initialement définie pour les ensembles simpliciaux. Dans le chapitre 5, nous adaptons cette
définition & une autre structure simpliciale, les ensembles semi-simpliciaux, et a des structures
cellulaires: les cartes généralisées, les cartes orientées et les chaines de cartes fermées implantées
dans le modeleur. A chaque définition du produit cartésien correspond un algorithme optimal en
temps de calcul. I’annexe B décrit 'implantation concréte de cette opération. Nous concluons et
présentons les perspectives de nos travaux dans le chapitre 6.

Mots clés: Modélisation géométrique 4D pour I’animation, produit cartésien, structures simpli-
ciales, structures cellulaires.

Using Cartesian Product for 4D Geometrical Modelling for Animation

Abstract: We work in the scope of 4D modelling for animation. A 4D object describes the
evolution of a 3D object during time. Extending 3D modelling methods to dimension 4 is the
main advantage of 4D modelling; but interpreting a 4D object as an animation and controlling
the construction of this object are the main drawbacks of 4D modelling. We propose a two-step
method to solve this problem: firstly, we consider space-time objects of dimension lesser than 4,
which are easy to interpret and to control. Next, we apply the cartesian product operation on these
objects to create an object of greater dimension, whose interpretation is deduced from operands’. In
chapter 2, we explain what is a 4D object, and we review previous works about 4D deformations
before introducing our method. Chapter 3 introduces a case study about cartesian product of
basic operands, simplices, defined as point trajectories. This study let us design a method for
interpreting and controlling 4D objects resulting from cartesian product. To make our study and
experiment our method, we have created a topologically-based 4D geometrical modeler, offering 4D
object creation and manipulation operations (the main algorithms are given in annex A). Chapter 4
describes the modeler and the design of two elaborate animations. Cartesian product operation was
originally defined for simplicial sets. In chapter 5, we adapt this definition for another simplicial
structure, the semi-simplicial sets, and for cellular structures: generalized maps, n-maps and closed
chains of maps (annex B describes the implementation of closed chains of maps in our modeler).
We conceived an algorithm with an optimal complexity in time for each of these definitions.We
conclude and we present our future works in chapter 6.

Keywords: Geometrical 4D modelling for animation, cartesian product, simplicial structures,
cellular structures.
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