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Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos

Resumo

Andlises Elasto-Plasticas de 12 e 22 Ordem de Perfis Metalicos de Parede Fina Utilizando a

Teoria Generalizada de Vigas.

Propoem-se formulacbes originais da Teoria Generalizada de Vigas (GBT) para analises elasto-
plasticas de 1% ordem e de pos-encurvadura de perfis de parede fina, baseadas na teoria J> com
escoamento associado, e validas para (i) distribuicdes arbitrarias de tensdes residuais e imperfeicoes
geomeétricas, (ii) materiais isotropicos ndo lineares (e.g., acos carbono/inox), e (iii) padrdes de
deformacdo arbitrarios (e.g., global, local, distorcional, corte). A andlise da seccdo é baseada na
formulacéo de Silva (2013), mas adopta cinco tipos de graus de liberdade (g.l.) nodais — um deles
(“rotagdo de empenamento’) constitui uma originalidade do trabalho e permite aproximar os perfis
de empenamentos através de polindmios clbicos (em vez de fungBes lineares) em cada sub-placa.
As formulacGes sdo validadas através de varios exemplos ilustrativos envolvendo vigas e colunas
caracterizadas por diversos tipos de seccdo (aberta, fechada, (ndo) ramificada), materiais (bi-lineares
e nao lineares — e.g., aco inox) e condicdes de fronteira. Os resultados da GBT (trajectdrias de
equilibrio, distribuicdes de tensdes/deslocamentos e mecanismos de colapso) foram validados por
comparacdo com os de andlises de EF de casca, tendo-se verificado que globalmente sdo obtidos
resultados muito semelhantes com apenas 9% e 21% (analises de 12 e 22 ordem) dos nimeros de g.l.
utilizados nos modelos de EF de casca. Para além disso, a natureza modal impar da GBT é realcada
através de diagramas de participacdo e fungdes de amplitude modais, e analises baseadas em
diferentes conjuntos de modos de deformacéo, o que permite adquirir um conhecimento profundo

sobre a mecanica comportamental da barra em regime elastico e inelastico.
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Abstract

First and Second Order Elastoplastic Analyses of Thin-Walled Metal Members Using

Generalized Beam Theory.

Original Generalized Beam Theory (GBT) formulations for elastoplastic first and second order (post-
buckling) analyses of thin-walled members are proposed, based on the J, theory with associated flow
rule, and valid for (i) arbitrary residual stress and geometric imperfection distributions, (ii) non-linear
isotropic materials (e.g., carbon/stainless steel), and (iii) arbitrary deformation patterns (e.g., global,
local, distortional, shear). The cross-section analysis is based on the formulation by Silva (2013), but
adopts five types of nodal degrees of freedom (d.o.f.) — one of them (warping rotation) is an
innovation of present work and allows the use of cubic polynomials (instead of linear functions) to
approximate the warping profiles in each sub-plate. The formulations are validated by presenting
various illustrative examples involving beams and columns characterized by several cross-section
types (open, closed, (un) branched), materials (bi-linear or non-linear — e.g., stainless steel) and
boundary conditions. The GBT results (equilibrium paths, stress/displacement distributions and
collapse mechanisms) are validated by comparison with those obtained from shell finite element
analyses. It is observed that the results are globally very similar with only 9% and 21% (1% and 2™
order) of the d.o.f. numbers required by the shell finite element models. Moreover, the GBT unique
modal nature is highlighted by means of modal participation diagrams and amplitude functions, as
well as analyses based on different deformation mode sets, providing an in-depth insight on the

member behavioural mechanics in both elastic and inelastic regimes.



Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos




Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos

Palavras Chave

Perfis prismaticos de parede fina
Teoria Generalizada de Vigas (GBT)
Padr@es de deformacéo arbitrarios
Materiais elasto-plasticos
Endurecimento isotropico

Acos carbono e inoxidavel

Anélises de 1 ordem

Analises de pos-encurvadura
Mecanismos de colapso

Decomposicao modal

Keywords

Prismatic thin-walled members
Generalised Beam Theory (GBT)
Acrbitrary deformation patterns
Elastoplastic materials

Isotropic strain-hardening
Carbon and stainless steel alloys
First order analysis
Post-buckling analysis

Collapse mechanisms

Modal decomposition



Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos

vi



Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos

Agradecimentos

Dedico este trabalho a minha familia, nomeadamente aos meus queridos pais Ana
Abambres e José Abambres e avds Maria de Lurdes Silva e Antonio Baptista Silva, por todo o
amor e conforto recebidos e por tudo o que me tém ensinado.

Nunca esquecerei o incondicional apoio e motivacdo transmitidos pelos meus melhores

amigos Claudia Fernandes e David Vicente. Muito Obrigado, “manos”!

Aos Professores Dinar Camotim e Nuno Silvestre, meus orientadores cientificos, 0 muito
obrigado pela disponibilidade e imenso apoio, motivacdo e sabedoria transmitidos ao longo
dos dltimos 5 anos. E uma honra poder trabalhar com os melhores do Mundo.

Ao meu amigo Dinar, agradeco a excelente companhia e apoio em VArios momentos
importantes deste Ph.D., e por me ter feito gargalhar tantas vezes como resultado do seu
apurado sentido de humor.

Obrigado Catarina Soares, Afonso Albuquerque, Francisco Soromenho, David Vicente,
Claudia Fernandes, Jorge Lopes, Angelo Marcos, Luis Ferreira, Cristovdo Honorato, Saila
Pahkakangas, Toméas Almeida, Zé Almeida, Lina Almeida, Liliana, Carminho, Ana
Margarida, Carolina Addo, Ruben Murargi, Rui Babau, Helia Pereira, José Fachada, Zé
Francisco, Jodo Amaral e Filipa Roséario, pela ajuda, apoio e amizade.

Ao Professor Kim Rasmussen, Francisco Cardoso e amigos Manuela e Rui por me terem
recebido tdo bem durante a minha temporada de 3.5 meses na Universidade de Sydney, onde
conclui a investigagdo para este doutoramento.

A mi amor Anai, muy importante para la preparacion de la defesa publica. TQM !

vii



Resumo, Palavras Chave e Agradecimentos

Agradeco a Fundacéo para a Ciéncia e Tecnologia (FCT) pelo apoio financeiro, concedido
através (i) da bolsa de doutoramento SFRH/BD/43271/2008 e (ii) do projecto de investigacao
PTDC/ECM/108146/2008 ("Teoria Generalizada de Vigas (GBT) - Desenvolvimento,
Aplicacgéo e Disseminagao").

“Your work is going to fill a large part of your life, and the only way to be truly satisfied is to
do what you believe is great work. And the only way to do great work is to love what you

do”, Steve Jobs

“Imagination is the highest form of research”, Albert Einstein

“No matter what my world looks like today, the world that i’ll live in tomorrow will be the

world that i create”, Ryan Leslie

viii



indice

Indice

Capitulo 1. Introducéo

1.1. Utilizag&o de elementos metalicos de parede fina na
1.1.1 Consideracdes gerais
1.1.2 Fabrico

1.1.3.2 Método das faixas finitas (MFF)

1.1.3.3 Teoria das linhas de cedéncia generalizada (TLC)

1.1.3.4 Teoria generalizada de vigas (GBT)

1.3. Motivagdo, objectivos e organizagdo da tese
1.3.1 Motivagéao
1.3.2 ObJeCtiVOs,...........oceeeereeereeeneeeeeeneaeeeaees
1.3.3 Organizagéo da tese

1.4, PUDIICAGBES.. ... eeeeeeeeeeeeneens
1.4.1 Revistas internacionais,

1.4.2 Actas de conferéncia

Capitulo 2. GBT — Conceitos Fundamentais

2.1. Hipdteses simplificativas e campo de deslocamentos

2.2. Relagdo constitutiva elastica

construcao



indice

2.3. Analises lineares de 12 ordem e de estabilidade, ... .........cooiooieeeeeeee e e e e e e e 37
2.3.1 EQUaGE0 geral de QUITTONIO, ... ... ..ot e e e e e ee e e e e e ee e emeeeeeeeemeeemeeeannens 37

2.3.2 Formulagao de um elemento fiNit__ ... ... .cooooiieeeeeeeeeeee e eeeeeee e eeeeeeeeeeeeeeseeseeeeeneenenn s 30

2.4, ANGITSE U SBCGAD, ...« eeeeeeeeeeeeeeee e e eeee et e e et e e emeeeaeeeseeeemeeeaeeeaeeeemeeamseeaseeemesemseeaseeameeemeeeseeeneeemnnen ! 43
2.4.1 Modos de deformagao BIEMENTAIES. ... ... ...oeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeeeeeeeeemeeeeeeeeeeeemeeeeseeaeeeemenenend 46

2.4.2 Modos de deformagaio da GBT_ ... ... ....oieeeeeeee e eeee e et ee et e eeeeeeeeeeeeeemeeeeeeeeeeeemeeeeeeeeneeemneennn ] 49
2.4.2.1 M0dos convencionais (CONV)_.._ ... .. oo eeee et eeeeeeeeeeeeeeeemeeemeeeeeeeenneemnnan 49

2.4.2.2 MOUOS A8 COME (C).......eeeeeeeee et e e e et e e e e e e eeeeeeeeeemeeeeeeeeeeemeeemneeeneeameeemeeeannnanen 53

2.4.2.3 Modos de extensao transversal (ET).............coeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e et eeeeeeeeeeeeeeeemneeaen 54

2.4.2.4 Modos de fluxo de corte Celular (FCC)........ ..o e e e e e aee e 54

2.4.2.5 Campo de deslocamentos e propriedades modais da GBT ... ... ..o e, 57

2.4.3 PartiCipacao MOUAL ... ... ..o et e et e e e e e e e et e e emeeeeeeeeeeeemeeeneeeneeemneameeeeneneneens 58

2.4.4 Novo grau de liberdade — rotacéio de empenamento O ... ... ........oooeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeans 60

2.5, CONCIUSTES. ...t e e e e e e e e e emeeeeeeeeeemeeeeemeeeeameeeameeeeameeeeaseeaameneeameeeeemeeeaseeeeameeeeamnnen, 66
Capitulo 3. Comportamento e Modelagio do AGO.................ooouooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeeee 69
R 1ol [0 Tor Lo ISR 69
3.2, 0 @G0 TNMOXIUAVEL ..ot e et et e e e e et e e eeeeemeeeeeeeeeeemesameeeeneeemneemsaeaneeemneemneeanenemenennens 71
BL2.L CIASSES.... ... e e e e e et e e et e e em e e et eeaeeeemeeeaeeeeeeeemeeeseeeeeeemeeemseeaneeemeeemneeaeeeemeeeaneeaneeaneeans 72

B2 1L AUSTENITICOS, ...t ee e e et e e e e e e e e eee e e e e e e e emeeeeaee e e e e e e eameeeeaseeeameeeeameeeeeneeeameeeeamenn 73

BL2.L.2 FOITIIICOS ... ..ot eeee et e et e e e e e e e e et e e eeeeeme e e e eeameeemeeeeeeeaeeeemeeeseeeneeemeeemneeanenemnnenen 74

3.2.1.3 Austenitico-ferriticos (AUPIEX). ... oo e ee et et e e e eeeeeeeeeemeeeeeeeeeeeemneeaneane 74

3.2.2 ADIICAGOES BSIIULUIAIS ... .. ..o e eeeeee e e et e e e e e e et e e et e e emeeeeeeeemeeemeeeaeeeeeneemeeeaeeeemesemeeeeneeamneenen 75

3.2.3 Normalizag&o para dimenSiONaMENTO, ... ... ....ceeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeemeeeeeeeeeeeemeeemeeeaneeanean 79

3.2.4 ASSIMELIia € ANISOIIOPIA, ... ... .eieeeeeeeeeeeeee e e eeee et eeeee e e e eeeeeeeeeeemeeeaeeeaeneemeeeaseeemesemeeeeneeamneenen 80

B2 4L ASSIMEIIIA ..o e et e e et e e eeeeemeeeeeeeemeeemeeeeeeeeeeeemeeeaseeeneeemeeemneeanenemnnenen 80

B.2.4.2 ANMISOTIOPIAL ... oot e e e e e ee e e eeeeeeeeaeeeemeeeeeeeeeeemeeeneeeneeemneeaneeeeeeemneennn 81

3.2.5 Relagdo uniaxial tensao — defOrMaGAO, .. ... ... ..o et e et et e e e e e e e eeeeeneeene 82
3.2.5.1 Atens@o de CedBNCIa INICIAL ... ... .coieeeeeeee e e e e e e e e e e e e emeeemen 90

3.3 CONCIUSDES ... ...ttt e et e e e e e e eeeeeeeeeemeeaeeeemeeemeeemeeeeeeeemneemneeaseeemeeameeeaseeameeemeeeaseeamneemnnennes 91
Capitulo 4. Teoria de ESCOAMENTO Jo ... . oo 93
4.1, SUPEITICIE U8 COUBNMCIAL ... .. et e et e e e ee e e e e ee e e e e eeee e e em e e e e emeeaneemneaneemmeaneemmnannamens 93
4.2. REQIa 0 BSCOAMEIIO, .. .. o . eeeeeeeeee et e et e e eee e et e e et eeemeeeeeeaeeeemeeemeeeseeeemesemneeaseeemesemseeaseeanneemneennn, 94
4.3. Matriz CoNnStitutiva @lastO-PIASHICA, ... .. .....eeeeeeeeeeeee et ee et e e e e e e e e e et e e eeeeeeeeeeeeemeeemeeeaeeeameeemnnenens 95
4.3.1 Matriz constitutiva CONVENCIONAN ... ... ..o e e e e e et eeeeeeeeeeeeeemeeemeeeeeeeenneemeneanens 96

4.3.2 Matriz constitutiva consistente 97



indice

4.4. Endurecimento isotropico,

4.5. Métodos explicitos e implicitos de integracdo numérica,
4.5.1 Método de Euler Progressivo,
4.5.2 Método de Euler Regressivo
4.5.3 Método da Normal Média

Capitulo 5. O Método do Comprimento de Arco Cilindrico

5.1. Introducéo

5.2. Estratégia incremental
5.2.1 Aumento do comprimento de arco
5.2.2 Comprimento de arco constante

Capitulo 6. GBT — Analises Elasto-Plasticas de 12 Ordem
6.1. Equacao geral de equilibrio

6.2. Formulagdo de um elemento finito
6.2.1 Vector de forgas internas
6.2.2 Equacdo de equilibrio incremental

6.3. Exemplos ilustrativos
6.3.1 Caracterizagao,..............coceeeereseeeeseeereseesssesseessseeseessseens
6.3.2 Modos de deformacéo
6.3.3 Resultados — validacao e vantagens da analise modal
6.3.4 Conclusoes

109

111
112
113

113

114

116

117

119
119
120

122
123

129
131

161

Capitulo 7. GBT — Analises Elasto-Plasticas de 22 Ordem
7.1. Equacao geral de equilibrio

7.2. Formulagdo de um elemento finito
7.2.1 Vector de forgas internas
7.2.2 Equacao de equilibrio incremental

7.3. Imperfei¢des iniciais
7.3.1 Imperfeicbes geométricas
7.3.2 Tens0es residuais

165

168
168
170

172
173

180

Xi



indice

7.4. Exemplos ilustrativos
7.4.1 Caracterizacao
7.4.2 Modos de deformagao...............cceeeeeeemereeeeseeeeeseeseseeseeesseese e saeeeeseens
7.4.3 Resultados — validacao e vantagens da analise modal
7.4.4 Conclusoes

Capitulo 8. Consideracgdes Finais e Desenvolvimentos Futuros

8.1. Consideracoes finais

8.2. Desenvolvimentos futuros,

ANEXO 4.A. O Método de Newton-Raphson
ANEXO 6.A. Analises Elasto-Plasticas de 12 Ordem — Implementacao
ANEXO 6.B. Consideragdes sobre Modelacdo no Abaqus

ANEXO 6.C. Exemplos llustrativos Complementares

6.C.1. CaraCterizago. ............ueeerereeeeerucuccesssssssseseseseeestss s esssssssssenesesessacas

6.C.2. Modos de deformacao

6.C.3. Resultados — validagéo e vantagens da analise modal

ANEXO 7.A. Andlises Elasto-Plasticas de 22 Ordem — Implementacéo

Referéncias

Xii

182
182
191
197
230

233
239

245

249

253

257

259

263

265

265

268
269

277



Lista de Figuras

Lista de Figuras

Capitulo 1

Fig. 1.1. Exemplos de secgBes tipicas de parede fina: (a) em Z enformada a frio, (b) RHS enformada a frio e soldada, (c) I e

Fig. 1.2. Algumas das secgBes mais utilizadas em perfis enformados a frio: C, C-reforgado, Z, Hat,
Rack e | (Basaglia 2010) 3

Fig. 1.3. (a) Perfis enformados a frio na estrutura de uma ponte, e (b) laje nervurada constituida por chapa enformada a frio,,_4

Fig. 1.4. Estruturas em ago leve (LSF): (a) moradia e (b) edificio de medio porte................cccrereeeurerenecneneneesereseeans: 4
Fig. 1.5. Seccdes soldadas em (a) edificios de grande porte, e (b) tabuleiros de pontes._..............cceeererereeeeecrceesennnns: 5
Fig. 1.6. Laminagem a frio: (&) bobina de aco inoxidavel e (b) enformagem de um perfil na linha de produgdo,................. 6
Fig. 1.7. Quinagem: (a) quinadorae (b) enformagem de um perfil na linha de produgao..................cccoeeerrerererenencncnces 7

Fig. 1.8. (a) Modo de colapso distorcional de uma coluna em aco-inox com secgéo em C-reforcado (Lecce e Rasmussen

2005), e (b) instabilidade local de placa de uma viga (Basaglia 2010).................ccoeeeeeecccceeeeeeeere e e 9
Fig. 1.9. Discretizacdo de uma barra em (a) elementos finitos de casca e (b) faixas finitas (Basaglia 2010), ... ..ccoouuiiiil. 10
Fig. 1.10. Vigas em C sujeitas a momentos positivos e negativos:exemplos de mecanismos de colapso pela TLC,............. 12
Fig. 1.11. Diagrama carga-deformagéo genérico: regimes elastico, elasto-plastico e rigido-plastico (Bakker 1990).__.__......_.. 13
Fig. 1.12. Deformacdo da secgdo: comparagao entre 0 MEF ou MFF e a GBT (Silva 2013) i, 15
Fig. 1.13. Linha de cedéncia inicial e respectiva regido elastica num espaco bi-dimensional de tenses,...........ooooooeeeeeenn. 20
Fig. 1.14. Cedéncia inicial (pontos a vermelho) e subsequente (pontos a amarelo) para um caso uni-dimensional___........_._. 21
Fig. 1.15. Superficies de cedéncia de Drucker-Prager e de von Mises no espaco de tensdes principais (Wilson 2002), ... 24

Xiii



Lista de Figuras

Capitulo 2

Fig. 2.1. Exemplos de sec¢Bes de parede fina: (a) abertas ndo ramificadas, (b) abertas ramificadas,(c) fechadas

unicelulares e (d) combinando células fechadas com “‘ramos” abertos (Cilmar 2010) 34

Fig. 2.2. (a) Referencial local na superficie média de cada parede, (b) carga exterior distribuida genérica q(x,s) e (c)

componentes de tensdo nao nulas (hipotese de estado plano de tensdo)................ccc.ceeeeecereeeceeeeeceeeeee e 34
Fig. 2.3. Cinematica (plano xz) da fibra normal de uma placa (Silvestre 2005).................c.cocemeuecemeeecereee e eeeeaeaeaas 36
Fig. 2.4. Deslocamento axial num elemento infinitesimal de placa: parcelas de membrana e flexdo (Silvestre 2005),.......... 36

Fig. 2.8. Secgdo em cantoneira — modos de deformacéo elementares com deslocamentos no plano dasec¢ao, .. ............... 47
Fig. 2.9. Secgio em cantoneira— modos de deformacéo elementares com empenamentos (aproximagao ndo linear),_........48
Fig. 2.10. Seccdo em cantoneira— modos de deformacéo elementares com empenamentos (aproximagao linear),.............. 48
Fig. 2.11. Seccao em I: exemplos de modos locais-de-placa.................ccceceeeueurerererenereeeeee e 50
Fig. 2.12. Seccdo em C reforcada: modo distorcional simétrico — configuragdo no plano e perfil de empenamentos,.......... 51
Fig. 2.13. Seccdo em I: modo de tor¢éo — configuracdo no plano e perfil de empenamentos, . ... ooeere e, 51
Fig. 2.14. Seccdo em |: mOdO de eXtENSA0 aXIaL..............ccurereucurereeesrereees e sss e 52

perfis de eMPENAMENTOS,..............ccurereucurerurerecas st esse ettt 53
Fig. 2.16. Seccéo em I: exemplo de dois modos de corte (g.l. de rotacdo de empenamento considerado)..............cceeeeen.... 53
Fig. 2.17. Seccéo em |: exemplo de dois modos de extensdo ranSVersal................c.ccereeeeurerereessenesssssesesssereseeaes 54
Fig. 2.18. Seccéo LiteSteel: 1° modo de FCC (modo de tor¢ao) — configuracdo no plano e perfil de empenamentos, ... 55
Fig. 2.19. Seccéo LiteSteel: 2° modo de FCC — configuracdo no plano e perfil de empenamentos, . ......ooooeeimmeeeeeiiii, 57
Fig. 2.20. Ponte simplesmente apoiada com secgdo em caixao: (a) vista geral e (b) dimensoes da secgéo (linhamédia)_ ... 61
Fig. 2.21. Seccdo em caixdo — modos global, locais e de extensdo transversal mais relevantes nas analises daGBT. ... 62

Fig. 2.24. Distribuices tri-dimensionais do Abaqus e GBT (com rotagdo de empenamento): (a) tensfes axiais ax (MPa) e
(b) empenamentos u (mm) 63

Xiv



Lista de Figuras

Fig. 2.27. Contours de tensfes axiais g, (MPa) para tabuleiro em consola: (2) GBT e (0) Abaqus._.......oooommeeeeel 65
Capitulo 3

Fig. 3.1. Curvas tipicas tensdo-deformacéo dos acos carbono e inoxidavel no estado recozido (Euro Inox e SCI 2007),........ 70
Fig. 3.2. Lei constitutiva uniaxial Di-liNEAr. ... .........eoiemeeeeeeeeieee et e et e e e e e ens e e eas e s eas e e eas e s ennanans 71

Fig. 3.3. Aplicacdes arquitectonicas do aco inox: (a) ponte pedonal BP em Chicago e (b) sede da VIVO no Rio de Janeiro__ 72

Fig. 3.4. Arco Gateway em Saint Louis, Missouri (E.U.A.) —ago austenitico ASTM 304 o, 77
Fig. 3.5. Arquivo Nacional do Canad4 em Gatineau (Quebec) — estrutura em aco austenitico ASTM 304, ...l 77
Fig. 3.6. Casa Villa Inox em ago leve (Tuusula, Finlandia) — estrutura em aco austenitico EN 14301, ..., 78
Fig. 3.7. Schubert Club Band Shell em Saint Paul, Minnesota (E.U.A.) —trelica em aco austenitico ASTM 316, ... 78
Fig. 3.8. Ponte pedonal Pedro Arrupe em Bilbau —estrutura em ago dUpIeX EN L4362, .......evveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn, 78

Fig. 3.9. Pontes pedonais em ago dulex: (a) Likholefossen (Noruega) — EN 1.4162, (b) Helix (Singapura) — EN 1.4462 79

Fig. 3.10. Curvas tipicas tensdo-deformacéo para acos carbono e austeniticos (Rasmussenet. al. 2003)........ooooeeiooieeeni 81
Fig. 3.11. Relagéo constitutiva tipica (a traccdo) de um ago inox: dominios (a) inicial e (b) total (Rasmussen 2003),............ 85
Capitulo 4

Fig. 4.1. Representagdo da superficie de cedéncia de von Mises no espaco das tensdes principais:

(@) 3D € (D) NOPIAND G3=0..............cueeeeeeererecaeerereee e s nsse s s e s s e s assse s s sne e s snsseensnseeasanes, 94
Fig. 4.2. llustracao do método de Euler Progressivo (EXICItO)...............ccccoceeeeeeeereeenccceeeeeesessse e seeee e e 103
Capitulo 5
Fig. 5.1. Incremento genérico (n) do método do Comprimento de Arco (constrangimento esferico). ... . oo, 110

Fig. 5.2. Influéncia da estratégia iterativa na determinacéo do estado de tenséo C: Caminho-Dependente (C;) e Caminho-
Independente (Cu) 114

XV



Lista de Figuras

Capitulo 6

Fig. 6.1. Viga em I: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da seccao

Fig. 6.2. Vigaem Z: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da SECCAO. . ... ..o oo,
Fig. 6.3. Viga em C: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimens@es da seccdo
Fig. 6.4. Vigaem C-reforcado: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da secgao
Fig. 6.5. Viga em RHS: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da sec¢édo
Fig. 6.6. Viga LiteSteel (LSB): (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da seccéo

Fig. 6.7. Viga em I: configuragdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformagdo da GBT
mais relevantes

Fig. 6.8. Viga em Z: configuracdes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformagdo da GBT mais relevantes
Fig. 6.9. Viga em C: configuragdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformagéo da GBT mais relevantes

Fig. 6.10. Viga em C-reforcado: configuractes no plano e perfis axiais dos 9 modos de deformagdo da GBT
mais relevantes

Fig. 6.11. Viga em RHS: configuracdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformacdo da GBT
mais relevantes

Fig. 6.12. Viga LiteSteel (LSB): configuragdes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformagdo da GBT
mais relevantes

Fig. 6.13. (a) Trajectorias de equilibrio obtidas pelo Abaqus e GBT, e (b) diagrama de participagdo
modal da GBT

Fig. 6.14. (a) Perfis longitudinais do deslocamento vertical do n6 alma-banzo superior, e (b) diagramas de
tensdes axiais (ox) na alma da seccdo em x=696 mm — configuracGes de equilibrio E, EP e P

Fig. 6.15. Diagramas de tensdes transversais (oss) na alma da sec¢do em x=696 mm (configuragéo E)

Fig. 6.16. Contours de tensdes transversais ass (N/mm?) obtidos pelo Abaqus e GBT no colapso (estado P)

Fig. 6.17. Diagramas de tensdes de corte (ais) na alma da sec¢do em x=696 mm — estados de

Fig. 6.18. Diagramas de tensdo de von Mises (awises) Na alma da secgéo em x=696 mm (configuracdes E, EP e P)

Fig. 6.19. Contours de tensdes de corte axs (N/mm?) obtidos pelo Abaqus e GBT no colapso (estado P)

Fig. 6.20. Contours de tensdes de von Mises owises (N/mm?) obtidos pelo Abaqus e GBT no
colapso (estado P)

Fig. 6.21. Configuracdo deformada (amplificada 10x) no colapso (estado P)

Fig. 6.22. (a) Trajectorias de equilibrio (E:= 0; E/100; E/50), e (b) diagrama de participacdo modal
da GBT (E:= E/100).

XVi

125
126
126
127
127
128

129
129
130

130

130

131

132

133
134
135

135
136
136

136
137

138



Lista de Figuras

Fig. 6.23. Perfis longitudinais J(x) para (a) Et=E/100 e estados EP1, EP2 , e (b) Et={0; E/100; E/50}
e estado EP2

139

Fig. 6.24. Configuracdo deformada da viga E:=E/50 no estado de equilibrio EP2

140

Fig. 6.25. Diagramas de tensdes axiais (ox) na sec¢do em x=597 mm: (a) estados E, EP1 e EP2 (E;=E/50),

e (b) estado EP2 (E=0; E/100; E/50) da GBT

Fig. 6.26. Tensdes de von Mises (owises) relativas ao estado EP2: (a) diagramas na secgado
em x=597 mm (E;= 0; E/100; E/50), e (b) contours (N/mm?) para E;= 0; E/50 (GBT)

Fig. 6.27. Trajectorias de equilibrio obtidas através do Abaqus e da GBT, e (b) diagrama de

Fig. 6.29. Fungdes de amplitude ¢ dos modos de flex&o e locais mais relevantes: configuracdes (a) E e (b) P

Fig. 6.30. Funcdes de amplitude Zkx dos modos de flexdo e de corte mais relevantes (configuracdo P)

Fig. 6.31. Deslocamento horizontal do ponto médio da alma ao longo do comprimento
da viga (estados E, EP e P)

Fig. 6.32. Diagramas de tensdes na se¢do em x=646 mm: (a) ox (P), (b) oxs (P) e (c) owmises (E, EP, P)

Fig. 6.33. Contours de tensdes (a) os € (b) o (N/mm?) na configuragéo EP

Fig. 6.34. (a) Trajectorias de equilibrio do Abaqus e da GBT (E:= 0; E/100; E/50), e (b) diagrama de
participacdo modal da GBT (E=E/100)

Fig. 6.35: Comparacdo entre trajectorias de equilibrio da GBT obtidas com diferentes conjuntos de
modos de deformacéo

Fig. 6.36. Perfis longitudinais do deslocamento vertical do né banzo superior-reforco:
(a) configuracBes E, EP1 e EP2 da viga E=E/50, e (b) configuracbes EP2 das vigas E:= 0; E/50

Fig. 6.37. Configuracdo deformada EP2 da viga Et=E/100 (GBT e Abaqus)

Fig. 6.38. Diagramas de tensfes de corte (oxs) na seccdo em x=700 mm da viga E=E/100 (GBT e Abaqus):

141

141

142

143

144

144

145

146

146

147

149

150

150

151

151

152

152

Fig. 6.42. (a) Trajectorias de equilibrio dadas pelo Abaqus, GBT e teoria da rotula plastica, e (b) diagrama de

participagdo modal da GBT

Fig. 6.43. Mecanismos de colapso (configuracdo P) obtidos através da GBT e do Abaqus

Fig. 6.44. FungBes de amplitude (k) da GBT relativas aos modos global (1) e locais (2, 3):
configuracdes (a) E e (b) P

153

154

155

XVii



Lista de Figuras

Fig. 6.45. FungBes de amplitude ((kx) da GBT: modos (a) de corte (11) na configuracéo E, e (b) global (1)
edecorte (11)emP, 155

Fig. 6.46.Contours de tensdes (N/mm?) de von Mises (owmises) Nas configuracdes (a) EP e (b) P 156

Fig. 6.47. (a) Trajectorias de equilibrio (Abaqus + GBT) e (b) diagrama de participagdo modal da GBT (43 modos) 158

@E (b)EPe(9)P 159

Fig. 6.49. (a) Contours de tensdes de von Mises (N/mm?) e (b) mecanismos de colapso (estado P) 160

deslocamentos (a) axiais € (D) tranSVEISAIS..............c..cceeereeeeeseeeereseeseseeseeeeeess e eseessseeaeseseensseenenesees 160
Capitulo 7
Fig. 7.1. Imperfeiges geométricas: tipo 1 (ch) e tipo 2 (d2) (Schafer € Pekoz 1998).............c.cereeucurerecurerereensereneenn. 173
Fig. 7.2. Coluna em I: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da SECCAO.............coceeeerermrueueecrererererneaeeeenes 185
Fig. 7.3. Configuracdo (amplificada 50 x) da imperfeicdo geométrica (modo de instabilidade critico), .. ..............ccooiii.. 186
Fig. 7.4. Coluna curta SHS: (a) vista geral e carregamento, € (b) dimensdes da SECCAO, ... ..o 186

Fig. 7.5. Colunas SHS: curva o-¢ & compressdo do aco inox Lean Duplex —dominios de deformac&o

(@) total @ (D) INICIAL..............coeeueurererceare e 187
Fig. 7.6. Coluna longa SHS: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensBes da SECCa0, ... e e 187
Fig. 7.7. Vigaem I: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da SeCCaO...............coeeeecuceueeucuearnrerererereeeeecnens 188
Fig. 7.8. Coluna em C-reforgado: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimens6es daSeCCao. ... .o oo 188
Fig. 7.9. Coluna em cantoneira: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da SECCaO, ... oo, 189

Fig. 7.10. Coluna em cantoneira: curva o- @ compressao do ago inox ferritico — dominios de deformacéo

YU (o) 1o 189
Fig 7.11. Coluna em IBT: (a) vista geral e carregamento, € (0) dimens8eS daSECCA0, ... ..o 190
Fig. 7.12. Modelos materiais para a coluna em IBT (Curvas tensao-0eformMaca0) . ... oo e, 190

Fig. 7.13. Coluna em I: configuracBes no plano e perfis axiais dos 12 modos de deformacéo da GBT mais relevantes, ... 192

Fig. 7.14. Coluna curta SHS: configuracdes no plano e perfis axiais dos 9 modos de deformacdo da GBT mais relevantes, 193

Fig. 7.15. Coluna longa SHS: configuracfes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformagéo da GBT mais relevantes 193

Fig. 7.18. Coluna em cantoneira: configuracdes no plano e perfis axiais dos 10 modos de deformacéo da GBT mais
relevantes 196

XViii



Lista de Figuras

Fig. 7.19. Coluna em IBT: configuracdes no plano e perfis axiais dos 15 modos de deformacéo da GBT mais relevantes, 196

Fig. 7.24. Diagramas de tensfes (a) axiais (o) € (b) de von Mises (omisss) Na sec¢do de meio vao (estados BP + P)

Fig. 7.25. Diagramas de tensGes transversais (oss) na seccdo de meio véo (estado P)

Fig. 7.34. Configuragio deformada da coluna durante o colapso (estado AP)

Fig. 7.35. Perfis longitudinais do deslocamento lateral a meia altura da seccéo: (a) imperfeigo inicial, e

Fig. 7.36. Diagramas de tensBes na sec¢éo de meio Vo para os estados BP, P e AP: (a) ax € (D) owmises.

Fig. 7.37. Contours de tenses (N/mm?) de von Mises na configuragio AP: lado da coluna sob

Fig. 7.38. Contours de tensdes (N/mm?) transversais (gs) no colapso — estado P
(alma da seccdo na vizinhanca de x=L)

Fig. 7.40. ConfiguragBes deformadas no colapso (estado de equilibrio AP)
Fig. 7.41. Trajectdrias de equilibrio A(-d,) do Abaqus e da GBT (trés conjuntos de modos de deformacéo)

Fig. 7.42. Perfis longitudinais de deslocamentos 6x e 8z do né do banzo superior indicado na Fig. 7.7(b): estados de

XixX



Lista de Figuras

Fig. 7.45. Evolucdo das funcbes de amplitude modais ({x) dos modos 2, 3, 4 e 5: estados de equilibrio (a) BP,

(D) PE(C) AP, ettt eae e e e e ae e seeae e eae e eseeae e eae s e seeae e eseneseeneateannsesens 222
Fig. 7.46. Perfis longitudinais de deslocamentos verticais (d;) no n6 do banzo superior indicado na Fig. 7.8(b): estados de

equilibrio (@) BP, P (D) AP...........coeeeeeeeeeeeeeee et et eesesas e e e e s s sss e sn s s e s an s s s s e ennnan 223
Fig. 7.47. Perfis longitudinais de deslocamentos no né do banzo superior indicado na Fig. 7.8(b):

() laterais () no estado AP, e (b) axiais () EMBP, PEAP. ... ...t 223
Fig. 7.48. Trajectorias de equilibrio do Abaqus e da GBT para analises: elasto-plastica de 12 ordem (MNA), elastica de 22

ordem (GNIA,) e elasto-plastica de 22 ordem (GMNIA), ... ....c.omemeeieeeeieeeeeee e ee e eeee s 225
Fig. 7.49. (a) Trajectorias de equilibrio para analises elasto-plasticas de 22 ordem (GMNIA), e

(b) diagrama de participacdo modal da GBT (72 MOUOS).............ccerererrrrnenceeeseeesssssnsssseesesessssssanseass 226
Fig. 7.50. Mecanismos de colapso (estado AP) do Abaqus e da GBT (GMNIA - 72 mM0od0S).... ..o, 227
Fig. 7.51. Perfis longitudinais de deslocamentos axiais (dx) e horizontais () relativos ao né extremo de

uma das abas (analise GMNIA): estados (2) BP, P e () AP................omemeeieeeeeeeee e 227
Fig. 7.52. Contours de tens@es de von Mises (N/mm?) do Abaqus e da GBT (GMNIA - 72 modos) no

estado de eqUIIDIIO P, ... ...ttt e e s ee e e e s e e e 228
Fig. 7.53. (a) Trajectorias de equilibrio para trés modelos materiais — perfeitamente-plastico (PP), bi-linear (BL) e ndo linear

(NL), e (b) diagrama de participagdo modal da GBT (NL)............cccceeeerreeceernseeereseeeseeeeseee e saeaes 229
Fig. 7.54. Mecanismo de colapso da coluna (estado de equilibrio AP)................c.cceceemrereerreeerere e 229

Fig. 7.55. Perfis longitudinais de deslocamentos laterais do ponto médio da alma para (a) os estados BP, P e AP da coluna
NL, e (b) Acer=1.99 nas respostas NL, BL e PP 230

XX



Lista de Tabelas

Lista de Tabelas

Capitulo 3

Tab. 3.1. Composi¢do quimica e propriedades mecénicas de alguns agos austeniticos, ... .....oooo oo, 73
Tab. 3.2. Composicéo quimica e propriedades mecanicas de alguns agos ferriticos. ... .., 74
Tab. 3.3. Composicdo quimica e propriedades mecanicas de alguns acos dUPIEX ..o e, 75
Tab. 3.4. Exemplos de aplicagdes estruturais do ago iNOXIdAVEL..............ccooererecurerecurerereneseresesesseseesenenens, 76
Capitulo 6

Tab. 6.1. Exemplos ilustrativos: propriedades materiais, n° de EFC no Abaqus, e n° de pontos de Gauss ha GBT...___... 124

Tab. 6.2. Quantidade de modos de deformacéo da GBT (por tipo) e de g.l. utilizados nos modelos da GBT e do Abaqus, . 125

Tab. 6.3. Valores dos parametros de carga nos estados de equilibrio E, EPL € P2 e, 139
Tab 6.4. Valores dos pardmetros de carga nos estados de equilibrio E, EPL € EP2 e, 148
Tab. 6.5. Reserva de resisténcia elasto-plastica e participacdes modais de naturezas local e global no colapso,._........... 163
Capitulo 7

Tab. 7.1. Funges de distribuicdo cumulativas relativas as imperfeicdes dos tipos 1 e 2 (Schafer e Pekoz 1998),.............. 174
Tab. 7.2. Exemplos Ilustrativos: propriedades Materiais...................coeeeereeeesseseessssessssssessssssssssseesssssssssssssssasssens 183
Tab. 7.3. Exemplos llustrativos: Discretizages de EF, e niimeros de pontos de Gauss e de g.l. utilizados,____.................. 185
Tab. 7.4. Exemplos ilustrativos: NUmero de modos de deformacdo da GBT (DO tiPO0)... ..o, 192

XXi



Lista de Tabelas

XXii



Lista de Acrénimos

Lista de Acréonimos

AP — After Peak (ap0s a carga Ultima)

BL — Bi-Linear

BP — Before Peak (antes da carga ultima)

C —Corte

CV — Coeficiente de Variagéo

E — Eléastico

EF — Elemento Finito

EFC — Elemento Finito de Casca

EFV — Elemento Finito de Viga

EP — Elasto-Plastico

ET — Extensdo Transversal

FCC — Fluxo de Corte Celular

G — Global

g.l. — grau(s) de liberdade

GBT — Generalised Beam Theory (Teoria Generalizada de Vigas)
GMNIA — Geometrically and Materially Non-Linear Imperfect Analysis

GNIA — Geometrically Non-Linear Imperfect Analysis

XXiii



Lista de Acrénimos

L — Local

In — logaritmo neperiano

LSB — LiteSteel Beam

LSF — Light Steel Framing

MEF — Método dos Elementos Finitos
MFF — Método das Faixas Finitas

MNA — Materially Non-Linear Analysis
NL — N&o Linear

N-R — Método de Newton-Raphson

P — peak (carga altima)

PP — Perfeitamente-Plastico

PVVP — Problema de Valores e Vectores Proprios
RHS — Rectangular Hollow Section
SHS — Square Hollow Section

TD — Teoria da Deformacéo

TE — Teoria do Escoamento

TLC — Teoria das Linhas de Cedéncia Generalizada

XXiv



Lista de Simbolos

Lista de Simbolos

Caracteres latinos

d — vector de deslocamentos generalizados da barra (g.1. do problema)
D¢ - matriz constitutiva eléstica da GBT
D — matriz constitutiva elasto-plastica convencional
D& — matriz constitutiva elasto-pléstica consistente
dk — vector (4x1) elementar de deslocamentos generalizados correspondentes aos polinomios de
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Exx), Ess), Exs) — tensores (12 ordem) das deformagdes seccionais
E, 002, n — par@metros basicos Ramberg-Osgood (n é um expoente de endurecimento)
Eo2 — declive da curva o-¢ em o=002.
E:— mddulo tangente (materiais bi-lineares)
f — funcéo de cedéncia de von Mises
f " _ vector de forcas internas do problema
F(o) — tensé@o de von Mises
f — vector de forcas externas correspondente a um parametro de carga (1) unitario
fi — “componente” i (Sub-vector 4x1 associado ao modo i) do vector de forgas externas elementar
fi"t — “componente” i (sub-vector 4x1 associado a0 modo i) do vector de forcas internas elementar
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gik — “componente” i-k (sub-matriz 4x4 associada aos modos de deformacdo i e k) da matriz

geométrica elementar para analises lineares de estabilidade
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h —mddulo de endurecimento do material
J2 — 2% invariante do tensor das tensdes deviatorico
kik — “componente” i-k (sub-matriz 4x4 associadas aos modos de deformacéo i e k) da matriz
de rigidez elastica elementar para anélises lineares de 12 ordem / estabilidade
Kiktan — “componente” i-k (Sub-matriz 4x4 associada aos modos de deformagdo i e k) da matriz de
rigidez tangente elementar para analises ndo lineares
Ktan — mMatriz de rigidez tangente do problema
L — comprimento do elemento de parede fina.
L. — comprimento de um elemento finito de viga genérico
n=of / 0o — vector gradiente
Neer — numero total de modos de deformacdo da GBT resultante da anélise da seccdo
nj — vector gradiente n calculado no ponto (aj, ;).
Np — NUmero de sub-placas da sec¢do
q(x,s) = (ax, s, qz) — carga exterior (e suas componentes) distribuida na superficie média da barra
s — coordenada transversal de um ponto genérico da barra (0 <s<b —b é a largura da parede).
u — deslocamento axial (direccéo x) de um ponto genérico da superficie média da barra
U, V, W — campos de deslocamentos de membrana u, v, w em cada sub-placa (linha) e para cada modo
de deformacéo elementar (coluna)
UgsT, Veer, Weet — campos de deslocamentos de membrana u, v, w em cada sub-placa (linha) e para
cada modo de deformacgdo da GBT (coluna)
ux — perfil de deslocamentos axiais (ou empenamentos) do modo de deformacéo k
v — deslocamento transversal (direccdo s) de um ponto genérico da superficie média da barra
vk — perfil de deslocamentos transversais do modo de deformagéo k
w — deslocamento de flex&o (direcgédo z) de um ponto genérico da superficie média da barra
wi — perfil de deslocamentos de flex&o do modo de deformacgéo k
X — coordenada axial de um ponto genérico da barra (0 <x <L — L é o comprimento do perfil)
Yeer — matriz de transformagdo da GBT (Neer X Neer), @ qual guarda em cada coluna os g.l. nodais
associados a cada modo de deformacéo da GBT.
zZ — coordenada de um ponto genérico da barra na direccdo da espessura (€) da parede (-e/2 <z <e/2)
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v — coeficiente de Poisson do material

¢k(x) — funcdo de forma (ou de amplitude) do modo de deformagdo k (define a variagéo
longitudinal dos perfis v e w).

Skx(X) — 12 derivada da funcéo de forma (ou de amplitude) ¢k do modo de deformagdo k (define a
variacdo longitudinal do perfil uy).

de — vector incremento de deformacéo

de® — parcela eléstica do vector incremento de deformacgéo

deP — parcela plastica do vector incremento de deformacao

du ou u — factor de proporcionalidade plastico (escalar)

s — distor¢ao de membrana (12 ordem)

yxs — distorcdo de 12 ou 22 ordem no plano x-s (tensor Green-Saint-Venant)

0Wext — trabalhos virtuais realizados pelas forgas externas (cargas aplicadas)

oWin— trabalhos virtuais realizados pelas forcas internas (tensoes)

A&® — incremento elastico de deformacéo

Ae® —incremento elasto-plastico de deformacao

oeij — parcela virtual da componente de deformacéo de 12 ou 22 ordem e (tensor Green-Saint-Venant)

e = [exx, €ss, Yxs] — vector deformacdo num ponto geneérico

g0’ — extensdo total correspondente a tensdo de cedéncia inicial

&1, &2 — extensdes totais correspondentes as tensdes o1 € o2

&%, 0% — extensao e tensdo Ultimas a compressdo

eMss — extensdo transversal de membrana (12 ordem)

&ss — extensdo transversal de 12 ou 22 ordem (tensor Green-Saint-Venant)

&'y, o'y — extensdo e tensdo Ultimas a traccéo

eu — extensdo Ultima

exx — extensdo axial de 12 ou 2% ordem (tensor Green-Saint-Venant)

n1— Na— polinébmios de Hermite no dominio de uma sub-placa genérica (analise da sec¢éo)

O« — g.l. nodal da analise da secgdo (“rotagdo de flexdo transversal” — rotagdo em torno do eixo axial x)
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x — parametro de endurecimento do material (escalar)
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Capitulo 1

Introducéao

1.1. Utilizacéo de elementos metalicos de parede fina na construcao

1.1.1 Considerac0es gerais

A elevada rigigez, resisténcia e ductilidade dos metais!, bem como os recentes avangos na sua
tecnologia de producédo, tém permitido a construcdo de sistemas estruturais altamente eficientes
(elevada relagdo resisténcia/peso) e de forte impacto visual. Em particular, os elementos de parede
fina constituem uma solugdo construtiva bastante econdémica (tempos de transporte e execucgdo
reduzidos) em diversas areas das engenharias Aerondutica, Civil, Mecanica, Quimica e Offshore
(Loughlan 2004). Estes elementos sdo compostos por paredes (placas) muito esbeltas (i.e., racio
largura/espessura elevado — normalmente assumido >10), ligadas entre si através de arestas
longitudinais. Devido a elevada esbelteza, a sua modelacdo numérica assume estados planos de
tensdo/deformacdo em cada parede, ou seja, a mecanica estrutural rege-se pelo comportamento da
superficie média do elemento. Existem dois tipos de elementos, os perfis e 0s painéis — os primeiros
sdo pecas lineares utilizadas essencialmente em estruturas reticuladas, e os painéis sdo pecas
laminares frequentemente aplicadas em lajes mistas ago-betdo, ou no revestimento de fachadas e
coberturas?. Quanto ao fabrico destes elementos (abordado na sub-seccdo 1.1.2), 0s processos mais
utilizados sdo a enformagem a frio para os painéis, e a (i) laminagem a quente, (ii) enformagem a frio
e/ou (iii) soldadura, no caso de perfis em aco — ver Figs. 1.1 e 1.2.

1 Importa referir que, apesar de alguns conceitos serem genéricos para qualquer metal, todos 0s assuntos abordados nesta
seccdo aplicam-se ao metal mais abundante na indUstria da construgéo — o ago (carbono, inoxidavel).

2 Nos revestimentos, 0s painéis podem ser metalicos ou compositos, sendo os Ultimos frequentemente designados
na literatura de Sandwich (designagdo Anglo-Saxonica).
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O inicio da utilizacdo de elementos estruturais em ago na construcéo civil remonta & primeira metade
do seculo XIX, em Inglaterra e nos Estados Unidos da América (E.U.A.), sendo a maioria dos perfis
fabricados pelo processo de laminagem a quente. Embora o seu desempenho estrutural tenha sido muito
positivo, a reduzida versatilidade de fabrico e o elevado custo de producdo motivaram a industria
siderurgica na procura de solugdes mais economicas/leves. Foi no inicio do século XX, nas indUstrias
automdvel e naval, que primeiro surgiu uma tecnologia para fabricar componentes estruturais de
veiculos através de um processo de dobragem de chapas finas de ago (e, em menor escala, de aluminio)
— enformagem a frio (Silvestre 2005). Nessa época, também a indUstria aerondutica se viria a
transformar num dominio privilegiado para a utilizagdo de elementos enformados a frio (Walker 1975).

A |
- T :

©

Fig. 1.1. Exemplos de secgdes tipicas de parede fina: () em Z enformada a frio, (b) RHS enformada a frio e
soldada, (c) | e cantoneira laminadas a quente®.

Nos anos 20 e 30 do séc. XX, a aceitagdo do ago enformado a frio como um material de construcéo era
ainda limitada, devido a falta de regulamentagéo adequada para dimensionamento (Allen 2006). Durante
e ap6s a segunda guerra Mundial, a industria da construgdo metalica comegou-se a diferenciar, divergir

3 Retirado de: (a) www.polmetal.de, (b) www.steelhollowsection.com, (c) www.photo-dictionary.com (esquerda) e
www.shanghaibuildingmaterial.com (direita).
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e crescer. Em 1939, o American Iron and Steel Institute (AISI) patrocionou um programa de
investigacdo na Universidade de Cornell (E.U.A.), sob direccéo do Professor George Winter — muitas
vezes mencionado como ““o pai do ago enformado a frio” (Winter 1959), o qual resultou no primeiro
regulamento sobre dimensionamento de estruturas em aco enformado a frio, publicado pelo AISI em
1946 (Allen 2006). Desde entdo, resultado da crescente investigacéo cientifica desenvolvida, tém sido
editadas varias actualizagdes do primeiro regulamento, e actualmente ja existem varios regulamentos
Mundiais para o0 dimensionamento deste tipo de estruturas (e.g., AS, NZS 2001, ASCE 2002, CEN
2006¢, AISI 2007). A utilizacdo de elementos enformados a frio estd em franca expansdo na
construcdo civil, sendo actualmente um produto muito competitivo face a outras solugdes estruturais.
Para além de aplicagdes como trelicas, estruturas de pontes de pequenos vaos e chapas perfiladas em
lajes mistas (ver Fig. 1.3), a utilizacdo em sistemas porticados de edificios de baixa a média altura
(LSF — Light Steel Framing em lingua Inglesa) corresponde a um sector em forte crescimento nas
ultimas duas décadas. Trata-se de um sistema construtivo com estrutura reticulada (incluindo paredes
estruturais) de perfis (vigas, colunas, contraventamentos, asnas de cobertura, madres) pouco
espacados entre si (tipicamente 400 a 600 mm) — ver Fig. 1.4. A estrutura metélica fica envolvida e
protegida pelos revestimentos dos pisos, paredes e cobertura, 0s quais combinam uma alta capacidade
isolante termo-acustica com uma aparéncia atraente — soluces tipicas sdo 0 gesso cartonado para
paredes internas, e as placas OSB (Oriented Strand Board em lingua Inglesa) para pisos e paredes
exteriores, também com funcao estrutural.

I | [

Fig. 1.2. Algumas das seccdes mais utilizadas em perfis enformados a frio: C, C-reforgado, Z, Hat, Rack” e |
(retirado de Basaglia 2010).

Por altimo, nas Figs. 1.5(a)-(b) apresentam-se exemplos da aplicacdo em engenharia civil de
elementos de parede fina constituidos por chapas soldadas, os quais sdo normalmente
empregues em edificios de grande porte ou estruturas de grandes vaos (e.g., coberturas, pontes).
Ja os perfis laminados a quente, sdo maioritariamente utilizados em edificios de pequeno/médio

porte ou em estruturas de “pequenos” vaos.

4 Designacdo proveniente do nome das estruturas em que essa sec¢do € normalmente empregue — storage racks
(estruturas de armazenamento, em Inglés).
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(b)

Fig. 1.4. Estruturas em aco leve (LSF): (a) moradia e (b) edificio de médio porte®.

1.1.2 Fabrico

O aco é um material bastante sustentavel, pois é 100% e infinitamente (no tempo) reciclavel, sendo
0 mais reciclado de todos os materiais — a sua taxa de recuperacdo global é superior a 70%. A
producdo de aco tem desde sempre acompanhado o desenvolvimento econémico global, facto esse
actualmente em evidéncia na China, uma das economias mais dindmicas a nivel Mundial. Embora a
producio de aco na China, tal como na India, tenha origens ancestrais, essa inddstria evoluiu muito
pouco até a segunda metade do séc. XX. O seu arranque apenas se deu apés as reformas econdémicas

5 Retirado de www.nasjonaleturistveger.no (esquerda) e english.dda.gov.cn (direita).

6 Retirado de www.cemear.com.br (esquerda) e www.bmp-group.com (direita).
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dos anos 80, as quais abriram portas ao comercio internacional, despoletando um enorme crescimento
econdmico e expansdo massiva da industria de producdo do aco. Gragas aos avancos tecnologicos,
dissipa-se actualmente metade da energia gasta ha 30 anos para produzir 1 ton de aco, 0 que resulta
numa reducdo da emissdo de gases para a atmosfera — fundamental no combate as alteracoes
climaticas (World Steel Association 2012).

Fig. 1.5. Seccdes soldadas em (a) edificios de grande porte, e (b) tabuleiros de pontes’.

Seguidamente explicam-se sucintamente 0s processos mais utilizados em todo o Mundo no fabrico de
perfis de parede fina: (i) laminagem a quente, (i) enformagem a frio e/ou (iii) soldadura. A laminagem a
quente € geralmente executada acima da temperatura de recristalizagdo do material (e.g., em torno dos
850 °C para 0 aco carbono), sendo os perfis produzidos por arrefecimento do material na sua forma
final. O produto final apresenta tensdes residuais, maioritariamente de membrana, resultantes do
arrefecimento diferencial das varias partes da sec¢do. Ja os perfis enformados a frio sdo produzidos a
temperatura ambiente, por dobragem transversal de chapas (ou folhas) planas de espessura constante
(0.35 — 6.4 mm), havendo a necessidade de soldar no caso de seccdes total ou parcialmente fechadas.
Existem dois tipos de enformagem a frio, a laminagem a frio® (Hancock 1998) ou a quinagem®. Em
ambos o0s casos, antes de se iniciar o fabrico do perfil, a folha de ago encontra-se armazenada em bobina

7 Retirado de www.art.com (esquerda) e www.americanbridge.net (direita).
8 Cold-Rolling ou Roll-Forming na lingua Inglesa.

9 Press-Braking na lingua Inglesa.
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(Fig. 1.6(a)), onde em funcéo do raio de curvatura associado ao perfil em causa, se podem desenvolver
extensdes plésticas longitudinais ao longo da espessura da folha. Posteriormente, esta é desenrolada da
bobina e introduzida na linha de producdo. Na laminagem a frio, processo mais eficiente e mais
utilizado em producdo de grande escala, a linha de produgdo consiste num conjunto de rolos
compressores gque continuamente vao deformar o metal até a seccéo transversal desejada ser obtida ao
longo do comprimento de perfil desejado, conduzindo inevitavelmente a ocorréncia de deformacdes
plasticas resultantes da flex&o transversal (ess) das dobras da secgdo (Fig. 1.6(b)). No final da linha de
producdo, um corte transversal € efectuado de modo a obter perfis com o comprimento desejado. Na
quinagem, a folha metélica é planificada através de forgas exercidas nas zonas das arestas (dobras) finais
do perfil, por um cunho contra uma matriz (instalados numa quinadora) — ver Fig. 1.7. Similarmente a
laminagem a frio, essas forcas também originam deformac@es plasticas transversais. A plastificacdo,
descargas elasticas e variagdes de temperatura (e.g. contacto com rolos compressores ou matriz) que
ocorrem durante a enformagem a frio conduzem a distribuicdes de deformaces e tensbes residuais
associadas a diferentes niveis de endurecimento (ou deformacdo plastica). Como resultado, as
propriedades materiais sdo heterogéneas ao longo da seccdo transversal, sendo as zonas das dobras
aquelas que maior endurecimento sofreram, exibindo por isso uma maior tenséo de cedéncia e menor
ductilidade (Gao e Moen 2010). A possibilidade de criar, sem custos adicionais significativos, formas e
dimens@es adaptadas as necessidades particulares de cada aplicacdo, constitui uma enorme vantagem
dos elementos enformados a frio e justifica a sua utilizacéo tdo diversificada.

(@) (b)

Fig. 1.6. Laminagem a frio: (a) bobina de aco inoxidavel e (b) enformagem de um perfil na linha de producao®.

10 Retirado de www.diytrade.com (esquerda) e www.shapecorp.com/manufacturing (direita).
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(@) (b)

Fig. 1.7. Quinagem: (a) quinadora e (b) enformagem de um perfil na linha de producéo*.

No que diz respeito aos perfis soldados (excluindo os tubulares enformados a frio), estes séo
constituidos por placas soldadas entre si na direccdo longitudinal®2. Este tipo de elementos é
tipicamente utilizado em estruturas de grande porte e/ou grandes vaos, sendo as dimensdes das
suas paredes normalmente muito superiores as dos enformados a frio e, em parte, a dos perfis
laminados a quente. As tensfes residuais (maioritariamente de membrana) sdo mais
preponderantes do que as deformacg6es permanentes e resultam do arrefecimento restringido das
zonas afectadas pelas altas temperaturas do processo de soldadura.

1.1.3 Métodos de analise estrutural

Para além das contribuicdes de George Winter (Winter 1959), as quais deram origem a publicacéo do
primeiro regulamento para o dimensionamento de estruturas em ago enformado a frio, publicado em
1946 pelo AISI, importa ndo esquecer a importante contribui¢do de Vlasov (1940, 1959) para 0 avango
do conhecimento sobre o comportamento de perfis de parede fina — 0 autor propds uma teoria de tor¢do
para pegas lineares que inclui o efeito do empenamento de torgéo, e foi um dos primeiros a compreender
que o principio de Bernoulli*® ndo é valido para barras de parede fina. Devido a elevada esbelteza local
e/ou global exibida por elementos metalicos de parede fina, 0 seu comportamento estrutural é
caracterizado por uma forte interagéo entre efeitos de plasticidade e instabilidade (local e/ou global).

11 Retirado de https://dspace.ist.utl.pt/bitstream/2295/59233/1/Capitulo

12 A classe do aco das varias chapas pode ser igual ou diferente (neste caso os perfis denominam-se de hibridos). Por exemplo,
é usual em vigas de alma cheia de pontes utilizar banzos com uma classe de aco diferente da alma.

13 No contexto do comportamento de barras, Bernoulli admitiu que, ap6és a deformacdo, qualquer seccdo
transversal se mantém “plana e perpendicular ao eixo da barra”.
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Enquanto que a deformabilidade global é caracterizada por deslocamentos de corpo rigido da sec¢do
transversal no seu plano (deslocamentos de flex&o e/ou rotacdo de torgdo), a deformabilidade local
envolve flexdo transversal das paredes da seccdo no seu plano — € ainda possivel fazer a distingdo
entre deformacéo local de placa (flexao transversal das paredes sem deslocamento dos cantos da
seccao) e distorcional (flexdo transversal das paredes combinada com movimentos de corpo rigido
das paredes envolvidas no deslocamento de alguns cantos da seccdo) — ver Fig. 1.8.
Consequentemente, a analise estrutural rigorosa destes elementos constitui uma tarefa bastante
complexa — este facto estimula o desenvolvimento de métodos de analise potentes e de regras de
dimensionamento mais eficientes. Neste contexto, um dimensionamento baseado na simula¢do do
comportamento estrutural real®® requer também uma aproximagcao precisa da resposta pds-colapso
dos varios elementos estruturais (Hiriyur e Schafer 2005). Uma vez que as investigacdes
experimentais sdo invariavelmente limitadas, devido ao elevado custo e duragdo (incluindo a
preparacdo cuidada do cendrio de ensaio), devem ser procuradas abordagens alternativas e
complementares. Nas Ultimas décadas tém ocorrido notaveis avancos na area da mecanica
computacional, o que tem conduzido a uma disseminacdo crescente de ferramentas de calculo
sofisticadas, e consequentemente a vasta utilizacdo de analises numéricas no dominio da engenharia
de estruturas. De entre 0s varios métodos numeéricos existentes para esse fim, é unanimemente
reconhecido que o método dos elementos finitos (MEF) é aquele que tem sido mais utilizado,
resultado da sua sélida fundamentacdo matematica e versatilidade (ndo existe qualquer restricdo na
sua aplicacdo relativamente ao tipo de analise, material, geometria, carregamento ou condi¢es de
fronteira). Uma ferramenta computacionalmente mais eficiente (na analise de barras), igualmente
precisa e alternativa ao MEF, é o método das faixas finitas (MFF). No entanto, 0 MFF apenas poder
ser aplicado em barras submetidas a alguns tipos de carregamento e condi¢des de fronteira, estando
muito longe de ser tdo versatil como o MEF (Silvestre 2005). Uma outra abordagem possivel, a qual
visa essencialmente estimar (majorar) a capacidade resistente da barra, € a teoria das linhas de
cedéncia generalizada (TLC), apesar de ainda requerer bastantes desenvolvimentos para que possa ser
considerada uma alternativa segura e eficiente. Por fim, mais recentemente surgiu a teoria
generalizada de vigas (GBT) que, apesar do seu dominio de aplicacdo limitado (elementos

prismaticos, de eixo recto, sem perfuragBes), tem mostrado ser uma alternativa muito potente e

14 A extensdo axial é o Gnico modo global que ndo envolve deslocamentos no plano da secgdo, pois caracteriza-se por
empenamento constante de todos 0s seus pontos.

15 Particularmente adequado para sistemas estruturais sujeitos a eventos extremos (e.g., explosdes, impacto, fogo, vento,
sismo), onde importa considerar a redistribuicdo de forgas internas (e.g., colapsos parciais) que antecede o colapso global.
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promissora, capaz de competir com o MEF. Seguidamente abordam-se os conceitos fundamentais e
faz-se uma breve sintese historica de cada um dos métodos de analise mencionados anteriormente.

(b)

Fig. 1.8. (a) Modo de colapso distorcional de uma coluna em ago-inox com secgdo em C-reforgado (Lecce e
Rasmussen 2005), e (b) instabilidade local de placa de uma viga (Basaglia 2010).

1.1.3.1 Método dos elementos finitos (MEF)

No MEF aplicado a elementos de parede fina prismaticos, a superficie média do perfil € discretizada
numa malha de EFC (normalmente quadrilateros — ver Fig 1.9(a)). No interior de cada EFC, o campo
de deslocamento é aproximado pela combinacdo linear de funcbes de forma (frequentemente
polinémios) cujos coeficientes sdo os deslocamentos/rotacdes nodais desse elemento — os graus de
liberdade (g.l.) do problema séo definidos por condigdes de fronteira e de compatibilidade entre os
varios EFC. No entanto, esta abordagem tem algumas desvantagens: (i) o custo computacional
excessivo (grande numero de g.l.), e (ii) o processamento/interpretacdo dos inputs e outputs —
morosos e susceptiveis de erros de interpretacdo. Para além disso, 0s resultados de tensdes e
deslocamentos tm uma natureza nodal em vez da tradicional e mais perceptivel “linguagem modal”
normalmente adoptada pelas comunidades técnica e cientifica (e.g., for¢a/extensdo axial, momento

flector/deslocamento transversal, momento torsor/rotacao de torgdo).
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O MEF teve origem no inicio da segunda metade do século XX, sendo a principal contribui¢do
para 0 seu desenvolvimento atribuida a Clough (1960)* (Silvestre 2005). Pode-se afirmar que,
desde entdo, 0 MEF tem sido intensamente utilizado para resolver problemas de naturezas muito
diversas e constitui, presentemente, uma ferramenta indispensavel no dominio da engenharia de
estruturas. Varios investigadores tiveram um papel fundamental no desenvolvimento e
disseminacdo do MEF, tendo publicado obras que séo hoje referéncias imprescindiveis para quem
exerga ou pretenda exercer actividade neste dominio (e.g., Reddy 2004,2005, Crisfield 1991,1997,
De Borst et al. 2012, Zienkiewicz et al. 2013). O avancado estado de maturidade relativo a
utilizacdo do MEF (i) conduziu a sua recomendacéo como alternativa de dimensionamento valida
(através de analises fisica e geometricamente ndo lineares) em regulamentos para estruturas de aco
(e.g., CEN 2006b, AISC 2010, BD 2011), (ii) levou diversos autores como Dunai (2002) e Sarawit
et al. (2003) a sugerirem a adop¢do de simulagdes numéricas, em substituicdo de ensaios
experimentais, para calibrar novas metodologias de dimensionamento, e ainda (iii) originou a
publicagdo de varios trabalhos sobre a utilizagdo de analises avangadas de EF para dimensionar de
forma pratica e eficiente estruturas porticadas em aco (analisadas como um todo) — com base nesses
trabalhos, Surovek (2012) e Surovek et al. (2011) publicaram diretrizes de dimensionamento e
recomendagdes relacionadas com (i) o rigor da andlise (e.g., modelagdo), (ii) os estados limite a

considerar, e (iii) os factores de redugdo do carregamento variavel.

4
4

(@) (b)

Fig. 1.9. Discretizacdo de uma barra em (a) elementos finitos de casca e (b) faixas finitas (retirado de Basaglia 2010).

1.1.3.2 Método das faixas finitas (MFF)
O MFF ndo € mais que um caso particular do MEF, especialmente desenvolvido para elementos

estruturais prismaticos e particularmente vocacionado para problemas que envolvam condigOes de

16 Uma das primeiras aplica¢des do MEF a estruturas de engenharia civil foi por si desenvolvida e apresentada num
simpdsio que, curiosamente, teve lugar em Lisboa (Clough e Wilson 1962).
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fronteira e carregamento simples. O MFF foi formulado no final da década de 60 e inicio dos anos 70,
de forma independente, (i) por Cheung na Universidade de Calgary (e.g., Cheung 1969,1976) e (ii) por
Wittrick na Universidade de Birmingham (e.g., Wittrick 1968). No MFF a discretizacéo é feita apenas
no plano da secgdo transversal, de modo a dividir o elemento estrutural em “faixas finitas”, i.e.,
rectangulos com o comprimento da barra ligados entre si por “linhas nodais” (ver Fig. 1.9 (b)). No
interior de cada faixa finita, 0 campo de deslocamentos é aproximado (Silvestre 2005): (i) na direccéo
transversal através de funcBes de forma polinomiais, as quais asseguram a compatibilidade entre
faixas adjacentes ao longo do bordo longitudinal comum, e (ii) na direccao longitudinal atraves de
funcbes de forma constituidas por expressdes analiticas que aproximem com grande precisdo a
variacdo longitudinal do campo de deslocamentos e, a0 mesmo tempo, satisfacam as condi¢Ges de
fronteira (e.g., Cheung e Tham 1998). O MFF tem sido frequentemente utilizado para efectuar
analises lineares de estabilidade ou analises de vibracdo de barras simplesmente apoiadas (i.e., barras
cujas seccOes extremas estao articuladas local e globalmente e podem empenar livremente), sobretudo
devido ao facto de ser possivel adoptar como func@es de forma longitudinais as solucdes exactas das
equacdes diferenciais de equilibrio (funcBes sinusoidais) — esta aplicacdo particular é referida daqui
em diante como “MFF semi-analitico” (Silvestre 2005). Refira-se ainda que, com o objectivo de
estimar a resisténcia ultima de perfis de aco enformados a frio, Key e Hancock (1993b) incorporaram o
comportamento elasto-plastico (baseado na teoria de escoamento J,) na formulacdo do MFF.
Actualmente, e com aplicacdo preferencial no dominio da estabilidade de elementos de aco
enformados a frio, Hancock e seus colaboradores (e.g., Papangelis e Hancock 1995) comercializam um
software da sua autoria baseado no MFF semi-analitico, designado THIN-WALL (CAse 1996). Varios
investigadores tém utilizado este programa para estimar tensbes de bifurcacdo local de placa,
distorcional e global de barras com varios tipos de sec¢do e submetidas a diferentes combinagdes de
compresséo e flexao (e.g., Narayanan e Mahendran 2002, 2003, Yang et al. 2004). Nos tltimos anos foi
desenvolvida uma nova formulagdo do MFF semi-analitico — 0 MFF “constrangido” (MFFc)'’ (e.g.,
Adany et al. 2010, Li et al. 2011,2012), com o objectivo de incorporar no MFF as caracteristicas modais
da Teoria Generalizada de Vigas (GBT — abordada em 1.1.3.4) — os modos de instabilidade passam a
ser dados como uma combinacéo linear de modos de deformacdo (globais, locais e/ou distorcionais).
Por fim, importa referir que tanto 0 MFF semi-analitico como 0 MFFc estdo actualmente integrados no
software CUFSM (Cursm 2011) desenvolvido por Schafer, estando a Gltima verséo disponivel no sitio

pessoal do autor, a qual permite também a utilizagdo do MFF “convencional” para condigdes de

17 cFSM — constrained finite strip method, na designacdo Anglo-Saxonica.
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fronteira gerais (barras bi-encastradas, encastradas-apoiadas, etc), conseguido através da adopcéo de
funcbes de aproximacdo longitudinal baseadas em fungdes trignométricas (Li e Schafer 2010). Por
ultimo, importa realcar o facto de os programas THIN-WALL e CUFSM anteriormente referidos serem
bastante utilizados pela comunidade cientifica na determinac&o de tensdes de bifurcacdo elasticas para
desenvolvimento de novas formulagdes do método da resisténcia directa'® (Schafer 2008), um método
de dimensionamento de perfis de aco enformados a frio que ja se encontra incorporado nos
regulamentos norte americano (AlSI 2007) e australiano/neo-zelandés (AS/NZS 2001).

1.1.3.3 Teoria das linhas de cedéncia generalizada (TLC)

A combinacdo de fendmenos de instabilidade com a resposta inelastica do material em
elementos metélicos de parede fina, conduz a um poés-colapso (trajectoria de equilibrio
descendente) caracterizado pela concentracdo de deformacGes nas zonas mais solicitadas (i.e.,
de “charneira plastica”), o que corresponde ao desenvolvimento de um mecanismo de colapso
espacial. As andlises de mecanismos espaciais podem ser subdivididas em dois grupos:
classicas e generalizadas (Bakker 1990). A teoria classica de linhas de cedéncia (ou charneiras
plasticas) (i) foi proposta por Ingerslev (1923), (ii) € usualmente aplicada & determinacéo da
capacidade resistente de lajes de betdo carregadas transversalmente, (iii) assume apenas
contribuicdes de momentos de primeira ordem para a energia de dissipa¢do do mecanismo, e
(iv) encontra-se totalmente aceite internacionalmente e inserida nos regulamentos estruturais de

betdo armado e pré-esforcado.

.

N
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R
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Fig. 1.10. Vigas em C sujeitas a momentos positivos e negativos:exemplos de mecanismos de colapso pela TLC.

18 Direct Strength Method, segundo a designagdo Anglo-Saxdnica.
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A andlise generalizada tem como objectivo obter o comportamento (trajectéria de equilibrio
descendente) de elementos de parede fina com base no conhecimento (aproximacao) do
correspondente mecanismo de colapso (ver Fig. 1.10). O conhecimento desta trajectoria (i) fornece
informac&o sobre a ductilidade da estrutura e (ii) pode ser usado para estimar a carga de colapso (ou
ultima) — a intersec¢do da resposta elastica (elastic loading curve na Fig. 1.11) com a curva em fase
de pos-colapso determinada (plastic unloading curve na Fig. 1.11), resulta num majorante da carga
de colapso (upper bound of failure load na Fig. 1.11). Claro que esta abordagem sé podera ser
vantajosa se puder ser eficientemente generalizada (i.e., a seleccdo a priori do mecanismo de
colapso) a varias (i) geometrias de secc¢do, (ii) materiais, (iii) carregamentos, e (iv) distribuices de
imperfeicBes geométricas e tensbes residuais, factos que constituem um grande desafio. Neste
contexto, referem-se os trabalhos relevantes de Murray e Khoo (1981), Murray (1984), Kotelko
(2004) e Ungureanu et al. (2010). Murray analisou os padrdes de deformacdo de mecanismos de
colapso obtidos experimentalmente, e concluiu que a configuracdo de cada um correspondia a
combinacdo linear de mecanismos basicos. No entanto, sabe-se que mecanismos espaciais
admissiveis podem estar associados a capacidades resistentes consideravelmente inferiores as
observadas experimentalmente, o que impede a utilizacdo de métodos de optimizacao que procurem
0 mecanismo “critico”, com vista a desenvolver métodos robustos de analise (Hiriyur e Schafer
2005). Com este proposito, Ungureanu et al. (2010) apresentaram uma base de dados de
mecanismos de colapso (local) de colunas e vigas curtas enformadas a frio, os quais foram
validados através de observacdes experimentais e modelos de EFC.

elastic loading curve

—+load

- . upper bound (cut-off strength)
fFailure; =t
5
load Teal : .
~-._ plastic unloading curve

=
e
-

—7p deformation

Fig. 1.11. Diagrama carga-deformacéo genérico: regimes elastico, elasto-plastico e rigido-plastico (retirado de Bakker 1990).

A analise de linhas de cedéncia generalizada tem duas formas de ser abordada, uma baseada no

conceito de trabalho e outra no conceito de equilibrio. Enquanto que na teoria classica, ambas
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conduzem ao mesmo resultado, na teoria generalizada fornecem resultados diferentes (Hiriyur e
Schafer 2005). Importa ainda referir que linhas de cedéncia inclinadas em relagdo a direc¢do do
carregamento exterior sdo de especial interesse, uma vez que a determinacdo dos momentos
plasticos resistentes nas charneiras plasticas depende da ac¢o de forcas de corte/axiais € momentos
torsores — existem varias teorias sobre a determinacdo do momento resistente nessas charneiras
(e.g., Murray 1984, Bakker 1990, Zhao e Hancock 1993a,b, Rhodes 2002 — Zhao (2003) faz uma
revisao e comparagdo dos principais métodos propostos até 2003).

1.1.3.4 Teoria generalizada de vigas (GBT)

A teoria generalizada de vigas (GBT — Generalized Beam Theory em Inglés) é uma teoria de
barras de parede fina, (i) vélida para elementos prismaticos'®, de eixo recto e sem perfuragdes, e (ii)
que contabiliza todos os tipos de deformacéo (e.g., global, local, distorcional) da sec¢éo transversal.
Esta teoria tem sido reconhecida internacionamente como uma alternativa potente, versétil, elegante
e eficiente a outros métodos numéricos tradicionais (MEF ou o MFF) para analisar elementos e
sistemas estruturais de parede fina. A sua elegancia e eficiéncia resultam essencialmente da sua
natureza modal impar — o campo de deslocamentos é expresso como uma combinacdo linear de
modos de deformacdo da sec¢do, os quais (i) tém um significado fisico/estrutural familiar (e.g.,
flexdo, torcdo, corte, encurvadura local/ distorcional) — em contraste com o tipo de g.l. utilizados
nos MEF e MFF (ver Fig. 1.12), e (ii) variam continuamente a sua amplitude ao longo do
comprimento da barra. Esta caracteristica permite ao utilizador (i) adquirir um conhecimento
aprofundado sobre a mecanica comportamental do elemento estrutural, e (ii) excluir
judiciosamente, de futuras andlises da GBT, todos os modos de deformacdo que se concluiu
desempenharem um papel irrelevante no comportamento estrutural sob escrutinio, reduzindo ainda
mais o numero de g.l. envolvidos. A GBT tem atraido o interesse de varios investigadores a escala
mundial, conduzindo a novas formulagdes e aplicages. Segundo a opinido do autor, trata-se de
uma alternativa com potencialidades (eficiéncia e clareza) para vir a substituir o potente MEF como
ferramenta principal de analise de elementos de parede fina.

19 Actualmente j& existe uma formulacdo da GBT para analises lineares de estabilidade de barras de eixo recto
com seccdo varidvel (Nedelcu 2010, 2011). No entanto, a GBT apenas fornece bons resultados para pequenas
variacdes longitudinais da sec¢do, 0 que corresponde a maioria dos casos encontrados na prética.
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Cross-section

deformation FSM or shell FEM
e e
— L?x’ X + t?_- X + az X + see
GBT
= ¢ x + ¢ x

Fig. 1.12. Deformac&o da secgio: comparagio entre 0 MEF ou MFF e a GBT (retirado de Silva 2013).

Desde o trabalho pioneiro de Richard Schardt (Universidade de Darmstadt) na década de 60
(Schardt 1966), a GBT tem sofrido avancos consideraveis. Um resumo histérico da GBT no periodo
1966-2005 pode ser consultado em Silvestre (2005)?°. Grande parte dos desenvolvimentos da GBT tem
ocorrido no Instituto Superior Técnico (Universidade de Lisboa) devido ao intenso trabalho do grupo de
investigacdo liderado por Camotim e Silvestre, ao qual pertence o autor desta tese. Seguidamente, faz-se
referéncia a alguns dos Gltimos desenvolvimentos e aplicagdes da GBT com origem no IST-UL?L. N&o
se pretendendo uma abordagem exaustiva, mas apenas fazer uma breve referéncia as contribui¢des mais
relevantes no ambito desta tese (analise de barras, materiais isotrdpicos elasto-plasticos, analises de 12
ordem e de estabilidade, e analises de pds-encurvadura), importa realcar os trabalhos de:

(1) Silvestre e Camotim (2003), onde a incorporacdo de modos de corte e de extenséo transversal nas
anélises da GBT foi levada a cabo para secgOes abertas ndo ramificadas — trata-se de procedimentos de
dificil (ou mesmo impossivel) extensdo a secgdes arbitrarias.

(ii) Silvestre e Camotim (2003, 2006), onde é analisado o comportamento de pds-encurvadura de

colunas de aco enformado a frio.

20 Esta tese de doutoramento, orientada por Camotim, foi para o autor deste trabalho a referéncia principal na
compreensdo dos conceitos fundamentais da GBT.

21 Excluindo aqueles em que o autor esteve envolvido, 0s quais deram origem as publicacGes referidas na secgao 1.4.
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(i) Goncalves e Camotim (2004, 2007), referentes a analises de bifurcagéo (de natureza global ou local)

em regime elasto-plastico de elementos estruturais constituidos por materiais com endurecimento
nao linear, tais como o aluminio ou o ago inox — foi a primeira formulacéo inelastica da GBT.

(iv) Gongalves e Camotim (2005), onde foi proposto o primeiro elemento finito fisicamente ndo linear

v)

(vi)

da GBT para anélises de 1% ordem, apesar de a formulacdo ser ainda limitada por restringir a
possibilidade de ocorréncia de escoamento plastico a superficie média da barra — tal medida
impossibilita, p.e., 0 estudo de barras (i) com um modo de colapso de natureza local/distorcional
e/ou (i) com seccéo aberta e sujeitas a torcao.

Camotim et al. (2004, 2006b) publicaram sinteses da actividade de investigacdo sobre a GBT
realizada no IST.

Goncalves et al. (2005, 2009) propuseram uma abordagem valida para seccdes arbitrarias de
parede fina que permite isolar os modos de defomacdo com distor¢des de membrana em células de
seccOes fechadas. Juntamente com os modos convencionais (distorgdes e extensdes transversais de
membrana nulas), estes modos permitem descrever com rigor o comportamento linear de 12
ordem/estabilidade de elementos tubulares (e.g., tabuleiros de pontes). As desvantagens desta
abordagem consistem (i) no facto de os modos de corte ndo terem um significado fisico evidente, e
(ii) na impossibilidade de isolar o modo de torcdo em secges celulares?? — estes factores conduzem
a utilizacdo de um nimero desnecessariamente elevado de modos de deformacao.

(vii) Dinis et al. (2006), onde foi proposta a primeira formulagdo geral da GBT para analisar sec¢oes

abertas ramificadas arbitrarias.

(viii) Bebiano et al. (2007), onde se aborda a estabilidade elastica de vigas actuadas por carregamentos

(ix)

arbitrarios, i.e. aqueles que geram diagramas de momentos flectores ndo uniformes. Tratou-se do
primeiro trabalho da GBT onde se incluiu o efeito das tensGes de corte (tangenciais) na
degradacéo da rigidez de vigas.

Silva et al. (2008) e Silva (2013), os quais propuseram uma alternativa bastante verséatil que
permite analisar qualquer seccdo de parede fina. Ao contrério das formulagBes anteriores, 0s
modos de deformacdo elementares ndo sdo obtidos pela imposicdo de condi¢bes cinematicas
particulares. Ao inves, sdo considerados modos “nodais” semelhantes aos adoptados em modelos
de elementos finitos de casca, ou seja, resultantes da imposicdo unitaria de cada g.l. nodal (e
anulamento dos restantes) e utilizacdo de fungGes de forma polinomiais em cada sub-placa.

Posteriormente, procedimentos de diagonalizagdo simultdnea de matrizes (problemas de

22 Uma seccdo celular contém pelo menos uma célula, i.e., um conjunto de paredes que formam um poligono.
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()

(xi)

valores/vectores proprios) ddo origem a quatro familias de modos de deformacéo da GBT: (i)
convencionais (y"s=0 e eM=0), (ii) de corte, (iii) de extensio transversal e (iv) de fluxo de
corte celular. Estes ultimos permitem isolar o0 modo de torcdo em seccbes celulares,
anteriormente obtido pela combinagdo linear de outros modos.

Bebiano et al. (2008, 2013), onde é apresentado o software GBTUL destinado a analise linear
de estabilidade e de vibracdo de barras de parede fina (disponivel em www.civil.ist.utl.pt/gbt).
Camotim et al. (2010a,b), onde se apresentam os desenvolvimentos recentes (a época) e
futuros da GBT.

(xii) Goncalves et al. (2010), tendo proposto um novo método para determinar modos de

(xiii)

(xiv)

deformacédo em secgBes arbitrarias de parede fina com ou sem constrangimentos internos e/ou
externos, baseado na (i) imposicdo de hipoteses cinematicas especificas, e (ii)
ortogonalizacdo de modos da GBT, os quais sdo subdivididos em (ii1) convencionais (y"s=0
e eM=0), (ii2) de corte e (iis) de extensdo transversal. Esta abordagem permite também isolar
0 modo de tor¢do em secgdes total ou parcialmente fechadas.

Silvestre et al. (2011), onde as hipdteses cinematicas e os procedimentos adoptados na GBT
para determinar os modos de deformacéo da sec¢éo séo abordados de uma nova perspectiva,
considerada mais adequada a uma verdadeira comparacdo entre a GBT e o MFF
“constrangido” (abordado em 1.1.3.2).

Goncalves e Camotim (2011, 2012), onde séo propostas formulacGes originais para analises
elastoplasticas geometricamente lineares ou ndo lineares da GBT — sdo formulados dois
elementos finitos de viga, um baseado (i) em tensGes e na teoria de escoamento J, (critério de
cedéncia de von Mises), e outro (ii) em resultantes de tensdes e na funcdo de cedéncia de
Ilyushin modificada. No caso das analises de pds-encurvadura (Gongalves e Camotim 2012),
concluiu-se que a formulacdo baseada na funcdo de llyushin (computacionalmente mais
eficiente pelo facto de ndo ser necesséria integracdo na espessura das paredes) conduz a
respostas estruturais geralmente mais rigidas, quer em fase de pré- como de pés-colapso. No
entanto, pode conduzir a estimativas aceitiveis da carga de colapso em algumas aplicacdes
praticas. Relativamente a formulacdo baseada na teoria Jz, apesar de computacionalmente
mais dispendiosa que a anterior, foi mostrado conduzir (para numeros relativamente
pequenos de modos de deformacdo e EF) a resultados muito precisos até ao colapso e
ligeiramente sobreestimados na trajectoria de equilibrio descendente.

17



Capitulo 1

Estes trabalhos contribuiram de forma decisiva para difundir a GBT entre a comunidade técnico-
cientifica ligada a investigacao de elementos/sistemas estruturais de parede fina e, em simultaneo, para
ilustrar a sua versatilidade e eficiéncia computacional quando comparada com o MEF e MFF.

1.2. Modelos constitutivos para metais

Varias teorias assentes em diferentes abordagens tém sido propostas para formular modelos
constitutivos de materiais metélicos. Embora a plasticidade policristalina tenha emergido como um
método viavel, a prética corrente em mecanica computacional (Wu 2005) continua a ser a abordagem
do continuo (ou matematica), segundo a qual é desprezada qualquer singularidade no campo de
deslocamentos (Gozzi 2004). Os primeiros desenvolvimentos de teorias matematicas relativas a
estados multi-dimensionais de tenséo tiveram origem em duas grandes “escolas” (Wu 2005) — (i) a
teoria do escoamento (TE) e (ii) a teoria da deformacdo (TD), cujas principais caracteristicas sao
apresentadas de seguida.

A TE foi sendo desenvolvida desde os anos 20, durante a primeira metade do séc. XX, através de
contribuigbes de diversos autores (Prandtl, Prager, Drucker, Hodge, Hill e Sokolovsky), tendo servido
de base para o desenvolvimento de novas teorias ou para a melhoria de outras ja existentes. E também
conhecida como teoria incremental, uma vez que se baseia na determinacao das relacdes constitutivas
incrementais como forma de obter o estado de tenséo actual (atendendo a histéria de carregamento)
(Gozzi 2004), sendo por isso mais versatil do que a TD. A TD foi originalmente proposta por Hencky
(1924), e posteriormente disseminada por Nadai (1931) e llyushin (1948), sendo também conhecida por
teoria da deformagcdo total, pois baseia-se na determinagdo das componentes de deformacéo (e néo dos
seus incrementos) a partir dos valores das componentes de tensdo, ndo contabilizando a histéria de
tensdo. Por este motivo, a formulacdo da TD ndo é adequada a condi¢Bes de “‘carregamento ndo
proporcional”?® (Jones 2009), sublinhando que estas sao frequentes sempre que o problema em questo
envolve (i) descargas elasticas, (ii) efeitos geometricamente ndo lineares e/ou (iii) endurecimento do
material. Apesar desta desvantagem, a TD manteve o seu grau de popularidade durante muitos anos,
gracas a maior simplicidade da sua formulagdo e ao facto de ter contribuido (até 2010) para uma melhor
previsao de cargas de bifurcacdo em regime elasto-pléstico (e.g., colunas comprimidas), uma vez que a
TE sobreestimava claramente as solucdes. Segundo Hutchinson (1974), a esséncia do problema estava
no facto da TE prever uma relacéo totalmente elastica entre as tensdes de corte e as distor¢des no inicio

23 Define-se como carregamento proporcional aquele que conduz, em cada ponto material, a um vector tensdo
com direcgdo invariavel no tempo.
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da encurvadura. No entanto, esse inconveniente paradoxal da TE (o chamado “plastic buckling
paradox”, em Inglés) foi recentemente ultrapassado através da derivacdo da rigidez inelastica ao corte
(Becque 2010, 2011). Desde os anos 90 que investigadores suecos (Moller 1992, Granlund 1997,
Olsson 2001) tém dedicado bastante atencdo ao desenvolvimento de modelos constitutivos elasto-
plasticos de acgos estruturais (hnomeadamente o inoxidavel), os quais se baseam em diversas analises
experimentais (e.g., ensaios uni e biaxiais). Como seguimento desses trabalhos, Gozzi (2004) efectuou
um estudo experimental que visava desenvolver e validar um modelo constitutivo baseado na TE para
0 aco inoxidavel EN 1.4318, tendo-se obtido resultados muito satisfatorios. Pelas vantagens inerentes
a TE, e tendo sido esta implementada neste trabalho, apresentam-se de seguida alguns dos seus
conceitos fundamentais®*.

1.2.1. Teoria do escoamento

As equacOes constitutivas inerentes a esta teoria dependem da defini¢do de um critério de cedéncia e
de regras de escoamento e de endurecimento. Enquanto que (i) o critério de cedéncia permite determinar
se um ponto material entra em escoamento plastico para um certo incremento de deformagéo imposto,
(ii) a regra de escoamento define o incremento (infinitesimal) de deformacéo plastica quando ocorre
plastificacdo do material, e (iii) a regra de endurecimento define a tenséo de cedéncia em funcéo da
deformacéo plastica. O conceito de superficie de cedéncia e o critério de cedéncia de von Mises
(frequentemente adoptado na modelagdo de metais) sao abordados de seguida.

1.2.1.1 O conceito de superficie de cedéncia

Considere-se um ponto material genérico de um corpo, submetido a um estado bi-dimensional de
tensdo dado por uma tensédo normal (o) e outra de corte (z) proporcionais, por exemplo resultantes da
torcdo ndo uniforme de um tubo de parede fina. Para diferentes trajectorias de carga proporcionais, €
possivel representar num grafico a linha de pontos (o,r) associados ao inicio da cedéncia, i.e., 0
“instante” a partir do qual o material ndo recupera totalmente a sua deformacao se ocorrer uma descarga
total de tensdo aplicada (passando a existir deformagdes pléasticas) — na Fig. 1.13 ilustram-se 0s pontos
de cedéncia inicial associados as trajectorias proporcionais OA, OB, OC e OD. Num caso n-
dimensional, a linha de cedéncia da origem a uma superficie de cedéncia®®, a qual (i) se constata

24 0O leitor interessado em compreender a teoria da deformacéo é aconselhado a consultar Jones (2009).

25 Daqui em diante utiliza-se sempre o termo “‘superficie de cedéncia” independentemente da dimensio do espago de tensdes.
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experimentalmente ser convexa (Wu 2005) e (ii) define (limita) o espaco de tensGes para o qual o
comportamento material € elastico (linear ou ndo linear) para um certo nivel de deformacéo pléastica.

Para perceber o conceito de evolugdo de superficie de cedéncia de um material, considere-se 0 caso
mais simples de um ensaio uniaxial e a respectiva relagdo o-¢ representada na Fig. 1.14. Note-se que
neste caso particular, o material exibe um comportamento elastico nao linear, estando a cedéncia inicial
(o=+0v) representada pelos pontos a vermelho, os quais correspondem aos pontos de tenséo limite de
proporcionalidade a ¢” %. Quando se carrega 0 material a trac¢do até ao ponto (I), a tensdo de
cedéncia aumenta com o nivel de deformacéo plastica, sendo essa relacdo definida pela regra de
endurecimento do material — o

linha de cedéncia

Fig. 1.13. Linha de cedéncia inicial e respectiva regido elastica num espago bi-dimensional de tensGes.

endurecimento de materiais isotropicos traduz-se numa expansao da superficie de cedéncia (Wu 2005).
Considere-se agora que se efectua uma descarga total de tensdo a partir de (1) e se inverte o sentido do
carregamento até o material ceder novamente. Assumindo como defini¢do de tensdo de cedéncia
subsequente, relativa a uma pré-deformacéo pléstica =& ?, a tensdo limite de proporcionalidade a ¢ =
eP %, verifica-se que a tenséo de cedéncia na descarga (a compressao) € inferior a tenséo de cedéncia
na recarga (a traccdo) — ver pontos a amarelo na Fig. 1.14. Trata-se de um fendmeno designado
“efeito de Bauschinger”, o qual foi descoberto por Bauschinger (1886) através de ensaios
experimentais em metais?®, e ndo se deve confundir com os casos de materiais que sdo genuinamente
assimétricos (comportamento originalmente diferente a tracgdo e a compressao). Segundo Wu (2005),
o efeito de Bauschinger causa uma translacéo (sem rotacdo) da superficie de cedéncia no espaco de
tensdes, o que se designa por endurecimento cinematico (anisotropico®’) — de facto constata-se na Fig.

26 Este efeito tem uma influéncia muito importante na previsdo do efeito de springback no processo de enformagem a frio de
perfis metalicos (Gau e Kinzel 2001).

27 Neste contexto, a definicdo de isotropia (comportamentos iguais em todas as direcgdes) inclui também a de simetria
(comportamentos iguais a traccdo e & compressao).
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1.14 que o valor algébrico das tensdes de cedéncia a compressdo e trac¢do aumenta no estado de
cedéncia subsequente (pontos a amarelo). E sabido, das diversas anélises experimentais efectuadas
desde meados do século passado, que os principais modos de evolucao de uma superficie de cedéncia
sdo a expansao, contraccéo, translaccéo e distor¢do (Sung et al. 2011).

Sabe-se que a geometria e dimensdo das superficies de cedéncia subsequentes sao influenciados pela
definicdo de cedéncia que é utilizada experimentalmente (Wu 2005). A aplicacdo da verdadeira
definicdo de cedéncia na determinacéo experimental da superficie de cedéncia &€ um processo muito
moroso e relativamente ambiguo, como consequéncia dos erros inerentes aos equipamentos de ensaio e
medicao utilizados. Como tal, com vista ao estabelecimento de uma teoria de plasticidade unificada, é
fundamental estabelecer uma definicdo de cedéncia objectiva e que conduza a resultados semelhantes
aos teoricamente esperados. A definicdo que mais tem sido usada em experimentagdo moderna (Wu
2005) ¢ a de “tensdo limite de proporcionalidade a x % de deformagdo”, tal como foi assumido no
exemplo da Fig. 1.14 %8,

Fig. 1.14. Cedéncia inicial (pontos a vermelho) e subsequente (pontos a amarelo) para um caso uni-dimensional.

28 A “tensdo limite de proporcionalidade a x % de deformagdo” € a tensdo que resulta da intersec¢do da curva c-¢
com a recta de declive E (mddulo de Young) que passa no ponto (o, ) = (0, X) — ver rectas a trago-ponto que dao
origem aos pontos vermelhos da Fig. 1.14.
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Esta defini¢do considera-se preferivel a definicdo de limite de proporcionalidade, pelo facto de este (i)
ser muito ambiguo no caso de materiais que t€ém uma transi¢do “suave” entre 0 comportamento linear e
nao linear (e.g., ligas de aluminio ou ago inoxidavel), e (ii) corresponder normalmente a deformacdes
pequenas, dominio onde os resultados se encontram frequentemente dispersos devido aos erros
associados ao equipamento (Wu 2005, Sung et al. 2011). Uma vez explicado o conceito de tenséo limite
de proporcionalidade para o caso uni-dimensional, importa agora fazer referéncia a forma como varios
autores aplicam essa metodologia para um caso n-dimensional. Hsu (1966) publicou e analisou
resultados experimentais de diversos autores relativos a determinagdo de superficies de cedéncia com
base em curvas & — & obtidas para uma certa trajectoria de carga, onde

_ 1
o= \/§|:(O_I —0y )2 +(O_|| — Oy )2 +(U||| — 0, )ZJ
, (1.1)
_ N1
&= \/5[(5| —&y )2 +(5|| —&y )2 +(‘9||| —& )2]
sendo I-11-111 as direcg¢Oes principais de tenséo e deformacdo. A tensdo & representa o dobro da

média geométrica das tensdes principais de corte, enquanto que £ representa a media geométrica
das respectivas distorcBes. De facto, os materiais testados eram todos metais e esta comprovado
que critérios de cedéncia baseados no comportamento ao corte descrevem muito bem materiais
dicteis. Segundo Wu (2005), evidéncias experimentais mostram que a superficie de cedéncia
inicial (i) de metais como o aluminio, 0 aco macio e 0 aco inox, (ii) a temperatura ambiente e (iii)
para um estado bi-dimensional de tensdo (axial e de corte), é aproximadamente eliptica. Varios
autores (e.g., Ishikawa 1997, Wu 2003,2005, Wu et al. 1995, Sung et al. 2011, Philips e Lee 1979,
Philips e Lu 1984) tém dedicado o seu trabalho a obtencdo de superficies de cedéncia de metais,
analisando factores como (i) endurecimento isotrépico e anisotropico, (ii) trajectorias de tensao,
(iii) nivel de pré-deformacao, (iv) nivel de pré-tenséo e (v) definicdo experimental de cedéncia, de
modo a tentarem relaciona-los com a variabilidade (dimensdo e geometria) dessas superficies. Por
ultimo, refira-se que a existéncia de veértices nas mesmas foi um tema de debate em 1950-1960,
mas analises experimentais mais recentes apontam apenas para a existéncia de cantos
arredondados (Philips 1986).
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1.2.1.2 O critério de cedéncia de von Mises

A independéncia da cedéncia plastica da pressdo hidrostatica superimposta, e a incompressibilidade
pléstica®®, sdo dois dos principios basicos da teoria classica da plasticidade dos metais (Wu 2005).
Geragdes de cientistas e engenheiros de materiais estudaram a teoria classica de plasticidade de metais
com base nestas hipoteses, as quais também fazem parte de obras de referéncia como as de Hill (1950) e
Mendelson (1968), ou mesmo de referéncias mais modernas como Lubliner (1990) ou Stouffer e Dame
(1996). Para além disso, essas hipoteses foram e continuam a ser recomendadas em analises de
plasticidade de metais baseadas em potentes softwares comerciais de elementos finitos (e.g., ABAQUS).
No entanto, a investigacdo experimental realizada por Bridgman (1952) permitiu concluir que a presséo
hidrostéatica influencia as curvas de endurecimento do aco carbono. Em ensaios a tracgdo de provetes
submetidos a pressBes hidrostaticas na gama 690 - 3100 MPa, observou-se que a ductilidade era o
principal aspecto afectado — o facto dessas pressdes serem raramente encontradas em aplicagdes
correntes, levou muitos investigadores a assumirem que o efeito da pressdo hidrostatica era desprezavel
para o0 estudo da plasticidade dos metais (Wilson 2002). Adicionalmente, Bridgman observou que para
grandes variacOes de deformac@es plasticas ndo houve alteracbes do volume do corpo. Wu (2005)
considera a hipotese de incompressobilidade plastica bem estabelecida, uma vez que a deformacéo
volumétrica pléastica é pequena quando comparada com a elastica. Nos anos 70, Spitzig et al. (1976)
questionaram a veracidade da hipotese de independéncia da cedéncia plastica da pressao hidrostatica,
tendo ensaiado varios tipos de aco até pressdes hidrostaticas de 1100 MPa. Através dos mesmos
constataram que a tenséo de cedéncia era linearmente dependente da pressao hidrostatica e que o critério
de cedéncia de Drucker-Prager era adequado para acos de alta resisténcia (Wilson 2002). Também
Wilson (2002) testou varios tipos de provetes de aluminio sujeitos a um estado de tensdo que incluia
pressdo hidrostatica positiva (traccdo), tendo constatado que a trajectoria carga-deslocamento obtida
numéricamente com o critério de Drucker-Prager apresentava uma Optima concordancia com 0s
resultados experimentais, diferindo razoavelmente dos resultados numéricos obtidos com base no
critério de von Mises, o qual toma a tensdo de cedéncia como independente da pressdo hidrostatica.
Richard von Mises sugeriu pela primeira vez o seu critério de cedéncia em 1913, cujo desenvolvimento

29 Expressa em termos incrementais por deP1y + dePoy + dePsz = 0.
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Drucker-Prager

Fig. 1.15. Superficies de cedéncia de Drucker-Prager e de von Mises no espaco de tensbes principais (retirada de Wilson 2002).

e interpretacdo (American Mathematical Society 1963) tiveram também contribui¢des importantes de
Hencky, sendo por esta razdo muitas vezes designado de critério de Mises-Hencky. Apesar da incerteza
sobre a adequabilidade da hipGtese em causa, mas motivado pela sua simplicidade quando comparado
com outros, o critério de cedéncia de von Mises é 0 que mais tem sido usado entre a comunidade técnica
e cientifica para o estudo de metais, sendo importante referir que a superficie de cedéncia de von Mises
difere pouco da superficie de Drucker-Prager para niveis baixos de presséo hidrostatica (ver Fig. 1.15,
onde p=o1=0>=03). Pesa embora se tenha provado experimentalmente a pouca adequabilidade do
critério de von Mises em certos casos, também varios autores reportaram a sua adequabilidade em
anélises estruturais envolvendo Varios tipos de metais (e.g., Jiang et al. 2002, Wriggers e Chavan 2006).
Nomeadamente, Wriggers e Chavan (2006) desenvolveram um modelo numérico de elementos finitos
de casca para estudar elementos de parede fina em aluminio, o qual estimou razoavelmente bem (i) o
comportamento fisica e geometricamente ndo linear (trajectorias carga-deslocamento) de colunas

tubulares até ao colapso (carga Ultima), e (ii) as relagdes momento-curvatura de vigas em 1.

1.3. Motivacgéo, objectivos e organizacao da tese

1.3.1 Motivacao

A utilizacdo de metais de alta resisténcia e/ou ductilidade, como o aco carbono e as ligas de aco
inoxidavel, aluminio ou titdnio, bem como os avancos recentes na tecnologia de producédo, tém
permitido construir sistemas estruturais esbeltos (frequentemente constituidos por elementos de
parede fina) que (i) sdo altamente eficientes (elevados racios resisténcia/peso), conduzindo a

solugBes bastante econdmicas (e.g., reducdo do tempo de construcao, custo do material/transporte),
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e (i) estdo frequentemente associados a um notavel impacto visual/estético — estas vantagens tém
contribuido para a crescente aplicacdo de estruturas de parede fina em diversas areas da engenharia
Aeronautica, Automovel, Civil, Mecanica, Quimica e Offshore (Loughlan 2004). Os elementos de
parede fina exibem valores de esbeltezas locais e/ou globais que conduzem a um comportamento
estrutural e capacidade resistente dominados por uma forte interaccdo entre efeitos de plasticidade e
instabilidade, o que torna a sua rigorosa analise uma tarefa bastante complexa — este facto estimula o
desenvolvimento de métodos potentes de anélise e de regras de dimensionamento mais eficientes. O
método de andlise que mais vezes tem sido utilizado mundialmente, prescrito como uma op¢éo de
dimensionamento vélida para estruturas de aco (e.g., CEN 2006b, AISC 2010, BD 2011), ¢ a realizacdo
de analises fisica e geometricamente ndo lineares de elementos finitos de casca (EFC). No entanto, esta
abordagem tem algumas desvantagens, tais como 0 custo computacional excessivo, 0
processamento/interpretacdo morosos dos inputs/outputs, e a natureza nodal (em vez de modal) dos
resultados. Como se referiu anteriormente, uma alternativa muito promissora a0 MEF € a utilizacdo da
Teoria Generalizada de Vigas (GBT). A elegancia e eficiéncia da GBT provém maioritariamente da sua
natureza modal impar, a qual permite (i) adquirir um conhecimento aprofundado sobre a mecénica
comportamental do elemento em qualquer fase da sua resposta, € (ii) judiciosamente excluir de futuras
analises semelhantes, todos os modos de deformacao cuja contribuicéo para 0 comportamento em causa
se considere desprezavel, reduzindo ainda mais o nimero de g.l. envolvidos na analise.

A GBT tem atraido o interesse de investigadores em todo o mundo, facto que tem conduzido ao
desenvolvimento de novas formulagbes e aplicacbes. Em particular, esta teoria tem sido
extensivamente desenvolvida no IST-UL (Camotim et al. 2010a,b), onde tem sido aplicada a
diferentes (i) tipos de andlise (1% ordem, estabilidade, vibracdo, 22 ordem ou pds-encurvadura,
dindmica), (ii) condicbes de fronteira e de carregamento (e.g., apoios localizados, cargas
pontuais/concentradas/distribuidas), e (iii) materiais (a¢o, aco-betdo, FRP). Até ao inicio do trabalho
deste doutoramento, a grande maioria dos trabalhos sobre a GBT focava-se apenas em modelos
constitutivos elastico lineares, tendo sido excepgao as formulacdes (i) para analises de bifurcacdo em
regime elasto-plastico proposta por Gongalves e Camotim (2004, 2007), e (ii) para analises fisicamente
nao lineares de 12 ordem, proposta pelos mesmos autores (Gongalves e Camotim 2005). Contudo, esta
ultima formulagdo é bastante limitada por restringir a possibilidade de ocorréncia de escoamento
plastico a superficie média da barra — tal medida impossibilita, p.e., 0 estudo de barras (i) com um modo
de colapso de natureza local/distorcional ou (ii) com seccéo aberta e sujeitas a torcéo.
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Desta forma, julga-se de elevada relevancia o desenvolvimento, implementacéo e validacdo de
formulaces originais da GBT para analises fisicamente ndo lineares de 12 ordem e pds-encurvadura
de elementos prismaticos de parede fina. Outro aspecto que despoletou um interesse adicional neste
trabalho foi a ideia de desenvolver uma formulacdo aplicavel a barras constituidas por um metal
promissor — 0 aco inoxidavel. O aco inox tem sido utilizado na indUstria da construgdo ha mais de 70
anos, apesar da sua disseminacdo ter sido limitada devido aos elevados custos de producdo (muito
superiores aos do aco carbono). Contudo, desenvolvimentos tecnolégicos recentes (Watanabe 1996)
tém alterado este panorama a um ritmo elevado, (i) contribuindo para que 0 ago inox seja um dos
materiais reciclaveis mais lucrativos em todo o Mundo (The Nickel Institute 2012), e (ii) conduzindo a
um interesse renovado nos elementos e sistemas estruturais em aco inoxidavel — desde o ano 2000 que
tem aumentado o nimero de aplicacdes estruturais (Baddoo 2008, Gedge 2008). Apesar das diversas
caracteristicas atractivas do aco inoxidavel quando comparado ao aco carbono (e.g., melhor/atraente
aparéncia, resisténcia a corrosdao muito superior, ciclo de vida mais longo e melhor relacdo custo-
beneficio), a utilizacdo do ago inox em aplicagBes estruturais correntes requer (i) a existéncia de regras
de dimensionamento eficazes e eficientes que explorem por completo as capacidades do material (i.e,
0 seu endurecimento n&o linear significativo), e/ou (ii) a disseminacéo de ferramentas user friendly de
analise estrutural. Devido a sua ductilidade, resisténcia, e custo elevados, as solugdes estruturais neste
material tendem a ser esbeltas/leves (e.g., formadas por perfis de parede fina) e altamente
optimizadas. Por Gltimo, importa referir que o facto de o ago inox exibir um comportamento
mecanico significativamente diferente daquele que caracteriza o ago carbono (e.g., a relacdo tensdo-
deformacdo do primeiro € altamente ndo linear e ndo exibe um patamar de cedéncia bem definido),
constituiu mais um desafio aliciante desta investigagao.

Apesar de no decorrer deste trabalho terem sido desenvolvidas e validadas (por outros autores)
outras formulacdes originais da GBT para analises elasto-plasticas de 12 e 22 ordem (Goncalves e
Camotim 2011, 2012), a grande novidade deste trabalho diz respeito a (i) diferente analise da seccdo
implementada - formulag&o de Silva (2013) mas incorporando um grau de liberdade inovador, (ii) a
inlusdo de novos termos ndo lineares na formulagdo das equagBes de equilibrio da barra, e (iii) a
aplicacdo da formulacdo de pos-encurvadura a materiais com endurecimento altamente nédo linear
(e.g., ago inoxidavel) — para além disso, a validacdo e andlise modal efectuadas ao longo dos
exemplos ilustrativos deste trabalho sdo consideravelmente mais ricas (extensas) do que as realizadas
por Gongalves e Camotim (2011, 2012).
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1.3.2 Objectivos

Apresentam-se, de seguida, 0s principais objectivos a atingir com a realizagéo deste trabalho —

todos eles dizem respeito a perfis de parede fina, prismaticos, de eixo recto e sem perfuragdes:

(i)

(i)

Implementar e validar uma analise da seccdo da GBT para seccOes arbitrarias e baseada na
formulacdo de Silva (2013), mas adoptando 5 tipos de g.l. nodais, em vez dos tipicos 4 (trés
deslocamentos e uma rotacdo de flexdo transversal) utilizados em qualquer formulacdo da
GBT proposta até agora. O novo g.l. denomina-se “rotagdo de empenamento” € surge com
0 objectivo de aproximar os deslocamentos axiais em cada sub-placa através de polindbmios
de Hermite, em vez de fungbes lineares como em formulacfes anteriores — esta “rotacdo de
empenamento” corresponde ao gradiente dos empenamentos em cada no, garantindo assim
a sua continuidade entre sub-placas de uma mesma parede. Esta medida permite ainda
captar a ndo linearidade dos perfis de empenamentos, caracteristica da deformacéo por
corte e/ou espalhamento de plasticidade, através de uma “malha transversal” muito menos
discretizada (o que permite melhorar a eficiéncia computacional).

Desenvolver, implementar e validar formulagdes lineares de 12 ordem e de estabilidade da

GBT, validas para barras com seccdo arbitraria e sujeitas a qualquer tipo de carregamento.

(iii) Desenvolver, implementar e validar uma formulacdo da GBT para analises fisicamente ndo

lineares de 12 ordem (geometricamente lineares) de perfis constituidos por materiais
isotropicos com endurecimento arbitrario (nulo, linear ou ndo linear). Uma vez que se
pretender aplicar a GBT a perfis metélicos, decidiu-se modelar o comportamento elasto-
plastico através da teoria de escoamento Jo (critério de cedéncia de von Mises) com
escoamento associado.

(iv) Compreender o comportamento mecénico do ago inoxidavel e definir como pode ser modelado

v)

através da teoria de escoamento J». Em particular, apresenta-se um estado da arte relativo as leis
constitutivas uniaxiais (ndo lineares) utilizadas em modelos numéricos, e decide-se quanto a
forma mais simples e precisa de simular o comportamento elastico e elasto-plastico das trés
principais classes de aco inox utilizadas na construgdo — austeniticos, ferriticos e austenitico-
ferriticos (duplex).

Desenvolver, implementar e validar uma formulacio da GBT para analises fisica e
geometricamente ndo lineares (ou de pds-encurvadura) de perfis constituidos por materiais
isotropicos com endurecimento arbitrario (nulo, linear ou ndo linear).
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(vi) Explorar a natureza modal da GBT para analisar a mecéanica comportamental dos perfis
metalicos analisados.

1.3.3 Organizacao da tese

No presente capitulo, para além da reviséo bibliogréafica relativa (i) aos perfis metélicos de
parede fina — fabrico, aplicacGes e métodos de analise, e (ii) aos modelos de plasticidade para
materiais metalicos, apresenta-se a motivacdo e objectivos deste trabalho (e as publicacbes
cientificas a que deu origem). A tese esta organizada em mais sete capitulos, cujo contedo se
descreve sucintamente de seguida.

No capitulo 2 abordam-se os conceitos fundamentais da Teoria Generalizada de Vigas (GBT).
Apds abordar as hipéteses simplificativas, relagBes cinemaéticas, lei constitutiva elastica e
procedimentos envolvidos na determinacéo dos modos de deformacéo da GBT (analise da seccao)
— aspectos comuns a todas as formulacbes da GBT apresentadas nesta tese, apresentam-se as
formulagBes da GBT para analises lineares de 1% ordem e de estabilidade, juntamente com as
aproximacoes do elemento finito de viga utilizadas em qualquer formulacéo (linear ou néo linear).

Tendo em vista simular o comportamento de elementos e estruturas de ago, apresentam-se no
capitulo 3 alguns modelos para simular o comportamento uniaxial do aco carbono e do aco
inoxidavel. Uma vez que o aco inoxidavel é um material estrutural promissor e relativamente
pouco disseminado quando comparado com o ago carbono, o capitulo é maioritariamente
dedicado ao aco inoxidavel, abordando-se aspectos como (i) a composi¢do quimica, (ii) as
principais classes utilizadas na construcéo, (iii) as aplicagdes estruturais, (iv) a normalizacdo
para dimensionamento e (v) 0 comportamento mecanico.

O capitulo 4 é dedicado a formulacdo da teoria de escoamento J. implementada neste
trabalho, valida para um material isotropico com endurecimento arbitrario. Sdo abordados
assuntos como (i) o critério de cedéncia, (ii) a regra de escoamento, (iii) a matriz constitutiva
elasto-plastica (convencional e consistente), e (iv) métodos explicitos e implicitos de integragédo
numérica (Euler Progressivo, Euler Regressivo, Normal Meédia) — incluindo técnicas
complementares de sub-incrementacgéo e correccao da solucao.

O método do comprimento de arco cilindrico € a técnica incremental-iterativa implementada
neste trabalho. O capitulo 5 descreve detalhadamente (e ilustra) a sua formulag&o, incluindo as
estratégias incremental e iterativa, e o critério de convergéncia. Optou-se por dedicar um
capitulo a apresentacédo deste método, porque na opinido do autor, e atendendo a complexidade
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do mesmo, este ndo ¢é explicado na maioria dos trabalhos de referéncia com a clareza necessaria
a uma implementacdo computacional eficaz, robusta e eficiente.

No capitulo 6 apresenta-se a formulacdo da GBT para analises fisicamente ndo lineares de 12
ordem de perfis de parede fina (i) com seccdo transversal arbitréria, (ii) constituidos por um
material elasto-plastico caracterizado por (ii1) resposta linear em regime elastico e (ii2) um
endurecimento isotropico arbitrario (nulo, linear ou néo linear), e (iii) submetidos a qualquer
carregamento exterior (distribuido e/ou pontual) dependente de um Gnico parametro. Ilustram-
se, discutem-se e validam-se (por comparacdo com andlises de EFC) os resultados relativos a 8
exemplos numeéricos que abrangem Vvarios tipos de carregamento, materiais, sec¢do transversal,
e condicdes de fronteira. Utiliza-se a GBT para a analise modal do comportamento elastico e
elasto-plastico de cada perfil analisado, sendo discutidos resultados como diagramas de
participacdo/funcdes de amplitude modais, e trajectdrias de equilibrio obtidas com base em
diferentes conjuntos de modos de deformacgéo.

Apresenta-se, no capitulo 7, a formulacdo da GBT para andlises fisicamente ndo lineares de 22
ordem (ou de po6s encurvadura) de perfis de parede fina (i) com seccdo arbitraria, (ii)
imperfeitos (caracterizados por exibirem imperfeicdes geométricas e/ou tensdes residuais), (iii)
constituidos por um material elasto-plastico com endurecimento isotrépico arbitrario, e (iv)
submetidos a qualquer carregamento exterior (distribuido e/ou pontual) dependente de um
Unico parametro. De seguida, apresenta-se uma revisdo bibliografica sobre a modelacao
numérica de imperfeicdes geométricas e define-se a estratégia adoptada nesta tese, e aborda-se
de forma resumida a origem, influéncia e modela¢do numérica das tensdes residuais em perfis
de parede fina. Por ultimo, ilustra-se a aplicacdo da GBT a anélise fisicamente ndo linear de
pos-encurvadura de perfis metalicos de parede fina geometricamente imperfeitos (i.e., com
deslocamentos/deformacdes iniciais). Sdo apresentados e validados sete exemplos ilustrativos
onde se analisam perfis submetidos a varios tipos de carregamento e caracterizados por
diversos materiais, tipos de seccéo transversal e condi¢des de fronteira. Para além da validagé&o,
é também efectuada uma analise modal do comportamento estrutural de cada barra, através da
discussdo de resultados como diagramas de participacdo/funcdes de amplitude modais e
trajectorias de equilibrio obtidas com base em diferentes conjuntos de modos de deformacéo.

Por ualtimo, no capitulo 8 apresentam-se (i) as principais conclusfes do trabalho, bem como

(ii) os desenvolvimentos futuros propostos como continuacao do trabalho efectuado.
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1.4. Publicacdes

O trabalho desenvolvido durante este doutoramento deu origem a submisséo/publicagéo de (i) 5
artigos em revistas internacionais, (ii) 8 artigos em actas de conferéncias internacionais e (iii) 2
artigos em actas de congressos nacionais. As respectivas referéncias sdo apresentadas de seguida,
importando referir que o trabalho Abambres et al. (2013e) foi vencedor do Vinnakota Award
2013, atribuido pelo Structural Stability Research Council (SSRC).

1.4.1 Revistas internacionais

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2013a). Modal decomposition of thin-walled member
collapse mechanisms, Thin-Walled Structures, 74 (January), 269-291.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2013b). GBT-based first-order analysis of elastic-plastic
thin-walled steel members exhibiting strain-hardening, IES Journal A: Civil and Structural
Engineering (Singapore), 6(2), 119-134.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2013f). Physically non linear GBT analysis of thin-walled
members, Computers & Structures, 129 (December), 148-165.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2013g). GBT-based elastic-plastic post-buckling

analysis of stainless steel thin-walled members, Thin-Walled Structures, in press.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N., Rasmussen, K.J.R. (2013). GBT-based structural analysis
of elastic-plastic thin-walled members, Computers & Structures, 136 (May), pp. 1-23.

1.4.2 Actas de conferéncia
Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2011a). Analise elasto-plastica de barras com seccédo de

parede fina no contexto da teoria generalizada de vigas, Actas (CD-ROM) do Congresso de
Métodos Numéricos em Engenharia (CMNE), Coimbra (Portugal), 14-17/6, A. Tadeu et al. (eds.).

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2011b). Analise fisicamente ndo linear de vigas
metélicas no contexto da GBT, Actas do VIII Congresso de Construcdo Metalica e Mista
(CMM), Guimaraes, Portugal, 24-25/11, L. Silva et al. (eds.), 11-295-304.
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Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2012a). GBT-based elastic-plastic analysis of cold-
formed steel members. Proceedings of the 7" International Conference on Advances in Steel
Structures (ICASS), Nanjing (China), 14-16/4, S.L. Chan, G.P. Shu (eds.), Vol. 1, 219-227.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2012b). Geometrically and physically non-linear
GBT-based analysis of thin-walled steel members, Proceedings of the 10" International
Conference on Advances in Steel Concrete Composite and Hybrid Structures (ASCCS),
Singapore, 2-4/7, J.R. Liew, S.C. Lee (eds.), Research Publishing (Singapore), 187-195.

Abambres M., Camotim D., Silvestre N. (2012c). First order elastoplastic GBT analysis of
tubular beams, Proceedings of the 14" International Symposium on Tubular Structures,
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Capitulo 2

GBT - Conceitos Fundamentais

Abordam-se neste capitulo os conceitos fundamentais da Teoria Generalizada de Vigas (GBT), a
qual é valida para perfis prismaticos® de parede fina (de eixo recto e sem perfuracdes) com secgo
transversal arbitraria (aberta, total ou parcialmente fechada, ramificada ou ndo ramificada® - e.g.,
ver Fig. 2.1), e submetidos a uma combinacéo genérica de forcas (distribuidas e/ou pontuais). Apos
abordar as hipéteses simplificativas, relagdes cinematicas, lei constitutiva elastica e procedimentos
envolvidos na determinacdo dos modos de deformacdo da GBT (analise da seccdo), 0s quais
constituem aspectos comuns a todas as formulacdes da GBT apresentadas nesta tese, apresentam-se
as formulacGes da GBT para analises lineares de 1% ordem e de estabilidade, juntamente com as
aproximacgdes do elemento finito de viga utilizadas em qualquer formulagéo (linear ou ndo linear).
Essas analises, apesar de ndo constituirem uma inovacdo deste trabalho, serdo utilizadas na
determinacdo de imperfeicbes geométricas iniciais a introduzir como input nas andlises de pos-

encurvadura intrinsecamente ndo lineares (ver capitulo 7).

2.1. Hipoteses simplificativas e campo de deslocamentos

Considere-se uma barra prismatica de parede fina com uma seccdo transversal formada por n
paredes (placas) rigidamente ligadas entre si através dos bordos longitudinais. O sistema de
eixos local no plano médio de cada parede (ver Fig. 2.2(a)-(b)) é designado por (X, s, z), sendo x
a coordenada longitudinal (0 <x <L — L é o comprimento do perfil), s a coordenada transversal

1 Actualmente j& exite uma formulacdo da GBT para analises lineares de estabilidade de elementos de eixo recto com
seccdo variavel (Nedelcu 2010, 2011). No entanto, as barras com sec¢do variavel estdo fora do ambito deste trabalho.

2 Uma seccdo diz-se ndo ramificada quando em qualquer né ndo concorrem mais de 2 paredes. Uma parede é
qualquer trogo recto da sec¢do sem intersec¢des com outro(s) ao longo da sua largura.
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(0 <s<b-béalargura da parede) e z a coordenada na direccdo da espessura (-e/2 <z <e/2) —
os deslocamentos correspondentes sdo u (axial ou empenamento), v (transversal) e w (flex&o).

— o | |

L L]

(a) (b) (© (d)
Fig. 2.1. Exemplos de seccOes de parede fina: (a) abertas ndo ramificadas, (b) abertas ramificadas,
(c) fechadas unicelulares e (d) combinando células fechadas com “ramos” abertos (Cilmar 2010).

@) (b) (©

Fig. 2.2. (a) Referencial local na superficie média de cada parede, (b) carga exterior distribuida genérica
g(x,s) e (c) componentes de tensdo ndo nulas (hipotese de estado plano de tenséo).

Antes de definir o campo de deslocamentos da GBT, importa enunciar as hipbteses de
Kirchhoff-Love (Silvestre 2005) em que esta teoria® se baseia, nomeadamente:

(i) As fibras rectas normais a superficie média de cada placa na configuracdo indeformada, (i1) sdo

inextensiveis e (i2) permanecem rectas e normais a essa superficie apos deformacao;

(ii) A tensdo normal na direccéo z € nula.

Para um material elastico linear, estas hipdteses conduzem simultaneamente a estados planos de
deformacéo (yx =ys=¢=0) € tensdo (ox. =0w=0:=0 — ver Fig. 2.2(c)), sendo tanto mais realistas
quanto maior for a relacdo entre as dimensdes do plano médio e a espessura da parede (Silvestre
2005). Neste trabalho, optou-se por impor estas condigbes em qualquer formulagdo da GBT,
elastica ou inelastica. Com vista a definir o campo de deslocamentos (uf, v°, w”) de um ponto
genérico P(x, s, z) da barra, considere-se (ver Fig. 2.3) as configurag@es indeformada e deformada,
no plano xz, de uma fibra que contenha esse ponto e seja normal a superficie media da placa
respectiva — a interseccao da fibra com esse plano da-se no ponto O (x, s, 0), cujos deslocamentos se

3 Bem como a teoria DMV para a anlise geométricamente ndo linear de placas finas (Silvestre 2005).
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designam (u, v, w). Aplicando as hipdteses de Kirchhoff-Love a deformacdes infinitesimais, a
inextensibilidade da fibra normal no ponto P traduz-se matematicamente por

£, =W, =0 (21
0 que faz com que o deslocamento de flexdo seja independente de z, i.e.
W (,8,2) = W(X,5S) . (22)
Por outro lado, a adopgéo da hipdtese (i2) conduz a distorgdes nulas nos planos xz e sz, ou seja

Ve =U5 +W, =0 Vo =V +W, =0 . (23)

A introducdo de (2.2) em (2.3) e posterior integracdo, da origem aos deslocamentos axial e
transversal do ponto P, vindo

up(x,s,z):u(x,s)-zg—a\;v vP(x,s,z)=v(x,s)-zg—a\2/ . (2.4

de onde se conclui que os deslocamentos de qualquer ponto da barra podem ser obtidos em
funcdo do campo de deslocamentos da sua superficie média — u(x,s), v(x,s) e w(x,s), designados
deslocamentos de membrana. A Fig. 2.4 ilustra a decomposic¢éo do deslocamento axial u (num
elemento infinitesimal de placa ds) nas parcelas de membrana e de flexdo (-z wy). A elegéncia e
eficiéncia da GBT provém da sua natureza modal Unica, patente na definicdo do campo de
deslocamentos de membrana — combinagéo linear de modos de deformagéo da sec¢do, em parte
com significado estrutural bem conhecido (e.g., extensdo axial, flexdo, torcdo, instabilidade
local/distorcional), que variam ao longo do comprimento da barra, ou seja,

u(x,s) =u, (S)é/k,x(x) V(X,8) =V, (8) £ (X) W(X,8) =W, (s) &\ (X) , (29)

onde (i) k é um indice mudo que representa cada modo de deformacdo (k=1,...,Nggr), (ii) Uk(s),
Vk(S) e wk(s) s@o perfis de deslocamentos que variam ao longo da linha média da seccdo (z=0),
definindo cada modo da GBT (determinados na anélise da secgdo — secgdo 2.4), e (iii) <k(x) séo
funcdes de forma (ou de amplitude) que definem a variacdo longitudinal desses perfis (obtidas
pela andlise da barra — seccéo 2.3). A presenca da derivada Zkx(x) na expressao de u(x,s), (i) tem
como objectivo preservar a coeréncia entre a GBT e as teorias classicas de vigas* (Silvestre
2005), e (ii) conduz a um maior desacoplamento dos sistemas de equacOes de equilibrio para a
maioria das andlises estruturais com interesse pratico.

4 Sendo ¢k(x) uma fungdo adimensional, a presenca dessa derivada conduz a um perfil uk(s) com unidades [L?], de
modo a garantir que u(x,s) tenha unidade de deslocamento.
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Fig. 2.3. Cinematica (plano xz) da fibra normal de uma placa (Silvestre 2005).

2.2 Relacao constitutiva elastica

Todos os materiais elasto-plasticos abordados nesta tese sdo isotropicos e apresentam um
comportamento linear em regime elastico, sendo a respectiva lei constitutiva elastica dada por

XX 1-v 1-v? XX
— Ev E
ss 7| 1.2 112 0 Ess ) (2-6)

Oys 0 0 G|«

onde (i) {ox, oss, oxs} S80 as tensOes axial, transversal e de corte representadas na Fig. 2.2(c) —
{exx, &ss, Pxs} 580 as deformacgdes homdlogas, e (ii) E, G e v sdo os modulos de elasticidade e de
distorcao, e o coeficiente de Poisson do material, respectivamente. A derivacdo desta relacdo
baseou-se (i) na lei de Hooke generalizada, (ii) na hipdtese de estado plano de tensdo referida
anteriormente (ox =0s:=0%=0), e ainda (iii) na hipotese yx = ys: =0 € & # 0, apesar de também se
ter assumido um estado plano de deformacdo na derivacdo do campo de deslocamentos (ver
(2.1)). A decisdo de descartar essa hipétese, baseou-se no facto de (iii1) ozz= £=0 conduzir a um
comportamento material irrealista (ox = -0ss € éxx = - &ss), € (ili2) a extensdo &z ser mais relevante

(devido ao efeito de Poisson) do que a tensdo oz.

u (%,5,2) u (x,S) 0.5e W (X,S)

membrana flexdo

Fig. 2.4. Deslocamento axial num elemento infinitesimal de placa: parcelas de membrana e flexao (Silvestre 2005).
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2.3 Analises lineares de 12 ordem e de estabilidade

Apresentam-se nesta seccdo as formulagfes da GBT desenvolvidas e implementadas para
andlises lineares (material eléstico linear) de 1* ordem e de estabilidade. Apo6s o
estabelecimento da equacéo geral de equilibrio, formula-se um elemento finito de viga (EFV) e
definem-se as correspondentes matrizes de rigidez e geométrica. Importa referir que as
formulacGes apresentadas foram implementadas e validadas por comparacao de resultados com
os obtidos por analises de elementos finitos de casca (EFC) — essa validacdo ndo € aqui
abordada por ndo corresponder ao objectivo da tese, mas estara implicita nos resultados
discutidos no capitulo 7, uma vez que a modelacdo das imperfeicdes geométricas em analises

de pds-encurvadura sera efectuada através da combinacéo linear de modos de instabilidade.

2.3.1 Equacdao geral de equilibrio

A equacdo geral de equilibrio de um corpo elastico para andlises lineares de 12 ordem e de
estabilidade, quando submetido a forgas conservativas quasi-estaticas® dependentes de um Gnico
parametro de carga (1), € obtida através do Principio dos Trabalhos Virtuais (Silvestre 2005),

éVVint +ﬁévvext = O ’ (2-7)

onde (i) oWint € 0Wex S0 0s trabalhos vituais das forgas internas (tensbes) e externas (cargas
aplicadas), respectivamente, e (ii) # vale 1 no caso de anélises de 1% ordem, sendo nulo para analises
de estabilidade. O termo dWint é definido por

oW, = j j j [(axxag; + 0,065+ 0,575 )+ (1 B)(000eh + 0036l + oody )] dzdsdx , (2.8)

Lbe

onde (i) ox, oss € oxs S0 componentes axial (ou longitudinal), transversal e de corte do tensor das
tensdes 2° Piola-Kirchhoff, respectivamente, (ii) c%x, 0% e c%s sdo as tensdes de pré-encurvadura,
obtidas através de uma analise de 12 ordem preliminar, e (iii) (e5%x €M), (hss, €M) € (7 S,
y Nbe) sd0 as parcelas lineares e ndo lineares das componentes do tensor das deformages Green-Saint-
Venant — extens&o axial, extensédo transversal e distorcao, respectivamente. A definicdo completa dessas
componentes para um ponto genérico P € dada por (derivacdo no Anexo 2.A)

5 A aceleracdo de qualquer parte do corpo é desprezavel.
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1 2 2 2
L NL P P P P
o= e+l =+ (W) (V) ()
1 2 2 2
L NL P P P P
£ =L +el =VE +§[(u’s) +(V,s) +(W’S) } . (2.9)
L NL P P P, P P,,P Py P
7/XS = 7/XS + yXS = u,S + V,X + (U,XU,S +V,XV,S + W,XW,S)

onde uP, V" e w” sdo obtidos pelas Egs. (2.2) e (2.4). No entanto, para a anélise de estabilidade
optou-se por desprezar os termos néo lineares de flex&o (fungéo de z), vindo

G =+ En = (U, — zwaX)+%[(u’x)z + (V,x)2 + (W’X)2:|

e =én+ey =(v - ZW,SS)JF%[(U,S )2 + (V,s )2 + (W’S )2} . (2.10)
Ve =V +7me = (U +V, — 22w, )+ (uyxu'S VLV + W’XWVS)
onde a parcela ndo linear ¢ a mais completa até hoje utilizada em formulagdes da GBT®. Tirando partido
da definicdo do campo de deslocamentos (2.5), as componentes virtuais das deformaces sdo dadas por
Sy = (U, —2W,) 8C, 1 Sy =UU I8 o + (VY + WW, ) & (OC
el = (Vi — W, ) L Sel = Uy Uy £y + (Vi Vi + W W, )£ 58;, (2.10)
Ul Gy xOG o Ui UGy 08 +
8 = (U +V, —22W, ) 5L, , 5y =3+ (ViVis + WW, )£, 08, +
+ (Vv + Wi‘swk)gkx&gi
onde i e k sdo indices mudos referentes aos modos de deformacdo da GBT. No que respeita as tenses

(Gij, 0%, ij = xx, ss, xs) que figuram em (2.8), as mesmas so obtidas pela relagdo constitutiva (2.6),
onde as deformac@es consideradas devem incluir apenas a sua parcela linear — ver (2.10), vindo

E E
Oxw = 1—v? (uké/k,xx + VVk,Sé‘k ) * ﬁ(_wké/k,xx -V Wk'ssgk )
E E
O, = _1_ 2 (Vk,sgk +v uké/k,xx ) + ﬁ(_wk,ssgk - VWké,k,xx) - (212)

XS

o, = G(Ukvs +v, -2z Wk,s)é/k,x

6 A exclusdo dos termos ndo lineares de flexo foi baseada no facto de os perfis analisados serem constituidos por
paredes de reduzida espessura (elevada esbelteza), e também por essa hipétese ter sido anteriormente validada por
diversos autores (e.g., Silvestre 2005, Silva 2013) — Silva (2013) chegou mesmo a utilizar a formulagéo (2.10).
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A introducdo de (2.11)-(2.12) em (2.8) permite reescrever 6Win: no formato
J- |: |ké/k XX (Dli +C|f| )gk:|5§i,xx +|:Dik§k,x}§§i,x + d
X +

L [ Dk2i +Cii)§k,xx + Biké/k]é‘é,i

( plké/p XX + X plké/ + X plké/p XX + X plké/ + Xplké/p XX + X|1)|2ké/ )é/k,x

5é/i,x

+(1_ﬂ)ﬁj. +(F iké/p,x)é/k—l_p( plkg +S |k§pxx)§kx dX'(2'13)

L

[(Fsklgp,x)é,k,x +p( |ké, + S |ké,p XX + Sslké, + SplkC:p xx)gk:|5§

onde (i) i, k e p sdo indices mudos (associados a modos de deformacdo) que indicam
componentes de tensores de 12, 22 e 32 ordem, (ii) 4 é o pardmetro de carga, (iii) A ¢ % séo as
funcdes de amplitude modais da solucéo de pré-encurvadura para analises de estabilidade, (iv)

p=0 se o% elou ¢%s forem as tensdes preponderantes de pré-encurvadura, e p=1 se as tensdes

dominantes forem as transversais (¢%:s), e (v) 0s tensores de 22 e 32 ordem sdo dados por

eV Vs T euu, +
_ pl 2 _ E _ ! 2 _ _E
Bik —Bik+Bik_mJ. e3W W ds Cik —Cik"‘cik—l,vzj. e’ W ds
b b| 2~ Wi
12 i,ss " k,ss 12 ik
3 _ Ev , (2.14
Cik = mj.evivsuk ds ( )
b
3
€ Wi,ku,s +
1 3
D, =D, + D, :Gj 3 ds D2 12(1 TR Ie w,W, . ds
b
e (U + V) (U +V,)
1 2
X = ﬁjeup (Vv +w,w, )ds X = 1% J-evp’S (Vv +w,w, )ds
b b
p|k p i ku,s dS p|k p,s i ku,s dS
Xll d x12 _ d
= e W, (VW , +W, .V, )ds = W, . (VW +W, v, )ds (2.15)
plk Ievp s ku,s dS pik 12 Ieup i ku,s dS
plk _[evps |5VksdS plk Ieup |st,s ds

8 3
Shi = T je VoW W, ds S5 = ( je uw, W . ds 775 = f (v +U, )Wikast
b
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(o Anexo 2.C apresenta a forma como estes tensores foram implementados computacionalmente).

Relativamente ao trabalho virtual das forcas externas, tem-se
W, = —” (0,0U + g8V +q,0w) dsdx = —” [ 68, +(av; +q,w,) 8 | dsdx , (2.16)
Lb Lb

onde gx, Os € g. S0 as componentes de uma forca distribuida arbitraria actuante na superficie
média da barra (ver Fig. 2.2(b)) — a consideracdo de forcas pontuais é conseguida pela imposi¢do
de condices de fronteira.

2.3.2 Formulacgdo de um elemento finito

O método dos elementos finitos (MEF) é adoptado para obter a solugdo aproximada mais rigorosa
possivel de qualquer andlise da GBT a abordar nesta tese. Recorrendo a elementos finitos de viga
(EFV), as funcbes de aproximacdo implementadas para cada EFV (de comprimento Le)
correspondem a duas alternativas:

() Polindmios de Hermite para aproximar (i1) ¢k (X) para modos com deslocamentos no plano da
seccdo, e (i2) Ckx (X) para os modos (axial e de corte — ver sec¢do 2.4) que apenas exibem

empenamentos, ou seja,
I;’:1;<(ial+corte (x) — BUH (x)dk, l?utros (x) — WH (x)dk ’ (2.17)

onde

v, (x)=[28°-38+1 L(-£+28°-¢), 3828, L,(&*-&%)) gzLi . (218)

3

sendo ¥4 0 conjunto dos polindmios de Hermite associados a cada um dos deslocamentos
generalizados elementares (componentes de dx) representados na Fig. 2.5(a).
(ii) Polindmios de Hermite para aproximar k(x) para modos com deslocamentos no plano da seccéo, e

funcdes lineares de Lagrange na aproximagao de kx(x) para os modos axial e de corte, ou seja,
I;’:1;<(ial+corte (x) — YIL (x)dkv I(()utros (X) — SUH (x)a’k ’ (2.19)

onde
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[1-3¢ 35 0,0,  &=—, xe0, L,/3]

w, (x)=4[0, 2-3¢, 3£-1, 0], £=—, xe[L. /3 2L./3] . (2.20)

[0, 0, 3-3¢, 3¢6-2], &=—, xe[2L,/3 L]
sendo %L o conjunto das fungdes de Lagrange associadas a cada um dos deslocamentos
generalizados elementares representados na Fig. 2.5(b) — EFV sub-dividido em 3 trogos iguais.

O equilibrio do EFV ¢é formulado através da introducdo da respectiva aproximacao ((2.17) ou

(2.19)) na equagéo (2.7) (L=Le), obtendo-se

(ky +(1-B) Agy )d, = B(f+ ) . (2.21)

onde (i) kik € gik sdo, respectivamente, as “componentes” i-k (sub-matrizes 4x4 associadas aos
modos de deformagéo i e k) das matrizes de rigidez elastica e geométrica, e (i) f'+f" éa
“componente” i (sub-vector 4x1 associado ao modo i) do vector de forcas exteriores (g-
distribuidas e/ou F-pontuais) — cada entrada corresponde ao trabalho das forcas aplicadas ao
EFV no campo de deslocamentos que resulta da imposi¢do de um deslocamento unitéario (o da
entrada homologa do vector d) e dos restantes nulos. As variaveis referidas vém definidas por
ki =Cy [ (dds')" dds *dx+(DZ +C2) [ (dds') $*dx+D, [(dS') ds “dx+
L L L
+(D2+C)[(s') dds*dx+B, [(S') s*dx
Lo L

fo= I[(dSi)T g’ +(Si)T qiv'w}dx, g =J.qxuid5' g =J.(qui +qzwi)ds , (2.22)
L b b

pik * pik pik * pik pik * pik pik * pik pik * pik pik

5 4 16 5 15 6 16 7 92 8 1
Ipik_'_Spiklpik-i_spiklpik_'_S I ik+Spik|pik+Spik|pik)

X il o + X o o+ X Bl o + X il o + Xl g + X ool o +
O =
+ N+ 1 I9ik+p(S3

pik pki " p pik pik ° pl

onde i e k sdo indices livres, e p € um indice mudo, sendo os vectores S¥, dS¥ e dds*

(dependentes das funcBes de aproximacao) e os tensores 1™pik dados por
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dyy d,y
4?; A—W ey | —
l/ dik \l, dak J, dik \Lde idsk \l/d4k
Le

< Le/3 »< Lo/3 »< L/3 >
(@) (b)

Fig. 2.5. Deslocamentos generalizados associados aos (a) polindmios de Hermite ou (b) funcdes de Lagrange
adoptados na aproximacdo do EFV referente ao modo k.

15 = j 0 (ds') dstax I, j £, (S') Sdx

12, = j o (ds") " S dx 5, j dS dx . (2.23)
L,

I = IC ) S¥dx 15 = [, (ds')' s¥ax
L,

,ddS" = [(2.24)

Sk_{Pl‘U(HouL)QVk’WkO} ds* = SI/(HouL)<:>VkaWk:0 ) .'P(Houl_)’x@vk,wkzo
‘I/H’x@vk,wk;to S”Hvxxavk,wkio

Y, ov,w =0

onde P indica primitiva, e os indices H (Hermite) ou L(Lagrange) identificam a aproximacao
usada — ver (2.18) e (2.20). Definidas as matrizes de rigidez e geométrica do EFV, importa
fazer referéncia a imposicdo de condicdes de fronteira em seccBes com empenamentos
restringidos (Skx(X) = 0, ver (2.4)-(2.5)) e sujeitas a tensBes de corte (oxs # 0). Como se pode
observar pela definicdo de oxs em (2.12), as condi¢des estatica e cinematica mencionadas sdo
incompativeis (Skx=0 => oxs=0), 0 que corresponde a um cendrio tipico de shear locking
(Belytschko et al. 2000). Apoés validacdo, concluiu-se que a opcdo que conduz a melhores
resultados € a que garante a admissibilidade cinematica, ou seja, Zkx=0 nas sec¢des impedidas de
empenar. Para além disso, verificou-se que (i) a anulacéo de Jkxx nessas secgdes, apenas para 0S
modos de corte (a definir na seccao 2.4), e (ii) o refinamento da malha de EF na zona afectada
(solucdo tipica), permitem melhorar a qualidade dos resultados’.
Uma vez formulado o elemento finito, as restantes etapas do MEF consistem em:

(i) Discretizagdo da barra em EFV (obtengdo da malha) — aconselha-se um maior refinamento

nas zonas de maior variagdo dos deslocamentos e/ou de concentragéo de deformacdes (e.g.,

7 A condicdo Six = 0 é necessaria para ajustar o nivel das tensdes axiais (ox) em equilibrio com a auséncia de
tensdes de corte (oxs) — ver (2.12).
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cargas localizadas), bem como a correspondéncia entre os limites longitudinais de cada
carga e 0s nés da malha.

(if) Assemblagem das variaveis globais — matrizes de rigidez e geomeétrica, e vectores de
deslocamentos e de forgas externas.

(iii) Imposicédo das condicdes de fronteira da barra — eliminacdo de todas as linhas e colunas
associadas aos graus de liberdade (g.l.) anulados.

(iv) Resolucéo do sistema de equacdes de equilibrio — problema linear no caso de uma analise de 12
ordem, e um problema de valores e vectores proprios no caso de uma analise linear de
estabilidade, onde o vector dy define 0 modo de instabilidade associado ao parametro de carga Ab.

2.4 Analise da seccao

A analise da sec¢do é uma etapa fundamental ((nica) da GBT, sem a qual a “clegincia” e significativa
eficiéncia computacional inerentes a esta teoria ndo seriam possiveis. A analise da seccdo, precedente a
analise da barra, conduz a identificacdo dos modos de deformagdo da GBT, ou seja, a determinagao dos
respectivos perfis de deslocamentos ao longo da linha média da seccdo (uk, Vi, Wk em (2.5)). Para se
proceder a esta analise, é necessario discretizar as paredes da seccdo em vérias sub-placas — 0s nds
resultantes designam-se naturais se definirem as extremidades das paredes e suas intersec¢oes, ou
intermédios® caso contrério, como se ilustra na Fig. 2.6 para o caso de uma sec¢do em I. Os modos de
deformacéo da GBT (i) ndo tém uma determinacdo Unica, (ii) existem em igual ndmero e resultam da
combinacdo linear dos modos de deformagdo elementares (previamente determinados), através da
resolucdo de problemas auxiliares de valores e vectores proprios, (iii) subdividem-se em vérias familias
de acordo com a sua natureza cinematica, e (iv) ao invés dos modos elementares, apresentam um
significado estrutural bastante claro e/ou familiar — e.g., 0s modos de deformacéo (e respectivas
rigidezes) da teoria classica de vigas sdo totalmente identificados (extensdo axial, flexdo na maior/menor
inércias e torcdo), o que (ivy) d& origem a um desacoplamento significativo do sistema de equagdes de
equilibrio (Silvestre 2005), e (iv2) possibilita a exclusdo de varios modos da anélise, sem prejudicar a
qualidade/precisdo dos resultados — esta decisdo é tomada atraves da experiéncia e conhecimento
adquiridos pelo utilizador, da avaliagdo da participacdo modal (ver 2.4.3) em andlises realizadas & priori
com um maior nimero de modos, e/ou por meio de consideracdes de simetria (em funcdo da geometria
da seccdo e tipo de carregamento). Antes de descrever os procedimentos adoptados neste trabalho para

8 Estes condicionam o “grau” de discretizagdo da seccdo transversal, uma vez que os naturais resultam da sua geometria.
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determinar os modos de deformacédo elementares e da GBT, importa fazer referéncia (Cilmar 2010,

Silva et al. 2008, Silva 2013) a algumas das formulaces propostas na literatura:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

A

Fig. 2.6. Discretizacdo de uma secgdo em I: né natural (A) e né intermédio (B).

Os trabalhos pioneiros de Schardt (1970, 1989) no ambito de analises lineares de 12 ordem,
encurvadura ou vibracdo de membros isotropicos de parede fina com seccBes abertas,
introduziram os chamados modos de deformacdo convencionais, i.e., aqueles que exibem
distorgBes (yxs) e extensdes transversais (es) de membrana (z=0) nulas®. Os modos convencionais
podem-se subdividir em globais (extensio axial, flexdo na maior e menor inércias, e torgio'®) e
locais (estes podem-se ainda classificar em distorcionais ou locais-de-placa para alguns tipos de
seccOes, como se explicara adiante). Nos casos de seccdes total ou parcialmente fechadas e/ou
analises geometricamente ndo lineares, a adopcao de outros tipos de modos (designados nao
convencionais) é fundamental para garantir a precisdo dos resultados.

A incorporacdo de modos de corte e de extensdo transversal nas analises da GBT foi levada a
cabo por Silvestre e Camotim (2003) — esses modos sdo obtidos através da imposic¢do unitaria,
em cada n6 da seccdo, de deslocamentos axiais (u) e transversais (v), respectivamente. Contudo,
estes desenvolvimentos foram apenas aplicados a seccBes abertas ndo ramificadas, sendo de
dificil (ou mesmo impossivel) extensdo a sec¢Bes arbitrarias.

A primeira formulacdo geral da GBT para analisar sec¢des abertas ramificadas arbitrarias, foi
proposta por Dinis et al. (2006).

Goncalves et al. (2005, 2009) propuseram uma abordagem geral valida para seccOes arbitrarias de
parede fina, a qual permite isolar os modos de defomag&o associados as distor¢des de membrana
em células de secgOes fechadas. Juntamente com os modos convencionais, estes modos permitem

descrever com rigor o comportamento linear de 1* ordem/estabilidade de elementos tubulares

9 Extensdes e distor¢des infinitesimais (parcelas lineares das componentes do tensor de Green-Saint-Venant). A hipotese
de distor¢Ges nulas € também designada por hipotese de Vlasov.

10 O modo de torgdo ndo é convencional em sec¢des total ou parcialmente fechadas, devido a existéncia de fluxo
de corte de membrana (teoria de Bredt).
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v)

(vi)

(vii)

(e.g., tabuleiros de pontes) sujeitos a varios tipos de carregamento. As desvantagens desta
abordagem consistem (i) no facto de os modos de corte ndo terem um significado fisico evidente,
e (i) na impossibilidade de isolar o0 modo de torgdo em secgBes celulares'! — estes factores
conduzem a utilizagdo de um nimero desnecessariamente elevado de modos de deformacéo.
Silva et al. (2008) e Silva (2013) propuseram uma alternativa bastante versatil que permite
analisar qualquer seccdo de parede fina. Ao contrario das formulacGes anteriores, os modos de
deformagdo elementares ndo sdo obtidos pela imposigao de condi¢Bes cineméticas particulares.
Ao invés, sdo considerados modos nodais semelhantes aos adoptados em modelos de elementos
finitos de casca, ou seja, resultantes da imposicéo unitaria de cada g.l. nodal (e anulamento dos
restantes) e utilizacdo de funcbes de forma polinomiais em cada sub-placa. Posteriormente,
procedimentos de diagonalizagdo simultanea de matrizes (problemas de valores/vectores
proprios) ddo origem a quatro familias de modos de deformacdo da GBT: (i) convencionais
(Ms=0 e ¢V=0), (ii) de corte, (iii) de extensdo transversal e (iv) de fluxo de corte celular. Estes
ultimos permitem isolar 0 modo de tor¢do em seccBes celulares, anteriormente obtido pela
combinagdo linear de outros modos.

Recentemente, Gongalves et al. (2010) propuseram um novo método geral para determinar
modos de deformacdo em seccdes de parede fina, baseado (i) em procedimentos bem definidos
e de facil implementacao, (ii) na imposi¢éo de hipdteses cinematicas especificas, e ainda (iii) na
ortogonalizago de modos da GBT, os quais sdo subdivididos em (iii1) convencionais (=0 e
eMs=0), (iiiz) de corte (dois tipos distintos) e (iiis) de extensdo transversal. Esta abordagem
também permite caracterizar a tor¢do de seccdes celulares atraves de um Unico modo.

As andlises da seccdo da GBT propostas até entdo, consideram no méaximo quatro g.l. por

né da seccdo transversal (u, v, w, Ox — rotacéo de flexdo transversal) (Goncalves et al. 2010).

Neste trabalho adopta-se a analise da sec¢do formulada por Silva (2013) e anteriormente referida, com

a Unica diferenca de poderem ser adoptados 4 ou 5 tipos de g.l. nodais em vez de apenas 3

deslocamentos. As anélises da sec¢do da GBT propostas ate entéo consideram trés (dx, dv, dz) ou quatro

(dx, dv, dz, Ox — rotacio'? em torno do eixo X ou rotacdo de flexdo) g.l. nodais — ver Fig. 2.6. Por isso,

de modo a aproximar com rigor os perfis ndo lineares de empenamentos resultantes da (i) deformagéo

por corte (e.g., efeito de shear lag) e/ou (ii) espalhamento de plasticidade, essas formula¢Ges requerem

um nivel de discretizacdo superior (0 que € prejudicial a eficiéncia computacional) ao que seria

11 Uma secgdo celular contém pelo menos uma célula, i.e., um conjunto de paredes que formam um poligono fechado.

12 Qualquer g.1. designado “rota¢do” corresponde a 1° derivada do campo de deslocamentos a que esta associado.
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necessario se os perfis de deslocamentos axiais fossem aproximados por funcdes ndo lineares em cada
sub-placa — para além disso, a aproximacéo linear ndo garante a continuidade dos gradientes de
empenamentos entre sub-placas da mesma placa. Devido a estas razBGes, a analise da seccdo
implementada permite considerar um 5° g.l. nodal que corresponde a uma rotagdo em torno do eixo
local z (ver Fig. 2.2(a)), denominada rotacdo de empenamento (6;) — em cada no, considera-se uma
rotacdo independente por parede (direcgdo) convergente. Esta inovacdo permite aproximar cada perfil
de empenamentos uk(s) através de polindmios cubicos (em vez de funcdes lineares) em cada sub-placa
da seccdo discretizada, de acordo com o ilustrado na sub-seccdo seguinte®. ApGs apresentar
detalhadamente os procedimentos inerentes a determinacao dos modos de deformacdo elementares e da
GBT, a sub-seccéo 2.4.4 apresenta um exemplo ilustrativo que permite analisar as diferencas, vantagens
e/ou desvantagens da inclusdo deste novo g.l. (rotacdo de empenamento) na analise fisica e

geometricamente linear de uma ponte em caixao sujeita ao efeito de shear lag.

2.4.1 Modos de deformacao elementares

Como referido anteriormente, para se proceder a analise da sec¢do é necessario discretiza-la em varias
sub-placas, o que resulta num conjunto de nés naturais e intermédios (ver Fig. 2.6). A cada nd véo
estar associados Varios tipos de g.l, tendo sido nesta tese implementadas duas hipdteses: (i) 4
g.l. (dx, dy, dz, Ox — 3 deslocamentos e uma rotacdo de flexao) ou (ii) 5 g.l. (dx, dv, dz, 6x, 6; — 3
deslocamentos, 1 rotacdo de flexdo e 1 rotacdo de empenamento). A determinacdo dos modos
elementares resulta da imposicdo de um valor unitario de cada g.l. nodal e bloqueio de todos os
outros. Resta definir qual a distribuicdo dos deslocamentos de membrana (u, v, w) no dominio

de cada sub-placa em funcéao dos respectivos g.l. nodais, vindo

UL(f):Ui(l_'f) + Us& UNL(SZ):Ui’h + 0, + Ul + 040,

V(&) =vi(1=¢&) + vi&  w(E)=wg + 641, + WRly + 041, 025

N, =1-38+28 N, =b,(-£+28° - &) ny=3"-28 n,=b,(&-&)

onde (i) os indices i e f simbolizam os nds inicial e final, estando os respectivos g.l. representados na
Fig. 2.7, (i) & = s/bp € uma varidvel adimensional que varia entre 0 e 1 no dominio de cada sub-placa (de

largura by), (iii) os empenamentos sdo aproximados por uma fungdo (iii1) linear (u“) ou (jiiz) n&o linear

13 Importa fazer referéncia as recentes contribuicdes de Vieira (2010) e Vieira et al. (2014), os quais desenvolveram
uma teoria de vigas com seccéo deformével distinta da GBT (incluindo a forma de identificacdo dos modos de
deformacéo), segundo a qual sdo utilizadas fungBes polinomiais para aproximar os perfis de deslocamentos axiais.
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(uNY) baseada em polindmios de Hermite (77— 774), € (iv) os deslocamentos transversais (v) e de flexo

(w) séo aproximados por fungdes lineares e polindmios de Hermite, respectivamente.

[ . \4i
Oy Orf —>Vi Oxi Oxi
Ah/u £ \Z—>s ' > s=vy 5 >
\l/ Ui \l/ Us < bp ‘l’ Wi ‘l’Wf
l& bp ——> l\ bp
X=u z=w

Fig. 2.7. Graus de liberdade nodais associados aos campos de deslocamentos u, v e w numa sub-placa genérica da secc¢o.

A titulo ilustrativo, apresentam-se nas Figs. 2.8, 2.9 e 2.10 as configuracbes dos 21 modos de
deformacéo elementares de uma cantoneira com apenas 1 nd intermédio numa das abas. A Fig. 2.8
representa os modos que ndo exibem empenamentos (v£0 e/ou w0, u=0) e a Fig. 2.9 diz respeito aos
restantes, 0s quais apenas exibem empenamentos com distribuicdo ndo linear em cada sub-placa
(v=w=0, u20). Note-se que 0os modos (i) 1-4 dizem respeito a imposicao de deslocamentos horizontais,

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo 4
[ ] [ ] [ ] [ ]

Modo 5 Modo 6 Modo 7 Modo 8
ll—li: ./:\. :7‘.—. ! - -
Modo 9 Modo 10 Modo 11 Modo 12

n [ ] ™ \
" — '\/—\' = = C = -

Fig. 2.8. Sec¢do em cantoneira — modos de deformacdo elementares com deslocamentos no plano da secc¢éo.
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(i) 5-8 resultam de deslocamentos verticais, (iii) 9-12 provém de rotacoes de flexdo impostas, (iv) 13-16
sdo obtidos de deslocamentos axiais, e (v) 17-21 correspondem a imposicdo de rotagbes de
empenamento (duas no no de intersec¢do das abas e uma por cada um dos restantes nos). Caso se opte
por uma aproximacao linear dos empenamentos (i.e., as rotagces de empenamento ndo constituem g.l.),
0s modos correspondentes (vV=w=0, 10) sdo os ilustrados na Fig. 2.10.
Matematicamente, os deslocamentos de membrana numa sec¢do genérica da barra, resultantes da
combinagdo linear dos modos de deformagéo elementares, sdo definidos por
u=Uy v=VW w=Wy , (2.26)

Modo 13 Modo 14 Modo 15 Modo 16

Modo 17 Modo 18 Modo 19 Modo 20 Modo 21

. : . . \

Fig. 2.9. Seccdo em cantoneira — modos de deformacao elementares com empenamentos (aproximacao nao linear).

Modo 13 Modo 14 Modo 15 Modo 16

Fig. 2.10. Seccdo em cantoneira — modos de deformacao elementares com empenamentos (aproximagdo linear).

onde (i) u, v e w sdo vectores coluna cujas componentes sdo as distribuicbes de deslocamentos em
cada uma das N sub-placas da seccdo, (ii) U, V e W s@o matrizes que definem, para cada um dos
modos elementares (coluna da matriz), os campos de deslocamentos u, v e w (funcéo de & = s/bp) em
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cada sub-placa da seccéo (linha da matriz), e (iii) y € um vector coluna que contabiliza o verdadeiro
valor (na seccdo em causa) do g.l. (deslocamento ou rotacdo impostos) associado a cada modo
elementar, pela mesma ordem com que estes sdo referenciados ao longo das colunas de U, V e W.

2.4.2 Modos de deformacao da GBT

Definidos os Nei modos de deformacéo elementares, descrevem-se de seguida os procedimentos
propostos por Silva (2013) para determinacdo dos modos de deformacdo da GBT, 0s quais estdo
subdivididos em 4 familias: (i) Convencionais, (ii) Corte, (iii) Extensdo Transversal e (iv) Fluxo
de Corte Celular. Cada conjunto de modos é obtido através da resolucdo de sucessivos problemas
de valores e vectores proprios (PVVP) envolvendo alguns dos tensores de 22 ordem definidos em
(2.14), escritos em fungdo dos modos de deformacgdo elementares. O Anexo 2.C apresenta a
forma como esses tensores foram implementados computacionalmente.

2.4.2.1 Modos convencionais (CONV)*

Os modos convencionais sdo caracterizados por exibirem distor¢oes (yxs) € extensdes transversais
(ess) de membrana (de 12 ordem) nulas. O nimero de modos convencionais (Ncony) equivale a
dimensdo do sub-espago dos modos elementares que verifica essas hipoteses, o qual corresponde
aos vectores proprios (Y)) relativos aos Neonv Valores proprios nulos (4=0) de'®

[(B'+D°)-41]y, =0 . (@27)

onde | é a matriz identidade — cada vector préprio contém o valor dos g.l. nodais da sec¢do
utilizados na definicdo dos modos elementares, pela ordem com que sdo definidos em y (ver
(2.26)). De modo a fazer a distincdo entre modos globais (exibem movimentos de corpo rigido no
plano da seccdo — extensdo axial, flexdo na maior/menor inércias e torcdo) e locais (envolvem
flexdo transversal das paredes da secgdo), procede-se agora a transformagao das matrizes B? e C
(escritas no espago dos modos elementares) para o sub-espago Y

B =Y, B?, C, =Y,/CY, , (2.28)

14 No Anexo 2.B fundamenta-se cada uma das etapas para determinacdo dos modos convencionais, permitindo
compreender de uma forma geral as linhas de raciocinio por detras da determinacéao dos restantes modos da GBT.

15 Silva (2013) define expressdes analiticas para determinar o nimero exacto de modos convencionais para varios tipos de
seccdes. Dado ser muito dificil, do ponto de vista numérico, obter valores préprios exactamente nulos, resultando
sempre pequenissimos residuos, essas expressdes foram bastante Uteis na implementacéo computacional.
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com vista a resolver o problema

(B|2| _ﬂ’kCII)yk =0 , (2.29)

onde:

(i)

(ii)

A X=0 corresponde um sub-espaco vectorial (Y ) definido por (i1) 4 vectores proprios se a

seccao for aberta, ou (i2) 3 vectores proprios se a secgdo for total/parcialmente fechada, os
quais estdo associados a combinacdo de modos de deformacdo globais (relembra-se que o
modo de tor¢do so esté incluido, ou seja, € convencional, no caso de seccdes abertas).

Aos distintos 4>0 corresponde um sub-espago vectorial (Y, ) associado a modos locais —
distorcionais e/ou locais-de-placa. Enquanto que (iiz) os ultimos existem em qualquer tipo de
seccdo transversal e sdo caracterizados pela flexdo transversal das suas paredes sem
deslocamentos dos nds de interseccdo das mesmas (cantos) (e.g., Fig. 2.11), (iiz) os modos
distorcionais no existem em todas as secces'® e a sua deformagc&o no plano combina a flexao
transversal das paredes com movimentos de corpo rigido das partes envolvidas no
deslocamento de alguns cantos da seccao (e.g., Fig. 2.12) — é por estes motivos que 0s modos
locais-de-placa ndo exibem empenamentos (ou séo desprezaveis), e os distorcionais
apresentam deslocamentos axiais significativos nas paredes com maiores deslocamentos
transversais (v). Ao contrario dos modos globais, os modos locais ficam perfeitamente

definidos no final desta etapa, sendo os respectivos g.l. nodais dados por

YoM=Y, Y, . (2.30)

loc

As configuracdes destes modos (i.e., 0s campos de deslocamentos u,v e w) podem ser obtidas
através das expressdes (2.26), substituindo y por Yo" .

loc

Fig. 2.11. Seccdo em I: exemplos de modos locais-de-placa.

16 Por exemplo, em sec¢Bes abertas ndo ramificadas existem n-3 modos distorcionais, onde n é o nimero de paredes.
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Fig. 2.12. Seccdo em C reforcada: modo distorcional simétrico — configuracdo no plano e perfil de empenamentos.

No que respeita aos modos globais associados ao sub-espago Y,%* (vectores proprios
correspondentes a 4=0 em (2.29)), o modo de tor¢éo (e.g., Fig. 2.13) para secgdes abertas
(relembra-se que em secg¢des celulares este modo é de fluxo de corte celular — FCC) € obtido

tor

com base no vector proprio (Y, ) associado ao Unico valor proprio ndo nulo de

(Dllll -AC )J’k =0
1 lob)' 1 lob lob \" lob - (23D)
D = (YIYI? ) D (YIYI? ) Cu = (YIYI? ) C (YI Yy )

ou seja,

y o = Y| YlglalobYltlolr (2.32)

tor

Fig. 2.13. Seccdo em I: modo de torgdo — configuracdo no plano e perfil de empenamentos.

Relativamente aos modos globais de extensao axial e flexdo, deve-se primeiro transformar as matrizes
X4 & C em fungdo do tipo de secgo, vindo

ot = J.e(Vin +ww, )ds X gt = (Y|Y|?IObYuf:eX+aXial )T X!

mod 2 mod, 111 mod
(1-v )b

(Y| YltiqlobYl Iflle><+:;1xi.a1l )

, (2.33)
o ex+axial | o ex-+axia
Cu = (Y|Y|?I bYJ: I) C (Y| Y|?I anf: I)
para secgOes abertas ou
0 T o) —_ 0 T o)
Xrimd,lll = (YIYI?I b) X og (YIYI?I b) Ci = (Y|Y|?I b) C (YIYI?I b) - (2.34)
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para seccBes celulares, onde (i) Y,/”*** define os vectores proprios associados a 4=0 em (2.31), e
(i) Y, e Y provém das etapas anteriores. Efectuada a transformago, da resolucéo do PVVP

(X:wod,lll 'ﬁ'kcm) Y = 0 , (2.39)

conclui-se que:
(i) A 41 = 0 corresponde um vector proprio (Y™ associado a deslocamentos nulos no plano da
sec¢do e empenamento uniforme, permitindo obter o modo de extensdo axial (e.g., Fig. 2.14)

através de

Y conv Y| YI?IobY”f:ex+axialYI?>l<ial ’ (2.36)

axial

no caso de seccgdes abertas, ou de

y conv — Y, Ylgl;lobYlallidal (2.37)

axial

no caso de secgdes celulares.

Fig. 2.14. Secgdo em I: modo de extensdo axial.

flex

(i) A 4, =4,>0 correspondem 2 vectores proprios (Y,,;”) associados a deslocamentos
uniformes no plano da seccdo, na direccdo dos seus eixos principais centrais de inércial’,
permitindo obter os 2 modos de flexao recta (e.g., Figs. 2.15(a)-(b)) através de

conv — globy/ flex+axialy/ flex
Y _YIYII YIII YIII

flex

. (2.38)

no caso de seccgdes abertas, ou de

y conv — Y, Ylgl;lobY”f:ex (2.39)

flex

no caso de seccdes celulares.

Finalmente, os modos convencionais da GBT sdo definidos pela matriz (Nei x Neonv)

17 Os valores proprios serdo iguais no caso da seccdo ter inércia constante em qualquer direccao (e.g., secgdo
tubular quadrada ou cruciforme).
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Y conv __ Y conv Y conv Y conv Y conv]

axial flex tor loc

. (2.40)

onde Y 2" s existe no caso de seccOes abertas.

tor

(b)

Fig. 2.15. Secgdo em I: modos de flex&o na (a) maior e (b) menor inércias — configuracdes no plano e perfis de empenamentos.

2.4.2.2 Modos de corte (C)

Estes modos estéo associados a presenca de deformagéo por corte (yxs) na superficie média da barra,
sendo caracterizados por ndo exibirem deslocamentos no plano da secgdo (apenas empenamentos) — a
Fig. 2.16 ilustra dois modos de corte obtidos para uma sec¢cdo em |, estando 0 modo da esquerda
fortemente associado a deformacdo por esforco transverso resultante de flexdo ndo uniforme (na
maior inércia, neste caso), 0 que esta de acordo com a teoria classica de vigas. Com vista a
determinagio destes modos, considere-se as sub-matrizes de D® e C* (D] e C;) associadas aos

modos elementares com empenamentos (Y. ), e resolva-se 0 PVVP
(D7 -4CH)y, =0 . (241)

de onde surge um unico valor proprio nulo, associado ao modo axial, o qual ja se encontra definido

como convencional. Dado o exposto, os modos de corte s@o definidos por

— |
Y corte _ Yue chorte ’ (2. 42)

onde Y,*" é a matriz dos vectores proprios de (2.41) cujos ix# 0.

Fig. 2.16. Seccdo em I: exemplo de dois modos de corte (g.l. de rotacdo de empenamento considerado).
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2.4.2.3 Modos de extensao transversal (ET)

Estes modos sdo caracterizados por (i) ndo exibirem empenamentos e (ii) serem os Unicos que
exibem extensdo transversal (ess) de membrana de 12 ordem (e.g., Fig. 2.17). Dada a auséncia de
deslocamentos axias neste tipo de modos, considere-se as sub-matrizes de B, D (B; e D,)

associadas aos modos elementares sem empenamentos (va'vv), e resolva-se
(B -4D,)y, =0 . (243

Os modos de ET sdo determinados com base nos vectores proprios (Y,"*"") associados a A# 0, vindo*®

t — IRVA
Y ransv. — YVFZWY| ransv . (2. 4 4)

Fig. 2.17. Seccdo em I: exemplo de dois modos de extensdo transversal.

2.4.2.4 Modos de fluxo de corte celular (FCC)

Estes modos s6 existem para seccdes celulares, sendo caracterizados por (i) ndo exibirem
extensdes transversais de membrana (de 12 ordem), (ii) apresentarem rotacdo de corpo rigido das
celulas, as quais também distorcem se tiverem alguma parede partilhada, e (iii) exibirem fluxo de
corte uniforme em torno de cada célula (Silva 2013). Antes de se apresentarem as etapas para
determinacdo destes modos, importa referir que é necessario saber a priori quantos modos existem
deste tipo, valor (Nce) que pode ser facilmente obtido se se subtrair a0 numero de modos
elementares o ntimero de todos os outros modos da GBT previamente determinados®®.

Como referido anteriormente, 0 modo global de tor¢do (e.g., Fig 2.18) em secc¢des celulares
perence a esta familia, sendo neste trabalho determinado de forma independente dos restantes
modos (caso existam). Com esse objectivo, comege-se por resolver o seguinte PVVP

(B-41)y,=0 , (2.45)

18 Quando néo existem células triangulares, o nimero de modos de ET iguala o de sub-placas (Silva 2013).

19 Se ndo existirem células triangulares, sdo de esperar tantos modos de FCC quanto o nimero de células. (Silva 2013).
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onde | é a matriz identidade. Com base nos vectores proprios associados a i = 0 (Y,™"),

transforme-se as matrizes D%e C tal que

DI3 - (Ylnull )T DS Ylnull C| — (Ylnull )T C Ylnull . (2.46)

resolvendo posteriormente

(D7 '%C.)yk =0 . (247)

de onde se obtém valores proprios nulos e ndo nulos. Considerando os vectores prdprios associados
a valores proprios ndo nulos (Y,[*™"), proceda-se a seguinte transformacéo de D' e D®

DllI - (YlnuIIYIrIwon—null )T Dl YlnuIIYIrIwn—nuII D|3| — (YlnuIIYIrlwn—null )T D3 YlnuIIYIrIwn—nuII . (2.48)

Finalmente, ao utilizar estas matrizes para resolver o problema
(Dlll - 4D}, ) Y« =0 . (2.49)

tor

obtém-se um vector proprio associado ao modo de torcéo (Y, ), o qual corresponde ao menor
valor proprio positivo, vindo

Y cel — YlnuIIYITon-nullYltﬁr . (2.50)

tor

Fig. 2.18. Seccéo LiteSteel: 1° modo de FCC (modo de tor¢do) — configuracdo no plano e perfil de empenamentos.

No caso de existirem mais modos de FCC (Ncet > 1 — €.9., Fig. 2.19), a sua determinacéo volta
a envolver a resolucdo de sucessivos PVVP. Comecge-se por obter um sub-espaco vectorial
caracterizado por modos com empenamento e extensdo transversal (ess) de 12 ordem nulos, o

que equivale a resolver

((B*+C")-A1)y, =0 . (251)
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Y non-u-transv
|

e seleccionar todos os vectores proprios ( ) associados a Ak = 0. Com base neste sub-

espaco vectorial, obtenha-se a transformagc&o dos tensores B? e C definida por

u- T u- u- T U-
B|2 — (Ylnon u transv) BZ Ylnon u-transv C| - (Ylnon u transv) C Ylnon u-transv . (252)

e proceda-se a resolucao de

(Bf -4C,)» =0 . (253)
de onde se obtém 3 valores proprios nulos cujos respectivos vectores estdo associados (e sdo 0s
Unicos) a rotacdo de corpo rigido da seccdo no seu plano. Com base nos primeiros Ncel — 1

vectores proprios (Y,:\'“"l) associados aos /x # 0 ordenados por ordem crescente, construa-se o
sub-espago (Y definida em (2.42))

chlone,(Ncel—l) — [ % corte Ylnon-u-tranvalll\lcel—l} (2.54)

e proceda-se & seguinte transformacéo de D* e D®

T T
D|1| — (chlorte,(Nce|—l)) D Yltiorte,(Ncerl) D|3| — (chlorte,(Ncel-l)) D® chlorte'(NCE'_l) . (2.55)
Finalmente, obtenha-se com base nestes tensores 0s vectores proprios (Y, /7" ) correspondentes a
A#0 em
(Dlll _j“kDISI)yk =0 , (2.56)

onde o numero de valores proprios nulos iguala 0 nimero de modos de corte. Deste modo, 0s

restantes modos de FCC ficam definidos por

[ te, (N ge -1 -t
y ce _YﬁorE( I )Ylllwlon or ’ (2.57)

non-tor
vindo?® (Neei > 1)

Yo=Y v, @59

20 Pode acontecer, em casos muito particulares (e.g., duas sec¢des SHS com uma parede partilhada), que os modos
de FCC ndo sejam suficientemente independentes entre si (Silva 2013) (o critério é subjectivo — p.e., foi
implementada a condi¢fio de obter uma “decomposigdo em valores singulares” de Y* com valores > 107%). Nesses
casos, sugere-se que sejam seleccionados (por tentativa-erro) outros conjuntos de Neei -1 modos nha etapa (2.54).
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Fig. 2.19. Seccdo LiteSteel: 2° modo de FCC — configuracdo no plano e perfil de empenamentos.

2.4.2.5 Campo de deslocamentos e propriedades modais da GBT

Definidos 0s Neer modos de deformacdo da GBT, os respectivos campos de deslocamentos de
membrana sdo dados pelas matrizes Ugsr, Veer € Wagr, onde cada coluna define os deslocamentos
modais (fungdo de ¢ = sfbp) em cada uma das sub-placas da seccdo (linhas da matriz). A sua
determinacdo resulta de uma simples mudanca de base das matrizes de deslocamentos elementares (U,
V e W) apresentadas em (2.26), vindo

conv
conv conv Y[or ' Nce| =0 conv corte transv cel
Y. = . = Y Y Y

GBT axial umax _q flex tor Yce| loc umax _q non-tor

tor ,C.C Se N >1
max

L dyz=1 dyy=1 |
.(2.59)
UGBT =U YGBT VGBT =V YGBT WGBT =W YGBT

onde Yeer € a matriz de transformagéo (Ncer X Nggr), a qual contém em cada coluna os valores dos g.l.
nodais de cada modo da GBT obtido nas subsecces 2.4.2.1-2.4.2.4. No entanto, esses modos foram
normalizados com o intuito de facilitar a comparacao/interpretacao das respectivas funcdes de amplitude
(¢ e Gx em (2.5)), tendo-se adoptado o seguinte critério: (i) os modos com deslocamentos no plano da
secgdo exibem, nesse plano, um deslocamento maximo unitério (d{™s = max/v2 + W =1), e (ii) 0s
modos axial e de corte (apenas exibem empenamentos) s&o caracterizados por um deslocamento axial
MAaximo unitério (u ™ =1).

No que respeita a obtencao das rigidezes associadas aos modos globais de extensdo axial, flexao e
tor¢céo, cujo conhecimento é fundamental ao desenvolvimento de regras de dimensionamento e a
verificacdo de seguranca de elementos estruturais, considerem-se os tensores C e D de (2.14)
reescritos na base dos modos de deformacéo da GBT (Cggsr € Deer) — para uma matriz genérica Q
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tem-se Qeer=Y'cer Q Yeer (0 Anexo 2.C apresenta a forma como esses tensores foram
implementados matricialmente). E reconhecido (Silvestre 2005) que, no caso dos modos de
extensdo axial e de flexdo estarem normalizados como referido anteriormente, e 0 modo de torcao
passar a exibir (apenas para este calculo) uma rotacéo de 1 rad, os valores das rigidezes pretendidas
(para uma seccao de parede fina arbitraria) encontram-se na diagonal principal de Cegr € Dggr.
Nomeadamente, (i) Ceat(1,1)=EA/(1-1?) € a rigidez axial, (ii) Ceer(2,2)=El./(1- v?) e Cser(3,3)=Ely
/(1-%) sdo as rigidezes de flexdo em torno dos eixos principais centrais de maior e menor inércias, e
(iii) Coar(4,4)=EI" /(1-%) e Deer(4,4)=GJ correspondem as rigidezes de empenamento (primario +
secundario) e de torgdo??, respectivamente.

Por fim, importa fazer referéncia a ortogonalidade entre alguns modos de deformacdo da GBT em
relacdo a tensores que integram a definicdo (2.22) da matriz de rigidez elastica: (i) os modos
convencionais+tor¢do (quando ndo convencional) sdo ortogonais entre eles relativamente aB e a C
(i.e., Beer e Corr Sa0 diagonais nesse sub-espago), (ii) os modos globais sdo ortogonais (iiz) entre
eles relativamente a D, e (ii2) a todos os modos da GBT relativamente a B, e (iii) os modos de corte

sdo ortogonais (iii1) entre eles relativamente a C e D, e (iii2) a todos os modos relativamente a B.

2.4.3 Participacao modal

A elegéancia e eficiéncia da GBT resultam do facto do campo de deslocamentos da barra ser obtido
pela combinacéo linear de modos de deformacdo (relembrar Eq. (2.5)), permitindo assim conhecer a
contribuicdo de cada modo para qualquer configuracdo de equilibrio — em regime elastico ou elasto-
plastico. Essa contribuicao (participacdo) tem sido normalmente quantificada de duas formas distintas,
no contexto de analises elasticas de estabilidade e de pds-encurvadura da GBT (Silvestre e Camotim
2006, Dinis et al. 2010), nomeadamente através do racio (variavel ao longo do comprimento da barra)
entre a funcio de amplitude correspondente (¢;) e a soma de tais valores modais??,

C, =Li| . (2.60)

! Nepr

;ml

ou através de

21 E espectavel que a rigidez de torcio obtida para secgdes celulares seja superior & prevista pela teoria de Bredt, uma vez que
esta Ultima considera um fluxo de corte com distribuicdo uniforme na espessura das paredes, ao invés da variagdo linear
prevista pela GBT — estas diferencas tendem para zero com a redugdo da espessura.

22 Obviamente que nas formulas (2.60) e (2.61) as funcBes de forma consideradas para os modos de corte e de
extensdo axial deverdo ser (i« (relembrar Eq. (2.5)).
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. [l
(A

permitindo desta forma contabilizar a influéncia de cada modo ao longo do comprimento da barra. No

, (2.61)

entanto, ao invés dos padrdes de deformacéo tipicamente encontrados em modos de instabilidade
elésticos (globais, locais, distorcionais), os mecanismos de colapso elasto-plastico poderdo envolver
deformagdes localizadas nas regides de maximos deslocamentos?. Consequentemente, 0s
factores de participacdo anteriormente apresentados poderdo ndo se revelar os mais adequados
para caracterizar configuracBes deformadas em regime ineléstico. Ao invés, neste trabalho é
adoptada a seguinte metodologia para analisar uma configuracdo de equilibrio arbitraria da barra, em
regime elastico ou elasto-plastico:

(i) Célculo do campo de deslocamentos tri-dimensionais na superficie média da barra atraves de

(k € um indice mudo)

5(5,%) = JULin)? + (VG + (WL ) . (262)

(i) Identificacdo da seccdo transversal (i.e., coordenada x) que exibe o maximo deslocamento
tri-dimensional — esta passa a ser a sec¢do de referéncia para o calculo da participacdo de
cada modo de deformagao (passos seguintes)?.

(iii) Célculo dos deslocamentos modais tri-dimensionais maximos ao longo da linha média da
seccdo de referéncia, definidos para cada modo como (i é um indice livre)

S = (UG + (VG + (WE)? . (263

(note-se que estes valores ndo dizem necessariamente respeito a0 mesmo ponto da sec¢do). O factor
de participacéo adoptado para 0 modo de deformacdo i vem entdo definido por (0<pi mog)<1)

5i max
__tmax . (2.64)

NGBT
2.5

k=1

Pi(mody =

,max

De acordo com esta defini¢do, os modos globais, distorcionais e locais-de-placa exibem normalmente

contribuigGes mais elevadas do que os modos de corte ou de extensdo transversal, 0 que se deve a baixa

23 Contudo, ha excepcdes — p.e., membros em consola exibem frequentemente deformagdo localizada na
vizinhanca da sec¢do encastrada.

24 Uma vez que o deslocamento maximo pode ocorrer huma sec¢do encastrada (e.g., numa coluna curta), foi
também implementada a possibilidade de adoptar uma seccdo de referéncia baseada no campo de
deslocamentos no plano da seccéo ( 5(s,X) =V(Vk(k)? + (Wkk)?).
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(alta) energia de deformacdo de flexdo (membrana) exibida pelos primeiros trés (Gltimos dois) tipos de
modos. Contudo, a inclusdo de modos de corte e de extensdo transversal em andlises da GBT é
crucial a obtencdo de resultados precisos.

Através do célculo da percentagem (%) de participacdo de cada modo ao longo da trajectoria de
equilibrio (curva carga-deslocamento) em analises fisica e/ou geometricamente ndo lineares da GBT
(abordadas nos Capitulos 6 e 7), é possivel obter diagramas de participacdo modal que fornecem
informacéo clara e relevante acerca da mecénica comportamental de um dado perfil de parede fina,
em regime elastico ou inelastico. Para além disso, estes diagramas permitem avaliar a relevancia de
certos modos na analise e concluir quanto a uma possivel exclusdo dos mesmos em analises
subsequentes, com o fim de melhorar o custo-beneficio entre a preciséo de resultados e a eficiéncia
computacional (i.e, 0 nimero de g.l. envolvidos). No caso de analises geometricamente ndo lineares
(Capitulo 7), a determinacdo destes diagramas deve ser inteiramente baseada num campo de
deslocamentos que exclua por completo os deslocamentos iniciais das imperfeicbes geométricas,
permitindo assim avaliar a resposta do elemento estrutural apenas relativamente a varia¢do de carga —
note-se que a medida que a magnitude dos deslocamentos vai aumentando, a diferenca entre
desprezar ou néo os deslocamentos iniciais tende a tornar-se insignificante.

2.4.4 Novo grau de liberdade — rotacdo de empenamento 0,

De modo a ilustrar as diferencas e vantagens da adopc¢do do novo g.l. nodal &, (rotacdo de
empenamento) na simulacdo do comportamento de barras de parede fina, apresentam-se e
discutem-se de seguida resultados da GBT relativos a andlise linear de 12 ordem de um tabuleiro
“curto” de uma ponte, simplesmente apoiado e ilustrado na Fig. 2.20, o qual (i) tem um vao L=30
m, (i) apresenta um tabuleiro com secgdo em caixdo de parede fina® e as dimensdes indicadas na
Fig. 2.20(b), (iii) é constituida por um material elastico linear caracterizado por E=200 GPa
(mddulo de Young), v=0.3 (coeficiente de Poisson) e G=76923 MPa (mddulo de distor¢do), e (iv)
esta sujeita a uma carga uniformemente distribuida (q = A MPa) que actua ao longo de todo o véo
e largura do banzo superior. Foram efectuadas duas analises de 1% ordem da GBT cuja Unica
diferenca reside no tipo de g.l. adoptados — ambas envolvem igual discretizacdo da secgéo (ndo
foram adoptados quaisquer nés intermédios), mas (i) 4 tipos de g.l. por né (dx, dy, dz, 6x) —
apenas 12 em 24 modos de deformacgédo da GBT (1 G, 3 L, 2 de C e 6 de ET) foram utilizados na

25 Note-se que apesar da elevada espessura de todas as paredes da seccdo, a sua relacdo largura/espessura é
sempre superior a 10 (elevada esbelteza).
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analise?, ou (ii) 5 tipos de g.l. nodais (dx, dv, dz, &x, 8;) — 17 em 34 modos da GBT (1 G, 3L, 7de C
e 6 de ET) foram seleccionados. Os modos seleccionados para ambos 0s casos correspondem ao modo
de flexdo na menor inércia, aos modos locais simétricos de baixa energia de deformacéo, a todos os
modos de corte simétricos, e a todos 0s modos de extensao transversal, estando as configuracdes dos
modos mais relevantes em cada andlise ilustradas nas Figs 2.21 (globais, locais e de extensdo
transversal) e 2.22 (corte) — note-se a linearidade (Fig. 2.22(a)) e ndo linearidade (Fig. 2.22(b)) da
distribuicdo de empenamentos em cada sub-placa, consequéncia da excluséo ou inclusdo do g.l. 8; na
analise da seccdo, respectivamente. Considerou-se uma malha uniforme com 6 EFV, totalizando (i1)
148 g.l. na analise sem 6, e (i) 218 g.l. na analise com 6&,. No que respeita ao nimero de pontos de
integracdo (quadratura de Gauss-Legendre) para o calculo da matriz de rigidez e vector de forcas
externas de cada EFV (ver Eq. (2.22)), foram utilizados 4 (3) pontos nas direcgdes s (x) de cada sub-
placa. Os resultados da GBT apresentados?’ (diagramas de tensdes e distribuicdes tri-dimensionais de
deslocamentos/tensdes) sdo validados por comparacdo com os obtidos pela anélise de EFC realizada no
Abaqus (DS Simulia Inc. 2004)?, recorrendo a elementos isoparamétricos do tipo S4 (4 pontos de
integracao de Gauss no plano médio). Quanto a discretizacdo de EF no Abaqus, utilizou-se uma malha
de 30 x 46 EFC (1 x 1 m) segundo as direcgdes longitudinal e transversal do tabuleiro (8280 g.l.).

g=xA MPa
q=A MPa
OO ”Hlei:t.lt&;””il
- R O s |
— 30 — “«— /4 re—— 14 —» [m]
(a) (b)

Fig. 2.20. Ponte simplesmente apoiada com sec¢do em caixdo: () vista geral e (b) dimensdes da sec¢ao (linha media).

As Figs. 2.23(a)-(b) apresentam os diagramas de tensdes axiais (ox) ao longo do banzo superior da
seccdo de meio vdo (x=15 m) e a configuracdo deformada do tabuleiro obtida pela GBT,
respectivamente — note-se que a deformac&o local do banzo superior € bem mais evidente que a flex&o

26 A experiéncia do utilizador e/ou a andlise da participagdo modal em analises preliminares envolvendo um maior nimero
de modos de deformacéo, permitem decidir quanto aos modos da GBT cuja contribuicdo pode ser desprezada.

27 Todos referentes a pontos localizados na superficie média da barra.

28 As tensBes normais obtidas na GBT sdo transformadas em tensdes verdadeiras de modo a serem comparaveis
com os outputs do Abaqus.
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global da viga. No que respeita a distribuigéo de tensdes, pode-se concluir do diagrama do Abaqus que,
ao contrario do previsto pela teoria classica de vigas, existe concentragdo de tensdes nas zonas de
ligacdo banzo-alma, fendbmeno denominado em Inglés por shear lag (Zhang e Lin 2013)- este efeito €
caracteristico de elementos constituidos por placas e submetidos a deformagéo por corte, sendo tanto
mais relevante quanto menor a relacdo L/b (vdo/largura do banzo) e considerando-se desprezavel
sempre que L/b > 25 (Reis e Camotim 2012). Quanto aos resultados obtidos pelas anélises da GBT,
conclui-se que a exclusdo do g.l. de rotacdo de empenamento conduz a resultados qualita e
quantitativamente inaceitaveis (linha azul), ao contrario dos obtidos pela outra analise (linha vermelha),
a qual prevé uma distribuicéo de tensdes altamente ndo linear entre as almas e ligeiramente néo linear no
restante dominio, a semelhanca do diagrama do Abaqus. Importa ainda referir que o efeito de shear lag

Global 3 Local 6 Local 7 Local 9

Extensdo Transversal

YA L W

Fig. 2.21. Seccdo em caixdo —modos global, locais e de extensdo transversal mais relevantes nas analises da GBT.

Corte 15 Corte 17

Corte 14 Corte 17 Corte 19 Corte 21

_ @

(b)

Fig. 2.22. Seccdo em caixdo — modos de corte mais relevantes em cada andlise da GBT: rotacdo de empenamento
(6) (a) ndo adoptada, e (b) adoptada.
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(i) ocorre tanto para tensdes de compressdo como de tracgdo, e (ii) esta também associado a uma
concentracdo de empenamentos (u) nas zonas de ligacdo banzo-alma (Kfistek e Bazant 1987), o que
pode ser comprovado pela observacdo das distribuicbes tri-dimensionais de tensdes axiais e
empenamentos apresentadas nas Figs. 2.24 — realce-se também o facto de a GBT (com 6,) originar
resultados idénticos aos do Abaqus com apenas 2.6% do nimero de g.l. envolvidos no modelo de EFC.

0 22
0

8 (1m)
-20 -
a0 | « ABAQUS(8280g.l.)

——GBT - com Rot. Emp. (218 g.l.)
——GBT - sem Rot. Emp. (148 g.1.)

-60 |-

_80 |
o | ///\\
-120 +

) )

-140 o R
O, (MPa)

(@) (b)

Fig. 2.23. (a) Diagramas de tens@es axiais (oxx) ao longo do banzo superior da sec¢do de meio véo, e (b)
configuracdo deformada da viga obtida pela GBT.

250
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=1 o o
o =1 o 3
o) — o =}
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W\‘
o

ABAQUS

(b)

Fig. 2.24. Distribuig@es tri-dimensionais do Abaqus e GBT (com rotagdo de empenamento): (a) tensdes axiais ox (MPa)
e (b) empenamentos u (mm).
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De modo a identificar a origem da n&o linearidade dos diagramas de tensdes axiais nos banzos,
recorreu-se a GBT para obter os contours de tensfes de cada um dos modos de corte envolvidos na
analise (com 6,). Apresentam-se na Fig. 2.25 as distribuicdes de tensbes para 0s 4 modos mais
relevantes, indicados na Fig. 2.22(b) — note-se que (i) 0 modo 14 (com magnitudes muito superiores
as dos restantes modos de corte) exibe traccbes no banzo superior e compressdes no inferior
(opondo-se ao modo de flexdo 3), sendo a varia¢do ao longo dos banzos pouco significativa, (ii) os
modos 17 e 19 exibem variagOes de tensGes significativas na direccdo transversal dos banzos
superior e inferior, respectivamente, e (iii) 0 modo 21 corresponde a uma pequena contribuicao de
shear lag “negativo” junto as seccdes extremas do tabuleiro, ou seja, reducéo das tensdes de flexéo

nas regides dos cantos da secgao.

! N

Fig. 2.25. DistribuicGes tri-dimensionais de tensdes axiais oxx (MPa) para os modos de corte mais relevantes da GBT.

De facto, o fendmeno denominado anteriormente de shear lag “negativo” (Leonard 2007) verifica-se
efectivamente na distribuicéo de tensdes de vigas em consola. Em 1982, Foutch e Chang depararam-se
com este efeito ao analisar uma consola RHS sujeita a uma carga uniformemente distribuida, tendo
verificado que na regido de % do comprimento da viga junto a sua extremidade livre, as tensdes de
flexdo nos banzos tinham distribui¢des com valores minimos junto as almas e maximos nas regides
centrais. Lee et al. (2002) tentaram perceber a origem deste comportamento através da analise de
consolas sujeitas a cargas concentradas, tendo concluido que (i) entre o encastramento e o ponto de
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aplicacdo da carga existe shear lag “positivo” (o “tipico”), e (ii) desde a carga até a extremidade livre da
viga existe shear lag negativo (e as tensdes tém de ser auto-equilibradas por ser uma regido com
esforcos nulos). De modo a comprovar este comportamento, analisou-se o tabuleiro ilustrado na Fig.
2.20(b) mas agora em consola e com uma nova discretizacéo da malha da GBT (3 EFV em x<0.1L e 11
EFV em x>0.1L). De facto, pode-se observar nas Figs. 2.26(a)-(b) que os diagramas de tensdes axiais
(ox) obtidos pelo Abaqus e GBT nas sec¢fes x=4 m (regido ¥4 L junto ao apoio) e x=15 m (regido % L
junto a extremidade livre), revelam a existéncia de shear lag positivo e negativo, respectivamente. Mais
uma vez se pode concluir que a excluséo do g.l. de rotacdo de empenamento na analise da GBT ndo
origina resultados precisos (linha azul), ao contrario dos que resultam da adopcdo desse g.l. (linha
vermelha). Finalmente, apresentam-se na Fig. 2.27 os contours de tensdes ox obtidos pela GBT (com
;) e pelo Abaqus. Apesar das pequenas discrepancias quantitativas entre os diagramas das Figs. 2.26, as
distribuices que resultam de ambos os modelos sdo muito semelhantes, sendo clara a transicdo entre

shear lag positivo e negativo na vizinhanca de x = L/4.
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Fig. 2.26. Diagramas de tensGes axiais (ox) para tabuleiro em consola, ao longo do banzo superior em: (a) x=4 m e (b) x=15m.

1000
1200
1400

il

E 400
L 4200
E 4200
E 400
L 4600
L 4.500

ISOO

(@) (b)

Fig. 2.27. Contours de tensdes axiais axx (MPa) para tabuleiro em consola: (a) GBT e (b) Abaqus.
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2.5 Conclusoes

Neste capitulo abordaram-se os conceitos fundamentais da Teoria Generalizada de Vigas (GBT)
comuns a todas as formulagdes da GBT apresentadas nesta tese — hipoteses simplificativas, relacdes
cinematicas, lei constitutiva elastica e andlise da seccdo. Seguidamente, apresentaram-se as
formulagBes da GBT para andlises lineares de 1% ordem e de estabilidade, utilizadas na determinacéo
de imperfeicbes geomeétricas iniciais para analises de pos-encurvadura, fornecidas como uma
combinacéo linear dos modos de instabilidade da barra. Apesar de as formulagdes referidas neste
capitulo ndo constituirem uma inovagdo deste trabalho, importa referir que as componentes ndo
lineares das deformacOes adoptadas incluem todos os termos de membrana (relativos aos
deslocamentos u, v e w). Tal corresponde a formulacdo mais completa da GBT existente na literatura,
a semelhanga da desenvolvida por Silva (2013) para materiais compositos laminados. Relativamente a
imposicéo das condiges de fronteira em sec¢bes com empenamentos restringidos (Skx = 0) e sujeitas
a tensdes de corte (oxs # 0), chamou-se a atencao para a possibilidade da ocorréncia de shear locking
(Belytschko et al. 2000) associado a incompatibilidade das condices estatica e cinematica mencionadas
(pois &kx=0 => 6xs=0). A opcao implementada, que conduz a melhores resultados, é aquela que garante a
admissibilidade cinematica, ou seja, k=0 nas seccOes impedidas de empenar. Para além disso,
verificou-se que (i) a anulagdo de Ckxx nessas seccdes, apenas para os modos de corte, e (ii) 0
refinamento da malha de EF na zona afectada (solugdo tipica), permitem melhorar a qualidade dos
resultados. Estas medidas séo validas para analises elasticas ou inelasticas (capitulo 6) de 1% ordem. Nas
analises de 22 ordem (capitulo 7) foram todas adoptadas as medidas a excepcéo da condicéo (i).

Estabeleceu-se neste trabalho uma nova definicdo de factor de participacdo modal, a qual é calculada
na seccao da barra que exibe o maximo deslocamento (tri-dimensional ou no plano da seccéo — input)
para uma certa configuracdo de equilibrio (em regime elastico ou inelastico). A contribuicdo de cada
modo de deformacéo é quantificada pelo racio entre (i) o seu deslocamento tri-dimensional maximo
nessa seccao e (ii) a soma de todos esses deslocamentos modais, 0s quais ndo ocorrem necessariamente
no mesmo ponto. Esta defini¢éo julga-se mais adequada para caracterizar configuragdes deformadas em
regime inelastico, pois os mecanismos de colapso envolvem frequentemente um nivel elevado de
deformagao nas regides de deslocamentos maximos.

Um dos aspectos inovadores deste trabalho diz respeito a analise da sec¢éo, a qual foi baseada na
formulag@o proposta por Silva (2013) com a Unica diferenca de poderem ser adoptados 4 ou 5 tipos de
g.l. nodais em vez de apenas 3. Até ao presente trabalho, a analise da sec¢do da GBT considerava trés
(dx, dv, dz) ou quatro (dx, dv, dz, Ox — rotacdo de flexdo transversal) g.l. nodais. Por isso, e de modo a
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aproximar com rigor os perfis ndo lineares de empenamentos resultantes da (i) deformac&o por corte
(e.g., efeito de shear lag) e/ou (ii) espalhamento de plasticidade, essas formulagdes requeriam um nivel
de discretizagdo significativo, facto que € prejudicial a eficiéncia computacional dos modelos. Para além
disso, a aproximacao linear ndo garante a continuidade dos gradientes de empenamentos entre sub-
placas da mesma placa. Por estes motivos, pensou-se ser necessario que os perfis de deslocamentos
axiais fossem aproximados por fungdes ndo lineares em cada sub-placa. Assim, a anélise da sec¢édo
implementada nestre trabalho permitiu considerar um 5° g.l. nodal que corresponde a uma rotagédo em
torno do eixo local z (ortogonal a linha média da sec¢ao), denominada rotacdo de empenamento (6;) —
em cada nd, considera-se uma rotacao independente por parede (direc¢do) convergente. Esta inovacdo
permite aproximar cada perfil de empenamentos uk(s) através de polinémios clbicos (em vez de funcoes
lineares) em cada sub-placa da seccéo discretizada. Apresentou-se um exemplo ilustrativo para analisar
as vantagens da inclusdo deste novo g.l. na analise fisica e geometricamente linear de um tabuleiro
“curto” de uma ponte em caixdo, sujeito ao efeito de shear lag (Zhang e Lin 2013). Para cada caso
analisado (tabuleiro simplesmente apoiado ou em consola) efectuaram-se duas analises, uma
considerando o novo g.l. nodal e outra (para a mesma discretizacéo da sec¢do) com apenas 4 g.l. por no.
Concluiu-se que a exclusdo do g.l. de rotacdo de empenamento conduz a distribuicbes de tensdes
qualitava e guantitativamente insatisfatorias, ao contrario das obtidas quando esse g.l. é considerado
(semelhantes aos resultados do Abaqus). Concluiu-se ainda que, a semelhanca do Abaqus, a GBT foi
capaz de capturar (i) o shear lag “positivo” (tensfes axiais maximas dos banzos ocorrem nas zonas de
ligacdo as almas; tensdes minimas dos banzos ocorrem na sua regido central) no tabuleiro simplesmente
apoiado, bem como (ii) o shear lag “positivo” e “negativo” (tensdes minimas ocorrem junto as almas e
maximas na regido central) que tém lugar no primeiro ¥ (junto ao apoio) e Ultimos % de consola,
respectivamente.
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Capitulo 3

Comportamento e Modelacao do Aco

3.1 Introducao

A elevada utilizagdo do aco como material estrutural iniciou-se a partir da segunda metade do sec.
XIX (World Steel Association 2013), e apesar do seu elevado custo em varios paises, a
competitividade deste material tem vindo a aumentar bastante, sobretudo devido a (i) sua notavel
versatilidade — varios tipos de aco e de processos de fabrico, e (ii) sucessivos avancos cientificos no
conhecimento do comportamento e capacidade resistente das estruturas metalicas. Para além disso,
outra das suas caracteristicas fundamentais reside no facto de ser 100% reciclavel sem perda de
qualidade — 0 aco é o material mais reciclado em todo o Mundo e a sua natureza sustentavel levara
a que a sua procura aumente significativamente até 2050 (World Steel Association 2013).

A crescente procura de elementos em aco inoxidavel para solugBes arquitectonicas e estruturais
teve inicio no final do século XX (ISSF 2012), desde 0 momento em que comegaram a Ser
publicados regulamentos estruturais para o seu dimensionamento. Tudo isto ocorreu contra o facto
da sua disseminacdo como material estrutural ter sido severamente afectada por custos de producao
elevados (e.g., consideravelmente superiores aos do aco carbono/macio). Contudo,
desenvolvimentos recentes na engenharia dos materiais e tecnologia de fabrico (Watanabe 1996)
tém alterado este panorama a um ritmo elevado, nomeadamente (i) fazendo do ago inoxidavel um
dos materiais reciclaveis de maior lucro (The Nickel Institute 2012) e (ii) conduzindo a um interesse
renovado nos sistemas estruturais em aco inoxidavel por parte de arquitectos, donos de obra,

projectistas e investigadores .
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Existem diferengas fundamentais entre as caracteristicas quimicas, mecanicas e térmicas dos agos
carbono e dos inoxidaveis. Enquanto que os ultimos sdo conhecidos pela sua atraente aparéncia e
elevada resisténcia a corrosdo, agos carbono entram rapidamente em processo de corrosdo na
maioria dos ambientes exteriores — consequentemente, a sua utilizagéo na construgao exige eventual
proteccdo (e.g., pintura) e a realizacdo de inspeccGes e manutencdo com uma periodicidade
claramente superior a requerida para o aco inoxidavel. Como tal, e apesar dos elevados custos de
producdo, as estruturas em aco inoxidavel ttm um ciclo de vida longo e uma 6ptima relagdo custo-
beneficio. Relativamente ao comportamento mecéanico de ambos 0s materiais, ha diferencas claras
que importa mencionar, nomeadamente o facto de os acos inoxidaveis (ver Fig. 3.1) (i) ndo
apresentarem um patamar de cedéncia bem definido e exibirem uma relacdo uniaxial tenséo-
deformacdo significativamente nao linear (o grau de nao linearidade varia com a classe do aco e
com a histéria de deformagéo?), e (ii) serem caracterizados por um maior endurecimento apos a
cedéncia (até niveis elevados de ductilidade), tornando-os mais adequados para elevados
desempenhos anti-sismicos (Houska e Wilson 2008). No que respeita ao comportamento sob
elevadas temperaturas (e.g., situacdo de incéndio), o aco inoxidavel tem a vantagem de ndo
apresentar perdas de rigidez téo elevadas como o acgo carbono (Houska e Wilson 2008).

A
o)
N/mm?
600 [ 1.4462
ol | [y‘
s : 1.4318 car |
L arbon stee
400 (grade S355)
Cool—If 1.4301/1.4401
200 {
0,002 0,005 0,010 0,015

Fig. 3.1. Curvas tipicas tensdo-deformacdo dos acos carbono e inoxidavel no estado recozido? (Euro Inox e SCI 2007).

1 Strain history, em lingua inglesa. E a deformagdo (incluindo descargas) a que o material esteve previamente
sujeito (e.g., processo de enformagem a frio), podendo ou ndo resultar em deformacdes residuais.

2 Annealed, na designacdo Anglo-Saxdnica.
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Tendo em vista simular o comportamento de elementos e estruturas de ago, apresentam-se neste
capitulo alguns modelos para simular o comportamento uniaxial do aco carbono e do aco inoxidavel.
Todos assumem um comportamento elastico linear, tendo-se adoptado (i) modelos bi-lineares (ver
Fig. 3.2) para 0 ago carbono, caracterizados por endurecimento nulo (perfeitamente-plastico, E: = 0)
ou linear (E;> 0), tal como recomendado na parte 1.5 do Eurocddigo 3 (CEN 2006b) para analises de
elementos finitos (EF), e (i) um modelo ndo linear para o ago inoxidavel. Uma vez que existem varias
relagbes ndo lineares propostas na literatura para simular o comportamento uniaxial do aco
inoxidavel, e também pelo facto deste constituir um material estrutural promissor e relativamente
pouco disseminado quando comparado com o ago carbono, as restantes seccBes deste capitulo
dedicam-se exclusivamente a modelacdo do ago inoxidavel. Em particular, abordam-se varios
aspectos como (i) a composicdo quimica, (ii) as principais classes utilizadas na construcdo, (iii) as
aplicagBes estruturais, (iv) a normalizacdo para dimensionamento e (V) 0 comportamento mecanico.

OA

Et
Oo Y-

v
™

Fig. 3.2. Lei constitutiva uniaxial bi-linear.

3.2 O ago inoxidavel

Aco inoxidavel® é o termo genericamente atribuido para designar uma grande familia de ligas de
ferro resistentes a corrosdo, contendo um teor minimo (% de massa) de Cromio de 10.5% e um teor
maximo de Carbono de 1.2% (CEN 2005b), limites que asseguram a formagdo da camada passiva
auto-renovavel que garante uma elevada resisténcia a corroséo. Outros elementos ligantes podem ser
adicionados a constituicdo de cada aco com o fim de melhorar e obter as caracteristicas desejadas
como, por exemplo, a resisténcia a certos tipos de corrosdo, a resisténcia mecanica, a resisténcia ao
fogo, a soldabilidade, a formabilidade e a ductilidade. Para além do Crémio (principal responsavel),

elementos como o Molibdénio, o Niobio e o Nitrogénio melhoram a resisténcia a corrosédo (Cunat

3 Por simplicidade e ser frequentemente utilizado na lingua Portuguesa, o termo “ago inox” sera utilizado daqui em diante.
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2004). O Niquel é outro elemento frequentemente presente na composi¢do do ago inox, sendo a sua
principal funcdo assegurar a microestrutura e propriedades mecénicas desejadas — mesmo sob
temperaturas criogénicas, € conseguida excelente ductilidade para niveis elevados de resisténcia.
Apesar de ndo ter influéncia directa na formacéo da camada de proteccéo passiva, 0 Niquel promove
a resisténcia a corrosdo onde essa camada possa estar ausente ou destruida, p.e. reduzindo a taxa de
corrosao (Cunat 2004).

Aleadas as caracteristicas supracitadas, a Optima aparéncia estética e notaveis propriedades fisicas
dos agos inoxidaveis tém conduzido a um rapido crescimento* da sua utilizagdo em aplicacdes
arquitectonicas (Fig. 3.3), estruturais, nucleares e quimicas. Para além disso, a taxa de crescimento
anual da utilizacdo de aco inoxidavel ao longo das Ultimas duas décadas chega a ultrapassar a taxa de
crescimento de outros materiais. Realce-se ainda que a taxa de crescimento associada a utilizagdo na
industria da construcdo € ainda mais dispar, 0 que se deve ao rapido desenvolvimento da China, onde
a cota de utilizacdo de aco inoxidavel nesse sector é superior a 20% (Baddoo 2008).

(b)

Fig. 3.3. Aplicacdes arquitecténicas do ago inox: (a) ponte pedonal BP em Chicago e (b) sede da VIVO no Rio de Janeiro 5.

3.2.1 Classes

Existem diversas familias (ou classes) de acos inox, geralmente distinguidas pelos seus principais
elementos de liga, dando origem a agos (i) austeniticos, (ii) ferriticos, (iii) austenitico-ferriticos (ou
duplex), (iv) martensiticos ou (v) endurecidos por precipitacdo (Pauly e Helzel 2011). As trés

4 Enquanto que em 1914, a producdo Mundial rondava as 100 toneladas, em 1934 apenas a producdo Americana
era estimada em 42 mil toneladas, e em 2011 mais de 32 milh8es de toneladas foram produzidas em todo o
Mundo (The Nickel Institute 2012).

5 Imagem disponivel em www.constructalia.com
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primeiras classes sdo as mais utilizadas na construgdo, sendo as ligas mais familiares abordadas de
seguida. As Tabs. 3.1-3.3 apresentam (CEN 2009) as suas designacGes Europeia e Americana,
composicdo quimica, tensdo limite de proporcionalidade a 0.2% (valor minimo oo.2min) € tensdo
tltima (o) °. Informagdo adicional acerca das propriedades e aplicacBes destes e outros agos
inoxidaveis pode ser consultada em CEN (2005b, 2009) e Outokumpu (2013).

3.2.1.1 Austeniticos

Esta classe inclui agos ligados com Cromio (Cr) - Niquel (Ni) e a sua estrutura cristalina ctbica de
faces centradas é designada em metalurgia por “austenitica”. E claramente o tipo de aco inox que tem
sido adoptado com maior frequéncia na Construcéo Civil. Relativamente as ligas apresentadas na Tab.
3.1, tem-se como principais caracteristicas e aplicacoes:
EN 14301 (conhecido por “18/10” em utensilios domésticos) — adequado para ambientes
medianamente corrosivos (no maximo), é tipicamente utilizado em interiores ou em exteriores de zonas
industriais afastadas da costa.

Tab. 3.1. Composic¢ao quimica e propriedades mecéanicas de alguns agos austeniticos.

Composi¢do Quimica

Designagdes * (% de massa no vazamento) 002, min ou
N° EN Nome EN ASTM 8 | C (max) Cr Mo Ni (N/mm?)
1.4301 X5CrNi18-10 304 0.07 17.5-19.5 - 8.0-10.5 215 540-750
1.4306 X2CrNi19-11 304L 0.030 18.0-20.0 - 10.0-12.0 205 520-700
1.4401  X5CrNiMo17-12-2 316 0.07 16.5-185 2.00-2.50 10.0-13.0 225 530-680
1.4404  X2CrNiMol17-12-2 316L 0.030 16.5-185 2.00-2.50 10.0-13.0 225 530-680

EN 1.4306 — variante do EN 1.4301 com baixo teor de Carbono (C), mas teor de Niquel superior por
forma a aumentar a formabilidade — utilizado quando séo exigidas operagdes complexas de enformagem.

EN 1.4401 — contém Molibdénio (Mo), tornando este ago adequado para ambientes mediana a
altamente corrosivos (e.g., equipamento de processamento gquimico, atmosferas costeiras, proximidade

6 Ambas as tensdes referem-se a direccéo de laminagem e foram obtidas para acos em estado recozido.
Define-se como tensdo limite de proporcionalidade a 0.2%, aquela que corresponde a uma extensdo plastica de
0.2%.

7 Num contexto Europeu, é fortemente recomendado que sejam utilizadas as designagGes EN, pois para alguns
acos, um Unica designacdo ASTM (Americana) equivale a varias ligas EN.

8 ASTM significa American Society for Testing and Materials — as designacfes apresentadas nas Tabs. 3.1-3.3
foram retiradas de Euro Inox (2007b).
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de estradas onde sais de degelo possam ser usados). Deve ser utilizado em elementos estruturais que
requeiram um longo periodo de vida Gtil mas cuja acessibiliade para inspeccéo e limpeza € inexistente.
EN 1.4404 — variante de EN 1.4401 com baixo teor de Carbono, o que garante excelente soldabilidade
(mesmo em chapas mais espessas).

3.2.1.2 Ferriticos

Estas ligas exibem uma microestrutura de corpo centrado (ferritica) e contém essencialmente Cromio.
O seu teor de Niquel € muito baixo ou inexistente, facto que torna o seu custo inferior e sujeito a
menores flutuacdes do que o dos agos austeniticos e duplex (Baddoo 2008). Elementos de ligacéo
adicionais sdo por vezes utilizados para melhorar certas caracteristicas, nomeadamente (i) Titanio e
Nidbio, relativamente a soldabilidade, ou (ii) Molibdénio para a resisténcia a corroséo localizada. Como
principais caracteristicas e aplicacoes das ligas apresentadas na Tab. 3.2, tem-se (Outokumpu 2013):
EN 1.4003 — adequado para ambientes com baixa influéncia corrosiva, mas com a vantagem de
apresentar uma baixa temperatura de transi¢do ductil-fragil (-40°C), o que é favoravel a sua aplicacdo

estrutural (e.g., vagdes, autocarros, camides, silos).

Tab. 3.2. Composic¢ao quimica e propriedades mecéanicas de alguns agos ferriticos.

Composigédo Quimica

Designacoes (% de massa no vazamento) @02, min ou
N° EN Nome EN ASTM/UNS® | C (max) Cr Mo Ni (N/mm?)
14003  X2CrNil2 -/540977 | 0030  10.5-125 - 0.30-1.00 | 280  450-650
14521  X2CrMoTil8-2 444 0.025 17.0-20.0  1.80-2.50 - 300 420-640

EN 1.4521 — ao contrario da liga EN 1.4003, esta liga apresenta uma temperatura de transicdo dictil-
fragil elevada (perto dos 0°C), ndo sendo por isso recomendada para aplicagdes estruturais. Devido aos
elevados teores de Cromio e Molibdénio, este ago tem uma alta resisténcia & corrosao, tornando-o numa
potencial alternativa para aplicagOes resistentes a acidos. Para além da presenga no mercado Europeu da
canalizacdo domestica, aquecedores de &gua e recuperadores de calor séo outras aplicagdes tipicas.

3.2.1.3 Austenitico-ferriticos (duplex)
Ligas deste tipo denominam-se habitualmente “duplex” e tém aproximadamente iguais proporcdes das

9 UNS significa Unified Numbering System (E.U.A.) e as designacGes apresentadas nas Tabs. 3.2 e 3.3 foram
obtidas em Outokumpu (2013).
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estruturas ferritica e austenitica — combinam, por isso, niveis elevados de resisténcia a corrosao e
mecanica. Embora estes acos tenham boa ductilidade, a maior resisténcia que possuem resulta em
formabilidade limitada, quando comparada com a dos agos austeniticos (Baddoo 2008). Apresentam-se
agora as principais caracteristicas e aplicacdes das ligas referidas na Tab. 3.3:

EN 1.4462 — € a liga mais comum (ligada com Molibdénio) e a sua resisténcia a corrosdo permite a sua
utilizacdo em estruturas offshore e pontes.

EN 1.4362 — apesar de ndo ser ligada com Molibdénio, a sua resisténcia a corrosdo e considerada muito
boa (semelhante a do aco austenitico EN 1.4401).

Tab. 3.3. Composicdo quimica e propriedades mecénicas de alguns acos duplex.

Composicdo Quimica
Designac6es 602, mi ]
gnag (% de massa no vazamento) 0.2, min !

N° EN Nome EN ASTM/UNS | C (max) Cr Mo Ni (N/mm?)

1.4462 X2CrNiMoN22-5-3  2205/S32205 0.030 21.0-23.0 2.50-3.50 4.5-6.5 485 700-950
1.4362 X2CrNiN23-4 2304/S32304 0.030 22.0-240 0.10-0.60 3.5-5.5 435 650-850

14162  X2CrMnNiN21-5-1 - /832101 0.040 21.0-22.0 0.10-0.80 1.35-1.70 515 700-900

EN 1.4162 — ¢ conhecido como “lean duplex” (patenteado pela Outokumpu (2013)), uma vez que tem
teores muito baixos de elementos de ligacdo que ndo o Crémio, com especial destaque para o Niquel,
por comparagdo com os restantes duplex e austeniticos. Este facto constitui uma importante vantagem
devido ao preco elevado (uma parte consideravel do custo dos agos austeniticos) e bastante volatil do
Niquel (Theofanous e Gardner 2009). Na verdade, (i) 0 custo do “lean duplex” ¢ geralmente inferior ao
dos austeniticos mais familiares, e (ii) a sua resisténcia mecanica é superior a dos ferriticos e austeniticos
mais comuns (ver Tabs. 3.1-3.3), ainda garantindo soldabilidade adequada e boa resisténcia a varios
tipos de corrosdo (Theofanous e Gardner 2009). Pelas razBes supracitadas, esta liga tem sido bastante
utilizada na industria da Construcdo Civil (especialmente utilizada em elementos estruturais) e o
interesse nela por parte das comunidades técnica e cientifica tem crescido nos Gltimos anos.

3.2.2 Aplicag0es estruturais

Até aos anos 80, as aplicacbes de ago inoxidavel na construgdo consistiam essencialmente em
elementos secundarios de edificios, como lintéis, elementos de fixacdo de paredes de alvenaria, ou
cantoneiras em sistemas de revestimento (Baddoo 2008). A procura crescente de elementos em ago inox

para solugdes arquitectonicas e estruturais comecou no final do século XX, desde 0 momento em que 0s
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primeiros regulamentos de dimensionamento comegaram a ser publicados (ver subseccéo 3.2.3). Desde
0 comeco do século XXI, o numero de aplicaches estruturais em aco inox tem aumentado
significativamente - a estética, resisténcia a corrosao, durabilidade de longa duragdo e o comportamento
estrutural (ou uma combinac&o destes factores), sdo requisitos que tém conduzido a preferéncia por este
material (Gedge 2008). A gama de aplicaces € vasta e inclui monumentos, pontes, edificios, casas,
coberturas, etc. —a Tab. 3.4 apresenta alguns exemplos (Sommerstein 1999, Miettinen 2002, Euro Inox
2002, Baddoo 2008, Gedge 2008, Houska e Wilson 2008), os primeiros dizem respeito a acos
austeniticos e os restantes a agos duplex (maioritariamente aplicados em pontes e passadicos).

Tab. 3.4. Exemplos de aplicac6es estruturais do ago inoxidavel.

Nome Tipo Local Data Aco
Ariiigzti‘;vay Monumento St. Louis, Missouri, E.U.A. | 1965 | ASTM 304
Pirdmide do Louvre Trelica Paris, Franca 1989 ASTM 316
Arq”(';’iz I\I3a5<:)|onal Edificio Gatineau, Quebec, Canada | 1997 | ASTM 304
Editora Sanomatalo Fachada de Edificio Helsinquia, Finlandia 1999 EN 1.4401
Villa Inox Casa em Aco Leve Tuusula, Finlandia 2000 | EN 1.4301
(Fig. 3.6)
Schubert(ggugliind Shell Casca Trelicada St. Paul, Minnesota, E.U.A. | 2002 ASTM 316
Igreja Saint Pio de Estrutura de Apoio da
Foggia, Italia 2004 EN 1.4404
Pietrelcina Cobertura
Memorial US Air Force Memorial Washington DC, E.U.A 2006 ASTM 316L
Ponte Aparte Ponte Pedonal Estocolmo, Suécia - EN 1.4462
Ponte Padre Arrupe Ponte Pedonal Bilbau, Espanha 2000 | EN 1.4362
(Fig. 3.8)
Ponte Millennium Ponte Pedonal lorque, Reino Unido 2001 EN 1.4462
Ponte I__|kholefossen Ponte Pedonal Forde, Noruega 2004 EN 1.4162
(Fig. 3.9(1))

Ponte Siena Ponte Siena, Italia 2004 EN 1.4162
Ponte Cala Galdana Ponte Menorca, Espanha 2005 EN 1.4462
World Trade Center 7 Vigas de Alma Cheia Nova lorque, E.U.A. 2006 ASTM 2205
Ponte Celtic Gateway Ponte Pedonal Holyhead, Reino Unido 2007 EN 1.4362
Ponte Stonecutters Ponte (mastros) Hong Kong 2009 EN 1.4462

Po_nte Helix Ponte Pedonal Singapura 2009 EN 1.4462
(Fig. 3.9(b))
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Fig. 3.5. Arquivo Nacional do Canada em Gatineau (Quebec) — estrutura em ago austenitico ASTM 304 %,

Existem aplicacdes mais antigas, mas a primeira grande estrutura em ago inox é o arco Gateway em
Saint Louis (E.U.A.) — ver Fig.3.4, concluido em 1965 e constituido por uma seccéo triangular variavel

10 Imagens disponiveis em www.ikoy.com
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formada por chapas de aco ASTM 304 soldadas (Houska e Wilson 2008). Permaneceu a estrutura em
inox mais pesada do Mundo até a construcdo em 1997 do Arquivo Nacional do Canada em Gatineau —
ver Fig. 3.5. Este edificio foi projectado com base num periodo de vida Util de aproximadamente 500
anos e consiste num sistema porticado com elementos em ago ASTM 304 (Sommerstein 1999).

\”““m\\ _
' ll.!ﬁl’\b\‘

ll‘

Fig. 3.8. Ponte pedonal Pedro Arrupe em Bilbau — estrutura em aco duplex EN 1.4362 3,

11 Imagens disponiveis em www.livingsteel.org (esquerda) e www.constructalia.com (direita).
12 Imagens disponiveis em www.worldarchitecturemap.org
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A elevada resisténcia, ductilidade e capacidade de absorcao de energia, fazem do ago inoxidavel
um material ideal para resistir a accoes de impacto e explosdes — por exemplo, paredes resistentes a
explosbes em plataformas offshore sdo, hoje em dia, frequentemente constituidas por chapas
corrugadas em aco austenitico EN 1.4401 ou duplex EN 1.4362 (Baddoo 2008).

(b)
Fig. 3.9. Pontes pedonais em ago dulex: (a) Likholefossen (Noruega) ** — EN 1.4162, (b) Helix (Singapura) — EN 1.4462,

3.2.3 Normalizacao para dimensionamento

A construcdo do arco Gateway em St. Louis, Missouri (Fig. 3.4) despoletou muita actividade de
investigacdo no inicio dos anos 60 nos E.U.A., tendo conduzido em 1968 (Baddoo 2008) a
publicacdo do primeiro regulamento Americano para o dimensionamento de elementos em ago inox
(AISI 1968), mais tarde substituido por ASCE (2002). Com base no regulamento Americano, foram
também publicadas as normas Sul Africana (SANS e SABS 1997) e Australiana/Neozelandesa (AS e
NZS 2001).

Em 1994, com o objectivo de dar orientacdo a nivel Europeu para a aplicacdo adequada e segura
do ago inox na construcéo, a Euro Inox publicou um manual de dimensionamento que resultou de
um projecto de investigacdo desenvolvido pelo The Steel Construction Institute (SCI). Apds a 12
edicdo do manual, resultados de outros projectos de investigagdo foram incluidos nas 22 e 32
edicOes, a ultima publicada em 2007 (Euro Inox e SCI 2007) — um comentario a esse manual tem
também sido publicado como um documento separado (Euro Inox 2007a), o qual visa fundamentar
as regras desenvolvidas e inclui alguns resultados de programas experimentais.

13 Imagem disponivel em www.ura.gov.sg
14 Imagem disponivel em www.tripadvisor.com
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Em 2006, a Parte 1.4 do Eurocodigo 3 (EN 1993-1-4) (CEN 2006a) foi lancada como norma
Europeia suplementar para o dimensionamento de estruturas em aco inox. Ao observar a
complexidade da estruturas que constam na Tab. 3.4, torna-se evidente que € possivel dimensionar
estruturas complexas em ago inoxidavel. Contudo, o crescimento da utilizacdo deste material em
estruturas correntes como casas e edificios de escritdrios/residenciais, requer a promocdo de
ferramentas de calculo que conduzam a um dimensionamento eficiente, seguro e econémico. Por
exemplo, é reconhecido que algumas das cldusulas da EN 1993-1-4 correspondem a meras
adaptacBes de regras desenvolvidas para estruturas em aco carbono (CEN 2005a). Sendo o
comportamento do aco inox significativamente ndo linear (ver Fig. 3.1), a consideracdo de uma lei
constitutiva eléstica perfeitamente-pléstica pode seriamente comprometer o dimensionamento e
tornar a estrutura pouco econdémica, especialmente no que respeita a elementos estruturais pouco
esbeltos (Theofanous e Gardner 2011) — com o objectivo de promover um dimensionamento mais
eficiente e econdmico, Theofanous e Gardner (2011) propuseram recentemente o Método da
Resisténcia Continua®®.

3.2.4 Assimetria e anisotropia

Existem varios trabalhos experimentais (e.g., Johansson e Olsson 2000, Rasmussen et. al. 2003,
Lecce e Rasmussen 2006a, Becque e Rasmussen 2009) que comprovam que 0 ago inox possuli,
guando sujeito a um carregamento estatico, diferentes comportamentos a trac¢do e a compressao
(assimetria), bem como na direccéo paralela (longitudinal) e transversal a direccdo de laminagem
(anisotropia) — ver Fig. 3.10. A preponderancia destes comportamentos depende da classe do aco,
do processo produtivo (e.g., laminagem/enformagem a frio amplificam esses fenémenos) e da
histéria de deformacgdo. Seguidamente apresentam-se alguns resultados e conclusdes de varios
estudos sobre o problema da assimetria e anisotropia dos acos inoxidaveis.

3.2.4.1 Assimetria

No inicio do século e com base nos resultados experimentais dos ultimos 15 anos, van den Berg
(2000) publicou valores médios das propriedades a traccdo e compresséo (direccao de laminagem)
de acos ferriticos e austeniticos, tendo-se concluido que (i) os modulos de elasticidade a traccdo e
compressdo sofrem pequenas alteracfes (maioritariamente superiores a compressdo), e (ii) o limite
de proporcionalidade é geralmente inferior & compresséo do que a tracg&o.

15 Continuous Strength Method, na designacéo inglesa.
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Gardner e Nethercot (2004a) efectuaram Varios ensaios a compressdo e a trac¢do de provetes de ago
austenitico EN 1.4301 retirados das faces de elementos estruturais tubulares (direc¢éo longitudinal). Foram
analisados os resultados de 16 pares de provetes, cada um associado a um elemento estrutural diferente,
tendo-se concluido que (em média) o0 mddulo de elasticidade e tenséo limite de proporcionalidade a
0.2% sdo, respectivamente, 1% superior e 5% inferior a compressdo do que a tracgao.

600 T T T T
500 F LT - Longitudinal Tension .
LC - Longitudinal Compression
TT - Transverse Tension
400 - TC - Transverse Compression B
g
2
2 30F  TC
& LT T
200 |- .
250 grade structural
LC steel
100 |- .
| ! | |

0
0 0.001 0.002 0.003 0004 0.005 0.006
Strain (mm/mm)

Fig. 3.10. Curvas tipicas tensdo-deformagéo para agos carbono e austeniticos (Rasmussen et. al. 2003)%.

Lecce e Rasmussen (2006a) também concluiram que as propriedades mecéanicas do ago
inoxidavel sdo dependentes do tipo de carregamento. Por exemplo, em perfis de aco ASTM 304
com seccdo em C-reforcado e para a direcgdo longitudinal, concluiram que (i) a tensdo limite de
proporcionalidade a 0.01% €é 18.9% superior a compressdo do que a traccao, e (ii) a tenséo limite
de proporcionalidade a 0.2% € 4.1% superior a traccdo do que a compressao.

3.2.4.2 Anisotropia

Johansson e Olsson (2000) realizaram testes biaxiais a 3 acos inoxidaveis, nomeadamente (i)
EN 1.4301 e EN 1.4436 (austeniticos), e (ii) EN 1.4462 (duplex), tendo concluido que o ago
duplex exibe clara anisotropia, ao contrario dos agos austeniticos, cujo comportamento é
maioritariamente isotropico e bem aproximado através do critério de cedéncia de von Mises.

Rasmussen et al. (2003) investigaram experimental e numericamente a resisténcia a compresséo
de placas em aco duplex ASTM 2205. As analises numeéricas permitiram estudar a influéncia de
diferentes modelos mecanicos (leis constitutivas) no comportamento estrutural, nomeadamente (i)

16 As curvas LT, LC, TT e TC podem ter outra ordenacdo, em funcdo do ago austenitico em causa e respectiva
histéria de deformacéo.
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IPP — isotrdpico perfeitamente-plastico, (ii) ISH — isotropico com endurecimento, e (iii) APP —
anisotropico perfeitamente-plastico. Os modelos isotropicos foram baseados na teoria de
escoamento J> e no comportamento & compressao na direccdo de laminagem, enquanto que o
modelo anisotropico resulta do critério de cedéncia de Hill e inclui os comportamentos a
traccdo/compressdo nas direccBes paralela, transversal e diagonal a direccdo de laminagem. Da
comparacao entre os resultados experimentais e numéricos foi concluido que (i) o modelo ISH é o
que origina os melhores resultados e (ii) a modelacdo da anisotropia pode ndo ser essencial na
obtencdo de resultados precisos em analises que involvam carregamentos monotdnicos.

Lecce e Rasmussen (2005, 2006a,b) efectuaram um estudo numérico e experimental relativo ao
comportamento distorcional de colunas constituidas por acos austenitico e ferriticos, tendo
avaliado a importancia da ndo linearidade material e anisotropia na modelacdo numérica. Trés
modelos constitutivos foram analisados, nomeadamente (i) dois isotropicos com e sem
endurecimento, respectivamente ISH e IPP, e (ii) um anisotrépico (critério de Hill) até a cedéncia
e isotropico (com endurecimento) apds a mesma. Apds calibracdo dos modelos numeéricos,
concluiu-se que o efeito da anisotropia na resisténcia Gltima de colunas sujeitas a carregamento
estatico era desprezavel — mais uma vez, o modelo ISH foi aquele que originou melhores
resultados. No entanto, e porque a anisotropia é afectada pela histéria de deformacdo e
endurecimento do material, a sua modelacdo pode ser importante em elementos sujeitos a

carregamento ciclico.

3.2.5 Relagdo uniaxial tensdo-deformacéao
O primeiro trabalho dedicado ao estudo de leis constitutivas marcadamente ndo lineares deve-se a
Ludwik (1909), o qual prop6s uma expressao para o calculo da tensdo em casos de deformacao
elastica desprezavel (K e n sdo constantes)
o=Kg" . (31)
Em 1943, Ramberg e Osgood (1943) estudaram a relagdo ¢ — o para materiais com uma transicao
gradual entre o comportamento linear e ndo linear (e.g., ligas de aco inoxidavel ou aluminio), tendo
desenvolvido a equacdo Ramberg-Osgood

5:5+KF} 62
E E

onde (i) E é 0 modulo de elasticidade do material, (ii) K e n sdo constantes que caracterizam o
endurecimento do material (a determinar experimentalmente), e (iii) ¢ € a extensdo total, dada pela
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soma das parcelas elastica (o/E) e plastica (semelhante a (3.1)). Posteriormente, Hill (1944) propds
uma reformulacéo de (3.2) que seria mais tarde usada para modelar o comportamento do aluminio,
a qual consiste em considerar K = ¢oz2p /(o02 /E)", onde g2 = 0.2% € a extensdo plastica
correspondente a o2, obtendo-se

g:f+o.ooz[ij . (33)
E Oo2
onde co2 € a tensdo limite de proporcionalidade a 0.2%, e n designa-se por expoente de
endurecimento, definido por

. In(0.2/0.1)

B In(ao.z/ao.l)

. (34)

em gue ‘In’ simboliza o logaritmo neperiano. Esta definicdo de n faz com que a curva tedrica coincida
com a experimental para as tensOes limite de proporcionalidade co1 € ooz (correspondentes a
deformacdes plasticas de 0.1% e 0.2%, respectivamente). Da anélise da funcéo (3.3), conclui-se que
valores altos de n dao origem a relagdes o-¢ com “rapidas” mudangas de declive numa vizinhanca de
002, enquanto gque valores mais baixos dao origem a curvas mais “arredondadas” em todo o dominio.

Mirambella e Real (2000) propuseram o calculo do expoente n tal que a curva teorica intersectasse a
experimental no ponto de tensdo ooos (M vez de oo.1), tendo concluido que essa expressdo conduzia a
melhores resultados que a proposta na norma Americana ANSI/ASCE-8-90 (ASCE 1991), baseada na
tensdo ooo1. Para além disso, esses autores mostraram (Mirambella e Real 2000) que a equacéo (3.3)
sobrestima a relacéo o-¢ do aco austenitico EN 1.4301 para tensdes superiores a o2, tendo proposto uma
expressao que lhes permitisse obter bons resultados numéricos no célculo de flechas em vigas, tal que

n
b+ T2%0 [&j G20 <0, G9)
0.2 Oy = 0o

onde (i) n” € uma constante que caracteriza o endurecimento do material, obtida por ajuste da curva
analitica aos pontos experimentais de tensdo Ultima (oy) € a outro ponto intermédio (o2 < o < au), (ii) euwp
é a extensdo pléastica correspondente a tensdo Ultima, (iii) o2 representa a extensdo total correspondente
a ooz, € (iv) Eo2 é 0 declive da curva o-¢ em o=a02. Ao analisar as fungdes (3.3) e (3.5), conclui-se que
ambas tém o mesmo valor e declive no ponto de transi¢do (6=00.), apesar da diferente curvatura.

MacDonald et al. (2000) fizeram uma série de ensaios a a¢os austeniticos, e dada a inadequabilidade
da relagdo (3.3) para tensdes superiores a o2, propuseram a seguinte curva para todo o dominio
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€= % + 0.002(3] . (36)

0,
onde as constantes i, j e k dependem da espessura dos provetes. Apesar de terem sido obtidos
resultados muito bons, a expresséo estava limitada ao ago e espessuras analisados.

Com vista a desenvolver uma relacéo tensao-deformacao precisa até a extensao ultima e valida para
uma vasta gama de agos inoxidaveis, Rasmussen (2003) baseou-se num vasto conjunto de resultados
experimentais (essencialmente a traccdo) obtidos por varios autores para acos austeniticos, ferriticos e
duplex, e relativos a provetes retirados (i) das zonas planas de perfis enformados a frio e (ii) de chapas
em estado recozido. Rasmussen constatou que a curva experimental exibe formas semelhantes nos
dominios o <oz € o > av2, tendo proposto a relacdo seguinte (n deixa de ser definido por (3.4))

g, 0.00Z[LJ 0<o <oy,
E Oy
N m , (3.7)
o2 T 7 %2, 5::3 (%] P =T
0.2 u 02
__In0) o _ s
n 0.2
In(0%,/F001) 1+0.002—
(040, E) -9
lof * %
fo =g +0002 b =6 T82 T

onde (i) eu é a extensdo Ultima, (ii) os parametros n e m caracterizam a ndo linearidade da curva, e (iii)
&*up representa a parcela pléstica da extensdo ultima relativamente a um referencial ficticio com
origem no ponto de transicao entre os dois trocos de (3.7) — ver Fig. 3.11(b). Note-se que a relacdo
(3.7), a semelhanca de (3.5), ndo é exacta no ponto (eu, ou), apesar dos erros provenientes ndo serem
significativos como resultado da elevada ductilidade dos agos inoxidaveis (Gardner e Nethercot 2004a).

Devido a essa caracteristica, Rasmussen (2003) sugeriu ainda a substituicao de &*up por e, em (3.7).
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o
@)} (b)
(Eu , Oy)
Eo2
o2 " So.2
1 " (802+002) ’
“ : - 4 ; -
0-%2 80.2 £ 50-2 E:l.l £

Fig. 3.11. Relacdo constitutiva tipica (a traccao) de um aco inox: dominios (a) inicial e (b) total (Rasmussen 2003).

Visando descrever (3.7) somente em fungdo de E, ooz e n, designados na literatura como
parametros basicos Ramberg-Osgood, Rasmussen (2003) prop6s expressdes aproximadas que
definem oy, eu € m em funcao desses parametros. Com base nas curvas experimentais em que se
baseou e em tentativa/erro, a constante m foi definida por

m=1+3.5202 . (3.9)

O,

Quanto aos pardmetros (eu, ou), Uma vez que normalmente ndo € viavel a sua obtencdo num
ensaio a compressao, as expressdes propostas por Rasmussen (2003) resultaram de rectas de
regressao linear ajustadas a dados experimentais a traccdo, tal que

902 _ 0.2 +185¢ (acos austeniticos e duplex) , (3.10)

o,

o,, _ 02+185e
o, 1-0.0375(n-5)

(todos os acos) , (3.11)

u

onde e=ao./E. Relativamente a determinagdo de &y, Rasmussen apenas relacionou essa extensao
com oo.2/oy, tendo obtido por regresséo linear

(o
g, =1--22 ., (3.12)
O-U
expressdo que ndo se ajustou particularmente bem a nenhuma liga. Embora as relagGes (3.10)-
(3.12) tenham sido baseadas em resultados de ensaios a tracgdo, e apesar de ter sido mostrado por
comparagdo com resultados experimentais que o0 modelo de Rasmussen subestima

consideravelmente 0 comportamento a compressdo para extensdes superiores a g2 (Quach et. al.
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2008), Lecce e Rasmussen (2006b) ja utilizaram com sucesso esse modelo para estimar o
comportamento estrutural de elementos comprimidos.

Importa aqui referir que Abdella (2006) propds uma inversao bastante precisa da relacdo (3.7)
modificada, no sentido de ¢ — o passar a incluir o ponto (eu, ou), OU Seja, e*up=¢eu— g02— (ou— 002) / Eo..

Gardner e Nethercot (2004a) propuseram uma nova curva para tensdes superiores a oo, a qual se
concluiu estar em excelente concordancia com curvas experimentais até extensdes de traccéo e de
compressdo na ordem de 10% e 2%, respectivamente (0s ensaios & compresséo s6 foram realizados
até esse nivel). Devido a inexisténcia de um ponto de estacionariedade (eu, ou) No comportamento a
compressao, a proposta de Gardner e Nethercot ndo depende do parametro oy, mas da tensao limite
de proporcionalidade a 1% (o1), obtendo-se

§+0.002(ij , 0<o<o,,
o
&= 02 . (3.13)
o —0O, o, — O, o -0 oz
£y, +2=202 1| 0.008 - 202 oz 020,
Eo» 0.2 0; = Oy,

onde n é definido por (3.8) e no21 & um expoente a ser determinado por ajuste da curva analitica a
experimental. Refira-se ainda que Abdella (2007) propds uma inversdo aproximada da relacéo (3.13)
modificada — no 2° trogo tem-se (&1 - £02) no lugar de 0.008, de modo que & — o passe em (&1, o1).

Mais recentemente, Quach et al. (2008) propuseram uma nova relacdo ¢ — o para modelar o
comportamento a traccdo/compressdo de qualquer ago inox (austenitico, ferritico ou duplex) até a
extensdo Ultima. A relacdo é definida por 3 trocos e apenas pelos 3 parametros basicos Ramberg-
Osgood (E, o2, n), tendo sido comprovado por comparacéo com resultados experimentais (Quach et
al. 2008) que a curva proposta (i) tem uma elevada precisdo até niveis elevados de deformacéo e (ii)
supera a qualidade da funcdo (3.7) proposta por Rasmussen (2003) — a Unica até entdo dependente
apenas desses 3 parametros, mas apenas precisa para 0 comportamento a trac¢do. Por estes motivos, a
relacéo ¢ — o proposta por Quach et al. foi a implementada neste trabalho, tendo-se

n
o o
—+0.002| — , 0<o<o0,,
E Oy, '
n2
o, o,
&= 30.2+—+8*2p[—j , Oy, <O <0, , (3.14)

E,» 0.1

o—a
, 0,<0=0,

bro
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0,=0-0y,, O, =0;=0, e:%, 6‘0_220.002+%
__h) . E 0,008+ (0,—0,)| -], (319)
In(cy,/00) ~° 1+0002n/e" T UUlE E,, )
a=o0,(ltg,)-be,, b=0“(1ig”)_o-2(1igz), & =¢(oc=0,)

&~ &

onde (i) a tensdo e deformagdo devem ser consideradas em valor absoluto para o
comportamento a traccdo ou compressdo, (ii) o sinal superior da expressdo do 3° troco é
relativo ao comportamento a traccdo e o sinal inferior a compressao, e (iii) o1 € o2 sd0 as tensdes
limite de proporcionalidade a 1% e 2%, respectivamente, ou seja, esses valores sdo as
respectivas extensdes plasticas (as extensdes totais denominam-se ¢1 e &2). Note-se que para
garantir a continuidade da fungdo ¢ — o, a extensdo &> considerada nas expressdes de a e b
(Gltimo troco) tem de ser obtida de (3.14) para o=02 — esse valor ndo corresponde a 0.02 + o2/E,
pois o valor de o2 sera estimado, como se explicara em breve. A definicdo do expoente n é a
mais utilizada na prética e faz com que a curva passe precisamente no ponto experimental da
tensdo limite de proporcionalidade a 0.01%.

Recorrendo a regressdo linear aplicada a resultados de ensaios uniaxiais a varias ligas de aco
inoxidavel, no estado virgem ou provenientes de zonas planas de sec¢Bes enformadas a frio,
Quach et al. (2008) desenvolveram expressdes aproximadas para definir todos os parametros de
(3.14) em funcéo de n, E e oo, vindo!’

@4‘1.072

t

0';3?2+1.085

j+l.145

E;_z( j E;{
I’]zt =12.255 +1.037, n2° =6.399

Et

o' =0, (0'542 +1.072), o) =0y, (O':¥+1.085j

, (3.6)

17 Segundo Quach et al. (2008), as aproximagOes propostas ndo sdo aplicaveis as zonas dos cantos de seccOes
enformadas a frio — geralmente muito mais endurecidas que o resto da seccdo, devido ao processo de fabrico.
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. (1-0.0375(n" - 5)
O
| 0.2+185¢"

J, ligas ferriticas

t

1
oz (O.2+185e‘

j, ligas austeniticas e duplex

t
lof 2 1
g =1--22, GUC=JJ(1+8J), ef=1- -
1+¢,

u
u

em que os expoentes “t” e “C” indicam se a variavel em causa ¢ relativa ao comportamento a
traccdo ou compressao, respectivamente. Note-se que as expressdes que estimam a extensdo e
tensdo Ultimas a tracgdo (s, o) S0 as mesmas anteriormente propostas por Rasmussen (2003)
(ver (3.10)-(3.12)). Importa ainda referir que a extensdo e tensdo Ultimas a compressédo (&% ,
0%) dependem das grandezas anéalogas a tracgdo, e a relagdo proposta basea-se na hipétese (&%,
a“u)v = (g, o'u)v , onde o indice v indica que a igualdade é valida para grandezas verdadeiras®®.
Tal hipotese foi fundamentada por evidéncias experimentais que sugerem que as relacdes
verdadeiras ¢ — ¢ & compressao e a traccdo coincidem para extensdes superiores a cerca de 2%
(Quach et al. 2008). Por altimo, resta definir a aproximacdo para o». Ap0s substituir (2, o2) no

2° troco de (3.14) e resolvendo em ordem a ex2p, Obtém-se
&, Ey,— O
=+ 02 *an , E,=8—6,=0018+0,/E . (317)
Eqo> (0_*2/0-*1)

A utilizagdo simultnea desta expresséo e da defini¢do de exp indicada em (3.15), permite calcular

g*Zp

o2 atraves da resolucdo numérica (e.g., método de Newon-Raphson) da equacéo

PR
B

0, =0y, + (61 — Oy,

. (3.18)
B B
~0.008+ e(o'l/o'o.z _1) (1_ E/Eo.z)

B=0.018+e(E/E,, -1), A

Por forma a ndo aumentar o custo computacional da analise, Quach et al. (2008) propuseram a

aproximacéo da solucéo de (3.18) dada por

1+(0y/0,, —1) A%2

02 = y Oy
A"
1+ e(E/EOZ —1)(0'1/60_2 —1)W
2

. (3.19)

18 True extension e true stress, em lingua inglesa.
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Adicionalmente, 0s mesmos autores propuseram a substituicdo de o> por g2a N0 2° membro da
12 equacdo de (3.18), resultando numa aproximacdo mais precisa para o2, definida por

Eoo — 1/E ) 05, e

B

o, ~ 0y, +(0,—0y,) AV {l— W , (3.20)
a qual é adoptada neste trabalho e onde Eo 2, o1 € n2 séo determinados por (3.15)-(3.16).

Como seré referido no capitulo 4 — seccdo 4.3, os valores do modulo de endurecimento (h) e
tensdo de cedéncia (o ¥) em funcdo do parametro de endurecimento (x), sdo conseguidos por
interpolacéo linear de valores de uma base de dados, a qual é criada a partir de uma gama de
extensdes igualmente espacadas &% < ¢ < &y — uma vez que (3.14) ndo permite o calculo directo das
tensdes correspondentes, essas sdo determinadas pela relacdo inversa proposta por Abdella et al.
(2011) e posteriormente introduzidas em (3.14) para obter as extensdes da base de dados. A relacdo

inversa proposta por Abdella et al. (2011) é definida por (tensdes e deformacdes em valor absoluto)

Ec(1+Dsf)
5 o , 0<e<gy,
1+C¢ +Dg; '
E,e.(1+d &)
O=1:0,,+ &,<EZE, , (3.21)
“ l+cel +degl '
a+be
, &,<&E<g,
1t¢

& =&/, & =E—&yy, Exj =€)~ &pos ‘9*r:5*/‘9*1, 5*2r:5*2/5*1

ny

o.,

&, =0.002+0,,/E, €1=€0.2+G*1/E0.2+6‘*2p, ‘92:50-2+0*2/Eo.2+‘9*2p —
*1

GO _ 0002E ’ G1 _ gO‘ZEO.Z (n _1) ’ B1 — GlEO.Z (n + GO) ’ 82 — Glsn 2
Oo. Oo. E (n-1)

1+, /1+4B
A:¥’ Q:1+E, P=A+G, D= A >0, C=G,(1+D) , (3.22)
A A

2 _
E - E

HO:S*zp 0.2, le(nz 1)(H0+1)' sz&z 0.2 ~1, p=1+ H1
o, 1+n,H, o.,

(n, —1)*(H, - H,) 1 H
= , g=p+———|IN(1+A)+In| L ||>1
& (1+n,H,)(1+n,H,) =P In(g*Zr) (1+4) H, g
d=—1_ c=H,(L+d)
g-1
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onde (i) o sinal superior da expressdo do 3° troco de (3.21) € relativo ao comportamento a
traccdo e o inferior a compresséo, (ii) as expressoes &1 e &2 sdo obtidas de (3.14) para o1 € o2,
respectivamente, de modo a garantir que (3.21) coincida com essa curva nesses pontos'®, e (iii)
todas as variaveis nao definidas em (3.22) sdo calculadas através de (3.15)-(3.20). Como forma
de validacao, Abdella et al. (2011) compararam (3.21) com as inversdes numericas de (3.14)
para as curvas experimentais obtidas por Rasmussen (2003) e Gardner e Nethercot (2004a). Os
mesmos autores constataram que as maiores diferencas foram obtidas até extensdes de cerca de
2% (onde ocorrem os maiores gradientes), nunca excedendo 0s 4% em todo o dominio.

Por altimo, sendo o calculo do médulo de endurecimento (h) do material dependente do gradiente
de/de, como se vera no proximo capitulo (seccdo 4.4), julga-se conveniente apresentar esse
gradiente relativamente a (3.14), vindo

n-1

1 ioo0o2n[ 2| L , 0<o<o,

E 02 02 .
d L vl
=L — t&y, HZ(O-*J - 1 00, <0 =0, , (3.23)
dO' 0.2 0-*1 O-*l l

bfot(o-a

+9 (0'2 ) , 0,<0=0,

(b¥o)

onde os sinais superiores que figuram no 3° tro¢o dizem respeito ao comportamento a traccéo, e 0s
inferiores ao comportamento a compressao.

3.2.5.1 A tenséo de cedéncia inicial

Como mencionado anteriormente, 0s agos inoxidaveis ndo exibem uma transicdo bem definida entre
0s regimes elastico e elasto-plastico, sendo a tensdo limite de proporcionalidade a 0.2% (o02)
habitualmente tomada como tensdo de cedéncia em regras de dimensionamento (e.g., CEN 2006a). No
entanto, segundo Johansson e Olsson (2000) e Wu (2005)%° n3o ¢ vidvel tomar essa tensdo em estudos
numéricos para definir a cedéncia inicial (carregamento inicial), independentemente do modelo
constitutivo adoptado. Como alternativa, esses autores propoem a utilizacdo do limite de

19 Apesar de (3.14) garantir e=go2 quando o=a9.2, 0 MesmMo ndo acontece quando o=o1 € 6=05.
A continuidade entre trocos das relacBes (3.14) e (3.21) foi numericamente assegurada na implementagdo computacional.

20 Segundo Wu (2005), o limite elastico (ou tenséo de cedéncia) e a tensdo limite de proporcionalidade dos metais
sdo experimentalmente indistinguiveis.
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proporcionalidade, o que significa que o comportamento eléstico do material é assumido linear. Na
verdade, varios investigadores (e.g., Ellobody e Young 2005, Lecce e Rasmussen 2006a, Becque e
Rasmussen 2009, Hassanein 2010) tém utilizado com sucesso essa recomendacao, tendo sido por isso
adoptada neste trabalho — a tenséo limite de proporcionalidade a 0.01% (ooo1) € considerada como
tensdo de cedéncia inicial, valor usualmente encontrado na literatura (e.g., Lecce e Rasmussen 2006a,
Becque e Rasmussen 2009, Hassanein 2010). De acordo com (3.15), a tensdo ooo1 pode ser calculada
através de

In(on2) - In(20)
Coo1 =€ " . (3.24)

3.3 Conclusoes

Tendo em vista analisar o comportamento de elementos estruturais de ago, apresentam-se neste
capitulo os modelos adoptados para simular o comportamento uniaxial do a¢o carbono e do aco
inoxidavel. Importa salientar que ha diferencas evidentes entre 0 comportamento mecanico de ambos
0S materiais, tais como o facto de os acos inoxidaveis (i) ndo apresentarem um patamar de cedéncia
bem definido e exibirem uma relacdo o-¢ significativamente néo linear, e (ii) serem caracterizados por
um maior endurecimento ap6s a cedéncia, até niveis elevados de ductilidade (tornando-os mais
adequados para desempenho anti-sismico). Optou-se pela tipica lei bi-linear para modelar o aco
carbono (com ou sem endurecimento) e pela relacéo néo linear (¢-o) proposta por Quach et al. (2008)
para simular o aco inoxidavel. Esta Ultima, (i) é valida para 0 comportamento a tracgdo/compressao
até a extensdo Ultima de qualquer tipo de aco inoxidavel (austenitico, ferritico ou duplex), e (ii)
depende apenas dos 3 parametros basicos de Ramberg-Osgood (E, ooz, n). Estes autores mostraram,
por comparacao com resultados experimentais, que a relacdo por eles desenvolvida tem uma elevada
precisdo até niveis elevados de deformacdo, tendo superado a qualidade da funcdo proposta por
Rasmussen (2003), a unica que até entdo dependia de apenas 3 parametros. Foi também apresentada
uma Optima aproximacao da fungdo inversa o — ¢, proposta por Abdella et al. (2011), a qual foi Util na
implementacdo do modelo de plasticidade descrito no Capitulo 4. Esta permitiu, por exemplo, a
criacdo de uma base de dados para determinacéo dos valores do modulo de endurecimento e tensdo de
cedéncia em funcdo do parametro de endurecimento. Como mencionado anteriormente, 0S agos
inoxidaveis ndo exibem uma transi¢do bem definida entre os regimes eléstico e elasto-pléastico, sendo
a tensdo limite de proporcionalidade a 0.2% (o0.2) habitualmente tomada como tenséo de cedéncia em
regras de dimensionamento (e.g., CEN 2006a). No entanto, segundo Johansson e Olsson (2000) néo é
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vidvel tomar essa tensdo em estudos numéricos, e como alternativa propuseram a utilizacdo do limite
de proporcionalidade. Deste modo, decidiu-se assumir 0 comportamento elastico do ago inox como
linear, e a tensdo limite de proporcionalidade a 0.01% (co.01) foi adoptada como tensdo de cedéncia
inicial — trata-se de um valor usualmente encontrado na literatura (e.g., Lecce e Rasmussen 2006a,
Becque e Rasmussen 2009, Hassanein 2010).
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Capitulo 4

Teoria de Escoamento J»

4.1 Superficie de cedéncia

A teoria de escoamento J> (e.g., Chen e Han 1988, wu 2005, De Borst et al. 2012) baseia-se no
critério de cedéncia de von Mises, o qual € (i) valido para materiais isotrdpicos e simétricos?, e
(if) frequentemente adoptado para simular o comportamento de metais (ver sec¢do 1.2 do
Capitulo 1), vindo para um estado tri-dimensional de tenséo

f(o,x)=F(c)-0c’(x)=0
, (4.2)

i (J) B _3J2 B \/%((O-XX - GSS)Z + (O-SS o O-ZZ )2 + (Gxx - Gzz )2) + 3655 + 36; + 36522

onde (i) f € uma funcdo de cedéncia (i1) baseada na hipétese de independéncia da pressdo
hidrostética, e (i2) dependente do 2° invariante do tensor das tensdes deviatdrico, Jz, 0 qual esta
relacionado com as tensdes principais de corte do tensor das tensdes?, (ii) F(o) € a tensdo de von
Mises e (iii) o Y(x) é a tensdo de cedéncia como funcdo do pardmetro de endurecimento x
(escalar) — p.e., obtida a partir da lei constitutiva uniaxial (ver seccdo 4.3)°. A representacéo de

1 Por simplicidade, daqui em diante o termo “isotropico” sera utilizado para caracterizar um material cujo
comportamento seja isotropico (independente da direccéo) e também simétrico (igual a traccdo e a compressao).

2 Segundo Wu (2005), a cedéncia inicia-se quando a energia elastica de distor¢do ultrapassar um valor limite.

3 As componentes de tensdo e deformacdo que envolvam a direccdo da espessura das paredes da sec¢do (z) séo
consideradas nulas na GBT, hipdtese subjacente na restante formulagédo apresentada neste capitulo.
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(4.1) no espago das tensdes principais (Fig. 4.1(a)) resulta numa superficie de cedéncia cilindrica de
raio o(x) V2/3 (Christensen 2006), cujo interior define o dominio elastico. Importa também referir
que este critério permite, para certas trajectdrias de tensdo, que as componentes de tensdo normal
(oxx, 0ss, 077) excedam a tensdo de cedéncia sem que o material plastifique — p.e., a trajectéria o
indicada na Fig. 4.1(b) intersecta a linha de cedéncia para o1 > ¢’(x). Ao invés, basta alguma
componente de corte (oxs, 0w, 0s2) igualar a tensdo de cedéncia ao corte puro? (¥(x)/V3), para que o

vector tensdo intersecte a superficie de cedéncia f (o, x)=0.

A 02

o) | —

(@) (b)

Fig. 4.1. Representacdo da superficie de cedéncia de von Mises no espaco das tensdes principais: (a) 3D e (b) no plano ¢5=0.

4.2 Regra de escoamento

A regra de escoamento define o incremento (infinitesimal) de deformacéo plastica a que um ponto
material genérico sobre a superficie de cedéncia pode estar sujeito. Uma regra frequentemente utilizada
para metais (com ou sem endurecimento) é definida pela equacdo Prandtl-Reuss (Wu 2005)

of
de; =dej +def, dgi}’=d,u7 , du=0 , (4.2)
ij P
onde (i) de, de® e deP sdo o vector incremento de deformagdo e correspondentes parcelas elastica e
plastica, respectivamente, (ii) du é um factor (escalar) de proporcionalidade®, (iii) f é a funcio de

cedéncia, (iv) o vector o contem os valores das componentes de tensdo nesse ponto material e (v) of

4 Obtida ao introduzir omn=0 (Mn#xs) em (4.1).

5 Como se podera concluir através da formulacdo apresentada neste capitulo, é indiferente o valor de u associado a
superficie de cedéncia inicial, adoptando-se por simplicidade x=0.
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|/ 6o denomina-se vector gradiente, € normal a superficie de cedéncia em ¢ e aponta no sentido
exterior, definido assim a direc¢do e sentido de de” — trata-se, por isso, de uma regra de escoamento
associada. Apesar de ter sido validada experimentalmente por varios autores (e.g., Ohashi et al.
1975, Philips e Moon 1977) para superficies de cedéncia iniciais e subsequentes, e de ser
frequentemente utilizada com sucesso na modelacdo de metais, esta regra ndo permite simular
adequadamente o comportamento de materiais como solos ou betdo (De Borst et al. 2012).

A andlise de (4.2) permite ainda concluir que de®ii=0 se f for dada por (4.1), ou seja, o material
exibe incompressibilidade plastica® — hipotese fundamental das teorias de escoamento aplicadas
a materiais metalicos (Wu 2005). Por altimo, ha que estabelecer um critério para definir se um
ponto material sofre escoamento plastico quando sujeito a um incremento de deformacdo Ae.
Nesse sentido, considere-se um ponto genérico que no instante j (vector tenséo gj) se localiza
sobre a superficie de cedéncia f (o, k) = 0 ou na respectiva regido elastica. Calculando fe = f
(o=0j+D°A¢, k), onde D®A¢ é uma variacao elastica de tensdo, conclui-se que Ae conduz a
escoamento plastico (Au >0) se e so se fe > 0 — caso contrario, o incremento de deformacéo
ocorre totalmente em regime elastico.

4.3 Matriz constitutiva elasto-plastica

Pretende-se agora derivar a relacdo do-de num ponto (i) sobre a superficie de cedéncia f (o,
k)=0 e (ii) sujeito a uma variacdo infinitesimal de deformac&o plastica (du>0). Este tipo de
relacdo é bastante Util, por exemplo na formulacdo de métodos que estimam as tensdes e
parametro de endurecimento em pontos sujeitos a deformacdo pléstica (abordado na seccédo
4.5). Seguidamente derivam-se duas relacbes do-de possiveis, baseadas respectivamente nas
matrizes constitutivas elasto-plasticas (i) convencional (do = D®®de) e (ii) consistente (do =
De"de). E reconhecido (De Borst et al. 2012) que a utilizacdo de D" em detrimento de D
num método incremental-iterativo do tipo Newton-Raphson (N-R) (determinacdo da matriz de
rigidez tangente), permite melhorar significativamente a sua eficiéncia computacional (reduz o
namero de iteracdes).

6 A variacdo relativa de volume de um elemento infinitesimal de um corpo, com volume inicial dV; e sujeito a
deformacdo, é dada por (dV:- dVi)/ dVi= (1+ex) (Lt+ey) (L+en) — 1 = e + &y + &2 = sii.
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4.3.1 Matriz constitutiva convencional
Defina-se a equacdo de consisténcia de Prager (De Borst et al. 2012), vélida para qualquer
ponto nas condicOes supracitadas,

df = f (o +do,xk+dx)—f(0,x) = o

80“-

do; — hduy =0 , (4.3)

oK

onde h se denomina modulo de endurecimento e € definido por

A

= dx, h>0 , (4.4)
du ok

o,K

sendo nulo para materiais que ndo exibam endurecimento (perfeitamente-plasticos). Enquanto
que (i) nesse caso (h=0), (4.3) traduz a ortogonalidade entre os vectores gradiente (Jf / do) e
incremento de tensdo (do), ou seja, o Ultimo é tangente a superficie de cedéncia no ponto (o, ),
(ii) no caso de materiais com endurecimento (h>0), do é secante a superficie de cedéncia e
aponta no sentido exterior da mesma.

Uma vez que no presente trabalho apenas se pretende considerar materiais que exibam
resposta linear em regime eldstico, este pressuposto estd subjacente daqui em diante. Como tal,
a relacdo o-¢° em regime elastico ou elasto-plastico € definida por

E Ev O e
XX 1-2 Exx

c=D*"<|o, |=|5 01| & =De(€—8p) , (4.5)

ss _y 1-1/2 ss

Oy 0 0 Gl 7

O

< <
T
m <

[

onde D® é a matriz constitutiva elastica utilizada na GBT. Ao aplicar o operador diferencial a ambos

0s membros e tirando partido da regra de escoamento (4.2), obtém-se (De Borst et al. 2012)

] . (4.6)

Ao (i) multiplicar ambos os membros por [(&f / d0)|s]" e (ii) aplicar (4.3), obtém-se
af T f T T
I do=| L | pode—| 2 | Dea
oo |, oo |, oo | oo

a qual pode ser reescrita em ordem a du, e a respectiva expressao inserida em (4.6) de modo a

da:De(dg—dgp)zDE(dg—dyai

(o3

=hdu , (4.7

o

obter a relacdo do-de, obtendo-se
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TRe
du="D49e o Dde—Dndu=D"de, Dep:[De—

n"D®n+h

D®nn'D®
n"Dn+h

oK

aaxx zo-xx — O » (48)
of of 1

_ o _ _ l _ 2 2 2 2
n—g_ so. |~ 2F(0) 20, -0, | F(U)—\/Z[(JXX o) +GXX+USS:|+3JXS

af JXS

onde (i) n é o vector gradiente (particularizado para o critério de cedéncia de von Mises) e (ii)
D a matriz Jacobiana do/de (simétrica), frequentemente designada por matriz constitutiva
elasto-plastica convencional.

4.3.2 Matriz constitutiva consistente

Considere-se agora Ao = gj- 5.1 resultante da imposicao do incremento elasto-plastico Ae = &j- &1,
onde o instante (i) j-1 diz respeito a configuracdo de equilibrio anteriormente determinada pela
estratégia incremental-iterativa (abordada no Capitulo 5), e (ii) j diz respeito ao ponto genérico
da superficie de cedéncia onde se pretende determinar a relagdo “consistente” do-de. Para esse
efeito (De Borst et al. 2012), comege-se por aproximar Ao através da expressao

Ao =D°Ae—AuD®n;, Au=p;—pu,, , (4.9)
a qual foi baseada em (4.8) com excepcdo do ponto em que o vector gradiente (n;) é calculado,

0 qual passa a ser (oj, xj) em vez de (aj-1, kj-1). Aplique-se agora o operador diferencial a ambos
0s membros da equacéo, vindo (note que dAs=dej e dAu=dLy)

o;=d(c;,+D*Ae—AuD"n;)

<
do; =D%de; —dy,D°n;, - AuD® — on do, - AuD® — on _ox , (4.10)

oo oK 8(A,u)

<
do; = Hj(dgj _dﬂjﬁj)
onde j é um indice livre, e Hj (matriz simetrica) e im;séo dados por

-1 on on ok
H. =(X| | D° X=1+AuD*—, N.=n +Au—— , (411
= (%) o Hox oul, @10
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obtendo-se para o critério de cedéncia de von Mises (ver definicdo de n = [ny, nz, n3]" em (4.8))

on,  on, on, |
5 56O'XX aao-ss aao-xs 1 1- nlz - (1/ 2+ nan) —NN,
on_|en, o o, | _ ~(Y2+nn,)  1-n?  -nn,|, A =n,. (412)
oo |0o,, 0o, Oo, | F(o) 5
-nn, —n,n, 3-n;
on, on, on,
| 0o,, Odog, 00 |

Por fim, ao impor em (4.10) que o incremento doj verifique a equacdo de consisténcia (4.3),

obtém-se a relacdo do-de “consistente”

do=|H-——— d (413
¢ ( nTHn+hjL_ _ ¢ @1

onde D®” é a matriz constitutiva elasto-plastica consistente (simétrica). Ao comparar esta
matriz com a convencional (D®?) definida em (4.8), constata-se que seriam idénticas se H=D".
No entanto, como se pode observar em (4.11), a matriz H depende também de propriedades elasto-
plasticas, facto responsavel pelo aumento da eficiéncia computacional referido no inicio desta seccao.

4.4 Endurecimento isotropico

Pretende-se agora definir o pardmetro de endurecimento (escalar) « e tensdo de cedéncia ¢¥(x) que
figuram no critério de von Mises (4.1), através dos quais é possivel calcular o médulo de
endurecimento definido em (4.4). A determinacdo do incremento infinitesimal dx é frequentemente
baseada em uma de duas hipdteses existentes na literatura (De Borst et al. 2012), denominadas (i)
endurecimento por dissipacdo de energia’ e (ii) endurecimento por deformacio® , traduzindo-se

respectivamente por

T P

de=c'de? ou dzczad'9 . (4.14)
o’ (x)

di = %(dg")ngp . (4.15)

7 Work-hardening, na lingua inglesa.
8 Strain-hardening, na lingua inglesa.
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Estas expressfes sdo independentes da orientacdo do volume infinitesimal (ponto material) em
causa. Neste trabalho, optou-se por utilizar a segunda expressdo de (4.14), frequentemente
adoptada na modelacdo de materias metalicos (De Borst et al. 2012). Tirando partido da regra
de escoamento (4.2) aplicada ao critério de von Mises, tem-se

d d
dx=—*# on=—"H F(o) , (4.16)
o’(k)  o'(x)
onde n € o vector gradiente e F(o) esta definida em (4.1). Pelo facto de dx se referir a um ponto
sobre a superficie de cedéncia, tem-se F(o)=0"(x) (ver (4.1)) e consequentemente

de=du . (417)

A consideracdo desta relacdo permite simplificar a expressdo do médulo de endurecimento
definida em (4.4), obtendo-se

of

oK

_do’(x)
 dxk

h = (4.18)

oK P

Sendo ¢¥(x) uma funcdo independente do estado de tensdo, a aplicacdo de (4.2) para o estado

uniaxial o = (oxx, 0ss, 0xs) = (o, 0, 0) permite concluir que

def =dx=du , (4.19)

obtendo-se para um estado de tensdo genérico®

_do’

p L
deg |0

XX Exx=K=U

h

(4.20)

sendo ¢¥=¢"(Px) a relagdo uniaxial entre a tensdo de cedéncia e a extensdo plastical®. Uma vez
que as leis uniaxiais encontradas na literatura relacionam tensdo com extensdo total, é
conveniente derivar uma expressao equivalente a (4.20) que dependa apenas da relagéo o(¢) ou
e(0). Seja &' a extensdo total correspondente a tensdo de cedéncia inicial dessa relagdo, o
incremento de tensdo de cedéncia num ponto genérico £>¢% é dado por

9 Adopta-se, sem perda de generalidade, um valor inicial nulo para « (& semelhanca de ), originando &Pw=u=x.
10 Daqui em diante, a extensdo determinada num ensaio uniaxial passara a designar-se & em vez de exx.

Nos casos em que 0 comportamento a traccdo e a compressdo ndo forem exactamente iguais e, caso se pretenda
aplicar este modelo, sugere-se que 0 mesmo seja baseado na curva a compressao pelo facto do comportamento
de perfis de parede fina ser frequentemente dominado por fenémenos de instabilidade.
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y
de, d¢ =dse+d3p=d%+dep . (421)

y:da
exgf

do

de e>gf

onde E € o modulo de elasticidade do material. Apds simples manipulagdo algébrica para obter
uma expressdo equivalente a (4.20), tem-se

O, do

=0 = , (4.22
1- gafg/E + o ( :

ESZS&’
onde ¢ é a extensdo total cuja parcela plastica vale eé’=«x=gu, valor conhecido em qualquer
instante e ponto material através dos métodos a abordar na sec¢do 4.5. Uma vez que a relacdo
e?(¢) é ndo linear no caso geral de um material com endurecimento isotropico arbitrario (ver
(4.21)), o valor pretendido ¢(e’=x) sé pode ser obtido com recurso a um método numérico (e.g.,
N-R). Para evitar este elevado custo computacional, a solucdo adoptada consiste na construgédo
(antes do inicio da estratégia incremental-iterativa) de uma base de dados (matriz) que guarde,
para uma vasta gama de extensdes & < & < e (intervalos Ae=1x10°), os valores
correspondentes da (i) tensdo de cedéncia ¥ 11, (ii) deformacéo plastica (¢ = & — ¢/E > 0) e (iii)
modulo de endurecimento h — valores de ¢¥(x) e h(x) ndo existentes na matriz sdo obtidos por
interpolacdo linear.

O caso mais simples de endurecimento de um material traduz-se na lei bi-linear ilustrada na
Fig. 3.2 do Capitulo 3, caracterizada por (i) um mddulo de endurecimento constante dado por

E, , (4.23)

h=— —t
1-E,/E

obtido ao igualar g.- a Er em (4.22), e (ii) uma tenséo de cedéncia ¢¥(x) = 6”0+ hx (relembrar (4.18)) —
este cendrio dispensa a utilizacéo da base de dados referida no paragrafo anterior.

4.5 Métodos explicitos e implicitos de integracdo numérica

Uma etapa fundamental em anélises elasto-plasticas diz respeito a integragdo numérica das
relagOes constitutivas incrementais com o objectivo de determinar as variagOes de tensdo (Ao) e do
parametro de endurecimento (Ax) em todos os pontos materiais (pontos de integracdo de Gauss) que
sofram escoamento plastico quando sujeitos a uma variagdo de deformacdo Ae (condicdo para que
ocorra deformacdo plastica estd especificada na sec¢do 4.2). Os métodos mais utilizados na

11 Em modelos a(¢) que sejam ndo lineares em todo o dominio, &' devera corresponder ao ponto da curva
escolhido para aproximar o limite de proporcionalidade (tenséo de cedéncia inicial).
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literatura podem ser classificados em explicitos ou implicitos'? — em relago aos ltimos, deve-se alertar
para 0 facto de a utilizacdo do método de N-R poder causar problemas de convergéncia no caso de
superficies de cedéncia que exibam vértices e/ou gradientes de curvatura elevados (Sloan et al. 2001).
Relativamente aos métodos explicitos, e embora tenham um dominio de aplicacdo muito vasto, devem
ser utilizados com algum cuidado uma vez que nao garantem (ao contrario dos implicitos) que a solucdo
satisfaca a condicdo de cedéncia para uma tolerancia (TOL) pré-definida, ou seja, que | f [<TOL. De
acordo com Sloan et al. (2001), tanto a precisdo como a eficiéncia dos métodos explicitos podem ser
significativamente melhoradas ao adoptar estratégias de (i) sub-incrementacdo da deformacdo, (ii)
correccdo da solucdo final tal que | f [<TOL, e ainda (iii) controlo do erro — as duas primeiras
recomendagdes foram implementadas neste trabalho e serdo abordadas na sub-seccéo 4.5.4.

Os métodos de Euler Progressivo (explicito) e Regressivo (implicito)!? sdo os mais populares em
problemas elastoplasticos. Pertencem a uma familia de métodos cujo objectivo é calcular a solucdo
na configuracdo t + At com base na solugdo na configuracdo t + aAt (0<a<l), sendo que (i) t
corresponde a iminéncia da ocorréncia de cedéncia (inicial ou subsequente) e (ii) At reflecte a
imposicdo do incremento elasto-plastico de deformacdo Ac® (Ac = Ae® + Ac®, onde Ae*=0 se o
incremento elastico de tensdo D®Ae, imposto ao estado inicial conhecido (g, xj), ndo cruzar a regido
elastica da superficie de cedéncia correspondente) — 0s métodos progressivo e regressivo
correspondem a a=0 e a=1, respectivamente. No entanto, ha métodos propostos na literatura que
adoptam valores de a intermédios, como 0=1/2, valor usado no método da Normal Média'*. Note-
se ainda que os métodos definidos por o>1/2 sdo incondicionalmente estaveis'®. Como resultado
de uma avaliacdo cuidada por parte de varios autores, é sabido que para o critério de von Mises
(De Borst et al. 2012), (i) o método de Euler Regressivo é especialmente preciso para
incrementos de deformacdo maiores, enquanto que (ii) o método da Normal Média é o mais
preciso de todos para menores incrementos. Estes factos conduziram a adopcao destes dois
métodos na realizagdo das analises numéricas apresentadas nos capitulos 6 e 7 — a formulacao
dos trés métodos de integracdo mencionados anteriormente é apresentada em 4.5.1-4.5.3. Antes

12 Os explicitos sdo baseados em varidveis conhecidas e, por isso, permitem obter as varidveis desconhecidas sem
recorrer a qualquer processo iterativo. Ao invés, os métodos implicitos baseam-se em varidveis desconhecidas
e envolvem a resolugdo numérica de um sistema de equagdes ndo lineares para cada ponto material.

13 Designados respectivamente por Forward Euler e Backward Euler, em lingua inglesa
14 Mean Normal, em lingua inglesa.

15 Um método deste tipo diz-se numericamente estavel se os erros tenderem para zero ao fazer tender o
incremento de deformacéo para zero (incondicionalmente estavel se ndo depender do tamanho do incremento).
Caso contrario, 0 método diz-se instivel e tal resulta de erros de arredondamento.
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de o fazer, convém distinguir os trés cenarios possiveis de ocorréncia de deformacdo plastica

num ponto caracterizado inicialmente por (oj, x;), tendo-se:

() f(oj, x5)<0 — ponto de tenséo no interior (regido elastica) da superficie de cedéncia f (o, x;j)=0;

(11) f (5, x5)=0 e n;TDAe<0 — ponto de tensdo sobre a superficie de cedéncia e variagio elastica D°Ae
cruza a respectiva regiao elastica;

(1) f (g5, 5)=0 e n;"D®As>0 — ponto de tensio sobre a superficie de cedéncia e variagio elastica
D®Ae ndo cruza a respectiva regido elastica.

Ao contrario do cenario (lll), onde o incremento de deformacdo ndo tem qualquer parcela
meramente elastica (Ac® = 0, Ae =Ac®), nos cenarios (1) e (I1) tem-se Ae=Ac®+ Ae™ e serd Util definir
qual o vector tensdo (oc) que resulta da imposicéo do incremento elastico As*=pAe (0<B<1), ou seja,
qual o valor de B tal que f (oc = g5+ DPAc®, x5)=0 — para o critério de cedéncia de von Mises tem-se

b+ /b’ —4ac

2a

ap+bpf+c=0 B=—

a=%[AZ+BZ+CZJ+3D2, b=A(axx)j+B(ass)j+CAJJ.XX’SS+6D(GXS)J_ . (4.29)

c=[F(o )T [ (x, )]2, Ao = (o~ 0,

onde (i) F(aj) e ¢*(xg) séo a tensdo de von Mises e de cedéncia (ver (4.1)) no instante j, (ii) o sinal inferior
em B (negativo) € para ser usado apenas quando f (gj, x5) = 0 (c = 0), e (iii) A-D sdo constantes dadas por
A=(Ao,),, B=(Aoy), C=A-B, D=(Aoc,)

(4.25)
Ao, =D°Ac=[Ac, Ao,

SS

AO'XSI

4.5.1 Método de Euler Progressivo

Com o objectivo de determinar as tensdes (o) e 0 pardmetro de endurecimento (x) resultantes
da imposicdo de um incremento de deformacdo (Ae) que provoca escoamento pléastico,
considere-se o caso genérico ilustrado na Fig. 4.2, correspondente aos cenarios (I) ou (II)
anteriormente descritos. Nestes casos, um incremento elastico de tensdo (Ac°=D°Ac®) deve
primeiramente ser imposto para “transferir” 0 ponto de tensdo inicial (o;) até a superficie de
cedéncia mais proxima, obtendo-se o=cc. Posteriormente, a imposi¢do do incremento elasto-

plastico de tensdo definido por este método (As™) conduzird a solucao final (oj+1, kj+1=uj+1). De
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outra perspectiva, pode-se afirmar que a variacdo de tensdo que conduz a solucdo final é obtida
por Ao = Acpre + Accor , onde Acpre = Ac® + Acce = D°A¢ € uma parcela elastica previsora, e
Accor = 0j+1 — 0e CONStitui uma parcela correctora. Tirando partido da relagdo incremental (4.8),

a estimativa da solugdo final obtida pelo método de Euler Progressivo é dada por
Oj1=0, + AO-cor =0, — A/ucDe ne

n"'D°Ae® . (4.26)

n"D°n+h

o, =0;+DAs, Ay, =p;, - u :(

Aapre (O’C K| )

onde ¢ ¢ um indice livre e indica que o factor Au e 0 vector gradiente n sdo avaliados para (oc,
kj) — ver Fig. 4.2. No caso de se estar perante o cenario (I1), referido antes desta sub-seccdo, as
expressdes (4.26) mantém-se validas mas tem-se oc = gj € Ac =A™,

Convem referir que para superficies de cedéncia curvas (e.g, von Mises), 0 método de Euler
apresentado sé conduz a estimativas razoavelmente precisas (tais que a condicao de cedéncia
f(oj+1,65+1)=0 ndo seja significativamente violada) se o incremento de deformacéo for suficientemente
pegueno, condicdo necessaria e suficiente para garantir a estabilidade numérica do método (De Borst
et al. 2012). Com o intuito de melhorar a robustez e precisdo do método, a sua implementacéo foi

complementada com as técnicas de sub-incrementacdo e correcgao descritas na sub-sec¢do 4.5.4.

Oe
Aoce = DeASEp
— ~ .
\ .
] ~.
. Aocor = (Dep'De) AP
\0
\

Ac® = DAt TN AP JVUJ. 1

\

Ao \ F (0, 51:)=0
-
: regime

elastico linear f (o, 15)=0

> O'”
Fig. 4.2. llustragdo do método de Euler Progressivo (explicito).

103



Capitulo 4

4.5.2 Método de Euler Regressivo

Segundo De Borst et al. (2012), este método implicito € mais robusto (incondicionalmente
estavel) que o explicito anteriormente descrito. Relativamente a sua formulacdo, a relacéo (4.26)
mantém-se valida com a seguinte diferenca: todas as varidveis que eram avaliadas em (oc, ;)
(grandezas conhecidas) passam a sé-1o em (oj+1, xj+1) (variaveis a determinar), obtendo-se

O-j+1 = Ge + AGcor = Ge - AﬂjﬂDe nj+l
, (4.27)

o, =0+ D°Ae, Afig = Hin = H;

onde se pode observar que o nimero de incognitas (as 3 componentes de oj+1 € uj+1) excede 0
namero de equacdes (n° de componentes de oj+1) em uma unidade, pelo que tem de ser adicionada
uma equacdo ao sistema. Segundo este método (ao contrario dos explicitos), essa equacdo permite
garantir que a solucdo final satisfaca a condicéo de cedéncia, ou seja
f (O'j+1’ﬂj+1) =0, py, =K, , (4.28)
dando origem ao sistema de equacdes nao-lineares
g (O-j+1'luj+l)
=0, ¢ (O-j+lhuj+1) = 0117 Oback:  Oback = Te _(:um —H; ) D°n;, . (429
f (Gj+1’/uj+l)

Para resolver este sistema, recorre-se ao método de N-R (ver anexo 4.A), segundo o qual a
soluc&o obtida no final da iteragdo k (6"*%j+1, £**%+1) é dada por

-1

9 9
|:O-:(:11:| _ lio-;'(+1:| oo 8,u g (O_Ij(Jrl' ILle(Jrl) (4 30)
ﬂ;(:-ll /u:'(+1 nT i f (G:-(Jrl, :u:'(Jrl)
(0'5'(+1vﬂlj<+1)
onde os gradientes da matriz Jacobiana (4 x 4) para o critério de von Mises sdo definidos por
a—g:”(um—ﬂj)Dea—n, Y _p, ALy . (431)
oo oo o ou

sendo | a matriz identidade (3 x 3) e h o médulo de endurecimento (ver (4.22)). Como solugdo
inicial (olj+1, 1Yj+1), foram implementadas duas possibilidades: a solucio obtida pelo (i) método
de Euler Progressivo descrito anteriormente (adoptada na obtencéo de resultados numeéricos) ou
(ii) Algoritmo de Retorno Radial (Crisfield 1991), sendo este tltimo definido por
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f(o., Kk,
i (0o k) . n, _of 432
n, D°n, + h(l('j) 00 |,

o-j+1 =0, — A/,l Dene’ A/u SHipg— M=

onde oe é dado por (4.27). Relativamente ao critério de convergéncia proposto para terminar o
processo iterativo (4.30), tem-se'®

k+1

g(a?:fllujﬂ)

el e 10*<eg<10® . (4.33)
f (O-j+l’luj+1) 5

4.5.3 Método da Normal Média

A aplicacdo deste método requer uma primeira etapa que consiste em calcular, através de um dos
métodos apresentados anteriormente, a solucéo (ow, x« = 1) correspondente a imposicdo de parte do
incremento de deformacdo. A fracgdo deste incremento deve ser tal que a parcela elasto-plastica
original (Ae = A&® + Ae®) seja reduzida a metade. Posteriormente, a solugdo final (gj+1, xj+1 = gj+1) €
obtida de forma explicita com base em (o4, ka), OU seja (relembre a Eq. (4.26))

C,=0,+Ao, =0, —Au,D"n,
(4.34)
n'D°Ag® j

o, =0+ D¢, Ap, =y, —py = [m

(Oa k)

Importa ainda referir que a natureza explicita do método levou o autor a implementar a
correccgdo desta solucdo de acordo com os algoritmos apresentados na secgédo seguinte.

4.5.4 Técnicas complementares — correccao e sub-incrementacao

Com vista a melhorar a precisao e a eficiéncia dos métodos explicitos, Sloan et al. (2001) proposeram
varias técnicas complementares, tendo sido implementadas a (i) sub-incrementacéo e (ii) correccéo da
solucéo final. Esta ultima deve ser aplicada sempre que a solucéo final (gj+1, kj+1) ndo satisfaca a
condicdo de cedéncia para uma toleréncia (TOL) especificada a priori, ou seja, | f(oj+1, kj+1) |>TOL. Dos

dois métodos correctivos implementados, designados Consistente e Normal, o primeiro € o0 que

16 No caso do critério ndo ser satisfeito, o processo iterativo é interrompido na verificagdo de pelo menos uma das
seguintes condig@es: (i) a iteracdo corrente é a 102, (ii) x*}j+1 < -0.001 ou (iii) a norma apresentada em (4.33)
aumenta face a iteracdo anterior. Neste cenario, a melhor solugéo entre as determinadas tal que g j+1> {j, sera
adoptada para prosseguir com a analise.
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apresenta maior fiabilidade por garantir que o incremento de deformagéo imposto (A¢), o qual originou
a solucdo a corrigir, permaneca inalterado (consistente com o MEF). Por este motivo, 0 método
Consistente é aplicado primeiro e impde que

e
0,,=0;,+00, 60=-0kDn,
, (4.35)
flo.,.k
1 Kjn
Kjy =Ky + 0K, OK = T( - J+)
r]j+1 D r]j-¢-1+hj+1

onde (i) hj+1 € nj+1 s&o 0 modulo de endurecimento e vector gradiente avaliados em (oj+1, Kj+1),
e (ii) oo e ok sdo correcgOes a aplicar iterativamente até que |f (gj+1, kj+1) |[< TOL seja satisfeita.
Na eventualidade de surgir algum problema de convergéncia, o qual ¢ identificado se a solucéao
corrigida apds alguma iteragéo for pior (|f (0j+1, kj+1) | maior) do que a solucéo néo corrigida, 0
método Consistente deve ser abandonado e 0 processo correctivo reiniciado com base no método
Normal. Este método assume que o pardmetro de endurecimento permanece inalterado (6x = 0),
sendo a correccao das tensdes dada iterativamente por

—f (O-j+l’Kj+l) Ni

n..'n

+ 00, oo =

0iu1=0ju . (4.36)

j+1 T+l

Relativamente ao critério de convergéncia usado em ambos os algoritmos Consistente e Normal, tem-se

|f (010 55)| <& min{F(o,,).0”(x:)}, £=10"a 107 . (4.37)

onde F e oY sdo as tensdes de von Mises e de cedéncia, respectivamente. Segundo Sloan et al. (2001),
ambos os algoritmos s&o robustos e eficientes (convergem tipicamente em 5 a 10 iteragdes)*’.

Por ultimo, a técnica de sub-incrementacdo implementada consiste em (i) dividir o incremento de
deformacéo elasto-plastico Ac®® (Ae = Ac® + Ae®) em N sub-incrementos iguais (foi implementado
N=3), (ii) calcular a solucdo relativa a imposicéo de cada sub-incremento A&**/N (optou-se por corrigi-la
através dos algoritmos apresentados anteriormente), e subsequentemente, (iii) utilizar a solugdo obtida

como solugdo inicial do sub-incremento seguinte, até perfazer a totalidade do incremento A¢®P.

17 Se ap0s 10 iteragBes completas o critério de convergéncia néo for satisfeito, entdo a melhor solug&o, tal que g j+1>
M, sera adoptada para prosseguir com a analise.
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4.6 Conclusoes

Neste capitulo apresentou-se a formulagdo da teoria de escoamento J> implementada neste
trabalho, valida para um material isotrdpico com endurecimento arbitrério. Entre os assuntos
abordados, importa destacar a derivacdo da matriz constitutiva elasto-plastica. Foram
apresentadas duas definicbes desta matriz, uma designada convencional e outra consistente. E
reconhecido (De Borst et al. 2012) que a utilizagdo da matriz consistente, em substituicdo da matriz
convencional, num método incremental-iterativo do tipo Newton-Raphson (N-R) (determinagdo da
matriz de rigidez tangente) permite melhorar significativamente a eficiéncia computacional (reduz o
ndmero de iteracOes). Relativamente aos métodos de integracdo numérica (ou algoritmos de
retorno), os métodos explicitos de Euler progressivo e da Normal Média devem ser utilizados com
algum cuidado, uma vez que ndo garantem (ao contrério dos implicitos) que a solucéo satisfaca a
condicdo de cedéncia para uma tolerancia (TOL) pré-definida, ou seja, que | f [<TOL. De acordo
com Sloan et al. (2001), tanto a precisdo como a eficiéncia desses métodos podem ser
significativamente melhoradas ao adoptar estratégias de (i) sub-incrementacdo da deformacéo, e (ii)
correcgdo da solugéo final tal que | f [<TOL — ambas foram implementadas neste trabalho.

107



Capitulo 4

108



O Método do Comprimento de Arco Cilindrico

Capitulo 5

O Método do Comprimento de Arco Cilindrico

5.1 Introducéo

A determinacdo de trajectdrias de equilibrio associadas ao comportamento fisica efou
geometricamente ndo linear de estruturas e elementos estruturais (barras) sujeitos a um carregamento
externo (e.g., curvas forga-deslocamento) envolve a resolucdo de sistemas de equacdes algébricas nédo
lineares através de estratégias incrementais-iterativas. Dada a importancia do conhecimento da carga de
colapso (ultima) e trajectoria subsequente (pds-colapso) para o dimensionamento estrutural — ver
subseccdo 1.1.3 do Capitulo 1, o recurso a0 método de Newton-Raphson (N-R) é totalmente
desaconselhado devido a sua divergéncia em casos de singularidade das matrizes de rigidez ou
flexibilidade (ver Anexo 4.A). Como tal, foi implementada neste trabalho uma técnica incremental-
iterativa muito potente e disseminada, conhecida como Comprimento de Arco (Arc-Length, em lingua
Inglesa). Trata-se de um método baseado no de N-R mas com a vantagem de ndo divergir em
singularidades e, portanto, permitir determinar trajectorias de equilibrio de qualquer natureza — e.g.,
fendmenos de snap-through ou snhap-back (De Borst et al. 2012). O método foi originalmente
desenvolvido por Wempner (1971) e Riks (1972, 1979), e desde entdo tém sido propostas varias
melhorias/modificacbes a0 mesmo (e.g., Crisfield 1981). Optou-se por dedicar um capitulo a
apresentacdo detalhada da formulacdo implementada, porque na opinido do autor, e atendendo a
complexidade do metodo, este ndo é explicado na maioria dos trabalhos de referéncia com a clareza e
fundamentagao necessérias a uma implementagdo computacional eficaz, robusta e eficiente.
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A aplicacdo do método do comprimento de arco requer (& semelhanca do método de N-R) o
estabelecimento de equacgdes de equilibrio incremental da barra em torno de uma dada configuracdo
deformada’, traduzindo o seu comportamento nessa vizinhanga de forma aproximada (Silvestre 2005).
Essas equaces resultam da “linearizagdo” (termos lineares do desenvolvimento em série de Taylor) do

sistema de equacdes ndo lineares de equilibrio definido por

fm=1f , (5.1)

onde (i) f™ ¢é o vector de forcas internas do problema e (ii) f o vector de forcas externas (f)

para um parametro de carga (1) unitario, vindo a relacdo incremental dada por

K.Ad =AAT , (5.2)

tan

onde d é o vector de deslocamentos generalizados da barra (graus de liberdade (g.l.) do
problema) e Kiwn a correspondente matriz de rigidez tangente — a derivacdo das varidveis

envolvidas em (5.1) e (5.2) sera detalhadamente apresentada nos Capitulos 6 e 7.

fa
(ﬂ)f
21( )F —
n
yIRki
f4 L
_________________ £
o 5
AT
i
. ;l
!
™ d
én)din)

Fig. 5.1. Incremento genérico (n) do método do Comprimento de Arco (constrangimento esférico).

1 Durante o processo iterativo (antes de se obter convergéncia), esta configuragdo ndo estd em equilibrio com o
carregamento aplicado (qualquer que seja o parametro de carga). No entanto, o termo “configuragdo de equilibrio”
podera ser utilizado daqui em diante para referir a configuracdo deformada resultante de qualquer iteracao.
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Ao contrario do método de N-R, o método do Comprimento de Arco trata 0 pardmetro de
carga em cada incremento como uma varidvel a determinar antes de cada iteracdo, através da
imposicéo da equacio de constrangimento — graficamente corresponde a uma superficie? aberta
ou fechada que em cada incremento intersecta a trajectéria de equilibrio num ou mais pontos. A
Fig. 5.1 ilustra 4 iteragdes de um incremento genérico (n) do método, utilizando (sem perda de
generalidade) uma superficie de constrangimento esférica® de raio 1™ (comprimento de arco)
centrada no ponto da trajectoria (d ™, 2™ )% A formulagdo implementada neste trabalho
baseia-se na superficie de constrangimento cilindrica proposta por Crisfield (1981), a qual é
bastante popular entre a comunidade cientifica, especialmente em analises de elementos finitos.
As seccdes seguintes descrevem as etapas para a determinacdo de (d ™9, 20D ), a solucéo

resultante do incremento genérico n.

5.2 Estratégia incremental

Definida a matriz de rigidez tangente no inicio do incremento n, (Kwn):1™, a escolha do
incremento de carga inicial (A41™ = 1™ — A, resultante da 1? iteracdo — ver Fig. 5.1) deve
depender do grau de ndo linearidade da trajectdria de equilibrio na vizinhanca de d ™ —
enquanto que um incremento demasiado grande pode resultar em convergéncia lenta ou
divergéncia, um incremento demasiado pequeno prejudica a eficiéncia computacional. Para
além disso, a escolha do sinal desse incremento que permite acompanhar a evolucdo da
trajectoria de equilibrio, requer a utilizacdo de uma estratégia eficaz que detecte as
singularidades (maximos e minimos) da mesma. Os aspectos referidos integram a estratégia
incremental do método, tendo sido implementadas duas alternativas neste trabalho, designadas
(i) aumento do comprimento de arco (Clarke e Hancock 1990) e (ii) comprimento de arco
constante, as quais sdo descritas de seguida. A sua aplicacdo depende do valor do incremento
de carga inicial AA® (1° incremento), o qual foi considerado um input do software
desenvolvido — no ambito de analises elasticas geometricamente ndo lineares, Clarke e
Hancock (1990) sugerem 20 a 40 % da estimativa do pardmetro de carga maximo a obter.

2 Ou linha, no caso de existir apenas uma varidvel independente.
3 Hiper-esférica no caso de um dominio N-dimensional (N>2).

4 No método de Newton-Raphson ter-se-ia para qualquer iteragdo ;™ = ;™.
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5.2.1 Aumento do comprimento de arco

Estipulado o valor do incremento de carga inicial A1, o respectivo comprimento de arco (I%) e os

valores dessas variaveis (I™, A1™) referentes aos incrementos subsequentes (n > 2) so obtidos por

o ‘le J5a®) (52

| |(n)

, AR =+
s (60)

(n>2) , (5.3)

onde

™ ¥ (m _ -y |
), F (n=21), 1@=1 = (n>2) , (5.4)

n-1

5d” = (K»
e (i) 01™ é obtido da relacdo incremental (5.2) impondo AA=1, (ii) as relages (5.3) estdo
associadas a um constrangimento cilindrico (Crisfield 1981), (iii) (Kwn)1™ € a inversa da matriz de
rigidez tangente® em d @, (iv) Jn1 € 0 n° de iteracBes realizadas até se verificar convergéncia no
incremento (n-1) 6, e (v) Ja € 0 n° de iteragOes desejado para qualquer incremento (foram adoptados
valores entre 3 e 5 na obtencdo dos resultados numéricos apresentados nos Capitulos 6 e 7). Note-se
que as relagbes (5.3) correspondem & equacdo de um cilindro de raio I™ (valor depende do
incremento, nunca da iteragdo) num espaco de dimensdo Ng + 1, onde Ng € 0 nimero de g.l. do
problema.

Relativamente a escolha do sinal correcto de A1™, este deve ser tal que corresponda a uma
evolucdo (e ndo a um retrocesso) na trajectoria de equilibrio. Uma vez que ha grande interesse
pratico em determinar a resposta estrutural antes e apds a ocorréncia de singularidades (e.g., ponto
limite, carga Ultima), esse sinal vai depender do ponto da trajectoria onde o incremento é imposto (d
). Das técnicas existentes na literatura, nem todas conduzem a um sinal correcto em certos casos
particulares (Neto et al. 2008). Uma das opcdes é a atribui¢do do sinal do determinante da matriz
tangente (Ktwn)1™, a qual peca por ndo fazer qualquer distingdo entre a passagem por pontos limite e
a passagem por pontos de bifurcagdo, uma vez que em ambos 0s casos 0 determinante muda de
sinal. Outra alternativa corresponde & escolha do sinal do “incremento de trabalho” 6d1™ f , a qual
ndo € adequada para fendmenos de snap-back por prever uma varia¢do positiva do parametro de

carga no troco descendente da trajectoria de equilibrio. Por Gltimo, ha uma estratégia denominada

5 Se a matriz de rigidez tangente for singular em qualquer iteracdo da estratégia incremental-iterativa, opta-se por
realizar essa iteracdo com base na Ultima matriz de rigidez utilizada na 12 iteracdo de um incremento.

6 O critério de convergéncia utilizado é definido na sec¢do 5.4.
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“caminho secante” (Neto et al. 2008), a qual (i) permite ultrapassar os problemas descritos, (ii) €

dependente da historia de carregamento e (iii) atribui a A4™ (n >2) 0 mesmo sinal de

(8d™) 54, Ad® =g~ 69

Uma vez realizado um incremento (n-1) suficientemente pequeno para que o “sentido” de Ad ™
reflicta por completo a evolucdo da trajectoria de equilibrio entre pontos limite desse

incremento’, o sinal de (5.5) permitira sempre seguir a evolugio da trajectoria de equilibrio.

5.2.2 Comprimento de arco constante

Segundo esta estratégia, as relagfes (5.3) mantém-se validas mas todos os comprimentos de
arco relativos aos incrementos subsequentes (n > 2) tém a partida o mesmo valor do primeiro,
I®. No entanto, existem varias situacdes em que o comprimento de arco sera alterado com vista
a melhorar a eficiéncia do método®, nomeadamente: (i) sempre que n&do ocorrer convergéncia
em menos de 7 iteragdes ou o parametro de carga no final de alguma iteracdo (solucdo da
equacdo de constrangimento) resultar num nimero complexo®, ou (ii) sempre que no final de
um incremento genérico (n > 2) se verificar que o nimero de iteracdes realizadas é inferior ao
namero desejado (Jn < J4) — neste caso, o valor atribuido aos comprimentos de arco
subsequentes iguala a média entre 1V e |,

5.3 Estratégia iterativa

Mesmo para carregamentos monoténicos, € sabido que ha pontos materiais susceptiveis de
sofrer descargas elasticas durante o processo incremental-iterativo — quer numericamente
(durante o processo iterativo), quer entre estados de equilibrio consecutivos. A determinacéo
dessas descargas depende da estratégia iterativa adoptada, a qual pode ser (Powell e Simons
1981) (i) Caminho-Dependente ou (ii) Caminho-Independente, as quais se distinguém pela
forma como a variacdo de deformacdo € calculada no final de cada iteracdo — relativamente a
iteracdo anterior (Caminho-Dependente) ou ao ponto de partida (estado de equilibrio) do

incremento corrente (Caminho-Independente). Para um caso uni-dimensional, a diferenca entre

7 Garantida a convergéncia nesse incremento, o sentido de Ad™ é normalmente o adequado (Neto et al. 2008).

8 Passara a ser caracterizado por um comprimento de arco constante por sub-dominios da trajectéria de equilibrio.

9 O incremento é reiniciado e o0 comprimento de arco desse incremento e subsequentes reduzidos para 0 mesmo
valor (ver sub-sec¢es 5.3.1 € 5.3.2).
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ambas as estratégias estd ilustrada na Fig. 5.2, onde para um ponto material genérico, (i) A
representa o estado de equilibrio no inicio do incremento corrente, (ii) B corresponde ao estado
de tensdo obtido apos a 12 iteracdo desse incremento (Aeas > 0), e (iii) Ci-Cy séo as solugdes
relativas a 22 iteracdo, obtidas através das estratégias caminho-dependente (Ci) e caminho-
independente (Cy). Como se pode observar, a primeira resulta de uma pseudo-descarga elastica
(pois apenas o estado A se encontra em equilibrio) devido ao incremento Aeg-c ser negativo (ao
invés de Aeac), 0 que torna a abordagem caminho-dependente menos robusta que a outra (De
Borst et al. 2012) — por este motivo, e seguindo também a recomendacdo de Powell e Simons
(1981), a estratégia caminho-independente foi implementada neste trabalho.

A — estado de tenséo no inicio do incremento
B — estado de tensdo ap6s a 1% iteragdo
C — estado de tensdo apds a 22 iteragdo

Fig. 5.2. Influéncia da estratégia iterativa na determinacdo do estado de tensdo C: Caminho-Dependente (C)) e
Caminho-Independente (Cy).

5.3.1 Constrangimento cilindrico

Concluida a 12 iteracdo de um incremento genérico n, iteracGes subsequentes serdo realizadas
enquanto o critério de convergéncia nio for verificado (ver sub-sec¢io 5.3.2). As variaveis d;™
e /{", obtidas no final da iterago j > 2 imposta no ponto dj-1™ (ver Fig. 5.1), sdo determinadas
através da equacdo de constrangimento referida anteriormente. Neste trabalho adoptou-se o
constrangimento cilindrico proposto por Crisfield (1981), o qual esta provado ser mais robusto
do que o esférico para a maioria dos problemas de analise estrutural por elementos finitos
(Clarke e Hancock 1990, De Borst et al. 2012). Para uma iteracdo geneérica j > 2, a equagdo que
define os pontos de interseccdo da tangente a trajectoria de equilibrio (em dj.1™) com a
superficie cilindrica de raio I™ centrada em d™, é dada por

(Ad™) (ad™)= (1) . (56)

114



O Método do Comprimento de Arco Cilindrico

Ad (n) =d (n) _ d(n) — Ad(n:)L + ﬂgn)ad(n) _ 5d i_nt(n)
i i i- i i i
, (5.7)
)(n) f_, 5d ;nt(n) _ (Kt; )(jn) fjifi(n)’ Adl(n) _ dl(n) _ d(n) _ (Kt;rl] )in) A/11(n) f_

tan

5di” = (K,

onde fi-'™™ ¢é o vector de forcas internas no final da iteracdo j-1, cuja definicdo provém da
derivacdo da equagdo geral de equilibrio (5.1). Apds alguma manipulagdo vectorial, esta
equacao pode ser reescrita no formato

a(ﬂ}”’)z +b(/1f”))+c =0
a=(6d") 6d, b=2 [(Ad ™)' 5d™ —(5d™)' 5d ;““”)} . 58)
o (Ad 53)T Ad 52 —Z(Ad fg)T sd }nt(n) +(5d ;nt(n))T S5d }nt(n) _(|(n))2

sendo as duas raizes da equacdo quadréatica definidas por

(1) _ hob —dac (4") _h+Vb’-dac . (59
L 2a 2 2a

De modo a evoluir na trajectéria de equilibrio, Hellweg e Crisfield (1998) sugerem que seja
escolhida a raiz que garante um menor “angulo agudo” entre os vectores Adi™ e Adj-1™ (j > 2),
ou seja, que conduz ao maior valor (se positivo) de
T
(ad”) (adf)
|adi], Jadis

, (5.10)

2

vindo Adi™ dado por (5.7), onde 4™ toma o valor de cada raiz. No entanto, segundo esses
autores esta metodologia pode ndo permitir captar correctamente o fendmeno de snap-back,
principalmente se este envolver curvaturas elevadas da trajectoria de equilibrio. Com vista a
solucionar este problema, Hellweg e Crisfield (1998) proposeram uma metodologia mais
robusta (apesar de menos eficiente'®) que consiste na escolha da raiz que conduz & menor
norma L do vector de forgas residuais (ver Fig. 5.1)

fa) =AM F - fm® . (5.11)

dado pela diferenca entre os vectores de forcas externas (4™ f ) e internas (f; ™™) obtidos no final
da iteracdo j, definidos através da Eqg. (5.1). Na obten¢&o dos resultados numéricos apresentados nos

Capitulos 6 e 7, ir-se-a recorrer a estratégia do menor “angulo agudo” (a mais eficiente). No caso de

10 Pois exige o calculo do vector de forcas internas para cada uma das raizes.
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nenhuma das solucdes (5.9) conduzir a um valor positivo de (5.10), a Gltima metodologia descrita
(mais robusta) sera aplicada nessa iteracao.

Por altimo, importa alertar para o facto de as solucdes (5.9) poderem ser nimeros complexos.
Nesse caso, 0 processo iterativo serd abortado e o incremento corrente reiniciado com um
comprimento de arco I™ reduzido para metade (Ritto-Corréa e Camotim 2008).

5.3.2 Critério de convergéncia

Conhecidos o parametro de carga 4" e o vector de deslocamentos generalizados d;™ no final
da iteracdo j do incremento n — ver Fig. 5.1, resta estabelecer um critério de convergéncia para
terminar o processo iterativo. O critério implementado designa-se “norma do vector de forcas

residuais” e ¢ traduzido por (j>1,n>1)

Hf(”’ &), &=10"a 10° . (5.12)

< max(e x H f (”’
2

onde fr™ € o vector de forcas residuais no final da iteracdo j, definido em (5.11). Com vista a
ultrapassar problemas de convergéncia lenta ou mesmo divergéncia, estabeleceu-se que se em algum
incremento ndo se verificar convergéncia ao fim de 6 iteracdes, este serd reiniciado com um
incremento de carga inicial (A41™) reduzido — a reduc&o sera de 50% caso a Ultima iteracéo verifique

H £.(m

= 10 x max(e x H £ ,g) , (5.13)

ou de 75% no caso contrario.
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Capitulo 6

GBT — Analises Elasto-Plasticas de 12 Ordem

Apresenta-se neste capitulo a formulagdo da GBT para andlises fisicamente nao lineares de 1% ordem
(sem efeitos geometricamente ndo lineares), baseada na teoria Jo (critério de cedéncia de von Mises)
com escoamento associado?, e valida para perfis de parede fina (i) com seccdo transversal arbitraria
(aberta ou total/parcialmente fechada, e ramificada ou ndo ramificada), (ii) constituidos por um material
elasto-plastico caracterizado por (iiy) resposta linear em regime elastico e (iiz) um endurecimento
isotrépico arbitrario (nulo, linear ou ndo linear), e (iii) submetidos a qualquer carregamento exterior
(distribuido efou pontual) dependente de um Unico parametro de carga (4). Importa relembrar que se
mantém validos os conceitos fundamentais da GBT (hipGteses simplificativas, campo deslocamentos,
lei constitutiva eléstica e anélise da seccdo) apresentados nas sec¢des 2.1, 2.2 e 2.4 do capitulo 2.

6.1. Equacéo geral de equilibrio
A formulacdo matematica do equilibrio estatico de um corpo composto por um material
elasto-plastico é estabelecida recorrendo ao Principio dos Trabalhos Virtuais (Batra 2006, De
Borst et al. 2012)
oW,

int

+6\Next :O ' (61)

onde oWint € 0Wex: S80 0s trabalhos vituais realizados pelas forces internas (tensdes) e externas (cargas
aplicadas), respectivamente. O termo 6 Wint € definido por

1 Na primeira abordagem do autor a formulac&o inelastica da GBT (Abambres et al. 20114a), a teoria J, ndo foi implementada.
Ao invés, considerou-se que cada componente de tensdo s6 dependia da componente de deformacdo homologa através da lei
uniaxial. Esta simplificacdo s6 é razoavel em casos de deformagéo global que envolvam apenas uma componente de tensdo
nao nula (ou muito mais preponderante que as restantes) — resultados de analises da GBT (incluindo vigas submetidas a
tor¢do ndo uniforme) foram validados por comparagéo com analises de EF de casca/viga do Abaqus baseadas na teoria Jz.
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Mgy = [ [ [(0008, + 0,56, + 0,407, ) dzds dx . (62)
Lbe

onde (i) ox, o € oxs S80 as componentes de tensdo axial (ou longitudinal), transversal e de corte,
respectivamente, e (ii) s«, &s € % S40 as componentes de deformagdo de 12 ordem — extenséo axial,
extensdo transversal e distor¢do, respectivamente, as quais podem ser obtidas atraves de

Ex = E(xx)k X(x)k E(xx)k = U = 2W,, ook = é/k'xx
& = E(ss)k A(ss)k E(ss)k = Vics ™ Wi s A(ss)k = Sk » (63)
Vxs = E(xs)k Z(xs)k’ E(xs)k = Uygs + Vi~ ZZkaS’ Z(Xs)k - é/k’x

correspondendo aos termos lineares? das componentes do tensor de Green - Saint-Venant (definidas
pelas Egs. (2.9) — capitulo 2). Nestas relagBes, (i) k satisfaz a convencdo de Einstein, e (i) Egmny € y(mnk
(mn = xx, ss, xs) sdo as k-ézimas componentes (associadas ao modo de deformacdo k) dos tensores
das deformagdes seccionais (Emny) e longitudinais (ymn)), 0S quais dependem respectivamente dos
perfis de deslocamentos e funcBes de amplitude modais. Relativamente ao trabalho virtual das forcas
exteriores que figura na Eq. (6.1), este vem dado por

MWy =— I j (0,0U + 9,6V + g,6wW) dsdx = —j I [(qxuk ) e (Vi + 0, W, ) 5?((53)& dsdx, (6.4)
Lb Lb

onde (i) gx, Qs € g, sdo as componentes locais de uma forca distribuida genérica que actua na
superficie média da barra® (ver Fig. 2.2(b) — capitulo 2), e (ii) u, v, w sd0 as componentes do campo
de deslocamentos de membrana da GBT (Eg. (2.5) — capitulo 2). A introducéo de (6.2) e (6.4) em
(6.1) da origem a equacao geral de equilibrio da barra

{!![GXX (E(xx)k5}((xx)k ) + 0 (E(ss)ké';((ss)k ) + 0, (E(Xs)k5;((xs)k )} dzdsdx =
, (65)
=[] [(qxuk)éz(xs)k + (v, + quk)%ss)k} dsdx
Lb

a qual é valida para qualquer (i) modelo constitutivo (e.g., elastico linear/ndo linear, elasto-
plastico com ou sem endurecimento) e (ii) deformacao longitudinal virtual dymnk. Relativamente
a imposicao de condigdes de fronteira em sec¢Ges com empenamentos restringidos e sujeitas a

tensdes de corte, associada a um fendmeno de shear locking, a estratégia adoptada é a mesma

2 O equilibrio da barra é estabelecido na sua configuracdo indeformada.

3 A consideracdo de forgas pontuais é conseguida mediante a imposigao de condigdes de fronteira.
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utilizada para analises lineares (admissibilidade cinematica garantida) — ver parte final da sub-
seccao 2.3.2 do capitulo 2.

6.2 Formulacédo de um elemento finito

Sabe-se (De Borst et al. 2012) que a determinacdo de configuragdes/estados de equilibrio numa
anélise ndo linear requer a implementagdo de uma estratégia incremental-iterativa — o método do
Comprimento de Arco Cilindrico foi adoptado (ver capitulo 5). Essa estrategia requer a definicao (i) da
equacdo de equilibrio incremental da barra e (ii) do vector de forcas internas, relativos a uma
configuragéo deformada genérica. Tendo-se recorrido a elementos finitos de viga (EFV) para aproximar
0 campo de deslocamentos da barra (as funcdes de aproximacao implementadas, polindmios de Hermite
e funcdes de Lagrange, fotam apresentadas na sub-seccéo 2.3.2), definem-se em seguida o vector de
forgas internas e equagdo de equilibrio incremental elementares (relativos ao EFV genérico de
comprimento Le). Uma vez definidas essas grandezas para todos os EFV utilizados na modelacéo de um
elemento estrutural, resta proceder a assemblagem das varidveis globais e imposicdo das condicoes de
fronteira da barra (estéticas e cinematicas) para que se possa aplicar o algoritmo incremental-iterativo.
Por ultimo, importa referir que a formulagdo seguinte estad apresentada no Anexo 6.A no formato
(matricial) adoptado para a sua implementacéo computacional.

6.2.1 Vector de forcas internas
De modo a definir o vector de forgas internas do EFV, substituam-se 0s termos Jdy mnk que
figuram na equacéo geral de equilibrio (6.5) (L=L.) pelas respectivas aproximacdes

Fiweye = A0S 5y, Ty = S0y, 4 = S50, , (66)

ss)k

onde (i) k identifica 0 modo de deformacdo em causa e dk é o correspondente vector de
deslocamentos generalizados do EFV — incognitas do problema, e (ii) S¥ dS* e ddS sdo vectores

que guardam as funcbes de aproximacao associadas a dk, vindo

5K {P?’(HouL) se vk,ka} 45 {SU(HOUL) se vk,wk=o}

Y, se v,w #0 Yy, se v,w =0
(6.7)

ddSk— SU(HouL),x se Vk’wyk:0
b

onde ¥, e ¥, sdo os vectores (1x4) que guardam os polindmios de Hermite e funcOes de

se v,,w, =0

H ,xx

119



Capitulo 6

Lagrange, respectivamente (definidos pelas Egs. (2.18) e (2.20)). Note-se que para 0s modos
que s exibem empenamentos (vk, Wk = 0), uma das duas alternativas especificadas (H ou L)
sera adoptada. Apos a introducao de (6.6) em (6.5), obtém-se

od f"=6d Af < f™=4Af , (6.8)

onde (i) f corresponde ao vector de forcas externas (ver Eq. (2.22)) para um parametro de carga
(1) unitario, e (ii) f ™ é o vector de forcas internas para uma configuracéo de equilibrio genérica
(j) %, cuja “componente” k (sub-vector 4x1 associado ao modo k) é dada por

= L[ {F(Xx)k (ddS*)" + F (S) + Frey (dSk)T}dx

Foo = J. I E axx|jdzds, Fo :J. I E gy ass|jdzds, Foox = J jE(XS)k axs|jdzds
be be

be

int
fk

, (6.9)

onde k é um indice livre e as deformagdes seccionais Emny estdo definidas em (6.3).

6.2.2 Equacao de equilibrio incremental

A equacéo de equilibrio incremental do EFV em torno de uma certa configuracdo deformada
(j) traduz aproximadamente 0 seu comportamento numa vizinhanga muito proxima dessa
configuragdo. A sua obtengdo ¢ conseguida pela “lineariza¢dao” de (6.8), dada pelo respectivo
desenvolvimento em série de Taylor limitado aos termos de 12 ordem, traduzindo-se na relagdo

Ktan

jszf . (6.10)

onde (i) Ktan corresponde a matriz de rigidez tangente (Jacobiana, ver Anexo 4.A) na configuracéo
em causa (“componente” i-k & sub-matriz 4x4 associada aos modos de deformacdo i e k), e (ii) Ad é
o0 incremento de deslocamentos generalizados (“componente” k de cada vector da equagdo é um
sub-vector 4x1 associado ao modo k). Segundo a defini¢cdo de matriz Jacobiana, tem-se

4 Relembra-se que enquanto ndo se verifica convergéncia durante a estratégia incremental-iterativa, esta
configuracdo ndo esta em equilibrio com o carregamento aplicado (qualquer que seja o parametro de carga).
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I aflint aflint aflint T
6dl 8di adNe
K ~ afiint N afiint N afiint 611
o =| 5, od, ad,, » (610)
of " of " of "
ad, ad, od,,

onde (i) fi™ e d; sdo a i-ézima entrada dos vectores de forgas internas (f ™) e de deslocamentos (d)
elementares (de dimensdo Ne). De acordo com (6.9), o vector de forcas internas é funcéo (implicita) dos
deslocamentos d; através das componentes de tensdo omn (MN = XX, SS, xs). Estas dependem das
componentes de deformacéo emn, as quais por sua vez sdo fungéo dos deslocamentos d; através de y(mny
(ver Egs. (6.3) e (6.6)). Como tal, a forma de obter a relagdo incremental (6.10) consiste na substituicao
das componentes de tensdo que figuram em (6.8)-(6.9) pelas variacBes (De Borst et al. 2012)

Ao, =%Adi
ad,

. (6.12)
oo, do,, Os¢ aﬂ((xx)k+8crmn o¢

mn mn XX

— ss a)((Ss)k_i_ao-mn a}/xs aZ(XS)k
od, 08 O 0U;

&, al(ss)k od, 07xs a)((xs)k ad,

onde (i) omn € uma componente genérica de tensdo (oxx, oss OU oxs), (ii) k e i s@o indices mudos,

e os gradientes

(iiiz) Oomn/Osx, OomnlOes € Oomnl0j4s dependem do modelo constitutivo e da historia de deformagdo —séo
definidos pelas matrizes constitutivas elastica ou elasto-plastica abordadas no cap. 4,

(iii2) Osud O ook, O&sslOxss)k € O14s/Oxxs)k Igualam as respectivas deformagdes seccionais Epok, Ess)k €
Exs)x definidas em (6.3), e

(iii3) Oypoorlodi, Oy (sl Odi € Oy s)/0di sdo funcao do tipo de aproximacdo adoptada para 0 EFV (ver
relagdes (6.6)-(6.7)). Deste modo, a “componente” i-k da matriz de rigidez tangente
relativa & configuracdo de equilibrio j pode ser obtida por

K — K.XX

ik,tan j ik,tan

ss XS
+ Kik,tan + Kik,tan y (6-13)

onde
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KXX

ik,tan

KXS

ik,tan

Se—_—y

Se—,

(as)

(as)

E(ss)i

E(xs)i

E

(xs)i E

SS

8GXX K i T oo
1 (XX)kKXXJ]ddS +(ddS) [E(XX)iE(SS)kg
aUXX dSk
s ||
oo,
E g ]dd8k+
XX |
00 K i\" 00
E(ss)k agSS JJS +(S ) [E(SS)iE(XS)k a}/xs J
00 K T oo
| 1ddS*“+(dS") |E .. E £
(xx) k agxx j ( ) { (xs)i (ss)k agss
oo s K
" | 1dS
( )k a7/XS j

sendo (i) Ve 0 volume do EFV em causa, e (ii) i e k indices/expoentes livres.

6.3 Exemplos ilustrativos

XX

J8k+
i

dS*

]Sk+
i

dv, , (6.14)

dzdsdx, (6.15)

dv,, (6.16)

llustra-se nesta seccdo a aplicacdo da GBT, implementada no software Matlab (Mathworks 2012), a

analise fisicamente ndo linear de 1% ordem de vigas metalicas de parede fina. Sdo apresentados e

discutidos resultados da analise de seis vigas caracterizadas por diversos materiais elasto-plasticos, tipos

de seccdo transversal e condigbes de fronteira, e submetidos a varios tipos de carregamento.

Apresentam-se ainda dois exemplos ilustrativos complementares no Anexo 6.C (viga H a tor¢éo e viga

em Hat a flexdo). Os resultados da GBT (trajectérias de equilibrio, diagramas de tensdes, perfis de

deslocamentos, contours® de tensGes e configuragdes deformadas tri-dimensionais) sdo validados por

comparacgao com os obtidos pelo software de EF Abaqus (DS Simulia Inc. 2004), recorrendo a modelos

de elementos finitos de casca (EFC)®. Resultados como diagramas de participagio/funcdes de amplitude

modais, e trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos de modos pré-seleccionados, permitem

analisar a mecanica comportamental da barra em qualquer fase da sua resposta (elastica ou inelastica).

5 Distribuic@es tri-dimensionais.

6 A teoria J, com escoamento associado é também o modelo de plasticidade adoptado nas anélises do Abaqus.
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6.3.1 Caracterizacao

Antes de apresentar e discutir os resultados, todos os problemas abordados s&o previamente definidos,
fazendo referéncia aos modos de deformacédo da GBT seleccionados e ilustrando as configuractes dos
mais relevantes em cada analise (ver 6.3.2). Importa também mencionar que (i) os elementos estruturais
analisados ndo apresentam imperfeicGes iniciais (tensdes residuais ou imperfeicdes geométricas)’, (ii) as
dimensdes das sec¢des referem-se a linha média da seccéo e todos os resultados dizem respeito a pontos
localizados na superficie média da barra (z=0), (iii) os modelos do Abaqus sdo formados por malhas
regulares de EFC do tipo S4 (4 pontos de integracdo de Gauss no plano médio)®, e (iv) o input da lei
constitutiva uniaxial (2 compressdo®) no Abaqus é expresso em termos da tensdo (o) e extenséo plastica
(e t('D)) verdadeiras (em valor absoluto), as quais sdo obtidas com base nos valores absolutos da tenséo
(o™ e extensio (£") nominais por (DS Simulia Inc. 2004)°

t
5t(p):—ln(1—5“)—% c'=c"(1-£") . (647)

Note-se que apesar da formulagéo da GBT envolver tensdes nominais, 0s outputs de tensdes séo
convertidos para grandezas verdadeiras recorrendo a (6.17), permitindo assim a comparagdo com 0s
valores do Abaqus. A Unica excepcdo diz respeito as tensdes de von Mises, as quais foram
calculadas com base nas componentes nominais das tensdes por terem sido estas as utilizadas no
modelo de plasticidade implementado.

O material considerado em todos os exemplos exibe uma lei constitutiva bi-linear (ver Fig. 3.2 no
capitulo 3) caracterizada por (i) mddulo de Young E, (ii) médulo tangente E;, (iii) coeficiente de Poisson
v (considerado igual a 0.3 — valor do aco) e (iv) tensdo nominal de cedéncia inicial o’ (0 médulo de
distorcdo vale G = E / [2(1+v)]). A tab. 6.1 apresenta, para cada exemplo ilustrativo, as propriedades
materiais, 0s numeros de EFC na direc¢ao longitudinal (Nx) e ao longo da linha média da sec¢do (Ns) do

7 Estas apenas serdo introduzidas no capitulo 7, no &mbito de analises elasto-plasticas de 22 ordem.
8 Algumas recomendaces sobre o tipo de EFC e discretizacdo a utilizar no Abaqus séo apresentadas no Anexo 6.B.

9 Caso em algum caso particular o comportamento “verdadeiro” a tracgdo for distinto do a compressao, este Gltimo
é 0 que se deve introduzir no modelo pelo facto de apenas se pretender estudar materiais isotrépicos e por 0s
perfis de parede fina serem muito susceptiveis a fenémenos de instabilidade.

10 Uma tensdo verdadeira é uma forca por unidade de &rea deformada do elemento de volume infinitesimal de um
corpo. A definicdo apresentada em (6.17) baseia-se na hipétese de incompressibilidade do material.
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Tab. 6.1. Exemplos ilustrativos: propriedades materiais, n° de EFC no Abaqus, e n° de pontos de Gauss na GBT.

. - Discretizacdo de EFC  Pontos de Gauss
Propriedades Materiais no ABAQUS na GBT
Exemplo
E Bt oo’ N N s 7z X
(N/mm?)  (N/mm?)  (N/mm?) X ®
| 200000 0 450 60 30 5 6 5
0
Z 200000 E/100 450 94 14 5 5 5
E/50
C 200000 0 450 150 40 7 5 7
0
C reforcado| 200000 E/100 450 200 57 6 5 6
E/50
RHS 200000 0 450 160 36 5 5 5
LSB 200000 0 450 184 28 5 3 4

modelo do Abaqus, e a quantidade de pontos de integracdo de Gauss considerada na GBT (por direc¢ao
local s, z e x de cada sub-placa em cada EFV) — 0 numero de pontos ao longo da espessura de cada EFC
do Abaqus, iguala o valor adoptado na GBT*!. Na tab. 6.2 apresentam-se os niimeros de modos de
deformacéo da GBT (G — globais, D — distorcionais, L — locais, C — corte, ET — extenséo transversal,
FCC — fluxo de corte celular (excepto o de torcdo)) utilizados em cada anélise'?, bem como a
quantidade de g.l. utilizados nos modelos da GBT e do Abaqus.

O primeiro exemplo numérico esta ilustrado na Fig. 6.1 e corresponde a uma viga simplesmente
apoiada®® (L=1500 mm) com sec¢io em |, constituida por um material elastico-perfeitamente plastico
(ver propriedades na Tab. 6.1) e sujeita a uma carga vertical a meio vao (x=750 mm) de F=10000 A N (4
é 0 parametro de carga). Como se pode observar na Fig. 6.1(b), a forca esta distribuida ao longo da alma
através de cargas nodais igualmente espagadas (F1=833.33 A N ¢ F2=1666.67 A N). A discretizacdo da
seccdo na GBT consiste em 4 sub-placas por banzo e 6 na alma, o que totaliza 60 (=15%4) modos de

deformagéo (no foi adoptado o g.l. de rotagio de empenamento® — abordado em 2.4.4 no capitulo 2).

11 A excepcdo foi a viga em |, onde apenas 5 pontos foram usados no Abaqus de modo a obter um ponto na superficie média.
A andlise da GBT ndo foi corrida com apenas 5 pontos, mas certamente que os resultados ndo iriam diferir dos obtidos.

12 Relembra-se que a escolha da fraccdo de modos a adoptar em cada analise é baseada em: (i) experiéncia e conhecimento
adquiridos, (ii) avaliacdo da participacdo modal (ver 2.4.3 — capitulo 2) em anélises realizadas a priori com um maior
nimero de modos, e/ou (iii) consideracfes de simetria (em funcdo da geometria da secgéo e tipo de carregamento).

13 Ao longo deste capitulo, as sec¢des encastradas ndo exibem qualquer deslocamento ou rotacdo, enquanto que as
apoiadas apenas exibem empenamentos.

14 Adoptou-se este g.l. nos casos de (i) malha transversal pouco refinada, e (ii) modos de corte relevantes consideravelmente
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Tab. 6.2. Quantidade de modos de deformacéo da GBT (por tipo) e de g.l. utilizados nos modelos da GBT e do Abaqus.

como GoLcEr MRS & O, cor A
| 10014 14 29/60 1072 11160 9.6
Z 40619 8 37147 1149 8460 13.6
C 4 07 14 14 39/60 2057 36900 5.6
Creforcado 4 2 4 18 18 46176 3222 69252 4.7
RHS 109 2 5 17174 529 34452 15
LSB 229219 431793 6170 29727 20.8

No entanto, apenas 29 desses modos foram seleccionados para a anélise (ver Tab. 6.2), estando as
configuracdes dos mais relevantes representadas na Fig. 6.7. No que respeita a discretizacéo longitudinal
da GBT, utilizaram-se 18 EFV (de comprimentos iguais por trocos da viga): 4 EFV em x < 0.35L e
também x > 0.65L, e 10 EFV em 0.35L< x <0.65L.

F =10000A N

g { 5 2 350

(@) (b)

[mm]

Fig. 6.1. Viga em I: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da secgdo.

O segundo exemplo aborda a viga simplesmente apoiada (L=1200 mm) com secc¢do em Z
ilustrada na Fig. 6.2, a qual esta sujeita a uma carga uniformemente distribuida p=0.1A N/mm? ao
longo dos banzos, como indicado na Fig. 6.2(b). Foram efectuadas trés analises de modo a avaliar
a influéncia do endurecimento do material no comportamento da barra. Por conseguinte,
adoptaram-se trés leis constitutivas distintas no que respeita ao mddulo tangente E; (ver Tab. 6.1).
Na GBT, a seccéo foi discretizada em 4 sub-placas na alma e 2 em cada banzo, o que conduziu a
47 modos de deformacdo (rotacbes de empenamento incluidas), dos quais apenas 37 foram

nao lineares ao longo da linha média, desde que a eficiéncia (n° g.l.) da analise ndo ficasse comprometida. Na maioria dos
casos de interesse prético, a necessidade de maior discretizacdo da seccdo deve-se aos modos de extensdo transversal —
relembra-se que os deslocamentos transversais v sdo aproximados por funcdes lineares em cada sub-placa.
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incluidos em cada andlise (ver Tab. 6.2) — os mais relevantes estdo representados na Fig. 6.8.

Longitudinalmente, cada modelo da GBT é constituido por uma malha uniforme de 15 EFV.

. p 8804
p=0.10 N/mm?
NN RRERENEN )
Té 120.5 FLo
R R 255

— X >

—— 1200 ——— _ 2
| ‘ p=0.14 N/mm (mm]

(a (b)

Fig. 6.2. Vigaem Z: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimenses da sec¢éo.

O terceiro problema diz respeito a viga simplesmente apoiada (L=1500 mm) com seccdo em C
representada na Fig. 6.3, constituida por um material elastico-perfeitamente plastico (ver Tab.
6.1) e sujeita a ac¢do horizontal de uma carga (g=4.5 XN/mm) uniformemente distribuida na alma
da seccdo de meio véo (ver Fig. 6.3(b)) — a resultante vale F=900 A N. A discretiza¢do da sec¢do
na GBT originou 6 sub-placas na alma e 4 em cada banzo, o que conduziu a 60 modos de
deformacao (rotacdo de empenamento nao utilizada). Desses modos, apenas 39 foram incluidos na
andlise (ver Tab. 6.2), estando as configuracBes dos mais relevantes apresentadas na Fig. 6.9.
Quanto a discretizacdo longitudinal do modelo da GBT, foram considerados 26 EFV com a
seguinte distribuicdo: 7 em x<0.45L e também x>0.55L, e 12 em 0.45L.<x<0.55L.

q=4.5LN/mm <— 100 —>

_X F — 900A N -
g ] 2 1 s
| R 200
— 1500 — -
= t=5
(a) (b) [mm]

Fig. 6.3. Viga em C: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da seccdo.
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A quarta viga ¢ bi-encastrada (L=1500 mm) com sec¢do em C-reforcado, de acordo com o ilustrado na
Fig. 6.4, estando sujeita a duas cargas verticais opostas (g=AN/mm) distribuidas em ambos os banzos da
seccdo de meio VAo — a resultante em cada banzo vale F=1001N. A semelhanca da viga em Z, foram
efectuadas trés analises de modo a avaliar a influéncia do endurecimento do material no comportamento
da barra, tendo-se adoptado trés leis constitutivas distintas no que respeita a0 modulo tangente E: (ver
Tab. 6.1). Na GBT, a seccao foi discretizada por meio de 6 sub-placas na alma, 4 por banzo e 2 por
reforco, o que conduziu a 76 modos de deformacéo (rotacdo de empenamento ndo considerada). Devido
a contribuicao diminuta de 30 desses modos, apenas os restantes 46 foram incluidos em cada analise
(ver Tab. 6.2) — as configuracGes dos mais relevantes podem ser observadas na Fig. 6.10. Na direc¢ao
longitudinal, cada modelo da GBT inclui 36 EFV (6 em x<0.1L e x>0.9L, 6 em 0.1L<x<0.45L e
0.55L<x<0.9L, e 12 em 0.45L<x<0.55L).

g=2A N/mm 5

1\5

; ﬂF=1oox N E 200 =15
I I

+—— 1500 ——mM8M8

I T
<« 100 >

33333 ¢ [mm
(a (b)

Fig. 6.4. Vigaem C-reforcado: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da seccéo.

A quinta viga é tubular com sec¢do RHS, constituida por um material perfeitamente plastico (ver Tab.
6.1), e encontra-se encastrada-apoiada (L=4000 mm) e sujeita a uma carga vertical uniformemente
distribuida

p=00LAN/mm*  [ITTPITEITTL]] p=0.002 N/mm?
IR 1
R

a 2 300 x 150 x 5
_>X

«——— 4000 ———
(@) (b)

Fig. 6.5. Viga em RHS: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da secgo.

[mm]
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(p=0.011N/mm?) ao longo do banzo superior, como se representa na Fig. 6.5. A discretizacio da secgio
considerada na GBT originou 4 sub-placas por banzo e 3 por alma, resultando em 74 modos de
deformacéo (rotactes de empenamento consideradas) . No entanto, devido a participacéo irrelvante dos
restantes, apenas 17 foram incluidos na anélise (ver Tab. 6.2), dos quais 0s mais importantes estdo
representados na Fig. 6.11. Quanto a discretizacdo longitudinal do modelo da GBT, foram usados 6
EFV em x<0.15L e 10 em x>0.15L.

0z
Ox
‘ F 5 F —1000%. N I
y 2 =

T 17 1 o 207

X a t=3
1000 2000 1000

v CJt2
« 72 »

[mm]
(a) (b)

Fig. 6.6. Viga LiteSteel (LSB): (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da seccao.

Por ultimo (Fig. 6.6), analisa-se uma viga LSB (“LiteSteel Beam”) encastrada-apoiada (L=4000 mm),
constituida por um material elastico-perfeitamente plastico (ver Tab. 6.1) e sujeita a duas forcas verticais
(F=1000 A N) aplicadas a meio da alma das secgdes em x={L/4=1000, 3L/4=3000} mm — as cargas S&0
excéntricas em relagdo ao centro de corte. Chama-se a atencéo para o facto de este tipo de seccédo ser
maioritariamente utilizado em vigas e conduzir a uma elevada eficiéncia estrutural quando comparada
com as laminadas a quente equivalentes (Anapayan et al. 2011, Anapayan e Mahendran 2012). Na
analise da GBT, a seccdo foi discretizada em 18 sub-placas, o que originou 93 modos de deformacéo (o
g.l. inovador — rotagdo de empenamento, foi adoptado). Desses modos, apenas 43 foram incluidos na
analise (ver Tab. 6.2), dos quais 0s mais importantes sdo apresentados na Fig. 6.12. No que respeita a
malha de EFV adoptada na GBT, a mesma totaliza 72 EFV com a seguinte distribui¢éo: 8 EFV em x <
0.15L e também em 0.35L <x < 0.5L, 16 EFV em 0.15L <x < 0.35L, e 40 EFV em x> 0.5L.
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6.3.2 Modos de deformacao

Nas Figs. 6.7-6.12 apresentam-se as configurages no plano e os perfis axiais dos modos de deformacédo
mais relevantes em cada anélise da GBT, estando a discretizacdo da seccéo representada juntamente com
0s modos de extenséo transversal. Os modos estéo identificados com o seu ndmero ap6s renumeragao,

uma vez que o grupo de modos seleccionado constitui uma fracgéo do total de modos (ver Tab 6.2).

1 (Flex&o Maior Inércia) 2 (Corte)

17 (Extensdo Transversal) 18 (Ext. Transversal) 19 (Ext. Transversal) 23 (Ext. Transversal)

————a
——————-
————a L . [ — = = & = =

= . - e a (———
(R SE— ——a - - -

Fig. 6.7. Viga em I: configuragdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformagdo da GBT mais relevantes.

2 (Flex@o Maior Inércia) 3 (Flexdo Menor Inércia) 5 (Local) 7 (Local)
= _— s
] = - =~ Sl
11 (Corte) 13 (Corte) 31 (Ext. Transv.) 33 (Ext. Transv.)
<> 2 = = P s
[ = = | = =

Fig. 6.8. Viga em Z: configuragBes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformacéo da GBT mais relevantes.
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3 (Flexdo Menor Inércia)

5 (Local)
./// :

‘ 7 (Lgcal)

9 (Local)

ﬁ
P

13 (Corte)

28 (Ext. Transv.)

Fig. 6.9. Viga em C: configuragdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformacdo da GBT mais relevantes.

3 (Flexdo Menor Inércia)

1 11

18 (Corte)

el e

I

26 (Corte)

5 (Distorcional)

-’/z

28 (Corte

/‘<\

|

-

7 (Local) 9 (Local)
) 44 e 46 (Ext. Transversal Simétricos - 1/2 sec¢do)

il |

Fig. 6.10. Viga em C-reforcado: configuragfes no plano e perfis axiais dos 9 modos de deformagdo da GBT mais relevantes.

1 (Flexdo Menor Inércia)

=

11 (Corte)

130

2 (Local)

]

13 (Extens@o Transversal)

S e

Fig. 6.11. Viga em RHS: configuracdes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformacio da GBT mais relevantes.

3 (Local)

16 (Extensdo Transversal)
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1 (Flex&o Maior Inércia) 2 (Torcéo) 3 (Distorcional) 5 (Local)

14 (Corte) 15 (Corte) 35 (Ext. Transversal) 38 (Ext. Transversal)

él J sl T—1

/ |

9 = 1

Fig. 6.12. Viga LiteSteel (LSB): configuragdes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformacéo da GBT mais relevantes.

6.3.3 Resultados — validacao e vantagens da analise modal

Antes de apresentar os resultados relativos a validacdo dos modelos da GBT, importa referir que foram
seleccionadas trés configuracBes (estados) de equilibrio em cada exemplo, estando identificados nas
curvas A vs ¢ pelas letras E (regime elstico), EP (regime elasto-plastico antes do plateau) e P (regime
elasto-plastico sobre o plateau — colapso). A identificacdo destas trés configuragBes permitira comparar
da melhor forma os resultados entre a GBT e o0 Abaqus em diferentes fases da trajectoria de equilibrio.
Nos casos da sec¢do em Z e C-reforcado, como serdo utilizados materiais com endurecimento (ou seja,
a resposta nao exibira plateau), os dois Gltimos pontos serdo indicados por EP1 e EP2. Por Ultimo, é
importante referir qual o algoritmo de retorno (abordado no capitulo 4) utilizado no modelo de
plasticidade de cada problema abordado nesta sec¢do — 0 método da Normal Média para as seccfes em
Z e em C-reforcado, e 0 Euler Regressivo para os restantes casos.

Vigaem |

A Fig. 6.13(a) exibe as trajectdrias de equilibrio A(d) (curvas pardmetro de carga-deslocamento)
obtidas através da GBT e do Abaqus, onde ¢ € o deslocamento vertical a meio vao (x=750 mm) do no
de ligacdo alma-banzo superior (ver Fig. 6.1 (b)). Observa-se que ambas as trajectorias estdo
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virtualmente coincidentes — a diferenca nunca excede 1.6%. As trés configurag@es/estados de equilibrio

indicados sobre a curva (E, EP e P) correspondem aos seguintes valores: (i) Acet=64.39 + hapg=64.00

(E), (i) Aee1=109.57 + AaBQ=110.00 (EP) e (iii) AceT=121.05 + AaBQ=123.00 (P). A Fig. 6.13(b)

apresenta 0 diagrama de participacdo modal®® relativo a evolucdo (com o evoluir da carga) da

configuracdo deformada da seccéo de meio vao. Os seguintes comentarios Sdo possiveis:

(i) O modo de flexdo na maior inércia (modo 1 na Fig. 6.7) domina o comportamento estrutural em toda
a trajectdria de equilibrio. Até ao estado E a participacdo do modo 1 chega a atingir os 95 %, sendo

0s modos de extensdo transversal responsaveis pelos restantes 5%.

140
I’-U J)
120 F L esseeesvesstssscscccscesssst SN 500000 60804 04 SLAM AL PY
P
100 | EP
80
«  ABAQUS
60 E GBT
40
20 | .
O (1m)
O 1 1 | | | 1 1
(a) 0 2 4 6 8 10 12 14 16
100% —_— — 23
90% 1819
80% 17
70%
60%
50%
40% 1
30%
20%
10%
(b) 0%
0

Fig. 6.13. (a) Trajectdrias de equilibrio obtidas pelo Abaqus e GBT, e (b) diagrama de participacdo modal da GBT.

15 Este tipo de diagramas tem como referéncia a sec¢do transversal “mais deformada” da barra, i.e., aquela que exibe o
maximo deslocamento tri-dimensional ou no plano (input do programa). A contribuigdo de cada modo de deformacéo é
quantificada pelo récio entre (i) o seu deslocamento maximo tri-dimensional nessa secgéo e (ii) a soma de todos esses
valores modais, 0s quais ndo ocorrem necessariamente no mesmo ponto (a soma de todas as participages € unitaria, ou
100%) — informacéo detalhada sobre o conceito de participacdo modal € apresentada na sub-sec¢éo 2.4.3 do capitulo 2.
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(i) Entre os estados E e P, as contribuices dos modos de ET dos banzos 17 e 18 (ver Fig. 6.7)
aumentam visivelmente (até 9% cada) devido ao efeito de Poisson, enquanto que a participacédo do

modo 1 decresce natural e gradualmente até cerca de 78 % (os modos de ET da alma séo

responsaveis pelos restantes 4%). E importante chamar a atengéo para o papel essencial dos modos

de ET na resposta elastopléastica da barra — a sua exclusdo resultaria numa sobreestimativa nitida da

carga Ultima e nem mesmo a resposta elastica seria simulada com preciséo.

A Fig. 6.14(a) exibe os perfis longitudinais para os estados E, EP e P relativos ao deslocamento

vertical do n6 banzo superior-alma, constatando-se uma concordancia perfeita entre a GBT e o Abaqus.

Na Fig. 6.14(b), sdo mostrados os diagramas de tensdes axiais ox a0 longo da alma (de baixo para cima)

da seccéo localizada em x=696 mm, observando-se que (i) os valores da GBT e do Abaqus estdo

praticamente coincidentes nas configuracdes E e EP, e (ii) discrepancias visiveis (10-15%) ocorrem no

estado P junto aos banzos. Essas diferencas estéo associadas as discrepancias ainda mais significativas

observadas relativamente as (i) tensdes de corte (oxs), mas principalmente (ii) transversais (oss), assuntos

abordados em breve. Note-se ainda que o diagrama axx na configuragéo E nao é linear, como seria de

esperar pela teoria de Euler-Bernoulli, estando a distribuicdo ligeiramente ndo linear (junto as ligacoes

alma-banzo) associada ao efeito de shear lag (abordado em 2.4.4 — capitulo 2).

X (mm)

1500

0 (mm)
[=2]
T

=
[
T

EP

«  ABAQUS
—GBT

(a)

Oy (N/mm?)

500

250

=

-250

-500

=

ABAQUS

GBT

S (1mm)

0.0

(b)

Fig. 6.14. (a) Perfis longitudinais do deslocamento vertical do nd alma-banzo superior, e (b) diagramas de tensdes
axiais (oxx) na alma da seccdo em x=696 mm — configura¢des de equilibrio E, EP e P.

A Fig. 6.15 mostra, na configuracéo E, os diagramas de tensdes transversais (oss) a0 longo da alma (de

baixo para cima) da sec¢do em x=696 mm — ao contrario do previsto pela teoria classica de vigas, esta

componente de tensdo exibe valores ndo desprezaveis. Para alem disso, observam-se diferencas

significativas entre os resultados da GBT e do Abaqus (0 que também se aplica nos estados EP e P), as
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quais ocorrem pelos seguinte motivos:

(i) A variacdo linear dos deslocamentos u(s) e v(s) em cada sub-placa. Sabe-se que em regime elastico
(ver Egs. (2.6) e (2.9) no capitulo 2), oss é funcdo de (i1) vks, constante em cada sub-placa, e (i2) uk,
linear em cada sub-placa.

(ii) A discretizacdo da seccdo: a malha da GBT é consideravelmente menos refinada que a do Abaqus
— por exemplo, a alma contém 6 sub-placas na GBT e 14 elementos no Abaqus.

Apesar das diferencas evidentes entre os diagramas oss da Fig. 6.15, note-se que quatro dos pontos

médios das linhas inclinadas da GBT (correspondendo as quatro sub-placas internas) estdo muito

proximos dos valores do Abaqus. A utilizacdo de uma malha mais refinada na GBT conduziria muito
provavelmente a discontinuidades menores no diagrama ass. Contudo, foi concluido neste exemplo que

essas diferencas tém um impacto pouco significativo na qualidade global dos resultados da GBT (e.g.,

Figs. 6.13(a), 6.14(a)-(b)). Note-se que até as distribuicdes tri-dimensionais (ou contours) de tensdes os

obtidas pelo Abaqus e GBT no colapso (estado P), séo qualitativamente bastante semelhantes, como se

pode observar na Fig. 6.16.

- ABAQUS

N

-30

D.0

Ogs (N/mm?)
=
=

Fig. 6.15. Diagramas de tensdes transversais (oss) na alma da sec¢do em x=696 mm (configuragéo E).

Os diagramas de tensdes de corte axs na alma da secgdo em x=696 mm, para os estados de quilibrio E,
EP e P, sdo apresentados nas Figs. 6.17(a)-(b). E observada uma boa concordancia entre o Abaqus e a
GBT, apesar das discontinuidades da aproximacao da GBT — relembra-se que axs depende, em regime
elastico, de vk e uks (ver (2.9)). A adopcéo do g.l. de rotacdo de empenamento (ux seria ndo linear em
cada sub-placa) e/ou o refinamento da malha da secgdo, sdo solugdes verossimeis para o “problema”.
Importa também ndo esquecer que problemas que envolvam plasticidade sdo invariavelmente
caracterizados por uma interacgao entre componentes de tenséo, pelo que a ocorréncia de singularidades
numa componente particular pode “contaminar” as restantes. No entanto, apesar das diferencas

observadas entre os diagramas do Abaqus e da GBT apresentados até agora, a Fig. 6.18 mostra que 0s
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correspondentes diagramas da tenséo de von Mises (awiss) S40 muito semelhantes para os 3 estados de
equilibrio E, EP e P — as diferencas nunca excedem os 4.5 %. No estado E, a tensao owises €Xibe valores

+3.405e+02
+2.841e+02
+2.273e+02
+1.705e+02
+1.13he+02
+5.68Z2e+01
+1.526e-05
-5.68Z2e+01
-1.136e+02
-1.705e+02
-2.273et02
-2.841e+02
-3.40%e+02

ABAQUS

GBT

Fig. 6.16. Contours de tensdes transversais oss (N/mm?) obtidos pelo Abaqus e GBT no colapso (estado P).

maximo e minimo nos nds alma-banzo e ponto central da alma, respectivamente, 0 que resulta das
tensdes ox« serem muito mais relevantes que as restantes. A medida que a carga aumenta (evolugéo de E
para P), as zonas afastadas da linha neutra vao cedendo sequencialmente em direc¢cdo a mesma, até que

no colapso (P) a alma encontra-se totalmente plastificada (owises = 00?).

. 0.0 $ (mm) 350.0 20
- ABAQUS _300_ Ay (llllll) 360.0
——GBT
_60 - - -
_ . .. ~ 80 p* « ABAQUS ‘
5 = AN GBT Y.
Z 120 z B : )
o p—
L La
S ¢ 180 . )
-180
=230 P
-240 280
(b)

(a)
Fig. 6.17. Diagramas de tensGes de corte (o3s) na alma da secgdo em x=696 mm — estados de equilibrio (a) E + EP e (b) P.

As Figs. 6.19 e 6.20 ilustram os contours de tensdes oxs € owmises N0 colapso (estado P), sendo observada
uma notavel semelhanca entre os resultados do Abaqus e da GBT. Relativamente ao contour awises da
GBT, chama-se a atencdo para a estreita faixa amarela que aparece na alma a meio vao, a qual €
inexistente no resultado do Abaqus devido as discrepancias entre tensdes oss discutidas anteriormente
(ver Figs. 6.15 e 6.16). Para além disso, uma zona plastificada (omises=00Y) @ meio vao correspondente a
“formacdo da rotula plastica” é clara nas distribuicdes de owiss. Nessa zona, é possivel observar que as
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extremidades livres dos banzos cedem primeiro que a zona central (0 oposto do previsto pela teoria
classica), 0 que é consequéncia da distribuicao de tensbes transversais oss — de acordo com o critério de
von Mises (ver Eq. (4.1) e/ou Fig. 4.1(b) no capitulo 4) as tensdes owises € oss podem ser inversamente
proporcionais.

563

:
©
13 r - ABAQUS
—GBT
0
0.0 S (min) 350.0

Fig. 6.18. Diagramas de tensdo de von Mises (owises) Na alma da sec¢do em x=696 mm (configuragdes E, EP e P).

+2.831et0z
+2.193e+02
+1.754e+02
+1.31he+02
+8.770e+01
+4,385e+01
+0.000e+00
-4.385e+01
-8.770e+01
-1.314e402
-1.754e+02
-2.193e402
-L.631e+02

ABAQUS GBT

+4,849e+02
+4,45%e+02
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+3.288e+02
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Fig. 6.20. Contours de tensdes de von Mises awises (N/mm?) obtidos pelo Abaqus e GBT no colapso (estado P).
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Finalmente, a Fig. 6.21 mostra as configuracdes deformadas da viga no colapso (P). Mais uma
vez, a comparacdo entre os outputs do Abaqus e da GBT é muito boa, sendo perfeitamente
perceptivel a ocorréncia de deformacéo localizada nos banzos e de distorcao da alma na zona

totalmente plastificada de meio vao (“rotula pléstica”).

Fig. 6.21. Configuracdo deformada (amplificada 10x) no colapso (estado P).

Vigaem Z
Apresentam-se na Fig. 6.22(a) as trajectorias de equilibrio 1(6) do Abaqus e GBT relativas as trés

curvas tensdo-deformagéo utilizadas (E=0, E=E/100 e E:=E/50), onde ¢ € o deslocamento vertical a

meio vdo do né de extremidade do banzo superior (ver Fig. 6.2(b)). Os parametros de carga

correspondentes aos estados de equilibrio (E, EP1 e EP2) indicados em cada curva sao dados na Tab.

6.3 — cada conjunto de trés valores de A correspondem aproximadamente ao mesmo deslocamento 6. A

Fig. 6.22(b) diz respeito a E:=E/100 e mostra 0 diagrama de participagdo modal da GBT relativo a

evolucdo da configuracdo deformada da seccdo de meio vao ao longo da respectiva curva A(0) — este

diagrama é muito semelhante aos obtidos para E=0 e E=E/50. A observacdo dos resultados
apresentados nas Figs. 6.22(a)-(b) permite mostrar os seguintes comentarios:

(i) Hauma excelente correlagéo entre as curvas do Abaqus e da GBT (diferencas inferiores a 2.2%).

(i) A analise da GBT para E=0 origina uma carga de cedéncia inicial p,/=0.233 N/mm?, e uma carga
“plastica” p,=0.363 N/mm?, 0 que resulta numa reserva de resisténcia ineléstica py/p,=1.56.

(iii) Naturalmente, as trés trajectorias de equilibrio coincidem até a cedéncia inicial e comecam a
divergir desde o inicio do regime elasto-plastico. Note-se que o declive de endurecimento E; (ou
modulo tangente) ndo ¢ “totalmente reflectido’ na resposta estrutural, pois o racio entre os declives
de A(6) em EP2 para E=E/50 e E=E/100 vale 1.59 (inferior a 100/50=2).

(iv) Ao longo da curva E=E/100, a configuragio deformada da sec¢éo de meio véo inclui participacoes
dos modos 2 (flexdo na maior inércia), 3 (flexdo na menor inércia), 5 (local) e 7 (local). Estas
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contribuicdes variam ligeiramente ao longo da trajectdria de equilibrio, nomeadamente 12.5 — 13.6%

para 0 modo 2, 74.5 — 76.5% para 0 modo 3, 8.1 — 9.3% para 0 modo 5, e 1.7 — 3.5% para 0 modo 7.

Claramente que os modos de flex&o 2 e 3 dominam a resposta, sendo o 7 aquele que apresenta uma

maior variacdo percentual (aumenta consideravelmente no inicio do regime inel&stico).

5.0
n EP2
~ -
4.5 |
4.0
35 |
3.0 |
25 |
—GBT
2.0
¢ ABAQUS (Et=0)
1.5 4 ABAQUS (Et=E/100)
= ABAQUS (Et=E/50)
1.0
05 o
|&] (mm)
0.0 L
(a) 0 20 40 60 80 100 120 140
100% <«
Modo 5 (local) Modo 7 (local)

50%

Modo 3 (flexdo menor inércia)

0%

Modo 2 (flexdo maior inércia)

(b)

16] (mm)

Fig. 6.22. (a) Trajectorias de equilibrio (E:= 0; E/100; E/50), e (b) diagrama de participacdo modal da GBT (E; = E/100).

A Fig. 6.23(a) diz respeito a E=E/100 e aos estados EP1 e EP2, apresentando os perfis longitudinais

da GBT e do Abaqus relativos ao deslocamento vertical 6(x) da extremidade do banzo superior. A Fig.
6.23(b) apresenta os perfis o(x) relativos a EP2 e E={0, E/100, E/50}. Para além da concordancia
notavel entre o Abaqus e a GBT, a observacdo das Figs. 6.23 permite fazer o seguinte comentario:

() Embora os perfis da Fig. 6.23(b) tenham a mesma amplitude (ver Fig. 6.22(a)), nota-se um

decréscimo das curvaturas a medida que E: aumenta, particularmente visivel na zona de meio véo.

Este comportamento deve-se ao facto de existir uma degradacéo de rigidez (devido a plasticidade)

menos localizada para valores mais elevados de E: — ndo faz sentido falar em formagéo de rotula

plastica numa analise de 1% ordem com E0.
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Tab. 6.3. Valores dos parametros de carga nos estados de equilibrio E, EP1 e EP2.

E EP1 EP2
E: 0 1) 0
(rLrJn) AGBT AABQ (rl]r!n) AGBT AABQ (rLrJn) AGBT AABQ
0 0.39 0.39 338 3.36 363 359
E/100 133 040 040 1712 340 336 11793 413 419
E/50 040 040 342 3.38 453 4.60
0 — 0 :

X (mm) Yoo X (mm) 500
'20 » EPl ’20 I \\ /l
40 | -40 \\.\\ 1.’/.

N\ EP2 4
-60 | -60 | \y, "
N
‘\\ I/
80 | -80 | . .
\.\‘ /7
-100 | EP2 -100 | \T\ f.”/
>, ’
B\ 4 Et=0

12001 * ABAQUS | 120 1 o - - -~ Et=E/100
o | o (mm) —GBT 4o o (mm) — - —Et=E/50

(@) (b)

Fig. 6.23. Perfis longitudinais J(x) para (a) Et=E/100 e estados EP1, EP2 , e (b) Et={0; E/100; E/50} e estado EP2.

A Fig. 6.24 exibe a vista tri-dimensional da deformada da viga E=E/50 no estado EP2. Para além da
grande semelhanca entre os outputs do Abaqus e GBT, vale a pena chamar a atencao para a ocorréncia
de deformacéo local a meio véo, envolvendo a flexdo transversal da alma (curvatura simples) e as
correspondentes rotacdes dos banzos em sentidos opostos, 0 que reflecte as contribui¢des dos modos 5
(principalmente) e 7 (ver Fig. 6.8). Para além disso, é interessante constatar que, embora a carga
distribuida actue na vertical, a viga exibe um deslocamento lateral significativo, 0 que estd em
concordancia com a participacdo dominante do modo de flexdo na menor inércia (3). Relembra-se que
este € um problema de flexdo desviada em que o momento de inércia minimo € muito inferior ao
maximo (11 /11=0.019). No contexto de uma anélise global de 12 ordem (i.e., incluindo apenas 0s modos
2 e 3), 0 angulo entre 0 momento aplicado e a linha neutra é de 74.21° (sentido oposto ao dos ponteiros
do relégio), um valor elevado que indica que a linha neutra é “quase” vertical (Como seria expectavel).

A Fig 6.25(a) diz respeito a E=E/50 e aos estados E, EP1 e EP2, exibindo os diagramas de tensdes
axiais (oxx) do Abaqus e da GBT na secgdo em x=597 mm. De modo a avaliar a influéncia do
endurecimento, a Fig. 6.25(b) mostra os diagramas ox(S) da GBT na mesma seccéo para o estado EP2 e
E={0; E/100; E/50}. Merecem destaque as seguintes observacoes as Figs. 6.25:

(i) Embora a comparacdo de resultados entre o Abaqus e a GBT seja bastante satisfatoria, sdo
evidentes as discontinuidades existentes ao longo dos diagramas da GBT para os estados EP1 e
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(ii)

EP2. Estas singularidades, anteriormente abordadas no 1° exemplo numérico (viga em I), resultam
da aproximacdo linear (em cada sub-placa) dos deslocamentos transversais v(s), facto que
normalmente conduz a diagramas ess discontinuos entre sub-placas. Como referido anteriormente,
um refinamento da malha da GBT ao nivel da seccéo pode resolver este tipo de discontinuidade.

I
I
t
J_
i :

B
izijé

GBT ABAQUS
Fig. 6.24. Configuracéo deformada da viga E:=E/50 no estado de equilibrio EP2.

A Fig. 6.25(a) permite concluir que a tensdo méxima ocorre nos cantos da seccdo para qualquer
nivel de carga, o que esta de acordo com a predominancia do modo 3 (ver Fig. 6.22(b)). Pode-se
também afirmar que a posicéao da linha neutra permance aproximadamente inalterada — passa pelo
centro de gravidade (ponto médio da alma — ponto de simetria) e intersecta os banzos.

(iif) A Fig 6.25(b) mostra claramente que o diagrama ox exibe uma variagdo mais significativa (nas

regides de maiores tensdes) a medida que o endurecimento (Er) aumenta.

Finalmente, as Figs. 6.26(a)-(b) referem-se ao estado de equilibrio EP2 e apresentam (i) os diagramas

de tensBes de von Mises (owmises) Na secgao em x=597 mm para E:= 0; E/100; E/50, e (ii) os contours de

owises da GBT para E: = 0; E/50. Sobre as figuras mencionadas importa referir que:

0

(i)

140

A correlacéo entre os resultados do Abaqus e da GBT pode-se considerar satisfatdria, apesar de a
GBT néo captar os valores minimos dos diagramas do Abaqus, 0s quais ocorrem nos pontos de
interseccdo da linha neutra com 0s banzos — note-se que as vizinhangas desses pontos S&o
caracterizadas por elevados gradientes de tensdes ox (Ver Fig. 6.25(a)) e chama-se a atenco para o
facto das abcissas (s) das tensdes do Abagus ndo coincidirem com as usadas na GBT. No entanto,
as diferencas entre a GBT e 0 Abaqgus no restante dominio dos diagramas ndo excedem os 5%.

Um valor do modulo tangente (E:) superior conduz a um aumento da tenséo owmises Na alma da
secgdo (ver Figs. 6.26(a)-(b)) e a um maior espalhamento de plasticidade na direccéo axial da
barra (ver Fig. 6.26(b)), facto que resulta do parametro de carga ser superior (relembrar EP2 na
Fig. 6.22(a)).
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(iii) A Fig. 6.26(b) também permite concluir que a cedéncia (omiss=cv’) tem inicio nos cantos da
seccao, espalhando-se depois para a alma e posteriormente para os banzos.

bot. flange top flange bot. flange top flange
— = —— e —
1000 1000
) J.\’.\’ a.\’.\’
800 H N/mm?) 800 | ( N/mm?*)
1>
600 600 | . o vsIN
400 400 |
200 200 |
o0
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0 0{o
-200 200 |
400 . ABAQUS ~400 T —Et=0
500 K GBT (E, EP2) 600 ¥ ---- Et=E/100
---- GBT(EP1) — - -Et=E/50
-800 -800
(@) (b)

Fig. 6.25. Diagramas de tensdes axiais (Oxx) na secgdo em x=597 mm: (a) estados E, EP1 e EP2 (E;=E/50), e (b)
estado EP2 (E=0; E/100; E/50) da GBT.
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T fises
200 L(N/mm?*)
L] L]
"N . ..
600 /e ' Ne . W\
. 1-/-;‘:: .\'-.. .)'/. ot -, .
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0.0 171.5
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\ | web | |
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Fig. 6.26. Tensbes de von Mises (Owmises) relativas ao estado EP2: (a) diagramas na sec¢do em x=597 mm (E;= 0;
E/100; E/50), e (b) contours (N/mm?) para E;= 0; E/50 (GBT).
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Vigaem C

A Fig. 6.27(a) mostra as trajectérias de equilibrio A(6) do Abaqus e da GBT, onde ¢ é o

deslocamento horizontal a meio vao do ponto central da alma (ver Fig. 6.5(b)). Por baixo da curva

da GBT (Fig. 6.27(b)) representa-se o respectivo diagrama de participacdo modal. Apds observar as

figuras mencionadas concluiu-se que:

() As duas trajectorias de equilibrio estdo quase coincidentes e os valores de A dos estados E, EP e
P indicados sdo: (i1) AceT=8.85+AaBq=8.85 (E), (i2) AceT=55.21+XaBq=55.20 (EP) e (i3)

AeBT=58.44+1,A80=58.40 (P).

(i) Segundo a GBT, os parametros de carga associados ao inicio da cedéncia e ao colapso elasto-
plastico (plateau) valem 4,=26.43 (Fy=23787 N) e 4,=58.44 (F;=52596 N), respectivamente, o

que corresponde a uma reserva de resisténcia inelastica dada por Fp/Fy=2.2116,

60

40
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100%

50%

(b)

0%

EP

« ABAQUS
—GBT

0 (mm}

75.0 112.5 150.0 187.5

Modo 7 (local)

Modo 5 (local)

Modo 3 (flexdo menor inércia)

225.0
<«— Modo 9 (local)

Fig. 6.27. Trajectdrias de equilibrio obtidas através do Abaqus e da GBT, e (b) diagrama de participacdo modal da GBT.

16 Este récio deve fornecer uma boa aproximacao do factor de forma da seccéo se o perfil correspondente for isostatico.
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(iii) De acordo com o diagrama de participagdo modal, os modos de deformagédo mais relevantes (ver
Fig. 6.9) sdo (iii1) a flexdo na menor inércia (modo 3: 24.1 — 39.7%) e (iiiz) 0os modos locais 5
(41.7 — 49.3%) e 7 (13.1 — 26.2%). Note-se que 0 modo 5 quase ndo varia a sua participacdo com
0 aumento da deformacéo, a semelhanca dos outros dois modos na fase de colapso (plateau).

(iv) A contribuicdo do modo 9 é desprezavel em regime elastico, atingindo 3.0% em regime elasto-
plastico —a sua variagdo durante o colapso é, tal como para os restantes modos, diminuta.

(v) Em regime elasto-plastico, 0 modo 3 ¢ gradualmente “‘substituido” pelo 7. A elevada participacéo
(78.5%) de modos locais ao longo do plateau € uma consequéncia do mecanismo de colapso
apresentado na Fig. 6.28, onde é bastante evidente a ocorréncia de deformacdo local na zona de
aplicacdo da carga (meio vao). Repare-se na notavel semelhanca entre as representag@es do Abaqus
e da GBT, apesar desta ser obtida apenas com 5.6% do ndmero de g.l. requerido na analise de EFC.

As Figs. 6.29(a)-(b) exibem as func¢des de amplitude (Sk(x)) dos modos global (3) e locais (5,

7, 9) anteriormente mencionados, relativas aos estados E e P, respectivamente — os valores de cada

funcéo correspondem aos deslocamentos modais maximaos no plano da sec¢do (m ). O modo 9

nao esta incluido na Fig. 6.29(a) devido ao facto da sua contribuicdo no estado E ser desprezavel. Os

seguintes comentarios as figuras séo apropriados:

(i) Enquanto que em regime elastico (Fig. 6.29(a)) a amplitude do modo 3 varia cubicamente ao longo
do comprimento da viga, os modos locais 5 e 7 variam muito pouco junto aos apoios mas exibem
gradientes elevados a meio vao (regido de aplicacdo da carga) — note-se a proximidade entre os
valores méximos de & e és.

(if) Na Fig. 6.29(b) é possivel constatar que a funcdo ¢z é quase bi-linear e 0os modos locais 5, 7 € 9
exibem uma grande variacdo na zona de meio véo, o que se deve a formacéao da rétula plastica
responsavel por despoletar 0 mecanismo de colapso. Note-se que 0 méaximo valor de s é agora
muito superior ao de ¢z — este Ultimo é idéntico ao valor méximo de &, 0 que se traduz nas

participacdes modais representadas na Fig. 6.27(b).

GBT ABAQUS

Fig. 6.28. Mecanismos de colapso (amplificados 3x) da viga (configuracao P).

Uma vez que os deslocamentos axiais na superficie média da barra sdo dados por u=ux(s)kx(x), a
Fig. 6.30 mostra as funcdes de amplitude Zikx(x) relativas aos modos 13 (corte associado a flexao
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global ndo uniforme) e 3 (flexdo na menor inércia) na configuracdo P. Observa-se que a variacéo
de empenamentos € bastante acentuada na regido de meio vao, zona onde 0 escoamento plastico
atinge niveis mais significativos. Por motivos de simetria do problema, Jkx sdo nulas em x=750 mm.
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Fig. 6.29. Fungdes de amplitude ¢k dos modos de flexdo e locais mais relevantes: configuragdes (a) E e (b) P.

A variacéo do deslocamento & (ver Fig. 6.3(b)) ao longo do eixo da viga para as configuracdes E, EP e
P, esta ilustrada na Fig. 6.31, onde se constata que esse deslocamento aumenta abruptamente na regiao
de meio vao, o que se deve as participacdes dos modos locais 5, 7 e 9, como foi mostrado nas Figs.
6.29(a)-(b). Embora os perfis &x) possam ser determinados através de andlises de EFC, a sua
interpretacdo  mecanica seria bem mais dificil (ou mesmo, impossivel) sem a separacdo das
contribuicdes dos modos locais e de flexao global, cuja obtencdo através da GBT é simples.
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Fig. 6.30. Funcdes de amplitude ¢kx dos modos de flex&o e de corte mais relevantes (configuracdo P).
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As Figs. 6.32(a)-(c) apresentam diagramas de tensdes da GBT na sec¢do em x=646 mm, relativos
a tensdes (i) axiais (ox) e de corte (oxs) na configuragdo P, e (ii) de von Mises (omiss) nas
configuracdes E, EP e P. A observacao destas figuras conduz aos seguintes comentarios:

(i) Astensdes de corte mais elevadas ocorrem onde ox<oo’ (zonas dos banzos junto a alma), o que
coincide com as zonas que se mantém em regime elastico (owises<av’) no estado P.

3 80
70 -
60
2 .
50 |- P
- F -
0 0 40 |
[Eesigan) )
1 30 -
20 +
EP
10 -
0 T T 0 T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
X () X ()

Fig. 6.31. Deslocamento horizontal do ponto médio da alma ao longo do comprimento da viga (estados E, EP e P).

(if) O diagrama EP na Fig. 6.32(c) mostra que a cedéncia se inicia nas extremidades dos banzos e
posteriormente se “espalha” ao longo dos mesmos em direc¢@o a alma. No entanto, no colapso
(P) toda a alma esta plastificada e os banzos ainda exibem regides elasticas (junto a alma).

(iii) As tensdes de von Mises minimas ocorrem sempre na interseccdo da linha neutra com ambos
0s banzos (s~75 and s=325 mm — ver Figs. 6.32(a)-(c)). De forma algo surpreendente, a
posicdo da linha neutra ndo depende do nivel de carga, apesar da assimetria da seccdo em
relacdo ao eixo principal central de inércia vertical (relembre-se que se trata de um problema de
plasticidade “ndo cléssico”, i.e, inclui deformabilidade de natureza nao global).

Finalmente, as Figs 6.33(a)-(b) mostram os contours da GBT e do Abaqus relativos as tenses
transversais (oss) e de corte (oxs) na configuragdo EP. Para aléem da notavel semelhanca entre os
resultados das duas analises, importa chamar a atencéo para o seguinte:

(i) Os valores elevados das tensdes oss ha zona de meio vao sdo consequéncia dos elevados
gradientes das amplitudes dos modos 13 (corte), 5 e 7 (locais) nessa zona (recordar as Figs.
6.29(b) e 6.30).

(ii) Os valores de pico de ox em torno da secgéo de meio vao devem-se principalmente a participacéo
do modo 13 (ver Fig. 6.30 e relembrar que oxs € proporcional a k).
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Fig. 6.32. Diagramas de tensdes na secdo em x=646 mm: (a) ox (P), (b) oxs (P) € (c) owises (E, EP, P).
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Fig. 6.33. Contours de tensdes (a) o € (0) o (N/mm?) na configuracéo EP.
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Viga em C-reforgado

A Fig. 6.34(a) representa as trajectorias de equilibrio A(6) do Abaqus e da GBT relativas a cada um dos

modelos constitutivos utilizados (E:=0, E=E/100 e E=E/50), onde ¢ é o deslocamento vertical a meio

véo (x=750mm) do canto banzo superior-reforgo (ver Fig. 6.4(b)). Os valores de 4 correspondentes aos
estados de equilibrio E, EP1 e EP2 séo dados na Tab. 6.4. A Fig. 6.34(b) diz respeito a E=E/100 e
ilustra o diagrama de participacdo modal da GBT relativo a evolugdo da configuracdo deformada da

seccdo de meio vdo — tal como foi concluido para a viga em Z, este diagrama € muito idéntico aos

relativos a E+=0 e E=E/50. A observac&o das Figs. mencionadas conduz aos seguintes comentarios:

(i) A comparacdo entre a GBT e 0 Abaqus € excelente — as diferencas maximas séo de 2.5%.
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odo 7 (local)
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(flexdo menor
inércia)

Fig. 6.34. (a) Trajectdrias de equilibrio do Abaqus e da GBT (E:= 0; E/100; E/50), e (b) diagrama de participacdo

modal da GBT (E=E/100).

(i) Da andlise da GBT para E=0 obtém-se uma reserva de resisténcia inelastica (racio entre a carga
“plastica” e de cedéncia) de Fyo/Fy=4880/1804=2.71.
(iif) Tal como para a vigaem Z, o valor de E; nao ¢é “completamente reflectido” na resposta, pois o racio
entre os declives de A(0) em EP2 para E=E/50 e E=E/100 vale 1.46 (inferior a 2).
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(iv) O padrdo de deformagdo da barra é maioritariamente distorcional pois 0 modo 5 (distorcional

v)

simétrico) apresenta participaces entre 74.1 e 85.5%. No entanto, existem contribuicoes visiveis
de outros modos locais: 7 (5.2 — 9.4%) e 9 (7.0 — 16.4%). Existe também uma participagao
diminuta (cerca de 1.3 %) do modo 3 (flexdo na menor inércia) no regime inelastico. Constata-se
ainda que a participacdo do modo 9 aumenta consideravelmente apos o estado EP1, “‘substituindo”
parte da contribuicdo do modo 5.

Embora néo seja visivel qualquer contribuicdo de modos de corte ou de extensdo transversal (ver
Fig. 6.10) no diagrama da Fig. 6.34(b), € importante relembrar que a sua presenca na analise é
indispensavel para obter resultados precisos. Note-se que 0 modo de corte 26 desempenha um
papel importante independentemente do nivel de endurecimento, e que os modos de corte 28 e 18
sdo relevantes para as analises com E«=0 e E:=E/50.

Tab 6.4. Valores dos pardmetros de carga nos estados de equilibrio E, EP1 e EP2.

E EP1 EP2
E 0 ) )
' (m m) A’GBT XABQ (m m) XG BT 7\vABQ (m m) XG BT XABQ
0 1269 1250 40.94 40.30 4776  46.80

E/100 1363 1249 1250 7760 4280 4250 16542 5209 5270
E/50 1249 1250 4365 43.30 54.65 55.20

Para compreender a importancia dos diferentes tipos de modos de deformagéo envolvidos na analise

da GBT, apresentam-se na Fig. 6.35 as curvas A(d) para E=0 obtidas através de cinco analises com

conjuntos diferentes de modos de deformacéo, incluindo os modos (i) 5 (distorcional), (ii) 5+7+9
(distorcional e local), (iii) 5+7+9+26+44 (distorcional, local, corte e extensdo transversal), (iv)
3+5+7+9+26+29+44 (global, distorcional, local, corte e extensdo transversal), e (v) os 46 modos

inicialmente seleccionados. Da anélise dessas trajectorias de equilibrio concluiu-se que:

0

A andlise aproximada que apenas inclui o modo 5 conduz a uma resposta elastica bastante precisa,
uma vez que para A<10 a resposta esta virtualmente coincidente com a obtida com o0s 46 modos.
No entanto, na fase elasto-plastica 0 comportamento que resulta da curva aproximada é muito mais

rigido — o parametro de carga “plastico” obtido (Ap=66.4) € 36% superior ao “exacto” (A,=48.8).

(i) A adicdo dos modos locais 7 e 9 (curva 5+7+9) conduz a uma resposta linear (A<20) “exacta” e a
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uma melhoria significativa na aproximagdo ao comportamento inelastico — o parametro “plastico”
(Ap=53.8) é agora apenas 10% superior ao “‘exacto”.
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(iii) A inclusdo do modo de corte 26 e do modo de extencao transversal 44 (associados & deformacéo
localizada dos reforcos da seccéo), apesar de conduzir a uma curva A(d) quase igual a “curva
5+7+9~, influencia as distribuicoes de tensdes e a configuracao do mecanismo de colapso.

(iv) Por ultimo, a adi¢do (ver “curva 3+5+7+9+26+29+44”) do modo de flexdo na menor inércia (3)
e do modo de extensdo transversal da alma (29), permite ndo SO aproximar com precisdo a
resposta elastica, como também melhorar a resposta inelastica da aproximacéo anterior — 0
parametro “plastico” (Ap=51.9) é agora apenas 6.3% superior ao “exacto” (Ap=48.8).
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Fig. 6.35: Comparagdo entre trajectdrias de equilibrio da GBT obtidas com diferentes conjuntos de modos de deformacéo.

A Fig. 6.36(a) diz respeito a viga E=E/50 e exibe os perfis longitudinais J(x) associados ao
deslocamento vertical do canto banzo superior-reforco para as configuracbes E, EP1 e EP2. A Fig.
6.36(b) mostra os perfis 6(x) da GBT relativos ao estado EP2 das vigas E=0 e E=E/50 (perfis com
amplitude idéntica — ver Fig. 6.34(a)). A observacéo destas figuras permite concluir que:

(i) Osresultados do Abaqus e da GBT (Fig. 6.36(a)) estdo virtualmente coincidentes.
(i) Tal como concluido para a viga em Z, as curvaturas diminuem com o aumento de E; (ver Fig.
6.36(b)), ou seja, a degradacéo de rigidez causada pela cedéncia do material € menos localizada.

A Fig. 6.37 mostra as configuragdes deformadas do Abaqus e da GBT correspondentes ao estado EP2
da viga E:=E/100 — mais uma vez a comparagao é muito boa. Estas deformadas permitem confirmar o
que foi concluido através do diagrama de participacdo modal da Fig. 6.34(b). Realmente constata-se que
(i) a natureza distorcional do modo 5 é predominante e que (ii) existe uma contribui¢do importante do
modo 9, o qual é responsavel pela flexdo transversal dos banzos que se faz notar a meio vao.
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Fig. 6.36. Perfis longitudinais do deslocamento vertical do né banzo superior-reforgo: (a) configuragdes E, EP1 e EP2 da
viga E=E/50, e (b) configuracdes EP2 das vigas E;= 0; E/50.

GBT ABAQUS
Fig. 6.37. Configuracdo deformada EP2 da viga Et=E/100 (GBT e Abaqus).

As Figs. 6.38, 6.39 e 6.40 apresentam varios diagramas de tensdes na sec¢do em x=700mm (perto de
meio vao), nomeadamente (i) as tensdes de corte oxs para a viga E: = E/100 e estados E, EP1 e EP2, (ii)
as tenses transversais oss para E: =E/50 e estado EP2, e (iii) as tensdes axiais ox para as vigas E; =0;
E/100 e configuragdo EP2. A observagdo destes diagramas conduz aos seguintes comentarios:

(i) Existe uma correlacao bastante boa entre os resultados do Abaqus e da GBT. Contudo, importa notar
que nos casos com endurecimento, a GBT (i1) ndo consegue prever adequadamente os valores de
pico das tensdes oxs € oss, 0S quais ocorrem respectivamente nos nds alma-banzo e banzo-reforco
(ver Figs. 6.38 e 6.39), e (i2) conduz a discontinuidades na transi¢cdo entre sub-placas — a visibilidade
destas singularidades pode ser atenuada ao refinar a malha da secgéo. No entanto, mais uma vez se
conclui que estas discrepancias ao nivel das tensdes ndo afectam a elevada precisao dos resultados de

deslocamentos da GBT.
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Fig. 6.38. Diagramas de tensdes de corte (Oxs) na secgo em x=700 mm da viga E=E/100 (GBT e Abaqus): estados de
equilibrio (a) E e EP1, e (b) EP2.
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Fig. 6.39. Diagramas de tensdes transversais (ss) na secgio em x=700mm e configuragio EP2 da viga E=E/50.

(ii) Apesar de ndo se tratar de um problema de flexdo nem de torcdo, as tensdes de corte e
axiais apresentam magnitudes significativas, as quais estdo associadas a distor¢do da seccao
e respectivo empenamento restringido nas sec¢fes extremas. Enguanto os valores maximos
de oxs ocorrem nos cantos banzo-reforco, os valores de pico de o tém lugar nas
extremidades livres dos reforgos.

(iif) A presenga de endurecimento (ver Fig. 6.40) conduz a um aumento significativo das tenses oxx
(particularmente nos banzos), mantendo-se no entanto a localizagdo dos pontos de tenséo nula.

Por altimo, as Figs. 6.41(a)-(b) mostram (i) os diagramas de tensdes de von Mises obtidos
através do Abaqus e da GBT, novamente na sec¢do em x=700 mm, para o estado de equilibrio
EP2 das vigas E: =0; E/50, e (ii) 0s contours owmises da GBT para a configuracéo de equilibrio
EP2 das vigas E:=0; E/100. A observacéo destes resultados permite concluir que:

(i) Os diagramas da GBT e do Abaqus para Et=E/50 correlacionam-se muito bem.
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Fig. 6.40. Diagramas de tensdes axiais (Oxx) na secgio em x=700mm e configuracbes EP2 das vigas E=0; E/100.

(i) Tal como se concluiu relativamente as tensdes ox (ver Fig. 6.40), o aumento de E: causa um

aumento claro das tensbes owmises NOS reforcos e zonas dos banzos nessa vizinhanga. Note-se que

essas partes da seccdo sdo, na zona de aplicagdo da carga (meio vao), as “mais endurecidas”

(onde a diferenca para ao’=450 N/mm? é maior) no exemplo da Fig. 6.41(b) (E:=E/100).

(iii) Independentemente do nivel de endurecimento (ver Fig. 6.41(b)), (iii1) a maioria da viga
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permanece em regime eléstico (cor azul), e (iiiz) os reforcos cedem (omises> 450 N/mm?) ao longo

de todo o comprimento, excepto nas zonas adjacentes a regido de maior solicitacdo dos banzos.

O)dises
!’ ( N/mm? ) °
¥ 1
» -
b8 —— GBT (Et=0) J
i A — . - GBT (Et=E/50) 1
'\'. e ABAQUS (Et=E/50) :/'

§ (mm)

430.0

I 1
Alma Banzo Ref

(@)

- 2

Et=E/100
(b)

Fig. 6.41. Tensdes de von Mises (OMises) no estado EP2: (a) diagrama na sec¢do em x=700mm para as vigas E=0; E/50, e (b)
contours (N/mm?) da GBT relativos as vigas E=0; E/100.

152



GBT — Andlises Elasto-Pléasticas de 12 Ordem

Viga RHS

Fig. 6.42(a) mostra as trajectorias de equilibrio A(o) obtidas através do Abaqus, GBT e teoria da rétula

plastica, onde ¢ € 0 deslocamento vertical a meio vao do ponto médio do banzo superior. A Fig. 6.42(b)

exibe o diagrama de participagdo modal da GBT. Os seguintes comentarios sdo apropriados:

(i) As curvas do Abaqus e GBT sdo muito semelhantes, exibindo diferencas inferiores a 1.6%. Os

valores dos parametros de carga nos estados E, EP e P assinalados nessas curvas séo (i1) Acer=3.20
+ 2aBg=3.20 (E), (i2) AeeT=30.63 + AaB0=30.50 (EP), € (i3) Ace1=32.21 + Aagg=31.90 (P).
(ii) De acordo com a GBT, a cedéncia inicial e o colapso “plastico” ocorrem quando p,=0.197 N/mm?

(3~=19.69) e pp, =0.322 N/mm? (1,=32.21), respectivamente, o que corresponde a uma reserva de

resisténcia elasto-plastica de pp/p,=1.63.

35

a
@ 100%

50%

(b)
0%

P
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—GBT
- - - Teoria Rotula Plastica
|(3| (mm|
50 10101 150 201 250 ann 350
— Modo 3 (local)
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Modo 1

(flex3o menor inércia)

400

Fig. 6.42. (a) Trajectorias de equilibrio dadas pelo Abaqus, GBT e teoria da rétula plastica, e (b) diagrama de

participacdo modal da GBT.

(iii) De acordo com a teoria (aproximada) da rotula plastica, a qual despreza o espalhamento de

plasticidade e a influéncia das tensdes oxs € oss (apenas é considerada flexdo global), (iiir) a primeira

rétula forma-se na secgéo encastrada (1:=21.09 e &1=21.4mm), e (iiiz) a seqgunda rétula precipita o
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(iv)

colapso e surge em x=2500 mm para 4,=30.94 e %=46.42 mm. Embora esta teoria siga a mesma

tendéncia das curvas “exactas” (Abaqus e GBT), importa clarificar alguns aspectos:

(iii.1) Como seria de esperar, a trajectoria que antecede a formago da primeira rotulal’
sobreestima a resposta “exacta” (Abaqus e GBT) devido ao facto do espalhamento de
plasticidade e a flexéo transversal do banzo superior serem desprezados — este Ultimo aspecto
é simulado na GBT atraveés das participacfes dos modos locais 2 e 3 (ver Fig. 6.11).

(iii.2) Apos a formagao da primeira rotula plastica, o declive da trajectdria de equilibrio decresce e
torna-se inferior ao declive da curva “exacta”, 0 que se deve ao facto de a teoria da rétula
plastica sobreestimar as rotagdes plasticas no encastramento.

(iii.3) A formagao da segunda e ultima rétula (perto de meio vao) conduz a um plateau localizado
ligeiramente abaixo do “exacto”, 0 que se deve ao facto desta teoria aproximada ter apenas
em conta as tensbes axiais resultantes da flexdo global (ow), i.e., despreza o efeito
prejudicial das tensdes de corte oxs € a influéncia benéfica das tensdes transversais oss — esta
ultima prevalece neste problema, o que resulta num ligeiro aumento do limite das tensdes
ox eém relacdo a tensdo de cedéncia.

Os modos de deformacdo mais relevantes sdo (ivi) o 1 (flexdo na menor inércia, 72.50 — 87.39%),

(iv2) 0 2 (local, 7.27 — 13.06%) e (ivs) 0 3 (local, 4.82 — 10.58%). No inicio do regime inelastico, as

participacbes dos modos 1, 2 e 3 aumenta ligeiramente, mantém-se inalterada e decresce

marginalmente, respectivamente. Subsequentemente, a participagd0 do modo 1 decresce
monotonicamente, ao contrario dos modos 2 e 3. De modo a garantir a flexdo transversal do banzo
superior (onde a carga é aplicada) e restringir a do banzo inferior, os modos locais 2 e 3 apresentam

sempre contribui¢des semelhantes.

ABAOUS

Fig. 6.43. Mecanismos de colapso (configuracdo P) obtidos através da GBT e do Abaqus.

17 Obtida através de uma analise eléstica até se atingir um momento actuante maximo (no encastramento) que
iguale 0 momento pléstico da secgao.
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O mecanismo de colapso da viga (configuracdo P) € ilustrado na Fig. 6.43, sendo bem clara a flexdo

transversal do banzo superior nas zonas onde se desenvolvem as rotulas plasticas.

As Figs. 6.44-6.45, as quais dizem respeito as configuracOes E e P, exibem (i) as funcdes de amplitude

Zk(x) dos modos global e locais mais relevantes, e (ii) as fun¢des de amplitude {kx(x) dos modos de corte

e global mais importantes*®. A observacéo destas figuras conduz aos seguintes comentarios:
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Fig. 6.44. Funcgbes de amplitude ({) da GBT relativas aos modos global (1) e locais (2, 3): configuraces (a) E e (b) P.
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U
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No estado de equilibrio E, {; tem uma variacdo ndo linear que esta em conformidade com a teoria

cléssica. Relativamente aos modos locais 2 e 3, as suas amplitudes (i1) variam bastante junto aos

apoios (0=<X<350mm e 3650<x<4000mm), mas (i) permanecem uniformes na maior parte do véo

(350<x <3650 mm). Na configuracéo P, ; varia de forma virtualmente linear ao longo de quase

toda a extenséo da viga e exibe um maximo em x=2500 mm, onde a curvatura € muito elevada e a

plasticidade domina o comportamento da seccdo. Os modos 2 e 3 exibem agora amplitudes

desprezaveis na maior parte do vao, uma vez que as suas contribui¢cdes foram “transferidas” para as

regides das rotulas plésticas (x<350mm, 2000<x<3000mm), tal como se observou na Fig. 6.43.
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Fig. 6.45. FungBes de amplitude ({kx) da GBT: modos (a) de corte (11) na configuragio E, e (b) global (1) e de corte (11) em P.

18 As fungbes de amplitude {ix(X) fornecem uma variacdo qualitativa dos empenamentos de qualquer modo.
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(i) Na configuracdo E, a amplitude do modo de corte 11 (associado a deformagdo por esforco
transverso) varia linearmente ao longo de quase todo o comprimento da viga, mudando de sinal em
x=2500 mm. A variacdo abrupta junto a sec¢do encastrada € uma consequéncia do fenomeno de
shear locking que ai ocorre (abordado em 2.3.2 no capitulo 2) — a restricdo dos empenamentos no
encastramento (£11x=0) forca o anulamento do esforgo transverso nessa seccao.

(iii) No colapso (Fig. 6.45(b)), tanto o modo de corte (11) como o global de flexdo (1) exibem
deslocamentos axiais cuja variacdo é reduzida e quase linear nas zonas menos deformadas, e
altamente n&o linear em x<350mm e 2000<x<3000mm, anulando-se em x=0 e x=2500mm.
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Fig. 6.46.Contours de tensdes (N/mm?) de von Mises (owmises) Nas configuracdes (a) EP e (b) P.
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Finalmente, as Figs 6.46(a)-(b) apresentam os contours do Abaqus e da GBT relativos as
tensdes de von Mises nas configuracGes EP e P. Para além das semelhancas notaveis entre os
outputs do Abaqus e da GBT, a observacao destas figuras permite constatar que:

(i) Na configuracdo EP, é evidente a existéncia de uma rétula plastica no encastramento (lado
esquerdo), bem como o espalhamento de plasticidade na regido de maiores momentos positivos.

(i) No colapso (P), o desenvolvimento da segunda/ultima rétula plastica envolve um espalhamento
de plasticidade consideravel ao longo do eixo da viga (2000 < x < 3000 mm), o qual resulta do
baixo gradiente de momentos actuantes nessa zona.

(iii) Em ambas as configuracdes de equilibrio, € bem visivel o efeito de shear lag no banzo
superior (fendbmeno abordado no capitulo 2 — 2.4.4).

Viga LiteSteel (LSB)

As trajectdrias de equilibrio A(d;) mostradas na Fig. 6.47(a), onde o, é o deslocamento vertical a meio
véo do nd do banzo superior indicado na Fig. 6.6 (b), foram obtidas através de analises do Abaqus e da
GBT. Foram efectuadas trés andlises através da GBT, utilizando diferentes conjuntos de modos de
deformacdo, incluindo (i) os 43 modos finais indicados na Tab. 6.2 (anti-simétricos relativamente ao
eixo de simetria horizontal), totalizando 6170 g.l., (ii) os 17 modos mais relevantes (2 globais, 2
distorcionais, 3 locais, 5 de corte e 5 de extensdo transversal), incluindo todos os representados na Fig.
6.12 e envolvendo 2436 g.l., e (iii) 12 modos (0 conjunto anterior sem 0s modos de extenséo
transversal), correspondendo a 1721 g.l.. Na Fig. 6.47(b) é exibido o diagrama de participacdo modal da
GBT (analise com 43 modos'®) relativo a evolugio da configuracio deformada da seccdo mais
deformada (na vizinhanca de x=3000mm). A analise destes resultados permite afirmar que:

(i) A curva da GBT obtida com 43 modos € muito semelhante a que resultou da analise do Abaqus
(diferencas inferiores a 2%). Por exemplo, os valores {d;, A} correspondentes as configuracdes E,
EP e P indicadas séo (i1) {6.5,25.5}ceT + {6.7,25.8}ABq, (i2) {41.2,104.1}cT + {40.6,102.0} ARG, €
(i3) {195.9,112.4}ceT + {196.0, 111.0}ABq, respectivamente.

(i) O diagrama de participacdo modal mostra que o0 comportamento da viga € dominado pelos modos
1 (flexdo na maior inércia, 38.4 — 47.4%), 2 (torcdo, 15.9 — 38.9%) e 3 (distorcional ou distor¢éo
lateral da alma, 19.1 — 3 1.1%). Os restantes modos, nomeadamente o modo 5 (local da alma) com
uma participacdo maxima de 2.5%, apenas emergem ap0s a resposta elastica.

19 Os diagramas de participacdo modal obtidos para as trés analises ndo diferem muito entre eles.
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Fig. 6.47. (a) Trajectorias de equilibrio (Abaqus + GBT) e (b) diagrama de participagdo modal da GBT (43 modos).

(iii) Quando apenas 17 modos de deformacéo sao incluidos na analise da GBT (reducdo de cerca de
60% do naimero de g.l.), os resultados obtidos ainda se podem considerar satisfatorios, uma vez que
a carga “plastica” (estado P) apenas sobreestima em 4.3% o valor do Abaqus.

(iv) Contudo, a exclusdo dos 5 modos de extensdo transversal do conjunto anterior, provoca uma
reducdo significativa da precisao dos resultados — e.g., 0 valor de A no estado P é sobreestimado em
14.6%. Este resultado comprova o papel fundamental desempenhado pelos modos de extenséo
transversal, mesmo que a sua participacdo conjunta (ver Fig. 6.47(b)) seja muito pequena
(consequéncia da definicio de participagio modal utilizada?® — ver 2.4.3 no capitulo 2).

As Figs. 6.48(a)-(c) ilustram a evolucédo da configuracdo deformada da viga, expressa em termos
das funcbes de amplitude modais (k(x) relativas aos 4 modos (ver Fig. 6.12) que figuram no

20 Uma futura alterag@o desta defini¢do adoptando um critério “ndo cinematico” (que envolva tensdes ou tensdes e
deslocamentos), podera resolver este inconveniente.
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diagrama da Fig. 6.47(b) — estas fungdes de amplitude sdo referentes as configuracdes de equilibrio

E, EP e P. Pode ser observado que:
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Fig. 6.48. Evolugéo das funcdes de amplitude (&) da GBT relativas aos modos 1, 2, 3, 5: configurag@es (a) E, (b) EP e (c) P.

(i)

(ii)

Nos estados E e EP apenas sdo visiveis as participagdes dos modos 1, 2 e 3. A contribuicdo do
modo 5 sO é perceptivel no colapso (P) e é localizada na vizinhanca da seccdo em x=3000 mm
(onde uma das cargas € aplicada).

Com o aumento da carga, os valores maximos de (k(x) (funcdo proporcional as extensdes
transversais ess— ver Eq. (2.11) no cap. 2) tendem a localizar-se na vizinhanga de x=3000 mm, onde
uma das forcas € aplicada. Por outro lado, {kx (proporcional as distorgdes yxs) e Ckxx (proporcional
as extenses axiais &x) exibem valores maximos perto das sec¢Bes em x=0 (encastramento) e
x=3000 mm. Note-se que estas zonas correspondem a localizagdo das rétulas plasticas que
conduzem ao mecanismo de colapso, como se pode confirmar através do (i) contour de tensdes de
von Mises e (ii) configuragdo deformada relativos ao estado P e apresentados nas Figs. 6.49(a)-(b).
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Para além da semelhanca notavel entre os resultados do Abaqus e da GBT, chama-se a atencéo

para a linha de cedéncia e distor¢éo que ocorrem na alma na secgdo em x=3000mm.
500 421 343 264 186 107 283
BT T T T T T 1T T

ABAOUS

(b)

Fig. 6.49. (a) Contours de tensdes de von Mises (N/mm?) e (b) mecanismos de colapso (estado P).

Finalmente, as Figs. 6.50(a)-(b) dizem respeito ao estado EP e mostram os perfis longitudinais de
deslocamentos axiais (Jx) e transversais (dz) do n6 do banzo superior indicado na Fig. 6.6(b) — todos os
perfis da GBT correspondem a Acer=104.1. Importa salientar o seguinte:
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Fig. 6.50. Perfis longitudinais para o estado EP (Acgr = 104.1) e relativos ao né do banzo superior indicado na Fig. 6.6(b):
deslocamentos () axiais e (b) transversais.
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(i) Os trés perfis da GBT seguem a mesma tendéncia e, naturalmente, a solugéo aproxima-se da do
Abaqus a medida que aumenta 0 nimero de modos envolvido — a utilizacdo dos 43 modos finais
conduz a resultados excelentes.

(i) A comparacao entre os perfis de deslocamentos da GBT obtidos com 17 e 12 modos, permite mais
uma vez avaliar a relevancia da utilizacdo dos modos de extensdo transversal.

6.3.4 Conclusoes

Com o intuito de validar a formulago fisicamente ndo linear de 12 ordem apresentada neste capitulo,
bem como de ilustrar as suas potencialidades na analise do comportamento estrutural de perfis de parede
fina, foram apresentados e discutidos nesta seccdo 6 exemplos ilustrativos (apresentam-se dois
exemplos sumplementares, vigas com perfis H e Hat, no Anexo 6.C). Os exemplos abrangem uma
vasta gama de cenarios distintos, nomeadamente (i) o tipo de seccéo transversal (I, H, Hat, Z, C, C-
reforcado, RHS e LSB), (ii) a lei constitutiva uniaxial (bi-linear com e sem endurecimento), (iii) as
condicbes de fronteira (perfis simplesmente apoiados, encastrados-apoiados, bi-encastrados, e em
consola), (iv) o tipo de carregamento (pontual, distribuida numa dimensdo, e distribuida numa
superficie), e (v) padrdo de deformacdo — global (flexdo, torcdo), distorcional, local, corte, extensdo
transversal. A validacdo da formulacéo e respectivo cddigo (implementado em MATLAB — Mathworks
2012) foi efectuada por comparacdo de resultados da GBT (trajectorias de equilibrio, diagramas e
distribuicBes tri-dimensionais de tensdes, perfis de deslocamentos e mecanismos de colapso) com 0s
obtidos através do Abaqus (DS Simulia Inc. 2004), recorrendo a modelos de elementos finitos de casca.
Para além da validagdo, a analise de resultados como diagramas de participacéo e funcbes de amplitude
modais, e trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos de modos pré-seleccionados, permitiram
compreender a mecanica comportamental de cada perfil em qualquer fase da sua resposta (elastica ou
elasto-plastica). Esta caracteristica original da GBT pode vir a ser de grande utilidade no
melhoramento/desenvolvimento de métodos de dimensionamento existentes/novos (e.g., teoria das
linhas de cedéncia (Hiriyur e Schafer 2005), método da resisténcia directa (Schafer 2008)). Como €
reconhecido (Adany e Schafer 2006, Adany et al. 2010, Casafont et al. 2011), a comunidade cientifica
tem dedicado bastante atencéo a decomposi¢do modal dos modos de instabilidade de barras de parede
fina. Espera-se que este trabalho possa contribuir para que a comunidade cientifica se passe também a
focar na decomposicdo modal dos mecanismos de colapso de barras de parede fina, e ndo apenas dos

modos de instabilidade.
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De uma forma geral, é possivel afirmar que os resultados da GBT estdo em Optima concordancia
com os obtidos através do Abaqus, o que garante a validacdo da formulagdo proposta neste capitulo.
Para além disso, importa realcar que gracas a natureza modal da GBT, apenas foram necessarios 8.8
% (em média — ver Tab. 6.2 e Anexo 6.C) dos numeros de g.l. requeridos pelos modelos do Abaqus
para obter aproximacdes de qualidade semelhante. Embora algumas discrepancias relevantes entre
resultados de tensdes tenham sido detectadas e justificadas, 0 seu impacto na qualidade global dos
resultados pode considerar-se reduzido. Para além disso, foram propostas formas de atenuar essas
diferencas. Nomeadamente, a aproximacao linear dos deslocamentos v(s) em cada sub-placa conduz a
diagramas de tensGes transversais (oss) discontinuos entre sub-placas. Uma forma de atenuar essas
singularidades consiste em refinar a malha da seccéo, o que apesar de originar um nuimero total de
modos de deformacao maior, pode nao afectar o nimero de modos utilizado na analise — obviamente
que, apesar de ndo ter sido implementado, uma solucéo do problema passa por adoptar perfis vi(s) que
garantam a continuidade de vks(S) entre sub-placas, p.e. tal como foi proposto nesta tese relativamente
aos perfis de empenamentos uk(s) (ver 2.4.4 no capitulo 2). Por outro lado, foi observado que, apesar
das discontinuidades, os contours de tensfes oss S80 qualitativamente (e por vezes quantitativamente)
semelhantes aos do Abaqus. Relativamente as tensbes de corte (oxs), foram também observadas
discrepancias relacionadas com discontinuidades entre sub-placas. Estando esta componente de
tensdo dependente de vk e uks em regime elastico, a adopcao de perfis ux ndo lineares em cada sub-
placa e/ou o refinamento da malha da seccdo sdo duas solugBes possiveis para 0 problema — ndo
esquecer que em plasticidade existe interac¢do entre componentes de tensdo, pelo que a ocorréncia de
singularidades numa particular componente pode “contaminar” as restantes. Por Ultimo, os problemas
de shear locking a que as analises da GBT estéo sujeitas sempre que existirem sec¢fes impedidas de
empenar e sujeitas a tensdes de corte (discutido em 2.3.2 no capitulo 2) foram geralmente bem
solucionados, através (i) de um maior refinamento da zona afectada, e (ii) da imposi¢do de fkx =0
(todos 0s modos) e k= 0 (modos de corte) nas secgdes encastradas.

Relativamente a interpretacdo modal dos resultados, importa salientar dois aspectos: (i) nos dois
exemplos em que se avaliou a influéncia do endurecimento (linear) no comportamento estrutural,
verificou-se que os diagramas de participacdo modal ndo variavam muito com o valor do modulo
tangente (ou declive de endurecimento) adoptado; (ii) Importa ndo esquecer o papel crucial
desempenhado pelos modos de corte e de extensdo transversal na resposta em regime elastico ou
inelastico, apesar da sua presenga nos diagramas supracitados ser muitas vezes desprezavel

(consequéncia da definigao de participagdo modal utilizada).
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Tab. 6.5. Reserva de resisténcia elasto-plastica e participacfes modais de naturezas local e global no colapso.

Reserva de resisténcia Participacédo Participacao
Exemplo elasto-plastica local-de-placa+distorcional global
S =hp/ly (%) (%)

' 1.13 0 88.2 (modo 1)
VA 1.56 12.2 (modos 5, 7) 87.5 (modos 2, 3)

H 1.60 9.4 (modo 6) 90.4 (modo 4)

RHS 1.63 17.9 (modos 2, 3) 79.8 (modo 1)
LSB 1.93 31.9 (modos 3, 5) 65.9 (modos 1, 2)

Hat 2.01 76.4 (modos 5, 7, 9) 22.1 (modo 3)

C 2.21 75.2 (modos 5, 7, 9) 24.1 (modo 3)

C reforcado 2.71 98.9 (modos 5, 7, 9) 1.0 (modo 3)

Finalmente, a Tab. 6.5 apresenta (i) a reserva de resisténcia elasto-plastica (racio entre a carga
“plastica” e a de cedéncia) obtida em cada uma das analises (sem endurecimento), bem como (ii) a
decomposicdo modal dos mecanismos de colapso correspondentes, i.e., as participacdes conjuntas
dos modos de natureza global ou local. Na maioria dos casos (os perfis H e Hat do Anexo 6.C sao
excepcoes que estdo perto de verificar a regra), observa-se que maiores contribui¢cdes dos modos
locais estdo associadas a reservas de resisténcia mais elevadas, engquanto o inverso se passa com 0s
modos globais. Esta evidéncia tem paralelo na disparidade entre a rigidez elastica de pds-
encurvadura de barras que colapsam em modos locais (rigidez elevada) ou globais (rigidez baixa).
Na literatura, e quando se interpretam resultados de analises fisica e geometricamente ndo lineares
de perfis de parede fina, constitui pratica comum atribuir a reserva de resisténcia inelastica aos
efeitos de 22 ordem, negligenciando o facto de os efeitos fisicamente ndo lineares poderem

desempenhar um papel semelhante.
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Capitulo 7

GBT — Analises Elasto-Plasticas de 22 Ordem

Apresenta-se neste capitulo a formulacdo da GBT para analises fisicamente nao lineares de 22 ordem
(ou pos-encurvadura), baseada na teoria J» (critério de cedéncia de von Mises) com escoamento
associado, e valida para perfis de parede fina (i) com seccdo transversal arbitraria (aberta ou
total/parcialmente fechada, e ramificada ou ndo ramificada), (ii) exibindo quaisquer distribuicGes de
imperfeicdes iniciais (tensdes residuais e imperfeicbes geométricas), (iii) constituidos por um material
elasto-plastico com resposta linear em regime elastico e endurecimento isotropico arbitrario (nulo, linear
ou ndo linear), e (iv) submetidos a qualquer carregamento exterior (distribuido e/ou pontual) dependente
de um Unico parametro de carga (1). Importa relembrar que se mantém validos os conceitos
fundamentais da GBT (hipGteses simplificativas, campo deslocamentos, lei constitutiva elastica e
analise da seccdo) apresentados nas secgdes 2.1, 2.2 e 2.4 do capitulo 2.

7.1. Equacéo geral de equilibrio
A formulacdo matematica do equilibrio estatico de um corpo composto por um material

elasto-plastico ¢ mais uma vez estabelecida recorrendo ao Principio dos Trabalhos Virtuais
(Batra 2006, De Borst et al. 2012), o qual estipula que

oW,

int

+oW,,, =0 , (7.1)

onde oWint & 0Wex S0 0s trabalhos vituais realizados pelas forgas internas (tensdes) e externas (cargas
aplicadas), respectivamente. O termo o Wint € definido por

My = [ [ (0,08, + 0,56, + 0,07, ) dzds dx . (72)

Lbe
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onde (i) ox, o € oxs S80 as componentes de tensdo axial (ou longitudinal), transversal e de corte,
respectivamente, e (i) s«, &s € j4s S80 as componentes (de 22 ordem) do tensor de deformac&o de Green
— Saint-Venant, respectivamente, extensdo axial, extensdo transversal e distorcdo, cuja definicao
(relagBes ndo lineares deformacdes-deslocamentos) é dada pelas Egs. (2.9) do capitulo 2. Contudo, a
presente formulagio despreza os termos de flexdo em z2, justificado pelo facto de (i) se tratar de uma
teoria aplicavel apenas a perfis de parede fina (z é a direc¢do ortogonal a cada parede), e (ii) permitir

aumentar a eficiéncia computacional, vindo as relages cinematicas implementadas dadas por?
1 2 2 2
== 2, 2] (0, (0, ) () |-z, e v,

1 2 2 2
fy =V, — W+ E[(L,,s) (v, )+ (w,) }_ az(uw,, +vow,,) @3
Vs =Ug+V, —2ZW +U U +V V +W W —aZ (U,XW,XS UMW, +V W+ V,SW,XS)

sendo a um factor que toma os valores 0 ou 1 (definido como input da analise) de modo a permitir
avaliar o custo-beneficio da consideragdo dos termos de flexdo em z (acoplamento flexdo/membrana),
os quais nunca foram considerados em formulacGes anteriores da GBT (Camotim et al. 2010a,b,
Gongalves e Camotim 2012)2. Tirando partido da definicdo do campo de deslocamentos de membrana
da GBT (Eg. (2.5) — capitulo 2), as expressdes (7.3) podem ser reescritas como funcéo das funcdes de
amplitude modais ¢k, vindo

Ex = (ui - ZWi)é/i,xx + € = (Vi,s - ZWi,ss)é,i +
1 1
+ Euiuk —QZUW, |Gy i F + Eui,suk,s —azU W o [ Cix T
1 1
+ E(Vivk +W,W, ) — VW s [CixGix + E(Vi,svk,s + Wi,ku,s)_ azv; Wy s |SkS;

, (7.4)
Vs = (ui,s +V; _ZZWi,s) ix T
+|:uiuk,s - az(uiwk,s + Wiuk,s)] CkxGixx T

+[Vin,s TWiW s —al (ViWk,ss T Wi sVis )Jé/ké/m

1 E a consideracao dos termos néo lineares destas relagdes que define a ndo linearidade geométrica do problema — ao
contrario das formulagGes de 12 ordem, o equilibrio é agora estabelecido na configuracéo deformada da barra.

2 A inclusdo destes termos ndo lineares de flexdo em algumas das analises apresentadas na sec¢do 7.4, conduziu a uma
alteraco insignificante dos resultados, o que se deve as reduzidas (i) espessura (e < 10 mm) e/ou (ii) rotacBes e curvaturas dos
termos de acoplamento flexdo/membrana — decidiu-se, por isso, excluir esses termos em todas as andlises efectuadas.
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onde (i) i e k sdo indices mudos referentes aos modos de deformacédo da GBT, e (ii) se relembra que 0s
deslocamentos sdo relativos a configuragdo indeformada da barra, i.e., sem qualquer imperfeicdo
geométrica inicial. As deformagdes virtuais que figuram em (7.2) podem agora ser expressas por

8, = (U —ZW, ) 8C, o +

XX 1,XX

+ I:uiuk —aZ (uiWk + WU, )]gk,xx5§i,xx +
+ I:(Vivk +WW, ) - az (ViWk,s T Wi oV ):' Cux0Six
5‘953 = (Vi,s —IW, ) 54 +
+ I:ui,suk,s —al (ui,ku,s + Wi,suk,s )] é/k,xé‘é,i,x + : (7'5)
+ I:(Vi,svk,s + Wi,ku,s ) —al (Vi,ku,ss + Wi,ssvk,s ):I gkégi
Oy s = (ui,s +Vi— ZZWi,s)5é/i,x +
+ :uiuk,s —al (uiWk,s + Wil )] CixOGix T
+ I:ui,suk —al (Wi,suk +U; Wy ):I gk,xxé‘é,i,x +

+ (Vin,s + WiWk,s)_ az (ViWk,ss + Wi,svk,s):| CkOGix +

+ :(Vi,svk + W, W, ) —az (Wi,ssvk Vi sWics )] Sk x0G;

Relativamente ao trabalho virtual das forcas externas, a sua definicdo ndo sofre qualquer
alteracdo face a utilizada nas formulagdes de 12 ordem da GBT, vindo

oW, = —” [(a,u) 8, +(aV; +a,w,)SZ; | ds dx , (7.6)
Lb

onde Qx, gs € g; sdo as componentes de uma forca distribuida arbitraria actuante na superficie
média da barra (ver Fig. 2.2(b) — capitulo 2) — a consideracdo de forcas pontuais é conseguida
mediante a imposicdo de condigBes de fronteira. A equacdo geral de equilibrio da barra vem
entdo dada por

III(UXX58XX + 0,06, + 0,0, ) dzds dx = ” [(au) 88, +(av +9,w )8 [ds dx , (7.7)
Lb

Lbe

valida para qualquer (i) modelo constitutivo (e.g., elastico linear/ndo linear, elasto-plastico com
ou sem endurecimento), e (ii) componente virtual das deformagoes (dexx, dess € dyxs — dadas por
(7.5)) e fungdes de forma (d¢i e 6ix). No que respeita a imposicéo de condicdes de fronteira em
seccOes com empenamentos restringidos e sujeitas a tensdes de corte, associada a
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incompatibilidades estatica ou cinematica, a estratégia descrita na parte final da sub-seccéo
2.3.2 do capitulo 2 foi parcialmente adoptada — a excepcdo € a imposicao de k=0 aos modos
de corte, condicdo agora desnecessaria devido a ndo linearidade das relacbes (7.4).
Relativamente a existéncia de imperfei¢bes iniciais (tensdes residuais e imperfeicdes
geométricas), toda a formulacdo apresentada neste capitulo é valida para distribuicdes
arbitrarias das mesmas, as quais definem os campos iniciais de deslocamentos, deformacdes e
tensdes a considerar no inicio da estratégia incremetal-iterativa (capitulo 5), ou seja, para um
parametro de carga nulo (1=0)3. Na seccdo 7.3 apresentam-se algumas consideragdes sobre a
implementacao e influéncia desses dois tipos de imperfeicdes.

7.2 Formulacéo de um elemento finito

Como referido no capitulo anterior (sec¢do 6.2), a determinagdo de configuracBes/estados de equilibrio
numa analise ndo linear requer a implementacdo de uma estratégia incremental-iterativa (De Borst et al.
2012). O método do Comprimento de Arco Cilindrico (ver capitulo 5) foi considerado, ao qual esta
subjacente (i) o estabelecimento da equacédo de equilibrio incremental da barra, e (ii) a definicdo do
vector de forcas internas relativos a uma configuracdo deformada genérica. Tendo-se adoptado
elementos finitos de viga (EFV) para aproximar a solugdo do problema (duas alternativas de
aproximacdo foram implementadas, baseadas em polinémios de Hermite e funcdes de Lagrange — ver
sub-seccdo 2.3.2 do capitulo 2), definem-se de seguida o vector de forcas internas e a equacdo de
equilibrio incremental elementares. Uma vez definidas essas grandezas para todos os EFV de uma
analise da GBT, resta proceder a assemblagem das variaveis globais e imposicdo das condicbes de
fronteira da barra (estaticas e cinematicas) para que se possa aplicar o algoritmo incremental-iterativo.
Por ultimo, importa referir que a formulacéo que se apresenta de seguida foi reescrita no Anexo 7.A no
formato (matricial) adoptado para a sua implementac&o computacional.

7.2.1 Vector de forcas internas

De modo a definir o vector de forgas internas do EFV, substituam-se os termos {m, {mx € {mxx (M =1, K)
que figuram na equac&o geral de equilibrio (7.7) (L=Le) pelas respectivas aproximacdes

£o=S"d,, &, =ds"d,, &, =dds"d, . (79)

3 A forma mais correcta de introduzir a influéncia das imperfei¢Bes geométricas na formulagéo, é considerada em Silvestre
(2005), apesar de para estruturas de Engenharia Civil a metodologia adoptada nesta tese conduzir a diferencas
insignificantes que ndo afectam a qualidade dos resultados (dada a baixa magnitude dessas imperfeicoes).
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onde (i) m € um indice/expoente livre que identifica 0 modo de deformacéo em causa, e (ii) S™,
dS™ e ddS™ sdo os vectores (1x4) das correspondentes funcdes de forma e suas derivadas para o
EFV em causa (ver (6.7) — capitulo 6), sendo dm 0 vector de deslocamentos (4x1) associado —
incognitas do problema. Apos a introducéo de (7.8) em (7.5) e (7.7), obtém-se

fr=af . (7.9

onde (i) f corresponde ao vector de forcas externas (ver Eq. (2.22) — capitulo 2) para um parametro de
carga (1) unitario, e (ii) f ™ é o vector de forcas internas para uma configuragéo de equilibrio genérica (j)
4 _asua “componente” i (Sub-vector 4x1 associado ao modo de deformagio i) é definida por

fiint = fiér;tx) + fi(irst) + fizr;ts) , (7.10)

onde

U, — 2w, + s
HUXX {Jr[uiuk —az(uWw, +wiuk)]dd8kdk}( s') + dzdsdx
" +[(vivk +WW, ) — aZ (VW ; + W, V, )]dS “d, (ds' )T

int
|(xx)

Vis = ZW o + T
g
flzr:s) = IIIGSS {+|:(V|svk,s + Wi,ku,s)_ al (Vi,ku,ss T Wi Vs ):'S kdk ( ) " dzdsdx (7.11)
o +[ui,suk'S — oz (U W, + Wi,suk,s):|ds d, (ds' )T

F.int

|(ss)

U +V, — 22Wi’s +

+[ U u —az(w,u, +u w, ) |ddstd, + (ds' )T +

+|:(Vin,s +W,W, ) —az (ViWk,SS Wi sVies ):I S kdk dzdsdx

fizr;(ts) = J.IJ.GXS
L.be

+[ uu, s — @z (uw, , +wu, ) |dsd, (dds’ )T +

i,ss

Vi Y, W, )]dS “d, (S )T
|:iint

(xs)

+[(vi’5vk + W, W, ) -z (w

4 Relembra-se que, enquanto ndo se verifica convergéncia durante a estratégia incremental-iterativa, esta
configuracdo ndo esta em equilibrio com o carregamento aplicado (qualquer que seja o parametro de carga).
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sendo (i) i um indice livre e k um indice mudo, e (ii) os deslocamentos generalizados (dx) e

componentes de tensdo (oxx, oss € oxs) avaliados na configuracao de equilibrio j.

7.2.2 Equacao de equilibrio incremental

A equacdo de equilibrio incremental elementar em torno de uma certa configuracdo deformada,
a qual traduz aproximadamente o comportamento do EFV numa vizinhanga muito proxima dessa
configuracdo, é obtida através da “linearizacdo” (desenvolvimento em série de Taylor limitado

aos termos de 12 ordem) de (7.9), traduzindo-se em

Ktan

jmsz , (7.12)

onde (i) Ken € a matriz de rigidez tangente® elementar nessa configuracio, e (ii) Ad € o incremento de
deslocamentos generalizados (“componente” p € sub-vector 4x1 associado ao modo p). A

“componente” i-p (Sub-matriz 4x4 associada aos modos i e p) da matriz de rigidez é definida por

o o
o, od, od, ad,
ar ar ar
st | A, A, od, ad,
Kip,tan_ - int int int int , (1.13)
ad p 8fi3 afi3 afi3 afi3
d, od, ad, od,
Ar o ar Ar e
d,, od,, od, od,,

onde (i) fi™ = [fd"™, fi™, fi™, fis™]" corresponde & i-ézima “componente” do vector de forgas internas, €
(i) dp = [dp1, dpz, dps, dpa]™ € 0 Vector de deslocamentos generalizados relativo ao modo de deformagéo p.
Recorrendo a (7.10)-(7.11), a t-ézima (t =1,...,4) coluna de Kipan é determinada por (mn = X, Ss, Xs)
int af_int af_int af_int
6fi _ i(xx) i i(ss) i i(xs)
od od od od

pt pt pt

, (7.14)

5 Corresponde a matriz Jacobiana do desenvolvimento em série de Taylor — ver Anexo 4.A do capitulo 4.
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obtendo-se apds o desenvolvimento de aFi‘g;;n) /od
_ [uiup —az(uw, eriup)]ddstp (ddS‘)T +
af'zr:(tx) 6(7 int
= I.[J' XX Fi(xx) +0,, (Vivp + Win ) — dzdsdx
l.be

od od ds’(ds') , (7.15)
" " " —az (VW + WV, ) *(e')

is'p

L
_CZZ(V. W, 4+W .V )

i,s''p,ss i,ss'p,s

int
afi(ss)

dzdsdx , (7.16)
od

I
& —
T C—y

I aass Fint +0
) od i(ss)

" +[u‘su“ ) )]dStP (ds')’

—az(u. W +W U

is''p,s i,57p,s

pt

[ui,sup —az (W U, + U W, )]ddStp (dSi)T +

+ (Vin's +Win'S)_ ]Stp(dSI)T +
—az(v.w FW .V )

af.int 6 ]
i(xs) O, —int L i''p,ss i,s'p,s
) { [1==F +o
e

od

dzdsdx -+ (7.17)

XS

odp, e +:uiupys—az(u.w +Wu )}dstp(ddS‘)T+

1 p,s 17 p,s

Il
& —

pt

(Vi gV, + W W, ) —

+ is'p i,s™'p ]dstp(si)T

—az(w Vo4V W )

iss'p is''p,s

onde (i) i e p sdo indices livres e t simboliza a t-ézima componente dos vectores em causa, (ii)
as tensoes, gradientes de tensdes e deslocamentos generalizados dizem respeito a configuracdo
deformada (j) em que se aplica (7.12), e (iii) os gradientes de tensdes domn / ddpt (MN = XX, SS,
xs) sdo dados por

0o,
od

— ao_mn a“:"xx ao-mn 8‘c"ss + 80-mn 87/><s

= + , (7.18)
o, od, s, od, oy, od,

pt
sendo (iii1) Oom/O&x, OomnlOes € domlOps dependentes do modelo constitutivo adoptado e da
historia de deformagao®, e (iiiz) Oso/0dpt, Oess/ddpt € Oss/0dp: definidos com base nas relagdes (7.4) e

nas aproximacdes do EFV (ver (7.8)), originando

6 Estas grandezas sao definidas pelas matrizes constitutivas eléstica ou elasto-plastica abordadas no capitulo 4.
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(u, — 2w, )dds” +(%ukup - oezukijddstp dds“d, +

1

Z(vv, +ww
00m _ O%m +(1u U, — azu ijddskdk dds,” + 2( Wy + W, )
ad 27 P

oe
t —aV W,

~|dsPdSkd, +

XX

+(%(vpvk +W,W, ) - ozzvakysjdskdk ds,’
S,P L ds,” ds*“d
(Vp,s - ZWp,ss) ¢t Euk,sup,s - azuk,swp,s t Kt

1
oo 1 ) —(vk Voo W W)
p ST Pp.s kis™p,s

+—" S+ Zu, U —azu, W, o (dSEd, dSP +| 2

2 —azv, W

lsPskd, +

p.ss

1 K
p
+(E(Vp,svk,s +W, W, ) - a2V, W, [S*d, S,

(ups +v, —22w, ) dS? +[ukupyS —az(UW,, + WU, )]dStp dds“d, +
+[upuk'5 —az(upwkys + WU, )]dS “d, ddS,” +

07 xs +[vkvpyS +WW,  — aZ (VW o + W,V )} S°ds*d, + , (7.19)

‘4. dS.?
+[vpvkyS + W W o —aZ (VW o + W, Y, )] S*d, ds,

onde k é um indice mudo e p um indice livre, referentes a modos de deformacéo da GBT.

7.3 ImperfeicgOes iniciais

As analises ndo lineares de barras com seccéo de parede fina utilizando o método dos elementos finitos
de casca tém tido recentemente uma grande evolucdo ao nivel da qualidade dos resultados obtidos.
Apesar disto, a determinacdo numérica rigorosa do comportamento de pés-encurvadura de barras de
parede fina ndo constitui uma tarefa simples devido a existéncia de mdltiplos parametros a ter em
consideracdo nessa analise, uns de natureza computacional (parametros relativos a resolucéo do sistema
de equaces ndo lineares) e outros de natureza experimental (pardmetros que surgem da caracterizacdo
experimental do material e das imperfeices iniciais). Se os parametros de natureza computacional sdo
bem conhecidos, os de natureza experimental sdo bem mais dificeis de caracterizar convenientemente,
sobretudo devido a falta de um conhecimento rigoroso sobre os padrdes das imperfei¢oes iniciais do
elemento estrutural (imperfeicdes geométricas e tensdes residuais). Por conseguinte, varios autores tém
dedicado a sua atencdo a realizacdo de ensaios experimentais e analises humericas com o fim de
estabelecer metodologias consensuais para uma modelacéo eficaz e eficiente das imperfeicoes iniciais.
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7.3.1 Imperfei¢cdes geométricas

Com base no estado da arte da modelagdo numerica de imperfeigdes geométricas, relativo ao
periodo entre 1998 e 2012, é quase consensual que a imperfeicdo geométrica que mais deteriora
0 comportamento ndo linear do elemento estrutural é aquela que possui a forma do modo critico
de instabilidade. Por isso, optou-se por modelar as mesmas através da combinacéo linear de
modos de instabilidade obtidos preliminarmente através de uma analise linear de estabilidade
da GBT, sendo possivel seleccionar modos de qualquer natureza (global, local e/ou
distorcional). Por outro lado, também é necessario saber qual a amplitude méxima dessa
imperfeicdo geométrica. Neste caso, as amplitudes adoptadas para cada modo baseam-se em
expressdes propostas na literatura, as quais sdo apresentadas de seguida.

Schafer e Pekoz (1998)

Até esta altura varios autores tinham medido imperfeicdes geométricas em varios elementos
de ago enformado a frio, dividindo as medigdes efectuadas em duas categorias (ver Fig. 7.1): (i)
tipo 1: imperfeicdo maxima local numa parede refor¢ada da seccao (d1), e (ii) tipo 2: maximo

desvio da posicdo inicial de um banzo (d2).

]
- d] dZ
F—] B

Fig. 7.1. Imperfei¢des geométricas: tipo 1 (di) e tipo 2 (dz) (Schafer e Pekoz 1998).

Relativamente a distribuicdo longitudinal da imperfeicdo, Schafer e Pekoz comprovaram
experimentalmente que a mesma tem natureza periodica. E sabido que a resisténcia de perfis de
aco enformado a frio é bastante sensivel a imperfeicdes com a forma dos modos de
instabilidade, sendo os modos com menor energia os que melhor caracterizam essas imperfeigoes.
No caso de se optar pela modelagdo de uma “imperfei¢ao modal”, estes autores recomendam
gue seja obtida pela soma de pelo menos dois modos de naturezas distintas (local, distorcional,
global), tendo proposto expressdes analiticas para determinar as amplitudes modais do tipo 1 e
2 (ver Fig. 7.1), validas para espessuras inferiores a 3 mm,
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0.006b
d, =<ou , b/t<200 d,=t, b/t<100 , (7.20)
6te ™

onde t e b sdo a espessura e largura da parede da sec¢do em causa (em mm). Alternativamente,
0S mesmos autores sugerem a utilizacdo dos valores da Tab. 7.1, provenientes do tratamento
estatistico de resultados experimentais recolhidos a data. A interpretacdo desta tabela permite
afirmar que as imperfeicdes méaximas dos tipos 1 e 2 ndo excedem os valores di/t = 1.35 e do/t =
3.44 com 95% de probabilidade.

Tab. 7.1. Func@es de distribuicdo cumulativas relativas as imperfeigcdes dos tipos 1 e 2 (Schafer e Pekoz 1998).

Type 1 Type 2
P(A < d) d,/t d./t
0.25 0.14 0.64
0.50 0.34 0.94
0.75 0.66 1.55
0.95 1.35 3.44
0.99 3.87 4.47
Mean 0.50 1.29
St. dev. 0.66 1.07

Dubina e Ungureanu (2002)

Segundo estes autores, a pratica corrente na modelacéo de imperfei¢des geométricas € a utilizacdo de
distribuicBes sinusoidais com comprimentos de onda correspondentes aos modos de instabilidade
relevantes. No entanto, sendo as imperfeicGes reais ndo periodicas na direccdo axial, a utilizacdo dos
deslocamentos maximos medidos experimentalmente para definir as amplitudes numéricas das
imperfei¢des, conduz a uma subestimativa da carga de colapso. Relativamente as amplitudes do tipo 1 e
2 (ver Fig. 7.1) a considerar na simulacéo de imperfeicdes de natureza local e/ou distorcional, para além
das expressoes (7.20) estes autores propdem

d,/t=0.014b/t +0.5 . (7.20)

No que respeita as imperfeicbes de caracter global, estas podem ser de trés tipos — torcao,
flexdo na maior inércia ou flexdo na menor inércia. Relativamente as imperfei¢des de flexao

(distribuicdo sinusoidal com meio comprimento de onda), as amplitudes sugeridas s&o L/1000
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ou L/1500 (L é o comprimento da barra) — segundo Bjorhovde (1972), a Ultima era a data a
média estatistica em elementos estruturais de aco. Quanto a imperfeicdo por torcdo, a qual pode
ser relevante tanto na analise de colunas (instabilidade por torcdo ou flexdo-tor¢do) como de
vigas (instabilidade lateral por flexdo-torcao), sugerem-se as expressdes preconizadas no cédigo
Australiano (Standards Australia 1998), dadas por

; {(NCW L)/(1x10° M, 1), 4, >06
0

Ay =M, /M (7.22)

cr,LT !

|(Ngy L)/(1x10°M,, 1), 4, <06

onde (i) ¢o € a rotacdo maxima de torcdo da seccdo (em radianos), (ii) Ncryv € a carga de
instabilidade elastica por flexdo na menor inércia (coluna bi-articulada), (iii) M1 € O
momento elastico de instabilidade lateral por flexdo-tor¢io’, e (iv) My é o momento de cedéncia
(seccdes de classe 3 ou 4) ou plastico (seccdes de classe 1 ou 2) da seccao.

Young e Yan (2002a, b)

O objectivo destes trabalhos foi desenvolver dois modelos numéricos atraves do Abaqus (DS
Simulia Inc. 2004) que permitissem investigar a resisténcia de colunas bi-encastradas em acgo
enformado a frio com seccdo em (i) C (Young e Yan 2002a) e (ii) C-reforgado (Young e Yan
2002b). Cada modelo inclui imperfeicbes geométricas e tensbes residuais e foi validado por
comparacdo de resultados com os obtidos experimentalmente para uma vasta gama de colunas
(curtas a longas). Todos os elementos analisados exibiam uma imperfeicdo com a forma do
modo critico de instabilidade (local ou global). Na fase de calibracdo do modelo foram testadas
varias amplitudes, sendo o valor de 0.25t (t é a espessura da seccdo) aquele que originou
melhores resultados. Para ambas as séries de perfis testadas, concluiu-se que os racios médios
entre as cargas Ultimas experimental e numérica valem (i) 0.93 e 1.00 (coeficiente de variacéo
(CV) de 0.076 e 0.080) para a seccdo em C, e (ii) 0.97 e 0.99 (CV de 0.051 e 0.057) para a
seccdo em C-reforcado — neste caso verificou-se ainda que os indices de fiabilidade das
resisténcias numéricas (2.62 e 2.68) ultrapassam o valor minimo de 2.5 recomendado pelo
American Iron and Steel Institute (AISI). Constatou-se também que os modos de colapso
observados experimentalmente — local, distorcional, flexdo na menor inércia e flexdo-torcéo,

estdo em boa concordancia com os previstos numericamente.

7 Conservativamente (originando maior amplitude de imperfeicdo), o célculo implementado assume uma
distribui¢cdo de momento uniforme e condic¢Ges de apoio do tipo forquilha.
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Gardner e Nethercot (2004b)

Este trabalho apresenta uma forma consistente de abordar a modelagcdo numérica de elementos
tubulares em aco inoxidavel sujeitos a compresséo e/ou flexdo. Segundo Gardner e Nethercot,
a distribuicdo de imperfeicdes geométricas deve ser definida pela sobreposicdo das
configuracBes dos modos de instabilidade local e global de menor energia. Relativamente a
amplitude do modo local (o), 0s autores propdem a utilizacdo do modelo de Dawson e Walker
(1972)8

Wy =y t0,,/0 y (7.23)

onde (i) t é a espessura da parede do elemento onde a imperfeicdo € maxima, (ii) oo € a tensdo
limite de proporcionalidade a compressao a 0.2%, (iii) ocr € a tensdo critica local do perfil a
compressdo uniforme, e (iv) y ¢ uma constante que deve ser obtida atraves da recta de regressao
que melhor se ajusta aos resultados experimentais. Relativamente ao valor de vy, (i) Dawson e
Walker observaram que y=0.2 permite obter resultados razoaveis para placas simplesmente
apoiadas e secc¢Oes quadradas, (ii) Gardner e Nethercot propdem y=0.023 para qualquer coluna
em aco inox com secgdo quadrada (SHS) ou rectangular (RHS)® e (iii) Cruise e Gardner (2006)
consideram que o valor adequado de y para qualquer elemento em aco inoxidavel deve
pertencer ao intervalo [0.012, 0.111]. Refira-se ainda que Dawson e Walker mostraram que a
expresséao

600 = 7 t\] 0-0.2 /Gcr ’ (7-24)

ndo se adequava a perfis enformados a frio em aco carbono nem a perfis tubulares em aco
inoxidavel. Quanto a amplitude da imperfeicdo global, Gardner e Nethercot concluiram, ap6s
um estudo parameétrico, que o valor L/2000 é aquele que origina melhores resultados — as cargas
ultimas numeérica e experimental de colunas simplesmente apoiadas foram comparadas, tendo-
se obtido um racio médio de 1.00 (CV de 0.07).

Definida a forma de modelacéo das imperfeicbes geométricas de elementos tubulares em ago inox, 0s
autores efectuaram um estudo numérico e experimental sobre o comportamento e capacidade resistente

8 Foi concluido por outros autores, através de ensaios experimentais de perfis de ago carbono com secgbes em C-reforcado e
em Hat, que a expressao (7.23) garante uma melhor aproximacdo do comportamento estrutural do que wo={0.1; 0.5; 1}t.

9 As imperfei¢des medidas experimentalmente sdo referentes & zona central (3% do comprimento) de cada coluna,
pois as imperfeicdes elevadas observadas nas extremidades resultam da distor¢do provocada pelo corte do perfil
(gera tensdes residuais de flexao), ndo sendo por isso representativas do tipo de imperfei¢do observada.
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de uma vasta gama de elementos (e.g., colunas, vigas-coluna) com secgdes SHS e RHS, tendo
concluido que (i) em média, a carga Gltima numérica ndo difere mais que 3% da “real” e apresenta um
baixo desvio padrao, e (ii) as trajectdrias carga-deslocamento e modos de colapso numéricos estdo em
boa concordancia com os obtidos experimentalmente.

Lecce e Rasmussen (2006b)

Ensaios experimentais de colunas em ago inox enformado a frio com sec¢do em C-reforgado,
envolvendo modos de colapso distorcionais, foram utilizados para calibrar um modelo de EF
para analises de pos-encurvadura. Foram comparados resultados experimentais e numericos, 0s
ultimos baseados numa imperfeicdo geométrica com a forma do 1° modo de instabilidade
distorcional com amplitude de 12% da espessura da seccdo (média da imperfeicdo medida a
meio vao na ligacao banzo-reforco), tendo-se obtido racio médio entre a carga ultima numérica
e experimental de 0.98 (CV de 0.023). Posteriormente foi efectuado um estudo paramétrico
com base nesse modelo mas considerando uma nova amplitude para a imperfei¢do, dada pela
Eq. (7.24) com y=0.3. Essa expressao ndo forneceu bons resultados em varios casos de perfis
enformados a frio em ago carbono e inoxidavel. No entanto, segundo Lecce e Rasmussen, a
mesma expressdo ja tinha sido utilizada com sucesso em analises de perfis enformados a frio
em aco carbono com comportamento distorcional.

Camotim et al. (2006)

Num estudo sobre interaccdo modal local-distorcional no comportamento de pds-encurvadura em
regime elastico de colunas com seccdo em C-reforcado, os autores efectuaram uma anélise de
sensibilidade as imperfeicbes geométricas. Estas foram simuladas com base na GBT, sendo a sua
distribuicdo dada pela combinacéo linear dos modos local e distorcional da GBT com menor energia
(n®5e7),i.e., 0s modos com maior participacdo nos modos de instabilidade criticos dessa natureza. O
campo de deslocamentos de membrana correspondente a imperfeigao proposta vem dado por

U=y (s) &5, (X) +Ur ()7, (%)
V=Vg(35)<s (X)+V,(s)&5(X) , (7.25)
W=w,(s) <5 (X)+wW,(s)<;(x)

onde

W, (s)anaX =1 w, (s)'maX =1 . (7.26)
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&5 (X) =5 (X)dgsend, &, (x) =<, (x)dycosd

_ _ , (7.27)

gS(X),max =<7 (X),max =1
e 0°<#<360° permite definir a contribui¢cdo de cada modo na imperfeicéo (e.g., #=90° => modo local
puro, #=0° => modo distorcional puro), sendo do 0 méximo deslocamento transversal de flex&o (w)
proveniente de um modo puro — do e @ constituem inputs do modelo numérico. Do estudo efectuado,
concluiu-se que (i) quando a componente local das imperfei¢Ges iniciais € muito maior que a sua
congeénere distorcional (4=90° ou 6=270°), a trajectéria de equilibrio da coluna exibe um fenémeno de
instabilidade por snap-through mais ou menos perceptivel, e (ii) as imperfeicGes distorcionais puras

(6=0° ou #=180°) sdo as mais prejudiciais a resisténcia da coluna.

Ashraf et al. (2006b)

Estes autores propuseram linhas orientadoras para a modelagdo numérica de colunas curtas em aco
inox e utilizaram-nas para analisar as 136 colunas anteriormente ensaiadas experimentalmente,
envolvendo diversos (i) tipos de seccdo transversal (L, C, C-reforcado, I, SHS, RHS) e (ii) processos de
fabrico (quinagem, enformagem a frio e soldadura). Relativamente as imperfeicbes geométricas, estas
foram modeladas com a forma do modo critico de instabilidade e uma amplitude dada por (7.23)
(y=0.023). Foi concluido que o modelo numérico proposto é eficaz, uma vez que foi obtido um récio
médio entre as cargas Ultimas numérica e experimental igual a 1.01 (CV de 0.08).

Seo et al. (2008)

Este estudo pretendeu investigar numericamente a influéncia das imperfeigdes iniciais na capacidade
resistente de vigas LiteSteel que colapsam por encurvadura lateral. Foram medidas imperfeicdes
geométricas de natureza global e local em vérios perfis, tendo-se concluido que (i) as imperfeicdes
globais sdo dominantes em relacdo as locais (estas ndo excedem as tolerancias de fabrico), e (ii) os
valores maximos das globais sdo inferiores a 50% do valor limite L/1000 recomendado no regulamento
Australiano (Standards Australia 1998). As analises numéricas efectuadas incluiram apenas
imperfeicdes com a forma do 1° modo de instabilidade global e uma amplitude de L/1000, tendo

conduzido a estimativas precisas da capacidade resistente das vigas.

Theofanous e Gardner (2009)
Este artigo analisa 0 comportamento a compressdo de elementos tubulares SHS e RHS em aco
inoxidavel. Foram realizados 8 ensaios experimentais a colunas curtas e 12 a colunas médias a longas,
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0s quais foram utilizados para validar modelos numéricos de EF. Relativamente a modelagdo das
imperfeigBes geométricas, estas tomam a forma do modo de instabilidade critico (local) no caso das
colunas curtas, e da soma dos modos de instabilidade criticos local e global no caso das colunas médias
e longas. No caso da imperfeicdo local, foram avaliados os resultados para diferentes amplitudes,
nomeadamene (i) a imperfeicdo maxima medida, (ii) /10 (t é a espessura da secgdo), (iii) t/100 e (iv) a
expressao (7.23) com y=0.023. Relativamente a imperfei¢do global, foram consideradas amplitudes de
L/500, L/1000, L/1500 e L/2000. Avaliando os resultados obtidos, concluiu-se que as amplitudes locais
t/100 e a dada por (7.23) conduzem aos melhores resultados — para as colunas curtas obtiveram-se racios
médios entre as cargas Ultimas numérica e experimental de 1.00 e 1.01 (CVV=0.03), respectivamente.
Relativamente as colunas meédias a longas, a amplitude global de L/1500 forneceu os melhores
resultados, tendo-se obtido um racio médio entre cargas Ultimas de 0.99 (CVV=0.05).

Zeinoddini e Schafer (2011)

Foi realizado um programa experimental com o intuito de medir imperfeicdes globais*® numa vasta
gama de perfis de aco enformado a frio com sec¢do em C-reforcado (maioritariamente com 2400 mm
de comprimento). Foram efectuadas mediges (deslocamento de flex&o e rotacdo de tor¢do) em 7
fabricas de producdo (metalomecanica), tendo-se obtido percentis 95% associados as imperfeicoes de
flexdo (em torno da menor e maior inércias) e tor¢do de L/845, L/1472 e 2.07°, respectivamente.

Bonada et al. (2012)

Este trabalho avalia trés métodos de determinacéo das imperfeicdes geométricas a utilizar em analises
numéricas de perfis de aco enformado a frio. Em particular, estudam-se colunas com seccdo em Rack e
modos de colapso distorcionais e/ou globais. Pelo caracter inovador e qualidade dos resultados obtidos,
ha um método que importa destacar, o qual consiste na combinacdo linear de varios modos de
instabilidade cujas amplitudes s&o determinadas com base na GBT (recorrendo ao conceito de
participacdo modal) e em valores recomendados na literatura. Por exemplo, faz-se referéncia aos valores
do Eurocddigo 3, parte 1-5 (CEN 2006b), relativos as imperfeicbes do tipo 1 e 2 (ver Fig. 7.1),
respectivamente b/200 e b/50 (b € a largura da parede em causa). Os modelos numéricos que adoptaram
esta metodologia conduziram a (i) um racio médio entre as cargas Ultimas numérica e experimental de
1.024 (CV=0.031), e (ii) modos de colapso idénticos aos experimentais.

10 As imperfeicdes fornecidas apenas contabilizam a influéncia do processo de fabrico, desprezando as que
possam resultar do armanezamento, entrega e/ou montagem dos perfis, as quais sdo predominantemente locais.
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7.3.2 Tensoes residuais

Denominam-se “tensdes residuais” as tensdes que existem num elemento estrutural livre de qualquer
carregamento (1=0). Estas séo tensdes auto-equilibradas, induzidas maioritariamente durante o processo
de fabrico através de deformacdo plastica (principalmente em seccdes enformadas a frio) e/ou
arrefecimento diferencial (principalmente em seccdes laminadas a quente ou soldadas). A existéncia
destas tensdes pode resultar em cedéncia e perda de rigidez prematuras do elemento estrutural quando
submetido a um carregamento, facto que pode deteriorar significativamente a sua capacidade resistente.
No caso geral, essas tensdes (longitudinais (ox) e/ou transversais (oss)) variam ao longo da espessura da
parede do perfil e podem-se dividir numa componente de membrana e noutra de flexao, ou seja, com
resultante normal ndo nula e nula, respectivamente. Nas sec¢es de aco laminadas a quente ou soldadas,
tem-se observado que apenas as tensdes axiais de membrana tém magnitude significativa (as de flex&o
sdo geralmente desprezaveis). As seccdes de aco enformadas a frio exibem tensGes residuais de
membrana normalmente baixas relativamente as de flexéo, as quais apresentam valores significativos
(Moen et al. 2008, Gardner e Cruise 2009)!!. Medices da variacio de tensdes residuais ao longo da
espessura (Key e Hancock 1993), bem como modelos analiticos e de EF (Rondal 1987, Quach et al.
2004, Moen et al. 2008), comprovaram a existéncia de uma componente de flexdo ndo linear na
espessural?. A distribuicio axial das tensdes residuais (a0 longo do comprimento do perfil) ndo é
constante e varia numa reduzida extensdo junto as seccOes extremas da barra (livres de tensbes
residuais). Apesar dessa variacdo ser frequentemente desprezada na literatura sem afectar a boa
correlacdo entre os resultados numéricos e experimentais, a sua correcta modelagdo pode ser relevante
nos casos em que o colapso do perfil ocorra junto a alguma das suas extremidades.

A forma mais rigorosa e eficiente de simular a influéncia das tensfes residuais e endurecimento
variavel como resultado do processo de fabrico (e.g, zonas dos cantos das seccdes enformadas a frio —
ver sub-seccdo 1.1.1 do capitulo 1), consiste em (i) introduzir no modelo a lei o-¢ do material virgem
(i.e., das chapas antes de serem soldadas/quinadas, ou das folhas para enformagem a frio antes de serem
enroladas em bobine) e (i) considerar em cada ponto de integracdo as tensdes e parametro de
endurecimento residuais, ou seja, existentes no perfil apds o seu fabrico. No entanto, e apesar dessas
variaveis ja terem sido estimadas por modelos analiticos (e.g., Moen et al. 2008) ou analitico-numéricos

11 No caso de vigas LiteSteel, ensaios experimentais evidenciaram a presenca de ambos 0s tipos de tensdes devido ao processo
de fabrico combinar enformagem a frio com soldadura por resisténcia eléctrica (Anapayan e Mahendran 2012).

12 A medicdo dessa variacdo torna-se inviavel para espessuras abaixo de um certo limite, razo pela qual as medicdes de
tensBes residuais em sec¢bes enformadas a frio sdo maioritariamente efectuadas nas faces das suas paredes.
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(e.g., Quach et al. 2004, 2006) no caso de perfis enformados a frio, a estratégia de modelacéo descrita
tem sido raramente utilizada em analises de pds-encurvadura. Importa referir que os métodos analitico-
numeéricos, apesar de mais versateis do que os analiticos, (i) requerem o conhecimento sobre simulagao
por EF do processo de fabrico, e (ii) prejudicam fortemente a eficiéncia computacional.

A estratégia usualmente adoptada na literatura (e.g., Sully e Hancock 1996, Young e Ellobody 2005,
Ellobody e Young 2005, Ashraf et al. 2006b, Theofanous e Gardner 2009) para modelar o efeito das
tensOes residuais e endurecimento varidvel consiste (i) na consideragéo de uma curva uniaxial o-¢ por
zona da secgdo com endurecimento distinto, determinada com base no ensaio de provetes cortados do
perfil apds o seu fabrico, e (ii) na introducdo no modelo da distribuicdo de tensBes residuais de
membrana, obtida experimentalmente ou através de modelos analiticos propostos (e.g., sec¢des SHS:
Key e Hancock 1993, Wang et al. 2012a; sec¢Bes H: Wang et al. 2012b; seccdes LiteSteel Beam:
Anapayan et al. 2011; cantoneiras: Liu e Hui 2010; sec¢cBes em ago inoxidavel: Gardner e Nethercot
2004b, Ashraf et al. 2006b, Gardner e Cruise 2009) — a influéncia das tensGes residuais de flexdo esta
implicita e aproximadamente contabilizada na(s) curva(s) o-¢, como se explica de seguida. Apds o corte
de um provete longitudinal de qualquer zona de um perfil, constata-se (regra geral) que esse provete
sofre flexdo longitudinal, podendo também esticar ou encolher em funcdo da presenca de tensdes de
membrana antes do corte. Em perfis de parede fina, a curvatura longitudinal referida verifica-se
sobretudo em sec¢Bes enformadas a frio, ocorrendo devido a libertagdo elastica de tensdes residuais
longitudinais (ox) de flexdo cujo momento iguala 0 momento residual existente antes do corte. No que
respeita a existéncia de tensdes transversais (oss) de flexdo em perfis enformados a frio, Key e Hancock
(1993) concluiram para perfis tubulares (sem tratamento térmico apds enformagem) que essas tensdes
resultam da soma de um diagrama linear (bending, em lingua inglesa) com outro ndo linear (layering,
em lingua inglesa), respectivamente associados a momentos residuais ndo nulo e nulo. Contudo,
enquanto que (i) as tensdes longitudinais de flexdo de um eventual momento residual libertado voltam a
ser aproximadamente reintroduzidas durante o ensaio uniaxial do provete (Ashraf et al. 2006b, Cruise e
Gardner 2008a) pois este é planificado pela maquina, (ii) as tensbes transversais de flexdo libertadas
dificilmente sdo recuperadas'®. Resumidamente, pode-se dizer que a relagio o-¢ resultante do ensaio de
um provete longitudinal traduz o comportamento “médio” do material nessa zona da seccao, tendo em
conta (i) o nivel de endurecimento e (ii) a influéncia das tensdes residuais longitudinais de flexdo, mas
(iii) desprezando as tenses residuais de membrana e, eventualmente, a componente linear das tensoes
residuais transversais de flex&o — estas deveréo ser modeladas explicitamente. Por fim, importa referir

13 Eventuamente podera dar-se o caso de alguns autores “planificarem” os provetes dos cantos de secgdes enformadas a
frio, de modo a repor o &ngulo inicial que caracteriza cada canto, recuperando assim as tensdes transversais libertadas.
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que ndo foi objectivo desta tese analisar a influéncia das tensdes iniciais, pelo que a sua modelagdo
explicita foi assumida nula em todos os exemplos ilustrativos.

7.4 Exemplos ilustrativos

Nesta seccdo ilustra-se a aplicacdo da GBT, implementada no software Matlab (Mathworks 2012), a
analise fisicamente ndo linear de 22 ordem (pds-encurvadura) de perfis metalicos de parede fina
geometricamente imperfeitos (i.e., com deslocamentos/deformacdes iniciais)'4. Sdo apresentados 7
exemplos ilustrativos onde se analisam perfis submetidos a vérios tipos de carregamento e
caracterizados por diversos materiais, tipos de seccéo transversal e condi¢Oes de fronteira. A validacdo
da formulagdo/cddigo da GBT € conseguida por comparacdo de resultados (trajectorias de equilibrio,
diagramas/contours'® de tensdes, perfis de deslocamentos e mecanismos de colapso) com os obtidos
através do software Abaqus (DS Simulia Inc. 2004), recorrendo a modelos de elementos finitos de casca
(EFC)'®. Para além da validagio, serd também efectuada uma analise modal do comportamento
estrutural de cada barra, através da discussdo de resultados como diagramas de participacdo/funcdes de
amplitude modais e trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos de modos pré-seleccionados.

7.4.1 Caracterizacao

Antes de apresentar e discutir os resultados, todos os problemas abordados sdo previamente definidos,
fazendo referéncia aos modos de deformacéo da GBT seleccionados e ilustrando as configuragdes dos
mais relevantes em cada andlise (ver 7.4.1). Importa também mencionar que (i) as dimensdes das
seccOes referem-se a linha média e todos os resultados dizem respeito a pontos localizados na superficie
média da barra (z=0), (ii) os modelos do Abaqus sao formados por malhas regulares de EFC do tipo S4
(4 pontos de integracdo de Gauss no plano médio)’, e (iii) o input da lei constitutiva uniaxial (a
compressdo'®) no Abaqus tem de ser expresso em termos da tensdo (c!) e extensdo pléstica (¢ t('O))
verdadeiras (em valor absoluto), as quais sdo obtidas com base nos valores absolutos da tenséo (") e

14 Relembra-se que ndo foi objectivo deste trabalho modelar o efeito das tensfes residuais, pelo que estas foram
assumidas nulas em todos os exemplos ilustrativos.

15 Distribuices tri-dimensionais.
16 A teoria J, com escoamento associado é também o modelo de plasticidade adoptado nas analises do Abaqus.
17 Algumas recomendaces sobre o tipo de EFC e discretizacdo a utilizar no Abaqus séo apresentadas no Anexo 6.B.

18 Caso em algum caso particular o comportamento “verdadeiro” a tracgdo for distinto do a compressdo, este
altimo é o que se deve introduzir no modelo pelo facto de apenas se pretender estudar materiais isotropicos e
por os perfis de parede fina serem muito susceptiveis a fendbmenos de instabilidade.
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extensdo (¢") nominais através das expressdes (6.17) (capitulo 6). Note-se que apesar da formulagéo da
GBT envolver tensdes nominais, 0s outputs de tensdes normais foram convertidos para grandezas
verdadeiras recorrendo a (6.17), permitindo assim a comparacao com os valores do Abaqus. No entanto,
as tensGes de von Mises obtidas pela GBT foram calculadas com base nas componentes nominais das
tensdes devido ao facto destas terem sido utilizadas no modelo de plasticidade implementado.

Tab. 7.2. Exemplos llustrativos: propriedades materiais.

\
Exemplo E B v o oz n
(GPa) (GPa) (N/mm?) (N/mm?)
Colunaem | 200 0 0.3 460 - -
C_ C_ C_
Coluna curta Et =198.2 ) 03 3903 ao.zt =560 n ) =83
SHS E =198.8 002 =586 n =90
Colunalonga  E®=197.2 i 03 2473 602 = 657 nt=47
SHS E'=199.9 ' ' 02" = 679 nt=65
Vigaem | 210 E/100 0.3 235 - -
Colunaem
C-reforcado 200 0 0.3 450 B B
Coluna em E€=208 002 = 328 n®=75
; ¢ - 03 220 ¢ .
Cantoneira E'=195 oo02' =328 nt=7
Colunaem IBT
(modelos PP & BL) 205 E/50 0.3 290 - -
C_ C_ C_
Colunaem IBT E t— 205 ) 03 2895 00.2 -z 515 n = 5.2
(modelo NL) E'=208 002 = 560 n-=6.9

Os exemplos numericos consideram trés tipos de lei constitutiva uniaxial, nomeadamente (i)
elastica — perfeitamente pléastica (PP), (ii) bi-linear com endurecimento linear (BL), e (iii) ndo
linear (NL). As PP e BL (ver Fig. 3.2 no capitulo 3) sdo caracterizadas pelo modulo de Young
(E), modulo tangente (Ey), coeficiente de Poisson (v = 0.3 — valor do aco)*® e tensdo nominal de
cedéncia inicial a’. As leis NL, utilizadas para modelar o comportamento de varias ligas de aco
inoxidavel, sdo fungdo (ver sub-seccdo 3.2.5 do capitulo 3) dos trés pardmetros bésicos de
Ramberg-Osgood — E (modulo de Young), oo.2 (tenséo limite de proporcionalidade a 0.2%) e n
(coeficiente de endurecimento). Todas estas propriedades estdo definidas na Tab. 7.2,

19 O médulo de distorcdo G = E / [2(1+V)].
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A Tab. 7.3 apresenta, para cada exemplo, (i) os nimeros de sub-placas e EF utilizados na GBT e
Abaqus (na direccéo longitudinal (Nx) e ao longo da linha média da secgdo (Ns)), (ii) a quantidade de
pontos de integracdo de Gauss considerada na GBT (por direccéo local s, z e x de cada sub-placa em
cada EFV)?, e (iii) o nimero de graus de liberdade (g.l.) envolvido em cada modelo numérico.

O primeiro exemplo numérico corresponde a uma coluna bi-encastrada?! (L=1500 mm) com secG&o
em | (ver Fig. 7.2), sujeita a compressao uniforme através de cargas (F=10000 A N) uniformemente
distribuidas (g=30.30 N/mm) ao longo da linha média das sec¢Bes extremas. O perfil é constituido por
um material elastico-perfeitamente plastico cujas propriedades estdo indicadas na Tab. 7.2. A anélise da
seccdo da GBT (g.l. de rotacdo de empenamento considerado) conduziu a 117 modos de deformacéo,
mas apenas 59 foram incluidos na andlise (ver Tab. 7.4) — as configurages no plano e perfis axiais dos
mais relevantes estdo apresentadas na Fig. 7.13. Relativamente a imperfeicdo geométrica (ilustrada na
Fig. 7.3), esta tem a forma do modo de instabilidade critico (local) e uma amplitude (maximo
deslocamento no plano da secgdo) de 0.5 mm (25% da espessura da sec¢do) — a sua configuragao foi
obtida atraves de analises lineares de estabilidade do Abaqus e da GBT (Acr,a80=9.90 € Acr.ceT=9.82).

Os dois problemas seguintes foram retirados de Theofanous e Gardner (2009), os quais investigaram
numerica/experimentalmente o comportamento de colunas SHS enformadas a frio e em aco inox lean
duplex (EN 1.4162)%. No segundo problema analisa-se uma coluna curta?® (L=400 mm) bi-encastrada,
indicada como 100x100x4 — SC1 em Theofanous e Gardner (2009), a qual esta sujeita a uma carga de
extremidade F=1022000 A N uniformemente distribuida (q=2618.63 N/mm) na seccéo (ver Fig. 7.4).
Ambas as seccles estdo totalmente encastradas, a excepcdo do empenamento global da seccdo
carregada — no Abaqus, estas restricdes foram impostas aos nds de referéncia das chapas rigidas
modeladas nas extremidades da coluna. As propriedades materiais (experimentais, retiradas de
Theofanous e Gardner 2009) e curva tensdo-deformacdo implementada estdo definidas na Tab. 7.2 e
Fig. 7.5. A analise da seccdo da GBT (rotacbes de empenamento incluidas como g.l.) conduziu a 204
modos de deformacédo, mas apenas 28 modos foram seleccionados para a anélise (ver Tab. 7.4) — as
configuracOes no plano e perfis axiais dos mais relevantes estdo apresentados na Fig. 7.14. Quanto a
imperfeicdo geomeétrica, esta tem a forma do primeiro modo de instabilidade local simétrico (Av=1.8368)
e uma amplitude igual a t/100=0.0393 mm.

20 O nimero de pontos na espessura de cada EFC do Abaqus é igual ao adoptado na GBT.
21 As condicdes de fronteira foram impostas nos nds de referéncia de chapas rigidas modeladas nas secgfes extremas da barra.
22 Na sub-seccdo 3.2.1 do capitulo 3 apresentam-se as caracteristicas das principais ligas de ago inox aplicadas na construcéo.

23 Mas comprida o suficiente para exibir padres de tensdes residuais e imperfeicdes geométricas bem definidos.
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Tab. 7.3. Exemplos llustrativos: Discretizacdes de EF, e nimeros de pontos de Gauss e de g.l. utilizados.

Malha Malha Pontos de Ntmero de ol
GBT ABAQUS Gauss g
Exemplo (GBT)
Sub EFC EFC GBT/ABQ
EFV Z X GBT AB
Placas Nx Ns Q (%)
22
Colunaem | (malha simétricz) 22 100 22 4 3 4 2537 13708 185
8:x<04L
3:04L<x<05L
Coluna curta 16
SHS (malha uniforme) 40 50 48 3 3 3 865 14401 6.0
48
Coluna longa (malha simétrica)
s 3x<003L 24 150 24 3 3 3 3900 21747 180
18:0.03L<x<0.47L
3:0.47L <x<0.50L
68
. 6:x<0.04L
Vlga em | 25: 0.04L < x < 0.45L 39 360 39 2 5 3 18659 86280 21.6
12:0.45L <x<0.55L
25:x>0.55L
Colunaem 86
C-reforgado (malha uniforme) 42 244 42 2 3 3 13527 62953 215
64
Colunaem (malha simétrica)
Cantoneira 16:x<03L 28 140 28 2 5 3 9125 24361 375
16:0.3L<x<0.5L
66
| (malha simetrca) 80 62 4 5 3 7391 29651 249
Colunaem IBT 18: < 0.35L 34 .
15:0.35L < x< 0.5L
«— 90 —8>
[=->
F y P F =10000% N i
= ' 150 19,
-~ 1500 — l
|
t=2 :
(@) (b) L--- [mm]

Fig. 7.2. Coluna em I: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensfes da sec¢éo.
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Fig. 7.3. Configuracdo (amplificada 50 x) da imperfeicdo geométrica (modo de instabilidade critico).

O terceiro problema aborda uma coluna longa (L=1999 mm) simplesmente apoiada em aco inox,
indicada como 80x80x4-2000 em Theofanous e Gardner (2009), a qual esta sujeita a uma carga de
compressdo F=361900 A N uniformemente distribuida na seccdo de extremidade (g=1194.4 N/mm),
como se representa na Fig. 7.6. As propriedades materiais (experimentais, retiradas de Theofanous e
Gardner 2009) e curva tenséo-deformacdo implementada estdo definidas na Tab. 7.2 e Fig. 7.5. Os
apoios sdo cilindricos, restringindo todos os g.l. excepto (i) a rotacdo em torno da menor inércia em
ambas as secges (em torno do eixo z na Fig. 7.6(a))**, e (ii) o empenamento global da secgio carregada
—no Abaqus, estas restri¢des foram impostas aos nos de referéncia de chapas rigidas de extremidade. A
analise da seccdo da GBT (rotaces de empenamento incluidas como g.l.) conduziu a 124 modos de
deformagdo, apesar da analise apenas ter incluido 41 modos (ver Tab. 7.4) — as configuragdes dos mais
relevantes estao representadas na Fig. 7.15. A imperfeicdo inicial da coluna resulta da combinagdo linear
do primeiro modo de instabilidade local (simétrico, Anjc=5.76) com o primeiro modo global de flexao
(critico, Apglob=1.43), 0s quais apresentam aplitudes de 0.033 mm (obtida do modelo de Dawson e
Walker (Theofanous e Gardner 2009)) e L/1000=1.999 mm, respectivamente.

0z
B iéx
7 W3
A F=1022000 A N H=9807 |y,
B = 97.07
[ ]<— t=3.93 "
—X A@
—— 400 — g [mm]
(a) (b)

Fig. 7.4. Coluna curta SHS: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da seccéo.

24 Apesar de ser nominalmente uma sec¢do SHS, a medicdo experimental das suas dimensdes (Theofanous e
Gardner (2009)) revelou que se trata de uma sec¢do RHS (H # B na Fig. 7.6(b)).
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Fig. 7.5. Colunas SHS: curva o-¢ 8 compressao do ago inox Lean Duplex —dominios de deformac&o (a) total e (b) inicial.

O quarto problema envolve uma viga (L=2850 mm) encastrada-apoiada®®> com sec¢io em |, a
qual esta sujeita a uma carga concentrada (p = 2A/3 N/mm? — resultante F=7125 A N) ao longo
de 142.5 mm d regido central do banzo superior, como se ilustra na Fig. 7.7. A viga é
constituida por um material bi-linear com as propriedades apresentadas na Tab. 7.2, e apresenta
uma imperfeicdo geométrica com a forma do modo de instabilidade critico (flexdo-torcdo —
Acr=3.10) e uma amplitude de 3.02 mm. A analise da sec¢do da GBT (rota¢Ges de empenamento
incluidas como g.l.) conduziu a 202 modos de deformacdo, apesar da andlise apenas ter
incluido 137 modos (ver Tab. 7.4) — os mais relevantes estdo representados na Fig. 7.16.

B
z W3
R /5 F=361900 ) N I 5
24_ g=757 |V -
— X t=3.8 Wi
— 1999 —»
S

[mm]
(@ (b)

Fig. 7.6. Coluna longa SHS: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da seccéo.

A quinta anélise diz respeito a uma coluna bi-encastrada com sec¢do em C-reforcado (L=2200
mm), submetrida a uma carga axial (F=1000 A N) uniformemente distribuida na seccao extrema
(9=2.78 A N/mm) — ver Fig. 7.8. A barra é constituida por um material perfeitamente plastico
com as propriedades apresentadas na Tab. 7.2, e exibe uma imperfei¢do com a forma do modo

25 Quando nada referido em contrario, as condi¢des de fronteira “encastrada” e “apoiada” envolvem restrigdo total
(i) de todos os g.1., e (ii) de todos os g.l. excepto empenamentos, respectivamente.
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de instabilidade critico (A=125.14) e uma amplitude de 2.06 mm (bs/50, onde by é a largura do
banzo). A configuracdo do modo é predominantemente distorcional com 3 semi-ondas, apesar
de existir uma pequena contribuicdo do primeiro modo local simétrico da GBT. A analise da
seccdo da GBT (rotacBes de empenamento incluidas como g.l.) conduziu a 219 modos de
deformacdo, mas apenas 79 modos foram seleccionados para a andlise (ver Tab. 7.4) — 0s mais
relevantes sao apresentados na Fig. 7.17.

p=2 A/3 N/mm?

z

P
G:Izif'éy
y p
X —>
1425

1425 1425

150

T 1PO

(@) (b)

Fig. 7.7. Viga em I: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da secgéo.

B
%5

z “ ™,

y F=1000 A N
<< |
- N 126.6 (=

— 2200 ——— | I I 136

(a) (b)

Fig. 7.8. Coluna em C-reforcado: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da seccéo.

O penultimo problema aborda uma coluna bi-encastrada (L=1500 mm) com sec¢do em
cantoneira de abas iguais (ver Fig. 7.9), produzida de uma liga ferritica (EN 1.4003) de aco
inoxidavel cujas propriedades (retiradas de Becque e Rasmussen 2009) e curva tensdo-
deformacdo estdo definidas na Tab. 7.2 e Fig. 7.10. A coluna encontra-se submetida a
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compressdo através de uma carga axial F=10° A N uniformemente distribuida na secgio extrema
(g=333.33 A N/mm). De modo a avaliar a influéncia dos efeitos fisica e/ou geometricamente
ndo lineares na resposta estrutural, foram realizadas trés andlises: elasto-plastica de 12 ordem,
elastica de 22 ordem e elasto-plastica de 22 ordem. Nas duas ultimas, a coluna é considerada
imperfeita de acordo com a forma do modo de instabilidade critico (flexdo-tor¢do, mas
predominantemente tor¢do — As=11.14) com 5.40 mm de amplitude. A analise da sec¢do da
GBT (g.l. de rotacdo de empenamento incluido) definiu 146 modos de deformac&o, apesar de
apenas 72 terem sido utilizados na analise inelastica de 22 ordem (a mais complexa) (ver Tab.
7.4) — as configuracbes dos mais importantes sdo apresentadas na Fig. 7.18.

C F=105AN
L/
<< 150
L/

——— 1500 ——mM8™

—— 150 —

(@) (b)

Fig. 7.9. Coluna em cantoneira: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensdes da seccdo.
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Fig. 7.10. Coluna em cantoneira: curva o-¢ a compressao do ago inox ferritico — dominios de deformacéo (a) total e (b) inicial.

Finalmente, o ultimo conjunto de resultados diz respeito a coluna simplesmente apoiada
(L=1200 mm) com seccao em | de banzos tubulares (IBT) que esta ilustrada na Fig. 7.11, a qual
esta sujeita a compressdo uniforme por meio de uma forca F=100x10° A N que se encontra
uniformemente distribuida (q = 183.8 A N/mm) na seccdo de extremidade. Para além do
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empenamento global da seccdo carregada, os apoios (esféricos) também permitem rotacGes
globais e locais?® de flexdo. De modo a avaliar o impacto do endurecimento do material no
comportamento e capacidade resistente da coluna, foram efectuadas analises para trés modelos
materiais diferentes, nomeadamente perfeitamente-plastico (PP), bi-linear (BL) e ndo linear

T4x32x1.6

Jy F=100x10°* A N

[mm]

(@) (b)

Fig 7.11. Coluna em IBT: (a) vista geral e carregamento, e (b) dimensfes da sec¢éo.

(NL), caracterizados pela mesma tenséo de cedéncia — as suas propriedades estéo especificadas
na Tab. 7.2 e a Fig. 7.12 ilustra as respectivas curvas o-¢. Da analise da sec¢do da GBT (nédo
foram consideradas rotagdes de empenamento como g.l.) resultaram 132 modos de deformacao,
mas apenas 56 foram incluidos na analise (ver Tab. 7.4) — as configuracbes dos mais
importantes sdo apresentadas na Fig. 7.19. Quanto as imperfeicBes geométricas, resultam da
combinacdo entre o primeiro modo de instabilidade global (flexdo) com amplitude de 1.2 mm
(L/1000), e um modo local com 13 semi-ondas e 1.18 mm de amplitude.

700 o
600 | (N/mm-~)
500
a0 + [T
300 | e T e
200
—— Material NL
w0 H Material BL
- — — Material PP £
O 1
0% 1% 2% 3% 4%

Fig. 7.12. Modelos materiais para a coluna em IBT (curvas tensdo-deformag&o).

26 Flexdo longitudinal das paredes, resultante de modos locais e/ou de extensdo transversal.

190



GBT — Andlises Elasto-Pléasticas de 22 Ordem

7.4.2 Modos de deformacao

A Tab. 7.4 apresenta 0 nimero de modos de deformacéo da GBT utilizado em cada analise (G
— globais, D — distorcionais, L — locais, C — corte, ET — extensao transversal, FCC — fluxo de
corte celular, excepto o de torcdo). Nas Figs. 7.13-7.19 apresentam-se as configuracfes no
plano e os perfis axiais dos modos de deformacdo mais relevantes, estando a discretizagéo da
seccao representada juntamente com os modos de extensdo transversal. Note-se que 0s modos
estdo identificados com o nimero correspondente apds renumeragdo, uma vez que o0 grupo de
modos incluido em cada analise constitui uma fracgdo do nimero total de modos. Sobre a sua
seleccdo, alguns comentarios sdo apropriados:

(i) Com base no tipo de deformacdo principal prevista para a barra, a qual é fortemente
dependente das caracteristicas do carregamento e das imperfeicbes geométricas, a selec¢cdo
dos modos globais (maioritariamente), distorcionais e locais a incluir na analise é bastante
facil. Por exemplo, é ébvio que a analise da coluna em | tenha necessariamente de incluir os
modos 1 (extensdo axial) e 5 (0 mais importante na definicdo da imperfeicdo geométrica) —
ver Fig. 7.13. De forma semelhante (ver Figs. 7.14-7.19), cada analise envolve um conjunto
minimo de modos: (i1) coluna curta SHS — modos 1 (extensdo axial) e 2 (local), (i2) coluna
longa SHS — modos 1 (extenséo axial), 2 (flexdo na menor inércia) e 3 (local), (is) viga em |
— modos 2 (flexdo na maior inércia), 3 (flexdo na menor inércia), 4 (torcdo) e 8+9 (modos
locais dos banzos), (is) coluna em C-reforcado — modos 1 (extensdo axial), 2 (flex&do na
menor inércia®’), 3 (distor¢io simétrico) e 4+5 (modos locais simétricos da alma), (is) coluna
em cantoneira — modos 1 (entensdo axial), 2 (flexdo na maior inércia), 3 (flexdo na menor
inércia?®) e 4 (torcdo), e (is) coluna IBT — modos 1 (extensdo axial), 2 (flexdo na menor
inércia) e 5 (modo local da alma).

(if) A seleccdo dos modos de corte e de extensdo transversal (e também alguns locais),
maioritariamente essenciais para capturar “efeitos de ordem superior” resultantes da nao
linearidade material e/ou geométrica pronunciada, € muito menos trivial. Esta escolha deve
resultar da combinagdo de (ii1) “bom senso” estrutural, excluindo modos que exibam

energias de deformacgdo excessivamente elevadas (e.g., modos locais com multipla

27 Para contabilizar a deslocamento na horizontal do centro de rigidez da seccdo que resulta da redistribuicdo de
tensOes axiais associadas a deformacéo distorcional e local (e.g., Young e Rasmussen 1999).

28 Para contabilizar a deslocamento do centro de rigidez na direccdo do eixo de maior inércia (eixo de simetria), o qual resulta
(i) da redistribuicdo de tensdes axiais associada a tor¢do (Dinis et al. 2012), e (i) do espalhamento de plasticidade.
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curvatura numa sé parede), (i) consideracdes de simetria, de acordo com o carregamento
e geometria da seccdo, e (iis) experiéncia adquirida pelo utilizador — e.g., modos de corte
(com baixa energia de deformacéo) associados a flexao global sdo facilmente identificados.

Tab. 7.4. Exemplos ilustrativos: Nimero de modos de deformag&o da GBT (por tipo).

FCC Modos GBT

Exemplo G Db L CET (excluindo torgdo) (usados / total)

Colunaem! 4 0 9 28 18 0 59/117
CO'“gggu”a 10 6 11 10 0 28/204
Co'usngéonga 2 0 2 25 12 0 41/124
Vigaeml 4 0 13 81 39 0 137/202
g‘;gﬁgf;g‘o 2 1 6 47 23 0 79/219
ggr']‘:g‘ﬁ;:'; 4 0 15 25 28 0 721146
ColunaemIBT 2 1 15 20 17 1 56 /132
1 (Axial) 3 (Flexdo Menor Inércia) 5 (Local) 6 (Local) 7 (Local) 9 (Local)
A

o i Xajs
(

10 (Local) 15 (Corte) 19 (Corte) 42 (Ext. Transv.) 43 (Ext. Transv.) 44 (Ext. Transv.)
{é e e e s T

d
4
3
i
'
r
'
v
d

ﬂ

Fig. 7.13. Coluna em I: configuracdes no plano e perfis axiais dos 12 modos de deformacdo da GBT mais relevantes.

111 1] weecioem
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1 (Ext. Axial) 2 (Local) 3 (Local) 4 (Local) 8 (Corte)
N
/\

9 (Corte) 19 (Ext. Transversal) 20 (Ext. Transversal) 22 (Ext. Transversal)

D

Fig. 7.14. Coluna curta SHS: configuraces no plano e perfis axiais dos 9 modos de deformacdo da GBT mais relevantes.

1 (Extensdo Axial) 2 (Flexao) 3 (Local) 5 (Corte)

J oy

6 (Corte) 7 (Corte) 31 (Extensdo Transversal) 32 (Extensdo Transversal)

O 1

Fig. 7.15. Coluna longa SHS: configuracfes no plano e perfis axiais dos 8 modos de deformagéo da GBT mais relevantes.
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2 (Flexd@o Maior Inércia) 3 (Flexdo Menor Inércia) 4 (Torcao) 8 (Local) 9 (Local)

_ T~ T~

/
— 7 N1 X
97 99 100
(Ext. Transversal simétricos — %2 sec¢do)
— /x\
\g/
P
/

Fig. 7.16. Viga em I: configuracdes no plano e perfis axiais dos 12 modos de deformagdo da GBT mais relevantes.

Por exemplo, a seleccdo dos modos utilizados em cada um dos exemplos ilustrativos
obdeceu aos seguintes critérios?®: (ii1) coluna curta SHS — modos bi-simétricos com baixa
energia de deformacdo, (ii2) coluna longa SHS — modos simétricos relativamente ao eixo de
simetria horizontal, (iis) viga em | — quase todos 0s modos, uma vez que nao foi encontrado
qualquer critério de seleccdo a priori (apenas modos locais de elevada ordem foram
imediatamente excluidos), (iiz) coluna em C-reforcado — todos os modos de corte e de
extensdo transversal simétricos, (iis) cantoneira — alguns modos locais de baixa ordem, mas
todos os modos de extensdo transversal e a maioria dos de corte simétricos, e (iis) coluna IBT
— maioritariamente modos simétricos em relacdo ao eixo de simetria horizontal.

(iii) Claro que ¢ sempre possivel adoptar uma “abordagem segura” na seleccdo dos modos de
deformacéo, a qual consiste em incluir na analise todos os que ndo sejam claramente
irrelevantes e, posteriormente, remover em futuras analises aqueles que se constatou terem

uma contribuigdo diminuta na evolugdo da configuragéo deformada da barra.

29 Na primeira andlise (coluna em I) néo houve uma seleccdo de modos baseada num critério particular, apesar da simetria do
problema fazer com que apenas 0s modos simétricos em relacéo ao eixo de simetria horizontal sejam relevantes.
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1 (Extensao Axial) 2 (Flexdo Menor Inércia) 3 (Distorcional simétrico)
A /
/ | | L= |
4 (Local) 5 (Local) 6 (Local) 7 (Local) 8 (Local) 9 (Local)
| T E:
10 (Corte) 11 (Corte) 50 (Corte) 55 (Corte) 56 (Corte)

58 (Ext. Transv. simétrico — % sec¢ao) 59 (Ext. Transv. simétrico — %2 sec¢do)

=

Fig. 7.17. Coluna em C-reforgado: configurages no plano e perfis axiais dos 16 modos da GBT mais relevantes.
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. 2 (Flexdo 3 (Flexao x
1 (Ext. Axial) Maior Inércia)  Menor Inércia) 4 (Torcéo) 5 (Local) 6 (Local)

20 (Corte) 21 (Corte) 45 (Ext. Transversal) 46 (Ext. Transversal)

ALl

Fig. 7.18. Coluna em cantoneira: configuracdes no plano e perfis axiais dos 10 modos de deformacdo da GBT mais relevantes.

1 2
(Extensdo (Flexdo Menor ° > ° ! 8 °
i i Local Local
Axial) Inércia) (Distorcional) (Local) (Local) ( ) ) (Local)

>
A — 1 XD

22 23 24 26 40 41 46
(Corte) (Corte) (Corte) (Corte) (Ext. Transv. Simétricos — % sec¢éo)

TIT

Fig. 7.19. Coluna em IBT: configuracBes no plano e perfis axiais dos 15 modos de deformagéo da GBT mais relevantes.
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7.4.3 Resultados — validacao e vantagens da analise modal

Antes de apresentar os resultados dos varios exemplos numéricos importa referir que trés
configuracdes (estados) de equilibrio foram seleccionadas nas respectivas curvas A vs ¢ de modo a
comparar valores da GBT e do Abaqus em diferentes fases da trajectdria de equilibrio. Estas trés
configuracdes sdo identificadas por BP (before peak — trajectdria ascendente), P (peak — carga Gltima) e
AP (after peak — trajectoria descendente). Cada uma corresponde a deslocamentos semelhantes do
Abaqus e da GBT. Por altimo, importa referir que (i) o efeito de endurecimento dos cantos da seccdo
(e.g., seccBes enformadas a frio) foi desprezado, (ii) o algoritmo de retorno da Normal Média foi
utilizado no modelo de plasticidade dos primeiros trés exemplos ilustrativos e (iii) o algoritmo de Euler
Regressivo foi adoptado nos Ultimos quatro exemplos ilustrativos.

Colunaem I

A Fig. 7.20(a) mostra as trajectorias de equilibrio da GBT e do Abaqus A(d), bem como a resposta
eléstica obtida pelo Abaqus, onde 6 é o deslocamento horizontal do ponto médio da alma a meio vao
(ver Fig. 7.2). Observa-se que ambas as curvas elasto-plasticas estdo em Optima concordancia, nao
diferindo mais que 1.8% . Para além disso, note-se que a resposta elasto-plastica diverge bastante da
eléstica a partir de A=15. Na trajectoria elasto-plastica, 6 aumenta monotonicamente até estados
avancados de pds-colapso, enquanto que na trajectdria elastica ocorre um aumento de rigidez seguido de
uma inversdo do sentido do incremento de deslocamento e de uma perda de rigidez, os quais resultam
do aparecimento do modo de flexdo na menor inércia no sentido oposto ao inicial. Devido a deformagéo
local (e.g., ver modo 5 na Fig. 7.13), existe uma redistribuicéo de tensfes axiais com maior concentracéo
no lado da secgio em que os banzos “fecham™°. Este facto induz um deslocamento horizontal do centro
de rigidez para essa zona e, consequentemente, cria uma excentricidade de carga que conduz a flexdo da

barra. Para os trés estados de equilibrio identificados nas trajectdrias de equilibrio tem-se: (i) AeeT=9.03

30 A semelhanca da assimetria do comportamento de pds-encurvadura distorcional de colunas em C-reforcado — mais
rigido se os banzos “fecharem” do que se “abrirem” (Silvestre 2005).
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—— GBT (elasto-plastico)
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Fig. 7.20. (a) Trajectorias de equilibrio do Abaqus e da GBT, e (b) diagrama de participacdo modal da GBT.

+ Aago = 8.98 (BP), (ii) AceT = 17.68 + 1asg = 17.50 (P), e (iii) Aot = 16.55 + Aag = 16.40 (AP). A
flexdo na menor inércia (modo 3) também emerge no comportamento elasto-plastico, como denuncia o
diagrama de participacdo modal®! da Fig. 7.20(b), relativo a evolugéo da configuracio da secgdo mais
deformada ao longo de /(o). Sobre as figuras referidas, importa fazer os seguintes comentarios:

31 Este tipo de diagramas tem como referéncia a secgdo transversal “mais deformada” da barra, i.e., aquela que exibe o
maximo deslocamento tri-dimensional ou no plano (input do programa). A contribuigdo de cada modo de deformacéo é
quantificada pelo récio entre (i) o seu deslocamento maximo tri-dimensional nessa secgéo e (ii) a soma de todos esses
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(i) O modo local mais influente na imperfeicdo geométrica (modo 5, 59.1 — 88.2 %) domina
claramente o comportamento da barra para qualquer nivel de carga, apesar de a sua participacéo
decrescer na trajectoria descendente como consequéncia do crescimento dos restantes modos
(excepto 0 1).

(i) O modo 1 (extensao axial, 0.0 — 7.2 %) apresenta uma contribui¢&o irregular ao longo da curva,
surgindo apenas entre os estados BP e P com participacdo praticamente constante. Esta
irregularidade deve-se ao facto de a sec¢do mais deformada da barra (em que se baseia o célculo
da participacdo modal) corresponder, na maioria das configuraces de equilibrio, a seccao de
meio vao, a qual por razbes de simetria do carregamento (ver Fig. 7.2(a)) apresenta
empenamentos nulos.

(iii) Relativamente aos modos local 6 (0.0 — 13.0 %) e de extensao transversal 43+44 (0.0 — 10.6%),
repare-se que enquanto a contribuicdo dos Ultimos é estritamente crescente, 0 primeiro comeca
por apresentar valores decrescentes até perto da carga Ultima, e depois crescentes até um valor
que se mantera aproximadamente constante ao longo de estados avancados de pds-colapso.

ABAQUS

, B e
e A
L

e

L
“W’ ey,
L2 s
L
S

GBT
Fig. 7.21. Configuracdo deformada no colapso (amplificada 5 x) — estado AP.

(iv) A contribuicdo do modo 3 (flexdo na menor inércia, 0.0 — 9.7 %) apenas se torna relevante na
trajectdria descendente, onde a sua participagdo cresce com o aumento do nivel de deformacéo
devido a excentricidade de carga resultante da cedéncia material, ndo simétrica em relagdo ao eixo
de simetria vertical. Como se vera adiante, a zona de meio vao e a parte da seccéo correspondente

valores modais, 0s quais ndo ocorrem necessariamente no mesmo ponto (a soma de todas as participacOes € unitaria, ou
100%) — informacéo detalhada sobre o conceito de participacdo modal € apresentada na sub-sec¢éo 2.4.3 do capitulo 2.
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ao “fecho” dos banzos sao aquelas que mais plastificam, conduzindo a um deslocamento do centro
de rigidez para a regido oposta (no sentido inverso ao verificado na resposta elastica).

(v) A diferenca entre as cargas Ultima e critica de instabilidade (4, / 2¢=1.77) revela uma reserva de
resisténcia pds-critica significativa, como seria de esperar num modo de colapso local e pela
ocorréncia tardia da cedéncia inicial (4=15 vs. 14=9.90). A influéncia dos efeitos de 2% ordem pode
ser avaliada pelo facto de a carga ultima ser cerca de 57.6 % da carga plastica Py=Aav”.

A Fig. 7.21 mostra as configuragGes deformadas (amplificadas 5 x) da GBT e do Abaqus durante o
colapso da coluna (estado AP), sendo possivel observar que as maiores deformacBes ocorrem
claramente na regido de meio vdo, o que se deve a emergéncia do modo de flexdo na menor inércia
(apesar de este ainda ndo ser muito visivel nesta fase). Este facto pode ser confirmado através dos
respectivos contours de tensdes de von Mises apresentados na Fig. 7.22, os quais também permitem
confirmar que a zona de meio vao do lado do “fecho” dos banzos ¢é a mais plastificada. Importa tambem

chamar a atencéo para as semelhancas notéveis entre os resultados do Abaqus e da GBT.
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Fig 7.22. Contours de tensdes de von Mises (N/mm?) na configuracéo de equilibrio AP.

As Figs. 7.23(a)-(b) dizem respeito as configuracbes BP, P e AP, e comparam os perfis
longitudinais relativos ao deslocamento lateral indicado na Fig. 7.2(b). As seguintes conclusdes
sdo apropriadas:

(i) A comparacdo entre os resultados do Abaqus e da GBT é excelente no estado BP e
razoavelmente boa nos restantes.
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GBT — Andlises Elasto-Pléasticas de 22 Ordem

(if) A diferenca entre as amplitudes positivas e negativas no perfil AP reflecte a presence do
modo de flexdo na menor inércia, o qual causa deslocamentos ¢ positivos.

As Figs. 7.24(a)-(b) dizem respeito as configuracdes BP e P e ilustram os diagramas de tensdes
axiais (oxx) e de von Mises (owises) @0 longo do contorno da seccéo de meio véo (x=750 mm) indicado
a vermelho na Fig. 7.2(b). Apesar da comparacéo entre a GBT e 0 Abaqus ser excelente no estado
BP, os diagramas da GBT exibem discontinuidades consideraveis no estado P, as quais resultam
(como ja referido na discussdo de resultados do capitulo 6) da aproximagdo das tensdes transversais
oss (ver Fig. 7.25). Na verdade, uma vez que a aproximacdo dos deslocamentos transversais v é linear
em cada sub-placa, ndo ha garantia de continuidade das extensdes transversais (vs mais precisamente
— extensdo de 12 ordem) entre sub-placas — contudo, note-se que os valores oss do Abaqus e da GBT
sdo bastante semelhantes nos pontos médios das sub-placas.
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0
1500 2
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0
4 15000
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L™ - . X (mm) .
6T e ABAQUS -4 |

4 t 8 I

=]

—GBT
-8 -6
(@) (b)
Fig. 7.23. Perfis longitudinais do deslocamento horizontal do ponto médio da alma: estados (a) BP, P e (b) AP.
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Fig. 7.24. Diagramas de tensOes (a) axiais (oxx) € (b) de von Mises (owmises) Na sec¢éo de meio vao (estados BP + P).
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Fig. 7.25. Diagramas de tensdes transversais (oss) na sec¢do de meio vao (estado P).

Por Gltimo, apresentam-se nas Figs. 7.26(a)-(b) as funcbes de amplitude ((kx) nos estados BP e AP

dos dois modos de corte mais relevantes na analise. Observa-se o seguinte:

(i) Devido a simetria do problema, todas as funcdes sdo anti-simétricas em relagdo ao eixo vertical

que cruza a sec¢ao de meio vao.

(i) Ambos os modos tém uma variagéo altamente ndo linear e apresentam padrfes de semi-ondas

das secgdes encastradas para o estado BP.

idénticos (zeros da funcdo coincidem) em todo o comprimento da coluna, excepto na vizinhanga

(iii) No estado BP observa-se uma variagdo crescente das amplitudes desde as seccBes extremas até a

regido de meio vdo. No estado AP, esse comportamento ja ndo se verifica, apesar dos

empenamentos maximos ocorrerem na mesma regido. Devido a elevada perda de rigidez (efeitos

de 22 ordem e plasticidade) que se concentra a meio véo, a diferenca de amplitudes para as

regies adjacentes é agora muitissimo superior do que na configuracéo BP.
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Fig 7.26. Funcgdes de amplitude {xx dos modos de corte mais relevantes: estados de equilibrio (a) BP e (b) AP.
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Coluna curta SHS

A Fig. 7.27(a) mostra as trajectérias de equilibrio A(A) do Abaqus e da GBT, onde A € 0

encurtamento axial da coluna (ver Fig. 7.4(a)). Os valores dos parametros de carga
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0.8 ®oy, ~
BP e, ~
7 R ——
Y L
06 | / D
/
« ABAQUS AP
04
—GBT
02 — — —Ensaio Exp. (Theofanous e Gardner)
A (mm)
O-O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ~
@) 00 05 10 15 20 25 3.0 35 40 45 50 55 6.0 65 7.0 75
100% N —
20 j&u

80% A

70% A

60% -

50% A

40% H

30% A

20% A

10% A

‘/\s_

() 0%

A (mm)

Fig. 7.27. (a) Trajectorias de equilibrio numéricas e experimental, e (b) diagrama de participagdo modal da GBT.

correspondentes aos estados de equilibrio indicados séo: (i) Aecsr=0.701 + Aasq=0.701 (BP), (ii)
Aee1=0.893 + AaBQ=0.893 (P), e (iii) Aee7=0.590 + AaBq=0.577 (AP). A Fig. 7.27(b) ilustra o
diagrama de participacdo modal da GBT relativo a evolu¢do (com o aumento de A) da
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Capitulo 7

configuracdo deformada da sec¢do de meio véo. A observacdo destes resultados conduz as

seguintes conclusoes:

(i) A concordancia entre as trajectorias da GBT e do Abaqus é excelente até a carga ultima, e
muito boa na fase subsequente — a diferenca méxima de 4.9% surge logo no inicio da
trajectdria descendente.

(i) A carga ultima da GBT e deslocamento correspondente valem Fycer=912646 N (A,=0.893) e
AueeT=3.13 mm, valores que comparam razoavelmente com os valores experimentais publicados
em Theofanous e Gardner (2009): Fuexp=102000 N (Ayexp=1.000) € Ay test=3.63 mm — ver curva
experimental na Fig. 7.27(a). As diferencas entre a curva experimental e as restantes, indicam
que os modelos numéricos devem ser melhorados. Os resultados numéricos obtidos por
Theofanous e Gardner (2009) sugerem que a simulacéo dos efeitos de endurecimento dos cantos
da seccdo conduzird a uma aproximacao bem mais precisa (mesmo que a influéncia das tensées
residuais de membrana seja desprezada).

(iii) A falta de resisténcia de pds-encurvadura (A< A,=1.837) é apenas uma consequéncia légica da
esbelteza reduzida da coluna, o que faz com que a cedéncia permatura (Ay=0.586, onde Fy=A oo’)
impega que a carga Ultima da coluna se aproxime da carga critica.

(iv) Segundo Theofanous e Gardner (2009), a coluna colapsou num modo local apds um nivel
consideravel de defomacéo plastica, facto que esta totalmente de acordo com as configuracoes
obtidas pela GBT e pelo Abaqus no estado AP — ver Fig. 7.28.

(v) O diagrama de participacdo modal da GBT da Fig. 7.27(b) mostra claramente a presenca de
dois tipos de comportamento: (i) um global que envolve predominantemente deformacdes
axiais (de pré-encurvadura) resultantes do modo 1, e (ii) outro que corresponde a emergéncia
e crescimento gradual de deformac6es locais, maioritariamente devido a contribuicdo do
modo 2 (ver Fig. 7.14) — note-se que este modo se torna muito mais dominante
(“ultrapassando” o modo 1) na fase de pés-colapso.

(vi) Apesar do dominio do modo 1 (com contribuicBes que variam entre 84.7% e 58.6%), ha
contribuigBes de quatro modos na trajectdria de equilibrio ascendente (A<A,=3.13 mm). O modo
2, cuja relevancia é parcialmente (junto com a plasticidade) responsavel pela ndo linearidade da
trajectoria de equilibrio, tem uma participagdo que atinge 0s 27.1% no colapso (P). Os modos de
extensao transversal 19 e 20, cuja presenca esta intrinsecamente ligada & dos modos 1 (devido ao
efeito de Poisson) e 2, exibem participacOes crescentes até 6% cada. Deve notar-se que, apesar
dos modos de extensdo transversal 19 e 20 terem contribuigOes relativamente pequenas, a sua
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exclusdo da analise conduziria a uma perda consideravel de precisao dos resultados, levando a
um comportamento mais rigido devido ao facto da deformacdo local passar a estar
“artificialmente restringida”.

(vii) Na trajectoria descendente (A > Ay=3.13 mm), as participagdes dos modos 1 e 19+20 decrescem
substancialmente devido a formacéo de um mecanismo de colapso localizado (ver Fig. 7.28) que se
caracteriza pelo aumento do escoamento plastico na zona de meio vao (“concentragdo” de
deformacdo local), e pela existéncia de descargas elasticas nas regifes adjecentes. Realmente, a
contribuicdo do modo 2 aumenta significativamente (27.1 - 64.5%) e surgem os modos locais 3 e 4.

As Figs. 7.29(b)-(d) dizem respeito aos estados de equilibrio BP, P e AP, e apresentam os perfis
longitudinais de deslocamentos axiais (dx (X)) e verticais (J;(x)) do ponto médio da parede superior da
seccdo (ver Fig. 7.4(b)). Concluiu-se que:

(i) Todos os perfis da GBT estdo praticamente coincidentes com os do Abaqus — as maiores
diferengas ocorrem em d(X) no estado P.

(i) Enquanto que ox(x) € linear em BP (ver Fig. 7.29(b)), no estado P exibe uma ligeira ndo
linearidade perto das seccOes extremas da coluna. No estado AP, por outro lado, dx (X)
corresponde a trés segmentos “quase lineares”, dois com declive semelhante (regiGes laterais
da coluna) e um terceiro muito mais inclinado (regido central) — este traduz a perda de rigidez
axial daquela zona, resultado da deformagdo plastica associada a participacdo crescente dos
modos locais na fase de p6s-colapso (ver Fig. 7.27(b)).

GBT ABAQUS

Fig. 7.28. Configuracdes deformadas do Abaqus e da GBT na fase de pds-colapso (estado AP).
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(iii)  No que respeita aos perfis d;(x), 0 nimero de semi-ondas passa de trés (na imperfeicao inicial —

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01
0.00
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

1.2

Fig. 7.29(a)) para cinco (estados BP e P — Fig. 7.29(c)). No entanto, em AP as trés semi-ondas

“regressam” (agora muito mais desiguais) devido a uma combinacdo de (iii1) deformacdo

pléstica concentrada a meio véo, e (iiiz) descargas elésticas nas restantes zonas da coluna.

Repare-se também que a amplitude maxima ocorre sempre a meio vao e, nessa zona, a

curvatura aumenta a medida que a carga progride — ver Figs. 7.29(a), (c) e (d).
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Fig. 7.29. Perfis longitudinais de deslocamentos axiais e verticais do ponto médio do banzo superior: (a) d.0 (X)
(imperfeicdo inicial), (b) dx (x) em BP, P e AP, (c) d, (xX) em BP e P, e (d) J, (X) em AP.

As Figs. 7.30(a)-(b) mostram os diagramas de tensdes axiais (oxx) nos estados BP e P, e de von Mises

(owmises) em BP, P e AP, na secgdo de meio vdo (x=198 mm) e ao longo da coordenada s das paredes

W1, W2 e W3 indicadas na Fig. 7.4(b). A sua obervagdo permite concluir que:
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(i)  Todos os diagramas sdo simetricos e, em todos os estados de equilibrio, a sec¢do esta plastificada
(Owiises > 60”=390.33 N/mm?) — ver Fig. 7.30(b).

(i)  Osdiagramas da GBT e do Abaqus apresentam uma concordancia muito boa nos estados BP e P
— 0s diagramas s@o uniformes em BP e ligeiramente ndo lineares em P. Os diagramas de von
Mises sdo muito semelhantes aos valores absolutos dos diagramas de tensdes axiais, 0 que indica
que as tensbes de corte e de extensdo transversal séo irrelevantes a meio vao. As pequenas
discontinuidades entre sub-placas nos diagramas ow da GBT em P s&o o resultado das
singularidades caracteristicas das distribuicGes de extensdes transversais (relembra-se o leitor que
0s deslocamentos v sdo lineares em cada sub-placa).

(iii) No estado AP, os diagramas omises 0 Abaqus e da GBT apresentam uma concordancia
qualitativamente bastante boa, excepto na reducdo pronunciada de tensdo que ocorre a meio da
parede W2. Contudo, existem diferencas quantitativas visiveis, em particular nos cantos da
seccdo. Para além do facto do pardmetro de carga da GBT ser 2.3% superior ao do Abagus em
AP, outra causa possivel para as diferencas reside na falta de modos relevantes na anélise
(relembra-se que apenas 28 de 204 modos foram incluidos).

| Wl W2 | W3 | 1000
| | s (mm) | ! 900 O)Mises
-300 | = . | B ( N.rllllllll ) AP
800
-350 ¢ 97 1585 297
700
400 |
600 ~
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Fig. 7.30. Diagramas de tenséo na sec¢do de meio vao: (a) oxx nos estados BP e P, e (b) oMmises nas configuractes BP, P e AP.

(iv) Em AP, observa-se que as tensdes de von Mises tendem a concentrar-se nos cantos da sec¢éo, o
que se deve a pronunciada deformac&o local na regido de meio véo (ver Fig. 7.28). Note-se a
existéncia de uma distribuicdo ndo linear tipica das tensBes axiais no comportamento de pos-
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encurvadura de placas, na qual se baseia 0 conceito de largura efectiva utilizado em todos os
regulamentos de estruturas metalicas.

As Figs. 7.31(a)-(b) mostram os contours de tensdes de von Mises da GBT e do Abaqus nos estados P
e AP. Para aléem da semelhanca consistente entre pares de resultados, importa notar que toda a superficie
média da coluna se encontra plastificada no estado P (¢0Y=390.33 N/mm?), e que as menores tensdes
ocorrem na vizinhanga das seccdes extremas. Quando se evolui do estado P para AP (trajectéria de
equilibrio descendente — Aap<Ap), deve notar-se que:

(i) Aproximadamente 2/3 da superficie da coluna sofreu descargas elasticas (regido a azul claro na Fig.

7.31(b)), i.e., as tensbes de von Mises apresentam valores inferiores.

GB GBT

—

L T B e e T I e T Tt e Bt |
e I e e e IR

+6. 1972402
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5, 128402
19.021e+02
+4,91de+(2
+7.817e402

(@) (b)

Fig. 7.31. Contours de tensdes (N/mm?) de von Mises nos estados (a) P e (b) AP.
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(ii) Cerca de 1/3 da superficie da coluna (junto & seccdo de meio vdo) sofreu deformacéo
plastica adicional, claramente visivel nas regides dos cantos (assinalada a cor encarnada na
Fig. 7.31(b)). Contudo, algumas zonas da regido central também sofreram descargas
elasticas (zonas a azul claro e escuro na Fig. 7.31(b)).
Por ultimo, as Figs. 7.32(a)-(b) mostram os contours de tensdes de corte na metade esquerda (x <
0.5L) da parede W3 indicada na Fig. 7.4(b), para os estados P e AP — estas distribuicdes de tensbes

& B W O
Sho—ayfiL S D

o

GBT
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+2.132e407
+1.7772+02
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+1. 0662402
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-1, 4212402
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|
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ABAQUS ABAQUS
@ (b)

Fig. 7.32. Contours de tensdes (N/mm?) de corte (oxs) na parede W3 da metade esquerda da coluna: estados (a) P e (b) AP.

sdo assimétricas em relacdo a seccao de meio vdo. Mais uma vez, os pares de resultados do Abaqus e
da GBT apresentam semelhancas qualitativas muito boas, apesar dos contours da GBT serem mais
irregulares. Possiveis causas destas irregularidades poderdo ser (i) as discontinuidades das tensfes
transversais entre sub-placas (discutido anteriormente), e/ou (ii) a falta de modos de corte relevantes
(apenas 11 em 83 foram seleccionados para a analise). Para além disso, constata-se que as tensdes de

209



Capitulo 7

corte desempenham um papel mais importante no estado AP do que em P — engquanto que no ultimo
o0s valores maximos de oys ocorrem junto as secgdes extremas, em AP “deslocam-se” para a regido de

meio vao (onde tem lugar a formagao do mecanismo de colapso).

Coluna longa SHS
A Fig. 7.33(a) exibe as trajectorias de equilibrio A(0) do Abaqus e da GBT, onde ¢ é 0
deslocamento horizontal a meio véo do ponto indicado na Fig. 7.6(b). Os valores dos
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0.20 1
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Fig. 7.33. (a) Trajectorias de equilibrio numéricas e experimental, e (b) diagrama de participacdo modal da GBT.

parametros de carga relativos aos estados de equilibrio indicados sdo: (i) Acer=0.79 +
MaBo=0.81 (BP), (ii) Aee1=1.04 + AaBQ=1.04 (P), e (iii) Aee1=0.72 + XaBQ=0.71 (AP). A Fig.
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7.33(b) mostra o diagrama de participacdo modal da GBT relativo a evolucdo da configuracéo

deformada da sec¢@o de meio védo. A observacdo destes resultados permite concluir que:

(i) A comparacdo entre as curvas da GBT e do Abaqus é excelente — maxima diferenca de 1.5%.

(if) Os valores “altimos” (estado P) da GBT sdo Fucer=376376 N (Ay=1.04) e duceT = 16.45
mm, 0s quais ndo diferem muito (especialmente a carga) dos valores experimentais obtidos
por Theofanous e Gardner (2009): Fyexp=361900 N (Ay.exp =1.00) € dy.exp =20 mm — ver a
curva experimental na Fig. 7.33(a). A proximidade entre os resultados experimentais e
numéricos permite depreender que a exclusdo dos efeitos do endurecimento dos cantos e
das tensbes residuais de membrana ndo afecta tdo significativamente a qualidade dos
resultados numericos como no caso da coluna curta (ver Fig. 7.27(a)).

GBT ABAQUS

Fig. 7.34. Configuragio deformada da coluna durante o colapso (estado AP).

(iii) A auséncia de resisténcia pés-critica (A< Ab.giob=1.43) resulta do facto da cedéncia inicial
ocorrer consideravelmente abaixo da carga critica (Ay=1.11, onde Fy =A a?¢’).

(iv) Theofanous e Gardner (2009) observaram que a coluna colapsou num modo global, o que
estd de acordo com a configuracdo deformada no estado AP obtida pela GBT e pelo
Abaqus — ver Fig. 7.34.

(v) O diagrama de participagdo modal mostra claramente que a deformacdo global domina o
comportamento da coluna, devido as participacdes quase exclusivas dos modos 1 (extensédo

axial) e 2 (flexdo na menor inércia®?).

32 A designacdo de “menor inércia” provém do facto das dimensdes (altura e largura) medidas da secgdo SHS
diferirem ligeiramente (H=75.8 mm, B=75.7 mm).
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(vi) A participagao inicial dominante (97.4%) do modo 1 decresce de forma bastante abrupta
perto do estado BP, e rapidamente alcanca um plateau de cerca de 7.0 % que se prolonga
ao longo da fase de pds-colapso. Naturalmente, a contribuicdo do modo 2 segue o percurso
inverso, i.e., cresce subitamente perto do estado BP e alcanca um patamar de 92.4% na
trajectoria de equilibrio descendente.

(vii) Apesar da sua presenca na imperfeicdo geométrica inicial, a participacdo do modo 3 (local
— ver Fig. 7.15) é diminuta em toda a trajectoria de equilibrio. Esta evidéncia esta de
acordo com o facto de ndo existirem deformacdes locais visiveis antes da configuracdo AP
— ver Fig. 7.34 (apenas para niveis de deformacao superiores).

A Fig. 7.35(b) mostra os perfis longitudinais do deslocamento lateral a meia altura da secgdo (ver
Fig. 7.6(b)) para os estados P e AP — as analises do Abaqus e da GBT originam resultados quase
coincidentes. A flexdo por encurvadura local resultante da imperfeicdo geométrica (visivel na Fig.
7.35(a)) ndo é visivel nos estados de equilibrio P e AP, por estar completamente ocultada pela flexdo

global (facto concluido anteriormente, atraves do diagrama da Fig. 7.33(b)).
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Fig. 7.35. Perfis longitudinais do deslocamento lateral a meia altura da seccdo: (a) imperfeico inicial, e (b) estados P e AP.

As Figs. 7.36(a)-(b) mostram os diagramas de tensdes axiais (oxx) € de von Mises (omises) a0
longo das paredes da sec¢do de meio vdo (x=999.5 mm) indicadas na Fig. 7.6(b), e para as
configuracBes BP, P e AP. Os seguintes comentarios sdo apropriados:

(i) Os diagramas da GBT e do Abaqus (simétricos) apresentam semelhancas notaveis.
(i) Os valores das tensdes de von Mises para os estados BP e P sdo muito semelhantes aos valores

absolutos dos diagramas de tensGes axiais correspondentes, o que implica que as tensdes de corte e
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transversais sdo desprezaveis na sec¢do de meio vao — 0 mesmo se pode concluir para o estado AP,

mas apenas nas zonas da sec¢ao que exibem os valores mais elevados das tensdes oxx.

800 1000
O O fises

600 P\ ( N/mm?) -+ ABAQUS 200 F( N/mm?) Ap
—GBT 800

700
600
500
400
300
200
100

400 |

« ABAQUS
GBT

(a (b)

GBT | GBT

+7.8%8e+02
+7.251e+02
+6.603e+02
+5.956e+02
+5.30%+02
+4.662e+02
+4.015e+02
+3.3687e+02
+2.720e+02
+2.073e+02
+1.426e+02
+7.784e+01
+1.312e+01

ABAQUS | ABAQUS
@ (b)

Fig. 7.37. Contours de tensdes (N/mm?) de von Mises na configuragiio AP: lado da coluna sob (a) compresséo e (b) tracgéo.
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(iii) A Fig. 7.36(a) mostra (como esperado) que a influéncia da flex&o global nos diagramas de
tensdes aumenta a medida que a deformacéo evolui de BP para AP. Por exemplo, a linha
neutra apenas intersecta a seccdo em AP. Nesse estado, alguns pontos encontram-se
plastificados a tracgdo (ver Fig. 7.36(b) e relembrar que 6o=347.34 N/mm?),

(iv) No estado BP, a seccdo de meio véo ainda ndo sofreu qualquer escoamento plastico (omises
<o) e, por isso, os diagramas de tensdes sdo lineares ou uniformes em cada parede. Em P
e AP, a ndo linearidade do aco lean duplex é evidenciada nas zonas endurecidas
(omises>00Y) das paredes W1 e W3.

As Figs. 7.37(a)-(b) mostram os contours de tensGes de von Mises nas zonas comprimida
(esquerda) e traccionada (direita), no estado de equilibrio AP. E possivel observar uma optima
comparacao entre os resultados do Abaqus e da GBT. Conclui-se que:

(i) A zona a traccdo também sofre escoamento plastico, tal como foi mencionado
anteriormente (ver Fig. 7.36(b)).

(if) Note-se que as regides da coluna que exibem menores tensdes (assinaladas a cor azul)
correspondem a vizinhanca da superficie neutra da barra. Essas regifes tendem a afastar-se
do plano de simetria longitudinal da coluna & medida que se aproxima do meio vao, facto
gue é uma consequéncia directa do aumento da excentricidade de carga (nula nas seccoes
extremas e maxima a meio vao).

A

+3.292=+00
-3.870=+00
-1.503=+01
-Z.4Z20=+01
-3.336=+01
-4.25Z=+01
-3.168=+01
-6.084=+01
-7.001=+01
-7.917=+01
-8.833=+01
-5.74%=+01
-1l.067=+02

y
s GBT ABAQUS

Fig. 7.38. Contours de tensdes (N/mm?) transversais (oss) no colapso — estado P (alma da secgéo na vizinhanga de x=L).

A Fig. 7.38 exibe os contours de tensdes transversais do Abaqus e da GBT no estado de
equilibrio P e na vizinhanga das sec¢des extremas (a altura do plot corresponde & alma da
seccdo SHS) — as restantes zonas da coluna ao longo do seu comprimento apresentam tensoes
nulas. Também se constata que os resultados da GBT sd&o mais irregulares do que os do

Abaqus, o que se deve as discontinuidades das extensdes transversais entre sub-placas
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(relembra-se que a GBT aproxima linearmente os deslocamentos v em cada sub-placa). Mesmo
assim, observa-se uma semelhanca qualitativa bastante satisfatoria entre as duas distribuicdes.

Vigaem |
A Fig. 7.39(a) apresenta as curvas A(|dy]) do Abaqus e da GBT, onde dy & o deslocamento
lateral a meio vao do ponto do banzo superior indicado na Fig. 7.7(b). A Fig. 7.39(b) exibe o
correspondente diagrama de participagdo modal da GBT, e a Fig. 7.40 ilustra 0 mecanismo de
colapso da viga (estado de equilibrio AP). Estes resultados conduzem aos seguintes comentarios:
(i) As trajectorias do Abaqus e da GBT estdo em muito boa concordancia — a diferenca
méaxima nédo excede 0s 4.8% e ocorre num estado avancado de p6s-colapso (AP).

3.0

e

25

2.0

1.5 |

——GBT (137 modos)

1.0
s ABAQUS

|o, | (mm)
0.0 .

40 50 60 70 80

10 20 30
100%
R others
90% 100
4
3
2

99

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

() o

|6yl
Fig. 7.39. (a) Trajectorias de equilibrio e (b) diagrama de participacdo modal da GBT.
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(ii) A deformacdo global domina claramente o comportamento da viga, nomeadamente atraves

das contribuicdes dos modos 2 (flexdo na maior inércia — 15.4-60.7%), 3 (flexdo na menor
inércia — 12.0-28.7%) e 4 (torcdo — 21.6-44.9%). Relativamente aos modos de extensdo
transversal 99 (da alma) e 100 (dos banzos), a sua participagdo conjunta cresce
gradualmente ao longo da trajectoria de equilibrio, atingindo 13% no troco descendente — a
exclusao destes dois modos da andlise “enrigeceria" consideravelmente o comportamento
da viga, pois os deslocamentos significativos das paredes da sec¢do no seu plano (ver Fig.
7.40) ficariam restringidos. Finalmente, os modos 8 e 9 associados a flexdo transversal do
banzo carregado/superior (ver Fig. 7.16 — note-se que 0s modos se opdem no banzo
inferior), apenas exibem contribuicBes relevantes até a carga ultima (a sua participacdo
conjunta maxima vale 4.3%).

ABAOQUS

Fig. 7.40. Configuracdes deformadas no colapso (estado de equilibrio AP).

(iif) O comportamento global predominante e a cedéncia inicial (na superficie média da viga)

para 1~2.0 (A=3.10) explicam a auséncia de resisténcia pds-critica (Au/ Acr = 0.774).

(iv) Para além da grande semelhanga entre os mecanismos de colapso da GBT e do Abaqus
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(Fig. 7.40), importa chamar a atencdo para (ivy) a formagéo de uma linha de cedéncia no
banzo superior da seccdo mais “deformada” (perto da zona de aplicagdo da carga), e (iv2) o
empenamento significativo do banzo superior no apoio simples (ao invés do banzo inferior)
— os perfis axiais dos modos 3 e 4 adicionam-se no banzo superior e opdem-se no banzo
inferior (ver Fig. 7.16).
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A Fig. 7.41 exibe as trajectorias de equilibrio do Abaqus e da GBT correspondentes ao
deslocamento vertical (6;) a meio vao do ndé do banzo superior indicado na Fig. 7.7(b).
Efectuaram-se trés analises na GBT, as quais diferem no conjunto de modos de deformacao
adoptado: (i) andlise com 137 inicialmente seleccionados (ver Tab. 7.4), correspondendo a
18659 g.1., (ii) analise com os 43 modos de deformacdo mais relevantes (4 globais, 3 locais, 15
de corte e 21 de extensdo transversal), incluindo todos os representados na Fig. 7.16 e
envolvendo 5837 g.l., e (iii) analise com 50 modos (6762 g.l.), incluindo todos os modos de
extensdo transversal e apenas 4 globais, 2 locais e 5 de corte (0s mais relevantes do conjunto
dos 43 modos). A comparacao entre as varias curvas A(-d;) conduz aos seguintes comentarios:

4.0 = -
A X

35 | A

—_—

3.0 - !

25

20 |
[ ] L ] [ ] ,\.
Ny
AP
1.5 r
—— GBT (137 modos)
1.0 | — —-GBT (50 modos)
- - = GBT (43 modos)
05 L e  ABAQUS
-d, (mm)
00 T T T T T T
-2 0 2 4 6 8 10 12

Fig. 7.41. Trajectorias de equilibrio A(-dz) do Abaqus e da GBT (trés conjuntos de modos de deformagéo).

(i) Existe uma semelhanca bastante boa entre os resultados do Abaqus e da GBT (137 modos)
— a diferenca maxima ¢é de 4.9 %. Os valores {J;, A} correspondentes aos estados de
equilibrio indicados sdo {0.71, 1.06}ceT + {0.72, 1.07}aBq (BP), {1.19, 2.40}ceT + {1.20,
2.40}aBq (P), e {10.36, 1.79}ceT + {10.55, 1.88} a0 (AP).

(if) A “troca” (aumento/reducdo) entre as participacdes dos modos 4 (torcdo) e 2 (flexdo na maior
inércia) antes da carga Ultima (ver Fig. 7.39(b)) € responsavel pelo aumento de rigidez e
subsequente “loop” (“snap-back’ seguido de inversao da variacao de deslocamento) observados.

(iii) A relevancia dos modos de extenséo transversal pode ser confirmada pela melhoria notavel

(embora ainda pouco precisa) da curva da GBT obtida com 50 modos, em comparagao com
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a determinada através de 43 modos — note-se a formagdo incompleta do “loop”,

conseguindo recuperar a formagao de “snap-back” na trajectéria de equilibrio.

Finalmente, a Fig. 7.42 exibe os perfis longitudinais de deslocamentos axiais e verticais do né do

banzo superior indicado na Fig. 7.7(b), relativamente aos estados (i) BP, P (Fig. 7.42(a)), e (ii) AP (Fig.

7.42(b)) (os perfis P da GBT dizem respeito a Aesr=2.40). Os seguintes comentarios séo oportunos:

(i) Existe uma excelente concordancia entre os resultados do Abaqus e da GBT (137 modos).

(if) Os maiores deslocamentos verticais ocorrem a meio vao e estdo associados a existéncia de

elevados gradientes nessa zona, 0s quais estdo associados a formacdo de uma linha de

cedéncia no banzo superior (ver Fig. 7.40).

15 j—
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1.0 | P
05 |
BP X (mm)
0.0 T
1425 Wy
05 1 ——GBT (137 modos)
———GBT (50 modos)
R GBT (43 modos)
s  ABAQUS
-1.5
0.4 5
a, (mm) * (mm)
01 T ‘
N 1425 /ﬁa
: BP ’r
06 | \-\\\ /,'
AN /.
\ N 7/
11 f RN P /
A N .
1.6 + A \\ /r"—
) ~
‘\
2.1 .
——GBT(137 modos) ¥ _
- — —GBT (50 modos) A\
- — - =GBT (43 modos)
 ABAQUS
-3.1
(@)
Fig. 7.42

e Y, T NI R RN o S N R SO R

(=)}

|0, (mm)

AP
R X (mm)
D 2850
| ——GBT (137 modos)
« ABAQUS

J, (mm)
i X (mm)

1425 2850

——GBT (137 modos)
« ABAQUS

AP

(b)

. Perfis longitudinais de deslocamentos 8x e 8z do n6 do banzo superior indicado na Fig. 7.7(b): estados
de equilibrio (a) BP, P e (b) AP.

(iif) Quando se evolui do estado BP até ao AP, os deslocamentos transversais no quarto de véo a

esquerda (x < 0.25L) mudam de sinal, o que resulta da prevaléncia das deformaces por tor¢do em

detrimento das deformacdes por flexdo na maior inércia.

218



GBT — Andlises Elasto-Pléasticas de 22 Ordem

(iv) O aumento do nimero de modos de deformacdo permite melhorar os resultados obtidos. Note-se
que, apesar das grandes diferencas quantitativas, os perfis da GBT obtidos com menos modos (43 e

50) sdo qualitativamente semelhantes ao “exacto” (137 modos).

Coluna em C-reforcado

A Fig. 7.43(a) mostra as curvas MA) do Abaqus e da GBT, onde A € o encurtamento axial da coluna.
Foram efectuadas duas anélises da GBT. Uma anélise incluiu os 128 modos inicialmente seleccionados
(4 globais, 1 distorcional, 7 locais, todos o0s de corte e 27 de extensdo transversal — maioritariamente
simétricos), totalizando 21941 g.l.. A outra analise da GBT incluiu 0s 79 modos especificados na Tab.
7.4 (13527 g.l.), nomeadamente os modos simeétricos mais relevantes do grupo dos 128 seleccionados
para a analise anterior e todos os modos de corte e de extensdo transversal associados a concentracao de
deformacdes nos reforcos. A Fig. 7.43(b) exibe o diagrama de participacdo modal da GBT (79 modos).
A andlise destes resultados origina os seguintes comentarios:

160
/I'v P
140 | ~,
120 | .
L ]
100
BP
80
60 | —— GBT (79 modos)
----- GBT (128 modos)
40 e ABAQUS
20
A (mm)
0 1 1 1
(a) 0 1 2 3 4 5
100% 7 others
i 58
90% : 8+9
! 5 6+7
80% - :. a
70% !
60% i
50% | | 3
40% E
30% A E
20% 7\///—\
10% 1 ; 2
(b) o !

Fig. 7.43. (a) Trajectdrias de equilibrio, e (b) diagrama de participa¢do modal da GBT.
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(i)

(ii)

Existe uma boa correlagéo entre as curvas da GBT (128 modos) e do Abaqus. Por exemplo,
as cargas Ultimas diferem apenas 3.7 % (A, 687=152.37 € Ay ABQ=147.00), € 0s pares {A,
A} relativos aos estados de equilibrio BP, P e AP tém os seguintes valores: {1.25,
78.83}ceT + {1.24, 78.40}aB0 (BP), {2.82, 149.89}ceT + {2.85, 147.00}AR0 (P), e {4.27,
114.89}ceT + {4.24, 112.00}ABQ (AP).

As trajectérias da GBT obtidas com 128 e 79 modos de deformacdo coincidem
virtualmente para a maioria dos niveis de carga — apenas ocorrem pequenas diferengas em
estados avancados de pés-colapso. Esta comparacéo indica que os 49 modos adicionais
podem ser removidos sem comprometer a qualidade global dos resultados.

(iif) A Fig. 7.43(b) mostra claramente que os modos 1 (extenséo axial — 3.8-29.4%), 2 (flexao

na menor inércia — 2.3-18.9%), 3 (distorcional simétrico — 47.9-74.7%), 4 (local — 3.1-
13.8%) e 5 (local — 0.7-5.8%) dominam o comportamento da coluna em qualquer
configuragdo. A evidéncia da deformacéo distorcional resulta do facto de o modo critico
ser distorcional e a respectiva carga ser bastante inferior a primeira carga de instabilidade
local (Aerdist=125.14 vs Ap,1oc=158.61).

(iv) A participacdo do modo de flexdo na menor inércia (modo 2) aumenta visivelmente antes de se

v)

atingir a carga Ultima e torna-se ainda mais relevante na trajectoria descendente. Isto deve-se a
excentricidade de carga resultante do deslocamento do centro de rigidez em direc¢do a alma, o
qual esta associado a redistribuicdo de tensdes axiais causada pela deformacdo local e/ou
distorcional. Para além disso, a cedéncia do material das zonas dos refor¢os também contribui
para a referida excentricidade (e.g., a cedéncia da superficie média da barra inicia-se
sensivelmente a partir da linha a trago interrompido na Fig. 7.43(b)).

Apds o inicio da cedéncia (linha a trago interrompido na Fig. 7.43(b)), as contribuicdes crescentes
dos modos 2 (flexdo na menor inércia) e 4-9 (locais) substituem gradualmente a participacdo do
modo 3 (distorcional simétrico) — o mecanismo de colapso ilustrado na Fig. 7.44 permite constatar
a ocorréncia de deformagao local da alma na regido de meio véo.

As Figs. 7.45(a)-(c) ilustram a evolucdo da configuragdo deformada da coluna, expressa atraves das

funcdes de amplitude & dos modos 2, 3, 4 e 5 nos estados BP, P e AP. Pode-se observar que:

(i)
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Uma vez que as deformacdes locais/distorcionais e a cedéncia do material reduzem
bastante a rigidez a flexdo da zona de meio véo, forma-se um mecanismo de “charneira

plastica” caracterizado por deslocamentos e curvaturas elevados.
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(i) O numero de semi-ondas locais aumenta desde o estado BP até ao estado AP. No estado P
a contribuicdo do modo 4 ¢ igualmente relevante nas zonas central ou laterais da coluna,
enquanto no estado AP ocorre um aumento do nimero de semi-ondas a meio vdo (com
amplitudes elevadas) e uma redugdo das amplitudes das semi-ondas “laterais” — fenémeno
tipico de um mecanismo de colapso (escoamento plastico adicional na zona de “charneira

plastica” e descargas elasticas em regides adjacentes).

=

Fig. 7.44. Mecanismo de colapso da coluna (estado de equilibrio AP).

Por ultimo, as Figs. 7.46(a)-(b) e 7.47(a)-(b) exibem perfis longitudinais de deslocamentos
verticais, laterais e axiais do né do banzo superior indicado na Fig. 7.8(b), nos estados BP, P e
AP. Os perfis da GBT com 128 modos foram obtidos para valores idénticos dos parametros de
carga utilizados para os perfis com 79 modos. Os seguintes comentarios sdo apropriados:

(i) Os perfis da GBT com 128 e 79 modos sdo praticamente coincidentes, com uma pequena
excepcao: no estado AP (Fig. 7.47 (b)), os perfis axiais diferem até 2%. Consequentemente, a
analise da GBT com 79 modos deve ser vista como “exacta’ para este caso particular.

(i) Os perfis de deslocamentos axiais sdo aqueles em que a comparacdo entre a GBT e 0 Abaqus €
melhor. Nos restantes casos, a aproximacéo da GBT exibe um comportamento mais rigido para os
estados P e AP, particularmente na regido de meio védo (a mais deformada) — o refinamento da
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malha de EFV e/ou a inclusdo de modos de extenséo transversal adicionais séo solugBes possiveis

para este “problema’3,

= N W A
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' |
w L3S
T T

— ——modo?2

— —-—modo?2 10 |

modo 3 modo 3

-15

(a (b)

|
[*)]

-10 [

-15 - — — —modo?2

modo 3

---- modo5

-25 L

-30

(c)
Fig. 7.45. Evolucdo das funcdes de amplitude modais () dos modos 2, 3, 4 e 5: estados de equilibrio (a) BP, (b) P e (c) AP.

(iii) Os perfis de deslocamentos verticais indicam que, no colapso (entre P e AP), existe uma reducédo
dos deslocamentos positivos e um aumento dos deslocamentos positivos, e respectivas curvaturas.
Esta caracteristica € tipica da ocorréncia de um mecanismo de colapso localizado, estando a
reducdo referida associada a existéncia de descargas elasticas nas zonas de amplitudes positivas.
Note-se que os perfis de deslocamentos axiais da Fig. 7.47(b) sdo também afectados através do
aumento do seu declive na zona de meio véo (perda de rigidez) e redugdo nas restantes zonas.

33 Embora sem um impacto relevante na precisdo dos resultados de deslocamentos da GBT, a consideracdo de
mais modos de extensdo transversal e/ou de uma maior discretizagdo dos banzos e reforcos, pode melhorar a
quailidade dos resultados de tensdes da GBT.
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Fig. 7.46. Perfis longitudinais de deslocamentos verticais (d;) no n6 do banzo superior indicado na Fig. 7.8(b):
estados de equilibrio (a) BP, P e (b) AP.
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Fig. 7.47. Perfis longitudinais de deslocamentos no né do banzo superior indicado na Fig. 7.8(b): (a) laterais (dy) no
estado AP, e (b) axiais (dx) em BP, P e AP.

Coluna em Cantoneira

As trajectorias de equilibrio A(A) apresentadas na Fig. 7.48, onde A é o encurtamento axial da
coluna, correspondem a trés tipos de analises®*: materialmente n&o lineares (MNA), geometricamente
nao lineares com imperfeicdo (GNIA), e geometrica/materialmente ndo lineares com imperfeicéo
(GMNIA). Relativamente a analise MNA da GBT (12 ordem), apenas 12 modos (1 global, 1 local, 4
de corte e 6 de extensdo transversal — 1523 g.l.) foram necessarios para obter uma aproximagéo
precisa da curva A(A). A analise GNIA (elastica de 22 ordem) da GBT foi efectuada com os 72 modos
indicados na Tab. 7.4, correspondendo a 9125 g.l. Finalmente, duas analises GMNIA (elasto-

34 Adoptaram-se estas siglas, pois quis-se manter a designacdo Anglo-Saxénica “Geometrically and Materially
Non-Linear Imperfect Analysis — GMNIA”, utilizada frequentemente na literatura.
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plésticas de 22 ordem) da GBT foram realizadas, (i) uma com os 72 modos mencionados e (ii) outra

com os 47 modos mais relevantes desse conjunto (4 globais, 7 locais, 8 de corte e todos os de

extensdo transversal — 5941 g.l.), incluindo os ilustrados na Fig. 7.18. Relativamente as analises
GMNIA, a Fig. 7.49(a) compara as curvas do Abaqus e da GBT, a Fig. 7.49(b) exibe o
correspondente diagrama de participacdo modal da GBT (determinado com 72 modos), e a Fig. 7.50

exibe 0 mecanismo de colapso da coluna. Da observacgdo destes resultados € possivel concluir que:

(i)

(i)

A comparagdo entre as curvas da GBT e do Abaqus é muito boa — e.g., a maxima diferenca entre
as curvas GMNIA é igual a 1.5%. Como esperado, a resposta estrutural obtida através da analise
MNA assemelha-se qualitativamente a curva tensdo-deformacdo do material (ver Fig. 7.10(b)).

Os resultados GNIA evidenciam uma resisténcia pos-critica significativa, facto que € algo
surpreendente a julgar pela natureza global (flexdo-torcdo) do modo de instabilidade critico
(A=11.14) e da imperfeicdo geométrica. Esta caracteristica peculiar, recentemente investigada
por Dinis et al. (2012), resulta (iiz) da semelhan¢a mecénica entre as deformacdes locais e por
torcdo numa cantoneira e (iiz) do facto de o empenamento secundario estar restringido nas

secgBes extremas da barra.

(iii) Apo6s a separacdo entre as curvas GMNIA e GNIA (a cedéncia inicia-se para Ay~6.15), 0

espalhamento de plasticidade conduz rapidamente ao estado limite Gltimo da coluna (A,=6.79).

(iv) Os valores {A, 1} das analises GMNIA da GBT (72 modos) e do Abaqus para os estados

v)
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de equilibrio indicados na Fig. 7.49(a) sdo: {0.92, 3.74}cet + {0.93, 3.79} B0 (BP), {2.14,
6.88}eBT (Au,cBT=6.89) + {2.11,6.79}AB0 (P), € {14.18,6.08}ceT + {14.00, 6.08}ABQ (AP).
O diagrama de participacdo modal mostra que o comportamento da coluna é dominado
pelas contribuicdes dos modos 1 (extensdo axial — 4.0-19.9%), 3 (flexdo na menor inércia —
1.8-17.7%) e 4 (tor¢do — 55.8-81.1%) — a presenca de flexdo na menor inércia resulta da
excentricidade de carga causada pelo deslocamento do centro de rigidez (Dinis et al. 2012).
Jé a participacdo do modo 2 (flexdo na maior inércia), o qual contribui para a configuracdo
do modo de instabilidade critico (imperfeicdo geométrica), permanece bastante pequena ao
longo de toda a trajectéria. Por ultimo, refira-se que grandes deslocamentos de corpo rigido
no plano da secgdo, como os exibidos na zona central do mecanismo de colapso (ver Fig.
7.50), envolvem sempre extensoes transversais relevantes, o que justifica as participacGes
dos modos 45 (0.6-7.4%) e 46 (0.6-7.5%) — ver Fig. 7.18.
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(vi) Durante o colapso, a participacdo dominante do modo de tor¢do (4) € parcial e
gradualmente substituida pelas contribuicbes crescentes dos modos de flexdo na menor
inércia (3) e de extensdo transversal (45-46).

(vii)A analise elasto-plastica de pos-encurvadura da GBT (GMNIA) com 47 modos, origina
uma trajectéria de equilibrio praticamente coincidente com a do Abaqus até muito perto da
carga ultima. Esta é sobreestimada em 3.9 %, o que faz com que a aproximacéo da fase
descendente da resposta esteja também sobreestimada — a diferenca maxima é de 5.7%.
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Fig. 7.48. Trajectorias de equilibrio do Abaqus e da GBT para anélises: elasto-pléstica de 12 ordem (MNA),
elastica de 22 ordem (GNIA) e elasto-plastica de 22 ordem (GMNIA).

As Figs. 7.51(a)-(b) mostram os perfis longitudinais de deslocamentos axiais e laterais
(anélise GMNIA) relativamente ao n6 de extremidade de uma das abas (ver Fig. 7.9(b)), e para
os estados BP, P e AP — os perfis P da GBT dizem respeito a Aeet=6.88. A observacdo desses
resultados permite concluir que:

(i) Todos os perfis da GBT (72 modos) e do Abaqus exibem uma excelente concordancia,
com excepgdo dos perfis axiais no estado AP. No entanto, estes ultimos sdo
gualitativamente semelhantes e exibem valores muito proximos nas zonas central e de
extremidade da barra. Importa ainda mencionar que os perfis da GBT exibem importantes
contribuicdes dos modos de corte 20-21, 0s quais estdo associados aos modos de flexdo na
maior/menor inércia 2-3.
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(if) Os perfis de deslocamentos laterais exibem uma semi-onda interior (zona central da barra)
e dois ¥ de onda exteriores, resultantes da imperfeicdo geométrica imposta. Ao contrério
dos estados BP e P, onde a onda interior exibe uma forma bastante sinusoidal, o estado AP
é caracterizado por uma semi-onda “achatada” na regiao central da coluna. Tal deve-se ao
desenvolvimento de um mecanismo de colapso por torcdo nessa regido, despoletado pelo

aparecimento de “charneiras plasticas” junto as sec¢des X =~ L/3 e x = 2L/3 (ver Fig. 7.50).
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Fig. 7.49. (a) Trajectorias de equilibrio para anélises elasto-plésticas de 22 ordem (GMNIA), e (b) diagrama de
participacdo modal da GBT (72 modos).

(iii) Apesar das semelhangas entre a trajectéria A(A) do Abaqus e a da GBT com 47 modos (ver
Fig. 7.49(a)) até se atingir a carga Ultima, a Fig. 7.51(a) mostra que os correspondentes
perfis de deslocamentos em P exibem discrepancias quantitativas consideraveis, as quais se
devem & remoc¢édo de modos de corte importantes.

Finalmente, a Fig. 7.52 mostra as distribui¢cdes de tensdes de von Mises na superficie média da
barra, obtidas pelas analises GMNIA da GBT (72 modos) e do Abaqus na configuracdo de
equilibrio P. Para aléem das semelhancas assinalaveis entre os dois contours, € também
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interessante observar que as tensfes mais elevadas, superiores a tensdo de cedéncia inicial (220

N/mm?), ocorrem nas regides onde se observou uma rigidez axial inferior (ver Fig. 7.51).
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Fig. 7.50. Mecanismos de colapso (estado AP) do Abaqus e da GBT (GMNIA - 72 modos).
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Fig. 7.52. Contours de tensdes de von Mises (N/mm?) do Abaqus e da GBT (GMNIA - 72 modos) no estado de equilibrio P.

Coluna em IBT (I com banzos tubulares)

Relativamente a coluna IBT (I com banzos tubulares), a Fig. 7.53(a) mostra as trajectérias de
equilibrio A(dy) associadas aos modelos materiais PP, BL e NL (dy é o deslocamento horizontal a meio
altura da alma na sec¢do de meio vao — ver Fig. 7.11(b)). Para as curvas NL, os estados de equilibrio
BP, P e AP indicados correspondem aos pontos {5.6, 2.79}csT + {5.5,2.76}a80 (BP), {12.7, 3.08}ceT +
{12.9, 3.05}aBq (P) e {40.4, 1.99}cer + {39.2, 1.94}a80 (AP). A Fig. 7.53(b) corresponde ao diagrama
de participagdo modal da GBT (NL) relativo & evolugdo (com o aumento de dy) da configuragdo
deformada da seccéo de meio vao. Note-se que:

(i) Excepto para 0 material PP em estados avancados de pds-colapso, as curvas do Abaqus e da GBT
estdo em muito boa concordancia — e.g., as trajectdrias NL ndo diferem mais de 4%.

(i) As curvas associadas a PP e BL estdo virtualmente coincidentes até estagios “avangados” de
deformacéo, incluindo parte da fase descendente (apesar do colapso, i.e estado P, se dar em regime
inelastico em ambos os casos). Contudo, no caso da curva associada a NL, 0 comportamento é bem
mais rigido (Aunt=3.05, AupsL=2.28) devido ao elevado endurecimento do ago inox (parcialmente
responsavel pela elevada ndo linearidade da resposta na trajectoria ascendente).

(iif) A Fig. 7.53(b) mostra que o comportamento da coluna exibe constribuices relevantes dos modos
(iiiy) globais 1 e 2 (21.2-69.7%), e (iiiz) locais 5 (8.9-36.1%), 6 e 8+9. Embora o modo local da
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alma (5) domine a deformacéo local na trajectria ascendente (relembra-se que este modo contribui
para a imperfeicdo geométrica), ocorrem participagdes importantes dos modos locais dos banzos
(6, 8 e 9) na fase de pds-colapso. Tal facto pode ser confirmado atraves do mecanismo de colapso
(estado AP) ilustrado na Fig. 7.54. Nesta figura, assinale-se o desenvolvimento de uma linha de

cedéncia (“‘charneira plastica”) nas regidoes mais comprimidas dos banzos na zona de meio vao.
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Fig. 7.53. (a) Trajectorias de equilibrio para trés modelos materiais — perfeitamente-plastico (PP), bi-linear (BL) e
ndo linear (NL), e (b) diagrama de participacdo modal da GBT (NL).
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Fig. 7.54. Mecanismo de colapso da coluna (estado de equilibrio AP).
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Fig. 7.55. Perfis longitudinais de deslocamentos laterais do ponto médio da alma para (a) os estados BP, P e AP
da coluna NL, e (b) Acer=1.99 nas respostas NL, BL e PP.

Por Gltimo, a Fig. 7.55(a) diz respeito a analise com o material NL e aos estados de equilibrio BP,
P e AP. Esta figura exibe os perfis longitudinais de deslocamento lateral do ponto médio da alma
(dy(X)). A concordancia entre os resultados da GBT e os obtidos através de EFC € bastante boa,
sendo as discrepancias visiveis resultantes de diferencas na aproximacdo da imperfeicao
geométrica. De modo a avaliar a influéncia do tipo de modelo material, a Fig. 7.55(b) compara o0s
perfis dy(x) da GBT para Acer=1.99 (estado AP). Observa-se que, apesar das diferencas
quantitativas esperadas, todos os perfis seguem a mesma tendéncia (igual nimero de semi-ondas).

7.4.4 Conclusoes

Com o objectivo de validar a formulacdo fisicamente ndo linear de 2% ordem da GBT
apresentada neste capitulo, bem como de ilustrar as suas potencialidades na analise do
comportamento estrutural de perfis de parede fina, foram apresentados e discutidos sete exemplos
ilustrativos neste capitulo. Estes abrangem uma vasta gama de cendrios distintos, nomeadamente
(i) tipo de seccéo transversal (I, SHS, C-reforgado, Cantoneira, | com banzos tubulares), (ii) lei
constitutiva uniaxial (bi-linear com/sem endurecimento ou n&o linear — ligas de ago inoxidavel),
(iii) condigdes de fronteira (perfis simplesmente apoiados, encastrados-apoiados, bi-encastrados),
(iv) tipo de carregamento (transversal concentrado ou axial distribuido na seccdo), e (v) padréo de
deformacéo — global (flexéo, tor¢éo), distorcional, local, corte, extenséo transversal. A validagdo
da formulacdo e respectivo codigo (implementado em MATLAB — Mathworks 2012) foi
efectuada por comparagdo de resultados da GBT (trajectorias de equilibrio, distribuicdes tri-
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dimensionais de tensdes, perfis de deslocamentos e mecanismos de colapso) com os obtidos
através do Abaqus (DS Simulia Inc. 2004), recorrendo a modelos de elementos finitos de casca.
Para além da validacdo, a andlise de resultados de natureza modal (diagramas de participacéo,
funcdes de amplitude modais, e trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos de modos pré-
seleccionados) permitiu compreender a mecanica comportamental de cada perfil em qualquer fase
da sua resposta (elastica ou elasto-plastica). Esta caracteristica excecional da GBT pode vir a ser
de grande utilidade no melhoramento de métodos de dimensionamento existentes e/ou no
desenvolvimento/proposicdo de novos metodos (e.g., teoria das linhas de cedéncia (Hiriyur e
Schafer 2005), método da resisténcia directa (Schafer 2008)). Em particular, espera-se que este
trabalho e a sua disseminagdo internacional possa contribuir para que a comunidade cientifica
passe a focar-se, ndo apenas na decomposicdo modal dos modos de instabilidade elastica de
barras de parede fina, mas também na decomposi¢do modal dos mecanismos de colapso. Apenas
desta forma se podera realmente classificar um mecanismo de colapso de uma barra no que diz
respeito a sua natureza modal (global, local, distorcional).

De uma forma geral, é possivel afirmar que os resultados da GBT estdo em &ptima
concordancia com os obtidos através do Abaqus, 0 que garante a validacdo da formulagdo
proposta neste capitulo. Para além disso, importa realcar que gracas a natureza modal da GBT,
apenas foram necessarios 21.1 % (em média — ver Tab. 7.3) dos nimeros de g.l. requeridos pelos
modelos do Abaqus para obter aproximacOes de qualidade semelhante. Embora tenham sido
detectadas algumas discrepancias ndo desprezaveis entre alguns resultados, o seu impacto na
qualidade global dos mesmos é reduzido e foram propostas solucbes crediveis para esses
“problemas” (aumento do numero de modos de deformacdo de certo tipo, aumento da
discretizacdo longitudinal e/ou transversal). Estas conclusdes permitem afirmar que a GBT
constitui claramente uma alternativa bastante promissora as analises de EFC, ou outros métodos
tradicionais, para avaliar o comportamento e capacidade resistente de perfis de parede fina (e.g.,
analise rigido-plastica de linhas de cedéncia).

Relativamente a interpretacdo modal dos resultados, importa ndo esquecer o papel crucial
desempenhado pelos modos de corte e de extensdo transversal na resposta em regime elastico ou
ineldstico, apesar da sua presenca nos diagramas de participacdo modal ser muitas vezes
desprezavel (consequéncia da definicdo de participacdo modal utilizada).

Por altimo, importa referir dois aspectos. Em primeiro lugar, foram analisados dois casos

(7.4.2.2 e 7.4.2.3) cujos resultados numéricos foram comparados com o0s experimentais existentes
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na literatura, tendo-se concluido que a modelacdo dos efeitos das tensfes residuais de membrana
e/ou do endurecimento dos cantos (desprezados nesta tese) pode ser crucial na simulagéo precisa
do comportamento e capacidade resistente dos perfis de parede fina. Serd de grande utilidade
implementar estes aspectos no software da GBT até agora desenvolvido, pois potenciard ainda
mais a utilizacdo da GBT no ambito de projectos de investigacdo e desse software no
dimensionamento/projecto de estruturas de parede fina. Em segundo lugar, mostrou-se no ultimo
exemplo (7.4.2.7) que a utilizacdo de uma liga de ago inoxidavel (lei o-¢ ndo linear), ao invés de
aco carbono (lei o-¢ bi-linear) com tensao limite de proporcionalidade semelhante, pode conduzir
a um ganho muito significativo na capacidade resistente do perfil — tal facto é consequéncia do

elevado endurecimento que caracteriza 0 comportamento da maioria dos agos inox.

232



Consideragdes Finais e Desenvolvimentos Futuros

Capitulo 8

Consideracgoes Finais e Desenvolvimentos Futuros

Neste ultimo capitulo, comega-se por apresentar as contribuicBes inovadoras da presente tese e as
principais conclusdes da investigacdo desenvolvida. Por fim, referem-se varios topicos/problemas que
surgem na sequéncia natural do trabalho efectuado e que deverdo ser objecto de actividade de
investigacdo futura, com o intuito de incrementar o dominio de aplicacdo e a disseminacdo da GBT
nas universidades, centros de investigacdo e gabinetes de projecto.

8.1. Consideracdes finais

No capitulo 2 abordaram-se os conceitos fundamentais da Teoria Generalizada de Vigas (GBT)
comuns a todas as formulagdes da GBT apresentadas nesta tese — hipoteses simplificativas, relacdes
cinematicas, lei constitutiva elastica e analise da seccdo. Seguidamente, apresentaram-se as
formulacBes da GBT para andlises lineares de 12 ordem e de estabilidade, utilizadas na determinagéo
de imperfeicbes geométricas iniciais para analises de pos-encurvadura, fornecidas como uma
combinacéo linear dos modos de instabilidade da barra. Relativamente a imposicéo das condicdes de
fronteira em secgdes com empenamentos restringidos (Skx = 0) e sujeitas a tensdes de corte (oxs # 0),
chamou-se a atencdo para a possibilidade da ocorréncia de shear locking (Belytschko et al. 2000)
associado a incompatibilidade das condigOes estatica e cinemética mencionadas (pois ¢kx=0 => oxs=0).
A opc¢do implementada, que conduz a melhores resultados, € aquela que garante a admissibilidade
cinematica, ou seja, ¢kx=0 nas secgdes impedidas de empenar. Para além disso, verificou-se que (i) a
anulacéo de Zkxx nessas seccoes, apenas para 0s modos de corte, e (ii) o refinamento da malha de EF na
zona afectada (solucéo tipica), permitem melhorar a qualidade dos resultados. Estas medidas s&o validas
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para analises elasticas ou inelasticas (capitulo 6) de 1% ordem. Nas andlises de 22 ordem (capitulo 7)
foram todas adoptadas as medidas a excepcéo da condicdo (i).

Ainda no capitulo 2, estabeleceu-se uma nova definicdo de factor de participacdo modal, a qual é
calculada na sec¢do da barra que exibe 0 maximo deslocamento (tri-dimensional ou no plano da sec¢éo
— input) para uma certa configuracéo de equilibrio (em regime elastico ou inelastico). A contribuicao de
cada modo de deformacgdo é quantificada pelo racio entre (i) o seu deslocamento tri-dimensional
maximo nessa sec¢do e (ii) a soma de todos esses deslocamentos modais, 0s quais ndo ocorrem
necessariamente no mesmo ponto. Esta definicdo julga-se mais adequada para caracterizar
configuracdes deformadas em regime inelastico, pois 0s mecanismos de colapso envolvem
frequentemente um nivel elevado de deformacao nas regides de deslocamentos maximos.

Um dos aspectos inovadores deste trabalho diz respeito a analise da seccdo, a qual foi baseada na
formulacéo proposta por Silva (2013) com a Unica diferenca de poderem ser adoptados 4 ou 5 tipos de
g.l. nodais em vez de apenas 3. Até ao presente trabalho, a anélise da sec¢do da GBT considerava trés
(dx, dy, dz) ou quatro (dx, dy, dz, &x — rotacdo de flexdo transversal) g.l. nodais. Por isso, e de modo a
aproximar com rigor os perfis ndo lineares de empenamentos resultantes da (i) deformacéao por corte
(e.g., efeito de shear lag) e/ou (ii) espalhamento de plasticidade, essas formulacdes requeriam um
nivel de discretizacdo significativo, facto que é prejudicial a eficiéncia computacional dos modelos.
Para além disso, a aproximacao linear ndo garante a continuidade dos gradientes de empenamentos
entre sub-placas da mesma placa. Por estes motivos, pensou-se ser necessario que os perfis de
deslocamentos axiais fossem aproximados por funcdes ndo lineares em cada sub-placa. Assim, a
analise da seccdo implementada nestre trabalho permitiu considerar um 5° g.l. nodal que corresponde
a uma rotacéo em torno do eixo local z (ortogonal a linha média da seccéo), denominada rotagéo de
empenamento (6;) — em cada no, considera-se uma rotacdo independente por parede (direccao)
convergente. Esta inovacdo permite aproximar cada perfil de empenamentos uk(s) através de
polinémios cubicos (em vez de funcdes lineares) em cada sub-placa da seccdo discretizada.
Apresentou-se um exemplo ilustrativo para analisar as vantagens da inclusdo deste novo g.l. na
analise fisica e geometricamente linear de um tabuleiro “curto” de uma ponte em caix&o, sujeito ao
efeito de shear lag (Zhang e Lin 2013). Para cada caso analisado (tabuleiro simplesmente apoiado ou
em consola) efectuaram-se duas analises, uma considerando o novo g.l. nodal e outra (para a mesma
discretizagdo da sec¢do) com apenas 4 g.l. por n6. Concluiu-se que a excluséo do g.l. de rotacéo de
empenamento conduz a distribuices de tensbes qualitava e quantitativamente insatisfatorias, ao

contrério das obtidas quando esse g.l. é considerado (semelhantes aos resultados do Abaqus).
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Concluiu-se ainda que, a semelhanca do Abaqus, a GBT foi capaz de capturar (i) o shear lag
“positivo” (tensdes axiais maximas dos banzos ocorrem nas zonas de ligacdo as almas; tensdes
minimas dos banzos ocorrem na sua regido central) no tabuleiro simplesmente apoiado, bem como (ii)
0 shear lag “positivo” ¢ “negativo” (tensdes minimas ocorrem junto as almas e maximas na regido

central) que tém lugar no primeiro % (junto ao apoio) e ultimos % de consola, respectivamente.

Tendo em vista analisar o comportamento de elementos estruturais em ago, apresentaram-se no
capitulo 3 os modelos adoptados para simular o comportamento uniaxial do ago carbono e do aco
inoxidavel. Importa salientar que ha diferencas evidentes entre 0 comportamento mecanico de ambos
0s materiais, tais como o facto de os agos inoxidaveis (i) ndo apresentarem um patamar de cedéncia
bem definido e exibirem uma relacéo o-¢ significativamente nao linear, e (ii) serem caracterizados por
um maior endurecimento ap06s a cedéncia, até niveis elevados de ductilidade (tornando-os mais
adequados para desempenho anti-sismico). Optou-se pela tipica lei bi-linear para modelar o ago
carbono (com ou sem endurecimento) e pela relacéo néo linear (¢-o) proposta por Quach et al. (2008)
para simular o aco inoxidavel. Esta Ultima, (i) é valida para 0 comportamento a tracgdo/compressao
até a extensdo Ultima de qualquer tipo de aco inoxidavel (austenitico, ferritico ou duplex), e (ii)

depende apenas dos 3 parametros basicos de Ramberg-Osgood (E, o2, n).

No capitulo 6, apresentou-se uma formulagdo original da GBT para andlises fisicamente nao
lineares de 1% ordem de perfis de parede fina (i) com seccdo transversal arbitraria, (ii) constituidos
por materiais elasto-plésticos caracterizados por (ii1) resposta linear em regime elastico e (ii2)
endurecimento isotrépico arbitrario (nulo, linear ou nao linear), e (iii) submetidos a qualquer
carregamento exterior (distribuido e/ou pontual) dependente de um Unico pardmetro. Com o intuito
de validar a formulacéo proposta (e o cédigo implementado em MATLAB — Mathworks 2012),
bem como de ilustrar as suas potencialidades na andlise do comportamento estrutural de perfis de
parede fina, foram apresentados e discutidos seis exemplos ilustrativos (mais dois exemplos
suplementares em anexo). Estes abrangem uma vasta gama de cenarios distintos, nomeadamente (i)
0 tipo de seccdo transversal (I, H, Hat, Z, C, C-reforcado, RHS e LSB), (ii) a lei constitutiva
uniaxial (bi-linear com ou sem endurecimento), (iii) as condi¢Oes de fronteira (perfis simplesmente
apoiados, encastrados-apoiados, bi-encastrados, ou em consola), (iv) o tipo de carregamento
(pontual, faca ou uniformemente distribuido), e (v) os padrdes de deformacéo — global (flexao,
torcdo), distorcional, local, corte, extensdo transversal. A validacéo foi efectuada por comparagao
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de resultados da GBT (trajectorias de equilibrio, diagramas e distribui¢des tri-dimensionais de
tensdes, perfis de deslocamentos e mecanismos de colapso) com os obtidos através do Abaqus (DS
Simulia Inc. 2004), recorrendo a modelos de elementos finitos de casca. Para alem da validagdo, a
analise de resultados de natureza modal (diagramas de participagdo modal, funcdes de amplitude
modais, trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos distintos de modos de deformacéo)
permitiiu compreender a mecanica comportamental de cada perfil em qualquer fase da sua resposta
(eléstica ou elasto-pléastica). Esta caracteristica original da GBT pode revelar-se de grande utilidade
no desenvolvimento de novos métodos de dimensionamento (e.g., analise rigido-plastica de
mecanismos de colapso, método da resisténcia directa) baseados, ndo apenas na classificacdo dos
modos de instabilidade, mas sobretudo na classificacdo dos modos de colapso. Até ao presente
trabalho, a GBT € a Unica ferramenta numérica capaz de efectuar esta classificacdo com base na
decomposicdo modal de mecanismos de colapso, como se mostrou neste capitulo.

De uma forma geral, é possivel afirmar que os resultados da GBT e do Abaqus estdo em Optima
concordancia, o que garante a validacdo da formulacdo proposta. Importa ainda realcar que, gracas a
natureza modal da GBT, apenas foram necessarios 8.8 % (em média) dos nimeros de g.l. requeridos
pelos modelos do Abaqus para obter aproximacoes de qualidade semelhante. Embora tenham sido
detectadas e justificadas algumas discrepancias ndo desprezaveis entre resultados de tensdes, 0 seu
impacto na qualidade global dos resultados é reduzido e, para além disso, foram propostas formas de
atenuar essas diferencas. Nomeadamente, a aproximacéo linear dos deslocamentos v(s) em cada sub-
placa conduz a diagramas de tensdes transversais (oss) discontinuos entre sub-placas. Uma forma de
atenuar essas singularidades consiste em refinar a malha da seccdo. Esta solugdo, apesar de originar
um numero total de modos de deformacdo maior, pode ndo afectar o nimero de modos utilizado na
analise. Apesar de ndo ter sido implementada computacionalmente, uma solucdo do problema pode
passar pela adop¢do de perfis vi(S) que garantam a continuidade de vks(S) entre sub-placas (tal como
foi proposto nesta tese relativamente aos perfis de empenamentos u(s) — ver capitulo 2). Apesar das
discontinuidades, foi observado que os contours de tensfes oss S80 qualitativamente (e por vezes
guantitativamente) semelhantes aos obtidos através do Abaqus. Relativamente as tensbes de corte
(oxs), foram também observadas discrepancias relacionadas com discontinuidades entre sub-placas.
Estando esta componente de tensdo dependente de vk e uks em regime elastico, a adopcéo de perfis uk
nao lineares em cada sub-placa e/ou o refinamento da malha da secgéo séo duas solugBes possiveis
para 0 problema — ndo esquecer que em plasticidade existe interac¢do entre componentes de tenséo,

pelo que a ocorréncia de singularidades numa particular componente pode “contaminar” as restantes.
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Relativamente & interpretagdo modal dos resultados, importa salientar trés aspectos:

(i) Nos dois exemplos em que se avaliou a influéncia do endurecimento (linear) no comportamento
dos elementos estruturais, verificou-se que os diagramas de participacdo modal ndo variam muito
com o valor do médulo tangente (ou declive de endurecimento) considerado.

(i) Importa evidenciar o papel crucial que os modos de corte e de extensao transversal podem ter na
resposta em regime elastico ou inelastico, apesar da sua presenca nos diagramas supracitados ser
muitas vezes desprezavel (consequéncia da definicao de participagdo modal adoptada).

(iii) Através da analise das trajectorias de equilibrio e dos respectivos diagramas de participacéo
modal, concluiu-se que as maiores contribui¢des dos modos locais (globais) estdo geralmente
associadas a reservas elasto-plasticas de resisténcia (racio entre a carga “plastica” e a de
cedéncia) mais elevadas (baixas). Contrariamente, maiores contribuicdes dos modos globais
correspondem quase sempre a reservas elasto-plasticas de resisténcia mais baixas. Estes factos
tém paralelo na rigidez de pos-encurvadura de barras em regime elastico: os modos de
instabilidade locais exibem uma rigidez pds-critica muito superior aquela que caracteriza os
modos globais, a qual é quase sempre desprezavel. Quando se interpretam resultados de
analises fisica e geometricamente ndo lineares, é pratica comum atribuir a reserva inelastica de
resisténcia aos efeitos de 22 ordem (em regime elastico), negligenciando o facto de os efeitos
fisicamente ndo lineares desempenharem um papel semelhante.

No capitulo 7, apresentou-se uma formulacdo da GBT para analises fisicamente ndo lineares de 22
ordem (ou de pos-encurvadura) de perfis de parede fina (i) com seccdo arbitraria, (ii) imperfeitos
(podem exibir imperfeicBes geométricas e/ou tensdes residuais), (iii) constituidos por um material
elasto-plastico com endurecimento isotrépico arbitrario, e (iv) submetidos a qualquer carregamento
exterior (distribuido e/ou pontual) dependente de um Unico pardmetro. De seguida, (i) apresentou-se
uma revisao bibliografica sobre a modelagdo numérica de imperfeicBes geométricas e (ii) abordou-se
resumidamente a origem, influéncia e modelagéo das tensdes residuais em perfis de parede fina. Neste
trabalho, as imperfeices geométricas foram modeladas pela combinacdo linear de modos de
instabilidade com amplitudes retiradas na literatura. Apesar de néo ter sido implementada a hipotese de
modelar explicitamente tensdes residuais de membrana, o efeito das tensdes de flexdo pode ser
implicitamente considerado se a lei constitutiva uniaxial resultar do ensaio de provetes retirados do perfil
apods a sua produgao.

Com o intuito de validar a formulag&o apresentada e respectivo cddigo (implementado em MATLAB
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- Mathworks 2012), bem como de ilustrar as suas potencialidades, foram apresentados e discutidos sete
exemplos numéricos. Estes abrangem uma vasta gama de cenarios distintos, nomeadamente (i) o tipo de
seccdo transversal (I, SHS, C-reforcado, Cantoneira, | com banzos tubulares), (ii) a lei constitutiva
uniaxial (bi-linear com/sem endurecimento ou néo linear — ligas de ago inoxidavel), (iii) as condi¢es de
fronteira (perfis simplesmente apoiados, encastrados-apoiados, bi-encastrados), (iv) o tipo de
carregamento (transversal concentrado ou axial distribuido na sec¢éo), e (v) os padrfes de deformagao —
global (flex&o, torcdo), distorcional, local, corte, extensdo transversal. A validacéo foi efectuada por
comparacao de resultados da GBT (trajectorias de equilibrio, distribuices tri-dimensionais de tensdes,
perfis de deslocamentos e mecanismos de colapso) com os obtidos através do Abaqus (DS Simulia Inc.
2004), recorrendo a modelos de elementos finitos de casca (EFC). Em dois dos exemplos numéricos, 0s
resultados da GBT foram também comparados com resultados de ensaios experimentais existentes na
literatura. De uma forma geral, é possivel afirmar que os resultados da GBT estdo em dptima
concordancia com os obtidos através do Abaqus, 0 que garante a validagdo da formulagéo proposta.
Para além disso, importa realcar que gracas a natureza modal da GBT, apenas foram necessarios 21.1 %
(em média) dos numeros de g.l. requeridos pelo Abaqus para obter aproximagdes de qualidade
semelhante. Embora algumas discrepancias ndo desprezaveis tenham sido detectadas entre alguns
resultados, o seu impacto na qualidade global dos resultados é reduzido e foram propostas solugdes
crediveis para esses “problemas” (aumento do niimero de modos de deformagao de certo tipo, aumento
da discretizacdo longitudinal e/ou transversal). Estas conclusdes permitem afirmar que a GBT constitui
uma alternativa bastante promissora as analises de EFC, ou outros métodos tradicionais, para avaliar o
comportamento e capacidade resistente de perfis de parede fina. Por outro lado, e embora a sua presenca
nos diagramas de participacdo modal seja muitas vezes desprezavel (consequéncia da definicdo de
participacdo modal utilizada), os modos de corte e de extensdo transversal ttm uma importancia
fundamental no comportamento do elemento estrutural em regime elastico ou inelastico. Importa ainda
referir dois aspectos:

(i) Foram analisados dois casos cujos resultados numéricos foram comparados com os experimentais
existentes na literatura, tendo-se concluido que a modelacéo das tensdes residuais de membrana
e/ou do endurecimento dos cantos (desprezados nesta tese) pode ser crucial na simulacéo precisa do
comportamento e capacidade resistente dos perfis de parede fina. Sera de grande utilidade
implementar estes aspectos no software da GBT até agora desenvolvido, pois potenciara ainda mais
a utilizacéo futura da GBT.
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(i))Mostrou-se, no ultimo exemplo ilustrativo, que a utilizacdo de um ago inoxidavel (lei o-¢ ndo
linear) ao invés de um aco carbono (lei o-¢ bi-linear) com tensdo limite de proporcionalidade
semelhante, pode conduzir a um ganho muito significativo na capacidade resistente do perfil. Tal
facto é consequéncia do elevado endurecimento que caracteriza 0 comportamento da maioria dos
acos inox.

Bastante importante no actual estado da arte no dominio do dimensionamento de elementos estruturais
em aco enformado a frio, a classificacdo de determinado modo de colapso baseia-se sobretudo na
classificacdo do modo de instabilidade elastica que Ihe esta associado. Tendo em conta que para além de
efeitos geometricamente nao lineares, o colapso envolve também efeitos fisicamente ndo lineares, a
classificagdo modal (global, local, distorcional) baseada apenas no modo de instabilidade n&o parece
totalmente correcta/rigorosa. A GBT, através de resultados como os diagramas de participacdo modal,
funcdes de amplitude modais, e trajectorias de equilibrio baseadas em conjuntos distintos de modos de
deformacdo, permite classificar directamente 0 modo de colapso atendendo a influéncia do
espalhamento de plasticidade. Esta potencialidade da GBT podera ter grande conveniéncia no
melhoramento de métodos de dimensionamento existentes, como por exemplo 0 método da resisténcia
directa, actualmente implementado nos regulamentos norte-americano (AISI 2007) e australiano/neo-
zelandés (AS/NZS 2001) de estruturas de aco enformadas a frio.

8.2. Desenvolvimentos futuros

Apesar do actual estado da GBT estar bastante desenvolvido (ver sub-seccdo 1.1.3 do capitulo
1), ainda existem diversos topicos por explorar, 0s quais surgem naturalmente no seguimento
do trabalho realizado nesta tese. Referem-se, em seguida, os desenvolvimentos futuros de maior

relevancia para o autor:

() Implementacdo computacional da modelacdo do endurecimento dos cantos em seccdes de aco
enformadas a frio. Tal como foi referido na sub-sec¢édo 1.1.1 do capitulo 1, as zonas dos cantos
destas seccOes “endurecem” por deformacéo plastica durante o processo de fabrico, resultando
num aumento da tensdo de cedéncia nessas zonas cuja influéncia na resisténcia Gltima do
elemento €, em muitos casos, relevante. Existem varias publicacdes (e.g., Gardner e Nethercot
2004a, Ashraf et al. 2005, 2006b, Cruise e Gardner 2008b, Rossi et al. 2009) onde s&o
definidas as regides “endurecidas” da sec¢do e propostas expressoes para o célculo das tensdes

de cedéncia a considerar nessas zonas. Com esta informac&o, a implementacao desse efeito na
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(ii)

GBT seré trivial, bastando discretizar as zonas dos cantos com pequenas sub-placas as quais
serdo atribuidas as propriedades materiais (endurecidas) dessas regides. Num outro contexto,
esta nova implementacdo também permitira modelar elementos estruturais compostos por
chapas soldadas de materiais distintos (e.g., vigas de aco de “alma cheia” em tabuleiros de

pontes, com banzos e alma constituidos por agos de diferentes classes).

Tal como foi referido no capitulo 7 (sub-seccdo 7.3.2), a influéncia das tensGes residuais de
flex@o esta implicita e aproximadamente contabilizada na lei uniaxial o-¢ se esta for obtida com
base em ensaios de provetes cortados do perfil apds o seu fabrico. No entanto, a distribuicéo de
tensdes residuais de membrana, cuja influéncia no estado limite ultimo de perfis laminados a
quente ou soldados pode ser particularmente importante, deve ser introduzida explicitamente
no modelo numérico de modo a garantir uma analise estrutural precisa. A modelagdo deste tipo
de tensdes ainda ndo realizada no ambito da GBT, e sera um aspecto a implementar e validar
muito brevemente. Para tal, serdo utilizadas distribuicBes analiticas de tensdes residuais de
membrana existentes na literatura em funcdo da geometria da seccdo, processo de fabrico e
material (e.g., Key e Hancock 1993, Young e Ellobody 2005, Gardner e Cruise 2009, Anapayan
etal. 2011, Wang et al. 20123, b).

(iii) Proposicdo de novas definicbes de “participacdo modal” baseadas em valores modais de

(iv)

(v)
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deformacdo / critérios energéticos. Esta tarefa reveste-se de particular relevancia pois permitira
ultrapassar a dificuldade actual em avaliar, com base em diagramas de participacéo baseados em

deslocamentos, a importancia dos modos de corte e de extensao transversal numa dada andlise.

Desenvolvimento de um novo g.l. nodal que permita que o campo de deslocamentos transversais
de membrana (v) seja aproximado por polindmios de Hermite em cada sub-placa, em
substituicdo das funcdes lineares actualmente utilizadas. A execucdo desta tarefa permitira
ultrapassar o problema da discontinuidade nos valores das tensdes oss entre sub-placas — discutido
na analise de resultados dos capitulos 6 e 7. Note-se que esta medida ndo correspondera
necessariamente a um aumento do nimero de g.l. da anlise, pois eventualmente permitira
reduzir o nimero minimo de modos de extensao transversal que garanta a precisao requerida.

Desenvolvimento de um software eficiente, versatil e user-friendly, que integre todas as
formulagOes da GBT propostas e validadas neste trabalho, dando continuidade ao projecto
(programa GBTUL) iniciado por Bebiano et al. (2008, 2013) — a versao actual deste programa de
calculo permite realizar anélises lineares de estabilidade e de vibragcdo. De modo a aumentar a
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eficiéncia/capacidade do software sugere-se que seja efectuado um extenso estudo paramétrico
que permita definir/optimizar a priori os seguintes factores: (i) discretiza¢do da seccéo, (ii) malha
de EFV, e (iii) nimero minimo de modos de deformacao que garanta resultados precisos (e.g.,
diferenca méaxima para os resultados do Abaqus deve ser inferior a 3%). Obviamente que 0s
critérios a estabelecer dependerdo de um conjunto (minimo) de parametros, nomeadamente (i) o
tipo de andlise (e.g., elastica ou inelastica, 1* ou 22 ordem), (ii) o carregamento (axial e/ou
transversal, localizado e/ou distribuido, no vao ou nas extremidades), (iii) as condi¢bes de
fronteira, e (iv) a geometria da seccdo. Este estudo permitird definir um conjunto de directivas
(quidelines) tendo em vista uma analise optimizada da GBT.

(vi) Apds a realizacdo dos desenvolvimentos anteriores, sera bastante interessante conjugar este
trabalho com a investigacdo que tem vindo a ser desenvolvida por Basaglia (2010) no ambito da
analise de estruturas constituidas por varios elementos (porticos, estruturas tri-dimensionais).
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ANEXO 2.A

O Tensor das Deformacoes de Green — Saint-Venant

Este tensor é composto por seis componentes independentes, trés de extensdo e trés de
distor¢do, cuja derivacdo ¢ apresentada de seguida.

Extensoes (zii)

Considere-se um elemento linear infinitesimal (AB na Fig. 2.A.1), de comprimento ||dX||, do volume
de um corpo indeformado. Apo6s deformacdo, os deslocamentos sofridos pelos pontos A e B sdo
definidos num referencial ortonormado 1-2-3 por (Uat, Uaz, Uas) € (Ust, Usz, Uss). Sendo Xa = (Xa1, Xaz,
Xa3) € X8 = (XB1, X82, X83) 0S Vectores das posi¢des inicial e final dos pontos A e B, respectivamente, o
desenvolvimento em série de Taylor de xs em torno de Xa € dado por (i, j =1, 2, 3)

RJ

Us2

Ua2

dXs

A 1 dXi

Fig. 2.A.1. Posices indeformada (AB) e deformada (4 ’B’) de uma fibra genérica no plano 1-2.
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Xg, :xi(XA+dX):xAi+%

dax. . (2.A1
dxj ( )

]

(X=Xa)
sendo j um indice mudo. Introduzindo na série a relacdo cinematica x=X+u, obtém-se

du, =dx, —dX, :%
X

i

dX; . (2A2)
(X=X4)

As extensdes do tensor de Green — Saint-Venant dizem respeito as direcg@es do referencial ortonormado
adoptado (ver Fig. 2.A.1), vindo para o caso particular da direccéo 1

2
£y, :M—l & (g4 +1)° :gf1+2511+1:(M]

dX, dX, , (2A3)

dX = (dX,,0,0), [ldx] = y/((uy, +1)dX,)? + (uyydX,)? + (uy,dX )

onde (i) as componentes de dx = (dxu, dx2, dxz) sdo definidas com base em (2.A.2), e (ii) a eliminac&o de
&2, resultante da hip6tese das pequenas deformagdes (gj<<1) — valida para a maioria dos problemas em
Engenharia Civil, origina

q 2
& = %{(%} _1} =Uu;, + %[(un )2 + (u2,1)2 + (us,l )2} . (2A4)

de onde se conclui que para qualquer uma das trés direc¢des i=1,2,3 (indice livre), a relacdo extensdo-
deslocamentos é dada por

& =U, +%[(U1j )2 +(uy, )2 +(us, )2} . (2.A5)

Distorcdes (yij)

Considerem-se duas fibras infinitesimais, perpendiculares entre si, e pertencentes a um corpo
indeformado. Apds distor¢do (yij = 2¢ij), as fibras passam a formar um angulo de n/2 — v;; rad
entre elas. Para o caso particular de duas fibras no plano 1-2, como se ilustra na Fig. 2.A.2, a
definig&o de y12 é conseguida com base na relagdo trignométrica

Vg . dx g - dx
cos| ——v. j:sm y. = __AB_"TAC
(57 msnCa) - e

., (2.A6)
AXpg = (1 Uy, Uy, Uy )AXy,  dX,e = (Upy, 14Uy, Uy, )dX,

a qual pode ainda ser simplificada com base nas defini¢ao de (1+e11) e (1+e22) em (2.A.3), vindo
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(u1,2 + ul,lul,Z + u2,1 + u2,lu2,2 + u3,lu3,2)

i = . 2.A7
sin(7,,) (1+e,)(1+2y) AT
Ne c
N
T
5—712
dXac
B’
2 A’
| ‘A 1B
1 dXas

Fig. 2.A.2. Distor¢éo no plano 1-2 (y12) de duas fibras inicialmente perpendiculares entre si.

Finalmente, e atendendo a que sin(yj) ~ 7 € (L+&j) ~ 1 na hipdtese das pequenas deformacdes, as
distorcoes do tensor de Green — Saint-Venant leém-se (i, j, k =1, 2, 3)
Vi =2& =U ;j+U;; + U U ., (2A8)

onde k é um indice mudo.
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ANEXO 2.B

Desacoplamento Modal da GBT

Fundamentos de algebra linear

Considere-se um problema de valores e vectores proprios (PVVP) do tipo (B-A4C) y, =0, em que
B e C sdo matrizes simétricas. Consegue-se garantir que dois vectores proprios quaisquer do problema,
yi € Yj, sdo ortogonais relativamente a B e a C se estiverem associados a valores proprios distintos (i #
/;). De facto, a manipulagéo algébrica da equagdo em causa permite obter (i e j sdo indices livres)

(ﬂi'ﬂj)yiT Byj=0 (21'/11') yiTCyj:0 , (2.B.2)

de onde se conclui que apenas quando Zi# /j Se garante que

y; By, =0 y; Cy; =0 ., (2.B.2)

ou seja, que 0s respectivos vectores préprios sdo ortogonais relativamente a B e a C. Deste
modo, se os valores préoprios do problema forem todos distintos, 0s vectores proprios

correspondentes definirdo uma nova base na qual B e C sdo matrizes diagonais.

Fundamentos relativos a obtencéo dos modos convencionais da GBT

Etapa | — Determinagdo do sub-espagco dos modos de deformagdo sem distor¢des (Us + V)
nem extensoes transversais (vs) de membrana. Como (i) B! depende de vis, e (ii) D% de uks + vk
(parcela de distor¢do de membrana independente de x — ver Eq. (2.12)), o PVVP
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[(B'+D%)-41 ]y, =0 , (2B3)

onde | é a matriz identidade, conduz a um conjunto de vectores préprios independentes (Y1) que
verificam as condi¢fes supracitadas — sdo todos aqueles associados a /=0, pois pretende-se que
satisfacam as condigdes

B'y,=0 D%, =0 . (2.B4)

Note-se que a solucdo de (2.B.3) também podia ser obtida através da resolucéo sequencial de
(B*-41)y, =0  (Dj-A41)y, =0 , (2.B5)

onde D? corresponde a transformacio de D* para o sub-espago dos vectores proprios que verificam
B'y, =0 no problema anterior, 0s quais estdo associados a modos sem extensio transversal. Daqui
em diante, todas as matrizes envolvidas nos varios PVVP estardo escritas num sub-espaco dado por
combinagdo linear dos vectores de Y, de modo a garantir a auséncia de distorgdes e extensoes
transversais caracteristicas dos modos convencionais. Importa ainda referir a importancia da matriz C
(originalmente adoptada por Schardt) nos PVVP seguintes, a qual € fundamental para (i) evitar valores
proprios pertencentes ao espaco dos numeros complexos, e também (ii) obter modos de deformacédo
com um significado fisico bem definido.

Etapa Il — Transformacio das matrizes B2 e C (escritas no espaco dos modos elementares) para
0 sub-espaco Y\, obtendo-se as matrizes

B, =Y, B?, C, =Y,/CY, , (2.B.6)
as quais integram o problema
(Bf-4Cy )Y, =0 , (2.B.7)

onde:

(i) A &=0 corresponde um sub-espago vectorial (Y ) associado & combinagdo de modos de

deformacao globais (0 modo de torgdo sé esta incluido, ou seja, € convencional, no caso de seccdes

abertas) — de facto, quando &=0 tem-se Bﬁ Y, =0, o que significa que os vectores proprios (Yx)

correspondentes estdo associados a modos de deformac&o caracterizados por wiss=0 (ver definicdo

de BZem (2.14)).

(ii) A distintos valores de 4>0 corresponde um sub-espaco vectorial (Y, ) associado aos modos locais,
0s quais se caracterizam pela flexao transversal das paredes da seccéo (wiss0) e ficam perfeitamente

conv

definidos por Y2 =Y, Y, No final desta fase, os modos globais ainda se encontram acoplados.
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Etapa 11l — No que respeita ao desacoplamento dos modos globais associados ao sub-espago
Y J°° (vectores proprios correspondentes a 4=0 em (2.B.7)), comege-se por determinar o modo de
torcéo para seccOes abertas (em seccOes celulares este modo néo é convencional). Este modo é dado
por Y™ =Y, Y,9Y," onde Y, é o vector correspondente ao Ginico valor préprio ndo nulo de

tor
(Dllll -AC )yk =0
. . , (2.B.8)
Dlln = (YlYl?IOb) D* (YI Yl?IOb) CIII = (Y|Y|?|0b) C (YI Yl?mb)

onde a escolha de D' se deve ao facto dessa matriz ser definida com base na rotagéo (wks) de cada
parede (ver (2.14)) — dos 4 modos globais, apenas o de torcao exibe wks#0 (rotacao uniforme da
seccdo no seu plano). Relativamente aos modos de extensdo axial e flexdo, deve-se primeiro
transformar as matrizes X, e C em fungéo do tipo de secgdo, vindo para (i) secgdes abertas

e Je(Vin+WiWk)ds X :(Y|Y|?IobYuf:ex+aXia')TXl

mod — 2 mod, 111 mod
(1-v )b

C||| - (YIYIQI;IobY”f:exmxial )T C (Y| YI?IobY“fIIeHaxial)

(Y| YltiqlobY”fllex+axiaI )
, (2.B.9)

onde Y™ contém os vectores proprios associados a =0 em (2.B.8), e (ii) seccdes celulares

o T
Xri]od,lll = (YIYI?I b) Xriod

(YI Yl?mb) Cu = (YlYngIOb )T c (YI Yl?IOb) - (2.B.10)

1
mod

A tilizacdo de X, deve-se ao facto de estar relacionada com o quadrado do deslocamento de
qualquer ponto no plano da secgdo (V+w?) — cada um dos modos em causa (extensdo axial e flexdo)

apresenta uma distribui¢do uniforme desses deslocamentos. Efectuada a transformacéo, da resolugéo de
(X;od,lll -ﬂkclll) Yi =0 , (2.B.11)

conclui-se que:
(i) A 41 = 0 corresponde um vector proprio (Y, associado a deslocamentos nulos no plano da

$ecG0 (pois X g Yx = 0) € empenamento uniforme, permitindo obter o modo axial através de

Yy conv — Y| YI?IobYI:‘:emaxiaIYleIl:(ial ,(2_5.12)

axial
no caso de seccgdes abertas, ou de
Y conv Y| YI?IobYITTiaI , (2.5.13)

axial

no caso de secgdes celulares.
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(i) A 4, >21,>0 correspondem 2 vectores proprios (Y,”) associados a deslocamentos
uniformes no plano da seccdo, na direccdo dos seus eixos principais centrais de inércia,
permitindo obter os 2 modos de flexéo recta atraves de

conv globy/ flex+axialy, flex
Yiew =Y, Y0 Yoy Yo , (2.B.14)

no caso de secc¢des abertas, ou de
Y conv — Y| YIgI;IobY flex (2.B.15)

flex 11 ’

no caso de seccgdes celulares.
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ANEXO 2.C

Analises Lineares - Implementacao

Apresenta-se neste anexo a forma como foram implementados, através do software MATLAB

(Mathworks 2012), os tensores de 12, 22 e 3% ordem que integram as defini¢des (2.22) do vector de

forcas exteriores e das matrizes de rigidez/geométrica. As matrizes U, V e W sdo a representacdo

matricial dos campos de deslocamentos modais uk, vk € Wk em cada sub-placa (N, no total) da sec¢éo

transversal — a entrada (i,k) contém os deslocamentos (funcdo de s) do modo k na sub-placa i. De

modo a simplificar a implementacédo, todas as integracBes (realizadas numéricamente através da

quadratura de Gauss-Legendre) foram transformadas atendendo a uma mudanca de variavel de s para

¢no dominio de cada sub-placa — & = sp/bp [0, 1], sendo by a largura de uma sub-placa genérica p.

No que respeita aos tensores de 12 ordem que figuram no vector de forcas (m =, s, z), tem-se

_(qm)l
4 T 4 T T 0
q'=[(eqV) eds qv,w:'[[(equ) +(eq ) }eodf %= 0
0 0
0

sendo os de 22 ordem que figuram na matriz de rigidez definidos por

Cl=

E 1
;[UTelde  C?=
v 0

E_ [y 2 _
= Z)Qm/edeg C*=

C12(1-v

0 O 0
.0 0

0 0

0 0 (Qm)Np
Ev | T jaux
e !V,gel Udé

,(2.C.1)
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E 1 E G 1
1_ T 2 T L ;
B'=r— {ngezlvédg m]w oW s D=2 !Wé eW.dE. (2C2)
D?=———[WTeW, .d D*=G[(UleU . +ULe!V +VTeMU . +VTeV)d
12(1 V2 )I «de l( )d¢

Finalmente, os tensores de 3* ordem utilizados na definicdo da matriz geométrica foram
implementados da seguinte forma, onde os indices Np e p indicam o nimero total de sub-placas e o

modo de deformacédo em causa (relativo a trajectoria de pré-encurvadura), respectivamente:

U, 0 0 0]
. E & o 0 o0
xp_(l_v)l(v eV +WieeW)ds e=| o o - o
0 00U
'(vé)lp o0 0 |
— EV : aux aux _ O . O 0
Xﬁ—(l_v)l(v e, LV +W'e, e W)de, e.=| o 0
0 00 (vyg)Npp_

E 1 E i aux:
st(l_vz)J;(UTeuelU)dg x;‘:(l :)l(u 6,6 )d¢é
5 E ! T 6 EV 1
p_lz(l-vz)J;(W eueSW)d(f Xp—(l_v )_([(W e, eW)dg
- T By b
Xp=12(1_vz).[(W§ e,eW., )d& Xp_12(1-v2 J.(Wé e, LW, )dé
° 0
W, 0 0 0]
E | 0 .0 0
x{’,:ml(uTewe3W+wTewe3U)d§, %= 0 o - o
100 0 W,

Xlozil'(u &, eW +W'e, EU)dCf .= 9 0' 0
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(V e, W, +W e, eV)d§

"12(1-47) i
S :(1-Ev2)i(u';e”'§esuf)d§ ]E: iu el .
83:(1_Evz)i(W§Tevfe8W’§)d§ ]EVV lw e eW,)
s;:(1_Evz)i(v,;evée8vé)d§ sg:(lE_vV)i(v eeV.)dé . (2C3

1
j (U.TeeW, +W Te,U , )dé
0

S¥ = E Jl'(v e, e W, LW e, 6e:"V )df
B 0

jv e, W, +W eV, )d&
0

ri= GJ'(UTevef”“Ué)+ (UTeuyée‘lU’é)df
0

'le 0 0 0] (ny)lp 0 O 0
o . 0 0 0 -0
“Zlo o . o %7 o o -
[0 0 0 Wy, 000 (U,
= GJl'(V evef””\/’é)+(VTeUY¢e4V'§)d§ Fg’=GJl.(WTevef“X’Wyg)+(WTeuv§e4WY§)d§
0
rp:f_zj(w e e W, )+(WTe, W, )d& %j WleeW,.)+(Wle, e, )ds
0 0

255



ANEXO 2.C

(Vv,ff)lp 0 0 0
e (T A B AV A
0
L 0 00 (W'f)Npp_

= %j(VTeWE@W’%)Jr (W;ew‘geN"f)dgt
0

Quanto as matrizes auxiliares utilizadas na defini¢do dos tensores anteriores, como resultado da

transformacéo de variavel de s para &, tem-se

/b, 0 0 0 | eb 0 0 0
o T w |0 0 0 0 . 0 O
w=lb b e g ““lo o . 0
|0 00 1/pr_ |0 0 0 eby
e, 0 0 0] e 0 0 0| ey, 0 0 0 |
I R 0 . 0 O 0 0 0
“Tloo .o %o o o] %o o o0
0 0 0 e | 0 0 0 & | (0 0 0 &b, |
le/b, 0 0 0 | e/ 0 0 0 |
0o . 0 0 0 .0 0
““l o o0 - 0 R 0 - (2C4)
0 0 0 e /b 0 0 0 & /b
/b, 0 0 0 | e/b? 0 0 0
0 .0 0 0o .0 0
0 o0 . 0 “Tl o o0 . 0
0 00 eﬁ,p/pr_ | 0 00 eﬁp/b,ﬁp_
e /b2 0 0 0 | e/ 0 0 0 ]
0 .0 0 0o .0 0
““l 0 0 . 0 ““l 0 0 . 0
0 0 e /bi 0 0 0 e /b
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ANEXO 4.A

O Meétodo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um método numérico potente e muito utilizado em
problemas de engenharia (e.g., De Borst et al. 2012), o qual visa obter a solucéo de sistemas de
equaces ndo-lineares do tipo

fL(X,0 X,)

f = = . (4.A1)

o O O o

£ (X, X))

O método baseia-se na utilizacdo dos termos de primeira ordem do desenvolvimento em série

de Taylor da funcéo f, sendo traduzido matematicamente pelo esquema iterativo (j=1,...,Niter)

o o,
A
R ) I R [ I . @A2)
o of,
Al

onde (i) x '** é a solugéo (vector n x 1) obtida no final da iteracéo j e (ii) f) e JJ sdo a funcéo f e
respectiva matriz Jacobiana avaliadas para x = x / (solucéo obtida antes do inicio da iteragéo j —
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x! é determinada através de um método alternativo). O processo iterativo termina quando o
critério de convergéncia definido for satisfeito. A Fig. 4.A.1 ilustra 0 método descrito para um
dominio uni-dimensional, ou seja, aplicado na resolucéo de f (x)=0. Como se constata, em cada
iteracdo (j) a funcdo f é aproximada pela tangente (12 derivada) no ponto correspondente a
solucdo de partida (x }).

X

y=x) ;
Xl

N

Fig. 4.A.1. llustragdo do método de Newton-Raphson para um dominio uni-dimensional.

Relativamente a eficicia e a eficiéncia do método, apesar de requerer poucas iteracbes em
caso de convergéncia (tipicamente 3 a 5), pode ocorrer convergéncia para uma solugédo
indesejada, ou até mesmo divergéncia, se p.e. (i) a estimativa inicial x* estiver muito “afastada”
da solucdo ou (ii) alguma estimativa x! corresponder a uma singularidade da funcdo f (12
derivada nula no exemplo da Fig. 4.A.2).

f(x)
i

divergéncia

I
¥ - * o
7 3 X2 NG x! X

Fig. 4.A.2. Exemplos de convergéncia e divergéncia do método de Newton-Raphson.

258



Analises Elasto-Plasticas de 1% Ordem - Implementagéo

ANEXO 6.A

Analises Elasto-Plasticas de 12 Ordem - Implementacéao

Apresenta-se neste anexo a definicdo do vector de forcas internas e matriz de rigidez tangente
(ver Egs. (6.9) e (6.13)-(6.16)) no formato matricial em que foram implementados através do
software MATLAB (Mathworks 2012). Importa notar que todas as integracdes foram (i)
realizadas numéricamente através da quadratura de Gauss-Legendre e (ii) baseadas nas
mudancas de variavel de s para & (& = sp/bp € [0, 1]) e de z para (7 = zplep € [-1/2, 1/2]), onde ep
e bp séo a espessura e largura da sub-placa genérica p da seccéo transversal, respectivamente.

Vector de forcas internas
As expressdes Foxxk, Fesk € Fox definidas em (6.9) correspondem a k-ézima componente dos
vectores calculados computacionalmente através de

112 112
Fxx :J. .[ (91 (U _nelaUXIVV ))T O-xx|j dﬂd‘f’ Fss :,[ .[ (elauxjvé _nellwfég)T O-SS|J' d?]dg
0 -1/2 0-1/2

. (6.A1)
FXS =

O ey

1/2
[ (U, +eV —27e™W, ) o, dydé
-1/2
onde (i) U, V e W sdo matrizes modais que guardam na entrada (p, k) o perfil de deslocamentos

de membrana (fun¢do de &) do modo de deformacéo k, no dominio da sub-placa p, (ii) omalj (Mmn
= XX, SS, XS) sdo vectores coluna cuja p-ézima entrada corresponde a distribuicdo (em x, & e )
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da respectiva tensdo na sub-placa p e configuracdo de equilibrio j, e (iii) as matrizes diagonais

“e” ttm a dimensdo do numero de sub-placas existentes na seccdo (Np) e

transformacdes de variavel referidas anteriormente, vindo

e 0 0 0 | e, 0 0 0 e 0 0
o . 0 0 0 -0 O 0 . 0
e = eauxl_ . eauxz

o o . o [ j0O 0 . 0| ™ 0 0 .
0 0 0 epb, 0 0 0 g 0 0 0

e’//b, 0 0 0

0o . 0 0

T 0 0 . 0

0 0 0 e /b

Matriz de rigidez tangente

resultam das

zv O O O

. (6.A2)

Reescreva-se agora a “componente” i-k (sub-matriz 4x4) da matriz de rigidez tangente (ver
Egs. (6.13)-(6.16)) no formato em que foi implementada computacionalmente, vindo

M () ddS* + M= () S* M (') dS* +
FME(dST) ddS* + My (dS') S* + M s (dS') ds

ik,tan j

Il
e

M (ddS')' ddS* + M= (ddS')' S* + M2 (dds')' dS* +

dx , (6.A3)

onde os indices ik que figuram no 2° membro sinbolizam a componente (i, k) (associada aos modos

de deformacao i e k) das matrizes M2 P definidas por

M j‘lj'z UTees, U —UTneex "W —
-WTre, U +W Tn%eel W

0-12

= [UTEE”“ES?,W U W, -

Jdndé

M XX=Sss _ d?]df
.[ J. WTﬂeaUXZ XX— ssv +WT7] e exx SSVV J

0-12

U eauxl XX— st +U e e()j(x xsv 2UT auxzexx—xsvvi _

112
M XX—XS — d?]dé:
! J. { WTneauxz XX— st W neloexx xsv +2VVT77 eze;ZXSVV’gJ
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112 V eauxless xxU W 773 ess xxU _
S5—XX EE 11%do
M :,[ I aux2 SS—X S5—X; Udf ! (G'AJ)
0-1/2 _V,g ne " en, W +W§g n'eses, "W
112 V €5, "V, V neeh W,
M 558 :J' d - 12 < . ndf , (6.A.8)
0 -1/2 ng 1M€1,€5, Vs +W s 1 “e5€5, W,

V e ejs st +V Teauxlejs xsv _
112
M= :.[ .[ nelless ng W§§ 77e1ze§fy XSU - d?]df » (6.A9)
o Wéf Ueness v +2W 77 e ess XW

12 T auxl s xxU Ué ﬂeauxzexs xxW +V e exs xxU _

1
M XS—XX —
{ 2 V 77610632 "W —2W e el U + 2W, e el W

]dndg , (6.A.10)

” U, el ™V, -U. "ne e "W, +
J' +V el V . -V e el SS\/V —  |dpdé& , (6.A.11)
-1/2 XS—S XS—S§!

—2W."e,elsV  +2W. Tn'e el W .

M XS—SS —

O'—.I—\

LY Seel U +U Tef™el oV —2U e el W, +
[ | +VTemer U, +V eV — 2V Tnel el W, — dndé , (6.A12)
Pl aw,T neneds XSU - = 2W, el N AW T nPe el W,

M XS—XS —

O ey

sendo as matrizes diagonais “e” (dimensdo do ntiimero de sub-placas da sec¢do (Np)) obtidas

através de (6.A.2) e

e 0 0 0 e, 0 0 0 e/ 0 0 0
0 . 0 0 0 0 0 0 0 0
“Zlo 0o . o %0 o o | %o o 0
0 0 0 e 0 0 0 eb, 0 0 0 e /b
/bl 0 0 0 ] 3 0 0 0 ]
O .0 0 0O .0 0
““l' o o - o | % 0o o 0
0 0 0 e /b 0 0 0 € /b

, (6.A.13)
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e/b> 0 0 0 | e, 0 0 0 |
0 . 0 0 0 . 0 0
€ = v €=
0 0 0 0 0 0
0 0 0 & /b 0 0 0 eib,
N _ [a“a) 0 0 0
ee/o? 0 0 0 08, ),
0 . 0 0 s 0o .0 0
2= o o .. o | % 0 0 . 0
0 0 0 € /p
L Np/ Np | 0 0 0 aGa
os, \
L P_j

onde e}." guarda os gradientes de tensdes em cada sub-placa na configuragéo de equilibrio j —
no caso da deformacéo por corte (b=xs) deve constar yxs (em vez de &xs) no denominador.
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Consideracoes sobre Modelacéo no Abaqus

Para efeitos de validacdo dos resultados da GBT apresentados ao longo desta tese, foram
realizadas através do software Abaqus (DS Simulia Inc. 2004) diversas analises fisica e/ou
geométricamente ndo lineares baseadas em modelos de elementos finitos de casca — o método
de Riks foi adoptado como estratégia incremental-iterativa (mesma familia do método
implementado neste trabalho — ver capitulo 5). Em seguida abordam-se dois aspectos de
elevada importancia na construcdo destes modelos numéricos, nomeadamente (i) a escolha do

tipo de EF e (ii) a discretizacdo da malha.

O tipo de elemento finito

E dado como garantido pela comunidade cientifica (e.g., Silvestre 2005, Camotim et al. 20086,
Lecce e Rasmussen 2006b, Becque e Rasmussen 2009, Pham and Hancock 2010) que o EF de
casca designado por S4 (DS Simulia Inc. 2004) é adequado a modelacdo de perfis de parede
fina em analises de diversas naturezas (e.g., lineares de estabilidade, fisica e/ou
geométricamente ndo lineares).Trata-se de um elemento quadrilatero com 6 graus de liberdade
(9.1.) por né e caracterizado por (i) funcdes de aproximacéo lineares, (ii) 4 pontos de integracdo
no seu plano, e (iii) um estado plano de tenséo, permitindo resolver problemas que envolvam
deformacdes finitas de membrana e/ou grandes rotacdes. No entanto, o elemento S4R, o qual se
distingue pela integracdo reduzida (apenas 1 ponto de integracdo no plano), tem sido adoptado
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em trabalhos de investigacdo com maior frequéncia do que o elemento S4 (e.g., Yan e Young
2004, Ellobody e Young 2005, Lecce e Rasmussen 2006b, Seo et al. 2008, Becque e Rasmussen
2009, Theofanous e Gardner 2009, 2010, Pham e Hancock 2010), motivado pelo acréscimo de
eficiéncia computacional que Ihe esta associado. Contudo, este tipo de EF tem o inconveniente
de poder conduzir a um comportamento excessivamente flexivel quando comparado com o
“exacto”. Segundo Camotim et al. (2006), a integracdo reduzida provoca uma diminuicdo
significativa da rigidez de corte (designado no manual do Abaqus por hourglassing, em lingua
inglesa)’, propriedade que favorece os elementos S4 em detrimento dos S4R em problemas de
grande interesse pratico — contudo, este inconveniente perde relevancia no caso de elementos
cuja aproximacao seja ndo linear, como p.e. 0 S9R5. Importa ainda referir que este elemento,
caracterizado por 9 nos, 5 g.l. por no e integracdo reduzida, ndo é aconselhado para problemas
gue envolvam deformacgfes moderadas a grandes. No entanto, ja foi diversas vezes utilizado
com éxito na modelacdo de perfis em aco inoxidavel (e.g., Gardner e Nethercot 2004b, Ashraf
et al. 2006b, Jandera et al. 2008). Com base no referido anteriormente, optou-se por utilizar o
EF S4 em todos os modelos numéricos desenvolvidos no Abaqus.

A discretizacdo da malha

A discretizacdo utilizada na modelacdo de cada elemento estrutural tem um papel fundamental
na precisdo dos resultados. Por exemplo, é sabido que (i) EF de casca demasiado alongados
originam erros numeéricos prejudiciais, (ii) zonas onde se esperam elevados gradientes de
deslocamentos exigem uma discretizacdo mais refinada, e (iii) numa andlise de estabilidade a
malha deve ser suficientemente refinada para que seja possivel captar modos de instabilidade
com comprimentos de onda pequenos a médios (de natureza local e/ou distorcional). No
presente trabalho optou-se por utilizar em cada modelo, malhas ortogonais com “fatias
transversais” de largura constante, definida de modo a garantir uma boa relacdo custo-
beneficio entre a eficiéncia da analise e a precisdo dos resultados — conseguido com base na
experiéncia do autor e em casos semelhantes existentes na literatura. Note-se também que, se
em alguns casos se questionou a adequacdo da malha considerada, essas duvidas foram sempre
esclarecidas atraves da comparacdo da respectiva curva carga-deslocamento com a obtida
através de uma malha mais refinada que garantisse a precisao dos resultados.

1 O Abaqus tem vérias opcdes de controle do efeito hourglassing, sendo aconselhado activar a opgdo *SECTION
CONTROLS, HOURGLASS=STIFFNESS quando se utilizem elementos com aproximacao linear e integracdo reduzida.

2 Fatia transversal € cada fiada transversal de EF ao longo da direccdo longitudinal da barra.
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Exemplos llustrativos Complementares

llustra-se aqui a aplicacdo da GBT, implementada no software Matlab (Mathworks 2012), a anélise
fisicamente ndo linear de 12 ordem de duas vigas metéalicas de parede fina. Sdo apresentados dois casos
de validacdo complementares aos apresentados na sec¢ao 6.3 do capitulo 6. Tratam-se de dois exemplos
muito simples, que permitem evidenciar alguns aspectos ndo contabilizados pelas teorias de vigas
cléssicas. A validacdo dos resultados € feita por comparacdo de resultados da GBT (trajectérias de
equilibrio, diagramas de tensbes, perfis de deslocamentos, contours de tensbes e configuracoes
deformadas tri-dimensionais) com os obtidos pelo software de EF Abaqus (DS Simulia Inc. 2004),
recorrendo a modelos de elementos finitos de casca (EFC).

6.C.1 Caracterizacao

Antes de apresentar e discutir os resultados, os problemas abordados séo definidos, fazendo referéncia
aos modos de deformacéo da GBT seleccionados e ilustrando as configuracfes dos mais relevantes em
cada analise (ver Tab. 6.C.2). Importa também mencionar que (i) os elementos estruturais analisados

ndo apresentam imperfeicOes iniciais (tensdes residuais ou imperfeicdes geométricas)?, (ii) as dimensdes

1 A teoria J, com escoamento associado é também o modelo de plasticidade adoptado nas analises do Abaqus.

2 Estas apenas serdo introduzidas no capitulo 7, no &mbito de anélises elasto-plasticas de 22 ordem.
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das seccOes referem-se a linha média da seccdo e todos os resultados dizem respeito a pontos
localizados na superficie média da barra (z=0), e (iii) os modelos do Abaqus sdo formados por malhas
regulares de EFC do tipo S4.

O material considerado em ambos os exemplos exibe um comportamento eléstico perfeitamente-
plastico com as propriedades apresentadas na Tab. 6.C.1. Nessa tabela, apresentam-se também os
numeros de EFC na direccdo longitudinal (Nx) e ao longo da linha média da seccéo (Ns) do modelo do
Abaqus, e a quantidade de pontos de integracao de Gauss considerada na GBT (por direccéo local s, z e
X de cada sub-placa em cada EFV) — o0 nimero de pontos ao longo da espessura de cada EFC do
Abaqus, iguala o valor adoptado na GBT. Na tab. 6.C.2 apresentam-se 0os ndmeros de modos de
deformacéo da GBT (G — globais, D — distorcionais, L — locais, C — corte, ET — extenséo transversal,
FCC — fluxo de corte celular (excepto o de tor¢do)) utilizados em cada analise, bem como a quantidade
de g.I. utilizados nos modelos da GBT e do Abaqus.

Tab. 6.C.1. Exemplos ilustrativos: propriedades materiais, n° de EFC no Abaqus, e n° de pontos de Gauss na GBT.

Prooriedades Materiais Discretizacéo de EFC Pontos de Gauss
P no ABAQUS na GBT
Exemplo
E oo’ N N s z X
(N/mm?)  (N/mm?) X °
H 210000 200 150 %0 6 7 6
Hat 100 26 5 3 5

Tab. 6.C.2. Quantidade de modos de deformagéo da GBT (por tipo) e de g.l. utilizados nos modelos da GBT e do Abaqus.

Modos GBT g.l. g.l gl

Exemplo GD L CET (usados / total) GBT ABAQUS GBT Q(QEAQUS
H 4027 24 37/127 2073 81900 2.5
Hat 4 1 414 14 37/60 1917 16200 11.8

O primeiro exemplo (ver Fig. 6.C.1) aborda uma consola com sec¢do em H (L=1500 mm), constituida
por um material elastico-perfeitamente plastico (ver propriedades na Tab. 6.C.1) e sujeita a um
momento torsor T=966665.7 4 Nmm na secgdo extrema, o qual resulta do binario representado na Fig.
6.C.1(b). Na GBT, a seccdo foi discretizada em 10 sub-placas em cada banzo e 4 na alma, o que
resultou em 127 modos de deformacéo (rotacdo de empenamento adoptada). Desses, apenas 37 foram
seleccionados para a anélise (ver Tab. 6.C.2), estando as configuracdes dos mais relevantes ilustradas na
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Fig. 6.C.3. Longitudinalmente, o modelo da GBT envolve 28 EFV (de comprimento constante por
trogos da viga): (i) 8 EFV em x<0.10L, (ii) 12 EFV em 0.10L<x <0.90L e (iii) 8 EFV em x > 0.90L.

< 300 —>

0
<4 —> \
X F=3333.33AN
T =966665.7 AL Nmm
a g 200
+— 1500 ——8 — =10
F
> [mm]
G ittt °
(@ (b)

Fig. 6.C.1. Viga em H: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensées da sec¢éo.

O segundo perfil de parede fina a analisar é a viga simplesmente apoiada (L=1000 mm) com
seccdo em Hat ilustrada na Fig. 6.C.2, a qual € constituida por um material elastico-perfeitamente
plastico (ver Tab. 6.C.1) ¢ esta sujeita a duas forgas verticais (F=500 A N — ver Fig. 6.C.2(b))
aplicadas a meio vao (x=500 mm). Na GBT, a secc¢do é discretizada por 4 sub-placas no banzo, 3
em cada alma e 2 em cada reforco, 0 que conduz a 60 modos de deformacdo (rotacdo de
empenamento ndo foi considerada), dos quais apenas 37 foram utilizados na analise (ver Tab.
6.C.2) — a Fig. 6.C.4 apresenta as configuracbes dos modos mais importantes. A discretizacdo
longitudinal utilizada na GBT envolve 26 EFV: (i) 7 EFV em x < 0.45L, (ii) 12 EFV em 0.45L <
x < 0.55L e (iii) 7 EFV em x > 0.55L.

EES T
g 2 T FY t=04 \ B

l 2F =1000A N

+— 1000 —

20 100 20
(@) (b)

[mm]

Fig. 6.C.2. Viga em Hat: (a) vista geral, e (b) carregamento e dimensdes da secgéo.
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6.C.2 Modos de deformacao

Nas Figs. 6.C.3-6.C.4 apresentam-se as configuragdes no plano e os perfis axiais dos modos
de deformacgdo mais relevantes em cada anélise da GBT, estando a discretizacdo da seccao
representada juntamente com os modos de extensdo transversal. Os modos encontram-se
identificados com o respectivo nimero apds renumeragdo, uma vez que o grupo de modos
seleccionado constitui uma fracgdo do numero total de modos (ver Tab 6.C.2).

4 (Torgdo) 6 (Local) 8 (Corte) 9 (Corte)

15 e 17 (Extenséo Transversal)

L L

Fig. 6.C.3. Viga em H: configurag¢fes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformacéo da GBT mais

relevantes.
3 (Flexao Menor Inércia) 5 (Distorcional)
7 (Local) 9 (Local) 11 (Corte) 26 (Extensdo Transversal)

I A L

Fig. 6.C.4. Viga em Hat: configura¢Bes no plano e perfis axiais dos 6 modos de deformacdo da GBT mais relevantes.
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6.C.3 Resultados — validacéo e vantagens da analise modal

Antes de apresentar os resultados relativos a validagdo dos modelos da GBT, importa referir que foram
seleccionadas trés configuracOes (estados) de equilibrio em cada exemplo, estando identificados nas
curvas A vs ¢ pelas letras E (regime elastico), EP (regime elasto-plastico antes do plateau) e P (regime
elasto-pléstico sobre o plateau — colapso). A identificagdo destas trés configuracdes permitird comparar
da melhor forma os resultados entre a GBT e o Abaqus em diferentes fases da trajectoria de equilibrio.
Por ultimo, importa referir que 0 método de Euler Regressivo (abordado no capitulo 4) foi o algoritmo
de retorno adoptado no modelo de plasticidade de cada problema.

Vigaem H

A Fig. 6.C.5(a) apresenta as trajectdrias de equilibrio do Abaqus e da GBT relativas a
monitorizacdo do deslocamento lateral (5) do n6 de ligacéo banzo superior-alma na extremidade da
consola (x=1500 mm — ver Fig. 6.C.1(b)). Constata-se que ambas as curvas diferem ligeiramente no
regime elasto-plastico, mas a diferenca nunca excede os 3.5%. Os trés estados de equilibrio
indicados (E, EP e P) correspondem aos seguintes valores do parametro de carga: (i) Aee1=3.50 +
Aaeg=3.50 (E), (ii) Acem=11.65 + AaBo=11.30 (EP) e (iii) AceT=14.02 + AaB0=13.80 (P). Note-se que
a curva A(o0) exibe uma transigdo entre o regime elastico e o “plastico” (plateau) bem mais “suave”
que a ilustrada no exemplo anterior (ver Fig. 6.13(a)). Enquanto que ai o carregamento é aplicado
precisamente na regido que desencadeia o colapso da viga (meio v&o), neste exemplo a carga
localiza-se na zona oposta aquela que precipita o colapso (junto ao encastramento). Na Fig. 6.C.5(b)
representa-se o diagrama de participagdo modal da GBT relativo a evolugdo da configuracao
deformada da sec¢do carregada da viga, de onde se conclui que apenas dois modos de deformacéo
(4 — torcdo e 6 — local anti-simétrico) apresentam contribuicdes visiveis em toda a trajectéria de
equilibrio (e praticamente constantes em todo o dominio — cerca de 90 % vs. 10 %) — importa
relembrar que a teoria classica de torcdo de Saint-Venant ndo preveé a existéncia do modo 6.

As Figs. 6.C.6(a)-(b) mostram os perfis longitudinais relatives ao deslocamento lateral do no de
ligacdo banzo superior-alma nos estados E, EP e P. Os resultados da GBT e do Abaqus
apresentam uma diferenca maxima de 1.9 % e é possivel constatar que: (i) enquanto no regime
elastico, o perfil é claramente ndo linear em todo o dominio, (ii) no regime elasto-plastico a sua
variagdo tende para linear a medida que o carregamento progride, devido ao “efeito de rotula

plastica” junto a secgdo encastrada.
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16
P
14 + - O
EP N *
12 r .
10 N
% 8 F «  ABAQUS
—GBT
6 [
4 -
E
2
|{)|(11]111)
O | 1 | | [|
(a) 0 25 50 75 100 125
100%
6
I
75% -
50%
4q
25% -
b 0%
|0}
Fig. 6.C.5. (a) Trajectorias de equilibrio obtidas pela GBT e Abaqus, e (b) diagrama de participacdo modal da
GBT.
0 0 X (mun) 1500 0 X (mun) it
2 -10 |
4T 30
-6 F
8 50
10 F
70 F
12 F
14 90
16 F s ABAQUS e ABAQUS
110 |
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20 - -130 L
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Fig. 6.C.6. Perfis longitudinais relativos ao deslocamento lateral do né alma-banzo superior: configuracdes (a) E + EP e (b) P.
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A Fig. 6.C.7(a) diz respeito ao estado E e mostra os diagramas de tensdes transversais (os) ao longo da
largura do banzo inferior em x=19 mm (orientacdo dada pela linha a traco interrompido na Fig. 6.C.1(b)
— valida para todos os diagramas deste exemplo). Estas tensGes resultam do efeito de Poisson causado
pelas tensbes de empenamento de torcéo (ver Fig. 6.C.3) — o empenamento restringido em x=0 gera
torcdo ndo uniforme. A distribuicdo de tensbes do Abaqus € altamente ndo linear mas constante em cada
EFC (30 por banzo). Embora esta ndo linearidade seja capturada pela GBT, o facto de se terem
considerado apenas 10 sub-placas por banzo explica o porqué da variagdo de tensbes junto as
extremidades do banzo ndo ser bem simulada — a duplicacdo do nimero de sub-placas deveria ser
suficiente para melhorar significativamente os resultados. A Fig. 6.C.7(b), também relativa ao estado E,
exibe os diagramas de tensdes de corte (oxs) para 0 mesmo banzo e seccdo (x=19 mm) antes referidos.
Embora os resultados da GBT e do Abaqus sigam a mesma tendéncia global, ha grandes diferencas
quantitativas que se devem (i) a um fendmeno de shear locking na seccdo encastrada (abordado em
2.3.2 — capitulo 2) e/ou (ii).ao facto de o banzo ser muito mais discretizado no Abaqus do que na GBT —
relembra-se também que os valores da GBT séo unidos por segmentos de recta, o que pode deturpar o

verdadeiro diagrama quando os pontos estdo muito espagados.

20 5.0

S (mm)

10

Oy (N/mm?)
&
[=]
T

Oge { N/mm?)

-10 100 - .. «  ABAQUS .

« ABAQUS 125 L7 ——GBT
——GBT
-15.0

(a) ()

Fig. 6.C.7. Diagramas de tensdes (a) oss e (b) oxs no banzo inferior da seccdo em x=19 mm (configuracéo E).

-20

+2.301e+02
+1.917e+02
+1.534e+02
+1.150e+02
+7, 670e+01
+3.835e+01
+0.000e+00
-3.835e+01
-7, 070e+01

| A R

-1.534e+

GBT BAQUS -1.917e+02
-2.301e+02

Fig. 6.C.8. Contours das tensdes axiais ox (N/mm?) na configuragéo P (colapso).
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Fig. 6.C.9. Contours das tensdes de corte axs (N/mm?) na configuragdo P (colapso).

GBT

Fig. 6.C.10. Contours das tensGes de von Mises awises (N/mm?) na configuragdo P (colapso).

+1.
+1.
+3.
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+2.
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-6,

GBT ABAQUS ik
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308e+02

L411e+0z2
»210e+0z2
L 009e+02
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.03 6e+01
L027e+01
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L 0059e+01
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As Figs 6.C.8 a 6.C.10 mostram os contours do Abaqus e GBT relativos as tensfes oxx, oxs € omises N0

colapso (estado P) da viga — a comparagao entre outputs € bastante satisfatoria. A Fig. 6.C.8 deixa claro

que as tensBes de empenamento de torcéo ax S&0 muito elevadas junto ao encastramento e decrescem

em direccéo a outra extremidade da consola. Observando agora a Fig. 6.C.9, € interessante notar que as

tensdes de corte (originadas pela tor¢do nao uniforme) sdo maximas nas zonas de maior variacdo das

tensdes axiais (ox) — @ pequena perturbacdo nos contours ox € oxs da GBT junto & seccdo encastrada

(esquerda) é uma consequéncia do efeito de shear locking mencionado anteriormente. Relativamente as

tensbes de von Mises (Fig. 6.C.10), a “formacao de rotula plastica” referida anteriormente pode agora

ser comprovada — junto ao encastramento, os banzos encontram-se totalmente plastificados (owises = 00Y).

E também possivel concluir que owmises diminui em direcgio a seccéo livre da consola, e também da zona

exterior para a interior dos banzos onde quer que eles estejam parcialmente plastificados.

ABAOUS

GBT

Fig. 6.C.11. Configuracdo deformada da consola no colapso (estado P).
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Por Gltimo, a Fig. 6.C.11 exibe a configuracdo deformada (torcida) da viga no colapso (P), sendo mais
uma vez as representacdes do Abaqus e da GBT virtualmente indistinguiveis.

Viga em Hat

A Fig. 6.C.12(a) exibe as trajectorias de equilibrio A(0) do Abaqus e da GBT, onde ¢ é o deslocamento
vertical a meio vao do nd de ligacdo alma-banzo indicado na Fig. 6.C.2(b). Mais uma vez observa-se
uma excelente correlagdo entre as duas curvas, cuja maxima diferenca é de 1.8 %. Os trés estados de
equilibrio indicados (E, EP e P) sdo (i) Ace1=0.46 + Aagg=0.46 (E), (ii) AeT=1.72 + AaBo=1.69 (EP) e
(iii) AeeT=1.85 + AaBo=1.85 (P). Na Fig. 6.C.12(b) representa-se o diagrama de participacdo modal da
GBT relativo a sec¢do de meio vao, sendo possivel concluir que (recordar Fig. 6.C.4):

2.0
---------- @
P
1.6
1.2
i e ABAQUS
0.8
—GBT
0.4
|(5| (1)
OO | 1 |
@) 100 120 140
100% 7& outros
90% - 7 s
80%
70%
60%
50% | 5
40% -
30% \_////
20%
10% | 3
b 0%
g

Fig. 6.C.12. (a) Trajectorias de equilibrio obtidas pelo Abaqus e GBT, e (b) diagrama de participagdo modal da GBT.
(i) A configuracdo deformada da viga apresenta uma participagdo conjunta dominante (superior a cerca

de 85%) dos modos de flexdo na menor inércia (3) e distorcional simétrico (5) para qualquer nivel de

273



ANEXO 6.C

carga — 0 decréscimo ap6s a fase eléstica é compensado pelo aumento da participacdo dos modos
locais 7 (principalmente) e 9.

(i) Apos a fase eléstica, a participacdo do modo 5 decresce visivelmente e € gradualmente substituida
pelo crescimento das contribui¢cbes dos modos 3, 7 e 9. No entanto, as participacdes no colapso —
cerca de 45 % (modo 5), 40 % (modo 3), 9 % (modo 7) e 3 % (modo 9), mostram gque 0 modo
distorcional 5 mantém a sua preponderancia.

As Figs. 6.C.13(a)-(b) mostram os perfis longitudinais do Abaqus e GBT relativos ao deslocamento
vertical do n6 de ligacdo alma esquerda-banzo para os estados E, EP e P. Tal como seria de esperar por
agora, a comparacao entre ambos os resultados é quase perfeita. Vale a pena notar a formacéo evidente
de uma rétula plastica na seccao de meio véao a medida que a carga aumenta (de E até P).

X (mm) 1000 0 X (mm) 000

0 N 0

20 b

-0}
60 |

6 } -80

s | 100 |

10 |+ ABaqus 20y P P
_ EP 140 | =

12 160

(a) (b)

0 {mum) ) {mm)

Fig. 6.C.13. Perfis longitudinais relativos ao deslocamento vertical do n6 alma esquerda-banzo para os estados (a) E + EP e (b)
P.

A Fig. 6.C.14(a) representa os diagramas de tens@es de corte (oxs) no colapso ao longo da linha média
da seccdo em x=450 mm (perto de meio vao) — note-se que as tensdes sao praticamente nulas nos
reforcos e zonas inferiores das almas. Os resultados da GBT e do Abaqus exibem tendéncias
semelhantes e sdo quantitativamente muito semelhantes no banzo superior. As almas apresentam
diferencas significativas devido a dificuldade em captar o efeito de concentracdo de tensdes resultante
das forcas pontuais — a consideracdo do g.l. de rotacdo de empenamento constitui uma solucéo
verossimil para o problema. Mesmo assim, a Fig. 6.C.14(b) mostra que os diagramas de tensdes de von
Mises nas configuracdes E, EP e P (relativos @ mesma secgdo) exibem uma concordancia muito boa
entre 0 Abaqus e a GBT. No estado E € possivel concluir que os cantos alma-reforgo séo os primeiros a
ceder e que cada reforco apresenta uma variacdo de tensdo significativa, 0 que € consequéncia da
participacdo do modo distorcional 5 (exibe um perfil axial incidente nessas zonas — ver Fig. 6.C.4).
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Fig. 6.C.14. Diagramas de tensdes na sec¢do em x=450 mm: (a) oxs (em P) e (b) owises (em E, EP e P).
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Fig. 6.C.15. Contours de tensdes transversais ass (N/mm?) na configuragéo EP.
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Finalmente, as Figs. 6.C.15 e 6.C.16 permitem comparar 0s resultados do Abaqus e GBT

relativamente (i) & distribuicdo tri-dimensional de tensdes oss no estado EP, e (ii) a configuracdo

deformada da viga no colapso (P), os quais apresentam uma concordancia bastante boa. A Fig. 6.C.16

torna clara a presenca de deformacao distorcional na regido de meio véo.

ABAOUS

Fig. 6.C.16. Configuracdo deformada (reduzida 3x) da viga no colapso (estado P).
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ANEXO 7.A

Analises Elasto-Plasticas de 22 Ordem - Implementacéao

Apresenta-se neste anexo a definicdo do vector de forcas internas e matriz de rigidez tangente
no formato matricial em que foram implementados através do software MATLAB (Mathworks
2012). Importa notar que todas as integracdes foram (i) realizadas numericamente através da
quadratura de Gauss-Legendre e (ii) baseadas nas mudancas de varidvel de s para & (& = Sp/bp €
[0, 1]) e de z para 1 (n = zplep € [-1/2, 1/2]), onde ep e by Sdo a espessura e largura da sub-placa
genérica p da seccao transversal, respectivamente.

Vector de forcas internas
A i-ézima componente (sub-vector 4x1 associado ao modo de deformacdo i da GBT) do

vector de forcas internas definida em (7.10), foi implementada vectorialmente através de

= J R aos ) (o) o
fie = L[ F(s') +F(ds') o o TAD

S

£ = [Fee(ds') +Re(dds') +Fe(s') dx
L,
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onde (i) i € um indice/expoente livre, (ii) S', dS' e ddS' sdo as fungbes de forma (1x4) do EFV
correspondentes ao modo i da GBT (ver (6.7) — capitulo 6), e (iii) F*, F*, F*, etc., sdo

vectores cuja linha i (e.g., F*) esté associada ao modo i, os quais podem ser obtidos por

L 12 ) diag(Wad,)U +)|
Fe=[[|e|U—-ne™|W+a|l +diag (U®,)U || o, dndé
+diag (U, )W

FXX

1aux

» (TA2)

diag (V®, )V +diag (W, )W -

=] ]1e . diag (W@, )V + o, dndé
-

(e +diag (V, )W,

FXX

2,aux

diag (V. @, )V +
eV, —neW, . + eé[

+diag (W, @, )W,
0-12 diag (W&q)o)vé +
—ane,
+diag (V @, )W ..

FSS

1,aux

o, dndé

, (7.A3)

112 _ diag (WD, JU , +
F’ :.[ -[ " {eédlag (vaq)l)u’g e [+dia£ (35;)1 )Vili }} 7o

sS
F2,aux
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U, +diag(Ud,)U, +
V-2neW, +el"| +diag (V. @ )V + |-
les Zj e +diag (W,g(DO)W Oy dndg

[diag (U, )w, +J {diag (W@, )V +]
-an| e, +€, )

+diag (W, )U +diag (V @, )W,

XS
Fl,aux
T

. diag (Wﬂf(Dl)U +
e | e2diag (Uvgdbl)U—cme4 vdiag (U N )W o, dndé
D1

XS
F2,aux

I . [diag(Vd)l)V§+J
e UX ! _

+diag (W, )W, . (T.A4)

o, dndé

0-12 diag (V d, )W& +
—ane
w1 +diag (WyécI)1 )Vé

XS
F3,aux

onde (i) U, V e W sdo matrizes modais que guardam na entrada (p, k) o perfil de deslocamentos
de membrana (funcdo de &) do modo de deformacéo k, no dominio da sub-placa p, (ii) omn (MmN
= XX, SS, XS) sd0 vectores coluna cuja p-ézima entrada corresponde a distribuicdo (em x, & e 7)
da respectiva tensdo na sub-placa p e configuracdo de equilibrio em causa (j), (iii) a funcédo diag
tem como resultado uma matriz diagonal cujas entradas sdo idénticas as do vector input, e (iv)
@ sao vectores coluna onde a k-ézima entrada estd associada ao modo de deformagéo k e
corresponde a aproximacdo da sua funcdo de forma ou de alguma derivada, relativas a
configuracdo deformada j, ou seja,

@, (k)=S"d,|,, @,(k)=ds"d|, @,(k)=ddS"d,|, , (1.A5)
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onde k ¢ um indice livre. Relativamente as matrizes diagonais “e€” que figuram em (7.A.2)-
(7.A.3), as quais tém a dimensdo do nimero de sub-placas existentes na secgdo (Np) e resultam
das transformacdes de variavel referidas anteriormente, tem-se

eb 0 0 0 | e 0 0 O ‘e/b, 0 0 0
.| O .0 0 eauxl:o 0 0 . | O .0 0
o o . o | ™ 0 0 o * | o0 o 0

0 0 0 eby 0 0 0 e 0 0 0 e /b,

e /b2 0 0 0 | e /B 0 0 0 ]
0 . 0 0 0 0 0
&= 4 0 o I %= ¢ 0 0 (7.A6)
0 0 0 e /b 0 0 0 e /b
1> 0 0 0 ] b, 0 0 0 ]
0 . 0 O w | O 0 0
“lo o o] %o 0o - o
0 0 0 1/bf 0 0 0 1/b,

Matriz de rigidez tangente

Reescreva-se agora a “componente” i-p da matriz de rigidez tangente — sub-matriz 4x4
associada aos modos de deformacéo i e p (ver Egs. (7.13)-(7.19)), no formato em que foi
implementada computacionalmente. Uma vez que se vao integrar as expressoes integrandas de
(7.15)-(7.17) ao longo das vaérias sub-placas da sec¢do transversal (tal como tem sido feito até
aqui), comeca-se por definir os gradientes de tensdes (7.19) recorrendo a matrizes (G,-q¢) em que
a p-ézima coluna guarda os gradientes em cada sub-placa (linha da matriz) associados ao modo
de deformacdo p, vindo (mn = xx, Ss, XS)

_ AMN—xx XX At XX At mn-ss ss At ss t
Ggmn_d ot - eda {Fl,auxeg’XX + F2,auxe§‘x } + edo {Fl,auxeg + l:2,aluxe§X } +

, (T.AT7)

mn—xs Xs At Xs At Xs At
+ edo‘ {Fl,auxeéjx + Fz,auxeg + F3,auxe§}

XX

onde (i) as matrizes F,, F,%,, etc. estdo indicadas nas expressdes (7.A.2)-(7.A.4), e (ii) as

matrizes diagonais e' (dimenséo do nimero de modos de deformacdo (Nger)) € €4 (dimensdo
do nimero de sub-placas (Np)) séo dadas por
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(8@9 0 0 0
og, ),
. 0 0 0
% = o 0 - 0
0 0 o |99
og, )
L p_| j
(7.A8)
s 0 0 0 ds! 0 0 0 dds! 0 0 0
o |0 .0 0 o | 0 .0 0 o | 0 .0 0
S lo 0 . o o o0 . 0 | Cem 0 0 . 0
0 0 0 Sl 0 0 0 dster 0 0 0 ddster

onde (i) e3* guarda os gradientes de tensdes em cada sub-placa na configuracéo de equilibrio j
—no caso da deformacéo por corte (b=xs) deve constar yxs (em vez de &xs) no denominador, (ii)
S, dS,* e ddScorrespondem a t-ézima (t=1,...,4) componente dos vectores de fungBes de
forma e suas derivadas, relativos ao modo g (g=1,...,Neer). Definidos que estdo os gradientes de
tensoes (7.19), procede-se a implementacéo dos gradientes (7.15)-(7.17) como se apresenta de seguida.

Relativamente a implementacdo da expressao (7.15), tem-se

int

jd—_ I[(&X A, 3)(ddsi)T +(A,,+ A&x_4)(dsi)T} dx A9

L,

com

112

A<x—1 = M Xx—1 (I’ p)l xx—1 _J‘ _[ ?;fl ‘7><><—d ot d77d é:’ M s;xl = FlX:UX

012
112
A(x—Z = Mxx—z (|1 p)’ _J _[ M)?;XZ Go_xx_dpt dnd§1 M;:XZ = FZX:ux
12
112 UTeG eU— , (7.A10)
=M__.(i,p), M .= " el dnd
Ao oca(i:P) : J' I o —an (UTeUXXemW +WTeUXXelOU) s

HZ[V e, &V+W'e, eW -

el dnd
—om V e, ea”XZ\N +W. e, ea““\/)} el :

1
Ava= Mxx—4(i’ p)' \ =_[
0

1/2
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onde (i) G,.q esta definida em (7.A.7), (ii) as matrizes F e F*

1,aux 2,aux

(iii) as matrizes diagonais €' estdo definidas em (7.A.8), e (iv) as restantes matrizes diagonais

estdo indicadas em (7.A.2),

“e” (dimenséo igual ao numero de sub-placas (Np)) sdo dadas por (mn=xx)

(o), 0 O 0

O .0 0

©m= 0 0 . 0

0 0 0 (o),

i o P i . (TALY

eb 0 0 0 eb, 0 0 0 e 0 0 0
0 . 0 0 0o .0 o0 | ., [0 o0 o0
““lo o - o ™70 o o '®* Tlo o . o
0 0 0 egh 0 0 0 egby 0 0 0 eip

Relativamente a implementacao da expressao (7.16), tem-se
int

of. AT i\T
8(11(55) :J-|:(&51+&33)(SI) +(&572+A&574)(dsl) }dx » (1A12)
pt L

com
H aux T aux SS
Aoy = Mss—l(l’ p)’ M, = I (Mss—l) foss—dpt dnds, M5 =e Fy o
v

1
AES—Z = Mss—Z (I’ p)’ MSS—Z :I _[ (M:;LE(Z )T Gass—dpt d?]déj, M::E(Z =8 FZS,ZUX
0 -1/

T T _ . (1.A13
12 {V Je, eV +W. e, eW, (7.A.13)

11
&s— :Mss— (I1p)1 Mss— = et dﬂdé:
’ 3 3 'f[—llz ~an (Ve e W +W e, elzvé) :

Aca= Mss—4(i’ p)’ M :.[ I

0 -1/2

112 U’;e%ezlué -
] ; e\ dndé
-an (Uyg eassellwé +W¥5 eassellug) *

onde (i) Go-q esta definida em (7.A.7), (ii) as matrizes F%, e F,°

1,aux 2,aux

estdo indicadas em (7.A.3),
(iii) as matrizes diagonais €' sdo dadas por (7.A.8), e (iv) as restantes matrizes diagonais “€”
(dimensao igual ao nimero de sub-placas (Np)) sdo definidas em (7.A.11) (mn=ss) e por
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e/ 0 O 0 e/, 0 O 0 e?/b? 0 0 0
~ o .0 0 ~ o .0 0 B o .0 (7.AL4)
““lo o o T o o o [®T] 0 o e
0 0 0 e /b 0 0 0 & /b, 0 0 0 e /b
Por ultimo, resta apresentar a forma como a expressao (7.17) foi implementada, vindo
: inT T
af,zr;ts) (A<s—l+A<s—4+A<s—5)(dS ) +(Axs—2+AAs—6)(ddS ) +
— = dx , (7.A.15)
ad t Si U
P L +(A<s—3+A<s—7)( )
com
112
Asi= st—l(i’ p)' Moy = I J- (Mfsuxl) Goxs_dm dnds, M% =e Ry
0 -1/2
11/2
Ao = xs—Z(i’ p) My, :J I (ME:XZ) ngs_dm dnds, M =eF3,
0 -1/2
1 1/2
&5,3—|VIXS,3(i,p), stf3:J. (Mfsxs) ngs_dpt dnds, M7 =e FSX;ux
0-1/2
112 U e ea“"lu
=M iLp), = e drn d
A\<s—4 xs—4( p) Ii[z _0”7 W T aux2U+U e eauXZ\N) XX d g
112 [VTe, eV, +W'e, W, - t
=M _.(i,p), M = e N ’ e, dnd
Ao XSS( p) : '(|J‘1/2__a77 (VTeaxsenW,g; +W,.§Teaxse11v,§) < :
112[U e, U - i
=M iLp), M, = o e' dnd
A<s—6 xs—6( p) 6 ,([,1[2 —an (W,.»;Teoxselauxzu+U,§Teaxselauxzvv) Cx n é:
) . (7.A.16)

v2|V'e, ea”“\/ +W'e_ ea“”vv

T
1

A(s—7:st—7(iip)1 = (5] d?] dg
.(lJ. ~1/2 —0(77 V eaxsellwygé +W’§ eaxseﬂv’é) C'X

onde (i) G,.q esta definida em (7.A.7), (ii) as matrizes F’;,, F5, € F 5, estdo indicadas em
(7.A.4), (iii) as matrizes diagonais e' sdo dadas por (7.A.8), e (iv) as restantes matrizes

diagonais “e” (dimensdo igual ao nimero de sub-placas (Np)) estdo definidas em (7.A.6),
(7.A.11) (mn=xs) e (7.A.14).
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