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RESUME

Durant ma thése, j’ai considéré deux systémes différents utilisés dans la modélisation
mathématique et la simulation numérique des semi-conducteurs et des plasmas : le systéme
d’Euler-Poisson stationnaire et le systéme de dérive-diffusion quantique. Plus précisément,
j’ai obtenu des résultats d’existence de solutions et étudié des limites de paramétres pour
ces systémes. J’ai également réalisé des simulations numériques du modele d’Euler-Poisson
stationnaire.

Depuis ma thése, mes recherches portent sur des questions aussi bien théoriques (re-
cherche d’inégalités d’entropie, existence de solutions, limites de paramétres) que numé-
riques (construction de conditions aux limites adaptées, dérivation, convergence et com-
portement asymptotique de schémas numériques). Les travaux plus théoriques concernent
I’équation des milieux poreux, le modéle de Navier-Stokes quantique et un modéle de corro-
sion qui a également fait I’objet d’une étude numérique. D’un point de vue plus numérique,
je me suis intéressée a la construction de conditions aux limites pour différents modéles et
de différentes maniéres, ainsi qu’a ’équation de Gross-Pitaevskii.

Dans ce manuscrit je présente plus en détail mes travaux concernant les modéles de
Navier-Stokes quantique et de corrosion, la construction de conditions aux limites numéri-
quement adaptées et ’équation de Gross-Pitaevskii.

En collaboration avec D. Bresch, M. Gisclon et A. Vasseur, je me suis intéressée a des
questions d’existence de solution, de limite semi-classique et de limite de faible viscosité
pour le modéle de Navier-Stokes quantique. Ces résultats utilisent différentes techniques
telles que I'ajout d’un terme de pression froide dans les équations, I'utilisation de solutions
re-normalisées en vitesse, des inégalités d’entropie relative...

Avec C. Chainais-Hillairet, j’ai montré I'existence de solutions pour le modéle de cor-
rosion DPCM stationnaire puis évolutif. Il s’agit d’'un modeéle de dérive-diffusion dont
l'originalité réside dans les conditions aux limites qui sont de type Robin-Fourier et in-
duisent un couplage fort. Avec P.L. Colin, nous avons ensuite montré la convergence et
étudié le comportement asymptotique d’un schéma numérique volumes finis bien adapté
au modele.

Je me suis également intéressée a la construction de conditions aux limites adaptées a
un modéle fluide macroscopique lorsque celui-ci est vu comme la limite hydrodynamique
d’un modéle cinétique pour lequel les conditions aux limites sont connues. Par ailleurs,
j’al aussi travaillé & la construction de conditions aux limites artificielles permettant de
réduire a un domaine borné un probléme initialement posé en domaine non borné. Avec C.
Besse, J. Coatleven, S. Fliss et K. Ramdani, nous avons proposé une méthode permettant
de construire 'opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) pour des milieux périodiques loca-
lement perturbés a symétrie hexagonale ; avec C. Besse et M. Ehrhardt, nous avons dérivé
les conditions aux limites adaptées & 1’équation KAV complétement discrétisée.

Enfin, avec C. Besse et G. Dujardin, nous avons développé une classe d’intégrateurs
exponentiels d’ordre élevé pour I’équation de Gross-Pitaevksii (utilisée dans la modélisation
des condensats de Bose-Einstein). Nous avons également, pour le méme probléme, étudié
des schémas numériques qui permettent de préserver 1’énergie.
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Chapitre 1

Introduction

Apreés avoir obtenu ma thése en 2006 sous la co-direction de Yue-Jun Peng (Université
Blaise Pascal, Clermont-Ferrand) et Ansgar Jiingel (Technische Universitat, Vienne, Au-
triche), j’ai été nommée maitre de conférences en octobre 2007 a 1’Université de Lille 1.
Depuis que je suis maitre de conférences, j’ai eu 'occasion de participer & plusieurs projets
scientifiques et & deux encadrements de thése. Ces participations ont été 'occasion pour
moi de développer des thématiques de recherches abordées pendant ma thése mais égale-
ment de me tourner vers d’autres sujets de recherche. Le but de ce chapitre est de donner
un résumé de I’ensemble de mes travaux de recherche, dont certains seront développés dans
les chapitres suivants.

1.1 Mes travaux de thése

Ma thése a concerné deux systémes différents utilisés pour la modélisation mathéma-
tique et la simulation numérique des semiconducteurs [112] et des plasmas [57] : le systéme
d’Euler-Poisson stationnaire et le systéme de dérive-diffusion quantique. Plus précisément,
j’ai obtenu des résultats d’existence de solutions et étudié des limites de paramétres pour
ces systémes. J’ai également réalisé des simulations numériques du modeéle d’Euler-Poisson
stationnaire.

1.1.1 Le systéme d’Euler-Poisson

Le systéme hydrodynamique d’Euler-Poisson consiste en deux équations non linéaires
données par la conservation de la masse et de la quantité de mouvement, appelées les
équations d’Euler, plus une équation de Poisson pour le potentiel électrostatique.

J’ai étudié le cas stationnaire pour un flot potentiel. Dans le systéme apparaissent trois
parameétres physiques (la masse d’électron, la longueur de Debye et le temps de relaxation)
qui sont petits comparés a la longueur caractéristique. Il était donc important d’étudier les
limites asymptotiques du systéme lorsqu’ils tendent indépendamment vers zéro. Le systéme
considéré est en général complété par des conditions aux limites de Dirichlet. L’existence
de solutions, pour de telles conditions aux limites, avait été démontrée sous une condition
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de petitesse des données [64]. Dans [116] Y.J. Peng avait démontré que cette condition de
petitesse des données pouvait étre remplacée de maniére équivalente par une condition de
petitesse sur la masse d’électron. Ces deux conditions de petitesse permettent de satisfaire
la condition d’éllipticité du systéme, qui est équivalente a la condition de flot subsonique
dans ’appareil.

Avec Y.J. Peng, dans le cas uni-dimensionnel, nous avons démontré ’existence et 'uni-
cité de solutions supersoniques [118]. De telles solutions correspondent ici & de grandes
densités de courant.

Pour un flot subsonique, nous avons étudié la limite de masse d’électron et du temps de
relaxation en utilisant une méthode de développements asymptotiques [117]. Pour chacune
des limites nous avons démontré I'existence et 'unicité des profils ainsi qu’'une estimation
d’erreur pour un développement asymptotique d’ordre quelconque. Ces résultats nous ont
donné une approche nouvelle pour la convergence du systéme d’Euler-Poisson vers les
équations d’Euler incompressibles.

Toujours dans le cas subsonique, je me suis ensuite intéressée & la limite de quasi-

neutralité correspondant au cas ot la longueur de Debye tend vers 0, et qui était plus
délicate. En effet, sans hypothése de compatibilité, des couches limites peuvent apparaitre
et compliquent I'étude rigoureuse de cette limite. Toujours en utilisant la méthode des
développements asymptotiques j’ai obtenu le résultat suivant : existence et unicité des
profils et estimation d’erreur pour un développement asymptotique d’ordre quelconque
dans le méme espace que celui d’existence des solutions [133]. Ce résultat utilise tout de
méme une condition de compatibilité aux ordres 0 et 1 du développement asymptotique. Il
donne cependant une approche nouvelle dans la démonstration de ’existence de solutions
pour le systéme (dans le cas o la condition de compatibilité générale n’est pas satisfaite)
et la limite de quasi-neutralité.
Enfin, dans un travail commun avec C. Chainais et Y.J. Peng, nous avons implémenté un
schéma numeérique qui permet de calculer la solution du systéme [51]. Le cas test étudié est
celui de la diode balistique pour lequel nous avons calculé les courbes courant/tension. De
plus cette méthode nous permet de faire numériquement apparaitre la condition nécessaire
de petitesse de la masse d’électron pour l'existence de solutions réguliéres. Avec la méme
méthode nous pouvons également obtenir la solution numérique dans le cas stationnaire bi-
polaire pour un flot potentiel. Notre schéma est un schéma itératif utilisant soit la méthode
des volumes finis classiques (VF4) couplée a une formule de reconstruction d’un vecteur a
partir de ses flux donnée dans [70], soit une méthode de volumes finis mixtes présentée par
J. Droniou et R. Eymard dans [70] pour laquelle la reconstruction du vecteur a partir de
ses flux est intrinséque au schéma.

1.1.2 Le modéle de dérive-diffusion quantique

De nos jours, la miniaturisation des semiconducteurs est de plus en plus importante.
Il est donc nécessaire d’étudier aussi des modéles qui permettent de prendre en compte
les phénomeénes quantiques dus a la petitesse des appareils. Les modéles fluides quantiques
ont donc fait I’objet d’'une grande attention dans les derniéres décennies.

Le modéle de dérive-diffusion quantique est une extension simple du modéle de dérive-



diffusion classique utilisé dans la théorie des semiconducteurs et des plasmas. Il est composé
d’une équation de convection-diffusion pour chacune des deux espéces, dans lesquelles un
terme quantique (le potentiel de Bohm) a été ajouté; et d'une équation de Poisson pour
le potentiel électrostatique, dans laquelle intervient un profil de dopage. Ces équations
sont complétées par une condition initiale et des conditions aux limites de type Dirichlet-
Neumann. Dans la littérature il n’existait que des résultats dans le cas uni-polaire et pour
des conditions aux limites différentes [98] ou pour un champ électrique et une température
nuls [97].

Avec A. Jiingel, nous avons démontré pour le systéme bi-polaire I'existence de solutions
réguliéres dans le cas d’un profil de dopage général, ainsi que sa limite de quasi-neutralité,
pour un profil de dopage nul [100]. La preuve de ce résultat utilise des estimations a
priori uniformes pour les équations semi-discrétisées. Elles sont obtenues en utilisant des
fonctionnelles d’entropie et en faisant clairement apparaitre les quantités uniformément
bornées. Le terme de dérive, dans lequel apparait le potentiel électrostatique, est estimé en
utilisant une nouvelle borne pour 'énergie électrique. Comme le potentiel électrostatique
n’est pas une fonction test admissible, une fonction auxiliaire est construite avec beaucoup
de précautions.

Nous avons ensuite étudié la régularité des solutions pour I’équation limite ainsi obtenue
dans le cas de pressions nulles [99]. Dans ce cas, I’équation est celle bien connue de Derrida-
Lebowitz-Speer-Spohn (équation DLSS). Nous avons pu obtenir de nouvelles propriétés de
régularité des solutions de cette équation. Pour se faire, nous avons utilisé une ré-écriture de
I’équation, une semi-discrétisation en temps et une méthode de construction algorithmique
d’entropies présentée dans [96]. Cette méthode est fondée sur des intégrations par parties
systématiques formulées comme des problémes de décision polynomiaux. Ces nouvelles
régularités ainsi obtenues, nous ont permis de démontrer la positivité des solutions de
cette équation au moins pour des temps assez longs.

1.2 Fonctionnelles de Lyapunov type gradient pour
I’équation des milieux poreux

Dans la continuité du dernier travail réalisé pendant ma thése avec A. Jiingel, nous
avons répondu & la question : sous quelles conditions ’équation des milieux poreux, avec
convection et des conditions aux limites périodiques, posséde-t-elle des fonctionnelles de
Lyapunov type gradient (entropie d’ordre 1) (voir [101])?

Nous avons en effet montré que les sommes pondérées d’entropies d’ordre 1 et 0 sont
des fonctionnelles de Lyapunov si le poids de ’entropie d’ordre 0 est assez grand suivant
la force de la convection. Ceci donne de nouvelles estimations a priori pour I’équation
des milieux poreux avec convection. La preuve est basée sur une extension de la méthode
de construction algorithmique d’entropie [96], méthode que nous avions utilisée pour la
régularité des solutions de 1’équation DLSS.

11
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1.3 Analyse mathématique du modeéle de Navier-
Stokes quantique

Dans les derniéres décennies, les modéles fluides quantiques ont fait ’'objet d’une grande
attention. Le modéle de Navier-Stokes quantique correspond au modéle classique de Navier-
Stokes avec une viscosité qui dépend de la densité, auquel est ajouté le méme terme de
correction quantique que pour le modéle de dérive-diffusion quantique. Pour ce modéle peu
de résultats existent dans la littérature. A. Jiingel a démontré dans [95] un résultat d’exis-
tence de solutions en utilisant une définition de solutions faibles consistant & multiplier
I’équation des moments par le produit de la densité et d’une fonction test. Ce résultat qui
n’est valable que pour certaines valeurs de la constante de Planck et de la constante de
viscosité a été par la suite étendu par J. Dong [68] et F. Jiang [93] de sorte que le résultat
reste valable quelle que soit la valeur de ces paramétres. Cependant une hypothése impor-
tante de la démonstration est que la pression, considérée comme étant p(n) = n” ou n est
la densité, doit avoir un exposant ~ strictement plus grand que la dimension, au moins
en dimension 3. Il s’agit 1a d’une hypothése qui n’est pas physiquement acceptable. De
plus, pour ce systéme je m’intéressais & la limite semi-classique, qui conduit formellement
au modele de Navier-Stokes classique. Or les estimations obtenues dans [95, 68, 93| ne
permettent pas de faire ce passage a la limite du fait de leur dépendance en la constante
de Planck.

Avec M. Giscon [87], je me suis donc intéressée a I'introduction dans le probléme d'un
terme de pression froide, suivant en cela les idées développées par [38]. Cette méthode
nous a permis de montrer un résultat d’existence de solutions faibles globales en un sens
plus classique et sans I’hypothése v > 3. Ceci nous a également permis d’obtenir des
estimations, suffisamment indépendantes de la constante de Planck pour pouvoir passer a
la limite semi-classique et obtenir la convergence vers le systéme de Navier-Stokes classique
avec une viscosité qui dépend de la densité.

En parallele, A. Vasseur et Y.J. Yue [132], ont obtenu un résultat tout a fait similaire
pour l'existence de solutions mais en ajoutant dans leur cas des termes de trainée au
modéle de Navier-Sokes quantique. Ils ont ensuite utilisé ce résultat dans [131] afin d’obtenir
I’existence de solutions faibles globales pour les équations de Navier-Stokes classiques avec
une viscosité dépendant de la densité en passant & la limite a la fois sur la constante de
Planck et sur les coefficients de trainée. Notons que pour obtenir leur résultat ils avaient
besoin de passer en premier lieu a la limite sur la constante de Planck. Partant de ces
résultats, je me suis alors demandée, en collaboration avec A. Vasseur, si nous pourrions
adapter leur méthode afin de pouvoir passer a la limite sur les coefficients de trainée sans
passer au préalable a la limite sur la constante de Planck. En utilisant une méthode basée
sur la construction de solutions faibles renormalisées en la variable de vitesse (suivant en
cela les idées présentées dans [131]), nous avons pu obtenir un tel résultat [104]. Ceci permet
donc de démontrer un résultat d’existence de solutions faibles globales & la fois en un sens
classique et sans hypothése sur v mais également sans ajout de termes supplémentaires tels
que des termes de trainée ou de pression froide. De plus la construction étant uniforme par
rapport a la constante de Planck, nous obtenons également ainsi la limite semi-classique.



Enfin, partant de cette construction de solutions faibles globales, en collaboration avec
D. Bresch et M. Gisclon, je me suis intéressée & la limite de faible viscosité. Formellement,
dans cette limite, le systéme obtenu est celui d’Euler quantique. Plus précisément, nous
avons utilisé la notion de solutions dissipatives introduite par P.L. Lions dans le cas incom-
pressible (voir [108]) et qui a ensuite été étendue au cas compressible (voir |79, 78, 16, 128|
pour le cas de viscosités constantes et [91, 42] pour des viscosités dépendant de la densité).
En particulier, nous avons démontré, grace & des inégalités d’entropie relative, qu’une so-
lution faible de Navier-Stokes quantique, qui en est aussi une solution dissipative, converge
(& sous-suite prés) vers une solution dissipative du modéle d’Euler quantique [41]. Ce ré-
sultat passe entre autre par ’extension de ’entropie relative introduite récemment dans
[42], pour les équations de Navier-Stokes compressibles, au cas plus général des modéles
de Navier-Stokes-Korteweg et Euler-Korteweg, modéles plus généraux incluant notamment
les modéles quantiques.

Tous ces résultats sont présentés plus en détail dans le chapitre 2.

1.4 Analyse mathématique et numérique d’un mo-
déle de corrosion

Le modéle étudié dans cette partie est proche de celui étudié pendant ma thése avec
Ansgar Jiingel. En effet les équations sont celles du modéle de dérive-diffusion classique.
Il s’agit d’'un modéle qui a beaucoup été étudié dans le contexte des semiconducteurs et
des plasmas. Ici, il est considéré dans le cadre de I’étude de ’enfouissement des déchets
nucléaires. L’originalité réside alors dans les conditions aux limites qui sont utilisées. En
effet elles sont de type Robin et induisent un couplage fort. De plus il est & noter que, dans
les équations adimensionnées étudiées, un trés petit paramétre se trouve devant le terme
de dérivée en temps de I'une des équations, paramétre qui est noté e.

Une fois de plus j’ai commencé par m’intéresser a des questions d’existence de solutions
pour ce modéle. En particulier avec C. Chainais-Hillairet, nous avons démontré dans [49],
un résultat d’existence de solutions faibles globales pour le modéle stationnaire avec des
techniques analogues a celles utilisées pour les modeéles de semiconducteurs. Nous nous
sommes ensuite intéressées au modéle évolutif. Pour celui-ci, nous avons considéré une
semi-discrétisation en temps permettant de découpler les équations. Par des arguments
classiques (théoréme de Lax-Milgram, équivalence des normes, changement de variables de
Slotboom), nous avons alors démontré 'existence de solutions du probléme semi-discret.
Des estimations a priori et des théorémes classiques de compacité permettent ensuite de
passer a la limite et d’obtenir I'existence de solutions faibles globales pour le modéle évolutif
[50].

En collaboration avec C. Chainais-Hillairet et P.L. Colin, nous avons fait, par la suite,
une étude plus numérique de ce méme modéle évolutif. En particulier nous nous sommes
intéressés a la convergence d’un schéma complétement discret associé au probléme, déja
présenté dans la littérature, mais dont la convergence n’avait pas encore été démontrée
[48]. 11 s’agit d’un schéma Euler implicite en temps et volumes finis en espace ou les flux

13
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de convection-diffusion sont approchés par des flux de Scharfetter-Gummel. La encore, la
démonstration de ce résultat est basée sur des arguments classiques de compacité pour les-
quels il faut démontrer au préalable des estimations sur la solution approchée. Cependant,
du fait de la particularité des conditions aux limites, des théorémes de convergence des
traces doivent également étre utilisés.

Enfin, bien que le résultat précédent n’ait été démontré que pour € > 0, nous avons
fait une étude numérique du comportement asymptotique du schéma et observer qu’il pré-
serve ’asymptotique e — 0. Nous avons également considéré d’autres schémas numériques
possibles et étudier entre autre numériquement leur comportement asymptotique [60].

Je présente dans le chapitre 3 plus en détail le résultat d’existence de solutions ainsi
que I’étude du schéma Euler implicite en temps et volumes finis en espace pour le modéle
évolutif.

1.5 Construction de conditions aux limites appro-
priées
1.5.1 Modéle de charge et décharge de satellites

Un satellite évolue dans le plasma atmosphérique et interagit avec lui. Ces interactions
complexes, dues aux différentes propriétés des diélectriques a la surface du satellite, peuvent
induire I'apparition d’importantes différences de potentiel qui peuvent produire des arcs
électriques. Ces phénomeénes sont a 'origine d’importants dommages irréversibles sur les
dispositifs internes ou les panneaux solaires du satellite. Par conséquent, la prévention de
I’apparition de charges excessives a motivé une recherche intense en ingénierie spatiale afin
d’obtenir des procédures efficaces de simulations numeériques (voir [111, 58, 121]).

Le modéle initial est clairement basé sur les équations de Vlasov-Maxwell-Boltzmann
qui décrivent & la fois le mouvement des particules chargées et les variations des champs
électro-magnétiques. Le systéme non linéaire ’EDP est complété par des conditions aux
limites adéquates sur la surface du satellite et des conditions d’équilibre a linfini. Le
phénomeéne de charge est précisément gouverné par les conditions aux limites & la surface
du satellite pour les champs électro-magnétiques et les densités. Leurs expressions, qui
comportent les propriétés des diélectriques & la surface, rendent le probléme vraiment non
standard. De plus, tenir compte des caractéristiques du plasma environnant peut permettre
de réduire la complexité du modéle et il existe une hiérarchie de modéles possibles.

Avec C. Besse, S. Borghol, J.P. Dudon et T. Goudon, nous nous sommes intéressés au
cas des orbites basses terrestres (Low Earth Orbit, LEO) i.e. une altitude de 100 & 2000 km.
Comme le plasma y est dense avec un libre parcours moyen petit, I'utilisation de modéles
hydrodynamiques devient raisonnable, au moins pour une premiére approximation. Ceci
est intéressant d’un point de vue numérique puisque cela permet de réduire le nombre
d’inconnues. Le modéle alors obtenu correspond aux équations d’Euler complétées d’une
équation de Poisson pour le potentiel électrique.

Nous avons d’abord dérivé, analysé et effectué des simulations numériques pour un
modéle 1-d simplifié caricatural. Bien que trés simple ce modéle était intéressant car il



permettait de mettre en évidence les difficultés mathématiques et d’évaluer facilement
Defficacité des schémas numériques [23].

Nous nous sommes ensuite intéressés a la dérivation de conditions aux limites adéquates
pour les quantités macroscopiques du modéle. C’est un probléme délicat di & deux grandes
difficultés : le systéme étant hyperbolique, on ne doit prescrire que les flux entrants, et,
I’état Maxwellien n’étant pas compatible avec la condition aux limites cinétique, une couche
limite peut apparaitre.

Nous avons considéré en premiére étape une simplification du modeéle [24]. Il s’agissait
des équations d’Euler évolutives sans prise en compte du champ électrique. En utilisant
notamment les idées développées par F. Coron, F. Golse et C. Sulem dans [61] et C. Bardos,
F. Golse et Y. Sone dans [15], et une linéarisation locale des équations, nous avons obtenu
des conditions aux limites de type Maxwell évolutives en temps pour les quantités macro-
scopiques du systéme d’Euler. Le nombre de conditions aux limites nécessaires dépendant
du nombre de caractéristiques entrantes et sortantes du probléme, plusieurs cas doivent
étre distingués suivant le signe des valeurs propres du systéme. Nous avons comparé les
résultats obtenus par la résolution du systéme d’Euler complété des conditions aux limites
que nous avons développées et ceux obtenus par la résolution de ’équation cinétique (qui
donne le systéme d’Euler en limite fluide) couplée a une condition de réflexion spéculaire,
ou de réflexion diffuse, avec ou sans terme source. Les résultats obtenus montrent que les
conditions aux limites ainsi dérivées permettent de reproduire grace & un modéle macrosco-
pique les phénoménes observés au niveau cinétique. Ce travail sera présenté plus en détail
dans le chapitre 4.

De plus, dans le cadre d’un projet au CEMRACS 2010, nous avons ensuite appliqué ces
conditions aux limites, et plus particuliérement la théorie dont elles découlent, au systéme
d’Euler linéaire. Nous y avons également ajouté le couplage avec I’équation de Poisson et
ainsi ajouté le champ électrique dans le cas non linéaire [26].

1.5.2 Conditions aux limites artificielles

Lorsqu’un probléme physique est défini sur un domaine non borné, nous devons, pour la
simulation numérique, réduire celui-ci & un domaine borné muni de conditions aux limites
adaptées. Une méthode usuelle est 'introduction de conditions aux limites artificielles per-
mettant de conserver les caractéristiques du probléme. De telles conditions sont construites
de fagon & approcher au mieux la solution exacte du probléme restreinte au domaine de
calcul. Elles sont dites absorbantes si elles conduisent & un probléme avec valeurs initiales
bien posé pour lequel une énergie est absorbée a la frontiére. Si la solution approchée coin-
cide sur le domaine de calcul avec la solution exacte du probléme posé sur le domaine tout
entier, elles sont dites transparentes.

En collaboration avec C. Besse, J. Coatleven, S. Fliss et K. Ramdani [27], j’ai pro-
posé, pour I'équation de Helmholtz, une méthode permettant de construire 'opérateur
Dirichlet-to-Neumann (DtN) pour des milieux périodiques localement perturbés a symé-
trie hexagonale. L’approche utilisée est adaptée de celle adoptée dans [82] dans le cas des
réseaux carrés, dont l'une des principales hypothéses concernait les périodes correspon-
dantes qui doivent étre commensurables, hypothése non satisfaite dans le cas de réseaux
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hexagonaux. Cette approche permet d’obtenir une factorisation de 'opérateur DtN faisant
intervenir deux opérateurs non locaux. Le premier est un opérateur de type DtN pour un
probléme de demi-espace. Le second est un opérateur de type Dirichlet-to-Dirichlet (DtD)
lié aux propriétés de symétrie du probléme. L’opérateur DtN de demi-espace est caractérisé
par une transformée de Floquet-Bloch, une famille de problémes de bande et une famille
d’équations de Ricatti stationnaires. L’opérateur DtD, quant & lui, est la solution d’une
équation linéaire qui peut étre reformulée comme un ensemble d’équations intégrales non
standard.

Avec C. Besse et M. Ehrhardt [31], je me suis ensuite intéressée a I’équation linéaire
de KdV en une dimension d’espace qui, bien que simple, a beaucoup d’applications. Pour
obtenir des conditions aux limites artificielles numériques, plusieurs choix sont possibles.
Une premiére possibilité consiste & dériver les conditions aux limites artificielles au niveau
continu puis a les discrétiser pour les utiliser dans un schéma numeérique. L’autre possibilité,
que nous avons choisie, consiste a commencer par discrétiser en temps et en espace le
probléme et & dériver seulement ensuite les conditions aux limites qui devront étre utilisées
dans les simulations numériques. En particulier, nous avons construit les conditions aux
limites adaptées pour deux schémas numériques, les schémas de Crank-Nicolson & droite et
centré. Pour cela, nous avons commencé par étendre la construction faite au niveau continu
dans [137].

Ces deux résultats seront présentés plus en détail dans le chapitre 4.

1.6 Simulation numérique des condensats de Bose-
Einstein

La modélisation des condensats de Bose-Einstein fait intervenir une équation de Schro-
dinger non linéaire, appelée dans ce contexte équation de Gross-Pitaevksii. Lorsqu’on sou-
haite modéliser des condensats en rotation, I’ajout d’un terme de moment angulaire vient
compliquer la situation aussi bien dans le cas dynamique que stationnaire.

Dans le probléme dynamique, la présence du terme de rotation rend plus complexe
I'intégration temporelle. Avec C. Besse et G. Dujardin [30], nous avons développé une classe
d’intégrateurs exponentiels d’ordre élevé, en tirant partie d’'un changement de variables
permettant de revenir aux coordonnées Lagrangiennes (i.e. dans le repére lié au condensat
en rotation).

De plus, I’équation de Gross-Pitaevskii est une équation qui a plusieurs invariants, tels
que la masse et I’énergie. Avec C. Besse, S. Descombes et G. Dujardin [28|, je m’inté-
resse donc, dans un travail encore en cours, a des schémas numériques qui permettent eux
aussi de préserver une discrétisation de celles-ci. En particulier, nous considérons deux mé-
thodes : la méthode de relaxation proposée par C. Besse dans [21] pour une non linéarité
cubique et la méthode de Crank-Nicolson proposée dans [65]. Pour la premiére, nous dé-
montrons que c’est une méthode d’ordre 2, résultat qui n’avait jusqu’a présent été obtenu
que numériquement. Nous proposons également une généralisation, préservant également
les invariants, au cas de non linéarités quelconques. Pour la seconde, nous nous intéressons



a sa composition par la méthode présentée par exemple dans [129], composition qui per-
met de monter en ordre tout en gardant les propriétés de préservation des invariants de la
méthode.

Ces résultats seront présentés plus en détail dans le chapitre 5.
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Chapitre 2

Analyse mathématique du modéle de
Navier-Stokes quantique

Dans les derniéres décennies, les modéles fluides quantiques ont fait I’'objet d’une grande
attention due a la diversité de leurs applications possibles. En effet, de tels modéles peuvent
étre utilisés pour décrire des superfluides [109], des semiconducteurs quantiques [80], des gaz
de Bose a faibles interactions [89] et les trajectoires quantiques en mécanique Bohmienne
[135]. Récemment des modéles fluides quantiques dissipatifs ont été obtenus. En particulier,
sous certaines hypothéses et en utilisant des développements de Chapman-Enskog dans
I’équation de Wigner, dans [43] les auteurs ont obtenu le modéle appelé modéle de Navier-
Stokes quantique. Celui-ci correspond en fait au modeéle de Navier-Stokes classique auquel
un terme de correction quantique a été ajouté. Les principales difficultés d’un tel modéle
sont la structure fortement non linéaire du terme d’ordre trois de correction quantique et
la démonstration de la positivité de la densité de particule. Notons que formellement, la
limite semi-classique de ce modéle conduit aux equations de Navier-Stokes compressibles
classiques avec une viscosité dépendante de la densité, et, la limite de faible viscosité
conduit, quant & elle, au systéme d’Euler quantique.

2.1 Présentation du probléme

Le modéle de Navier-Stokes quantique compressible considéré ici est le suivant, pour
rzeNett>0

o + div(nu) = 0, (2.1a)
O¢(nu) + div(nu®u) + V(p(n)) — 262 nV <A\/\%ﬁ> = 2v div(n D(u)), (2.1b)
nli—o = ng, (nu)li=o = nouo. (2.1c)

Les inconnues du modéle sont la densité de particules n et la vitesse des particules wu.
Ici Q = T? correspond au tore de dimension d (avec 1 < d < 3), et le terme u ® u
correspond & la matrice de composantes w; u;. La fonction p(n) = n” avec v > 1 est la
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fonction pression et D(u) représente la partie symétrique du gradient de vitesse, c’est-a-dire
D(u) = (Vu +' Vu)/2. Finalement, les paramétres physiques sont la constante de Planck
€ > 0 et la constante de viscosité v > 0.

La correction quantique (A4/n)/4/n peut étre interprétée comme un potentiel quan-
tique appelé le potentiel de Bohm et bien connu en mécanique quantique. Ce potentiel
de Bohm vient de la formulation dynamique fluide de I’équation de Schrédinger pour une
seule particule. La non localité des mécaniques quantiques est approchée par le fait que
I’équation d’état ne dépend pas seulement de la densité de particule mais aussi de ses
gradients. Ces équations ont été utilisées pour modéliser des champs d’émissions dans des
métaux et des tunnels dans des structures métal-isolant-métal et pour simuler des appareils
semiconducteurs trés petits.

Notons que dans ce probléme, les estimations a priori fournissent des contréles sur
le gradient de certaines quantités, ce qui permet d’avoir de la compacité sur la densité
n et le moment nu. Cependant il n’est possible d’obtenir un contréle de nu? que dans
L*®(RT, L'(£2)). Celui-ci ne permet pas d’empécher les phénoménes de concentration dans
la construction des solutions dans le terme nu ® u.

Dans [95], en suivant les idées introduites dans [39], et en utilisant une définition de
solution faible qui consiste & multiplier I’équation des moments (2.1b) par n ¢ avec ¢ une
fonction test, A. Jiingel a démontré 'existence globale de solution au probléme lorsque
e > v. Dans [68], J. Dong a étendu ce résultat au cas ¢ = v, et, dans [93|, F. Jiang a
montré que le méme résultat reste valable lorsque v > €. Le premier probléme d’une telle
formulation est qu’elle nécessite, dans la démonstration, I’hypothése v > 3 pour d = 3 qui
n’est pas une hypothése physiquement acceptable. De plus, les estimations a priori sur la
solution dépendent de € et v et ne permettent pas de passer & la limite sur I’'un ou l'autre
des paramétres.

Une autre méthode consiste & introduire des termes supplémentaires tels que des termes
de trainée ou une pression froide. Cette derniére est une fonction croissante appropriée vé-
rifiant lim,,_,g p.(n) = +00. Aprés avoir été introduite dans [38], cette idée a été développée
dans [136] pour les équations classiques (¢ = 0) avec des réactions chimiques. En collabo-
ration avec M. Gisclon [87], en ajoutant un terme de pression froide a (2.1), nous avons
pu démontrer a la fois P'existence de solutions faibles globales (en un sens plus classique et
sans I'hypothése v > 3 pour d = 3) et la limite semi-classique (¢ — 0) du probléme.

Dans [132], les auteurs ont utilisé I’ajout de termes de trainée pour obtenir un résultat
d’existence analogue, résultat qu’ils ont ensuite utilisé dans [131] pour obtenir 'existence
de solutions faibles globales pour les équations de Navier-Stokes compressibles dégénérées
en passant a la limite a la fois sur € et sur les coeflicients de trainée. Notons que pour
démontrer un tel résultat, ils ont besoin de passer a la limite ¢ — 0 avant de passer a la
limite sur les coefficients de trainée.

En collaboration avec A. Vasseur [104], nous avons récemment pu démontrer un résultat
d’existence de solutions faibles globales pour (2.1) sans ajout de termes supplémentaires.
Nous avons pour cela utilisé une méthode basée sur la construction de solutions faibles
renormalisées en la variable de vitesse, suivant en cela les idées présentées dans [131].
Notons que la construction étant uniforme en e, nous avons également pu obtenir ainsi la
limite semi-classique.



Partant de cette construction de solutions faibles globales pour (2.1), nous avons dé-
montré, en collaboration avec D. Bresch et M. Gisclon, ’existence d’une solution dissipative
au modéle d’Euler quantique en passant a la limite v tend vers 0 dans le modéle de Navier-
Stokes quantique. La notion de solutions dissipatives est un concept qui a été introduit
par P.L. Lions dans le cas incompressible (voir [108]) et qui a ensuite été étendu au cas
compressible (voir [79, 78, 16, 128] pour le cas de viscosités constantes et [91, 42| pour des
viscosités dépendant de la densité). Afin de définir ce qu’est une solution dissipative pour
(2.1) et pour le systéme limite d’Euler quantique, nous avons dans [41] étendu 'entropie
relative introduite récemment dans [42], pour les équations de Navier-Stokes compressibles,
au cas plus général des modéles de Navier-Stokes-Korteweg et Euler-Korteweg qui sont des
modéles incluant les modéles quantiques.

2.2 Existence de solution et limite semi-classique

Dans cette partie, je présente les résultats obtenus avec ajout d’un terme de pression
froide ([87]) et sans ajout d'un tel terme ([104]).

2.2.1 Existence de solutions et limite semi-classique avec
ajout d’un terme de pression froide.

Le modéle considéré ici est le modeéle (2.1) auquel nous avons ajouté un terme de
pression froide, c¢’est-a-dire pour x € Q et ¢t > 0 :

o + div(nu) = 0, (2.2a)

Ay
NG

Or(nu) + div(nu®u) + V(p(n) + pe(n)) — 2*nV ( ) =2v div(n D(u)), (2.2b)

complété des mémes conditions initiales et avec :

1

' (n) = en k=1 pour n < 1,k >1
Pellt) = n’ pourn>1,v>1"

ol ¢ est une constante positive.

Définition 2.1. Le couple (n,u) est une solution faible de (2.2), (2.1¢) si l’équation de
continuité

{ oin + div(y/ny/nu) = 0, (2.3)

n(0,z) = no(x)

est satisfaite au sens des distributions et si pour toute fonction test réguliére & support
compacte ¢ telle que ¢(T,.) = 0 la formulation faible suivante de l’équation des moments
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est vérifiée :

T T
JQ no ug- (-, 0) d:c—kf0 JQ(nu'atgb—kn(u@u) : Vo) da:dt—f-jo Jg(p(n)—f-pc(n)) div ¢ dz dt
T T
P J f (Vi Vi - Vdive + 2Vy/n @ Vi : V) do di+2v f f nD(u) : Véda dt.
0 JQ 0 JQ (24)

On note "
E.(n,u) = §|u]2 + H(n) + H.(n) + 2% |Vv/n|?, (2.5)

Pénergie du systéme (donnée par la somme des énergies cinétique, interne et quantique)
dans laquelle H et H. sont les enthalpies définies par :

4 /
H/l _ p (n) t H// _ pc(n) ‘
A
.
Notons que puisque p(n) =nY, on a: H(n) = no_ p(n) ,
v—1 v—1

Dans [87|, nous avons démontré le résultat d’existence suivant :

Théoréme 2.1. Soient v >0,e>0,1<d<3,T>0,y> 1. Soit (ng,ug) tel que ny =0
et E-(ng,up) < 00. Alors il existe une solution faible (n,u) du systéeme (2.2), (2.1¢) au sens
de la définition 2.1 telle que

n =0 dans T2, v/ne L0, T; H'(Q)) n L*(0, T; H*(Q)),

ne LP(0,T; L7(Q)), n” € L¥3(0,T; L*(Q)),
Vnue L0, T, L*(R2)), n|Vu| € L*(0,T; L*(Q)), v/n|Vu| € L*(0,T; L*(Q)),

1
V(—=)eL?0,T;L*(Q)).
() e 20.1s@)
Remarque 2.1. Bien que le résultat soit valable pour 1 < d < 3, dans la démonstration
nous nous sommes focalisées uniquement sur le cas d = 3. En effet c’est le cas le plus
intéressant en terme de difficulté et ’hypothése v > 3 que nous voulions supprimer n’était
nécessaire dans [95] que dans ce cas la.

La démonstration du théoréme 2.1 est assez classique et utilise des estimations a priori
ainsi qu’une construction de solutions approchées via la méthode de Faedo-Galerkin. Enfin
en utilisant de nouveau les estimations a priori et le lemme d’Aubin-Simon [124], on montre
la stabilité des solutions ainsi construites.

Plus précisément, on peut montrer 1’égalité d’énergie-dissipation :

d
J E.(n,u)dzx + VJ n|D(u)* dx = 0, (2.6)



ainsi que 1’égalité d’entropie :
d
dt Jq

+VJ (H"(n)|Vn|*> + H.(n)|Vn|* + *n|V? log n|* + 2n |Vu|?) dz = 0.
Q

(gm + vV logn|? + H(n) + Ho(n) + (262 + 4y2)|v\/ﬁ|2) dx (2.7)

Celles-ci nous permettent, entre autre, d’obtenir les estimations indépendantes de ¢ sui-
vantes :

e p et p. sont dans L5/3(0,T; L3(Q)),

o Vue LP(0,T;L9(Q)), ue LP(0,T; LY (Q)) avec : p = 8k/(4k+1), q = 24k/(12k+1)

et ¢* = 24k/(4k + 1),

o V(1/y/n) e L*(0,T; L*(Q)).
De plus, on peut également montrer via les estimations précédentes et I'injection de Sobolev
de H'(Q) dans L%(Q) pour d = 3, I'estimation clé suivante :

Vnu e LPI(O,T; qu(Q)), avec p’,q > 2.

On introduit ensuite la vitesse effective w = u + vV log(n) et on ajoute un terme régula-
risant pour obtenir le systéme suivant : pour x € Q et ¢t > 0 :

o + div(nw) = vAn,, (2.8a)

Or(nw) +divinw @ w) + Vz(p(n) + pe(n)) —2e9nV (A\/\/ﬁﬁ)

= v A(nw) + §(Aw — w), (2.8b)
n|t:0 = nyo, (n w)|t=o = Nowo, (2.8C)

avec wo = ug + vVlog(ng) et eg = €2 — 12,

Reste a construire une suite de solutions approchées pour (2.8). Pour cela, nous avons
suivi les idées développées dans [95] et utilisé une méthode de Faedo-Galerkin. On définit
I'espace de dimension fini Xy = Vect{er, -+ ,en}, N € N* ou les e; sont les vecteurs d’une
base orthonormale de L?(€2). En utilisant le théoréme de point fixe de Banach et I'estima-
tion d’énergie, on peut démontrer 'existence d’une suite de solutions globales (n?v, w?\,).
Grace aux estimations a priori, & des estimations sur les dérivées et a 'utilisation du lemme
d’Aubin-Simon [124], nous obtenons les convergences fortes nécessaires aux passages a la

limite N tend vers I'infini puis § tend vers 0 (a sous-suites pres).
Remarque 2.2. L’estimation y/nw dans L¥ (0,T; LY (Q)) avec p',q' > 2 permet d’obtenir

une convergence forte de 4 /nf\,w% dans L*(0,T; L?(Q)) et ainsi de passer a la limite, par

exemple, dans le terme nfvwﬁv ® fw?\,.

Reste finalement & montrer la stabilité des solutions, c’est-a-dire, & montrer qu’une
suite de solutions faibles globales (nr, u;),, vérifiant uniformément les inégalités d’énergie
et d’entropie, converge (& une sous-suite prés) vers une solution (n,u) satisfaisant elle aussi
les mémes inégalités. En particulier, il faut pouvoir passer a la limite dans les termes :

Nrlr, Nrtr @ Ur, nTD(uT)vp(n‘r)apc(nT)v v’\/ Nr @ /M.
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Ceci est possible grace au résultat suivant, obtenu une fois de plus via les estimations a
priori et le lemme d’Aubin-Simon [124].

Proposition 2.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.1, a € fixé, on a :
iy — /n,  fortement dans L*(0,T; H'(Q)),
p(n,) — p(n), fortement dans L'(0,T; L*(Q)),
pe(ns) — pe(n), fortement dans L'(0,T; L'(2)),
1/y/ny — 1/4/n, presque partout,
Vs uy — A/nu,  fortement dans L*(0,T; L*(5)).

Considérons maintenant une suite de solutions (ng, ue ). de (2.2) au sens de la définition

2.1. On peut montrer qu’a une sous-suite prés, (n., u. ). converge lorsque ¢ tend vers 0 vers

(n°, u") solution de :

oyn® + div(n® ) = 0, (2.9a)
O (n° u®) + div(n®u® @ u®) + V(p(n®) + pe(n?)) = 2v div(n® D(u°)), (2.9b)
n%)i—o = no,  (n°u®)|s=0 = 10 uo, (2.9¢)

au sens de la définition :
Définition 2.2. Le couple (n°,u") est une solution faible de (2.9) si ’équation de continuité
o + div(vn%v/n0u0) = 0
{ n?(0,2) = no(z)

est satisfaite au sens des distributions et si pour toute fonction test réguliere ¢ a support
compacte telle que ¢(T,-) = 0 la formulation faible suivante de l’équation des moments est
vérifice :

(2.10)

T
f nouo - ¢(+,0) dz + J f (n%u® - 0:p + n°(u® @ u°) : V) dx dt
Q

JJ ) + pe(n ))dlvd)dxdt—Zny :Vodzdt. (2.11)

Plus précisément, le résultat obtenu est le suivant :

Théoréme 2.2. Soient 1 < d <3, T > 0,0 < e < v,y = 1. Soit (ng,uy) telle que
0 = 0 et E-(ng,up) < 0. Alors pour (n°,u®) solution de (2.2) on a (& une sous-suite
pres), lorsque € tend vers 0 :

Vng —/n®  fortement dans L*(0,T; L*(12)),
1 1
Ve Vb
VnEus — VOl fortement dans L?(0,T; L*(Q)),

u® —u°,  faiblement dans LP(0,T; L7 (£2)),

presque partout,



8k, 24k 0 o .
4/{:+1’q = Tl et (n”,u’) solution de (2.9).

En utilisant les estimations a priori, nous pouvons montrer les mémes convergences
que pour la stabilité. La seule différence est que cette fois (y/nz). converge fortement dans
L?(0,T; L?(2)) et non dans L2(0,T; H'(f2)). En effet, cette derniére est obtenue via une
estimation qui dépend mal de . Nous avons donc cette fois les convergences suivantes :

avec p =

Proposition 2.2. Sous les hypothéses du théoréeme 2.2, on a, lorsque € tend vers 0,

Vne — «/n,  fortement dans L*(0,T; L*(Q)),
p(nf) — p(n), fortement dans L*(0,T; L' (Q)),
pe(n®) — pe(n),  fortement dans L*(0,T; L} (Q)),
1/v/nf — 1/+/n, presque partout,
VnFu® — v/nu, fortement dans L*(0,T; L*(Q)).
Cette proposition permet de passer a la limite dans les deuxiéme et troisiéme in-

tégrales a gauche et la derniére a droite de l’équation (2.4). En utilisant le fait que
Vne L2(0,T; L?(2)) et Vy/n e L°(0,T; L?(£2)), on peut montrer que :

T T
252J J \/EV\/E-Vdiv¢+4e2f J Vi/n®Vyn: Ve < Ce?,
0 Jo 0 Jo

avec C' une constante indépendante de . Cette derniére nous permet d’obtenir leur conver-
gence vers 0 lorsque € tend vers 0.

2.2.2 Existence de solutions et limite semi-classique sans
ajout d’un terme de pression froide.

Avec A. Vasseur, nous avons montré dans [104] I'existence de solution du systéme (2.1)
sans ajout de terme de pression froide (ou de trainée). Notons que ce résultat est également
valable si nous ajoutons au modéles des termes sources mais que, par souci de simplification
de la présentation, je les prendrai nuls ici.

Le systéme (2.1) est ré-écrit sous la forme :

o + div(nu) =0, (2.12a)
Or(nu) +div(nu®u) + V(p(n)) — 2div («/VnS,, + \/5an5> =0, (2.12b)
nli—o = ng, (nu)|i=o = nouo, (2.12¢)

ou :

VonS, = vnD(u), div (\/5278&> Y (i)?) . (2.13)

La relation (2.13) est démontrée ainsi. Pour la partie quantique, on montre que :

We2nS, = 262 (\/ﬁ (v%/ﬁ —4(Vn'® vn1/4))) : (2.14)
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Pour la partie visqueuse, S, est la partie symétrique de T, avec :

VunT, = vV (nu) — 2vy/nu - V/n. (2.15)

Dés que n est réguliére et loin de zéro, la partie quantique de (2.13) est équivalente a
(2.14) et la fonction T, est formellement 4/vnVu. Cependant les estimations a priori ne
permettent pas de définir 1/4/n et Vu (sans ajout de termes supplémentaires). On définit
I’énergie du systéme (correspondant & (2.5) sans terme de pression froide) par :

E( Vi) = |

Q

2 Y
(n‘u| + 4 252|V\/ﬁ|2> dz,
2 v—1

et la dissipation associée :
Dg(S,) = 2f S, |? da,
Q

qui est formellement :

QVJ n|D(u)|? dz.
Q

On définit également ’entropie BD [36, 39 :

u+ vVinn|? nY
]

Epp(n,u) = J 5 + o + 252\V\/ﬁ|2) dx,

Q

et sa dissipation associée :
4
Dpp(n,u) = Uf <|V7ﬂ/2|2 +e2n|V2Inn|? + 2n|A(u)|2> dz,
Q \7

ou A(u) est la partie anti-symétrique de Vu. La fonction Inn n’est pas contrdlée par les
estimations a priori. On peut cependant utiliser deux autres quantités & et Dg :

E(v/n,v/nu) = L (n'u; + (262 + 4%)|V/n]? + n”) dz,

D2 (v/n,v/nu) = JQ <V|Vn7/2|2 + ve? <|Vn1/4|4 + |V2\/ﬁ|2) + |T,,]2) dx.

Par [95], les fonctions & et D2 sont équivalentes respectivement & E(y/n, v/nu)+Epp(y/n, /nu)
et Dg(S,) + Dpp(n,u) dés que chaque terme peut-étre défini et que S, est la partie symé-
trique de T, = y/vnVu. Plus précisément, il existe une constante universelle C, telle que
pour tout (n,u) :

C{*(E(\/ﬁ, Vi) + Epp(n,u) < E(Vn, v/nu) < Co(E(vn, v/nw) + Epp(n,u)),
1

a(DE(Su) + Dpp(n,u)) < DE(v/n,v/nu,T,) < C«(Dr(Sy) + Pep(n, u)).

Le but ici est de construire des solutions faibles du systéme (2.12) en utilisant les estima-
tions a priori fournies par les inégalités d’énergie et d’entropie BD. L’idée essentielle est



d’introduire un notion un peu plus forte de solutions faibles que nous appelons les solutions
renormalisées. Elles sont définies de la fagon suivante (voir la définition 2.4 pour plus de
précision). Pour toute fonction ¢ € W2*(R%), il existe deux mesures Ry, R, € M(R* x Q)
telles que I’équation suivante est vérifiée au sens des distributions :

dr(no(u)) + div(nup(u)) + ¢ (u) - Vn' — 2div(v/ng' (u)(VvS, + Ve2S.)) = R,, (2.16)

avec S; qui vérifie (2.14), S, la partie symétrique de T, tel que pour tout i, j, k entre 1 et
d:
Vngi(u)[To]ji = v0;(ngs(u)ur) — 2v/nupgi(u)djv/n + Ry, (2.17)
et
IR e x) + [Rollmes xo) < Cle" || Lo
Notons qu’en prenant une suite de fonctions ¢, telle que ¢, (y) converge vers y; mais

|¢”|| L converge vers 0, on retrouve formellement (2.12).
Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 2.3. 1. Il existe une constante universelle C > 0 telle que ce qui suit soit
vrai. Soit y/ng, v/Noug telle que Ey soit bornée. Alors, pour tout € = 0, il existe une
solution renormalisée (\/n,+/nu) de (2.12) avec :

(1), vVn(t)u(t)) < E(v/no, v/nouo), pour t >0,

Eo(v/n
|, Pewa. Vi) @ < oy, v

De plus, pour toute fonction o € W2 (R%),

| Rol s+ xa) + IRo Mm@+ <) < Cull@” 2= E0(v/no, vouo).

Enfin, n € CO(R*; LP(Q)) pour 1 < p < sup(3,7), et nu € CORY; L¥?(Q) —
2
faible) n CO(R*; L7+1(Q) — faible).
2. Toute solution renormalisée de (2.12) est une solution faible de (2.12) avec la méme
valeur initiale.

3. Considérons une suite €,, = 0, convergeant verse = 0, v, > 0 convergeant vers v >
0, (\/T0,m» /T0,mUo,m) telle que Ey(1/T0.m, A/T0.mUo,m) s0it uniformément bornée,
et une solution faible renormalisée (\/Mm,/Mmtm) de (2.12). Alors, il existe une
sous-suite (toujours notée avec l'indice m), et (y/n,/nu) une solution renormalisée
de (2.12) de valeur initiale (\/no,\/noug) et une constante de Planck e, telle que
nm converge vers n dans CO(R*; LP(Q2)) pour 1 < p < sup(3,7), et Ny, converge
vers nu dans CO(R*; L32(Q) — faible) n C’O(RJF;L%(Q) — faible). La fonction
T,.m converge faiblement dans L?(R™ x Q) vers T,. De plus, pour toute fonction
o € W2P(RY), /Mmp(um) converge fortement dans LY (RT x Q) vers y/np(u)
pour 1 < p < 6.

2

- tend vers 0.

La partie stabilité du théoréme inclut le cas de la limite semi-classique e
On obtient donc le corollaire suivant :
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Corollaire 2.1. Limite semi-classique. Considérons (y/no,/Mouo) tel que & soit bor-
née, et une solution renormalisée (\/ne,/Nette) de (2.12) avec € > 0. Alors, il existe
une sous-suite (encore notée avec l'indice €), et (y/n,/nu) une solution renormalisée des
équations de Navier-Stokes ((2.12) avec € = 0) avec la méme valeur initiale telle que n.
converge vers n dans C°(R*; LP(Q)) pour 1 < p <sup(3,7), et neue converge vers nu dans

CORT; L¥2(Q) — faible) n CO(R™; LWTVl(Q) — faible). La fonction T, . converge faiblement
dans L2(RT x Q) vers T,. De plus, pour toute fonction p € W2%(R%), \/nzp(u.) converge
fortement dans Lj, (R x Q) vers \/ng(u) pour 1 < p < 6.

Pour démontrer ces résultats, on introduit le probléme :

ny + div(nu) = 0,

2.18
(nw)¢ + div(nu @ u) + VnY — 2div(v/vnS, + vVenS:) = —rou — 1 plul?u, (2.18)

pour lequel existence de solution a été démontrée dans [132]. L’énergie et I’entropie BD
fournissent des controles sur

& (v i) = |

Q
D3 (/i i) =
J <V|Vn7/2|2 + ve? (|Vn1/4|4 + |V2\/ﬁ|2) + | Ty |2 + rolul?® + r1n|u|4) dx.
Q

2
(n“;' + (26 + )Vl + 07 + (0 — lnn>> dz,

et on obtient ainsi les estimations a priori suivantes :
Ve L°(RT;L2(Q)),  Vine L®(RYLAQ),  Va"?e L2(RT; L Q)
Vnue L°(RT; L2(Q)), T, e L*R*;L*(Q)), eVi/ne L*R*;L*(Q)),
e 2vntte LA RY LAQ),  r/*nMrue LART;LAQ)),
rePue LART L2(Q)),  rolnne LPRY; LY(Q)).

(2.19)

On définit les notions de solutions faibles et solutions faibles renormalisées de (2.18)
comme suit.

Définition 2.3. On dit que (1/n,\/nu) est une solution faible de (2.18), si elle vérifie les
estimations a priori (2.19), et si pour toute fonction 1 € CP(RT x Q) :

JOOJ (ny + nu - Vo) dz dt = 0,

0 Q

f f (nuwt + (nu®u — 24/vnS, — 24/enS;) - Vi) + FK/J) drdt =0,
0 JQ

avec S, la partie symétrique de T, vérifiant (2.15), S; vérifiant (2.14), et

F = —2002Vn""? — rou — rin|ul?u, (2.20)
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et pour tout ) € CX(R) :

lim | n(t,z)y(z)dx = fQ no(x)(z) d,

t—0 Jo
%i_r)r(l) . n(t, x)u(t, z)(z) dx = JQ no(z)ug(x)(z) dz

Définition 2.4. On dit que (y/n,+/nu) est une solution faible renormalisée de (2.18), si
elle vérifie les estimations a priori (2.19), et si pour toute fonction p € W>*(RY), il existe
deuz mesures Ry, R, € M(RT x Q), telles que

IR, mr+ x) + [Rolm@+ <) < Cle” | o)
ot la constante C' ne dépend que de la solution (\/n,\/nu), et si pour toute fonction 1) €
CE(RT x Q),
oe}
J J (ny + nu - V) de dt = 0,

f J w) iy + np(u)u — (24/vnS, +2v 52nS€)g0'(u)> -V
+F. cp’(u)z/;) dxdt = (Ry, ),
avec S, la partie symétrique de T, vérifiant (2.17), S¢ vérifiant (2.14), F' donnée par (2.20),
et pour tout 1 € CP(R) :

tim | n(t. )@ do = | nofe)ite) de
lim | n(t, z)u(t,z)(z) de = JQ no(x)uo(z)(z) d.

t—0 Q
On peut démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.4. 1. Il existe une constante universelle C. > 0 telle que la suite soit
vraie. Soit (y/ng, /noug) tel que &, soit bornée. Alors, pour tout € = 0, rg = 0,
r1 = 0, il existe une solution renormalisée (\/n,~/nu) de (2.18) avec

£ (V(t), VDu(t) < (/i vigu),  pour 10,
[ et Vi) dn < (i, yisuo)
De plus, pour toute fonction o € W (R9),
IRo | pm+ <o) + [Rol mrs xa) < Culle” | €0 (v/R0, v/Mi0u0).-

Enfin, n € CORT;LP(Q)) pour 1 < p < sup(3,7), et nu € CO(R*; L3¥?(Q) —
2
faible) A CO(R*; L7771 (Q) — faible).
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2. Toute solution renormalisée de (2.18) est une solution faible de (2.18) avec la méme
valeur initiale.

3. Sirg >0, >0, et e >0, alors toute solution faible de (2.18) est aussi une
solution renormalisée de (2.18) avec la méme valeur initiale.

4. Considérons des suites €y, = 0, Tom = 0, 71, = 0, vy, > 0, convergeant res-
pectivement vers € = 0, 1o = 0, 11 = 0, et v > 0, ({/N0,m), /10,mU0,m) telle que

Erm (\/T0,m)5 A/T0,mU0,m) SOit uniformément bornée, et une suite de solutions faibles

renormalisées associée

(VMo /o) de (2.18). Alors, il existe une sous-suite (encore notée avec l'in-

dice m), et (\/n,y/nu) une solution renormalisée de (2.18) avec valeur initiale

(v/no, /Mouo), constante de Planck e, et les coefficients de trainée ro,ry telle que ny,

converge vers n dans CO(RT; LY (Q)) pour 1 < p < sup(3,7), et npun, converge

vers nu dans CO(R*; L¥2(Q) — faible) N C’O(RJF;L%(Q) — faible). La fonction
To.m converge faiblement dans L*(R™ x Q) wers T,. De plus, pour toute fonction
¢ € WEORY), /nmp(um) converge fortement dans LY _(RT x Q) vers y/np(u)
pour 1 < p < 10v/3.

I est important de voir que ce théoréme et le résultat de [132] implique le théoréme
2.3. En effet, [132] donne la construction de solutions faibles de (2.18) avec ro,r1 et
strictement positifs. La partie (3) du théoréme 2.4 assure que celle-ci est aussi une solution
renormalisée. En considérant des suites ¢, 71,m = 0 convergeant vers 0, la partie (4) de
ce méme théoréme fournit a la limite une solution renormalisée de (2.12).

La partie (2) du théoréme 2.4 est facile a obtenir. La partie (4) s’obtient de fagon
classique en utilisant les estimations a priori et le lemme d’Aubin-Simon. La partie (1) est
une conséquence de [132] et des parties (3) et (4). Enfin, pour démontrer la partie (3), on
part de [132| qui donne 'existence d’une solution faible de (2.18). Cependant, les solutions
ainsi obtenues n’ont pas la régularité suffisante. Pour palier a ce probléme, on introduit une
fonction cut-off. A T'aide de celle-ci et de u, on définit une nouvelle variable v. En utilisant
des estimations de commutateur & la Di Perna Lions, on obtient les équations satisfaites
par n et v. On peut alors passer a la limite sur le paramétre de cut-off et obtenir le résultat.

2.3 La limite de faible viscosité

Formellement, lorsque v tend vers 0, le systéme (2.1) tend vers le systéme d’Euler
quantique :

on + div(nu) = 0, (2.21a)

O¢(nu) + div(nu @ u) + Vp(n) = 2e*nV (A\/ﬁ> . (2.21b)

\/n
Pour ce systéme, I'existence globale de solutions faibles a été démontrée dans |5, 6] puis dans
[44] en supposant irrotationnelle la vitesse initiale, c’est-a~dire en supposant rot(ngug) = 0.
L’existence de solutions fortes locales a également été démontrée (voir [20]) et le caractére



globalement bien posé a récemment été obtenu pour des données irrotationnelles petites
dans [10] en supposant une condition naturelle de stabilité sur la pression.

Les modeéles de Navier-Stokes quantique et d’Euler quantique appartiennent & des
classes de modéles plus générales qui sont les systémes de Navier-Stokes-Korteweg et
d’Euler-Korteweg. Le but ici est d’étendre & ces deux modeéles de Korteweg une entropie
relative proposée dans [42] pour les équations de Navier-Stokes compressible avec viscosité
dépendante de la densité. Ceci nous permet de définir ce que nous appelons des solutions
dissipatives pour chacun des systémes, suivant en cela le concept introduit par P. L. Lions
dans le cas incompressible [108] et ensuite étendu au cas compressible (voir [16, 79, 78, 128|
pour le cas de viscosités constantes et [42, 91] pour le cas de viscosités dépendant de la
densité). Ces résultats nous permettent alors de montrer que dans le cas quantique, une
solution faible de (2.1) (dont l'existence est démontrée au paragraphe précédent) qui est
également une solution dissipative converge vers une solution dissipative de (2.21) dans la
limite v tend vers 0. Plus précisément, le théoréme que nous montrons est le suivant :

Théoréme 2.5. Soit ng et ug assez régulieres. Soit (n”,u”) une solution faible entropique
du systéme de Navier-Stokes quantique (2.1). Soit (n,u) la limite faible de (n”,u") lorsque
v tend vers 0 dans le sens suivant :

n” —n faiblex dans L*(0,T; L7(Q)),

VY w” — y/nu faible x dans L*(0,T; L*(Q)),
V¥ 0¥ — e/nu faible x dans L°(0,T; L*(Q)),

avec nv = Vn. Alors (n,u) est une solution dissipative du systéme d’Euler quantique (2.21)
au sens de la définition 2.5 avec K(n) = 1/n.

Ce théoréme est directement obtenu en remarquant que toute solution faible entropique
est une solution dissipative pour le systéme de Navier-Stokes quantique et en passant &
la limite v tend vers 0 dans 'inégalité d’entropie relative définissant la notion de solution
dissipative pour celui-ci afin de montrer qu’a la limite on obtient celle utilisée pour définir
la notion de solution dissipative pour le systéme d’Euler quantique. Il s’agit donc essen-
tiellement d’obtenir les inégalités d’entropie relative pour chacun des modéles et de donner
les définitions de ce qui est appelé solution dissipative pour chacun d’entre eux. Comme
dit précédemment nous établissons en fait ces inégalités sur les formulations augmentées
des généralisations Korteweg de ces systémes.

Introduisons donc maintenant les deux systémes de Korteweg considérés. Ils sont,
comme dans la partie précédente, complétés de la condition initiale suivante :

nli—o = no, (nu)|i=o = noup pour z € Q. (2.22)
Le systéme d’Euler-Korteweg est donné par :

om +divJ =0, (2.23a)
J®J

n

OrJ + div ( > +V(p(n)) =e*nV (K(n)An + ;K'(n)|Vn]2> , (2.23D)
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ou J = J(t,x) = n(t,z)u(t,z), K : (0,00) — (0,00) est une fonction réguliére telle que
K (n) se comporte comme n® pour s € R. Comme dit dans [67], on a :

nV <K(n)An + ;K’(n)|Vn|2> = div(K),
avec

K= (ndiv(K(n)Vn) + %(K(n) — nK/(n))|Vn]2> Iga — K(n)Vn ® Vn.

En suivant les idées développées dans [35], avec
W (n) = VK n), (2.24)

on peut définir la vitesse de dérive v suivante :

et montrer la généralisation de I'identité de Bohm :
1
div(K) = div(u(n)Vv) + §V(>\(n)divv),

A(n) = 204 (n)n — p(n)).

On définit alors la formulation augmentée de (2.23) suivante :

on + div(nu) =0, (2.25a)
Oy (nu) + div(nu ®u) + Vp(n) = €2 {div(,u(n)Vv) + %V()\(n) div v)] ) (2.25b)
Or(nv) + div(nv ®u) + div(u(n) 'Vu) + %V(A(n) divu) =0, (2.25¢)

que nous appelons dans la suite systéme d’Euler-Korteweg augmenté.

Remarque 2.3. Notons que la relation entre A et u est exactement la relation BD trouvée
dans [37] dans le cadre de Navier-Stokes. De plus, dans toute la suite nous considérons

s 2
K(n) = (s +3)

dans la définition de K n’affecte pas la généralité des résultats puisqu’il suffirait de modifier
la définition de .

s+3)

n® avec s € R afin d’avoir p(n) = nG+t3/2. La constante multiplicative

En posant K(n) = 1/n (qui conduit & u(n) = n, A(n) = 0 et v = Vlogn), (2.25)
devient :

on + div(nu) =0, (2.26a)

di(nu) +divinu ®@u) + V(p(n)) = e div(n Vv), (2.26b)

O¢(nv) + div(nv @ u) + div(n'Vu) = 0, (2.26¢)



qui correspond & la formulation augmentée de (2.21) et sera donc appelée Euler-quantique
augmenté.
Le systéme de Navier-Stokes-Korteweg, quant & lui, peut étre écrit :

on + div(nu) = 0, (2.27a)
Or(nu) + div(nu ® u) + Vp(n) — 2v div(p(n)D(u)) — vV(A(n) divu)

= ¢? [(div(u(n)th) + %V(A(n) div v)] , (2.27Db)

avec v, i et A définis ci-dessus. En multipliant (2.27a) par /' (n) et en en prenant le gradient,
nous avons 1’équation suivante sur v :

Or(nv) + div(nv @ u) + div(u(n) ‘Vu) + %V(/\(n) divu) = 0. (2.28)

En définissant la vitesse effective w = u + v v et en utilisant les équations (2.27b) et (2.28)
nous obtenons la formulation augmentée :

o + div(nu) = 0, (2.29a)

o, (nw) + div(nw @ u) + V(p(n)) — v div(u(n)Vuw) — %V()\(n) div w)
= (e? — v*) [div(u(n)Vv) + %V()\(n) divv)], (2.29b)
Or(nv) + div(nv ®@u) + div(p(n) 'Vu) + %V()\(n) divu) = 0. (2.29¢)

Une fois de plus, en prenant K (n) = 1/n dans (2.29), on obtient la formulation augmentée
du systéme de Navier-Stokes quantique :

ogn + div(nu) = 0, (2.30a)
di(nw) + div(nw @ u) + V(p(n)) — v div(nVw) = (¢2 — v?) div(nVv), (2.30b)
Oy(nv) + div(nv ®@u) + div(n'Vu) = 0. (2.30c)

Notons que dans la limite v tend vers 0, la variable vraiment intéressante est en fait v
définie par : © = v/e2 — v2 v sous 'hypothése € > v. Le systéme (2.29) devient alors :

o + div (nu) = 0, (2.31a)
8, (nw) + div(nw ®u) + Vp(n) — v div(u(n)Vw) — %V()\(n) div w)

=1/e2 -2 (div(u(n)Vf}) + %V(A(n) div 17)) , (2.31b)

0t (nv) + div(nt ®@ u) — v div(u(n)Vo) — gV(x\(n) div o)
1
+1¢e? —v? (div(u(n) 'Yw) + §V()\(n) div w)) =0, (2.31¢)
que nous appellerons systéme de Navier-Stokes-Korteweg augmenté dans toute la suite

Rappelons que par [67] et [40], nous pouvons montrer les estimations d’énergie sui-
vantes.
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Proposition 2.3. Toute solution faible (n,u,v) de (2.25) vérifie :
EE'uK (ny u, U)(t) < EEuK (’I’Z, u, U)(O), (232)
avec :

1 1
Epuk(t) = Epyx (n,u,v) = f <2 n|ul® + 552 K(n)|Vnl* + H(n)) :
Q
Proposition 2.4. Soit (n,v,w) une solution faible de (2.31). On a :
Ensk(t) + I/f f n)H" (n)|Vn/|?
2 Am) (o .
+v n)(|Vuw|* + |Vo|?) + 5 (| divol” + | divw|?) (2.33)
< Ensk(0),
avec :
n n
Busk(®) = | (GloP+ 5l + Hen))
Q
Dans toute la suite, on notera H (n|r) 'enthalpie modulée définie par :
H(n|r) = H(n) — H(r) — H'(r)(n — ),

avec r une fonction réguliére bornée de (¢,z) sur R x Q.

Nous définissons Epyr (o, u,v|r, U, V) et Ensk(p, v, w|r, V, W) les fonctionnelles d’en-
tropie relatives respectivement associées aux systémes d’Euler-Korteweg augmenté (2.25)
et de Navier-Stokes-Korteweg augmenté (2.31) par :

gEuK (t) = EEUK (nu u, U’T7 U? V)(t)

\/mVn — \/WVT 2
;L n (|u ~ U2 +e?|o— V|2> + JQ H{nlr),

= 1J n||u—U*+¢e? + f H(n|r) (2.34)
2J)o Q

et

Ensk(t) = Ensk(n,v,w|r,V,W)
1 _
— 2J (]v—V|2+|w—W|2)+f H(n|r)
Q

+v f f (Vo — VV|* + |[Vw — VIV|?) (2.35)
J f ((divo — divV)? + (divw — divIV)?) .



De telles énergies mesurent la distance entre une solution faible entropique (n,u,v) (res-
pectivement (n,v,w)) et n’importe quelle fonction test assez réguliére (r,U,V) (resp.
(r, V,W)).

Soit U une fonction donnée assez réguliére et r une solution forte de :
oy + div(rU) = 0. (2.36)
On introduit la fonction & données par :
r(0:U + U -VU) 4 Vp(r) — 2 div(u(r) 'VV) + %V()\(T’) divV) = &(r,U), (2.37)
En utilisant r V' = V(u(r)) et 'équation (2.36) nous obtenons :
(@ + U -VV) + div(u(r) 'VU) + %V(A(T) div ) = 0. (2.39)

On définit alors la notion de solution dissipative pour le systéme d’Euler-Korteweg de la
fagon suivante.

Définition 2.5. Soit u(n) = n*t3)/2 (i.e. K(n) = (S+3 n®) avecy = s+ 2 ets = —1.
Soit ng et ug des fonctions assez régulieres. Le couple (n u) est une solution dissipative
du systeme d’Euler-Korteweg (2.23) complété de la condition initiale (2.22), si le triplet
(n,u,v) avec nv = V(u(n)) vérifie :

Epur (t) < Epur(0) exp(C't) + bpuk (t) + C Lt beur (§) exp(C (t — §)) d,

avec C = C(£2,r,U, V) une constante uniformément bornée sur R* x €, et

brur (t J L|5 —u)l,

pour toute solution forte (r,U,V') de (2.36)-(2.38).
On introduit ensuite & donnée par :
r (U +U-VU) + Vp(r) —2vdiv(u(r)D(U)) — vV (A(p) divU)
g? {(div(u(r)tVV) + éV(A(r) div V)] = & (r,U). (2.39)

En utilisant
rV = Vu(r =\e2 -2V, W=U+vYV,

et ’équation (2.36), nous avons :
r (W +U-VW) + Vp(r) — v div(u(r) VIV) (2.40)
—gV(/\(r) div W) — /g2 — 12 (div(,u(r) VV) + %V(A(r) div V)) =&Y (r,U),

r (6 V+U-VV) ++e2—1? <div(u(r) tVU) + %V(/\(r) div U) =0. (241)

On définit alors la notion de solution dissipative pour le systéme de Navier-Stokes-Korteweg
de la fagon suivante.

35



36 INGRID LACROIX-VIOLET

Définition 2.6. Soit u(n) = nG+3)/2 v > 542 et s = —1. Soit ng et ug des fonctions assez
réguliéres. Le couple (n,u) est une solution dissipative de (2.27) complété de la condition
initiale (2.22) si le triplet (n,v,w) (avec nv = Vu(n), v = Ve — v2v, w = u+vv) vérifie
pour toute solution forte (r,U) de (2.36), (2.39) (ou en d’autres termes pour tout triplet
(r,V,W) solution forte de (2.36), (2.40)-(2.41))

Ensk(t) < Ensk(0) exp(F7t) + F¥ Lt bnsk (§) exp(F” (t —§)) d§ + bnsk (1),

F" = C(1+€2yy2>, bnsk(t) = EL [%g’V.(W_w)],

et C = C(r,U,V,W) une constante uniformément borné sur R* x (.

avec

On peut montrer que pour chacun des modéles toute solution faible est également une
solution dissipative. En effet on a les résultats suivants pour chacun des deux modéles.

Théoréme 2.6. Supposons pu(n) = n+3/2 quec v = s+ 2 et s = —1. Soit (n,u,v) une
solution faible de (2.25) et (r,U, V) une solution forte de (2.36)-(2.38) avec &(r,U) = 0.
Alors :

¢
Erpux(t) < Epuk(0)+C jo Epuk (§) d§,

ot C = C(r,U, V) est une constante uniformément bornée sur Rt x Q.

Théoréme 2.7. Supposons u(n) = n>+3/2 qvec v = s +2 et s = —1. Soit (n,v,w) une
solution faible du systéme (2.31) et (r,V,W) une solution forte de (2.36), (2.40)-(2.41)
avec &Y (r,U) = 0. Alors

t
Ensc(t) < Ensic(0) + F” L Ensi (€)dE,

avec FV donnée dans la définition 2.6.

Ces deux résultats donnent, par application du lemme de Gonwall les corollaires sui-
vants.

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses du théoréeme 2.6, on a :
Epur (t) < Epuk(0) exp(C't),
ou C = C(r,U,V) est une constante uniformément bornée sur RT x Q.
Corollaire 2.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.7, on a :
Ensk(t) < Ensk(0) exp(F”t),

ou FY est donnée dans la définition 2.6.



Les principaux ingrédients des démonstrations des théorémes 2.6 et 2.7 sont les inéga-
lités d’énergie (2.32) et (2.33), des intégrations par partie, I'inégalité de Young, l'inégalité
(4.1) de [78| concernant I'enthalpie modulée et surtout des lemmes techniques permettant
par exemple de relier une modulation de la pression et de sa dérivée, ou encore la diffé-
rence p'(n) — p/(r) a Uenthalpie modulée. Enfin, pour le théoréme 2.7, I’élément clé est une
généralisation a p(n) = n(**3)/2 de la relation (5) établie dans [42] pour le cas u(n) = n.
Cette relation, trés importante, permet de controler des termes venant de la pression.
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Chapitre 3

Analyse mathématique et numérique
d’un modéle de corrosion

A la demande de I'agence nationale pour la gestion des déchets radioactifs, TANDRA,
des recherches sont menées afin d’étudier la fiabilité de I'enfouissement des déchets nu-
cléaires. Le concept du stockage est le suivant : les déchets sont confinés dans une capsule
d’acier cylindrique puis déposés dans une couche d’argile & plusieurs centaines de métres
de profondeur. Les déchets ainsi traités étant des déchets & haute activité et longue vie,
il est nécessaire de prendre en compte la dégradation des capsules d’acier utilisées pour le
confinement. Celle-ci est due & un processus de corrosion.

Dans ce contexte, le modéle DPCM (Diffusion Poisson Coupled Model) a été développé
par Bataillon et al [18]. Il permet de décrire les processus de corrosion a la surface de
la capsule d’acier. Il suppose que le métal est recouvert d’une couche dense d’oxyde en
contacte avec l'argile. Le modéle décrit I’évolution de cette couche d’oxyde. Bien que, dans
le cadre du stockage, les capsules soient cylindriques, la couche d’oxyde étant trés mince
(par rapport a la taille de la surface exposée) et les hétérogénéités n’étant pas prises en
compte, le modéle DPCM est un modéle 1D.

Il est composé d’équations de dérive-diffusion pour le transport des charges (trois es-
péces sont considérées : les électrons, les cations Fe3* et les lacunes d’oxygéne), couplées &
une équation de Poisson pour le potentiel électrostatique. Les interactions (réactions élec-
trochimiques et chutes de potentiel) entre la couche d’oxyde et les autres couches (métal
et argile) sont décrites par les lois de Butler-Volmer. Le modéle inclut des équations de
déplacements des interfaces.

Des méthodes numériques pour ce modéle ont été élaborées et étudiées par Bataillon
et al dans [17]. Des expériences numeériques avec des valeurs physiques des parameétres ont
montré la capacité du modéle a reproduire les comportements physiques attendus. Cepen-
dant, des questions théoriques (telles que 'existence de solution ou leur comportement en
temps long) et des questions numeériques (telles que la convergence du schéma ou le fait
qu’il préserve 'asymptotique) n’avaient pas encore été étudiées.

Dans ce chapitre, nous considérons une version simplifiée du modéle DPCM, déja in-
troduite dans [17]. Dans ce cas particulier, seules deux espéces sont prises en compte :
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les électrons et les cations Fe3T. Le déplacement des interfaces n’étant dii qu’aux lacunes
d’oxygéne dans le modele DPCM complet et celles-ci n’étant pas prises en compte dans le
modéle simplifié, ce dernier est posé sur un domaine fixe. De telles simplifications nous ont
permis de démontrer ’existence de solutions faibles globales et de voir comment traiter les
conditions aux limites pour 'analyse du schéma numérique introduit dans [17].

3.1 Présentation du probléme

Les inconnues du modéle sont les densités d’électrons N et de cations Fe3™ P et le
potentiel électrique ¥. Les densités de courant sont respectivement notées Jy et Jp. Elles
contiennent un terme de convection et un terme de diffusion. Comme nous ne prenons
pas en compte les équations de mouvement des interfaces, le domaine décrivant la couche
d’oxyde est I'intervalle (0, 1). Le modéle consiste en deux équations de dérive-diffusion pour
les densités couplées & I’équation de Poisson pour le potentiel électrique. Soit T' > 0, le
modeéle s’écrit :

0P + 0,Jp =0, Jp = —0,P —3Pd,V, dans (0,1) x (0,7, (3.1a)
€N + 0,y =0,  Jy=—0.N+No,¥, dans (0,1) x (0,T), (3.1b)
~A202, W =3P — N + pp, dans (0,1) x (0,T), (3.1c)

ol A\ est la longueur de Debye adimensionnée et pp; une constante donnant la densité nette
de charge des espéces ioniques dans la matrice hote. Le paramétre e représente le quotient
des coefficients de mobilité des électrons et des cations et il est donc trés petit devant 1.

Comme les équations (3.1a) et (3.1b) pour les densités de charge ont la méme forme,
dans la suite nous utiliserons plutét la forme plus synthétique suivante :

w0t + Oz Jy = 0, Ju = —0gu — 2,ud, ¥V, dans (0,1) x (0,7). (3.2)

Pour u = P, N, on a respectivement 2z, = 3,—1 et g, = 1, €.

Regardons maintenant de plus prés les conditions aux limites. Des charges sont créées
et utilisées aux deux interfaces x = 0 et x = 1. Les réactions électrochimiques aux interfaces
sont décrites par les lois de Butler-Volmer. Elles conduisent & des conditions aux limites
de type Robin pour N et P qui, comme dans [17], ont exactement la méme forme. Par
conséquent, pour u = PN, on a :

—Jy =12, ¥)  sur {z =0} x (0,T), (3.3a)
Ju = 7w, ¥, V) sur {x =1} x (0,7), (3.3b)
ot V est un potentiel appliqué donné (ici nous ne considérons que le cas potentiostatique)

et r0 et rl sont des fonctions linéaires et croissantes par rapport a u. Plus précisément, du
fait des réactions électrochimiques aux interfaces, nous avons pour u = P, N :

ro(s,x) = Bo(z)s — o (x), (3.4a)
rl (s,z,V) = B}L(V —x)s — vi(V —x), (3.4b)



ot les fonctions (8%)i01, (V.)i=o,1 sont données. Celles-ci dépendent de beaucoup de pa-

rameétres : les coefficients d’interface cinétique (mi, k;,)i—o,1, les coefficients de transfert

(al,,b!)i=0,1, 'occupation maximale pour les cations octaédriques dans le réseau hote

P et la densité d’électrons d’état dans le métal N™™**. Pour u = P, N, les fonctions
(BL)i=0.15 (74,)i=0,1 sont données par :

Bl (x) = m! emublur kiez"aix, 1=0,1, (3.5a)

u

Vo(x) = mgum”e_z“ng, Ye(x) = kiummezwix. (3.5b)

Dans tout le chapitre nous supposerons que les coeflicients cinétiques d’interface et les
coefficients de transfert sont des constantes données vérifiant :

m? k0 ml k!l >0, pour u=P,N, (3.6)

ur u) ur u

al b9, al bl e [0,1], pour u = P, N. (3.7)

ur U u Cu

On suppose également que pp; ne dépend pas de x et que
3pmat — N™AT 4 ppp = 0. (3.8)

En effet, dans les applications (voir [18]), le scaling du modéle conduit & pp; = —5, P = 2
et N =1, de sorte que la relation (3.8) est satisfaite.

Les conditions aux limites pour I’équation de Poisson prennent en compte le fait que le
métal comme la solution peuvent étre chargés puisqu’ils sont respectivement des conduc-
teurs électronique et ionique. Une telle accumulation de charges induit un champ électrique
donné par la loi de Gauss. Ces accumulations dépendent de la différence de potentiel a
I'interface donnée par la loi usuelle d’Helmholtz qui relie la différence de potentiel a la
capacitance. Les paramétres AUH™ et AUY* sont les différences de potentiel correspon-
dant & la non accumulation de charges respectivement dans le métal et dans la solution.
Finalement, les conditions aux limites pour le potentiel électrique sont données par :

U — a0, U =AUH* sur {z =0} x (0,7), (3.9a)
U+ a0, 0 =V — AU sur {z =1} x (0,7), (3.9b)

oll a et a1 sont des paramétres positifs sans dimension venant du scaling utilisé.
Le systéme est complété de conditions initiales données dans L*(0,1) :

u(z,0) = u’(x), pour u= P,N. (3.10)
De plus, nous supposons qu’elles vérifient :
0 <u’ <u™? pp.sur(0,1), pouru= P,N. (3.11)

Dans toute la suite du chapitre nous noterons (P) le modeéle de corrosion donné par (3.1),
(3.4), (3.5), (3.9) et (3.10).
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3.2 Existence de solutions

En collaboration avec C. Chainais-Hilliairet, nous avons montré dans [50], I'existence
de solutions faibles bornées pour le modéle de corrosion (P). Le résultat obtenu est le
suivant :

Théoréme 3.1. Supposons que les conditions (3.6), (3.7), (3.8) et (3.11) soient vérifiées.
Supposons de plus que :

1

% (1 + log (apkPap)) < AT < o (1 + log (aX kX)), (3.12a)
P N
—b% (1 +1log (bympyar)) < AW < 3% (1 +log (bpmpay)) . (3.12b)
N P

Alors le probleme (P) admet une solution faible (N, P,¥) définie par :
e P, NeL*([0,T] x (0,1)) n L?%(0,T; H'(0,1)) pour tout T > 0,
e Ue L2(0,T; H(0,1)) pour tout T >0

et, pour u = N, P, Vp e L*(0,T; H'(0,1)),

Tr1 1 Tl
— 5UJ J ulppdrdt — €uf uo(x)(0, z)dx — J f (—0pu — 2u0 V) Oppdadt
0Jo 0 0Jo

T
n jo [(BL(V = (t, D)u(t, 1) — AL (V — (¢, 1)) 9(t, 1)
+ (62(\11(7570))11’(1;7 0) - 72(\1’@70))) So(tv 0)] dt =0, (313)

T r1 T )\2
¥ f J 0y Udpdudt — J XV W 1) — AV ol 1)dt
0Jo 0 ™

T )\2 Trl
+ J o (U(t,0) — AUF) ©(t,0)dt = f f (3P — N + pni)pdzdt. (3.14)
0 0 0JO

De plus les densités N et P vérifient pour tout t € [0,T] et x € (0,1) :
0< P(t,z) <P™, 0<N(t,z) < N™. (3.15)

La démonstration de ce résultat repose sur ’existence d’une solution pour le schéma
semi-discrétisé en temps associé au probléme, puis & l'obtention d’estimations a priori
permettant de passer & la limite. Plus précisément, le schéma semi-discret en temps que
nous considérons est le suivant. Nous introduisons (¢ )o<k<rx une subdivision de U'intervalle
en temps [0,7] pour T fixé. Le pas de temps est noté dans la suite At (At = T/K) et
nous avons tr = kAt pour tout 0 < k < K. En posant comme condition initiale :

PY = Py, N° = Ny, (3.16)
pour tout 0 < k < K — 1, nous considérons le systéme :

—\20,, U = 3P% — N* 1 pp;, dans (0,1), (3.17)
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At

avec : u = P, N. Il est complété par les conditions aux bords :

(uk+1 _ uk) + 0,08 =0, JF =0, — 20" 10, Uk dans (0,1), (3.18)

Uk — g0, TF = AU en z =0, (3.19a)

TF 4 010, T% =V — AP en 2 =1, (3.19b)

—JkF = YRkt —A0(WR) en =0, pour u = P, N, (3.20a)

JE =gl (v —O*)uft AL (V —TF) en 2 =1, pour u = P,N. (3.20Db)

Pour ce systéme semi-discret, nous pouvons montrer le résultat suivant donnant ’existence
d’une unique solution.

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses du théoréme 3.2, le schéma semi-discret (3.16)—(3.20)
admet une unique solution faible ((UV*)o<p<r—1, (P*, N¥)o<r<r) avec ¥F e HY(0,1) pour
tout 0 < k < K —1 et P*,N¥ e H'(0,1) pour tout 1 <k < K.

Pour démontrer ce théoréme, nous commengons par remarquer que le sytéme (3.17)-
(3.20) est découplé. En effet, connaissant u* (pour u = N, P), ¥* est définie comme
la solution du probléme (3.17), (3.19) dont I’équation (3.17) est une équation elliptique
classique. De ce fait si le terme de droite est dans L2(0, 1) alors en utilisant une équivalence
de norme dans H'(0,1) et, en appliquant le théoréme de Lax-Milgram & la formulation
variationnelle associée, on peut facilement montrer I'existence d’une unique solution ¥* e
H'(0,1). L’injection de H'(0,1) dans C°([0, 1]) permet de donner un sens aux conditions
aux limites (3.20). Alors W¥ étant connu, u**! (pour u = N, P) est obtenu comme la
solution du systéme (3.18), (3.20) dont 1’équation (3.18) est une équation de convection-
diffusion. En utilisant le changement de variable de Slotboom, on transforme celle-ci en
une équation elliptique classique pour laquelle on peut a nouveau montrer I’existence d’une
solution & la formulation variationnelle associée.

Grace au probléme semi-discret (3.16)-(3.20) et au théoréme 3.2, nous pouvons définir
une solution approchée du modéle (P) constante par morceaux en temps. Elle est notée
(Pat, Nat, Uat) et est définie par :

Pay(t,z) = P¥(x), Na(t,x) = N*(2),Y(t,z) € (tp_1,tx] x (0,1),¥1 < k < K, (3.21a)
Wty z) = U Y(a),Y(t, x) € (ty_1, ] x (0,1), V1 < k < K. (3.21b)

Le but est ensuite de montrer que lorsque At tend vers 0, la suite de solutions approchées
(Pat; Nat, Uat)ae tend vers (P, N, V) vérifiant (3.13)-(3.14). Pour ce faire, nous commen-
gons par montrer des estimations a priori : des estimations L® pour Na; et Pay, et, des
estimations L?(0,T, H'(0,1)) pour Wa;, Na; et Pas. En introduisant ensuite un opéra-
teur de décalage, nous montrons des estimations sur les translatées en temps. Enfin, en
utilisant des arguments de compacité a la Aubin-Simon (voir [124]), nous établissons les
convergences suivantes :
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Proposition 3.1. Supposons les hypothéses du théoréme 3.2 wvérifiées. Soit
(Pat, Nat, Wat)ar une suite de solutions approchées donnée par le schéma semi-discret
(3.16)-(3.20) et (3.21). Alors, il existe

(P,N)e L*([0,T] x (0,1)) n L*(0, T, H'(0,1)) et ¥ € L*(0, T, H'(0,1)),

tels que, a une sous-suite pres, lorsque At — 0 :

Uay — U fortement dans L?(0,T;C([0,1])),

upny — u fortement dans L*(0,T;C([0,1])), pour u = N, P,
Opups — Ozu faiblement dans L*(0,T; L?(0,1)), pour u = N, P,
0: VU — 0,V faiblement dans L*(0,T; L?(0,1)).

Des arguments classiques permettent d’obtenir que la limite (P, N, ¥) vérifie (3.13)-
(3.14). Les estimations (3.15) sont une conséquence directe du passage a la limite dans les
estimations a priori L® obtenues pour Na; et Pag.

Remarque 3.1. [l est a noter que les hypothéses (3.12) sur les paramétres du modeéle n’ont
pas de sens physique. En effet, elles relient les paramétres (at, b, mt, ki pour u = N, P
et i =0,1) venant de la cinétique des réactions chimiques avec les parameétres (o, AW
pouri = 0,1) donnés par la physique du probléme. Il est tout de méme possible d’ajuster les
paramétres de sorte que ces conditions soient satisfaites mais elles ne le sont pas toujours
(voir par exemple les cas tests proposés dans [17]). Ces hypothéses sont mathématiquement
nécessaires dans la démonstration du théoréme 8.2, puisqu’elles permettent d’assurer des
propri€tés de négativité de certaines fonctions sur toute la droite réelle. Notons cependant
qu’elles pourraient étre un peu reldchées puisque pour la démonstration seules des propriétés

de négativité en certains points, et non sur toute la droite réelle, sont requises.

3.3 Convergence d’un schéma volume fini

En collaboration avec C. Chainais-Hillairet et P.L. Colin nous avons utilisé les mémes
idées que celles présentées dans la section précédente pour montrer la convergence d’un
schéma complétement discret [48]. Celui-ci correspond & une discrétisation Euler implicite
en temps et volumes finis en espace ou les flux de convection-diffusion sont approchés
par des flux de Scharfetter-Gummel. De plus, bien que le résultat de convergence ne soit
obtenu que pour € > 0, nous montrons numériquement que le schéma présenté préserve
I’asymptotique dans la limite € tend vers 0. Rappelons que ce paramétre intervient dans
I’équation sur NV devant le terme de dérivée en temps.

Comme dans la section précédente, nous introduisons (tx)o<k<x une subdivision de
I'intervalle en temps [0, 7] pour T fixé. Le pas de temps est noté dans la suite At (At =
T/K) et nous avons t;, = kAt pour tout 0 < k < K. Nous introduisons également 7 une

subdivision de l'intervalle [0, 1] constituée d’une famille de sous-intervalles <wi_ 1,1 )
2 2
ouie [1;1] et
0=y <30 <+ <Ty_12 <Try12 = 1.



xz; + T
Nous définissons x; = w, pour i € [1;I] et xg = 219 = 0, T141 = X141 = 1.

De plus, nous posons :

h; =z, T 1 Vie [1;1],

1 —
+§ K3

hH%:xiH—xi, Vie [0;I].

La taille de la subdivision est donnée par : h = max{h;,7 € [1;I]}. Le schéma que nous
avons considéré est le suivant : pour i € [1;I], k € [0; K — 1], et u = N, P,

2 <d\pfﬁ - d@fj}) y (3Pf+1 — NRHL 4 phl> , (3.22a)
2 2
utt —uf k+1 k+1
P A _ _
€uhz At + ./—"u72.+% fu,i—% =0. (322]3)

Les flux numériques sont définis pour ¢ € [0; I] par :

k+1 k+1
_ \IliJrl B \IIZ

dghtl = 4L v (3.23a)
z+% hi+%
B <zuhi+%dxyfj£> W1 B <_zuhi+édxlffj§> ub il
k1 = : (3.23D)
’U,,Z+§ h

i+

N

ou B est la fonction de Bernoulli :

B(x) = ef_l, ¥z £0 et B(0)=1.

Le schéma est complété par les conditions aux limites discrétes suivantes : pour k € [0; K —

1],

Uyt — agdWith = AU, (3.24a)

Wi+ ad Wy =V — AU, (3.24D)

_]-‘521 = 80 (‘I’ISH) uftl — 40 (\I’ISH> 7 (3.240)
Furey =B (V - ‘I”?ﬁ) uit — (V -vit), (3.24d)

et par la condition initiale : pour i € [[1; I,
1 %+
ud = J 2 u’(z) dz. (3.25)
hi T, 1
)

Le schéma (3.22)-(3.25) sera noté dans toute la suite (S).
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Remarque 3.2. Prendre B comme étant la fonction de Bernoulli dans la définition des
flux conduit & une approrimation de Scharfetter-Gummel des flux de convection-diffusion.
Ceuz-ci ont été introduits par I1l’in dans [92], et, Scharfetter et Gummel dans [123], pour
la stmulation numérique du systéme de dérive-diffusion utilisé dans la modélisation des
semiconducteurs. Lazarov, Mishev et Vassilevsky dans [105] ont établi qu’ils permettent
d’obtenir une approrimation d’ordre 2 en espace. Le caractére dissipatif du schéma de
Scharfetter-Gummel associé a une discrétisation Euler implicite en temps a été démontré
dans [84] et dans [56]. La propriété principale de ces flux est qu’ils préservent généralement
les états stationnaires.

Dans [17], lexistence de solutions pour le schéma (S) a été démontrée sous des hy-
pothéses analogues a celles utilisées pour le résultat d’existence du modéle continu donné
dans la section précédente dans le cas € > 0. Nous avons étendu celui-ci au cas € = 0.
L’existence de solution au schéma étant établie, nous pouvons définir une solution appro-
chée constante par maille. Pour une subdivision 7 de taille h donnée et pour un pas de
temps At fixé, nous définissons, pour w = N, P ou ¥,

I
wy = lefﬂ(xuwmm) + Wkl gy + wh 1 Lgumyy, for ke [0; K], (3.26)
1=
K-1
Wh At = Z wz+1ﬂ[tk7tk+l)- (3.27)
k=0

Pour une suite de subdivisions et de pas de temps (Tm, Aty )m telle que Ay, — 0 et
At,, — 0 lorsque m — 400, nous pouvons définir une suite de solutions approchées
(Pms Ny ¥in)m avec Wy, = wp,, A, pour w = P, N ou W. Il est alors possible de démontrer
la convergence d’une telle suite vers une solution faible du modéle (P).

Théoréme 3.3. Soit ¢ > 0, ag > 0, oy > 0. Supposons (3.6), (3.7), (3.8), (3.11), (3.12)
vérifiées. Alors, il existe PN et W e L?(0,T; H'(0,1)) telles que,  une sous-suite prés,
lorsque m — 40,

P, — P fortement dans L*(0,T; L*(0,1)),
Ny — N fortement dans L*(0,T; L*(0,1)),
U,, » U fortement dans L*(0,T; L*(0,1)),

ot (P, N,¥) est une solution faible de (P) au sens de la définition donnée dans le théoréme
3.1.

La démonstration de ce résultat est basée sur des arguments classiques de compacité
pour lesquels il faut démontrer au préalable des estimations sur la solution approchée.
A cause des conditions aux limites particuliéres du probléme, des résultats supplémen-
taires de convergences des traces doivent étre utilisés. Ils sont obtenus en suivant les idées
développées dans [34].

Bien que le théoréme de convergence ne puisse étre démontré que pour € > 0, nous
avons également regardé numériquement le comportement du schéma lorsque € tend vers
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0. Pour cela nous avons utilisé un cas test proche d’un cas réel donné dans [17]. Dans le cas
test utilisé, le potentiel V' correspond & un potentiel appliqué. Les valeurs des paramétres
que nous avons utilisées sont présentées dans le tableau 3.1. Notons que les choix faits

Mol a | an | P | N RS R | kR | R
1.1107%[ 0177 [0.089] 2 | 1 [10°]107'%[ 10" [26.8

m?; ‘ m?v ‘ m}; ‘ m}v ‘ a?; ‘ a?v ‘ b(}g ‘ b(])v ‘ a}D

0 |145107*] 10° | 268 [ 05 [05] 05 | 05 | 0.5

| bp [ Oy [AW AWV | g |

05 | 05 | 05 [-086| 0 [05| —5 | \

TABLE 3.1 — Table des valeurs des paramétres.

permettent de vérifier toutes les hypothéses a l'exception de l'inégalité de droite dans
(3.12b). Cependant nous avons pu observer que numériquement les bornes L* données
dans (3.15) sont tout de méme satisfaites tout au long de la simulation. Nous nous sommes
intéressés aux erreurs L? en espace et en temps pour différentes valeurs de . Pour ce faire,
la solution exacte n’étant pas accessible, nous avons calculé une solution de référence sur
grille fine (Az = 1/4000 et At = 1079). L’état stationnaire étant trés vite atteint, les
simulations numériques ont été arrétées a T = 1073, Les résultats numériques obtenus par
P.L. Colin ont montré que l'ordre de convergence du schéma était bien celui attendu (2 en
espace et 1 en temps) et ce quelque soit les valeurs de e choisies (y compris pour € = 0).
Je présente en figure 3.1, les courbes de I'erreur L? en espace au temps final en fonction
des valeurs de ¢, et ce, pour différentes valeurs du pas de temps. Elles illustrent clairement
que le schéma préserve 'asymptotique € — 0.

(a) Erreur L? pour N (b) Erreur L? pour P (c) Erreur L? pour W
. [e&ar=1/20
©A-1/20 10 fg-ar = 1/50
lBar=1s0 ——At=1/320
107 ——At = 1/320 At = 1/1280)
=¥=At = 1/1280)
10 “\

L2 error
3
=3
i
L2 error
J G

L2 error

FIGURE 3.1 — Erreur L? en espace au temps final 7 = 1072 sur les densités et le
potentiel électrique en fonction des valeurs de ¢ et pour différents pas de temps.

L’étude théorique de 'asymptotique € — 0 a été réalisée dans la thése de P.L. Colin
[60]. Le systéme considéré est le systéme de dérive-diffusion avec conditions aux limites de
Dirichlet-Neumann.






Chapitre 4

Construction de conditions aux
limites appropriées

Ce chapitre est consacré a la présentation de trois travaux concernant la construction
de conditions aux limites pour la simulation numérique de trois problémes physiques dif-
férents. Dans un premier temps, nous verrons comment obtenir des conditions aux limites
appropriées pour un modéle macroscopique lorsque celui-ci est vu comme la limite hydro-
dynamique d’'un modéle cinétique pour lequel les conditions aux limites sont bien connues
[24]. Dans un second temps, nous nous intéresserons a la construction de conditions aux
limites adaptées a la simulation numérique d’un probléme posé en domaine non borné

27, 31].

4.1 Du microscopique vers le macroscopique :
un modeéle de charge et décharge de satellites

Un satellite évolue dans le plasma atmosphérique et interagit avec lui. Ces interac-
tions complexes, dues aux différentes propriétés des diélectriques a la surface du satellite,
peuvent induire 'apparition d’importantes différences de potentiel et ainsi produire des
arcs électriques. Ces phénomeénes sont & 'origine d’importants dommages irréversibles sur
les dispositifs internes ou les panneaux solaires du satellite. Par conséquent, la prévention
de 'apparition de charges excessives a motivé une recherche intense en ingénierie spatiale
afin d’obtenir des procédures efficaces de simulations numériques (voir [111, 58, 121]).

Le modéle initial est clairement basé sur les équations de Vlasov- Maxwell- Boltzmann
(ou Fokker-Planck) qui décrivent a la fois le mouvement des particules chargées et les
variations des champs électro-magnétiques. Le systéme non linéaire d’EDP est complété par
des conditions aux limites adéquates sur la surface du satellite et des conditions d’équilibre a
I'infini. Le phénoméne de charge est précisément gouverné par les conditions aux limites a la
surface du satellite pour les champs électro-magnétiques et les densités. Leurs expressions,
qui comportent les propriétés des diélectriques a la surface, rendent le probléme vraiment
non standard. De plus, tenir compte des caractéristiques du plasma environnant peut
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permettre de réduire la complexité du modéle. Il existe donc une hiérarchie de modéles
possibles.

L’environnement le plus étudié est relié aux Orbites GEostationnaire (GEO) qui per-
mettent plusieurs simplifications basées sur des considérations asymptotiques. Dans ces
orbites, le plasma peut-étre considéré comme non collisionnel. De plus, la longueur de De-
bye est grande et I’évolution des particules chargées se fait dans une échelle de temps plus
grande que celle de I’évolution du potentiel électrique & la frontiére. On peut donc décrire la
charge d’un satellite en GEO par les équations stationnaires de Vlasov-Poisson complétées
par des conditions aux limites adaptées. Nous renvoyons a [54] pour une introduction a ce
modele. Le modéle est également souvent utilisé dans les codes GEO [52, 58, 53, 29].

En collaboration avec C. Besse, S. Borghol, J.P. Dudon et T. Goudon, nous nous
sommes intéressés au cas des orbites basses terrestres (Low Earth Orbit, LEO) i.e. une
altitude de 100 a 2000 km (au lieu de 36000 km pour GEO). Comme le plasma y est plus
dense avec un libre parcours moyen plus petit, I'utilisation de modéles hydrodynamiques
devient raisonnable, au moins pour une premiére approximation. Ceci est intéressant d’un
point de vue numérique puisque cela permet de réduire le nombre d’inconnues. Le modéle
obtenu correspond aux équations d’Euler qui doivent étre complétées par des conditions aux
limites appropriées. Leur obtention est un probléme délicat di & deux grandes difficultés :
le systéme étant hyperbolique, on ne doit prescrire que les flux entrants, et, nous devons
prendre en compte la formation d’une couche limite due au fait que les flux cinétiques
entrants peuvent étre loin de 1’équilibre thermodynamique.

Pour étudier cette question, nous nous sommes placés dans un cadre simplifié (1-d et
unipolaire) et avons considéré 'equation BGK satisfaite par la fonction de distribution
des particlues F(t,z,v) = 0 avec (t,z,v) respectivement les variables de temps, espace et
vitesse :

1
O F +vo, F = — (MU(M) — F) , (t,z,v) € (0,00) X (—w,w) x R. (4.1)
T
Dans cette équation U = (p, u, ) est donné par les moments de F' :
p= f Fdv, pu = J vFdv, pu® + pf = f |v|2Fdv,
R R R

et la Maxwellienne M;;(v) par :

_ P s
MU(U)—meXp( 59 )

L’équation (4.1) est complétée des conditions aux limites :
R (t, —w,v) = ®C(t,v) pour v > 0, Y"F(t,w,v) = &P (t,v) pour v < 0, (4.2)

oll ¥"¢ est I'opérateur de trace entrante et ®, L des fonctions données respectivement
sur les bords gauche et droit du domaine en espace. La limite hydrodynamique associée a



(4.1) est donnée par les équations d’Euler :

Orp + 0z(pu) =0, (4.3a)
s (pu) + 0z (pu? + pf) = 0, (4.3b)

2 2
O (W) + 03;(('0; + 2;}9) u) =0. (4.3c)

La question était donc : comment définir les conditions aux limites pour p,u et 6 afin de
mimer la condition aux limites cinétique (qu’il s’agisse d’un terme source ou d’un opérateur
de réflexion ou les deux) ? La méthode que nous avons utilisée est inspirée des travaux sur
la décomposition de domaine de F. Coron, F. Golse et C. Sulem dans [61] et C. Bardos,
F. Golse et Y. Sone dans [15] et permet d’obtenir des conditions de type Maxwell pour les
quantités fluides. Je vais commencer par faire quelques rappels sur la théorie bien établie
qui existe dans le cas linéaire, puis, je montrerai comment nous nous en sommes servis
pour construire les conditions aux limites dont nous avions besoin.

Linéarisation des équations et analyse de couche limite
Considérons un état donné p, > 0, us € R et 0, respectivement des densité, vitesse et
température. Notons My, la Maxwellienne associée donnée par :

* UV — Ux 2
My, (v) = P exp (_|29|> )

et posons, en supposant que les fluctuations restent petites,

F =My, (v)1+0f(t,x,v)).

La fluctuation f satisfait alors :

1
of +v0uf = Lo S, (4.9
f|t:0 = flnita (45)
et les conditions aux limites :
A f(t, —w,v) = B (¢, v) pour v > 0, Y"Cf(t,w,v) = TP (t,v) pour v < 0, (4.6)

avec W = ®/ /My, — 1 pour j = G ou j = D, et Ly, l'opérateur de BGK linéarisé.
Lorsque 7 tend vers 0, Ly, (f) tend vers 0 et donc f tend vers la Maxwellienne infini-

tésimale : B )
mm@mmf‘i*]t;“a+£;<@;fd"Q’
ou p, u, 6 satisfont les équations d’Euler linéarisées :
Otp+ pxVig - U+ Ui - Vyp =0, (4.7a)
am+(u-vga+vﬁ+f3v¢=0, (4.7b)

*

040 + uy - Vol + 20,V - i = 0. (4.7¢)

o1
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Classiquement, sont associés a (4.4)-(4.6), une entropie linéarisée :
fr | 1P,
R
et son flux d’entropie correspondant :
P:U— f v|g|2MU*dv|g:mU.
R

Notons que le noyau de l'opérateur Ly, (correspondant & l’ensemble des Maxwelliennes
infinitésimales) peut étre décomposé de la fagon suivante :

Ker(Ly,) = AT@®@ A~ @ A°,
avec .
AT = Vect{xx / P(xx) > 0}, A~ = Vect{xy / P(xx) < 0},A” = Vect{xs, / P(xx) = 0},

ol les vecteurs xj sont donnés par :

v

5

3

il
o) = 5 (V8 = )
(-

On a de plus :

P(x1) = pa(tx + i)y P(X0) = patin; P(X2) = pu(us — c4),

ol ¢, est la vitesse du son (¢, = /30, en 1-d). La signature de P permet donc d’obtenir
le nombre de valeurs propres positives, négatives ou nulles de la matrice associée a (4.7)
(celles-ci étant en effet données par : u, — ¢4, ux €t ux + ¢4), et donc, d’obtenir ainsi le
nombre de conditions aux limites & imposer.

En procédant & une analyse de couche limite du probléme linéaire, on obtient que f
peut s’écrire sous la forme :

ftxv) =mg 5000 + GY(t, (x + w)/T,v) + GP(t, (w — z)/7,v) + r(t,z,0),

oll 7 est un reste supposé petit lorsque 7 tend vers 0, et ot G&, G sont les correcteurs
de couche limite définis & partir du probléme de demi-espace suivant :

(4.8)

v0,G = Ly, G, pour z >0, veR,
G(0,v) = Sg pour v > 0.



Comme loin du bord, les correcteurs ne doivent pas avoir d’influence (puisqu’on est alors
en dehors de la couche limite), la solution du probléme (4.8) doit vérifier : G(o0,v) = 0. Par
le théoréme 1.7.1 de [61], il existe une application linéaire telle qu’a toute donnée entrante
Sg elle fasse correspondre mq, € Ker(Ly, ), la limite lorsque z tend vers U'infini de 'unique
solution G du probléme de demi-espace (4.8). Notons que comme my, € Ker(Ly, ), elle peut
étre décomposée selon AT@A~@AL. Ceci permet de définir les conditions aux limites pour
les fluctuations macroscopiques.

Dans notre cas, nous avons un bord gauche et un bord droit pour lesquels les conditions
aux limites ne sont pas les mémes. A gauche, GE(t, z,v) est la solution G(t, z,v) de (4.8)
avec :

Sa(t,v) = \I’G(ta v) — M (5,a.,0)(t,—w) (v).

A droite, GP(t, z,v) est la solution G(t, z,v) du méme probléme avec cette fois :
SG(ta v) = \I’D(t: —v) — m(ﬁ,@é)(t,w)(_v)-

Dans les deux cas, les conditions aux limites nécessaires sont données par la détermination
de I’état asymptotique mq, associé a la donnée entrante Sg. Il est cependant plus intuitif de
décomposer myg; en une partie entrante et une partie sortante. La premiére est directement
prescrite par le fluide et la seconde doit étre imposée comme une condition aux limites
pour compléter le systéme d’Euler. A gauche (resp. a droite), la partie sortante est donnée
par m_ (resp. my), et la partie entrante par m_ (resp. m_). En définissant G comme la
solution du probléme de demi-espace dont la donnée entrante est W& —m_ (resp. WP —m ),
my (resp. m_) est alors obtenue par G(z,0) = my (resp. G(z,00) = m_).

Schéma volume fini et traitement des conditions aux limites

Le but ici est de définir les conditions aux limites adaptées pour la simulation numé-
rique du systéme d’Euler (4.3). Pour valider notre procédure de construction, nous avons
comparé les résultats obtenus pour le modéle d’Euler avec ceux obtenus par la simulation
numeérique du probléme (4.1)-(4.2) complétée d’une condition initiale. Pour ce dernier le
schéma utilisé est un schéma de splitting de Strang. Il est & noter que pour capturer les
effets microscopiques nous devons respecter la contrainte At, Ax << 7, ce qui est bien sfir
trés cotiteux dans la limite 7 tend vers 0. Voyons maintenant le schéma numérique choisi
pour le modéle d’Euler et la construction des conditions aux limites associées.

Dans toute la suite nous notons % = (p, pu, pu?/2 + pf/2) le vecteur des quantités
conservées. Pour tout i € {1,...,I}, nous définissons C; = (—w + (i — 1/2)Az, —w +
(i + 1/2)Az) la cellule centrée en z;. De méme, les cellules du bord sont définies par
Co = (—w,—w + Az/2) et Cr41 = (w — Az/2,w). On note %" lapproximation de
~ SCZ_ % (nAt,x)dx la valeur moyenne de % (nAt,x) sur la cellule C;. En intégrant les
équations (4.3a)-(4.3c) sur une cellule (nAt, (n+1)At) x C; on obtient le schéma numérique
suivant : At

%nﬂ —U" = N ( 6711/2 - 33¢”-1/2>a
ol 9’,&1/2 est une approximation du flux a l'interface x = —w + (i + 1/2)Az a I'étape n.
Dans le cas le plus simple, cette approximation est obtenue par les inconnues des deux
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cellules voisines (voir [88, 107])

gﬁrlm = F(%

n TL)
(A °

it+1

Nous avons choisi de travailler avec des flux de Godunov (voir par exemple [107, Chapitre
15]) pour les cellules intérieures (correspondant a i € {1,...,I}) puisque le schéma est un
schéma & trois points seulement. Bien stir des schémas plus sophistiqués peuvent également
étre utilisés. La question est maintenant de définir les flux aux bords (c’est-a-dire pour i = 0
eti=1+1).

En fait cette question contient deux difficultés. La premiére consiste & effectuer ’analyse
de couche limite dans le cas non linéaire et & obtenir ainsi les conditions nécessaires dans le
régime fluide a partir de (4.2). La seconde difficulté tient au fait que le probléme de demi-
espace sous-jacent est en général numériquement non abordable puisque sa résolution est
aussi cotliteuse que celle du probléme cinétique. Nous avions donc besoin d'une procédure
d’approximation supplémentaire. L’approche que nous avons proposée est basée sur la
théorie linéarisée précédente. Cela présente I’avantage d’offrir un cadre de travail "propre"
et une facon naturelle de déterminer le nombre et la nature des conditions aux limites
nécessaires pour (4.3).

Je ne donne ici la procédure utilisée que pour le bord gauche, celle pour le bord droit
étant la méme (en changeant le signe de la variable de vitesse et en adaptant la définition
des caractéristiques entrantes et sortantes). On commence par linéariser autour d’un état
d’équilibre global U,. Le nombre de conditions aux limites nécessaires est alors entiérement
déterminé par cet état référence. Si uy — ¢, > 0, il y a 3 caractéristiques entrantes et nous
avons donc besoin de 3 conditions aux limites. Si u, > 0 > u, — ¢y, il y a 2 caractéristiques
entrantes et une sortante, nous avons alors besoin de 2 conditions. Si us + Cx > 0 > uy, il y
a 1 caractéristique entrante et 2 sortantes, nous avons alors besoin d’une seule condition.
Enfin si u, + ¢ < 0, il n’y a aucune caractéristique entrante et nous n’avons donc pas
besoin de condition aux limites.

En utilisant ’analyse de couche limite présentée précédemment et la condition de Max-
well [113]

U G(0,v) = G(oo,v) = 0,

ol v°¥ est 1'opérateur de trace sortante, on obtient la procédure suivante. Le flux au bord
est donné par :

1 1
Fog = J vl v @G(v)dv + f v| v (1 + mpq) My, dv,
v>0 02/2 v<0 1}2/2

avec mpg = my + m—_ ou la Maxwellienne infinitésimale m_ est la projection sur A~ de la
fluctuation par rapport a ’état référence; et ou m, est définie ainsi :
e dans les cas non dégénérés, m, est la solution du probléme de minimisation sous

contrainte :
1 1 2
inf J vl v (\IIG—m_)(v)MU*(v)dv—J v v |my(v)My, (v)dv
myeAt|Jy>0 2 v>0 2

v v



e dans le cas dégénéré u, = 0, nous appliquons la procédure en trois étapes suivantes :
— Etape 1 : Résolution de :

LOU ( ig > (TC — m_)(v) My, (v)dv = LOU ( ig ) s (0) M, (0)do.

— Etape 2 : Calcul de K et K’ données par :

Lov < 2“’) ) (UC — m_)(0) My, (v)dv + LOU ( 2“’) )ﬁu(v)MU*(v)dv - < g, > .
— Etape 3 : Résolution de :

JRU< M) >m+(v)MU*(v)dv - ( ? ) .

Cette approche fournit des résultats satisfaisants mais son applicabilité reste trés limi-
tée. En effet, & cause des données entrantes, la solution de ’équation cinétique peut-étre
déviée loin de I'état référence. En particulier, il peut arriver que proche de la frontiére, le
flot change de type c’est-a-dire que le nombre de caractéristiques entrantes et sortantes
change. L’approche totalement linéarisée, que nous avons appelée la linéarisation globale,
ne peut pas capturer de tels phénoménes et produit donc des résultats faux en temps long
(voir les figures 4.1 et 4.2).

Nous avons donc adapté les idées ci-dessus en raisonnant localement. Connaissant 1’ap-
proximation numérique U¢ = (pg,ug, 08), la premiére étape consiste 4 définir un état de

2
référence adéquat. Pour 0 < v < 1, nous approchons Ar SCO U((n + v)At,y)dy par une
x

interpolation linéaire et nous posons U, = U™ + v(U™ — U™ !). Nous considérons alors
I'inconnue dans la cellule de bord comme une perturbation de 1’état référence (c’est-a-dire
Ug = Us + Ufiue), et, nous construisons les flux aux bords comme précédemment. Nous
avons appelé cette approche la linéarisation locale.

La figure 4.1 présente les résultats obtenus via les simulations cinétique et hydrodyna-
mique pour les deux types d’approche (linéarisation globale et locale). Dans les simulations,
nous avons choisi (p!™, u!™ 91"ty = (p,, uy, 0,) = (1,0.1,1), T = 0.1 comme temps final,
7 =103 et ®¢ = ®P = 0 a la frontiére. On voit clairement sur la figure que la linéa-
risation locale donne de meilleurs résultats que la linéarisation globale. Ceci est normal,
puisque, comme illustré dans la figure 4.2, la signature change trés vite a droite comme &
gauche ; et la linéarisation globale ne peut pas s’adapter a de tels changements.

Résultats numériques
Un cas test intéressant que nous avons regardé est celui de la simulation du phénomeéne
d’évaporation/ condensation. Ce probléme est présenté en détail dans [125, 126, 7|. Les
données entrantes sont deux Maxwelliennes avec des quantités macroscopiques différentes :

G 2 D 2
p |v] D_ P vl

@G—iwexp<——> o ziwexp(——) 4.9
\/2m0G 205/ £/ 276D 2608 (4.9
ot p§, 0$ peuvent étre différents de p2, O . Nous avons pris comme donnée initiale soit un
état constant (plnit,ulnit, Hlmt) qui peut ne pas étre a ’équilibre avec la donnée entrante,

soit un profil discontinu. Pour I’équation cinétique la donnée initiale est la Maxwellienne
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obtenue a partir des données initiales fluides. Bien siir, le code doit préserver les équilibres :
pour (pMit oMt ginity — (oG 0 9G) = (pP 0,62), la solution doit rester constante. Bien
que je ne présente pas de figures, nous avons bien str vérifié que c’est bien le cas, 'erreur
étant donnée par celle commise lors du calcul des intégrales. Nous avons également obtenu
les mémes résultats si la vitesse de référence n’est pas nulle.

Dans les figures 4.3, 4.4 et 4.5, nous avons comparé les résultats de la simulation ciné-
tique avec ceux de la simulation hydrodynamique pour (pR, ul D) = (pMnit oMt ginity —
(1,0,0.5), et différentes valeurs de (p$, 0S) # (p™*, ™). Notons que pour les simulations
cinétiques nous avons pris 7 = 1073, On peut voir sur ces figures, une bonne correspon-
dance entre les simulations cinétique et hydrodynamique. La définition des flux numériques
est capable de capturer ce qui se passe a la frontiére. Notons que le modéle cinétique pro-
duit des termes de diffusion, typiquement de la taille (7) : en temps long cet effet devient
sensible. Cependant utiliser des valeurs de 7 plus petites nécessitent un effort numérique
bien plus important, la taille des maillages en temps et en espace devant étre petite com-
parativement a 7.

Density Velocity Density Velocity
1 1 1 1
0.9 ’ 0.9
] /
08 ! 05 08 05
2o07f ] 1 o 207 = 9
06/ V 0.6
; . 7
05 05y, 05 -05
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -05 0 05 -05 0 0.5
X X X X
Pressure Temperature Pressure Temperature
1 1 1 1
0.8 \ 0.8 / L 0.8 0.8
\
L 06 ] <06 \ .08 <06
4 \ / !
0 K . 0.4f ¢ v 04 0.4
02}/ ' ! | 02
0.2 0.2
-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -05 0 05 -05 0 0.5
X X X X

FIGURE 4.1 — Linéarisation globale (figures de gauche) et linéarisation locale (figures
de droite) dans le cas (p., us, 0,) = (1,0.1,1), temps final T' = 0.1 et ¢ = &P =0
(la ligne pointillée représente la simulation cinétique et la ligne continue la simulation
hydrodynamique).
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Evolution of the eigenvalues at the left boundary

Evolution of the eigenvalues at the right boundary
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FIGURE 4.2 — Evolution des valeurs propres a gauche et a droite pour la méme
simulation que celle de la figure 4.1
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FIGURE 4.3 — Probléme d’évaporation/condensation : simulation cinétique (ligne
pointillée) et simulation hydrodynamique (ligne solide) pour p¢ = 2/1.2, 0S¢ = 1.2/2,
et un temps final 7" = 0.1.
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FIGURE 4.4 — Probléme d’évaporation/condensation :

simulation cinétique (ligne

pointillée) et simulation hydrodynamique (ligne solide) pour p¢ = 1.2/1.1, ¢ =
1.1/2 et un temps final 7" = 0.1.
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FIGURE 4.5 — Probléme d’évaporation/condensation :

simulation cinétique (ligne

pointillée) et simulation hydrodynamique (ligne solide) pour p& = 10/1.1, 6 = 1.1/2

et un temps final "= 0.1.



4.2 Reéduction de modéles initialement posés en
domaines non bornés

Lorsqu’un probléme physique est défini sur un domaine non borné, nous devons réduire
celui-ci & un domaine borné muni de conditions aux limites adaptées pour sa simulation nu-
mérique. Une méthode usuelle est 'introduction de conditions aux limites artificielles per-
mettant de conserver les caractéristiques du probléme. De telles conditions sont construites
de facon a approcher au mieux la solution exacte restreinte au domaine de calcul. Elles
sont dites absorbantes si elles conduisent & un probléme avec valeurs initiales bien posé
pour lequel une énergie est absorbée a la frontiére. Si la solution approchée coincide sur
le domaine de calcul avec la solution exacte sur le domaine tout entier, elles sont dites

transparentes.

4.2.1 Conditions aux limites transparentes pour des milieux
périodiques hexagonaux localement perturbés

Les milieux périodiques (cristaux) apparaissent dans beaucoup d’applications phy-
siques. Bien qu’ils concernent des matériaux impliquant différentes échelles et différents
types d’ondes, ils partagent des caractéristiques communes. La plus importante, inhérente
a la structure périodique, est 'apparition de bandes interdites i.e., la forte atténuation de
certaines gammes de fréquences (au moins dans une direction). Beaucoup d’applications
faisant intervenir des structures périodiques utilisent ces bandes interdites pour controler
la propagation des ondes dans le matériau.

En collaboration avec C. Besse, J. Coatleven, S. Fliss et K. Ramdani, nous nous sommes
intéressés au cas de milieux périodiques hexagonaux contenant un défaut local (voir figure
4.6). Notre approche est adaptée de celle utilisée dans [82] dans le cas de réseaux carrés pour
lesquels deux des principales hypothéses concernaient les directions de périodicité (ortho-
gonales) et les périodes correspondantes (commensurables). Pour les réseaux hexagonaux,
bien que les directions de périodicité soient orthogonales, les périodes correspondantes
n’étaient plus commensurables.

Dans toute la suite, j'appellerai réseau hexagonal un domaine bi-dimensionnel ou :

— langle entre les directions de périodicité est 7/3,

— les cellules de périodicité ont une symétrie hexagonale.

De tels réseaux apparaissent en mécanique quantique [74, 102, 120], phononique [106, 119,
127] et photonique [69, 75, 86]. A nouveau, bien qu'ils concernent des applications diffé-
rentes et mettent en jeu différents types d’ondes, les problémes sont similaires d’un point
de vue mathématique. En effet, si on veut faire des simulations numériques, la principale
question est la détermination de conditions aux limites transparentes permettant de ré-
duire le probléme, initialement posé en domaine infini, & un probléme posé sur un domaine
borné contenant le défaut. Les opérateurs différentiels mis en jeu sont ceux permettant de
décrire la physique du probléme considéré. En mécanique quantique, par exemple, dans
un cristal (classique), la formulation mathématique du probléme conduit a 'opérateur de
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FIGURE 4.6 — Un cristal photonique localement perturbé : coupe d’un cristal pho-
tonique de fibre optique (figure de gauche) et représentation de la périodicité hexa-
gonale (figure de droite)

Schrédinger :
Au = —Au + (V +ip)u, (4.10)

ou V(x) est un potentiel et ot p est la variable de la transformée de Laplace. Les milieux
périodiques parfaits sont décrits par 'opérateur adapté au probléme avec des coefficients
périodiques (comme par exemple le potentiel dans le cas d’un cristal classique).

L’introduction d’un défaut est alors prise en compte en ajoutant un obstacle ou en
perturbant localement les coefficients. Dans le cas de I’exemple du cristal classique, lorsque
le réseau contient un atome différent en un point, nous avons :

V=Vper+V0,

ol Vper est périodique et ot Vj est un potentiel de faible portée décrivant la perturbation
locale (voir [120, p.312]).

Dans [27], nous avons restreint notre étude au cas d'un cristal photonique infini = R?
contenant un défaut localisé dans une cellule hexagonale €2 (dont la longueur " des cotés est
notée d). On note X! = 02° la frontiére de cette cellule et on note Q¢ = Q\Q¢ Pextérieur
de la cellule. D’un point de vue mathématique, nous avons considéré 1’équation dissipative
d’Helmholtz :

Au+ pu = f, dans €. (4.11)

Nous avons supposé vérifiées les hypothéses suivantes :
— (A1) p est une perturbation locale d'une fonction périodique pper. Plus précisément,

P = Pper =+ po,

avec

— pour tout x = (z,y) € Q et tout (p,q) € Z2, pper (X + pe1 + ge2) = pper(X)
ol e; = (3d/2,4/3d/2) et ex = (0,/3d) sont les deux directions de périodicité
(voir la figure 4.7) ;



Zi
ZO

FIGURE 4.7 — Le milieu périodique hexagonal avec défaut

— pper €t po ont une symétrie hexagonale ;

— Supp(po) = Q.
— (A2) p vérifie la propriété de dissipation :

IIm p(x)| = pp > 0, Vx € Q. (4.12)

— (A3) Le terme source f est a support compact dans €’ et a une symétrie hexago-
nale.

Remarque 4.1. Dans l’hypothése (A2), la condition (4.12) garantit ’existence et ['unicité
de solutions d’énergie finie pour le probleme (4.11) (i.e. une solution dans H'(Q)) dans
le domaine infini Q2. Lorsqu’aucune dissipation n’est supposée (i.e. quand p est a valeurs
réelles), lezistence et 'unicité de solutions ou encore l’obtention d’un principe d’absorption
limite n’étaient pas l'objet de notre étude et sont encore des questions ouvertes, a notre
connaissance (voir [83, Remarque 2/ et [94]).

Notre étude avait pour but de proposer une méthode de résolution de (4.11) dans le
domaine infini £ sous les hypothéses (A1)-(A2)-(A3). Jai fait le choix de ne donner
qu’une vue d’ensemble de la méthode en ne décrivant que les principales étapes et en
omettant tous les détails techniques liés au cadre fonctionnel.

Comme dans [82] I'idée était de réduire le probléme (4.11) posé sur le domain infini €2,
4 un probléme de valeurs aux limites posé sur la cellule contenant le défaut . Pour cela
nous avions besoin de définir des conditions aux limites transparentes sur ¥¢ associées a
un opérateur Dirichlet-to-Neuman (DtN) A.

Plus précisément, la restriction u’ := u | € H*(Q) est solution du probléme intérieur
suivant : ) ) )

Au* + put = f, dans Q°,
ou’
ovt

A =0, sur 2¢,
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ol /' est la normale unité extérieure a ¢ et A est I'opérateur DtN défini par :

0u®(¢)

Ap=— - 4.13
¢ (9V’ i ’ ( )
pour lequel u¢(¢) € H'(Q°) est I'unique solution du probléme extérieur :
Auf(¢) + pu(¢) =0, dans Q°,
(¢) + pu (o) ' (4.14)
u®(¢) = ¢, sur X'

Le but était donc de calculer cet opérateur DtN A. Remarquons que, puisque le probléme
original posséde des propriétés de symétrie hexagonale (voir les hypothéses (A1) et (A3)),
il suffisait de calculer cet opérateur A pour des données de Dirichlet ¢ sur X% ayant des
propriétés de symétrie hexagonale. Nous avons donc restreint notre analyse & de telles
données.

Afin de présenter les différentes étapes de la méthodes, je commence par introduire
quelques notations.

ou'(¢)

[0/ Z I

FIGURE 4.8 — L’opérateur DtN de demi-espace A?

Nous notons ¥ la frontiére décrite dans la figure 4.8 et Q7 le demi-espace a droite
de 2. Pour une donnée de Dirichlet ¢ sur ¥, nous définissons 'opérateur DtN de demi-
espace AH par (voir la figure 4.8)

ou'(¢)

al/H wH ’

Ay = (4.15)

oit v est la normale unité extérieure a QF et u? (¢) 'unique solution, dans H'(A, Q),
du probléme de demi-espace :

Aufl (¢) + puf (¢) = 0, dans QF
H
(P7) { () = 6. - (4.16)

Le deuxiéme élément important de notre méthode est I'opérateur Dirichlet-to-Dirichlet
(DtD) Dyy /5 défini de ¥ a B (voir la figure 4.9) par la formule :

D27r/3¢ = u’ ()| , (4.17)



FIGURE 4.9 — L’opérateur DtD Dy /3

ot u®(¢) est I'unique solution du probléme extérieure (4.14).

Etape 1 : Factorisation de ’opérateur DtNN A
Avec les notations ci-dessus, il est clair que pour une fonction ¢ donnée sur X¢, les
fonctions u¢(¢) et u (Dyy /36) sont toutes les deux solutions du probléme de demi-espace :

AU + pU =0,

avec les mémes conditions de Dirichlet Dy /3¢ sur YH L unicité de solution conduit alors
a:
H
u (@) lor = u" (Dar39),
et en particulier, les dérivées normales coincident sur X n £ ot elles sont toutes les deux
définies. Ceci donne donc :

Adlsippin = AT (Darj30)

La partie manquante de A¢ sur ¥ est obtenue en utilisant la symétrie hexagonale. La
formule de factorisation (4.18) est le point de départ de notre stratégie pour calculer
l'opérateur A (voir le théoréme 4.1 dans [27] pour un énoncé plus précis de ce résultat
de factorisation avec notamment un cadre fonctionnel bien défini). Le probléme est donc
maintenant ramené au calcul de Uopérateur DtN AH et de opérateur DtD D, /3 pour des
données bien préparées (i.e. étant invariantes par rotation d’angle 27/3).
Etape 2 : Caractérisation de opérateur DtN A

L’application d’une transformation (partielle) de Floquet-Bloch, dans la direction ver-
ticale, au probléme de demi-espace (4.16) montre qu’il suffit de considérer le cas d’une
donnée ¢ sur ¥ k—quasi-périodique, c’est-a-dire telle que :

oy +qL) = ¢p(y)e'™=,  VyeR, Yge Z,

S (4.18)

ot L = v/3d représente la période dans la direction verticale et ot k € (—m/L,7/L). A partir
de maintenant nous ne considérons donc que des données de Dirichlet k—quasi-périodiques.
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Nous définissons ensuite un opérateur de propagation Py de sorte que pour toute donnée
¢ sur ©H k—quasi-périodique, Py, ¢ ne soit rien d’autre que la trace de la solution u? (¢) de
(4.16) sur SH = pH +e;. L’avantage d’un tel opérateur est qu’il nous permet de déterminer
la solution u!?(¢) du probléme de demi-espace dans n’importe quelle cellule & partir de la
connaissance de u'’(¢) dans une cellule de référence.

FIGURE 4.10 — Description du demi-espace Q et de ses cellules de périodicité

Plus précisément, en utilisant les notations de la figure 4.10, nous pouvons montrer,
grice & des arguments d’unicité, que :

u"(9)],

= T (P)9)]oy,

Cette relation permet de ramener la résolution du probléme de demi-espace & la détermina-
tion de 'opérateur P, et de ufl (¢) sur la cellule de référence Coo. Par linéarité, la solution
ufl (¢) sur Cyo est obtenue en résolvant deux problémes de cellule élémentaires. Enfin, en
faisant correspondre les dérivées normales de u!?(¢) a travers une partie de I'interface SH )
nous montrons que l'opérateur Py peut, quant & lui, étre obtenu par la résolution d’une
équation de Riccati.

Etape 3 : Caractérisation de 'opérateur DtD D, /3

Alors que, comme on 'a vu & I'étape 2, la détermination de A utilise essentiellement
les propriétés de périodicité du milieu, celle de 'opérateur DtD Dy, 3 utilise principalement
la symétrie hexagonale. Plus précisément, nous pouvons montrer que Dy, /3 est la solution
d’une équation affine d’opérateurs bien posée (voir le théoréme 6.1 de [27]). Afin de traiter
une telle équation d’un point de vue pratique, nous utilisons & nouveau les variables de
Floquet-Bloch plutot que les variables physiques. Nous réduisons ainsi ’équation affine a
un ensemble d’équations intégrales contraintes non standard.



4.2.2 Conditions aux limites artificielles discrétes pour
I’équation de Korteweg-de-Vries linéarisée

L’équation de Korteweg-de-Vries (KdV) est utilisée pour modéliser les ondes de surface
en eau peu profonde. Il s’agit d’une équation non linéaire dispersive qui fit d’abord intro-
duite par Boussinesq en 1877 puis redécouverte en 1895 par Korteweg et de Vries [103].
Elle s’écrit :

up + 6uty + Upgr = 0, teRT, zeR. (4.19)

Les solutions de cette équation comprennent les solitons donnés par :
u(z,t) = v sech? (B(z — ct)), teRY, zeR. (4.20)

En collaboration avec C. Besse et M. Ehrhardt [31], nous nous sommes intéressés a I’équa-
tion de KdV linéarisée (aussi connue sous le nom d’équation d’Airy) en 1-d :

ut + Urug + Ustges = h(t, z), teRY, zeR, (4.21)

oll h est un terme source et Uy, Us sont deux constantes telles que Uy € R et Us > 0. Bien
que trés simple, cette équation a un large champ d’applications (comme par exemple la
modélisation de la propagation d’ondes longues dans les équations shallow water). Nous
avons complété I’équation par une donnée initiale a support compact :

u(0,x) = ug(x), reR, (4.22)

et supposé :
u — 0, T — Fo0. (4.23)

Il est d’usage de simplifier la simulation de telles équations en supposant le domaine
périodique. 11 est cependant connu que la dynamique sur le tore des solutions de (4.19) ou
(4.21) est complétement différente de celle sur R. L’introduction de frontiéres fictives pour
ramener le calcul numérique & un domaine borné nécessite donc la construction de condi-
tions aux limites adaptées. Elles sont dites absorbantes si elles conduisent & un probléme
bien posé pour lequel une énergie est absorbée a la frontiére. Elles sont dites transparentes
si la solution approchée coincide sur le domaine de calcul avec la solution exacte du pro-
bléme posé sur le domaine entier. Dans [2], les auteurs présentent une revue des techniques
utilisées pour construire de telles conditions dans le cas de ’équation de Schrédinger.

Il existe deux méthodes :

e soit on les construit au niveau continu puis, seulement ensuite, on discrétise le
probléme aux limites obtenu;

e soit on commence par discrétiser complétement I’équation, puis seulement ensuite,
on construit les conditions aux limites artificielles (dans ce cas les conditions obte-
nues sont adaptées au schéma numérique choisi).

Dans [137], les auteurs ont utilisé¢ la premiére méthode dans le cas Uy = 0 et Us = 1.
Avec C. Besse et M. Ehrhardt, nous avons fait le choix d’utiliser la seconde pour deux
schémas numériques différents. Nous avons, pour cela, d’abord étendu la construction des
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conditions aux limites faite au niveau continu dans [137] au cas U; € R et Uy > 0, cette
construction servant de guide pour le cas totalement discret.

Conditions aux limites pour le cas continu

Pour construire les conditions aux limites du cas continu, nous avons suivi la procédure
générale présentée dans [2].

Pour simplifier supposons que ug et h soient des fonctions & support compact dans
un intervalle [a,b]. Elles sont donc nulles dans le complémentaire de [a,b] sur lequel le
probléme s’écrit alors :

up + Urug + Usttgrr = 0, teRT, z<a ou x>0, (4.24a)
u(0,z) =0, r<a ou x>b, (4.24b)
u—0, x— too. (4.24¢)

En notant @ = 4(s,z), la transformée de Laplace en temps de la fonction u = u(¢, x), on
obtient par (4.24a) le probléme extérieur transformé suivant :

st + Uty + Uslipyy = 0, r<a ou x>0, (4.25a)
u— 0, xz— too, (4.25b)

ot s € C avec Re(s) > 0 est la variable de transformation. Les solutions de I’équation
différentielle ordinaire (4.25a) sont explicitement données par :

(s, z) = c1(s) M 4 ey(s) 2007 4 e5(s) )7, r<a ou z>b, (4.26)
ot \1(s), Aa(s) et As(s) sont les racines de I’équation :
s+ U\ + U\ = 0. (4.27)

Elles sont données par :
k=1,2,3, (4.28)

ol w = exp(2im/3) et

1 s s\ 2 4 (U 3
=5 U+\/<U) 2 ()

Théoréme 4.1. Les racines de l’équation cubique (4.27) posséde la propriété de séparation
susvante :

1/3

Re(A1(s)) < 0, Re(Az2(s)) > 0, Re(A3(s)) > 0. (4.29)

Cette propriété de séparation des racines est cruciale puisqu’elle permet ensuite de
décomposer les solutions fondamentales en ondes entrantes et sortantes. Grace a elle, a



(4.25b) et (4.26), et puisque les solutions de (4.25a) doivent appartenir a L?(] — o0, a[) ou
L?(]b, +00[), on obtient :

c1(s) =0 pour =z <a, ca(s) =c3(s) =0 pour z=b, (4.30)

qui conduit aux conditions aux limites transparentes :

Uz (s, a) — (M2(s) + A3(s)) Ua(s,a) + A2(s)A3(s) U(s,a) = 0, (4.31)
- 1 . . 1 .
u(s,b) — % Ugg(s,b) =0, Ug(s,b) — N0 Upg(s,b) = 0. (4.32)

Comme les \; sont les racines d’une équation cubique, on peut ré-écrire (4.31) en terme de
A1(s) uniquement :

2
UM g o

S S

~ M) 5 gy — o, (4.33)

u(s,a)

En utilisant la transformée de Laplace inverse nous obtenons alors :

u(t,a) — Uy L1 (W> ¥ up(t,a) — Uy L7 (’\1(8)> # Ugg(t,a) =0, (4.34)

S S

u(t,b) — L7 ( ) # Ugy (t,0) = 0, ug(t,0) — L7} ( ) * Ugy (t,0) = 0,

(4.35)

1 1
)\1(8)2 /\1(8)

ott L71(f(s)) représente la transformée de Laplace inverse de f et * le produit de convo-
lution. Nous obtenons donc finalement le probléme aux limites suivant :

up + Uty + Ustigre = 0, te R, z€[a,b], (4.36a)

w(0,2) = uop(z), =z € [a,b], (4.36b)

(t,a) — Up £ <A1f)g> v up(t,a) — Up £ (Als(s)) fupe(t,a) =0, (4.36¢)
u(t,b) — £ (/\1(ls)2> # Uga (£,0) = 0, (4.36d)

ug(t,b) — £ ( A11(3)> # U (,0) = 0, (4.36e)

qui peut étre vu comme la restriction sur [a, b] du probléme (4.19)-(4.23).

Conditions aux limites pour le cas totalement discret
Nous avons, pour les obtenir, suivi une procédure analogue & celle décrite ci-dessus.
Dans [31], nous avons construit des conditions aux limites adaptées a deux schémas numé-
riques différents proposés dans [114] :
e le schéma Crank-Nicolson a droite (R-CN) dans le cas Uy = 0 et Uy > 0,
e le schéma Crank-Nicolson centré (C-CN) dans le cas U; € R et Uy = 0.
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Je ne présente ici que le second schéma puisque c’est celui qui permet de traiter le cas le
plus général.

On note (ty)o<n<ny une subdivision uniforme de U'intervalle de temps [0,7"] donnée par
t, = nAt avec At = T/N le pas de temps :

O=to<ti < ---<tny_1<ty=T.

On définit également (x;)o<j<s une subdivision uniforme de l'intervalle [a,b] donnée par
zj = a+ jAx avec Az = (b—a)/J le pas d’espace :

a=xp<x1<---<xj_1<x5=0>o.

Notons que le pas de la discrétisation temporelle doit rester constant du fait de 'utilisation,

pour obtenir les conditions aux limites transparentes discrétes, de la transformée en Z (voir

I’annexe de |2] pour la définition et les propriétés de cette transformation). La discrétisation
(n)

en espace pourrait, elle, étre non uniforme. Dans la suite nous notons u; ° I’approximation
constante par maille de la solution wu(t,,z;). Le schéma (C-CN) est alors donné par :

(n+1) _ (n) (n+1) (n) (n+1) (n)

us us

J A Dé(“ T ) +2U2 DS’(“H‘) =0 (4.37)
j

At 2Ax 2 (Az)3 2

J

ott D} et D correspondent aux opérateurs Dj(u); = ujp1 — uj—1 et D3(u); = ujio —
2uj41 + 2uj—1 —uj_2. Ce schéma est absolument stable et d’ordre 2 en temps et en espace.

Remarque 4.2. Le schéma (C-CN) étant un schéma a 5 noeuds, nous aurons a résoudre
une équation quartique et non cubique. Ceci conduit alors a 4 conditions auz limites au
liew de 8 comme dans le cas continu. Notons que le schéma (R-CN), non présenté ici, est
lut un schéma a 4 noeuds conduisant & une équation cubique et donc a 8 conditions aux
limites. Il est donc en cela le schéma pour lequel la construction des conditions aux limites
est la plus proche de celle du cas continu.

En appliquant la transformée en Z en temps et en notant @; la transformée en Z de

la suite (u(n))neNO nous obtenons a partir de (4.37) I’équation d’ordre 4 homogeéne :

J

~ Ui(Ax)?\ . 4(Az)z—1 . Ui (Ax)?
P I B A e 22 B 224 T W eV
i+2 ( 0, )T A s 0

) Uj_1—uj—g =0, (4.38)

pour 2 < j < J—2. Les solutions de cette équation sont données par @;(z) = > cx(2) 6‘,7;(2),
ot £ = {(z) est solution de I’équation :

= 2—a)P+2p2 +(2—a)l—1=0, (4.39)
avec a = Up(Ax)?/Uy et p = 2X\(z — 1)/(2 + 1), X = (Ax)3/(UzAt). L'équation (4.39)
admet quatre solutions qui peuvent étre calculées numériquement ou analytiquement par

la méthode de Ferrari. Nous identifions ces solutions et nous les notons ¢; pour k = 1,2, 3, 4.
La solution générale de (4.38) est alors de la forme :

15(2) = e1(2) B(2) + c2(2) B(2) + e3(2) (=) + ea(2) € (2).

Comme dans le cas continu nous pouvons démontrer la propriété de séparation suivante :



Théoréme 4.2. Pour Uy € R, Uy > 0, Az > 0, At > 0 et |z| > 1, les solutions de
léquation d’ordre 4 (4.39) vérifient :

|61(2)| < 1, |62(2)| < 1, |03(2)] > 1, [04(2)] > 1, pour tout z.  (4.40)

Gréace a ce théoréme et a la propriété de décroissance des solutions nous obtenons :
e pour le domaine extérieur gauche ci(z) = c2(2) =0, j < 2 et donc :
(2) = a(2) B(2) + eal2) B(2), j < 2
e pour le domaine extérieur droit c3(2) = ¢4(2) =0, j = J — 2 et donc :
0;(2) = c1(2) O (2) + ca(2) b)(2), j = T — 2
Nous avons donc besoin de deux conditions co6té droit comme coté gauche.
Concernant le coté droit, il est facile de voir que :

Ujra(2) = (1(2) + La(2))Ujr1(2) + La(2)la(2)T;(2) = 0, (4.41)
Ujra(2) = 2(01(2) +L2(2)) 541 (2) + (1 (2) + €2(2))* 8 (2) — (1 (2)€2(2))*Tj-2(2) = 0, (4.42)

qui donnent un lien entre uf]n), uf]n_)l, ufj@g et uf]@ 4 avec j = J — 2. Nous introduisons les

notations Y; ¢ = Z7Hk; c(2)},i = 1,2, 3,4 avec :

ko) = 0(2) +6(2),  kac(z) = (Gi(2) + £a(2)),
kso(z) = 6(2)la(2),  kuo(z) = (L(2)fa(2)),

et nous obtenons par (4.41)-(4.42), les conditions aux limites & droite :

uf;n) — Y10 %4 Ufyn,)l + Y30 #q Ufjn,)Q =0, (4.43)
usn) — 2Y170 *q ug]n,)l + ngo *q UEI@Z — Y47C *q uf;i)zl = 0.
Concernant le c6té gauche, on peut facilement vérifier que :
uj(z) — (Eg(z) + 64(2)) Uj—1(z) + l3(2)la(2) uj—2(2) = 0, (4.44)

B12(2) = 2E3(2) + £4(2)) 0 41(2) + (B (2) + 04(2))255(2) — (5(2)0a(2)) 5 (2) = 0, (4.45)
qui donnent un lien entre u(()n), ugn), ugn), uén) et uin) pour j = 2. En effet, en notant
Yic =Z Ykic(2)},i=5,6,7,8 avec

]{7570(2’) = 53(2’) + £4(Z), ]{2670(2’) = (53(2) + 64(2))2,
kro(2) = £3(2)0a(z),  ksco(z) = (63(2)(2))?,

nous obtenons par (4.44)-(4.45) :

(n) M 0 _

n
Y77c *q Uy~ — Y57C ®g Uy~ + Uy

~Yac #aug” + Yoo xaus? — 250 xqul” +uf = 0.

i

(4.46)

69



70 INGRID LACROIX-VIOLET

Remarque 4.3. On peut voir numériquement (voir figure 2 dans [31]), que les coefficients
dans la transformée en Z inverse des noyaux k; c(z) changent de signe. Ceci peut créer des
erreurs d’annulation quand nous les utilisons pour calculer les produits de convolution aux
bords. En suivant les idées de [9, 8], nous avons donc modifié les noyauz de convolution. Il
s’agit de multiplier le noyau de convolution k; c(z) par £(z) = 1+ 271, ce qui correspond
a sommer deuz valeurs voisines dans la série Z71{k; ¢(2)}. Les coefficients ne changent
alors plus de signe. Nous avons donc introduit les notations Yf = Z7Ye(2)kir(2)}. Je
décris plus loin comment sont calculées numériquement ces tmﬁsformées en Z inverse.

Nous obtenons donc finalement ’algorithme de résolution suivant : en supposant

(u§n))0<j<J connue, (U§n+1))0<jgj est donnée pour n > 0 par :
ryf,c *d Uén) - Y5£,C’ *d Ugn) + Ugn) = —“gnil),

(n) (n)

_YS,C *q Ug + YG}C *g u2n (n) (n) (n—1)

—2Y50%qusy’ +uy = —uy ,

n n o n n n o n .
Juy ™ 4 BDY )+ S DY) = uf — DY)y ~ TDY™);, 2<i<T 2,

~Yierauf)y + Yie raufy = —uf Y,

uy’— 2Y1§,c #d uffn—)l + ng,c *d “Ef@z - Yf,c #d U(Jn—)4 = _“{(Jnil)-

\

(4.47)
avec a = UpAt/(2(Ax)3) et B = U1 At/(4A).

Remarque 4.4. Une implémentation ad-hoc des convolutions discrétes de la forme

n

3 X Wy h,
k=1

avec comme coefficients de convolution XT(,;L) présente un désavantage. Les conditions aux
limites sont non locales en temps (et en espace pour des dimensions supérieures) et par
conséquent c’est numériquement tres cotteux. Pour remédier a ce probléme, il est possible
d’utiliser comme dans [9] un développement en somme d’exponentielles. Plus précisément,
il s’agit d’approcher les coefficients Xy, ' par une somme finie (disons avec L, termes)
d’exponentielles qui sont décroissantes en temps. Cette approche permet une évaluation
rapide des convolutions discrétes puisque celles-ci peuvent alors étre évaluées par une simple
récurrence pour L., termes auziliaires. L’effort numérique reste ainsi constant a chaque pas
de temps (voir [31] et [9] pour plus de détails).

Procédure numérique de calcul de la transformée en Z inverse

Je vais maintenant briévement décrire la procédure présentée dans [138] pour calculer
la transformée en Z inverse discréte. Rappelons que pour une suite (uy, )nen, sa transformée
en Z s’écrit :

o0
U(z) = Z upz®,  |z| > R.
k=0
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Supposons que U(z) soit connu, il est possible de reconstruire la suite u, grace a la relation

1
Un = 5-— U(z)z"'dz, r>R,
S,

ot S, est un cercle de rayon r > R. Par le changement de variable z = 7e’#, on obtient

g 2

Up = — U(re'®)e'™ dep.
2T 0

En discrétisant la variable ¢ avec N noeuds, on obtient "approximation

Up, N Z (re ~ )eizﬁwk".

Considérons maintenant la suite finie ( fn) . Sa transformée en Z discréte est donnée
par :

F, = <g.{fn Z fnwinla

et il est possible de reconstruire les valeurs f,, via

fn= I{Fk} Z ka
ol wy = €' N . Par conséquent, si 'on définit Uy, = U(rwk), on a:
Upwh = mZF YU} (n), 0<n<N.

Pour obtenir ’approximation de u,,, nous multiplions donc la transformée inverse discréte
de Fourier de U(z) évaluée aux noeuds z, = re*™/N par r*. La Transformée de Fourier
inverse est facilement calculée via la transformée de Fourier inverse rapide. Notons que le
choix de r est important pour garantir une bonne approximation de la transformée en Z
inverse discréte et donc la convergence du schéma numérique.

Nous renvoyons a [138] pour une discussion concernant le choix de r. Dans [138] le choix
optimal semble étre 1.02 lorsque les sommes sont implémentées en double précision. Nous
avons regardé ce qu’on obtenait en quadruple précision. Les résultats sont présentés dans la
figure 4.14. On ne voit plus les instabilités détaillées dans [138]. Nous avons par conséquent
choisi la valeur r = 1.001 pour les simulations. Celles-ci sont toutes faites en utilisant la
quadruple précision. Tous les codes sont écrits en Fortran 2008 (ISO/IEC 1539-1 :2010).

Résultats numériques
Je ne présente ici qu'un seul des deux exemples présentés dans [31]. Celui-ci peut
également étre traité avec le schéma (R-CN) et les résultats alors obtenus sont similaires.
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Il s’agit de 'exemple traité dans [137]| pour le cas U; = 0 et U = 1. On considére donc le
probléme :

Up + Ugge = 0, r € R, (4.48)
u(0,z) = 6712, z e R, (4.49)
u—0, |z| — oo. (4.50)

La solution fondamentale de (4.48) est ([137]) :

1 . x

ot Ai(+) est la fonction d’Airy. La solution exacte du probléme (4.48)-(4.50) est donnée en
fonction de E(t,x) par

2

uexact(tyl') = E(t,.%') e’ )

ol * est le produit de convolution sur R.
Nous définissons e(™ Verreur relative ¢2 au temps ¢ = nAt par :

Ulnes = Wi/ |l

(n) _
€ exact

ot la formule des trapézes est utilisée pour le calcul de la norme ¢2. Notons qu’ici Unum
correspond a la solution approchée calculée avec le schéma (C-CN). A partir de e(™ nous
avons décidé de calculer deux fonctions d’erreur : le maximum ou la norme £? en temps :

N 1/2
rel. ErrT'm = max (e(”)) , rel.ErrL2 = <At Z (e(”))2> .

0<n<N o}
Le comportement de ces deux erreurs par rapport & Ax est présenté dans la figure 4.11.
L’ordre obtenu correspond a l'ordre théorique attendu (ordre 2). Pour chaque valeur de N
on observe un phénoméne de saturation qui est relié & la constante d’erreur en At. En effet,
I'erreur est bornée par C,Az? 4+ C;At?, et donc pour Az assez petit, Uerreur prédominante
est donnée par C; At

Je présente dans la figure 4.12 les erreurs rel. ErrTm et rel.ErrL2 par rapport a At
pour J = 60000 et » = 1.001. Encore une fois, nous avons obtenu ’ordre théorique attendu
(ordre 2).

La figure 4.13 montre 1’évolution en temps de l'erreur ¢2 pour différentes valeurs de
N avec J = 60000 et » = 1.001. Comme attendu, l'erreur décroit lorsque N croit. Dans
tous les cas 'erreur reste relativement bornée tout au long de la simulation ce qui montre
I’utilité de la méthode proposée.

Enfin la figure 4.14 présente 'erreur rel. ErrL2 en fonction de r avec soit N = 2560
et différentes valeurs de J, soit J = 5000 et différentes valeurs de N. Le choix du rayon
d’inversion r n’influence pas l'erreur pour des valeurs fixées de NV et J. Notons que cette
figure a été obtenue avec un code Fortran quadruple précision (GFortran) qui permet de
supprimer tous les effets arithmétiques de virgule flottante. En effet, le choix du rayon



d’inversion r influence les erreurs en double précision et dépend des valeurs de N et J
(voir [138]). Notons également que lorsqu’on utilise le compilateur Intel Fortran la double
précision est suffisante et conduit a la méme figure (a Pexception de deux points pour
N=2048, voir Figure 4.15 pour une comparaison entre les résultats obtenus en double
précision pour les compilateurs GFortran et Intel Fortran).

RelErrTm
=
L
\
N

RelErrL2
S
3

10 103 102 107! 10° 10t 103 102 107! 10°
Az Az

FIGURE 4.11 — Erreurs relatives en fonction de Ax au temps T = 4.096 pour le
schéma (C-CN) et différentes valeurs de N.

RelErrL2
\
b
N
RelEnTm
\
B
RSN

FIGURE 4.12 — Erreurs relatives en fonction de At au temps T = 4.096 pour le
schéma (C-CN) et pour J = 60000.
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10’2$T\

1

N\
103F \\

/ N e
S i g, ~e. oo o
e e e —od
& 10 ,\ g . \&gig,,&f«»%—e—ﬂf«rqu,,q,
9 ~

LY

. \ N

FIGURE 4.13 — Evolution de la norme ¢? entre T' = 0 et 7' = 4.096 pour le schéma
(C-CN) et pour J = 60000 et différentes valeurs de N.
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FIGURE 4.14 — Erreur en fonction de r au temps 7" = 4.096 pour le schéma (C-CN)
avec soit N = 2048 et différentes valeurs de J (figure de gauche) soit J = 5000 et
différentes valeurs de N (figure de droite).

—+—N=2018, GFortran compller
o N=2048, Intel Fortran compile]

RelErrL2

1 1.005 1.01 1.015 1.02

FIGURE 4.15 — Comparaison de 'erreur rel. Err L2 en fonction r en double précision
pour les compilateurs GFortran et Intel Fortran.



Chapitre 5

Simulation numérique des condensats
de Bose-Einstein

Un condensat de Bose-Einstein (BEC) est un état de la matiére atteint par un gaz de
bosons dilué & des températures trés basses. Une grande partie des bosons occupe 1’état
quantique le plus bas de sorte qu'un phénoméne quantique macroscopique devient visible.
Ce phénomeéne a été théoriquement prédit par Bose en 1924 pour les photons [33] et a
été généralisé aux atomes par Einstein en 1925 [76]. La premiére expérience mettant en
évidence les BEC a été réalisée en 1995 [1, 63].

5.1 Présentation du probléme

A basse température, un BEC plan en rotation peut étre décrit par une fonction d’onde
a valeurs complexes ¢ = ¢(t,x) dont I’évolution est donnée par ’équation de Gross-
Pitaevskii (GPE) avec un terme de rotation du moment angulaire. Suite au changement
de variables décrit dans [13], 'equation GPE en dimension d = 2 satisfaite par ¢ peut étre
écrite pour x € R? :

) 1 e
i0pp = —§A¢+%(X)s0+ﬁls0!2 ¢ — QRop. (5.1)

La fonction a valeurs réelles V. = V.(x) correspond a un potentiel régulier qui dépend
uniquement des variables d’espace notées x = (z,y)!. Dans le contexte considéré ici, le
potentiel est confinant, ¢’est-a-dire que V.(x) tend vers 400 quand |x| = /2% + y? tend

vers +00. Par exemple, dans notre cas, nous avons considéré des potentiels de la forme :

1
Ve(x) = 5 (e +90%) (5.2)

ol vz,7vy > 0. Ce potentiel confinant entre en compétition avec l'opérateur de rotation
—QR = iQ(zdy — y0;) & la vitesse angulaire Q € R. En effet, le premier tend a faire rester
les bosons ensemble & 'origine du plan, alors que le second tend a les propager a ’extérieur.
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Le coefficient réel § représente la force de la non linéarité et vient de l'effet moyenné des
bosons. L’équation (5.1) est complétée par la condition initiale :

©(0,%) = po(x), pour tout x e R% (5.3)

En introduisant la fonctionnelle d’énergie :

QRe(cp*Rgo)] dx, (5.4)

1 1 3
E _ - v 2 *V 2 2k+2
(¢) fRQ [4| | + 5 elol UGN |l 5

(k+1)

léquation (5.1) s’écrit :

Z-atcp(ta ) = vtp(t,.)E(@(t7 ))
Celle-ci est une équation Hamiltonienne et I’énergie est donc préservée par la dynamique :
pour une solution ¢t — ¢(t,.) de (5.1)-(5.3), E(¢(t,.)) = E(po). En plus de préserver
Iénergie, elle préserve également la masse de la fonction d’onde : pour une solution ¢ —
o(t,.) de (5.1)-(5.3), §pe [(t,x)[2dx = g2 |0o(x)[*dx. Une autre caractéristique de cette
équation concerne le moment angulaire. La fonction & valeurs réelles donnée par :

<R> () JRQ o (1 %) Rep(t, %), (5.5)

est constante dans le cas particulier d'un potentiel radial harmonique (v, = 7, dans (5.2))
et a une dynamique plus complexe dans des cas plus généraux (voir le Lemme 6.2.1 dans
[130]).

Dans les derniéres décennies, ce modéle a été beaucoup étudié [14, 11, 4, 3, 130].
Une question importante concerne la simulation numérique des équations (5.1)-(5.3) et
la prise en compte du terme de rotation R. Comme dans [13]|, nous avons introduit de
nouvelles coordonnées qui permettent d’écrire I’équation (5.1) sous la forme plus classique
de I’équation de Schrédinger non linéaire. En effet, en posant pour ¢t € R,

_ [cos(§2t)  —sin(2t)
Alt) = (sin(Qt) cos(Q2t) > ’ (56)

et en utilisant le changement de variables ¢ < 1 donné par :
o(t,x) = (t, A(t)x) . (5.7)
on obtient que 1 est solution de
b = S — iV (1, R)0 — B, (53)
ol V est un potentiel dépendant du temps donné par :
V(t,x) =V (At)' %),
et ol la donnée initiale est :

¥(0,%) = Yo(X) = po(X).



Notons que A(t) est orthogonale et vérifie donc A(t)~! = A(t)*.

L’équation (5.8) vérifiée par ¢ est une équation de Schrédinger non linéaire (NLS) avec
un potentiel dépendant a la fois du temps et de ’espace. Nous nous sommes donc intéressés
& des méthodes numériques pour la simulation de :

00 =~ A+ V(X + B, (1) € BT x R, (5.92)
¥(0,%) = Yo(x),z € RY, (5.9b)

ot le potentiel V' est régulier et k € N. La littérature concernant la construction et ’analyse
de méthodes numériques semi-discrétes efficaces pour ce type d’équation est trés étendue.
Certains auteurs ont étudié la précision des schémas en temps fini |73, 65, 22, 110]. Avec des
hypothéses supplémentaires, correspondant & des cas physiquement intéressants, I’équation
(5.9) peut avoir, en plus de la conservation de la masse, plusieurs autres invariants. Il y a
donc un intérét a ce que les schémas numériques les préservent [65, 21, 134, 77, 122]. Au-
dela de l'intégration en temps de ’équation (5.9), des régimes asymptotiques ont également
été étudiés, comme par exemple la préservation des invariants en temps long [59, 85, 72|
et les régimes semi-classiques |12, 45, 25, 46, 55].

5.2 Meéthodes numériques d’ordre élevé

Dans un premier temps, avec C. Besse et G. Dujardin, nous nous sommes intéressés
aux méthodes de Runge-Kutta exponentielles (RKE) et de Lawson [30]. Nous les avons
comparées aux méthodes de splitting utilisées dans [13|. Pour les simulations numeériques,
nous avons complété les algorithmes en temps par des méthodes de transformée de Fourier
rapide (FFT) en espace.

Notons que le caractére non borné du potentiel V' rend difficile I'analyse de ces mé-
thodes. Cependant, pour les équations de Schrodinger avec potentiel confinant, on sait que
si initialement la masse est essentiellement concentrée dans un domaine borné autour de
'origine, cette propriété sera conservée (au moins pour des temps assez raisonnables). Nous
avons donc décidé de tronquer le potentiel V' en dehors d’un ensemble borné assez grand.
Plus précisément, soit x : R — [0, 1] la fonction réguliére donnée par :

Vee[l—6/2,0/2—1], x(z)=1 et Vre(—w0,—0/2)u(0/2,+0), x(x)=0,

ol § >> 2 est un réel choisi en fonction de la donnée initiale, des parameétres physiques et
du temps final T' > 0. Le nouveau potentiel est alors défini par :

d
W(t,x) = V(t,x) [ [ x(z). (5.10)
Jj=1

On introduit Ts = R/(6Z) et w une fonction d-périodique dans toutes les directions telle
que pour tout t > 0 et tout x € R? vérifiant : |z;| < §/2, 1 < j < d, w(t,x) = W(t,x).
L’application ¢ — w(t,.) est réguliére de [0,7] dans H°(T%) dés que o > 0.
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Le probléme (5.9) est donc ici remplacé par le probléme bien posé dans H?(T¢) :

atw(tvx) - L¢(taX) = Nw<t7 ¢)(X)a (t,X) € [OaT] x Td7

¥(0,x) = 1po(x), xeTE, (5.11)

ouT >0, L= % et Nw(tv ¢)(X) = _iw(tax>¢(tvx) - iﬁ‘w‘Qﬁw(tvx)'
Les méthodes Runge-Kutta exponentielles (RKE)

Soit (¢, )o<n<ar une subdivision réguliére de [0, 7] & M + 1 points dont le pas est noté
h. Soit s € N* et c1,- -+, cs € [0,1] donnés tels que pour tout (i,5) € {1,---,s}% ¢; # ¢; si
i# j. Pour ne{0,---, M — 1} fixé, on suppose qu’on connait une approximation v, de la
solution exacte 1(t,) du probléme (5.11) au temps t,. Utiliser une méthode RKE consiste
& calculer une approximation ,,,1 & partir de 1, de la facon suivante. On commence par
résoudre le systéme non-linéaire & s équations :

S
U = €ty + h " ag o(RL)Ny(tn + b, bnyg), 1<k <s, (5.12)
/=1
ol les inconnues sont 9y, 1, -+ , ¥y, et oil les s? coefficients (am(hL))(k Defl, sy Sont des

opérateurs linéaires continus sur H°(T¢) définis par :

1 Ckh
(L) = 3 [ e OnL ) (5.13)
0

avec (Ly)1<r<s les polynomes de Lagrange donnés par :

Lor) =[] M, 1<0<s. (5.14)

C] — Cj
j=1,j20 LT

Ensuite 9,11 est calculée via la formule :

Yny1 = ethn +h Z bk(hL)Nw(tn + cih, wn,k)a (515)
k=1
ou
1 h
Vke{l,...,s}, bp(hL) = f =Lz, (€)de. (5.16)
h 0

Remarque 5.1. Nous avons utilisé pour le calcul des coefficients une procédure permettant
d’éviter les instabilités numériques qu’une approche directe peut générer (voir [30] pour plus
de détails). Notons que nous pouvons calculer tous les coefficients indépendamment les uns
des autres et utiliser du calcul paralléle pour le faire. De plus une fois qu’ils ont été calculés,
nous n’avons plus besoin de le refaire tant que les paramétres de discrétisation en temps et
en espace restent inchangés.
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Pour cette méthode, nous pouvons montrer en utilisant le Théoréme 3.6 de [71], le
résultat suivant :

Théoréme 5.1. Pour tout 1y € H°(T$) et tout T > 0 tels que la solution ezacte de (5.11)
soit réguliere sur [0,T], il existe C,ho > 0 tels que pour tout h € (0, hg), la méthode RKE
(5.12)-(5.15) avec donnée initiale 1o soit bien définie. De plus, pour tout h € (0,hg) et
neN tels que nh < T, on a :

Bien que nous ne soyons pas capable de le montrer, nous avons observé numériquement
que si les s points de collocation sont les points de Gauss, la méthode RKE est en fait
d’ordre 2s (voir la figure 5.2). Dans la suite j’appellerai Gauss-RKE la méthode RKE
utilisant les points de collocation de Gauss.

Les méthodes de Lawson
Le principe de ces méthodes est le suivant. On effectue, dans (5.11), le changement de
variable suivant (appelé transformation de Lawson) :

u(t,x) = e Hap(t, x). (5.17)
Alors 1) est solution de (5.11) si et seulement si u est solution de :
oru(t,x) = e FEN, (¢, ePu(t, x)), (t,x) € [0,T] x T¢, (5.18)
u(0,%) = 9(0,%x) = 9o(x), xeT§. '

Enfin, on applique maintenant une méthode de Runge-Kutta classique a (5.18) vue comme
une EDO en temps. Plus précisément, soit la méthode de Runge-Kutta a s étages suivante :

1 |ai1l - Qs
Cs | Gs1 **+ Qss
‘ by --- b
telle que :
S
Vke{l,...,s}, = 2 kg, (5.19)
(=1
et

Db =1 (5.20)
k=1

Alors la méthode de Lawson consiste & commencer par résoudre le systéme non linéaire a
s équations :

S
Vg = M, + R Z ap e ORN, (£, + coh, Png) s (5.21)
=1
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puis & calculer 1,41 via la formule :

¢n+1 = 6thn +h 2 bke(l_ck)hLNw (tn + Ckh, wn,k) . (5.22)
k=1

Dés que h est assez petit, la méthode de Lawson (5.21)-(5.22) est bien définie dans H°(T¢).
L’équation (5.11) étant réversible en temps, on peut donner une condition suffisante pour

que la méthode de Lawson soit symétrique. Pour cela, il suffit de suivre les idées développées
dans [47].

Théoréme 5.2. Supposons que la méthode de Runge-Kutta a s étages définie par (ak.e)1<k r<s
et (bg)1<k<s vérifie (5.20) de sorte qu’elle soit au moins d’ordre 1. Supposons que cette mé-
thode vérifie également :

V(]{,g) € {17 ceey 8}27 Qs41—k,s+1—¢ + ape = bfa (523)

de sorte qu’elle soit symétrique (voir le Théoréme 2.3 dans [90]). Alors la méthode de
Lawson définie par (5.21)-(5.22) est aussi symétrique.

Il est facile de montrer également que si la méthode de Runge-Kutta sous-jacente
préserve les invariants quadratiques (au sens ou elle vérifie la condition de Cooper), alors
la méthode de Lawson préserve elle aussi les invariants quadratiques.

Théoréme 5.3. Supposons que la méthode sous-jacente de Runge-Kutta vérifie (5.20) de
sorte qu’elle soit au moins d’ordre 1. Supposons qu’elle vérifie également la condition de
Cooper :

bkak,e + bgag,k =bpby, V1<Ek/l<s, (5.24)

de sorte qu’elle préserve les invariants quadratiques. Alors la méthode de Lawson (5.21)-
(5.22) préserve la norme L? :

A\

Wn”L?(ﬂrg) = H%”L?(Tg)v vn=0.

J’appellerai dans la suite méthode de Gauss-Lawson une méthode de Lawson dont la
méthode de Runge-Kutta sous-jacente est une méthode de collocation de Gauss. Nous
avons montré qu’'une telle méthode a s étages est d’ordre 2s.

Théoréme 5.4. Supposons g € H® (Tgl) donnée et T > 0 choisis tels que la solution exacte
t — (t) du probléme de Cauchy (5.11) soit définie sur [0,T]. Il existe des constantes C > 0
et hg > 0 telles que :

Vhe (0,hy), YneN t.q. 0 <nh<T, [9(tn) = ¥nll o (rey < OB,

ol Py, est Uapproximation numérique de ¢ fournie par la méthode de Gauss-Lawson (5.21)-
(5.22).
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Pour démontrer ce résultat, nous commencgons par considérer une forme équivalente
a (5.11) qui soit autonome. Nous montrons ensuite qu’appliquer une méthode de Lawson
a cette formulation autonome revient essentiellement a lappliquer directement & (5.11).
Enfin, nous utilisons le lemme d’Alekseev-Grébner pour les systémes autonomes (Théoréme
2 de [66]). Ce résultat nous fournit une représentation de erreur de consistance permettant
de conclure que celle-ci est d’ordre h?** dans H°(T$) (les méthodes de Gauss-Lawson étant
des méthodes de collocation), et donc, que I'erreur globale est d’ordre h?* (via un lemme
de Gronwall discret).

Remarque 5.2. Notons que la constante C' du théoréme 5.4, n’est pas uniforme par rapport
au parametre de troncature 9.

Résultats numériques

Pour les expériences numériques, nous avons comparé les résultats obtenus avec les
deux méthodes présentées ci-dessus et ceux obtenus avec les méthodes de splitting d’ordre
1, 2, 4 et 6. Je ne présente ici qu'une partie d’entre elles.

Un exemple 1-d avec k =1
Dans un premier exemple, nous avons considéré I’équation cubique de Schrédinger non
linéaire 1-d :

onp = 030 + gy,  (t,x) € [0,T] x R, (5.25)
pour laquelle une solution exacte est donnée par la formule du soliton :

2

VYer(t, ) = \/?sech(\/&(x — ct)) exp (icx _2 Ct) exp (i(a + %)t) (5.26)

Nous nous sommes intéressés aux erreurs de phase, masse et énergie données par :

Epn=sup |Mp(Yex(tn.-)) = (¥]);]e (5.27)
ne{0,---,N}
Eun= s [Metenltns Do = |Gl k(G0 Dl (529
Eph = sw | B (e ($ea(tn, ) — Ex((¥5);)] /Er(k (e (0, -))), (5.29)
ou Il est 'opérateur de projection :
Hk : CO([l‘g,xr],C) — (CM
2 = (‘P($j))ogj<M_1 ’

et Ej I'énergie discréte :
1 2 q, 14
Byfv) = 2 |Viol — Lol
Pour toutes les simulations, le domaine de calcul est (—15,15), le temps final 7' = 5 et nous

avons pris 2'Y points en espace. Les paramétres physiques choisis sont ¢ = 8, a = ¢° /16 et
¢ = 0.5. Les légendes des figures sont données dans la figure 5.1.
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Je présente dans la figure 5.2 I'évolution de £pj, en fonction de h pour les différents
schémas. Comme nous avons utilisé pour les simulations les points de collocation de Gauss,
I’ordre numérique obtenu pour les méthodes de Gauss-Lawson est bien 2s. Il est & noter
que c’est numériquement également le cas pour les méthodes Gauss-RKE. Pour s grand,
il y a un phénomeéne de saturation : I'erreur de phase £py, arréte de décroitre avec h. Ceci
est di au fait que la solution exacte 1), définie par (5.26) ne satisfait pas exactement les
conditions aux limites (voir la transformation du probléme de R & ']I‘g). Ce phénomeéne peut
étre réduit soit en augmentant d soit en transformant les conditions aux limites périodiques
en, par exemple, des conditions de Dirichlet homogénes pour lesquelles on remplacera alors
la procédure FFT par une transformation en sinus discréte. En comparant les figures 5.2
pour RKE et pour Lawson, on peut remarquer que les constantes d’erreur sont meilleures
pour RKE que pour Lawson.

(a) Méthodes

RKE et Lawson
(b) Schémas de splitting

—+ s=1

o §=2 —— Splitting O(1)
s=3 —o— Splitting O(2)

—— s=4 —o— Splitting O(4)

o 5=F§ Splitting O(6)

FIGURE 5.1 — Légendes

Les préservations de la masse et de ’énergie sont fondamentales quand il s’agit d’équa-
tions dispersives. Comme il est connu que les méthodes de Gauss-Lawson et du splitting
préservent la masse, je ne présente I’évolution de I'erreur de masse &7, en fonction de h
que pour les méthodes Gauss-RKE (voir la figure 5.3). On voit clairement que, bien que
ces méthodes ne préservent pas la masse, on atteint la précision numérique pour un pas
de temps inférieur & 1072 et pour toute méthode a au moins deux étages. Concernant
I’énergie, les méthodes considérées ne la préservent pas. Je présente donc dans la figure
5.4 I’évolution de 'erreur £gj, en fonction de h pour tous les schémas. II est clair que les
méthodes Gauss-RKE sont de ce point de vue de meilleure qualité que les méthodes de
Gauss-Lawson qui sont elles-mémes meilleures que les méthodes de splitting.

Enfin je présente dans la figure 5.5 ’évolution du temps CPU en fonction de I'erreur de
phase £p,. Ces figures sont trés intéressantes. En effet, les schémas Gauss-RKE et Gauss-
Lawson étant des schémas implicites on pourrait croire qu’ils sont bien plus cotiteux que les
schémas de splitting. On voit cependant sur la figure que pour une erreur £pj, donnée, le
temps CPU est clairement plus faible pour les schémas Gauss-RKE. De plus, on remarque
que pour une erreur "grande" (Epy, = 1072), les schémas de splitting sont moins cotiteux
que ceux de Gauss-Lawson mais la situation s’inverse ensuite. Notons que pour les schémas
de Gauss-RKE et Gauss-Lawson, il n’est pas vraiment intéressant d’utiliser beaucoup de
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points de collocation.

(a) Gauss-RKE (b) Gauss-Lawson
0 [
10 100 L
< 1074 [ < 10—4 =
w5 W
1078 1 108 |-
0—12 Lol Lol Lol 10—12 Lol Lol Lol
104 1073 1072 107! 1074 1073 1072 107!
h h

(c) Splitting

100 -

10—4 -

Epp

1075 |

10—12 Lol Lol Lol
10~ 1073 1072 107!

h
FIGURE 5.2 — Evolution de £p), en fonction du pas de temps pour le probléme (5.25)

(voir Fig. 5.1 pour les légendes)

100 .

107

Emn

10710 -

10715
107 103 1072 107!

h

FIGURE 5.3 — Evolution de £y, en fonction du pas de temps pour le probléme (5.25)
et la méthode Gauss-RKE (voir Fig. 5.1 pour les légendes)
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(a) Gauss-RKE (b) Gauss-Lawson

10°

(c) Splitting

100 .

107

gE,h

10—10 L

1 —15 Lol Lol Lol
104 1073 1072 107!
h

FIGURE 5.4 — Evolution de £g, en fonction du pas de temps pour le probléme (5.25)
(voir Fig. 5.1 pour les légendes)



(a) Gauss-RKE (b) Gauss-Lawson
10° ¢ 10°
o102k 2| ¢
ol 10 E E 10 F
o 1: (@) 1: 4
g 107 ¢ 2 10!}
g § g §
=100k =100
10—1 L L L L 10—1 L L L |
10-2 107%* 107 10° 102 10* 107t 10°
gP,h EP,h

(c) Splitting

103
102

10!

Temps CPU

;

10°

1071 |
107" 107®

Epn

FIGURE 5.5 — Evolution du temps CPU en fonction de I'erreur £pj, pour le probléme
(5.25) (voir Fig. 5.1 pour les légendes)

Un exemple 2-d avec k = 1

Un autre exemple que nous avons considéré est celui d’'un BEC en rotation 2-d modélisé
par I'équation (5.1). Nous avons utilisé la méthode de Gauss-RKE d’ordre 6 pour reproduire
les simulations réalisées dans [13]. Les paramétres sont S = 1000, Q = 0.9, 7, = 1.05 et
vy = 0.95. Le domaine de calcul est (—16,16) avec 2° modes de Fourier dans chaque
direction. Le pas de temps est h = 1072 et le temps final T = 7. La donnée initiale est
I'état fondamental de I’équation stationnaire généré par la toolbox Matlab GPELab!. On
retrouve le méme comportement et les mémes propriétés de conservation.

1. http://gpelab.math.cnrs.fr

85
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FIGURE 5.6 — Tracés de contours de la fonction de densité |¢(¢,x)|? dans un BEC
en rotation.

5.3 Meéthodes numériques préservant 1’énergie

Le travail présenté ici est un travail encore en cours. Comme nous l’avons vu dans la
présentation du modéle, I'équation (5.1) préserve I'énergie (5.4) et cette propriété n’est pas
vérifiée par les schémas numériques de la section précédente. Avec C. Besse, S. Descombes et
G. Dujardin, nous nous intéressons donc a des schémas numériques préservant 1’énergie et
d’ordre élevé si possible. En particulier, nous nous intéressons & deux schémas numériques
préservant I’énergie : le schéma de Crank-Nicolson présenté dans [62] et celui de relaxation
présenté, pour des non linéarités cubiques (k = 1) dans [32]. Il est bien connu (au moins
numériquement) que chacun d’entre eux est d’ordre 2.

Pour ces schémas nous nous sommes posé plusieurs questions :

e est-il possible de généraliser le schéma de relaxation & des non linéarités quelconques
tout en conservant la propriété de préservation de I’énergie et I'ordre du schéma?

e est-il possible de démontrer, au moins dans le cas NLS cubique (i.e. V = 0,8 =
1,k =1,2 = 0), que le schéma de relaxation est bien d’ordre 27

e est-il possible, par une procédure de composition, d’obtenir des méthodes numé-
riques d’ordre élevé et préservant 1’énergie 7
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Le schéma de relaxation généralisé a des non linéarités quelconques

Nous proposons la généralisation suivante de la méthode de relaxation introduite, pour
k= 1, dans [32]. Soit g et y_1/o données, pour n € N, (¢n+1,Yn11/2) est calculé & partir
de (@n; Vn—1/2) par :

k+1 o
2 k —1-k
’YZ_H/Q = ( K |90n| _’Vn—l/2> (Z ’7n+1/27§—1/2 ) ’
k=0

(5.30)
P+l — Pn 1 Pnt1 + Pn
Notons que la premiére équation dans (5.30) peut aussi s’écrire :
+1 +1
Ttz Tnorz  K+1
K K = |(10n| )
Tnt+1/2 ~ Tn—1/2 k
et donc lorsque £ = 1, (5.30) conduit & :
Tn+1/2 T Yn—1/2
n+1/ > n—1/ _ |@n|2’
(5.31)

Pn+l — Pn 1 Pntl + Pn
T <—2A +V + BYny12 — QR) 5

qui correspond exactement au schéma proposé dans [32].

En multipliant la derniére équation de (5.30) par ¢n+1 — ¢n, €n intégrant en espace
et en en prenant la partie réelle, on obtient facilement que cette méthode de relaxation
généralisée préserve 1’énergie discréte suivante :

B

1 1 . K . Q_
Eug(p,y) = f (4Vs0H2 + §V\90!2 + 57 lp|* — B 71 o Qsoch) dz.

2(k +1
(5.32)

Théoréme 5.5. La méthode de relazation généralisée (5.30) appliquée a I’équation (5.1)
avec donnée initiale oo et y_1/o préserve exactement la norme L? et Uénergie E,y, définie
dans (5.32) au sens ot pour tout n € N tel qu’une solution de (5.30) soit définie, on a :

”(Pn-‘rlH%?(]Rd) = H(AOOH%Q(Rd) et Erl;r;((pn+17’7n+l/2) = Erlx(()p077—1/2>' (533)

Remarque 5.3. Bien que je ne présente ici que le cas K = 1, la méthode de relaxation
généralisée s’applique également a I’équation :

K
i (t,2) = (—;A FV(@)+ Y BlpP () + A (U lo(t, ) ) (@) - QL) ol )
k=1

1l faudra dans ce cas créer une inconnue par non linéarité considérée et ajouter dans l’éner-
gie autant de termes liés auz non linéarités que nécessaires.
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Analyse de consistance pour la méthode de relaxation

Ici nous considérons le cas V = 0,8 = 1,k = 1 et © = 0 dans (5.1). Nous pouvons
montrer qu’alors le schéma de relaxation est un schéma consistant d’ordre 2. Pour cela
nous suivons les idées introduites dans [32]. En particulier, nous commengons par ré-écrire

I’équation sous la forme d’un systéme :

iyp = Lo+ BTy,
ot Y = 2Re(vyp),
10w = ZLv+ (0 Yo + Top).
De plus, nous considérons 1’équivalent augmenté de (5.30) :

T s—7"T 1

n+3 n—3 _ =
T Tey
.Pn+2 — Pn+l Pn+2 + Pn+1 o
Tt ‘Z( 2 ) = By
ivn-i-% - Un—% _ vn-&-% + 2vn+% + Un—% _ BV
20t 4 nty’
ol Upyl = “’"%;‘p" et

Pn+1 + Pn
(I)n—&-% = Tn-&-% <2> ’

- Pn+1 T Pn
ey (BT,

v TnJr%-i-Tni% Un+%+2vn+%+vn7%
n+% - 2 4

+2Re <’U L <‘Pn+1 + @n)) <§0n+2 + @n+1 + On + @n—l) )

n+z 2 4

Le systéme (5.35) permet de calculer (p,42, T ) & partir de :

n+%’vn+%
X’n = (@n—&-la Pns Pn—1, Tn+%) Tnféa Un+%)vn7%)'

Notons que les sept variables de X,, ne sont pas indépendantes, elles vérifient :

( _ ¥Yn — ¥Pn—1
Uney T 5t
_ Pntl — Pn
Ot RN TR
A Tn+% + Tn—% = 2|80n|27

PP = (4 B ) T

ot
-¥Fn - ¥n n + n
\ ZSO +]5t ® _ (g+ﬁrn+l/2) @ +12 2 .

(5.34a)
(5.34b)
(5.34c)

(5.35a)

(5.35b)

(5.35¢)

(5.36a)

(5.36D)

(5.36¢)

(5.36d)
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L’application X,, — X1 s’écrit alors sous la forme :
Xpt1 = BX,, + tCM(Xy, Xpt1). (5.37)
Sous les bonnes hypothéses sur les données initiales, on peut montrer que :
IM(Xns Xns1) = M(X (tn), X (tnr1)) | (s (rayy7 <

C (10 = X (o)l sty + 1 X1 = X (b 1) ety ) -

et
IB™C|| < b,

oit || - || est la norme des opérateurs linéaires continus de (H*(R?))” dans lui-méme.
On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 5.6. Sous les bonnes hypotheses sur les données initiales po, T _y /9 € H*+6(RY)
et pour dtg > 0 et T < T™* wvérifiant nos hypothéses, il existe une constante € > 0 et un
temps t1 € (0,T) tels que pour tout n € N et tout 5t € (0,dty) avec ndt < tq,

| X = X (tn) (15 (mayyr < € <HT—1/2 — [o(=8t/2) || ero ey + 5t2) : (5.38)

Le théoréme 5.6 est uniquement vrai pour un temps t; assez petit et ne peut pas
étre itéré, essentiellement parce que le spectre non borné du Laplacien empéche de borner
indépendamment de n les puissances de B. Cependant, si ’opérateur Laplacien est remplacé
par une version bornée (comme c’est le cas dés qu'il est discrétisé), alors les puissances de
B sont bornées et on peut itérer les estimations d’erreur de facon & obtenir le résultat
suivant :

Théoréme 5.7. Supposons que l'opérateur £ soit une version tronquée de l’opérateur
Laplacien de symbole & — —||€]|?x-(€) ot x, est une fonction réguliére G support dans une
boule de rayon r et égale & 1 dans une boule de rayon r — 1. Sous les bonnes hypothéses
sur les données initiales po, T2 € H*4(RY) et pour 5ty > 0 and T < T* vérifiant nos
hypothéses, il existe une constante € > 0 telle que pour tout n € N et tout 6t € (0, dtg) tels
que not < T,

1Xn = X ()l ety < € (I 712 = [(=0t/2) Pl grevacay + 68%) (5.39)

Composition de la méthode de Crank-Nicolson

L’idée ici est d’utiliser la composition d’une méthode préservant I’énergie pour construire
une méthode d’ordre élevé préservant elle aussi I’énergie. La brique de base que nous avons
utilisé est la méthode de Crank-Nicolson.

Pour I’équation (5.1) cette derniére s’écrit :

.Pn+1 — Pn 1 B |§0n+1 - |SOn
j——T— = | —=A+V +
ot ( 2 k+1 lon+1]? = |@n|?

que nous notons ensuite :

|2){+2 |2H+2

- Q.R> ‘p”%ﬂp”, (5.40)

Pn+1 = (I)g;N((pn).

Cette méthode permet de préserver 1'énergie E(p) donnée par (5.4). En la composant :
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e soit par la formule de Creutz et Gocksh ([|90] page 44) :

CN CN CN
Pn+1 = (p'y35t © (1)7261: o (bvlét(spn)’

avec
1 21/(2+1)

M=WB= 5 ouem 0 2T Ty uey)
e soit en utilisant les coefficients de Suzuki (|90] page 45) :

CN _#CN _&CN _«CN _CN
Ont1 = P50 O 5 0 Pois 0 D5 0 B (), (5.41)

avec

1 41/(2+1)

Y=Y =74 ="75 = yEIeEs)) et Y3 = EVETYeTE (5.42)

on obtient des méthodes d’ordre 4 qui préservent encore la méme énergie.

Remarque 5.4. La méthode de Crank-Nicolson est une méthode totalement implicite qui
nécessite donc la résolution d’une équation non linéaire & chaque étape et cela peut-étre
numériquement cotdteux. Nous avons essayé d’accélérer la méthode en utilisant les formules

de Peaceman-Rachford [115].

Quelques simulations numériques

Nous testons actuellement les méthodes de Crank-Nicolson (CN) et de relaxation, 'ac-
célération de la méthode de Crank-Nicolson via les formules de Peaceman-Rachford (CN-
PR) et la méthode de composition de Suzuki (5.41)-(5.42) avec comme élément de base
la méthode de Crank-Nicolson (CN-Suzuki). Nous comparons ces méthodes & la méthode
classique du splitting de Lie. Dans les simulations numériques, nous nous intéressons aux
mémes quantités que dans la partie précédente, a savoir ’erreur de phase Epy, l'erreur de
masse £y p, et Uerreur d’énergie Eg , données par (5.27)-(5.29). Je présente ici les premiers
résultats obtenus sur deux type de cas test.

Un exemple 1-d avec k = 1
Nous considérons, une fois de plus, le cas d’un soliton 1-d i.e. le cas d’une solution de
léquation (5.1) (avecd =1,V =0,0 =1, A = Q = 0) de la forme :

. 2
u(t, ) = 4 /2—asech(\/2a(x — ct))ee@meb gilat )t (5.43)
q

Dans les exemples numériques nous prenons : 3 = —q = —8, a = ¢2/16 = 4 et ¢ = 0 (il
s’agit donc d’un soliton a vitesse nulle).

Sur la figure 5.7, je présente l'erreur de phase en fonction du pas de temps h. On
remarque que les ordres des méthodes correspondent aux ordres donnés par la théorie. Sur
la figure 5.8, je présente les résultats obtenus pour l'erreur de masse et 'erreur d’énergie
en fonction de h. Comme on s’y attend chacune des méthodes préserve la masse. De plus
les méthodes CN, CN-PR, CN-Suzuki et relaxation préservent effectivement 1’énergie alors



que ce n’est pas le cas de la méthode de splitting. Enfin sur la figure 5.9, je donne le tracé
du temps CPU en fonction de 'erreur de phase. On constate que, pour des pas de temps
raisonnablement petits et un temps CPU identique, utiliser une méthode de composition
d’ordre élevé permet d’obtenir des erreurs de phases plus petites que pour les autres.

Un exemple 1-d avec une non linéarité cubique (K = 1) et une non linéarité quintique

(k=2)

Dans cet exemple nous considérons 1’équation suivante :

) 1
i0ip = =500 + V(6 2)¢ + Bilol*e + Balel'p, (5-44)
avec 51 < 0 et B2 > 0. Une solution de cette équation (voir [19]) est donnée sous la forme :
p(t, ) = XDV (L ), (5.45)

ol ¢ et £ sont des fonctions qui dépendent du potentiel considéré et ou

n

UX) =
\/MCOSh@@X +1)

)

avec £ <0, (= —16E32/(36%) et n = \/AE/B1.

Pour les simulations numériques, nous considérons deux potentiels différents :

1. Un potentiel indépendant du temps V(z) = v/2x, avec v une constante. Pour
celui-ci les fonctions ¢ et £ sont données par :

o(t,z) = —vt2x —v*t3/3 — Bt,  £(t,z) = 2z — vt?

02 ~
2. Un potentiel dépendant du temps V(t,z) = - cos(Qt + By)v/2x pour lequel les

fonctions ¢ et £ sont données par :

~ .
o(t,x) = —% sin(Q + Bo)V2z — %t + % sin(2(Qt + Bo)) — Et,

E(t,x) = V22 — cos(Qt + Bo).

Pour ces exemples, nous choissons : 1 = —2,8, = 0.5, F = —1,v = O.I,Q =20 =
0. Pour le premier cas, je présente dans la figure 5.10 les erreurs de phase et d’énergie
en fonction du pas de temps. Les ordres obtenus sont les mémes que ceux de I'exemple
précédent et comme attendu les méthodes de Crank-Nicolson (classique et Suzuki) et de
relaxation préservent bien ’énergie. Pour le second cas, je présente dans la figure 5.11 le
tracé des erreurs de phase en fonction du pas de temps pour chacune des méthodes. Les
ordres obtenus sont toujours les mémes.
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FIGURE 5.7 — Epy, en fonction de h pour le soliton 1-d.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Depuis ma thése mes travaux de recherche ont donc porté sur des questions aussi
bien théoriques (recherche d’inégalités d’entropie, existence de solutions, limites de pa-
ramétres) que numeériques (construction de conditions aux limites adaptées, dérivation,
convergence et comportement asymptotique de schémas numériques). Les travaux plus
théoriques concernent 1’équation des milieux poreux, le modéle de Navier-Stokes quan-
tique et un modéle de corrosion pour lequel j’ai également fait une étude numérique. D’un
point de vue plus numérique, je me suis intéressée a la construction de conditions aux
limites pour différents modéles (modéle d’Euler, équation d’Helmholtz et équation d’Airy)
ainsi qu’a I’étude de différents schémas numériques pour I’équation de Gross-Pitaevskii.

Dans le chapitre 2, j’ai décrit les résultats obtenus concernant le modéle de Navier-
Stokes quantique. En particulier j’ai présenté des résultats d’existence de solutions et de
limite semi-classique du modéle utilisant différentes techniques telles que 'ajout d’un terme
de pression froide dans les équations ou l'utilisation de solutions faibles re-normalisées en
vitesse (suivant en cela respectivement les idées développées dans [38] et [131]). J’ai égale-
ment expliqué comment, en généralisant aux systémes de Navier-Stokes-Korteweg et Euler-
Korteweg I'entropie relative introduite pour les équations de Navier-Stokes compressibles
dans [42], il est possible de démontrer la limite de faible viscosité du modeéle.

Dans le chapitre 3, j’ai détaillé une partie de mes travaux concernant le modéle de
corrosion simplifié évolutif : un résultat d’existence de solutions ainsi qu’un résultat de
convergence pour un schéma numeérique Euler implicite en temps et volumes finis en espace.
Ici les techniques utilisées sont assez classiques : estimations a priori, résultats de compacité
a la Aubin-Simon [124], résultats de convergence des traces suivants les idées développées
dans [34].

Le chapitre 4 est dédié¢ a la construction de conditions aux limites. J'y ai détaillé
trois résultats en particulier. J’ai expliqué comment construire de telles conditions pour
le modéle d’Euler lorsque celui-ci est vu comme la limite hydrodynamique de I’équation
BGK pour laquelle les conditions aux limites sont connues. La méthode utilisée est inspirée
de travaux sur la décomposition de domaine [15, 61]. Les conditions ainsi obtenues sont
de type Maxwell et une approche locale de la linéarisation fournie de meilleurs résultats
qu’une approche globale. Nous avons pu constater que les résultats obtenus par la méthode
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proposée correspondent & ceux obtenus par la simulation de I’équation BGK. J’ai ensuite
présenté comment construire 'opérateur DtN pour un milieu périodique infini & symétrie
hexagonale contenant un défaut pour 'équation d’Helmholtz. Comme dans [82], celui-ci
est obtenu comme la factorisation de deux opérateurs non locaux, I'un étant un opérateur
de type DtN correspondant a un probléme de demi-espace et le second un opérateur DtD
relié aux propriétés de symétrie du probléme. Enfin pour I’équation d’Airy j’ai proposé une
construction de conditions limites transparentes, dans le cas complétement discret, adap-
tées en particulier au schéma de Crank-Nicolson centré. Pour cela nous avons commencé
par étendre la construction faite au niveau continu dans [137], celle-ci servant de guide pour
le cas totalement discret. Des simulations numériques montrant les résultats ainsi obtenus
ont également été présentées. Les ordres de convergence en temps et en espace du schéma
ne sont pas perturbés par les conditions aux limites.

Le dernier chapitre est consacré a I’équation de Gross-Pitaevskii utilisée dans la modé-
lisation des condensats de Bose-Einstein. Par un changement de variable le probléme est
ramené a ’équation de Schrodinger non linéaire avec un potentiel dépendant a la fois du
temps et de I’espace. Dans un premier temps, une classe d’intégrateurs exponentiels d’ordre
élevé a été développée. Plus précisément je me suis intéressée aux méthodes de Runge-Kutta
exponentielles et de Lawson pour lesquelles nous avons respectivement démontré un ordre
s et 2s. Numériquement nous avons observé que les méthodes de Runge-Kutta exponen-
tielles utilisant les points de collocation de Gauss sont en fait d’ordre 2s également. Dans
les simulations, j’ai comparé ces méthodes aux méthodes de splitting. Tant du point de vue
de la précision en temps que du cotit de calcul, les méthodes de Runge-Kutta exponentielles
utilisant les points de collocation de Gauss sont les plus performantes numériquement bien
qu’elles ne préservent pas la masse contrairement aux méthodes de Lawson et de splitting.
Toutes ces méthodes ne préservant pas I’énergie, j’ai ensuite présenté des travaux encore en
cours sur des schémas numériques permettant de la conserver et d’ordre élevé si possible.
J’ai notamment expliqué comment généraliser & des non linéarités quelconques la méthode
de relaxation écrite dans [32] pour des non linéarités cubiques ; comment montrer que cette
derniére est d’ordre 2 dans le cas cubique & potentiel nul et enfin comment composer par
les formules de Suzuki ([90] page 45) la méthode de Crank-Nicolson ([62]) pour en ob-
tenir une méthode d’ordre 4 préservant les invariants de I’équation. Il reste encore pour
cette derniére partie des simulations numériques & faire avec en particulier des cas 2-d de
condensats de Bose-Einstein.

Dans le futur je souhaite m’intéresser a la hiérarchie de modéles suivante :
— l’équation de Gross-Pitaevskii généralisée donnée par :
i0pp + A + (W = (1 — [¢))?) = 0, in R? x R, (6.1)

oit la fonction d’onde 1) n’est pas nulle a I'infini et oil la convolution avec W e S'(R%)
prend en compte les interactions non locales. Lorsque W est un Dirac, (6.1) correspond a
I’équation de Gross-Pitaevskii classique.

— l’équation de Boltzmann quantique donnée par :

atf +p- vwf - va : vpf = Q(f)/Ta (62)

ou f = f(t,z,p) représente la distribution des particules dans 'espace des phases, V =



V() un potentiel confinant, Q(f) lopérateur de collision quantique, et 7 un paramétre de
scaling.

— le modéle de Navier-Stokes quantique présenté dans le chapitre 2.

Ces trois modéles correspondent & trois niveaux différents de description de systémes
quantiques. Ils sont liés de la facon suivante. Si W est un Dirac dans ’équation de Gross-
Pitaevskii généralisée, en utilisant une transformation de Madelung on obtient le modéle
d’Euler quantique qui, rappelons le, correspond & la limite de faible viscosité du modéle de
Navier-Stokes quantique. Ce dernier peut donc étre vu comme une correction visqueuse du
modéle d’Euler quantique et peut étre obtenu, comme mentionné au chapitre 2, a partir
de l’équation (6.2) pour un opérateur de collision simplifié [43].

J’aimerais étudier aussi bien théoriquement que numériquement ces trois modéles et
leurs liens. L’intérét d’une telle double étude est que les résultats théoriques peuvent étre
utilisés pour mettre en place des schémas numériques efficaces et, réciproquement, les
expériences numériques peuvent étre un point de départ & des conjectures pour des résultats
théoriques. Les deux axes que j’aimerais développer sont donc : I’étude des comportements
asymptotiques des solutions, en temps grand et en limite de paramétres, et la mise en place
de schémas numériques.

Dans la suite des travaux présentés au chapitre 2, je souhaite regarder des dévelop-
pements asymptotiques des solutions en fonction de € et/ou v afin d’obtenir des approxi-
mations d’ordre plus élevé. J'aimerais également étudier le comportement en temps long
des solutions du modeéle de Navier-Stokes quantique. Enfin une question intéressante mais
difficile est 1’étude du lien entre ’équation de Gross-Pitaevskii généralisée et le modéle
de Navier-Stokes quantique. Ceci nécessite sans doute de considérer d’abord 1’équation de
Schrédinger pour N particules et de laisser tendre N vers I'infini afin d’obtenir un modéle
macroscopique. L’une des principales difficulté est d’avoir une description des collisions qui
permette de retrouver un terme diffusif.

A ma connaissance, la question de la simulation numérique du modéle de Navier-
Stokes quantique est toujours une question ouverte. Une possibilité serait d’étendre les idées
présentées dans [35] au cas visqueux. Dans ce travail, les auteurs utilisent la formulation
augmentée du systéme d’Euler-Kortewg décrite au chapitre 2 pour construire un schéma
numérique stable sous condition CFL. Une autre question intéressante est de voir s’il
est possible de développer des schémas hybrides en couplant les niveaux macroscopique
(Navier-Stokes quantique) et mésoscopique (équation de Boltzmann quantique) comme ¢a
a récemment été fait dans le cas classique [81], ou encore, de voir si on peut obtenir pour
le modéle de Navier-Stokes quantique des conditions aux limites appropriées & partir de
celles de I’équation de Boltzmann quantique comme ¢a a été fait dans le chapitre 4. Une
premiére possibilité serait de considérer le cas simplifié de 'opérateur de BGK quantique.
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