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Introduction

Le travail de recherche présenté dans cette these est axé sur deux themes centraux reliés
entre eux.

Le premier de ces themes est la théorie des formes hermitiennes (équivariantes pour
un groupe fini ) sur une algebre simple centrale a involution. Si les théories des formes
quadratiques et des formes hermitiennes présentent beaucoup de caracteres similaires, on
ne leur connait effectivement que peu de points communs. Dans ce travail, nous avons
tout d’abord souhaité illustrer le passage de la théorie des formes quadratiques a celle des
formes hermitiennes en nous appuyant sur diverses notions telles que la décomposition de
Witt, 'isotropie, le discriminant & signe ou les n-formes de Pfister (dans les chapitres 3 et
5).

Le groupe de Witt (équivariant) d’une algebre simple centrale est un outil essentiel &
la compréhension des formes hermitiennes (équivariantes) sur cette algebre mais il est rare
que l'on puisse le déterminer de fagon explicite. Le second objectif de ce travail est la
collecte d’informations sur ce groupe soit par des criteres d’isomorphie (dans les chapitres
2 et 6), soit par construction de suites exactes permettant de comparer plusieurs de ces
groupes (dans les chapitres 4 et 5).

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons a deux types de groupes de Whitehead
réduits d'une algebre simple centrale ; ce chapitre est indépendant des précédents. Nous
allons maintenant présenter brievement le contenu de chacun de ces chapitres.

Le chapitre 1 est essentiellement consacré a I’exposé de définitions, résultats et notations
nécessaires a la suite de ce travail. Ces rappels sont en grande partie basés sur les deux
ouvrages suivants : [33] et [71].

En premier lieu, nous rappelons quelques propriétés de base concernant les algebres
simples centrales, les involutions et le groupe de Brauer.

Ensuite, si A est une K-algebre simple centrale munie d’une involution o, nous exposons
des rappels concernant les formes sesquilinéaires, les formes et les G-formes e-hermitiennes
sur (A,0) ou G est un groupe fini et ¢ € K* vérifie eo(¢) = 1. Nous nous intéressons
particulierement a la possibilité de généraliser au niveau des (G)-formes e-hermitiennes
quelques propriétés classiques pour les formes quadratiques comme la diagonalisation, la
simplification de Witt et le rapport entre forme hyperbolique et forme métabolique.

Enfin, nous rappelons la définition du groupe de Witt équivariant W*¢(G, A, o) d’une
algebre simple centrale a involution.

Dans le chapitre 2, nous étudions la notion d’équivalence de Morita entre deux algebres
simples centrales munies d’involutions. Soient (A, o) et (B, 7) deux K-algebres simples cen-
trales munies des involutions o et 7 que ’on suppose de méme espece. Une n-équivalence de
Morita entre (A, o) et (B, T) est, par définition, la donnée de ((A,J), (B,7),M,N, f,q, 1/)



ou M, N, f, g, v sont des objets vérifiant certaines propriétés dépendant de (A, o) et
(B,7) et ou n = £1 ne dépend que de o et 7 (voir la définition 2.1.1). Nous avons opté
pour une définition interne de 1'équivalence de Morita basée sur [17] et [32].

Tout d’abord, nous rappelons qu'une n-équivalence de Morita au sens précédent possede
certaines propriétés habituelles de I’équivalence de Morita entre deux algebres.

Soient ((A, 0),(B,7), M, N, f,g,v) une n-équivalence de Morita entre (A, o) et (B, 1),
G un groupe fini et ¢ € K* vérifiant eo(e) = 1. Nous montrons que I'on peut construire
un isomorphisme de W (K, o|k)-modules

W& (G, A o) ~W"™(G,B,T)

(on a méme un énoncé plus précis, voir le théoreme 2.2.1) qui fournit une condition suff-
isante a I'isomorphie de deux groupes de Witt équivariants.

La classe des algebres Brauer-équivalentes (munies d’involutions de méme espece ayant
méme restriction au centre) forme une sous-classe des algebres a involutions Morita-
équivalentes (voir la proposition 2.3.1) et le théoreme 2.2.1 reste donc vrai dans ce cadre
(voir le corollaire 2.3.3). Enfin, nous précisons que le théoreme 2.2.1 admet un raffinement
dans le cas des involutions unitaires (voir le corollaire 2.3.5) avant de donner un exemple
caractéristique d’utilisation de ces résultats dans le cas des involutions de premiere espece
par le biais d’un célebre théoreme di & Merkurjev (voir le théoreme 2.3.6).

La plupart des résultats présentés dans ce chapitre peuvent étre considérés comme
conséquences de principes généraux sortant du cadre de ce travail : voir [25] et [32].
Néanmoins, l'approche de ces notions par le biais de la théorie des algebres simples cen-
trales a involution fournit, & notre connaissance, de nouvelles preuves de ces faits.

Le chapitre 3 a pour objet la généralisation aux formes hermitiennes sur une algebre
simple centrale a involution de notions et d’invariants classiques en théorie des formes
quadratiques par le biais de I’équivalence de Morita. Cette généralisation est souvent
immédiate lorsque l'algebre considérée est une algebre a division. Cette constatation rend
I'isomorphisme du théoreme 2.2.1 (voir ci-dessus) particulierement intéressant lorsque B =
D est une algebre a division et nous incite a examiner chaque notion selon le plan d’étude
suivant :

1. rappel de la notion pour les formes quadratiques ;
2. généralisation de cette notion aux formes e-hermitiennes sur une algebre a division ;

3. transport de la notion aux formes e-hermitiennes sur une algebre simple centrale au
moyen de I’équivalence de Morita et du théoreme 2.2.1.

Nous nous intéressons tout d’abord aux propriétés d’isotropie et de décomposition
de Witt. En 1969, dans [48], McEvett montre que I’équivalence de Morita permet de
généraliser exactement ces deux notions aux formes hermitiennes sur une algebre simple
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centrale a involution. Nous démontrons ces résultats dans un cadre différent de celui de
'article de McEvett (voir la proposition 3.1.3 et le théoreme 3.1.5).

Ensuite, nous étudions deux invariants : le rang et le discriminant a signe (raffiné)
d’une forme. Le cadre offert par les équivalences de Morita permet de définir ces notions
pour une forme hermitienne sur une algebre simple centrale (voir la proposition 3.2.4 et
la sous-section 3.2.2). On construit également un raffinement du discriminant a signe en
nous inspirant de travaux effectués par Bayer-Fluckiger et Parimala dans [8].

Enfin, nous terminons ce chapitre en mentionnant brievement la généralisation aux
formes hermitiennes de certains des autres invariants définis par les isomorphismes de
Milnor-Voevodsky par l'intermédiaire de ’équivalence de Morita.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude de suites exactes de groupes de Witt. Les sections
4.1 & 4.4 sont le fruit d'un travail commun avec Mohammad Mahmoudi (voir [27]). La
section 4.5 traite de suites exactes de groupes de Witt équivariants.

Le cadre de ce chapitre est le suivant : A est une K-algebre simple centrale, o est
une involution sur A et nous supposons que A et p sont deux éléments inversibles de A
qui anticommutent et tels que o(A) = =\, o(u) = —p et K(A)/K est une extension
quadratique.

En 1995, dans [57], Parimala, Sridharan et Suresh construisent la suite exacte de
groupes de Witt suivante

We(A, o) T W (A 01) L5 Wo(4,0) 2 W (A, o). (1)

Dans cette suite, A désigne le commutant de K (\) dans A, o1 et o9 sont des involutions
sur A définies & partir de o et 75, 7§ (resp. p5) sont des applications de transfert (resp. de
restriction). Cette suite est une étape clé dans la démonstration par Bayer-Fluckiger et
Parimala de la conjecture II de Serre (voir [7]) et du principe de Hasse II (voir [8]) pour
les groupes algébriques linéaires de type classique. A partir d’autres homomorphismes de
groupes de Witt, nous construisons la suite exacte suivante :

W (A, 0) 0 WA, 09) 2 W(A, 0) 2 Wo(A, o) 2)

(voir le théoreme 4.1.1). La combinaison de ces deux suites fournit un octogone exact de
groupes de Witt (voir le corollaire 4.3.1). Pour une extension quadratique ou une algebre
de quaternions a division munie de son involution canonique, ce résultat est du a Lewis
(voir [37]).

Lorsque A est une algebre a division, nous calculons de maniere explicite le noyau et
I'image de chacune des applications apparaissant dans ces suites exactes et étudions le
comportement de chacune d’entre elles vis a vis de l'isotropie (voir la proposition 4.4.1 et
le théoreme 4.4.4). Comme application de ces résultats, nous obtenons une autre preuve



de l'exactitude de l'octogone du corollaire 4.3.1 dans le cas des algebres a division (voir le
corollaire 4.4.5).

Enfin, nous nous inspirons de [15] pour définir une notion d’isotropie pour les G-formes
e-hermitiennes (voir la définition 4.5.1) de telle maniere que dans toute classe de Witt il
existe, a isométrie pres, une unique G-forme e-hermitienne anisotrope (voir la proposition
4.5.4). Cette propriété nous permet d’étendre aux G-formes e-hermitiennes les suites
exactes (1) et (2) :

We(G, A, 0) 5 Wo(G, A,01) 25 W(G, A, 0) ™0 WE(G, A, )

W(G, A, 0) 20 Wo(G, A, 00) 22 W(G, Ay o) B0 We (G, A, )

(voir le théoreme 4.1.2) et en combinant ces deux suites on obtient un octogone exact de
groupes de Witt équivariants. Encore une fois, dans le cas d'une extension quadratique
ou d’une algebre de quaternions a division munie de son involution canonique, ce résultat
est du a Lewis (voir [40]) ; nos démonstrations des résultats d’exactitude présents dans ce
chapitre s’inspirent des preuves données par Lewis dans cet article.

Le chapitre 5 vise a étudier certains sous-modules du groupe de Witt par le biais des
suites exactes du chapitre précédent. Il se divise en deux parties distinctes.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous décrivons des cas pour lesquels les suites
exactes du chapitre 4 peuvent se restreindre a certains sous-modules du groupe de Witt.
Pour ce faire, nous nous inspirons de travaux effectués par Bayer-Fluckiger et Parimala
sur la suite exacte (1) et précisons le comportement de la suite exacte (2) vis a vis du rang
et du discriminant (raffiné) dans le cas des algebres a division (voir la sous-section 5.1.1 et
la proposition 5.1.7). Ces descriptions explicites nous permettent de restreindre ces deux
suites exactes au sous-module [; engendré par les formes e-hermitiennes de rang pair sauf
dans un cas particulier (voir la proposition 5.1.10) ; si de plus, 'involution est supposée
unitaire et si F' est un corps CY (voir la définition 7.4.1), on peut restreindre ces suites
exactes au sous-module I, engendré par les formes de rang pair et de discriminant a signe
trivial (voir la proposition 5.1.12).

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous utilisons les suites exactes du chapitre 4
pour étudier quelques propriétés des formes de Pfister hermitiennes sur une algebre de
multi-quaternions. Une forme de Pfister hermitienne sur une algebre simple centrale A
munie d’une involution o est, par définition, I'induite d'une forme de Pfister quadratique
définie sur le sous-corps fixe de A par o. Cette notion ainsi que le niveau hermitien d’un
anneau a involution ont été définies par Lewis dans [43].

En [43], Lewis pose (implicitement) la question suivante :

Question. Etant donnée une algébre a involution (A, o), si on omet les cas ot A est une
extension quadratique ou une algebre de quaternions munie de son involution canonique,
est-ce-que les notions d’isotropie et d’hyperbolicité coincident pour les formes de Pfister



hermitiennes ?

La réponse aux deux cas omis dans cette question est donnée par le théoreme 6.2.3 de
Jacobson. En 1997 et en 2002, dans [72] et [73], Serhir prouve que la réponse a cette
question est positive lorsque A est une algebre de quaternions munie d’une involution
quelconque ou une algebre de biquaternions munie du produit tensoriel des deux involutions
canoniques. En utilisant les suites exactes du chapitre 4, nous prouvons que si une forme
de Pfister hermitienne A est isotrope sur un produit tensoriel A d’algebres de quaternions
a involutions (d’espece arbitraire) et si A est une algebre a division alors h est faiblement
hyperbolique et que, de plus, le coefficient d’hyperbolicité faible ne dépend que du degré de
cette algebre (voir la proposition 5.2.10). Ce résultat a été obtenu de maniere indépendante
(et différente) par Mahmoudi en [47]. Ce résultat nous permet de préciser I'ordre additif
de la forme unité dans de telles algebres (voir le corollaire 5.2.12).

Enfin, sur le modele des idéaux I"(K) de W(K), nous définissons naturellement des
sous-modules I"(A, o) dans le groupe de Witt d'une algebre a involution (A, o). D’apres
un célebre théoreme d’Arason et Pfister, on sait que l'intersection des idéaux I"(K) est
triviale. La question de savoir si ceci reste vrai au niveau des modules I"(A, o) semble étre
une question difficile ; nous pouvons seulement prouver un analogue faible de ce résultat :
plus précisément, si (A, o) est un produit tensoriel d’algebres de quaternions & involution
et si A est une algebre a division, nous montrons que l'intersection des modules I"(A, o)
est un module de 2"-torsion ou, encore une fois, 7 ne dépend que du degré de A (voir la
proposition 5.2.16).

Dans le chapitre 6, nous nous intéressons a la généralisation aux formes hermitiennes
de criteres d’isomorphie connus au niveau des anneaux de Witt.

Deux corps K et L de caractéristique différente de 2 sont dits Witt-équivalents si leurs
anneaux de Witt W (K') et W (L) sont isomorphes (en tant qu’anneaux). En 1970, Harrison
trouve un critere important donnant des conditions nécessaires et suffisantes pour que deux
corps soient Witt-équivalents : ce résultat est connu dans la littérature mathématique sous
le nom de critere de Harrison, voir le théoreme 6.1.1. En 1994, dans [60], Perlis, Szymiczek,
Conner et Litherland utilisent ce critere pour prouver que deux corps globaux sont Witt-
équivalents si et seulement si il existe une équivalence de réciprocité entre eux (i.e. il existe
une bijection entre leurs groupes de classes de carrés et une bijection entre leurs places non
triviales qui “respecte” les symboles de Hilbert : voir la définition 6.4.7).

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous expliquons comment obtenir un analogue
du critere de Harrison pour les groupes de Witt dans les deux cas suivants :

1. le groupe de Witt d'une extension quadratique munie de son automorphisme non
trivial pour sa structure d’anneau (voir le théoreme 6.1.3) ;

2. le groupe de Witt d'une algebre de quaternions a division munie de son involution
canonique pour sa structure de W (K)-module (voir le théoreme 6.3.7 et le corollaire



6.3.9) ; ce critere est similaire dans sa formulation a un critere obtenu par Baeza et
Moresi pour les corps de caractéristique 2 (voir le théoréme 6.1.2).

Dans la seconde partie de ce chapitre et pour le premier des deux cas précédents, nous
définissons la notion d’équivalence de réciprocité quadratique entre deux corps globaux.
Comme conséquence des résultats précédents, nous montrons que les groupes de Witt des
extensions quadratiques de deux corps globaux munies de leurs automorphismes non tri-
viaux sont isomorphes en tant qu’anneaux si et seulement si il existe une équivalence de
réciprocité quadratique entre eux (voir le théoréme 6.1.5).

Le chapitre 7 traite des groupes SK;(A) et USK;(A) respectivement appelés groupe de
Whitehead réduit de A et groupe de Whitehead unitaire réduit de A, ou A est une algebre
simple centrale sur un corps de caractéristique quelconque. On s’intéresse a la trivialité de
ces deux groupes sous des conditions aussi faibles que possible.

Nous rappelons tout d’abord quelques résultats remarquables concernant la structure
de chacun de ces deux groupes. Nous insistons particulierement sur des liens possibles
entre ces deux groupes et sur des résultats célebres donnant des conditions suffisantes a
leur trivialité.

Nous démontrons ensuite des résultats préliminaires a ceux de la derniere section de ce
chapitre. D’une part, nous prouvons un résultat de “descente” pour USK; généralisant un
résultat de Yanchevskii et analogue dans sa formulation a un résultat de Wang concernant
SK; (voir le lemme 7.3.4). D’autre part, a partir d’'un corps quelconque et d’un nombre
premier différent de la caractéristique du corps, nous construisons a partir du corps de base
un corps vérifiant certaines propriétés intéressantes (voir la proposition 7.3.6). Lorsque ce
nombre premier vaut 2, ce résultat est du a Bayer-Fluckiger et Serre et la preuve générale
s’en inspire.

Nous nous intéressons également au lien qu’il existe entre la surjectivité de la norme
réduite et la dimension cohomologique. Dans ce cadre, le résultat le plus important est
dt a Merkurjev et Suslin (voir le théoreme 7.4.3) qui donne des criteres locaux reliant ces
deux notions. Nous n’utilisons pas ce résultat dans toute sa généralité et insistons plutot
sur un de ses corollaires (du aussi & Merkurjev et Suslin) dont nous donnons une preuve
(voir le corollaire 7.1.6).

Enfin, dans la section 7.5, nous utilisons les résultats précédents pour établir des
criteres locaux de trivialité de SK; et USK; (voir les théoremes 7.1.8 et 7.1.9) ; nous
précisons également ce que deviennent ces criteéres d’un point de vue global (voir le corol-
laire 7.5.2). Certains de ces résultats sont probablement conséquences de résultats plus
généraux (comme par exemple le théoreme 7.4.3 de Merkurjev et Suslin) mais nous avons
préféré présenter des preuves mettant en valeur les techniques astucieuses inhérentes aux
résultats de trivialité obtenus par Platonov, Yanchevskii et Wang.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Algebres simples centrales a involution

Les premieres algebres non commutatives apparaissent en 1844 dans les travaux de Hamil-
ton lorsqu’il découvre l'algebre des quaternions sur le corps des nombres réels. En 1878,
Frobenius démontre que celle-ci constitue en fait le seul exemple de corps non commutatif
(de dimension finie) sur le corps des nombres réels. Le début du XX¢ siecle voit la naissance
d’une tendance commune a toute 1’Algebre : ’abandon de toute restriction sur les corps et
les anneaux. En particulier, la commutativité ne devient plus systématique dans 1’étude
des corps et, sous I'impulsion des travaux de Dickson, Moore et Wedderburn, la théorie
des algebres a division est développée. La conséquence la plus marquante de ces travaux
est sans doute le théoreme de Wedderburn établissant qu’une algebre a division finie est
nécessairement commutative.

Parallelement a ces travaux, Wedderburn, en 1907, cherche le premier a étudier les
algebres simples et démontre d’importants résultats de structure les concernant. En 1927,
Brauer et Noether (rejoints par Albert et Hasse en 1930) continuent I’étude systématique
des algebres a division et développent la théorie des algebres simples a la lumiere des
résultats de Wedderburn. Sur la base de ces travaux et de ses propres recherches, Albert
congoit, au cours des années 1930, la théorie des algebres simples centrales a involution sur
un corps quelconque telle qu’on ’'aborde aujourd’hui.

En 1929, Brauer réussit a munir I’ensemble des classes d’isomorphies d’algebres a di-
vision qui sont de dimension finie sur leur centre commun K d’une structure de groupe
abélien de torsion, que l'on appelle aujourd’hui groupe de Brauer de K. Au début des
années 1930, Noether montre 'importance de ce groupe comme invariant de K en le re-
liant a la cohomologie galoisienne au moyen des produits croisés. La conséquence la plus
remarquable de ces travaux est sans doute la description complete du groupe de Brauer
d’un corps de nombres algébriques obtenue quelques années plus tard par Albert, Brauer,
Hasse et Noether : voir 'exemple 1.1.9(5).



Le langage de toute cette théorie trouve ses sources dans les livres d’Albert (voir [1])
et de Deuring (voir [18]). Nous recommandons la lecture de [22] et [71] qui offrent un
traitement de cette théorie a la lumiere de résultats plus récents. On pourra également
consulter [33] qui a par ailleurs été une grande source d’inspiration tant pour la présentation
de cette section que pour les notations adoptées tout au long de ce travail.

1.1.1 Algebres simples centrales a involution

Dans ce travail, K désignera un corps commutatif. Sauf mention contraire, toutes les
algebres considérées dans ce travail seront uniferes et de dimension finie et tous les modules
seront des modules a droite supposés finiment engendrés. Les notations fixées dans ce
chapitre seront conservées (autant que possible) tout au long de ce travail.

Une algebre simple centrale sur K est une algebre (de dimension finie) A # {0} de
centre K et qui ne possede, outre {0} et A, aucun idéal bilatere. Une algebre A # {0}
est une algebre a division (ou un corps gauche) si tout élément non nul de A est inversible
pour la multiplication ; une algebre a division est une algebre simple centrale sur son
centre. Etant données une algebre simple centrale sur K et une extension de corps L/K,
on obtient, par extension des scalaires de K a L, la L-algebre simple centrale A;, = AR L.
A toute algebre A correspond son algebre opposée AP : AP = A en tant que K-module
mais sa multiplication * est définie par a *x b = ba pour tous a,b € A.

La structure des algebres simples centrales est entierement déterminée par le théoreme
de Wedderburn :

Théoréme 1.1.1 (Wedderburn). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) A est une K-algébre simple centrale.

(2) L’application canonique A @k A°® — Endg(A) qui a a @ b associe l’endomorphisme
x +— axb est un isomorphisme d’algebres.

(3) 1l existe un corps L contenant K tel que Ap ~ M, (L) pour un certain n € N.

(4) Il eziste une K-algébre a division D de dimension finie et v € N tels que A ~ M, (D).
De plus, si l'une de ces conditions est satisfaite, tous les A-modules a gauche (ou a
droite) simples sont isomorphes et l'algébre a division D de lassertion (4) est unique-
ment déterminée a isomorphisme prés par D = End(M) ou M désigne un A-module a
gauche simple.

Preuve. Voir [22, §3] ou [71, Chapter 8, §1]. O

Tout corps vérifiant I'assertion (3) du résultat précédent est appelé corps déployant de A.

Remarque 1.1.2. Plus généralement, toute K-algebre simple centrale possede un corps
déployant M tel que M /K soit une extension finie galoisienne d’aprés un célebre théoreme
de Kothe (voir [22, §9, p. 64]).
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La dimension d’'une algebre ne changeant pas par extension des scalaires, 1’assertion (3)
du théoreme 1.1.1 nous indique que la dimension de toute algebre simple centrale sur son
centre est le carré d’un entier naturel n : cet entier n est appelé degré de A et est noté
deg A ; le degré de I'algebre a division D de I'assertion (4) est appelé indice (de Schur) de
A et est noté ind A. Cet indice mesure la “distance” qu’il existe entre A et une algebre de
matrices sur K.

Une involution sur une algebre simple centrale A (ou plus généralement sur un anneau
unitaire) est une application o de A dans A vérifiant les trois conditions suivantes :

o(a+b) =o(a)+a(b),
o(ab) = o(b)o(a),

ogoo =idy,

pour tous a, b € A ; il revient au méme de dire que ¢ est un antiautomorphisme d’anneaux
de A d’ordre 2. On voit aisément que la restriction d’une involution ¢ au centre K de A
est un automorphisme d’ordre au plus 2. Il se produit exclusivement deux cas :

1. o fixe le centre de A élément par élément (autrement dit o est K-linéaire) ; dans ce
cas, elle est appelée involution de premiere espece ;

2. la restriction de o a K est un automorphisme d’ordre 2 ; dans ce cas, elle est appelée
mvolution de deuziéme espéce.

Par souci de précision, on dira plutot que o est une K/F-involution sur A : cela signifiera
que o est une involution sur A, que le centre de A est K et que F' est le sous-corps de
K (éventuellement égal a K) formé de tous les éléments fixés par 0. En caractéristique
différente de 2, il est clair que pour une K/F-involution avec F' # K, 'extension de corps
K/F est séparable de degré 2.

Si (A,o0) et (B,7) sont deux K/F-algebres simples centrales a involutions de méme
espece, un homomorphisme d’algebres a involution f : (A,0) — (B, T) est, par définition,
la donnée d’'un homomorphisme de K-algebres f : A — B qui commute aux involutions
(c’est-a-dire tel que 7o f = foo).

Si (A,0) est une K-algebre simple centrale a involution de premiere espece et si
car(K') # 2, on a la décomposition en somme directe A = Sym(A, o) & Skew(A, o) ou

Sym(A,0) ={z €a|o(x) ==z},

Skew(A,0) ={zr €a|o(x)=—x},
désignent les sous- K -espaces vectoriels de A formés respectivement des éléments symétriques
et antisymétriques de A relativement a o. Si n est le degré de A alors, en étendant les

scalaires a un corps déployant de A, on peut voir que soit Sym(A, o), soit Skew(A, o) a
pour dimension @ (voir [71, Chapter 8, Theorem 7.5]) : 'involution o est dite de type
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orthogonal si Sym(A, o) est de dimension @, de type symplectique dans le cas contraire.

Au lieu d’involution de seconde espece, on parlera aussi d’involution de type unitaire, ce
nom provenant du lien qu'il existe entre elles et les groupes unitaires (voir [33, Chapter
I11)).

L’exemple le plus simple d’involution de premiere espece est donné par la transposition
sur une algebre de matrices a coefficients dans K ; 'automorphisme non trivial d’une exten-
sion quadratique séparable donne un exemple d’involution de seconde espece. L’involution
canonique d’une algebre de quaternions constitue un autre exemple important d’involution
de premiere espece ; ce type d’algebre a involution étant primordial pour la suite de ce
travail, nous en rappelons brievement les principales caractéristiques :

Exemple 1.1.3. Soit K un corps de caractéristique différente de 2 ; on appelle algébre de
quaternions et on note (a,b)x (avec a, b € K*) I'algebre engendrée par deux éléments 7 et
7 sujets aux relations

i*=a, j2=0b, ij = —ji.

On peut montrer que (a, b) x est une K-algebre simple centrale de degré 2 et réciproquement
on peut voir que toute K-algebre simple centrale de degré 2 est une algebre de quaternions
au sens précédent (si K est un corps de caractéristique quelconque, on convient d’appeler
algebre de quaternions toute K-algebre simple centrale de degré 2). Le nom de cette
algebre provient du fait qu’elle est la généralisation a un corps quelconque de 'algebre de
quaternions (—1, —1)g découverte par Hamilton en 1844.

On appelle involution canonique de 1'algebre de quaternions A = (a, b), 'involution
— définie par

i=—i, j=—j.

On peut définir une autre involution A sur A en posant

1=—1, J=7.
Il est aisé de voir que ces deux involutions sont de premiere espece sur A et, en évaluant les
dimensions des espaces symétriques correspondants, on voit en outre que — est symplec-

tique (c’est d’ailleurs la seule involution de type symplectique sur A : voir [33, Proposition
2.21]) et que A est orthogonale.

1.1.2 Quelques grands théoremes

Dans cette sous-section, nous nous bornons a rappeler sans preuve(s) quelques grands
résultats qui nous seront utiles par la suite.

A tout élément inversible u de A correspond un automorphisme de A noté Int(u) et
défini par x — uzu~! ; cet automorphisme est appelé automorphisme intérieur de A induit
par u.
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Nous en venons a un résultat de base dans la théorie des algebres simples centrales,
le théoreme de Skolem-Noether, qui caractérise les automorphismes des algebres simples
centrales en terme de leurs automorphismes intérieurs.

Théoréme 1.1.4 (Skolem-Noether). Soient A une K-algébre simple centrale et B une
sous-algébre simple de A. Alors, tout homomorphisme de K-algébres p : B — A peut
étre étendu a un automorphisme intérieur de A. En particulier, tout automorphisme de
K-algébres de A est un automorphisme intérieur.

Preuve. Voir [13, §10, Théoreme 1] ou [71, Chapter 8, Theorem 4.2]. O

Ce résultat est une conséquence importante des travaux sur les corps gauches entrepris par
Albert, Brauer, Hasse et Noether a la fin des années 1920. Il a été découvert par Skolem
en 1927 et redécouvert indépendamment quelques années plus tard par Noether, en 1933.

Remarque 1.1.5. Le théoreme 1.1.4 est vrai plus généralement si A est un anneau ar-
tinien simple de centre K et si B est une K-algebre simple de dimension finie.

Etant donnée une K/F-involution de premiere espece (resp. de deuxiéme espece) sur
une algebre simple centrale, on peut caractériser les K /F-involutions de premiere espece
(resp. de deuxieme espece ayant méme restriction a K) sur cette algebre de la maniere
suivante :

Proposition 1.1.6. (1) Soit A une algébre simple centrale munie d’une K/F-involution
o de premiére espéce. Pour chaque K/F-involution o' de premiére espéce sur A, il existe
un u € A* uniquement déterminé a un scalaire de F* pres, tel que 'on ait o’ = Int(u) o o
et o(u) = £u. De plus, o et o’ sont de méme type si et seulement si o(u) = u.

(2) Soit B une algébre simple centrale munie d’une K/F-involution o de seconde espéce.
Pour toute K/ F-involution o’ sur B ayant méme restriction a K que o, il existe unu € B*,
uniquement déterminé a un scalaire de F* prés tel que o' = Int(u) o o, et o(u) = u.

Preuve. Ce résultat est une conséquence du théoreme de Skolem-Noether : voir [33,
Proposition 2.7] pour (1) et [33, Proposition 2.18] pour (2). O

On écrit A pour désigner 'algebre conjuguée de A (on a A = A en tant qu’anneau
mais sa loi externe est obtenue en tordant la loi externe de A par I'action de Gal(K/F)).
Des 1939, Albert donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une algebre simple
centrale admette une K/F-involution de premiere espece. Il met également en valeur
une telle condition pour les produits croisés d’un genre particulier possédant une K/F-
involution de deuxieme espece, résultat complété par Riehm en 1970 et par Scharlau en
1975 pour aboutir au théoreme suivant :
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Théoréme 1.1.7. (Albert)(1) Soit A une algébre simple centrale sur K. Il existe une
K/ F-involution de premiére espéce sur A si et seulement si A @y A est déployée.

(Albert-Riehm-Scharlau)(2) Soit B une algébre simple centrale sur K. Il existe une
K/ F-involution de seconde espéce sur B laissant les éléments de F invariant élément par
élément si et seulement si Ngp(B) est déployée (voir la remarque 1.1.8 pour la définition

de NK/F)-

Preuve. Voir [1, Theorem 10.19] pour (1) et [68] ou [71, Chapter 8, Theorem 9.5] pour
(2). On peut consulter aussi [33, §3] pour une preuve différente de ces deux assertions. [J

Remarque 1.1.8. Rappelons la définition de l'algebre Ng,p définie par Riehm en 1970
(voir [68]). Soient — I’automorphisme non trivial de K et

A@KA — A@KA
a®b 5®a

I'application “échange”, alors N, est la sous-F-algebre de A R A de degré (deg A)*
fixe sous s i.e.

Np(A) ={u e Aok A| s(u) = u}.

Dans la littérature, Ng/r(A) est appelée la norme (le transfert, la corestriction) de la
K-algebre A.

1.1.3 Groupe de Brauer

Nous rappelons la définition d’un groupe introduit par Brauer en 1929.

Grace au théoréeme 1.1.1(4), nous savons que toute algebre simple centrale sur K est
isomorphe a une algebre de matrices sur un corps gauche de centre K, celui ci étant
uniquement déterminé a isomorphisme pres. Deux K-algebres simples centrales A et B
sont Brauer-équivalentes (et on écrit A ~ B) si elles sont K-isomorphes a des algebres de
matrices sur des corps gauches isomorphes ou, de fagon équivalente, s’il existe deux entiers
n et m tels que M, (A) ~ M,,(B). 1l est clair que ~ définit une relation d’équivalence
sur les K-algebres simples centrales de dimension finie ; la classe d’'une K-algebre simple
centrale A sera notée [A].

Le produit tensoriel (sur K') de deux K-algebres simples centrales étant a nouveau une
K-algebre simple centrale (d’apres le théoreme du double centralisateur d a Brauer, voir
[71, Chapter 8, Theorem 3.2]), 'ensemble des classes d’équivalences de K-algebres simples
centrales muni de la loi induite par le produit tensoriel de K-algebres est un groupe abélien
appelé groupe de Brauer de K et noté Br(K). Dans ce groupe, 1’élément neutre est [K] et
I'inverse de [A] est [A°P] (par I'assertion (2) du théoréme 1.1.1). La 2-torsion de ce groupe
abélien sera notée Bra(K).
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Le groupe de Brauer est un invariant de K qui fournit d’importantes informations sur
les algebres centrales a division sur K et qui est, en général, difficile a calculer.

Exemples 1.1.9. (1) Le groupe de Brauer d’un corps algébriquement clos est trivial.

(2) Le groupe de Brauer d'un corps fini (ou plus généralement d'un corps C) est trivial.
(3) Br(R) est un groupe cyclique d’ordre 2 ; son élément non trivial est donné par la classe
de l'algebre des quaternions d’Hamilton (—1, —1)g.

(4) Si K est un corps complet pour une valuation discrete a corps résiduel fini (e.g. le
corps p-adique Q,), Br(K) = Q/Z.

(5) Si K est un corps de nombres algébriques ou un corps de fonctions algébriques d’une
variable sur un corps fini, on a une suite exacte (réciprocité de Hasse)

0 — Br(K) — @Br(Kp) — Q/Z — 0,

ou K, désigne la complétion de K en la place p. Pour les corps de nombres algébriques,
ce résultat est essentiellement du a Albert, Brauer, Hasse et Noether.

On pourra trouver dans [74, Chapitres X, XII, XIII] la preuve de ces résultats ainsi que
d’autres exemples de calculs de groupes de Brauer.

Le résultat qui suit est un corollaire important du théoreme 1.1.7, découvert par Albert
en 1939 puis complété par Scharlau en 1975 :

Corollaire 1.1.10 (Albert-Scharlau). Soit A une K-algébre simple centrale possédant
une K/F-involution o. Alors toute algébre Brauer-équivalente a A posséde une K/F-
imvolution de méme espéce que o.

Preuve. Si o est de premiére espece, le résultat découle directement du théoreme 1.1.7(1).
Si o est de seconde espece, on utilise successivement le théoreme 1.1.7(2), puis [71, Chapter
8, Lemma 9.7] et enfin [33, Proposition 3.13] pour conclure. d

Remarque 1.1.11. II serait illusoire de croire que si une K-algebre simple centrale A
possede une K/F-involution o de premieére espece et si B est Brauer-équivalente a A alors
B possede une K/F-involution de premiere espece et de méme type que ¢ : on obtient
un contre-exemple en considérant A = M,,(K') avec n > 1, o une involution symplectique
sur A (par exemple 0 = Int(u) o ¢t ou ¢ désigne la transposition matricielle et ou u est
une matrice antisymétrique : voir [33, Proposition 2.19]) et B = K ; par contre, dans la
situation ci-dessus, si o est orthogonale, il n’est pas difficile de voir que B possede aussi
une involution orthogonale.

1.2 Formes

Si la théorie des formes quadratiques a été créée des I’Antiquité pour servir d’armature a
la géométrie euclidienne, elle trouve son aspect actuel durant la seconde moitié du XVII®
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siecle avec Descartes et Fermat qui la sortent quelque peu de ce contexte. Jusqu’au XIX®
siecle, cette théorie est un élément a part entiere de la théorie des nombres et il faudra
attendre les travaux de Minkowski, Siegel, Hasse et Eichler pour qu’elle devienne autonome
et que la théorie arithmétique des formes quadratiques naisse.

Les travaux de Dedekind, Frobenius, Noether et Artin contribuent au développement du
concept d’algebre linéaire abstraite qui va conduire au cours du XX¢ siecle a 'abandon de
toute restriction sur I’anneau des scalaires, donnant ainsi un nouvel élan a des théories par
ailleurs déja connues telles que la théorie des formes hermitiennes ou, plus généralement,
celle des formes sesquilinéaires.

Le premier pas vers cette généralisation est franchi avec les travaux novateurs de Witt
en 1937 qui pose les fondements de la théorie des formes quadratiques sur un corps quel-
conque. Cette théorie connait un essor formidable a partir de 1965, quand Pfister justifie
I'importance de cette approche grace a ses théoremes de structure : on parlera désormais
de théorie algébrique des formes quadratiques.

A partir de 1960, le développement de nouvelles théories comme la topologie algébrique
ou la K-théorie algébrique conduit a considérer 1’étude des formes quadratiques sur un
anneau commutatif et des formes sesquilinéaires et hermitiennes sur un anneau a involution.
La aussi d’importants résultats sont obtenus, tantot s’inspirant de résultats connus en
théorie des formes quadratiques, tantot révélant des principes plus généraux inhérents a
ces théories.

Une partie importante de la théorie des formes hermitiennes traite de formes hermiti-
ennes sur des anneaux ou des algebres de groupe. L’attrait de cette théorie provient du fait
qu’elle se situe au carrefour de plusieurs parties importantes des Mathématiques : outre la
topologie algébrique et la K-théorie algébrique, on peut citer la théorie des représentations,
la théorie des algebres simples, la théorie des anneaux ordonnés et la théorie algébrique
des nombres.

Les ouvrages de référence concernant la théorie arithmétique des formes quadratiques
sont [23] et [56]. Pour la théorie algébrique des formes quadratiques, nous recommandons
la lecture de [34] et [71]. Le lecteur intéressé par les théories des formes sesquilinéaires et
hermitiennes pourra consulter [14], [32] et [71]. On pourra également se reporter a [39] qui
traite de la classification a isométrie pres des formes hermitiennes.

1.2.1 Définitions

Nous supposerons dorénavant, sauf mention contraire, que K est un corps commutatif de
caractéristique différente de 2. Nous désignerons par A une K-algebre simple centrale a
K /F-involution o, par € un élément de K vérifiant eo(e) = 1 et par G un groupe fini
d’élément neutre e. Bien que définies sur une algebre simple centrale a involution, toutes
les notions contenues dans cette sous-section sont généralisables sans difficulté a un anneau
a involution.
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Formes sesquilinéaires

Une forme sesquilinéaire (M, s) sur (A, o) est la donnée d'un couple constitué d'un A-
module a droite M et d’une application biadditive s : M x M — A telle que

s(xa, yB) = ola)s(z, y)p,

pour tous x, y € M, pour tous a, [ € A.

Formes s-hermitiennes

Une forme sesquilinéaire (M, h) sur (A, o) est une forme e-hermitienne si elle vérifie en
outre

h(y,z) = eo(h(z,y)),

pour tous x, y € M. Sie =1 (resp. ¢ = —1), on dira plus volontiers que la forme est
hermitienne (resp. antihermitienne).

Remarque 1.2.1. Si ¢ est une K/F-involution de premicre espece, eo(e) = &2 = 1

(puisque € € K*) et ¢ = £1.

Le module dual d'un A-module a droite M est I’ensemble Hom 4 (M, A) que 'on notera
plutot M*. M* peut étre muni d’une structure canonique de A-module a gauche en posant

pour tous a € A, f € M*, m € M. En tordant cette action au moyen de 'involution o,
on peut voir M* comme un A-module & droite (ce que 'on fera toujours par la suite) en
posant

pour tous a € A, f € M*, m € M.
Si (M, h) est une forme e-hermitienne sur (A, o) alors h induit un homomorphisme de
A-modules a droite :

’};:{M — M*

r +— hy

ou h,(y) = h(x,y) pour tout y € M. La forme e-hermitienne (M, h) est dite non dégénérée
(ou réguliére) si h est un isomorphisme de A-modules a droite. Désormais, nous sup-
poserons toujours que les formes considérées sont non dégénérées.

Remarque 1.2.2. Dans la terminologie usuelle, une forme e-hermitienne (M, h) sur (A, o)

est dite unimodulaire si A est bijective, non dégénérée si h est injective. Comme les
dimensions sur K de M et M* sont égales, il n’y a pas lieu de distinguer ces deux notions
dans notre propos.
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Un cas particulier important : les formes quadratiques

Si on suppose que A = K est un corps commutatif et que o = idg, les A-modules a droite
deviennent des K-espaces vectoriels a droite, et les formes hermitiennes (resp. antihermi-
tiennes) deviennent des formes bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques).

Soit V' un K-espace vectoriel (de dimension finie). Une forme quadratique sur V est
une application ¢ : V' — K telle que

q(za) = q(z)o’

pour tout z € V' et pour tout a € K et telle que 'application b, : V' x V' — K définie par

by(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y)

soit une forme bilinéaire (nécessairement symétrique).

Les formes quadratiques et les formes bilinéaires symétriques sont interchangeables
lorsque la caractéristique de K est différente de 2 puisque b,(z,x) = 2¢(x). De cette
maniere, tous les concepts concernant les formes bilinéaires symétriques peuvent étre trans-
portés aux formes quadratiques et réciproquement. Lorsque la caractéristique de K est 2,
ces deux concepts sont différents.

On verra par la suite que les formes quadratiques (méme en caractéristique 2) four-
nissent (souvent) une bonne source d’inspiration pour aborder les probléemes concernant
les formes e-hermitiennes sur une algebre a division.

G-Formes s-hermitiennes

Une forme e-hermitienne (M, h) sur (A, o) est une G-forme e-hermitienne ou plus sim-
plement une G-forme si G agit sur M a droite (c’est-a-dire si pour tout élément g de G,
Papplication M — M : m — m.g est un automorphisme de A-modules a droite : de fagon
plus concise, on dira aussi que M est un G-module sur A) et si on a l'identité d’équivariance

h(m tg,n- g) = h(m’n)a

pour tous m, n € M et pour tout g € G.

Etant donnée une G-forme e-hermitienne (M,h) sur (A, o), on parle de forme e-
hermitienne sous-jacente pour signifier que I'on se concentre sur la structure de forme
e-hermitienne de (M, h) sur (A, o). Si (M, h) est une G-forme e-hermitienne, elle est dite
non dégénérée si la forme e-hermitienne sous-jacente est non dégénérée.

Nous allons montrer que les G-formes e-hermitiennes sur A sont interchangeables avec
les formes e-hermitiennes sur 1'algébre de groupe A[G] de G sur A. On rappelle que A[G]|
désigne I'ensemble des applications de G dans A, et que celui c¢i peut étre muni d’une
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structure d’anneau (au moyen de I’addition usuelle des applications et de la multiplication
définie par

G = S Fla)fi(e)

(91,92)EGXG
g192=9

pour tous f, f' € A[G] et pour tout g € GG), d’une structure de A-module & droite libre et

d’une structure de K-algebre. Si on note {n,},ec la base canonique du A-module a droite
A[G] i.e.
_ o 0 sig#g
WgGHAg H{ 1 Sig/:g’
tout f € A[G] s’écrit de fagon unique f =3 1y fy ot f; € A représente les coordonnées
en g de f dans cette base pour tout g € G. L’algebre de groupe A[G] posséde une involution
canonique notée g définie par

Q(ngfg) = 77g*10<fg)
pour tout g € G et pour tout f, € A.

Remarque 1.2.3. Les données de G-modules sur A et de A[G]-modules sont équivalentes
lorsque 'on pose

m - (1gfg) = (m-g)f,
pour tout m € M, pour tout f, € A et pour tout g € G. Si M (resp. N) désigne un
G-module sur A (resp. un A[GJ-module), on notera (momentanément) M le A[G]-module
(resp. N le G-module sur A) qui lui est associé de cette manicre.

Si (M,h) est une G-forme e-hermitienne sur (A,o), on peut lui associer la forme e-
hermitienne (M, h) sur (A[G], o) définie par

h(m,m') = " neh(m - g,m')

geG

pour tous m, m' € M.
Réciproquement, si (N, H) est une forme e-hermitienne sur (A[G], @), on peut lui associer
la G-forme e-hermitienne (N, H) sur (A, o) définie par

H(n,n') = H(n,n')e
pour tous n, n’ € N, H(n,n'). désignant la projection de H(n,n’) sur la composante
neutre. Ces deux constructions sont inverses I'une de ’autre et induisent la correspondance
bijective annoncée :

G-formes e-hermitiennes formes e-hermitiennes non
{ non dégénérées sur (A, o) } — { dégénérées sur (A[G],a) }
(M,h) —  (M,h)
(N,H) < (N,H).
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Remarques 1.2.4. (1) On peut montrer sans difficulté que la correspondance bijective
précédente induit une équivalence de catégorie entre la catégorie des G-espaces e-hermitiens
sur (A, o) et celle des espaces e-hermitiens sur (A[G], o).

(2) Désormais, on ne fera plus de distinction de notation entre les structures de G-module
sur A et de A[G]-module.

Si on se donne (M, h) et (M’ h') deux G-formes e-hermitiennes, on peut définir leur
somme orthogonale en posant
{ (MoM)x (MeM) — A

(m1 @ my',ma®my) —  h(my,mse) + h(my,my)

)

que l'on notera (M, h) L(M’', h') ou h LK . 1l est évident que cette application est & nouveau
une G-forme e-hermitienne et qu’elle est non dégénérée aussitot que les deux formes de
départ le sont.

Isométries, formes hyperboliques et formes métaboliques

Nous définissons ces différentes notions pour les G-formes e-hermitiennes, les notions cor-
respondantes pour les formes e-hermitiennes (resp. les formes quadratiques) pouvant se
déduire directement de celles-ci en prenant G =1 (resp. G =1,e =1, A = K et 0 = idg).

Deux G-formes e-hermitiennes (M, h) et (M’ ') sur (A, o) sont dites isométriques s'il
existe un isomorphisme de A[G]-modules a droite 6 : M — M’ tel que

W (6(x),0(y)) = h(z,y)
pour tous z, y € M. On écrira h ~ h’ et on dira que 6 est une isométrie entre h et h'.

Soit M un G-module sur A ; en plus d’une structure de A-module a droite, le module
dual M* peut étre naturellement muni d’une structure de G-module sur A en posant

(f-g)(m)=f(m-g7")
pour tous f € M*, m € M et g € G. La forme hyperbolique associée a M est la G-forme
e-hermitienne non dégénérée (M @ M* Thy,) sur (A, o) avec
b (m @ f,m' ® g) = f(m') +ea(g(m))

pour tous f, g € M*, m, m' € M. On dira qu'une G-forme e-hermitienne (P, h) sur (A, o)
est une forme hyperbolique si (P, h) est isométrique a la forme hyperbolique associée a un
certain G-module sur A.

Soit (M, h) une G-forme e-hermitienne sur (A, o). (M, h) est une forme métabolique s’il
existe un sous-A[G]-module N de M tel que N = N+ (pour h), N+ désignant I'orthogonal
du module N relativement a h i.e.

N+ ={x € M| h(x,n) = 0 pour tout n € N}.
On précisera lors de la sous-section 1.2.2 le rapport qu’il existe entre les notions de forme

hyperbolique et métabolique.
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1.2.2 Premieéres propriétés

Les formes quadratiques sur un corps commutatif possedent nombre de propriétés agréables :
entre autres choses, on sait qu’elles sont diagonalisables (apres choix éventuel d’une base
convenable), qu’elles vérifient la propriété de simplification de Witt et que les notions
d’hyperbolicité et de métabolicité coincident. Cette sous-section vise, en plus de fixer
quelques notations supplémentaires, a préciser ce que deviennent ces propriétés au niveau
des formes hermitiennes.

Diagonalisation

Un fait bien connu dans la théorie des formes quadratiques (sur un corps commutatif) est
I’existence d’une base orthogonale pour chacune d’entre elles. Par voie de conséquence,
toute forme quadratique sur un corps commutatif est isométrique a une forme diagonale ;
on dit qu’elle est diagonalisable.

Cette propriété n’est, en général, pas vraie pour les formes e-hermitiennes sur une K-
algebre a involution (A, o). Néanmoins, si A = D est une algebre a division et si on exclut
le cas ou D = K, 0 =idg et e = —1, toute forme e-hermitienne non dégénérée sur (D, o)
est diagonalisable, c’est-a~-dire que cette forme possede une D-base orthogonale ou encore,
si B désigne la matrice de cette forme dans une base donnée, qu’il existe une matrice P
inversible & coefficients dans D telle que ‘o(P)BP = C, ot C' est une matrice diagonale et
ou t désigne la transposition matricielle habituelle (voir [71, Chapter 7, Theorem 6.3]).

Dans la suite, on écrira h ~ (ay,---,a,) pour signifier quune forme e-hermitienne
sur (A, o) est diagonalisable avec ay,--- ,a, pour entrées diagonales et nous supposerons
toujours que le cas ot D = K, 0 = idg et € = —1 est exclu ; ceci n’est pas une grosse

restriction puisque le groupe de Witt W1(K,idg) est trivial, toute forme antihermitienne
étant hyperbolique sur (K, idg) (voir la section suivante pour la définition du groupe de

Witt).

Remarque 1.2.5. Si on considere une forme e-hermitienne sur (A, o) qui soit diagonal-
isable, ses entrées diagonales prennent leurs valeurs dans l'ensemble {z € A | eo(z) = =}
qui coincide avec Sym(A, o) (resp. Skew(A, o)) lorsque € = 1 (resp. € = —1).

Simplification de Witt

Dans ce paragraphe nous nous intéressons a la question suivante :

Question 1.2.6. Etant données (M, h), (M',h') et (M" h") des “formes”, si
(M, h)L(M' ') ~ (M,h)L(M" K",

est-il vrai que (M',h') ~ (M" h") ?
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Lorsque cette question admet une réponse affirmative, on dit que les formes considérées
possedent la propriété de simplification de Witt.

Afin de répondre a la question 1.2.6 pour les G-formes e-hermitiennes, nous avons
besoin de définir la notion de forme paire : une forme e-hermitienne (M, h) sur (A, o) est
paire s'il existe une forme sesquilinéaire (NN, s) telle que 'on ait

h(w,y) = s(x,y) +eo(s(y, z)) (1.1)

pour tous x, y € M.
Quebbemann, Scharlau et Schulte ont montré en 1979 que ces formes se comportent
bien vis a vis de la simplification de Witt :

Théoréme 1.2.7 (Quebbemann-Scharlau-Schulte). Soit A une algébre de dimension
finie sur un corps K (de caractéristique quelconque) munie d’une involution K-linéaire.
Alors, la propriété de simplification de Witt est vraie pour les formes hermitiennes paires.

Preuve. Voir [65, 3.4]. O

En fait, lorsque K est de caractéristique différente de 2, il est tres facile de voir que la notion
de G-forme e-hermitienne paire n’apporte rien a la notion de G-forme e-hermitienne :

Lemme 1.2.8. Si la caractérisique de K est différente de 2, toute G-forme e-hermitienne
(M, h) sur une K-algébre a involution (A, o) est paire.

Preuve.ll suffit de trouver a € K* tel que oo + o(a) = 1 ; le contexte nous autorise a
prendre o = % En posant s(z,y) = ah(z,y), on vérifie que s est sesquilinéaire et que h
vérifie I’équation (1.1). O

Des deux résultats précédents, on déduit aisément que la propriété de simplification de
Witt est vraie pour les G-formes e-hermitiennes dans le cadre que 1’'on s’est fixé.

Avant de clore ce paragraphe, nous rappelons I’évolution de cette propriété au cours du
XX¢ siecle. En 1937, Witt prouve que les formes quadratiques sur un corps commutatif de
caractéristique différente de 2 vérifient la propriété de simplification de Witt (voir [81]). Le
pas suivant est franchi par Jacobson qui montre en 1953 que ce résultat s’étend aux formes
hermitiennes sur un anneau a division & involution (voir [31, Chapter 5,11]). Ensuite, en
1969, McEvett montre que cette propriété se prolonge aux formes hermitiennes sur une
algebre semi-simple a involution en utilisant 1’équivalence de Morita (voir [48, §3]). Enfin,
le résultat le plus complet sur ce sujet est le théoreme 1.2.7.

Le devenir de 'importante propriété de décomposition de Witt pour les formes hermi-
tiennes fera l'objet de la sous-section 3.1.2.
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Hyperbolicité et métabolicité

Nous concluons cette section en rappelant le lien qu’il existe entre la notion de G-forme
e-hermitienne hyperbolique et celle de G-forme e-hermitienne métabolique sur une algebre
simple centrale & involution (A, o). Rappelons qu’une K-algebre B est semi-simple si le
B-module Bp est somme directe (peut-étre infinie) de B-modules simples.

Tout d’abord, il n’est pas difficile de voir, a partir de la définition, que la notion de
métabolicité englobe la notion d’hyperbolicité : sion a une isométrie (M, h) ~ (N®N* Th,)
alors on montre facilement que N = N relativement a Thy.

La véracité de la réciproque dépend d’un analogue du théoreme suivant pour ’algebre
de groupe A[G] :

Théoréme 1.2.9 (Maschke). Soient K un corps commutatif et G un groupe fini. La
K-algébre K|G| est semi-simple si et seulement si la caractéristique de K ne divise pas
lordre de G.

Preuve. Voir [3, Chapitre VI, Théoreme 7.9]. O

De méme, la caractéristique de K ne divise pas l'ordre de G si et seulement si A[G] est une
algebre semi-simple et on peut montrer que, dans ce cas, les notions d’hyperbolicité et de
métabolicité coincident (la preuve de ce fait est analogue a un résultat de Bayer-Fluckiger
et Lenstra Jr. : voir [6, 1.4] pour plus de détails). En particulier, il n’y a pas lieu de
distinguer ces deux notions pour les formes e-hermitiennes sur une algebre simple centrale.

1.3 Groupe et anneau de Witt

Depuis la naissance de ’algebre linéaire jusqu’au début du XX°¢ siecle, la théorie des formes
quadratiques ne constitue pas une branche autonome des mathématiques. Il faut attendre
I'intervention de Witt en 1937 pour que cet état de fait change et pour que les fondements
de la théorie algébrique des formes quadratiques soient posés (voir son article fondateur :
[81]). Alors que les formes quadratiques sont jusqu’alors regardées individuellement, Witt
a l'idée géniale de les considérer globalement sur un corps de base fixé. A partir de
I’ensemble des formes quadratiques sur un méme corps de base, il construit un anneau
connu aujourd’hui sous le nom d’anneau de Witt.

Les idées de Witt sont sans doute trop avancées car il faut attendre l'intervention de
Pfister en 1965 pour que les mathématiciens se rendent compte de I'importance de cette
approche et pour que 'anneau de Witt devienne 'objet central de la théorie algébrique
des formes quadratiques.

Des lors, de nombreux mathématiciens ont contribué au formidable essor de cette
théorie et a celui de théories connexes comme celle des formes hermitiennes. Dans celle-ci,
les notions introduites par Witt ont des analogues et 1’objet central est appelé groupe de

Witt.
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Pour des informations plus précises sur 'anneau ou le groupe de Witt, on se référera a
[71].

1.3.1 Groupe de Grothendieck-Witt

Soit (M, h) une G-forme e-hermitienne non dégénérée sur une K /F-algebre simple cen-
trale & involution (A,o). La classe d’isométrie de (M,h) est notée [M,h] ou [h] et [0]
désigne la classe d’isométrie de la G-forme nulle, que 'on suppose non dégénérée par con-
vention. Notons S¢(G, A, o) 'ensemble des classes d’isométrie de G-formes e-hermitiennes
non dégénérées. La somme orthogonale définie en 1.2.1 confere a cet ensemble une structure
de monoide commutatif d’élément neutre [0] en définissant

[h] + [W'] = [hLA].

Il existe une maniere canonique de construire un groupe abélien a partir d'un monoide ;
cette construction due a Grothendieck, est calquée sur I'obtention de Z a partir de N : on
définit une relation d’équivalence sur les couples d’éléments du monoide et on vérifie que
I’addition naturelle confere a ’ensemble des classes d’équivalences une structure de groupe
abélien (voir [71, Chapter 2, §1] pour plus de détails). Le groupe abélien obtenu de cette
fagon a partir de S°(G, A, 0) est un objet universel qui est noté Gre(G, A, o) et qui est
appelé groupe de Grothendieck-Witt équivariant sur (G, A, o) ; ses éléments sont des classes
de couples de G-formes non dégénérées que ’on note [h, h'].

Puisque la simplification de Witt est vraie pour les G-formes (voir 1.2.2), il y a une
injection

i { S¢(G,A,0) — Gri(G,A,o)
' (1] = [, 0]

et 'on peut ainsi identifier S¢(G, A, o) avec son image dans Gr¢(G, A, o). Par conséquent,
tout élément de Gre(G, A, o) s’écrit comme différence formelle [h] — [A'] de G-formes non
dégénérées.

Remarque 1.3.1. Lorsque G =1 (i.e. lorsque I’on travaille avec des formes e-hermitiennes),
on notera plus volontiers S¢(A, o) et Gre(A, o) les ensembles définis ci-dessus. Dans ce
cas, Gre(A, o) sera appelé groupe de Grothendieck-Witt sur (A, o).

1.3.2 Groupe de Witt

Habituellement, le groupe de Witt est défini comme le quotient du groupe de Grothendieck-
Witt par le sous-groupe engendré par les formes hyperboliques. Nous adoptons une
démarche différente en définissant le groupe de Witt équivariant sur (G, A, o) comme étant
le quotient de Gr*(G, A, o) par le sous-groupe engendré par les formes métaboliques ; ce
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groupe sera noté We(G, A, o). Bien str, si 'on suppose que car(K) 1 |G|, il n’y a pas de
différence entre ces deux définitions du groupe de Witt (puisqu’il n’y a pas lieu de dis-
tinguer les notions d’hyperbolicité et de métabolicité (voir 1.2.2)). En particulier, lorsque
G =1, il est équivalent de parler de formes hyperboliques et de formes métaboliques, et
les deux groupes ci-dessus coincident ; dans ce cas, on parle de groupe de Witt sur (A, o)
et on note We(A4, o).

Notre approche aura I’avantage de simplifier certaines preuves (les formes métaboliques
étant souvent plus faciles & manipuler que les formes hyperboliques) et d’obtenir certains
énoncés méme dans le cas ou car(K) | |G] (dans ce cas, les deux définitions de groupe de
Witt sont évidemment différentes).

1.3.3 Anneau de Witt et structure de module pour le groupe de
Witt

Dans le cas ou A = K et G = 1, on peut utiliser le produit tensoriel pour définir un produit
de formes qui correspond matriciellement au produit de Kronecker ; au moyen de simples
calculs, on voit que ce produit est compatible avec les différentes relations d’équivalences
précédemment évoquées donnant ainsi naissance a un anneau appelé anneau de Witt : voir
[14] ou [71, Chapter 2, §1]. On notera cet anneau W (K, o|k) ou, plus simplement, W (K)
lorsque o = idg : W(K) est anneau défini par Witt en 1937 (voir [81]).

Grace a cet anneau, nous pouvons renforcer la structure de groupe de W*(G, A, o)
en une structure de module : si [V.q] € W(K,o|x) et [M,h] € W5(G, A, o), on définit
V&K M,q-h] € We(G, A, 0) comme étant la classe de Witt de la G-forme e-hermitienne
non dégénérée

g h { (VeorM)x (VegM) — A

(v@m,v @m') = q(v, v )h(m,m’)

Le produit tensoriel étant associatif et distributif par rapport a la somme directe, cette
action munit We(G, A, o) d'une structure de W (K, o|k)-module.

Remarque 1.3.2. L’équivalence de catégories entre la catégorie des G-espaces e-hermitiens
sur (A, o) et celle des espaces e-hermitiens sur (A[G], o) (rappelée lors de la section 1.2.1)

induit un isomorphisme de W (K, o|x)-modules entre W¢(G, A, o) et W¢(A[G], o). Dans

la suite on ne s’intéressera qu’au module We(G, A, o) sans perte de généralité.
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Chapitre 2

Equivalence de Morita et
isomorphismes de groupes de Witt
équivariants

2.1 Préliminaires

Lorsque l'on considere deux anneaux A et B, il est naturel de se demander si leurs
catégories de modules sont ou non équivalentes. Cette question conduit a ’étude d’une
notion introduite par Morita en 1958 appelée “équivalence de Morita”. Dans la littérature
mathématique, il existe plusieurs approches de cette notion. Dans le cadre fixé au chapitre
1, trois d’entre elles sont couramment utilisées.

Deux K-algebres A et B (ou plus généralement deux anneaux commutatifs) sont
Morita-équivalent(e)s sl existe une équivalence de catégories K-linéaire entre la catégorie
Mod A des A-modules a droite (ou les fleches sont les applications A-linéaires) et la
catégorie Mod B. D’apres un célebre théoreme de Morita, on sait que A et B sont
Morita-équivalentes si et seulement si il existe un progénérateur P de Mod A tel que
End(P) ~ B ; dans ce cas, I’équivalence de catégories est donnée par la paire de foncteurs
F =Homu(P,—) et G = —®p P. Ce résultat conduit, par exemple, a une construction de
la plus petite algebre possible Morita-équivalente a une algebre artinienne donnée. Beau-
coup de notions concernant les algebres (les anneaux) sont préservées par une équivalence
de Morita (on dit alors que la notion est Morita-invariante ou qu’elle est un invariant de
Morita) ce qui rend leur étude particulierement intéressante ; par exemple, le fait d’étre
simple ou le centre sont deux invariants de Morita. On peut trouver une liste non exhaus-
tive de ces propriétés ainsi qu'une preuve du théoreme de Morita et de certaines de ses
conséquences en [3, Chapitre 8, §3].

Bien que I’approche précédente soit la plus communément utilisée dans la littérature,
il arrive que la seule structure de K-algebre soit trop faible pour les résultats que l'on
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vise. On peut alors “renforcer” la notion précédente en faisant intervenir des involutions
sur ces algebres. On obtient ainsi une notion d’équivalence de Morita entre deux algebres
a involution (A, o) et (B, 7) : par définition, c’est une équivalence de catégories entre la
catégorie Herm(A, o) des formes hermitiennes non dégénérées sur (A, o) (ou les fleches sont
les isométries) et la catégorie Herm(B, 7).

Alternativement, une équivalence de Morita entre deux algebres a involution peut étre
vue comme étant une liste de propriétés vérifiées par celles-ci (voir la définition 2.1.1). Cette
définition s’integre parfaitement dans le langage que 'on a rappelé au cours du chapitre
précédent, et nous parlerons d’équivalence de Morita en ce sens ; ce choix n’entraine aucune
perte de généralité, cette approche étant équivalente a la précédente (voir [5, Chapter 2,
Proposition 3.1] ou [32, Chapter 1, §9]).

Nous utiliserons librement les définitions et notations usuelles se rapportant a la notion
d’équivalence de Morita. Dans ces conditions, les ouvrages de référence sont [5, Chapter 2,
§3] et [32, Chapter 1, §9] dans lesquels on pourra trouver des renseignements plus généraux
concernant la notion d’équivalence de Morita pour des anneaux a involution.

2.1.1 Equivalence de Morita

Dans ce chapitre, (A, o) et (B, 7) désigneront deux K-algebres simples centrales munies
de K/F-involutions o et 7 de méme espece.

On rappelle qu'un ensemble M muni a la fois d’'une structure de A-module a gauche
et de B-module a droite est un (A, B)-bimodule si ces deux structures sont compatibles
c’est-a-dire si

a(mb) = (am)b
pour tous a € A, m € M et b € B.

La définition suivante est inspirée de travaux de Frohlich et Mac Evett en 1969 (voir

(25, §8]) ; nous avons choisi de conserver les notations introduites par Dejaiffe en [17].

Définition 2.1.1. On pose n = 1 si 0 et 7 sont de premiere espece et de méme type ou
de seconde espece, n = —1 dans le cas contraire. Une n-équivalence de Morita entre les
algebres a involution (A, o) et (B, ) est la donnée de :

e M un (A, B)-bimodule ;

e N un (B, A)-bimodule ;

e deux homomorphismes de bimodules f : M ®g N — Aet g: N®4 M — B non nuls et
associatifs, c’est-a-dire

fim@n)-m'=m-gnem’), gln@m)-n"=n-f(men')
pour tous m, m' € M, n, n' € N ;

e une application linéaire bijective v : M — N vérifiant v(amb) = 7(b)v(m)o(a) pour tous
acA,meM,beB.

28



Dans toute la suite, on utilisera la notation ((A, 0),(B,T),M,N, f,g, u) pour désigner la
donnée d’une n-équivalence de Morita entre (A, o) et (B, ).

2.1.2 Premieres propriétés

Dans cette sous-section, nous montrons qu'une équivalence de Morita au sens de la définition
2.1.1 possede des propriétés standards pour la notion d’équivalence de Morita entre deux
algebres.

Soit ((A, 0),(B,7),M,N, f,g, l/) une n-équivalence de Morita. Alors :

Lemme 2.1.2. f est un isomorphisme de (A, A)-bimodules et g est un isomorphisme de
(B, B)-bimodules.

Preuve. Ce résultat se trouve en [17, §1]. Montrons que f est un isomorphisme de (A, A)-
bimodules. L’application f étant non nulle, sa surjectivité découle directement du fait que
A est une algebre simple. En particulier, il existe des m; € M et des n; € N tels que

f(zmz®nz) =14

Soit > i m};®@n; un élément du noyau de f. Grace a I'associativité de f et g, on peut écrire
la suite d’équations suivante

Swen = Smien (S fmen)
j J i
= Zm}@g(n;@)mi) - Ny
VK

= Zf(m}@n;)-mi@)ni
VK
= 0,

qui conduit au fait que f est injective. Les mémes arguments conduisent a la bijectivité
de g. O

Remarque 2.1.3. De facon plus précise, f (resp. ¢) est un isomorphisme de (A, A)-
bimodules (resp. de (B, B)-bimodules) si et seulement si M est un B-module projectif
finiment engendré (resp. un B-module fidélement projectif) : voir [32, Chapter 1, Propo-
sition 9.1.1, 9.1.2]. Le fait que Mp soit projectif (resp. fidelement projectif) découle, dans
notre cas, de la simplicité de Ialgebre B : voir [5, Chapter 2, §3].

Le contexte fourni par I'n-équivalence de Morita nous conduit naturellement a identifier
A a une algebre d’endomorphismes :
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Proposition 2.1.4. [l eziste un isomorphisme de K-algébres : U : A ~ Endg(Mp).

Preuve. Considérons 'application ¥ : A — Endg(Mp) : a — [, [, étant 'endomorphisme
de multiplication a gauche par a. On vérifie sans peine que ¥ est un morphisme de K-
algebres. Ce morphisme étant non nul, puisque W(1,4) = idy;, la simplicité de A entraine
que WV est injectif.

Montrons maintenant que ¥ est surjectif. D’apres le lemme 2.1.2, f est un isomorphisme
de (A, A)-bimodules : c’est donc en particulier un isomorphisme de A-modules a droite.
Par suite, f induit I'isomorphisme d’anneaux suivant :

F . { EndA((M ®B N)A) — EndA(AA)
' d — fodo fl-

Soit ¢ € Endg(Mp). En posant a = F(¢ ® id)(14), on va montrer que pour tout m € M,
¢(m) = a.m ce qui terminera la preuve de la proposition. Par surjectivité de g, on peut
trouver des n; € N et des m; € M tels que

Sim’ € M, on peut écrire les égalités suivantes, d’apres I'associativité de f et g :

m = m-1p

Z m' - g(n; ® m;)
Zf "@mn;) - my. (k%)

Ensuite, sim € M et n € N, on a :

a-fimen) = F(¢®id)(1a)- f(m@n)
= F(pid)(f(men))
= fo(p®id)(m®n)

Enfin, on conclut au moyen de la suite d’égalités suivante
(** Zf ®nl my ***)Za m®n1 - my (E)Gm ]

Remarque 2.1.5. On montre de méme que B ~ End4(/N4) en tant que K-algebres. Il est
également possible de montrer que N ~ M* en tant que (B, A)-bimodules (et que M ~ N*
en tant que (A, B)-bimodules) mais cette propriété, également standard pour 1’équivalence
de Morita entre deux algebres, ne nous sera pas utile dans la suite de ce travail. On pourra
consulter [5, Chapter 2, §3] pour une preuve de ces faits.
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2.2 Le résultat principal

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :

Théoréeme 2.2.1. Soit ((A,U)7 (B,7),M,N, f,g, 1/) une n-équivalence de Morita. Alors,
pour tout € € K* vérifiant eo(e) = 1, et pour tout groupe fini G, on a les isomorphismes
sutvants :

S¢(G, A, 0) ~ S"(G, B, T) en tant que monoides commutatifs,
Gre(G, A, o) ~ Gr'"™ (G, B, T) en tant que groupes abéliens,
We(G, A, o) ~ W™ (G, B, 1) en tant que W (K, o|k)-modules.

En 1969, Frohlich et McEvett prouvent ce résultat dans le cadre plus général des
algebres a involution sur un anneau commutatif : voir [25, §8, Corollary 8.2] ; le théoréme
2.2.1 est ainsi une conséquence de leur résultat général.

Le théoreme 2.2.1 peut étre également vu comme une conséquence d'un résultat de
Knus, toujours dans le cadre des algebres a involution sur un anneau commutatif, énoncé
cette fois ci en terme d’équivalence de catégorie entre catégories d’espaces hermitiens con-
venables : voir [32, Chapter 1, Théoreme 9.3.5].

Si notre approche se situe entre ces deux références, on choisit, a I'instar de Dejaiffe (voir
[17, §1]), d’insister sur le role joué par le type des involutions et d’utiliser la terminologie
et les notations de [33] (en ce qui concerne les algebres simples centrales a involution) tant
dans 1’énoncé de notre résultat que dans sa démonstration. Nous avons également choisi
d’énoncer ce résultat sous une forme “équivariante”.

La suite de la section 2.2 est construite de facon logique en vue de la preuve du théoreme
2.2.1.

2.2.1 Constructions de formes

Dans cette sous-section comme dans la suivante, ((A,0o),(B,7), M, N, f,g,v) désignera
une n-équivalence de Morita. Afin de prouver le théoreme 2.2.1, nous allons définir des
formes hermitiennes particulieres sur M et N avant de montrer que o et 7 leurs sont
adjointes.

Nous rappelons que si M est un module sur une algebre simple centrale a K/F-
involution (F,#) et si h est une forme e-hermitienne sur M, il existe une unique involution
o, sur Endg(M) appelée involution adjointe a h telle que o4 (a) = () pour tout o € F
et telle que, pour tous x, y € M, on ait l'identité

h(l’, f(y)) = h(o‘h(f)(:r),y)

Pour une preuve de ce fait, on pourra consulter [33, 4A].
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Définition d’applications

On a vu précédemment (en 2.1.4 et 2.1.5) que l'on pouvait identifier A et Endp(Mp),
B et Ends(Ny4) en tant que K-algebres a laide de la multiplication a gauche. Cette
identification induit naturellement des isomorphismes d’algebres & involution entre (A, o)
et (Endp(Mg),5), (B,7) et (Enda(Na),7), et 7 étant définies de fagon a commuter a
la multiplication a gauche.

Définissons les deux applications suivantes :

‘ MxM — B
b {<m,m'> — g(vm)em’)

, | NxN — A
bo’{ (') = flrmen)

On ne peut pas démontrer directement que ces deux applications sont non dégénérées. Par
contre, il est possible de montrer une propriété plus faible :

Lemme 2.2.2. by est non dégénérée a gauche i.e. l'application sy, : M — M™* : m +— by,
0 by (M) = bo(m, m') pour tous m, m' € M est un isomorphisme de B-modules & droite.

Preuve. On montre que s, : M — M?* est une application injective et surjective.
Soit ¢ € M*. La surjectivité de f (voir le lemme 2.1.2) entraine I'existence de certains
m; € M, n; € N pour lesquels f(> . m; ®n;) = 14. Tout m € M s’écrit alors

mzlA-m:Zmi-g(niG@m)

et on a la suite d’égalités

¢(m) = ¢(la-m)
= (Y e gln om)

= Z o(m;) - g(ni @ m).

On en déduit que ¢ =), gn, - T(qb(mi)) ou g,, est Iapplication définie par

G, (m) = g(n; @ m) = s, (v~ (n)) (m)

pour tout m € M. Il vient immédiatement

¢ = st(Zufl(ni) -7(o(my))),
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ce qui implique que s, est une application surjective.
Avec les mémes notations que précédemment, on peut prouver la formule d’inversion

suivante :
ZV () - 7 (s, (m) () = ZV (bo(m, m) - ;)
= V_l(zg( (m) ® m;) - n;)
= Z v(m) - f(m; @n,))
= m
qui conduit directement & 'injectivité de I'application sp,. 0

Remarque 2.2.3. On vérifie de la méme maniere que bj, est non dégénérée a gauche.

Deux relations d’adjonction

Avant de poursuivre ’étude des propriétés de by et b, il nous faut prouver les relations
suivantes :

Lemme 2.2.4. Sim, m’ € M, n, ' € N, ¢ € Endg(Mp) et 1) € Enda(Ny4) alors
bo(m, 5(p)(m")) = bo(d(m), m’) et
by (n, 7()(n'))= by (1 (n),n').

Preuve. Pour la premiere égalité, il suffit d’effectuer le calcul suivant :

bo(m, 5 (o) (m")) = bo(m,a(a) -m')
g(v(m) @ a(a) - m')
g(v(m)-a(a) @ m')
g(v(a-m)@m')

= bg(gzﬁ(m),m/).

La deuxieme égalité se montre de maniere similaire. O

Formes 7n-hermitiennes sur M et N

Si f € Endg(Mp), rappelons que Uapplication transposée de f est notée ' f € Endg(M})
et donnée par

'flo)=¢of,
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pour tout ¢ € Mp.
Grace aux calculs précédents, nous pouvons supposer que les formes by et b, sont 7-
hermitiennes sans perte de généralité :

Proposition 2.2.5. [l existe k € K* tel que, quitte a remplacer v par k.v dans ['n-
équivalence de Morita choisie, les deux propriétés suivantes soient simultanément satis-
faites :

(1) by est une forme n-hermitienne par rapport a T ;

(2) b, est une forme n-hermitienne par rapport a o.

Preuve. (1) On vérifie aisément que I'application by est sesquilinéaire. D’apres le lemme
2.2.2, by est non dégénérée a gauche ; dans ces conditions il est bien connu (voir par exemple
[14]) qu’il existe un unique antiautomorphisme oy de Endg(Mp) vérifiant

bo(z, f(y)) = bo(o1(f)(x),y)

pour tous z,y € M, f € Endg(Mp). Comme & vérifie cette derniére relation d’apres le
lemme 2.2.4, on en déduit que o; = ¢ est une involution.
De plus, si f € Endg(Mp), on a la suite d’implications suivante, pour tous =, y € M :

bo(, f(y) = bo(G(F)(2),y) = s(@)(f(y)) = 50 (5(f)(2))(v)
= ("f o 0(2))(y) = s, (() () ().

On en déduit 1’égalité
G(f) = (s60) " 0" f 0 5,

pour tout f € Endp(Mg), sp, étant un isomorphisme (d’apres le lemme 2.2.2). En posant
bi(x,y) = T(bo(y, x)) pour x,y € M, on vérifie sans peine la relation

0y, f(y)) = 05(a(f)(@).y)

pour tous z, y € M. Ceci nous permet d’écrire, pour f € Endg(Mp), les suites d’égalités
suivantes :

f o sy = sy 0G(f) =sp 0 (s,) 0 fosy,

tf e} Sbg e} (Sb(])il = Sbg @) (Sbo)il e} tf.

Il s’ensuit que a = sp: 0 (sp,) " est un élément du centre de Endp(Mf). Puisque les

anneaux Endp(M}) et Endg(Mp) sont isomorphes et que ce dernier a été identifié a
A (voir la proposition 2.1.4), « est en fait un élément de K*. Finalement les égalités
T(bo(y,x)) = aby(z,y) pour tous z, y € M et 7(a)a = 1 prouvent que by est une forme
a-hermitienne (non dégénérée) par rapport a 7.

A la lueur de cette nouvelle propriété, la premiere égalité du lemme 2.2.4 signifie ex-
actement que ¢ est adjointe a by ce qui nous permet d’expliciter la valeur de 1’élément « :
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* si 0 et 7 sont de premiere espece et de méme type, alors o = 1 d’apres [33, Theorem
4.2] ;

* si o et 7 sont de premiere espece et de type différent, ce méme théoreme implique que
a=-—1;

x si o et 7 sont de seconde espece il existe 5 € K* tel que a = o(8)371, d’apres le théoréme
90 de Hilbert. Quitte a remplacer v par kv dans ((A, 0),(B,7),M,N, f,g, u) ou k=371,
on peut supposer que by est une forme 1-hermitienne (par rapport a 7).

Dans tous les cas, nous aboutissons au fait que by est une forme n-hermitienne par rapport
a 7, n étant défini comme dans la définition 2.1.1.

(2) Ceci étant, on suppose que ((A, 0),(B,7),M,N, f, g, 1/) est fixée comme a la fin de la
preuve de 'assertion (1) (de telle sorte que by soit une forme n-hermitienne par rapport a
7), et on va montrer que b, est une forme n-hermitienne par rapport a o. b est clairement
une application sesquilinéaire. Soient m € M et x, y € N :

bo(y, ) -m = v (y) - glz®@m)

= v (y) - bo(v (), m)

= wl(y)- T(bo(mV (z)))

= ! (bo(m, ) y)
1(g(V(m () -y)

= ' (v(m)- ( z)®y))

= no(f(v (=)@ ))~m

= no(by(z,y)) -m

Ce calcul montre que b)(y,z) — no(by(y,x)) € Ann(M), Ann(M) étant I'annulateur du
A-module M i.e.

I
=
N

Anmm(M)={a€ Alam=0 VYme M}.

Cet ensemble est un idéal bilatere de A donc Ann(M) = A ou {0} par simplicité de A. Si
Ann(M) = A alors a - m = 0 pour tout a € A et pour tout m € M donc M = 0. Ce fait
contredit la définition 2.1.1 car alors f est nul. Donc Ann(M) = {0} et b, est une forme
n-hermitienne (non dégénérée) par rapport a o. [l

Récapitulatif

D’apres 2.2.2, 2.2.3 et 2.2.5, nous avons démontré que by et by sont deux formes 7-
hermitiennes non dégénérées. On peut ainsi interpréter le lemme 2.2.4 en disant que o
(resp 7) est adjointe & by (resp. bj). Nous pouvons également dire, par abus de langage,
que o (resp. 7) est adjointe a by (resp. bj).
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2.2.2 La preuve du théoreme 2.2.1

Jusqu’a présent, nous avons construit et étudié les formes by et bj,. Nous entamons main-
tenant la preuve du théoreme 2.2.1 en suivant le schéma suivant :

1. nous montrons que la donnée de G-formes (P, b) (resp. (@, k)) permet de construire,
au moyen des formes 7-hermitiennes by et bj,, des G-formes byb et byk ;

2. a l’aide de ces G-formes, nous définissons des morphismes © et ©' entre les groupes
de Witt considérés ;

3. nous vérifions que © et ©’ sont des isomorphismes.

Construction de G-formes

Tout d’abord, nous construisons des G-formes a partir de (M, by) et (N, b).
Si (P,b) est une G-forme e-hermitienne sur (A, o), on définit

O(P,b) = (P ®4 M, byb)
ou
(bob) (p X TI”L,p/ &® m,) = bO(ma b(pap/)m/)

pour tous m, m’ € M, p, p' € P.
Si (@, k) une G-forme ne-hermitienne sur (B, 7), on pose

GI(Qv k/‘) = (Q QB Na bé)k)
ou
(bk) (g @ n, g ©@n') = by(n, k(g, ¢ )n’)
pour tous ¢, ¢ € @, n, n’ € N. Dans ces conditions :

Lemme 2.2.6. O(P,b) (resp. ©'(Q, k)) est une G-forme ne-hermitienne (resp. e-hermitienne)
sur (B, ) (resp. (A, 0)).

Preuve. Effectuons les calculs pour ©(P,b). On vérifie sans peine que byb est une appli-
cation biadditive.
Soient o, € B, p, p' € P et m, m' € M alors

(bob)(p@m)a, (pf @ m)B) = (bb)(p ® (mar),p’ @ (m'3))
— bo(ma, b(p,p')m'ﬁ)
= 7(a)bo(m,b(p,p)m’)p
= 7(a)(bob)(p @ m,p’ @ m")3.



Soient p, p' € Petm, m' € M :

(bob)(p @ m/,p@m) = bo(m',b(p/,p)m
= bo(m',sa(b(p,p'))m)
= cbo(m', o (b(p,p'))m)
= ebo(b(p, p)(m'), m)
= 5b0(b(p,p’)m',m)
= ner((bob)(p @ m,p' @ m'))

et O(P,b) est une forme ne-hermitienne.
On munit P ® 4 M d’une structure de G-module sur B en posant

(pe@m)-g=(p-g) ®m

pour tous p € P, m € M, g € G. On vérifie enfin que O(P,b) est une G-forme ne-
hermitienne sur (B, 7). O

La preuve du théoreme 2.2.1

Avant d’entamer la preuve de ce résultat, nous en rappelons 1’énoncé :

Théoréeme. Soit ((A,a), (B,7),M,N,f,qg, V) une n-équivalence de Morita. Alors, pour
tout € € K* vérifiant eo(e) = 1, et pour tout groupe fini G, on a les isomorphismes
suivants :

S¢(G, A, o) ~ S (G, B, T) en tant que monoides commutatifs,
Gre(G,A,0) ~ Gr™ (G, B,T) en tant que groupes abéliens,
We(G, A,0) ~W™(G, B, 1) en tant que W (K, o|k)-modules.

Preuve. Puisque n € {1,—1}, les applications © et ©' induisent les morphismes de
monoides suivants :

o - Se(G,A,0) — S™(G,B,T)
[P,b] — [P@AM,bob]’

C"‘)/ . { SnE(G7Ba7-) - SE(GaA7 0)
’ Q. k] = [Q®p N,nbyk]
Afin d’établir le premier isomorphisme, il suffit de vérifier que © et ©’ sont inverses 1'un
de l'autre.

Soit (@, k) une G-forme ne-hermitienne sur (B, 1) ; alors, (Q ®@p N, nbik) est une G-
forme e-hermitienne sur (A,0) et (Q @5 N ®4 M, nbobyk) est une G-forme ne-hermitienne
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sur (B, 7) d’apres le lemme 2.2.6. L’isomorphisme de bimodules ¢ induit 'isomorphisme
de B[G]-modules a droite suivant :

- QRN M — Q
’ RN m — g.gn®@m)’

On montre que les G-formes (Q ®p N @4 M, nby(byk)) et (Q, k) sont isométriques via ce
dernier isomorphisme au moyen du calcul suivant :

(nbobpk)(q @ n @m,q @n' @m') = nbo(m, b(n, k(q, ¢ )n')m’)
= ng(v(m)® f(v~'(n) ® k(g,¢)n') - m')
= 779(9(( ) v=i(n))- ff( ')( ®m'))
= ng( n)) k(q n’ @ m')
ZUQT(( ))'(, )'( ®m/)
= k(h(genem), h(d @n @m)).

On en déduit que © est un isomorphisme de monoides commutatifs.
Par la propriété universelle du groupe de Grothendieck-Witt, I'isomorphisme de monoides
O induit un isomorphisme de groupes

O:Gré(G,A,0) ~Gr'"™ (G, B, T).

Désignons par s4 : Gre(G, A,0) — We(G, A, 0) et sg: Gr"*(G,B,7) — W"(G, B, )
les surjections canoniques. Si (P, b) est une G-forme e-hermitienne métabolique sur (A, o)
alors soit P’ un sous-A[G]-module & droite de P tel que P = P+ (pour b). Par définition de
bob, P'@4 M C (P'®4 M)t et, en comparant les dimensions, on voit que (P ® 4 M, byb) est
une G-forme ne-hermitienne métabolique ; ainsi ker s4 C ker(sp 0©). D’apres le théoreme
de factorisation, il existe un unique homomorphisme de groupes u de W#(G, A, o) dans
W™ (G, B, 1) tel que uo sy = sgo©. Un raisonnement symétrique avec © montre qu’il
existe un unique homomorphisme de groupes v de W (G, B, 7) dans W¢(G, A, o) tel que
vosg = s400". On vérifie sans peine que u et v sont inverses I'un de I'autre ce qui termine
la preuve. U

2.3 Quelques conséquences

Dans la suite de ce travail, nous n’utiliserons pas le théoreme 2.2.1 dans toute sa généralité
mais seulement pour la classe restreinte d’algebres Morita-équivalentes que forment les
algebres Brauer-équivalentes.

Dans la premiere partie de cette section, nous rappelons comment il est possible de con-
struire une équivalence de Morita entre deux algebres simples centrales Brauer-équivalentes
(munies d’involutions de méme espece et ayant la méme restriction au centre).
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L’équivalence de Morita est tres utile quand il s’agit de transporter un probleme d’'une
algebre simple centrale a une algebre qui lui est Brauer-équivalente et dans laquelle le
probleme est plus facile a appréhender. Dans la seconde partie de cette section, nous
indiquerons une premiere utilisation de ce principe ainsi qu'un raffinement du théoreme
2.2.1 dans le cas ou les involutions sont unitaires.

2.3.1 Equivalence de Brauer et équivalence de Morita

Proposition 2.3.1. Soient A et B deux K-algebres simples centrales Brauer-équivalentes
munies respectivement de K /F-involutions o et T de méme espéce ayant méme restriction
a K. Alors il existe une n-équivalence de Morita ((A, 0),(B,7),M,N,f,g, y).

Preuve. Cette preuve est basée sur [17, 1.4]. Il suffit de définir les différents éléments de
I’équivalence de Morita et de vérifier un a un les axiomes de la définition 2.1.1. Pour ce
faire, nous allons utiliser le rapport qui existe entre les représentations matricielles de A
et de B. L’entier n est d’ores et déja déterminé par o et 7.

A et B étant Brauer-équivalentes, il existe, par définition, une algebre a division D et
des entiers r et s tels que I'on puisse identifier A et M,.(D), B et M(D) en tant qu’algebres.
D’apres le corollaire 1.1.10, on peut munir D d’une involution ~ qui soit de méme espece
que o et 7 (mais pas forcément de méme type si o et 7 sont de premiere espece). On définit
une involution # (adaptée & A et B) en posant

0(ai;) ="(v(ai;)) et O(by;) ="(7(by)).

Puisque 0(a) = v(a) pour tout a € K, 6 et v sont de méme espece et de méme type (voir
[33, Proposition 2.20]). Des lors, d’apres la proposition 1.1.6, il existe u € GL,.(D) et
v € GL4(D) tels que o = Int(u) o 0, 7 = Int(v) o 0 et de plus

* (0(u) = u et O(v) =v) ou ((u) = —u et O(v) = —v), si o et 7 sont de premiere espece
et de méme type ;
* (O(u) = —u et O(v) = v) ou (f(u) = u et O(v) = —v), si o et 7 sont de premiere espece

et de types différents ;
* 0(u) =u et (v) = v, si o et T sont de seconde espece.

On pose M = M, (D) (resp. N = M,,.(D)) et on vérifie aisément que M (resp. N)
est un (A, B)-bimodule (resp. un (B, A)-bimodule).

Soit f: M x N — A: (m,n) — m.n l'application induite par le produit matriciel. On
vérifie sans peine que f est bien définie, non nulle, biadditive et équilibrée. Par propriété
universelle du produit tensoriel, il existe un unique homomorphisme de groupes (encore
noté f)

meen +— mmn
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C’est en fait un homomorphisme de (A, A)-bimodules dont on vérifie aisément qu'’il est
associatif par associativité du produit matriciel. On définit g de maniere similaire.

Enfin, en posant v(m) = v0(m)u~"! (0 désignant lapplication de M dans N induite par
I'involution @) pour tout m € M, on vérifie que v est clairement bijective, linéaire et

v(amb) = 7(b)vd(m)u~'o(a) = 7(b)v(m)o(a),

pour tous a € A, b€ Bet me M. O

Remarque 2.3.2. Dans la proposition 2.3.1, la condition portant sur la restriction de o
et 7 a K ne sert que dans 'utilisation de la proposition 1.1.6(2) ; on peut remarquer que
cette condition est automatique lorsque o et 7 sont de premiere espece.

En combinant le théoreme 2.2.1 et la proposition précédente, on obtient :

Corollaire 2.3.3. Soient A et B deux K-algébres simples centrales Brauer-équivalentes
munies respectivement de K /F-involutions o et 7 de méme espéce ayant méme restriction
a K. Alors, pour tout ¢ € K* vérifiant co(e) = 1, et pour tout groupe fini G, on a les
1somorphismes suivants :

S¢(G,A,0) ~ S"™(G, B, T) en tant que monoides commutatifs,
Gre(G, A, o) ~ Gr"™ (G, B, T) en tant que groupes abéliens,
We(G, A o) ~ W™ (G, B, 1) en tant que W (K, o|k)-modules.

2.3.2 Applications

Nous donnons deux conséquences du corollaire 2.3.3.

Algebres simples centrales a involution de seconde espéce

Il est bien connu que, sur une algebre simple centrale a involution unitaire, il suffit de
s’intéresser aux formes (1-)hermitiennes pour connaitre les formes e-hermitiennes. En
effet :

Proposition 2.3.4. Soient A une K-algébre simple centrale munie d’une K /F-involution
de type unitaire, ¢ € K tel que ea(e) =1 et G un groupe fini. Alors, on a les isomorphismes
sutvants :

Se(G,A,0) ~ S(G,A,T) en tant que monoides commutatifs,
Gre(G,A,0) ~ Gr(G,A,T) en tant que groupes abéliens,
We(G, A o) ~W(G, A, T) en tant que W (K, o|k)-modules.
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Preuve. Soit (P, h) une G-forme e-hermitienne sur (A, o). Comme eo(c) =1 avec € € K,
il existe u € K tel que ¢ = o(u)u~t d’apres le théoreme 90 de Hilbert. Un simple
calcul permet de vérifier que (P,uh) est alors une G-forme 1-hermitienne. Par suite,
I’application h — ph fournit une correspondance 1-1 entre les formes e-hermitiennes et les
formes 1-hermitiennes. Il est aisé de voir que cette correspondance induit les isomorphismes
attendus. O

En combinant la proposition précédente et le corollaire 2.3.3, on obtient :

Corollaire 2.3.5. Soient A et B deux K-algébres simples centrales Brauer-équivalentes
munies respectivement de K/F-involutions o et T de type unitaire et ayant méme restric-
tion a K. Alors, pour tous €, &' € K* vérifiant eo(e) = 1 = varepsilon’'t(g'), et pour tout
groupe fini G, on a les isomorphismes suivants :

Se(G,A,0) ~ S¥(G,B,T) en tant que monoides commutatifs,
Gre(G, A, o) ~ Gr¥ (G, B, 1) en tant que groupes abéliens,
We(G, A, 0) ~ W (G, B, ) en tant que W (K, o|x)-modules.

Un théoreme de Merkurjev

Un des résultats fondamentaux concernant les algebres simples centrales a involution de
premiere espece est le théoreme suivant qui les détermine entierement dans le groupe de
Brauer :

Théoréme 2.3.6 (Merkurjev). Soient A une K-algébre simple centrale et o une K/F-
involution de premiere espece sur A. Alors, il existe des algébres de quaternions Q1,- -+, Qp
sur K telles que 'on ait [A] = [Q1 QK - @k Qn] € Br(K) (et méme dans Bro(K), d’apreés
le théoreme 1.1.7(1)).

Preuve. Voir [49]. O

En conséquence, il suffit souvent de raisonner sur un produit tensoriel d’algebres de
quaternions pour en déduire un résultat plus général concernant les algebres simples cen-
trales a involution de premiere espece. Ceci est toujours possible lorsque l'on travaille
sur des notions préservées par équivalence de Morita : il suffit d’appliquer le théoreme
précédent et le corollaire 2.3.3. Ce fait a, par exemple, été utilisé par Bayer-Fluckiger et
Parimala en [7, Theorem 4.3.1, 4.4.1] et [8, Theorem 6.2, 7.3] pour caractériser les formes
hermitiennes non dégénérées hyperboliques sur une algebre a involution de premiere espece
sous certaines hypotheses sur le corps de base.
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Chapitre 3

Equivalence de Morita et formes
e-hermitiennes

3.1 Isotropie et décomposition de Witt

Une forme quadratique (V) sur un corps K est dite isotrope si il existe € V' non nul
tel que g(x) = 0, anisotrope dans le cas contraire.

Dans son article fondateur de la théorie algébrique des formes quadratiques, en 1937,
Witt montre qu’il est toujours possible de décomposer une forme quadratique non dégénérée
en somme orthogonale d’une forme hyperbolique maximale et d’une forme anisotrope, ces
formes étant uniquement déterminées a isométrie pres : c’est le théoreme de décomposition
de Witt (voir [81]).

On peut naturellement se demander s’il est possible de généraliser d’une quelconque
maniere les notions d’isotropie et de décomposition de Witt aux formes hermitiennes. Ce
probleme a été résolu par McEvett en 1969 dans [48] : en utilisant 1’équivalence de Morita,
il a montré que ces deux notions se généralisaient ezactement aux formes e-hermitiennes
sur une algebre simple centrale a involution.

Cette section vise a donner un exposé de ces résultats dans un contexte différent de
celui de l'article de McEvett. On conserve les notations du chapitre précédent.

3.1.1 Isotropie

Puisque 'on envisage de généraliser la notion d’isotropie aux formes hermitiennes, nous
définissons la notion de forme bilinéaire (symétrique) isotrope : une forme bilinéaire
(symétrique) (V,b) est dite isotrope si il existe un # € V non nul tel que b(z,z) = 0
(autrement dit si le vecteur x est orthogonal & lui-méme relativement a b). Dans le cas
contraire, on dit que la forme est anisotrope.

Soit maintenant (A, o) une K-algebre simple centrale munie d'une K /F-involution. En
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regardant ce qui se passe au niveau des formes bilinéaires symétriques, il semble naturel
de poser la définition suivante :

Définition 3.1.1. Soit (V,h) une forme e-hermitienne sur (A, o). Elle est dite isotrope si
il existe un € V non nul tel que h(z,z) = 0 et anisotrope dans le cas contraire.

La fin de ce paragraphe ainsi que la sous-section qui suit seront consacrés a la justification
du bien-fondé de cette définition.

Soit. D I'algebre a division Brauer-équivalente a A ; d’apres le corollaire 1.1.10, on peut
munir D d’une involution 7 de méme espece et ayant méme restriction a K que o. D’apres
la proposition 2.3.1, il existe une n-équivalence de Morita ((A, 0),(D,7),M,N, f,g, 1/).
Comme D est une algebre a division, les A-modules M et N possedent une propriété
supplémentaire :

Lemme 3.1.2. M est un A-module a gauche simple et N est un A-module a droite simple.

Preuve. Prouvons cette affirmation pour N, la preuve pour M étant similaire. Comme
A est une algebre simple, on sait, d’apres la théorie des modules semi-simples (voir [13]),
que N est un A-module a droite semi-simple isotypique, c¢’est-a-dire qu’il existe un entier
n tel que N ~ T" T étant un A-module a droite simple. D’apres le lemme 2.1.2, les
(D, D)-bimodules N ® 4 M et D sont isomorphes. On en déduit la suite d’isomorphismes
de D-espaces vectoriels a droite suivante :

-1
D~ N@y M~ (T®,M)"

En comparant les dimensions, on trouve n = 1 et par suite N est un A-module a droite
simple. O

La proposition suivante donne une premiere justification de notre approche de I'isotropie
(voir la sous-section 2.2.2 pour la définition de © et ©’ et pour les notations utilisées dans
la preuve) :

Proposition 3.1.3. Soit (V,h) une forme e-hermitienne sur (A,o). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) (V. h) est isotrope sur (A, o).

(2) II existe une n-équivalence de Morita entre (A, o) et (D, T) telle que ©(V, h) soit isotrope
sur (D, ).

(3) Pour toute n-équivalence de Morita entre (A,o) et (D, 1), ©(V,h) est isotrope sur
(D, 7).

Preuve. On peut trouver une preuve de ce résultat dans [48] dans un contexte différent.
Pour prouver cette proposition, il suffit de montrer que (1) est équivalente a (3).

Soient x € V—{0} tel que h(x,z) = 0 et ((A, 0),(D,7),M,N, f,g, 1/) une n-équivalence
de Morita. On peut voir qu’il existe un m € M tel que x ® m # 0 ; en fait, siz @m =0
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pour tout m € M, alors on a V; @4 M = 0 ou Vi = A # 0. On sait que N est un
A-module a droite simple d’apres le lemme 3.1.2, donc on a V4 = N?, pour un certain
entier d > 1. En conséquence, on peut dire que

0=Vi®s M~ (N4 M)?*2L D7

ce qui aboutit a une contradiction. Ceci étant, x ® m est clairement un vecteur isotrope
pour boh et ©O(V, h) est isotrope.

Réciproquement, si O(V, h) est isotrope et si ((A, 0),(D,7),M,N, f,g, 1/) désigne une
n-équivalence de Morita, soit y # 0 un vecteur isotrope pour byh. Par le méme genre
d’arguments que précédemment, on peut trouver un n € N tel que y ® n # 0. 1l est aisé
de voir que y ® n est un vecteur isotrope pour nbiboh. Or (V @4 M ®p N,nbiboh) est
isométrique a (V, h) (voir la preuve du théoreme 2.2.1) donc il existe un z € V — {0} tel
que h(x,z) = 0, ce qui termine la preuve. O

3.1.2 Décomposition de Witt

Au moyen de la notion d’isotropie définie ci-dessus, on peut généraliser aux formes her-
mitiennes le théoréme suivant connu sous le nom de théoreme de décomposition de Witt

Théoréme 3.1.4 (Witt (1937)). Soit (V,q) un espace quadratique non dégénéré. Alors
(‘/7 Q) = (Vhyp> thp)J—(V;ma qgm)

0t (Viyp, Qnyp) est une forme hyperbolique et (Vi gun) une forme anisotrope. De plus, ces
deux formes sont uniquement déterminées a isométrie pres.

Preuve. Voir [81], [34, Chapter 1, §4] ou [71, Chapter 1, §5]. O

En adaptant la preuve précédente, on peut voir que le théoreme de décomposition de
Witt est vrai pour les formes e-hermitiennes sur une algebre a division & involution (voir
par exemple [71, Chapter 7, Corollary 9.2]). En se servant de ce fait et de 1’équivalence
de Morita, on peut transporter la décomposition de Witt aux formes hermitiennes sur une
algebre simple centrale a involution :

Théoréeme 3.1.5. Soit (V,h) une forme e-hermitienne non dégénérée sur (A, o) une K-
algébre simple centrale 4 K /F-involution. Alors

(‘/7 h) = (Vhyp7 hhyp>J—(V;1na qan)

0l (Viyp, Qhyp) est une forme hyperbolique et (Vap, qan) est une forme anisotrope (au sens
de la définition 3.1.1). De plus, ces deux formes sont uniquement déterminées a isométrie
pres.
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Preuve. Soit ((A,a), (D,7),M,N, f,g,y) une 7-équivalence de Morita. Avec les nota-
tions de la sous-section 2.2.2, la décomposition de Witt étant vraie sur (D, ), on obtient
la décomposition

OV, h) 2= (Vi,h1) L(Va, ha)

ou hy est hyperbolique et hy anisotrope sur (D, 7). Ainsi, on a les isométries
(V,h) =~ (0" 00)(V,h) =~ O'(hy)LO (hy).

De plus, d’apres la proposition 3.1.3, ©’(h;) est hyperbolique et ©’(hy) est anisotrope sur
(A,0) ce qui assure l'existence de la décomposition. Par le méme type d’argument, on

montre que cette décomposition est unique a isométrie pres puisque c’est déja le cas sur
(D, ). O

Remarques 3.1.6. (1) On peut déduire un fait important du théoreme précédent : en
conservant les mémes notations, si [h] € W¢(A, ¢), il existe une unique forme e-hermitienne
anisotrope hg sur (A, o) telle que [h] = [ho] € W¢(A, o). Ce fait jouera un réle prépondérant
dans la preuve des résultats du chapitre 4.

(2) Le théoreme 3.1.5 est vrai plus généralement si A est une algebre semi-simple dans
laquelle 2 est une unité d’apres un résultat de McEvett : voir [48].

3.2 Rang et discriminant a signe

L’un des problemes majeurs en théorie des formes quadratiques est d’obtenir leur classifi-
cation a isométrie pres sur un corps K donné. La méthode principale pour s’attaquer a ce
genre de probleme est d’attacher un certain nombre d’invariants a une forme afin qu’elle
soit autant que possible déterminée par ces invariants. Les invariants usuels que 1’'on peut
associer aux formes quadratiques sont la dimension, le discriminant a signe, I'invariant
de Hasse, l'invariant de Clifford, I'invariant de Witt et les signatures en chaque ordre du
corps (s'il en existe). Dans de nombreux cas, certains de ces invariants sont suffisants pour
classifier les formes quadratiques. Néanmoins, une classification des formes quadratiques
sur un corps quelconque n’a encore jamais été obtenue.

En 1974, Elman et Lam dans [24] établissent deux importants résultats de classification.
Notons I(K) 'idéal fondamental de W (K) formé des formes quadratiques de dimension
paire et posons I*(K) = (I(K))3. Tls montrent que I?(K) = 0 si et seulement si les formes
quadratiques sur K sont classifiées a isométrie pres par leur dimension, leur discriminant
et leur invariant de Clifford. Plus généralement, ils prouvent que I3(K) est sans torsion
si et seulement si les formes quadratiques sur K sont classifiées a isométrie pres par leur
dimension, leur discriminant, leur invariant de Clifford et leur signature en chaque ordre de
K. Grace a ces résultats, les formes quadratiques sont entierement classifiées sur un grand
nombre de corps parmi lesquels les suivants (qui vérifient I3(K) = 0) : les corps p-adiques,
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les corps globaux non formellement réels et les corps de fonctions en deux variables sur un
corps algébriquement clos.

Il est également possible de définir des invariants en théorie des formes hermitiennes sur
une algebre a involution (A, o). Les plus usités sont le rang, le discriminant, le discriminant
raffiné, l'invariant de Clifford (si I'involution est orthogonale), les signatures et I'invariant
de Rost (si 'involution est orthogonale). Au moyen de ces invariants, Bayer-Fluckiger et
Parimala en 1995 dans [7] et en 1998 dans [8] obtiennent des résultats de classification
de formes hermitiennes (dépendants du type de l'involution) généralisant ceux d’Elman
et Lam. Ces résultats sont obtenus pour des corps de dimension cohomologique au plus
2 (ou plus précisément pour des corps sur lesquels toute algebre a division d’exposant 2
est décomposable) si le corps est non formellement réel et pour des corps de dimension
cohomologique virtuelle au plus 2 si le corps est formellement réel. Par exemple, si o est
orthogonale et si cd(K) < 2, les formes hermitiennes sur K sont classifiées & isométrie pres
par leur rang, leur discriminant et leur invariant de Clifford. Ces résultats de classification
jouent un réle primordial dans leurs démonstrations de la conjecture II de Serre (voir [7])
et du principe de Hasse sur les corps de dimension cohomologique virtuelle au plus 2 (voir
[8]) pour les groupes algébriques de type classique.

En conséquence des résultats de Bayer-Fluckiger et Parimala évoqués ci-dessus et de
résultats de Merkurjev et Suslin (voir le théoreme 7.4.3 et le corollaire 7.1.6), Lewis et
Tignol établissent, en 1999 (dans [45]), une classification des involutions a conjugaison
pres sous certaines conditions sur le corps de base ; leurs résultats dépendent du type de
I'involution, de la parité du degré de 'algebre et du fait que le corps soit ou non formelle-
ment réel. Dans I'énoncé de ces résultats, les invariants de formes sont remplacés par des
invariants d’algebres a involution tels que ’algebre de Clifford ou I’algebre Discriminant
(voir [33, §8, §10] pour une définition de ces objets). Par exemple, si cd(K) < 2, les invo-
lutions orthogonales sur une K-algebre simple centrale sont conjuguées si et seulement si
leurs algebres de Clifford sont K-isomorphes.

Le lecteur désireux d’en savoir plus sur les invariants en théorie des formes quadratiques
pourra consulter [71]. En ce qui concerne les invariants pour les formes hermitiennes, nous
conseillons la lecture des articles [7] et [8] qui nous ont, du reste, grandement inspiré
pour ce chapitre ainsi que ceux qui suivent ; on pourra également se référer a l'article
[39] qui présente les résultats les plus importants concernant la classification des formes
hermitiennes sur une algebre a division. Enfin, Uarticle [45] présente la classification des
involutions sur une algebre simple centrale et a été une grande source d’inspiration pour
présenter le rappel des résultats principaux relatifs a la classification des formes quadra-
tiques et hermitiennes.

Dans la suite de cette section, nous montrons que le rang et le discriminant (raffiné) d’un
espace hermitien sont invariants par équivalence de Morita. Pour ce faire, nous suivons le
plan d’étude donné en introduction et utilisons les résultats du chapitre 2 et des calculs
explicites. Il est a noter que ces résultats peuvent étre obtenus par une voie plus directe :
voir la remarque 3.2.10.
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3.2.1 Le rang
Formes quadratiques

Pour une forme quadratique, le rang porte le nom plus évocateur de dimension puisque
I'on travaille sur des K-espaces vectoriels. La dimension (V,q) sur K est dimg V', que
I’on note plus volontiers dim¢q. On vérifie que la dimension est un invariant de la classe
d’isométrie de (V, ¢) mais pas de sa classe de Witt en général. Par contre

eo(q) = dimg mod 2 (3.1)

est un invariant de la classe de Witt de (V,q). En fait, e : W(K) — Z/2Z est un
morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est l'idéal d’augmentation I(K) de W (K)
constitué des formes quadratiques de dimension paire. En particulier, /(K) est un idéal
maximal de W (K'). Dans toute la suite, on écrira I"(K) pour désigner I'idéal I(K) élevé
a la puissance n.

Formes c-hermitiennes sur une algebre a division

Supposons a présent que (V, h) soit une forme e-hermitienne sur une K-algebre a division
D munie d'une K/F-involution 7. Comme nous travaillons avec des D-espaces vectoriels,
nous pouvons a nouveau définir la dimension (ou plutot le rang) de (V,h) comme étant
I’entier naturel dimp V' dont nous allons montrer qu’il est en tout point similaire a la
dimension d'un espace quadratique. Le rang est évidemment un invariant de la classe
d’isométrie de (V,h) compatible avec la somme orthogonale. D’apres la propriété uni-
verselle du groupe de Grothendieck-Witt, on en déduit qu’il induit un unique morphisme
de groupes r. : Gr¢(D, 1) — Z. De plus :

Lemme 3.2.1. Le morphisme de groupes r. est surjectif.

Preuve. Il suffit de montrer que r. atteint 1. Soit a € D*. En considérant ’application
non dégénérée

_ DxD — D
’”"{ (t,y) — T(@)ay

on voit que le probleme se ramene a trouver a € D* tel que e7(a) = a. Il y a plusieurs
cas :

(1) si 7 est de premiere espece et € = 1, on choisit a € Sym(D, 7) ;

(2) si 7 est de premiere espece et € = —1, on choisit a € Skew (D, ) (cela est possible car
Skew(D,7) = 0 si et seulement si D = K et 7 = idg par [33, Proposition 2.6], cas qui a
été exclu de notre propos lors de la sous-section 1.2.2) ;

(3) si T est de seconde espece, on utilise le théoreme 90 de Hilbert. U

48



Il n’est pas difficile de voir que le rang d’une forme métabolique est pair. En effet, si (V, h)
est une forme métabolique sur (D, 7), soit W un sous-D-espace vectoriel a droite de V auto-
orthogonal pour h. Puisque A est non dégénérée, son adjoint h fournit un isomorphisme
de D-espaces vectoriels a droite entre V' et son dual V*. Définissons la projection

A
%D-{ o= flw’

Alors 9 o h est un morphisme de D-espaces vectoriels a droite qui est surjectif grace a
I'existence d’un supplémentaire de W dans V et keryoh = W+. On en déduit que le rang
de h est le double de la dimension sur D de W. En résumé :

Proposition 3.2.2. Le rang induit un morphisme de groupes surjectif ro : We(D, 1) —
7.)27 dont le noyau (noté I5(D,T)) est le sous-module de We(D,T) constitué des classes
des formes de rang pair. En particulier, on a :

We(D,7)/I;(D,T) ~7Z/27.

Formes c-hermitiennes sur une algebre simple centrale

Soit (A, o) une K-algebre simple centrale a K/F-involution. Nous allons montrer que
'on peut définir le rang d’un espace e-hermitien sur (A, o) au travers de 1’équivalence de
Morita. Nous conservons les notations du chapitre 2.

Soient D une algebre a division Brauer-équivalente a A et ((A, 0),(D,7),M,N, f,g, 1/)
une n-équivalence de Morita entre (A, o) et (D, 7) (7 et I'"équivalence de Morita existent
d’apres la proposition 2.3.1). Soit (V,h) une forme e-hermitienne sur (A, o) ; on définit
son rang comme étant entier dimp ©(V, h) = dimp V @4 M.

Il nous reste a montrer que ce nombre est indépendant du choix de I'n-équivalence de
Morita. Pour ce faire, choisissons ((A, o), (D, 7"),M' N f. g v ) une 7’-équivalence de
Morita ou D’ est une algebre a division Brauer-équivalente a A. Le lemme 3.1.2 nous
assure du fait que N et N’ sont deux A-modules a droite simples, ce qui implique que
N ~ N’ en tant que A-modules a droite. Comme V est un A-module & droite, il existe
deux entiers naturels r et 1’ tels que V.= N" = N m Compte tenu de ce qui précede,
r =1’ et le rang est bien défini (et vaut r). On voit en outre que le rang de (V, h) peut
étre alternativement défini par 'entier n vérifiant V' = W™, W étant un A-module a droite
simple ; on retrouve ainsi la définition usuelle du rang d’un module sur un anneau simple.

Une fois encore, le rang est un invariant de la classe d’isométrie de h qui induit un
morphisme de groupes r. : Gr*(A,o) — Z et :

Lemme 3.2.3. Le morphisme de groupes r. est surjectif.

Preuve. Il suffit de montrer que r. atteint 1. Si W est un A-module a droite simple, il
est de rang 1. Il nous reste a trouver une forme e-hermitienne non dégénérée sur W.
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Montrons d’abord que W et W* sont isomorphes en tant que A-modules a droite. A
est un A-module a droite donc il existe un entier 7 tel que A = W". Comme A ~ End(A),
on en déduit les isomorphismes de A-modules a droite suivants :

W*" ~Enda(A) > A~ W".

Puisque W* est un A-module & droite, il existe un entier d tel que W* = W<, On en déduit
que d = 1 et qu’il existe un isomorphisme de A-modules a droite W ,é W,
En conséquence, 'application
é: { WxW — A
L (we) = fu)(v)

est sesquilinéaire non dégénérée et induit ’application sesquilinéaire non dégénérée

o WxW — A

¢7 .
(u,v)  +— o((v,u))

Définissons maintenant ’application h en posant h = ¢ + ¢7. 1l est clair que cette
application est e-hermitienne sur (A,0). Si h est non nulle, elle est non dégénérée par
simplicité de W et W* donc (W, h) est une forme e-hermitienne non dégénérée de rang 1
sur (A, o), ce qui termine la preuve.

Si h est nulle alors on est dans 'un des deux cas suivants :

1. (e =1 et ¢ est antihermitienne) ou (¢ = —1 et ¢ est hermitienne) et o est de premiere
espece ;

2. ¢ est ( — o(¢))-hermitienne et o est de deuxieme espece.

Afin de finir la preuve, il ne nous reste qu’a exhiber une forme e-hermitienne (W, h') sur
(A, o) dans chacun de ces deux cas.

1. Comme ¢ est hermitienne ou antihermitienne, elle possede une involution adjointe
o4 sur Ends(W). D’apres le théoreme 1.1.1, End4 (W) s’identifie & D°P ot D est
l'algebre a division Brauer-équivalente a A. On choisit un élément d € Skew(DP, o)
et on pose h/'(z,y) = ¢(d.z,y) pour tous z, y € W.

2. Si K = F(a) avec a®> € F*, on pose I (z,y) = aa(gb(x,y)) pour tous z, y € W.

En raisonnant comme lors du paragraphe précédent, on en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.2.4. Le rang induit un morphisme de groupes surjectif r. : We(A, o) —
Z)2Z dont le noyau (noté I5(A, o)) est le sous-module de W=(A, o) constitué des classes
des formes de rang pair. En particulier, on a :

We(D, o)/ I5(A, o) ~ 7,/27.
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3.2.2 Le discriminant

Avant de montrer que le discriminant (& signe) d’un espace hermitien est un invariant de
Morita, nous rappelons quelques faits concernant la norme réduite.

La norme réduite

Soient A une algebre simple centrale sur K et L un corps déployant de A. L’application
norme réduite Nrdy g : A — K peut étre définie par la commutativité du diagramme

suilvant :
NrdA/K
s

|

A —=~1L
ou les fleches verticales sont les injections canoniques ; la norme réduite est ainsi la
généralisation aux algebres simples centrales de la notion usuelle de déterminant. On
peut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix du corps déployant de A. En
fait, si a € A, n = deg A et si on a un isomorphisme f entre A @x L et M,(L) alors
Nrdy/x(a) = det (f(a ® 1)) (voir [22, §22] pour plus de précisions sur ces faits).
La norme réduite possede un grand nombre de propriétés, par exemple :

Proposition 3.2.5. (1) Na/x(a) =(Nrda/x(a))" pour tout a € A (Najx désignant la
norme de 'extension A/ K, i.e. le déterminant de la multiplication a gauche) ;

(2) Nrda/x est une application multiplicative ;

(3) Nrda/k(a) =a™ sia € K ;

(4) Nrdag,r/n(a ® 1) = Nrda,x(a) pour toute extension de corps L/K ;

(5) Nrdag,n/x(a® 1) =(Nrda/x(a))™ pour toute algébre simple centrale B de degré m ;
(6) si 0 est un automorphisme (resp. un antiautomorphisme) d’anneauz de A et sia € A

alors Nrd 4/ (0(a))= 0(Nrda/x(a)).
Preuve. Voir [22, §22]. O

Formes quadratiques

Soit (V, ¢) une forme quadratique de dimension n. Le déterminant de ¢, vu comme élément
de K*/K *2 est un invariant de la classe d’isométrie de ¢ mais pas de sa classe de Witt
en général. Pour remédier a ceci, on tord le déterminant par une puissance de —1 pour
définir le discriminant a signe d(q) de ¢ par

n(n

de(q) = (=1)" 5 det g € K*/K*.

51



On vérifie sans peine que di(g) est un invariant de la classe de Witt de ¢ et induit
I’application

dy : W(K) — K*/K**.
Cela n’est pas un morphisme de groupes en général. Par contre :

Proposition 3.2.6. d. : I(K) — K*/K** est un morphisme du groupe additif I(K) dans
le groupe multiplicatif K*/K*?, surjectif et dont le noyau est I*?(K). En particulier d.
nduit [isomorphisme

e1: I(K)/I*(K) ~ K*/K*2.

Formes c-hermitiennes sur une algebre a division

Afin de généraliser le concept de discriminant a signe pour un espace e-hermitien (V, h)
sur une K/F-algebre a involution a division (D, 7), on peut se servir naturellement de
I'application norme réduite définie plus haut. Nous nous inspirons de [7, §2.1].

Supposons d’abord que 7 soit de premiere espece. Soit {ej,- - ,e,} une D-base du
D-module V. Notons M la matrice de h dans cette base, E = M, (D) et m = ndeg(D).
On définit le discriminant a signe de (V, h) par

di(h) = (=)™ Nrdgx (M) € K*.

On peut montrer que di induit une application des classes d’isométrie de formes e-
hermitiennes sur (D, 7) dans K*/K*? et que

de : I¥(D,7) — K*/K**

est un morphisme de groupes. Son noyau est noté I5(D, 7).
Si 7 est une K/F-involution de seconde espece et si ¢ = 1, le discriminant a signe de
(V, h) se définit comme précédemment et induit un morphisme de groupes

Si 7 est une K/ F-involution de seconde espece et si e # 1, on peut définir le discriminant
a signe d’une forme de rang pair (V, h) par le biais de la correspondance bijective rappelée
lors de la preuve de la proposition 2.3.4. En effet, d’apres le théoreme 90 de Hilbert, il
existe p € K* tel que ¢ = 7(u)u~'. Comme la forme (V, uh) est hermitienne, on définit
le discriminant a signe de (V,h) comme étant celui de (V,ph). 11 faut vérifier que cette
définition est indépendante du choix de p € K*. Soit alors ' € K* vérifiant € = 7(u/ )/ ™"
Comme pup’ ! est fixé par 7, ¢’est un élément de F*. Au vu du comportement des éléments
de F* vis a vis de la norme réduite (voir la proposition 3.2.5(1)) et par parité du rang,
on vérifie aisément que d4(V,ph) = di(V,p'h) dans F* /N p(K*), ce qui implique que
le discriminant a signe est bien défini pour les formes e-hermitiennes de rang pair. En
conséquence, le discriminant a signe induit un morphisme de groupes

d:l: . IT(D,T) — F*/NK/F(K*)
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Formes c-hermitiennes sur une algebre simple centrale

Soient (A, o) une algebre simple centrale a K/ F-involution et (V, h) une forme e-hermitienne
de rang pair n sur (A4,0). Soit ((A,0), (D, ), M, N, f,g,v) une n-équivalence de Morita,
ou D est une algebre a division Brauer-équivalente a A. On va définir le discriminant a
signe de (V, h) comme étant le discriminant a signe de la forme correspondant a (V, h) par
une n-équivalence de Morita avec (D, 7). En d’autres termes, en conservant les notations
du chapitre 2, le discriminant & signe de (V, h) est

de(h) = do(V @4 M, boh)

vu comme un élément de K*/K** (resp. F*/Ng, r(K*)) si o est de premiere espece (resp.
si o est de seconde espece). Il nous faut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix
de I'n-équivalence de Morita entre (A, o) et une algebre a division Brauer-équivalente a A
munie d'une involution.

Soit alors ((A, o), (D1, 1), My, Ny, f1, 01, 1/1) une 7;-équivalence de Morita entre (A, o)
et (Dy, 1), Dy étant une algebre a division Brauer-équivalente a A. D’apres le théoréme
2.2.1, il existe deux isomorphismes de monoides

o . S(A0) — §D,7)
L V) = (V@ M, boh)

o [ S(A0) — sme(Dym)
! (V,h) = (V®a Mi,bih) "

Nous allons montrer que d4 (6g(V,h)) = ds (01(V, h)).

D’apres le théoreme 1.1.1, il existe un isomorphisme de K-algebres [ entre D et D;.
Via [7! on peut voir M comme un D;-module & droite. D’apres le lemme 3.1.2, M et M,
sont deux A ®x D;°P-modules a gauche simples, ce qui équivaut au fait qu’il existe un
isomorphisme de (A, D;)-bimodules i entre M et M; (voir [10]).

Soit 75 I'involution sur D; définie par 7, ol = [ o 7. Dans ces conditions, d’apres la
proposition 1.1.6, il existe u € D™ tel que 71 = Int(u) o 75 et T (u) = Ny u.

Nous définissons les deux applications

‘ ‘]\41 le — D1
bz'{ (m,m/) = U bo(i"(m), i (m")))

be - M1><M1 — Dl
Ul (mym!) = w-by(m,m!)

Il est aisé de vérifier que (M, by) est une forme n-hermitienne sur (Dy, 1) et que (M, bs)
est une forme 7;-hermitienne sur (D;, 7). On démontre :
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Lemme 3.2.7. by  ob € F*.

Preuve. En conservant les notations du chapitre 2, on rappelle que ¢ est adjointe a by et
a by et que l'on identifie Endp, (M;) et A. Soient m, m’ € M; et ¢ € Endp,(M;) auquel
correspond la multiplication & gauche par I'élément a, € A. Alors :

bs(m,5(¢)(m')) = bs(m,a(as) - m)
= - 1o (m), < <¢> m')))
= u-1(bo(i""(m),0(ag) - i " (m')))

= by(¢(m),m').

Ce calcul nous indique que ¢ est également adjointe a bs et comme
~—1 o~ B ~—1 ~
by o'pobi=05(¢)=0bs o'pobs,

~—1 o~
on en déduit que A = by o by est dans le centre de Endp, (M;*) qui a été identifié a K.
Ainsi, pour tous m, m’ € My,

bs(m,m') = 7 (A)A " bs(m, m').

Puisque la forme b3 est non dégénérée, (71(A)"'A) —1 € Ann(M;) et en raisonnant comme
a la fin de la proposition 2.2.5, on en déduit que 71(\) = A puis que A € F*. O

Soit 0 : > M;* — ™ M;* application définie par 6(¢)(m) = u-¢(m) pour tout ¢ € M;™ et
pour tout m € M, (rappelons que si 3 est une involution de Dy, ? M,* désigne le D;-module
a droite M;* tordu par I'involution 3 : voir [33, §4.2]). Si on définit ¥ : "M* — ™ M;" en
posant ¥(¢)(m) = 1(4(i~'(m))) pour tout ¢ € M" et pour tout m € M;, on a

~

bi=00'(i"") oWobyo,
ou, quitte a prendre Au au lieu de u (puisque A € F* d’apres le lemme 3.2.7),
bAl zeot(i_l)o\I’obAo.

En notant boNh =t 1oWo l;;), on vérifie sans peine que b h = ub/()vh et, puisque le rang
de h est pair par hypothese, on a I’égalité

NrdMn(Dl)/K(blh) = NrdMn(D1)/K<b/O\iL> (32)

dans K*/K** (resp. F*/Ng/r(K*)).

L’isomorphisme de K-algebres [ se prolonge naturellement en un isomorphisme de K-
algebres entre M, (D) et M,(D;) que 'on note I. Si on désigne par B = (b;;) la matrice
de bph dans une D-base {e, - ,e,} de V®4 M alors :

o4



Lemme 3.2.8. Dans la D1-base {(id ®i)(e1), -, (id®i)(e,)} de V @4 M, la matrice de
boh est [(B) = (c;x).

Preuve. On sait que b;;, = 77€T(b0h(€k, ej)) pour tous j, k € {1,---,n}. Pour conclure,
nous effectuons le calcul suivant :

Cik = 77’1572(1)0 (1d®z (ex), (id®i)(ej)))
77_1572([( (ex,e;) ))

= n7el(r(boh(er, e5)))

= 1U(bjx)
U
On déduit du lemme précédent et de (3.2) que
Nrdag, (p,)/x (b1h) = Nrdag, (0, (1(boh))- (3.3)

En revenant a la définition de la norme réduite, il n’est pas difficile de voir que 'on a
I’égalité
NI‘dMn D1 /K(l(boh)) = NrdMn(D)/K(b0h>

qui conduit finalement, avec (3.3), a 1'égalité attendue :
A (O0(V, 1)) = e (€1 (V).

En conséquence, le discriminant a signe d’'une forme e-hermitienne de rang pair sur
(A, o) peut se définir par

de(h) = de(V ®, M, boh) € K*/K**
si o est de premiere espece, et par
di(h) - di(V ®a M, bgh) c F*/NK/F(K*)

si o est de seconde espece. On note I5(A, o) les noyaux de ces morphismes.

3.2.3 Le discriminant raffiné

Nous rappelons brievement comment définir un discriminant plus fin que le discriminant a
signe. Nous nous inspirons de travaux de Bayer-Fluckiger et Parimala : voir [8, p. 662-663].

Supposons tout d’abord que (V, h) soit une forme e-hermitienne sur une K-algebre a
division D munie d’une involution 7. On désigne par Nrdp,x (D*) I'image de I’application
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norme réduite dans K*. Supposons que h est de rang n et posons E = M, (D). Si h ~ b/
alors il existe une matrice T' € GL, (D) telle que M (k') ='7(T)M(h)T et ainsi

ds (') = de(h)Nrdg(T)* € K,
si T est de premiere espece et
do(R') = di(h)(Nrdg(T)r(Nrdg(T))) € K™,
si 7 est de seconde espece. Or :

Lemme 3.2.9. §i A est une K-algebre simple centrale Brauer-équivalente a D, on a
I’égalité Nrd 4/ (A*) = Nrdp x (D*) 0t Nrd 4/ k (A*) désigne, comme précédemment, l'image
de Uapplication norme réduite dans K*.

Preuve. La preuve se fait avec l'aide du déterminant de Dieudonné : voir [22, §22,
Theorem 1] pour plus de précisions sur cet outil. [l

Ainsi, si on voit le discriminant & signe comme un élément de K*/Nrdp,x(D*)? (resp.

F*/Ng/p(Nrdp/k(D*))), il est bien défini sur la classe d'isométrie de h. De plus, si h est
une forme de rang pair, d4(h) € Nrdp,x(D*). L’application discriminant raffiné désigne
le morphisme de groupes

Disc : [f(D,T) — NrdD/K(D*)/NrdD/K(D*)Q,
lorsque 7 est de premiere espece et
Disc : IELE(D,T) — NrdD/F(D*)/NK/F(NrdD/K(D*)),

lorsque 7 est de seconde espece.

Si (A, o) est une K-algebre simple centrale munie d'une K/F-involution, on définit le
discriminant raffiné d’une forme e-hermitienne de rang pair en utilisant I’équivalence de
Morita. La preuve de ce fait s’effectue de fagon identique a ce que 1'on a présenté lors de
la sous-section précédente et peut donc étre omise.

Remarque 3.2.10. Jean-Pierre Tignol m’a fait remarquer qu’il existe une voie plus di-
recte pour montrer 'invariance par équivalence de Morita des notions de rang et de dis-
criminant (raffiné). Il suffit d’utiliser le fait que 'algebre d’endomorphismes d’un module
hermitien munie de 'involution adjointe est un invariant de Morita. En définissant ces
notions en terme d’algebre d’endomorphismes, on obtient alors forcément des invariants
de Morita. Ainsi, si (V,h) est un espace hermitien sur (A, o), son rang peut étre défini
par le quotient i’fﬁ g ou E = Enda (V). De méme, si V, h) est un espace hermitien de rang
pair, son discriminant a signe est le discriminant a signe de 'involution adjointe sur E.
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3.3 Quelques autres invariants

3.3.1 Formes de Pfister et isomorphismes de Milnor-Voevodsky

Nous nous référons a [75] et a [33, Chapter VII] pour toutes les notions concernant la coho-
mologie galoisienne. Soit I' le groupe de Galois absolu de K, c¢’est-a-dire I' = Gal(Kep/ K)
o K, est une cloture séparable de K. Alors I' est un groupe profini et, si G est un
schéma en groupe commutatif, nous notons H*(K,G) le i° groupe de cohomologie de T &
coefficients dans G(K.p). Si G = po désigne les racines carrées de l'unité, on a la suite
exacte de schémas en groupe suivante (appelée suite de Kummer)

2
1_)M2—>Gmg)Gm_)1a

ou Gy, est défini par G,(S) = S*.

Il est facile de voir que H°(K,us) ~ Z/27 et, puisque H'(K,G,) = 0 d’apres le
théoreme de Hilbert 90, la suite exacte précédente nous permet d’écrire H'(K, pp) ~
K*/K**. Les résultats (3.1) et 3.2.6 se réécrivent

eo: W(K)/I(K) ~ H(K, ji3)
et
e1: I(K)/I*(K) ~ H' (K, us).

On voit facilement que I'idéal I"(K) est additivement engendré par les formes quadra-
tiques du type

<<a17 T >an>> = ®<17 _ai>
i=1
avec ay, - - ,a, € K*. Ces formes quadratiques sont appelées n-formes de Pfister et jouent
un role primordial en théorie des formes quadratiques.
En 1970 dans [52], Milnor a conjecturé que la cohomologie galoisienne de ps avait

une relation profonde avec les formes quadratiques et particulierement avec les formes de
Pfister :

Conjecture 3.3.1 (Milnor). Si n € N, les applications

¢ .{I%K)/I"“(K) = H"(K, )
" (e e o (@)U U (an)

induites par le cup produit sont des isomorphismes de groupes.
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Dans ce méme article, Milnor a prouvé la véracité de sa conjecture pour les corps
globaux, les corps locaux, les corps finis et les corps réels clos.

On a vu précédemment que cette conjecture est (facilement) vraie en général pour
n =0, 1. Le cas n = 2 a été montré par Merkurjev en 1981 dans [49] et découle du
théoreme 2.3.6 et de I'identification entre H?(K, y) et Bry(K) au moyen de la suite exacte
de Kummer (en utilisant le fait que H?*(K,Gy,) ~ Br(K) : voir [33, Proposition 29.11]).
Le cas n = 3 a été montré de maniere indépendante par Merkurjev et Suslin dans [50]
et par Rost dans [69]. Rost a également montré le cas n = 4 quelques années plus tard.
Enfin, en 1996, Voevodsky a prouvé la conjecture 3.3.1 en général: voir [79] pour plus de
détails.

3.3.2 Invariants de formes hermitiennes

Dans ce paragraphe, nous mentionnons l'existence de deux invariants pour les formes
hermitiennes pouvant se définir au moyen de 1’équivalence de Morita et nous rappelons
I’existence de la notion de signature d’une forme hermitienne. Ce bref rappel est loin d’étre
exhaustif et nous renvoyons aux articles [7] et [8] pour tout renseignement complémentaire.

L’invariant de Clifford

Soient (D, o) une K-algebre simple centrale a involution orthogonale et (V,h) une forme
hermitienne non dégénérée sur (D, o). Si (V,h') est une forme hermitienne avec d(h) =
dy (h'), Bartels définit en 1975 U'invariant de Clifford relatif Cl, (h) € Bro(K)/[D]. Si on
suppose que (V, h) est de rang pair 2n et de discriminant trivial et si Hs,, désigne une forme
hyperbolique de rang 2n alors on définit I'invariant de Clifford de h par Cl(h) = Cly,, (h).
On peut montrer que l'invariant de Clifford se comporte bien vis a vis de ’équivalence
de Morita et constitue ainsi un invariant pour les formes hermitiennes de rang pair et de
discriminant trivial sur une algebre simple centrale a involution orthogonale. Si D = K
et o = idy, l'invariant Cl(h) est appelé invariant de Clifford ou invariant de Hasse-Witt de
h ; cet invariant induit I'isomorphisme es.

L’invariant de Rost

Soient (D, o) est une K-algebre simple centrale & involution orthogonale et (V,h) une
forme hermitienne non dégénérée sur (D, o) de rang pair, de discriminant et d’invariant
de Clifford trivial. On peut définir un élément R(h) € H*(K,Q/Z(2))/H' (K, uz) U [D]
appelé invariant de Rost de h. Cet invariant se comporte bien vis a vis de 1’équivalence
de Morita et se transporte ainsi aux algebres simples centrales a involution orthogonale.
Si D = K et o = idy, Uinvariant R(h) est appelé invariant de Arason de h ; cet invariant
induit I'isomorphisme e3.
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Les signatures

Enfin, si (A, 0) est une K-algebre simple centrale a K/F-involution et si F' est un corps
ordonné, on peut définir la signature d’une forme hermitienne (V) h) sur (A, o). D’abord,
le théoreme d’inertie de Jacobi-Sylvester est vrai pour les formes quadratiques sur F' vis a
vis d’'un ordre P et permet de définir un homomorphisme de signature sgnp : W(F) — Z
(voir [71, Chapter 2, §4]). Ensuite, on peut définir la signature de (V,h) si F' est un corps
réel clos, en utilisant 1’équivalence de Morita et en raisonnant suivant l'espece et le type
de I'involution. Enfin, le cas général s’obtient en étendant les scalaires a une cloture réelle

de F'.
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Chapitre 4

Suites exactes de groupes de Witt

4.1 Introduction

Le changement de base est un outil important dans la théorie algébrique des formes quadra-
tiques et des formes hermitiennes sur une algebre a division. Etant donnée une extension
de corps (de caractéristique différente de 2), on peut considérer 'application de change-
ment de base de K a L, alternativement appelée application de restriction ; si I’extension
est de degré fini, on a aussi a notre disposition ’application transfert de Scharlau, celle-ci
pouvant étre considérée comme une application trace généralisée. Pour ces deux types
d’applications, la situation est bien comprise lorsque L/K est une extension de degré im-
pair ou quadratique. On pourra consulter le livre de Scharlau [71, Chapter 2, §5] pour
avoir un apercu de ces notions et de ces résultats.

Le groupe de Witt (resp. 'anneau de Witt) offre un cadre intéressant pour étudier les
formes hermitiennes (resp. les formes quadratiques). En ce sens, les résultats ci-dessus
peuvent étre exprimés de facon efficace avec 1’aide de ces structures. Un des résultats de
base dans la théorie des formes quadratiques est un théoreme de Pfister datant de 1965
qui détermine le noyau de I'application de restriction rj , : W(K) — W(L) pour une
extension L/K quadratique. Plus précisément, ce noyau est 'idéal engendré par la forme
quadratique (1, —0) ott L = K(+/§). On peut exprimer ce résultat au moyen de exactitude
de la suite :

W(EK) — W(K) 25 w(L) (4.1)
ou t désigne la multiplication par la forme binaire (1, —4). L’exactitude de cette suite a été

précisée par Elman et Lam. En utilisant application transfert de Scharlau s, : W(L) —
W(K), ils integrent la suite (4.1) dans le triangle exact suivant (voir [71, Chapter 2,
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Theorem 5.10]) :

W(K) - W (L) (4.2)

Pour une extension quadratique L/K (resp. une algebre de quaternions a division
(a,b)x = D) munie de son automorphisme non trivial — (resp. de son involution canonique
—), on peut considérer I'application trace W(L,—) — W(K) (resp. W(D,—) — W(K)).
Ces applications sont toutes deux injectives d’apres un résultat de Jacobson (voir le
théoreme 6.2.3).

En 1973, dans [53, Appendix 2], Milnor et Husemoller construisent la suite exacte de
W (K)-modules suivante :

0 — W(L,—) — W(K) — W(L), (4.3)

— désignant I'automorphisme non trivial de I'extension quadratique L/K. Les résultats
concernant les formes hermitiennes sur une algebre de quaternions a division (D, —) sont
donnés dans les articles de Lewis [36], [37] datant respectivement de 1979 et 1982. Plus
précisément, il démontre ’exactitude de la suite suivante :

0— W(D,-) — W(L,—-) — W (D,-) — W(L) (4.4)

ou L = K(y/a) C D est stable par —. En 1982, cette suite est utilisée par Lewis dans [3§]
afin de produire une version non cohomologique de 'invariant de Clifford relatif défini par
Bartels (que 1'on a évoqué lors de la section 3.3) ; dans ce méme article, Lewis emploie cet
invariant pour étudier les formes antihermitiennes sur des algebres de quaternions a division
sur des corps de nombres algébriques. En fait, si D est déployée, la suite précédente reste
exacte (voir [71, Chapter 10, Theorem 3.2]). Dans l'article [42] de 1985, Lewis construit
un octogone exact de groupes de Witt d’algebres de Clifford (de formes quadratiques) de
telle maniere que les suites (4.4) et(4.6) ci-dessous en soient des cas particuliers.

En 1995, dans [57], Parimala, Sridharan et Suresh obtiennent la suite exacte de groupes
de Witt suivante :

We(A,0) 5 W (A, 1) 2o W(4,0) 20 Wo(A, 0y). (4.5)

Dans cette suite, A est une K-algebre simple centrale munie d’une K/F-involution o
d’espece quelconque, ¢ est (comme d’habitude) un élément de K vérifiant o(e)e = 1, A
désigne le centralisateur d'un élément antisymétrique (pour o) A€ A*, L = K(\) est une
extension quadratique de K, o7 est la restriction de o a Aet 09 une certaine involution de A
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fixant L élément par élément. Les applications 7§ et 7, ci-dessus sont des transferts et pj
une application de restriction (voir la section 4.2 pour plus de détails). On peut remarquer
que (4.4) devient un cas particulier de (4.5) si on admet le résultat de Jacobson rappelé
précédemment. La suite exacte (4.5) a été utilisée par Bayer-Fluckiger et Parimala dans
[7] et [8] pour obtenir les résultats de classification de formes hermitiennes sur une algebre
a involution que nous avons évoqués en introduction de la section 3.2.2. Ces résultats ont
été primordiaux dans leurs preuves de la conjecture II de Serre pour les groupes classiques
et du principe de Hasse sur les corps de dimension cohomologique virtuelle au plus 2.

En 1982, dans [36], Lewis trouve une suite exacte plus longue que les précédentes
contenant (4.4) et symétrique par rapport a W (L) :

0— W(D,-) — W(L,-) — WYD,-) — W(L) — W YD,-) —
(4.6)
— W(L,—) — W(D,—-) —0

Cette suite exacte nous a motivés pour définir des applications supplémentaires entre
groupes de Witt afin de continuer la suite exacte (4.5) par la droite. On obtient :

Théoréme 4.1.1. [ existe une suite exacte de W (K, o|k)-modules :

W(A,0) 20 WA, 09) 25 W(A,0) =0 We(A, 1) (4.7)

ot 75 ° (resp. p3) est une application de transfert (resp. de restriction) définie au cours de
la section 4.2.

Bien sur, il est possible de prouver l'exactitude de (4.7) d’une maniere similaire a celle
employée par Parimala, Sridharan et Suresh pour prouver 'exactitude de (4.5) dans [57],
mais notre preuve est basée sur celle donnée par Lewis dans [40] dans le cas des algebres
de quaternions a division. La preuve du théoreme 4.1.1 fera 1'objet de la section 4.3.

En dépit de 'exactitude de la suite (4.5), nous ne possédons pas beaucoup d’informations
sur le noyau des applications la composant. Dans la section 4.4, nous donnons une descrip-
tion explicite du noyau de chaque application apparaissant dans (4.5) et (4.7) lorsque A est
une algebre a division. Plus précisément, le théoreme 4.4.4 décrit le comportement de ces
applications par rapport a l'isotropie lorsque A est une algebre a division. En particulier,
si on combine 4.4.4 avec la description explicite de chaque image donnée dans [7], cela
fournit une autre preuve de 'exactitude de (4.5).

En 1983, dans [40], Lewis obtient un octogone exact de groupes de Witt équivariants
pour les extensions quadratiques et pour les algebres de quaternions a division. Dans la
section 4.5, apres avoir défini une notion de G-forme e-hermitienne isotrope convenable,
nous montrons que les suites (4.5) et (4.7) restent exactes en remplacant les groupes de
Witt par des groupes de Witt équivariants. De fagon plus précise :
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Théoréme 4.1.2. Supposons que (A, o) vérifie les mémes hypothéses que dans le théoréme
4.1.1. Alors, les deux suites suivantes sont des suites exactes de W (K, o|k)-modules :

We(G, A,0) T WG, A,01) 25 W—(G, A, 0) = W(G, A, 03) (4.8)

W(G, A, 0) o Wo(G, A, 09) Lo W(G, A, 0) B Wo(G, A,0)  (4.9)

Dans la section 4.3, en utilisant (4.5) et (4.7) (resp. le théoreme 4.1.2) nous montrerons en
outre comment il est possible de construire des octogones exacts de groupes de Witt (resp.
de groupes de Witt équivariants) : voir 4.3.1 et 4.5.6. On trouve de nombreux exemples
d’octogones exacts de groupes de Witt dans la littérature ; par exemple, on pourra consulter
les articles suivants de Lewis : [40] and [42]. Ranicki nous a fait remarquer que I'octogone
exact de 4.3.1 peut étre vu comme un cas particulier d’un octogone exact de L-groupes ;
plus précisément, dans [66], Ranicki prouve 'exactitude d’une certaine “tresse” (“braid”,
en anglais) pour chaque “extension quadratique p-tordue” d’anneaux. Quand ces anneaux
sont semi-simples, cela conduit a un octogone exact : pour plus de détails, on pourra
consulter [66] et [67, p. 242].

En dépit du fait que certains de nos résultats peuvent déja étre présents dans la
littérature, soit sous forme cachée ou implicite, soit comme conséquence de principes plus
généraux, nous pensons que notre approche a la fois explicite et calculatoire pourra se
révéler intéressante et utile en travaillant dans des situations particulieres, par exemple
sur un corps donné.

4.2 Définitions des applications

Les notations de cette section seront conservées tout au long de ce chapitre. Soit A une
K-algebre simple centrale munie d'une K/F-involution o (d’espece quelconque). Pour
e € K* vérifiant eo(e) = 1, on a vu au cours du premier chapitre que ¢ = +1 si o est
de premiere espece et que We(A, o) ne dépendait pas du choix de ¢ si o est de seconde
espece (voir la proposition 2.3.4). Ainsi, on peut supposer dans la suite de ce chapitre que
€ = £1, bien que tous les résultats y figurant puissent étre adaptés a un € € K* arbitraire
vérifiant eo(e) = 1.

Remarque 4.2.1. Rappelons que comme ’algebre A est simple, il n’y a aucune différence
entre les notions de forme e-hermitienne hyperbolique et métabolique (voir la sous-section
1.2.2). On pourra ainsi utiliser indifféremment 1'une ou I'autre de ces notions (hormis dans
la section 4.5 qui traite de G-formes e-hermitiennes).

Nous allons maintenant définir les applications apparaissant dans les suites exactes de
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ce chapitre. Comme dans [7] et [57], nous supposons l'existence de A\, p € A* vérifiant

o(N) = —A et o{u) = —p.
UN = — AL, (4.10)
L = K()) est une extension quadratique de K.

Nous notons A pour désigner le centralisateur de L dans A ; d’apres le théoreme du double
centralisateur, A est une algebre simple centrale sur L (voir [71, Chapter 8, Theorem 3.2]).

Lemme 4.2.2. Sous les hypotheses (4.10), on peut vérifier que IMZ = gu, u? e A, a(g) =
Aet A=A® uA.

Preuve. Toutes ces assertions découlent de (4.10) apres de simples calculs. U

On peut ainsi munir A des deux involutions oy = 0lg et oo = Int(u') o oy (o1, comme
d’habitude, Int(u~1)(2) = ptap).

Remarques 4.2.3. Les hypotheses (4.10) faites sur 'algebre A ne sont pas trop restric-
tives.

(1) Par exemple, toute algebre de multi-quaternions A = Q1 ® - -+ Q@ @, ou chaque Q;
est une algebre de quaternions a division sur K entre dans le cadre de ces hypotheses pour
une involution o convenable : en effet, si Q, = (a,b)x avec i* = a et j* = b, il suffit
de considérer A\ = 1 ®1®-- - Qiet u=101®---® 7 et de poser 0 = 01 R -+ ® g,
ou oy, ,0,_1 sont des involutions de premiere espece quelconques sur (respectivement)
Q1, -+ ,Q,_1 et ou g, est 'involution canonique de (),,. En outre, d’apres le théoreme de
Merkurjev (voir 2.3.6), toute algebre simple centrale a involution de premiére espece est
de cette forme a équivalence de Brauer pres.

(2) Bayer-Fluckiger et Parimala ont montré en [7, §3.3] que toute algebre a division munie
d’une involution de seconde espece entre également dans ce cadre, quitte a étendre les
scalaires de cette algebre par une extension de degré impair.

4.2.1 Définition des applications de transfert
Nous considérons les deux projections L-linéaires
771:{ AopAd — A etm:{ Adpd — A
ay + paz +—  ag ai + paz +—  ag
Si (V, h) est une forme e-hermitienne sur (A, o), on définit (pour i = 1,2) 75(h) : VXV — A
en posant 75 (h)(z,y) = mi(h(z,y)). Dans ces conditions, 7§ (h) est une forme e-hermitienne

sur (A, 01) et 5(h) est une forme (—e)-hermitienne sur (A, oy). Afin de vérifier que 7f et
75 induisent des homomorphismes de groupes de Witt, il suffit de prouver que ces deux
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applications respectent la régularité, les classes d’isométrie, la somme orthogonale et la
métabolicité. Toutes ces propriétés découlent de la suite d’équivalences suivante :

[h(z,y) =0 VyeV] < [ri(h)(z,y) =0 VyeV] < [m(h)(z,y) =0 VyeV]

Ainsi, 7{ et w5 induisent respectivement les homomorphismes de monoides commutatifs et
de groupes de Witt suivants (que I'on note encore 7§ et 75) :

75 S%(A,0) — S5(A,00) 5 T WE(A 0) — WE(A, 0q) ;

5 S5 (A 0) — ST (A o) ;w5 WE(A, o) — W(A, 03).

On définit 75 comme étant 'application définie par An{ ; de méme, 7§ induit les homo-
morphismes suivants :

7w S5 (A o) — S=(A,00) ; 7 WE(A,0) — WE(A, 0y).

4.2.2 Définition des applications de restriction

Soit (V, f) une forme e-hermitienne sur (g, o1). On lui associe (V ®g A, pi(f)) ou
i)z @a,y®pB)=o(a)\f(z,y)p,

pour tous z, y € V et tous o, § € A. On vérifie que p] est bien définie et que (V ®g
A, p5(f)) est une forme (—e)-hermitienne sur (A, o). Il est facile de voir que p5 respecte
les classes d’isométrie, la somme orthogonale et la métabolicité. Il reste a démontrer que
p; respecte la régularité :

Lemme 4.2.4. Si (V, f) est non dégénérée, (V ®g A, pi(f)) est non dégénérée.

Preuve. On a

—

pi(f) =uo (Af ®id),
ol u est le morphisme de A-modules a droite de V* ® g A dans (V ® g A)* défini par
u(¢ ®a)(v®a’) = o(a)p(v)d

pour tous ¢ € V* a, ' € Aet v € V. Puisque f est non dégénérée, Xj ® id est un
isomorphisme de A-modules a droite. En invoquant le fait que A soit un A-module libre
de rang 2 (ou que V soit un A-module projectif de type fini), on en déduit que u est un
isomorphisme de A-modules a droite (voir, par exemple, [11, §5, Proposition 8]) ce qui
permet de conclure. O

Par suite, p] induit des homomorphismes :
p5 i S5(A 1) — SE(A,0) ;. p5 WA, 01) — W(A, 0).
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Soit (V, f) une forme &-hermitienne sur (A, o). On lui associe (V ®g A, p5(f)) ot

p3(f)(r®@a,y® B) =ala)\uf(r,y)8,

pour tous z, y € V et tous a, B € A. De meéme que précédemment, p5 induit des
homomorphismes :

05 S5(A, 00) — S7(A,0) ; p5: WE(A, 00) — W(A,0).
On définit p5(f) = p;*(A71f), ie.,
p5()(z @ a,y @ B) = a(a)f(z,y)8,

pour tous xz, y € V et tous a, § € A. Apres une simple vérification, on obtient les
homomorphismes :

p5: S5(A, 00) — SE(A,0) : p5: We(A, 00) — We(A, o).

Remarque 4.2.5. Dans ces définitions, € est arbitraire ; ainsi, par exemple, 7, © sera un
homomorphisme de groupes de Witt de W=(A,0) a W2(A, 01).

On pourra trouver un résumé de ces définitions dans la table 4.4.6.

4.3 La preuve du théoreme 4.1.1

Dans cette section, on suppose que A vérifie les hypotheses (4.10).
Nous prouvons le résultat énoncé en 4.1.1 :

Théoreme Il eziste une suite exacte de W (K, o|k)-modules :

W (A, 0) 2o WE(A, 0y) 25 W (A, 0) 2 WE(A, o).

Preuve. Nous prouvons d’abord que cette suite est un complexe.

Montrons que pjom, © = 0. Si (V, h) une forme (—¢)-hermitienne sur (A, o), alors m, °(h)
est une forme e-hermitienne sur (A, 03) et psm,°(h) est une forme (—¢)-hermitienne sur
(A,0). 1l suffit de trouver un sous-A-module de V' ® ¢4 A auto-orthogonal par rapport a
p5m5 < (h). Sion pose

W={z - pu@l+zu|zeVl, (4.11)
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on voit aisément que W est un sous-A-module a droite de Vg ® ¢ A et que c’est un sous-
module totalement isotrope de p§m,°(h). Ainsi W C W+ et, en considérant leurs dimen-
sions sur K, on obtient W = W+ (par rapport a p5m, °(h)) ce qui signifie exactement que
la forme p§m, °(h) est métabolique.

Montrons maintenant que 3o p§ = 0. Soit (V, k) une forme e-hermitienne sur (A, o).
En posant

W ={z@1|zeV}CV®gA, (4.12)

W’ est un sous-A-module de V, ® g A totalement isotrope pour 73 “p5(h). En utilisant un
argument de dimension, on obtient W’ = W’'* et donc 73 °p5(h) est métabolique.

Nous prouvons maintenant que la suite est exacte. _

Montrons I'inclusion ker(p§) C im(m5 ©). Soit (W, f) une forme e-hermitienne sur (A, o2)
telle que p5(f) soit métabolique. Grace a la remarque 3.1.6(i), nous pouvons supposer que f
est anisotrope. Par hypothése, il existe un sous-A-module W de W ® ¢ A tel que Wi = W,
(par rapport a p5(f)). Soient W@ u ={weu|w e W}etw, €¢ WiN(Weu) (w; =wepu
avec wy € Wy et w € W). Comme p5(f)(wy,w;) =0, f(w,w) =0 et doncw; =w®@pu =0
par anisotropie de f. Or

1

ce qui permet d’écrire la décomposition W ® g A = W1 @ (W @ p) en tant que A-modules a
droite. Cela implique que, pour tout w € W, il existe w’ € W tel que w®@ 1+w'®@p € Wi,
Comme A est un A-module libre, w’ est uniquement déterminé par w et on note J(w) au
lieu de w'. Par définition, J vérifie les deux identités

J2(w) = wp 2, J(wa) = J(w)pap ™
pour tout w € W et pour tout a € A. Puisque W, = Wj, Péquation
p(Nr@l+J(@)@py®l+J(y)@u) =0
est vérifiée pour tous x, y € W et on en déduit le systeme suivant :

fx,y) + pf(J(), T (y))n =0
{ @, Jy)p+pf(J(x),y) =0 (4.13)

Au moyen de J, on définit une structure de A-module sur W par
w - p = J(w)p’

pour tout w € W et on note W; le A-module W muni de cette nouvelle action. Soit A
I’application définie par

hw,y) = pf(x, J()pw+ nf(z,y) (4.14)
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pour tous z, y € W;. En utilisant la définition de J et (4.13), on en déduit que (W, h)
est une forme (—e)-hermitienne sur (A, o). Montrons par exemple que h est sesquilinéaire
a gauche par rapport a o : h est clairement biadditive, et donc il suffit de montrer ce fait
pour p et pour les éléments de A. On a :

h(z-py) = h(J(2)u?y)
= pf (J@)?, () p + pf (J ()2, )
— W F(I @), () + 1 F (T (). )
= —p2f(x,y) — 2 f (2, J(y))p (en utilisant (4.13))
= o(pu)h(z,y).

La sesquilinéarité a gauche pour les éléments de A et la linéarité a droite se prouvent de
la méme maniére. Prouvons maintenant que h est (—e)-hermitienne par rapport a o :

Wy @) = pf(y, J(@)u+ pf(y. o)
= co(f(J(x),y))p* +eo(f(,y)n
= —eo(p ' f(z, J(y))p)p® —eo(uf(z,y)) (en utilisant (4.13))
= —eo(h(z,y)).

Si h est dégénérée, par (4.14), il existe un x € W non nul tel que f(x,y) = 0 pour
tout y € W. En particulier, f est isotrope et on obtient une contradiction. (W, h) est
Pantécédent de (W, f) par 7,°, i.e. ((Wy)g,m5°(h)) est isométrique & (W, f) (I'isométrie
étant donnée par I'application identité). Finalement, on en déduit que ker(p5) C im(m; )
puis Uexactitude en We(A, 03).

Montrons que ker(m3;¢) C im(p5). Soit (V,h) une forme (—e)-hermitienne sur (A, o)
telle que 73 °(h) soit métabolique. En utilisant la remarque 3.1.6(i), on peut supposer que
h est anisotrope. Il existe un sous-A-module W de Vg tel que W+ = W (par rapport a
75 -(h)). En particulier, h(z,y) € uﬁ, pour tous z, y € W. On pose

j:{WXW_)A (4.15)

(,y) — p A h(z,y)

Comme h est anisotrope, j est une application non dégénérée, et on peut vérifier facilement
que (W, j) est une forme e-hermitienne sur (A, oy). En définissant

r®a +— za’ (4.16)

(I){W@)IQA — V

on vérifie aisément que ® est un morphisme de A-modules a droite et nous allons montrer
que c’est un isomorphisme. L’équation

i)z ®@a,y@b) = h(D(z@a),d(y20b)) (4.17)
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est vraie pour tous z, y € W, a, b € A. Ainsi, si X € ker(®), on peut prouver la relation
p5()(XY) = h(2(X), &(Y))

pour tout Y € W® gA. Puisque j est non dégénérée, cela conduit au fait que ® est injective.
® est également surjective, par un argument de dimension et, au vu de la relation (4.17),
fournit une isométrie entre les formes (W® gA, p5(j)) et (V, h). Finalement, ker 75° C im pj
ce qui termine la preuve. [l

On en déduit :

Corollaire 4.3.1. Avec les mémes hypothéses que dans la section 4.2, il y a un octogone
exact de W (K, o|k)-modules :

WEe(A, o) WE(Z,Q)
py° i
W=2(A, 03) W=(A,0)
5 ™y
WE(A, o) WE(Z, 02)
3 Iz
We(A, oy) — W<(A, o)
T3

Preuve. Par définition de chaque application, I'exactitude en un point de I'octogone est
équivalente a 'exactitude au point opposé de l'octogone. Le résultat découle ainsi de la
suite exacte de Parimala, Sridharan et Suresh (4.5) et du théoréme 4.1.1. O

Remarque 4.3.2. Dans [42], Lewis a construit un octogone exact similaire mettant en
jeu des groupes de Witt d’algebres de Clifford de formes quadratiques munies de leurs
involutions canoniques.
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Remarque 4.3.3. David Lewis nous a fait remarquer que, dans 4.3.1, il est possible
de remplacer le groupe de Witt en bas a gauche de 'octogone par W~2(A, 01) puisque
la multiplication par A induit un isomorphisme W*E(g, 1) ~ WE(Z, 01). Ainsi, nous
obtenons un octogone présentant une “asymétrie antipodale”. Dans ce cas, I'exactitude
de 4.3.1 est équivalente a I'exactitude du carré suivant obtenu en ajoutant les groupes de
Witt opposés dans 4.3.1 :

We(A o) @ W5 (4,0) We(A, 01) & W=(A, o) (4.18)

| |

We(A, o) & W(A, 0y) W=(A,0) @ We(A,0)

Remarque 4.3.4. Si A est une algebre de quaternions déployée sur K et si o est sym-
plectique, alors 'octogone exact de 4.3.1 devient :

0— W(L,-) — W(K) —W({L) — WK)— W(L,—)—0

ou L/K est une extension quadratique munie de son automorphisme non trivial — = o|y.
Si A = D est une algebre de quaternions a division et si — est son involution canonique
alors 4.3.1 devient :

0— W(D,-) — W(L,-) — W YD,-) — W(L) — WYD,-) —

— W(L,—) — W(D,—-) — 0

ou L est un sous-corps maximal de D stable par —. Ces deux suites sont déja des cas
particuliers d’octogones exacts trouvés par Lewis dans [40] et [42] et se trouvent dans [37].

4.4 Comportement des applications pour les algebres
a division
Dans cette section, (D, ) désigne une K-algebre a division munie d’'une K/F-involution 7

d’espece quelconque. On suppose que (D, 7) satisfait les hypotheses mentionnées en (4.10)
pour (A, o). Dans ce cas, on peut déterminer explicitement I'image de chaque application :

Proposition 4.4.1. (i) Si h = (0) est une forme e-hermitienne de dimension 1 sur (D, T)

(avec 6 = dy + uds, dy, dy € D) alors la matrice de m5(h) sur (D, 1) par rapport a la base

{1, u} est
( dy pdaf )
—pidy —pdip )

(ii) Si P est la matrice d’une forme e-hermitienne f sur (5, T1) par rapport a une base B,
alors AP est la matrice de pi(f) sur (D, T) par rapport a la base B ® 1.
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(i) Si h = (J) est une forme (—e)-hermitienne de dimension 1 sur (D,T) (avec § =
dy + pds, dy, dy € D) alors la matrice de wy°(h) sur (D, T2) par rapport a la base {1, u}

est
( dy pldip >
—di —pdap )
(iv) Si P est la matrice d’une forme e-hermitienne f sur (15,72) par rapport a une base
B, alors AuP est la matrice de p5(f) sur (D, 1) par rapport a la base B ® 1.
(v) Pour une forme (—e)-hermitienne h sur (D, ), la matrice de w3 °(h) par rapport a une
base B est \ fois la matrice de w5 (h) par rapport a la base B U pB.

(vi) Si P est la matrice d’une forme e-hermitienne f sur (lN),ﬁ) par rapport a une base
B, alors P est la matrice de p5(f) sur (D, T) par rapport a la base B ® 1.

Preuve. Tous ces calculs se font sans difficulté. Ces résultats sont presque tous mentionnés

dans [7, §3]. O
On peut trouver un résumé de la proposition précédente dans la table 4.4.7.

Lemme 4.4.2. Si D est commutative alors D est une algébre de quaternions D = (a,b)k
D=L=K\) avece N*=a€ K et y>*=be K.

Preuve. D est par définition le commutateur de L dans D, donc c’est une algebre simple
centrale de centre L. Comme D est commutative, on a D = L et les autres propriétés du
lemme découlent de ce fait. O

Lemme 4.4.3. Si E est une K-algébre simple centrale non commutative et si x est une
K/ F-involution sur E, alors pour e = +1, I'ensemble des éléments non nuls et e-hermitiens
par rapport a x est non vide.

Preuve. C’est une conséquence de [71, Chapter 8, Theorem 7.5]. O

Le théoreme suivant détermine entierement le comportement des applications my, pq,
o, P2, T3 et p3 par rapport a l'isotropie.

Théoréme 4.4.4. (i) Soit h € S¢(D,7). Si D est commutative et e = 1, alors w5(h) €
S=(D, 1) est isotrope si et seulement si h est isotrope. Sinon, 75 (h) est isotrope si et seule-
ment si il existe ¢ € D* avec To(c) = —ec tel que h contienne une sous-forme isométrique
a (pc). N N

(i) Soit f € S¢(D, 7). Si D est commutative, ¢ = 1 et dim(f) = 2, alors p5(f) € S~¢(D, 1)
est isotrope si et seulement si f est isotrope ou si f est isométrique a une forme binaire
anisotrope {(c,—bc) avec ¢ € K* et b = p? (voir 4.4.2). Sinon, pi(f) est isotrope si et
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seulement si il existe dy,dy € D tels que T1(dy) = edy, To(dy) = —edy et f = f1Lfy pour

une forme non dégénérée
f e~ dy pudafu
T\ —pPdy —pdip )

(i) Si h € S~=(D,7), my°(h) € S¢(D, ) est isotrope si et seulement si il existe ¢ € D*
avec T (c) = —ec tel que h contienne une sous-forme isométrique a (c).

(iv) Si f € S5(D, 1), p5(f) € S™=(D, 1) est isotrope si et seulement si il existe dy,dy € D
tels que T (dy) = —edy, T2(dy) = edy et f = f1Lfs pour une forme non dégénérée

7 N( do N_1d1M>
P —dn —pdap )
(v) Soit h € S==(D,7). Si D est commutative et ¢ = —1, alors w5°(h) € S°(D, ) est
isotrope si et seulement si h est isotrope. Sinon, 75 °(h) est isotrope si et seulement si il
eziste ¢ € D* avec To(c) = ec tel que h contienne une sous-forme isométrique a (juc).
(vi) Soit f € S5(D,71). Si D est commutative, ¢ = —1 et dim(f) = 2, alors p5(f) €
Se¢(D,T) est isotrope si et seulement si f est isotrope ou si f est isométrique a une forme
binaire anisotrope (¢, —\bc) avec ¢ € K* et b= p? (voir 4.4.2). Sinon, p5(f) est isotrope

si et seulement si il existe dyi,dy € D tels que 11(dy) = —edy, 7o(dy) = edy et f = filfs
pour une forme non dégénérée

~ Ady Apdapu

fr= ( —\iPdy  —Apdyp ) '

Preuve.Dans toute la preuve, H, désignera un plan e-hyperbolique.

(i) Supposons tout d’abord que D soit commutative et que ¢ = 1. D’apres le lemme 4.4.2,
nous savons que D est une algebre de quaternions a division. L’équivalence annoncée
provient alors du fait que, dans ce cas, la forme trace de h est isotrope si et seulement si
h est isotrope (voir [71, Chapter 10, §1] pour une définition de la forme trace dans ce cas
1a).

Supposons maintenant que le cas précédent soit exclu. Si h est anisotrope et 7j(h) est
isotrope alors on peut trouver un x € V — {0} tel que 7j(h(z,2)) = 0, i.e., h(z,z) = pc
avec ¢ € D*. Comme 7(h(z,2)) = eh(x,z), on en déduit Videntité 7(c) = —ec. 1l en
résulte facilement que h contient (uc). Supposons maintenant que h soit isotrope. On a
H, ~ (uc, —pc) pour tout ¢ € D* avec To(c) = —ec, a supposer qu'un tel ¢ existe. Si
e = —1 il suffit de prendre ¢ = 1. Si € = 1 il nous suffit de montrer qu’il existe ¢ € D
tel que 7»(c) = —c. Par hypothese, D est non commutative, et on peut ainsi appliquer le
lemme 4.4.3 pour conclure.

Réciproquement, supposons que h contienne une sous-forme isométrique a (uc) comme
dans I’assertion. En appliquant la proposition 4.4.1(i) & la forme (puc), il en résulte aisément
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que 75(h) est isotrope.

(ii) Supposons tout d’abord que D soit commutative, que £ = 1 et que dim(f) = 2. On
est dans la situation du lemme 4.4.2. Si f est isotrope ou f ~ (¢, —bc), il est évident que
p5(f) soit isotrope. Réciproquement, supposons qu’il existe une forme binaire f = (c, d)
telle que pi(f) = (A¢, Ad) soit isotrope. Il existe alors ¢ € D* tel que

7(q)Aeq + Ad = 0. (4.19)

Ecrivons ¢ = 21 + puze avec 21, 2o € D. En remplagant ¢ par z; + pzo dans (4.19), en
utilisant le fait que {1, u} soit une L-base de D et en remarquant que 7 = idy, on obtient
le systéeme suivant :
T1(z1)cz1 + 11 (29)bezes +d =0
{ Z1R9 = 0 '

Si zo = 0, alors 7(z1)cz; +d = 0 et donc f est isotrope. Si z; = 0 alors d = —7y(22)bczo,
et f o~ (¢, —7i(29)becze) ~ (c, —bc).

Supposons maintenant que le cas précédent soit exclu. Si f est anisotrope et pf(f) est
isotrope, soit z = 1 ® 1 + y; ® p un vecteur isotrope non nul de p5(f). Par définition de
p3, on obtient

(Af (w1, 1) = pAf(y, yo)p) + (Af (2,900 — pAf (g1, 21)) = 0 (4.20)

puis le systeme suivant :

f(xhxl) + Nf(yl,lh),u =0
{ wf(yr, 1) + f(z,y1))p=0" (4.21)

Grace a ce systeme, nous pouvons supposer que x; et y; sont tous deux non nuls puisque
J est anisotrope. De plus, x; et y; sont linéairement indépendants sur D. Si au contraire,
x1 et y; sont linéairement dépendants sur D on a x; = y;d pour un certain d € D* et en
remplagant 21 par y;d dans (4.21), on obtient le systéme suivant :

7(d) f(y1, p1)d + pf (g1, 1) =0
{ wf(yr,y1)d + 7(d) f(y1, y1)w = 0. (4.22)

D’apres la seconde équation de (4.22), on a 7(d)f(y1,v1) = —puf(y1,y1)dp™t. En sub-
stituant —uf (y1, y1)dp™' & 7(d) f(y1,y1) dans la premicre équation de (4.22), on obtient
I’équation

pf (yr,yn)(—du~"d + p) = 0.
Le second facteur étant non nul pour tout d € IN), f(y1,1) = 0 ce qui contredit I’anisotropie
de f. Maintenant, y; et x; engendrent un sous-espace W de dimension 2 sur D et si on note
di = f(y1,y1), do = u= ' f(y1, z1)p™ !, la matrice M de f|y par rapport a la base {y;, 1} est
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exactement celle donnée dans la proposition. Comme f; = f|y est non dégénérée (puisque
f est anisotrope), on peut écrire f = f; L f; et f contient la forme annoncée. Considérons
maintenant le cas ou f est isotrope. Si D est non commutative, on prend d; = 0, on peut

trouver dy € D tel que To(ds) = —edy et il est clair que
0 pdap
HE - ( —,u2d2 O )
donc f contient la forme annoncée. Si D est commutative et £ = —1, on prend d; = 0 et

dy =1 ce qui implique que H_; est isométrique a la matrice donnée dans la proposition.
Si D est commutative, ¢ = 1 et dim(f) > 3 alors f ~ H; L f; avec dim(f;) > 1. Si
fi ~ {a,...) alors f ~ (uap, —pap,a,...) et, pour dy = a, dy = 0, f contient la forme
annonceée.

Réciproquement, avec les mémes notations que dans (ii), la proposition 4.4.1(ii)et un
calcul simple montrent que (u, 1) est un vecteur isotrope pour pj(f1).
(iii) Si h est anisotrope et si m,°(h) est isotrope alors il existe z € V — {0} tel que
755 (h(z,x)) = 0 ou, autrement dit, h(z,z) = ¢ € D*. On conclut alors comme en (i). Si
h est isotrope et ¢ = 1 alors h ~ (A, —\) Lh; et il suffit de prendre ¢ = A. Si h est isotrope
et e = —1, h ~ H,; Lh; et il suffit de trouver ¢ € D* tel que 7i(c) = ¢ ; on choisit ¢ = 1.

La réciproque est une conséquence facile de la proposition 4.4.1(iii).
(iv) Si f est anisotrope et si p5(f) est isotrope, soit z = 1 ® 1 +y; ® p un vecteur isotrope
non nul pour p5(f). Tous calculs faits, nous trouvons le méme systéeme que lors de la
preuve de (ii). En procédant de la méme manieére, on peut supposer que x; et y; sont tous
deux non nuls et engendrent un sous-espace W de dimension 2 sur D. Si di = —f(x1,11)
et do = f(y1,y1) alors la matrice de f|y par rapport a la base {y1,x;} est exactement celle
donnée dans la proposition. Supposons maintenant que f soit isotrope. Si e = 1, on prend
do=0etdi =X Sie=—1,onprend dy =0 et d; = 1.

Réciproquement, (p, 1) est un vecteur isotrope pour p5(f1).
(v) Si D est commutative et ¢ = —1 alors 'équivalence entre le fait que 73 (h) est isotrope
et la fait que h est isotrope provient de (i). Supposons maintenant que le cas précédent
soit exclu. Si h est anisotrope et si w3 °(h) est isotrope, on conclut comme en (i) et (iii).
Si h est isotrope alors h ~ (ue, —pc) Lhy pour tout ¢ € D* vérifiant m5(c) = ec et il nous
suffit de trouver un tel ¢. Si D est non commutative, c’est clair. Si D est commutative
alors 75 = idy. Puisque € = 1 on peut prendre ¢ = 1.

Réciproquement, on applique la proposition 4.4.1 (v).
(vi) Supposons d’abord que D soit commutative, ¢ = —1 et dim(f) = 2 : on est dans la
situation du lemme 4.4.2. La preuve se déroule comme en (ii).

Supposons maintenant que le cas précédent soit exclu. Si f est anisotrope et si p5(f)
est isotrope, soit z = 21 ® 1 + y; ® p un vecteur isotrope non nul pour p5(f). On obtient
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le systeme suivant :
[z, 21) — pf (yr,y1)p =0 ‘
flry,y)pw — pf(y, o) =0

{

Soient d; = A7V f(yy,y1) et dy = A7 f(yy, z1)p~t. Soit W le sous—f)—espace de dimension
2 engendré par x; et y; (la preuve du fait que z; et y; soient linéairement indépendant sur
D est similaire a (ii)). La matrice de f|w par rapport a la base {y;,z1} est exactement
celle donnée dans la proposition (la forme f|y est non dégénérée par anisotropie de f).
Considérons maintenant le cas ou f est isotrope. Si D est non commutative, on prend
di=0et dy € D vérifiant To(dg) = edy. Si D est commutative et & = 1, f~H;Lf; et on
prend do =1 et d; =0. Si D est commutative, € = —1 et dim(f) > 3, on conclut comme
en (ii).

Réciproquement, (p, 1) est un vecteur isotrope pour p(f1). O

Si f et h sont anisotropes, on déduit du théoreme 4.4.4 la table 4.4.8. En combinant les
résultats 4.4.1 et 4.4.4, on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.4.5. Les suites (4.5) et (4.7) sont exactes si A est une algébre a division.

Table 4.4.6.
Application Définition
S2(A,0) DS (A,01)  (Va,h) = (Vg, 75 (R) 5 (h)(x,y) = m1 (h(z,y))
S5(A,0) B S(A,05) (Va,h) = (Vg, 5(h) 5(h)(x,y) = ma(h(z,y))
55(A,0) 5 5=(A,01) (Va,h) > (Vg 5(h)) m5(h) (x, ) = A5 (h(z,y))
S5(A,01) B S (A,0) (W, f) = (Wege A pi(f) PN ay®p) =o(@rf(x,y)s
SE(A,00) B S7(A,0) (W, [) = (W@g A p3(f)] AN @ay®pB)=o(a)\unf(z,y)b
SE(A,00) B 5 (A 0) (W)= (Weg A ps(f) AN ay®p)=o(e)f(zy)s
Table 4.4.7.

Application | Forme Conditions Image

- (01,-+,0n) ; 6 = dj—1 + pdai,|T1(doio1) = €d2i1 | ( doi—1 puda;f )
! dgi—1,d2; € D To(d2i) = —edy; o\ —pPdy; —pdai—1p

<’Yl7 e 7’}/’”) 5

E ~ — ..

I e D T1(7i) = evi M1, 5 A m)

. (01, 0n) ; 6i = dai—1 + pidai,| 71 (da;— ) _5d2i—1 M ( doi  ptdaiop )
2 doi—1,d9; € D To(dgi) = i \ —doi_1  —pdoip

P3 <771€5 o T2(7i) = €vi Ay, ==+ s Apym)

- (01,-+0n) ; 6 = dai—1 + pudai,|T1(d2i—1) = —€dai—1| m ( Adzi—1 Apuda;p >
3 doi_1,do; € D To(d2;) = edy; o\ = MPdyy —Apdaioqp

<717 o 7'7n> 5
P3 vieD m1(yi) = evi (1,0 )
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Table 4.4.8.

Comportement vis a vis de ’hyperbolicité Conditions
mi(h) est hyperbolique = h ~ (uy1,... , [WYn) To(7i) = —&vi
. d2i—1 pdai 71 (d2i—1) = edai1
S(f) est hyperbolique = f~ P E ¢ ' '
pi(f) yp q f~®i, —12dy;  —pdei_1p To(do;) = —edy;
7, °(h) est hyperbolique = h >~ (y1,... ,Yn) T1(7) = —&vi

p5(f) est hyperbolique = f ~@; , < oy gt ) = edo;
75 °(h) est hyperbolique = h >~ (1, ..., WYn) Vi) = €%

. n Ado;—1 Apado; T1(d2i—1) = —edai—1
£ ~ .
P5(J) est hyperbolique = [ = @i,y < —A\pldy;  —Apdgi—1p To(dg;) = edo;

S [

(
(
(
dyi  p tdaiop ) T1(d2i—1) = —eda;—1
5
(
(

4.5 Suites exactes de groupes de Witt équivariants

Soient A une K-algebre simple centrale & K/ F-involution o, € un élément de K satisfaisant
eo(e) = 1 et G un groupe fini. Le but de cette section est de prouver le théoréeme 4.1.2.
Avant d’en commencer la preuve, nous définissons une notion d’isotropie pour les G-formes
e-hermitiennes sur (A4, o).

4.5.1 Isotropie des G-formes c-hermitiennes

On a vu précédemment que toute forme e-hermitienne sur (A, o) est Witt-équivalente &
une forme anisotrope et que celle-ci est unique & isométrie pres (voir la remarque 3.1.6(i)).
Ce fait est primordial dans la preuve du theoreme 4.3.1.

Dans cette sous-section, nous définissons une notion d’isotropie pour les G-formes e-
hermitiennes avant de vérifier que la remarque 3.1.6(i) est vraie dans ce nouveau cadre.
Pour la définition 4.5.1 et la proposition 4.5.4, nous nous inspirons de travaux effectués
par Cibils dans [15, §1] pour les formes e-symétriques invariantes.

Définition 4.5.1. Une G-forme e-hermitienne (M, h) sur (A, o) est dite isotrope si il existe
un sous-A[G]-module N de M tel que NN N+ # 0. Sinon la forme est dite anisotrope. En
d’autres termes, une G-forme est anisotrope si et seulement si tous ses sous-modules sont
non dégénérés.

Remarques 4.5.2. (1) Cette notion d’isotropie est usuelle : elle est par exemple utilisée
en [19, Chapitre 1,§7].

(2) Il n’est pas difficile de prouver que, dans le cas d’'une forme e-hermitienne sur (A, o),
les notions d’isotropie définies en 3.1.1 et en 4.5.1 coincident : si N est comme en 4.5.1,
tout élément de N N N+ fournit un vecteur isotrope au sens de 3.1.1 ; réciproquement, si
h(z,x) = 0, il suffit de prendre pour N le sous-A-module engendré par x.

(3) Pour les G-formes, la notion d’isotropie définie en 4.5.1 est en général strictement plus
forte que la notion d’isotropie définie en 3.1.1 comme le montre I'exemple qui suit.
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Exemple 4.5.3. Nous définissons une G-forme quadratique isotrope au sens de 3.1.1 et
anisotrope au sens de 4.5.1. Soit

| CxC — C
T (wy) — 24y

et soit G = {1,0} ou 0 est la réflexion dans I’hyperplan orthogonal a (1,0). Alors ¢
est une G-forme quadratique non dégénérée et elle est isotrope au sens de 3.1.1 (prendre
le vecteur (1,i), i = —1 par exemple). Si cette forme est isotrope au sens de 4.5.1,
soit N un sous-C|G]-espace vectoriel de C? pour lequel on a N N N+t # 0. On a alors
forcément dimc(N N N+t) = 1 (car g est non dégénérée) et il existe u, v € C tels que
NNN+ = Vect ((u, v)) Mais alors (—u,v) € N NNt puis u = v = 0 ce qui implique que
q est anisotrope au sens de 4.5.1.

On peut maintenant prouver la proposition suivante qui généralise la remarque 3.1.6(i)

Proposition 4.5.4. Si [M,h] € W=(G, A, o), avec (M,h) non métabolique, il existe une
G-forme e-hermitienne anisotrope (M', ') sur (A, o) telle que [M,h] = [M', h']. De plus,
cette forme est unique a isométrie pres.

Preuve. Cette preuve s’inspire de [15, §1, Proposition 2].

Pour prouver la premiere affirmation, nous montrons que sa négation est fausse ; sup-
posons qu’il existe [M, h] € W(G, A, o) non métabolique dont tous les représentants soient
isotropes. Parmi ceux-ci, on choisit (P, f) un représentant de rang minimal. En particulier,
il existe un sous-A[G]-module N de P tel que L = N N N+ # 0.

Soit g = f|;Lxo et considérons son application adjointe g : L+ — (L*)". Nous allons
montrer que ker(g) = L. Il est clair que L C L* et que I'on a ker(g) = Lt N (LL)l. Soit
U un sous-A[G]-module de P. L’application adjointe ]?: P — P* est un isomorphisme
et la projection canonique P* — U* donnée par la restriction a U est surjective (car U
est facteur direct de P, A étant une algebre simple). Puisque le noyau de la composée
P — P* — U* est UL, on en déduit que P/U+L ~ U*. Comme rang,(U) = rang,(U*) et
que rang 4 (P/U*) est fini et vaut rang ,(P) — rang,(U+), on a

rang 4 (P) = rang,(U) + rang . (U™). (4.23)
En utilisant (4.23) avec U = L puis avec U = L*, on obtient les deux égalités
rang ,(P) = rang , (L) + rang 4, (L"), rang,(P) = rang, (L") + rangA((LL)L).

En les soustrayant, on obtient rang (L) = rang,((L*)") et, puisque L C (L*)", L =
(L*)". Finalement, ker(§) = L* N L = L.
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Désignons par s la surjection canonique L+ — L*/L et définissons
, [ (LY)L) x (LY)L) — A
' (s(),s(l)) = gl,l)"

Si il existe s(I) € L*+/L tel que ¢'(s(1),s(I')) = 0 pour tout s(I') € L*/L, alors g(I,I') =0
pour tout I’ € L+ donc s(I) = 0. L’application adjointe de ¢’ est donc injective puis
bijective en invoquant un argument de dimension. On en déduit que (L*/L,g’) est une
G-forme e-hermitienne non dégénérée sur (A, o).

Nous allons montrer que (L*/L,g') est Witt-équivalente & (P, f). Pour ce faire, on
considere la G-forme e-hermitienne non dégénérée (P @ (—L*/L), f1(—g')) on

(fL=gN((p.s(D), (@, 5(1))) = fp,0) = o' (s(1),5(1))

pour tous p, p' € P, s(l), s(I') € L*+/L. Le module P & (—L*/L) est un A[G]-module et
cette forme est non dégénérée comme somme de formes non dégénérées. Soit

S={(l,s() |l e L}

Alors S est un sous-A[GJ-module de P& (—L*/L) et un simple calcul montre que S C S*.
De plus I'application

Loe (L)
est un isomorphisme de A-modules & droite donc rang,(L*) = rang 4(S). Enfin

rang, (P @ (-L*/L))

{Ll—>S

rang 4 (P) + rang 4 (L") — rang 4(L)
= 2rang, (L")
= 2rang,(9)

d’une part, et

rang, (P @ (—L*/L)) = rang 4(S) + rang 4 (S™*)
d’autre part. En particulier, rang,(St) = rang,(S) et on en déduit que S est un
métaboliseur de P @ (—L*/L). Finalement

[P, f] = [L*/L,¢'] € We(G, A, o).

Maintenant de deux choses I'une :
(1) soit L # L* et comme rang,(L*/L) < rang,(Lt) < rang,(P), cela contredit la
minimalité du rang de (P, h) ;
(2) soit L = L+ et L est un métaboliseur de P donc [M, h] = 0 ce qui contredit I'hypothese
de départ.
Ceci termine la preuve de l'existence. On omet la preuve de I'unicité qui ne nous servira
pas dans la suite : on peut adapter la preuve présente en [15, §1, Proposition 2]. Il
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4.5.2 La preuve du théoreme 4.1.2

Il est aisé de voir que les applications de transfert et de restriction définies lors de la sec-

tion 4.2 induisent des homomorphismes de groupes entre les groupes de Witt équivariants

correspondants : si W est un A[G]-module alors W ® ¢ A est un A[G]-module ot1, comme

d’habitude, G agit sur W ® g A par (w ® a)-g =w-g ®a pour tousw € W, a € A, g € G.
Nous prouvons le théoreme 4.1.2 :

Théoréme Supposons que (A, o) vérifie les mémes hypothéses que dans le théoréme 4.1.1.
Alors, les deux suites suivantes sont des suites exactes de W (K, 0|k )-modules :

We(G, A, 0) T WG, A,01) 25 W(G, A, 0) = W(G, A, 03)

W(G, A,0) = WG, A, 09) 2 W(G, A, 0) = W(G, 4, 01)

Preuve. Nous prouvons l'exactitude de la seconde suite, la preuve de l'exactitude de
la premiere étant similaire. Nous allons adapter la preuve du théoreme 4.1.1 dont nous
conservons les notations.

Le fait que cette suite soit un complexe provient essentiellement de la preuve de 4.1.1
puisque 'on vérifie sans probleme que les espaces W et W’ peuvent étre munis de structures
de G-module a droite (voir (4.11) et (4.12) pour la définition de ces espaces).

Afin de montrer que cette suite est exacte, nous utilisons la proposition 4.5.4 pour
exhiber un représentant anisotrope (au sens de la définition 4.5.1) de chaque forme dans
le noyau considéré.

Montrons que ker(p5) C im(m; ). Nous insistons seulement sur les changements avec
la preuve originale. Soit (W, f) un G-espace e-hermitien anisotrope appartenant au noyau
de p5. Il existe un sous-A[GJ-module W, de W ® g A tel que Wy = Wi, Pour montrer que
Wi N (W ® u) =0, nous considérons le sous-espace suivant

V={weW|weue W}

C’est un sous-A-module de W et si w € W,ge Gomawgu=(w®u-gec W
puisque Wi est un G-module a droite. Donc, V' est un sous—g[G]—module de W. Des lors,
si v, v € V alors p5(f)(v @ p,v' ® u) = 0 et on obtient f(v,v') = 0. Ainsi V C V* et,
puisque (W, f) est anisotrope, on en déduit que V =0 et que Wi N (W @ ) = 0. On a
la décomposition W @ A = Wi @ (W ® p) en tant que Z[G]-modules et ceci implique
que, pour tout w € W, il existe (un unique) w' € W tel que w @ 1 + w' @ p € Wy. 1l
nous est possible de définir ’application J : W — W exactement comme dans la preuve
de 4.1.1 en posant J(w) = w’ (J est bien définie par anisotropie de f). J vérifie la relation
supplémentaire

J(w-g) = J(w)-g
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pour tout w € W et tout g € G. Cette derniere relation nous permet de montrer que W;
est un A[G]-module. Ensuite, on définit h comme en (4.14). Si h est dégénérée alors il
existe x # 0 dans W tel que h(z,y) = 0 pour tout y € W;. On en déduit que f(z,y) =0
pour tout y € W et cela montre que x € WNW+. Cette affirmation contredit I’anisotropie
de (W, f). On conclut comme en 4.1.1.

Montrons que ker(m3°) C im(p5). Soit (V, h) un G-espace e-hermitien anisotrope appar-
tenant au noyau de w3 °. Alors, il existe un sous-A[G]-module W de Vg tel que W = W+
On définit la G-forme e-hermitienne j comme en (4.15) et il nous reste & montrer que celle-ci
est non dégénérée. Si au contraire, j est dégénérée, soit U le A[G]-module a droite engendré
par W. Alors U est un sous-A[G]-module de V. Il existe x € W tel que h(z,y) = 0 pour
tout y € W et cela implique que h(x,y) = 0 pour tout y € U. Ainsi, z € UN UL ce qui
contredit I’anisotropie de (V, k). Enfin, on définit & comme en (4.16). C’est un morphisme
de A[G]-modules qui fournit une isométrie entre les G-formes (W ® g A, p5(j)) et (V,h). O

Remarque 4.5.5. Si le groupe G est trivial, alors (4.5) et (4.7) sont des cas particuliers
de 4.1.2.
Comme lors de la section 4.3, nous obtenons facilement le corollaire suivant :

Corollaire 4.5.6. L’octagone de 4.3.1 est aussi exact pour les groupes de Witt équivariants.

Preuve. La preuve est similaire a celle de 4.3.1 en utilisant le théoreme 4.1.2. U
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Chapitre 5

Sous-modules du groupe de Witt

5.1 Restrictions de suites exactes de groupes de Witt

Soit L/K une extension quadratique de corps. Considérons les applications r*; s, et ¢
définies dans le triangle exact (4.2) d’Elman et Lam et n un entier positif. On peut
facilement voir que si ¢ € I"(K) alors r*(q) € I"(L) et t(q) € I"™(K) et si ¢ € I"(L)
alors s,.(¢') € I"(K). Le triangle exact donne ainsi naissance a un complexe long infini

L IMK) S ML) S MK - YK — (5.1)

Il s’avere que 'exactitude de ce complexe a un rapport avec la conjecture de Milnor 3.3.1.
Si e, est un isomorphisme pour tout n € N* le complexe (5.1) est exact. Réciproquement,
si e, est bien défini pour tout n € N* alors l'exactitude du complexe (5.1) pour toute
extension quadratique implique que e, est un isomorphisme pour tout n € N* (voir [2]
pour plus de détails). D’apres les résultats de Voevodsky, le complexe (5.1) est donc une
suite exacte.

Ce résultat (entre autres) conduit aux deux questions suivantes dans une K-algebre
simple centrale a involution (A, o) :

Questions 5.1.1. (1) Peut-on restreindre l’octogone exact du corollaire 4.3.1 a certains
sous-modules du groupe de Witt ¢
(2) Y a-t-il un analogue de l’idéal I dans le module We(A, o) ¢

On semble bien loin de pouvoir répondre a la seconde question. Jusqu’a présent, seuls
I(K) et I*(K) semblent avoir des analogues dans le groupe de Witt (i.e. I(A,0) et
I5(A,0)). Nous verrons toutefois une réponse possible a cette question lors de la section
5.2. Dans la suite de cette section, nous nous concentrons sur la question 5.1.1(1).

Dans [7, §3.2] et [8, §3.5], Bayer-Fluckiger et Parimala étudient le comportement des
applications 7§, pj et 75 de la suite (4.5) vis a vis du discriminant, de I'invariant de Clifford
(si o est orthogonale), du Discriminant (un raffinement du discriminant usuel dans le cas
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des corps formellement réels : voir [8, §3.4]) et des signatures. Si de plus o est unitaire
et si le corps de base est de dimension cohomologique virtuelle au plus 2, elles prouvent
comme conséquence des études précédentes, que la suite exacte (4.5) se restreint a I (voir
la proposition 5.1.9).

Dans la suite de cette section, nous commencons par préciser le comportement des
applications des suites (4.5) et (4.7) vis a vis du rang. Ensuite, nous nous inspirons des
méthodes de Bayer-Fluckiger et Parimala pour étudier le comportement des applications
p5, m5 et p5 vis a vis du discriminant avant d’en déduire des résultats similaires aux leurs
concernant la restriction de la suite (4.7) a I; et Io.

Dans la suite de cette section, nous supposons donc que (A, o) satisfait les hypotheses
(4.10).

5.1.1 Comportement des applications vis a vis du rang

L’étude du comportement des applications vis a vis du rang conduit a considérer deux cas
distincts. Apres avoir identifié ces deux cas, nous nous proposons de relier les degrés des
algebres a division Brauer-équivalentes a A et a A et de déterminer la forme que prend
cette derniere dans chacun de ces cas.

Nous effectuons tout d’abord des rappels concernant les anneaux simples et les modules
semi-simples. Dans ce cas, la référence principale est [13]. Soient A un anneau et M un
A-module semi-simple. On appelle longueur de M et on note [4(M) le cardinal de tout
ensemble de sous-modules simples de M dont M soit la somme directe (voir [13, §3, no 5,
Théoreme 2] pour la justification de cette définition). Supposons maintenant que A soit un
anneau simple et que B soit un sous-anneau simple de A contenant 14. On appelle indice
de B dans A et note i(A, B) la longueur du A-module N ®p A, N étant un B-module a
droite simple. On appelle hauteur de A sur B et on note h(A, B) la longueur du B-module
obtenu en restreignant a B les opérations d’'un A-module simple. En notant [A : B] pour
désigner le cardinal de toute base de A vu comme B-module a droite, on démontre la
formule (voir [13, §5, no 6])

[A: B] = h(A, B) i(A, B).

Nous allons appliquer cette formule a notre cas particulier. On prend A une K-algebre
simple centrale vérifiant (4.10) et B = A le centralisateur de L = K()\) dans A. D’apres
4.2.2, [A: A] =2 et on obtient

2= h(A,A)i(4,A). (5.2)

Avant d’étudier les deux cas découlant de cette formule, nous rappelons deux résultats et
fixons quelques notations. On peut relier A a A de la manieére suivante :
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Lemme 5.1.2. On a un isomorphisme de L-algébres U : L @i A — My(A) défini par

‘I’(1®(x+uy)):(l“ Hyp )

y plep
pour tous x, Yy € A.
Preuve. Ce résultat se trouve en [7, §3.2]. Tous les calculs se font sans difficulté. g
Nous avons également besoin du résultat de réduction d’indice suivant :

Théoréme 5.1.3. Soit [A] € Br(K), D une algebre a division Brauer-équivalente a A et
L/K wune extension de corps. Alors on a les formules suivantes :

(1) ind A ®k L|ind A.

ind A
(2) deEITKLHL : K| si L/K est une extension finie.
ind A _ : .
(3) mdAor L [L: K] si et seulement si L peut s’injecter dans D.
1m K

De plus, si D est une K-algébre a division et si L/K est de degré premier, alors soit L
singecte dans D soit D Qg L est une algebre a division.

Preuve. Voir [22, §9, Theorem 12, Corollary 9]. O

Nous étudions maintenant les deux cas mis en valeur par l’équation (5.2). Con-
formément au théoreme 1.1.1, on identifie A et M, (D), A et M, (D’), D (resp. D')
étant une algebre a division Brauer-équivalent a A (resp. A).

CasI:i(A,A)=2

Il est aisé de vérifier que les applications de restriction apparaissant dans (4.5) et (4.7)
multiplient le rang par 2 et que les applications de transfert conservent le rang. Comme
deg A = 2 deg A, des considérations de dimensions montrent que n = 2n’ et degD =
degD'. Si L = K()\), d’apres le lemme 5.1.2, on a ind A ® L = ind A = ind A et en
appliquant le théoreme 5.1.3, on en déduit que D ®x L est une algebre a division. Dans
Br(L) on a

[D®x L] = [A®k L] °=* [A] = [D]. (5.3)

Puisque D ®k L est une algebre a division, D’ s’identifie & D ®x L en tant que L-algebre.
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Cas II : i(A,A) =1

On vérifie facilement que les applications de restriction apparaissant dans (4.5) et 4.7)
conservent le rang et que les applications de transfert multiplient le rang par 2. Comme
ci-dessus, on voit que n = n’ et deg D = 2 deg D’. En évaluant les indices au moyen du
lemme 5.1.2 et en appliquant le théoreme 5.1.3, on en déduit que L s’injecte dans D. On
peut alors considérer le centralisateur de L = K () dans D : notons-le D. D’apres [22, §9,

Corollary 1], on a [D] = [D ®g L] dans Br(L). La suite d’égalités (5.3) est encore valable

et on en déduit que [D] = [D’] dans Br(L) ce qui conduit au fait que D’ s’identifie & D.
Avant de clore cette section, montrons que ces deux cas se produisent effectivement :

Exemples 5.1.4. (1) Soient K un corps, d ¢ K**, A = My(K) et

L:K(\/&):{( v y) |x,yEK}.

dy x

En choisissant A = < 2 é ), W= ( é _01 ) et o I'involution canonique définie par

(e )-(4 )

“\ec d —c a )’

on vérifie les hypotheéses (4.10). Puisque L @ x K ~ L est une algebre a division, I’étude
précédente montre que 'on est dans le cas I (les deux cas s’excluant mutuellement, d’apres
le théoreme 5.1.3).

(2) Soit A = D = (a,b)x une algebre de quaternions a division munie de son involution
canonique. Alors les hypotheéses (4.10) sont satisfaites (voir la remarque 4.2.3) et comme
L s’injecte dans D, on se trouve forcément dans le cas II. Plus généralement, toute algebre
a division satisfaisant (4.10) entre dans le cadre du cas II.

5.1.2 Comportement des applications vis a vis du discriminant

Nous en venons maintenant a étudier le comportement des applications p§, m3° et p§ vis
a vis du discriminant et du discriminant raffiné. Bien que les résultats démontrés dans
cette section soient sans doute généralisables a une algebre simple centrale A quelconque
par le biais des techniques utilisées par Bayer-Fluckiger et Parimala, nous supposons, pour
simplifier les preuves, que A = D est une algebre a division munie d’une involution 7 :
nous sommes alors forcément dans le cas II mentionné plus haut d’apres 'exemple 5.1.4(2).

Avant d’entamer ’étude, rappelons les résultats obtenus par Bayer-Fluckiger et Pari-
mala pour la suite (4.5). Nous fixons quelques notations supplémentaires.

Dans la suite, F' désigne le sous-corps fixe de 7|k et E; (resp. FEs) celui de 71|p (resp.
To|r). Si 7 est de premiere espece, By = Ey = K = F et si 7 est de seconde espece on
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obtient le treillis d’extensions quadratiques suivant

N
.

AN

Si k est un sous-corps de D (resp. lN)), nous écrivons k*(P) (resp. k*®)) pour désigner

Es

F

Nrdp,(D*) (resp. Nrdg , (D")). La proposition suivante détermine entierement le com-
portement de la suite (4.5) vis a vis du discriminant et du discriminant raffiné :

Proposition 5.1.5 (Bayer-Fluckiger—Parimala). (1) Soit h une forme e-hermitienne
de rang pair sur (D, T). Alors, si T est de premiére espéce,

ds (75(h)) = du(h) € K*/Npx (L"), Disc (5(h)) = Disc(h) € K*® /Ny (L*P)),
et si 7 est de seconde espéece,
ds (75(R)) = dw(h) € Ey*/Npg, (L*), Disc (75(h)) = Disc(h) € By*®) /Ny g, (L*®)).

(2) Soit f une forme e-hermitienne de rang pair sur (15,71). Alors, si T est de premieére
espece,

ds (p5(f)) =1 € K*/K*2, Disc(p5(f)) =1 € K@) /P,
et si T est de seconde espéece,

dy (p§<f)) = NE1/F(d:|:(f)) S F*/NK/F(K*)a

Disc (p5(f)) = Ng,/r( Disc(f)) € F*P) /Ny (K*P)).

(3) Soit h une forme (—¢)-hermitienne de rang pair sur (D, ). Alors, si T est de premiére
espece,

2
ds (755(h)) = dx(h) € L*/L**, Disc(n5°(h)) = Disc(h) € L*® /1B

et si T est de seconde espéce,

ds (m5°(h)) = du(h) € Ey*/Nyg,(L*), Disc (m5°(h)) = Disc(h) € Ey*® /Ny g, (L*®)).

Preuve. Voir [7, Proposition 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3] pour les preuves concernant le discriminant
et [8, Proposition 3.10] pour celles concernant le discriminant raffiné. O
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Remarques 5.1.6. (1) A lorigine, la proposition 5.1.5 est énoncée pour les formes her-
mitiennes. On peut vérifier que les preuves s’adaptent sans difficulté au cas des formes
e-hermitiennes.

(2) Dans le cas des corps formellement réels, la proposition précédente est vraie de fagon
plus générale. Supposons que F' soit un corps formellement réel (i.e. —1 n’est pas somme
de carrés de F) et notons F, pour désigner une complétion de F' en une de ses places v.
Soit k = K, F, Ey ou Ey. Si k*P) (resp. k*(g)) désigne 'ensemble des éléments de k* qui
proviennent de normes réduites de D ®y, k, (resp. de D @ k,) pour toute place v de k, on
peut définir un discriminant plus fin que Disc (que I'on note encore Disc). En adoptant
ces nouvelles notations, la proposition 5.1.5 reste correcte. On pourra consulter [8, §3.4,
Proposition 3.10] pour plus de détails.

On peut démontrer un résultat similaire a 5.1.5 pour les applications apparaissant dans
la suite (4.7) :

Proposition 5.1.7. (1) Soit f une forme e-hermitienne de rang pair sur (D, 7). Alors,
si T est de premiére espéce,

ds (p5(F)) = Nyx(di(f)) € K*/K*2, Disc (p5(f)) = Nijx(Disc(f)) € K*P)JK*D)?,
et si 7 est de seconde espéece,
ds (5(f)) = Niyyr(de(f)) € F*/Ngyp(KY),

Disc (Pg(f)) = NEQ/F(DiSC<f)) c F*(D)/NK/F(K*(D))_

(2) Soit h une forme (—e)-hermitienne de rang pair sur (D, 7). Alors, si T est de premiére
espece,

ds (73°(h)) = de(h) € K* /Ny (L"), Disc (m3°(h)) = Disc(h) € K*® /Ny, (L*®),
et si T est de seconde espéce,
dy (73°(h)) = du(h) € Ey*/Npg,(L*), Disc(n3°(h)) = Disc(h) € E;*®) /Ny g, (L7®)).

(3) Soit f une forme e-hermitienne de rang pair sur (5,7‘1). Alors, si T est de premieére
espece,
2
de (p5(f)) =1 € K*/K**, Disc(p5(f)) =1 € K*P)/K*P)
et si T est de seconde espéce,

de (p5(f)) = Niyyr(de(f)) € F*/Ni/p(K™),

Disc (P:Ea(f)) = NEI/F(DiSC(f)) c F*(D)/NK/F(K*(D)),
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Preuve. Les assertions (2) et (3) proviennent respectivement des assertions (1) et (2) de
la proposition 5.1.5 au vu des définitions de 73 ° et p5 (voir la table 4.4.6 ou la section 4.2).
Nous donnons une preuve de l'assertion (1).

Supposons tout d’abord que 7 soit une involution de premiere espece. Alors 71 est de
type unitaire, 7, est de premiere espece et de type opposé a 7 et By = Ey = K = F. Soit
f une forme e-hermitienne de rang n = 2p sur (D, ;) (¢ = +1) ; on peut supposer que

f = (a1, - ,a,) avec a; € D pour i = 1,--- ;n. D’apres 5.1.4(2), p5(f) est aussi de rang
n et, comme ndeg D =0 mod 4,
s (p5(f)) = Nrdas, o)/ (5(f)) = Nrdpie(Ap)" Nrdg, o)/ s (f)- (5.5)

Or, puisque a; € D, Nrdp,k(a;) = NL/K(NrdE/L(ai)) pour i = 1,---  n (voir [22, §22,
Corollary 5] et en remplagant cette expression dans (5.5), on obtient

dx (p5(f)) = Nrdpyxe (M) Nijie(Nedy, ), (f)) = Nedpie(A)™ Nijre(de(f))-
On conclut en utilisant le fait que, puisque n est pair, Nrdp/x (Ap)" € KHD)?,

Supposons maintenant que 7 soit unitaire ; 7y et 75 sont aussi unitaires et leurs sous-
corps fixes sont comme en (5.4). Soit f une forme e-hermitienne de rang n = 2p sur
(D, 7). Soient ¢ € L* et (' € K* tels que 7(¢)¢~" =& = 7(¢')¢’"". En raisonnant comme
précédemment on obtient

dz (p3(f)) = Nrdpyse(Me)" Nedpyic(¢')* Nije(Nedg,, Q) Niyx(da(f)).  (5.6)

Examinons un a un les termes du membre de droite. Tout d’abord, en utilisant successive-
ment la proposition 3.2.5(6) et la parité du degré de D, il apparait que

7(Nrdp,x (M) = Nrdp, (=) = Nrdp /g (Ap).
Puisque n est pair, on en déduit aisément que Nrdp g (Au)" € NK/F(K*(D)). Ensuite,

Nrdp/k(¢')" = Nrdp,k(¢')? T(NrdD/K(C/))p c—pdeg D

J/

-~

Ny (K+D))
Enfin, on effectue le calcul suivant en utilisant la proposition 3.2.5(6) :

NL/K(NYdE/L(C))_n = Nrdp/x(¢)™

= NrdD/K(C)_p NI‘dD/K(e_lTQ(C))_p
— gpdegD NrdD/K(C)ip TQ(NrdD/K(C)ip)
— gpdegD NK/F(NrdD/K(C)_p)'

€N/ (K-)
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Ainsi, I'équation (5.6) devient

Disc (p5(f)) = Ni/x(Disc(f)) = Ng,/r(Disc(f)) € F*P) /Ny, p(K*P))

ce qui termine la preuve. O

Remarques 5.1.8. (1) La preuve ci-dessus est facilement transposable a pj et p5.
(2) L’idée de la preuve pour 7 est la suivante : si h est une forme e-hermitienne sur (D, 7)
de rang n, on utilise le lemme 5.1.2 et la proposition 3.2.5(4) pour écrire ’équation

Nrdyy, (py/x(h) Nrdg ; (4°)" = Nrd,,, (i (R))

qui conduit aux assertions de la proposition 5.1.5(1) apres quelques calculs. Les calculs
pour 7, ° et 75 sont similaires.

5.1.3 Restrictions des suites exactes

Lors des sous-sections 5.1.1 et 5.1.2, le comportement de chaque application (apparaissant
dans les suites exactes (4.5) et (4.7)) vis a vis du rang et du discriminant a signe a été
précisé. Ces précisions vont nous permettre de restreindre ’octogone exact du corollaire
4.3.1 aux sous-modules suivants :

1. a I; pour une algebre a division a involution de n’importe quelle espéce (sauf pour
une algebre de quaternions munie d’une involution de premieére espece) : voir la
proposition 5.1.10 ;

2. & I, pour une algebre & division & involution unitaire si le corps F est C : voir la
proposition 5.1.12.

Encore une fois, les méthodes utilisées s’inspirent d’un résultat obtenu par Bayer-Fluckiger
et Parimala pour la suite exacte (4.5) :

Proposition 5.1.9 (Bayer-Fluckiger—Parimala). Soient F' un corps de dimension co-
homologique wvirtuelle inférieure ou égale a 2 et (A,o) une K-algébre simple centrale a
K/ F-involution unitaire satisfaisant les hypothéses (4.10). Alors la suite exacte (4.5) se
restreint a I,.

Preuve. Voir [8, Proposition 4.6]. O

Si F' est un corps dont la dimension cohomologique virtuelle est inférieure ou égale
a 2, I3(F) est sans torsion et par suite, F' est un corps formellement réel. Si F' est un
corps CY alors la dimension cohomologique de F est inférieure ou égale & 2 et F est un
corps non formellement réel (voir la remarque 7.4.4(1)). Le résultat de restriction que
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nous obtenons lorsque I'involution est unitaire peut ainsi étre considéré comme le pendant
non formellement réel de la proposition 5.1.9. Toutefois, les preuves de ces résultats sont
similaires et dépendent tous deux de résultats obtenus par Yanchevskii a propos du groupe
de Whitehead unitaire réduit d’une algebre a involution unitaire : voir le chapitre 7. On
suppose dans le reste de cette section que A = D est une algebre a division munie d’une
K/ F-involution 7.

Restriction a I;

Proposition 5.1.10. Soit (D, 1) une K-algebre simple centrale a division munie d’une
K/ F-involution d’espéce quelconque vérifiant les hypothéses (4.10). Soit ¢ € K* satis-
faisant eT(e) = 1. Alors, l'octogone exact du corollaire 4.3.1 se restreint a I sauf si D est
une algebre de quaternions et T est une involution de premiére espece.

Preuve. Au vu des résultats obtenus lors de la sous-section 5.1.1, I'octogone exact du
corollaire 4.3.1 induit un complexe par restriction a ;. Il suffit alors de vérifier que toute
forme appartenant au noyau d’une application de cet octogone possede un antécédent de
rang pair par l'application qui la précede.

Puisque D est une algebre a division, les applications de restriction respectent le rang.
Si h est telle que m(h) est métabolique (ou 7 est une application de transfert du corollaire
4.3.1), il existe donc une forme f de méme rang que h telle que p(f) = h, p désignant
I’application de restriction précédant m dans 4.3.1. Il suffit alors de se concentrer sur les
antécédents des formes appartenant au noyau d’une application de restriction.

Supposons que p5(f) soit métabolique. Par exactitude de I'octogone 4.3.1, il existe
fi € We(D, ) telle que 75(f1) = f. La méthode va consister a ajouter a f; une forme
de rang 1 qui devienne métabolique via m;. D’apres le théoreme 4.4.4(i), il est nécessaire
et suffisant de considérer une forme de rang 1 du type (uc) ou ¢ est un élément de D*
avec ey(c) = —c (8'il existe). Supposons tout d’abord que 7 soit de premiere espece. Si
e = —1, ¢ = X convient ; au moyen de la proposition 4.4.1(i), on vérifie aisément que D
est un métaboliseur de 7, ' ((uA)). Ainsi

m (fil(uA) = 7 () = f,

et on peut supposer que f; € I; '(D, 7). Sie = 1, il suffit de choisir ¢ € Skew(ﬁ,Tg) ce
qui est toujours possible si D est non commutative par le lemme 4.4.3 : on conclut comme
ci-dessus. Si D est commutative, D est une algebre de quaternions d’apres le lemme 4.4.2
et Skew(D, ) = 0 puisque 75 = idy : on ne peut donc trouver ¢ comme ci-dessus et
on doit exclure le cas. Si 7 est une involution de seconde espece, on choisit ( € K* tel
que —e = 7(¢)¢™! grace au théoréme 90 de Hilbert. Dans ces conditions, on vérifie que
¢ = X! convient.

Si p5(f) est métabolique, il existe fi1 € W=2(D, 1) tel que m,°(f1) = f. On procede
comme ci-dessus en utilisant le théoreme 4.4.4(iii) et la proposition 4.4.1(iii). Il suffit de
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trouver ¢ € D tel que £7y(c) = —c. Supposons que 7 soit de premieére espece. Sie = 1,
on prend ¢ = A\ ; pour € = —1, il suffit de prendre ¢ = 1. Si 7 est de seconde espece et si
—e=7(¢)¢"!, ¢ € K*, on choisit ¢ = (1.

Si p5(f) est métabolique, il existe f; € W¢(D, ) tel que m3°(f1) = f. On utilise
cette fois le théoréme 4.4.4(v) et la proposition 4.4.1(v). Il suffit de trouver ¢ € D tel
que e7y(c) = ¢ (s'il existe). Supposons que 7 soit de premiere espece. Si e = 1, on prend
¢ =AL Sie=—1et D est non commutative, on prend ¢ € Skew(ﬁ,Tg). Si D est
commutative, on ne peut trouver un tel c¢. Si 7 de seconde espece et si e = 7(¢)(7
¢ € K*, on prend ¢ = AL N

En conséquence, si 7 est de premiere espece, on doit exclure du propos le cas ou D
est commutative et ¢ = £1, c’est-a-dire le cas ou D est une algebre de quaternions munie
d’une involution de premiere espece. Il

Restriction a I

Dans ce paragraphe, D est une algebre simple centrale a division munie d'une K/F-
involution unitaire 7 et ¢ € K* vérifie 7(e)e = 1.

Avant de montrer le résultat de restriction, nous démontrons un lemme qui se déduit
d’'un résultat de Yanchevskii :

Lemme 5.1.11. Soient F un corps C3 (voir la définition 7.4.1) et x € F*. Alors, il existe
Y1, Y € Sym(D, ) N D* tels que

v = [ [ Nedp,x(1:).

i=1
De plus, il existe une forme e-hermitienne h de rang pair sur (D, 7) telle que d4.(h) = x.

Preuve. Comme dans le chapitre 7, nous notons ¥.(D) (resp. X/ (D)) pour désigner
le sous-groupe de D* engendré par les éléments symétriques (resp. le sous-groupe de D*
engendré par les éléments dont les normes réduites sont symétriques) pour l'involution
7. Puisque F est C9, on a 3,(D) = ¥/ (D) d’apres un théoreme de Yanchevskil (voir le
théoreme 7.1.5). Si x € F* alors il existe y € D* tel que Nrdp,x(y) = = (F est un corps
CY donc la norme réduite est surjective) et y € ¥/ (D) = ¥, (D). Par définition de ¥, (D),
il existe y1,--- ,y. € D* symétriques par rapport a 7 tels que

=1

Ceci étant, soit ¢ € K* tel que e = 7(¢)¢t. Alors, pour i = 1,--- .7, e7(C'y;) = T lys.
Posons 7z, = (~ly;. Quitte & ajouter des z; égaux a (~!, on peut supposer que r = 0
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mod 4. Dans ces conditions, on pose h = (z1,-+- , z,.) et on a

da(h) = Nrdpg, (py/e(C(z1, -+, 20) = [ [ Nedpy i (i) = . O
i=1
Nous pouvons maintenant prouver le résultat annoncé :

Proposition 5.1.12. Soient D une algébre simple centrale a division munie d’une K/F-
involution unitaire T vérifiant les hypothéses (4.10) et € € K* vérifiant T(e)e = 1. On
suppose que F' est un corps C3. Alors l'octogone exact du corollaire 4.3.1 se restreint a Is.

Preuve. En vertu des propositions 5.1.5 et 5.1.7, 'octogone exact du corollaire 4.3.1 se
restreint a /5 sous forme d’un complexe. De plus, d’apres la proposition 5.1.10, toute forme
appartenant au noyau d’une application de cet octogone possede un antécédent de rang
pair par I'application qui la précede ; il nous reste a montrer que cette forme peut étre
choisie de discriminant trivial. Pour ce faire, nous nous inspirons de méthodes utilisées
par Bayer-Fluckiger et Parimala pour prouver la proposition 5.1.9. Montrons que, apres
restriction au sous-module I, ker(m3°) C im(p3) et ker(p5) C im(m;°). Puisque 7 est
unitaire nous sommes dans la situation (5.4) ; plus précisément, nous avons le treillis
d’extensions de corps suivant

L = F(y/a,Vb) (5.7)

F

ou F est le sous-corps fixe de 71, Fs celui de 75 et K celui de 71 o 7.
Nous nous intéressons tout d’abord a la suite exacte suivante :

—€& —E&
P

11_6(D7T> ﬂi} 116(577_2) - Il_a(Dﬂ_) L [faiﬂ_l)'
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Soit h € I;5(D,7) avec m3°(h) = 0. Alors, par 5.1.10, il existe f; € I5(D,7) telle que
p5(f1) = h. D’apres la proposition 5.1.7(1),

1= ds (p5(/1) = Nepye(de(f1)) € F*/Nigyp(K).

Il existe donc ¢ € K* tel que NEl/F(di(fl)) = Nk/r(c). De plus

Npje, (de(fi)e™) = Npyp, (de(f1))Noye (1) = Ngyyp(de(f))Nip(e) =1, (5.8)

et par le théoreme 90 de Hilbert, il existe a € L* tel que di(fi1)c™' = 7(a)a™!. Posons
B =crm(a)ety=Nyg(B)ecte K Ona

v = Npx(@)ec!
= NL/K(Oljz(fl))NL/K(OA)E1
= NEQ/F(di(f1)>NL/K(Oé)C_1
2 Niyp(e)e 'Nyjk(e)
= Ni/p, (CTl(O‘>)NL/E2 (Tl(a)il)cilNL/K(a»

Or Np/g,(11(c) ™ )N/ () = () ™" done

v = Nipyg,(emi(e) de(fi) "

Ainsi v € (B, N K)* = F* et il existe g € F* tel que g = di(f1) € Ey"/Np/g,(L¥)
(en prenant g = ~v~'). Puisque F est un corps CY, d’apres le lemme 5.1.11, il existe
hy € I7°(D, 7) telle que dy.(hy) = g. La forme f; L75°(h1) qui est alors une forme de rang
pair et de discriminant trivial est un antécédent de h par p3.

Intéressons-nous maintenant a la suite exacte suivante :

[ed]

(D, m) 22 175D, ) T (D, 7)) 25 I5(D, 7).

Soit f € I5(D,7) telle que p5(f) = 0. Par 5.1.10, il existe hy € I;75(D,7) telle que
75 “(he) = f. D’apres la proposition 5.1.7(2),

ds (m3°(ha)) = d(h2) = 1 € Ey*/Niyg, (L),

Il existe u € L* tel que Nz g, (u) = di(he). La stratégie consiste a trouver v € E3 tel que
Ng,/r(v) = dy(hy) afin d’appliquer le lemme 5.1.11 & v. En écrivant u = z +yv/a+ 2vb +
tvab, x, y, z, t € F*, on a

di(hy) = (z + yva)® — b(z + tv/a)?, zy — bzt = 0.

Quitte a multiplier d4 (hy) par un élément de Ng/r(K*) ou de Ng,,p(£3), on peut supposer
x # 0. En effet, si x = 0, alors au moins un élément parmi y, z ou t est non nul et
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(1) si 2 # 0, Ng/p(vVD) da(ha) = Npjg, (2 + ) ;
(2) sit # 0, Ngyp(Vab) de(ho) = Nyyp, (t+---) 5

(3) sinon, z = 2 =t =0 et y # 0 ; alors Ng/r(VD) ds(hs) = Np,/r(yVab), on choisit
v = yv/ab et on finit la preuve comme ci-dessous.

Ainsi, on peut supposer x # 0 et comme y = bx~!2t,

di(hg) = NL/E1 (l‘ + bxilzt\/ﬁ + Z\/E + t\/%)
= Npg ((z+tVab)(1+ 227 Vb))
= Ng,yp(z+tVab) Nijp(l+ zz7Vb).

Le discriminant de hy étant défini modulo les normes de K/F, on en déduit qu'il existe
v € Ej tel que Ng,/p(v) = di(hy). D’apres le lemme 5.1.11, puisque E5 est un corps CY,
il existe fy € 1'15(15,72) telle que d4(fz) = v. Puisque di (pg(fg)) = Ng,/r(v) d’apres la
proposition 5.1.7(1), la forme hy L p5(f2) est un antécédent (de rang pair et de discriminant
trivial) de f par 73 °.

Les autres inclusions se prouvent de maniere similaire et conduisent a l’exactitude de
I’octogone du corollaire 4.3.1 par restriction au sous-module Is. U

Remarque 5.1.13. L’existence de g dans la premiere partie de la preuve précédente est
équivalente a 'exactitude de la suite

N
F* /Ny p(K*) — E3/Npjg, (L) 225 F* /Ny p(K*),

la premiere application étant induite par l'inclusion. De méme, 'existence de v dans la
seconde partie de la preuve est équivalente a ’exactitude de la suite

Ngy/F

E5/Nijp, (L") — F*/Ngjp(K*) — EY/Npg, (L7).
On peut déja trouver des analogues de ces deux suites en [8, Lemma 3.12, 3.13].

Remarque 5.1.14. Lorsque F est un corps parfait, F' est un corps C9 si et seulement
si cd(F) < 2 d’apres un théoreme de Merkurjev et Suslin (voir le théoreme 7.1.6). Ce
résultat permet de trouver un grand nombre d’exemples de corps sur lesquels le résultat
précédent est vrai.

5.2 Formes de Pfister hermitiennes

Les formes de Pfister jouent un role central dans la théorie algébrique des formes quadra-
tiques. Ces formes sont introduites par Pfister dans [58] en 1965. Dans cet article, Pfister
montre qu’elles jouissent de propriétés remarquables : par exemple, I’ensemble des valeurs
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non nulles représentées par une forme de Pfister est un groupe multiplicatif et une forme
de Pfister est isotrope si et seulement si elle est hyperbolique. Ces propriétés (entre autres)
permettent a Pfister de batir une nouvelle théorie qui sera baptisée “théorie des formes de
Pfister” quelques années plus tard.

Dans les années qui suivent, Pfister illustre la puissance de ses précédentes découvertes
par d’impressionnants résultats qui donnent une impulsion formidable a la théorie algébri-
que des formes quadratiques. Il démontre par exemple que, si deux éléments d’un corps
sont sommes de 2" carrés, il en va de méme pour leur produit, résultat qui était connu
jusque la pour les valeurs n = 0, 1, 2, 3 et pour lesquelles les formules étaient explicites.
En outre, la théorie des formes de Pfister constitue un outil tres puissant dans 1’étude des
valeurs prises par certains invariants de corps tels que le niveau, la hauteur ou le u-invariant
d’un corps. Ainsi, Pfister prouve que le niveau d’un corps s’il est fini est une puissance
de 2, résolvant ainsi un probléeme ouvert depuis plus de 30 ans. De plus, il produit une
construction permettant de trouver un corps ayant pour niveau une puissance de 2 donnée.

En 1988 dans [43, §1], Lewis définit le niveau hermitien d’un anneau unitaire a involu-
tion (A, o) (voir la définition 5.2.2) et prouve que 'on peut trouver un anneau a involution
qui ait pour niveau hermitien un entier prescrit. De plus, dans le cas des extensions
quadratiques de corps et des algebres de quaternions a division munies de leurs involutions
canoniques, Lewis montre que le niveau hermitien, s’il est fini, est une puissance de 2.

Dans [43, §1], Lewis définit également une notion de forme de Pfister hermitienne
sur une algebre a involution (A, o) (voir définition 5.2.5). Quand A est une extension
quadratique de corps ou une algebre de quaternions a division munies de leurs involutions
canoniques, on peut voir qu’'une forme de Pfister hermitienne est isotrope si et seulement
si elle est hyperbolique comme conséquence du théoreme 6.2.3 de Jacobson. Dans ce
méme article, Lewis prouve, au moyen de la suite exacte (4.6), que si une forme de Pfister
hermitienne ¢ sur une algebre de quaternions a division munie d’une involution orthogonale
est isotrope alors 2 X ¢ est hyperbolique et pose la question suivante :

Question 5.2.1. Sur une algébre de quaternions a division munie d’une involution (non
symplectique), existe-t-il une forme de Pfister hermitienne isotrope qui ne soit pas hyper-
bolique ?

En 1997 dans [72] (resp. en 2002 dans [73]), Serhir montre que la réponse a cette question
est négative pour les involutions orthogonales (resp. unitaires) prouvant ainsi que le niveau
hermitien de telles algebres a involution s’il est fini est encore une puissance de 2.

Le lecteur intéressé par la théorie des formes de Pfister et ses applications pourra
consulter [34, Chapter X, XIJ, [71, Chapter 4] ou [59]. Les articles [43], [72] et [73] donnent
un grand nombre d’informations sur les formes de Pfister hermitiennes et sur le niveau
hermitien d’'un anneau.

Apres avoir rappelé quelques définitions et résultats, nous relions dans un premier temps
Iisotropie d’une forme de Pfister hermitienne sur une algebre de multi-quaternions a son
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hyperbolicité faible. Dans un second temps, apres avoir donné une réponse possible a la
question 5.1.1(2), nous montrons un analogue faible d'un résultat d’Arason et Pfister.

Résultats de base

Nous supposons tout d’abord que R est un anneau unitaire muni d’une involution o et que
2 est inversible dans R. Conformément a [43], nous posons les définitions suivantes :

Définition 5.2.2. (1) Un élément de R est un carré hermitien s’il peut s’écrire sous la
forme o(x)x pour un certain x € R.

(2) Le niveau hermitien de R est le plus petit entier n tel que —1 soit somme de carrés
hermitiens de R. On écrit S,(R, o) pour désigner le niveau hermitien de R et on pose
Sh(R,0) = 0o si —1 ne s’exprime pas comme somme de carrés hermitiens de R.

On peut citer les exemples suivants :

Exemples 5.2.3. (1) Si R = C et si 0 est la conjugaison complexe, Si,(R, o) = oc.

(2) Si R est un corps de nombres muni d’une involution ¢ alors S, (R, o) < 2 en appliquant
le principe de Hasse.

(3) Si R est une algebre de quaternions a division sur un corps de nombres munie de son
involution canonique alors S, (R, o) = 1 ou oo d’apres le principe de Hasse.

Les exemples précédents sont dus a Lewis dans [43, §1] ; le lecteur pourra y trouver de
nombreux autres exemples de niveaux hermitiens. On peut prouver que le niveau hermitien
est toujours une puissance de 2 dans les cas suivants :

Proposition 5.2.4 (Lewis). Si (R, o) est une extension quadratique d’un corps K (resp.
une K-algébre de quaternions a division) munie de son involution canonique, alors Sp(R, o)
(s’il est fini) est une puissance de 2. Plus précisément, Sp(R, o) vaut la moitié de l’ordre
de la forme norme correspondante dans W (K).

Preuve. Voir [43, Proposition 1.5]. O

Lewis remarque que sa preuve de la proposition 5.2.4 dépend du fait que la forme norme
de (R, o) est une forme de Pfister ce qui le conduit & poser la définition suivante :

Définition 5.2.5. Supposons que (A, o) soit une K-algeébre simple centrale munie d’une
K/ F-involution. Une n-forme de Pfister hermitienne est une forme hermitienne sur (A, o)
qui est isométrique a l'induite a (A, o) d'une n-forme de Pfister quadratique sur F'.

En rapport avec le résultat de Pfister mentionné dans 'introduction concernant l'isotropie
des formes de Pfister, on a le résultat suivant :
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Proposition 5.2.6 (Pfister-Jacobson-Serhir). Si (A,0) est (1) un corps commutatif
et 0 = idg, (2) une extension quadratique munie de son automorphisme non trivial, (3)
une algébre de quaternions a division munie de son involution canonique, (4) une algébre de
quaternions a division munie d’une involution orthogonale ou (5) une algebre de quater-
nions a diwision munie d’une involution unitaire, une forme de Pfister hermitienne sur
(A, o) est isotrope si et seulement si elle est hyperbolique.

Preuve. Le cas (1) est le résultat prouvé par Pfister en 1966 : on pourra en trouver
une preuve en [34, Chapter X, Corollary 1.6]. Dans les cas (2) et (3), I'application trace
W (A, o) — W(K) donnée par la multiplication par la forme norme est injective d’apres le
théoreme 6.2.3 de Jacobson et la conclusion provient de (1). Le cas (4) est un résultat da
a Serhir en 1997 et se trouve en [72, Proposition 3.1]. Le cas (5) a également été prouvé
par Serhir en 2002 en [73, Théoreme 1.4]. O

Cette proposition permet d’obtenir un corollaire qui généralise la proposition 5.2.4 :

Corollaire 5.2.7 (Pfister-Lewis-Serhir). En conservant les notations de la proposition
5.2.6, le niveau hermitien de (A, o) pour les cas (1) a (5) lorsqu’il est fini est une puissance
de 2.

Preuve. Soit r lentier tel que 2" < Sp(A,0) < 2", On conclut en appliquant la
proposition 5.2.6 a la forme de Pfister hermitienne 2" x (1) qui, par définition du niveau
hermitien, est isotrope. Alors, 2" x (1) =0 € W(A4, ) donc 2" x (1) ~ 2" x (—1) et —1
est somme de 2" carrés hermitiens. O

Remarque 5.2.8. Dans le corollaire 5.2.7, le cas (1) est di a Pfister en 1966, les cas (2)
et (3) a Lewis en 1988 (voir proposition 5.2.4) et les cas (4) et (5) a Serhir en 1997 et en
2002 (voir [72, Corollaire 3.2] et [73, Corollaire 1.5]).

Isotropie des formes de Pfister hermitiennes sur une algebre de multi-quaternions

Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent a formuler les questions suivantes
sur une algebre simple centrale a involution (A, o) :

Questions 5.2.9. (1) Est-il vrai qu’une forme de Pfister hermitienne sur (A, o) est isotrope
si et seulement si elle est hyperbolique ?
(2) Est ce que Sp(A, ) lorsqu’il est fini est une puissance de 2 ¢

Ces questions sont déja implicitement posées dans I'article [43] de Lewis. Dans la suite de ce
paragraphe, nous essayons de donner un début de réponse a la question 5.2.9(1) en reliant
Iisotropie d’une forme de Pfister hermitienne sur une algebre de multi-quaternions a son
hyperbolicité faible. Rappelons qu'une forme hermitienne (V, h) sur (A, o) est faiblement
isotrope s’il existe n € N tel que n x h =0 € W (A, o).
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Proposition 5.2.10. Supposons que A = Q1 R - - - Qi Qn soit une K-algébre a division
telle que chaque Q; soit une K-algebre de quaternions et 0 = 01 ® -+ Q@ 0, 0U T1,--- ,0p
sont des K/F-involutions de méme espéce. Alors, si une forme de Pfister hermitienne
sur (A, o) est isotrope, elle est faiblement hyperbolique. Plus précisément, si A est une
extension quadratique munie de son automorphisme non triwial (i.e. sin = 0) et si h
est isotrope alors h est hyperbolique ; sin > 1 et si h est une forme de Pfister isotrope,
(%)h est hyperbolique.

Preuve. Cette preuve généralise une preuve présentée par Serhir en [73, Proposition
2.1] pour les algebres de biquaternions. La clé de la preuve est de montrer que, sous
les hypotheses faites sur (A, o), 'octogone exact du corollaire 4.3.1 existe avant d’utiliser
certaines de ses applications pour terminer la preuve. Nous notons

(P,) : la proposition 5.2.10 est vraie pour n algebres de quaternions.

Nous supposons tout d’abord que ¢ est une involution unitaire et nous allons prouver
la propriété (P,) par récurrence sur n. Nous savons que (FP,) et (P;) sont vraies dans
le cas d’'une involution unitaire d’apres 5.2.6(2) et 5.2.6(5). Supposons que (P,_1) soit
vraie dans le cadre des involutions de seconde espece. D’apres un théoreme d’Albert
(voir [33, Proposition 2.22]), (Qn,0,) = (Q ®r K,7 ® 0,]k) ot () est une F-algebre
de quaternions et ou v est son involution canonique. Supposons que Q) = (a,,b,)r ou
(Gp, bn)F est algebre de quaternions engendrée par les éléments i et j sujets aux relations
i? = ap, j> = by, ij = —ji. Posons \; = i®1, uyy = j®1let L1 = F()\). Il est
facile de voir que le centralisateur de L; dans @),, est L1 ®p K. En outre, K et L; sont
deux extensions linéairement disjointes sur F' (sinon K = L; ce qui contredit le fait que
@, soit une algebre & division) et par un argument de théorie des corps, L; @ K est un
corps. Ceci étant, on pose A = 1 ®@ - @13\, p =10 - @1 pu et L = F(N).
Par ce qui précede, il est facile de vérifier que ces éléments vérifient les hypotheses (4.10)
et que A= Q1 Ok @+ Qg Qn_1 k (L ®p K) est munie de 'involution de deuxieme
espece o1 ; ainsi, 'octogone exact du corollaire 4.3.1 existe. Si h est une forme de Pfister
hermitienne isotrope sur (A, o) alors nous pouvons supposer que h = (aj, - ,a,,) avec
a; € F*. D’apres la proposition 4.4.1(i),

mi(h) = (1, —2) @ h

et puisque h est isotrope sur (A, o), wi(h) est isotrope sur (4, a1). De plus, 7! (h) est une

forme de Pfister hermitienne sur (A, o;) (car u? € L qui est le sous-corps fixe de o; dans
L ®p K), et, d’apres 'hypothese de récurrence,

2" 2((1, -2y @ h) = 0 € W(A, 0y).

L’application de restriction pi est un morphisme de groupes ce qui permet de raffiner
I’expression précédente en

2" 2((1, —p*) @ h) =0 € W(A, o). (5.9)
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Or

(—u?) = (1),
puisque o (1) (=)™ = 1 et en substituant (1) & (—u?) dans (5.9), on obtient finalement
(%)h =0 dans W (A, o).

Supposons ensuite que toutes les involutions o; soient orthogonales. Nous savons que
la propriété (P;) est vraie dans ce cadre d’apres le résultat 5.2.6(3) de Serhir. Comme
pour le cas unitaire, nous montrons que la propriété (P,) est vraie par récurrence sur n.
Puisque o,, est orthogonale, il existe A\; et py € QF vérifiant o, (A1) = A1, on(p1) = —p1,
Apn = —pp Ay et Ly = K(\1) est une extension quadratique de K. On pose A = 1®---® Ay,
p=1® - ®pu et L =K(\). L'involution 7 = Int(u) o o est une involution symplectique
sur A (d’apres 1.1.6(1)) et on a un isomorphisme

L:W(A o)~ WA, T)

donné par la multiplication par p. En outre, I'octogone exact de 4.3.1 existe pour 'algebre
a involution (A, 7). Si h est une forme de Pfister hermitienne isotrope sur (A4, o) alors la
forme T'(h) = ph est isotrope. Par suite, ;' (1h) est une forme de Pfister hermitienne
isotrope sur (ﬁ, T) puisque

my (uh) ~ (1, —p*) @ h

d’apres la proposition 4.4.1(iii). Comme 7 est symplectique, 75 est orthogonale et on en
déduit, d’apres 'hypothese de récurrence, que

2" 2((1, —p®) @ h) = 0 € W(A, ).
Via p}, on peut raffiner I'expression précédente en
2"2((L, —p%) @ Auh) = 0, 2"2((L, —p*) @ ph) = 0 € W™H(A, )

et, puisque 7(u) = —p, 2" 1uh est hyperbolique sur (A, 7) ce qui équivaut au fait que
2"~1h est hyperbolique sur (4, o).

Supposons enfin que ¢ est de premiere espece et qu’au moins une involution parmi
les o; soit symplectique ; nous pouvons supposer que o, est symplectique. Nous savons
que la propriété (P;) est vraie dans ce cadre d’apres le résultat 5.2.6(3) de Lewis. Nous
montrons directement la propriété (P,) dans ce cadre pour n > 1 en nous servant du cas
unitaire établi auparavant. Supposons que @, = (ay,b,)r ou (a,,b,)r est algebre de
quaternions engendrée par les éléments i et j sujets aux relations i = a,, j> = b,, ij =
—ji. Nous vérifions les hypotheses (4.10) pour (A,0) en posant A = 1 ® - ® 1 ® i,
p=1® - ®1®jet L = F(\). Par suite, 'octogone exact du corollaire 4.3.1 existe
et A = Q1 Rk -+ Qg Qn_1 @k L. Si h est une forme de Pfister hermitienne isotrope sur
(A, o) alors, puisque

my(h) = (1, —p?) @ h
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d’apres la proposition 4.4.1(i), 7{(h) est une forme de Pfister hermitienne isotrope sur

(Z, 01). Puisque A est munie de l'involution unitaire oy, la conclusion provient de la
propriété (P,_1) pour les involutions unitaires et de calculs identiques a ceux effectués
ci-dessus. O

Remarques 5.2.11. (1) La proposition 5.2.10 a été démontrée indépendamment et de
maniere différente par Mahmoudi en [47, Theorem 25.2] : sa preuve est basée sur le méme
genre d’arguments mais elle utilise le fait que, dans les cas d’existence de 'octogone de
4.3.1, ker 7§ N ker 7§ est inclus dans la 2-torsion du module W#(A, o).

(2) La proposition 5.2.10 était déja connue pour les algebres de biquaternions munies du
produit tensoriel des deux involutions canoniques d’apres un résultat de Serhir : voir [73,
Proposition 2.1].

(3) On pourrait croire que 1'équivalence de Morita peut servir a transporter le résultat
de la proposition 5.2.10 aux algebres a involutions de premiere espece. Malheureusement,
celle-ci ne respecte pas (apparemment) la notion de forme de Pfister hermitienne définie
en 5.2.5.

(4) Tl n’est pas étonnant de voir que le coefficient de faible hyperbolicité de h dans la
proposition 5.2.10 est une puissance de 2. En effet d’apres un théoreme de Scharlau en
1970, on sait que la torsion dans le groupe de Witt est 2-primaire : voir [70]. Le résultat
correspondant dans 'anneau de Witt est du a Pfister : voir [71, Chapter 2, Theorem 10.12].
(5) Jean-Pierre Tignol m’a fait remarquer qu’en utilisant le principe local-global de Lewis
et Unger (voir [46, Theorem 4.1]), on peut prouver que les formes de Pfister hermitiennes
isotropes sont de torsion comme dans la proposition précédente. En effet, pour chaque
ordre, la signature d’une forme de Pfister hermitienne est soit nulle, soit égale au degré
de algebre d’endomorphismes (l'involution adjointe se décomposant en produit tensoriel
d’involutions sur des algebres de degré 2). Or, la forme étant isotrope, sa signature ne
peut valoir le degré en aucun ordre ; sa signature est nulle partout et, d’apres le principe
local-global de Lewis et Unger, on en déduit que la forme est de torsion. Ce raisonnement
ne donne toutefois pas d’estimation du coefficient de torsion.

Corollaire 5.2.12. Avec les mémes notations que dans la proposition 5.2.10, si 2" <
Sp(A, o) <27, alors 27" 1{1) =0 € W(A, o).

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente a la forme 2"(1) qui, par définition

du niveau hermitien, est isotrope. On conclut comme en 5.2.7. U

Remarque 5.2.13. Ce corollaire a déja été remarqué par Lewis en [43, Corollary p. 473]
pour une algebre de quaternions & involution orthogonale et par Serhir en [73, Corollary
2.2] pour une algebre de biquaternions munie du produit tensoriel d’involutions canoniques.
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Sur la torsion d’un sous-module du groupe de Witt

Dans ce dernier paragraphe, nous nous proposons de donner une réponse possible a la
question 5.1.1(2). Il semble naturel de définir I"(A, o) comme étant le sous-W (K, o|k)-
module de W (A, o) engendré par les n-formes de Pfister hermitiennes.

Remarques 5.2.14. (1) Si A = K et 0 = idg, il est clair que I"(A,0) = I"(K).
(2) Si A est une extension quadratique de corps munie de son automorphisme non trivial
alors, en conservant les notations du chapitre 3,

I'(A0) =I1(A,0), LA o) 2 (A 0)? =TI*A,0).
(3) Si A est une algebre de quaternions munie de son involution canonique, on a
I?’(A,0) CIY A 0) =1,(A,0) = (A, 0).
(4) En général, on a les inclusions
o CI"(Ayo) C I Ay0) C--- C T (A, 0) C W(A, o).

Une conséquence célebre d’un théoreme d’Arason et Pfister sur la dimension des formes
de I"(K) anisotropes (voir le théoréme 6.2.2) est le résultat suivant :

Corollaire 5.2.15 (Arason-Pfister).

(I"(K)=0
n=1
Preuve. Voir [71, Chapter 4, Theorem 5.6, Corollary 5.7]. O

Il est naturel de se demander si un tel résultat peut demeurer exact pour les modules
I"(A,0). Cette question semble difficile ; nous pouvons seulement prouver :

Proposition 5.2.16. Supposons que A = Q1 R - - - Qi Q, soit une K-algébre a division
telle que chaque Q; soit une K-algebre de quaternions et 0 = 01®- - R0, 0w 0y, ,0, sont
des K/F-involutions de méme espéce. Si A est une extension quadratique munie de son
automorphisme non trivial (i.e., sin=0), (\~_ I"™(A,0) =0 ;sin>1, (~_ I™(A 0)

est un module de (%)—tomz’on.

Preuve. Nous conservons les notations de la preuve de la proposition 5.2.10.

Si A est une extension quadratique munie de son automorphisme non trivial ou une
algebre de quaternions a involution canonique, la conclusion provient du corollaire 5.2.15,
71 étant injective d’apres le théoréme 6.2.3.
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Si A est une algebre de quaternions & involution unitaire et si h € () °_; I"™(A, o) alors
k

on peut écrire h = J_Z»:l a;.h; ou o = £1 et h; est une forme de Pfister hermitienne.
L’octogone exact du corollaire 4.3.1 existe et, pour i =1,--- ,k

mi(hi) € ﬂ I™(A,01) =0
m=1

car A est une extension quadratique de corps. Ceci implique, d’apres le théoreme 4.4.4(i),
que h; est isotrope puis que h; est hyperbolique d’apres la proposition 5.2.6. La forme h
est donc hyperbolique.

Si A est une algebre de quaternions a involution orthogonale o et sih € () -_, I"™(A, o),
k
écrivons h = J-i:l a;.h; ou a; = %1 et h; est une forme de Pfister hermitienne. On

a 7 (puhi) = 0 et ph; est isotrope sur (A,7) (en vertu de 4.4.4(i)). Par suite, h; est
isotrope sur (A, o) puis hyperbolique d’apres le théoreme 5.2.6(4). En conséquence, h est
hyperbolique.

Notons alors

(P)) la proposition 5.2.16 est vraie pour n algebres de quaternions.

La suite de la preuve étant similaire a la preuve de 5.2.10, nous n’en donnons que les
grandes lignes.
Si o est une involution unitaire, on procede par récurrence sur n. On a vérifié ci-dessus
la véracité de la propriété (P{). Si h € (oo_, I™(A, o) alors mi(h) € (oo, I™(A, 01)
puisque
m(h) ~ (1, —p?®) @ h.

Par récurrence,

2" 2((1,—p2) @ h) = 0 € W(A, 0y)

et, en appliquant pi,
2" 2((1, —p*) @ h) =0 € W(A, o).

On en déduit que %h est hyperbolique.

Supposons maintenant que toutes les involutions o; sont orthogonales. Une fois encore,
la propriété (Py) est vraie et on procede par récurrence sur n. Si h € () °_, I"™(A, o) alors,
comme lors de la preuve de 5.2.10, et par récurrence on voit que

2" 2((1, —p2) @ h) =0 € W(A, )
et en appliquant p3 de part et d’autre, on obtient finalement
2" (1, —p?) @ ph) = 0 € WTH(A, 7).
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Ainsi, de§Ah est hyperbolique.

Enfin, si o est de premiere espece et si au moins une des involutions o; est symplectique,
la conclusion provient comme lors de la preuve de 5.2.10, de la propriété au rang inférieur
pour les involutions unitaires. O
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Chapitre 6

Criteres de Harrison, équivalences de
Witt et équivalences de réciprocité

6.1 Introduction

Depuis l'intervention de Witt en 1937, ’étude de ’anneau de Witt s’est substituée a I’étude
des formes bilinéaires sur les corps commutatifs. Une des questions de base dans la théorie
algébrique des formes quadratiques est de donner des conditions nécessaires et suffisantes
pour que deux corps K et L aient des anneaux de Witt isomorphes : dans ce cas, le corps
K et L sont dits Witt-équivalents. En 1970 dans [29], Harrison traduit I’équivalence de
Witt dans les termes suivants :

Théoréme 6.1.1 (Harrison). Soient K et L deux corps de caractéristique différente de
2. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) K et L sont Witt-équivalents.

(2) 1l existe un isomorphisme de groupes t : K*/K** — L*/L** envoyant —1 sur —1 et tel
que la forme quadratique (x,y) représente 1 sur K si et seulement si la forme quadratique
(t(z),t(y)) représente 1 sur L pour tous x, y € K*.

Le théoreme 6.1.1 est connu dans la littérature sous le nom de “critere de Harrison”. En
1973 dans [16, Theorem 2.3], Cordes montre que les deux conditions du théoreme 6.1.1
sont encore équivalentes a la condition suivante appelée “condition de Harrison-Cordes” :
(3) Il existe un isomorphisme de groupes ¢ : K*/K** — L*/L** envoyant —1 sur —1
vérifiant t(Dg ((1,a))) = D((1,t(a))), ott Dg({1,a)) est 'ensemble des classes de carrés
non nuls de K*/K*? représentés sur K par la forme quadratique (1,a).
Ce critere permet ensuite a Cordes de classer les anneaux de Witt d’ordres au plus 32 a
équivalence de Witt pres par leur structure de groupe : voir [16, Theorem 7.1].

En 1985 dans [4], Baeza et Moresi étudient les possibilités d’étendre le critere de Har-
rison aux corps de caractéristique 2. Ils montrent d’'une part que les anneaux de Witt
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bilinéaires de deux corps K et L de caractéristique 2 sont isomorphes si et seulement si K et
L sont isomorphes si dimg2 K = dimy2 L > 2 et étudient les cas dimg2 K = dimj2 L =1, 2
: voir [4, Theorem 2.9, Proposition 2.10]. D’autre part, dans [4, Theorem 3.1], ils car-
actérisent l'isomorphie des modules de Witt quadratiques W, (K) et W, (L) de deux corps
K et L de caractéristique 2 par une condition similaire a la condition d’Harrison-Cordes
et une condition mixte mettant en jeu le sous-groupe image de K et L par 'application
d’Artin-Schreier :

Théoréme 6.1.2 (Baeza-Moresi). Pour deuz corps K et L de caractéristique 2, les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Il existe un isomorphisme d’anneaux ® : W(K) — W(L) et un isomorphisme de
groupes ¥ : W (K) — W,(L) tels que

W(b.q) = ®(b).¥(q)

pour tout b € W(K) et pour tout ¢ € W,(K).
(2) 1l existe des isomorphismes de groupes

t,: K*/K** — L*/L**, ty: K/P(K)— L/P(L)

tels que
t1(Dr((1,a))) € Dr((Lt1(a))), #©(Dx[1,0]) € Di1,t5(b)]

pour tout a € K* et pour tout b € K (ou P(K)={a+a*|ae K}).

Ce genre de critere est tres utile ; a titre d’exemple, le critere de Harrison a été utilisé
par Mina¢ et Spira en 1996 pour relier 1’équivalence de Witt de deux corps K et L a
'isomorphie de groupes Gk et G (appelés W-groupes), G étant le groupe de Galois
d’une certaine extension K& de K : voir [54].

Pour toutes ces raisons, il semble utile d’essayer d’obtenir de tels criteres d’isomorphie
concernant le groupe de Witt d’algebres a involutions. Apres avoir rappelé quelques
préliminaires lors de la section 6.2, nous donnons, dans la section 6.3 de tels criteres
dans deux cas particuliers. Nous obtenons tout d’abord un critére similaire a 6.1.1 pour
les groupes de Witt d’extensions quadratiques de corps munies de leurs automorphismes
non triviaux :

Théoreme 6.1.3. Soient k et | deur corps de caractéristique différente de 2. Soit K =
k(y/a) (resp. L =1(\/b)) une extension quadratique de k (resp. 1) munie de son automor-
phisme non trivial o, (resp. oy). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) W(K,0,) ~W(L,0,) en tant qu’anneaus.

(2) Il existe un isomorphisme de groupes t : k* /[Ny, (K*) — I* /Ny (L*) envoyant —1 sur
—1 tel que la forme quadratique ({a,x,y)) est hyperbolique sur k si et seulement si la forme
quadratique ((b,t(z),t(y))) est hyperbolique sur l pour tous x, y € k*.
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Un exemple montre que, dans 'assertion (2), la condition #(—1) = —1 ne découle pas
des deux autres (voir exemple 6.3.4). Ensuite, dans le cas d’une algebre de quaternions a
division munie d’une involution canonique, nous obtenons le théoreme 6.3.7 qui présente,
en un certain sens, un critere a la fois similaire a 6.1.1 et a 6.1.2. Deux exemples indiquent
que le choix de la structure de module pour un tel critere parait étre le plus judicieux
(voir exemples 6.3.11). Si a premiere vue, le théoreme 6.3.7 parait plutot correspondre aux
résultats de Baeza et Moresi, la similitude avec le critere de Harrison apparait lorsque 1’on
choisit K = L (voir le corollaire 6.3.9).

Un probleme intéressant est de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que
deux corps globaux soient Witt-équivalents. En 1985, Baeza et Moresi montrent que deux
corps globaux de caractéristique 2 sont toujours Witt-équivalents (voir [4] ou [60, §2]). En
outre, si on combine leurs résultats avec le fait que I?(K) = 0 si K est un corps global, on
en déduit que si deux corps globaux sont Witt-équivalents alors soit car(K), car(L) # 2
soit car(K) = car(L) = 2 (voir [60, §2]) ce qui permet d’exclure les corps de caractéristique
2 du propos. En 1994 dans [60, §3, §4], Perlis, Szymiczek, Conner et Litherland terminent
cette classification en prouvant le théoreme suivant :

Théoréme 6.1.4 (Perlis-Szymiczek-Conner-Litherland). Soient K et L deuz corps
globauz de caractéristique différente de 2. Alors K et L sont Witt-équivalents si et seule-
ment si il existe une équivalence de réciprocité entre K et L (voir la définition 6.4.7).

En combinant ce résultat avec des résultats obtenus par Carpenter, Perlis, Szymiczek,
Conner et Litherland obtiennent un principe de Hasse pour les isomorphismes d’anneaux
de Witt de corps globaux : voir [60, §6]. Dans la section 6.4, nous esquissons les grandes
lignes de la preuve du théoreme 6.1.4 en mentionnant tout particulierement 'utilisation du
critere de Harrison pour prouver le sens indirect de ce résultat. Nous terminons ce chapitre
en utilisant le théoreme 6.1.3 afin d’obtenir le résultat suivant, similaire a 6.1.4 dans son
énoncé :

Théoreme 6.1.5. Soient k et | deux corps globauz de caractéristique différente de 2. Soit
K = k(\/a) (resp. L = 1(v/b)) une exstension quadratique de k (resp. 1) munie de son
automorphisme non trivial o, (resp. op). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

(1) W(K,0,) ~W(L,0,) en tant qu’anneauz.

(2) Il existe une (a,b)-équivalence de réciprocité quadratique entre k et | (voir la définition

6.4.10).

6.2 Résultats de base

Durant tout le reste de ce chapitre, tous les corps seront supposés de caractéristique
différente de 2.
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6.2.1 Préliminaires

Nous énongons tout d’abord une condition équivalente aux deux conditions du théoreme
6.1.1 et qui préfigure la forme que prendront nos résultats dans la suite de ce chapitre :

Lemme 6.2.1. Soient K et L deux corps de caractéristique différente de 2. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) K et L sont Witt-équivalents.

(2) I existe un isomorphisme de groupes t : K*/K** — L*/L** envoyant —1 sur —1 et
tel que la forme quadratique ((z,y)) est hyperbolique sur K si et seulement si la forme
quadratique ((t(x),t(y))) est hyperbolique sur L pour tous z, y € K*.

Preuve. La forme quadratique (z, y) représente 1 sur K si et seulement si la forme quadra-
tique (1, —z, —y) est isotrope sur K ce qui est équivalent a ce que la forme quadratique
((x,y)) est hyperbolique sur K (en raisonnant avec le discriminant a signe). L’équivalence
annoncée résulte alors de la condition (2) du critere de Harrison 6.1.1. O

Nous avons également besoin du résultat suivant appelé “Hauptsatz de Arason-Pfister” qui
donne une borne inférieure optimale pour la dimension des formes quadratiques anisotropes

de I™ :

Théoréme 6.2.2 (Arason-Pfister). Soit ¢ une forme quadratique anisotrope sur K. Si
q est un élément de I"(K) alors dim g > 2".

Preuve. Voir [34, Chapter X, Theorem 3.1] ou [71, Chapter 4, Theorem 5.6]. O

Nous rappelons également le théoreme suivant dia a Jacobson :

Théoréme 6.2.3 (Jacobson). Soit L/K une extension quadratique et (resp. (a,b)x = D
une algebre de quaternions a division) munie de son involution canonique — (resp. 7).
Alors les applications “traces”

sont injectives.

Preuve. Voir [71, Chapter 10, 1.1, 1.2, 1.7] ou [30]. O

6.2.2 Equivalences en chaine

Tout au long de cette sous-section, nous utilisons les notations de [34, Chapter I, §5].

Soient ¢ = (ay, -+ ,a,) et ¢ = (a},--- ,al) deux formes quadratiques sur K. FElles

N

sont dites simplement équivalentes si il existe ¢ # j € {1,--- ,n} tels que (a;,a;) ~
(bi, bj) et ar, = by pour tous les k différents de i et de j. Deux formes quadratiques sous
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forme diagonale sont équivalentes en chaine si il existe une suite de formes quadratiques
diagonales fo,-- -, fin telles que f = fo, g = gm et telles que f; soit simplement équivalente
a fiyp pour 0 < ¢ < m — 1. De la définition, il découle directement que deux formes
équivalentes en chaine sont isométriques. En fait, la réciproque est aussi vraie d’apres le
théoreme d’équivalence en chaine de Witt :

Théoréme 6.2.4 (Witt). Si f et g sont des formes quadratiques sous forme diagonale,
et si [ est isométrique a g, alors f est équivalente en chaine a g.

Preuve. Voir [34, Chapter I, Theorem 5.2] ou la proposition 6.2.6 ci-dessous. [l

Remarque 6.2.5. Dans la littérature mathématique, il existe des notions d’équivalence
simple et d’équivalence en chaine propres aux formes de Pfister appelées respectivement
p-équivalence simple et p-équivalence en chaine. Ces notions présentent des analogies avec
celles introduites ci-dessus : voir [34, Chapter X, §1] ou [71, Chapter 4, §1].

Supposons maintenant que D soit une K-algebre a division munie d'une involution
7 d’espece quelconque. Toute forme e-hermitienne sur (D, 7) étant diagonalisable (voir
1.2.2), nous pouvons définir sans difficultés les notions d’équivalence simple et d’équivalence
en chaine pour les formes hermitiennes sur (D, 7). Comme pour les formes quadratiques,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 6.2.6. Soient f et g deux formes e-hermitiennes sur (D, T) que l'on sup-
pose sous forme diagonale. Alors f et g sont isométriques si et seulement si f et g sont
équivalentes en chaine.

Preuve. Le sens indirect de la proposition est clair par définition. Pour le sens direct,
tout se passe comme pour les formes quadratiques : nous nous basons sur [34, Chapter I,
Theorem 5.2]. Remarquons tout d’abord que 1’équivalence simple permet de permuter les
coefficients d'une diagonalisation. Soient f = (ay,--- ,a,) et g = (b1, - ,b,) deux formes
e-hermitiennes que 1’on suppose isométriques. On procede par récurrence surn: sin = 1,2,
il n’y a rien a montrer. Supposons maintenant n > 3. Parmi les formes e-hermitiennes

équivalentes en chaine a f, on choisit une forme e-hermitienne f' = (cy,--- ,¢,) qui soit
telle qu'une de ses sous-formes (cy, - -, ¢,) représente by pour p le plus petit possible (f/
existe d’apres I'axiome du bon ordre).
Nous allons montrer que p = 1. Si au contraire p > 2, alors il existe dy,--- ,d, € D*
tels que :
p
by =Y o(di)eid;. (6.1)
i=1

Par minimalité de p, aucune sous-somme de (6.1) n’est nulle et en particulier

d= O'(dl)cldl + U(d2)62d2 7§ 0.
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Par hypothese, f est équivalente en chaine a f’ et, puisqu’il existe d’ € D tel que (c1, o) >~
(d,d'), f est aussi équivalente en chaine a (d, cs, -+ ,¢p, -, Cp, d'). Ainsi, by est représenté
par la forme (d, cs,--- ,¢,) qui est de rang p — 1 ce qui contredit la minimalité de p. Par
conséquent, p = 1 puis (by) ~ {(¢1).

Enfin, puisque f est isométrique a g, (by,co, -+ ,¢,) =~ (b1, -+ ,b,) et, en utilisant la
simplification de Witt (voir 1.2.2), (cg, -+ ,¢,) = (bg, - -+, b,). Par récurrence, (ca, -+, ¢,)
est équivalente en chaine & (by, - ,b,) puis f est équivalente en chaine a g. O

Remarque 6.2.7. La proposition précédente est tres utile pour montrer des propriétés sur
les formes quadratiques (resp. hermitiennes) de rang quelconque connaissant des propriétés

sur les formes quadratiques (resp. hermitiennes) de rang 2 : voir les preuves des théoremes
6.1.1, 6.1.3 et 6.3.7.

6.3 Analogues du critere de Harrison

Dans cette section, nous établissons des résultats analogues au critere de Harrison 6.1.1
pour les extensions quadratiques munies de leurs automorphismes non triviaux et pour les
algebres de quaternions a division munies de leurs involutions canoniques.

6.3.1 Cas des extensions quadratiques

On démontre le théoreme 6.1.3 qui est similaire au théoreme 6.1.1 tant dans son énoncé
que dans sa preuve :

Théoréme Soient k et | deux corps de caractéristique différente de 2. Soit K = k(y/a)
(resp. L = 1(v/b)) une extension quadratique de k (resp. 1) munie de son automorphisme
non trivial o, (resp. oy,). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) W(K,0,) ~W(L,0,) en tant qu’anneauz.

(2) Il existe un isomorphisme de groupes t : k* /[Ny, (K*) — I* /Ny (L*) envoyant —1 sur
—1 tel que la forme quadratique ({a,x,y)) est hyperbolique sur k si et seulement si la forme
quadratique ((b,t(x),t(y))) est hyperbolique sur 1 pour tous x, y € k*.

Au cours de la preuve, nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 6.3.1. Avec les mémes notations que dans la sous-section 3.2.2, le discriminant
a signe induit un isomorphisme de groupes dy : I (K,04)/15(K,0,) ~ k* [Nk (K*) (et
idem en remplagant a par b, k parl et K par L).

Preuve. Nous savons que

d:l: . Il(K, Ua) — l{*/NK/k(K*)
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est un morphisme de groupes de noyau Ir(K,o,). Si b est un représentant de b €
k*/Ngi(K*), on a :

d((1, b)) = (—1)'Nrdygy a0 ({1, b)) = ~Nrdye(~b) = b,
d’ou 'on déduit la surjectivité de d.. O

Nous considérons W (K, o,) et W (L, 0,) en tant qu’anneaux donc /; etl; en sont des idéaux.
De plus, ces idéaux sont reliés de la facon suivante :

Lemme 6.3.2. (I,)?> = I,.

Preuve. Un simple calcul de discriminant a signe montre I'inclusion (I;)? C Is.
Réciproquement, si ¢ € Iy avec ¢ = (ay, -+ ,a9), a; € k*, i =1,---,2s, alors

2s(2s—1)

L=de(0) = (=17 (] ] as) € F/Nicp(K).

Nous procédons par récurrence sur s.

Sis=1et ¢~ (ab) alors —ab =1 € k*/Ng,(K*) et donc —a = b € k* /Ng,,(K*).
Ainsi, ¢ = (a,—a) et ¢ € (I})%

Sis=2et ¢~(a,b,c,d) alors d=abc € k*/Ng,,(K*) et

¢~ (a) ® (1,ab,ac,bcy ~ (a) @ (1,ab) @ (1, ac)

puis ¢ € (I1)>.
Supposons s > 3. On peut écrire ¢ = (a, b, c) L¢' puis
¢ = (a,b,c,abc) L (¢' L{—abc)) € W(K,a,).

-~ -~

a 3

Par hypothese, d+(¢) = 1 et du(a) = 1 donc d(3) = 1. Par récurrence, 3 € (I;)? puis
¢ € (I;)* ce qui termine la preuve. d

Preuve de 6.1.3 : (1) = (2) : Soit & : W(K, 0,) ~ W (L, 0,) un isomorphisme d’anneaux.
On sait, d’apres la proposition 3.2.2, que I;(K, 0,) est un idéal d’indice 2 (donc maximal)
de W(K,0,). I1(K,0,) est en fait I'unique idéal d’indice 2 de W (K, 0,). En effet, si I’
est un idéal d’indice 2 de W(K, o,) alors (1) ¢ I’ sinon I’ = W(K,0,). De plus, quel
que soit a € k*, (a) ¢ I' sinon (a) ® (a) = (1) € I’ ce qui est faux. Soient maintenant
(a), (b) € W(K,0,). Comme I’ est d’indice 2, on a

(a), (by ¢ I' = (a) L(b) = (a,b) € I'.

Par récurrence immédiate, I1(K,0,) C I' C W(K, 0,) et par maximalité, I' = [(K, o,).
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® est un isomorphisme d’anneaux donc ® (I, (K, ,)) est un idéal maximal de W (L, o).
D’apres la proposition 3.2.2, on sait que le rang r : W(L, 0y,) — Z /27 est un morphisme
d’anneaux surjectif. Par conséquent, ker(r o ®) est un idéal d’indice 2 de W (K, a,,), donc
ker(r o ®) = I,(K, a,). Or ker(r o ®) = &' (ker(r)) donc ®*(I,(L,03)) = [,(K,0,). En
conséquence, @|1, (ko) : [1(K,0,) — I1(L,03) est un isomorphisme de groupes et d’apres
le lemme 6.3.2,

O(L(K, 04)) = ®(L(K,0,)%) = B(1(K,0,))" = I,(L,oy)? = L(L, o).
® induit par factorisation un isomorphisme de groupes
L(K,0,)/ (K, 0,) ~ I,(L,0y)/I5(L, o).
Ce dernier isomorphisme induit, au moyen du lemme 6.3.1, 'isomorphisme de groupes :

o L R/Ng(K7) = U /Npp(L)
' c = de (P((1,—¢)))

Un simple calcul montre que t(—1) = —1. Puisque ® induit également un isomorphisme
de groupes
u: (K, 0,)? ) 1(K,0,)* ~ I,(L,03)*/ I, (L, o),

on obtient le diagramme commutatif suivant :

kN u(K*) X k[N p(K*) —2 L(K,0,)%/1(K,0,)?

I INLp(L*) % I N (L) —" = (L, 03)? /T (L, o)?

ol

0K<x’y) = <1a —J]> ® <17 _y> mod ]1(K7 Ua)3
pour tous x, y € k* (et idem pour #y). Si la forme hermitienne (1, —x, —y, zy) est hy-
perbolique alors (1, —z, —y,zy) € I,(K,0,)®. Réciproquement, si la forme hermitienne
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(1, =z, —y,zy) € [,(K,0,)*, puisque

\I}:{W(K,%) — (1, —a)W (k)

h — (1,—a)®h (6.2)

est un isomorphisme de groupes additifs (voir [71, Chapter 10, Theorem 1.2]),
U((1, —x, —y,zy)) € I*(k).

D’apres le Hauptsatz de Arason-Pfister (voir le théoreme 6.2.2), la forme quadratique
U((1, —x, —y, xy)) est hyperbolique sur k et par suite la forme hermitienne (1, —z, —y, zy)
est hyperbolique sur (K, o,).

Enfin, si la forme quadratique ({a,zx,y)) est hyperbolique sur k alors, d’apres (6.2),
la forme hermitienne (1, —z, —y, zy) est hyperbolique sur (K, o,) puis (1, —z, —y,zy) €
I,(K,0,)3. Ainsi, par commutativité du diagramme précédent,

0= u(bx(z,y)) = 0o(t(x), t(y))-

On en déduit que la forme hermitienne (1, —t(z), —t(y), t(xy)) € I,(L, 03,)3 ce qui implique
que la forme quadratique ((b,t(z),t(y))) est hyperbolique sur [. La réciproque se montre
de facon similaire.

(2) = (1) : On définit une application ® sur les formes diagonales en posant

(I)(<a1, T >an>) = <t(a1)7 e 7t(an)>'

Il nous faut vérifier que cette définition ne dépend pas de la diagonalisation choisie. Si
n =1, c’est clair. Sin = 2, supposons que (u, v) =~ (u/,v') en tant que formes hermitiennes.
En prenant le discriminant a signe, on a wv = u'v’ € k*/Ng/(K*). En multipliant par
la forme (u) de part et d’autre et en se servant de ’égalité précédente, on en déduit que
la forme hermitienne (1, —uu/, —uv’, uv) est hyperbolique et, par suite, la forme hermiti-
enne (1, —t(u)t(u'), —t(u)t(v'), t(u)t(v)) I'est également. En multipliant par la forme (t(u)),
on en déduit que les formes hermitiennes (¢(u),t(v)) et (t(u')t(v')) sont isométriques. Si
n > 2, le résultat provient du théoreme 6.2.6 et du fait que la propriété soit vraie pour
n = 2. Puisque t(—1) = —1, 'application ® respecte les formes hyperboliques et induit
une application bien définie sur les classes de Witt des formes diagonales. Puisque toute
classe de Witt admet pour représentant une forme hermitienne diagonale (voir 1.2.2), @
induit en fait une application entre W (K, o,) et W(L,03). En outre ® est biadditive et
multiplicative (car ¢ est multiplicative sur les formes de rang 1 et que celles-ci engen-
drent additivement W (K, o,)) et I'inverse de ¢ fournit un inverse pour ® qui est donc un
isomorphisme d’anneaux. Il

Remarques 6.3.3. (1) La preuve précédente est similaire a la preuve du critére de Har-

rison : voir [29] ou [60, §2] pour une preuve de ce résultat.
(2) Puisque K** = Dg((1)) et que Ngu(K*) = Dy({1,—a)), le théoreme 6.1.3 est un
analogue quadratique du critere de Harrison 6.1.1.
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Dans le théoreme 6.1.3 la condition ¢(—1) = —1 n’est pas conséquence des autres
conditions de 'assertion (2) :

Exemple 6.3.4. Posons k = Q3 et | = Q5. Alors
k* /K ={1,-1,3, =3}, I"/1"* = {1,2,5,10}, u(k) = u(l) = 4,

et 'unique forme anisotrope de dimension 4 sur k (resp. sur [) est (1,1, —3,—3) (resp.
(1,—2,—5,10)) (pour tous ces résultats, on peut consulter [34, Chapter 6, Theorem 2.2]).
Posons alors K = k(v/3) et L = [(1/2). Par factorisation, il existe un unique morphisme
surjectif de groupes 6 : k*/k** — k*/Dy ({1, —3)). Par conséquent |k*/Dy ({1, —3))| divise
4. Si ce cardinal vaut 4, # est un isomorphisme de groupes et k** = Dy ({1, —3)) ce qui n’est
pas possible puisque —3 € D((1,—3)) et —3 ¢ k**. Si ce cardinal vaut 1, k* = Dy((1, —3))
ce qui est a nouveau impossible puisque —1 ¢ Dy ((1, —3)), (1,1, —3, —3) étant anisotrope.
Donc |k*/ D ({1, —3))| = 2 et de méme |I*/D;((1, —2))| = 2.
( 1, —3) ne représente pas —1 sur k et (1, —2) ne représente pas 5 sur [ donc

k*/Dk<<1> _3>> = {17 _1}> l*/Dl(<17 _2>) = {1’ 5}'

On a un isomorphisme de groupes :

t: k" Dp((1,=3)) — I"/Dy((1,-2))
1 — 1
-1 — 5

De plus, (1, —2) représente clairement —1 sur [ et

t(=1) # -1 € I"/Di((1,-2)).

Enfin, puisque u(k) = u(l) = 4, les formes quadratiques ((3,z,y)) et ((2,t(x),t(y))) sont
hyperboliques pour tous z, y € k*.

6.3.2 Cas des algebres de quaternions a division

Dans cette sous-section, 1 = (a,b)x (resp. Q2 = (c,d);) désignera une algebre de
quaternions a division sur K (resp. sur L) munie de son involution canonique 7 (resp.
v2). Par souci de simplification d’écriture, nous posons la définition suivante :

Définition 6.3.5. Deux corps K et L de caractéristique différente de 2 sont (Q1, @Q2)-
équivalents si il existe un morphisme de groupes ¢t : K*/K 2, L / L*? envoyant —1 sur
—1 tel que si la forme quadratique ((z,y)) est hyperbolique sur K alors la forme quadra-
tique ((t(x),t(y))) est hyperbolique sur L qui induit par factorisation un isomorphisme de
groupes ¢ : K*/Dg({(a,b))) ~ L*/Dr({{c,d))) pour tous z, y € K*. La paire (¢,1) est
appelée une (Q1, Q2)-€Equivalence.
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Remarque 6.3.6. Si A est une K-algebre simple centrale, on définit
SHo(A) = coker (K;(Nrda/x)) = K*/Nrda,x(A*).

Le groupe SHj est appelé groupe des résidus de normes réduites et est en relation avec
le groupe réduit de Whitehead SK; (dont nous reparlerons dans le chapitre 7) : voir [22,
§23]. Dans notre cas, on a donc

SHo(Q1) = K*/Dk({{a,b))), SHo(Qa) = L*/Dy(({(c,d))),
ce qui permet de traduire la définition 6.3.5 au moyen de ces groupes.

Théoreme 6.3.7. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) I existe un morphisme d’anneauz ® : W(K) — W (L) envoyant une forme de dimen-
sion 1 sur une forme de dimension 1 et un isomorphisme de groupes U : W(Q1,v) —

W(Q2,72) tels que W((1)) = (1) et
U(g.h) = ®(q).¥(h),

pour tous ¢ € W(K), h € W(Q1,7).
) 1l existe une (Q1, Q2)-équivalence (t,t) entre K et L telle que les formes hermitiennes
v) et (u',v') sont isométriques sur (Q1,71) si et seulement si les formes hermitiennes
f( ),1(v)) et {(t(u),t(v")) sont isométriques sur (Qq,V2) pour tous u, v, u', v' € K*.
3) Il existe une (Qy,Q2)-équivalence (t,t) entre K et L telle que la forme quadratique
{a,b,u,v)) est hyperbolique sur K si et seulement si la forme quadratique ({c, d,t(u),t(v)))
est hyperbolique sur L pour tous u, v € K*.

(2
(u,
(
(
(

Au cours de la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 6.3.8. Soient u, v, v/, v' € K*. Sila forme quadratique ({a,b))® (u,v, —u', —v")
est hyperbolique sur K alors uvu'v' € D (({a,b))).

Preuve. Puisque les formes quadratiques (u,v,—u', —v') et (1, —uu/vv’) ont méme dis-
criminant, leur différence est un élément de I*(K). Ainsi

{a, b)) @ (u,v, —u/, =) = {{a,b)) @ (1, —ur/vv') mod I*K).

D’apres 'hypothese et le Hauptsatz d’Arason-Pfister (voir 6.2.2), la forme quadratique
{{a, b)) ® (1, —uw'vv') est hyperbolique sur K et donc uwvu'v' € D (({a,b))). O

Preuve de 6.3.7 : (3) = (2) : Soient u, v, v/, v' € K* tels que l'on ait

(u,v) >~ (u',v") (6.3)
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en tant que formes hermitiennes sur (Q1,7;). D’apres le théoreme 6.2.3, 'application
W(Q1,7) — W(K) donnée par la multiplication par la forme norme de @) est injective.
L’équation (6.3) est donc équivalente a

((a,0)) ® (u,v) ~ {{a, b)) ® (u', ')

en tant que formes quadratiques. Ceci est encore équivalent a I’hyperbolicité de la forme
quadratique ({a, b)) ® (u, v, —u’, —v') sur K et donc wvu'v’ € D ({{(a,b))) d’apres le lemme
6.3.8 (et aussi t(uvu'v') € D({{c,d)))). En multipliant (6.3) par la forme (u) on obtient

(1, uv) ~ (uu’, uv’)
en tant que formes hermitiennes sur (Qy,7:) et, puisque uvu'v’ € Dg(({a,b))),
(1,0 =~ (v’ vu')

en tant que formes hermitiennes sur (Q)1,71). L’équation précédente est équivalente a
I'hyperbolicité de la forme quadratique ({(a, b, vv', uu')) sur K et par (3) la forme quadra-
tique ((c, d, t(vv'), t(uu’))) est hyperbolique sur L. En remontant le raisonnement précédent
(et en utilisant ¢ (uvu'v') € Dr(({c,d)))), on en déduit que les formes hermitiennes (£(u), #(v))
et (t(u'),t(v")) sont isométriques sur (Qg,72). La réciproque est similaire.

(2) = (1) : supposons qu’il existe une (Q;, Q2)-équivalence (t,7) entre K et L satisfaisant
les conditions de 'assertion (2). Les hypotheses faites sur ¢ impliquent, comme dans
la preuve du sens indirect du critere de Harrison 6.1.1, l'existence d’un morphisme & :
W(K) — W(L) envoyant la classe de Witt d'une forme de rang 1 sur la classe de Witt

d’une forme de rang 1. On définit ¥ en posant

\If:{ W(Qla’yl) - W(Qm%)

<a17"' >an> = <t(a1)v"' 7t(an)> .

Comme lors de la preuve du théoreme 6.1.3, en utilisant la proposition 6.2.6, on vérifie
que ¥ est une application qui induit un morphisme d’anneaux et l'inverse de ¢ fournit
un inverse & W. Au vu de la relation entre t et ¢, on prouve sans difficulté la relation de
compatibilité entre ® et W.

(1) = (3) : supposons I'existence de ® et ¥ comme en (1). Puisque ®(I(K)) C I(L), ®
induit le morphisme de groupes

' K*/K*2 N L*/L*2
t'{ a = de(2((1,—q)))

et t satisfait aux autres propriétés énoncées dans la définition 6.3.5 en vertu de la preuve
du sens direct du théoreme 6.1.1. Nous allons montrer que

Dy ({{a.0))) /K" = (Do ({fe. ) /172). (6.4)
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Soit @ € D (({a,b)))/K** représenté par u. Alors

Y((w) = (1)) = (1)

d’une part et
U((u)) = @((u))-(1)

d’autre part (noter que ®((u)) désigne une forme quadratique sur L alors que W ((u)) est une
forme hermitienne sur (Q9,72) ; le méme abus de notation sera réutilisé au cours de cette
preuve). En posant ®({u)) = (z), on voit que ¢(7) = x puis que x € D ({(c,d))) ce qui im-
plique que t(@) € D ({{c,d)))/L** ou encore que Dy (({a,b)))/K** C t*(Dr({{c,d)))/L*?).

Soit maintenant € D (({(c,d)))/L** tel que ¢(7) = T pour un certain y € K*. Si on
éerit ®((y)) = (y) alors v =y € L*/L**. De plus

V((y) = 2((y)-(1) = {v).{1) = (1).

Par injectivité de ¥, on en déduit que (y) =~ (1) et que t (DL ({{c,d)))/L**) C Dg({{a,d)))/K*2.
Puisque (6.4) est vraie, ¢ induit par factorisation un unique morphisme de groupes
injectif £ : K* /Dy (({(a,b))) — L*/Dr({{c,d))) avec

(@) = t(x) mod Dy({{c,d))).

Notons s; : K*/K** — K*/Dg({{a,b))) et sy : L*/L** — L*/Dy({{c,d))) les deux

surjections canoniques. On a le diagramme commutatif suivant

KK s [ /1?2 1Dy (({e, )

Satl

51

K* /D ({{a.b)))

On montre maintenant que sy ot est surjective. Soit @ € L*/Dy(({c,d))) ; ¥ étant
surjective, il existe une forme hermitienne h sur W(Q1,71) telle que ¥(h) = (w) = ®(h).(1).
On peut supposer que h = (ay, -+ ,a,) et ®(h) = (b1, - ,b,) avec ay, -+ ,ap, by, -+ ,b, €
K* (n est forcément impair). En prenant le discriminant a signe raffiné (voir la sous-section
3.2.3) de part et d’autre de ’égalité précédente, on obtient

1_[191»2 =w? mod Dy ({{c, d>>>2
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n

et donc il existe d € Q3 tel que (]I, b;%).Nrdg,/.(d)? = w? ou encore

n

w = +([]b:).Nrdg,/(d).

i=1

L’élément :I:( H?:l ai) est en fait un antécédent de w par s, ot. En effet

t(iHai) = + Ht(ai)

= +dy (n(1)L —®({ay, - ,a,)))
= +de(n(1)L(=by,---, b))

= iﬁbi e L*/L*.

Donc

n n

(spot)(E[Ja) =]t mod D({(c.d))) =

i=1 i=1
On en déduit que s, ot est surjective puis que ¢ est un isomorphisme de groupes.
Soient u, v € K* tels que la forme quadratique ({(a,b,u,v)) soit hyperbolique sur
(Q1,7). La forme de Pfister hermitienne (1, —u, —v,uv) est également hyperbolique
d’apres le théoreme 6.2.3. Ainsi :

0 = Y((1,—u,—v,uv))
= (1, —u, —v,uv)).(1)

(P((1, ~u)) ® D((1, ~v))).(1).

Par définition de t et de ¢, on obtient d’autre part
V({1 v, w0) = (1 b)) ® (1
= (4 —{( u), —t(v), t(u)t(v))

= (L —t(u), —t(v), -

On en déduit que la forme quadratique ({c, d, t(u),(v))) est hyperbolique sur L. Les deux

séries d’équations précédentes fournissent la réciproque en vertu de l'injectivité de . [J

Dans le cas particulier ou K = L, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 6.3.9. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) W(Q1,m) =~ W(Q2,72) en tant que W (K )-modules.

(2) 1l existe un isomorphisme de groupes t : K*/Dx(({a,b))) ~ K*/Dx({{c,d))) avec
t(—1) = —1 tel que la forme quadratique ({a,b,u,v)) est hyperbolique si et seulement si la
forme quadratique ({c,d,t(u),t(v))) est hyperbolique pour tous u, v € K*.
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Preuve. (1) = (2) : on pose ® = idy (k) (donc t = idy.-2). L'implication (1) = (3) du
théoreme 6.3.7 permet de conclure.
(2) = (1) : cela provient de méme de l'implication (3) = (1) du théoreme 6.3.7. O

Remarques 6.3.10. (1) Les conditions sur I'hyperbolicité des formes quadratiques dans
le théoreme 6.3.7 peuvent étre remplacées par des conditions similaires a la condition de
Harrison-Cordes présentée dans l'introduction de ce chapitre ; le théoreme 6.3.7 présente
ainsi une analogie avec le théoreme 6.1.2 de Baeza et Moresi. Il présente aussi quelques
différences :

— la bijectivité de ® n’est pas supposée dans I'assertion (1) ;

— il y a des conditions supplémentaires sur le rang pour ® et sur 'existence d'un “point
base” (1) pour ¥ dans I'assertion (1) ;

(2) Puisque K** = Dg((1)) et que Nrdg, /x(Qf) = Dk (({(a,b))), le corollaire 6.3.9 est un
analogue quaternionique du critére de Harrison 6.1.1 (dans le cas ou K = L).

(3) En 1988, dans [35], Leep et Marshall construisent une application surjective entre
Aut (W(K)) et 'ensemble des applications dites de “Harrison” (vérifiant I'assertion (2)
du critere 6.1.1) et décrivent le noyau de cette application. Leurs résultats utilisent le
fait que tout p € Homgy, (W(K),W (L)) induit un élément p € Homgy,, (W(K), W (L))
respectant la dimension des formes quadratiques et caractérisé par

plq) = plg) mod I”

pour tout ¢ € W(K). Il serait intéressant de voir si de telles propriétés existent au niveau
des formes hermitiennes sur une algebre de quaternions pour voir si certaines hypotheses du
théoreme 6.3.7(1) peuvent étre eliminées ou si I'on peut généraliser les résultats précédents
aux formes hermitiennes.

Pour terminer cette section, nous motivons notre préférence pour la structure de mo-
dule dans le théoreme 6.3.7 et le corollaire 6.3.9 par deux exemples (I'un ou le cardinal
de anneau de Witt est infini, 'autre ou il est fini) montrant qu’au niveau des formes
quadratiques la structure de groupe de I’'anneau de Witt ne suffit pas a classer les corps a
Witt-équivalence pres comme dans le critere 6.1.1.

Exemples 6.3.11. (1) Cet exemple, di a Perlis, Szymiczek, Conner et Litherland se
trouve en [60, §7]. Si K = Q(+/2) et L = Q, on montre que W (K) ~ W(L) en tant que
groupes : en utilisant des résultats de Conner et Perlis et une suite exacte de Knebusch, on
montre que le groupe additif W (K') est somme directe d’un groupe cyclique infini et d’une
infinité dénombrable de groupes cycliques d’ordre 2 ou 4 et on sait que la méme chose est
vraie pour L = Q (voir [71, Chapter 5, Theorem 3.4]). Le résultat [60, §4, Corollary 2]
montre que W(K) 22 W(L) en tant qu’anneaux.

(2) Cet exemple est dii a Cordes en 1973 en [16, Example 7.2] et se base sur une construction
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de Gross et Fischer obtenue en 1965 en [28, §I1.1]. On choisit K = Qy(v/d) ol d €
Q3\ & Q3. Alors K est un corps local et

|K*/K*? =16, s(K) =2, u(K) =4
(voir [34, Chapter VI, Corollary 2.24|, [34, Chapter XI, Examples 2.4(7), 4.2(4)]). Soit F}
un corps avec
|Fy )PP =4, s(Fy) =2, u(F)) =2
(Fy existe d’apres les résultats de Cordes). Alors L = Fi((X)) vérifie
|L*/L**| =38, s(L) =2, u(L) = 4.
D’apres [16, Theorem 4.5],
W(K) ~W(L) ~Cy x Cy x Cy x Cy

) =~
en tant que groupes. Mais W (K) 2 W (L) en tant qu’anneaux d’apres le critere de Harrison
6.1.1 puisque |K*/K*?| = 16 # 8 = |L*/L*?|.

6.4 Equivalences de réciprocité

6.4.1 Préliminaires

Dans cette sous-section, nous fixons quelques notations et rappelons quelques faits concer-
nant les corps globaux. Nous renvoyons a [56] pour tout renseignement complémentaire
concernant les formes quadratiques sur des corps globaux.

Un corps global est un corps de nombres algébriques (i.e. une extension finie de Q) ou
un corps de fonctions algébriques (i.e. une extension finie d'un corps de la forme IF,(X) ol
q est une puissance d’un nombre premier et X est une indéterminée).

Soient F' un corps global, P une place non triviale de F' et Fp une complétion de F' en
P. Alors, si P est une place non archimédienne, P est discrete et Fp est un corps local a
corps résiduel fini ; on dit aussi que P est une place finie. Si P est une place archimédienne,
il existe un isomorphisme topologique de Fp sur R ou C : la place est appelée réelle dans
le premier cas, complexe dans le second. Une place archimédienne est aussi appelée place
infinie. Si F est un corps de fonctions algébriques, toutes les places de F' sont finies et
si ' est un corps de nombres algébriques, il y a un nombre fini de places archimédiennes
(plus précisément le nombre de places archimédiennes est au moins 1 et au plus [F : Q).
On introduit les notations suivantes :

Qpr = {places non triviales de F'},
Qf = {places finies de F},
QF = {places infinies de F'},

O = {places réelles de F'} = {P € QF | Fp =R},
Q% = {places complexes de F'} = {P € QF | Fp = C}.
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On a évidemment les unions disjointes Qp = QF, U Q% et QF = Q}, U Q5.
Les deux résultats centraux concernant les formes quadratiques sur des corps globaux
sont les deux théoremes suivants :

Théoréme 6.4.1 (Principe de Hasse-Minkowski). Siq est une forme quadratique sur
un corps global F' alors q est hyperbolique sur F si et seulement si q est hyperbolique sur
Fp pour tout P € Qp.

Preuve. Voir [34, Chapter VI, Theorem 3.1]. O

Théoréme 6.4.2 (Global Square Theorem). Si F' est un corps global et si a € F*
alors a € F** si et seulement si a € F* pour tout P € Qp.

Preuve. Voir [34, Chapter VI, Theorem 3.6]. O

Remarque 6.4.3. On appelle généralement “principe de Hasse-Minkowski” le résultat
suivant : une forme quadratique ¢ sur un corps global F' est isotrope si et seulement si elle
est isotrope sur Fp pour tout P € p. Le théoreme 6.4.1 en est une conséquence.

Précisons quelques faits concernant les places réelles d'un corps global : soient F' un
corps global et P € Q. Alors il existe un isomorphisme ¢ : Fp ~ R. Via ¢, on peut voir
Fp comme un corps ordonné (au sens habituel : voir [71, Chapter 2, Definition 4.1]) pour
F3%. Puisque Fp est un corps réel clos et euclidien, F5* est le seul ordre de Fp (voir [71,
Chapter 3, Theorem 1.1.4]). On dit alors qu'un élément a € F* est positif (resp. négatif)
en P et on note a> 0 (resp. as 0) si a € Fp? (resp. a € —F%?%). Si a € F*, nous notons :

QEa:{PEQ% ’ CL§O}

On a le résultat suivant :

Lemme 6.4.4. Soient P € QY et q une forme quadratique sur F. Alors q est hyperbolique
sur Fp si et seulement si sgnp(q) = 0 ot sgnp désigne la signature en P (voir la sous-
section 3.3.2).

Preuve. Le sens direct est évident. Si sgnp(q) = 0, rappelons que sgnp est la composée
W(F) - W(Fp) ~ Z. Puisque la signature d'une forme hyperbolique est nulle, ¢ est
hyperbolique sur Fp. O

On peut calculer la valeur de la signature (en une place réelle) d’'une 2-forme de Pfister

({z,9)) :
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v [y [ay [ sgnp ({({2,9))

¥+ |+ 0
Table 6.4.5. | — | + | — 0

S 0

B 4

On obtient finalement le résultat suivant qui nous sera utile dans la sous-section 6.4.3 :

Lemme 6.4.6. Soit F' un corps global et P € Q}.. Une n-forme de Pfister ¢ = ({ay,- -+ ,a,))
n’est pas hyperbolique sur Fp si et seulement si a; § 0 pouri=1,---,n.

Preuve. Le fait que q; ; 0 pouri =1,--- nest équivalent & sgnp(q) = 2" d’apres la table

6.4.5 et une récurrence sur n. Cette derniere propriété est aussi équivalente au fait que ¢
soit non hyperbolique sur Fp d’apres le lemme 6.4.4. U

6.4.2 Equivalence de réciprocité

Dans cette sous-section, K et L désignent des corps globaux de caractéristiques différentes
de 2. Pour définir la notion d’équivalence de réciprocité, nous nous basons sur [60, §1] :

Définition 6.4.7. Une équivalence de réciprocité entre deux corps globaux K et L est un
couple d’applications (¢,7'), ol ¢ est un isomorphisme de groupes ¢ : K*/K** — L*/L** et
ou T est une bijection T": Qx — € telles que (¢,7T) respecte les symboles de Hilbert i.e.

<x7y)P = (txaty)TP
pour tous z, y € K*/K*? et tout P € Q.

Remarque 6.4.8. Puisque (z,y)p = 1 si et seulement si la forme quadratique (1, —z, —y)
est isotrope sur Kp ce qui équivaut a ce que la 2-forme de Pfister quadratique ((z,y)) soit
hyperbolique sur Kp, on peut remplacer la condition de la définition 6.4.7 concernant les
symboles de Hilbert par “-- telles que la forme quadratique ((z,y)) est hyperbolique sur
Kp si et seulement si la forme quadratique ((t(z),(y))) est hyperbolique sur Lypy”.

Le théoreme 6.1.4 de Perlis, Szymiczek, Conner et Litherland élucide le lien qu’il y a en-
tre équivalence de Witt et équivalence de réciprocité pour des corps de caractéristique
différente de 2. Rappelons son énoncé :

Théoreme K et L sont Witt-€quivalents si et seulement si il existe une équivalence
de réciprocité entre K et L.

Pour terminer cette sous-section, nous mentionnons une idée de la preuve de ce résultat
qui dépend, pour une part importante, du critere de Harrison 6.1.1. Tout d’abord :
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Corollaire 6.4.9 (Perlis, Szymiczek, Conner, Litherland). S’il existe une équivalence
de réciprocité entre K et L, ils sont Witt-équivalents.

Preuve. La preuve de ce résultat est en [60, §2, Corollary 1]. Soit (¢,7") une équivalence
de réciprocité entre K et L. La forme quadratique ((x,y)) est hyperbolique sur K si et
seulement si la forme quadratique ((z,y)) est hyperbolique sur Kp pour tout P € Q
ce qui équivaut a ce que la forme quadratique ((t(z),%(y))) est hyperbolique sur Lp(p
pour tout P € Q. D’apres le principe de Hasse-Minkowski 6.4.1, ceci est équivalent au
fait que la forme quadratique ((t(x),t(y))) est hyperbolique sur L. Ensuite, si on pose
t(=1) = c e L* /L*27 un calcul montre que —c est un carré localement partout ce qui
implique, d’apres le théoréme 6.4.2, t(—1) = —1. On conclut en appliquant le critére de
Harrison 6.1.1. U

La preuve du sens direct du théoreme 6.1.4 est beaucoup plus difficile et se base sur une
description de la 2-torsion du groupe de Brauer par l’ensemble des sous-ensembles de
Q\QY d’ordre pair muni de la différence symétrique. Cette description permet d’associer
(difficilement) & ® : W(K) ~ W(L), une bijection entre les places non complexes de K
et L. Cette bijection peut ensuite s’étendre a une bijection entre toutes les places non
triviales de K et L. On pourra consulter [60, §3, 4] pour avoir la preuve de ces faits.

6.4.3 Equivalence de réciprocité quadratique

Dans cette sous-section, k (resp. 1) désigne un corps global de caractéristique différente de
2, K = k(y/a) (resp. L = 1(v/b)) une extension quadratique de k (resp. 1) et o, (resp. o)
I'automorphisme non trivial de K (resp. L). Le but de cette sous-section est de prouver
le théoreme 6.1.5. A ce titre, nous définissons la notion suivante :

Définition 6.4.10. Une (a,b)-équivalence de réciprocité quadratique entre k et [ est un
couple d’applications (¢,7") ol ¢ est un isomorphisme de groupes ¢ : k*/Ng/(K*) —
I*/Npj(L*) avec t(—1) = —1 et ot T" est une bijection 7" : €, — i telles que la forme
quadratique ({a,x,y)) est hyperbolique sur kp si et seulement si la forme quadratique
((b,t(x),t(y))) est hyperbolique sur lppy pour tous =, y € k*/Ng/p(K*) et tout P € Q4.

Le résultat que nous prouvons est le suivant :

Théoreme Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) W(K,0,) >~ W(L,0,) en tant qu’anneau.
(2) Il eziste une (a,b)-équivalence de réciprocité quadratique entre k et .

Preuve. (2) = (1) : en vertu de l'implication (2) = (1) du théoréme 6.1.3, il suffit

de montrer que la forme quadratique ({(a,z,y)) est hyperbolique sur k si et seulement
si la forme quadratique ((b,t(z),t(y))) est hyperbolique sur I. Notons que pour tout
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P e QU \Qq (resp. tout Q € 4\ Q) et tous z, y € k*, la forme quadratique ((a, z,y))
(resp. ((b,t(z),t(y)))) est hyperbolique sur kp (resp. sur lg). Ce fait est clair si la place
est complexe ou si a ? 0 (resp. sib 5 0) et si la place est réelle en vertu du lemme 6.4.6 ;

si la place P (resp. () est finie cela provient du fait que kp (resp. lg) est un corps local
a corps résiduel fini et que u(kp) = 4 = u(lg) (voir [34, Chapter XI, Example 4.2(4)]).
Ceci étant, supposons que la forme quadratique ((a,z,y)) soit hyperbolique sur k. Alors
¢ = ((b,t(x),t(y))) est hyperbolique sur ly pour toute place ) € €, et, puisque ¢ est
aussi hyperbolique sur lg pour @ € Q,\$y;, ¢ est hyperbolique sur [ d’apres le principe de
Hasse-Minkowski 6.4.1. La réciproque se montre pareillement.

(1) = (2) : en appliquant le théoreme 6.1.3, il nous reste a trouver la bijection 1" de la
définition 6.4.10.

Nous montrons tout d’abord que k et [ ont le méme nombre de places réelles distinctes
pour lesquelles a et b sont négatifs. Grace au lemme 6.4.6, il est facile de voir que k£ n’a pas
de place réelle ou a est négatif si et seulement si [ n’a pas de places réelles ou b est négatif
; dans ce cas (par exemple si k et [ sont deux corps de fonctions algébriques), la preuve
est alors terminée, la propriété d’hyperbolicité de 6.4.6 étant obligatoirement satisfaite.
Supposons donc que |€2 .| = n et notons

Qk,a:{Ph'" 7Pn}

Puisque & est un corps global ayant au moins une place archimédienne, c’est un corps SAP
(voir, par exemple, [44, §2]). Ainsi, il existe z1,--- ,x, € k* tels que

xi?O, :L’iéOsij#i,

[3

pour ¢ = 1,--- ,n. D’une part, il est facile de voir que pour tout 7,

(=D)"xy -z Xigr - Ty, ; 0

[3

et donc, en vertu du lemme 6.4.6, la forme quadratique ((a, —1, (—=1)"xy -+ - &1 @11 -+ - Tp))
n’est pas hyperbolique sur k. Par conséquent, la forme quadratique

({0, =1, (=1)" (1) - - L)t (1) - - - E(n)))

n’est pas hyperbolique sur [ et il existe une place @); (forcément réelle) telle que la forme
quadratique ((b, =1, (—1)"t(z1) - - - t(xi—1)t(zi41) - - - t(xy,))) ne soit pas hyperbolique sur [g,
d’apres le principe de Hasse-Minkowski 6.4.1. En appliquant le lemme 6.4.6, on voit que
b 5 0 et

(1)t (x1) - Hxs ) H(@isr) - - Han) < O, (6.5)

i
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pour ¢ = 1,--- . n. D’autre part on a aussi

(—1) x1~~-xn§0

[3

pour tout ¢ = 1,--- ,n et, en utilisant le méme genre d’arguments que précédemment, on
voit que

(=)™t (z1) - - t(z,) < 0. (6.6)
En combinant (6.5) et (6.6), on en déduit que t(z;) 5 0 pour ¢ = 1,--- ,n. Nous pouvons

maintenant montrer que les n places @); sont distinctes. Si au contraire il existe 7 £ j tels

que @ = Q; = Q; alors

donc la forme quadratique ((b,t(—x;),t(—z;))) n’est pas hyperbolique sur [ ce qui implique
que la forme quadratique ((a, —z;, —z;)) n’est pas hyperbolique sur k. D’apres le principe
de Hasse-Minkowski 6.4.1 et le lemme 6.4.6, il existe une place P € € , pour laquelle

ce qui est impossible par construction des x;.
Puisque l'application ¢ est bijective, les arguments précédents impliquent donc que
Q% .ol = |Qup| = n. Définissons

. Qk,a - Qz,b
T'{ P = Q

ou j est déterminé de la maniere suivante : on choisit z > 0 et x < 0 pour tout m # ¢
P P,

[3 m

alors j est l'indice tel que t(z) 5 0 et t(x) Q< 0 pour tout m’ # j. T est une application
j m

bien définie (les arguments sont les mémes que précédemment) et on peut supposer que
T(P,) =Q; pour i,--- ,n.

Supposons enfin que la forme quadratique ((a, z, y)) ne soit pas hyperbolique sur kp, et
montrons que la forme quadratique ((b,t(z),t(y))) n’est pas hyperbolique sur lp,. Alors,
d’apres la proposition 5.2.6(1), cette derniere forme est anisotrope sur lg, et donc ¢t(z) < 0

3

et t(y) 5 0 d’apres le lemme 6.4.6. Puisque t(z;) 5 0 par définition, les formes quadratiques

({0, t(=:), t(x))) et (b, t(—), t(y)))

ne sont pas hyperboliques sur [, puis sur [ par le principe de Hasse-Minkowski 6.4.1. Donc
les formes quadratiques

({a, =i, 2)) et {(a, =i, 9))
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ne sont pas hyperboliques sur k. En appliquant a nouveau le principe de Hasse-Minkowski,
on en déduit qu'il existe P, R € ), telles que

z; >0, x<0etxz; >0, z<0.
P P R R

Ainsi P = R = P; et la forme quadratique ((a,z,y)) n’est pas hyperbolique sur kp,. La
réciproque se montre de la méme maniere. ]

Remarques 6.4.11. (1) Si, au regard de la remarque 6.4.8, on peut dire que les théoremes
6.1.4 et 6.1.5 présentent une analogie, il existe tout de méme quelques différences impor-
tantes. Dans la démonstration du théoreme 6.1.4, les places qui posent probleme sont les
places finies qui n’interviennent pas dans la preuve précédente puisque le complété d’un
corps en une telle place est p-adique (au sens de Lam : voir [34, Chapter VI, Définition
2.1]) et son u-invariant vaut 4. En outre, la preuve du théoreme 6.1.5 peut étre considérée
comme élémentaire au vu des techniques employées alors que la preuve du théoreme 6.1.4
est ardue. Enfin, dans la théoreme 6.1.5, on suppose que t(—1) = —1 ce qui n’est pas le
cas dans le résultat 6.1.4 ; cette condition découle,dans ce dernier cas, du “Global Square
Theorem” 6.4.2 qui n’admet pas (& notre connaissance) d’analogue adapté a notre cas.
(2) Dans la preuve précédente pour (1) = (2), au lieu d’invoquer le fait que le corps est
SAP, nous pouvons utiliser le théoreme d’approximation fort pour les corps globaux : voir
[56, Chapter II, Theorem 2.1.2].

(3) Comme il a été remarqué au cours de la preuve, le théoreme 6.1.5 n’apporte rien
au théoreme 6.1.3 pour deux corps de fonctions algébriques. Dans ce cas, les conditions
concernant I’hyperbolicité de formes quadratiques disparaissent de ces résultats.
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Chapitre 7

Groupes de Whitehead réduits

7.1 Introduction

Soit K un corps de caractéristique quelconque. Si A une K-algebre simple centrale on pose
SLl(A) = {CL € A" | NI'dA/K(CL) = 1},

et on note [A*, A*] le groupe engendré par les commutateurs de A (i.e. les éléments de
la forme aba='b7!, a, b € A*). En 1943, Tannaka et Artin posent (indépendamment) la
question suivante :

Question 7.1.1 (Tannaka-Artin). Si on omet les cas particuliers A = My(Fy), My(Fs3),
est-il toujours vrai que SLi(A) et [A*, A*| coincident ¢

S’il est trivialement vrai que SLy(A) C [A*, A*], la question de la véracité de la réciproque
a été un probleme ouvert durant de nombreuses années connu sous le nom de “probleme
de Tannaka-Artin”.

La question 7.1.1 a pu étre reformulée dans deux situations particulierement intéressantes.
Tout d’abord, Bass est le premier a remarquer 'importance de cette question vis a vis de
la K-théorie algébrique et la présente de la maniere suivante :

Question 7.1.2 (Bass). Si on omet les cas particuliers A = My(Fy), My(F3), est-il tou-
jours vrai que SK;(A) =1 %

Ici, SK;(A) est le groupe défini par
SK1(A) = SLi(A)/[A7, A™],

et est appelé le groupe de Whitehead réduit de A (on oubliera dorénavant de citer les deux
cas particuliers de 7.1.1 et 7.1.2). Ensuite, la question 7.1.1 a un rapport avec la théorie
des groupes algébriques ; celle-ci est en fait équivalente a la conjecture de Kneser-Tits pour
les groupes classiques de type A,, (voir [78] pour plus de détails).
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Contre toute attente, Platonov montre en 1975 que la réponse a 7.1.1 est négative en
construisant un contre-exemple sur un corps local (voir [61]). Ceci montre du méme coup
que la question 7.1.2 admet une réponse négative et que la conjecture de Kneser-Tits pour
les groupes de type A, est fausse. Platonov batit ensuite une K-théorie dite réduite dans
une série d’articles (voir les références 8 a 14 dans l'article de Yanchevskii [84]) et met en
valeur des connections importantes entre les groupes de Whitehead réduits et les groupes
algébriques.

De méme que la conjecture de Kneser-Tits est vérifiée pour beaucoup de groupes sim-
plement connexes, le groupe SK;(A) est trivial dans un grand nombre de cas et il de-
meure intéressant de trouver des conditions les plus faibles possibles sur le corps K ou sur
'algebre A afin d’assurer la trivialité de SK;(A). Parmi la multitude de résultats existants,
le résultat qui suit, da & Wang en 1949 (voir [80]), est primordial :

Théoréme 7.1.3 (Wang). Si A est déployée ou si l'indice de A est sans facteurs carrés,
SKi(A) = 1.

En 1975 dans [83, Theorem p. 492], Yanchevskil montre le résultat général suivant :

Théoréme 7.1.4 (Yanchevskii). Si K est un corps C9, alors SKi(A) = 1 (voir 7.4.1
pour la définition d’un corps C3).

En particulier, toute algebre simple centrale sur un corps Cs admet un groupe de Whitehead
réduit trivial. Bien sir, beaucoup d’autres résultats concernant SK; sont disponibles dans
la littérature et certains d’entre eux sont rappelés au début de la section 7.2. Nous donnons
également une liste (non exhaustive) de propriétés vérifiées par ce groupe.

A partir de 1973, Platonov et Yanchevskii développent parallelement une K-théorie
unitaire réduite dont l'objet central est le groupe de Whitehead unitaire réduit USK; défini
pour une K-algebre simple centrale a K/F-involution unitaire o par

USK; (A) = 5, (A) /S, (A),

ou ¥,(A) (resp. ¥, (A)) est le sous-groupe de A* engendré par les éléments symétriques
(resp. par les éléments dont les normes réduites sont symétriques) pour involution o.
Ce groupe est un analogue de SK; pour les algebres a involutions unitaires présentant
également des liens avec la K-théorie algébrique et les groupes algébriques. Platonov
et Yanchevskil montrent que le groupe USK; n’est pas toujours trivial (voir [63]) et, en
conséquence la conjecture de Kneser-Tits pour les groupes unitaires est fausse. Néanmoins,
il existe des conditions suffisantes a sa trivialité comme par exemple le théoreme suivant
da a Yanchevskii en 1974 (voir [82, Theorem 1]) et qui dépend (dans ses hypotheses) du
théoreme 7.1.4 :

Théoreme 7.1.5 (Yanchevskii). Si F est un corps CY alors USK;(A) = 1.
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Le groupe USK; possede (souvent) des propriétés comparables a SK; et ces deux groupes
ont parfois des liens. Nous rappelons quelques uns de ces faits dans la seconde partie de
la section 7.2.

La section 7.3 contient des résultats préliminaires aux preuves des résultats de la sec-
tion 7.5. Apres avoir rappelé deux résultats classiques dus a Wang, nous prouvons une
généralisation d’un lemme technique de Yanchevskii (voir 7.1.8). Enfin, nous nous inspirons
d’un résultat énoncé par Bayer-Fluckiger et Serre en [9] pour construire a partir d'un corps
de caractéristique différente de p un corps parfait vérifiant certaines autres propriétés (voir
7.3.6).

En 1985 dans [76, §24], Merkurjev et Suslin prouvent un résultat primordial reliant
la p-dimension cohomologique a la surjectivité de la norme réduite pour les algebres p-
primaires (voir le théoreme 7.4.3). Ce résultat est une conséquence de leurs travaux sur
les homomorphismes de résidus normiques et admet le corollaire suivant qui montre que
les corps a la fois CY et parfaits ont une description cohomologique simple :

Corollaire 7.1.6 (Merkurjev-Suslin). Si K est un corps parfait, les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(1) cd(K) < 2.

(2) K est un corps C3.

Dans la section 7.4, apres avoir donné la définition d’un corps C3, nous donnons une preuve
élémentaire de ce résultat (modulo le théoréme 7.4.3 que nous admettons).

Au vu des résultats 7.1.4, 7.1.5 et 7.1.6, on peut espérer obtenir des critéres coho-
mologiques pour assurer la trivialité de SK; ou de USK; dans certains cas. FEn ce sens,
en 1995, Bayer-Fluckiger et Parimala énoncent (implicitement) le résultat suivant (voir |7,
Lemma 4.1.2]) :

Proposition 7.1.7. Si F' est un corps de caractéristique différente de 2, si cdo(F) < 2 et
si D est une algébre a division de degré 2-primaire munie d’une K/F-involution unitaire,

USK;(D) = 1.

Ce résultat est utile dans leur preuve de la conjecture I1 de Serre pour les groupes classiques
de type spécial unitaire (voir [7, Theorem 4.1.1, Theorem 5.1.2]).

La proposition 7.1.7 étant énoncée sans preuve, nous prouvons, lors de la section 7.5
un énoncé plus général reposant sur les résultats des sections 7.3 et 7.4 :

Théoréme 7.1.8. Soient F' un corps de caractéristique p (éventuellement nulle) et q un
nombre premier différent de p. Supposons que cdy(F) < 2 et que D est une K-algébre a
division de degré q-primaire munie d’une K/F-involution unitaire. Alors USK;(D) = 1.

En outre, nous prouvons également le résultat suivant :

Théoréme 7.1.9. Soient K un corps de caractéristique p (éventuellement nulle) et g un
nombre premier différent de p. Supposons que cd,(K) < 2 et que D est une K-algébre a
division de degré q-primaire. Alors SK{(D) = 1.
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Les résultats 7.1.8 et 7.1.9 peuvent étre considérés comme des criteres locaux pour la trivia-
lité des groupes de Whitehead réduits. Le corollaire 7.5.2 précise le devenir de ces deux
résultats d’un point de vue global.

Bien que les preuves de ces résultats puissent étre sans doute obtenus comme conséquence
de résultats généraux, nous n’avons trouvé nulle part d’énoncés de ce type. Nous avons
préféré présenter ces preuves de fagon élémentaire dans le but de mettre en valeur quelques-
unes des techniques astucieuses mises au point par Wang, Platonov et Yanchevskii.

7.2 Groupes de Whitehead réduits d’une algebre sim-
ple centrale. Résultats principaux

Dans la suite de ce chapitre, sauf mention contraire, nous considérons des corps de carac-
téristique quelconque.

7.2.1 Le groupe de Whitehead réduit

Dans cette sous-section, nous nous contentons de rappeler quelques résultats significatifs
concernant SK; et renvoyons a I'ouvrage de Draxl [22, §23] ou de Platonov et Yanchevskit
[64, Chapter 4, §2] pour tout renseignement complémentaire.

Propriétés

Soient K un corps et A une K-algebre simple centrale. Rappelons que le groupe de
Whitehead K;(A) est, par définition, A*/[A*, A*] et que I'on peut définir le morphisme de
norme réduite

Nrd : Kl(A) — Kl(K) = K*.

Le groupe de Whitehead réduit SK;(A) est alors le noyau de ce morphisme. Le premier cas
que 'on peut étudier est le suivant :

Lemme 7.2.1. Sin>1 et sin#2 et K #Fy, Fsz, on a SK; (Mn(K)) = 1.

Preuve. On a un morphisme de groupes surjectif GL,, (K) — K* donné par le déterminant
qui a pour noyau SL,(K). Ainsi SK; (M, (K)) ~ SL,(K)/[GL,(K),GL,(K)] qui est
trivial sauf si n = 2 et K = Fy, F3 (voir [22, §20, Theorem 4] pour un résultat plus
général). O

Remarque 7.2.2. Si A = M,(F,), SK;(A) et K;(A) sont des groupes cycliques d’ordre 2.
Si A = My(F3), SK;(A) est un groupe cyclique d’ordre 3 et K;(A) est un groupe cyclique
d’ordre 6.
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En utilisant la théorie des déterminants de Dieudonné (voir [22, §20] ou [64, Chapter
2, §4]), on montre que
SK; (M, (D)) ~ SK,(D)

si D est une algebre a division ce qui, en vertu du théoreme 1.1.1, indique que le groupe
de Whitehead réduit de A dépend seulement de la classe de A dans Br(K). On peut ainsi
se restreindre a I'étude de ces groupes pour les algebres a division.

SK; possede la propriété fonctorielle suivante : si L/K est une extension de corps, on
a un morphisme

et, si L/K est algébrique, le noyau de ce morphisme est annulé par (ind A, [L : K]) (voir
[78, Lemme 2.2]). En appliquant ce résultat a un sous-corps maximal de A, on en déduit
que SK;(A) est annulé par ind A. Si (ind A, [L : K]) = 1, le morphisme précédent est
injectif.

On sait (voir [22, §9, Corollary 11]) que toute algebre a division D dont le degré est
[T, p* (ot les p; sont des premiers distincts deux & deux et les n; sont des entiers positifs)
peut s’écrire sous la forme

D =D ®y- @k D, (7.1)

ou chaque D; est une algebre a division de degré p;". Dans ce cas, on peut montrer que
(voir [22, §23, Lemma 6] ou [64, Chapter 4, §2.2, Theorem 1])

ce qui permet de réduire le calcul de SK; aux algebres a division de degré p-primaire, p
étant un nombre premier.

Si le groupe SK;(A) peut grossir exagérément par extension des scalaires de K a une
extension algébrique (voir [64, Chapter 4, §2.4, 2.5]), ce phénomene ne se produit pas pour
les extensions transcendantes :

Théoréme 7.2.3 (Platonov). Si R est une extension transcendante pure de K alors
SK;(A) ~ SK; (A ®k R) (induit par linjection canonique A — A Qk R).

Preuve. Voir [64, Chapter 4, §2.7, Stability Theorem)]. O

Calcul de SK;

Le groupe SK;(A) est trivial pour toute K-algebre simple centrale A sur un grand nombre
de corps K. D’apres un résultat de Nakayama et Matsushima en 1942, ceci est vrai si K
est un corps p-adique (voir [55]) et d’apres un résultat de Wang en 1949 (voir (80, Theorem
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p. 329]) ceci est également vrai pour les corps de nombres algébriques. Ces deux résultats
ont confirmé 'opinion générale selon laquelle SK;(A) devait étre trivial pour un corps K
arbitraire ce qui fut infirmé en 1975 par Platonov. Le théoreme 7.1.4 di a Yanchevskii
en 1975 est un autre exemple de résultat de type général. Le résultat de Yanchevskii
permet de montrer que SK;(A) = 1 pour les corps de fonctions algébriques (en effet, un
tel corps est forcément Cy (voir [75, Chapitre II, §4.5]donc C3 : voir la remarque 7.4.2).
En combinant ce résultat avec celui de Wang, on en déduit que SK;(A) = 1 pour les corps
globaux.

Le résultat 7.1.3 di a Wang en 1949 est un exemple ou une condition sur l'algebre A
implique la trivialité de SK;(A) pour tout corps K.

Comme on 'a déja mentionné plus haut, SK;(A) n’est pas toujours trivial. D’apres
des travaux de Platonov, c’est le cas si A est une certaine algebre sur un corps local (voire
méme hensélien : voir [61] ou [78, §3]). Puisque SK; n’est pas toujours trivial, on peut se
demander les “valeurs” qu’il peut prendre. Le résultat suivant (dont la preuve est ardue),
du indépendamment a Draxl et a Platonov, prouve que la réponse a cette question est
simple et que la question 7.1.1 (et donc aussi la question 7.1.2 et la conjecture de Kneser-
Tits pour les groupes de type A,,) est loin d’étre vraie :

Théoréme 7.2.4 (Draxl-Platonov). Etant donné un groupe abélien fini G, il existe une
algébre a division D telle que SKy(D) ~ G.

Preuve. Voir [20]. O
Le groupe SK; peut également étre de cardinal infini. Plus précisément :

Théoréme 7.2.5 (Platonov). Soit m > 1 un entier alors il existe une algébre a division
D telle que | SK;{(D)| = oo et ind(D) = m?.

Preuve. Voir [62]. O

En 1995 dans [51], Merkurjev mentionne le théoreme suivant (sans preuve) qu’il décrit
comme une conséquence de résultats de Suslin et Yanchevskii :

Théoréme 7.2.6 (Suslin-Yanchevskii). Sicd(K) < 2, SK;(A) = 1.
Suslin a méme conjecturé le fait suivant :
Conjecture 7.2.7 (Suslin). Si cd(F) < 3, SK;(A) = 1.

Cette conjecture est vraie pour une algebre de quaternions (sans hypothese sur la dimension
cohomologique : voir [22, §23 Lemma7, Theorem 1]) et a été prouvée pour une algebre de
biquaternions par Merkurjev en [51, Corollary p.76] comme conséquence de résultats de
Rost concernant ces dernieres.
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7.2.2 Le groupe de Whitehead unitaire réduit

Pour tout renseignement complémentaire concernant ce groupe, nous renvoyons aux articles
suivants de Yanchevskii [84], [85] et [86] ainsi qu’a 'article [63] ou a 'ouvrage [64, Chapter
4, 8§3] de Platonov et Yanchevskii. Dans cette sous-section et a chaque fois que nous
parlerons de groupe de Whitehead réduit, A désignera une K-algebre simple centrale a
K/ F-involution unitaire o.

Propriétés

Tout d’abord, les définitions de USK;(A), ¥,(A) et ¥/ (A) dépendent, a priori, de I'involution
0. Si o et 0 sont des involutions unitaires sur A on définit la relation d’équivalence ~ par

o~ <  o|lg=0|k.

En appliquant la proposition 1.1.6, on montre aisément que ces définitions dépendent
seulement de la classe de 0 modulo ~ : voir [82, Lemma 1]. Dans la suite de ce chapitre,
nous ne préciserons plus l'involution et noterons ces groupes USK;(A), 2(A) et ¥'(A) si
A est munie d’une involution unitaire (cela voudra dire que I'on choisit n’importe quelle
involution dans la classe de o modulo ~).

Le groupe de Whitehead unitaire réduit possede beaucoup de propriétés en commun
avec SK;. Par exemple, pour tout entier n et pour tout corps gauche D, on a

USK, (M, (D)) ~ USK,(D)

ce qui, la encore, permet de restreindre la discussion sur la valeur de USK; aux algebres a
division (voir [82, Lemma 3]).

Le groupe USK;(A) est aussi annulé par ind A et en reprenant les notations de (7.1),
on peut également prouver que (voir [84, Proposition 2.7])

USK; (D) ~ [ [ USKq(Dy),

ces résultats étant dus a Yanchevskii.

Comme pour SKj, le comportement de USK; vis a vis de I'extension des scalaires de
K par une extension algébrique parait étre aléatoire et ceci change du tout au tout pour
les extensions transcendantes pures d’apres un résultat de Yanchevskii :

Théoréme 7.2.8 (Yanchevskii). Si R est une extension transcendante pure de K alors
USK;(A) ~ USK; (A ®k R) (induit par l'injection canonique A — A @k R).

Preuve. Voir [84, Proposition 2.10] ou [85, Theorem 2]. O
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Lien avec SK;

Les résultats du paragraphe précédent conduisent a penser que le groupe de Whitehead
réduit et unitaire réduit sont liés. Cette remarque peut étre clarifiée.

Tout d’abord, les deux résultats suivants laissent augurer un rapport entre ces deux
groupes :

Proposition 7.2.9 (Platonov-Yanchevskii). Si D est une K-algébre a division munie
d’une K/F-involution de seconde espéce, |[D*, D*] C $(D).

Preuve. Voir [64, Chapter 4, §3.2, Theorem 4]. O

Proposition 7.2.10 (Yanchevskii). Si A est une K -algebre simple centrale munie d’une
K/ F-involution de seconde espéce, [A*, A*] C ©(A).

Preuve. Voir [82, Lemma 2]. O

Si z € ¥/(A), alors on peut écrire = o(z)a out a € SL;1(A). L’homorphisme canonique
SL;(A) — SK;(A) induit, en vertu de la proposition 7.2.10, un morphisme ¢ : USK;(A) —
SK;(A). En outre :

Lemme 7.2.11 (Yanchevskii). L’exposant de ker ¢ divise 2. En particulier, si l'indice
de A est impair, ¢ est injective.

Preuve. On se base sur [84, Lemma p. 183]. Supposons = € ¥/(A) et écrivons z = o(x)a
ou a € SLi(A). Si xz € ker ¢ alors a € [A*, A*]. D’apres la proposition 7.2.10,

2? = z0(x)a € (A).

De plus, si I'indice de A est impair, I'exposant de USK;(A) est impair (voir le paragraphe
précédent) et la derniere égalité assure que = € $(A). O

Le lemme précédent peut étre utilisé de la facon suivante : si A est une K-algebre simple
centrale d’indice impair munie d'une K/ F-involution unitaire et si on sait que SK;(A) =1
alors USK;(A) = 1. Cette simple remarque permet d’assurer la trivialité de USK;(A)
dans un grand nombre de cas particuliers ; elle met également en valeur le fait que, pour
ce probleme, le nombre premier 2 est a considérer a part. Cette impression sera confirmée
lors de la section 7.5.

Calcul de USK;

Si USK; (A) n’est pas toujours trivial (cela a d’abord été montré par Platonov et Yanchevskii
en 1973 : voir [63]), il n’en demeure pas moins qu’il 'est dans un grand nombre de cas.
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En analogie avec les résultats de Nakayama-Matsushima et Wang (voir sous-section 7.2.1),
Platonov et Yanchevskii prouvent que USK;(A) = 1 si K est un corps global.

En ce qui concerne les résultats concernant les algebres d'un type particulier, nous
avons le résultat suivant, qui est similaire au théoreme 7.1.3 dans son énoncé, et qui a été
démontré par Yanchevskii en 1975 :

Proposition 7.2.12 (Yanchevskii). Si A est une K-algébre simple centrale a K/F-
involution unitaire et d’indice premier, USK;(A) = 1.

Preuve. Voir [82, Lemma 5]. O

Le résultat précédent peut étre affiné (voir [21, Théoreme p. 66]).

I1 arrive également que USK;(A) soit trivial pour toute algebre simple centrale a K/ F-
involution unitaire pour un certain type de corps K. C’est le cas, par exemple, du théoreme
de Yanchevskii 7.1.5 cité en introduction. Le résultat suivant entre également dans cette
catégorie et est di a Draxl en 1979 :

Théoréme 7.2.13 (Draxl). On dit qu'un corps F vérifie la condition (A) si quelle que
soit L/F une extension finie séparable, quel que soit D un corps gauche de rang fini sur
son centre L, si I' est un groupe d’automorphismes de L sur F' cyclique d’ordre premier
impair ou bien non cyclique d’ordre 4 et tel que Nrdp,r,(D*) soit stable sous I'opération de

I alors
H'(T,Nrdp,(D*)) = 0.

Alors, si A est une K-algébre simple centrale a K/F-involution unitaire et si F' vérifie la
condition (A), USK;(A) = 1.

Preuve. Voir [21, Théoreme p. 66]. O

Remarque 7.2.14. Le théoreme précédent améliore le théoreme 7.1.5 de Yanchevskii
puisque si un corps est C3, il vérifie la condition (A) d’apres un théoréme de Noether
et Hilbert. Les corps globaux vérifient également la condition (A) ; ceci démontre a nou-
veau que le groupe Whitehead réduit unitaire de A est trivial sur ce type de corps : voir
[21] pour tout renseignement complémentaire.

Il existe d’autres groupes de Whitehead réduits dans la littérature : par exemple on
peut définir K; Spin(A) pour une algebre simple centrale & involution symplectique. On
peut également définir USK;(A) pour des algebres a involution de premiere espece : voir

[33, Chapter IV, §17] ou [86].
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7.3 Résultats préliminaires a la section 7.5

7.3.1 Deux lemmes de Wang

Pour prouver la trivialité du groupe de Whitehead réduit d’'une K-algebre simple centrale
lorsque K est un corps de nombres, Wang démontre deux lemmes importants :

Lemme 7.3.1 (Wang). Soient D une algébre a division sur K et L un corps de degré m
sur K. Si o € D est tel que a®1 € [(D ®k L)*,(D @k L)*] alors o™ € [D*, D*].

Preuve. Voir [80, Lemma 3]. O

Lemme 7.3.2 (Wang). Soit D une algebre a division sur K. Si Nrdp/k(8) = 1 alors
ﬁdegD c [D*,D*]

Preuve. Ce résultat provient du lemme précédent : voir [80, Lemma 4]. U

Ces deux résultats sont tres utiles lorsque 'on veut prouver la trivialité de SK;(D). En
effet, si le degré de I'algebre D est p-primaire avec p premier (on a vu que l'on pouvait
toujours se ramener a ce cas la : voir la sous-section 7.2.1), alors il suffit de trouver pour
chaque 3 avec Nrdp,x () = 1 un entier ¢ premier a p tel que 87 € [D*, D*] pour assurer
SK;(D) = 1 en vertu du lemme 7.3.2. Cette technique a par exemple été utilisée par
Yanchevskil dans les preuves des théoremes 7.1.4 et 7.1.5. Nous l'utiliserons également
dans la section 7.5.

7.3.2 Un lemme technique

Soit D une K-algebre a division munie d'une K/F-involution unitaire 7. Le lemme tech-
nique qui suit a été démontré par Yanchevskii comme résultat préliminaire a la preuve du
théoreme 7.1.5. Il peut étre considéré comme un analogue du lemme 7.3.1 pour USK] :

Lemme 7.3.3 (Yanchevskil). Soit L un corps de degré m sur K contenant un élément
a qui soit tel que L = K(a) et [L: F(a)] =2. Alors, si f € ¥/(D) et si f®1 € B(D®k L)
alors g™ € ¥(D).

Preuve. Voir [82, Lemma 4]. O
Sur la base de ce lemme, nous pouvons en fait prouver un résultat plus général :

Lemme 7.3.4. Soit H/F une extension de degré m linéairement disjointe de l’extension
quadratique séparable K/F et soit L = KH (le compositum de K et H). Si § € ¥/(D) et
B®1eX(D®g L) alors 3™ € (D).
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Preuve. Il existe ay,--- ,a, tels que H = F(ay, -+ ,a,) et L = K(ay,---,a,). Notons

Hy =F(ay, - ,a,_1) et Ly = K(ay,- - ,a,_1) ; nous avons le treillis d’extensions suivant :
L—H (7.2)
L,—H;
| |
| |
| |
K(a1) F(ay)
K—F

D’apres [12, Chapitre V, §2, no 3, Proposition 4], pour i = 1,--- | n,
[K(ala"' 7ai) :F<a17"'ai)] < [KF] = 2.

L’inégalité précédente est une égalité si et seulement si K et F'(ay,- - -, a;) sont linéairement
disjointes sur F' ce qui est cas puisque H et K sont linéairement disjointes sur F' (voir [12,
Chapitre V, §2, no 3, Proposition 6]). En conséquence les extensions “horizontales” du
treillis 7.2 sont quadratiques, séparables car K/F l'est, et enfin galoisiennes. La L-algebre
simple centrale D® g L est munie de I'involution unitaire 7®6 ou 6 désigne I'automorphisme
non trivial de L sur H. On a un isomorphisme d’algebres D @y L ~ D' ®p, L ou D' =
D ®k L;. Puisque l'involution 6 fixe H, elle fixe aussi H; et 0|y, € Gal(L;/H;). Comme
6 est I'automorphisme non trivial de L/H, 0|1, est 'automorphisme non trivial de L,/H;
et 7/ ® 0 est une involution unitaire sur D' ®, L ou 7/ = 7 ® 0|,,. D’apres les hypotheses,
fe1lex(D ® L)et e (D) et puisque L = Ly(ay), [L: Hi(a,)] = 2, on déduit du
lemme 7.3.3 que (8 ® 1)l € 23(D') = 22(D ®k Ly). Par récurrence immédiate sur n on
en déduit que ™ € X(D) ou

m=[L:L] - [K(ay): K] =[L:K].

7.3.3 Construction de corps parfaits vérifiant certaines condi-
tions

Dans cette sous-section, étant donné un corps K (de caractéristique quelconque) nous
notons G pour désigner le groupe de Galois Gal(Kgep/K) olt Kgep est une cloture séparable
de K. Si p est un nombre premier, nous notons cd,(K) pour désigner la p-dimension
cohomologique de Gk et cd(K) est le supremum sur p des p-dimensions cohomologiques.
Pour toute autre information concernant ces notions nous renvoyons a [75, Chapitre I, §3].
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En [9], Bayer-Fluckiger et Serre énoncent la proposition suivante qui donne un moyen
de construire un corps satisfaisant des conditions intéressantes en partant d’un corps de
caractéristique différente de 2 :

Proposition 7.3.5 (Bayer-Fluckiger—Serre). Si K est un corps commutatif de carac-
téristique différente de 2, il existe une extension algébrique K' de K ayant les propriétés
sutvantes :

(1) K’ est réunion filtrante d’extensions de degrés impairs de K ;

(2) K' est un corps parfait ;

(3) Gk est un pro-2-groupe.

De plus cd(K') = cdy(K).

Dans cette construction, le nombre premier 2 n’a en fait rien de particulier :

Proposition 7.3.6. Si K est un corps commutatif et si q est un nombre premier différent
de car(K) = p, il existe une extension algébrique K' de K ayant les propriétés suivantes :
(1) K’ est réunion filtrante d’extensions de degrés premiers a q de K ;

(2) K' est un corps parfait ;

(3) Gk est un pro-q-groupe.

De plus cd(K') = cdy(K).

Preuve. La tactique de la preuve lorsque ¢ = 2 a été donnée par Bayer-Fluckiger et Serre
en [9, Proposition 2.3.1] ; le cas général provient du méme genre d’arguments que nous
allons détailler.

Nous nous plagons dans une cloture algébrique K de K. Soit S,(Gx) un ¢-Sylow de
Gk (celui ci existe en vertu de [75, Chapitre I, §1, Proposition 3]). Soit K, le sous-corps
de K fixé par S;(Gk) ; on a

reKy

Ainsi K, est réunion d’extensions de degrés premiers a ¢ et cette réunion est filtrante
(d’apres le théoreme de I’élément primitif, puisque K, C Kgp). Si car(K) = 0, K, est
parfait et vérifie la condition (3). La preuve est alors terminée.

Supposons maintenant car(K) = p # 0. Soit K/ = K}I’*w la cloture radicielle de
K, (rappelons que la cloture radicielle de K, est le sous-corps de K formés des éléments
radiciels sur K, i.e. siz € K' = Kg_oo, il existe e € N tel que z#° € K, : voir [12, Chapitre
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V, §8] pour plus de détails). Nous avons donc le treillis d’extensions suivant :

Nous pouvons écrire

K=]JL (7.3)

LeJ

ouJ={L/K dedegré fini | deecN, 3z e K, LC (K(x))pie}.
Montrons que si L € J, [L : K| est premier a ¢q. En effet, il existe z € K, et e € N tels

que L C (K(:L‘))p_e. Puisque z € K, [K(z) : K] est premier & ¢q. En outre, si u € LK (x)

alors u € (K(m))pie donc u est un élément radiciel sur K (x). L’extension LK (x)/K(x)
est donc radicielle et par [12, Chapitre V, §8, Proposition 6], il existe m € N tel que
[LK(z) : K(x)] = p™. En conclusion le degré [L : K| divise [K(z) : K]|p™, il est donc
premier a q.

Montrons que l'union (7.3) est filtrante. Si L, Ly € J avec L, C (K(zy))" et

—eo

Ly C (K(x2))" , alors il existe z € K, tel que K(z;), K(x;) C K(z) (par le théoreme
de I’élément primitif) et si e = max(eq, e3), nous avons

Li, Lo, (K(x))" . (K(22))" ~ c (K(x))"

Donc LyL, C (K(m))p ’ puis LiLo, € J et contient L et Lo. Ainsi, le corps K’ vérifie la
condition (1).

Par définition, K’ est le plus petit sous-corps parfait de E contenant K, donc il vérifie
également la condition (2).

D’apres [75, Chapitre I1, §4.1], Gg» s’identifie a un sous-groupe de G, et son indice vaut
le degré de séparabilité [K' : K,]s. Cet indice vaut 1, puisque toute extension intermédiaire
entre K’ et K, est radicielle donc inséparable. Ainsi, G = Gg, = 9,(Gk) est un pro-
g-Sylow d’ou la propriété (3). Enfin, puisque G est un ¢-Sylow de Gk, on a la formule
cd(K’) = c¢d,(K), d’apres [75, Chapitre 1,§3.3, Corollaire 1]. O
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7.4 Autour d’un résultat de Merkurjev et Suslin

Nous commencons par poser la définition suivante :

Définition 7.4.1. Un corps K est dit CY si pour toute extension finie E/K, pour toute
algebre a division D de dimension finie sur son centre F, la norme réduite Nrdp /g : D* —
E* est surjective.

Remarque 7.4.2. Les corps Cy sont des corps CY (voir [64, Chapter II, §4.3]). En re-
vanche, la classe des corps CY est strictement plus grande que celle des corps Cy, puisqu’elle
contient les corps QQ, pour tout p premier et que ceux ci ne sont pas des corps Cy (ce fait
est du a Terjanian : voir [75, p. 98] pour une preuve de ce fait pour p = 2).

L’important théoreme suivant, di a Merkurjev et Suslin en 1985, relie la p-dimension
cohomologique au fait d’étre C9 “localement” :

Théoréme 7.4.3 (Merkurjev-Suslin). Soit K un corps et p un premier différent de la
caractéristique de K. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) cd,(K) < 2.

(2) Pour toute extension finie E/K et pour toute E-algébre simple centrale A de degré
p-primaire, la norme réduite Nrdy g : A* — E* est surjective.

Preuve. Voir [76, Theorem 24.8]. O

En conséquence, les corps CY et parfaits posseédent une description cohomologique simple
donnée dans le corollaire 7.1.6 dont nous rappelons 1’énoncé :

Corollaire (Merkurjev-Suslin) Si K est un corps parfait, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) ed(K) < 2.

(2) K est un corps C9.

Preuve. Ce corollaire est énoncé en [76, Corollary 24.9] comme conséquence directe du
théoreme 7.4.3. Nous en donnons une preuve comme conséquence de ce résultat profond.

Supposons tout d’abord que K soit un corps C3 et montrons que cd(K) < 2. Soient
p un nombre premier différent de la caractéristique de K, F/K une extension finie et A
une F-algebre simple centrale p-primaire. D’apres le théoreme 1.1.1, A peut s’identifier a
M, (D) ot D est une algebre a division sur E. Puisque K est un corps CY, I'application
Nrdp/p : D* — E* est surjective. Par le biais du déterminant de Dieudonné, on en
déduit que Nrdy,p : A* — E* est aussi surjective (voir [22, §22, Theorem 3]). D’apres
I'implication (2) = (1) du théoreme 7.4.3, cd,(K) < 2 pour tout premier p # car(K). Si
K est un corps de caractéristique non nulle 7, on a en outre c¢d;(K) < 1 (voir [75, Chapitre
I1, §2, Proposition 3]). On en déduit que cd(K) < 2.
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Réciproquement, supposons que cd(K) < 2 et soient F/K une extension finie et D une
algebre a division sur E. Alors,

D~D;, Qg Qg Dy,

ot les D; sont des algebres a division sur E de degré p;%i, p; étant des premiers deux & deux
différents et ind(D) = [];_, p;/* (voir [22, §, Corollary 11]). D’apres 'implication (1) = (2)
du théoreme 7.4.3, on en déduit que Nrdp,/p : D;" — E* est surjective si p; # car(K).
Si il existe j parmi les entiers 1,--- s tel que p; = car(K) alors, puisque E est un corps
parfait (K étant parfait), on a E?» = E (voir [12, Chapitre V, §7, no 3, Proposition 5]).

5
Ainsi, quel que soit p € E* | il existe A\, € E* tel que A}/ D= (et

e . fj
Nrdp,/p(A,) = Aq8P7 = N = .

En conséquence, 'application Nrdp, g : D;" — E* est surjective pour ¢ = 1,--- 5. Soit
k un entier parmi 1,--- ,s. Alors, si e € £, il existe d;, € D" tel que Nrdp, /p(d;) = e.
Puis

Q. fi
NrdD/E(l R QAR ® 1) _ (Nrde/E(dk)) itk Pi ’

Q fi
. 5 N il D; *
) ) D . 9
(VOII‘ [22 §22 Theorem 3]) d’ou e #kPi ¢ Nrd /E(D ) De plus

peed ([[pf1<k<s)=1

i#k
et, par le théoreme de Bezout, il existe \j, -+, \; € Z tels que
Aalii_F'“—i_)\SHpii =1.
i#1 i#£s

Enfin, pour chaque e € E*,

Nrdp)(@ @ - ©d*) = Nedp(d ©10---©1)---Nedpp(l@1® - © d)
6()\1 Qz‘;ﬂ PifiJr"'Jr)\s Q#S pfl)

= ec NI‘dD/E(D*)

ce qui termine la preuve. U

Remarques 7.4.4. (1) Dans le corollaire 7.1.6, I'implication (2) = (1) est vraie en toute
généralité. On a ainsi la suite d’implication suivante :

K est un corps Cy = K est un corps Cf = cd(K) <2 = cdy(K) <2 = I’(K) = 0.
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En particulier, le corps K est forcément non formellement réel.

(2) L'hypothese cd(K) < 2 est vraie pour un grand nombre de corps parmi lesquels les corps
de degré de transcendance au plus 2 sur un corps algébriquement clos, les corps p-adiques
et les corps globaux non formellement réels (voir [75, Chapitre 11, §4]). Philosophiquement,
cette hypothese signifie que le corps ne possede pas d’invariants de degré supérieur ou égal
a 3.

(3) Les résultats 7.4.3 et 7.1.6 ont beaucoup de conséquences importantes. Par exemple, le
théoreme 7.4.3 entraine la véracité de la conjecture II de Serre pour le groupe spécial linéaire
SL,(D) ou D est une algebre a division de centre K. Dans leur preuve de cette méme
conjecture pour le groupe spécial unitaire SU(h), Bayer-Fluckiger et Parimala utilisent le
corollaire 7.1.6 (voir [7, Theorem 5.1.2]). Ce corollaire est également une étape importante
dans la classification a conjugaison pres des involutions de méme type obtenue par Lewis
et Tignol en 1999 (voir [45]). On verra d’autres conséquences de ces deux résultats dans
la section suivante.

7.5 Preuves des résultats

Dans cette derniere section nous prouvons les théoremes 7.1.8 et 7.1.9. Dans chacun de
ces deux cas, le schéma de la preuve sera le suivant :

1. a partir de K, nous utilisons la proposition 7.3.6 pour construire un corps parfait L
vérifiant cd(L) < 2 ;

2. d’apreés le corollaire 7.1.6, nous pouvons supposer que L est un corps C3 ;

3. nous utilisons les résultats de Yanchevskii 7.1.4 et 7.1.5 pour conclure au niveau de
L .

)

4. nous utilisons le lemme 7.3.2 de Wang ou le lemme 7.3.4 pour redescendre ces infor-
mations au niveau de K.

Nous rappelons ’énoncé du théoreme 7.1.9 avant d’en entamer la preuve :

Théoréme Soient K un corps de caractéristique p (éventuellement nulle) et g un nombre
premier différent de p. Supposons que cd,(K) < 2 et que D est une K-algébre a division
de degré q-primaire. Alors SKy(D) = 1.

Preuve. 1l est clair que [D*, D*] C SLy(D). Réciproquement, soit b € SLy(D). D’apres
la proposition 7.3.6, il existe un corps L qui est réunion filtrante d’extensions de degrés
premiers a ¢ sur K qui soit parfait et tel que cd(L) < 2. D’apres le résultat de Merkurjev
et Suslin 7.1.6, le corps L est un corps C9. Comme b € SLi(D), b® 1 € SLi(D ®x L)
(voir par exemple [22, §22, Theorem 2]) et puisque L est un corps C9, le théoreme de
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Yanchevskii 7.1.4 nous permet d’affirmer que b® 1 € [(D ®x L)*, (D ®x L)*]. Puisque L
est réunion filtrante d’extensions finies de K de degrés premiers a ¢, nous pouvons supposer
que b® 1 € [(D @k K)*, (D ®k K;)*] avec ([K; : K],q) = 1. D’apres le lemme 7.3.1, on
en déduit que b¥#El € [D* D*]. Or on a aussi b¥P € [D*, D*] d’apres le lemme 7.3.2 et
puisque le degré de D est ¢g-primaire, on applique le théoreme de Bezout aux entiers deg D
et [K; : K] pour en déduire que b € [D*, D*], ce qui termine la preuve. O

Nous prouvons maintenant le théoreme 7.1.8 :

Théoréme Soient F' un corps de caractéristique p (éventuellement nulle) et ¢ un nombre
premier différent de p. Supposons que cd,(F') < 2 et que D est une K-algébre a division
de degré q-primaire munie d’une K/F-involution unitaire. Alors USK;(D) = 1.

Preuve. En vertu de l'injection USK;(D) — SK;(D) donnée dans le lemme 7.2.11, le
résultat du théoreme pour ¢ impair provient du théoreme 7.1.9 (puisque cd(K) < cd(F),
voir [75, Chapitre II, §4, Proposition 10]). Dans la suite de cette preuve, nous supposons
donc que ¢ = 2 et p = car(K) # 2. D’apres la proposition 7.3.6, il existe un corps L,
réunion filtrante d’extensions de F' de degrés impairs, parfait et tel que cd(L) < 2 : posons
L =, Fi, avec ([F; : F|,2) = 1.

Nous allons construire une extension quadratique E de L. Pour ¢ € I, nous posons
E; = KF; et £ =J,.; L ce qui implique que E' = K L. Comme [K : F| =2 et [F; : ] est
impair pour tout ¢ € I, nous avons [E; : F;] = 2 et [E; : K] est impair pour tout i € I. Par
conséquent, le corps F est réunion filtrante d’extensions de K de degrés impairs. Montrons
que [E : L] = 2. Si {1,/d} est une F-base de K, cette partie engendre E sur L donc
[E: L) <2 SiE=Lalors KCL. Size K\ F alors z est de degré 2 sur F' et il existe
donc ig € I tel que x € F;, ce qui contredit le fait que [Fj, : F] est impair et, finalement,
[E: L] =2.

L’algebre D ®k E est une algebre simple de centre E. Si D est munie de la K/F-
involution unitaire o et si 7 est 'automorphisme non trivial de £ sur L alors ¢ ® 7 est une
involution unitaire sur D Qx F.

Soit a € ¥/(D) alors a®1 € ¥/(D®g E) (voir [22, §22, Theorem 2]) et puisque L est un
corps C3 (d’apres le théoréme 7.1.6), on déduit du théoreme 7.1.5 que a® 1 € (D Q@ E).
Ainsi, il existe j € [ tel que a® 1 € £(D @k Ej;) et, d’apres le lemme 7.3.4, cela implique
que al®*Kl € »3(D). Enfin, si on pose

b= adegD(NrdD/K(a))_l,

on vérifie que b € SLy(D) ce qui implique, d’apres le lemme 7.3.2 que b4 P € [D*, D*].

Or, [D*, D*] € ©(D) donc a®P? € %3(D). Puisque ([E; : K],deg D) =1, a € (D) ce qui
termine la preuve. O
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Remarques 7.5.1. (1) La preuve du théoreme 7.1.9 pour ¢ # 2 peut se faire indépendam-
ment du théoreme 7.1.8 en appliquant le lemme 7.3.4.

(2) 11 est probable que le théoreme 7.4.3 de Merkurjev et Suslin puisse donner une autre
preuve des théoremes 7.1.8 et 7.1.9 en adaptant les preuves des théoremes 7.1.4 et 7.1.5
données par Yanchevskii. Nous avons opté pour une utilisation du corollaire 7.1.6 en vue
de présenter les preuves de ces faits par des méthodes “élémentaires”.

Nous globalisons les résultats précédents dans le corollaire suivant :

Corollaire 7.5.2. (1) Soit K un corps de caractéristique quelconque vérifiant cd(K) < 2.
Soit A une K-algébre simple centrale d’indice premier a car(K). Alors SK;(A) = 1.
(2) Soit F' un corps de caractéristique quelconque vérifiant cd(F) < 2. Soit A une K-

algebre simple centrale d’indice premier a car(K) munie d’une K/F-involution unitaire.
Alors USK;(A) = 1.

Preuve. (1) D’apres les résultats de la sous-section 7.2.1, si D désigne I’algebre a division
Brauer-équivalente a A, on a SK;(A) ~ SK;(D) et

SK, (D) ~ ﬁ SK, (D;)

ou les D; sont des algebres a division qui représentent les composantes p;-primaires de D
avec p; # car(K) par hypothese. La conclusion provient alors du théoreme 7.1.9.

(2) On conclut comme en (1) en utilisant les résultats de la sous-section 7.2.2 et le théoreme
7.1.8. 0

Remarques 7.5.3. (1) La partie (1) donne une preuve du théoreme 7.2.6 dans le cas ou
I'indice de A est premier a car(K).

(2) Le corollaire 7.5.2 semble étre le pendant non formellement réel d'un résultat obtenu
par Bayer-Fluckiger et Parimala : voir [8, Proposition 4.5 (1)].

(3) Nous ne savons pas s’il est possible de comparer la condition (A) du résultat 7.2.13 de
Draxl et la condition cd(F") < 2 de 'assertion (2) du corollaire 7.5.2.

Jean-Pierre Tignol m’a fait remarquer que dans le cas des algebres a division de degré
p-primaire (qui est le seul cas non traité par le corollaire 7.5.2), il est naturel de remplacer
la condition sur la p-dimension cohomologique par une conditions sur les groupes de co-
homologie de Kato et plus précisément sur la [-dimension séparable d’un corps (définie
par Gille dans [26]). Dans [26], Gille prouve un théoreme analogue au théoreme 7.4.3 de
Merkurjev et Suslin en ce sens qu’il relie la surjectivité de la norme réduite pour toute
extension séparable finie a la [-dimension séparable (voir [26, Théoreme 7] pour plus de
détails).
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