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Introduction

Ce mémoire propose une synthèse des travaux de recherche que j’ai réalisés depuis mon arrivée au
Laboratoire de Mécanique des Structures et des Systèmes Couplés (LMSSC - EA 3196) du Conserva-
toire National des Arts et Métiers en septembre 2011 en tant que maître de conférences. Ces travaux
ont été menés en collaboration avec d’autres membres du laboratoire, des partenaires académiques
aussi bien français qu’étrangers, mais également en partenariat avec des entreprises dans le cadre de
contrats de recherche.

Retour aux sources

Mon premier contact avec les problèmes d’identification de sources, qui consistent, très sommaire-
ment, à déterminer les causes à l’origine des données physiques que l’on mesure expérimentalement,
remonte à l’époque de mon M2 Recherche pendant lequel j’ai contribué au développement de la méthode
iPTF (pour inverse Patch Transfer Functions). Cette méthode d’identification des sources acoustiques
vise à déterminer la vitesse particulaire normale à une surface à partir de mesures de pression à la
surface d’une cavité acoustique virtuelle [J1, C1, C2, R1]. Bien que cette première expérience de la
recherche et de la résolution des problèmes inverses m’ait profondément marqué, je me suis quelque
peu éloigné de cette thématique dans les années qui ont suivi. Pendant mon doctorat [R2], je me suis
ainsi intéressé à la modélisation vibro-acoustique des structures immergées sous écoulement turbulent
[J2, J3, C3, C5, C6, S1, S2, S4] et à la synthèse expérimentale de la réponse d’une structure excitée
par une couche limite turbulente à l’aide d’une antenne synthétique constituée d’un monopôle acous-
tique [J4, C4, C10, S3]. Plus tard, lors de mon post-doctorat, j’ai développé une interface logicielle
permettant de calculer le rayonnement acoustique haute fréquence d’un système de freinage de TGV
à partir de la méthode multipôle rapide [R3].

Fort de cette expérience acquise en modélisation et simulation numérique, j’aurais pu continuer
dans cette voie de recherche. Cependant, à mon arrivée au LMSSC, mon projet scientifique s’articu-
lait autour de deux axes de recherche complémentaires : l’identification des sources mécaniques et le
contrôle vibratoire des structures. Au regard de mes expériences de recherche récentes, plus axées sur
la modélisation et simulation de systèmes vibro-acoustiques, il est légitime de s’interroger sur ce que
certains pourrait prendre pour une conversion thématique, alors qu’il ne s’agit finalement que d’un
retour aux sources, et ce, dans tous les sens du terme. Outre une appétence particulière pour la ré-
solution de problèmes mal posés, au sens de Hadamard, plusieurs raisons peuvent expliquer ce choix.
Tout d’abord, une grande partie des efforts de recherche en dynamique des structures se sont focalisés
sur la modélisation et le calcul de la réponse dynamique d’une structure soumise à des sollicitations
parfaitement connues. Malheureusement, en pratique, les sources d’excitation sont souvent grossière-
ment ou partiellement connues. Par conséquent, une erreur dans la définition de l’excitation se propage
à la réponse dynamique au travers du modèle, ce qui peut avoir un impact significatif sur l’analyse
des résultats qui en découle. De ce fait, identifier les sources d’excitation permet d’établir des mo-
dèles d’excitation réalistes pour alimenter les modèles numériques. Cependant, le champ d’application
des méthodes d’identification (ou de reconstruction) de sources est bien plus large que cela. En effet,
l’étude des sources peut permettre, par exemple, de caractériser les liaisons (interfaces) d’un système
mécanique ou encore d’analyser les mécanismes d’excitation des structures et les transferts d’énergie
vibratoire au sein d’un système. Mais une connaissance fine des sources d’excitation peut également
servir de base à la mise en œuvre d’une stratégie de contrôle vibratoire adaptée, car cela nous conduit
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à nous poser les questions suivantes : Le contrôle doit-il être large bande ? Un contrôle à la source est-il
envisageable ou souhaité ? Si oui, le contrôle doit-il être localisé ou distribué ? Si non, puis-je mettre
en place un contrôle délocalisé ou sur quelles caractéristiques de la structure puis-je m’appuyer pour
réaliser le contrôle ? Quels sont les paramètres de contrôle et comment les identifier ? Bref, autant de
questions, qui peuvent être abordées par le prisme de l’étude des sources d’excitation et des problèmes
inverses. C’est donc à partir de ces éléments de réflexion que s’est naturellement bâti mon projet
scientifique autour de ces deux thématiques connexes que sont l’identification de sources et le contrôle
vibratoire des structures et que l’on peut résumer, très schématiquement, comme l’identification des
sources mécaniques à l’origine des vibrations que l’on souhaite contrôler. C’est donc dans
cet esprit que je m’attache, depuis mon intégration au sein du LMSSC, à développer une recherche
originale, que ce soit dans le cadre de contrats de recherche ou de collaborations académiques avec des
chercheurs du laboratoire ou issus d’autres entités.

Discours de la méthode

« Pour me comprendre, il faudrait savoir qui je suis » chantait Michel Berger. Dans le cas présent,
ces paroles sont applicables à la démarche scientifique que j’ai adoptée comme fil conducteur de mes
recherches. En effet, pour comprendre la manière dont je mène mes recherches, il est important de
connaître les piliers sur lesquels est bâti l’ensemble de l’édifice scientifique. Concrètement, ma stratégie
de recherche s’articule autour du triptyque modélisation – simulation – expérimentation.

La création d’un modèle d’une structure ou d’un système mécanique est le préalable nécessaire à la
mise en place de toute stratégie d’identification de sources et de contrôle. En effet, la notion de modèle
est fondamental en mécanique, car son rôle est de traduire mathématiquement notre compréhension des
phénomènes physiques observés expérimentalement. Par conséquent, si le modèle n’est pas suffisam-
ment fidèle à la réalité, des écarts subsisteront entre les résultats de simulation et d’expérimentation,
ce qui peut s’avérer préjudiciable en fonction des objectifs poursuivis. Dans le cadre de l’identification
de sources mécaniques, tout ce qui n’est pas inclus dans le modèle sera considéré comme des actions
mécaniques extérieures au système. Cet écart modèle-réalité peut être volontairement utilisé pour ca-
ractériser, par exemple, les efforts de réactions aux limites d’un système ou les efforts de liaisons dans
un mécanisme. Cependant, si l’on ne cherche à identifier que les efforts extérieurs au système, alors
le modèle se doit d’être le plus fidèle possible à la physique observée, dans la mesure où le modèle
guide en partie la résolution du problème de reconstruction. Dans le cas du contrôle vibratoire, un
modèle non-représentatif peut conduire à un mauvais dimensionnement du dispositif de contrôle ou à
des conclusions erronées quant aux performances réelles du système.

L’aspect simulation est intimement lié aux modèles définis, dans la mesure où à un modèle peut
correspondre une méthode de simulation ad hoc. Pour les problèmes d’identification, la simulation
permet de générer des jeux de données permettant de valider les approches développées et d’en étudier
le comportement et les performances. Pour le contrôle vibratoire, la simulation permet non seulement
de tester l’efficacité potentielle de la stratégie de contrôle, mais également d’évaluer sa robustesse grâce
à la mise en place d’études paramétriques.

Enfin, l’expérimentation est le dernier pilier sur lequel s’appuie ma démarche de recherche, puisque
seule l’application d’une stratégie en conditions opérationnelles est capable de valider définitivement
la pertinence d’une méthode d’identification ou de contrôle. Ceci est d’autant plus vrai que l’on sou-
haite appliquer ces techniques à des systèmes ou des structures industrielles, dont les conditions de
fonctionnement sont parfois éloignées de celles, très maîtrisées, que nous permettent les simulations
numériques. L’expérimentation est donc le juge de paix de toutes mes recherches, car elle constitue le
dernier maillon de la chaîne réel – modèle – écart. C’est pourquoi, je mets un point d’honneur à valider
expérimentalement toutes les techniques d’identification et de contrôle au développement desquelles
j’ai contribué.

8



Organisation du mémoire

Ce manuscrit propose une synthèse des recherches que j’ai menées jusqu’à présent sur le dévelop-
pement de stratégies d’identification de sources et de contrôle efficaces. Pour mener à bien cet objectif,
ce mémoire est divisé en trois chapitres. Les chapitres 1 et 2 présentent un bilan de mes activités sur
l’identification de sources par régularisation du problème inverse, tandis que le chapitre 3 présente mes
activités dans le domaine du contrôle vibratoire.

Le chapitre 1 se focalise sur les méthodes développées pour résoudre le problème d’identification de
sources dans le domaine fréquentiel. Ces travaux ont été majoritairement menés en collaboration avec
mon collègue et ami Olivier de Smet (Maître de conférences au Cnam et membre du LMSSC). Dans ce
chapitre, j’utiliserai le plus possible le formalisme Bayésien pour présenter les approches développées,
car il permet d’expliquer de manière élégante les particularités des stratégies mises en œuvre, tout en
mettant très clairement en évidence les hypothèses associées.

Bien entendu, les approches présentées dans le chapitre 1 ne sont pas limitées au domaine fréquen-
tiel et peuvent s’étendre très naturellement au domaine temporel. Ces extensions font, en partie, l’objet
du chapitre 2. Cependant, ce chapitre ne saurait présenter qu’une simple transposition des méthodes
de régularisation proposées dans le domaine fréquentiel. En effet, la reconstruction de sources dans
le domaine temporel présentent quelques spécificités, liées notamment à la définition du modèle de
reconstruction, qui peut être abordée sous différents angles et dont la stabilité peut dépendre de la dis-
crétisation temporelle choisie. Cela nous a ainsi conduit à définir un nouveau modèle de reconstruction
et à nous interroger sur les différentes stratégies applicables en temporel. C’est pourquoi, outre l’adap-
tation des approches par régularisation développées initialement pour des applications fréquentielles,
les approches par filtrage de Kalman ont été étudiées par le biais de l’étude de différentes situations
que l’on rencontre fréquemment en pratique lorsque l’on souhaite reconstruire les sources d’excitation.
Ces travaux, menés dans le cadre de contrats de recherche avec le Centre National d’Études Spatiales
(Cnes), ont permis d’aboutir à des résultats originaux, qui ouvrent la voie à de futurs projets, axés
sur la reconstruction de sources défilant à très hautes vitesses.

Le chapitre 3 résume les recherches réalisées dans le cadre du co-encadrement de la thèse de docto-
rat de Boris Lossouarn sur la réduction passive de vibrations par couplage de la structure à contrôler
à un réseau électrique analogue. Ce chapitre vise à introduire les concepts clés de la démarche propo-
sée, les principaux résultats, ainsi que quelques exemples de validations expérimentales, qui, à notre
connaissance, font partie des premières à avoir été réalisées pour ce type de stratégie de contrôle.

Enfin, parce que la recherche consiste à constamment envisager le futur tout en portant un regard
sur les travaux passés pour aller toujours plus loin 2, ce mémoire se clôt sur un chapitre dédié aux
projets scientifiques que je compte mener et développer à courts, moyens et longs termes.

2. Ceci fait référence à la célèbre phrase écrite par Isaac Newton à Robert Hooke : « Si j’ai vu un peu plus loin, c’est
parce que j’étais juché sur les épaules de Géants »

9





Chapitre 1

Identification de sources mécaniques dans
le domaine fréquentiel

Le problème d’identification de sources mécaniques est un problème inverse mal posé au sens de
Hadamard. En particulier, cela signifie que l’existence d’une solution unique et stable n’est pas as-
surée. Lorsque j’ai initié mes recherches sur l’identification de sources mécaniques dans le domaine
fréquentiel au début de l’année 2012, plusieurs stratégies avaient été développées pour remédier à ce
problème. Pratiquement, ces dernières se répartissent en deux grandes catégories, définies en fonction
du modèle de reconstruction utilisé pour guider la résolution du problème inverse. La première ca-
tégorie correspond à des approches locales basées sur l’utilisation de l’équation de mouvement de la
structure considérée. Parmi ces travaux, on peut ainsi citer la méthode RIFF (pour Résolution Inverse
Filtrée Fenêtrée) consistant en l’application d’un fenêtrage, puis d’un filtrage de la distribution d’effort
à identifier [PG95, PLTP09] ou encore la méthode proposée par Zhang et Adin Mann III basée sur
l’utilisation de l’intensité structurale [ZI96]. La seconde catégorie de méthodes s’appuie, quant à elle,
sur une description du comportement dynamique global du système à partir de la connaissance de sa
matrice des fonctions de transfert. Parmi les stratégies les plus populaires, on retrouve notamment celles
basées sur la TSVD (pour Truncated Singular Value Decomposition) [PS84, Ver97, JVT99, LJ06]. Ce-
pendant, l’approche la plus communément adoptée consiste à inclure, dans la formulation du problème
inverse, de l’information a priori sur les sources à identifier pour contraindre l’espace des solutions
admissibles. Pour cela, le formalisme Bayésien est généralement adopté, car il offre un cadre mathéma-
tique rigoureux permettant de combiner des informations probabilistes et mécaniques. Parmi toutes les
approches dérivant de la statistique Bayésienne, les plus connues sont certainement les méthodes de ré-
gularisation de type Tikhonov [Tik63, TT03, LPLP05, Ren11]. Malheureusement, toutes les méthodes
évoquées précédemment conduisent généralement à un lissage systématique des solutions régularisées,
ce qui n’est pas souhaitable lorsque la structure est excitée par des sources localisées. Pour pallier
ce problème, plusieurs approches ont été proposées. Ainsi, Renzi et al. ont par exemple utilisé l’algo-
rithme de Richardson-Lucy 1 pour raffiner la solution obtenue à partir de la régularisation de Tikhonov
[Ren11]. Cependant, cette procédure impose une contrainte de positivité sur la solution, ce qui implique
une perte des relations de phase entre les sources identifiées. Une autre solution, proposée par Chardon
et Daudet, repose sur une minimisation sous contrainte de la norme `1 du champ excitateur [CD12],
afin de forcer la parcimonie de la solution. Enfin, il est important de citer les travaux de Guillaume
et al. sur l’identification de sources d’excitation localisées, qui repose sur le calcul itératif de la solu-
tion à partir d’une forme particulière de pseudo-inverse pondérée [GPVS02, PVGO03]. La principale
caractéristique de cette approche réside dans le calcul de la matrice de pondération qui est effectué
de manière à minimiser la norme `q (q → 0) des efforts à identifier sur toute la bande de fréquences
considérée.

Sans être exhaustif, cet état de l’art reflète assez fidèlement le corpus de méthodes disponibles
pour identifier les sources d’excitation mécaniques à l’époque où j’ai initié mes premières recherches

1. Du point de vue Bayésien, cette approche consiste à supposer un modèle de bruit suivant une loi de Poisson et une
distribution uniforme pour le champ d’effort à identifier.
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sur le sujet. Par conséquent, les approches proposées par la communauté mécanicienne (au sens large)
ne me semblaient pas suffisamment flexibles pour exploiter pleinement les informations disponibles a
priori sur la nature du bruit affectant les données et sur le type de sources à reconstruire (localisées
ou réparties). Pour cela, seul le cadre Bayésien me paraissait à même d’apporter une réponse adaptée,
car il permet, comme nous l’avons évoqué précédemment, d’obtenir les approches les plus couramment
utilisées pour résoudre les problèmes d’identification de sources. D’autre part, ce formalisme m’ouvrait
des possibilités bien plus larges que simplement l’obtention d’estimateurs ponctuels, puisqu’il permet
d’inférer l’ensemble des densités de probabilités des paramètres du problème inverse. Dans le domaine
de l’identification de sources mécaniques, tout le potentiel et l’intérêt de l’approche Bayésienne ont été
clairement mis en évidence par Zhang et al. [ZAF12]. Ce travail me servirait plus tard de base pour pro-
poser une inférence Bayésienne permettant d’évaluer notamment la robustesse des approches que nous
avions développées. Cependant, à l’orée de l’année 2012, tout ceci n’était pas encore d’actualité et ma
principale préoccupation était de trouver une méthode de régularisation de type Tikhonov répondant
à mes objectifs du moment. Je suis donc parti en quête de cette fameuse méthode de régularisation en
m’intéressant aux approches développées dans d’autres communautés scientifiques. Néanmoins, l’étude
bibliographique menée sur l’identification de sources mécaniques m’avait déjà clairement montré que
la notion de norme était la clé de mon problème. C’est ainsi que j’ai découvert des méthodes de ré-
gularisation non-convexes de type Tikhonov, basée sur la minimisation de la norme `q (q ∈ ]0, 1[) de
la solution recherchée [CS07, NNZC08, Gra10, LW11, HW11]. Ces approches avaient été développées
par la communauté du traitement du signal et de l’image afin d’obtenir une meilleure reconstruction
des discontinuités d’un signal ou d’une image comparée à celle obtenue à partir d’une minimisation en
norme `1 ou `2. Il s’agissait là du point de départ de mes travaux de recherche. . .

1.1 Travail précurseur : La régularisation de Tikhonov généralisée

Articles : [J5, J12]
Communication : [C8]

Ce premier travail de recherche porte sur le développement d’une stratégie de régularisation origi-
nale permettant d’exploiter l’information disponible a priori aussi bien sur la nature du bruit affectant
les données mesurées que sur le type de sources à identifier. C’est pourquoi, cette méthode a été bapti-
sée régularisation de Tikhonov généralisée. On peut considérer le développement de cette stratégie de
régularisation comme le travail précurseur de ma recherche, dans la mesure où il annonce, au travers
des limitations qu’il présente, les approches que nous avons proposées par la suite.

1.1.1 Formulation du problème d’identification

Considérons la situation générale dans laquelle le champ vibratoire Y, mesuré à la surface d’une
structure, est produit par un champ excitateur inconnu F. Lorsque la structure est linéaire invariante,
son comportement vibratoire est complètement déterminé par la connaissance de sa matrice des fonc-
tions de transfertH, reliant le champ vibratoire Y au champ excitateur F. Si l’on suppose, par ailleurs,
que le champ vibratoire mesuré est corrompu par un bruit additif N, alors le champ vibratoire Y peut
être déterminé, à une fréquence donnée, à partir de la relation suivante :

Y = HF + N. (1.1)

Remarque - Le bruit N est issu de deux contributions indépendantes. La première est liée aux erreurs
de mesure, puisque les capteurs utilisés pour réaliser les mesures sont imparfaits. Cette contribution est
généralement modéliser par un bruit additif. La seconde contribution est associée aux erreurs de modèle
dans le cas où la matrice des fonctions de transfertH est déterminée à partir d’un modèle analytique ou
numérique de la structure. Dans ce cas, le bruit de modèle reflète l’imperfection du modèle utilisé pour
réaliser le calcul. Si les erreurs de modèle sont suffisamment faibles, il est raisonnable de les intégrer
au bruit de mesure [ZAF12].
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L’objectif du problème d’identification de sources est de reconstruire le champ excitateur inconnu
F à partir du champ vibratoire Y mesuré à la surface de la structure. Pour cela, comme nous l’avons
évoqué dans l’introduction, le cadre Bayésien est ici adopté, car il offre un cadre mathématique ri-
goureux permettant de combiner des informations probabilistes et mécaniques. Le modèle Bayésien
est un modèle d’incertitude, dans lequel tous les paramètres du problème sont supposés aléatoires.
L’incertitude sur chaque paramètre est ainsi représentée par une distribution de probabilité, qui décrit
l’état de connaissance ou l’a priori sur ce paramètre. Du point de vue mathématique, la formulation
Bayésienne du problème d’identification de source s’appuie sur la règle de Bayes :

p(F|Y) ∝ p(Y|F) p(F), (1.2)

où
— p(F|Y) est la distribution de probabilité a posteriori, définissant la probabilité d’observer le

champ excitateur F étant donné un champ vibratoire Y. En d’autres termes, elle définit ce qui
est connu sur le champ excitateur après avoir mesuré le champ vibratoire ;

— p(Y|F) est la fonction de vraisemblance, définissant la probabilité d’observer le champ vibratoire
mesuré Y étant donné un champ excitateur F. Elle traduit donc l’incertitude associée à la
mesure du champ vibratoire ;

— p(F) est la distribution de probabilité a priori, définissant la probabilité d’observer le champ
excitateur avant que le champ vibratoire Y ne soit mesuré. Elle reflète donc notre connaissance
a priori du champ excitateur à identifier.

Dans le cadre de ce travail de recherche, on cherche le champ excitateur F̂ le plus probable étant
donné le champ vibratoire mesuré Y. Du point de vue Bayésien, cela revient à trouver un estimateur
ponctuel de F qui soit un mode de la distribution de probabilité a posteriori. Mathématiquement, cela
correspond au calcul de l’estimateur du maximum a posteriori, défini tel que :

F̂ = argmax
F

p(Y|F) p(F). (1.3)

En pratique, il est généralement plus simple de chercher une solution du problème dual, c’est-à-dire :

F̂ = argmin
F

− ln p(Y|F)− ln p(F). (1.4)

D’après les équations qui précèdent, il est clair que plus l’information a priori reflète la nature du
bruit et des sources à identifier, plus la probabilité a posteriori est grande. Partant de cette observa-
tion, on s’attend donc à obtenir des résultats pertinents en choisissant convenablement la fonction de
vraisemblance et la distribution de probabilité a priori.

Le choix de la fonction de vraisemblance s’effectue en se rappelant qu’elle traduit l’incertitude
associée à la mesure du champ vibratoire Y. Par définition, cette incertitude est principalement liée
au bruit de mesure N. Par conséquent, la fonction de vraisemblance p(Y|F) peut se réécrire sous la
forme :

p(Y|F) = p(Y−HF|N), (1.5)

ce qui traduit la probabilité d’obtenir Y −HF = 0 étant donné le bruit de mesure N. En d’autres
termes, la fonction de vraisemblance mesure la fidélité aux données mesurées du modèle vibratoire,
correspondant au champ vibratoire non bruité Y = HF. Ainsi, la fonction de vraisemblance peut
également s’écrire :

p(Y|F) = p(N), (1.6)

où p(N) est la distribution de probabilité a priori du bruit, représentant la connaissance a priori de
l’expérimentateur sur la nature du bruit affectant les données mesurées.
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Si le bruit est supposé spatialement blanc et provenant de multiples causes indépendantes, alors
la distribution p(N) peut être représentée par une loi normale multivariée de moyenne nulle et de
paramètre de précision τn. Par suite, la fonction de vraisemblance s’écrit :

p(Y|F) ∝ exp
[
−τn‖Y−HF‖22

]
. (1.7)

Concernant maintenant le choix de la densité de probabilité a priori, nous avons vu qu’elle traduisait
l’incertitude associée au champ non observable F. Il s’agit donc d’un modèle d’expertise, qui peut
être vu comme une mesure de la connaissance a priori que l’on possède sur le champ excitateur
F. Pour pouvoir identifier un champ excitateur pouvant être aussi bien localisé que réparti, nous
avons supposé que les composantes du champ excitateur étaient des variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant une loi normale généralisée de moyenne nulle. Ce faisant, la
distribution de probabilité a priori s’écrit :

p(F) ∝ exp
[
−τs‖F‖qq

]
, (1.8)

où
— τs est le paramètre d’échelle de la distribution, qui peut être vu comme le paramètre de précision

de la distribution ;

— q est le paramètre de forme de la distribution ;

— ‖ • ‖q est la norme `q (ou quasi-norme si q < 1).

Avant d’aller plus loin, arrêtons-nous un instant sur le choix de la valeur du paramètre de forme
q, afin de bien comprendre le choix d’une loi normale généralisée comme distribution a priori. Prati-
quement, la valeur du paramètre de forme conditionne l’a priori sur le type de sources à identifier. En
effet, comme le montre l’analyse de la forme du cercle unité pour différentes valeurs de q présenté en
Fig. 1.1, plus la valeur du paramètre de forme est petite, plus on favorise la parcimonie de la solution.
À l’inverse, plus elle est grande, plus on favorise des champs d’excitation répartis. À partir de cette
observation, une règle de choix du paramètre q peut être établie. Ainsi, dans le cas où le champ à iden-
tifier est réparti, on prendra q ≥ 2. A contrario, si l’on souhaite reconstruire un champ d’excitation
localisé ou parcimonieux, on choisira préférentiellement q ≤ 1.

-1 -0.5 0 0.5 1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y

Figure 1.1 – Cercle unité |x|q + |y|q = 1 pour différentes valeur de q - (—) q = 3, (−−) q = 2,
(− · −) q = 1 et (· · · ) q = 0.5

Au final, à partir du choix des distributions de probabilité effectué précédemment, on en déduit
l’expression générale du problème d’identification définissant la régularisation de Tikhonov généralisée :

F̂ = argmin
F

‖Y−HF‖22 + λ ‖F‖qq, (1.9)

où λ = τs/τn est le paramètre de régularisation de la méthode.
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1.1.2 Résolution du problème d’identification

Bien que la formulation précédente soit relativement flexible pour décrire notre connaissance a
priori des sources à identifier, la résolution du problème de minimisation ne peut se faire que de ma-
nière itérative, dans la mesure où la solution de ce dernier ne possède pas de forme explicite. Pour cela,
je souhaitais implémenter un algorithme suffisamment général pour calculer la solution du problème
quelque soit la valeur du paramètre de forme q. C’est pour satisfaire ces exigences que mon choix
s’est porté sur l’algorithme IRLS (pour Iteratively Reweighted Least Squares) [Bjo96, RW06]. Dans
ce qui suit, j’ai choisi de détailler la procédure de résolution, car il me semble important de présen-
ter l’approche dans son ensemble, de la formulation à sa résolution. Cependant, ce choix s’explique
également par le fait que cet algorithme est à la base de la résolution de toutes les formulations du
problème d’identification que nous avons proposées ultérieurement. C’est pourquoi, seules les princi-
pales modifications et adaptations de l’algorithme introduit dans cette section seront présentées lors
de la description des méthodes d’identification proposées dans la suite de ce manuscrit.

L’idée de base derrière l’algorithme IRLS est de remplacer la résolution directe du problème de
minimisation donné par l’équation (1.9) par un processus itératif équivalent possédant une solution
explicite et unique à chaque itération. Pour cela, la norme `q est réécrite sous la forme d’une norme `2
pondérée, c’est-à-dire :

∀ q, ‖F‖qq = ‖W1/2F‖22, (1.10)

où W = W(F, q) est une matrice de pondération diagonale, définie positive.

Comme la matrice de pondération dépend explicitement de F et de q, l’égalité précédente ne
peut pas être vérifiée directement. Cela justifie donc l’usage d’une procédure itérative pour résoudre
le problème d’identification tel que défini dans la section précédente. Par suite, dans le cadre d’un
processus itératif, l’objectif est de trouver la solution F̂

(k+1)
à l’itération k+1 à partir de la solution F̂

(k)

obtenue à l’itération précédente en fixant W(k) = W(F̂
(k)
, q), de manière à retrouver l’égalité (1.10)

lorsque le processus itératif à converger. En appliquant cette idée à notre problème, cela signifie que
l’on va mettre en place un processus itératif équivalent dont la solution F̂

(k+1)
à l’itération k + 1 est

solution du problème de minimisation suivant :

F̂
(k+1)

= argmin
F

‖Y−HF‖22 + λ(k+1)
∥∥∥W(k)1/2F

∥∥∥2
2

=
(
HH H + λ(k+1)W(k)

)−1
HH Y,

(1.11)

où le paramètre de régularisation λ(k+1) est mis à jour à chaque itération à partir de méthodes de
sélection automatique comme le principe de la courbe en L [Han98], la validation croisée généralisée
(GCV) [GHW79] ou encore l’estimateur Bayésien [PAL15].

Dans les algorithmes de type IRLS, la matrice de pondération W(k) est définie telle que :

W(k) = diag
(
w

(k)
1 , . . . , w

(k)
j , . . . , w

(k)
N

)
, (1.12)

où N est le nombre de points de reconstruction du champ d’excitation. Dans la relation qui précède,
les coefficients de pondération w(k)

j sont tels que :

w
(k)
j = max

(
ε,
∣∣∣f (k)j

∣∣∣)q−2 , (1.13)

où f
(k)
j est la jième composante du vecteur F̂

(k)
et ε est un paramètre d’amortissement permettant

d’éviter d’avoir des pondérations infinies lorsque
∣∣∣f (k)j

∣∣∣ → 0 et q < 2. En pratique, le paramètre
d’amortissement est choisi une fois pour toute durant la phase d’initialisation de l’algorithme de ma-
nière à ce que 5% des valeurs de

∣∣∣F̂(0)
∣∣∣ soient inférieures ou égales à ε [RW06].
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Pour finir, l’algorithme IRLS étant, par définition, itératif, il reste à définir une solution initiale
et un critère d’arrêt. Le choix de la solution initiale est l’un des points clés de la convergence de
l’algorithme vers une solution mécaniquement pertinente, dans la mesure où la fonctionnelle à minimiser
est non convexe si q < 1 2. Une bonne solution initiale est une solution du problème, éventuellement
grossière, simple à calculer, mais suffisamment proche de la solution réelle pour assurer la convergence
du processus itératif. Ces conditions sont remplies par la solution de la régularisation de Tikhonov, à
savoir :

F̂
(0)

= argmin
F

‖Y−HF‖22 + λ(0) ‖F‖22

=
(
HH H + λ(0) I

)−1
HH Y,

(1.14)

où λ(0) est le paramètre de régularisation initial. Concernant la définition du critère d’arrêt, un choix
naturel consiste à arrêter le processus itératif lorsque la variation relative du paramètre de régularisation
λ(k) entre deux itérations successive est inférieure à une certaine tolérance, fixée ici à 10−8.

Remarque - Dans l’article original [J5], le paramètre de régularisation λ(k) est supposé constant au
cours des itérations afin de réduire les temps associés à son calcul qui s’appuie sur une décomposition en
valeurs singulières de la matrice des fonctions de transfert H. Pour cela, le paramètre de régularisation
est sélectionné une fois pour toute lors de la phase d’initialisation de l’algorithme et correspond au
paramètre de régularisation associé au calcul de la solution initiale, à savoir λ(0). Cependant, une étude
plus fine, présentée dans [J11], montre que ce choix n’est viable que si le rapport λ(0)/λNi (Ni : nombre
d’itération nécessaire pour atteindre la convergence) est de l’ordre de 10 au maximum. Si tel n’est pas
le cas, alors la solution obtenue est de piètre qualité. Malheureusement, il est extrêmement difficile,
voire impossible, de savoir a priori si l’on se trouve dans une configuration favorable. C’est pourquoi,
cette stratégie a été totalement abandonnée par la suite et que nous recommandons dorénavant de
toujours faire varier le paramètre de régularisation au cours des itérations lorsque q 6= 2.

1.1.3 Applications

Pour démontrer la pertinence de la régularisation de Tikhonov généralisée pour traiter les pro-
blèmes d’identification de sources, deux exemples d’application, l’un numérique, l’autre expérimental,
sont proposés dans cette section.

Expérience numérique

On s’intéresse ici à l’identification d’une force harmonique ponctuelle d’amplitude unitaire excitant
une plaque d’acier à bords libres à une fréquence de 350 Hz. L’application de la régularisation de
Tikhonov généralisée à partir du champ de déplacement bruité par un bruit additif Gaussien (SNR :
30 dB) et pour différentes valeurs de paramètre de forme q est présenté en Figure 1.2. Cette figure
montre clairement l’importance du choix du paramètre q et son impact sur la qualité de la solution
identifiée. En effet, on constate que dans le cas de la régularisation de Tikhonov, correspondant au
cas q = 2, le champ d’effort reconstruit est réparti, c’est-à-dire que la position de la force peut être
correctement estimée, alors que son amplitude est fortement sous-estimée. Au contraire, lorsque l’on
choisit la valeur du paramètre de forme de manière à privilégier une solution parcimonieuse, ici q = 0.5,
on constate que le champ d’effort reconstruit est en très bon accord avec le champ d’effort à identifier.

2. Cela signifie que la fonctionnelle ne possède pas nécessairement un unique minimiseur, dans la mesure où la
fonctionnelle peut alors présenter des minima locaux
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(b) Régularisation de Tikhonov (q = 2)
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(c) Régularisation de Tikhonov généralisée (q = 0.5)
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Figure 1.2 – Champ d’effort reconstruit à 350 Hz à partir du champ de déplacement bruité pour un
SNR de 30 dB
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Validation expérimentale

Dans la référence [J11], la régularisation de Tikhonov généralisée a été appliquée à une plaque
d’acier suspendue excitée par un pot vibrant muni d’un capteur d’effort et alimenté par un bruit blanc
[cf. Figure 1.3].

(a) Plaque suspendue (b) Système d’excitation

Figure 1.3 – Montage expérimental

L’application de régularisation de Tikhonov généralisée pour q = 0.5 est présentée en Figure 1.4.
L’analyse des résultats montre qu’en dehors des fréquences de résonance la régularisation de Tikhonov
généralisée permet non seulement de localiser la position de la source d’excitation, mais également
de quantifier correctement son amplitude. Au niveau des fréquences de résonance, les résultats ne
sont généralement pas aussi bons qu’espérés. Cependant, ce constat n’est pas spécifique à l’approche
proposée, puisqu’au niveau des fréquences de résonance il n’y a pas unicité de la solution 3. Cela peut
s’expliquer par le fait que pour des structures faiblement amorties la réponse vibratoire aux fréquences
de résonance est majoritairement guidée par ses modes propres de vibration. Dit autrement, aux
résonances de la structure, le champ vibratoire a la forme de la déformée propre correspondante. Ce
résultat en demi-teinte peut également être partiellement associé aux erreurs de modèles, dans la
mesure où le modèle éléments finis utilisé pour calculer la matrice des fonctions de transfert H n’a pas
été mis à jour à partir des mesures vibratoires réalisées.
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(a) Reconstruction à 725 Hz pour q = 0.5
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(b) Spectre d’effort reconstruit au point d’excitation
identifié (Résolution : 2.5 Hz)

Figure 1.4 – Champ d’effort reconstruit à partir du champ de vitesse mesuré par vibrométrie laser

3. On peut également montrer analytiquement qu’aux résonances d’un système faiblement amorti la force nécessaire
pour créer le mouvement mesuré est pratiquement nulle. En pratique, il arrive également que les non-linéarités d’un pot
vibrant deviennent importantes aux fréquences de résonance, ce qui accroît les erreurs de modèle.
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1.1.4 Limitations

Malgré des résultats prometteurs, il est très vite apparu que la régularisation de Tikhonov géné-
ralisée, telle que je l’avais introduite dans la référence [J5], présentait cinq limitations potentiellement
problématiques :

1. La distribution de probabilité a priori utilisée définit un a priori global, ce qui signifie que l’on
suppose que la structure est excitée sur toute la zone d’identification par un seul type de sources.
Par conséquent, lorsque la structure est excitée par des sources de types différents (par exemple,
localisées et réparties), la qualité du champ d’excitation identifié n’est pas satisfaisante, puisque
l’a priori sur la distribution spatiale des sources n’est parfaitement adaptée à aucun type de
sources. Ce problème est illustré en Figure 1.5 sur le cas d’une plaque simplement appuyée sur
ses quatre bords pour laquelle on cherche à identifier l’effort excitateur et les efforts de réaction
aux limites.
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(b) Régularisation de Tikhonov généralisée (q = 1.1)

Figure 1.5 – Champ d’effort reconstruit sur une plaque simplement appuyée

2. Les performances de l’algorithme de résolution, en termes de temps de calcul, sont significati-
vement impactées par le calcul et la mise à jour du paramètre de régularisation λ(k) à chaque
itération. Ceci est dû aux procédures de sélection automatiques du paramètre de régularisation
qui s’appuient généralement sur la décomposition en valeurs singulières de la matrice des fonc-
tions de transfert H. En effet, il est connu que cette opération est d’autant plus coûteuse que
la dimension du problème est grande [TI97].

3. Lorsque les données mesurées sont extrêmement bruitées, la qualité de l’identification obtenue
par la régularisation de Tikhonov généralisée est limitée. Ce problème est illustré en Figure 1.6
sur le cas d’une poutre libre-libre, dont le champ excitateur est reconstruit à partir du champ
de déplacement bruité de manière à obtenir un SNR de 13 dB.
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Figure 1.6 – Champ d’effort reconstruit sur une poutre libre-libre pour q = 0.5 à partir d’un champ
de déplacement bruité de SNR 13 dB

19



4. Lorsque l’on souhaite reconstruire à la fois le champ et le spectre d’excitation, il est clair que
l’approche proposée est limitée aux cas où le type de source et le spectre d’excitation partagent
les mêmes caractéristiques comme la parcimonie ou à ceux pour lesquels le vecteur d’excitation
a les caractéristiques voulues 4.

5. La régularisation de Tikhonov généralisée ne fournit qu’un estimateur ponctuel du champ d’ex-
citation à reconstruire. Par conséquent, il est difficile, sauf pour le cas q = 2, d’évaluer la
robustesse de la solution obtenue. D’autre part, tous les exemples présentés précédemment ont
pointé du doigt la criticité du choix du paramètre de forme q. Cependant, choisir a priori une
valeur pertinente est loin d’être une tâche facile pour un utilisateur peu expérimenté, dans la
mesure où seule une analyse approfondie du système mécanique permet d’obtenir des informa-
tions sur la position et le type de sources à identifier. Malheureusement, ceci ne garantit pas
que le paramètre choisi soit le plus adapté au problème traité.

Comme on peut le voir au travers des différentes questions soulevées ici, la régularisation de Ti-
khonov généralisée ne permet pas de traiter tous les problèmes d’identification de sources auxquels on
peut être confronté en pratique. Ces questions ne pouvant rester sans réponses, j’ai décidé de pour-
suivre mes recherches, avec la collaboration de mon collègue Olivier De Smet, afin d’apporter à chaque
problématique une solution adaptée. C’est donc dans ce contexte et dans cette optique que toutes les
méthodes présentées dans la suite de ce chapitre ont été développées.

1.2 Prise en compte d’a priori locaux

Article : [J8]
Communications : [C7, C9]
Séminaire : [S5]

Comme nous l’avons évoqué précédemment, la régularisation de Tikhonov généralisée ne permet
d’introduire qu’un a priori global sur le champ d’excitation à identifier. Autrement dit, lorsque la
structure est excitée par plusieurs sources de natures différentes, la qualité de reconstruction obtenue
à partir de la régularisation de Tikhonov généralisée est nécessairement limitée, car l’information
disponible sur les sources à identifier n’est pas pleinement exploitée. Pour pallier ce problème, nous
avons amendé la stratégie initialement proposée, de manière à pleinement tirer parti de l’information
disponible localement sur le type des sources à reconstruire.

1.2.1 Formulation et résolution du problème d’identification

Pour obtenir la formulation désirée et ainsi exploiter l’information locale disponible sur le type
de sources excitant la structure, il suffit de modifier la distribution de probabilité a priori dans la
relation (1.4) définissant la solution la plus probable au sens Bayésien.

Dans le cadre du travail présenté dans l’article [J8], on suppose que la structure considérée est
excitée en différentes zones par des champs d’excitation non corrélés de natures différentes. Par suite,
les champs excitateurs locaux Fr, ainsi définis, peuvent être considérés comme des vecteurs aléatoires
indépendants. De ce fait, la distribution de probabilité a priori peut s’écrire sous la forme :

p(F) =

R∏
r=1

p(Fr), (1.15)

où R est le nombre de zones considérées et p(Fr) est la distribution locale de probabilité, traduisant
la connaissance a priori de l’expert sur le type de source à identifier dans la zone r.

4. Un exemple typique est celui de la reconstruction du champ et du spectre d’excitation d’une force ponctuelle large
bande sur un grand nombre de point d’identification.
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Comme nous l’avons fait pour la régularisation de Tikhonov généralisée, on suppose que les champs
excitateurs locaux Fr suivent des lois normales généralisées de moyenne nulle, de paramètre d’échelle
τsr et de paramètre de forme qr :

p(Fr) ∝ exp
[
−τsr‖Fr‖qrqr

]
. (1.16)

L’introduction de cette distribution de probabilité a priori dans le calcul de l’estimateur du maxi-
mum a posteriori [cf. Équation (1.4)] conduit à la formulation d’un problème d’identification exploitant
l’information disponible a priori sur le type de sources excitant un structure, à savoir :

F̂ = argmin
F

‖Y−HF‖22 +
R∑
r=1

λr ‖Fr‖qrqr , (1.17)

où λr = τsr/τn est le paramètre de régularisation associé à la zone r.

À ce stade, on dispose donc de 2R paramètres (λr, qr) pour traduire notre connaissance a priori
sur le problème. Cependant, pour simplifier le problème, nous avons choisi de réduire le nombre de
paramètres de régularisation en imposant l’égalité de ces derniers pour toutes les zones, ce qui re-
vient à ne travailler qu’avec un seul et unique paramètre de régularisation λ. Au final, le problème
d’identification s’écrit :

F̂ = argmin
F

‖Y−HF‖22 + λ
R∑
r=1

‖Fr‖qrqr . (1.18)

Du point de vue de la résolution, la prise en compte d’a priori locaux ne nécessite qu’une adaptation
mineure de l’algorithme IRLS présenté dans la section 1.1.2, puisqu’il suffit de calculer des matrices de
pondérations locales W(k)

r pour chaque zone r [cf. Équations (1.12) et (1.13)] et de construire ensuite
une matrice de pondération globale W(k), définie telle que :

W(k) =

W
(k)
1 0

. . .
0 W(k)

R

 . (1.19)

Remarque - L’hypothèse d’indépendance des champs excitateurs locaux et de chacune des compo-
santes de ces derniers est une hypothèse forte. Cependant, l’étude de la littérature nous apprend que
ce type de formulation donne de bons résultats lorsque les composantes du champ d’excitation sont
effectivement indépendantes, mais aussi lorsqu’une dépendance fonctionnelle existe entre ces compo-
santes (ce qui est le cas par exemple lorsque l’on cherche à identifier les sources à l’intérieur de la zone
d’identification et les efforts de réaction aux limites associés) [Ris01].

1.2.2 Application

Comme nous l’avons clairement mis en évidence en Figure 1.5, la définition d’un a priori global
pour toute la zone d’identification ne permet pas d’obtenir une reconstruction quantitativement sa-
tisfaisante, lorsque l’on cherche par exemple à identifier une force ponctuelle unitaire excitant une
plaque simplement appuyée ainsi que les forces de réaction aux limites associées. Dans ce cas, pour
améliorer le résultat obtenu, la structure est divisée en deux zones d’identification : une zone centrale
contenant la force ponctuelle, dans laquelle la solution est supposée parcimonieuse (q1 = 0.5), et une
zone correspondant aux limites de la plaque, dans laquelle on privilégie une solution répartie (q2 = 2)
[cf. Figure 1.7].
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Figure 1.7 – Définition des zones d’identification – (◦) zone 1 : solution parcimonieuse,
(×) zone 2 : solution répartie et (�) position de la force ponctuelle

La Figure 1.8 présente le champ excitateur obtenu à partir de la régularisation de Tikhonov généra-
lisée intégrant la prise en compte d’a priori locaux. Ce résultat montre clairement le bénéfice que l’on
peut tirer d’une telle approche en termes de qualité de reconstruction comparé à une reconstruction
réalisée à partir d’un a priori global définit sur toute la zone d’identification [cf. Figure 1.5]. On notera,
à toutes fins utiles, qu’une validation expérimentale de cette approche a été présentée dans l’article
[J8].
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(b) Régularisation de Tikhonov généralisée avec prise
en compte d’a priori locaux (q1, q2) = (0.5, 2)

Figure 1.8 – Champ d’effort reconstruit sur une plaque simplement appuyée à partir du champ de
déplacement bruité pour un SNR de 30 dB

Remarque - Pour ne pas alourdir inutilement la présentation des différentes approches proposées
dans la suite de ce chapitre, ces dernières seront introduites en ne considérant qu’une seule zone
d’identification. Il est toutefois important de noter que cette approche par zone d’identification est
tout à fait générique et peut donc aisément s’appliquer à toutes les méthodes décrites dans la suite de
ce document comme nous l’avons fait, par exemple, dans les articles [J11, J15].
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1.3 Réduction des temps de calcul

Articles : [J12, J16]
Communication : [C13]
Séminaire : [S5]

D’une manière générale, les méthodes de régularisation de type Tikhonov, comme celles présentées
précédemment, sont un cas particulier d’une approche appelée régularisation additive 5. Formellement,
la régularisation additive se définit à partir de la formulation suivante [Nik02, Gra10] :

F̂ = argmin
F

F(Y−HF) + λR(F),

où
— F(Y − HF) est appelé terme de fidélité au données, car il contrôle l’a priori sur le biais

observé (i.e. le bruit) entre les données mesurées et les données estimées à partir du modèle de
reconstruction ;

— R(F) est appelé terme de régularisation, car il contrôle l’a priori sur les sources à identifier ;

— λ est le paramètre de régularisation qui règle le compromis entre les termes de fidélité aux
données et le terme de régularisation. Si l’on considère le problème inverse comme un problème
de minimisation sans contraintes, le paramètre de régularisation s’interprète alors comme un
multiplicateur de Lagrange.

Malgré leur efficacité, les approches additives reposent sur la détermination du paramètre de ré-
gularisation λ. Pour cela, différentes procédures de sélection ont été développées, comme le principe
de décroissance de Morozov [Sch93], la validation croisée généralisée [GHW79], l’estimateur Bayésien
[PAL15] ou encore le principe de la courbe en L [Han98]. Il faut toutefois noter que ces approches
peuvent présenter un coût de calcul important, puisqu’elles sont basées soit sur le calcul de la racine
d’une certaine équation, soit sur la minimisation d’une fonctionnelle ou encore sur la détermination de
la courbure maximale d’une certaine courbe. Ce coût de calcul est en grande partie lié à l’utilisation
de la décomposition en valeurs singulières de la matrice des fonctions de transfert H lors de la mise en
œuvre pratique de ces procédures de sélection. C’est pourquoi, il peut être intéressant de développer
une méthode de régularisation permettant de s’affranchir de l’utilisation de ces procédures de sélec-
tion de manière à réduire les temps de calculs des solutions régularisées. Ce prérequis est rempli par
les méthodes de régularisation dites multiplicatives [BBA99, BAF03, ABHB04, LJ10, Rod11], pour
lesquelles le terme de régularisation R(F) est introduit sous la forme d’une contrainte multiplicative.
Pratiquement, cela signifie que le champ d’excitation est solution du problème de minimisation suivant :

F̂ = argmin
F

F(Y−HF) · R(F). (1.20)

Remarque - Bien que la régularisation multiplicative en tant que formulation d’un problème inverse
ait été introduite par van den Berg et al. (notamment dans [BBA99]), ce type de fonctionnelle avait déjà
été utilisé par Regińska dans [Reg96] pour estimer la valeur du paramètre de régularisation optimal.

1.3.1 Formulation et caractéristiques de la régularisation multiplicative

Dans le cadre de ce travail de recherche, nous avons introduit une forme particulière de régula-
risation multiplicative, basée sur les travaux menés précédemment sur la régularisation de Tikhonov
généralisée et ses variantes. En effet, la régularisation multiplicative que nous avons proposée est
construite à partir des termes de fidélité aux données et de régularisation définis lors de l’établissement

5. Cette terminologie s’explique par le fait que le terme de régularisation apparaît sous la forme d’une contrainte
additive.
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de la régularisation de Tikhonov généralisée. Autrement dit, la régularisation multiplicative introduite
dans [J8, J16, C13] s’écrit lorsque l’on ne considère qu’une seule zone d’identification :

F̂ = argmin
F\{0}

‖Y−HF‖22 · ‖F‖
q
q . (1.21)

La régularisation multiplicative possède plusieurs caractéristiques remarquables. Tout d’abord, on
peut noter que la solution F̂ = 0 est exclue de la recherche, bien qu’elle corresponde au minimum
global de la fonctionnelle considérée. En effet, comme on ne s’intéresse qu’à des systèmes linéaires, si
le champ vibratoire mesuré est non nul à une fréquence donnée, alors le champ d’excitation à cette
même fréquence est nécessairement non nul. Ensuite, la solution du problème (1.21) s’obtient à partir
de la condition d’optimalité de premier ordre, qui est ici donnée par :

2HH H− 2HH Y + q α(F̂)

[∣∣∣F̂∣∣∣q−2 ◦ F̂] = 0, (1.22)

où ◦ désigne le produit matriciel de Hadamard et α(F̂) est le paramètre de régularisation de l’approche
multiplicative, défini tel que :

α(F̂) =

∥∥∥Y−HF̂
∥∥∥2
2∥∥∥F̂∥∥∥q

q

. (1.23)

Les deux relations précédentes montrent clairement que la solution de la régularisation multipli-
cative ne peut s’obtenir que de manière itérative quelque soit la valeur du paramètre q. Deux raisons
à cela. D’une part, dans le cas où q 6= 2, la fonctionnelle à minimiser ne possède pas de solution
explicite. D’autre part, quelque soit la valeur du paramètre q, le paramètre de régularisation de l’ap-
proche multiplicative α(F̂) dépend explicitement de la solution régularisée F̂. Cette dernière propriété
constitue l’atout principal de la régularisation multiplicative par rapport à la régularisation additive,
dans la mesure où, dans le cadre d’un processus itératif, le paramètre de régularisation α est mis à
jour automatiquement tout au long du processus de résolution sans nécessité l’utilisation de procédures
de sélection coûteuses en temps de calcul. C’est pourquoi, le paramètre α est nommé paramètre de
régularisation adaptatif.

1.3.2 Résolution du problème d’identification

Du point de vue de la résolution, le fait que le calcul de la solution de la régularisation multipli-
cative nécessite la mise en place d’un processus itératif n’est pas un problème en soit, dans la mesure
où la solution peut être aisément obtenue à partir de l’algorithme IRLS utilisé jusqu’à présent. En
effet, à l’itération k + 1 de l’algorithme IRLS le champ excitateur F̂

(k+1)
est solution du problème de

minimisation suivant :

F̂
(k+1)

= argmin
F\{0}

‖Y−HF‖22 ·
∥∥∥W(k)1/2F

∥∥∥2
2

=
(
HH H + α(k+1)W(k)

)−1
HH Y,

(1.24)

où le paramètre de régularisation adaptatif est défini tel que :

α(k+1) :=

∥∥∥Y−HF̂
(k)
∥∥∥2
2∥∥∥W(k)1/2 F̂

(k)
∥∥∥2
2

. (1.25)
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Remarque - Le lecteur attentif notera que la solution explicite donnée dans la relation précédente
n’est pas strictement la solution du problème de minimisation à l’itération k + 1,. En effet, la réso-
lution de ce problème nécessite théoriquement la mise en place d’un second processus de résolution
itératif. Nous avons montré dans l’article [J16] que le paramètre de régularisation adaptatif défini dans
l’équation (1.25) correspondait en fait à celui obtenu après la première itération du second processus
itératif. Nous avons également mis en évidence dans ce papier qu’arrêter le processus itératif interne
après la première itération ou aller jusqu’à convergence n’avait pas d’impact significatif sur la qualité
de la solution régularisée.

Comme le montre les relations précédentes, la régularisation multiplicative permet donc de s’affran-
chir de l’utilisation des procédures standard de sélection du paramètre de régularisation. En théorie,
cette approche permet ainsi de réduire significativement les temps de calcul de la solution régularisée,
car la mise à jour du paramètre de régularisation adaptatif α(k) est moins coûteuse que celle du para-
mètre de régularisation λ(k). Pour assurer des performances maximales, la clé de la résolution réside
dans le choix de la solution initiale. En effet, comme pour la régularisation de Tikhonov généralisée,
la solution initiale est la solution de la régularisation de Tikhonov, c’est-à-dire :

F̂
(0)

=
(
HH H + α(0) I

)−1
HH Y. (1.26)

Cependant, pour préserver les avantages de la régularisation multiplicative, il faut que le paramètre
de régularisation adaptatif initial puisse être estimé sans utiliser de procédure de sélection automatique.
En pratique, cela s’avère être une tâche délicate, car l’ordre de grandeur du paramètre de régularisation
optimal est généralement difficile à déterminer à partir des seules données mesurées. Pour éviter ce
problème, nous avons proposé une procédure heuristique pour déterminer une valeur raisonnable de
α(0), qui se décline comme suit :

1. Trouver des estimations de la plus grande et de la plus petite valeur singulière de H, σ̂1 et σ̂n.
Mathématiquement, celles-ci sont données par les relations suivantes :

σ̂1 =
√
‖H‖∞ ‖H‖1 et σ̂n =

σ̂1
κ̂(H)

, (1.27)

où κ̂(H) est un estimateur du conditionnement en norme 2.

2. Définir un ensemble Sα0 de valeurs possible de α(0) ∈ [σ̂n, σ̂1] en utilisant un pas logarithmique
constant pour tenir compte de la décroissance des valeurs singulières.

3. Choisir α(0) = median(Sα0).

1.3.3 Lien entre régularisation additive et multiplicative

Une question qui est souvent revenue lors de discussions que j’ai pu avoir avec des collègues à
propos de la régularisation multiplicative était son lien avec la régularisation additive. Dans le cas où
q = 2, nous avons montré dans [J11] que la solution de la régularisation multiplicative correspondait
à l’un des points de la courbe en L pour lequel le coefficient directeur de la tangente à la courbe
vaut −1. Mais ceci n’est au fond qu’un indice d’un lien formel plus profond entre les deux types de
régularisation. Pour mettre en évidence ce lien, je vais m’appuyer, une nouvelle fois, sur le formalisme
Bayésien. Il faut noter ici que ce qui suit est une contribution originale de ce mémoire.

Commençons par considérer la procédure de calcul de la solution à partir de la régularisation
multiplicative lorsque q = 2. Dans ce cas, la résolution s’effectue de la manière suivante :
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1. Initialisation - Estimer α(0) et calculer F̂
(0)

.

2. Itération - Pour k = 1, ..., Nk, calculer α(k) et le champ excitateur F̂
(k)

à partir des relations
suivantes :

α(k) =

∥∥∥Y−HF̂
(k−1)∥∥∥2

2∥∥∥F̂(k−1)∥∥∥2
2

et F̂
(k)

=
(
HH H + α(k) I

)−1
HH Y. (1.28)

3. Convergence - Répéter l’étape 2 jusqu’à convergence.

À première vue, il n’y a pas de relation évidente avec la régularisation additive associée. C’est à ce
stade que le formalisme Bayésien nous offre une réponse aussi élégante qu’évidente. En effet, reprenons
la formulation Bayésienne utilisée pour établir la régularisation de Tikhonov généralisée dans le cas où
q = 2, à savoir :

p(F|Y, τn, τs) ∝ p(Y|F, τn) p(F|τs), (1.29)

où la fonction de vraisemblance et la distribution de probabilité a priori sont données par :

p(Y|F, τn) =
[τn
π

]N
exp

[
−τn‖Y−HF‖22

]
et p(F|τs) =

[τs
π

]M
exp

[
−τs‖F‖22

]
, (1.30)

où N est le nombre de points de mesure et M est le nombre de point d’identification.

Cette formulation du problème inverse suppose que les paramètres de précision τn et τs soient
une donnée du problème. Cependant, comme nous l’avons vu, cela implique, dans le cas du calcul
de la solution au sens du maximum a posteriori, l’utilisation de procédures externes de type courbe
en L pour déterminer le paramètre de régularisation « optimal ». Considérons, au contraire, que ces
paramètres sont également des inconnues du problème. Dans ce cas, la formulation Bayésienne du
problème devient :

p(F, τn, τs|Y) ∝ p(Y|F, τn) p(F|τs) p(τn) p(τs). (1.31)

Ici, nous allons supposer que toutes les valeurs des paramètres τn et τs sont équiprobables 6, c’est-
à-dire :

p(τn) ∝ 1 et p(τs) ∝ 1. (1.32)

Par suite, nous allons chercher les paramètres les plus probables étant donné le champ vibratoire
mesuré Y. Autrement dit, nous cherchons l’estimateur du maximum a posteriori suivant :(

F̂, τ̂n, τ̂s
)

= argmax
(F,τn,τs)

p(F, τn, τs|Y). (1.33)

Tous calculs faits, on trouve :

F̂ =
(
HH H + λ̂ I

)−1
HH Y, τ̂n =

N

‖Y−HF̂‖22
et τ̂s =

M

‖F̂‖22
, (1.34)

où le paramètre de régularisation λ̂ est défini tel que :

λ̂ =
τ̂s
τ̂n

=
M

N

‖Y−HF̂‖22
‖F̂‖22

. (1.35)

Par suite, pour trouver la solution du problème défini par les relations (1.34), une procédure itérative
doit être mise en place. Pratiquement, la résolution s’effectue comme suit :

6. Contrairement à ce que l’on pourrait penser, ceci ne traduit absolument pas l’absence d’information sur les para-
mètres à identifier. En effet, la distribution uniforme n’est pas une distribution non informative, car l’application d’un
changement de variable modifie sa forme.
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1. Initialisation - Estimer λ̂(0) et calculer F̂
(0)

.

2. Itération - Pour k = 1, ..., Nk, calculer λ̂(k) et le champ excitateur F̂
(k)

à partir des relations
suivantes :

λ̂(k) =
M

N

∥∥∥Y−HF̂
(k−1)∥∥∥2

2∥∥∥F̂(k−1)∥∥∥2
2

. et F̂
(k)

=
(
HH H + λ̂(k) I

)−1
HH Y. (1.36)

3. Convergence - Répéter l’étape 2 jusqu’à convergence.

La procédure de résolution présentée ci-dessus montre clairement que la régularisation multiplica-
tive est liée à la régularisation additive par l’intermédiaire de leur paramètre de régularisation respectif
puisque ces derniers sont liés par la relation 7 :

λ̂(k) =
M

N
α(k). (1.37)

1.3.4 Application

Le principal objectif de la régularisation multiplicative était de réduire drastiquement les temps
de résolution tout en préservant la qualité des solutions régularisées. Autrement dit, l’idée était de
démontrer que la régularisation multiplicative pouvait constituer une alternative crédible à la régu-
larisation additive. Pour cela, des comparaisons numériques et expérimentales ont été réalisées. L’un
des exemples les plus significatifs est l’application de la régularisation multiplicative à la validation
expérimentale proposée en section 1.1.3. Dans ce cas, l’analyse des résultats présentés en Figure 1.9
montre que la qualité de la solution identifiée à partir de la régularisation multiplicative et de la régula-
risation de Tikhonov généralisée est globalement similaire, bien qu’à certaines fréquences, notamment
aux fréquences de résonance de la structure, la régularisation multiplicative fournisse une solution plus
pertinente au regard des niveaux d’efforts à identifier. Plus intéressant, peut-être, est l’analyse des
temps de calculs de chaque approche pour obtenir la solution régularisée. En effet, dans le cas pré-
sent, la régularisation multiplicative est environ 10 fois plus rapide que la régularisation de Tikhonov
généralisée (7h contre 78h), ce qui répond à l’objectif initial visé par la régularisation multiplicative.
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Figure 1.9 – Comparaison du champ d’effort reconstruit expérimentalement à partir de la
régularisation multiplicative et de la régularisation de Tikhonov généralisée

7. On notera que cette relation est valable pour tout q et se généralise à un nombre quelconque de zones.
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1.4 Reconstruction à partir de mesures extrêmement bruitées

Article : [J17]
Communication : [C26]

La régularisation de Tikhonov généralisée et la régularisation multiplicative affichent leur limite
lorsque les mesures utilisées pour l’identification sont extrêmement bruitées. Plus globalement, lorsque
la qualité de la solution identifiée n’est pas satisfaisante, la démarche généralement adoptée est de
raffiner la solution initialement obtenue à partir des approches utilisées en première intention. Dans
la littérature, une technique qui répond à cette définition est la régularisation de Tikhonov itérée
[KC79, Han98]. De manière générale, elle se définit comme suit :

F̂
(0)

= 0

F̂
(k)

= argmin
F

‖Y−HF‖22 + λ(k)
∥∥∥F− F̂

(k−1)∥∥∥2
2

pour k ≥ 1
. (1.38)

Formellement, la formulation précédente est qualifiée de non stationnaire, car la valeur paramètre
de régularisation change à chaque itération. Dans le cas contraire, l’approche est dite stationnaire. D’un
point de vue pratique, la régularisation de Tikhonov itérée peut être conçue comme un raffinement
itératif d’une solution initiale obtenue après application de la régularisation de Tikhonov standard.
Par conséquent, cette approche conduit, même après raffinement à des solutions globalement réparties,
comme l’illustre la Figure 1.10 présentant le champ d’effort identifié à partir de la régularisation de
Tikhonov itérée sur une poutre à bords libres.
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Figure 1.10 – Champ d’effort reconstruit à partir de la régularisation de Tikhonov itérée
stationnaire à partir d’un champ de déplacement bruité de SNR 13 dB

Pour pallier ce problème, nous avons récemment proposé une régularisation multiplicative itérée,
dont l’objectif principal est de combiner les avantages de la régularisation multiplicative et de la
régularisation de Tikhonov itérée.

Remarque - Les approches proposées précédemment, tout comme, par exemple, l’approche proposée
par Renzi et al. dans [Ren11] n’entrent pas, selon moi, dans la catégorie des stratégies de raffinement de
solutions, car elles sont toutes basées sur une formulation du problème inverse dont le but n’est pas de
raffiner une solution préalablement calculée, mais plutôt de traduire mathématiquement les informa-
tions disponibles a priori sur le problème. Cependant, ce point de vue peut ne pas faire l’unanimité si
l’on considère que la résolution pratique de ces formulations, basée sur l’implémentation de procédure
itérative, nécessite, de fait, la définition d’une solution initiale.
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1.4.1 Formulation du problème d’identification

Par analogie avec la régularisation de Tikhonov itérée, la régularisation multiplicative itérée se
formalise comme suit :

F̂
(0)

= 0

F̂
(k)

= argmin
F\{F̂(k−1)}

‖Y−HF‖22 ·
∥∥∥F− F̂

(k−1)∥∥∥q
q

pour k ≥ 1 . (1.39)

Cette formulation naturelle de la régularisation multiplicative itérée est clairement non station-
naire, car le paramètre de régularisation adaptatif de la méthode va évoluer à chaque itération k.
Malheureusement, aussi naturelle et directe soit elle, cette version non stationnaire ne permet pas de
raffiner la solution initiale calculée à l’itération k = 1. Comme nous l’avons montré dans l’article [J17],
cela s’explique par le fait qu’à partir de la seconde itération, i.e. k = 2, la valeur du paramètre de
régularisation est de l’ordre de 1010, ce qui signifie que l’on a nécessairement F̂

(k)
≈ F̂

(1)
pour k ≥ 2. Ce

résultat peut s’expliquer par le fait que le paramètre de régularisation est adapté de manière optimale
dans le but de trouver une solution qui minimise la solution résiduelle F− F̂

(k−1)
.

Partant de ce constat assez désarmant, nous avons proposé une variante stationnaire de la ré-
gularisation multiplicative itérée, qui ne présente a priori pas ce problème, puisque le paramètre de
régularisation est constant au cours des itérations. Mathématiquement, cette variante stationnaire
s’écrit : 

F̂
(0)

= 0(
F̂
(1)
,W, α

)
= argmin

F\{F̂(0)}

‖Y−HF‖22 · ‖F‖
q
q pour k = 1

F̂
(k)

= argmin
F

‖Y−HF‖22 + α
∥∥∥W1/2

(
F− F̂

(k−1))∥∥∥2
2

pour k ≥ 2

. (1.40)

Par conséquent, l’approche stationnaire consiste à calculer pour k ≥ 2 la solution d’une régulari-
sation de Tikhonov pondérée, dont le paramètre de régularisation et les coefficients de la matrice de
pondération correspondent aux valeurs retournées par l’algorithme de résolution à l’issue du calcul de
la solution à la première itération par régularisation multiplicative. D’autre part, il est important de
noter que l’approche stationnaire permet de développer une procédure de résolution numériquement
efficace. En effet, pour k ≥ 2, la solution explicite du problème s’écrit :

F̂
(k)

=
[
HHH + αW

]−1 [HHY + αWF̂
(k−1)]

. (1.41)

Autrement dit, à partir de k ≥ 2, seule la matrice A = HHH+αW doit être inversée pour calculer la
solution raffinée. Par suite, si la matrice A est factorisée en utilisant, par exemple, une décomposition
LU, alors le calcul global de la solution à partir de k = 2 est pratiquement aussi coûteux que celui de
la solution à la première itération, ce qui est intéressant en terme de temps de calcul.

Enfin, par souci d’exhaustivité, il est important d’expliciter le critère d’arrêt de la procédure de
raffinement. Dans ce travail, le critère d’arrêt est lié à la variation relative de la fonctionnelle :

J(F̂
(k)

) = ‖Y−HF̂
(k)
‖22 + α

∥∥∥W1/2
(
F̂
(k)
− F̂

(k−1))∥∥∥2
2

(1.42)

entre deux itérations successives. Ici, la procédure est arrêtée lorsque la variation relative de la fonc-
tionnelle, définie précédemment, atteint une certaine tolérance, fixée à 10−2. En pratique, cela permet
de limiter les temps de calculs tout en assurant une qualité de reconstruction très satisfaisante.
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1.4.2 Application

Pour montrer l’intérêt et le potentiel de la régularisation itérée stationnaire, reprenons l’exemple de
la Figure 1.10, dans lequel on s’intéresse à l’identification d’une force ponctuelle unitaire excitant une
poutre à bords libres à partir d’un champ de déplacement bruité, dont le rapport signal-à-bruit (SNR)
est de 13 dB. Dans les résultats présentés en Figure 1.11, on constate, comme cela était le cas pour
la régularisation de Tikhonov généralisée, que la régularisation multiplicative ordinaire présente ses
limites, car, bien que la source soit parfaitement localisée, son amplitude est, en revanche, largement
sous-estimée. C’est dans cette situation particulière que l’on comprend l’intérêt de la régularisation
multiplicative itérée stationnaire, puisque, sur cette application, son utilisation permet d’obtenir un
gain de l’ordre de 25% sur l’amplitude de la force à identifier.
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Figure 1.11 – Champ d’effort reconstruit à partir de la régularisation multiplicative itérée
stationnaire à partir d’un champ de déplacement bruité de SNR 13 dB

Remarque - Les différentes validations que nous avons présentées dans les références [J17, C26]
montrent, sans grande surprise, que la régularisation multiplicative itérée stationnaire n’apporte aucun
gain sur la qualité de la solution reconstruite lorsque les données mesurées sont relativement propres.
C’est pourquoi, son champ d’application peut se limiter aux cas où on estime que la qualité des mesures
n’est pas suffisante pour obtenir une estimation pertinente du champ à identifier.

1.5 Reconstruction espace-fréquence

Article : [J14]
Communications : [C17, C22]

Jusqu’à présent, les méthodes proposées ne permettent pas d’exploiter pleinement les informations
disponibles à la fois sur le type des sources à identifier et sur les caractéristiques fréquentielles de
leur spectre. En effet, l’analyse des termes de régularisation montre que les approches développées
sont globalement limitées aux cas où le spectre et la distribution spatial des sources partagent des
caractéristiques communes ou que le vecteur d’excitation à identifier possèdent les caractéristiques
voulues. Or, l’intégration dans le processus de reconstruction des informations disponibles sur le spectre
d’excitation, qui peuvent être obtenues grâce à l’analyse des données mesurées, peut potentiellement
permettre d’améliorer la qualité globale des champs d’excitation identifiés. Ceci a, en particulier, été
montré par Rezayat et al. [RNP+16], qui ont proposé une régularisation additive s’appuyant sur un
terme de régularisation construit à partir de la norme mixte `2,1 pour identifier des sources ponctuelles
large bande. Dans les travaux présentés dans les références [J14, C17, C22], nous avons approfondi
cette idée, dans l’optique d’apporter à la formulation du problème inverse cette flexibilité qui m’est
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si chère. Pour cela, nous avons proposé un terme de régularisation basé sur l’utilisation de la norme
mixte `p,q. Capitalisant sur les connaissances acquises au travers des différentes méthodes que nous
avions développées jusqu’alors, nous avons proposé une régularisation multiplicative espace-fréquence
(EF) pour identifier conjointement le champ d’excitation et le spectre fréquentiel associé.

1.5.1 Formulation et résolution du problème d’identification

La mise en place de la régularisation espace-fréquence nécessite la définition préalable d’un modèle
linéaire de reconstruction global incluant toutes les fréquences d’intérêt. Par construction, ce modèle
s’écrit :

Y = HF, (1.43)

où H = diag[H(f1), . . . ,H(fNf
)], Y = [Y(f1)

T , · · · ,Y(fNf
)T ]T (Nf : Nombre de fréquences étudiées).

Une fois le modèle de reconstruction mis en place, on peut développer une stratégie de régularisation
adaptée. Dans le cadre de ces travaux, on cherche le champ excitateur F̂ solution de la régularisation
multiplicative espace-fréquence suivante :

F̂ = argmin
F\{0}

∥∥∥Y −HF
∥∥∥2
2
·
∥∥∥F∥∥∥q

p,q
. (1.44)

La spécificité de l’approche réside dans la définition du terme de régularisation, basée sur la norme
mixte `p,q, qui introduit un couplage explicite entre les coefficients du vecteur F, ce qui permet de
promouvoir certaines structures observées sur des signaux réels. Pour illustrer cette propriété parti-
culière des normes mixtes, il faut commencer par expliciter l’expression du terme de régularisation.
Formellement, ce dernier s’écrit :

∥∥∥F∥∥∥q
p,q

=

M∑
i=1

 Nf∑
j=1

|Fij |p


q
p

. (1.45)

Pour aller plus loin, les normes mixtes étant des normes matricielles, il est intéressant de représenter
le vecteur F sous forme de matrice, dont les lignes correspondent au spectre d’excitation en un point
particulier et les colonnes au champ d’excitation à une fréquence particulière :

F =


F1(f1) · · · F1(fj) · · · F1(fNf

)
...

...
...

Fi(f1) · · · Fi(fj) · · · Fi(fNf
)

...
...

...
FM (f1) · · · FM (fj) · · · FM (fNf

)

 . (1.46)

Par suite, si l’on pose (p, q) = (2, 1), cela implique que les colonnes de la matrice F sont supposées
creuses (espace) alors que les lignes sont supposées pleines (fréquences). En d’autres termes, on favorise
la parcimonie spatiale du champ d’excitation (sources localisées) et la continuité de son spectre fré-
quentiel (signal d’excitation large bande). Par conséquent, le terme de régularisation proposé permet
une très grande flexibilité, dans la mesure où il permet de traiter différentes distributions spatiales de
sources et différents type de signaux d’excitation dans un cadre formel unique.

Du point de vue de la résolution, la procédure se base sur l’algorithme IRLS et ne nécessite qu’une
adaptation marginale de ce dernier, puisqu’il suffit de ne modifier que le calcul des coefficients de la
matrice de pondération W(k). En pratique, ces derniers sont définis par la relation :

W
(k)
I = W s

i
(k) ·W f

i,j

(k)
, (1.47)

où I = j+Nf (i−1) est un indice global, tandis queW s
i
(k) etW f

i,j

(k)
sont les coefficients de pondération

associés aux domaines spatial (s) et fréquentiel (f). Les expressions de ces coefficients ne sont pas
données ici par souci de concision, mais peuvent être trouvées dans la référence [J14].
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1.5.2 Applications

La prise en compte de l’information disponible sur la nature des signaux d’excitation peut avoir un
impact significatif sur la qualité des solutions identifiées. C’est ce que nous avons pu vérifier lors de l’ap-
plication de la régularisation multiplicative espace-fréquence au cas d’une poutre simplement appuyée
excitée par une force ponctuelle unitaire large bande. Les résultats présentés en Figures 1.12 et 1.13
montrent clairement le gain obtenu grâce à l’approche espace-fréquence par rapport à la régularisation
multiplicative ordinaire, réalisant l’identification fréquence par fréquence.
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(a) 150 Hz - Fréquence quelconque
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(b) 211 Hz - Fréquence de résonance

Figure 1.12 – Reconstruction spatiale à partir de la régularisation multiplicative espace-fréquence
pour (p, q) = (2, 0.5)
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(a) Régularisation multiplicative ordinaire
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(b) Régularisation multiplicative espace-fréquence

Figure 1.13 – Reconstruction du spectre d’excitation à partir de la régularisation multiplicative
espace-fréquence pour (p, q) = (2, 0.5)

Cependant, nous avons observé lors de la validation expérimentale de la méthode sur une plaque
à bords libres [c.f. section 1.1.3], qu’en fonction de la bande de fréquence choisie, la régularisation
multiplicative espace-fréquence pouvait conduire à des résultats similaires à ceux obtenus avec une
résolution fréquence par fréquence du problème d’identification à partir d’une régularisation multipli-
cative ordinaire [c.f. Figure 1.14].
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Figure 1.14 – Reconstruction expérimentale du spectre d’excitation à partir de la régularisation
multiplicative espace-fréquence pour (p, q) = (2, 0.5) (Résolution : 5 Hz)

Nous avons donc conclu de ces différentes analyses que la régularisation multiplicative espace-
fréquence peut soit améliorer significativement la qualité des résultats identifiés, soit, dans le pire
des cas, fournir des résultats similaires à ceux d’une régularisation multiplicative ordinaire. Mais plus
important, peut-être, nous en avons conclu que cette approche était potentiellement plus adaptée à
l’identification de sources dans le domaine temporel, car, compte tenu que la formulation du problème
inverse en temps nécessite généralement la prise en compte de tous les pas de temps simultanément,
cette approche peut permettre d’obtenir de meilleurs résultats qu’avec les méthodes classiques tout en
affichant des temps de calculs comparables, voire inférieurs.

1.6 Robustesse des solutions et estimation du paramètre de forme
optimal

Article : [J15]
Communication : [C25]

L’un des principaux problèmes des approches développées précédemment et, d’une manière géné-
rale, des approches par régularisation, est qu’elles ne fournissent qu’un estimateur ponctuel du champ
excitateur 8. Par conséquent, nous n’avons bien souvent aucune information sur l’incertitude associée
à la solution identifiée étant donnée le champ vibratoire mesuré, le modèle mécanique choisi et le
paramètre de régularisation estimé. Or, cette information est d’un intérêt capital dans un contexte
industriel, car il est important de garantir la robustesse et la qualité du résultat obtenu. Pour pallier
ce problème, le cadre Bayésien peut être exploité pleinement afin d’obtenir aussi bien des intervalles
de crédibilité sur les paramètres du problème que d’autres indicateurs statistiques comme la solution
moyenne, médiane ou la plus probable.

Dans le contexte de l’identification de sources mécaniques, cette richesse du formalisme Bayésien
a parfaitement été mise en lumière par Zhang et al. [ZAF12] et, plus récemment, par Faure et al.
[FAAP17]. Les résultats présentés dans ces travaux ont démontré la flexibilité de l’approche Bayé-
sienne pour tenir compte des incertitudes du modèle mécanique utilisé, mais également la puissance de
l’inférence Bayésienne pour permettre une exploration efficace de la densité de probabilité a posteriori
sur les paramètres inconnus du modèle probabiliste. C’est notamment cette dernière particularité qui
nous a conduit à approfondir notre exploitation du formalisme Bayésien pour obtenir, outre le champ
d’excitation le plus probable, des informations plus précises sur les distributions de probabilité asso-
ciées à chacun des paramètres du problème, dont le paramètre de forme q. En effet, nous avons montré

8. Même si dans le cas de la régularisation standard, la matrice de covariance associée à la solution régularisée peut
être aisément obtenue.
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que le choix de ce paramètre était crucial dans l’obtention d’une solution mécaniquement pertinente.
Cependant, ce choix n’est pas évident au premier abord, car il repose essentiellement sur l’expertise de
la personne qui réalise la reconstruction. Il existe donc une incertitude sur le choix de ce paramètre,
qu’il convient d’intégrer dans la formulation du problème inverse.

1.6.1 Formulation Bayésienne du problème d’identification

Pour définir la formulation Bayésienne la plus générale possible au regard des différents paramètres
que nous avons identifiés lors de nos études précédentes, nous sommes repartis de la formulation
Bayésienne ayant servi à l’établissement de la régularisation de Tikhonov généralisée, à savoir :

p(F|Y, τn, τs, q) ∝ p(Y|F, τn) p(F|τs, q). (1.48)

La formulation précédente peut, bien évidemment, servir de base pour obtenir la distribution de
probabilité sur le champ excitateur F étant donné le champ vibratoire mesuré Y, mais aussi et surtout
les valeurs des paramètres de précision, τn et τs, et du paramètre de forme q. Autrement dit, le résultat
et les conclusions de l’inférence sont fortement conditionnés au choix préalable du jeu de paramètres
(τn, τs, q). On saura donc dire si la solution ainsi obtenue est robuste pour un jeu de paramètres
donnés. En revanche, il nous sera impossible d’assurer que cette solution est la meilleure que l’on
puisse espérer, à moins de tester toutes les combinaisons possibles de paramètres. C’est pourquoi, nous
avons considéré l’ensemble (τn, τs, q) comme des paramètres aléatoires indépendants, ce qui permet
de limiter les biais lors de l’inférence, dans la mesure où ces paramètres sont alors décrits par leur
distribution de probabilité a priori et non plus par leur valeur fixée préalablement par l’utilisateur.
Par suite, la formulation Bayésienne du problème d’identification que nous avons établie pour répondre
à nos besoins spécifiques s’écrit :

p(F, τn, τs, q|Y) ∝ p(Y|F, τn) p(F|τs, q) p(τn) p(τs) p(q), (1.49)

où p(τn), p(τs) et p(q) sont les distributions de probabilité a priori associées, respectivement, aux
paramètres τn, τs et q.

Pour pouvoir réaliser l’inférence Bayésienne, il reste à préciser les différentes distributions de proba-
bilité intervenant dans la formulation du problème inverse. Dans le cadre de ce travail, les distributions
de probabilités sont définis comme suit :

— La fonction de vraisemblance p(Y|F, τn) décrit l’information dont on dispose a priori sur le
bruit affectant le champ vibratoire mesuré. Comme nous l’avons expliqué précédemment, on
suppose ici que le bruit affectant les données est un bruit blanc Gaussien de moyenne nulle et
de paramètre de précision τn :

p(Y|F, τn) =
[τn
π

]N
exp

[
−τn‖Y−HF‖22

]
, (1.50)

où N est le nombre de points de mesure.

— La distribution de probabilité a priori sur le champ excitateur F traduit notre connaissance
a priori du type de sources excitant la structure. Pour obtenir la régularisation de Tikhonov
généralisée, nous avons utilisé une loi normale généralisée, de moyenne nulle et de paramètre
d’échelle τs, dans le but d’identifier des sources aussi bien localisées que réparties. Cependant,
derrière ce choix se cache une hypothèse que nous n’avons pas exprimé jusqu’à présent. En
effet, la définition que nous avons utilisée suppose que le vecteur d’excitation F soit un vecteur
aléatoire réel. Dans ce cas, la distribution de probabilité a priori s’écrit :

p(F|τs, q) =

[
q

2 Γ(1/q)

]M
τ

M
q
s exp

[
−τs‖F‖qq

]
, (1.51)

où Γ(x) est la fonction gamma.
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— La distribution de probabilité a priori sur les paramètres τn et τs traduit notre connaissance
a priori sur ces derniers. Ces paramètres étant à support positif, nous avons opté pour une loi
Gamma, ce qui est un choix usuel pour ce type de paramètre. Mathématiquement, elle s’écrit :

G(τ |α, β) =
βα

Γ(α)
τα−1 exp(−β τ) avec α > 0, β > 0, (1.52)

où α et β sont respectivement le paramètre de forme et d’intensité de la distribution.

— La distribution de probabilité a priori sur le paramètre de forme q permet de traduire mathé-
matiquement l’information disponible sur ce paramètre. La seule information dont on dispose
sur ce dernier est qu’il est positif et borné. En effet, les études que nous avons menées sur les
approches par régularisation ont montré que choisir le paramètre de forme dans l’intervalle ]0, 2]
permettait de traiter la majorité des situations rencontrées en pratique. C’est pourquoi, notre
choix s’est porté sur une loi Gamma tronquée, définie telle que :

GT (q|α, β, lb, ub) =
Γ(α)

γ(α, βub)− γ(α, βlb)
G(q|α, β) I[lb,ub](q), (1.53)

où :

• G(q|α, β) est la loi gamma définie par l’équation (1.52) ;

• I[lb,ub](x) est la fonction de troncature définie entre la borne inférieure lb et la borne supé-
rieure ub. Cette fonction s’écrit :

I[lb,ub](q) =

{
1 si q ∈ [lb, ub]

0 sinon
; (1.54)

• γ(s, x) =
∫ x
0 t

s−1 exp(−t) dt est la fonction gamma incomplète inférieure.

Pour finir, on peut noter que le choix des différentes distributions, notamment celui des lois Gamma,
a été fait pour des raisons de commodité mathématique, car d’autres distributions auraient théorique-
ment pu répondre à nos besoins. En effet, ce choix repose essentiellement sur le fait que la loi gamma
est la loi conjuguée de la loi normale pour le paramètre de précision. Le principal intérêt des lois
conjuguées est de simplifier l’inférence, car elles correspondent généralement à des lois de probabilité
classiques pour lesquelles un générateur de nombres aléatoires existe déjà. Cette spécificité rend plus
efficace l’implémentation des méthodes de type Monte-Carlo par chaînes de Markov.

1.6.2 Procédure de résolution

D’une manière générale, le formalisme Bayésien est adopté parce qu’il permet de quantifier les
incertitudes sur les paramètres inconnus du problème. Dans une certaine mesure, ce problème consiste
à déterminer la forme de la distribution de probabilité a posteriori p(F, τn, τs, q|Y) dans les régions
de forte probabilité, puisqu’il intègre toute l’information disponible sur les paramètres à identifier.
Malheureusement, la résolution analytique de ce problème est en générale impossible en raison de la
dimension de l’espace des paramètres. Une solution alternative est de discrétiser l’espace des para-
mètres pour explorer la distribution de probabilité a posteriori. Une manière efficace de réaliser cette
exploration consiste à échantillonner la distribution de probabilité a posteriori à l’aide de méthodes
de Monte-Carlo par chaînes de Markov.

Dans ce travail, nous avons implémenté un échantillonneur de Gibbs [GG84], dont l’idée est d’échan-
tillonner la distribution de probabilité a posteriori en échantillonnant chaque variable à partir de sa
distribution de probabilité conditionnelle étant donnée les valeurs actuelles des autres variables. Tech-
niquement, l’échantillonneur de Gibbs peut se décomposer en trois étapes :
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1. Pour k = 0, initialiser q(0), τ (0)n , τ (0)s et F(0) ;

2. Tirer Ns échantillons à partir des distributions de probabilités conditionnelles

pour k = 1 : Ns

a. Tirer q(k) ∼ p
(
q|Y,F(k−1), τ

(k−1)
n , τ

(k−1)
s

)
;

b. Tirer τ (k)s ∼ p
(
τs|Y,F(k−1), τ

(k−1)
n , q(k)

)
;

c. Tirer τ (k)n ∼ p
(
τn|Y,F(k−1), τ

(k)
s , q(k)

)
;

d. Tirer F(k) ∼ p
(
F|Y, τ (k)n , τ

(k)
s , q(k)

)
;

fin

3. Évaluer la convergence des chaînes de Markov.

L’implémentation de l’échantillonneur de Gibbs nécessite quelques commentaires. Tout d’abord, lors
de la phase d’initialisation, les paramètres peuvent être théoriquement initialisés de manière totalement
aléatoire. Cependant, cela peut conduire à de longs temps de chauffe (burn-in), ce qui signifie que les
chaînes de Markov explorent lentement le support de la distribution de probabilité a posteriori avant
d’atteindre leur régime stationnaire. Dans cette phase, les chaînes de Markov présentent un faible taux
de mixage. Pour limiter ce temps de chauffe, nous avons choisi d’initialiser l’échantillonneur en un point
étant raisonnablement situé dans la région de forte probabilité de la distribution a posteriori [J15].
Ensuite, une attention particulière doit être portée au tirage des échantillons à partir des distributions
de probabilités conditionnelles. En effet, alors que les échantillons pour les paramètres de précision τn
et τs sont facilement obtenus, car les distributions conditionnelles associées sont des lois Gamma, le
tirage des échantillons pour le paramètre de forme q(k) et le vecteur d’excitation F(k) est plus délicat,
car les distributions conditionnelles associées ne sont pas standard. Dans le cas du paramètre de forme
q, la distribution de probabilité conditionnelle s’écrit :

p(q|Y,F, τn, τs) ∝
τ

M
q
s

Γ(1/q)M
qα+M−1 exp

[
−β q − τs ‖F‖qq

]
I[lb,ub](q). (1.55)

Pour tirer des échantillons à partir de cette distribution de probabilité, nous avons utilisé une procédure
d’échantillonnage basée sur un algorithme de Monte-Carlo Hamiltonien, qui permet d’explorer plus
efficacement l’espace des probabilités qu’un algorithme de Metropolis-Hastings par exemple [Nea11].
Concernant maintenant le vecteur d’excitation F, la distribution de probabilité conditionnelle est de
la forme :

p(F|Y, τn, τs, q) ∝ exp
[
−τn ‖Y−HF‖22 − τs ‖F‖qq

]
. (1.56)

Dans ce cas, nous avons proposé une approximation normale autour du mode de la distribution condi-
tionnelle, afin d’utiliser par la suite un générateur de vecteur aléatoire gaussien classique. Formellement,
cela consiste à approcher la distribution de probabilité conditionnelle par une distribution Gaussienne
multivariée complexe de moyenne µF et de matrice de covariance ΣF. En pratique, l’idée est calculer,
grâce à l’algorithme IRLS, une matrice de pondération W, telle que :

p (F|Y, τn, τs, q) ∝ exp
[
−τn ‖Y−HF‖22 − τs ‖W1/2F‖22

]
∝ Nc(F|µF, ΣF),

(1.57)

où Nc(F|µF,ΣF) une distribution Gaussienne multivariée complexe de moyenne µF = τnΣFHHY et
de matrice de covariance ΣF =

(
τnHHH + τsW

)−1.
36



Remarque - La procédure d’échantillonnage de la distribution de probabilité conditionnelle associée
à F et basée sur l’approximation normale s’est avérée être celle nous permettant d’obtenir le meilleur
mixage des chaînes de Markov. Cependant, nous ne savons pas si, malgré la pertinence des résultats
obtenus, elle converge bien vers la distribution de probabilité conditionnelle. C’est pourquoi, nous
avons également utilisé un algorithme de Metropolis à marche aléatoire et un algorithme de Monte-
Carlo Hamiltonien. Malheureusement, ces deux algorithmes ont conduit à des problèmes de convergence
des chaînes en raison d’une difficulté à trouver les bons paramètres de réglage associés à chacun d’eux.

Enfin, une dernière remarque peut être faite sur l’évaluation de la convergence des chaînes de Markov.
Ici, nous avons choisi de contrôler la convergence des chaînes associées au paramètre de forme q et aux
paramètres de précision τn et τs. Pour cela, nous avons dans un premier temps appliqué le diagnostic
de Raftery-Lewis [RL92] à chaque chaîne, afin de déterminer le temps de chauffe et la longueur totale
des chaînes. Dans un second temps, nous avons appliqué le critère de Geweke [Gew92] aux chaînes
résultant de l’étape précédente pour juger de la convergence de l’échantillonneur vers la distribution
stationnaire.

1.6.3 Application

Pour illustrer la pertinence de la formulation Bayésienne proposée et de l’échantillonneur de Gibbs
associé, considérons le cas d’une poutre libre-libre excitée à 350 Hz par deux forces ponctuelles unitaires
situées à proximité l’une de l’autre. Les seules données dont nous disposons sont la matrice des fonctions
de transfert de la structure et le champ vibratoire bruité par un bruit additif Gaussien (SNR : 34
dB) [C25]. Pour explorer la distribution de probabilité a posteriori, 105 échantillons ont été tirés pour
chacun des paramètres du modèle Bayésien. Les résultats de l’inférence, ainsi réalisée, sont présentés en
Figure 1.15 et dans le tableau 1.1. L’analyse des résultats obtenus montre que la procédure développée
permet de fournir non seulement des estimations ponctuelles des paramètres du modèle Bayésien, mais
également une quantification de l’incertitude a posteriori associée à chacun d’eux. En particulier, on
peut noter que la médiane du champ d’effort reconstruit est en très bon accord avec le champ de
référence. De même, la zone définissant l’intervalle de crédibilité (IC) à 95% étant étroite, cela nous
indique que le champ d’effort reconstruit est hautement probable étant donné le modèle mécanique et
le champ vibratoire mesuré.
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Figure 1.15 – Partie réelle du vecteur d’effort
identifié par inférence Bayésienne

Paramètre Médiane IC à 95%
F1 0.995 [0.959, 1.033]
F2 0.992 [0.952, 1.030]
τn 5.02× 1015 [3.02, 7.84]× 1015

τs 11.51 [8.62, 14.80]
q 0.26 [0.14, 0.44]

Table 1.1 – Résumé des résultats de
l’inférence Bayésienne

Pour finir, il est intéressant de noter qu’une validation expérimentale présentée dans la référence
[J15] nous a permis de montrer qu’au niveau des fréquences de résonance, l’incertitude a posteriori sur
les paramètres est plus grande qu’à une fréquence quelconque. Cette observation nous rassure quant à
la pertinence de l’approche, dans la mesure où, aux fréquences de résonance, il n’y a pas unicité de la
solution car la réponse de la structure est guidée par ses modes de vibrations 9.

9. Autrement dit, la matrice des fonctions de transfert est singulière.
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1.7 Conclusion

À mon arrivée au LMSSC, je me suis inséré dans la thématique Caractérisation des sources et
contrôle du bruit du laboratoire, qui regroupait jusqu’alors des activités de recherches orientées no-
tamment sur le développement de méthodes de caractérisation de sources acoustiques. Ainsi, aucune
recherche n’était menée sur l’identification de sources mécaniques. C’est pourquoi, il m’a semblé natu-
rel, pour pouvoir développer en autonomie des travaux originaux, d’explorer cette voie de recherche,
qui est actuellement très active dans la communauté dynamique des structures. Dans ce contexte
concurrentiel, nous avons apporté des réponses originales au problème de l’identification des sources
mécaniques dans le domaine fréquentiel. L’idée centrale des travaux que nous avons menés consiste
à utiliser au mieux l’information disponible a priori sur la nature des sources à identifier. Ainsi, les
premiers travaux publiés sur le sujet ont porté sur le développement de la régularisation de Tikhonov
généralisée, qui est une stratégie de régularisation permettant d’identifier aussi bien des sources locali-
sées que réparties grâce à la définition d’un terme de régularisation exprimé sous la forme d’une norme
`q. Cependant, il est rapidement apparu que cette méthode de régularisation présentait un certain
nombre de limitations.

La première d’entre elles concernait le caractère global du terme de régularisation qui suppose qu’un
seul type de sources excite la structure. La réponse que nous avons apportée à ce problème consiste
à introduire dans la formulation du problème inverse des a priori locaux, qui permettent d’améliorer
significativement la qualité de l’identification lorsqu’une structure est excitée par des sources de types
différents.
La seconde limitation était liée au calcul du paramètre de régularisation de la méthode, qui peut
s’avérer coûteux en temps de calcul en fonction de la taille du problème inverse. Pour contourner
cette difficulté, nous avons introduit, dans le contexte de l’identification de sources, la régularisation
multiplicative, qui est une approche plus performante que les approches additives classiques (de type
Tikhonov) en termes de temps de calcul et de ressources mémoire nécessaires, tout en fournissant des
reconstructions d’excellente qualité.
Cependant, quelque soit le type de régularisation envisagé, une dégradation notable de la qualité
des solutions identifiées est observée lorsque les données vibratoires sont extrêmement bruitées. Ce
constat nous a conduit à proposer une régularisation multiplicative itérée, dont la version stationnaire
permet pour un coût de calcul relativement faible d’améliorer sensiblement la qualité des solutions
reconstruites.
Dans le même ordre d’idée, les approches décrites jusqu’ici ne permettaient pas de tenir compte des
caractéristiques spectrales des efforts appliqués (continuité du spectre pour les sources large bande,
par exemple), dans la mesure où le problème est généralement résolu fréquence par fréquence. Pour
prendre en compte cette information, nous avons introduit un terme de régularisation espace-fréquence
basé sur l’utilisation d’une norme mixte `p,q. Grâce à ce type de terme de régularisation, il devient alors
possible de promouvoir la parcimonie spatiale et la continuité spectrale. Nous avons ainsi montré que
les approches par régularisation qui en résulte permettent notamment de mieux identifier les sources
d’excitation au niveau des fréquences de résonance d’une structure.
Enfin, l’une des questions revenant régulièrement dans les rapports des papiers publiés et lors des
conférences auxquelles j’ai participé était liée à la robustesse des solutions obtenues et au choix des
paramètres de norme. Sur ce dernier point, bien que nous ayons fourni dans nos publications des
règles de choix a priori de ce paramètre crucial, ces dernières semblent difficiles à appliquer pour un
utilisateur non averti. D’autre part, même appliquées correctement, ces règles heuristiques ne nous
assurent pas que les paramètres choisis sont optimaux au regard de notre problème. C’est pourquoi,
nous avons proposé une formulation Bayésienne du problème d’identification, dont le principal objectif
et la principale vertu est de permettre l’estimation de tous les paramètres du modèle, comme le champ
d’effort ou les paramètres de normes, et de quantifier les incertitudes qui leurs sont associées. Ce dernier
aspect est fondamental du point de vue industriel, car il nous permet d’obtenir une information sur
la confiance que l’on peut avoir sur les résultats obtenus compte tenu des informations disponibles a
priori (données mesurées + informations contextuelles).

38



Chapitre 2

Identification de sources transitoires

Les travaux présentés dans ce chapitre ont été effectués dans le cadre de deux contrats de re-
cherche commandités par le Centre national d’études spatiales (Cnes) sur l’identification de chocs
pyrotechniques lors de la séparation de sous-structures mécaniques. Pour le Cnes, l’objectif à moyen
terme est d’établir un modèle macroscopique de choc synthétique dans le but de dimensionner à l’aide
de simulations numériques les structures spatiales subissant une découpe pyrotechnique. Le principal
avantage d’un tel modèle est d’éviter la modélisation complète du système pyrotechnique (loi d’état
de l’explosif, modèle de plastification et de rupture de la structure, etc.). Pour le laboratoire, l’objectif
de cette collaboration est de valoriser, dans le cadre d’un transfert industriel, les recherches menées
sur l’identification de sources dans le domaine fréquentiel en adaptant les méthodes développées à
l’identification de sources transitoires.

Cependant, avant de se lancer tête baissée dans la bataille, nous avons pris du recul pour étudier
la littérature existante sur l’identification de sources mécaniques dans le domaine temporel, afin de
proposer un positionnement original sur cette thématique [R4]. Une analyse approfondie de la litté-
rature montre que, hormis quelques stratégies particulières, mais néanmoins intéressantes comme les
méthodes s’appuyant sur la programmation dynamique [Tru78, Nor06] ou la méthode des champs
virtuels 1 [DRB17], les stratégies d’identification les plus couramment utilisées de nos jours sont cer-
tainement les approches par régularisation [JBH03, GF14, AB15, QZG+17] et le filtrage de Kalman
[LRR+12, ACP15, MLN+15, NCD15]. En pratique, ces deux types de stratégies n’opèrent pas dans
les mêmes contextes, puisque le filtrage de Kalman est une approche en ligne (calcul pas de temps par
pas de temps), alors que les approches par régularisation, basées sur des modèles de convolution, sont
des stratégies hors-lignes, du fait des ressources et des temps de calculs nécessaires. Ces différences
sont intimement liées aux hypothèses de travail utilisées par les deux approches, puisqu’avec un filtre
de Kalman on fait des hypothèses sur l’évolution du système, alors que les approches par régularisa-
tion permettent d’introduire des hypothèses sur la nature du signal temporel et/ou sur la répartition
spatiale du champ d’excitation.

Malgré une littérature foisonnante et des résultats convaincants, il s’est avéré à l’issue de notre
étude bibliographique que certaines voies de recherches n’avaient pas encore été pleinement exploitées
ou nécessitaient quelques approfondissements. Parmi ce vaste champ de recherche, nous nous sommes
intéressés à trois problématiques particulières :

1. Construction du modèle dynamique de la structure
Que ce soit pour les approches par régularisation ou par filtre de Kalman, la définition du modèle
dynamique est l’un des éléments clés du succès de la résolution du problème d’identification.
En effet, dans la littérature dédiée, la construction de ces modèles reposent généralement sur
l’hypothèse de constance de l’excitation sur un pas de temps [JBH03, LPG+12]. De ce fait,
pour que le modèle soit représentatif du comportement dynamique du système, il faut que le
pas de temps choisi pour la discrétisation temporelle soit suffisamment petit. Pour pallier ce

1. Cette méthode peut être considérée comme une extension ou une généralisation de la méthode RIFF, même si la
manière d’introduire les deux méthodes semble à première vue bien différente.
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problème, nous avons proposé de construire le modèle dynamique à partir d’une représentation
d’état discrétisée du système basée sur la méthode α-généralisée, qui est un schéma d’intégra-
tion temporelle qui présente l’avantage d’être inconditionnellement stable et de posséder une
précision du second ordre [CH93].

2. Approches par régularisation

Ainsi que nous l’avons observé dans le domaine fréquentiel, les approches utilisées dans le do-
maine temporel, comme la régularisation en norme `2 (Tikhonov) ou en norme `1 (LASSO),
peuvent conduire à des reconstructions imprécises lorsque les sources à identifier ne partagent
pas les mêmes caractéristiques spatiales et temporelles ou que le vecteur d’excitation n’a pas
les caractéristiques voulues. Dans ce cas, il est important d’exploiter au mieux les informations
dont on dispose a priori sur la nature des signaux d’excitation et sur la distribution spatiale
des sources pour pouvoir améliorer la qualité des résultats obtenus. Pour répondre à cette exi-
gence, nous avons introduit la régularisation multiplicative espace-temps, qui est une extension
naturelle de l’approche espace-fréquence présentée dans le chapitre précédent. D’autre part, on
peut noter que la régularisation multiplicative présente tout son sens dans le domaine temporel,
dans la mesure où, à puissance de calcul égale, elle permet de traiter des problèmes de plus
grande dimension que les approches additives, car elle ne requiert pas l’utilisation de la SVD
(pour Singular Value Decomposition) pour le calcul du paramètre de régularisation.

3. Filtre de Kalman

Les filtres de type Kalman sont maintenant utilisés depuis une vingtaine d’années en dynamique
des structures pour estimer conjointement l’état et la commande (l’excitation) d’un système
mécanique. L’un des points clés de ces stratégies est généralement le choix des paramètres de
réglage du filtre. Bien que certains critères a posteriori commencent à émerger, cette problé-
matique n’a été abordée que superficiellement dans la littérature. Il a notamment été montré
que la norme de l’innovation pouvait être utilisée à cette fin. Plus précisément, les meilleurs
estimations sont obtenues pour les paramètres de réglage minimisant la moyenne quadratique
de l’innovation [ACP15, PONL18]. Cependant, à notre connaissance, la pertinence de cet in-
dicateur n’a pas été expliquée à partir d’arguments théoriques. Ce point particulier a retenu
toute notre attention et a fait l’objet d’une étude spécifique. D’autre part, certains auteurs ont
proposé un ensemble de règles, dérivées de la théorie du contrôle, qui garantissent l’identifiabi-
lité, la stabilité et l’unicité des quantités estimées. Malheureusement, ces règles ne permettent
pas d’assurer le succès de l’estimation en présence de bruit, car elles établissent la faisabilité du
processus d’inversion pour une configuration expérimentale donnée (position, nombre et type
de capteurs) d’un point de vue algorithmique uniquement. Aussi, nous nous sommes intéres-
sés à l’applicabilité des approches de type Kalman dans certaines situations rencontrées assez
fréquemment en pratique.

Les différentes problématiques et éléments de réponse évoqués précédemment donnent un aperçu
des recherches que nous avons menées sur l’identification de sources mécaniques dans le domaine
temporel. Dans ce qui suit, je vais m’attacher à détailler plus précisément nos contributions à cette
thématique, afin de mettre en avant les aspects les plus originaux de notre recherche.

2.1 Construction du modèle dynamique de la structure

Articles : [J18, J19]
Rapports de recherche : [R7, R8]

La définition du modèle dynamique est un élément clé du succès des stratégies d’identification de
sources, car elle conditionne en grande partie la qualité des résultats obtenus. Dans l’idéal, le modèle
se doit de décrire le plus fidèlement possible le comportement dynamique de la structure, afin de
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limiter l’influence des erreurs de modèles. Comme souvent en dynamique des structures, plusieurs
approches sont possibles pour établir le modèle dynamique d’une structure. Ici, nous avons opté pour
une représentation d’état discrétisée du système dynamique, car cette dernière peut être utilisée aussi
bien dans le cadre des approches par convolution que par filtre de Kalman. D’autre part, nous sommes
enclins à penser qu’une telle représentation permet de traiter différents types de données cinématiques
(déplacement, vitesse, accélération ou déformations) d’une manière simple, efficace et pratique.

Pour établir la représentation d’état discrétisée d’un système dynamique, on commence générale-
ment par définir une partition régulière du domaine temporel entre un instant initial t0 et un instant
final tf , pour laquelle le pas de temps entre deux instants tk et tk+1 est noté h (h = tk+1− tk). Pour ce
type de partition, l’approche la plus répandue pour discrétiser la représentation d’état d’un système
dynamique linéaire à temps continu est celle dite du bloqueur d’ordre 0, qui suppose que la commande
(ou l’excitation) f(t) est constante sur un pas de temps [LRR+12]. Bien que largement utilisé, ce modèle
est conditionnellement stable et ses performances dépendent fortement de la fréquence d’échantillon-
nage. Partant de ce constat, Liu et al. ont proposé une représentation d’état discrétisée basée sur le
schéma d’intégration de Newmark, qui est inconditionnellement stable et possède une précision du
second-ordre pour un jeu de paramètre bien choisi (en l’occurrence γ = 1/2 et β = 1/4) [LLZX14].
Cependant, cette approche ne permet pas d’introduire de l’amortissement numérique sur la réponse
des modes hautes fréquences du modèle. Par conséquent, si ces modes sont mal discrétisés autant spa-
tialement que temporellement, leur prise en compte dans le calcul de la réponse conduit à des erreurs
sur les champs calculés [CH93]. Une façon pratique d’introduire de l’amortissement numérique dans le
schéma de Newmark est de choisir les paramètres γ et β tels que :

γ =
1

2
+ α et β =

1

4
(1 + α2), (2.1)

ce qui correspond au schéma HHT proposé par Hughes et al. [Hug83].

Bien qu’attractif, le schéma HHT ne présente qu’une précision du premier ordre. Pour résoudre
ce problème, i.e. introduire de l’amortissement numérique tout en conservant une précision du second
ordre, un certain nombre de schémas ont été développés. L’un des plus généraux est le schéma α-
généralisé [CH93], qui inclut les schémas de la famille Newmark, le schéma HHT [Hug83] ou le schéma
WBZ [WBZ81]. Pour un choix adapté de paramètres, le schéma α-généralisé est inconditionnellement
stable, présente une précision du second ordre et minimise l’amortissement numérique basse fréquence
pour un niveau donné d’amortissement haute fréquence. C’est pourquoi, nous avons proposé d’étendre
l’approche proposée par Liu et al., afin d’obtenir une représentation d’état discrétisée du système
dynamique basée sur le schéma α-généralisé.

Équation d’état

Pour obtenir l’équation d’état à partir du modèle α-généralisé pour un système mécanique décrit
par ses matrices de masse, raideur et amortissement (M,K,C), on doit partir des relations suivantes
[EBB02] :

M
..
dk+1−αm + C

.
dk+1−αf

+ Kdk+1−αf
= Sf fk+1−αf

, (2.2a)
.
dk+1 =

.
dk + (1− γ)h

..
dk + γ h

..
dk+1, (2.2b)

dk+1 = dk + h
.
dk +

(
1

2
− β

)
h2

..
dk + β h2

..
dk+1, (2.2c)

où γ et β sont les paramètres de la méthode de Newmark, αm et αf sont deux paramètres de moyennage
associés aux forces d’inertie et aux efforts intérieurs/extérieurs, tandis que dk = d(tk) et fk = f(tk)
sont, respectivement, les vecteurs des déplacements et d’excitation à l’instant tk, Sf étant la matrice de
sélection des degrés de liberté d’excitation. Dans l’équation précédente, la quantité dk+1−α est définie
comme suit :

dk+1−α = (1− α)dk+1 + αdk. (2.3)
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Pour les systèmes linéaires, il est courant d’utiliser un modèle réduit sur base modale pour limiter
les temps de calcul. À cet égard, lorsque le vecteur de déplacement est projeté sur la base des modes
propres de la structure, on obtient le système d’équations suivant :

..
qk+1−αm

+ Zn
.
qk+1−αf

+ Ω2
n qk+1−αf

= ΦT
n Sf fk+1−αf

, (2.4a)
.
qk+1 =

.
qk + (1− γ)h

..
qk + γ h

..
qk+1, (2.4b)

qk+1 = qk + h
.
qk +

(
1

2
− β

)
h2

..
qk + β h2

..
qk+1, (2.4c)

où qk est le vecteur des coordonnées généralisées, Φn est la matrice des déformées propres normalisées
par rapport à la matrice de masse, Ωn = diag(ω1, . . . , ωn) et Zn = diag(2 ξ1 ω1, . . . , 2 ξn ωn). Ici, ωn et
ξn sont respectivement la pulsation de résonance et le taux d’amortissement modal du mode n.

Pour obtenir l’équation d’état du système dynamique, l’idée est alors d’exprimer les coordonnées
généralisées qk+1,

.
qk+1 et

..
qk+1 en fonction des coordonnées généralisées qk,

.
qk et

..
qk et des vecteurs

d’excitation aux instants tk et tk+1, à savoir fk et fk+1. Tous calculs faits et en définissant le vecteur
d’état xk tel que xk = [qTk

.
qTk

..
qTk ]T , on en déduit l’équation d’état suivante :

xk+1 = Axk + B+ fk+1 + B− fk, (2.5)

où l’expression des matrices A, B+ et B− peut être trouvées dans les références [J18, J19, R7].

Finalement, il est important de noter, pour être tout à fait complet, que l’équation d’état définie
précédemment est inconditionnellement stable et possède une précision du second ordre pourvu que
[CH93] :

αf =
ρ∞

1 + ρ∞
, αm = 3αf − 1, γ =

1

2
+ αf − αm et β =

1

4
(1 + αf − αm)2 , (2.6)

où ρ∞ est le rayon spectral compris dans l’intervalle [0, 1]. Dans le cadre des validations numériques
et expérimentales que nous avons menées, ρ∞ = 1.

Équation d’observation

L’équation d’observation décrit classiquement la relation entre les données mesurées et l’état du
système dynamique et s’écrit généralement :

yk = Sd dk + Sv
.
dk + Sa

..
dk

= Sd Φn qk + Sv Φn
.
qk + Sa Φn

..
qk,

(2.7)

où yk est le vecteur de sortie et Sd, Sv et Sa sont, respectivement, les matrices de sélection des dépla-
cements, vitesses et accélérations mesurées sur la structure.

Au final, en considérant le vecteur d’état défini précédemment, l’équation d’observation s’écrit :

yk = Oxk, (2.8)

où O = [Sd, Sv, Sa]Φn.

Représentation d’état du système dynamique

À partir des équations d’état et d’observation présentées précédemment, on obtient la représentation
d’état du modèle dynamique basée sur la méthode α-généralisée, à savoir :{

xk+1 = Axk + B+ fk+1 + B− fk
yk = Oxk

. (2.9)
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2.2 Approches par régularisation

Articles : [J18]
Communication : [C28]
Rapports de recherche : [R5, R6, R7, R8]

L’application des stratégies de régularisation, développées initialement dans le domaine fréquentiel
et présentée dans le chapitre 1, nécessite la définition d’un modèle de reconstruction de la forme
Y = HF. Pour obtenir un tel modèle à partir de la représentation par espace d’état décrite dans la
section précédente, il suffit de noter que le vecteur d’état xk peut s’écrire pour k ≥ 1 :

xk = Ak x0 + Ak−1B− f0 +
k−1∑
j=1

Ak−j−1Bfj + B+ fk, (2.10)

où B = AB+ + B− et x0 et f0 sont les vecteurs d’état et de commande supposés connus à l’instant
initial k = 0.

Par suite, le vecteur de sortie (ou de mesure) yk s’écrit pour k = 1, . . . , n (n : nombre d’échantillons
temporels) :

yk = OAk x0 + OAk−1B− f0 +

k−1∑
j=1

OAk−j−1Bfj + OB+ fk. (2.11)

Le modèle de reconstruction est alors donné par la relation :

Y = HF, (2.12)

où :

Y =


y1

y2

y3
...
yn

−

OA
OA2

OA3

...
OAn

x0 −


OB−

OAB−

OA2B−
...

OAn−1B−

 f0, H =


OB− 0 · · · 0

OB OB−
. . .

...
...

...
. . . 0

OAn−2B OAn−3B · · · OB−

 , F =


f1
f2
f3
...
fn

 .
(2.13)

Ce modèle étant établi nous avons pu appliquer certaines des stratégies développées dans le contexte
fréquentiel pour traiter certains types de problèmes fréquemment étudiés dans la littérature pour leur
intérêt pratique. Cependant, il est important de souligner que, compte tenu de la structure du modèle
de reconstruction, le problème d’identification peut être potentiellement de grande dimension, ce qui
peut limiter l’utilisation des méthodes de régularisation additive en raison du coût de calcul prohibitif
associé. C’est pourquoi, nous avons employé les approches multiplicatives, dont les coûts de calcul et
les ressources mémoire nécessaires permettent de résoudre des problèmes de plus grandes dimensions.

2.2.1 Identification d’une charge défilante par régularisation multiplicative

L’identification d’un choc pyrotechnique, qui était l’objectif ambitieux visé par les travaux comman-
dités par le Cnes, peut être vu comme un problème d’identification de source défilante. Ce problème
particulier a été abondamment étudié dans la littérature [LZ11]. Le cas du choc pyrotechnique est
néanmoins très spécifique, dans la mesure où la source se déplace à plus de 7000 m/s avec des niveaux
d’excitation très importants. Pour traiter ce problème, il faut donc que la stratégie de reconstruction
utilisée soit suffisamment robuste. Cependant, avant de s’attaquer frontalement à ce problème, nous
avons cherché à évaluer les capacités des stratégies que nous avions développées pour identifier des
sources de faible amplitude défilant à faible vitesse.

43



Parmi les stratégies disponibles, nous avons opté pour la régularisation multiplicative, que nous
avons appliquée à l’identification d’une force ponctuelle unitaire défilant à 45 m/s sur une poutre
simplement appuyée à ses deux extrémités à partir de neuf mesures de déplacement (SNR : 30 dB).
Pour établir le modèle de reconstruction, nous avons utilisé un modèle éléments finis de la structure
composé de 51 éléments poutre. De ce fait, l’une des principales difficultés de ce problème réside dans
sa dimension, dans la mesure où l’on souhaite identifier à un instant donnée la position et l’amplitude
de la force. Cela peut donc conduire à l’inversion de systèmes de grande taille, ce qui a une incidence
néfaste sur les temps de calculs. Pour réduire significativement la taille des systèmes à inverser, on
peut chercher à exploiter les caractéristiques de la source à identifier. En effet, on sait que dans le cas
d’un chargement défilant seuls un ou deux nœuds du maillage sont susceptibles de faire apparaître,
à un instant donné, une composante d’effort non nulle. De ce fait, si la vitesse de défilement est
connue, on peut traquer la source, ce qui permet de réduire grandement la taille du système à inverser.
Formellement, cela revient à définir un vecteur d’excitation réduit F̃ tel que :

F = S F̃ avec S = diag(S0, . . . ,Sn), (2.14)

où Sk est la matrice de sélection élémentaire définie à l’instant k. Par construction, c’est une matrice
diagonale ayant pour valeurs 1 au niveau des nœuds actifs et 0 ailleurs.

Par suite, le modèle de reconstruction réduit s’écrit [LZ11] :

Y = H̃ F̃, (2.15)

où H̃ = HS est la matrice réduite des réponses impulsionnelles.

L’utilisation d’un modèle de reconstruction réduit a une incidence directe sur la définition des
paramètres de norme des stratégies de régularisation que nous avons développées. En effet, la réduction
du vecteur d’excitation obtenu en traquant la position de la source fait passer d’un vecteur d’effort
global F très parcimonieux à un vecteur d’effort réduit F̃ contenant très peu de valeurs nulles. Par
conséquent, le problème d’identification revient à rechercher un champ d’effort réduit, solution du
problème de minimisation suivant :

̂̃F = argmin
F̃

∥∥∥Y− H̃ F̃
∥∥∥2
2
·
∥∥∥F̃∥∥∥2

2
. (2.16)

Le résultat de l’identification présenté en Figure 2.1 est globalement satisfaisant, car l’amplitude
du chargement reconstruit est de l’ordre de grandeur du chargement appliqué. On peut en revanche
noter des écarts plus importants sur les derniers pas de temps. Néanmoins, ce résultat est en accord
avec ceux que l’on peut trouver dans la littérature existante [LZ11].

2.2.2 Identification d’un coup de marteau par régularisation multiplicative espace-
temps

Pour identifier simultanément la position et le signal temporel d’une source d’excitation transitoire,
une approche naturelle consiste à appliquer la régularisation espace-temps, qui est le strict analogue
pour les applications dans le domaine temporel de la régularisation espace-fréquence. De ce fait, la
régularisation espace-temps est définie par le problème de minimisation suivant :

F̂ = argmin
F\{0}

‖Y−HF‖22 · ‖F‖
q
p,q , (2.17)

où les paramètres de normes p et q contrôlent, respectivement, l’a priori sur la nature des signaux d’ex-
citation et le type de sources excitant la structure. Ainsi, à titre d’exemple, si l’on pose (p, q) = (2, 1),
cela signifie que l’on favorise la parcimonie spatiale du champ d’excitation et la continuité du signal
temporel.
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Figure 2.1 – Identification du chargement défilant appliqué

Figure 2.2 – Structure étudiée
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Pour tester la validité de cette approche, nous avons cherché à identifier expérimentalement un
coup de marteau porté sur la structure présentée en Figure 2.2 à partir de mesures accélérométriques.

Pour mener à bien l’identification, nous avons tout d’abord réalisé une analyse modale expérimen-
tale pour identifier les modes propres de la structure et ainsi construire le modèle de reconstruction.
Ensuite, nous avons défini la configuration d’essai, consistant à mesurer, en quatre points de la struc-
ture, les accélérations résultant d’une excitation par marteau d’impact non colocalisée avec l’un des
points de mesures. Il faut par ailleurs noter ici que, par souci de cohérence, les points d’excitation
(nœud 236) et de mesures (nœuds 19, 66, 153, 228) correspondent à des nœuds du maillage défini pour
réaliser l’analyse modale expérimentale [cf. Figure 2.3].
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0.35
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228 236
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Figure 2.3 – Définition de la configuration d’essai – (◦) Points du maillage utilisé pour l’analyse
modale expérimentale, (�) Points de mesure accélérométrique et (♦) Point d’excitation

Concernant la configuration d’identification nous avons choisi d’effectuer la reconstruction aux
nœuds 19, 66, 228 (Points de mesure) et 236 (Point d’excitation) du maillage utilisé lors de l’analyse
modale expérimentale [cf. Figure 2.3].

Pour analyser les performances de la régularisation espace-temps en conditions opérationnelles,
nous l’avons comparée avec la régularisation multiplicative ordinaire pour q = 2 et q = 1, qui sont les
valeurs généralement utilisées dans la littérature pour définir le terme de régularisation. Nous avons
ainsi commencé par identifier le champ d’effort sur un intervalle de 24 ms, ce qui est assez long au
regard de la durée de l’impact. Dans ce cas, on constate que les trois approches donnent des résultats
très similaires et en très bon accord avec le champ cible [cf. Figure 2.4].

Cependant, lorsque la durée de reconstruction est plus courte, les résultats obtenus diffèrent de façon
significative. En effet, lorsque les reconstructions sont réalisées sur 5.4 ms, seule la régularisation espace-
temps donne une solution correcte [cf. Figure 2.5]. Ce second résultat montre clairement qu’exploiter
simultanément les caractéristiques spatio-temporelles des sources d’excitation est bénéfique en termes
de qualité et de robustesse des solutions identifiées. Cette validation montre également que l’utilisation
d’approches plus classiques nécessite une expertise importante, liée à l’étude minutieuse des signaux
mesurées et du banc d’essai pour déterminer la stratégie de régularisation et le temps de reconstruction
les plus adaptés.
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(c) Régularisation multiplicative espace-temps
(p, q) = (2, 0.5)
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Figure 2.4 – Reconstruction du champ d’excitation correspondant au coup de marteau sur une
durée de 24 ms
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(b) Régularisation multiplicative ordinaire q = 1
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(c) Régularisation multiplicative espace-temps
(p, q) = (2, 0.5)
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Figure 2.5 – Reconstruction du champ d’excitation correspondant au coup de marteau sur une
durée de 5.4 ms
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2.3 Filtre de Kalman

Articles : [J19]
Rapports de recherche : [R7, R8]

Un filtre de Kalman est un estimateur Bayésien récursif de l’état d’un système permettant de tenir
compte des incertitudes sur le modèle d’évolution et les données mesurées qui s’appuie sur la repré-
sentation d’état du système dynamique considéré. Dans notre cas, la représentation d’état permettant
de mettre en place un filtre de Kalman s’écrit :{

xk+1 = Axk + B+ fk+1 + B− fk + wx
k

yk = Oxk + vk
, (2.18)

où wx
k est le bruit d’évolution Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance Qx, tandis que

vk est le bruit de mesure gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance R. Pratiquement,
le bruit d’évolution modélise l’incertitude sur l’évolution du système au cours du temps. Ce terme
traduit soit le bruit sur les capteurs d’entrée (i.e. lié à la commande), soit la confiance que l’on a dans
le modèle. Le bruit de mesure modélise, quant à lui, le processus de mesure.

Cette formulation du problème dynamique est non standard, car le calcul du vecteur d’état à
l’instant k + 1 à partir de l’équation d’évolution nécessite la connaissance du vecteur de commande
aux instants k et k+ 1. Il est toutefois possible de se ramener à une représentation d’état classique en
introduisant l’état réduit xk+1, défini tel que [Nor06] :

xk+1 = Axk + B− fk + wx
k . (2.19)

En introduisant cette relation dans l’équation (2.18), on obtient la représentation d’état suivante :{
xk+1 = Axk + Bfk + wx

k

yk = Oxk + Dfk + vk
, (2.20)

où B = AB+ + B− et D = OB+.

Après une étude approfondie de la littérature, puis l’implémentation et la comparaison de différents
filtres, notre choix s’est porté sur la méthode AKF (pour Augmented Kalman Filter) proposée par
Lourens et al. [LRR+12]. Le choix de cette approche repose non seulement sur les performances du filtre,
mais également sur ses fondements théoriques, dans la mesure où l’approche AKF permet d’utiliser un
filtre de Kalman classique, qui peut être obtenu à partir de considérations bayésiennes [Sä13].

Formellement, l’approche AKF consiste à inclure la commande dans le vecteur d’état, de manière
à construire un état augmenté. Pour cela, une équation d’évolution fictive de la commande doit être
introduite. Généralement, cette équation d’évolution s’écrit [LRR+12] :

fk+1 = fk + wf
k, (2.21)

où wf
k est un bruit Gaussien de moyenne nulle est de matrice de covariance Qf.

Par suite, en définissant l’état augmenté tel que :

xa
k =

[
xk
fk

]
, (2.22)

la représentation d’état du système devient :{
xa
k+1 = Aa xa

k + wa
k

yk = Oa xa
k + vk

, (2.23)

avec :

Aa =

[
A B
0 I

]
, Oa =

[
O D

]
, wa

k =

[
wx
k

wf
k

]
. (2.24)
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2.3.1 Algorithme de filtrage

Comme expliqué dans la section précédente, la formulation par vecteur d’état augmenté permet
d’utiliser un filtre de Kalman classique. L’algorithme de filtrage se décompose donc comme suit :

1. Initialisation à t0
— Estimation de l’état initial x̂a

0 et de sa matrice de covariance Pa
0 ;

— Définition des matrices de covariance Qa et R associées aux bruits d’évolution wa
k et de

mesure vk

2. Filtrage au temps tk pour k = 1, . . . , n

— Prédiction de l’état et de sa matrice de covariance

xa−
k = Aa x̂a

k−1,

Pa−
k = AaPa

k−1A
T
a + Qa.

(2.25)

— Mise à jour de l’état et de sa matrice de covariance

Kk = Pa−
k OT

a

(
OaPa−

k OT
a + R

)−1
,

x̂a
k = xa−

k + Kk

(
yk −Oa xa−

k

)
,

Pa
k = (I−KkOa)Pa−

k .

(2.26)

L’implémentation d’un filtre de Kalman nécessite quelques remarques et commentaires, essentiel-
lement liés à la phase d’initialisation du filtre. Tout d’abord, l’estimation de l’état initial x̂a

0 implique
la connaissance de l’état réduit et de la commande à l’instant initial. En pratique, l’état initial n’est
pas connu, c’est pourquoi on pose généralement x̂a

0 = 0. Cela suppose donc que la structure soit ini-
tialement au repos, i.e. x0 = 0 et f0 = 0. Ensuite, il faut définir la matrice de covariance associée à
l’état initial Pa

0 . En l’absence de toute connaissance a priori cette matrice est choisie diagonale et de
la forme :

Pa
0 = σ20 I. (2.27)

Cette matrice traduit la confiance que l’on a sur l’estimation de l’état initial. Dès lors, si l’on pense
que l’estimation de l’état initial est loin de la réalité, alors σ20 doit être grand (typiquement 103). À
l’inverse, si l’on pense que l’estimation de l’état initial est proche de la réalité, alors σ20 doit être proche
de zéro (typiquement 10−6).

Le succès du filtrage dépend également de la définition des matrices de covariances Qa et R. Ces
matrices traduisent la confiance que l’on a respectivement dans le modèle d’évolution et dans le modèle
d’observation. Généralement, ces matrices sont choisies diagonales en l’absence d’informations a priori,
ce qui signifie que les bruits d’évolution et de mesure sont supposés blancs. Les termes diagonaux de la
matrice R, associée au bruit de mesure vk, peuvent être estimés à partir des mesures. Pour simplifier
l’étude, on supposera que la matrice de covariance R s’écrit :

R = σ2r I, (2.28)

où σ2r peut être vu comme la variance du bruit de mesure.

En revanche, les composantes de la matrices Qa sont plus difficiles à déterminer. D’une manière
générale, la matrice Qa s’écrit :

Qa =

[
σ2x I 0
0 σ2f I

]
. (2.29)

Ainsi, σ2x traduit la confiance dans le modèle d’évolution associé à l’état xk, tandis que σ2f traduit la
confiance dans le modèle d’évolution de la commande fk. σ2f joue ici le rôle de paramètre de régulari-
sation. Sa valeur influence grandement la qualité des résultats. Toute la problématique consiste donc
à déterminer la valeur de ce paramètre étant donné les valeurs des variances σ2x et σ2r .
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2.3.2 Choix du paramètre de régularisation σ2
f

En pratique, le choix a priori d’une valeur optimale de σ2f est une tâche complexe dans la mesure
où cette valeur, si elle existe, dépend des valeurs de σ2x et σ2r . On peut cependant envisager la mise en
place d’une procédure de sélection automatique, à l’image du principe de la courbe en L, pour lequel on
propose différentes valeurs du paramètre de régularisation et l’on choisit celle qui maximise la courbure
de la courbe en L. Ici, l’idée est de chercher la valeur optimal σ̂2f telle que :

σ̂2f = argmin
σ2
f

J(σ2f |σ2x, σ2r ), (2.30)

où J(σ2f |σ2x, σ2r ) est une certaine fonctionnelle.

Il s’agit dès lors de trouver une métrique permettant de respecter la relation précédente. Dans la
littérature sur les filtres de Kalman, certains auteurs ont proposé d’utiliser l’innovation ik = yk−Oa xa

k
−

comme mesure d’erreur en définissant la fonctionnelle J(σ2u|σ2x, σ2r ) telle que [ACP15, PONL18] :

J(σ2f |σ2x, σ2r ) =

nt∑
k=1

∥∥yk −Oa xa
k
−∥∥2

2
. (2.31)

Cependant, à notre connaissance, la pertinence de cet indicateur n’a pas été clairement expliquée.
Pour apporter des éléments de réponses, nous sommes repartis de la définition d’un filtre de Kalman
en termes Bayésiens [Hau12, Sä13]. L’analyse présentée dans la référence [J19] nous a permis d’ex-
pliquer pourquoi l’innovation est un outil permettant de régler un filtre de Kalman, dans la mesure
où l’innovation est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et de matrice de covariance
Sk = OaPa−

k OT
a + R, qui peut être vue comme une mesure de l’information apportée par une nou-

velle mesure ou comme l’erreur de prédiction des données mesurées à partir de la prédiction de l’état
courant. Par conséquent, en choisissant le paramètre σ2f minimisant la moyenne quadratique de l’in-
novation, comme proposé dans l’équation (2.31), on cherche finalement le paramètre permettant de
minimiser l’erreur de prédiction de l’état et donc la correction nécessaire à apporter lors de la phase
de mise à jour de l’état 2. On évite ainsi de sur-corriger puis de sous-corriger l’état d’un pas de temps
à un autre.

D’un point de vue numérique, la recherche du paramètre optimal nécessite le calcul de la fonc-
tionnelle J(σ2f |σ2x, σ2r ) pour un certain nombre de valeurs possibles de σ2f . Pour rendre cette approche
efficace en termes de temps de calcul, les calculs des fonctionnelles J(σ2f |σ2x, σ2r ) ont été parallélisés.

Remarque - À partir d’une série d’expériences numériques, nous avons montré que cette procédure
de sélection du paramètre σ2f permettait de définir la solution optimale en termes de filtrage du bruit
de mesure [J19].

2.3.3 Applicabilité des filtres de Kalman à l’identification de sources

Les filtres de type de Kalman sont utilisés depuis une vingtaine d’années en dynamique des struc-
tures pour estimer conjointement l’état et la commande d’un système. Cependant, ce n’est qu’à partir
de 2012 et les travaux menés à KU Leuven sur cette thématique que des règles, issues de la théorie
du contrôle, ont émergé pour évaluer la faisabilité du processus d’inversion pour une configuration
expérimentale donnée [LPG+12, MLN+15, NCD15]. Ces critères garantissent a priori l’identifiabilité
(observabilité, contrôlabilité, inversibilité sans délais), la stabilité et l’unicité des quantités estimées.
Cependant, ces règles, liées à l’ordre du modèle et aux configurations de capteurs, ne permettent pas
de garantir le succès de l’estimation en présence de bruit, car elles n’établissent la faisabilité de l’es-
timation que d’un point de vue algorithmique. Par conséquent, certaines questions pratiques restent

2. Il semble en effet plus simple de corriger l’estimation de l’état lorsque l’erreur de prédiction est faible.
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partiellement documentés. De même, la violation de ces règles en termes de réglage du filtre ou de qua-
lité des résultats n’est que rarement illustrée. Dans le cadre de nos travaux de recherche, nous avons
étudié l’applicabilité des filtres de Kalman dans certaines situations apparaissant fréquemment lorsque
l’on traite de problèmes d’identification de sources. En particulier, nous avons cherché à répondre aux
questions suivantes :

1. Les données mesurées sont-elles équivalentes du point de vue de l’identification ?

2. L’identification temps-réel est-elle possible ?

3. Les mesures doivent-elles être colocalisées avec les excitations ?

Pour répondre à ces différentes questions, nous avons simulé numériquement une expérience menée
sur une poutre simplement appuyée excitée par un coup de marteau. On se propose, dans ce qui suit,
de résumer et d’illustrer les conclusions de cette étude.

1. Les données mesurées sont-elles équivalentes du point de vue de l’identification ?

Dans le domaine fréquentiel, les données cinématiques, comme le déplacement, la vitesse ou l’accé-
lération peuvent être utilisées indistinctement pour résoudre le problème d’identification. Malheureuse-
ment, ceci n’est pas le cas dans le domaine temporel, comme on peut le voir en Figure 2.6, présentant les
reconstructions obtenues à partir de mesures de déplacement, de vitesse ou d’accélération colocalisées
avec les points de reconstruction, dont l’un d’entre eux correspond au point d’excitation.
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Figure 2.6 – Reconstruction de l’excitation au point d’impact à partir de mesures de déplacement,
de vitesse ou d’accélération

La figure précédente montre clairement que le type de données utilisées pour estimer les sources a
une grande influence sur la qualité du champ d’excitation estimé par le filtre de Kalman. Cela nous
a conduit à conclure que si l’on ne devait utiliser qu’un seul type de données, les mesures d’accélé-
ration serait le meilleur choix. D’autre part, il est déconseillé d’utiliser des données de vitesse ou de
déplacement seules, car l’analyse de la forme de la fonctionnelle et des résultats d’identification pré-
senté en Figure 2.6 montre qu’il est très difficile de régler convenablement le filtre pour obtenir une
solution acceptable. Il faut noter ici que cette conclusion n’est pas spécifique aux filtres de Kalman,
dans la mesure où nous avons obtenu le même type de résultats avec les approches par régularisation,
même si, dans certains cas néanmoins, l’utilisation de données de déplacement conduit à des résultats
satisfaisants [cf. section 2.2.1].

Remarque - Ce résultat nous a conduit à nous interroger sur l’influence de la représentation d’état
utilisée pour alimenter le filtre. Pour cela, nous avons refait les calculs avec une représentation d’état
discrétisée à partir de l’approche du bloqueur d’ordre 0 [J19]. La discrétisation temporelle étant suffi-
sante, les résultats obtenus sont similaires pour des reconstructions effectuées à partir de mesures de
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déplacement ou d’accélération. En revanche, lorsque l’on utilise des mesures de vitesse, le réglage du
paramètre σ2f est délicat, dans la mesure où la fonctionnelle J(σ2f |σ2x, σ2r ) présente des minima locaux.
D’un point de vue pratique, cela peut conduire à l’obtention d’un champ d’effort extrêmement bruité.

2. L’identification temps-réel est-elle possible ?

L’un des intérêts des approches par filtre de Kalman est la possibilité de réaliser des estimations
en temps réel. Cependant, comme nous l’avons montré précédemment, la qualité de l’identification est
fortement dépendante du choix du paramètre σ2f , qui ne peut pas être a priori arbitraire, car elle est
liée aux valeurs des paramètres σ2x et σ2r . Cependant, l’analyse de la forme fonctionnelle J(σ2f |σ2x, σ2r )
obtenue à partir de mesures d’accélération [cf. Figure 2.6b] montre qu’il est probablement possible de
choisir a priori une valeur de σ2f permettant de reconstruire en temps réel le champ d’effort appliqué.
Dans ce cas, cependant, le problème est alors de déterminer la relation que doivent satisfaire les
paramètres σ2x, σ2r et σ2f pour atteindre l’objectif visé. En déterminant l’ensemble des triplets optimaux
(σ̂2x, σ̂

2
r , σ̂

2
f ), grâce au critère du minimum de la moyenne quadratique de l’innovation, nous avons conclu

que l’estimation du champ d’excitation est pratiquement insensible au choix des paramètres de variance
pourvu que :

σ2x � σ2r ≤ σ2f . (2.32)

En pratique, lorsque cette condition est remplie, l’identification temps-réel du champ d’excitation
à partir de mesures accélérométriques est possible. Ceci est illustré en Figure 2.7.
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Figure 2.7 – Signal d’excitation reconstruit au point d’impact à partir de mesures d’accélérations
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La relation (2.32) est, en fait, assez logique, puisque σ2r doit nécessairement être inférieur à σ2f pour
éviter un filtrage trop important du champ d’excitation estimé. En effet, choisir σ2f < σ2r implique
que l’on accorde une plus grande confiance à l’équation d’évolution fictive de l’excitation donnée par
la relation (2.21) qu’à l’équation d’observation (et donc aux mesures). Autrement dit, dans cette
situation, le filtre essaye de respecter du mieux possible la relation uk+1 ≈ uk. D’autre part, σ2x doit
obligatoirement être inférieur à σ2r , car le processus d’estimation est très sensible aux bruits de mesure.
Par conséquent, accorder une confiance plus grande à l’équation d’état qu’à l’équation d’observation
permet d’aider le filtre à estimer correctement les quantités d’intérêt. Cela suppose, bien sûr, qu’un
modèle fiable de la structure est disponible.

Remarque - Sur le long terme, on observe une dérive du champ d’excitation identifié à partir de
données accélérométriques. Pour pallier ce problème bien connu des spécialistes du domaine, deux
solutions sont possibles pour stabiliser le processus. La première solution consiste à utiliser des mesures
de déplacement et d’accélération colocalisées. Lorsqu’il n’est pas possible de mesurer physiquement les
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déplacements, une autre solution consiste à utiliser des déplacements fictifs colocalisés avec les mesures
d’accélération [NCD15].

3. Les mesures doivent-elles être colocalisées avec les excitations ?

La réponse à cette question est importante d’un point de vue pratique, car il n’est pas toujours
possible de réaliser les mesures au niveau des points d’excitation. Néanmoins, dans la majeur partie
des articles publiés dans la littérature, au moins l’une des mesures est colocalisée ou dans le voisinage
très proche des sources d’excitations réelles. Or, Lourens et al. [LRR+12] ont observé que la violation
de cette condition implicite conduisait à une dégradation de la qualité des résultats. Ce problème est
illustré en Figure 2.8. L’analyse de cette figure montre qu’en configuration non-colocalisée un retard
est observé sur le signal d’effort reconstruit. Lourens et al. ont associé ce comportement pathologique à
l’augmentation du nombre de conditionnement de la matrice d’observabilité. Dans l’exemple présenté
en Figure 2.8, il s’avère que cette explication ne tient pas, car le nombre de conditionnement de la
matrice d’observabilité obtenu à partir des configurations colocalisée ou non-colocalisée est du même
ordre de grandeur. Cependant, il est clair que le mauvais conditionnement du problème est tel qu’une
perturbation des paramètres de reconstruction suffit à affecter fortement la qualité des quantités identi-
fiées, ce qui est le cas ici car la configuration de mesure n’est pas optimale du point de vue du problème
inverse. Physiquement, ce retard observé est probablement lié au retard introduit entre l’excitation et
les réponses mesurées et semble être inhérent à la résolution du problème inverse par filtre de Kalman
qui s’effectue pas de temps par pas temps (il semble donc que ce retard soit difficile à rattraper). Par
ailleurs, comme le montre la Figure 2.8b, il ne semble pas raisonnable d’envisager une identification
temps-réel en configuration non-colocalisée, car déterminer a priori une valeur optimale du paramètre
σ2f étant donnée des valeurs fixées des paramètres σ2x et σ2r relève plus de la chance que de l’expertise.
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Figure 2.8 – Reconstruction de l’excitation au point d’impact à partir de mesures d’accélération en
configuration non-colocalisée

Remarque - Une problématique connexe est l’identification des sources lorsque le problème est sous-
déterminé. Comme nous l’avons montré dans la référence [J19], les résultats obtenus sont de piètre
qualité, ce qui était une conclusion attendue au regard des résultats obtenus précédemment. Une
manière de traiter les problèmes sous-déterminer est de contraindre le problème. Malheureusement,
les approches par filtre de Kalman n’introduisent pas d’hypothèses sur la distribution spatiale des
sources ou sur la nature des signaux d’excitation. À cet égard, les filtres de Kalman ne semblent pas
être les meilleures approches pour traiter les problèmes d’identification sous-déterminés. Pour cela, il
est préférable d’utiliser des approches de type « Kalman smoothing », qui utilisent l’information sur
plusieurs pas de temps simultanément [MGL18].
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2.4 Conclusion

Pour identifier les sources d’actions mécaniques dans le domaine temporel, les approches par régu-
larisation et par filtre de Kalman sont, à notre connaissance, les approches les plus utilisées à l’heure
actuelle. Cependant, ces approches sont conceptuellement très différentes, ce qui impliquent qu’elles
aient chacune leurs spécificités. Ainsi, le choix de la stratégie d’identification à adopter doit donc
se faire sur la base des avantages et des inconvénients propres à chacune d’elle. Voici quelques élé-
ments de décision, établis à partir des différentes études que nous avons menées au cours de nos deux
collaborations avec le Cnes sur l’identification de sources transitoires :

— Approches par régularisation

. Avantages
� Exploitation de l’information disponible a priori sur les sources à identifier ;
� Peu sensible à la configuration d’essai (sous réserve d’une configuration d’essai permet-

tant de recueillir suffisamment d’informations).

. Inconvénients
� Approche hors-ligne (calcul sur plusieurs pas de temps simultanément) ;
� Choix délicat des paramètres de norme pour des utilisateurs inexpérimentés.

— Approches par filtre de Kalman

. Avantages
� Absence d’hypothèses sur les caractéristiques des sources à identifier ;
� Approche en ligne (calcul pas de temps par pas temps).

. Inconvénients
� Mesure colocalisée avec l’excitation nécessaire (ou au plus proche de l’excitation) ;
� Réglage potentiellement délicat des paramètres du filtre.

Du point de vue scientifique, plusieurs contributions ont été apportées. La première d’entre elles
concerne le développement d’une représentation d’état du système dynamique basé sur la méthode
α-généralisée. Le principal intérêt de cette représentation est d’être inconditionnellement stable, de
présenter une précision du second ordre et d’introduire de l’amortissement numérique sur les modes
haute fréquences du modèle, qui sont généralement mal discrétisés (spatialement et/ou temporelle-
ment). Cette approche permet donc théoriquement d’utiliser une discrétisation temporelle moins fine
qu’avec des approches de type bloqueur d’ordre 0. Cette représentation d’état nous a ensuite servi de
base pour alimenter les approches par régularisation et par filtre de Kalman que nous avons déployées
par la suite. La seconde contribution est relative à l’application des méthodes de régularisation que
nous avons développées dans le domaine fréquentiel à la reconstruction de sources transitoires. En par-
ticulier, nous avons montré tout le potentiel de la régularisation multiplicative espace-temps en termes
de qualité et de robustesse des solutions identifiées par rapport à des stratégies de régularisation plus
classiques. Enfin, l’étude que nous avons menée sur l’applicabilité des filtres de Kalman nous a permis,
grâce à l’analyse de quelques situations concrètes couramment rencontrées en pratique, de mieux en
cerner certaines limites, même s’il reste bien d’autres questions à traiter.
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Chapitre 3

Contrôle vibratoire des structures par
couplage analogue

À mon arrivée au LMSSC en septembre 2011, j’ai concentré mes efforts de recherche sur les
problématiques d’identification de sources mécaniques. Ce n’est finalement que deux ans plus tard
que j’ai commencé à aborder la problématique du contrôle vibratoire des structures dans le cadre
du co-encadrement de la thèse de Boris Lossouarn, dirigée par Jean-François Deü [T1]. L’idée de
cette thèse était d’étendre les travaux menés au laboratoire depuis de nombreuses années sur le
contrôle unimodal par shunt résonant (qui est une compétence historique et reconnue du labora-
toire [BD01, Duc09, Sé11, Sil14, Thi16]), au contrôle multimodal des structures par réseau électrique
analogue passif.

Les réseaux (ou circuits) électriques analogues sont apparus en dynamique des structures dans les
années 1930-1940 [Bus34, Kro44, Blo45, Mac49]. À une époque où la méthode des éléments finis n’exis-
tait pas encore et l’informatique moderne était dans sa prime enfance, les réseaux électriques analogues
étaient conçus pour simuler le comportement statique et dynamique des structures mécaniques. Mais
avec l’avènement de l’informatique et des méthodes numériques dans les années 1950-1960, l’utilisation
des réseaux électriques analogues en dynamique des structures a peu à peu disparu 1. Au tournant des
années 2000, les réseaux électriques analogues ont fait leur retour grâce à un groupe de chercheurs
italiens de la Sapienza qui a montré qu’un contrôle vibratoire multimodal des structures pouvait être
obtenu à l’aide d’un réseau électrique, analogue à la structure à contrôler, connecté à cette dernière par
l’intermédiaire d’un ensemble de patches piézoélectriques permettant de réaliser le couplage électromé-
canique [AdP02, dPV03]. Des solutions de contrôle par réseau analogue passif ont ainsi été proposées
pour des poutres et des plaques [PdM04, AAdP05]. Cependant, les résultats présentés dans ces pa-
piers restent théoriques et prennent en compte un réseau électrique homogénéisé, ce qui s’éloigne des
applications pratiques pour lesquelles le nombre de composants électriques est limité.

Pour aller vers l’application pratique de ce type de stratégie de contrôle, qui est basée sur des trans-
ferts d’énergie de la structure mécanique vers le réseau électrique analogue, plusieurs problématiques
ont été traitées dans la thèse de Boris Lossouarn :

1. Développement de modèles électromécaniques
Comme nous l’avons vu précédemment, les résultats théoriques relatifs au couplage multimo-
dal sont basés sur l’obtention d’un continuum électrique, ce qui n’est pas le cas en pratique.
L’objectif était donc ici de développer des modèles électromécaniques qui intègrent le caractère
discret du réseau électrique analogue, tout en conservant la continuité du système mécanique.
Ce type de modélisation permet ainsi de dimensionner le réseau électrique analogue à l’aide
d’un ensemble de simulations numériques réalistes.

1. L’exemple le plus emblématique est celui de R. H. MacNeal qui a participé dans le cadre de sa thèse de doctorat au
développement de circuits analogues de structures mécaniques (CalTech analog computer), puis cofondé MSC Software
Corporation à l’origine de MSC Nastran.
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2. Conception de réseau électriques analogues purement passifs
La plupart des validations expérimentales présentées dans la littérature du contrôle vibratoire
par couplage électromécanique s’appuient généralement sur l’utilisation de composants synthé-
tiques, qui doivent être alimentés en énergie. Pour le contrôle vibratoire des structures par
réseau électrique analogue, l’utilisation de composants synthétiques semblent difficilement envi-
sageable, en raison du nombre de composants nécessaire pour définir l’analogue électrique d’une
structure mécanique. D’autre part, il a été montré dès les années 40 que les réseaux électriques
analogues pouvaient être construits à partir de composants purement passifs. C’est pourquoi,
nous avons choisi dans cette thèse de concevoir les réseaux électriques analogues à partir de
composants électriques purement passifs, de manière à avoir une stratégie de contrôle multi-
modale fonctionnant de façon totalement autonome et ne nécessitant pas l’utilisation d’une
électronique embarquée.

Remarque - La notion de composant purement passif est fondamentale dans le cadre de cette thèse.
En effet, il semblait couramment admis dans la littérature que les composants électriques passifs ne
permettaient pas d’atteindre les spécifications voulues [FBM03, MBH+15], ou que, s’ils le permettaient,
c’était au prix de l’encombrement et/ou de la masse des composants [CRDC10, WCW11]. Nous avons
ainsi démontré dans cette thèse que cette croyance n’était pas fondée, car tout dépend en pratique de
l’énergie à stocker dans le composant et des matériaux choisis pour le réaliser.

Ce débat sur l’utilisation de composants passifs nous a ramené à la question de la définition d’un
système actif/passif. En effet, on pourrait dire qu’un système de contrôle est passif dès lors qu’il n’ap-
porte pas d’énergie au système (i.e. que le bilan énergétique global est neutre) et que les composants,
bien que synthétiques, sont auto-alimentés (par des systèmes de récupération d’énergie par exemple).
Cependant, une telle définition masque les spécificités des différentes stratégies de contrôle existant
dans la littérature. Après analyse, nous pouvons considérer qu’un système de contrôle est :

— Actif, s’il repose entièrement sur une source d’alimentation extérieure pour alimenter les cap-
teurs et les actionneurs qui le compose et qu’il dispose d’une loi de commande adaptée ;

— Passif, s’il ne nécessite aucune source d’alimentation extérieure et ne génère pas d’instabilités
dans le système à contrôler ;

— Semi-actif, si les composants qui le compose nécessitent une source d’énergie externe (par
exemple une batterie qui stocke localement l’énergie) et peuvent générer des instabilités dans
le système à contrôler (condensateurs à capacité négative par exemple) ;

— Semi-passif, si les composants qui le compose nécessitent une source d’énergie externe, mais ne
génèrent pas d’instabilités dans le système à contrôler (inductances synthétiques par exemple).

Dans le cas présent, les composants (inductances et transformateurs) nécessaires à la conception
des réseaux électriques analogues ont été fabriqués à la main à l’aide d’une bobine de fil conducteur
enroulée autour d’un circuit magnétique. Par conséquent, la stratégie de contrôle par réseau analogue
proposée dans la thèse est donc bien, au regard des définitions précédentes, purement passive.

3. Validation expérimentale de la stratégie de contrôle
Une fois la topologie du réseau électrique analogue de la structure déterminée et le dimension-
nement des composants des constituants réalisés, il est possible de développer un démonstrateur
permettant d’évaluer les performances réelles de la stratégie de contrôle en conditions opéra-
tionnelles. À notre connaissance, les démonstrateurs présentés dans la thèse font partie des
premières validations expérimentales des stratégies de contrôle multimodal des structures par
couplage analogue.

Dans la suite de ce chapitre, je me propose de présenter de manière synthétique la démarche
théorique utilisée pour obtenir les modèles électromécaniques de structures mécaniques de type barres,
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poutres et plaques, ainsi que les principaux résultats expérimentaux découlant de l’application pratique
de la stratégie de contrôle vibratoire par réseau électrique analogue.

3.1 Principe du contrôle vibratoire par couplage analogue

Lorsqu’une source extérieure excite une structure mécanique sur ces résonances, ou aux environs de
ces dernières, de forts niveaux vibratoires sont généralement observés. Pour les réduire, on peut, tout
d’abord, chercher à agir directement sur la source d’excitation. Si cela n’est pas possible et que l’exci-
tation est à bande étroite, on peut alors envisager de modifier la conception de la structure (matériau,
géométrie, . . .) de manière à modifier sa masse et/ou sa raideur pour que la fréquence d’excitation
ne coïncide plus avec l’une des fréquences de résonance de la structure. Lorsque l’excitation est large
bande et qu’il n’est pas possible d’agir à la source, on peut faire appel au contrôle analogue.

Le contrôle analogue consiste à coupler à la structure à contrôler un système secondaire (mécanique,
électrique ou autre) possédant les mêmes caractéristiques modales que cette dernière. L’exemple le plus
simple de contrôle analogue est l’amortisseur à masse accordée pour les systèmes à un degré de liberté
comme celui présenté en Figure 3.1a [Har40], qui consiste à coupler au système à contrôler un système
analogue de même fréquence de résonance mais de masse négligeable devant celle de la structure
maîtresse 2. L’analyse de la réponse vibratoire correspondante est intéressante à plusieurs titres [cf.
Figure 3.1b]. Tout d’abord, on constate que lorsque le système analogue non amorti est correctement
réglé, l’amplitude vibratoire du système maître (i.e. de la structure à contrôler) est nulle à la fréquence
de résonance du système non contrôlé, ce qui traduit un transfert d’énergie du système maître vers
son analogue modal. En revanche, deux résonances de fortes amplitudes (ici infinies) apparaissent de
part et d’autre du pic de résonance du système maître seul, ce qui est problématique dans le cas
d’une excitation large bande. Pour dissiper cette énergie vibratoire, il est alors nécessaire de rajouter
un amortisseur au sein du système analogue. Ce faisant, on obtient finalement un compromis entre
la réduction du niveau vibratoire au niveau de la résonance du système maître seul et les niveaux
vibratoires mesurés au niveau des deux fréquences de résonance du système couplé.
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Figure 3.1 – Contrôle analogue unimodal

Remarque - Le système mécanique analogue présenté en Figure 3.1a est l’analogue du shunt résonant
utilisé au laboratoire qui est constitué d’un condensateur (patch piézoélectrique) en parallèle d’une
inductance et d’une résistance montées en série [T1, J10].

2. Cette contrainte pratique sur la masse du système secondaire a pour but de limiter l’augmentation de la masse
totale du système.
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L’objectif des travaux de doctorat présentés dans ce manuscrit était d’étendre le concept de système
analogue, utilisé jusqu’alors pour réaliser un contrôle unimodal des vibrations de structures (exemple du
contrôle par shunt résonant), à des systèmes à plusieurs degrés de liberté pour obtenir un amortisseur
à masse accordée multimodal. Pour cela, il faut définir un système analogue possédant les mêmes
caractéristiques modales que le système à contrôler, i.e. possédant les mêmes fréquences de résonance
et les mêmes déformées modales, de manière à maximiser les échanges d’énergie entre les deux systèmes.
Le principe du contrôle analogue multimodal est illustré en Figure 3.2a, où la structure à contrôler est
couplée à son analogue muni d’amortisseurs dont le but est de dissiper l’énergie vibratoire transférée
à ce dernier par la structure maîtresse. Comme le montrent les résultats présentés en Figure 3.2b, le
couplage d’une structure à son analogue permet de définir un amortisseur à masse accordée multimodal.
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Figure 3.2 – Contrôle analogue multimodal

Pour des structures continues, la réalisation pratique d’un analogue modal mécanique paraît dif-
ficilement envisageable, car trop complexe. Une alternative crédible consiste à coupler la structure à
contrôler à un réseau électrique analogue par l’intermédiaire de patches piézoélectriques. Cette ap-
proche permet de réduire la complexité de mise en œuvre, mais elle ne permet un contrôle multimodal
de la structure que sur une bande de fréquences limitée à cause de la nature discrète du réseau élec-
trique analogue. De fait, la stratégie de contrôle analogue détaillée dans la suite de ce manuscrit est
essentiellement adaptée au contrôle des premiers modes de vibrations d’une structure.

3.2 Modélisation électromécanique de structures 1D et 2D

Une structure mécanique couplée à son analogue électrique peut être assimilée à un milieu pé-
riodique. Autrement dit, cela signifie qu’un système électromécanique 1D ou 2D est composé d’une
cellule élémentaire électromécanique qui se répète périodiquement suivant une ou deux directions de
l’espace. Cette approche de la modélisation permet d’avoir une vision locale du problème. En pratique,
la modélisation électromécanique d’une structure, quelle soit 1D ou 2D, suit toujours la démarche
suivante :

1. Discrétisation des équations d’équilibre d’une portion de structure par différences finies et ap-
plication de l’analogie électromécanique directe 3 pour obtenir la cellule élémentaire électrique
analogue ;

2. Définition de la cellule élémentaire électromécanique ;

3. L’analogie directe consiste à faire correspondre la vitesse mécanique au courant électrique et une force mécanique
à une tension électrique.
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3. Définition de la condition de couplage analogue permettant dimensionner les composants élec-
triques constituant la cellule élémentaire électrique. Associée à la définition de conditions aux
limites analogues, le respect de la condition de couplage analogue permet, en utilisant un nombre
suffisant de cellules élémentaires, de créer un réseau électrique présentant les mêmes fréquences
propres et déformées propres que la structure à contrôler ;

4. Calcul la réponse de la structure complète à partir d’une méthode de résolution adaptée et,
ainsi, évaluer les performances potentielles de la stratégie de contrôle.

3.2.1 Structures 1D – Barres et poutres

Articles : [J6, J7, J13]
Communications : [C11, C12, C14, C15, C16, C21, C24]

1. Cellule élémentaire électrique analogue

Pour une structure de type barre, le processus d’obtention de la cellule élémentaire électrique
analogue est schématisé en Figure 3.3. En pratique, on considère une portion de barre de longueur
a, de module d’Young Y , de masse volumique ρ et de section S. La discrétisation des équations
d’équilibre de cette cellule élémentaire par différences finies, nous permet d’obtenir la cellule élémentaire
correspondante, constituée de deux demi-masses m/2 reliées entre elles par un ressort de raideur K. En
appliquant finalement l’analogie électromécanique directe, pour laquelle une inductance est analogue
à une masse et une capacité est analogue à l’inverse d’une raideur, on en déduit la cellule électrique
élémentaire analogue à une barre en traction-compression. Cette dernière est donc composée de deux
demi-inductances L/2 connectées à la terre à travers un condensateur de capacité C.

a

Y , ρ, S

(a) Système
mécanique continu

Km
2

m
2

(b) Système mécanique
discrétisé

C

L
2

L
2

(c) Analogue électrique

Figure 3.3 – Cellule élémentaire électrique analogue à une barre en traction compression

Pour un système de type poutre, le processus d’obtention de la cellule élémentaire électrique ana-
logue est schématisé en Figure 3.4. Si l’on opte pour un modèle d’Euler-Bernoulli, le modèle discrétisé
correspondant est composé de deux barres rigides sans masse de longueur a/2 liées entre elles par une
liaison pivot, au centre de laquelle sont localisés une massem et un ressort de torsion de raideur Kθ. Du
point de vue modélisation, les barres rigides permettent de traduire la relation existant entre le dépla-
cement transverse et la rotation de la section droite. En appliquant alors l’analogie électromécanique
directe, on obtient la cellule élémentaire analogue à une poutre d’Euler-Bernoulli, qui fait apparaître
en plus de l’inductance L et du condensateur C, deux transformateurs de rapport â/2 correspondant
aux analogues électriques des deux barres rigides.
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Figure 3.4 – Cellule élémentaire électrique analogue à une poutre en flexion

2. Cellule élémentaire électromécanique

La cellule élémentaire électromécanique est obtenue en connectant la cellule élémentaire électrique
analogue à la cellule élémentaire mécanique par l’intermédiaire de patches piézoélectriques, comme
présenté en Figure 3.5. On peut noter ici que le condensateur de capacité C n’apparaît plus ici expli-
citement dans la représentation de la cellule élémentaire électromécanique, car les patches piézoélec-
triques étant équivalent à des condensateurs dans le domaine électrique, aucun condensateur externe au
système n’est requis pour mettre en œuvre le réseau électrique analogue. On peut également noter que
les patches piézoélectriques sont ici connectés en parallèle, cela signifie qu’il faut qu’ils soient polarisés
dans la même direction pour une barre en traction-compression (↑↓) et dans la direction opposées (↑↑)
pour une poutre en flexion.
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Figure 3.5 – Cellules électromécaniques élémentaires pour des structures 1D
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3. Condition de couplage analogue

L’objectif du couplage analogue est de synthétiser un réseau électrique passif capable d’approximer
les modes de la structure à contrôler. Il doit donc présenter les mêmes fréquences de résonance et les
mêmes déformées propres que la structure considérée dans la bande de fréquences d’intérêt. Pour cela,
la première condition est d’imposer des connections électriques aux extrémités du réseau analogue
aux conditions aux limites de la structure. Ensuite, il faut que la relation de dispersion du milieu
électrique analogue approxime la relation de dispersion du milieu mécanique 4. Pour une barre en
traction-compression, cette condition est vérifiée lorsque :

1

LC
=
KE

m
, (3.1)

où KE est la raideur de la représentation discrète d’une portion de barre munie de patches piézoélec-
triques court-circuités et m est la masse de cette même portion de barre. La capacité piézoélectrique
C est imposée par la géométrie et le matériau des patches et de la cellule élémentaire. Par suite, c’est
l’inductance L qui est choisie de façon à satisfaire le couplage analogue.

Pour une poutre en flexion, la condition de couplage analogue est vérifiée lorsque :

1

â2
1

LC
=

1

a2
KE
θ

m
, (3.2)

où â est le rapport de transformation des transformateurs du réseau électrique. KE
θ est la raideur

de flexion de la représentation discrète d’une portion de poutre munie de patches piézoélectriques
court-circuités, m est la masse de cette même portion de poutre, tandis que a est la longueur de la
portion de poutre définissant la cellule élémentaire. Comme pour la barre en traction-compression, la
capacité piézoélectrique C est imposée par la définition de la cellule élémentaire et les caractéristiques
des patches piézoélectriques. De ce fait, le réglage du réseau analogue s’effectue à partir du choix de
l’inductance L et du rapport de transformation â.

4. Réponse du système électromécanique couplé

La condition de couplage analogue se base sur un modèle discrétisé du problème électromécanique.
Cependant, le milieu mécanique étant en réalité continu, il est alors nécessaire de choisir un nombre
suffisant de cellules élémentaires afin de tendre vers un continuum électrique représentant l’analogue de
la structure considérée. Néanmoins, en pratique, le nombre de patches, et donc de cellules élémentaires,
est limité. Dans ce cas, la validité du modèle électromécanique discret peut être remise en question.
C’est pourquoi, différents modèles semi-continus ont été proposés pour modéliser de façon plus réaliste
le couplage d’un réseau électrique discret à une structure mécanique continue.

Pour les structures de type barre ou poutre, trois modèles ont été développés pour la cellule élé-
mentaire mécanique munie de patches piézoélectriques : un modèle complètement homogénéisé de la
cellule, un modèle homogénéisé par morceau tenant compte de la discontinuité mécanique liée à la pré-
sence des patches piézoélectriques sur la structure et un modèle éléments finis, basé sur un modèle de
poutre stratifiée piézoélectrique développé au laboratoire [TDD09], permettant, si besoin, de calculer
les modes du système couplé [c.f. Figure 3.6].

À partir des cellules élémentaires électromécaniques ainsi définies, le calcul de la réponse vibratoire
de l’ensemble de la structure est réalisé à partir d’une formulation par matrice de transfert. Le principe
générale de cette approche consiste à définir des vecteurs d’état xL et xR aux extrémités gauche (L)
et droite (R) de la cellule élémentaire de manière à avoir :

xR = TxL, (3.3)

4. Plus précisément, il faut que le nombre d’onde adimensionné ka soit le même dans les deux milieux discrétisés.
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Figure 3.6 – Modélisation de la partie mécanique du problème couplé

où T est la matrice de transfert de la cellule élémentaire.

Comme par définition, les cellules élémentaires sont identiques, elles possèdent donc la même ma-
trice de transfert T. Par conséquent, le vecteur d’état x(n)

R à l’extrémité droite de la nième cellule
élémentaire est obtenu à partir du vecteur d’état x(0)

L défini à l’extrémité gauche de la première cellule
en élevant à la puissance n la matrice de transfert T, c’est-à-dire :

x(n)
R = Tn x(0)

L . (3.4)

Bien que cette façon d’appréhender le calcul de la réponse des structures périodiques soit assez
classique [Ben89, GG97, MDBH05, Gos12], le calcul du vecteur d’état x(n)

R à partir de la relation (3.4)
est un problème mal conditionné. Par conséquent, des instabilités numériques peuvent apparaître
lorsque l’on monte en fréquence ou lorsque que le nombre de cellules élémentaires augmente. Pour pallier
cette difficulté, nous avons utilisé une formulation numérique stable du problème électromécanique
couplé par matrice de transfert basée sur une transformation de Ricatti du vecteur d’état [HP78, Ste10].

Les réponses vibratoires obtenues à partir de ces différents modèles sont présentés en Figure 3.7 pour
une barre en traction-compression et une poutre en flexion. Dans les deux cas, la structure considérée
est constituée de 20 cellules élémentaires. Ces figures montrent ainsi que dans les gammes de fréquences
visées par le contrôle analogue, i.e. à des longueurs d’onde très grandes devant la dimension de la cellule
élémentaire, les trois modèles donnent des résultats similaires. Les différences apparaissent à plus haute
fréquence avec la présence de bande d’arrêt plus ou moins marquées, lorsque la longueur d’onde du
phénomène vibratoire est proche de la longueur de la cellule élémentaire. Ce résultat, somme toute
logique, ne présente pas d’intérêt particulier pour la problématique traitée ici, dans la mesure où
l’on se situe en dehors de la plage opérationnelle du contrôle analogue (le réseau électrique analogue
n’étant plus représentatif de la dynamique de la structure à contrôler). Ceci se vérifie à partir de la
Figure 3.7 sur laquelle nous avons présenté les résultats du calcul de la réponse vibratoire obtenue à
partir d’une cellule élémentaire mécanique munie de patches piézoélectriques complètement discrétisée.
L’analyse des résultats montre que le modèle discret (et donc l’analogue électrique) ne permet pas de
prendre en compte le phénomène de désaccordage entre les résonances électriques du réseau discret et
les résonances mécanique de la structure continue au-delà d’une fréquence correspondant à un critère
de l’ordre de 10 cellules élémentaires par longueur d’onde 5. À la lumière de ce résultat, on constate
donc que le nombre de cellule élémentaire est conditionné par le nombre de modes à contrôler. Ainsi,
plus le nombre de modes à contrôler est important, plus le nombre de cellules élémentaires est élevé.
Enfin, les résultats précédents montrent tout l’intérêt de définir un modèle de cellule élémentaire
électromécanique semi-continu pour dimensionner le réseau électrique analogue, le nombre de patches
piézoélectriques nécessaires et évaluer les performances potentielles du système de contrôle.

5. Ce désaccordage est lié à l’erreur de discrétisation du schéma aux différences finies utilisé pour définir le réseau
électrique analogue.
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Figure 3.7 – Réponse vibratoire d’une structure 1D couplée à son analogue électrique

Remarque - L’établissement du modèle éléments finis de la cellule élémentaire électromécanique nous
a conduit à définir les équivalents électriques des matrices de masse et de raideur du réseau analogue.
Il est de ce fait possible de calculer les modes propres du réseau électrique analogue et ainsi disposer
d’un outil supplémentaire pour son dimensionnement.

3.2.2 Structures 2D – Plaques minces

Articles : [J9, J12]
Communications : [C16, C18, C20, C23]

1. Cellule élémentaire électrique analogue

La définition de la cellule élémentaire électrique analogue repose sur la discrétisation par différences
finies des équations d’équilibre d’une plaque de Kirchhoff-Love. Pour ce type de structure, Alessandroni
et al. [AAdP05] ont proposé un réseau analogue pour le contrôle multimodal constitué d’un grand
nombre de composants électriques, ce qui rend difficile sa réalisation pratique. Partant de ce constat,
nous avons proposé une topologie de réseau plus simple en reconsidérant les équations d’équilibre de
la structure et en considérant une cellule élémentaire carrée. En utilisant ainsi la même procédure que
celle déployée pour les barres et les poutres, nous avons obtenu le réseau électrique analogue présenté
en Figure 3.8. On peut noter que cette cellule élémentaire est une extension bidimensionnelle de
l’analogue électrique d’une poutre en flexion. D’un point de vue topologique, cette cellule élémentaire
analogue est composée d’une inductance, d’un condensateur, de quatre transformateurs de rapport â/2
permettant d’assurer l’analogie électrique correspondant au mouvement de flexion et d’un cinquième
transformateur de rapport 1 assurant l’unicité du déplacement au centre de la cellule (au travers de
l’équation associée à l’application principe fondamental de la dynamique appliqué au centre de la
cellule).

2. Cellule élémentaire électromécanique

La cellule élémentaire électromécanique est obtenue en connectant la cellule élémentaire électrique
analogue à la cellule élémentaire mécanique par l’intermédiaire d’un patch piézoélectrique. Du point de
vue mécanique, la cellule élémentaire mécanique munie d’un patch piézoélectrique est représentée par
un modèle de plaque stratifiée, comme présenté en Figure 3.9. Du point de vue électrique, il n’est pas
nécessaire d’ajouter d’éléments capacitifs externes, car on peut bénéficier de la capacité piézoélectriques
offertes par les patches.
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Figure 3.8 – Cellule élémentaire électrique analogue pour une plaque de Kirchhoff-Love
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Figure 3.9 – Cellule élémentaire mécanique stratifiée

3. Condition de couplage analogue

Le réseau électrique analogue doit être capable d’approcher au mieux les modes de la structure à
contrôler. Pour cela, il faut que l’égalité des relations de dispersion des milieux mécaniques et électriques
discrétisés soit vérifiée. Formellement, la condition de couplage analogue s’écrit :

1

â

1

LC
=

1

a

DE

m
, (3.5)

où DE est la raideur de flexion de la représentation discrète d’un élément de plaque stratifiée et m est
la masse totale de cet élément. Ici, la capacité C est apportée par le patch piézoélectrique et dépend
de la géométrie et du matériau du patch et de la cellule élémentaire. Par conséquent, le réglage du
réseau analogue s’effectue, comme pour une poutre, à partir du choix de l’inductance L et du rapport
de transformation â.
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Associée à des conditions aux limites électriques analogues à celles de la structure à contrôler et
en utilisant un nombre suffisant de cellules élémentaires, la condition de couplage modal permet de
générer des modes électriques possédant les mêmes fréquences de résonance et les mêmes déformées
propres que la plaque à contrôler.

4. Réponse du système électromécanique couplé

Pour calculer la réponse du système électromécanique couplé, nous avons utilisé un modèle de cellule
élémentaire électromécanique complètement discrétisé, construit à partir d’une procédure d’assemblage
classique de type éléments finis des matrices élémentaires électromécaniques. Cependant, comme nous
l’avons vu précédemment le modèle électromécanique discret n’est valable que pour des longueurs
d’ondes grandes devant la dimension caractéristique de la cellule élémentaire, ce qui correspond à
environ 10 cellules élémentaires par longueur d’onde.

À partir de ce modèle discrétisé de cellule élémentaire électromécanique, nous avons obtenu la
réponse vibratoire d’une plaque encastrée couplée à son réseau analogue électrique présentée en Fi-
gure 3.10a. Cette figure montre qu’il est possible de réduire d’une dizaine de dB en moyenne l’ampli-
tude de la réponse vibratoire de la structure aux fréquences de résonance considérées 6. Plus intéressant
peut-être sont les résultats de l’étude de sensibilité du contrôle analogue que nous avons menée. À titre
d’exemple, nous avons utilisé le modèle développé pour évaluer l’influence d’une variation de ± 30% la
valeur de l’inductance L du réseau électrique analogue. Comme le montre la Figure 3.10b, on observe
toujours dans ce cas une réduction significative des niveaux vibratoires aux fréquences de résonance
de la structure, ce qui prouve la robustesse du système de contrôle analogue.
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Figure 3.10 – Réponse vibratoire d’une plaque encastrée couplée à son analogue électrique

3.3 Mise en œuvre expérimentale

Lors de la thèse, plusieurs démonstrateurs ont été développés pour démontrer l’applicabilité du
contrôle multimodal analogue. À notre connaissance, ces démonstrateurs font partie des premières
réalisations pratiques de ce type de stratégie de contrôle. Dans la suite de cette partie, je mettrai
l’accent sur les principaux éléments à prendre en compte pour implémenter avec succès une solution
de contrôle par couplage analogue.

6. Pour obtenir de telles performances, des résistances ont été rajoutées dans le réseau électrique analogue de manière
à dissiper par effet Joule l’énergie mécanique transférée au réseau par l’intermédiaire des patches piézoélectriques.
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3.3.1 Dimensionnement des composants du réseau électrique analogue

Articles : [J10, J12]
Communication : [C19]

L’une des étapes importantes dans la réalisation pratique d’un analogue électrique est le dimen-
sionnement des composants qui le constitue. Au regard des différentes topologies de réseau électriques
analogues présentées précédemment, un soin particulier doit être porté au dimensionnement des in-
ductances et des transformateurs constituant les différents réseaux. En effet, les composants réels sont
non-idéaux, ce qui signifie que des éléments parasites, comme de la résistance par exemple, peuvent
nuire aux performances de la stratégie de contrôle analogue. C’est pourquoi, il est fondamental de
disposer d’un modèle réaliste des composants électriques réels, afin de dimensionner le composant (et
ses éléments parasites) de manière à ce qu’il se rapproche le plus possible du composant idéal.

Dimensionnement des inductances

La plupart des inductances passives que l’on trouve dans le commerce présentent généralement deux
limitations importantes. La première est liée aux valeurs d’inductance proposées, qui peuvent être bien
inférieures à celles nécessaires pour réaliser le contrôle. Ceci est par exemple le cas lors du contrôle
unimodal d’une structure à l’aide d’un shunt résonant. La seconde est liée à la résistance du composant
liée au bobinage, qui peut être supérieure à la valeur optimale requise pour le contrôle. Partant de ce
constat, nous avons décidé de concevoir et fabriquer nos propres inductances. Cependant, il semble
communément admis que l’obtention d’une inductance de forte valeur à partir d’un composant passif
ne pouvait se faire qu’au prix d’un composant de grande dimension ou de masse importante, ce qui
explique notamment l’emploi quasi systématique de composants synthétiques. Or, cet a priori n’est
pas fondé, car la dimension et la masse du composant sont étroitement liées à l’énergie à stocker dans
le composant et des matériaux choisis pour le réaliser. Ainsi, comme dans les applications de contrôle
vibratoire que nous avons mises en œuvre au laboratoire, les niveaux relevés sont généralement faibles,
il n’est pas nécessaire de stocker beaucoup d’énergie dans le composant. De ce fait, il est possible
d’envisager d’obtenir des inductances de fortes valeurs à partir de composants de dimension et de
masse raisonnables.

D’un point de vue théorique, un modèle d’inductance non-idéale est présenté en Figure 3.11. Ce
modèle fait apparaître, en plus de l’inductance L0 visée, deux résistances parasites : une résistance
série Rs et une résistance parallèle Rp. La résistance série Rs est liée aux pertes par effet Joule dans le
fil de cuivre utilisé pour réaliser le bobinage. La résistance Rp est, quant à elle, liée aux pertes dans le
matériau magnétique autour duquel on enroule le fil conducteur. Dans les applications pratiques, il est
nécessaire de dimensionner le composant de manière à ce que la résistance série Rs soit très inférieure
à la résistance optimale nécessaire pour amortir les résonances du système électromécanique couplés
et, ainsi, assurer un contrôle multimodal efficace.

L0 Rs

Rp

Figure 3.11 – Modèle d’inductance non-idéale

D’un point de vue pratique, nous nous sommes tournés vers des circuits magnétiques à haute
perméabilité qui permettent d’atteindre des valeurs d’inductance élevées avec un bobinage à nombre
de tours limité (i.e. permettant d’avoir une valeur de Rs faibles devant la résistance optimale). Dans
le cadre de cette thèse, deux circuits magnétiques ont été considérés : un pot en ferrite et un tore
nanocristallin [cf. Figure 3.12]. Le premier type de circuit magnétique permet d’obtenir aisément des
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inductances d’une dizaine de Henry, alors que le second permet d’atteindre des valeurs d’inductance
d’une centaine de Henry.

Figure 3.12 – Exemple d’inductances fabriquées - (a) Inductance bobinée sur un pot en ferrite et
(b) Inductance bobinée sur un tore nanocristallin

Pour tester les performances de ces deux types d’inductance en condition opérationnelle, nous les
avons employé dans le cadre du contrôle unimodal d’une poutre encastrée-libre par shunt résonant [cf.
Figure 3.13].

Figure 3.13 – Mise en œuvre expérimentale – Poutre encastrée-libre munie d’une paire de patches
piézoélectriques

La Figure 3.14a présente le résultat du contrôle par shunt résonant du second mode de flexion
de la poutre considérée en utilisant une inductance bobinée sur un pot en ferrite de type RM, qui
permet d’atteindre les 6.5 H requis pour le contrôle. La Figure 3.14b présente, quant à elle, le résultat
du contrôle par shunt résonant du premier mode de flexion de la poutre pour lequel il est nécessaire
d’utiliser un tore nanocristallin pour obtenir les 330 H nécessaires au contrôle 7. Dans les deux cas,
les résultats obtenus montrent qu’il est possible de concevoir des composants permettant de mettre en
application une stratégie de contrôle purement passive.

7. En pratique, un pot en ferrite pourrait être utilisé en bobinant l’inductance avec un fil plus fin. Cela requiert
cependant l’usage d’une bobineuse que nous n’avions pas encore au moment de ces comparaisons.
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Figure 3.14 – Contrôle unimodal d’une poutre encastrée-libre par shunt résonant

Dimensionnement des transformateurs

Les transformateurs réels sont loin du modèle de transformateur idéal en raison des effets parasites
liés à leur réalisation pratique. Il existe dans la littérature de nombreux modèles de transformateur
non-idéal [Mul97, McL04]. À partir de considérations pratiques liées aux applications présentées dans
le cadre de la thèse, il est apparu suffisant d’utiliser le modèle simplifié de transformateur présenté en
Figure 3.15. Ce modèle de composant fait apparaître une résistance série RTs qui traduit les pertes par
effet Joule dans les deux bobinage du transformateur, un condensateur de capacité CTw qui apparaît
lorsque les deux bobinages du transformateur sont en contact et une inductance magnétisante LTm qui
est associée à l’interaction du champ magnétique des deux bobinages au sein du circuit magnétique
(fermé) autour duquel sont enroulés les fils conducteurs.

CT
w

RT
s

LT
m

â : 1

Figure 3.15 – Modèle simplifié de transformateur non-idéal

La conception d’un transformateur nécessite de prendre en compte les éléments parasites RTs , CTw
et LTm, qui peuvent ruiner les performances de la stratégie de contrôle s’ils ne sont pas dimensionnés
correctement. Ainsi, le dimensionnement de la résistance série RTs peut être intégré dans le processus
d’optimisation de l’amortissement des résonances afin de ne pas recourir à des résistances externes,
et donc, des composants supplémentaires. La capacité CTw doit être minimisée pour éviter une aug-
mentation de la valeur total de la capacité du réseau qui induirait une réduction des performances
d’amortissement [BMF03]. Pour cela, il faut assurer une isolation électrique suffisante (à l’aide d’un
ruban adhésif isolant par exemple) entre le bobinage primaire et le bobinage secondaire du transfor-
mateur. Enfin, l’inductance magnétisante doit être maximisée pour forcer le courant à s’écouler dans le
bobinage primaire et ainsi se rapprocher du comportement du transformateur idéal. Une règle pratique
consiste à choisir, pour un circuit magnétique donné, le nombre de tour du bobinage primaire pour
que l’inductance magnétisante soit supérieure à 50 â fois l’inductance L du réseau électrique analogue.
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3.3.2 Applications

Articles : [J6, J7, J9, J12]
Communications : [C11, C12, C15, C16, C18, C20, C23]

Le concept de contrôle des vibrations par couplage à un réseau électrique analogue a été validé ex-
périmentalement sur des structures académiques de type barre, poutre et plaque. L’objectif principal
de ces démonstrateurs étaient de montrer qu’il est possible avec des réseaux analogues bien réglés de
réaliser un contrôle multimodal purement passif.

Barre en traction-compression

Cette première validation expérimentale a été réalisée sur une barre libre-libre munie de 20 paires
de patches piézoélectriques et couplée à son réseau électrique analogue, qui est constitué par une
ligne d’inductances, permettant de contrôler les quatre premiers modes de la structure. Du point de
vue pratique, la barre est excitée à l’une de ses extrémités par un pot vibrant, tandis que la vitesse
vibratoire est mesurée à l’autre extrémité à l’aide d’un vibromètre laser [cf. Figure 3.16].

Figure 3.16 – Illustration du dispositif expérimental utilisé pour le contrôle analogue d’une barre en
traction-compression

La fonction de réponse en fréquence, présentée en Figure 3.17, permet d’évaluer les performances du
dispositif de contrôle analogue. On constate que pour la structure étudiée et sans résistances électriques
ajoutées, l’amplitude vibratoire est réduite de plus de 20 dB au niveau des fréquences de résonance des
quatre premiers modes de la barre. Cette figure met également en évidence la pertinence du modèle
électromécanique basé sur une formulation par matrice de transfert, car le résultat de la simulation
numérique de l’expérience est en excellente adéquation avec la mesure réalisée.

2000 4000 6000 8000 10000

Frequency [Hz]

-70

-60

-50

-40

-30

-20

M
o

b
il
it

y
 [

d
B

, 
re

f:
 1

 m
/s

/N
]

Sans contrôle analogue

Avec contôle analogue - exp

Avec contrôle analogue - num

Figure 3.17 – Contrôle analogue appliqué à une barre en traction compression
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Poutre en flexion

Le démonstrateur utilisé pour valider la stratégie de contrôle sur une poutre en flexion est constitué
d’une poutre libre-libre munie de 20 paires de patches piézoélectriques et couplée à son réseau électrique
analogue, présenté en Figure 3.20b, permettant de contrôler les quatre premiers modes de la structure.
Du point de vue pratique, la poutre est excitée à l’une de ses extrémités par un pot vibrant, tandis
que la vitesse vibratoire est mesurée à l’autre extrémité à l’aide d’un vibromètre laser [cf. Figure 3.20a].

(a) Dispositif expérimental (b) Réseau électrique analogue

Figure 3.18 – Illustration du dispositif expérimental utilisé pour le contrôle analogue d’une poutre
en flexion

Les résultats présentés en Figure 3.19 illustrent les performances de la stratégie de contrôle analogue
dans le cas d’une poutre en flexion. On constate ainsi que le dispositif de contrôle permet d’obtenir une
réduction de l’ordre de 10 dB en moyenne sur les quatre premiers modes de vibrations de la poutre.
Enfin, comme dans le cas de la barre en traction-compression, le résultat de la simulation numérique
de l’expérience démontre toute la pertinence et l’intérêt du modèle électromécanique développé dans
l’optique de dimensionner le réseau électrique analogue et évaluer a priori ses performances en condi-
tions opérationnelles.

200 400 600 800 1000 1200

Frequency [Hz]

-55

-50

-45

-40

-35

-30

-25

-20

-15

M
o

b
il
it

y
 [

d
B

, 
re

f:
 1

 m
/s

/N
]

Sans contrôle analogue

Avec contrôle analogue - exp

Avec contrôle analogue - num

Figure 3.19 – Contrôle analogue appliqué à une poutre en flexion

Plaque mince

Ce troisième démonstrateur a été réalisé dans le cadre d’une collaboration avec le professeur Ken-
neth Cunefare lors d’une visite de neuf mois de Boris Lossouarn a l’Integrated Acoustics Laboratory de
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Georgia Tech. Le démonstrateur proposé est constitué d’une plaque mince encastrée sur ses quatres
bords et couplée à son réseau électrique analogue par l’intermédiaire de 20 patches piézoélectriques
(donc 20 cellules élémentaires) [cf. Figure 3.20]. Concernant la génération et la mesure des signaux
vibratoires, un pot vibrant excite la plaque en un point donné, tandis qu’un vibromètre laser est utilisé
pour mesurer le champ vibratoire.

(a) Plaque connectée à son réseau électrique analogue (b) Réseau électrique analogue

Figure 3.20 – Illustration du dispositif expérimental utilisé pour le contrôle analogue d’une plaque
mince

Comme nous avons pu l’observer précédemment, la Figure 3.21 montre que le couplage de la plaque
à son réseau électrique analogue permet, s’il est bien dimensionné, de créer l’équivalent d’un système
à masse accordée multimodal, dont l’amplitude des résonances sont amorties grâce à l’amortissement
apportée par les résistances internes des composants constituants le réseau. D’une manière générale,
on arrive ici à atteindre des réductions de l’ordre de 20 dB sur l’ensemble des modes considérés. Enfin,
on constate que le modèle électromécanique du dispositif de contrôle permet de représenter de façon
réaliste la réponse de la structure contrôlée, ce qui permet d’envisager l’utilisation de ce modèle pour
dimensionner le réseau électrique analogue.
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Figure 3.21 – Contrôle analogue appliqué à une plaque mince
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3.4 Conclusion

Ce co-encadrement de thèse m’a permis de faire une première incursion dans le domaine du contrôle
vibratoire, qui était l’un des deux piliers de mon projet d’intégration au sein du LMSSC. Le résumé de
ces travaux de recherche offre un aperçu conceptuel du contrôle vibratoire des structures par couplage
à un réseau électrique analogue. L’un des objectifs principaux de ces travaux était de démontrer la
possibilité de mettre en œuvre une stratégie de contrôle multimodal des vibrations à partir d’un dispo-
sitif purement passif. Parmi les contributions scientifiques importantes apportées à cette thématique
de recherche, on peut notamment citer la conception et la fabrication d’inductances de fortes valeurs
ayant une masse et un encombrement limités, ce qui va à l’encontre de ce qui était généralement admis
jusqu’ici dans la communauté. Un autre apport important de la thèse a été le développement de trois
démonstrateurs mettant en évidence, pour la première fois, la faisabilité pratique et la pertinence de
cette stratégie de contrôle originale. Nous avons ainsi montré qu’une réduction significative des niveaux
vibratoires pouvait être obtenue pour une quantité de matériau piézoélectrique ajoutée à la structure
à contrôler relativement faible. À l’heure actuelle, le contrôle par couplage analogue n’est pas encore
pleinement arrivé à maturité, dans la mesure où certaines questions comme celles, par exemple, de la
définition de réseau électrique analogue pour des structures plus complexes ou de la fiabilité de cette
stratégie sur le long terme restent ouvertes.
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Conclusion générale

Résumer huit années d’une carrière que l’on a pas vu passer n’est pas chose aisée, surtout pour
quelqu’un comme moi, qui aime expliquer par le menu mes travaux pour les rendre accessible au plus
grand nombre. Au travers de ce document, j’ai donc tenté de retranscrire le plus succinctement, mais
le plus clairement possible, les principales motivations des travaux de recherche auxquels j’ai participé
et contribué, ainsi que les idées directrices qui les ont animés.

L’habilitation à diriger des recherches mesure l’aptitude du candidat à développer en autonomie et
à encadrer dans un futur immédiat des travaux de recherches originaux au travers de ses expériences
de recherche passées. À cet égard, ce mémoire se devait d’établir un bilan factuel de mes activités anté-
rieures pour proposer un projet scientifique cohérent et réaliste. Il ressort clairement de la lecture des
différents chapitres de ce mémoire que ma première partie de carrière s’est essentiellement focalisée sur
des aspects méthodologiques et conceptuels. Dans le nouveau chapitre qui s’ouvre, je souhaite que mes
activités de recherche soient résolument tournées vers l’applicatif, et ce, en lien étroit avec l’industrie.
En effet, la confrontation au contexte industriel des méthodes que j’ai contribuées à développer est
fondamentale pour déterminer le potentiel réel de ces dernières en conditions opérationnelles et envi-
sager d’éventuelles évolutions ou de nouvelles approches. Mon souhait à court terme est de valoriser
mes recherches et en développer de nouvelles sur l’étude des problèmes inverses en mécanique, afin de
sortir les approches développées de la quiétude du laboratoire et les appliquer sur des structures plus
complexes en tenant compte des contraintes industrielles (faible nombre de capteurs, environnements
parfois extrêmes, forts niveaux d’excitation, signaux très fortement bruité, . . .). À plus long terme, je
souhaite renforcer et enrichir mon expertise sur le contrôle vibratoire des structures, et plus particuliè-
rement, des structures assemblées, car les systèmes mécaniques que l’on retrouve dans la vie courante
sont rarement monoblocs, mais plutôt constitués de l’assemblage de plusieurs pièces. Ce type d’étude
peut par exemple permettre de déterminer les performances d’une stratégie de contrôle compte tenu
des incertitudes associées au système (excitations, process d’assemblage, matériaux constitutifs, . . .).

Enfin, obtenir l’habilitation à diriger des recherches me permettrait de gagner une nouvelle autono-
mie dans mes orientations et choix scientifiques 8, ainsi que de nouvelles responsabilités dans la vie du
laboratoire. Ce dernier diplôme, qui est la plus haute qualification universitaire que l’on puisse avoir,
n’est ni la fin ni l’aboutissement de quelque chose, mais le début d’une nouvelle aventure qui s’annonce
passionnante.

8. Même si je dois saluer ici la confiance exceptionnelle que m’a accordée Jean-François Deü dès mon arrivée au
laboratoire en m’autorisant à explorer des voies de recherches qui me semblait pertinente (tout en restant dans le cadre
des thématiques du laboratoire).
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