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Notations

e Pour v = (z1,...,2x) € RV, on note

vy = (z2,..,on) et 2’ =(x1,....,zN_1).

e F ou - (resp. F~!ouY) désigne la transformée de Fourier d’une fonction ou d’une distribution
(resp. la transformée de Fourier inverse). Pour f € L!(RY), on utilise la convention

F© = | fla)e e,

e Pour p € [1,+0o0], on note p’ son exposant conjugué défini par la relation

1 1
+*/:1,
p p

avec la convention p’ = +oosip=1et p=1sip = +oo.

e /- ou (-)}/2 désigne la détermination principale de la racine carrée sur C\R_ i.e. si z = a+ib € C
alors

vaz+bv2+a vaZz+b2—a

Vz = 5 + isigne(b) 5

e Pour z,w € C, le crochet (z,w) désigne Re(zw).
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Chapitre 1. Introduction générale

Introduite dans les années 60 par les physiciens Gross et Pitaevskii [61, 46], ’équation de Gross—
Pitaevskii décrit le phénomene en physique quantique de condensation de Bose—Einstein d’'un gaz
atomique ultra-froid lorsque l'interaction entre les bosons est ponctuelle. En notant ¥ : R x RY — C la
fonction d’onde du condensat, I’équation s’écrit

10,9 (t,x) = AU(t,x) + U(t,z)(1 — |¥|*)(t,z) dans R x RY. (GP)

L’équation de Gross—Pitaevskii est une équation de type Schrédinger non linéaire et intervient aussi
dans d’autres domaines de la physique tels que l'optique non linéaire et la superfluidité [51, 24]. D’autres
modeles physiques ont été proposés dans [68, 6, 64] et présentent une non-localité au niveau du terme
non linéaire. Afin de traiter une plus large variété d’interactions physiques, il est intéressant alors de
considérer I’équation de Gross—Pitaevskii non locale,

10,V (t,x) = AU(t,z) + T(t,x) W (1 — |T[*)) (t,z) dans R xR, (GPN)

ot W est une distribution tempérée réelle. Lorsque W est paire, (GPN) est une équation hamiltonienne
et son énergie, somme de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentielle, est donnée par

1 2 1 2 2
BO) =5 [ IVROP 5 [ V- [oR) 0 - [uoP)
RN RN
Nous nous intéresserons tout au long de la these & des solutions de (GPN) d’énergie finie. A la différence
de nombreuses équations de Schrédinger non linéaires ou ’on considére des conditions nulles & ’infini,
Iéquation de Gross—Pitaevskii présente des conditions non nulles & I'infini. En effet, si E(¥) est finie,
alors |¥| doit tendre vers 1 lorsque |z| tend vers +0o en un certain sens. En particulier, dans le cas ol
W =g et N=1,si U est une fonction d’énergie finie, alors ¥ est 1/2-holdérienne sur R. Ainsi, ¥ est
uniformément continue sur R et on obtient
lim |U(¢,2)] =1.

|z| =400
Une autre quantité importante et formellement conservée est le moment P, défini par

P =5 [ (000, %)

ot (i0; ¥, ¥) = Re(i0; ¥W). Lorsque W est d’énergie finie, cette quantité n’est pas toujours bien définie.
Nous définirons aux chapitres 3 et 4 un autre moment, que ’on notera p, adapté aux fonctions d’énergie
finie.

La problématique de cette thése est I'existence de solutions particuliéres de (GPN), que 1’on appelle
ondes progressives. Une onde progressive, ou soliton, est une solution de (GPN) de la forme

U(t,x) =v(z1 —ctyx),

ou ¢ € R est la vitesse de 'onde progressive. Elle correspond a la propagation d’un profil, dans la
premiere direction, a la vitesse ¢. Ces ondes progressives jouent un réle important dans la dynamique
de (GPN). Nous nous intéresserons uniquement & des ondes progressives d’énergie finie. En injectant
lexpression de ¥ dans (GPN), on obtient I’équation

icOiv+ Av+v(Wx (1—[v*)) =0 dans RY, (OPNc)
que ’on note (OPc) lorsque W = &,
icdiv+ Av+v(1—|v’) =0 dans RV, (OPc)

Si v est une solution de I’équation de vitesse ¢, alors v est solution de vitesse —c. Par conjugaison,
on peut alors supposer sans perte de généralité que ¢ > 0. De plus, si v est une fonction constante
de module 1, alors v est solution de (OPNc). Par la suite, ces solutions seront appelées solutions
triviales. Nous arrivons alors a la question suivante : Sous quelles conditions sur W existe-t-il des ondes
progressives non triviales d’énergie finie ?



Avant de présenter nos travaux, rappelons certains résultats établis dans le cas local, c’est-a-dire,
lorsque W = §y. Dans les années 80, le programme de Jones—Roberts [50, 49], basé sur des simulations
numériques et des calculs formels, présente des conjectures concernant ’existence de solutions non
triviales de (OPc) et leurs propriétés en dimension 2 et 3. Les auteurs obtiennent la conjecture suivante :
Pour tout ¢ €]0, /2], il existe une onde progressive non triviale d’énergie finie de vitesse ¢, solution de
(OPc). A Tinverse, si ¢ > /2, il n’existe pas d’onde progressive non triviale d’énergie finie. De plus,
ils arrivent aux diagrammes énergie-moment des ondes progressives représentés en figure 1.1. Ici, le
moment est défini par

Pv) = /RN (i01v,v — 1).

Chaque couple (P,, E,) du tracé représente une onde progressive v d’énergie F, et de moment P,. La
vitesse, quant a elle, est donnée par la pente de la tangente, d’apres la relation

_0E

= =2(P).

Cy
De plus, les auteurs conjecturent 1'existence d’une vitesse critique c, en dimension 2 et 3 : toute onde
progressive de vitesse ¢ < ¢, s’annule. Enfin, les auteurs concluent a la présence de vortex, c’est-a-dire
des zéros de v autour desquels la phase de v présente un degré topologique non nul (voir [50, 49] pour
plus de détails).

c—0
c—V2 c—=0 o

Cx

(a) N = 2. (b) N =3.

FIGURE 1.1 — Diagramme énergie-moment des ondes progressives non triviales en dimension 2 et 3.

Une partie de ces conjectures a été montrée mathématiquement. Concernant la dimension 1, (OPc)
est intégrable. En posant n = 1 —|v|?, il est possible de se ramener & une équation différentielle ordinaire
et d’obtenir les solutions explicites de I’équation. Précisément, on a le théoréme suivant.

Théoréme 1 ([67, 7]). Soient N =1,c¢ >0 et v une solution de (OPc) d’énergie finie.
(i) Sic>+/2, v est une constante de module un.

(i) Si0 < c < V2, a une multiplication par une constante de module un et une translation prés, v

est soit égale a 1, ou a
9 _¢2 3 _ 2
ve(z) =4/ 26 tanh <20x> — z% (1.1)
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FIGURE 1.2 — Module de v, en (1.1) pour différentes vitesses c.

On trace en figure 1.2 le module de v, pour plusieurs vitesses c.
Citons [17] qui traite de I’existence des ondes progressives en dimension 1 pour une famille f de
non-linéarités locales

i0U(t,x) = AU(t,z) + U(t,z)f(|¥[>)(t,z) dans R x RN, (1.2)
incluant le cas f(p) =1 — p. En dimension N > 2, on a le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 2 ([12, 59, 19, 8, 16, 53]). Si N > 2, il existe un ensemble non vide A C|0,/2[, tel que
pour tout ¢ € A, il existe une solution non triviale de (OPc) d’énergie finie. Par ailleurs, si N > 3, il
existe une solution non triviale de (OPc) d’énergie finie pour tout ¢ €]0,/2].

Les résultats cités en référence dans le théoreme 2 ont été obtenus par des différentes méthodes.
Par exemple, 1’existence des ondes progressives dans [8] est prouvée en étudiant la minimisation de
Iénergie & moment fixé, et donc la vitesse apparait comme un multiplicateur de Lagrange. Ce résultat
établit ainsi ’existence d’une courbe de solutions paramétrée par le moment. Une autre approche a été
utilisé dans [59] en dimension N > 3, o Pauteur minimise la quantité F — cP (appelée l’action dans
ce contexte), & vitesse fixée ¢ €]0, /2], sous une contrainte de type Pohozaev, ce qui permet d’établir
I'existence d'une solution non triviale de (OPc) pour tout ¢ €]0,v/2[. Dans le cas N = 2, la question
est encore ouverte de savoir s’il existe effectivement des ondes progressives d’énergie finie pour tout
¢ €]0,v/2[. Nous renvoyons & [19] pour plus de détails sur ce probléme ainsi que pour des résultats
similaires pour d’autres types de non linéarités.

En plus de lexistence, d’autres propriétés ont été établies pour les ondes progressives. Par exemple,
dans le cas N = 2, les solutions de petite vitesse présentent deux vortex de degré 1 et —1 de distance
équivalente & 2/c lorsque ¢ — 0 [12]. Si N = 3, les solutions de vitesse petite présentent un anneau de
vortex de diametre équivalent & 2|1In(c)|/c lorsque ¢ — 0 [16, 11].

Concernant la non existence des ondes progressives, on a le résultat suivant.

Théoréme 3 ([12, 38, 40]). Soit N > 2 et v une solution de (OPc). Sic =0 ou c > /2, alors v est
une solution triviale. De plus, si N = 2 et ¢ = /2 alors v est triviale.
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Ces résultats sont en accord avec les conjectures de [50, 49]. La non existence des ondes supersoniques
a été étendue dans le cas non local dans [29] : Sous certaines hypothéses sur W), si ¢ > /2 et v est une
solution de (OPNc), alors v est triviale. Enfin, lorsque N > 3, on a le résultat suivant.

Théoréme 4 ([27, 8]). Soit N > 3. I existe une constante En > 0 telle que toute solution v de (OPc)
vérifiant E(v) < En est triviale.

Par ce théoreme, il ne peut pas exister des ondes progressives non triviales d’énergie trop petite
lorsque N > 3, ce qui est en accord avec la figure 1.1b.

Comme les développements formels de [50, 49] semblaient montrer, les ondes progressives en
dimension N > 2 tendent vers une constante de module 1 lorsque |z| tend vers +oo et présentent une
décroissance algébrique vers cette constante.

Théoréme 5 ([37, 39, 12]). Soient N > 2 et 0 < ¢ < /2. Si v est une solution de (OPc) d’énergie
finie, alors v vérifie, a une multiplication par une constante de module un pres,

v(x — 1.
( ) |z|—+o00

De plus, la fonction x — |z|VN =1 (v(z) — 1) est bornée sur RY.

Le comportement asymptotique de ces ondes en dimension N > 2 est montré dans [41, 42]. En
dimension 1, si v est une solution non triviale de (OPc), il n’est pas possible de supposer que v(z) — 1
puisque les limites sont différentes en +0o d’apres le théoréeme 1. De plus, |v| — 1 admet une décroissance
exponentielle a 'infini, a la différence de la décroissance algébrique en dimension N > 2.

Une maniére de montrer I'existence d’ondes progressives pour (GPN) est d’utiliser une approche
variationnelle. En notant p le moment, que ’on définira ultérieurement, on considere le probléeme de
minimisation sous contraintes, pour q > 0,

Emin(q) = inf{E(v), p(v) = q}. (1.3)

Formellement, si u est solution du probléme précédent, I’équation d’Euler-Lagrange associée n’est autre
que (OPNc) et la vitesse ¢ apparait comme multiplicateur de Lagrange,

cdplu] = dE[u]. (1.4)

Cette méthode a déja été utilisée dans le cas local W = g en dimension 1 dans [7], en dimension 2 et 3
dans [8] et en dimension N > 2 dans [19] pour 'existence d’ondes progressives de (1.2). Concernant
lexistence des minimiseurs, on a les résultats suivants. Si N = 1 (respectivement N = 2), pour tout
q €]0,7/2[ (respectivement pour tout q > 0), il existe uq d’énergie finie telle que E(uq) = Emin(q). De
plus, il est montré en dimension N = 2 dans [19] que la vitesse ¢q de uq tend vers /2 lorsque q tend
vers 0 tandis que ¢4 tend vers 0 lorsque q tend vers 400, ce qui complete le théoreme 2. Si N = 3, il
existe qo > 0 tel que pour tout q > qo, il existe uq d’énergie finie telle que E(uy) = Emin(q). Enfin, en
plus d’obtenir P'existence d’ondes progressives, la résolution du probléme (1.3) nous permet d’obtenir la
stabilité orbitale d’apres la méthode de Cazenave—Lions [15].

Les courbes minimisantes pour W = dg et N = 1,2 et 3 sont tracées en figure 1.3. Notons que
Enin(q) est bornée si N = 1, tandis que Enin(q) — +oo lorsque ¢ — 400, si N =2 ou N = 3. Si
N = 3, la résolution du probléme (1.3) ne nous donne pas 'existence des ondes progressives situées sur
la courbe rouge Egyp. La méthode utilisée dans [59] permet d’obtenir I'existence d’ondes progressives
pour toute vitesse appartenant & ]0,v/2[ lorsque N > 3. Par contre, cette méthode ne nous donne pas
la stabilité orbitale des ondes obtenues. Enfin, sur chacune des figures, on observe que la courbe Ei,
est concave. Cette propriété est cruciale afin d’obtenir ’existence d’un minimiseur.

Généralement, la résolution du probleme (1.3) est divisée en deux parties : la premiére partie est
I’étude des propriétés de la courbe minimisante. On montre en particulier que la courbe F,,;;, est concave

11
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sur RT. La seconde partie est I’étude des suites minimisantes. En considérant une suite minimisante
u,, on montre que cette suite converge, en un certain sens, vers un minimiseur w, en utilisant un
raisonnement de type concentration-compacité (voir [55, 56] pour le principe général) et les propriétés
de Epnin établies précédemment. Il n’est pas difficile ensuite de montrer que ce minimiseur « vérifie (1.4),
et u est alors une onde progressive.

E ' V2q
& ,/ Emin(q)
3 /’
5 q
(a) N=1
E E
Ve? Exup(a)
V2q
/// ,// Emin(q)
Bmin(q)  E(a0) 2
q q
90
(b) N = 2. (c) N =3.

FI1GURE 1.3 — Courbe minimisante Fmin en dimension N = 1,2 et 3.
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Cette these se compose de 4 chapitres. Avant d’aborder la question de I'existence des ondes progressives
pour (OPNc), le premier chapitre est consacré aux conditions non nulles a U'infini. En particulier, dans
le chapitre 2, nous étudierons les solutions de I’équation de Schrédinger linéaire en dimension 1,

i0u+02u=0 dans R x R,
(0, z) = up(x),

lorsque ug présente des conditions non nulles & l'infini. Apreés quelques rappels sur ’équation de
Schrédinger lorsque la condition initiale appartient & L2(R) en section 2.2, on montrera au théoréme 2.3.3
un comportement asymptotique universel non trivial de la solution : Si uy est une fonction impaire
vérifiant

(SL)

ug € C°(R), u6 € S(R) et Egl up(z) = +1,

alors, pour tout compact K de R, il existe une constante C'(K) > 0 telle que

et x —u(t,x) ClK)
vt ey T2

ol u désigne la solution de (SL) associée & ug. Lorsque ug n’est pas impaire, on retrouvera ce comporte-
ment asymptotique universel en effectuant le changement d’échelle 2 = p+/t, ot > 0, au corollaire 2.3.5.
Numériquement, nous proposerons un schéma de type Crank—Nicolson adapté aux conditions non nulles
a l'infini en section 2.3.3, qui conserve ’énergie discréte (voir théoreme 2.3.6). Ce schéma permettra
d’illustrer le comportement asymptotique universel de la solution.

Le chapitre 3 est consacré a I'existence d’ondes progressives d’énergie finie pour (GPN) en dimension 1.
Nous utiliserons approche variationnelle détaillée précédemment en étudiant le probléme (1.3). L’étude
de la courbe minimisante sera effectuée dans le chapitre 4, nous nous focaliserons ici sur la compacité
des suites minimisantes. On supposera dans ce chapitre que W est une distribution temperee paire avec
We L>®(R), et w > 1 p.p. sur R. De plus, W est continue en Porigine et W( ) =

Sous certaines hypotheéses sur Epin(q), on montrera au théoréme 3.1.1 le résultat d existence suivant :
11 existe une constante q. > 0 tel que pour tout q €]0, q.[, il existe u4 solution non triviale de (OPNc)
telle que E(uq) = Emin(q). De plus, nous montrerons un résultat de stabilité orbitale au théoreme 3.1.3.
Notons que W = §, vérifie les hypotheéses précédentes et nos résultats généralisent ainsi les travaux
effectués dans le cas local.

Dans le chapitre 4, nous ferons 1’étude la courbe minimisante en dimension N > 1, en supposant
principalement trois hypothéses sur W, notées (H1), (H2) et (H3). Ces hypothéses sont détaillées en
section 4.1.2 et plusieurs exemples de distributions les satisfaisant sont proposés dans cette section.
Les hypotheses sur W nous permettront d’établir différentes propriétés de la courbe minimisante en
dimension N > 1 au théoréme 4.1.4 et en dimension N = 1 au théoréeme 4.1.5. En particulier, nous
établiront la concavité de Fy,i, dans la section 4.2.3 ou nous utiliserons les travaux de M. Marig et O.
Lopes [57]. Ces résultats nous permettront d’établir un nouveau résultat d’existence en dimension 1
(voir théoréme 4.1.7) : Soit W une distribution vérifiant les hypotheéses (H1) a (H3). Alors, il existe
une constante q. > 0 tel que pour tout q €]0, q.[, il existe uq solution non triviale de (OPNc) telle que
E(uq) = Emin(9)-

Les résultats du chapitre 3 et 4 ont fait I'objet d’un article [32] dans Discrete and Continuous Dynamical
Systems Series A.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous proposerons une méthode numérique en dimension 1 et 2, afin
de résoudre numériquement le probléme de minimisation sous contraintes (1.3), pour un potentiel W
donné. Dans le cas de la dimension 1, nous utiliserons une méthode de gradient avec projection. En
dimension 2, nous utiliserons une méthode de pénalisation, permettant de se ramener a un probléme de
minimisation sans contraintes. Cette méthode a déja été utilisée par C. Scheid et D. Chiron dans [21]
afin de calculer des ondes progressives pour (1.2) en dimension 2. Quelle que soit la dimension, le terme
non local dans I’énergie potentielle sera traité par la transformée de Fourier rapide. Les différentes
simulations nous permettront d’illustrer les résultats des chapitres précédents et de discuter de la
nécessité des hypotheses faites sur W.
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Chapitre 2
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

Introduction

Avant d’entamer ’étude des ondes progressives, nous examinons dans ce chapitre les solutions de
I’équation de Schrédinger linéaire avec des conditions non nulles a I'infini en dimension 1. Rappelons que
I’équation de Schrodinger linéaire est une équation fondamentale en mécanique quantique, établie en
1925 en dimension 3 par le physicien autrichien Erwin Schrodinger [66]. Elle décrit 1’évolution spatiale
et temporelle de la fonction d’onde u associée a une particule libre, c¢’est-a-dire qui n’est soumise a
aucune force externe. Dans notre cas, u est une fonction de deux variables ¢ et x réelles, a valeurs
complexes et vérifie I’équation suivante, dite équation de Schrodinger linéaire,

idwu(t, x) + 02u(t,z) = 0, dans R x R.

La fonction d’onde u n’a pas de réel sens physique en elle-méme. En 1926, Max Born donne l'interpré-
tation suivante : le module au carré de u représente une densité de probabilité de trouver la particule,
c’est-a-dire, la probabilité Pr que la particule se trouve dans 'ensemble ¥ C R au temps t fixé est
égale a

PE:/ lu(t, 2)[2dz.
E

L’espace fonctionnel généralement employé pour I’équation de Schrodinger est par conséquent l’espace
L?(R) et donc n’inclut pas les fonctions ayant une limite non nulle  I'infini. Nous renvoyons & [47, 48, 23]
pour plus de détails sur I’équation de Schrédinger et la mécanique quantique en général. Notre but
dans ce chapitre est d’analyser le comportement asymptotique en temps des solutions de ’équation de
Schrodinger linéaire lorsque les conditions aux limites sont non nulles.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Les sections 2.1 et 2.2 sont consacrées a des rappels
sur ’équation linéaire. Dans la section 2.2, nous rappellerons les théoremes d’existence et d’unicité de
la solution dans le cas de conditions initiales appartenant & L?(R) ainsi que les inégalités de dispersion
et la formule de Fraunhofer, qui nous seront utiles dans la section suivante. Dans la section 2.3, on
considere ’équation de Schréodinger linéaire avec une condition initiale non nulle a Uinfini, c’est-a-dire
avec xgrzloouo(a:) =Aet mgrfoouo(x) = B ol A # 0 ou B # 0. Dans un premier temps, nous montrerons

différentes propriétés de la solution dans le cas ou la condition initiale présente des conditions non
nulles a l'infini. Le théoréme principal de ce chapitre est le théoreme 2.3.3 décrivant le comportement
asymptotique de la solution en temps longs. Ce résultat permettra de mettre en évidence un profil
universel non trivial de la solution. La suite de la section 2.3 est consacrée a 1’étude numérique de
I’équation. Nous proposerons un schéma numérique, basé sur le schéma de Crank—Nicolson, permettant
la conservation de I’énergie, ce que I’on montrera au théoreme 2.3.6. Pour terminer, nous illustrerons
numériquement le comportement asymptotique de la solution démontré précédemment.
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2.1. Rappels sur I'équation de Schrédinger linéaire

2.1 Rappels sur I’équation de Schrodinger linéaire

On consideére I’équation de Schrodinger linéaire

: 2, —
{ i0iu+0;u=0 dans R xR, (SL)

u(0,x) = up(x).
On se place dans le cas général o la donnée initiale ug € S’(R). Raisonnons d’abord formellement afin

d’obtenir une expression de u. Par transformée de Fourier, on obtient une équation différentielle du
premier ordre dans S’(R)

o + i = 0. (2.1)
Comme u(0,-) = ug(-), on obtient pour t € R
u(t)(€) = e 1 6). (2.2)

L’expression (2.2) est bien une distribution tempérée puisque 4y € S’(R) et Papplication & — e~ ¢
C>(R) est bornée. Ainsi, par transformée de Fourier inverse, on obtient pour tout (¢,2) € R x R,

u(tx) = F (e €155(6) ) (). (2.3)

Cependant, ce calcul est uniquement formel et il nous faut donner un cadre mathématique précis.
Donnons dans un premier temps la définition de solution. Rappelons que u € C(R, S’(R)) si Papplication

R — S'(R)
t o~ u(t)

est continue i.e. pour tout tg € R

tn, — to=><u(tn),®> — <u(ty),® > pourtout ® € S(R),

n—-+oo n—-+oo
oll < -,- > désigne le crochet de dualité S’, S.

Définition 2.1.1. On dit que u € C(R,S'(R)) est solution de (SL) avec pour condition initiale
up € S'(R) au sens des distributions (ou solution faible) si pour tout ® € C*°(R,S(R)), on a

t
/ < u(s), AD(s) —i0P(s) > ds =< ug,i®(0) > — < u(t),i®(t) > pour tout t € R. (2.4)

0
Cette définition de solution faible prend en compte la condition initiale. En effet, soit « une solution

faible de (SL), associée & une condition initiale ug € S'(R) et ® € S(R) (indépendante de t). Alors
0P =0 et d’apres (2.4)

t
/ <u(s), AD > ds =< ug,i® > — < u(t),i® > .
0

Puisque u € C(R, S’(R)), Papplication

C

R
s <u(s),Ad >

. —
g- s
est continue. Ainsi }in% fg g(s)ds = 0 et donc

—

lim < u(t),® >=< ug, ® > .
t—0

En conclusion, u(t) g uo dans S’(R). Citons maintenant le théoréme d’existence et d’unicité de la
—

solution dans S’(R).
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

Théoréme 2.1.2 ([4]). Pour tout ug € S'(R), I’équation (SL) admet une unique solution u €
C(R,S'(R)). De plus, pour tout (t,z) € R* X R, la solution est donnée par :

u(t,z) = F ! (e‘igztﬂa(f)) (x) = Ky * up(x), (2.5)

. o 1 1/2  ixz?

0t Ky(w) = (g77) "~ e
Ce théoreme nous permet ainsi d’utiliser un vaste choix de conditions initiales. Pour une donnée
initiale ug, la solution associée est parfois notée e**“ug(z) ot e est appelé propagateur libre de

Schrédinger. Cet opérateur est une isométrie de L2(R) dans L?(R) (voir proposition 2.2.3).

2.2 Le cas des conditions L*(R)

Considérons 1’équation linéaire avec une donnée initiale uy € S(R). Comme S(R) — S'(R), le
théoréme 2.1.2 montre l'existence d’une unique solution u € C(R,S’(R)). Lorsque ug € S(R), le
théoréme suivant montre que u(t, -) appartient aussi a S(R) et que u est continue de R dans S(R).

ix?
Théoréme 2.2.1 ([14]). Posons Ki(z) = (4;”)1/2 et pourt # 0. Pour tout ug € S(R), il existe une

unique solution u € C(R, S(R)). De plus, pour tout (t,z) € R* X R, la solution est donnée par

1/2 ,
. o 1 i(x—y)?
u(t,z) = F ! (e_igztuo(f)) (x) = K¢ *ug(z) = () / e T uo(y)dy. (2.6)
4t R
Pour ug € H™(R), m € N, on a un résultat analogue concernant l’existence et I'unicité d’une unique
solution u € C(R, H™(R)) (voir [62]). Introduisons maintenant la quantité d’énergie.

Définition 2.2.2. Soit ug € H'(R) et u la solution de (SL) associée. On appelle énergie de u, la
quantité notée E(u) définie par

Bu(t) = 5 [ 1t de.

Cette quantité est conservée au cours du temps si ug € H*(R). Précisément, on a la propriété de
conservation suivante.

Proposition 2.2.3 (Conservation de la norme H™, [14]). Soit ug € H™(R) ot m € N, alors

HeitAUOHHTn(R) = ||u0||H77l(R) (27)

Remarque 2.2.4. On dit alors que (e'2)icr est un groupe d’isométries sur H™(R). Pour d’autres
propriétés concernant cet opérateur, on renvoie 4 [14].

On donne ici le comportement de la solution u(t,z) quand ug(x) — 0 lorsque |z| — 4o00. Ces
propriétés nous seront utiles dans la section 2.3 a titre de comparaison. Rappelons les inégalités de
dispersion.

Proposition 2.2.5 (Inégalités de dispersion, [14]). Soient p € [2,00], p’ l’exposant conjugué de p et
t#0. Alors

1 1
) 1 2p !
||€”Auo||Lp(R) < <4ﬂ'|t|) ||u0||Lp/(R), pour tout ug € L? (R). (2.8)

En prenant p = +oo dans (2.8), on voit que u(t,z) — 0 lorsque ¢ — +00, uniformément en z.
Comme |[[u(t, -)||z2(r) est préservée, ceci implique I’étalement ou la dispersion de la solution au cours
du temps. Cependant, cela ne nous donne pas une information précise sur la solution quand ¢ est grand.
Rappelons alors la formule de Fraunhofer qui permet d’avoir une expression explicite du comportement
asymptotique de u en fonction de ug.
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2.2. Le cas des conditions L*(R)

Proposition 2.2.6 (Formule de Fraunhofer [52, 63]). Soit ug € S(R). Alors la solution de (SL) associée
d ug vérifie pour tout t € R

u(t,x) = H(u)(t, x) + G(t, ) (2.9)
ot

2

iz

H(u)(t, ) = 7(4;;1/21?0 (5)

avec les estimations

1+8v3\ 1
Gt e < [ 22 2|z 2.10
166t Mo < (S22 Fhevollincy (2.10)
et 1
IG(t, )| 2@y < EHxUOHLZ(R)- (2.11)

Corollaire 2.2.7. Soit ug € L2(R) et u la solution de (SL) associée a la condition initiale ug. Alors,
on a
Ju(t,-) = H@W) (¢, )r2®) , — 0. (2.12)

t—+oo

A la différence de la formule (2.3) qui fait intervenir la transformée de Fourier inverse, la formule de
Fraunhofer est plus explicite et nous permet de comprendre le comportement de la solution pour des
temps longs.

Corollaire 2.2.8. Soit ug € S(R) et u la solution de (SL) associée. Alors, pour tout a € R, pour tout
v1,2 € R avec v1 < v2, on a

a+vat

lim ut.o)Pdo = 5 [ * (G (2.13)

t—+oo atvrt

En mécanique classique, I'impulsion, notée p, vérifie la relation p = mv ou m est la masse et v la
vitesse. On retrouve un analogue de cette relation en mécanique quantique : pour une fonction d’onde
u associée a une particule libre de masse m, on a

d
<P>u(t) = m7<X>u(t)a

dt
ol (P)y@) (respectivement (X)) désigne I'impulsion moyenne de u (respectivement la position
moyenne) définie par

1 ~
(Pluy = 3= [ €OPE et (XN = [ alult.o)do.

De plus, (P),:) ne dépend pas du temps pour une particule libre. Ainsi, la position moyenne (X)) est
une fonction linéaire du temps et la densité de probabilité de 'impulsion de la particule est alors donnée
par [ug(€)|?/2m. Pour ces résultats, on renvoie a [23, 47]. Dans notre cas, avec ’équation de Schrédinger
adimensionnée (SL), on a m = 1/2 et linterprétation physique de (2.13) est la suivante : pour tout
a € R, la probabilité asymptotique que la particule soit comprise entre y = a + vit et y = a + vat est
égale a la probabilité que son impulsion soit comprise entre vy /2 et va/2, c’est-a-dire, que sa vitesse
soit comprise entre v; et vy. De plus, cette probabilité ne dépend pas de a.

Preuve du corollaire 2.2.8. On va montrer que
a+vat 9 1 UTZ )
t dr — — Ug & — 2.14
L. )P 5 / (e, > 0 (214)
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

et a+vat a+vat
/ \’H(u)(t,xﬂzdx—/ lu(t, z)|*de  — 0, (2.15)

+vit a+vit t—+oo

ce qui nous donnera (2.13) par I'inégalité triangulaire. Pour ¢ > 0, on a

a+vat ) 1 a+vat T 2
H(u)(t,2)2de = — ag(f)) dz
/{L+v1t 4’/Tt atvit 2t
1 a+tvgt
y=z/2t 1 —~ 2
= o [asore [uo(y)|~dy
2t
1

N2
o Rx[%+%,§+%(y)lu()(y)l dy.

En posant pour ¢t > 0, v(t,y) = X[i+%7%+%](y)|ﬂ8(y)|2, on obtient pour tout y € R,
lim o(t,y) = X2, 221 ()@ (y) >

Comme |v(t,y)| < |ug(y)|*> € L*(R), le théoréme de convergence dominée nous donne (2.14). Enfin, la
convergence (2.15) est triviale d’aprés (2.12). En combinant (2.14) et (2.15), on obtient (2.13), ce qui
conclut la preuve. O

2.3 Le cas des conditions non nulles a 1’infini

2.3.1 Etude théorique

On consideére maintenant ’équation de Schrodinger linéaire avec une donnée initiale ug ayant une
limite non nulle a I'infini. Rappelons que par le théoréme 2.1.2, on a existence et unicité de la solution
u € C(R, S'(R)) pour une donnée initiale ug € S’'(R).

Notons A = lim wg(xz) et B= lim wug(z) avec A # 0 ou B # 0. Si A = B, en posant iig = ug — A,

T——00 r—+00
on obtient | Ilim |iip(z)| = 0. On peut alors utiliser les résultats de la partie précédente si iip € L?(R).
x| —+o00
Si A # B, en posant @i = =4 4 Ww=B alors lim dg(z) = —1 et lim dg(z) = +1. Dans la suite,
T—r—00 Tr—+o0

B—A " B—A"
on supposera, sans perte de généralité, que 1irin ug(z) = £1. A partir de maintenant et jusqu’a la fin
Tr— 00
de la section 2.3, on considere des solutions dont la condition initiale ug vérifie

up € C®(R), wuy € SMR) et lim wup(z) = +1. (2.16)

r—too

La proposition qui suit nous montre que les limites & ’infini sont conservées. De plus, cette proposition
montre que la différence de deux solutions de (SL), dont les conditions initiales vérifient (2.16), ont le
méme comportement asymptotique en un sens faible.

Proposition 2.3.1. Soient ug, vy vérifiant (2.16). Notons u (respectivement v) la solution de (SL)
associée a ug (respectivement vy ). Alors, pour tout t € R, on a

wgr_noou(t,x) =—1 et wgrfoou(t,x) =1 (2.17)
De plus,
tl:I—PooHu(t’ ) —v(t, )|l e ®) = 0. (2.18)
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2.3. Le cas des conditions non nulles a 'infini

Preuve. Montrons d’abord (2.17). Supposons dans un premier temps que ug est une fonction impaire.
Comme u est solution de (SL) avec pour donnée initiale ug, la formule (2.5) nous donne que u(t, -) est
impaire. En particulier, u(¢,0) = 0 pour tout ¢ € R. En dérivant (SL), v’ est solution de ’équation avec
pour donnée initiale uj € S(R). Par le théoréme 2.2.1 et la formule (2.6), on obtient que u/(t,-) € S(R)
et u/(¢,-) est paire, pour tout t € R. Ainsi, pour tout t € R,

u(t,z) = /056 u(ty)dy et u(t,—xz) = /0—96 ' (t,y)dy = —ul(t, z). (2.19)

Par somme, on obtient que, pour tout ¢t € R,

u(t,z) — u(t,—z) = 2u(t, x). (2.20)

Maintenant, en utilisant (2.19), le fait que 11\’(t, &) = e"fzt%(é) par (2.6) et le théoréme de convergence
dominée, on obtient

lim (u(t,z) —u(t,—x)) = lim (/Ow u/(t,y)dy+/0 u/(t,y)dy> = /Ru/(t,x)d:v = u/(t,0)

Tr—r+o0 r— 400 o

—

=u,(0) = /Ru()(m)dx =2.

Ainsi, par (2.20), lim wu(t,x) existe et est égale & 1. Au final,

r—r+00

lim wu(t,z) = — lim w(t,z) =1, (2.21)

T—+00 T——00

c’est-a~dire qu’on obtient (2.17) pour ug impaire. Plagons nous maintenant dans le cas général. La
fonction ug peut étre décomposée en une partie paire et une partie impaire : pour tout z € R, on a

uo(z) = uor(x) + uo— (),
ol up4 () == & (uo(x) +uo(—x)) et ug— () := 1 (uo(x) —up(—=)). Montrons maintenant que uo4 € S(R).
Comme uy € S(R) et par définition de ug4, on obtient que ug, € S(R) et ups € C*°(R). Ainsi, pour
montrer que ugy € S(R), il suffit de montrer que ug est & décroissance rapide. Soit o € N. Pour tout
reR,ona

(g () + uo(—1))
*(uo(z) — uo(+00)) + 2 (uo(—) — tig(~00))
o |z| . p N —lz| . p

e /muo(y)ym /m b (y)dy.

Ainsi,

+00 —l=z|

e uos (2)] < / ()| dy + / ()] dy

|| —o0

400 —|z|
S/ Iy“%(y)ldy+/ ly“ug(y)|dy.

x| —o0

Comme uf, € S(R), il existe C,, > 0 telle que

Ozu/ < .

Finalement, pour tout a € N,

sup|z®uo ()] < +oo,
z€R
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et donc upy € S(R). Par linéarité de ’équation, la solution u se décompose en
U(t, 'T’) = U4 (tv ZC) + U_(t, ZC),

ol uy (respectivement u_) est la solution de (SL) associée & la condition initiale ug4 (respectivement
uo—). On obtient alors, pour tout ¢ € R,

lim wuy(t,z)=0 (2.22)

|z|—+o00

puisque uy (t,-) € S(R) par le théoréme 2.2.1. En appliquant (2.21) & u_ impaire et en utilisant (2.22),
on obtient (2.17).

Passons & la preuve de (2.18). Montrons dans un premier temps que ug — vg € S(R). Pour tout
x €R, on a

uo(z) —vo(x) = (up(z) £1) — (vo(z) £ 1)

et en raisonnant comme dans la preuve de (2.17), on obtient que ug — vg est & décroissance rapide.
Comme ug —vg € C°(R) et uj — vy € S(R), on conclut que ug — vg € S(R). Par linéarité de 1'équation
et unicité de la solution, u — v est solution de (SL) avec pour condition initiale ug — vg € S(R). Par les
inégalités de dispersion (2.8) & la proposition 2.2.5, on obtient que

1
futt. ) = ot lewey < () o = ol o,

ce qui nous donne (2.18). O

La proposition 2.3.1 ne décrit pas la comportement asymptotique d’une solution w pour uy donnée.
L’objectif de la section suivante est d’utiliser la méthode de la phase stationnaire afin d’établir le
comportement asymptotique de la solution.

2.3.2 Meéthode de la phase stationnaire et comportement asymptotique

Le but de cette section est d’obtenir le comportement asymptotique de la solution de (SL) lorsque
la condition initiale vérifie (2.16). Commengons par un calcul préliminaire. Soit uy vérifiant (2.16) et
notons u la solution associée. Par dérivation de I’équation (SL), u’ est solution de I’équation avec pour
condition initiale uj. Ainsi, par le théoréme 2.2.1, pour tout (¢,z) € R x R,

W(t,€) = e up(©). (2.23)

Ainsi, par transformée de Fourier inverse et en utilisant la relation (2.23), on arrive &

1 ) 2~
Wity) = 5= [ e (2.24)

En intégrant (2.24) entre y = 0 et y = x et en permutant les intégrales par le théoréme de Fubini, on
obtient

1 (e€* — 1) i

u(t, ) —u(t,0) = o /}R T@ ul (€)d¢ = 71T/Rei§m/28in(26

Notons que l'intégrale précédente est bien définie puisque &g € S(R) et sin(%m)/ﬁ — 2/2 lorsque £ — 0.
Posons c

L gmy
& sin (%)

(e, (2.25)

G
9]

a(z,§) =
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2.3. Le cas des conditions non nulles a 'infini

L’idée est d’appliquer la méthode de la phase stationnaire a ’intégrale
/ alx, e de,
R

afin d’obtenir le comportement asymptotique de wu(t, z) lorsque ¢ — 4o00. Pour une description de la
méthode avec des hypothéses plus générales, on renvoie a [71]. Sous nos conditions, on a le résultat
suivant.

Proposition 2.3.2. Soientt >0, x € R, N € N et la fonction a définie en (2.25). Alors

t’!L

T o N —i) 02"a(z,0
u(t,z) = u(t,0) + \/Ze24 Z (4%3' Q + Ry (t, ), (2.26)
n=0 :

ol
Cn IN42| =1 _ VT
R0 < 2 [Pt lin @ O = et )

Preuve. L’argument est standard, nous le reprenons ici brievement pour le cas particulier qui nous
concerne. Soit € R. Afin de simplifier les notations, posons

F(t) := u(t,z) — u(t,0),

puisque la variable = est fixée. De méme, on peut considérer que a est une fonction de la variable £

uniquement et on écrira a(£) a la place de a(x, €). Enfin, on pose b(¢) = a(€). On utilisera la notation
b(n) pour désigner F~1(b(z,-))(n).

L’idée est d’appliquer le théoréme de Plancherel & a(€) et e~ afin d’obtenir (2.26). Cependant la
formule de Plancherel

o / F)Findn = / F(©)g(@)de,

est valable pour f,g € L?(R) et n’est pas applicable ici puisque e—ite’ ¢ L%(R). Ainsi pour € > 0, on
considére la fonction

F.(t) :/Re_sge_“gz@clf

et on a, par convergence dominée,

lim F.(t) = F(t). (2.28)

e—0

Le théoréme de Plancherel est applicable & F.(t) puisque e—e€ it ¢ L?(R) et on obtient

F(t) = 2n / F (e o€ (). (2.29)
R
Il n’est pas difficile de montrer que
_ _e2 42 1 7’]2
F e s8 € = ¢x (—, ),
( =3 meri) D\ 4=t

ce qui nous donne avec (2.29) I’égalité

)= YT / exp(4(”2.))5<n)dn, (2.30)

On a
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et

esp (—4(”)6@)] < [B(n)

82 + t2)

ot b € L*(R) puisque b € S(R). Par le théoréme de convergence dominée et le fait que lir% e+4it =
e—

s . N
e'14/t, on arrive a

F(t) = iig(l)Fa(t) = ?e_T e" 4 b(n)dn. (2.31)

2
Effectuons maintenant le développement de Taylor avec reste intégral de la fonction et . On a pour
nE€R,

A

2
i Z 47 An (i1C
¢ = n! AN (Z4t> ’

ou

o | N+1

i (2.32)

2 2 \N+1 1 ) 2
1 (é°) N ot I L |n
A (iT) = 2 [ (1 —o)VerHrdo et |Ay (T )| < e
N <Z4t) (4t)N+1N!/O (I=o)femmndo et A (g )| < oo

Ainsi, on obtient

Tl 1 T in?
—e 1 /23 g —e T,/ )%
Fit)=e \/ano Tl /Rn b(n)dy + Ry (t) avec Ry(t) =e \/Z/lR An < pm > b(n)dn.

(2.33)

Finalement,

002
m m 3 VT 1 2N+21Y,
Ry(t)] < 4/— A — || ]b(n)|dn < b(n)|d

c’est-a-dire (2.27). Comme b € S(R), on a pour tout n € N,

() = [ W ey = [ (i e

En particulier,

—(2n)  ony
500) = [ (i B
En utilisant cette égalité dans 'expression (2.33), on obtient (2.26). O

Gréce & expression (2.26) & la proposition précédente, on peut maintenant obtenir le comportement
asymptotique de u(t, ). Commengons par traiter le cas ol ug est impaire.

Théoréme 2.3.3. Soient ug impaire vérifiant (2.16) et u la solution de (SL) associée. Alors, pour tout
t > 0 et uniformément en x dans tout compact,

_e'd Vet (a3 oz 1

La convergence (2.34) signifie, que pour tout compact K de R, il existe une constante C(K) > 0

telle que
e~ Jrett (a2 = CK)
. B _vmer (T T < .
ult @) \/Hx 4¢3/2 (3% 27 10 ( )) Ly P
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2.3. Le cas des conditions non nulles a 'infini

Ce développement asymptotique de u fait apparaitre un profil limite universel et non trivial lorsque ug
est impaire. En effet, par (2.34), on obtient que

e it 1

uniformément en z € K ou K est un intervalle borné. Le terme \/:; z est indépendant de ug tandis que

O(t=3/2) lui dépend de ug puisqu’il contient le terme u’O_H(O). Lorsque t est grand, le terme O(t~3/2)
est négligeable par rapport & e~*Tx/\/7t, c’est-a-dire que la dépendance en ug n’est plus visible en
temps long.

Notons que (2.34) est ’analogue de la formule de Fraunhofer (2.9) pour des conditions non nulles a
I'infini. Pour wy impaire et ug € S(R), la formule de Fraunhofer implique que, pour tout = € K,

-
et /4t

1
~0+0 (5.

c’est-a-dire que le profil limite est trivial dans le cas des conditions nulles & I’infini.

Le théoréme 2.3.3 ne nous donne le comportement asymptotique que pour ug impaire. Passons
maintenant au cas général. Soit ug vérifiant (2.16) et décomposons ug en uy = wos + Ug—, OU Ugt
(respectivement ug_) désigne la partie paire (respectivement la partie impaire) de wug. La preuve de la
proposition 2.3.1 montre que la solution u se décompose en

u(t,z) =

u(t,z) = ug(t, ) + u_(t, )

ou uy (respectivement u_) est la solution de (SL) associée & la condition initiale ug4 (respectivement
uo—) et uy € S(R). Par la formule de Fraunhofer (2.9) appliquée & uy et le théoreme 2.3.3 appliqué a
u_, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.3.4. Soient ug vérifiant (2.16) et u la solution de (SL) associée. Alors, pour tout t > 0
et uniformément en x dans tout compact,

u(t.) = o1 ;1/2@(;)+e\;;£x+0(t31/4> (2.35)

Le développement (2.35) ne fait plus apparaitre un profil limite universel puisque le terme e "%z /+/t

imz . , . 3N
n’est pas dominant et est du méme ordre que eat / (47rzt)1/ 2. Le résultat suivant propose une maniére
de retrouver le profil limite dans le cas général en utilisant un changement d’échelle en espace. La
démonstration utilise les estimations de la preuve du Théoreme 2.3.3.

Corollaire 2.3.5. Soient ug vérifiant (2.16) u la solution de (SL) associée. Alors, pour tout p # 0, on
a
—ig et

NIRRTV

Ce résultat est & comparer avec le corollaire 2.2.8. A la différence de (2.13) qui utilisait une
échelle linéaire en a + vt, ici la convergence (2.36) s’observe a 1’échelle plus petite py/t. De plus, la
convergence (2.36) fait maintenant apparaitre le profil limite universel dans le cas général. En effet, le
terme avec up+ qui apparaissait dans (2.35) n’est maintenant plus présent. De méme, on observe que les
coefficients devant p et p® sont indépendants de ug. Enfin, remarquons que cette convergence n’est pas
une convergence locale en z comme en (2.34) ou (2.35) et nous donne une erreur constante en O(u).

Jim uft, pV't) = S+ 03b). (2.36)
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

Preuve du théoréme 2.3.3. Afin d’obtenir (2.34), nous allons utiliser la proposition 2.3.2 et appliquer
& u en calculant les coefficients associées a 1/t'/2 et 1/t3/? dans le développement (2.26). Soit ¢ > 0 et
x € R. Comme ug est impaire, la solution u(t, x) est impaire pour tout ¢ > 0 et u(t,0) = 0. Calculons
le premier coefficient /me~*%a(z,0). Par définition de a en (2.25), on a

1 [sin(& —
a(z,0) = £ [ G )] a0) =, (2.37)
T 13 T
§=0
in( &z —
puisque % o 5 et u((0) = 2 d’apres la proposition 2.3.1. Ainsi, par la proposition 2.3.2, on
—
obtient

et 1

Calculons maintenant le second coefficient

15] ) ez d | Sin zy | ¢z SIN &xy_,
) = ol )+ (}T [ (2)] ua@) v (}r s <a>>.

. -~ . ~/ . . N ~ sin( &2 .
Comme ' est paire, v/ est paire donc u/ est impaire d’olt uf, (0) = 0. De méme, (%) ot paire donc

3
in( &2
d% [%} est impaire. Ainsi on obtient

5 . .
6—2@,0) - %a(:&O) 1040= %ﬁ (2.39)

d’apres (2.37). Passons au calcul de g%g(x, 0). On a

92 2z 0 iz 1 e d |sin(%) | —
mzw,s)—fag(x,m(fﬁe dfl c ]%(s))

0%a iz Oa
675(1‘70) 58*5(%0)
2 d? sin(%‘r)
+0+d€2[ ¢ (0)+0
x

On observe que

> [Sin(gm)} (0) = —z? (2.40)
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2.3. Le cas des conditions non nulles a 'infini

Finalement, en utilisant (2.39) et (2.40), on arrive &

puis, par (2.26),

v iz 3 .
VR (P g
vt 4t3/2 \3r 2«

Majorons maintenant le reste Ry, afin d’obtenir les convergences voulues. L’idée est d’extraire 2° du
reste en utilisant successivement plusieurs changements de variables. D’apres (2.27), on a

T 1
Ri(t,z)| < f—/ n|*|a@(z, —n)|dn. 2.42
Rt <[5 g [ Il =) (2.42)

Simplifions 'expression de a(x, —n). On a

u(t,z) = (0)> + Ry(t, ). (2.41)

it mn) = % /R eimm(im?é(ﬁ)e—mfds
— or [ G ez

Ainsi, en remplagant @(x, —n) dans (2.42) et en effectuant un changement de variables, on obtient

Rt <\ T [ A a2 = mldn
=T [[le2 =G mlan.

Maintenant, a nouveau par changement de variables,

M) = 5 [ G gencag — o [T (£) enerra —a (2,2

Ainsi,

T 1

Rt < [T [ le/2 = al'ae/o)idn
™ |T

= TEL [ /2 - ontate i

_ v (Y’
=5 () [n2-atatenlan (2.43

Simplifions maintenant U'intégrale dans le membre de droite de (2.43). On a,

= [ 25 ()

En utilisant le théoréme de Plancherel, la relation F~'(fg)(n) = (F * 3)(n) et le fait que

7 <Sm£(/§2/2)> (2) = %X[—l/zl/z](z) et F (u (E)) (2) = o (=),
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

on obtient

|z, m)| =

J?/RX[71/2,1/2](77 - z)u{)(zx)dz = ‘/RX[1/2,1/2](77 - z/x)ug(z)dz

Ainsi, par le théoréme de Fubini-Tonelli et (2.43), on obtient

) <35 (5[ ([ 01205 1m0t /i) i
- ‘g <|\:;7|?>5/R (/;/;1 |77|4d77> |ug(2)|dz

VT ('\2)5;/1[{13(;) i (2)dz, (2.44)

ot P(X) = X%~ (X —1)% est de degré 4. D’apreés (2.44), on en déduit que pour K compact, il existe
une constante C(K,ug) telle que, pour tout = € K,

O(K, Uo)
|R1(t, )| < —pr
En combinant cette inégalité avec (2.41), on obtient (2.34), ce qui conclut la preuve. O
Prewve du corollaire 2.3.5. Fixons 1 € R et posons x = u+/t. Rappelons que la solution u se décompose
en u = u_ + uy avec uy € S(R), ot uy (respectivement u_) est la solution de (SL) associée a la

condition initiale ugy (respectivement ug_). Appliquons la formule de Fraunhofer & u, . L’inégalité (2.10)
nous donne, pour = = uv/t,

22

in - o
(tu\[) WO+(;/£)‘§W7

d’out
Jim ug (¢, pNt) = 0. (2.45)

Maintenant, I’égalité (2.41) dans la preuve du théoréme 2.3.3 nous donne

e % \/Eei% e el T ——1
V) = e Y S 0 < e (2.46)

L’inégalité (2.44) se réécrit

[ (1, 1v0)| < 16\@ 5/]1%13(};%‘) ()| dz.

En utilisant le théoréme de convergence dominée, le fait que uj € S(R) et que P(0) = 1, on obtient

R e (e LRGP

Alinsi, en passant a la limite dans (2.46), on obtient alors

7\'

. _ e*”
En sommant (2.45) et (2.47), on obtient le résultat voulu. O
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2.3. Le cas des conditions non nulles a 'infini

2.3.3 Reéalisation d’un schéma numérique

Le but de cette partie est de présenter une méthode numérique calculant la solution u de (SL)
pour une condition initiale vérifiant (2.16). Pour réaliser le programme, on procéde par la méthode
des différences finies. Commencons par la discrétisation spatiale. On se place sur un segment que 1’on
note [—L, L]. On note h > 0 le pas d’espace, (x;); 'ensemble des points équidistants du maillage, ol
zj=—L+jhavecl <j<2L/h—1. OnadoncJ:=2L/h—1 points en espace. Par convention, on
pose xg = —L et 541 = L, qui ne sont pas compris dans le maillage. On peut donc schématiser le
maillage en espace de la maniere suivante :

xr1=—-—L+h T2 T3 TJj—1 zy=L—h
- e e - — e
—

h

Pour la donnée initiale ug, et on lui impose des conditions de Dirichlet, c¢’est-a-dire que 'on fait
Papproximation ug(—L) = —1 et ug(L) = 1. On pose enfin A € M ;(R) la matrice suivante

2 1 0 - 0
1 -2 1
AZ% 0 0o |-
1 -2 1
0 0 1 -2

appelée matrice du Laplacien Dirichlet.

Pour la discrétisation temporelle, on considére un intervalle de temps [0, 7] avec T > 0 et on note
0t le pas de temps. On discrétise I'intervalle en N + 1 points ou N = T'/§t, ces points sont notés (¢, )n
avec t, = nét pour 0 < n < N. En démarrant du vecteur U® = (ug(z1), ..., uo(xs)), la méthode de
différences finies nous fournit un ensemble fini de valeurs U, 1 < j < J, 0 <n < N, approchant la
solution u(t, ) aux points (z;, ).

Le schéma de résolution numérique est le schéma de Crank—Nicolson et la discrétisation de (SL)
pour 1 <j3<Jet 0<n <N est la suivante :

n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
Ut -y U - UR U - 20) + U

Jj+1
=0 2.48
ot 202 2h? ’ (2.48)
avec les conditions au bord que I'on impose,
Uy =-1 et Uj, =1, pour tout n > 0. (2.49)

Posons U™ = (U7, ...,U}) le vecteur de taille J. Les équations (2.48) et (2.49) se résument alors &
I’équation matricielle

-1

0

yntl = (I—i&A) 1 [(I—H’&A) U"+S] avec S = iot :
2 2 h2 :

0

1
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

Numériquement, I’énergie est calculée par la quantité suivante, pour 0 <n < N,

h J
num 52

Avec le schéma précédent, on a le théoréme de conservation numérique suivant.

2
n
UJ

Théoréme 2.3.6. Pour tout 0 <n <N, on a

2
0 0
U]+1 US

1\3\3‘

iy

Jj=0

Enum(n) - num (250)

Preuve. Multiplions (2.48) par 2h2(U;”rl - Uij") et pour n > 0, sommons de 7 =1 4 j = J. On obtient
alors

22h n n TN n n n
Z Ut —UPP (U =TT (U - 2Up T U + U —2UR + U ) =00 (251)

j=1

En prenant la partie réelle de (2.51), 'expression se simplifie et on obtient

J
Z (UTLJr1 ) (U7 =207 + U + Uy = 207 + Uy ) | =0,

Séparons l'expression en deux sommes de la maniere suivante

J
Re

(U7 - UF) (U = Uy 4 U - U

j=1

SIS

Jj=1

UP) (U = Ut 4 Uy = U7 | =0,

j—1

En changeant I'indice de sommation de la seconde somme j en j + 1, cela nous donne

J

Re Z(UnH )(Uﬁrll U+ URy — UY)
o
- (U;'Tll_ﬁ> (U3 = U+ U, = U7) | =0,
=0
c’est-a-dire
J-1
Re |3 (077 - 07 - (U - UF)) (0 - 0 4 0 - 07) | + R =0, 232)
Jj=1

ou

R=Re (U5 = TF) (U3t} - U + Uy, — UF)|-Re [(UFF = TF) (Up+! — U+ 07 = U0)]
(2.53)

30



2.4. Illustration du profil universel

On peut réécrire (2.52) de la maniére suivante
e
“Re |3 ((U;:f — Ut - (U7, - U}’)) ((U;ff — UMY 4 (U, - Uf)) +R=0,
j=1

et en développant dans la premiere somme, on obtient

J J

J—1 -
—Re | Y UM U = Uy, - U 4 2im (U = U (U7, - U | + R =0,
j=1

d’ou
J—1

S (U, = U = U = U )+ R=0. (2.54)
j=1

Simplifions maintenant (2.53), on a
R=Re | (U771 = TF) (U3t - U+ + UG, - UF)]
~Re [ (U7 - TT) (Up*! - Ug+ + U7 - )|
—Re (U7 = 141-TF) (1 - U +1-U%)]
—Re{(WleflfUif) (U{L+1+1+U1"+1)} :

puisque Uy = —1 et U}, ; = 1 pour tout n € N d’apres (2.49). En développant I’expression de R, on
obtient

Rt =Re {|U? — 12— U5 — 12 + 2m[(1 - U)(1 - U;H)]]
— Re [|U1”+1_|_1|2_ ‘Uln+1|2+2Z.Im[(w)w{b+l)ﬂ
= U7 =1 = U3 = 1P = [UP T+ 1P+ |Up + 12

En remplacant cette nouvelle expression de R dans (2.54), on obtient

J 2 J 2
DU U =) o -t
=0 =0

ce qui nous donne par récurrence (2.50). O

Calculons la solution numérique de (SL) associée & la condition initiale uy = tanh. On choisit comme
parametres h = 0.1, 6t = 0.01, L = 200. On trace en figure 2.1 la partie réelle de la solution numérique
associée a ug au temps T = 30 et la quantité |Eyum(U") — Enum(U°)] en fonction du temps ¢,,. On
observe alors que F,,, est conservée numériquement au cours du temps.

2.4 Illustration du profil universel

Testons maintenant numériquement le développement asymptotiqu2e du théoreme 2.3.3 sur la solution
numérique associée & la condition initiale ug(x) = tanh(z) + e~ (/19" cos(2z). D’apres (2.35) et (2.34),
considérons I’approximation A,,,, donnée par

o2

e'f T e '3 Jmelt [ a? T —1
= o () + e (£ £ 0)
o(b2) = o () Tt T e <37r o o )>
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

1071
— 61
5
5
£
=
=
=)
~200 100 0 100 200 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 10 15 20 25 30
xr
tn

FIGURE 2.1 — Tracé de la partie réelle de la solution numérique associée a up = tanh au temps 1" = 30 a gauche
et tracé de |Enum (U™) — Enum(UO)| a droite, avec h = 0.1, 6t = 0.01 et L = 200.

ot 'on rappelle que ug; (respectivement ug_) désigne la partie paire (respectivement la partie impaire)
de ug. Il n’est pas difficile de montrer que

o7 (€) = 5/ (e PED" 4 = 2(Er27)

Cette partie paire gy (%) se déplace donc avec une vitesse |v| = 4. Ainsi, pour T assez grand, la partie
paire réelle de A,, ne sera plus visible sur le segment [—L, L] et laissera place a la partie impaire de
Ay, , ce qui nous permettra d’observer la convergence locale de u vers le profil limite. De plus, un calcul
classique par le théoreme des résidus nous donne

—

up_ (0) = / —y?sech?(y)dy = 6
R
Finalement,

2
e 5 2 & x®  xm
Auo(1,2) = (47 t)1/25f< /ATy iR/ ) \ﬁxJﬁr t3/2 (377 + )
On choisit comme parametres h = 0.1, 0t = 0.01 sur le segment [—30, 30]. On trace en figure 2.2 sur le
méme graphe la partie réelle de la solution numérique associée a ug = tanh(z) + e~ (*/ 10)* cos(2z) et de

la partie réelle de son approximation A, (t,z) pour différents temps.

Au cours du temps, on observe que la courbe de Re(A,,,) se rapproche de la courbe de la partie
réelle de la solution numérique jusqu’a coincider avec elle sur le segment entier. Entre le temps 7' = 4
et T = 8 on observe que la partie paire de la solution numérique sort du segment [—30, 30] tout en
tendant vers 0. Au temps T = 50, seules les parties impaires de u et de son approximation A, sont
présentes et coincident sur le segment [—10, 10]. Enfin, au temps T' = 300, les deux courbes sont presque

identiques et commencent a faire apparaitre la partie réelle du profil universel \/7?; x.

Reprenons les mémes données ainsi que les mémes parametres numériques et effectuons maintenant
un second test numérique en utilisant un segment spatial dont la taille augmente au cours du temps.
D’apres (2.36), on a
— Vi
v 12\f

Si p est trop petit, le terme en p? devient négligeable devant le terme en p'. Soit 1, tel que

im u(t, pt) = =1+ 0().

)

1 B 1 3
ﬁﬂm = 12\/771"[%”
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2.4. Illustration du profil universel

~on

A VAVETaS

20 30
T x
T =50 T =300
4 T 2 T
2 |- —
0 |- .
_9l |
4 | | | | | _9 | ! ! ! !
-30 -20 -—10 0 10 20 30 -30 —-20 -—10 0 10 20 30

T T

FIGURE 2.2 — Tracés de la partie réelle de la solution numérique associée a uo(z) = tanh(z) + e~ (2/10)? cos(2z)
en pointillés et de la partie réelle de A, en trait plein aux temps 7" = 4, 8, 50 et 300, avec h = 0.1,
0t =0.01 et L = 30.

ce qui nous donne [, = v/12.

En figure 2.3, on trace aux temps 7' = 10 et T' = 100, la partie réelle de la solution associée a ug
en bleu, la partie réelle de A, en rouge et la partie réelle de e~*Tx/ /7t en noir, sur les segments
[~ 1t VT /2, 1t VT /2] en premiére ligne et [~ VT, pm/T] en seconde ligne ot i, = v/12.

On observe alors que la partie réelle de u est trés proche de celle de A,,, sur le segment en p,, /2,
tandis qu’il y a une différence apparente avec la droite Re(e~*%x//7t) en noir. A Dinverse, Derreur
entre la partie réelle de u et de A,,, est beaucoup plus importante sur le segment en p,,. Cela est du au
terme en O(p°) dans (2.36) : Sur le segment [—fi,,VT/2, /T /2], le terme en p® est négligeable. En
revanche, sur le segment [—um\/T, ,um\/T], le terme en p® devient important, ce qui explique I'erreur
entre u et Ay, que ce soit au temps 7" = 10 ou 7' = 100.
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger linéaire avec conditions non nulles & Iinfini

T =100

L L L L
-30 -20 -10 O 10 20 30
T

FIGURE 2.3 — Tracés de la partie réelle de la solution numérique associée a uo en bleu, de A,, en rouge et de
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e""Tx/\/nt en noir aux temps T = 10 et T = 100 sur [—mV'T/2, tm VT /2] €t [—pm T, pim /T,
avec h = 0.1, t = 0.01.
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de Gross—Pitaevskii non locale en
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

3.1 Introduction

3.1.1 Présentation du probléme

Considérons I’équation de Gross—Pitaevskii non locale en dimension 1,
iOu=02u+u(W=(1-|u?), dansRxR, (GPN)

ou u est une fonction a valeurs complexes et VW est une distribution tempérée. Dans le cas ou W est une
distribution paire, (GPN) est une équation hamiltonienne et son énergie est donnée par I’expression

Bult) = 5 [ WOFde+5 [ V(0= @) = fulo))do. (31)

Rappelons aussi la notion de moment physique

P(u) = §/R<iu’,u>dx, (3.2)

qui comme ’énergie, est une quantité formellement conservée.
Une onde progressive de vitesse ¢ € R est une solution de (GPN) de la forme u. (¢, z) = v(z — ct).
Ainsi, v vérifie I’équation

ict! + 0" oW (1 —|v]*)) =0 dans R, (OPNc)

et par conjugaison complexe, on peut se restreindre au cas ¢ > 0. Notons que toute fonction complexe
constante de module un est solution de (OPNc) et ces solutions seront appelées solutions triviales par
la suite. Formellement, les ondes progressives sont des points critiques de ’énergie E lorsque le moment
P est fixé, et (OPNc) représente ’équation d’Euler-Lagrange associée a ce probléme variationnel et on
a (formellement) la relation

dE(v)[h] = cdP(v)[h], (3.3)

pour tout h € C¢°(R), ou la vitesse ¢ apparait comme multiplicateur de Lagrange. Nous verrons au
lemme 3.4.2 que cette relation est vérifiée si et seulement si u est solution de (OPNc).

Le but de ce chapitre est de démontrer 'existence d’ondes progressives non triviales d’énergie finie
pour (OPNc) et leur stabilité sous certaines conditions et hypotheses sur W en dimension 1. Rappelons
que dans le cas ou la distribution W est égale & la masse de Dirac Jy, ’équation (OPNc) est alors
intégrable en dimension 1 et le théoreme 1 du chapitre introductif nous donne la forme explicite des
ondes progressives d’énergie finie en fonction de la vitesse c. Introduisons maintenant I’espace d’énergie
et les conditions sur la distribution W que nous utiliserons lors de ce chapitre.

3.1.2 Hypothéses sur W et espace d’énergie £(R)

Avant d’énoncer les hypothéses sur W, montrons que l’on peut se ramener au cas ou 17\7(0) =1
lorsque W est non nulle en 0. En effet, soit u une solution de (GPN) et posons @ la fonction définie par

. t x
u(t,:c) =Uu <A, A> .
W(0) W(0)L/2
Alors,
Byult, z) = W(0)d,a (W(O)tﬁ(())l/%) et 92u(t,r) = W(0)d%a (W(O)tﬁ(ow%) .

Exprimons maintenant le terme convolutif en fonction de @. Afin de simplifier les notations, on suppose
que W € S(R) (le cas o W € S§'(R) est similaire), ce qui nous donne
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(W (1= luP)) t.2) = [ Wi =)0 = )t )iy

- / W(e — y)(1 — [a2) W (0)t, W(0)2)dy

= ; M —lal2Yow N
B V/V(O)l/2 /RW < )//V\(O)l/2 ) (1 | ‘ )(W(O)t7 )d
- )7\/\(0) (W* (1-— |ﬁ|2)> (W(O)t,w\(o)l/?x)

avec

L’équation (GPN) devient
i0yi = Aa+a(17v* (1- |a|2). (3.4)

De plus,

W) = — L T gy = 2y e—int gy — WE)
FIVIE) = W(0)3/2AW<W(0)1/2> d 0 /RW( ) e "4d 0y

A partir de maintenant, on supposera donc que )7\/\(0) =1.

Pour une distribution tempérée V € S’(R), il est possible de définir la convolution avec une fonction
appartenant & LP(R), par U'intermédiaire de la transformée de Fourier, comme le prolongement continu
sur LP(R) de 'opérateur

Vi f:=F YVf), feSR).

De cette maniere, I’ensemble
Mp(R) ={V € S'(R) : 3C > 0, [V = fllzew) < CllfllLew), Vf € LP(R)}

est un espace de Banach muni de la norme opérateur notée par [-[|¢,. On renvoie a [36] pour plus
d’informations sur ces espaces et leur utilisation. On considére les hypothéses suivantes sur W.

(A1) W est une distribution tempérée paire avec W e L*® (R), et W > 0 p.p. sur R. De plus, W est
continue en origine et W(0) = 1.

—~

(A2) W(&) > 1, pour presque tout & € R.

Par I’hypotheése (A1), on obtient que W € M3 (R). Introduisons maintenant l'espace d’énergie E(R)
défini par
EM):={ve H. . (R):1—|v|? € L*(R),v' € L*(R)}

et le sous-espace NE(R)
NEMR) :={ve&R) : i%f|v| > 0},

des fonctions dans 'espace d’énergie ne s’annulant pas. Pour v € £(R), on notera désormais, Eyi,(u) la
partie cinétique de I’énergie de u définie par

Fyin(u) := %/R|u’(x)|2dx

37



Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

et Epot(u) la partie potentielle de u définie par

Bs(u) = 7 [ (W (1 = o) @)1 = [uf?)e)d

Sous les hypotheses (A1) & (A2), toute fonction appartenant & l'espace d’énergie a une énergie positive
et finie. En effet, si v € £(R), par le théoréme de Plancherel, on a

B) =5 [ 1oPda+ o [ Wi TTep]
v)== [ [V|?de + — —|v
2 R 8w R
W 1 12 1 22
< Wl (5 [ 1P+ 5 [ (1 op?) (35)
R R
et
1 /2 [ vy Phrn
Ew)> = | |v[*de+— [ W|1—|v|?| >0. (3.6)
2 R 81 R

Notons que 'espace d’énergie £(R) est défini ici indépendant de la distribution W, de maniére & pouvoir
choisir une large variété d’interactions non locales. Enfin, toute fonction appartenant a I’espace d’énergie
est 1/2-holderienne et donc continue. En effet, pour z,y € R et u € £(R), on a, par l'inégalité de
Cauchy—Schwarz,
[
x

Ainsi, u est uniformément continue et comme (1 — |u|?)2 € L!(R), on obtient

1
< ||z le — y]2. (3.7)

u(z) —u(y)| =

lim |u(x)| = 1. (3.8)
|z|—+o0
Dans le cas local W = dp, P.E. Zhidkov a montré dans [70] que le probléme de Cauchy pour (GP) est

globalement bien posé dans £(R). Pour plus de résultats concernant le probléme de Cauchy et 1’espace
d’énergie £(R), on renvoie a [70, 35, 33].

3.1.3 Enoncés des résultats principaux

Comme expliqué dans le chapitre introductif, afin de démontrer 'existence d’ondes progressives non
triviales d’énergie finie pour (GPN), nous allons utiliser une méthode de minimisation sous contraintes
puisqu’en minimisant ’énergie et en fixant le moment, on obtient formellement la relation (3.3), relation
équivalente a la formulation faible d’une solution de (OPNc).

Bien que formellement conservé, le moment physique P n’est pas toujours bien défini pour une
fonction appartenant & 1’espace d’énergie. On va donc utiliser le moment renormalisé (voir [51]), adapté
aux fonctions non nulles & I'infini. Comme les fonctions appartement & NE(R) ne s’annulent pas, on
peut les écrire sous forme polaire. Soit u = pe’® € NE(R) ot p = |u| et ¢ sont des fonctions & valeurs
réelles appartenant a H _(R) (voir [35]). On définit le moment renormalisé de u par

sy 3 [a=0 = [ (1-15). (3.9)

Le moment renormalisé p est fini pour toute fonction appartenant & NE(R). En effet, par I'inégalité
de Young et en notant § = in&\u(wﬂ >0, ona
e

2\ 1/ 2\2 1 27 1/\2
[la-1< [a-p2+ 5 [ #6)
§/R(1*,02)2+%Ekin(u)a
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3.1. Introduction

et on verra au lemme 3.2.1 que ||1 — |u|?||2(r) peut étre bornée en termes d’énergie. Notons que, si
¢ € L'(R), alors

pw) = Pl)+3 [ 0.

Détaillons maintenant 'approche qui sera utilisée afin d’obtenir I’existence des ondes progressives,
lorsque W vérifie les hypotheses (A1) et (A2). Pour q > 0, on considére la courbe minimisante

Enin(q) := inf{E(v) : v € NER), p(v) = q}.

On montrera au lemme 3.2.4, que FEi, est bien définie. De plus, on verra au lemme 3.2.6 que Epi,
est paire, ce qui justifie de réduire 1’étude pour q € R*. Enfin, le cas q = 0 est trivial puisque toute
fonction constante de module 1 est seule solution du probléme de minimisation associé. On considérera
désormais q > 0. Introduisons la constante g, définie par

g« =sup{q >0 | Vo € E(R), E(v) < Enin(q) = iﬁf|v| > 0}. (3.10)

Sous certaines hypotheéses sur Eui, et lorsque que W vérifie (A1) et (A2), on montrera que les
minimiseurs sont atteints et que ’équation d’Euler—Lagrange correspond a (OPNc), ou la vitesse ¢
apparait comme multiplicateur de Lagrange (voir section 3.4 pour plus de détails). Précisément, notre
premier résultat donne l'existence d’une branche de solutions de (OPNc), paramétrées par le moment.
Pour q > 0, notons S; I'ensemble défini par

Sq:={v e NER) : E(v) = Ein(q) et p(v) = q}.

Théoréme 3.1.1. Supposons que W wvérifie les hypothéses (Al) et (A2). On suppose que la courbe
Enin est concave, strictement sous additive sur RT et que FEnin(q) < ﬁq pour tout ¢ € RY. Alors,
g« > 0.027 et Sy est non vide pour tout q € ]0,q.[. De plus, tout u € Sy est solution de (OPNc), pour
une vitesse ¢ = c¢q satisfaisant

E+

min

(@) <cq < Ein(a).

Emin (CI) 1 \/iq

2v2 !

(NIE]
el

FIGURE 3.1 — Courbe Ein dans le cas W = §g.

Dans le cas ou W = Jj, en utilisant 1’expression des solitons donnée au théoréme 1, il est possible de
montrer que q, = /2. De plus, il est démontré dans [7] que pour tout q €]0, 7/2], il existe uq € NE(R)
avec Funin(q) = E(uq) et uq solution non triviale de (OPc). Le théoreme 3.1.1 généralise ainsi I’étude
variationnelle du cas local. Ce théoreme est ici énoncé de maniere conditionnelle avec les hypotheses
faites sur Epi,. On verra dans le chapitre 4 que ces hypothéses sont vérifiées pour une certaine famille
de distributions vérifiant (A1) a (A2).
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

A nouveau dans le cas on W = dog et siq= 5, la solution au probléme de minimisation Enin(q) est
donnée par vo(x) = tanh (ac / \/Q), que 'on appelle soliton noir ou kink. Le soliton noir est solution de
(OPc) avec pour vitesse ¢ = 0 et pour énergie E(vg) = 2v/2/3. A la différence des solutions données au
théoreme 1 lorsque ¢ # 0, vy s’annule en 0. L’étude du soliton noir est difficile et ne peut étre traité
selon notre approche avec le moment renormalisé. On renvoie & [9, 43] pour une étude varionnelle du
soliton noir et ’étude de sa stabilité dans le cas W = 4.

Enfin, si q > 7/2 et toujours dans le cas local, le probléme de minimisation Fy,i,(q) n’admet pas de
solution puisque 1'on peut construire des suites de fonctions v, telles que p(v,) = q et E(v,) — 2v/2/3,
comme expliqué dans [7]. Comme E,;, est croissante et E(vg) = 2v/2/3, la courbe Eyi, est donc
constante pour q > % lorsque W = dy (voir figure 3.1). Ce chapitre ne traitera pas I'étude de Emnin(q)
lorsque q > q. dans le cas non local. Cependant, nous verrons au chapitre 5, a I’aide de simulations
numeériques, que Fy,i, semble constante sur [q., +00[ et q. ~ 7/2, sous certaines hypotheéses sur W.

Comme expliqué précedemment, afin de prouver l’existence des ondes progressives, nous allons
utiliser le principe de concentration-compacité. Grace a cela, nous pourrons utiliser la méthode de
Cazenave—Lions [15] permettant de montrer la stabilité. Rappelons que le probléeme de Cauchy pour
(GPN) a été étudié dans [28]. Précisément, en utilisant la distance

de(v1,v2) = [[v1 = V2| L2®)+Loo®) + V1 — VallL2@) + [[[v1] = [v2lllL2(R),

lespace d’énergie £(R) est un espace métrique complet et pour tout ¥y € £(R), il existe une unique
solution globale ¥ € C(R, £(R)) de (GPN) avec pour condition initiale ¥y, sous réserve que W € M3(R),
et que W > 0 ou infRW\ > 0 (voir théoréme 3.5.1). Cependant, ces conditions ne sont pas toujours
vérifiées pour une distribution satisfaisant les hypotheses (A1) et (A2). En utilisant les estimations
d’énergie de la section 3.2, nous obtientrons la généralisation suivante de ce résultat de [28] en
dimension 1.

Théoréme 3.1.2. Supposons que W € M3(R) est une distribution paire, avec W >0 p.p. sur R

et que W est de classe C2 dans un voisinage de lorigine. Alors, pour tout Uy € E(R), il existe une
unique fonction ¥ € C(R, E(R)), solution globale de (GPN) associée a la condition initiale ¥q. De plus,
Dénergie est conservée. Enfin, le moment est conservé sur Uintervalle de temps [0, T*[, ot

T =sup{t >0: in{{{ | (x,7)| >0, pour tout T € [0,t]}
e
On peut aussi munir 'espace £(R) de la pseudométrique

d(vi,v2) = v} = V5l 2ry + [[|v1] = [valll L2 (R),

ou de la distance utilisée dans [7],

da(vi,ve) = [[v] —vgll L2y + 1] = v2lll L2y + lv1 — valloe (=4, 4),

pour A > 0. Notons que d(vi,vz) = 0, si et seulement si |v1| = |va| et v1 — va est constante. L’ensemble
S, est dit orbitalement stable dans (£(R), d) si, pour tout ¥y € E(R) et pour tout € > 0, il existe 6 > 0
tel que, si

d(\pov S‘l) < 67

alors la solution ¥(t) de (GPN) associée & la condition initiale ¥ vérifie

supd(¥(t),Sq) <e.
teR

De méme, 'ensemble Sy est orbitalement stable dans (£(R),da), si pour tout ¥y € £(R) et pour tout
e >0, il existe 6 > 0 tel que, si da(Vo,S,) < 6, alors sup,cp infyer da(¥(- — y,t),Sq) < €. Comme dy
n’est pas invariante par translations, il est nécessaire ici d’introduire une translation du flot.
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Concernant le cas local, Z. Lin a démontré dans [54], la stabilité des ondes progressives pour (OPc)
dans ’espace d’énergie en discutant du signe de % et en utilisant le critere de Shatah—Strauss—Grillakis
(voir [45]). Citons aussi les travaux de D. Chiron [18] et de Béthuel-Gravejat—Saut [7] prouvant la
stabilité des ondes progressives de (1.2) et de (OPc) en utilisant différentes méthodes dont les résultats
de [45]. Donnons maintenant notre résultat principal concernant la stabilité des ondes progressives.

Théoréme 3.1.3. Supposons que W € M3(R) vérifie (A1) et (A2). On suppose aussi que la courbe
Eoin est concave, strictement sous additive sur RT et que Emin(q) < \/iq, pour tout q € RT. Alors,
Sy est orbitalement stable pour (£(R),d) et pour (E(R),da), pour tout q €]0, q[. De plus, pour tout
Uy € E(R) et pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, si

d(Vo,8q) <0, alors supinf da(V(- —y,t),Sq) <e, (3.11)
teR YER

ou U (t) désigne la solution de (GPN) associée a la condition initiale U.
Notons que pour u,v € E(R), on a d(u,v) < da(u,v), et donc
=i - < i - .
d(u, Sq) ;ng d(u(- —y,1),8,) < ;2& da(u(- —y),8Sq)

Ainsi, I'implication dans (3.11) montre la stabilité orbitale pour la distance d. Inversement, si da(u, Sq) <
d, alors d(u,Sq) < ¢ et 'implication (3.11) nous donne ainsi la stabilité orbitale pour la distance d.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps, en section 3.2, on montre des
estimations d’énergie ainsi que certaines propriétés sur la courbe Fy,;,. Dans la section 3.3, on prouve la
compacité des suites minimisantes associée au probléeme de minimisation. Dans la section 3.4, on établit
les équations d’Euler-Lagrange associées a ce probléme ainsi que la preuve du théoréme 3.1.1. Enfin, la
stabilité orbitale des solutions du théoreme 3.1.2 et le théoreme 3.1.3 sont montrés en section 3.5.

3.2 Estimations a priori

Le premier résultat de cette section nous donne une estimation L°° des fonctions dans 1’espace
d’énergie en fonction de leur énergie. Dans la suite, nous utiliserons & plusieurs reprises 'identité

/R(W * flg = /R(W xg)f, pour tout f, g€ L*(R), (3.12)
qui est une conséquence de la parité de W par I’hypotheése (Al).
Lemme 3.2.1. Supposons que W € Mo(R) est une distribution vérifiant
17\/\(5) > (1—rwEHT, pp. surR, (3.13)
pour un certain k > 0. Soient v € E(R) et n:=1— |v|?. Alors,
7|2 <8FE(v)(1+ 8RE(v) + 2v/2RE(v)) (3.14)

et

)22 < 8&E(v)(1+ 8&E(v) + 2v/2RE(v)), (3.15)
ot K =k —+ 1.

Preuve. Soient v € E(R), p = |v| et € R. Par le théoréeme de Plancherel, on a
T 1 .
P =2 ws [Pt =g At (3.16)
o R ™ JR
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Par (3.13),ona 1 < )7\7(5) + k€2 p.p. sur R. Ainsi, le dernier terme de (3.16) peut étre borné de la
maniere suivante

1 R 1 — 5 . .
o [+ NP < 5 [ DO + )i = 1Bpe) + 5 [ o, (3.7
™ JRr 2 R R
avec & = r + 1. Notons que i/ = —2pp/, ce qui nous donne 7> < 4||v||2. p"2. De plus, si |v] # 0 sur

un ouvert, alors v peut &tre écrit sous forme polaire v = pe’? et on a [v'|?> = p'? + p?0’2. A Vinverse,
Pensemble 2 := {v = 0} coincide avec 'ensemble {n =1} et v’ =0 et ' =0 p.p. sur . Ainsi, on en

conclut que

0% < 4llv|2<|v')> p.p.sur R. (3.18)
En combinant (3.16), (3.17) et (3.18), on obtient
() < Ao (0) + 85]]3  Fign(v) < max(d, 85[[v]3 ) E(v). (3.19)

Si ||v]|% <1, alors inégalité (3.14) est démontrée, puisque max(4,8%) = 8%. Supposons maintenant
que
o] Fe > 1. (3.20)

Comme 7(+00) = 0 par (3.8), on en déduit qu’il existe z¢ € R tel que
a:=minn = n(wo) =1 - [[v]|F~.
Ainsi, en utilisant (3.19) pour z = x¢ et (3.20), on arrive a

a® < 8&(1 —a)E(v).

En résolvant I'équation du second degré associée et en utilisant 'inégalité v/a + b < v/a + Vb, on en
conclut que

a> = (—8RE(v) — \/64&2E(v)? + 32RE(v)) > —8RE(v) — 21/2RE(v),

N =

ce qui implique
0|30 < 14 8RE(v) + 2v/28E(v). (3.21)
Par (3.19), (3.20) et (3.21), on obtient (3.14).

Démontrons (3.15). En utilisant le théoréme de Plancherel et en raisonnant comme précédemment,
on arrive a

1 =5 .
[ o< 5 [ OV + e < 4Bpus(0) + 5 [ 1 < 4Bpun(0) + 8]0l Fran0)
Ainsi, en utilisant (3.21), I'inégalité (3.15) est établie. O

Remarque 3.2.2. Supposons que W € My(R) est paire et que W est de classe C? sur un intervalle
[—7,7], avec r > 0. Alors (W)'(0) = 0 et par la formule de Taylor, on en déduit que pour tout § €] —r,r],
il existe & €] — r, 7] tel que

—~ —~ ~ 52

W(E) =1+ W)€% 21— 1€,

0l 1= 4 max(_, |(W)”| Si\/1/u <1, on pose k = p. Si\/1/u>r, on pose k = 1/r. En supposant
que w >0 p.p. sur R, la condition (3.13) est alors satisfaite dans les deux cas.

Remarquons que si W vérifie les hypothéses (A1) et (A2), alors la condition (3.13) est aussi satisfaite
avec k =1/2.
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Un point clé qui nous permettra d’obtenir la compacité des suites minimisantes dans la section 3.3
est le controle du moment par ’énergie. Plus généralement, ce type d’inégalités est cruciale lorsqu’il
s’agit de prouver l'existence de solitons par des méthodes variationnelles (pour le cas local, voir [7, 19]).
De plus, pour un ouvert 2 C R et u = pe® € NE(R), il faut pouvoir contrdler le moment localisé

1
po(u) = 5/0779’,

par une version localisée de ’énergie. Définissons 1’énergie localisée par

1 1
Eq(u) == 5/ |u'|2 + 1 / W xnq)na, avec ng = nlg.
Q Q

Notons que si Q = R, alors Eq(u) = E(u) et po(u) = p(u). Comme ng peut étre discontinue (et donc
non faiblement dérivable) lorsque 2 est borné, introduisons une fonction régularisante : Pour €y un
ouvert compactement inclus dans €, i.e. Qp CC Q, on définit la fonction xq o, € C*°(R) & valeurs dans
[0, 1] par

(3.22)

1 sizeQ,
XQ,Qo(x) =

0 sizeR\Q

Dans le cas ol 2 = Qy =R, on pose xq.0, = 1. Un exemple de construction d’une telle fonction pour
un cas particulier de Q et g est donné en annexe au lemme A.1.

Lemme 3.2.3. Soient W une distribution vérifiant les hypothéses (A1)—(A2), Q et Qy C R des
réunions finies d’intervalles ouverts vérifiant Qg CC Q . Soient xa.0, € C°(R) définie comme en
(3.22), u € NE(R) et € €]0,1] tels que |n| < e sur Q. Alors,

Eq(u
Vapa(] < 22 1 a0, w) (3.2
ou le terme restant Aq o, (u) vérifie l’estimation
[Aq.,(w)] < C(EW), ) (Inllz2@an + nl32@ay ) (3.24)

ot C(E(u)) est une constante dépendant de E(u) mais indépendante de Q et de Qo. En particulier,
pour =y =R, on a
E(u)

V2(1 —¢)

Preuve. Notons u = pe sur Q. En utilisant I'inégalité de Young et le fait que 1 —e < p? < 1+ ¢ sur Q
par hypothese, on obtient

lp(u)| < (3.25)

1 1 ,
V2pa(u)| < 1/{2772 + 2(1—5)/sz0 2 (3.26)

et
1 2 1 22 1 o Wxna)na 77/2 Eq(u)
Z/Q” +2(175)/Q o _Z/Q(nﬂ_ 1—¢ _2(175);72)4_ 1—¢
< i/ﬂ (né - (W*nsz)ng) - 19_(?.
Soit
AM:Ammw;EAU%*%%«WMMW*WW%MM) (3.27)

ol g = X0, En utilisant le théoreme de Plancherel et (A2), on obtient
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/Q (ﬂ?z - (W 7752)7752) = /]R (77522 - (W« ﬁg)ﬁg) + 4A(u)

= 5 [P (1-W©) +4a0)
< 4A(u).

Ainsi,

1 2 1 a2 _ Eo(u)

- —_ 0 < —/——+A

4/9”+2(1—s)/9p S 7o tAM,
ce qui, combiné & (3.26), nous donne (3.23).

Il reste a montrer 'estimation (3.24). Pour le premier terme du membre de droite de (3.27), on voit
que

/ |nég — 7id] = / n? |13 — Xa.0,| < 2”77”%2(9\90)' (3.28)
Q Q\Qo

Pour les autre termes, en utilisant 'identité (3.12), on obtient

/R(W *na)na — (W = fja)ia

/R(W * (o +170)) (e — fia) | < AW, [Inllz2@) 7]l 22 (@\00) -
(3.29)

En combinant (3.28), (3.29) et en utilisant le lemme 3.2.1, on obtient (3.24). O

Le prochain lemme concerne la courbe minimisante et montre que Ey;, est bien définie sur R et
que Ep,in se situe en dessous de la droite y = V2zx sur RT.

Lemme 3.2.4. Soit W une distribution vérifiant Uhypothése (Al). Pour tout q € R, il existe une suite
de fonctions (1) appartenant a E(R), avec 1 — |1, € C°(R), telle que

p(n) = q et E($n) = V2a|, quand n — +oo. (3.30)
En particulier, Eni, : R — R est bien définie et pour tout q > 0,

Remarque 3.2.5. FEn plus du résultat sur la courbe minimisante, ce lemme montre que l’on peut
construire des fonctions d’énergie et de moment arbitrairement grand.

Preuve. Le cas q = 0 est trivial puisqu’il suffit de prendre v = 1 afin d’obtenir la conclusion voulue.
Supposons que q > 0 et considérons une fonction y € C°(R) telle que fR X2 = q/+/2. Posons

a

\/5 / 3 1 1
a=7/RX(ZU)dy7 an = — et ﬁn:ﬁ

_qﬁ'

Considérons la suite v,, définie par

Un = poe®, wm@ﬁﬂ—%M&@%%WZV%%ww)

On peut alors supposer que v, ne s’annule pas puisque |v,| = [pn| > 1 — [an|[[X'[| o ®). Ainsi, le
moment de v,, est bien défini et on a
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a2 3
_n _Ja—
3,1 B, T

Montrons maintenant que E(v,) — v/2q. Pour la partie cinétique, on a

Bian(v) = [ (1= 0 (B (s + 5 [ (008" (3P

a2

2
= FZ/RU — anX' ()X (y)dy + Q”Tﬂ”/Rx”(y)Qdy
/ 2 _ i
—>/Rx (y)“dy = 75

comme o, 3, — 0 et a2 /B, — 1 lorsque n — +oco. Pour la partie potentielle, en utilisant le théoréme
de Plancherel, le théoréme de convergence dominée et la continuité de W en 0, on arrive a

2
an

8B,

Prosl0a) = 5= [ WOIF( = )P (61 =

- /Rx’z(y)dy = \%

Ainsi, on obtient (3.30) pour q > 0. Dans le cas ou q < 0, il suffit de procéder comme précédemment en

prenant
/X/Q _ |q| _ q ot ’Un:Pne_wna
R

V22

ce qui conclut la preuve de (3.30). Par définition de Ei,, on a

/RVAV(an)If(QX’ —anx?)|? () d€

Emin(q) < E(Un)
Lorsque n — 400, on obtient (3.31). O
Lemme 3.2.6. Soit W vérifiant l’hypothése (Al). Alors, la courbe Ey, est paire sur R.

Preuve. Soient q € R et u, = p,e!®* € NER) tels que E(u,) — Emin(q) et p(u,) = q. En posant
Vp = ppe” il est clair que E(v,) = E(uy) et p(v,) = —p(uy,) = —q. Ainsi,

E(Un) 2 Emin(_q)7

et lorsque n — 400, on conclut que Enin(q) > Emin(—q). En remplagant q par —q, on en déduit que
Epnin(—9q) = Emin(q), i.e. Enin est paire sur R. O

L’estimation L des fonctions dans ’espace d’énergie du lemme 3.2.1 et le lemme 3.2.4 sur Ep,
nous permettent d’obtenir une minoration pour la constante q..

Corollaire 3.2.7. Soit W vérifiant les hypothéses (Al) et (A2). Alors, la constante q. définie en
(3.10) wvérifie q. > 0.027.

Preyve. Soit v € E(R), avec E(v) < Enin(q). Alors, en combinant (3.14) et (3.31), avec & = 1, on
obtient )
1= 0212 <12v2q(1 + 12v2q + 2(3V29)2).
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

Le membre de droite est une fonction de g, croissante sur RT, et la solution de I’équation 12v/2z(1 +
12122 + 2(3v/22)2) = 1 est égale &

V2 ((12v/3 + 4y/31)2/3 — 4)°

z2=— ~ 0.0274.
288  (12v/3 +44/31)2/3
Ainsi, on obtient la conclusion voulue, par définition de (.. O

Lemme 3.2.8. Soit W vérifiant les hypothéses (Al) et (A2). Supposons que Epni, soit concave sur
R*. Alors, Emin est strictement croissante sur ]0,q.] ot q. est défini en (3.10). De plus, pour tout
v € E(R) vérifiant E(v) < Emin(q«), on a v € NE(R).

Preuve. Comme F,, est concave et positive sur R*, Ey,i, est croissante sur 10, q.[. Si l’on suppose que
Epmin nest pas strictement croissante sur |0, q.[, alors Ep,;, est constante sur un intervalle [a, b], avec
0 <a<b< g« Comme Eyj, est concave sur RT, cela implique que Ep;, est constante sur [a, +00]
et donc Epin(a) = Emin(qs), ce qui contredit la définition de ¢, en (3.10). Maintenant, soit v € E(R)
avec E(v) < Enin(q.). En utilisant le fait que Eyin(0) = 0, le théoréme des valeurs intermédiaires
nous donne Dexistence d’un réel q €]0, q.[ tel que E(v) = Enin(g4). Comme § < g, la définition de g,
implique que |v| ne s’annule pas. O

A partir de maintenant, on pose pour q > 0,

Emin(q)
V2g

Ainsi, 'hypothese du théoreme Epni,(q) < v/2q est équivalente & Y4 > 0. De méme, pour q > 0 et § >0,
on note

g=1- (3.32)

Xqs5 ={v € NER) | [Ip(v)| —al <6 et |E(v) = Emin(q)| < 0} (3.33)

Lemme 3.2.9. Soient W vérifiant les hypothéses (A1) et (A2), ¢ > 0 et supposons que Xq > 0. Alors
il existe §g > 0 tel que pour tout § € [0,00] et pour tout v € X, 5, il existe T € R tel que

- o@)?| = 2. (3.34)

Preuve. Raisonnons par ’absurde en supposant le résultat faux. Ainsi, pour tout dg > 0, il existe
d €[0,00] et v € Xq,5 tels que

b))
11— o[l poe ) < 7‘1
En particulier, pour dy = %, il existe d,, € [0, %] et v, € Xg5, tels que

Zq

11— o[l L) < 5
Par application du lemme 3.2.3 avec ¢ = % < 1, on obtient
[p(on)| < an), (3.35)
et en faisant tendre n vers 'infini dans (3.35), on arrive a
q= ;Emin(q)a
V2(1 - 3)
c’est-a-dire

3

5 3o
2

ce qui nous donne la contradiction voulue. O
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Lemme 3.2.10. Soient W wvérifiant Uhypothése (A1), E > 0 et 0 < mg < 1 donnés. Il existe un entier
lo =1o(E,mp) tel que, étant donnée une fonction v € E(R) satisfaisant E(v) < E, on a lalternative
suivante :

(i) Pour tout x € R, |1 — |v(z)]?| < mo.

(ii) 1l existe | points x1,xa,...,x; avec I < ly tels que

l
1= Jo(@;)] 2 mo, VI<5<1 et [1—[o(@)| <mo, Yo €R\ U [2; — 1,2, +1].
j:

Preuve. Supposons que (i) n’ait pas lieu. Alors, I’ensemble
C={z R n(z)| = mo},

est non vide, ot n = 1 — |v|?. Posons I; = [j — 1/2,j + 1/2], pour j € Z. Nous allons montrer que
l:=Card{j € Z, I; NC # 0} peut étre borné par une constante /o dépendant uniquement de E et de
mo, ce qui nous donnera (ii).

En utilisant le fait que ||v|’| = |[v/|, I'inégalité de Cauchy—Schwarz et (3.14), on en déduit lexistence
d’une constante C, dépendant de FE, telle que pour tout =,y € R,

Y !
/MM
x

Posons r = m3/(4C?). Ainsi, pour tout z € C et pour tout y € [z — 7,z + 7],

1
[lo(@)]* = Ju(y)]?| = 2 < 2][0)l ooy 10| 2y |7 = 12 < Cla — g2

MME%—W@WW@Wz%.

En prenant ro = min(r,1/2) et en intégrant cette inégalité sur [z — rg, z + 1¢], on obtient, pour tout
z€C,

Z+7‘0 2
moTo
/ W (y)dy > =
Z—To

Comme [z — rg,z + 9] C I~j =[j—1,7+1]si z€I;NC, on en déduit que
im%’l“o 2 2
— = Z - n° < 2(nllz2(wys
ez, I;nC£0 " I

oll l~:~= Card{j €Z: fj NC # 0}. La conclusion s’obtient alors en utilisant (3.15), avec [y = 20, puisque
[ <2I. ]

3.3 Compacité des suites minimisantes

Cette section est consacré a 1’étude des suites minimisantes associées a la courbe Ey,;,. Le prochain
résultat nous donne que I’ensemble §; du théoreme 3.1.1 est non vide et nous permettra d’établir la
stabilité orbitale dans la section 3.5.

Théoréme 3.3.1. Soit W une distribution vérifiant les hypothéses (A1) et (A2). De plus, on suppose
que Enin est concave sur RT, strictement sous-additive sur Rt et que Xgq >0, ou Xy est défini en (3.32).
Soient q €]0, q.[ et (un) une suite de NE(R) vérifiant

p(un) = q et E(un) = Fnin(q), (3.36)
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lorsque n — +o00. Alors il existe v € NE(R) et une suite de points (x,,) tels que, a une sous-suite preés,

Un (- + x,) = v(+), dans L. (R), (3.37)
1= |un(-+22)* = 1—|v()]?, dans L*(R), (3.38)
un (- +x,) = V() dans L*(R), (3.39)

lorsque n — +00. De plus, il existe une constante v > 0 telle que

i%f [tn (- + xn)| > v,  pour tout n € N. (3.40)

En particulier p(v) = q, E(v) = Enin(q) et v € S;.
Avant de démontrer le théoréme, montrons le lemme élémentaire suivant.

Lemme 3.3.2. Soit (un), une suite vérifiant les hypothéses du théoréme 3.3.1. Alors, il existe une
fonction u € NE(R) telle que, a une sous-suite pres,

Up — U, dans Ly, (R), (3.41)
u, =, dans L*(R), (3.42)
Ny 1= 1— |un|2 — = 1-— |’U,|2, dans Lz(R) (343)

De plus, E(u) < Ewnin(q), et en notant u = pe'® et u, = ppe'®, la suite (u,) vérifie, 4 une sous-suite
prés et pour tout A > 0,

A A
|u'|* < lim inf |l |2, (3.44)
N n
—A n—oo J_ 4
A A
/ (Wxn)n = lim W 5 10) 0, (3.45)
_A n—oo [_ 4
A A
/ n¢' = lim M- (3.46)

Preuve. Par (3.36), E(u,) est bornée. Ainsi, en utilisant le lemme 3.2.1, on en déduit que u), et
N := 1 — |uy,|? sont bornées dans L?(R) et u,, est bornée dans L°°(R). Ainsi, par compacité faible dans
les espaces de Hilbert et le théoréme de Rellich-Kondrachov, il existe une fonction u € H{ (R) telle
que, & une sous suite pres, les convergences (3.41)—(3.43) sont satisfaites, de méme que (3.44), et

2y < T 2. (3.47)

Comme la fonctionnelle B(f) = [, (W * f)f est continue et convexe dans L?(R), puisque W =>0pp.,
B est faiblement semi-continue inférieurement, d’ou

< Tim'i
B(u) < léngrIgofB(un) (3.48)
En combinant cette inégalité avec (3.47), on en déduit que E(u) < Fnin(q). Enfin, par (3.43) et le fait

que W € M5 (R), on obtient
Wxkn, = W=xn dans L*(R), (3.49)

ce qui avec (3.41) nous donne (3.45).

Il reste & montrer (3.46). Par le lemme 3.2.8, Ey,;, est strictement croissante sur |0, q.[. De plus,
comme F(u) < Epin(q) < Emin(qs), & nouveau par le lemme 3.2.8, on a u € NE(R). Notons alors u
sous forme polaire u = pe®®.
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3.3. Compacité des suites minimisantes

Un
Posons w,, = —. Alors,

||
Up,, U
¢, = —iwpw, et w, = e L
U |

Ainsi, _
o —i

—iWpw,, = e (Unth, — |un | (up, ul)) .
n

En utilisant ’expression précédente et les convergences (3.41) et (3.42), on obtient que

6= rp @ —lullw ) = ¢ dans LE(R) (3.50)
u
En combinant (3.50) et (3.41), on arrive & (3.46), ce qui termine la preuve du lemme. O

Preuve du théoréme 3.8.1. Afin de démontrer le théoréme 3.1.1, on va utiliser un raisonnement de type
concentration-compacité (voir [55, 56] pour le principe général) et on va procéder en plusieurs étapes.
La premieére étape consiste a montrer qu’il n’y a pas évanescence i.e. qu’a translation pres, la suite
(un)n ne converge pas vers une fonction constante de module un.

Etape 1. Soit (u,), une suite de fonctions vérifiant (3.36). Alors il existe un entier I, des suites de réels
(2 )n et vy € NE(R) non constante pour tout 1 < j <1, tels que la suite translatée un ;(-) := un(- + %)
vérifie

Un,j = V5, dans L5, (R), (3.51)
uy, ;= v, dans L*(R), (3.52)
Nnji=1— |un’j|2 —nji=1- \vj|2, dans LQ(R) et Lis.(R). (3.53)

De plus, pour tout 1 < j <1 et pour tout A > 0,

Emin(d;) < E(vj) < Emin(q), (3.54)
A A
/ vj]* < lim inf (/ |y, 2) , (3.55)
_A n—-+o0o _A ’
A A
lim W st g = [ (W *n;)n;, (3.56)
n—-+oo _A _A
A A
: , ,
lm a i Pn.j = [ . 05955 (3.57)

0U N, j = 1 — |up ;|* (respectivement n; =1 — |v;|?).

Preuve. Par hypothese £, > 0. Ainsi par application du lemme 3.2.9 et du lemme 3.2.10 avec mg = 3,/2,
il existe un nombre fini de suites de réels (z7)n, (23 )n, ..., (z]' )n avec 1 <1, <lq et g ne dépendant
que de q, telles que

DX
1= fun (@)% = T V1 <5 <l (3.58)
et 5 l
\1—|un(x)\2|§7°‘, Vr e R\ ‘le[ r— 1,2l + 1. (3.59)
j=
La suite d’entiers (I, ) étant bornée, on peut supposer que [,, ne dépend pas de n, quitte & extraire
une sous-suite et poser [ = [,,. A nouveau, quitte & extraite une sous-suite et a renommer les points

(z7);, il existe un entier [ ot 1 <I<let R>0 tels que
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Tp —xf - oo Vi<k#j<I (3.60)
n—-+0o0
et
l ~
x} € U B(zy,R), Vi< j <l (3.61)
Ainsi, par l'inégalité (3.59), on en déduit que
2 Zq l n
[1— |un(x)]7] §7, Ve e R\ _UlB(xj,R+1). (3.62)
J:
En appliquant le lemme 3.3.2 & la suite translatée u, ;(-) = u,(- + z}), on obtient directement les
relations (3.51) a (3.57), quitte & extraire & nouveau. Il reste a montrer que v; est non constante pour
tout 1 < j <. Par l'inégalité (3.58), on obtient que pour tout 1 < j <1,
by
(3.63)

1= s O] = 2.

> (3.64)

Par (3.51) et en faisant tendre n vers 400 dans (3.63), on obtient
1oy 2 2.

Si v; est une fonction constante alors v; est de module un et I'inégalité (3.64) nous donne ¥, <0, ce
O

qui est exclu. Ainsi, v; € NE(R) est non constante, ce qui conclut la preuve de I'étape.
Les trois étapes suivantes ont pour but de montrer qu’il n’y a pas dichotomie. L’étape qui suit nous

donne des estimations sur I’énergie et le moment de v; par rapport & uy, ;.

Etape 2. Pour tout m € N*, il existe R,, > 0 et N,,, € N, tels que, si n > N,,, alors
(3.65)

1< /
*Z |t in{Vj
2j:1 —Bm j=1
1 [ ! 1
1 [ OVt =3 Bpn(wy) < (5.66)
4 4 —Rm i=1 m
(3.67)

ot q; := p(v;).
Preuve. Soit m € N*. Etablissons la premiére relation (3.65). Comme v € L*(R), par le théoréme de
(3.68)

convergence dominée, il existe R,, > 0 avec
R,, > max (R+1,m)

tel que pour tout 1 < j < l~, on ait
1
(3.69)

1A
U/‘ >Einv‘ - = .
[ P 2 Bane) - 5

2 - RTVL
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3.3. Compacité des suites minimisantes

D’apres (3.60), pour n assez grand, on a B(zy, Ry,) N B(2}, Ry) = 0 pour tout 1 < k # j < I. Ainsi, on
suppose que les boules B(z”, R,,) sont disjointes, quitte a augmenter n. Par (3.55) et (3.69), il existe
donc N,,, > 1 tel que pour n > N, et pour tout 1 <k # j < l~, on a

I 1
2 / P > Ergn(v) — . (3.70)
—R ml

m

En sommant l'inégalité (3.70) de j = 1 & j = [, on obtient (3.65). Démontrons la seconde relation
(3.66). Par le théoréme de convergence dominée et quitte & augmenter R,,, comme (W xn;)n; € L'(R),
pour tout 1 <5 <[, on a

Ry,
i/_Rm (W) — Epot(vj)] < 5T (3.71)
Par (3.56), quitte & augmenter N,,, pour n > N,,, on a
1 [Hm 1 [Hm 1
I I (3.72)

En utilisant (3.71), (3.72) et I'inégalité triangulaire, pour n > N,,, on arrive &

1
< .
ml

1 [fm
1 / . WV * 0,3 )n,j — Epot (v5)

En sommant de j =1 & j = [, on obtient (3.66). En appliquant le méme argument a 77n,j¢>;1,j et njqﬁg a
la place de (W 0, j)1n,; €t (W % 1;)n;, on obtient la relation (3.67).
O

L’idée est maintenant de comparer le moment q,; (respectivement Ein(q;)) avec q (respectivement
avec Fmin(q)) en utilisant les relations établies a I’étape précédente.

Etape 3. Il existe geR et E >0 tels que

mm Z min q] et (373)

a=> a;+d (3.74)

Afin d’obtenir les relations souhaitées, on va utiliser (3.65), (3.66), (3.67) et faire tendre n vers
infini, puis m vers l'infini. En effet, comme les suites Exin (tr) €t Epot(uy,) sont bornées d’apres (3.36),
quitte a extraire une sous suite, il existe Ey, E, > 0 telles que

Ekin(un) — EkZO, Epot(un) — Ep207 (375)

n—-+o0o n—-+o0o

et donc Enin(q) = Ex + E,. Commencons par établir (3.74). On a

1 1
plun) = / , (1= )b, + 2 / : (1- 2),
2J 4 Ban R 2 Jw\ & B2 Rm)

1 Jj=1

R'/n
2 Z/ w00 ; /R ' (1= p2)dh- (3.76)

\ U B(",Rm)
j=1 7
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

Par I'inégalité de Young, (3.14), (3.62) et (3.68), on obtient

1 1 1 2
5/5 n"dlgi/z 771214'1/; P
R\BIB(I;?,Rm) R\‘ng(z;,Rm,) R\BIB(m;,Rm)
1 / 2 1 / /\2
S Tt s [ & (Pndr)
4 ]R\QIB(ISP,RM) 41— Z) R\QIB(z;,Rm)
1
< C(Emm(q)) + 72Ekin(un)
41— 31

< C(q; Enin(q))-

1
Ainsi, 'intégrale — / . N @), est bornée uniformément par rapport a n et m. Par le lemme A.2,
2 Jr\ ¥ B@"™,Rm)

quitte a extraire une sous-suite, il existe q € R tel que

. . 1 / .
izt 4 oitm

Le découpage de p(u,) en (3.76) nous donne alors par double passage a la limite

l R
. : 1 " / -
it (53, wohs ) =a-a
j= n
Par I’égalité précédente et (3.67), on arrive a (3.74). Décomposons maintenant 1’énergie de u,, entre
] ]
R\ o) B(z}, Ry) et o) B(z}, R;,) comme précedemment. Pour la partie cinétique, on a
j= i=
1

1
Ekin(un) = 7/ 7 |U’In|2 + 7/1,“ |u:L|2
2 Jr\ U B Rm) 20 B@r R
=1 ’ ;

j=1

1 / - o
e i ? + §: / 2. (3.78)
2 Jr\ 4 B(z",Rm) "

j=1

Par le lemme A.2, & une sous-suite prés, il existe By, > 0 telle que

2| = B, — E,

1 - 3
lim lim | = ; lul || = Ep et lim lim | = Z [ul,
m—4oo n—+oo | 2 R\ U B(x?,Ru) m—~+oo n—+oo | 2 = J-R., »J
i=1

d’apres (3.75) et (3.78). En faisant tendre n vers I'infini puis m vers l'infini dans (3.65) et en utilisant
la relation qui précede, on arrive a

i
Z Bin(v;) . (3.79)

Pour la partie potentielle, afin de simplifier les notations, posons

Gnm(w) = (1— |un|2) () et faom(z)=(1- ‘un|2)]1 7 (z).
U B(ac JRm) ]R\kg1 B(z},Rm)

52



3.3. Compacité des suites minimisantes
On a le découpage de Epot(uy) suivant

Epot(un) = E/R(W*Wn)(fn,m“‘gn,m) = E/R(W*nn)fnm“‘ 1

(W * 77n)77n
B(:v;?,Rm)

:E/R(W*gn,m)fmm—Fi/(W*fnm Frm +

(W %0 )05 (3.80)
Par le théoréme de Plancherel, I'inégalité de Cauchy—Schwarz et (3.15), on a

1 WL~
R

1 ||9n,mHL2(JR)||fn,m||L2(R) < C(Enmin(q))

1

et le méme argument montre que 1 / (W % fn.m) fn.m peut étre bornée en fonction de Epin(q). En
R ~

particulier, quitte a extraire une sous-suite, il existe E, > 0 telle que

. . 1 -
ml_1>r200 nglfooi /]R(W * frm)fnm = Ep. (3.81)
Admettons temporairement que, quitte & extraire une sous-suite
ml—lg-loo nBToo R(W ¥ gn,'rn)fn,m =0 (382)
(3.82), on arrive a

Par double passage & la limite dans le découpage (3.80) de Epot(uy) et en utilisant (3.75), (3.81)

l R
. . 1 m
A (13 L, Ovemoms

=FE,-F
Ainsi, par double passage a la limite dans (3.71), on obtient alors

D+

]
Z Epot (v)
Jj=1
En posant

(3.83)

1

lim lim
m—+00 n—+400 2

1
/ T |u/n‘2+1/ 7 (W*fn,m)fn,m >0
R\ U B(a] . Rom) R\ U B(a] . Rom)

(3.84)
et en additionant les deux relations (3.79) et (3.83), on arrive & (3.73). Terminons la preuve de cette
étape en démontrant (3.82). Par définition de g, ,,, et I'identité (3.12), on obtient

/(W * gn,m)(x)fn,m( )d.?? - /
R

T
U

(W * fn,m) (Z)Un(m)dx
(z;,Rm)
= Z/B o R (W * fn,m) (l’)ﬁn(ﬁﬁ)dm

; Z/B(OR W frm) (@ + 25 )n, 5 (2)da.
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Ainsi, en utilisant & nouveau (3.12) et le fait que la convolution commute avec la translation, on obtient

7
/R W % o) (@) fm ()l = 3 / : W (s Lao.r) (@) ()

Comme B(0, R,,) = B(z} — 27, Ry) C Y B(zy — 2%, Ry,), on arrive a

(W * frm) (@) gn,m (2)d

Z / W 5 (5L g0,5)| (@) 5 ()l
R\ U u Bl e} Ron)

< Z / W (L 50,5,0)| (@) 15| (2)

R\B(0,R,)

Afin de montrer (3.82), il suffit alors de montrer que, pour tout 1 < j < I,

lim  lim W (Mn1B0,R,,))| (@)|1n,](x) = 0. 3.85
m—+4o00 n——+oo ]R\B(O,Rm)| ( J (0 ))‘( )| J|( ) ( )

Par (3.51), il est clair que
Mn.iLB0,r,) = NjlB(0,R,,) dans L*(R).
Comme W € Ms(R) par I'hypothese (A1) et en utilisant la convergence précédente, on arrive &
Wk (0,5 1B(0,R,0)) = W * (0j1B(0,R,,)) dans L*(R)

puis
’W * (nn,jﬂB(O,Rm))’ — ‘W * (T/j]lB(O,Rm))’ dans LQ(R)

De plus, |7, ;| est borné dans L?(R) et quitte & extraire une sous-suite, |1, ;| converge faiblement dans
L3(R) et par (3.51),

[, = ;] dans L*(R).

D’ou, par convergence produit faible-fort

/ Wt (s L0.,)| 1] — W * (L so.0)| I -
R\B(0,R) R\B(0,Rm)

Maintenant, par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on arrive a

1/2
/ W s (L 0,k,0))| 7] < W2l 1|2 (=) </ 77j|2> .
R\B(0,Rm) R\B(0,R,)

Comme n? € LY (R) et lim U?ILR\B(OR y = 0 par définition de R,, en (3.68), le théoreme de
m—+00 m
convergence dominée nous donne
lim [nj|* =0,
M=+ JR\B(0,R,m) !

d’ou (3.85) puis (3.82). }
L’étape suivante nous donne le lien entre les quantités g et £ définies en (3.77) et (3.84).
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3.3. Compacité des suites minimisantes

(3.86)

Etape 4. On a
> -
va(1-3) <,

Notons, pour tout 1 < j < l~7
Xjn () = x(- —2}),

ou x est donnée par le lemme A.1 en annexe et vérifie

1 silz] < R,
x(@) = . 1
0 silz]>Ry+ ;.

De méme, on note
]
Xn,m =1- E Xjm-
j=1

B(z}, Ri), € = ¥q/2 et

i
Pour établir (3.86), on va utiliser le lemme 3.2.3 avec u = u,, @ = R\ Y
j=

XQ,Q0 = )Zn,m~ Ainsi

7
1
Q\ Qo = U[x?—Rm——,x;?—Rm]U[x?+Rm,x?+Rm+E].
j=1

Par définition de § et F en (3.77) et (3.84) et en faisant tendre n vers Pinfini, puis m vers I'infini dans

(3.23), on obtient .
E
V2J§| < eyt lm lim A,
1 _ 2q m—+00 n——+40o0
(%)
avec
Bnn] < CErin(@) (Il 2100 + I3z o) ) - (3.87)
Ainsi, afin de montrer (3.73), il suffit de montrer que
(3.88)

lim lim A =0.
m—-+o0o n—-+oo n,m

Utilisons pour cela la borne (3.87). On a,

] R R+
2 2 2
Ilanan =232 ([ o+ [ Ak, )
j=1 m T m

Par convergence uniforme sur tout compact de 1, ; vers n; d’apres (3.51), on obtient

l —Rp, R+ %
lim_alEeoay =230 ([ e [T a2),
= Rpp—2 Ron

n—-+oo _

et on conclut donc
. . 2 _
i tim 22 @\00) = 0,

par le théoréme de convergence dominée. On a montré ainsi (3.86), ce qui conclut Iétape 4.
On va maintenant montrer que la dichotomie n’est pas possible dans notre cas, grace aux hypotheses

sur la courbe E;y,.
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Etape 5. Ona E=§=0et]=1.

Supposons dans un premier temps que g > 0. Par définition de ¥, en (3.32), on obtient

Enin(q) N )Y
o0 o -z < va(1-2). (3:59)

De plus, la concavité de Ey;, nous donne, pour tout 0 < p < q,

EITIIII
Emnin(p) 2 p q( 9 = pv2(1 - ;). (3.90)
[
Ainsi, en posant s :=q — Z , Uhypothese § > 0 implique que s < q. Si s > 0, en utilisant (3.86),
(3.89) et (3.90), on arrive & B
Emin ~Emin 2 ~
Euin(s) > 5= @ _ ga) - § : @~ B @) - V2 (1 - 2> > Bpn(q) — B, (3.91)

Si s <0, la premiére inégalité de (3.91) est triviale puisque q > 0 et par positivité de Ey,,. Par (3.86)
et (3.89), on obtient & nouveau (3.91). Ainsi, en combinant (3.73) et (3.91), on obtient

mll’l > ZEH]IH q] (392)

La courbe Eyi, est concave et positive sur RT donc Ep,;, est croissante sur RT. De plus, comme Fpyiy

est paire par le lemme 3.2.6 et sous additive sur R par hypothése, 'inégalité 5 < 22:1 |q;| nous ameéne

a
7 l
Emln < Emm(z |q] ) ZEmm q]

Jj=1

ce qui contredit (3.92). Ainsi § < 0 et (3.74) nous donne q < 2321 lq;]. Comme précédemment, cela
implique que

Euin(q <Emm(Zl: i) <D Buin(a)).

D’autre part, puisque £ > 0, 'inégalité (3.73) implique que

]
mm E min qj

d’ou -
l
Enin(q) = ZEmin(qj)~ (3.93)
j=1

D’apres (3.73), (3.86) et (3.93) on obtient que E =0 et =0. Finalement, il existe deux valeurs non
nulles qx et q,,, avec 1 < k # m < [, la stricte sous additivité de FE\y;, implique que

Emin(q mm(i |a;] ) < Zl: Emin(q;),

Jj=1
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3.3. Compacité des suites minimisantes

ce qui contredit (3.93). Donc, [ =1, ce qui termine la preuve de I'étape 5.

Posons v = v;. La convergence (3.37) et 'estimation (3.40) sont une conséquence de (3.51) et (3.62)
avec [ = 1. Montrons maintenant les convergences (3.38) et (3.39) (avec v = v;) afin de terminer la
preuve du théoréeme. Comme [ = 1 et g = 0, par l’étape 5, I’égalité (3.74) montre que q = q;. En
utilisant (3.36) et (3.54), on obtient alors

plun1) > q=p) et E(upi) = Emin(q) = E(v). (3.94)
Etablissons (3.39). Comme uy, ; — v’ dans L*(R), il suffit de prouver que

limsup [|uz, 1 lz2@®) < 10l 22(r)- (3.95)

n—-+oo

Raisonnons par 'absurde. Quitte a extraire une sous-suite, toujours notée u, 1, on suppose que

M = 7}1}%““2,1”%?(11@) = 2Exin(un,1), avec M > HUIH%Q(R) = 2Ein (v).
Ainsi, en utilisant (3.94),

. . M
nlg%o Epot (Un,1) = nhﬁn;(} (E(unl) — Ekin(un,1)) =E(v) — 5 < E(v) — Exin(v) = Epot(v),
ce qui contredit (3.48). De ce fait, u], ; — v’ dans L*(R), c’est-a-dire (3.39), et en particulier Eyin (un,1) —
Exin(v). La relation (3.94) implique alors

lim W% 0p1) g = / W xn)n. (3.96)
R

n—-+oo R

ot 7 = 1 — |v|%. En utilisant le théoréme de Plancherel et 'hypothese (A2), on obtient

1 — 1
—nll2 < = —~— 2, L 2 _ =2
1m0 = llz2 ) < 5 /RW(QInn,l i+ - /Rf |71 — 7|
1
= /RW # (1 =m0y =) + gl =7 72 (3.97)
Comme W € M3(R), par (3.53) et (3.96), on a
OV (s =) O =) 0. (3.95)
Il reste a montrer que
Imm,1 =0 llL2@) — O (3.99)
En remarquant que 1’ —n;, 1 = 2((v,v") — (un 1,y 1)), on arrive a la majoration
17,1 = 7 2@y < 201(0 = )0 2y + 2010 = g 1)1 | 2wy (3.100)
D’apres (3.14), on obtient
||’U/n’1 |L°C(R) S C(Emm(q)) (3101)

Ainsi, par (3.39), on en déduit que
(v = up 1 )unllze@) < C(Bmin(a) v = uj 2@ — 0.

De plus, la majoration (3.101) et le fait que v’ € L?(R) nous permettent d'utiliser le théoréme de
convergence dominée afin de conclure que

||('U — un,l)U/”LQ(R) — 0,

et on arrive & (3.99). En combinant (3.97), (3.98) et (3.99), on obtient (3.38), ce qui termine la preuve
du théoreme.
O
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

3.4 Caractérisation des solutions de (OPNc) et preuve du théo-
reme 3.1.1

Dans cette section, nous établissons les équations d’Euler—Lagrange associées au probléeme de
minimisation sous contraintes, ce qui nous permettra de compléter la preuve du théoréme 3.1.1. Avant
cela, montrons que les solutions de (OPNc¢) admettent une certaine régularité en utilisant la théorie de
régularité elliptique. On reprend ici la preuve de [29] faite en dimension N > 2.

Proposition 3.4.1. Soient v € E(R) une solution de (OPNc) et W une distribution vérifiant les
hypothéses (A1) et (A2). Alors v € C®(R) et v est bornée. De plus, n et v' appartiennent a W*P(R)
pour tout k € N et 2 < p < +o0.

Preuve. Montrons dans un premier temps que v € C*°(R). Soit R > 0 arbitraire. On pose Ir =]— R, R|.
Comme v est solution de (OPNc), on obtient

v = —iv) — oW (1 = |v]?). (3.102)

Comme v € H{_(R), on obtient que v € L®(Ig), v’ € L?*(Ig) et (1 — |v|*) € L*(Ig). Par (A2),
W s (1—|v]?) € L*(Ig) puis v (W= (1 — [v[?)) € L?*(I). Par (3.102), on conclut que v € H?(Ig).

Dérivons maintenant (3.102). On obtient
V" = —iv" — v (W (1= |v]?)) + 20 (W= (v,0)). (3.103)

Comme v' € H'(I), v' € L>(Ig). Ainsi v/ (W * (1 — |[v]?)) € L*(Ig) et v (W x (v,v')) € L*(Ig). Par
(3.103), on arrive & v € L?(Ig) i.e. v € H?(Ig). Par bootstrap, on obtient v € H*(Ig) et R étant
arbitraire, v € Hf .(R). Enfin, par le théoréeme de Morrey, v € C*(R).

Montrons maintenant que v € W*>(R). Le fait que v € L>®(R) est une conséquence directe de
I'estimation d’énergie (3.14). Montrons alors que v € W1>°(R). Pour cela, considérons o € R quelconque
et notons J, Uintervalle | — 1, & + 1[. Décomposons v sur J, comme v = z1 + 22 + 23, OU 21, 22 et 23
sont les solutions des équations suivantes

—2' =0, dans J,, (3.104)
21 =v, sur 0J,, |

—zy =icv',  dans J,, (3.105)
29 =0, sur 0.J,, .

—2 = v(W ), dans J,, (3.106)
23 =0, sur 0J,. .

La fonction z; est une fonction affine, d’expression

o (z) = 2t D) gv@f— D, G-apl+) : (1+a)o(a—1)

En dérivant, on obtient |2} (x)| < [|v]| o (r). De méme, la seconde équation admet pour solution explicite

a) = [ [ et ( | + [ —ieveay) o @ - 1).

Ainsi,

3lc| [t 3Je|v2
@i 2 iy < B2 o <316 v/Ew),
a—1 R
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3.4. Caractérisation des solutions de (OPNc) et preuve du théoréme 3.1.1

La fonction z3 admet pour solution explicite

/ / v(W xn)dédy + = (/j“ / v(W * n)dfdy) (x — (a—1)).

En dérivant z3 et en utilisant (3.15), on obtient
|23(2)| < 2V2||ol| oo ) W % 71ll2 < C(E()) 0]l W ]l2-

Par somme, on obtient ainsi, pour tout = € J,

o/ (@)] < 124 (@)] + 24(0)] + 24()] < (lellzo ) + 31l VE@) + CE@)]elli= W) -

La majoration ne dépend pas de a, d’ou v/ € L®(R) et v € WH(R). En utilisant les équations
précédentes et un argument de type bootstrap, on obtient que v € W*>°(R), pour tout k € N.
Posons maintenant w = v’. D’apres (3.103), w vérifie

icw +w” +wWxn)+v(Wxn') =0, dans R,

ou encore, pour A > 0,
—w" —icw + X w = f, dans R, (3.107)

avec f = w(W xn) +v(W xn') + Aw. Comme v' = w € L*(R), on a w(W 1) € L*(R). De méme,
n' = —2(v',v) et v/ € L>°(R) N L%(R), donc f € L?(R). En considérant A > 0 \ assez grand, on peut
donc appliquer les théorémes de régularité elliptique pour conclure v’ = w € H?(R). On pourrait aussi
obtenir w € H?(R) en appliquant directement la transformée de Fourier & (3.107).

En utilisant & nouveau (3.107) et un argument de type bootstrap, on obtient que v’ € H*(R) pour
tout k € N. Enfin, par interpolation, on obtient que v/, € W*P(R), pour tout p > 2 et k € N. O

Comme ’énergie et le moment ne sont pas définis sur un espace vectoriel, la notion de différentielle
n’est pas triviale. Cependant, pour notre étude, il suffit d’utiliser les dérivées directionnelles. Précisément,
pour u € £(R), on définit

dE(u)[h] := %%E(“”’?’E(“) et dp(u)[h] = }%w

)

pour tout h € C°(R), ot on suppose de plus que u € NE(R) pour la définition de dp(u). Ainsi, pour ¢
assez petit, p(u + th) est bien défini.

Proposition 3.4.2. Supposons que W vérifie (Al). Alors, pour tout h € C*(R), on a
dE (u)[h] :/<u’,h’>—/w*(1_|u\2)<u, B, siucER), (3.108)
R R
dp(u)[h] = / (G u) siu € NE(R), (3.109)
R

En particulier, pour ¢ € R, dp(u) = cdE(u) si et seulement si u est solution de (OPNc).

Preuve. Par le théoreme de convergence dominée, en utilisant le fait que h soit a support compact et
la définition (3.9) du moment renormalisé, on obtient

dp(u)[h] = g%w - {d
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Chapitre 3. Ondes progressives pour (GPN) en dimension 1

Par intégration par parties, on obtient

[ (o) - [ (o ) - o (252
dp(u)[h] = /R (i, h) (1 - |u1|2) - /R (ih, u) (“"uf;”) + /R (i, u) (%’@) . (3.110)

De plus, on a

Ainsi,

(= (i, h)|ul® + (iv'h, u?))

DN =

(ih, u){u,u') = i(zhﬂ — ihu) (i + uu) =
et

(it ) (u, Y = %(iu’u iiu)(uh + ah) = + (G, Blul? + (iR, i)

DN | =

Ainsi, en injectant les expressions de (iv/, u)(u, h) et de (iu, h){u', u) dans (3.110), on obtient (3.109).
Démontrons maintenant (3.108). On a

1 1 t?
Ekin(u+th)—Ekin(u):§/R|u’+th’|2—§/R|u’|2:/Rt<u’,h’)+§/R|h’|2, (3.111)

et pour la partie potentielle, en utilisant la relation (3.12),

Byos (= th) = By () = 7 [ OV (1= a+th) (1= ot #02) = 7 [ OV« (1= ) 1 = o)
- /R—t (W * (1 — \u|2)) (u, hy — % (W x (1 — |u|2)) \h|2 + 2 (W (u, h)) |h|2
+/Rt2 (W*<u,h)><u,h>+tz/R(W*|h|2) Ih[2. (3.112)

Ainsi, en sommant les relations (3.111) et (3.112) que l'on divise par ¢, on obtient par passage a la
limite (3.108). 0

Théoréme 3.4.3. Supposons que la courbe Epy, soit concave sur R et soit uw € Sy, avec q > 0. Alors,
u est solution de (OPNc) avec pour vitesse ¢ = cq satisfaisant

+ —
Ein(a) < ¢q < Epyp(a)- (3.113)
Notons que, comme Fy,i, est concave, ses dérivées a droite et a gauche ont bien un sens.

Preuve. Comme u € S, on a p(u) = q et E(u) = Enin(q). De plus, u n’est pas une fonction constante
puisque ¢ > 0. Soit h € C°(R). Par définition de Enyin on a, pour tout ¢ > 0,

E(u+th) — E(u) _ Ewmin(p(u+ th)) — Emin(q)
t = t '

Si dp(u)[h] > 0, alors p(u + th) > p(u) = q pour t assez petit. Ainsi, lorsque ¢ — 0T, on obtient

dB(u)[h] > By, (a)dp(u)[h].

m

De méme, si dp(u)[h] < 0, on obtient

dE(u)[h] = E i, (a)dp(u)[R].

m
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En remplacant h par —h, on arrive aux inégalités suivantes

Ein(@)dp(u)[h] < dE(u)[h] < By, (@)dp(u)[h],  sidp(u)[h] > 0, (3.114)
et
Epin(@)dp(u)[h] < dE(u)[h] < Egy, (@)dp(u)[h],  si dp(u)[h] < 0. (3.115)
Comme les fonctionnelles dp(u), dE(u) : CZ°(R) — R sont linéaires, il suffit de montrer que
Ker(dp(u)) C Ker(dE(u)). (3.116)

afin d’établir les équations d’Euler—Lagrange. En effet, par le lemme 3.2 dans [13], la relation (3.116)
implique qu’il existe ¢ € R telle que
dE(u) = cqdp(u), (3.117)
et par la proposition 3.4.2, u est alors solution de (OPNc) avec ¢ = ¢q.
Afin de montrer (3.116), considérons ¢ € Ker(dp(u)). Comme u n’est pas constante, il existe
1 € CX(R) telle que dp(u)[¢)] # 0. En effet, si pour tout ¢ € C°(R), on a dp(u)[y)] = 0, alors, en
prenant ¢ € CS°(R) avec Re(¢)) = 0, on obtient

/ Y'Im(u) = 0,
R

ce qui implique que Im(u) est constante (voir lemme 8.1 dans [13]). De méme, en prenant ¢ € C°(R)
avec Im(y)) = 0, on en déduit que u est constante ce qui est exclu par hypothése. Ainsi, pour tout
n €N, on a
dp(u)[¢ +ne| = dp(u)[¢].

D’apres (3.114) et (3.115), on conclut que dE(u)[y) + ng] = dE(u)[¢] + ndE(u)[¢] est borné, d’ou
dE(u)[¢] =0, i.e. ¢ € Ker(dE(u)), ce qui nous donne (3.116).

Il reste & montrer (3.113). Soit hg € C°(R) telle que dp(u)[ho] = 1. Alors, (3.117) implique que
dE(u)[ho] = cq. On obtient alors (3.113) avec (3.114) et h = hg, ce qui termine la preuve. O

Remarque 3.4.4. Il est possible d’établir les équations d’Euler—Lagrange sans utiliser la concavité de
la courbe En, et en utilisant un argument basé sur le théoréme des fonctions implicites. Cependant, la
preuve est dans ce cas beaucoup plus technique et plus longue que la preuve précédente.

Preuve du théoréme 3.1.1. En combinant les théoremes 3.3.1 et 3.4.3 et le corollaire 3.2.7, on obtient
que, pour tout q €]0, q.[, I'ensemble Sy est non vide et pour tout u € Sg, u est solution de (OPNc)
ainsi que la borne sur la vitesse et la minoration sur q., ce qui conclut la preuve du théoreme. O

3.5 Stabilité des ondes progressives

Commengons par rappeler le résultat suivant concernant le probleme de Cauchy pour (GPN).

Théoréme 3.5.1 ([28]). Soient ¢y € E(R), avec ¢’ € H*(R) N C(R) et W € M3(R) une distribution
paire satisfaisant une des assertions suivantes.

(i) We Mi(R) et W >0 au sens des distributions.
(ii) Il existe o > 0 tel que w >0 p.p. sur R.

Alors, pour tout wy € HY(R), il existe une unique solution ¥ € C(R, ¢g + H'(R)) de (GPN) avec
pour condition initiale ¥y = ¢g + wg. De plus, ’énergie est conservée, ainsi que le moment tant que
infyer [¥(z,t)| > 0. Dans le cas de (ii), on a Uestimation de croissance

W(t) = doll2®) < Clt[+ 1o — ol L2(w), (3.118)

pour tout t € R, ou C' est une constante positive ne dépendant que de E(¥y), ||17V\||Loo, oo et o.
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Remarquons que 'auteur de [28] utilise une définition différente du moment, permettant a la fonction
U(¢t) de s’annuler. Cependant, la preuve de conservation du moment dans [28] s’applique aussi au
moment renormalisé p tant que ¥(t) € N'E(R). Notons que d’autres résultats concernant le probleme de
Cauchy ont été établi pour différentes topologies lorsque W = §y (voir par exemple [70, 34, 33, 7, 30, 31]
ainsi que les références incluses), et ces résultats peuvent probablement étre adaptés a notre structure
non locale.

Pour la preuve du théoréme 3.5.1, 'auteur montre d’abord que le probléme est localement bien
posé pour W € Mj3(R). Ensuite, les conditions (i) et (ii) permettent de montrer que le probléme
est globalement bien posé. Dans [28], il est également établi que la solution est globale en dimension
strictement supérieure a 1, lorsque W > 0 p.p- sur R. Cependant, la preuve proposée par I'auteur ne
s’applique pas en dimension 1. En utilisant le lemme 3.2.1, il est possible de montrer partiellement le
résultat pour N = 1.

Théoréme 3.5.2. Soient ¢g et VW comme au théoréme 3.5.1 et supposons qu’il existe Kk > 0 tel que
W(E) > (1— )T, p.p. surR. (3.119)

Alors, on a la méme conclusion qu’au théoréme 3.5.1, incluant Uestimation de croissance (3.118), avec
une constante C ne dépendant que de E(Ug), |[W|lL=, ¢o et k.

Preuve. Au vu du théoréme 1.10 de [28] concernant le caractére localement bien posé de (GPN), afin
de montrer que la solution est globale, il suffit de montrer que la solution ¥(t) = ¢g + w(t) définie sur
|Tnin, Tmax[, vérifie Tinax = +00 et Tiin = —00. En vertu de Palternative d’explosion du théoréme 1.10,
il suffit de montrer que |lw(t)||2(r) reste bornée sur tout intervalle borné de la forme |Tiyin, Timax[- En
effet, par (GPN), on obtient que (voir équation (63) dans [28])

lw ()1 (=)

114
2| dt

< ool 2@ llw() | 2@y + ldoll o &) /]R W s (1= Ju(t)*)] |w(t)| dz
< o ll 2@y llw(t) | 2@y + l|Doll oo @) Wl oo ) lI1(E) | 2 () 1w (£) | 2 (),

ou n(t) = 1 — |u(t)|?. Par le lemme 3.2.1 et la conservation de I’énergie sur |Tiin, Tmax|, on en déduit
qu’il existe une constante K > 0, dépendant de k et E(¥y), telle que

()l L2@) < K, pour tout t € [Tiin, Trmax]-
Ainsi, pour tout § > 0

114
2 |dt

Nl=

(w72 +0)| < (lw(®)[72 +6) <||¢6/HL2(]R) + K||W||L°°(R)||¢OHL°°(R)) :
En divisant par (||w(t)||2L2(R) +0)2, en intégrant et en faisant tendre § vers 0, on obtient I'estimation

(3.118), pour tout t € |Tmin, Tmax[. Comme mentionné précédemment, cette estimation implique que la
solution est globale. O

Comme expliqué dans la section 6 de [28], le théoréme 3.5.2 nous permet de montrer que les solutions
dans l'espace d’énergie sont globales. On a alors le théoréeme suivant.

Théoréme 3.5.3. Supposons que W € M3(R) est une distribution tempérée paire vérifiant (3.119).
Alors pour tout Uy € E(R), il existe une unique fonction ¥ € C(R,E(R)), solution globale de (GPN)
avec pour condition initiale Uy. De plus, l’énergie est conservée. Enfin, siinf,cr |V (z,t)| > 0 alors le
moment est conservé.

Démontrons maintenant le théoreme 3.1.2, qui s’obtient comme conséquence presque immédiate du
théoréeme 3.5.3.
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Preuve du théoréme 8.1.2. Au vu de la remarque 3.2.2, on en déduit que si W € M3(R) est une

distribution paire, avec W >0 p.p. sur Ret W est de classe C2 dans un voisinage de l'origine, alors W
vérifie (3.119), pour une certaine constante £ > 0. On peut donc appliquer le théoréme 3.5.3, ce qui
nous donne la conclusion voulue. O

Le reste de la section est consacré a la preuve de la stabilité orbitale de S; dans ’espace d’énergie.
Afin de prouver le théoreme 3.1.3, on va utiliser le lemme suivant.

Lemme 3.5.4. Soient v,,v € E(R) telles que d(vy,v) — 0. Alors,

el = ol 0 et [[oal? = fof2] z2csy — 0. (3.120)
En particulier, E(v,) — E(v). De plus, si v,,v € NE(R), alors p(v,) — p(v).
Preuve. Comme d(v,,v) — 0, il existe M > 0 tel que

lvpllzz@y + 110"l L2@) + lonll L2y + [0l L2 @) < M,

pour tout n € N. Par I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et le fait que ||w|’| < |w'| pour w € H} (R),
on obtient

lonl = [0l @) < llval = Wlllzz@ llonl = [0l lz2@) < 2MlJon] = [v]llz2 @),
ce qui montre la premieére convergence de (3.120). De la méme maniére, on en déduit la seconde
convergence en remarquant que
o = lonlPllrz@) < (vl @) + lvall e ) 1] = [oalllz2@) < 2M][loal = [v]] 22,

ce qui nous donne (3.120). En particulier, on a v/, — v’ dans L*(R) et 0, = 1—|v,|? — n = 1—|v|? dans
L*(R), d’ott E(v,) — E(v). Pour le moment, en écrivant que v, = |v, |, on a p(vy) = & [ mnb),. 11
suffit alors de montrer que 6/, — ¢" dans L?(R) pour conclure que p(v,) — p(v), ot v = |v|e?®. Comme
|vn| = |v] dans L= (R) et v € NE(R), il existe C' > 0 tel que

iﬁf |vn| > C, pour tout n € N.

Ainsi,

1 2
Awysﬁéﬁ%s@mm.

Comme E(vy,) est bornée, il existe une sous-suite de (6},) notée (6;,, ) telle que 6, — 6’ dans L*(R),
lorsque k — oo. Finalement, on obtient p(vy, ) — p(v). Comme la limite ne dépend pas de la sous-suite,
on en déduit que p(v,) — p(v). O

Preuve du théoréme 8.1.3. En raisonnant par I’absurde, on suppose qu’il existe g9 > 0, (0,,), (t,) et
(ug) C E(R) tels que d,, — 0,

d(ug,Sq) < 0n (3.121)
et

inf da(u"(- — y,tn), Sq) > <o, (3.122)
yeR

ou u™ désigne la solution de (GPN) avec pour condition initiale ug. En particulier, par (3.121), on en
déduit qu’il existe, a une sous-suite pres, v, € Sq telle que

d(ug,vy) < 20y, (3.123)

Comme E(v,) = Emin(q) et p(v,) = ¢, en appliquant le théoréme 3.3.1 & (v,,), on en déduit qu’il existe
v € S, et une suite de points (a,,) tels que, a une sous-suite pres, la fonction oy, (x) = v, (x + ay,) vérifie

Up — v, dans LiS.(R), et 1—|3,]> = 1—|v?, @, — o dans L*(R). (3.124)
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En utilisant I'estimation (3.40) du théoreme 3.3.1, on en conclut que

- 1 -
0] — |U|HL‘2(R) < m“@nﬁ - |U|2||L2(R) — 0,
d’ou
d(p,v) =0 et da(dn,v) =0, (3.125)

lorsque n — +00. Maintenant, par I'inégalité triangulaire et (3.123), on a
dug (- + apn),v) < d(ui(- + an), On) + d(On, v) < 28, + d(0n, v).

En utilisant (3.125), on en déduit que d(uf (- + a,),v) — 0. En appliquant la conservation de Iénergie
par le théoreme 3.5.3 et le lemme 3.5.4, on obtient, pour tout ¢ € R,

Ew™(t)) = E(u) = E(ui(- + an)) = E(v) = Enin(q). (3.126)

Montrons que
i%ﬂu”(t)\ >0, pour tout [t| < |t,] (3.127)

Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe s, avec |s,| < |t], tel que infg |u"(s,)| = 0. Par
(3.126), on en conclut que E(u"(sy)) = Emin(q). Par le lemme 3.2.8, Ep;, est strictement croissante
sur |0, q.[ et il existe ainsi ng € N tel que E(u™(sn)) < Emin(q«), pour tout n > ng. Ceci est une
contradiction puisque, par le lemme 3.2.8, on obtient que u"(s,) € NE(R).

Au vu de (3.127), on raisonne comme pour ’énergie, en utilisant la conservation du moment au
théoreme 3.5.3 et le lemme 3.5.4, afin d’obtenir

p(u"(tn)) = p(ug) = p(ug (- + an)) = p(v) = q. (3.128)

Par (3.126) et (3.128), on peut maintenant appliquer le théoréme 3.3.1 a la suite (u™(t,,)). Alors, en
raisonnant comme précédemment, on en déduit qu’il existe w € Sy et une suite de points (by,) tels que,
a une sous-suite pres,

dA(un( + b7l7 tn); w()) — 0, (3129)

ce qui contredit (3.122) et ce qui termine la démonstration. O
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Chapitre 4. Etude de la courbe minimisante en dimension N >1

4.1 Introduction

4.1.1 Présentation du probléeme

Considérons ’équation de Gross—Pitaevskii non locale en dimension N > 1,
i0,U(t) = AV + T(t) W (1 —|¥(#)*) dans R xRY, (GPN)
ou¥:R xRNV = C, We S RN) et dont I'énergie est donnée par I’expression

BE@) =5 [ VEOF+ [ V= 190R) 0 - R

Dans le cas particulier ot W = §p, (GPN) est notée (GP). Les ondes progressives sont des solutions
particulieres de (GPN) de la forme

U(t,z) =u(x; —ct,z))

ol x; = (x2,...,xN) et ¢ € R désigne la vitesse de 'onde. A nouveau dans notre étude, comme au
chapitre précédent, nous nous limiterons aux ondes progressives d’énergie finie. Si ¥ est une onde
progressive, alors u vérifie I’équation

icdu+ Au-+u (W= (1—[uf?)) =0 (OPNc)

et en conjuguant (OPNc), on peut se ramener au cas ¢ > 0. Lorsque W = §y, cette équation sera
notée (OPc). Il est clair que si u est une constante de module 1 alors u est solution de (OPNc) et ces
solutions seront appelées solutions triviales par la suite. Se pose alors la question de l'existence d’ondes
progressives non triviales d’énergie finie pour (GPN) en dimension N > 1.

Une maniere d’obtenir I'existence d’ondes progressives non triviales est d’utiliser une approche
variationnelle, comme nous l'avons fait au chapitre précédent (voir en particulier la section 3.3).
Précisément, considérons le probléeme de minimisation sous contraintes,

Emin(q) = inf{E(v) : p(v) = q} (4.1)
pour q > 0, oi1 p est le moment et £(RY) est 'espace d’énergie défini par
ERN)={ve H.(R) : 1-|v]* € L*(R), Vv e L*(R)}. (4.2)

Formellement, (OPNc) est alors ’équation d’Euler—Lagrange associée & ce probléme de minimisation
sous contraintes et la vitesse ¢ est le multiplicateur de Lagrange. Ce résultat a été démontré au
théoréme 3.4.3 au chapitre précédent dans le cas de la dimension 1 et il n’est pas difficile de généraliser
la preuve a toute dimension. L’existence des ondes progressives non triviales se fait alors en deux temps :
L’étude des propriétés de la courbe minimisante E.,;, puis la compacité des suites minimisantes par
concentration-compacité. Dans le cas W = §p, ce raisonnement a été employé en dimension N = 1 dans
[7], en dimension N = 2 et N = 3 dans [8] et dans [19] en dimension N > 2 pour différents types de
localités, généralisant le cas local.

Dans ’énoncé du théoréme 3.1.1, nous avions supposé que Enin était concave sur RT, strictement
sous-additive sur R* et Enin(q) < v/2q pour tout q € R*. Lors de la preuve de ce théoréme, 'utilisation
de ces hypotheses sur la courbe minimisante était fondamentale afin de conclure quant a la compacité
des suites minimisantes et donc a ’existence d’ondes progressives non triviales pour (GPN).

Le but de ce chapitre est double : D’ une part, nous allons étudier la courbe minimisante en dimension
N > 1 dans le cas non local, sous certaines hypotheses sur W, ce qui généralise le cas local. D’autre
part, les propriétés que nous établirons permettront de compléter le résultat d’existence et de stabilité
en dimension 1 du chapitre précédent, ce qui nous donnera un nouvel énoncé quant a ’existence de
solutions non triviales pour (OPNc), ne dépendant plus des hypothéses sur la courbe minimisante.
Avant de présenter nos résultats, énongons les hypotheéses que nous ferons sur W.
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4.1. Introduction

4.1.2 Hypotheses sur W

Afin de simplifier les notations, si N > 1 et pour ¢ = (£1,....&n) € RY fixé, on note, pour
le {1,..,N},

v, : R — R
_ 4.3
A= WL G N G EN)- (43)

—

Si N =1, on pose ro;(-) = W(-).

(H1) W est une distribution tempérée paire, réelle, We L® (RN) et w > 0 presque partout sur RY.
De plus, W est continue & 1'origine et W(0) = 1.

(H2) W appartient a C3(RYN), 2W(0) > —1 et W(E) > 1.

(H3) Il existe I € {1,...,N}, avec [ > 2 si N > 2, tel que pour tout ¢ € RV, r; admet une extension
méromorphe au demi-plan supérieur H := {z € C : Im(z) > 0} et les seules singularités de tv;
sur H sont des pdles simples isolés et appartenant a ’axe imaginaire, c’est-a-dire de la forme
{ivj : j € J}, avec v; > 0 pour tout j € J, 0 < |J| < co. De plus, pour tout j € J, Res(tv;,iv;)
est imaginaire pur et

iRes(1oy, iv;) < 0. (4.4)

Enfin, il existe une suite de courbes de longueur finie (I'y)ren+ C H, paramétrées par i :
[ak, bg] = C, telle que T'y, U [—k, k] est une courbe fermée orientée positivement qui ne passe par
aucun pole. De plus,

. . oy (Ve (1))
lim |y (¢t)| = +o0, pour tout t € |ag, bx], et lim L(Ty sup ———————
o, ()] s br] ) telag.by] [7R(E)[*

(4.5)
(H4) Pour tout A €]0,1] et pour tout £ € RY,

o~

ANW (i) < W(). (4.6)

Ici £(Tx) désigne la longueur de la courbe et CF(RYN) désigne I'ensemble des fonctions bornées
de classe C* dont les k premiéres dérivées sont bornées. Rappelons que, avec notre convention, la
transformée de Fourier de la masse de Dirac en 0 est dg = 1 et les hypotheses (H1)—(H4) sont vérifiées.

—

Pour la formulation de I’hypotheése (H3) en dimension N = 1, il faut remplacer w; par W dans I’énoncé
et les relations (4.4) et (4.5) par

iRes(W,iVj) <0 pour tout 5 € J,

4
lim |y (t)| = 400, pour tout t € [ag,bx], et lim L£(T';) sup Wi (t)

=0. 4.7
Jim Jm L) sup Sy ot

Faisons quelques remarques & propos de ces hypothéses. La premiére hypotheése (H1) garantit que la
fonctionnelle d’énergie est bien définie et positive dans £(RY) comme dans le cas de la dimension N = 1
et on renvoie au chapitre précédent pour plus de détails (voir section 3.1.2). Notons que 'hypothese (H2)
en dimension 1 implique 'hypothése (A2). L’hypothése (A2) nous avait permis d’établir les estimations
clés d’énergie aux lemmes 3.2.1 et 3.2.3 du chapitre précédent. Dans ce chapitre, I’hypothése (H2) nous
permettra d’obtenir une borne sur Fpi,(q) lorsque N =1 et N = 2. Précisément, les conditions sur les
dérivées secondes, - -

W)"(0) > =1 et 92W(0,0) > —1,
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impliqueront que les ondes progressives de (GPN) peuvent étre formellement décrites en termes des
ondes progressives de ’équation de Korteweg—de Vries en dimension 1, et comme ondes progressives de
I’équation de Kadomtsev-Petviashvili I en dimension 2 lorsque c est proche de v/2 (voir section 4.2.4).

La plus technique et restrictive hypothése (H3) sera uniquement utilisée pour montrer que la courbe
Epnin est concave. En effet, soit [ € {2,..., N}. En utilisant un argument de réflexion de [57], nous serons
amenés & montrer que

[wens= [ wvepr. (48

pour toute fonction impaire f € C2°(RY) par rapport & x; (respectivement pour toute fonction impaire
feCXR)si N=1),ousi N=1,

) fl=), sixz >0,
f*(m)_{f(x), sixz <0,

et si N > 2,
folo) = {f(x), six; >0,

—f(z), siz <O.
Par le théoréeme de Plancherel, (4.8) se reformule de la maniére suivante.

(H3’) 1l existe I € {2,..., N}, tel que W vérifie

WE(FE) —1f.(&)2)de > o,

RN

pour toute fonction f € C°(RY) impaire par rapport & 2; si N > 2 (respectivement pour toute
fonction impaire f € CP(R) si N = 1),

et on montrera dans la section 4.2.3 que (H3) implique (H3’). Ainsi, on peut remplacer (H3) par la
plus faible condition (H3’). Finalement, notons que si W = §j, la condition (H3’) est vérifiée puisque
112wy = I fllz2n).

L’hypotheése (H4) sera utilisée uniquement pour montrer la croissance de la courbe Fp,, et & partir
de la dimension 2 (voir lemme 4.2.12). Cette hypothése ne sera pas utile en dimension 1. Dans la
section 4.2.3, nous montrons que si W vérifie (H3), alors Epni, est concave sur RT. Dans ce cas, Fnin
est croissante sur RT. Ainsi, si une distribution vérifie (H3), il n’est pas nécessaire d’utiliser (H4) afin
d’obtenir la croissance de Eyi,. Cependant, dans l'exemple de potentiel (iv) qui va suivre, W ne vérifie
pas 'hypothése (H3) et il faut donc utiliser 'hypotheése (H4) afin de montrer que Fy,;, est croissante
sur RT.

Donnons maintenant des exemples de potentiels vérifiant (H1)—(H4). Commengons par le cas de la
dimension N = 1.

(i) Pour 8 > 2a > 0, considerons Wy g = B_%a(éo — ae~Plzl) dont la transformée de Fourier est
égale a

= B 2a8
Waﬁ(f)_ B_Qa(l_ £2+ﬂ2>’

donc 1//\/\0[’5 (0) =1 et il n’est pas difficile de voir que les hypothéses (H1) et (H2) sont satisfaites.
En particulier, WY ;(0) = 4a/(b*(b — 2a)) > 0. Afin de vérifier (H3), il suffit de voir que I'unique

singularité sur H de la fonction méromorphe W, s est le pole simple v = i3 et

iRes(Waﬁ,iﬂ) =73 iﬂZa

< 0.
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Comme Waﬂ est bornée sur H hors des poles, la condition (H3) est remplie. Rappelons que par
I'inégalité de Young, L' (R) est un sous espace de M3(RR). Ainsi, W, 5 € M3(R) et le théoréme 3.1.2
s’applique. Montrons que W, g vérifie (H4) pour 3 > 3a/8. En posant v = 82—2a3 > 0, 'inégalité
(4.6) est équivalente a

C+Ny _ €4

)\52+)\252 — €2+ﬁ2’

ce qui se réécrit, en développant,
(1=X) (& + (A + A+ A2y = AB%) + A2y8%) > 0. (4.9)
Comme v(1+ X+ M%) > 0 et A €]0, 1], une condition suffisante pour que (4.9) soit vérifiée est que
&= A%+ X257 > 0.

En effectuant le changement de variable X = &2, on obtient une inéquation du second degré dont
le discriminant est égal a A\28% — 4\2v3% = \233(8a — 3/3). Ainsi, si 8 > 3a/8, (4.9) est vérifiée
et donc (H4) est vérifiée pour W, g.

Pour « € [0, 1], on considére le potentiel W, = 2= (dp — V), o

V(z) = —% In(1—e 7)) ot V(&) = ?’(fcoﬂggf)—”

Il n’est pas difficile de voir que Y est une fonction C°, positive et paire sur R, décroissante sur
RT, avec V(0) = 1, V"’(0) = —2/15 et équivalente & l'infini & 3/£. Ainsi les conditions (H1) et
(H2) sont satisfaites. Comme fonction du plan complexe, V est une fonction méromorphe dont les
seules singularités sur H sont données par les poles simples {inl}sen+ et donc

—~ «

iResWa, iml) =i

S 3o
Res(—V,inl) = ———.
11—« es(=V,inf) (1 — «)
Pour vérifier (H3), définissons pour k > 2, les fonctions v (t) = (k + 1/2)w +it, t € [0, (k +
1/2)7], yor(t) =t +i(k+1/2)m, t € [(k+1/2)m, —(k+ 1/2)7], et v3.1(t) = —(k + 1/2)7 + it,
t e [(k+1/2)r,0], de sorte que la courbe correspondante I'y, est donnée par les trois cotés d’un
carré et I'y, ne passe par aucun pole. En utilisant le fait que pour tout z,y € R (voir [1])

cosh(2z) + cos(2y) |1/2

th y)| =
| coth(z +iy)| cosh(2z) — cos(2y)|

il est possible de montrer qu’il existe une constante C' > 0, indépendante de k, telle que
V(v,k(t)| < C, pour tout t € [aj,b;x], pour j € {1,2,3}, ot [ajk,bjx] est le domaine
de définition de 7; 5. En conclusion, (H3) est satisfaite. Comme V € L'(R), on conclut que
W, € M3(R) et on peut appliquer le théoréme 3.1.2 & cette distribution.

Montrons maintenant que W, vérifie (H4) pour tout « € [0, 1[. Posons, pour £ € R* et a € [0, 1],

FQ):A<1—Q9(§)).

On va montrer que F' est croissante sur [0,1]. Dans ce cas, F'(A\) < F(1) pour tout A € [0, 1],
c’est-dire que (H4) est vérifiée pour tout « € [0, 1[. En dérivant F', on obtient

F'(\) = ?2 <901/\2 — 6 coth (i) A — 3a¢? esch? <§\> +€2> .
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(iii)

70

Ainsi,
th( 3N
F(O)>0s1>3a <2>\CO€(A) + esch? <§> ~a (4.10)
Il n’est pas difficile de montrer par une étude de fonctions que
1 coth(z) 1 1
hi(z) — = < t - <=
csch™(x) xg_O e - 2 3

pour tout x € R*. Ainsi, en prenant x = £/, on obtient

¢
30 <2)\C0t};(A) + csch? (i) _ 32;) < 3a (:1,) + 0) = qa.

La condition (4.10) est alors vérifiée pour tout « € [0, 1] i.e. (H4) est vérifiée pour tout « € [0, 1].

11 est possible de construire d’autres exemples & partir des distributions proposées en (i) et (ii).
Par exemple, en utilisant la fonction V définie précédemment, pour tout o € [0,72/2], on définit
le potentiel

<)

— 272 (

Wole) = s (1- 284 7).

2 +§2+772

En remarquant que les poles de 17\/\0 sont les mémes que la distribution présentée en (ii) et en
utilisant les calculs de résidus effectués dans 'exemple précédent et le fait que o < 72/2, il n’est
pas difficile de voir que que W, vérifie (H3). De plus, en utilisant la condition o € [0, 72 /2], on
peut voir que W, vérifie les conditions (H1) et (H2). Enfin, si ¢ > 0, en utilisant (ii) avec o = 1/2
et le fait que, pour A € [0,1],

1 1

<
e ST

A

la condition (H4) est vérifiée.

Considérons pour a > 0,b > 0 et ¢ > 0, la distribution

—

Wane(€) = (1 + a€? + beh)e ™,

22
venant du potentiel Wy . o(z) = (A+Bz?+bz*)e™ % ou A = 8ac®+12bc*+16¢* et B = —4c(ac+b).
Ce type de potentiel a été proposé en dimension 2 dans [64, 6] afin de décrire un fluide quantique
comme 'Helium 4 et montrant un spectre d’excitation roton-maxon. L’hypotheése (H1) est

clairement vérifiée. L’hypothése (H2) ne lest pas car me,c tend vers 0 en +oo. De méme,
I’hypothéese (H3) n’est pas vérifiée. En effet, Wa,b,c admet une croissance exponentielle sur ’axe
des imaginaires purs et la condition (4.7) n’a pas lieu. Montrons que 17\/\@71,)6 vérifie (H4) pour un
certain choix des coefficients a, b et ¢. En posant & nouveau F(\) = /\)7\/\,17;)70 (%) et en dérivant,
on obtient

(A + (2¢ — a) 22A* + (2ac — 3b) *A? + 2bcx") e 37

A6 '
En particulier, si 2¢ > a, 2ac > 3b et be > 0 alors F’(\) est positive donc F est croissante et (H4)
est vérifiée.

F'()) =

Passons maintenant aux exemples en dimension N > 2.
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(v) Considérons la distribution W définie par le produit
—~ N —~
W) =TI wi&). (4.11)
j=1

ol Wj est une distribution d’une variable choisie parmi les exemples (i)-(iii) en dimension 1, en
prenant en compte les restrictions sur les coefficients scalaires. Il est clair que W vérifie (H1).
Pour ce qui concerne (H2), la fonction W est de classe Cj sur RY comme produit de fonctions

ayant cette propriété en dimension 1. De plus pour tout & € RY, )7\7({ ) est un produit de nombres
réels supérieurs ou égaux a 1 et est donc supérieur ou égal a un. Enfin, on a

N
OPW(0g) = B3Wi (0m) T] W (0),

2=1
et ce dernier produit est un produit de 1 dans les exemples choisis. Puisque 3121//\71 (Og) > —1,
il vient que 92W(0gn ) = 82W, (0g) > —1. Ceci assure que (H2) est vérifiée. Il en est de méme
pour hypothese (H4) puisque W; vérifie (H4) d’apres (i)-(iii). Enfin, en prenant au moins une
distribution Wj vérifiant (H3) parmi les exemples (i) & (iii) lorsque 2 < j < N, on obtient que W
vérifie ’hypothese (H3).

(vi) Pour 8 > 2a > 0, considérons

= B 203
Wa,ﬁ(f) = B —2a (17 \§|2+ﬁ2),

ou [¢]? = Zjvzl €7, qui est une généralisation de I'exemple (i) en dimension N. En effectuant le

méme raisonnement qu’en dimension 1, la distribution W vérifie les hypotheses (H1) a (H4) pour
le méme choix de a et 8 en (i).

4.1.3 Résultats principaux

Au chapitre 3, nous avions défini le moment en dimension 1 pour les fonctions appartenant & AN'E(R),
ol
NER) ={veé&R) : i%f|v| > 0}.

En dimension N > 2 et lorsque W = dg, les ondes progressives s’annulent & partir d’une certaine vitesse
cx > 0 [8, 12] et il faut ainsi se placer dans I'espace d’énergie £(RY) tout entier lors de notre étude.
Avant d’énoncer le résultat principal, définissons le moment que ’on va utiliser en dimension N > 2.
On reprend ici la construction effectuée dans [59, 19] que I'on détaille & nouveau. D’autres définitions
du moment sont possibles (voir [8]). Soit Pespace ) défini par

Y={do¢ : ¢ H (R}

Il n’est pas difficile de voir que ) muni de la norme [|01¢[|y = ||Vl 2@~ est un espace de Banach.
Les deux lemmes suivants permettent de définir le moment et on renvoie aux références indiquées pour
leurs preuves.

Lemme 4.1.1 ([59, 19]). Soit N > 2. Alors, pour tout u € ERY), on a
(i0yu,u) € LY(RN) + Y.

Lemme 4.1.2 ([59]). Soit N > 2. Pour tout v € L*(RN)NY, on a

/RN v(x)dz = 0.
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Chapitre 4. Etude de la courbe minimisante en dimension N >1

Considérons 'application G définie par

G : L'®RV)+Y — R

v+ w 3 fan v(@)de. (4.12)

Cette application a bien un sens par le lemme 4.1.2. et le moment en dimension N > 2 sera donc défini
comime suit.

Définition 4.1.3 ([59, 19]). Soit N > 2. Pour u € E(RY), le moment de u (selon la direction 1) est
défini par
p(u) = G((i01u, u)). (4.13)

Si u € ERYN) admet un relevement u = pe?, alors (i0yu,u) = —010p% = (1 — p?)010 + 016 €
LYRN)+ Y et
1
p(u) = 5/ (1 — p?)0,0.
RN

On retrouve ainsi une expression similaire au moment renormalisé en dimension 1. Pour terminer, on
utilisera & plusieurs reprises lors des preuves, les changements d’échelle suivants. Pour tout u € £(RY),
A>0ety>0,si

alors

plury) =" ""p(u) et plua,s) =™ 2Bp(u). (4.14)
Le premier théoreme que nous allons démontrer dans ce chapitre est le suivant et généralise les propriétés
de la courbe minimisante établies dans le cas local [8, 19].

Théoréme 4.1.4. Supposons que W vérifie (H1) et (H2). Alors, pour tout N > 1,

(i) Emin est paire et lipschitzienne sur R, avec

| Emin(p) = Bwin(@)] < V2[p —al,  pour tout p,q € R.
De plus, By est sous-additive sur RT.
(ii) Si W wérifie (H4), alors Emin est croissante sur RY.
(iii) Si W wérifie (H3) ou (H3), alors Emin est concave sur RY.
Rappelons que lors du chapitre précédent, nous avions défini une constante . par
g« =sup{q >0 | Vv € ER), E(v) < Emin(q) = i%ﬂm > 0} (4.15)

et le corollaire 3.2.7 nous donnait que g, > 0.027 sous ’hypothése ot E;, était concave sur RT. Le
résultat qui suit nous apporte de nouvelles propriétés pour la courbe minimisante F,,;, en dimension 1.
Théoréme 4.1.5. Soient N =1 et W vérifiant les hypothéses (H1) et (H2). Alors,

(i) Il existe des constantes q1, A1, Az, A3 > 0 telles que
V2q — A1q3/2 < Emin(q) < V2q — A2q5/3 + Asq®,  pour tout q € [0, q1].

(ii) S7 Emin est concave sur R*, alors Enn est strictement croissante sur [0, qu].

(iii) Supposons que Fnmi, soit concave sur RY. Alors Enmin(q) < V24, pour tout q > 0, Enp, est
strictement sous-additive sur R et les dérivées a droite a gauche de Ewin, notées EX. et B
respectivement, vérifient

0 < Efin(a) < Epgiy(a) < V2. (4.16)

De plus, EX. (q) — Ef, (0) = v/2 lorsque q¢ — 07.

min min
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4.2. Propriétés de la courbe E\,in

Nous démontrerons aussi, comme pour (i), la borne supérieure sur Fy,i, en dimension 2 suivante.

Proposition 4.1.6. Soient N =2 et W vérifiant les hypothéses (H1)-(H2). Alors, il existe q1 > 0 tel
que
Eumin(q) < V24— K16® + Kaoq*,  pour tout q € [0, q4]. (4.17)

Le théoreme 4.1.5 combiné aux théoremes d’existence et de stabilité du chapitre 3 nous donnera le
théoreme suivant. Rappelons certaines notations du chapitre précédent. L’ensemble Sy est défini par

Sq={v € NER) : Epin(a) = E(v) et p(v) = ql.
Enfin, pour la stabilité, nous avions utilisé, pour vy, vy € E(R), la pseudométrique
d(vr,v2) = [[vy — v3llL2(w) + Illoa] = 2l z2(r)
et la distance
da(v1,v2) = [[v] — 3l r2) + llvi] = [v2llz2 ) + 1 — v2ll Lo (-4, 4))-

Théoréme 4.1.7. Soit N = 1. Supposons que W vérifie les hypothéses (H1) a (H3). Alors pour tout
q €0, q.[, Uensemble Sy est non vide. De plus, pour tout u € Sq, u est solution de (OPNc) pour une
certaine vitesse cq €]0,/2[ satisfaisant

E+

min

(q) < cq < Efin(a), (4.18)

De plus, cq — V2 lorsque ¢ — 0F. Enfin, Sy est orbitalement stable pour (E(R),d) et pour (E(R),da),
pour tout q €]0, q.].

L’existence des ondes progressives en dimension N > 2 ne sera pas montrée dans cette these.
Cependant, comme expliqué dans I'introduction, I’étude de la courbe minimisante constitue la premiere
étape pour montrer 'existence de solutions non triviales de (OPNc). Notons que les résultats de la
section 3.4 sont facilement généralisables en dimension N > 1 dans le cas non local et on a le résultat
suivant.

Théoréme 4.1.8. Soient N > 1 et W une distribution vérifiant les hypothéses (H1)—(H2). Supposons
que la courbe By, soit concave sur RT. Si Sq est non vide pour un q > 0, alors tout u € Sy est solution
de (OPNc) avec pour vitesse ¢ = cq satisfaisant

Ein() < ¢q < B () (4.19)

Pour la démonstration de ce théoréme dans le cas local en dimension N > 2 et le calcul de la
différentielle du moment (4.13), on revoie & [19].

L’organisation de ce chapitre est la suivante. Dans un premier temps, en section 4.2.1, nous
montrerons quelques résultats préliminaires, qui nous serviront par la suite. Dans la section 4.2.2, on
montre la continuité, la croissance et la sous-additivité de la courbe en dimension N. La section 4.2.3
est consacrée a la concavité de F,;,. Enfin, dans la section 4.2.4, on démontre les bornes sur Ein
en dimension 1 et 2. Pour terminer, la section 4.3 est destinée a démontrer les théorémes 4.1.4, 4.1.5
et 4.1.7.

4.2 Propriétés de la courbe E,;,

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de la section 4.2, on suppose que W vérifie les hypothéses (H1)
et (H2).
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Chapitre 4. Etude de la courbe minimisante en dimension N >1

4.2.1 Résultats préliminaires

Pour I’étude de la courbe minimisante, il sera intéressant d’utiliser des fonctions d’énergie finie
constantes hors d’une boule. Introduisons 1’espace

Eo(RY) = {v € ERY):3R > 0 t.q. v est constante sur B(0, R)°}.

Notons que, en dimension 1, les fonctions appartenant & £y(R) peuvent avoir des limites différentes
en too. Le prochain résultat montre que la courbe F,;, est bien définie et se situe en dessous de la
droite y = v/2x sur R (respectivement en dessous de la droite y = —v/2z sur R™).

Lemme 4.2.1. Pour tout q € R, il existe une suite de fonctions (), appartenant a ERY), avec
1 — |tn| € CZ(RYN), telle que

p(n) =4, 11— [ l[F2@ny = 2V2[a] et E(¥n) = V24|, quand n — +oo. (4.20)
En particulier, Eni, est bien définie et pour tout q € R,

Enin(q) < f|q| (4.21)

Preuve. Ce résultat a déja été démontré en dimension 1 au chapitre précédent au lemme 3.2.4. On
suppose donc que N > 2. Si q = 0, il suffit de prendre ¢,, = 1. Soient q > 0, x € C(RY), (an)n,
(Br)n et (yn)n telles que

o, A2BN-1
ap — 00, B — oo, v, — 0, ﬁ—%() et R — 1, (4.22)
n an
quand n — +oco. Posons
Tn Ty T Ty T .
n (X 0 —,— 1, O, n — et n(2) = pn(x) exp(if, (x)).
) =1+ 20 (1 2) ) == (21 EE) et (o) = pul) explit(a)

Calculons le moment de 1,,. En développant I’expression de v, et par changement de variables, on
obtient

N—-1

an,
2 aN-1 34aN-1
’Ynﬁn 2 TnPn / 3

= 0 —_ 0 ,
V2o, /]RN( )"+ 4o ]RN( 1X)

n

1 2
p(Yn) — N /]RN (01x)

Fixons maintenant x et les suites (an)n, (Bn)n €t (9n)n telles que p(¢y,) = gq. Soit x telle que
f]RN 01X = v/2q. En posant B = ifRN (01x)? et en prenant

d’ou

- 1 _
Bn=n¥N" g = — 5 et ay = (“YnﬁN g+ \/7452(1\[ Va2 + 4qB3 Y 1> )

n AN-1)

les relations (4.22) sont vérifiées et on a p(i),) = q. Calculons maintenant 1’énergie de t,,. Pour la
partie cinétique, on a

N
1 1 1
Brantin) =5 [ V0P =35 [ a5 [ Immdien
j=1
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4.2. Propriétés de la courbe E\,in

Ainsi, si j = 1, en utilisant le fait que v23~N~"1/a,, — 1 et v, /a, — 0, on obtient

1 o bRt 2,12
S x| =0
5 oot = 2 [ty

et

1 vQﬁN—l/ ( Yn )2 1
— O 9n2= non 1+ 0 x)? = = 91x)?
2/RN |pn 016, 202 Jox Taa, X (01x) 5 RN( 1X)

De méme, si j # 1, on obtient

1 726N—3
Z Bippl? = 9:01vI2 =0
2 /]RN| ib ‘ 4o, /]RN| ! 1X|

1 ) 2 _ ’ygzanﬂrjyis ? )2
5/1@’ |Pn8J0n| = #\/ 1+ \[analx (aJX) — 0,

N—-1 2
comme Y2, BN 73 = (%) g—g — 0. Finalement,

et

1 q
Fiin (V) — = 0 2= —.
k W ) ) ]RN( 1X) \/5
Pour la partie potentielle, par le théoréeme de Plancherel, on a
1
Eper(n) = 3 | W (1= ) @)1~ ) ()
- [ WeIFa - )
4(27T)N RN "
2
_ (O‘nﬂgil)Q A, / \['Yn ’
- 4(27T)N RN W(§1,€ ) F an alX + 2 2 8 X (O‘nglvﬂnf )df

N—-1,2 P 2
ZWANW(jl " Bn )‘f <\[31x+31><) (61,¢")de.

Par le théoreme de convergence dominée, on arrive a

Epot(wn) — %/RN(({%X)Q = %

Le calcul précédent avec W = §y nous donne aussi
11 = [ |72y — 2V24.

En combinant (4.23) et (4.24), on obtient

E(wn) - (81X)2 = \/§q7

RN

ce qui nous donne le résultat voulu par définition de Fy,i,. Si g < 0, en prenant

1 .
75 [ 000* =lal et v = pexp(=if,),

les calculs précédents nous donnent & nouveau (4.20).

(4.23)

(4.24)
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Chapitre 4. Etude de la courbe minimisante en dimension N >1

Lemme 4.2.2. Pour tout N > 1, la courbe En, est paire sur R.

Preuve. Le cas N = 1 a déja été traité au chapitre précédent au lemme 3.2.6. Soit ¢ € R, N > 2 et on
suppose dans un premier temps que N est pair. Par définition de Fy,, il existe u,, € E(RY) telle que
E(un) = Emin(q) et p(uy,) = q. Posons

Up () = up(—2)

D’aprés la relation (4.14) sur le moment, on obtient p(v,) = (—=1)""!p(u,) = —q. De méme, par
changement de variables, il est clair que Eyiy(vy) = (—1)Y Exin(tn) = Exin(uy). Dans le cas de I'énergie
potentielle, par le théoreme de Plancherel et la parité de VW par rapport a chacune de ses variables, on a

Boes(1n) = 195 || O 1701~ a2 (€1
= 4(21%)2 WE) [F (L = un )| (—€)dg

_1)
(2m)?

p

{ 2

W(E) | F(L — [unl?)

(§)d¢

\
=
s
\%

]RQ

).

Finalement, F(v,) > Emnin(—q) et par passage & la limite, on obtient Epnin(q) > Emnin(—q). L'inégalité
dans Pautre sens s’obtient en remplagant q par —q, d’ott Fuin(q) = Fmin(—9), i.6. Emin est paire si N
est pair. Si IV est impair, en posant cette fois

&

[}
&
—
S
3

/ !/
v (2, zN) = un(—2', zN),
un raisonnement similaire au cas précédent nous amene a la méme conclusion. O

Au vu du lemme 4.2.2, il suffit d’étudier Eyin sur RT. Concernant la densité de & (R) dans NE(R),
on a le résultat suivant.

Lemme 4.2.3. Soit v = pe?’ € NE(R). Alors, il existe une suite de fonctions v, = p,e'" € &(R),
avec pp — 1, 0/, € C(R), telle que

lon — pllar @y + 110, — 0l L2y = 0, quand n — +oo. (4.25)

En particulier,
E(v,) = E(w) et plv,) = pv), quandn — +oo. (4.26)

Preuve. Comme v = pe?’ € NE(R), |v(z)| — 1 lorsque || — 400 et v € L=(R). Posons

o(@)|* — 1

g(x) = p(z) -1 =|v(z) -1 = @)1

Il est clair que g € L?(R) puisque |g(z)| < p? — 1. De plus, ¢’ = (v/,v)/|v| donc |g’'| < [v'] et on conclut
que g € HY(R). Ainsi, il existe g, € C2°(R) telle que g, — g dans H'(R). En posant p,, = g, + 1, on
en déduit que ||pn, — pl| g1 (r) lorsque n — 4-00. Pour 6, par densité de C2°(R) dans L*(R), il existe une
suite ¢, € C2°(R) convergeant vers ¢’ dans L?(R). En posant

On(z) = /_x Ons (4.27)

on obtient 0/, — 6 — 0 dans L?(R) et v, := p,e!" appartient & & (R). Les convergences (4.26) sont
une conséquence directe de (4.25) et de I'injection de Sobolev H!(R) — L*°(R). O
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4.2. Propriétés de la courbe E\,in

Remarque 4.2.4. Siv € &(R), par le lemme précédent, on peut écrire v = pe', avec p,6 € C(R)
et p—1,0" € C°(R). Ainsi, la fonction 6 est constante hors de supp(8’) et sans perte de généralité, on
peut supposer qu’il existe R > 0 tel que 6(z) = 0 pour tout © < —R ou 8(x) = 0 pour tout x > R (mais
on ne peut pas supposer que 0(x) =0 pour |z| > R). Ainsi, sans perte de généralité, on peut supposer
que v(z) =1 pour x < —R ou v(z) =1 pour x > R, pour R > 0 assez grand.

Passons au cas ot N > 2. Le corollaire 3.4 de [19] nous donne le lemme d’approximation suivant.
Lemme 4.2.5. Soit N > 2 et u € ERY). Alors il existe u, € E(RY) et Oy € R telle que
(i) un = u sur B(0,2"), u, = e sur B(0,2"*1),
(i) [[Vun — Vul 2@~y = 0,
(iii) Jan 1(1 = Jun*)? = (1 = [uf?)?| = 0,
(iv) p(un) = p(w).
L’hypothése (H1) et le lemme précédent nous donnent immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 4.2.6. Soit N > 2 et u € ERYN). Alors il existe u,, € E(RN) telle que
E(v,) = E(v), ||1-— |’Un|2||L2(RN) =11 - \v\2||L2(RN) et p(vn) = p(v), quand n — 4.

De plus, u,, est constante et égale d €% sur B(0,2"1)¢, pour 6y € R. En particulier, on peut supposer
que u, =1 sur B(0,2"1)e.

Afin de traiter la non-localité dans 1’énergie potentiel lors de la construction de suites de comparaisons,
introduisons la fonctionnelle

B(f) = / W= f)f,

pour f € L*(RY). 1l est clair que si u € E(RY), alors B(1 — |u|?) = 4E,(u). Le lemme suivant sera
utilisé & plusieurs reprises.

Lemme 4.2.7. Pour tout f,g € L>(RY), on a

B(f +9) = B+ B@)+2 [ W= o (1.28)
De plus, si g € C°(RN) et si il existe une suite (y,) telle que y, — +00, alors
B(f + gn) - B(f) - B(gn) n—>_-i>-oo 0, (429)

ot gn(x) = g(x — yn).

Preuve. L’identité (4.28) est une conséquence de la parité de W par ’hypothese (H1). Ainsi, en utilisant
(4.28), on obtient

B(f +gu) — B(f) — Blgn) =2 / W+ g

RN

Comme g,, — 0 dans L?(RY) et W f € L?>(RY), on obtient (4.29). O

Corollaire 4.2.8. Soit u € E(RY), avec u = pe? € NE(R) si N = 1. Alors il existe u,, € E(RY) telle
que
plu,) =p(u) et  E(u,) = E(u), lorsque n — +oo. (4.30)
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Chapitre 4. Etude de la courbe minimisante en dimension N >1

Preuve. Par le lemme 4.2.3 et le corollaire 4.2.6, il existe v, € & (RY) telle que
E(v,) — E(u) et p(vy) — p(u), lorsque n — +oo. (4.31)

Supposons dans un premier temps que p(u) # 0. Si N = 1, posons a,, = p(u)/p(v,) et u, = ppe'®non.
Alors

et
Epot (un) = Epot (vn)-

Comme «,, — 1, les expressions précédentes nous donne que u,, vérifie (4.30). Si maintenant N > 2,
soit v, € & (RY) donnée par le corollaire 4.2.6. Posons o, = p(vy,)/p(u) et un,(x) = v, (2’ ). Dans
ce cas, d’aprés (4.14), le moment est égal & p(u,,) = a;, 'p(v,) = p(u). Pour I'énergie, on a

N—
1 «
Ekln un — 2 § / |8jvn|2 + %/RN |aN’Un|2
=1

et par le théoreme de Plancherel

/ W) F( — JuaP)P(€)de
]RN

4(2m)N

ez | PO~ [P PE e )
oy Jry

)
1
1@n)
(%;Van W anén ) |F(1— fon P)P(€) .

11 est clair que Fyin(un) — Exin(u) et par 'hypothése (H1) et le théoréme de convergence dominée
Epot(un) = Epot(u), ce qui nous donne au final (4.30).

Traitons maintenant le cas p(u) = 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que d,, := p(v,) # 0
pour n assez grand. Sinon, & une sous-suite pres, on obtient la conclusion avec w, = v,. Par le
lemme 4.2.1, il existe w, € & (RY) telle que

p(w,) = —0, et E(w,)— 0, lorsque n — +oo. (4.32)
Soient R,,,r, > 0 tels que les fonctions
foi=1—va> et gyi=1—|w,|?
soient & support dans B(0, R,,) et B(0,r,), respectivement. Si N = 1, posons

Uns sur | — oo, Ry,
, sur [Ry, —Tn + Ynl, (4.33)
wn( - yn)7 sur [_Tn + Yn, +OO[,

Uy, =< 1

ou ¥y, est une suite de points telle que R,, < —7r, + y,. En tenant compte de la remarque 4.2.4, on peut
supposer sans perte de généralité que u, est continue et appartient a & (R™). Si N > 2, on pose

B
w = {Un, sur B(0, Ry), (4.34)

wy (- — ype), sinon,
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4.2. Propriétés de la courbe E\,in

oll e € RY est un vecteur de norme 1 et y,, est une suite de points telle que R,, < —rp, + ¥» & nouveau
et on peut supposer que u,, est continue et appartient a & (RY). Afin de simplifier les notations, posons
Wy, = Wy (- — Yn) et Jn := 1 — |0,]?. On obtient, par définition de u,,

p(un) = p(vn) + p(wn) =0 et Ein(un) = Eiin(vn) + Ein(wn). (4.35)

En particulier, en combinant (4.31) et (4.32), on en déduit que Ein(ty,) — Exin(u). Comme 1 — |u,|? =
frn + Gn, Uégalité (4.28) nous donne

1 1 1 5 1 N
Epot(un) = ZB(fn) + ZB(gn) + 5/(W * fn)Gn = Epot(vn) + Epot(wn) =+ B /(W * fr)Gn-
R R
Ainsi,
|Epot (un) — Epot ()| < Epot(wn) + [[Wlm. |l full L2 @) lgnll L2 ) - (4.36)
Par (3.15) si N =1 ou le corollaire 4.2.6 si N > 2, || fy||2(r~) est bornée. De méme, ||gn |/ 2@~y — 0
et Epot(wy) — 0 par (4.20), ce qui nous donne Epo(un) — Epot(u) et conclut la preuve. O

Corollaire 4.2.9. Pour tout N >1, ¢ >0 et e > 0, il eviste v € E(RYN) telle que
p(v)=9q et E(v) < Enin(q)+e.

Preuve. Soient q > 0 et & > 0. Par définition de Ep.,, il existe v,, € NE(R) si N =1 ou vy, € E(RY)
si N > 2 telle que p(vy,) = q et E(vy,) = Emin(q) lorsque m — oo. En particulier, il existe mg € N tel
que

E(Umo) < Emin(q) + 5/2 (437)
Par le corollaire 4.2.8, il existe v € & (RY) telle que p(v) = p(vm,) = q et |E(vpm,) — E(v)| < e/2. En
combinant cette inégalité avec (4.37), on arrive & la conclusion voulue. O

4.2.2 Continuité, croissance et sous-additivité de FE,;,

Proposition 4.2.10. La courbe E.;, est continue sur R et
| Emin(P) — Emin(q)] < \/§|p —q|, pour toutp,q€R. (4.38)

Preuve. Soient p, q € R. Sans perte de généralité, on suppose que q > p > 0. Il suffit alors de montrer
que
Emin(q) S Emin(p) + \/Q(q - p) (439)

Soit 6 > 0 et N = 1. Par le corollaire 4.2.9, il existe vs € & (RY) telle que, pour Rs > 0, la fonction
1 — |vs|? est & support dans [—Rs, Rs], vs = 1 sur [Rs, +o0,

plvs)=p et E(vs) < Emin(p)+ /3. (4.40)

De méme, si N > 2, par le corollaire 4.2.9, il existe vs € & (RY) tel que, pour un certain Rs > 0, la
fonction 1 — |vs]? est & support dans B(0, Rs), vs = 1 sinon et (4.40) est vérifiée.

Posons 5 = q — p. Pour tout N > 1 et par le lemme 4.2.1, il existe ws € & (RY) tel que, pour rs > 0,
1 — |ws|? est & support dans B(0,7s) et

plws)=s et  E(ws) < V2s+3/3. (4.41)
Finalement, on pose pour N =1,

Vs, sur | — oo, Rs],
us = < 1, sur [R5, —rs5 + Ys), (4.42)
’LU(;(' - y5)7 sur [—7”5 + Ys, +OO[7
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oll ys est choisi assez grand de sorte que 1 — |vs(-)|? et 1 — |ws(- — ys)|? soient & supports disjoints. Pour
N > 2, on pose

3 B
s — {u;, sur B(0, Rs), (4.43)

w&(' - y&e), sinon,

ot e € R est un vecteur de norme 1 et ys est choisi assez grand de sorte que 1—|vs(-)|* et 1—|ws(-—yse)|?
soient & supports disjoints. Alors, pour tout N > 1,

p(us) = p(vs) +p(ws(- —ys)) =a et Eiin(us) = Eian(vs) + Exan(ws)- (4.44)
De plus, en notant fs = 1 — |vs|? et gs = 1 — |ws|?, on obtient
1—|us|® = fs + gs(- —ys) (respectivement 1 — |us|> = fs5 + g5(- — yse))
et par application du lemme 4.2.7, on arrive a
Epot(us) < Epot(vs) + Epot(ws) +0/3, (4.45)
quitte & augmenter ys si nécessaire. Ainsi, les inégalités (4.40), (4.41), (4.44) et (4.45) nous donnent
Enin(a) < E(us) < Emin(p) + V2(q = p) +0.

En faisant tendre § vers 0 dans la relation précédente, on obtient (4.39).

O
Lemme 4.2.11. E,;, est sous-additive sur RT, c’est-a-dire
Enin(p+9) < Enin(p) + Enin(q),  pour tout p,q > 0. (4.46)
Preuve. Soit 6 > 0. Si N = 1, par le corollaire 4.2.9, il existe v,w € & (RY) telles que
) =p pw) =0 B S Euulp) 4y ot Bw)< Bul@) 5, (447
avec v constante sur | — oo, —R)] et sur [R, +0oo[, et w constante sur | — oo, —r] et sur [r,4+o0[, pour

R,r > 0.Si N > 2, par le corollaire 4.2.9, il existe v,w € & (RY), avec v et w constantes et égales a 1
sur B(0, R)¢ et B(0,7)¢, respectivement, pour R,r > 0 telles que la relation (4.47) soit vérifiée. Posons,
pour N = 1, la fonction u définie par

v, sur | — oo, R],
u=41, sur [R,—r + y,
w(-—y), sur[—r+y,+oo,

et pour N > 2

w(- —ye), sinon,

B
. {v, sur B(0, R),

ot e € RV un vecteur de norme 1 et y est pris assez grand de sorte que 1 — [v|? et 1 — |w(- — 5)|? soient

a supports disjoints pour N = 1 (respectivement 1 — [v]? et 1 — |w(- — ye)|? pour N > 2). Par le lemme
4.2.7, quitte a augmenter y, on a

Epot (U) S Epot (U) + Epot (U)) + 5/3

Comme Fyin(u) = Eyin(v) + Exin(w) et p(u) = p(v) + p(w) = p + g, on conclut que

Enin(p+q) < E(u) < E(v) + E(w) + g < Enin(p) + Enin(q) + 0.

En faisant tendre § — 0, on obtient (4.46). O
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Lemme 4.2.12. Supposons que W vérifie (H4) pour N > 2. Alors Ewy, est croissante sur RT.

Preuve. Commegons par le cas N = 1. Soient 0 <p < get A = p/q €]0,1[. Comme dans les preuves
précédentes, soient § > 0 et v = pe'? € &(R) tels que E(v) < Enin(q) + 6 et p(v) = q par le
corollaire 4.2.9. La fonction vy = pe'*? vérifie p(vy) = A\q et E(vy) < E(v) puisque

2
s =5 (=0 et B =5 [0+ [ 2 q [ovea-pn- ),
Ainsi,
Enin(Aq) < E(va) < E(v) < Enin(q) +6

et la conclusion s’obtient en faisant tendre ¢ vers 0.
Passons au cas N > 2. Soient maintenant 0 < p < q et u € E(RY) telle que

p(u)=q et E(u) < Enin(q) +9,

par le corollaire 4.2.9. Posons

A= (‘:)MM ot ur(z) =u (%)

D’apreés (4.14), on a p(uy) = AN "Ip(u) = p et pour I'énergie, on a

N —~
Blus) = X2 Bnlu) + s [ W (§) -l egae

par changement de variable et la formule de Plancherel. Ainsi, en utilisant ’hypotheése (H4) et & nouveau
le théoreme de Plancherel, on obtient

Emin(p) S E(U,\) S )\N_2Ekin(u) + Epot (U) S Emln(q) + 0. (448)
En faisant tendre § vers 0, on obtient la conclusion voulue.
O
4.2.3 Concavité de E,;,

Afin de simplifier les notations, on considére dans cette section les hypotheses (H3) et (H3’) par
rapport a la derniére variable, c’est-a-dire, lorsque [ = N. Les preuves de la proposition 4.2.13 et du
lemme 4.2.14 sont basés sur un argument de réflexion et les travaux de Lopes et Marig dans [57].

Proposition 4.2.13. Supposons que Uhypothése (H3') soit vérifiée. Alors, pour tout p,q > 0,

Buin(p) + Boin(@) _ <P ; q ) , (4.49)

2

En particulier, Emin est concave sur RT.

Preuve. Soient p,q > 0 et 6 > 0. Par le corollaire 4.2.9, il existe u = pe? € &(R) si N = 1
(respectivement u € & (RY) si N > 2) telle que

_Pta

p(u) 5 et Eu) < Emin<m) + g (4.50)

2

L’idée est de construire des fonctions u™ et w~ & partir de u qui vérifient
pu®)=p et plu”)=q (4.51)
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ce qui nous permettra d’établir la relation (4.49). Commencons par le cas N = 1. Par le théoréme de
convergence dominée, 'application G : R — R définie par

+oo
Ga) = palu) 1= / (1 )

est continue avec liIJIrl G(a)=0et lim G(a) =p(u) = (p + q)/2. Ainsi, par le théoreme des valeurs
a——+00 a—r — o0

intermédiaires, il existe ag € R tel que G(ag) = p/2. La fonction translatée u(z) := ﬁ(x)eié(z) =
p(x + ag)e? @) vérifie alors

L[ o P e v _ 4
= 1-p0 =% et = 1-p%0 = -. 4.52
5 a-mi =t 5[ a-mi=] (4.5)
Afin de simplifier les notations, on notera u, p et 8 au lieu de @, j et 6. Introduisons les opérateurs de
réflexions
p(x), siz >0, _ p(—zx), siz>0,
(T*p)(x) = . (T p)(x) = :
p(—z), siz <0, p(x), six <0,
et

~ ) 0(x) —0(0), six >0, _ ~)0(0) = 0(=x), siz>0,
(570)(@) = {9(0) Co(ex), siz<o, O O@= {9(33) _0(0), siz<O.

Comme p et @ sont continues, les fonctions (T%p) et (S¥p) sont continues et appartiennent & HL _(R).
Enfin, il n’est pas difficile de voir que
gk
u:l: _ (T:tp)ezs 0

appartiennent & &(R). Si N > 2, par le lemme 4.1.1, il existe v € Y et w € L'(RY) tel que
(101u, u) = v + w. Par définition du moment, on a

=5 [ w="1
PO=5 "7 2

Comme dans le cas précédent, le théoréme de convergence dominée nous donne que l’application

F : R — R définie par
F(a) :/ w
RN-1x{zn>a}

est continue avec lim F(a) =0et lim F(a) = (p + q)/2. Par le théoréme des valeurs intermédiaires,
a—+o00 a——00

il existe ag € R tel que F(ag) = p/2. Ainsi, en considérant la translation a(x) = u(a’,xy + ag), on
obtient (i014, @) = ¥ + w avec w(x) = w(a’,zn + ag). Ainsi

1 “+o0 p 1 0 q
- A p=13 4.53
2/RN71/0 =g ° 2/RN,1/,OO“’ 2 (453)

Afin de simplifier les notations, on notera u, v, w pour @, 9, w. Posons,

() = u(z) si zn 2.0, () = u(x',—.xN) sizy >0,
u(z!',—xn) st xy <0, u(x) si xy < 0.

En utilisant (4.52) et (4.53) et expression de u™ et u~ selon la dimension, on obtient

plut)=p et p(u”)=q, (4.54)

d’ou
Enin(p) < E(u™) et Enn(q) < E(u”). (4.55)
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Maintenant, on a
BE(u™) + E(u”) = 2B (u) + Epor(u™) + Epot(u™). (4.56)

Si on suppose que
Epot (U+) + Epot (u_) S 2-Epot (U), (457)

alors, en utilisant 1'inégalité (4.56), on conclut que E(u™) + E(u~) < 2E(u). En combinant cette
inégalité avec (4.50) et (4.55), on a

Emin(p) + Emin(q) S QE(U) S 2E‘min (p—;—q> + 63

ce qui nous donne (4.49) en faisant tendre § vers 0. Comme E,,;;, est continue par la proposition 4.2.10,
Eonin est concave sur RT.

Il nous reste & montrer (4.57). Posons n = 1 — |ul?, ;1 = 1 — |ut|?, ne = 1 — |u~|?. A partir de
maintenant et jusqu’a la fin de la section, les preuves seront écrites dans le cas général de la dimension
N. Afin de retrouver la preuve en dimension 1, il faudra considérer que la derniére variable est la
variable principale, c’est-a-dire que pour une fonction f, f(z’,zy) représente f(zy) si N = 1. Posons

1 1

9(z) = 5(n(@) + 0@, —an)) et flo) = 5n) —n(a’, —zn)).

Ainsi, g est paire par rapport & xy, f est impaire par rapport & xy et
n=f+g9 m=g+fi et m=g-/f,

ou

ful@) = {f(m% siay >0,

—f(z), sizy <0,
et f. est paire par rapport a x. Par le théoréme de Plancherel, on obtient
42m) N (2Epor(u) — Epot (u™) — Epot(u”)) = . W(E) @A = m]? — |7]?)
R

= RNvAv(s)(mwaf|§+f*|2—|g—f*|2>

=2 [ WU =1L +4 [ WE@G

RN RN

nous donne (4.57) et ce qui conclut la preuve. O
Le lemme suivant nous donne que I'’hypothése (H3) est plus forte que (H3’).
Lemme 4.2.14. Supposons que W vérifie Uhypothése (H3). Alors W vérifie (H3).
Preuve. Le but est de montrer que
WO (IO = 17©)2) dg > 0. (4.58)
R

Soit f € C2°(RY), impaire par rapport a . On note Fy_; la transformée de Fourier partielle définie
par
fzn) siN =1,

Fy-1(N)(€ an) = / e~ f(o! ay)da' si N> 2.
RN-1
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En écrivant que |f(§)|2 = f(é)f(f) et et en utilisant le fait que f est impaire par rapport a xy, le
théoreme de Fubini nous donne

1Fe)? = 4/ / sin(zyEn) sin(ynéEn ) Fn-1f (€, on) Fn-1f (€, yn)deydyn.
0 0

De méme, comme |ﬁ<(§)\2 = ﬁ(f)f*(f) et par parité de f, par rapport & xzx, on conclut que

F©) =4 / / cos(zxEn) cos(ynén ) Fr—1 (€ ox) Fri F @ gn)dendyy.
0 0

Ainsi, en effectuant la différence, on arrive a
[ (FoF - 17.©P)
]RN
=—4 W(E' En) / / cos((xn +yn)En)Fn-1f (€, an) Fn-1f (€, yn)dendyn.
RN o Jo

Soient & € RN™1 et ¢u(t) = Fn_1f(€,t) (cCest-a-dire que pg(t) = f(t) si N = 1). Comme f €
C2(RY), on a ¢g € C°(R). Posons

hf/(z) = / / ei($N+yN)Z§0§/(IN)SDg/(yN)dedyN-
o Jo
Comme W est paire et her(2) = he/(—2), on obtient

WE) (IFOF = IF©F) = =4 [ W e Relhe (én))denae’

RN

— 4 / W' Ex)her (Ex)dEndE'.
]RN

Afin d’obtenir (4.58), on va appliquer le théoréme des résidus a W({’, Yhe (+). Pour simplifier les
notations, on note désormais h = h¢s et ¢ = p¢. Montrons maintenant qu'’il existe C' > 0 tel que pour
tout z # 0 vérifiant Im(z) > 0, on ait

Ih(z)] < ZC|4 (4.59)

Pour cela, notons W; et ¥, les fonctions définies par

+o0 +oo _
Uy(2) :/ eFlp(t)dt et Wy(2) :/ e p(t)dt.
0 0

Soit k € N. En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe intégral, on obtient

d* d* —ix'¢’ —ix'¢’
o0 =g [T = [ O i = Fuadh (e

RN-1

Ainsi, (%Lp est une fonction C2° et uniformément bornée par rapport a (¢/,¢) € RV~ x R comme
f € C*(RN~1). On peut ainsi intégrer par parties ¥; et on obtient

\:[11(2) — _(P(O) _ 1Aw eitz@/(t)dt

1z 12
1 [ .
=_—— eltzgﬁl(t)dt
1z Jo
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comme ¢(0) = 0 puisque ¢ est impaire. En intégrant par parties a nouveau, on arrive a
b

\Ijl(z> — _80/(0) _ i /O\OO eitz@”(t)dt

22

d’ott, pour tout z # 0 avec Im(z) > 0,

(=) < ﬁ (4.60)

ot C = (|¢'(0)] + [|¢" ||L1(r))- De la méme maniere, on obtient (4.60) pour Wy. Comme h = ¥; Wy, on
arrive (4.59). Le théoréme des résidus appliqué a W(f', -)h(-) nous donne
ko b .
| W€ exhieniden + [ WE OO0t = 2mi 3 hivRes (WIE', )iy ) <0,
—k ag JeJk
(4.61)
ou les courbes vy, sont définies en (H3) et Jj, désigne 'ensemble des pdles entourés par I'y. Par (4.59)
on obtient I'inégalité

)

be ’ / |W(£l77 (t))|
‘/ﬂk W(E 7’Yk(t))h('7k(t))7k(t)dt‘ < CL(T}) (teﬁlﬁk] yk(t)k|4> .

La décroissance de W en (4.5) nous donne que 'intégrale précédente tend vers 0 lorsque k tend vers
+o00. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée et par passage a la limite, la relation (4.61) devient

/]R WIE Enh(En)dén = 2mi > h(iv)Res (W(E,),iv;) <0 (4.62)
J€Jk

ce qui nous donne (4.58) pour N = 1. En intégrant (4.62) par rapport aux N — 1 premiéres variables,
on obtient (4.58) pour N > 2, ce qui conclut la preuve. O

4.2.4 Bornes en dimension 1 et 2

Les propositions qui vont suivre nous fournissent des bornes sur Ep,in(q) lorsque g est proche de
l’origine. Commengons par le cas o N = 1 avec une borne inférieure pour F,i,.

Proposition 4.2.15. Soit N = 1. Il existe qo > 0 et Ky > 0 telles que
V24— Kog®? < Enin(q),  pour tout q € [0, qol. (4.63)

Preuve. Par le corollaire 4.2.9 et (4.21), pour ¢ €]0,1/2], il existe v € NE(R) telle que p(v) = q et
E(v) < Emin(q) + 0 < v/2q + 4. Alors, par 'estimation (3.14) du chapitre précédent, il existe qo > 0 et
K > 0, telles que si q < qq, alors E(v) <1 et

11— |v?| < K(V2q +6). (4.64)

Quitte a réduire qo et &, on peut supposer que K(v/2qo + ) < 1 et appliquer I'inégalité (3.23) du
lemme 3.2.3 du chapitre précédent afin de conclure que v/2(1 — (K (v/2q+0)Y?)p(v) < E(v). L’inégalité
(4.63) s’obtient lorsque § — 0. O

Le reste de la section est consacré a 1’établissement d’une borne supérieure pour E,,;, en dimension
1et 2.

Proposition 4.2.16. Soit N = 1. Il existe q1 > 0 tel que
Emin(q) < v2q — K19°/? + K2q®,  pour tout q € [0, q1], (4.65)

ot K1, Ko > 0 sont des constantes dépendant de ||17V\Hcs mais indépendantes de q;.
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Une conséquence immédiate des propositions 4.2.15 et 4.2.16 est que Ey;, est dérivable a droite
en 0, avec Exm( ) = V2. De plus, si Eni, est concave, il vient que F,, est strictement sous-additive
grace au lemme suivant (voir [8, 19]).

Lemme 4.2.17. Soit f : [0, +oo[— R une fonction concave, avec f(0) =0 et ou a := f1(0) désigne sa
dérivée a droite en origine. Alors, pour tout s > 0, on a Ualternative suivante :

(i) f est linéaire sur [0,s], avec f(p) = ap, pour tout p € [0,s], ou
(i) f est strictement sous-additive sur [0, s].

Corollaire 4.2.18. Soit N = 1. Alors la dérivée a droite de Eni, en lorigine existe et Et. (0) = /2.
En particulier, si Emin est concave sur RY, alors Epnin est strictement sous-additive sur RT.

La preuve de la proposition 4.2.16 s’inspire du fait que les solitons de ’équation de Korteweg-de
Vries (KdV) fournissent une approximation des solitons de ’équation de Gross—Pitaveskii lorsque
W = §p a la limite transsonique [69, 10, 20]. Notre but est d’étendre cette idée & I’équation non locale
(GPN). Afin d’illustrer ce phénomeéne dans le cas des solitons, effectuons quelques calculs formels. On
cherche une solution de (OPNc) avec ¢ ~ /2. Ainsi, considéerons la vitesse

c=+2—¢&2

et 'ansatz
ue(z) = (14 e?A.(ex))e’¥=(52),

En posant - .
We(§) == W(eS), (4.66)

i.e. W.(x) = W(x/e)/e au sens des distributions, nous en déduisons que u. est solution de (OPNc) si
le couple (A., p.) satisfait les équations

A — (14 2A) 2 —cpl(14+2A.) — (1 + 2 A) (We = (24 +€°A2)) =0, (4.67)
22 ALl + (1 +2A) @ + cAL = 0. (4.68)

Afin de traiter le terme non local, on utilise le lemme suivant.

Lemme 4.2.19. Pour tout f € H3(R), on a
2 —
Werf = f = S W) O+ Ra(), (4.69)
ol

1 —~
[1R=(F)llz2®) < 6HWWHLOC(]R)Hfm”L?(]R)-
Preuve. Posons )
1 €% =
Re(f)i= 3 Wer [ = F+ 5" (0)1").

Par le théoréeme de Plancherel, on a
~ 22 __ 2,
27 R ee) = 1RDley = 5 [ [P = 1= -0V 1f©Pas. @70)

Par la formule de Taylor et en utilisant le fait que W (0) = 0, on en déduit que pour tout £ € R et
€ > 0, il existe z. ¢ € R tel que
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_ 202 303
W) = 1+ S (W)"(0) + S ()" (2e).

En remplacant cette égalité dans (4.70), on conclut que
V2T
6

ce qui termine la preuve du lemme. O

1 — Py
V2 || Re (f)ll 2 (r) < 5||WW||L°°(R)||]:(fm)||L2(R) = W | Loe @) Il F | 2 (m) »

En appliquant le lemme 4.2.19, on déduit formellement de (4.67)—(4.68) que

_0@2 - 2A€ + 52(_09015145 - 3Ag + (1 + W//(()))A/e/ - 50/52) = O<52)7 (471)
O +cAL 4 e2(20L AL + ALpl) = 0. (4.72)

Ainsi, pour la vitesse ¢ = v/2 — €2, I"équation (4.71) implique que

oL = —2A. + O(£?). (4.73)

Supposons que A, et . convergent vers des fonctions A et ¢, respectivement, lorsque ¢ — 0. En
dérivant (4.71) que l'on ajoute & ¢x(4.72) et en utilisant la relation (4.73), par passage a la limite, on
arrive a

A — 1244 + (1+ W' (0)A" =0.

Ainsi, en imposant que A, A", A” — 0 lorsque || — oo, par intégration de I’équation précédente, on
obtient o
(14+W"(0)A” —6A% — A=0. (4.74)

Par I’hypothese (H2), comme (W)"(O) > —1, il est possible de poser
w:= (1+ (W)"(0)*2,

et la solution de (4.74) (aux translations pres) correspond & un soliton de KdV donné explicitement par

1
A(z) := —Zsech2 (%) . (4.75)
De plus, (4.73) nous donne par passage a la limite ¢/ = —v/2A, ce qui nous amene &
o(x) == “_tanh (i) (4.76)

V2 2w

Ainsi, on s’attend & ce que u(x) ~ (1 +e2A(ex))e’*¥(#?) | ce qui motive le résultat suivant.

Lemme 4.2.20. Soit v.(z) = (1+e2A(ex))e’E?) ot A et ¢ sont donnés par (4.75) et (4.76). Alors

E(v.) = % <53 - ‘f) FOES) et plu.) = % (53 - i;) , (4.77)

ot O(°) /€8 est une fonction bornée en terme de ||)7V\||W3,oo(R) et uniformément pour tout € €0, 1].

Preuve. Calculons d’abord le moment. En gardant en téte que ¢/ = —v/2A4, on a

p(v.) = —%/}R (262 A(ex) + e*A(ex)?) 29/ (ex)dx = \/333 /]R (2A(2)* + % A(2)?) da

2
= \/iwa?’/ (;sech4(x) - esechG(x)) dx,
R

64
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et en utilisant les identités [, sech®(z)dzr = 4/3 et Iz sech®(x)dz = 16/15, on obtient directement
Pexpression de p(ve) en (4.77). Pour I'énergie cinétique, on proceéde la méme maniére. En effet, en
utilisant que

1 x T 4
A/ = — h (7) S h2 (7) S h4 h2 = —
(z) 1 tan 5 sech” {5 et A sech” tan R

on obtient
1
FEyin(ve) = 3 / (%A (ex)? + e*(1 + 2 A(ex)) %y (ex)?) dx
R
5
= 53/ A(x)?dx + < / Al(x)? 4+ 4A(z)3dx
R 2 Jr
= 53w/sech(ac)‘ldﬂﬂ—i— E5/sech4(x) tanh?(z)dz — m/sechﬁ(x)dac
B 8 R 16&) R 16 R
g3 s/ 1 w

7w+r
6 " \eow 15/

Maintenant, pour la partie potentielle, en invoquant le lemme 4.2.19 et (4.74), cela nous donne

Epor(ve) = 4%5 /RWE ¥ (262 A+ ' A?)(2)(26? A(x) + * A(z)?)da

=3 / A(x)?dx + £° / (A(a:)3 - W;(O)A(x)A”(:r)> dx + O(e%)
R R

Qw2

= / Alz)2dz + 55/ (A(:v)?’ _ W) (A(z)? + 6A(w)3)> dz + O(<°)
R R

Sw €

— 1 6
=% 60(w+w>+(’)(5 ),

ol I'on a utilisé la relation )7\/\”(0) = w? — 1. En ajoutant les expressions de Fii, et Epot, on arrive a
(4.77). O

Preuve de la proposition 4.2.16. Pour q assez petit, il est possible de paramétrer q comme une fonction

de &. Posons
V2w ( 4 &°
=— - —=).
=% 10
Ainsi, la fonction g, est strictement croissante pour ¢ € [0,1]. L’idée est d’exprimer € en terme de q. de

maniére & obtenir F(v.) en (4.77) comme une fonction de q.. L’inégalité (4.65) découlera du fait que
p(ve) = qe et que Enin(ge) < E(ve). Afin de simplifier les notations, on pose

3v2 ; &
e I 478
LTS T (4.78)
ce qui implique
e3/2<s.<e*<1, pour tout e € [0,1]. (4.79)

En appliquant la formule de Taylor et en notant que £°/10 < s., on en déduit qu’il existe p. € [s., 25.]
tel que

E5 5/3 555
€5:(55—|—10) :55/3—1—%?/3
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En utilisant a nouveau (4.79), il suit que

5/3
3V2
o =arrol) = (22) a0

En combinant ce développement avec (4.77), (4.78) et (4.79), cela nous donne

w (3V2 3ed
E(ve) = 5 (= 7d: = 5o ) + 0(e%) = V20 — K1a2° + O(2),
3 w 20
ott K1 = (3v/2/w)5/3w/20. Comme Ewyin(q.) < E(v.), I'inégalité (4.65) est établie. O

Montrons maintenant la borne en dimension 2 donnée par la proposition 4.1.6 qui est I’analogue de
la proposition 4.2.16 en dimension 2. Comme pour la proposition 4.2.16, nous allons utiliser 1’idée les
ondes progressives de ’équation de Kadomtsev—Petviashvili I permettent d’obtenir une approximation
des solitons de 'équation de Gross—Pitaveskii lorsque W = 4y & la limite transsonique (voir [50, 49, 20]).
A nouveau, soit ¢ = v/2 — 2. On considére ansatz

uc(a,y) = (1+ 2 Ac(ea, %y)el=e-=r0)
et on pose

We(z,y) = il/V (E ﬁ) .

g3 g’ g2
D’apres 'expression de u., on a

Ous(w,y) = 201 Ae(ea, 2y) ==Y 1i(1 4 2 Au(ew, £%y)) D1 o (e, 7y)e =P =),

Buc(z,y) = P2 A (e, 2y) 9= 5EY) (1 4 2 A, (ew,€%y)) (D1 px (e, £2y))2eioPe (E0:="W)
+ 2ie°0; A. (ex, 62y)81 we(ex, gZy)eiE%(Em,Ezy)
+ig(1+ €2 Ac (ew, €%y)) B pe (e, €2y )P (2:")

et

B3us(z,y) = D03 A (e, 2y)ei=#=E2="0)  O(1 4 2 A, (ex, 2y)) (Dape (ew, £2y)) Peie¥=(2"Y)
+ 270y Ac (e, £2y)Dagpe (e, 2y ) eio9e (W)
+ie5(1 + % Ac(ex, €%y)) 05 . (e, gzy)eiws(ew,szy)_

Ainsi, u. est solution de (OPNc) si et seulement si (A, ) vérifie

02 A, 202 A,
c:Orpe +2(D1p:)? + £ (Dapc)? — €2 (m) Wk (24: +242) =0, (4.80)
CeO1As + 26201 A0y e + 26202 AL00 0. + 1+ EQAE)(Bfgos + 52822%) =0. (4.81)

Afin de traiter le terme non local, on utilise le lemme suivant.

Lemme 4.2.21. Pour tout f € H3(R?), on a
2 — -
Wer f == SORWO,00] +Ra(f) (4.82)
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avec

o~

cHem), (4.83)

N Ot

[ Re(f)llL2(rz) <
C(f) = max ([|03 fll 2r2), 107 fl| L2(z2), 105 £l L2 R2), 107021 | L2 m2), 10105 £ || 2Ry
et
COW) = max (|08W e w2, [0l 2y, 103 W 10w 2, 10302 10 a2 9133 v 2 )

Preuve. Posons

1 €2
RA)i= o5 (Wer g = £ S0I0.00987 )
Par le théoreme de Plancherel, on a

1 o 52 2 P
IR = 5 [, [Ple6ine@) - 1- Z10bi0.0)

2
|

F(&1, &) 2dE, des. (4.84)

Comme W est paire par rapport a ses deux variables, les dérivées partiels de W d’ordre impair sont
nulles en (0,0). Ainsi, par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout (£1,&2) € R? et € €]0, 1], il existe
(21,22) € R? dépendant de &1, &, et € tels que

— 1 — —
Wietr,e%) = 1+ 5 (£260PV(0,0) + = 03W(0,0))
1 — —~ — —
+ 5 (SPGOIW(a1,20) + 32020V (21, 20) + 3G GO (21, 20) + GO W (21, 20))
En injectant cette expression dans (4.84) et en majorant, on arrive a (4.83), ce qui conclut la preuve. O

En utilisant le lemme 4.2.21 et en reprenant les équations (4.80)—(4.81), on obtient formellement

92A, —
cctnpe 240+ (000 = ({255 ) + 42 - 00,0024, ) =0, (455)
DA+ Do + €2 (200 A01p + Do + AD3p.) = O(e*). (4.86)

En particulier, comme ¢. = v/2 — €2, "équation (4.85) nous donne la relation
d1pe = —V2A. + O(c?). (4.87)

Supposons que A, et . convergent vers des fonctions A et ¢, respectivement, lorsque ¢ — 0. En
dérivant I’équation (4.85) par rapport a la premiére variable que 'on soustrait & c.x (4.86) et en
utilisant (4.87), lorsque € — 0, on arrive &

1 2
SOA - %a§A+a;Ia§A+6AalA =0, (4.88)
ol w = (1 + 02W(0,0))"/2 et
O = —V2A. (4.89)
Ici, opérateur 0; ! est défini par
o flwy) =F ! < (fg’y)> (z,9), (4.90)
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4.2. Propriétés de la courbe E\,in

pour f vérifiant & — ]?(f, y)/€ € L2(R) et & y fixé. D’apres I'expression de u. et le calcul effectué, on
obtient formellement, lorsque € — 0,

ue(l‘v y) ~ (1 + e2A (gx7 529)) ei&p(sw,azy)

ot A est une solution de (4.88) et ¢ vérifie (4.89). En effectuant un changement d’échelle, on retrouve
I’équation de Kadomtsev—Petviashvili I. En effet, posons

A(z,y) = wA (E, E) et o(z,y) = w’® (E g) )

w' w w' w

Les équations (4.88) et (4.89) deviennent
1 13 —142
ialA + 6wAO A — 581A +0; 0;A=0 (4.91)
et
P = —V2A. (4.92)
De méme, avec le changement de variables effectué, ’expression de u. devient, lorsque € — 0,

2 c 02 ex 2y
€ £ 1EW qD(T’T)
ue (T, y) ~ <1+w62A (j,y)>e .

w

L’équation de Kadomtsev—Petviashvili I en dimension 2 est donnée par
L3 —152 2
Oru — audzu + iazu =0, Oyu=0, dans RxR7 (KP-I)

ol u est une fonction & valeurs réelles et a € R. Si u est une solution de (KP-I) de la forme u(t, x,y) =

A(z — L,y) (c’est-a-dire que u est une onde progressive de vitesse 1), alors A est solution de (4.91)
avec « = 6w. Pour plus de détails sur (KP-I), on revoie & [65, 25, 26]. Rappelons que (KP-I) est une

équation hamiltonienne et son énergie est donnée par

1
EKp(u):g/ |8xu\2+/ \8;18§u|2+%/ u® (4.93)
R? R? R?

et on note S la fonctionnelle suivante,

S(u) = Exp(u) +%/ u?, (4.94)

R2
appelée laction. L’existence d’ondes progressives non triviales pour (KP-I) est montré dans [25]. De
plus, il est montré que si A est une onde progressive non triviale de (KP-I), alors A € H>(R?),
9;10,A € H*(R?) et A minimise l'action S (c’est-a-dire que A est un ground state de (KP-I)). Enfin,
A vérifie les relations suivantes

1 1
A £ 3wA? + Z(01A)? + (9710, A)? =0,

R2 2 2
1 1

g —A% 4+ 20A% — 5(<’91A)2 +3(9710,A)% = 0, (4.95)
1 1
§A2 +2wA° + 5(alA)2 —(07'0,A)2 = 0.

]RQ

Pour plus de détails sur ces résultats et leurs démonstrations, on revoie aux références citées précédem-
ment.
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ET 521}

iew?® 5
Lemme 4.2.22. Soit u.(z,y) = (1 + we?A (” = y)) e ( ) ot A est une solution non

triviale de I’équation (4.91) et ® est telle que ;P = —/2A. Alors
3wled

B(u.) = 6ewS(A) — 5

S(A) + O(eh) (4.96)

et A
3w

V2

Preuve. D’apres la définition de S en (4.94) et les relations (4.95), on obtient

p(ue) = 3v2ew'S(A) — S(A). (4.97)

S(A)==> [ A’= 1/ (1A =—w | A®= 2/ (07 ' 0:A)2.
3 R2 2 R2 R2 R2

Ces égalités nous permettront de simplifier les expressions lors des calculs.
Posons p.(z,y) = (1 +we?A (5—“‘ 524)) et O.(z,y) = ew?® (“ z y) Calculons dans un premier

w? w w? w

temps I’énergie cinétique. On a

1 9 _56 5 (€T Ey _63w2 2 _
3 Lot =5 [ 1ol (w D) =T [ aar=ssia,

1 edw?
*/ |02 (2, y) = / |0:A7,
2 Rz 2 ]R2

JREE Ve [ 1k we Aol = wte JIRCRRONTS
R2 R2

= wie A? 4+ 2053 A® + w0ed A4
R2 R2
= 3ew!S(A) — 2w*e3S(A) + whe / A4

et par (4.90) et (4.92), 92® = —/20; 10, A et

1
5/ ‘p53295|2:
RZ

=wie / |0y 182A|2+2w555/ |0y 132A|2A+w657/ |07 10, AP A2

(1+w5 A)2[9,0|? = wie' / (1+ weA)2(07 L0, A2
R2

1 5 &
= —wttS(A) +2w"5"/ \81_182A|2A+w657/ |07 0, AP A%
2 R2 R2
Au final, ’énergie cinétique de u. est égale a
. 3
Fuin(ue) = 3ew?S(A) + &3 (wQS(A) - 2w4S(A)) : (4.98)

Pour I'énergie potentielle, en utilisant le lemme 4.2.21, on arrive a

Bpot () = / W (1 [pe ) ) (1 — [pel?) ()
=13 [ e (2e2a (5 0) et (2.0)) o (204 (2. 2) vuieta? (2, 1)).
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En utilisant le lemme 4.2.21 et en effectuant un changement de variables, on arrive a

w2

e
B w?(w? — 1)

8¢

Epot (ue) / (2we? A + w?e?A?) (2we? A + w?etA?)
R2

2
/ (2weA + wetA?) (w5285A +2e* (|01 A7 + AafA)) +0(e%)
R2

_ 50.)4 A2 + EB (UJ5 A3 _ w2(w2 — 1)

A812A) +O(eh)
R2 R2 2 R2

2(,,2 1
et [ A?4+&° <w5 A3+ %/ |81A2> +0(e")
R? R? R?

=3ew!S(A) + % (—w!S(A) + w?(w? — 1)S(A)) + O(e?)
=3:cwiS(A) — 3W?S(A) + O(eh).
En additionant I'expression précédente avec (4.98), on obtient (4.96). Enfin, pour le moment, on a
3

pu) =5 [ =R noibelan) = 5 [~ A+ AN 0)0r0(.0)

3
= % /]R2 (2we?A + Wit A?)(z, y)A(x, y)

=2t [ A%(z,y) + e A3 (z,y) = 3v2ew S(A) — 83W48(A).
R2 7 V2 Jre ’ V2
c’est-a-dire (4.97). O
Preuve de la proposition 4.1.6. Posons
234
g = 3V2ew!S(A) — WJS(A).

Comme a la preuve de la proposition 4.2.16, I'idée est d’exprimer ¢ en fonction de q. afin d’obtenir
E(u.) en fonction de q.. Afin de simplifier les notations, posons

3

qe €
Gp=———— =g — —, 4.99
3\/§S(A)w4 6 ( )
d’ou ’encadrement -
3 <s. <e <1, pour tout € € [0,1]. (4.100)

Par la formule de Taylor—Lagrange et en notant que s, > %, il existe t. € [s., 25.] tel que

e3\? g3
63:<55+6> :52"‘5'(5,
d’ou
1 ’ 3 5
3 3 5
e?=524+0(E) = —— + O .
£ +0(s2) <3ﬁ5(,4)w4) q: +O(a2)

En utilisant cette expression de €3, (4.99) et (4.96), on arrive a

3wied

E(u.) = 6ewS(A)
= V24, — K192 + O(al),

S(A) + O(e%)

o K; = (108\/§S(A)2w8)71. L’inégalité (4.17) découle du fait que E(ue) > Emin(qe)- O
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4.3 Preuve des théorémes principaux

Gréace aux résultats établis dans la section 4.2, on peut maintenant établir les trois théorémes
principaux de ce chapitre.

Preuve du théoréme 4.1.4. L’affirmation (i) s’obtient directement en combinant le lemme 4.2.2, la propo-
sition 4.2.10 et le lemme 4.2.11. La croissance en (ii) s’obtient par le lemme 4.2.12. La proposition 4.2.13
et le lemme 4.2.14 établissent (iii). O

Preuve du théoréme 4.1.5. Par les propositions 4.2.15 et 4.2.16, on obtient les bornes de (i). L’affir-
mation (ii) a déja été montrée au lemme 3.2.8 du chapitre précédent. Etablissons maintenant (iii).
En raisonnant par contradiction, montrons que Eni(q) < v/2q, pour tout q > 0. En effet, d’apres
(4.21), supposons qu’il existe p > 0 tel que Fnpin(p) = v2p. Comme E, est concave, la fonction
q+— Emin(q)/q est décroissante, d’ott

Vo Zenl®) o Bonld) < /5 pour tout g €lopl.

Ainsi Enin(q) = v/2q, pour tout q €]0, p[, ce qui contredit les bornes en (i). Enfin, par le corollaire 4.2.18,
on a Ef (q) — Ef(0) = /2, lorsque ¢ — 0. En utilisant que Fy, est croissante, (4.21) et le
corollaire 4.2.18, on obtient le reste des affirmations de (iii). O

Preuve du théoréme 4.1.7. Par (iii) du théoréme 4.1.4, Fy,;, est concave sur R et par (iii) du théo-
réme 4.1.5, F;n est strictement sous-additive sur [0, q.[ et Emin(q) < \/ﬁq pour tout q € R* ce qui
avait été supposé dans I’énoncé du théoreme 3.1.1. On obtient alors la conclusion du théoreme 3.1.1.
La stabilité est donnée par le théoréme 3.1.3 du chapitre précédent. En combinant, (4.18) et (iii) du
théoreme 4.1.5, on obtient les propriétés sur la vitesse cq, excepté c¢q > 0. En raisonnant par 'absurde,
supposons qu'il existe p €]0,q.[ tel que ¢, = 0. Ainsi, par (4.16) et (4.18), on obtient E, (p) = 0.
Comme FE, est concave, on a pour tout t < s

Er?lin(t) Z E+

m

in(t) Z Er;in(s) Z E+ (ﬁ)v

min

ce qui implique E_, = Ef. =0 sur [p,+00), i.e. By, est constante sur [p, +o00[, ce qui contredit le
fait que Fpi, est strictement croissante sur [p, q.] et ce qui termine la preuve du théoréme. O
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Chapitre 5. Méthodes numériques en dimension 1 et 2

5.1 Introduction
Considérons I’équation de Gross—Pitaevskii non locale
i0u=Au-+u(W=(1—|u?) dans RxRY. (GPN)

Le but de ce chapitre est de réaliser une méthode numérique, en dimension 1 et 2, permettant de
calculer numériquement des ondes progressives d’énergie finie de (GPN), c’est-a-dire, des solutions de
I’équation

icow+Av+v(Wx(1—|v*)) =0 dans RV, (OPNc)
ou ¢ € R désigne la vitesse de ’'onde progressive. Dans les deux chapitres précédents, nous avons vu
qu’une maniere d’obtenir 'existence d’ondes progressives d’énergie finie est d’utiliser une approche
variationnelle et d’étudier le probleme de minimisation sous contraintes

Emin(q) = nf{E(v) : p(v) = q},
pour q > 0, ou E désigne I’énergie de v définie par

B =5 [ Ve [ V=) (-l

et p le moment défini en (3.9) si N =1, et en (4.13) si N = 2. On renvoie aux théoremes 4.1.4 et 4.1.7
du chapitre précédent pour ’existence des ondes progressives en dimension 1 et les propriétés de Ein
en dimension N > 1.

L’expression (4.13) du moment n’est pas adaptée pour les calculs numériques puisqu’elle n’est pas
définie explicitement. Ainsi, on considere le moment @ défini par

Qw = [ G- .00 (51)
R2

Rappelons que lorsque W = ¢y, les ondes progressives d’énergie finie en dimension 2 tendent vers une
constante de module un [37] et présentent une décroissance algébrique vers cette constante, et leurs
gradients ont aussi une décroissance algébrique vers zéro [41, 42]. En utilisant ces résultats, on peut
en déduire que, si u est solution de (OPc) alors (i(u — 1),0;u) € L*(R?), quitte & multiplier u par
une constante de module un. Comme u est d’énergie finie, d;u € L*(R?) et le moment Q(u) a bien
un sens. Ce moment @ est égal au signe prés au moment p défini en (4.13). En effet, en notant que
(101u, u) = (101u,u — 1) + (101 u, 1) et par définition de G en (4.12), on arrive a

. 1 .
p() =G0, w) = 5 [ (01,0 -1) = Q).
]RZ
C. Scheid et D. Chiron proposent dans [21, 22] plusieurs méthodes numériques permettant de
calculer des ondes progressives de 1’équation

i0pu = Au+uf(Jul?), dans R x R?

lorsque u présente des conditions non nulles & U'infini et pour différentes familles de non-linéarités
locales, par exemple lorsque f est cubique-quintique ou lorsque f(p) =1 — p. Notons que les méthodes
numériques utilisées dans [22] permettent de calculer des ondes progressives qui ne sont pas solutions
du probléme de minimisation Ep,i,(q). Dans notre cas, nous utiliserons en dimension 2 la méthode de
pénalisation présentée dans [21], qui nous rameénera & un probléme de minimisation sans contraintes.
Dans un contexte un peu différent, lorsque les conditions sont nulles & l'infini, X. Antoine et R.
Duboscq ont développé un programme, appelé GPElab, permettant de calculer les états fondamentaux
et stationnaires de I’équation de Gross—Pitaevskii et de simuler des condensats de Bose-Einstein en
rotation (voir par exemple [3]).
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5.2. Méthode de gradient par projection en dimension 1

Les méthodes proposées dans ce chapitre sont basées sur une méthode de gradient. L’algorithme
du gradient est un algorithme d’optimisation numérique permettant de calculer les minimiseurs d’une
fonctionnelle. On renvoie & [2] pour une description générale de I'algorithme. Précisément, soit F': £ — R
une application différentiable, ot F est un R-espace vectoriel de dimension finie. Notons <, >g un
produit scalaire sur E. Pour X, H € E et t — 0, par la formule de Taylor, on a

F(X+tH)=F(X)+t<VF(X),H >g +o(t).
En particulier, si H = —VF(X), c’est-a-dire la plus forte pente, on obtient
F(X +tH) = F(X) —t|VF(X)||% + o(t). (5.2)

En partant de U(®) € E, I'idée générale de Palgorithme du gradient est de calculer un minimiseur de F
par la suite

urth =yt _ svEU™),

puisque, d’apres (5.2) et pour & > 0 assez petit, on a F(U™1t)) < F(U™).

L’intérét d’obtenir numériquement les minimiseurs de FEy,i, est double. D’une part, cela nous
permettra de tracer les diagrammes énergie-moment pour une distribution W donnée afin d’illustrer les
résultats établis au chapitre 3 et 4. D’autre part, cela nous permettra de formuler des conjectures en
prenant des distributions ne vérifiant pas toutes les hypotheéses de la section 4.1.2.

L’organisation de ce chapitre est la suivante. La section 5.2 est consacrée a 1’établissement d’une
méthode de gradient avec projection en dimension 1. Dans la section 5.2.1, nous ferons quelques rappels
sur la transformée de Fourier rapide, qui nous servira a traiter le terme non local de I’énergie potentielle.
Apres avoir calculé le gradient de ’énergie discréte en section 5.2.2; on tracera les courbes d’énergie
ainsi que les solitons numériques pour plusieurs distributions YV données, en section 5.2.3. La section 5.3
est consacrée a la dimension 2 et la section 5.3.1 présente le lien entre la méthode par pénalisation et
Fin. La discrétisation du plan, que 'on fera en variables étirées, est détaillée dans la section 5.3.2. La
section 5.3.3 est consacrée au calcul du gradient lorsque W = 4. Dans la section 5.3.4, nous présenterons
un algorithme de type transformée de Fourier rapide non uniforme pour traiter le terme non local.
Enfin, pour différents potentiels W, les courbes d’énergie et les solitons seront tracés en section 5.3.6.

5.2 Meéthode de gradient par projection en dimension 1

Pour un vecteur A € CY ou RY, on note A[k] ou Ay, sa k-iéme composante. De plus, pour deux
vecteurs A, B de taille N, la notation A.* B désigne le vecteur produit de taille N défini par

A. x B[k] = A[K]B[K].

Dans cette section, notre but est d’approcher numériquement les solutions du probléme de minimisation
sous contraintes

Enin(q) = inf{E(v) : p(v) = q},

pour q > 0. Afin de résoudre ce probléme, nous allons utiliser une méthode de gradient par projection.
Introduisons la discrétisation spatiale que ’on utilisera tout au long de cette section. On se place sur un
segment de type [—L, L] avec L > 0. Le fait de se placer sur un segment de taille finie est justifié par le
fait que, dans le cas W = 4y, les solitons présentent une décroissance exponentielle en module vers 1.
Le pas d’espace est noté h > 0 et (z;); I'ensemble des points équidistants du maillage. Précisément, on
axr;j=—L+jhavecl<j <N et N=2L/h—1. Dans I'ensemble du chapitre et des tests numériques,
on choisira h et L de sorte que N € N et N > 2. Par convention, on pose zg = —L et xny41 = L, qui
ne sont pas compris dans le maillage. On peut donc schématiser le maillage en espace de la maniere
suivante :
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x1=—L+h T2 T3 TN-1 ey =L—h
L A e N
—

Avant de détailler notre méthode, rappelons quelques définitions concernant la transformée de Fourier
discrete, qui va nous permettre de traiter le terme non local dans I’énergie potentielle.

5.2.1 Utilisation de la transformée de Fourier rapide

On appelle transformée de Fourier discréte (notée TFD) Dapplication qui, & un vecteur s =
(s[n]))1<ncn € CN donné, associe le vecteur S € CV de composantes

N
Sk] = Z s[n]e_%("_%)(k_ N;l), pour 1 < k < N. (5.3)
n=1

De méme, on définit la transformée de Fourier discréte inverse (notée iTFD) par 'application qui, & un
vecteur R = (R[n]))1<n<n donné, associe le vecteur r de composantes

N
1 i
rlk] = N E R[n]e+27(”_ S =5, pour 1 < k < N. (5.4)
n=1

Notons que ces opérations sont inverses 'une de autre. Un calcul direct donne un cotit de O(N?) pour
un vecteur de taille IV, ce qui peut devenir tres long a calculer numériquement si IV > 1.

En 1965, John Tukey et James Cooley proposent 1'algorithme de la transformée de Fourier rapide,
notée fft, a I'usage des télécommunications et du traitement du signal (voir [60] pour le détail de
Palgorithme et pour des applications), calculant la TFD d’un vecteur de taille N tout en réduisant
le colit & O(N log(N)), ce qui devient beaucoup plus intéressant au niveau du temps de calcul. On
utilisera dans I’ensemble du document la notation fft (resp. ifft) pour calculer la TFD (resp. la iTFD)
d’un vecteur, via cet algorithme. L’objectif de la partie suivante est d’utiliser la fft afin d’approcher la
transformée de Fourier continue.

L’approximation est basée sur le calcul suivant. Soit f une fonction a support compact, dont le
support est inclus dans [—L + h, L — h]. Alors, la formule des rectangles & gauche nous donne, pour
¢eR,

L

~ N Tyl N
f(é) = /Rf(x)e—iwfdx = /_L+hf(x)e_”€dx = ;/ f(x)e ®edy = h;f(xj)e_”ff + O(h).

Notons que O(h) dépend de &. De plus, comme N = 2L/h — 1, on obtient que z; = h (j — &)
D’apres (5.3) et les calculs qui précedent, on définit fts, approximation de la transformée de Fourier
d’une fonction f, par

ftS(Vf) = hfft(Vf), (5.5)
ou
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o~

Ainsi, fts(Vy)[k] est une approximation de f(§x) ol & est défini par

2w N+1
a2 k-

= — 1<k<N. .
hN 2 )’ sks (5:7)

De la méme maniere, par la formule des rectangles a gauche, la transformée de Fourier inverse sera
approchée par

ifts(V,) = %iﬂt(vg), (5.8)

Vo =1l9(&), - 9(én)]- (5.9)

L’étude de I'erreur pour la transformée de Fourier continue est effectuée en annexe a la proposition B.1.
Comme expliqué dans 'introduction, le but de cette partie est de réaliser une convolution numérique
par l'intermédiaire de la fft. Rappelons que pour deux vecteurs U et V de taille N > 1, la convolution
numérique calcule la quantité

conVuum (U, V)[K] =) U[j]VIk+1 - j].

M-

I
—

J

Dans le cas ot U = Uy = [f(x1), ..., f(zn)] et V =V, = [g(x1), ..., g(xn)] avec f et g & support dans
[—L, L], la quantité
heonvyum (Uy, Vy) [K]

est une approximation par la formule des rectangles a gauche de
fro) = [ flaglo - n)de
[_LvL]

Soient f et g appartenant a S(R). Exprimons la convolée de f et g en terme de leur transformée de
Fourier. Comme

F(f+g)=F())F(9)
et F(f)F(g) € S(R), par inversion de Fourier, on obtient

frg=F HF()F ). (5.10)

Ainsi, en utilisant les approximations (5.5) et (5.8), la convolution par fft est définie, pour deux vecteurs
U,V € CV, par
convg (U, V) = ifts (fts(U). x fts(V)) . (5.11)

D’apres (5.5), (5.8) et (5.11), convgg est une application bilinéaire. La convolution (5.11) présente
deux avantages par rapport a la convolution numérique. D’une part, dans le cas ou I'on connait déja
la transformée de Fourier de f ou g, il suffit de remplacer la quantité fts(U) ou fts(V) par (f(&x))
ou (g(&k))k. Le second avantage est la rapidité de convg par rapport a la convolution numérique.
Considérons deux vecteurs U et V' de taille N > 1. Le calcul de convyum (U, V)[k]| nécessite k additions
et k multiplications. Ainsi, le coiit total de convy,m (U, V') est de Zszl 2k = O(N?). A Dinverse, le
calcul de la convolution par fIt nécessite un cofit de :

- O(Nlog(N)) pour le calcul de fts(U)

- O(Nlog(N)) pour le calcul de fts(V')

- O(N) pour le calcul de fts(U). * fts(V)

- O(Nlog(N)) pour le calcul de ifts (fts(U).  fts(V))
Au final, on obtient un cofit total de O(N log(N)). La différence entre convg; et convy,, en terme de
temps de calcul est illustré en annexe.
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La formule (5.11) va nous permettre de calculer numériquement le produit de convolution Wi (1—|u|?)

dans I'énergie potentielle. Dans la plupart des cas, il sera plus intéressant de travailler avec W plutot
qu’avec W. Ainsi, & partir de maintenant, on utilise I’abus de notation, pour A € CV,

1 217r N+1 N+1
convg, (W, A)] 52:: (&) fts(A)[jle ™ k= =)0-T27), (5.12)

Ici la transformée de Fourier de W est connue et il n’est pas nécessaire de calculer son approximation
par fts. Terminons cette sous-section par la propriété suivante.

Proposition 5.2.1. Soient W une distribution tempérée vérifiant les hypothéses (H1)-(H2) et A, B
deuz vecteurs appartenant a CN. Alors,

N N
> conve (W, A)[k]B[k] = conveg (W, B)[] A[K]. (5.13)

k=1 k=1

L’hypothése (H2) est juste utilisée ici pour la continuité de W. La formule (5.13) est I'analogue
discret de la relation (3.12).

Preuve. Par le changement d’indice m = (N + 1)/2 — n et en développant convg (W, A), on a

N N N
ZCOanft W, A)[k] => Z G > A (=53 (=57) | 2 (=T (k= "57) B
k=1 k=1n=1 Jj=1
N =Nz N " y .
- Z w <§N2+1_m) ZA[]]@ N U=TIm ) em W) Bk
k=lm=(N"1)/2 =

Comme W vérifie (H1), W est paire, donc

W (e ) =W (€21

Ainsi, en effectuant le changement d’indices n = m + (N + 1)/2, on obtient

N N N N
3" conva (W, A)KIBIK = S S W(E) [ Y AlleF U0 | o (-5 -5 gy
k=1 k=1n=1 j=1
N N N v
=2 > &) (Z BlkJe (=550 ”2“>> e (= IEN0-5) 4[]
j=1n=1 k=1
N
= Z convg (W, B)[k]AlK],
k=1
par permutation des sommes, ce qui nous donne la relation voulue. O

5.2.2 Mise en oeuvre
Pour une onde progressive v solution de (OPc), par le théoréme 1 de l'introduction générale, on a

lim v(z) # lim v(z),

T—r—00 r—r 400

et ces deux limites dépendent de la vitesse c. Ainsi, il n’est pas possible d’imposer au bord des conditions
de Dirichlet pour notre probleme puisque la vitesse n’est pas connue par avance. Par contre, les solitons
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du théoréme 1 présentent une décroissance exponentielle en module vers 1. Ainsi, pour = assez grand et
si u est solution de (OPNe¢) lorsque W = 4y, on a u/(z) ~ 0. De ce fait, on considére des conditions de
bord de type Neumann, c’est-a-dire que pour U € CV, on pose

Ulo] = U],
{ UH] - U[[}\Ur 1]. (5.14)

Soit W une distribution tempérée vérifiant (H1)-(H2). L’énergie et le moment sont discrétisés par la
formule des rectangles a gauche : Pour U € CV vérifiant (5.14), avec U[k] # 0 pour tout 1 < k < N,
on pose

UK + 1) - UK

B (U , Epou(U ZCOHVf& (L= [UP)IEQ —[U*)[K]

Zf_fRe(WW’ﬂ) (4 e

Dans notre cas, CV est vu comme un R espace vectoriel de dimension 2N, muni du produit scalaire
suivant : Pour U,V € CV, on note

1\3\?

k=1

et

(U, V)en :==h> (U[k], V[K]), (5.15)

ott (a,b) = Re(ab). Par une méthode de gradient avec projection, nous allons calculer numériquement
un vecteur U € CV solution du probléme

min{ E°(U) : p(U) = q}.

Ce probléme est I’équivalent discret du probléme de minimisation sous contraintes Enin(q). La propriété
qui suit nous donne ’expression du gradient de Efzin et Egot pour le produit scalaire (5.15).

Proposition 5.2.2. Soit W une distribution vérifiant les hypothéses (H1)-(H2). Pour tout 1 < k < N,
1

VEY (U)[k] = 3 (QU[K] = U[k — 1] — U[k + 1)) (5.16)
et
VES . (U)[k] = —Ulk]conveg (W, 1 — |U|*)[k]. (5.17)

Preuve. Soit H € CV et t # 0. Démontrons dans un premier temps (5.16). On a,

EX (U +tH) —
t

Ean(U) _ %Zw[/@ + 1] = U[k], H[k + 1] — H[K]) + O(t)
k=1

1 N
) > (Ulk+1] = U[K)], H[k]) + O(t).

k=2 k=1

Par (5.14), on obtient

(U2] - U1], H{1]) + O(t)

B (U+tH)-E}, (U) 1 -
" k _EkZ:Q@U[k]_U[k—l]—U[k+1]7H[k]>—

1
t h
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ce qui nous donne (5.16) lorsque t tend vers 0.
Calculons maintenant le second gradient. Par linéarité de A — convg (W, A), on a

pot(U +tH) Egot(U) ﬁ

t 4t

WE

(1= |U +tH*)[k] = (1 = [U*)[K]) conve (W, 1 — [U + tH|*)[K]
1

£ 030~ U] eonvi (W, (1~ |U + ) — (1~ [U) K]

M= 7

P

k

Il
-

Comme (1 — |U +tH|?)[k] — (1 — |U|?)[k] = —2t(U[k], H[K]) + O(t?), on obtient par passage a la limite,

pot(U +tH) Egot(U)
t—>0 t

»M;

Z H[k])conveg (W, 1 — [U[*)[k] — 2conva (W, (U, H))[k](1 — [U*)[K])) -

En utilisant la proposition 5.2.1, on obtient (5.17).
L

Décrivons maintenant la méthode de gradient avec projection. On fixe un vecteur U € CV, g > 0,
un pas de descente dy > 0, un pas de projection ds > 0, et deux tolérances, €; > 0 la tolérance globale
et g9 > 0, la tolérance de projection. Une itération est divisée en deux étapes. La premiere étape

consiste & diminuer la fonctionnelle d’énergie E° = EJ. + Epot, gréce au calcul du gradient effectué a

la proposition 5.2.2. La seconde étape est I’étape de projection. On notera par Ly I'étape de projection,
c’est-a-dire qu’a partir d'un vecteur V € CV, on obtient un vecteur Ly(V) = U avec [p®(U) — q| < 3.
Cette étape de projection est basée sur le calcul formel suivant. La proposition 3.4.2 au chapitre 3 nous
donne que la différentielle du moment renormalisé est égale &

el = [ (i 0h o e CR)
Soient q > 0 et u une solution de ’équation
Oru = —i(q — p(u))dzu. (5.18)

Alors,

0= p0)? = =20 = pla))dp(w)[0ra] = ~2a = plw) [ (i0r.00).

Comme wu est solution de (5.18), on obtient

@) = =2 s [ 0f <0,

et la fonction ¢ — (q — p(u(t)))? est décroissante. En notant, pour un vecteur V € C¥, le vecteur
0,V € CN défini par

VItU=VIK o g £ N
= h ’
AU { 0 sik =N,

I’algorithme de projection s’écrit alors,
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5.2. Méthode de gradient par projection en dimension 1

Données : Pour Ve CV, dy > 0et q>0

Poser V(O =V, k=0 et 7(0) = 2¢,

tant que r(k) > eo faire
-Caleuler VD = V() —id, (q — p?(V#))) 9,V
-Calculer le résidu r#+1) = |q — p? (V1))

“Itérer k< k+1
fin

Algorithme 1 : Méthode de projection.

Enfin, I'algorithme général de la méthode de gradient s’écrit de la maniere suivante :

Données : Pour U € CV, d; >0et q>0
Poser U0 = U, k=0 et r(0) = 2¢;
tant que r(k) > ¢; faire

-Calculer VK = U*) — ¢, VES(U®)

-Poser UK+ = L (V)

-Calculer le résidu r++1) = |[UF+) — y®)||

“Itérer k< k+1
fin

Algorithme 2 : Méthode de gradient a pas constant avec projection.

Dans ’ensemble des tests numériques présentés en section suivante, on fixe une tolérance globale
de g1 = 10710 et une tolérance de projection de e = 1075, Pour la taille du segment, on choisit L de
I'ordre de 103. Le pas d’espace h sera pris entre h = 0.1 et A = 0.01, les pas d;, do sont pris égaux a
1073 ou 10~%. Concernant le vecteur d’initialisation, il est intéressant de prendre U® proche d’une
approximation d’un soliton de (GPN), afin de réduire le temps de calcul. En utilisant I’équation de
Korteweg—de Vries en section 4.2.4, nous avons montré formellement que, lorsque ¢ = v/2 — &2,

w(x) ~ (1 + 2 A(ex))e= =)

ol u est la solution de (OPNc) et

1 x w T =
Aw) = —sech? (5-) . ola) = 5 tanh (55) et w=0+0m )2
Cela permet d’obtenir une approximation numérique des solitons de vitesse ¢ ~ /2 (donc de moment
q ~ 0), pour une distribution W choisie.

Pour W (ou W) fixé et q > 0 proche de 0, en démarrant d’un vecteur U, on calcule numériquement
Uq € CN (i.e. p°(Uq) = q) et son énergie E°(U,) par la méthode de gradient avec projection. Une fois
le vecteur Uy obtenu, on augmente la valeur de g de Aq = 0.01 et on calcule le vecteur Uqiaq (i-e.
pé(UcH_Aq) = ¢+ Aq) en prenant cette fois comme initialisation U(®) = Uy. On itere cette procédure
jusqu’a obtenir assez de points pour tracer la courbe d’énergie E5(Uq) en fonction de g, approximation

de Emin(q).

5.2.3 Observations numériques

Calculons numériquement les vecteurs U, par notre méthode de gradient avec projection pour les
potentiels (i) et (ii) de la section 4.1.2. En figure 5.1, on trace la courbe d’énergie E°(U,) en fonction
de g et les vecteurs Uy en module correspondants a q = 0.05, ¢ = 0.55, g = 1.1 et q = 1.5, pour les
potentiels

g

- _ aeBlal
Wap 5_2a(50 ae” M), (5.19)
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avec a = 0.05, 5 = 0.15, et

Wi = ﬁ(éo —aV),  avee V(&) = W (5.20)

avec o = 0.8. Dans les deux cas, on observe que la courbe d’énergie est concave et que la droite v/2q est
tangente a la courbe, ce qui est en accord avec les propriétés sur la courbe minimisante démontrés aux
théorémes 4.1.4 et 4.1.5. Notons que la forme des graphes en figure 5.1-(d) et les solitons pour W = ),
tracés en figure 1.2, sont trés similaires. A inverse, les graphes des vecteurs Uy en figure 5.1-(b) sont
assez différents et présentent des valeurs supérieures & 1 sur RT. Remarquons enfin que la courbe
d’énergie, pour chacun des deux potentiels, semble constante pour q > 1.5, comme dans le cas W = §g
pour la courbe Ep,;, (voir figure 3.1).

Etudions maintenant deux autres potentiels. Le premier est proposé dans [68] comme modele pour
I'interaction dans la condensation de Bose—Einstein

1
Wo =200 = 5 (8, +3-0). (5.21)

Notons que Wg(ﬁ) = 2 — cos(0¥), et pour o > 0, W, vérifie (H1), (H2). De plus, W, est analytique
sur C, mais présente une croissance exponentielle sur H. Ainsi, W, ne vérifie pas (4.5) dans (H3).
Cependant, les tracés en figure 5.2-(a) et (b) montrent que la courbe d’énergie est concave et qu’il
semble exister des ondes progressives pour tout q €]0, q.[. Notons que les graphes des vecteurs U,
présentent des oscillations, a la différence de ceux tracés en figure 5.1. Cela nous ameéne a penser que
I'hypothese (H3) est une condition suffisante mais non nécessaire pour assurer la concavité de la courbe
minimisante et donc 'existence d’ondes progressives.
Finalement, considérons

Wape(§) = (14 a€” + beh)e™ ¢, (5.22)
proposé dans [6, 64] afin de décrire un fluide quantique comme 'Hélium 4. Pour (5.22), on considére les
parameétres a = —36, b = 2687.38, ¢ = 29.58. Dans ce cas, la distribution vérifie (H1), mais ne vérifie

pas (H2) ni (H3). Cependant, on observe en figure 5.2 que la courbe d’énergie est & nouveau concave et
que la droite v/2q est tangente & la courbe. Enfin, on obtient encore la méme valeur critique pour le
moment, i.e. g, >~ 1.55.
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B Uy A
0.4 V2q
1 R
031 ot T R 0.8 1
T
+++++++ 0.6 |
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0.2 ¢ o
W
+ 041
o
0.1 1/,
0.2 1
0 ! ! ! ! t t ! : ! ]
0 0.5 1 1.5 2 q -30 -20 -10 0 10 20 30 o
a) Courbe d’énergie pour (5.19) et a = 0.05, 5 = 0.15. b) |Uq| pour (5.19) et o = 0.05, 5 = 0.15.
q
|Uq[K]|
Eé(Uq) 1
V2q
1+ -+
AR
++++++ 0.8 1
0.8 t +F
+++
¥ 0.6 |
0.6 | <
&
+ 04
04| [f T e q=0.05
e q =055
1 — q=11
0.2 | 0.2 — q=15
0 ; } } } : : : : >
0 0.5 1 1.5 2 q -30 -20 -10 0 10 20 30 Zh
(c) Courbe d’énergie pour (5.20) et v = 0.8. (d) |Uq| pour (5.20) et o = 0.8.

FIGURE 5.1 — Courbes d’énergie et vecteurs Uy en module pour les potentiels (5.19) et (5.20).
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E*(Uy)
V2q
I
o+
o+
1 o
4
|
0
/
A
0.5 |
0 - - - -
0 0.5 1 1.5 2 q

(a) Courbe d’énergie pour (5.21) et a = 10.

E2(Uy)
V2q
1 £
e
0.5 f It o
++++++
W+ '
/¥

0 - - - -

0 0.5 1 1.5 2

(¢) Courbe d’énergie pour (5.22) et a = —36, b = 2687.38,

c = 29.58.

047 I ———-q=0.05
“ q=0.35
| — q=038

0.2 ¢ | . g=15

30 —20 -10 0 10 20 30 ,
Tk

(b) |Uyg| pour (5.21) et a = 10.

|Uq[K]|
1.2 %

0.8
0.6 +
0.4+

0.2

30 —20 -10 0 10 20 30

(d) |Uq| pour (5.22) et a = —36, b = 2687.38, ¢ = 29.58.

FIGURE 5.2 — Courbes d’énergie et vecteurs Uy en module pour les potentiels (5.21) et (5.22).
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5.3 Meéthode par pénalisation en dimension 2

5.3.1 Description de la méthode et lien avec E,;,

La pénalisation est une méthode permettant de transformer un probléme de minimisation avec
contraintes en un probléme de minimisation sans contraintes. Nous renvoyons & [2] pour le principe
général et & [21, 22] pour application au calcul numérique d’ondes progressives dans le cas d’une
interaction locale.

Pour p > 0, > 0 et v € £(R?), on définit la fonctionnelle £ par

L(v.1) = E@) + 5 (1= Qv))?, (5.23)

ou

E(v) = %/Rz |Vo|? + i /Rz W (1= ) (1—1[v?) et Qv)= %/Rz@'(v —1),01v).

Pour v € £(R?), on suppose implicitement que v — 1 € L?(R), de sorte que son moment Q(v) ait bien
un sens. Considérons le probleme de minimisation

Lonin(p) = inf{L(v, ) : veER?)}. (5.24)

La proposition qui suit établit le lien entre L, et Fnin. Cette proposition est une version adaptée
au cas non local de la proposition 3 dans [21]. Pour la preuve, nous aurons besoin de supposer la
régularité de Eyin. Notons que si Eni, est dérivable sur R, la relation (4.19) du théoréme 4.1.8 devient

dEmin
dQ
Proposition 5.3.1. Soient W une distribution vérifiant les hypothéses (H1)—(H2), u, q, o des constantes

strictement positives et u € E(R?) telle que Q(u) = q. Supposons que Eniy, soit concave et dérivable sur
RT.

(@) = cq. (5.25)

(i) Siw est solution du probléme Luyin(1), alors u est solution du probléme FEwin(q). De plus, u est
solution de (OPNc) avec une vitesse ¢ = cq vérifiant (5.25).

(ii) Supposons que Ewnin admette une dérivée seconde en q telle que
dQEmin
dQ?

Si u est solution du probléme de minimisation Ewin(q), alors u est solution de (OPNc) avec une
vitesse ¢ = cq vérifiant (5.25) et u est un minimiseur local de L(-, 1) pour p = q+ cq/c.

(a) > —a. (5.26)

Le fait de minimiser L,,;, permet ainsi de retrouver les minimiseurs de F,,, et donc des ondes
progressives de (OPNc). Cette méthode présente 'avantage de faire disparaitre la contrainte sur le
moment et donc d’éviter une étape supplémentaire de projection, comme pour notre méthode en
dimension 1. A l'inverse, il n’est pas possible de choisir un q particulier pour le calcul d’'un minimiseur
de [/min-

Preuve. Montrons (i). Soit v € £(R) avec Q(v) = Q(u) = q. Comme u est solution de Lyin (1), on a
a a
L) = B() + 2 (1~ Q) < L(o,p) = Bw) + 2 (1~ Qv))?
c’est-a-~dire, E(u) < E(v). Comme v est arbitraire et par définition de Fuin(q), on obtient que u

est solution du probléme FEyi,(q). Le fait que u soit solution de (OPNc¢) découle directement du
théoreme 4.1.8.
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Montrons maintenant (ii). A nouveau, par le théoréme 4.1.8, u est solution de (OPNc) avec une
vitesse ¢4 satisfait la relation (5.25). Comme p = q+ ¢q/a et E(u) = Emin(q), on a, pour v € £(R?),

L(v, 1) = L(u, p) = B(v) = Bw) + 5 (21 = Q(v) = Q(u))(Q(u) — Q(v))
= B(v) = B(u) + 5 (0= Q(v) + 2¢4/a)(a — Q(v))
= B(v) - B(u) + (1~ Qv))* + ¢4(a — Q(v))
> Buin(Q()) = Buin(0) + 5 (@ = Q()* + e(a — Q(v)).

Choisissons v dans un voisinage de u, de sorte que Q(v) soit proche de Q(u) = q (voir corollaire 2.4
dans [19]). Ainsi, en utilisant la relation (5.25) et en appliquant la formule de Taylor & Ep;, en g a
lordre deux, on obtient

1 d? Erin
£loup) = £l p) = 570 @) - Q) + 5 (1 - Q)P +o((a - Q)
N 1 d2Emin 2 2
— 3 (i@ a) - QW)+ olla — QW)
Pour Q(v) proche de q et en choisissant o comme en (5.26), on obtient le résultat voulu. O

5.3.2 Discrétisation du plan en variables étirées

Avant de détailler notre méthode, explicitons la discrétisation que nous allons utiliser. Afin de
discrétiser le plan, on travaille en variables étirées. Soient D =] — 7, 2[ Ry > 0, Ry > 0 et considérons
le changement de variables bijectif suivant,

v . D = R2
F5) (m(f) tan(m)_ (5.27)

Ry Ro>

Pour N € N*, on choisit une discrétisation cartésienne uniforme de l’adhérence de D avec pour pas
d’espace h = w/N. On note X,Y € Mpy1(R) les matrices suivantes.

—7/2 —T/2 .- —m/2 ] (—7/2 —7w/24+h -+ 0 -+ 7/2]
—n/2+h —7w/24+h -+ —w/24h —-r/2 —-7/24h -+ 0 - T/2

X = 0 0 0 Y= x2dh e 0 e w2
| /2 /2 /2 ] |—7/2 —7m/24+h --- 0 --- 7/2]

Ainsi, le plan R? est maillé par la grille non uniforme (tan(Xg ;)/R1,tan(Yy ;)/Re)k,j, pour
2 < k,j < N. Les coefficients Ry et Ry permettent de dilater la grille et d’espacer ou de rapprocher les
points centraux. En figure 5.3 est tracée la grille pour différents choix de R; et Ro. Notons qu’avec
notre discrétisation, on a, pour tout 1 < j < N + 1,

tan(Xy;) tan(Xn11,5)
RO R
et pour tout 1 <k < N + 1,
tan(Yp,1) tan(Yr nvy1)
RQ - OO) RQ - +OO,
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5.3. Méthode par pénalisation en dimension 2

ce que l'on ne retrouve pas avec une grille uniforme de type [—L, L]?.

Rappelons que dans le cas de la dimension 2 et pour W = 4y, on a le résultat suivant [8, 12] : Soient
c €]0,v/2[ et u une onde progressive de (GP) d’énergie finie et de vitesse c. Alors, il existe A € C de
module un, tel que

lim u(z) = A
|z|—+o0

Quitte a multiplier par une constante de module un, on peut alors supposer que u tend vers
1 lorsque |z| tend vers +oo. Pour u € E(R?), on note U € Mny41(C), la matrice approchant
u(tan(X)/Ry,tan(Y)/Rs). D’apres la remarque précédente, on impose & U des conditions aux bords
de type Dirichlet, c’est-a-dire

1 sik¢[2,N],
Up; =< ou, (5.28)
1 sijé¢[2N]

Rappelons aussi que les ondes progressives en dimension 2 dans le cas local présentent une dé-
croissance algébrique vers 1 [41, 42], ce qui justifie le choix de notre discrétisation. A Tinverse, le fait
d'utiliser une grille cartésienne de type [—L, L)%, peut entrainer de erreurs d’approximation et des
oscillations au bord.

20

-{ 10

-20

L T e e a0
30 20 10 0 =10 =20 -30

(b) R1 = Ry = 0.05.

FIGURE 5.3 — Grille (tan(X)/R1,tan(Y)/R2).

Afin de simplifier les notations, on notera désormais cos(Xy) pour cos(Xy, ;) (respectivement cos(Y ;)
pour cos(Yy,;)). Comme expliqué dans la section 5.3.1, nous allons utiliser une méthode de gradient afin
d’approcher les minimiseurs de £. Pour tenir compte au niveau discret du changement de variable (5.27),
on considere le semi-produit scalaire sur My 41(C) suivant :

N
1
= h?
(U» V)MN+1(C) k;2 R1R> COS(XIC)2 COS(Yj)2

Re(Uy i Vi j)- (5.29)

Ce n’est pas un produit scalaire puisque (U, U) rqy,,(c) = 0 n’implique pas que U = 0pq,,,(c)- Ici,
Pensemble des inconnues discrétes correspond a Iensemble des matrices de My 11(C) auquel on a

enlevé les premieres et dernieres lignes et colonnes, c’est-a-dire un espace vectoriel réel de dimension
2(N —1)2.
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Chapitre 5. Méthodes numériques en dimension 1 et 2

Notons £° une discrétisation de £, que 'on définira en section suivante, et VL° le gradient de £°
pour le produit scalaire (5.29). Soit V = H + iK avec H, K € Mn4+1(R) telles que

0 siké¢[2N] 0 sikée[2N],
Hy ;=4 ou, et Kj,; =4 ou, (5.30)
0 Sij¢[2vN]7 0 Sl]¢[27N]

Alors, en notant V£ (U) (respectivement Vz£%(U)) la partie réelle de VL?(U) (respectivement
la partie imaginaire de VL£°(U)), on obtient, lorsque t — 0,

N 1

é _ 8 . . é . .
LU +tV) = L) = =, Ry Ry cos(Xy)? cos(Y; )2 (VR[' (U)k,jHi,j + VL (U)k,ka,J)'

(5.31)
Cette égalité nous sera utile lors des calculs de gradient afin d’identifier facilement la partie réelle et
imaginaire de V£°. Enfin, on impose au gradient de £° des valeurs nulles au bord et on ne calcule donc
que les valeurs pour (k,j) € [2, N]?.

5.3.3 Calcul des gradients dans le cas local
Pour u € £(R?), notons @ la fonction définie par

(TR D — R

~ ~ an(Z an(y 532
(Z,9) u(tR(l)a‘tR(Qy))' (5:52)

Commencgons par traiter le cas local, c’est-a-dire W = §y. L’énergie et le moment deviennent, par le
changement de variables (5.32),

Ry _9c08%(Z) R _19c08%(7) 1 / (1 — |a|?)?
Eu) = —
() 2R; /Dz Ol cos?(9) R, 2R,y ‘ 021 cos?(Z) + 4R Ry Jp2 cos?(Z) cos?(7)

et

1 o B 1
Qu) = TJ%Q/DQ<’(“_1)’31“>M'

Pour U € Mp4+1(C), on discrétise I’énergie cinétique, I’énergie potentielle et le moment par

R, cos? 2
Ek]n Z R2 0082 (‘Uk-i,-l Jj Uk]| + |Uk7J Uk—l,j‘ )
Z Ry cos” (|Uk 1~ Ui)> +Us; — Us 4_1|2) (5.33)
4 Rl COS2 »J 3J »J »J ’
2 NN
(1—|Ux*)?
B ( 5.34
por(U T AR R, ;kﬂ (cos(Xk)? cos(Y,)?) (5:34)
et
Q°(U) ZZRe( Un; — (U1 —Urs ,)) 1 (5.35)
4R2] s I 7 ) cos(Y ;)2

Enfin, posons
(0%
LU, 1) = En(U) + Egon(U) + 5 (= Q°(U))*.
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5.3. Méthode par pénalisation en dimension 2

Le but est de calculer numériquement, &  fixé, un minimiseur U € My 1(C) de L(-, ) avec U
vérifiant (5.28), par une méthode de gradient.

Concernant la discrétisation de ’énergie cinétique, nous avons choisi d’utiliser une dérivée a droite
et & gauche pour discrétiser 014 (respectivement Oo@), cela nous permet d’éviter les problémes de
dissymeétrie. De plus, le fait d’utiliser, pour I’énergie cinétique, une différence centrée pour la dérivée
peut provoquer des oscillations sur le minimiseur calculé numériquement.

On notera A € My41(R) (respectivement B € My 41(R)) la partie réelle (respectivement la partie
imaginaire) de U. Les propositions qui suivent nous donnent ’expression du gradient de El‘fim Egot et
Q° pour le produit scalaire (5.29).

Proposition 5.3.2. Pour tout (k,j) € [2, N]?, on a

R2
(VRESn)kj = Y% 5 ((Agj — Ap-1) c05* (Xp—1) cos®(Xg) 4 (24 — Ary1,; — Ak—1,) cos* (Xp,)
— (Apy1j — Ak j) cos®(Xgq1) cos®(Xx))
R2
+ =5 2h2 ((Ak,g A}c,jfl) COSQ(ijl) COS2(Y ) (QAkJ Ak’jJrl — Ak,jfl) COS4(Yj)
— (Akj+1 — Akj) COSZ(YjJrl) cosz(Yj)). (5.36)
et
5 R?
(VzEiin)ki = 573 5((Brj — Br—1,7) cos”(Xg_1) cos*(Xy) + (2Bk j — Bry1,; — Br-1,5) cos*(Xy)
— (Brt1,j — Bi.j) cos? (X 41) cos? (X))
R2
+ 2h2((B;w Bk}j,l)COSQ(Yj,l)COSQ(Y )+ (2Bg,; — B j+1 — Bk,j,l)coszl(Yj)

- (Bk,j+1 — Bk’j) COSZ(YjJrl) COSZ(YJ‘)). (537)

Preuyve. Soient H, K € Mpy41(R) et V = H +iK avec H, K vérifiant (5.30). La décomposition de
U en partie réelle et imaginaire nous donne E}, (U) = EP. (A) + E{. (B) et les calculs de (Vg EY, )
et (VzEp, ) sont ainsi similaires. Il suffit alors de démontrer (5.36). De méme, la formule (5.33) est
symétrique par rapport a k et j, et il suffit de calculer le gradient de la premiére somme de (5.33) afin
de déduire I’expression complete. Notons,

N
il x (4) = 1115_32 m (14b15 = Akl + 14k = A1) (5.38)
D’apres (5.33), on a
Eﬁm,x(A +tH) — El(zin,X(A)
t
N
= % Z Rizzzzgg (Hk+1,j(Ak+1,j — Ay )+ Hi j(2Ax; — Agt1,j — Ak—15)

— Hy—1,j(Agj — Ak 1J)> +O(t)

N

1 Ry

:2ZR20052(<2H’€J Ap; — Ag—1;) cos*(Xg—1)
J=2 k=3

N N-1
+ Z Hk,j(QAk,j - Ak+1 JJ Ak LJ COS Xk Z H k,j Ak+1 .J Ak’j) COS2(Xk+1)> + O(t),
k=2 k=2
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Chapitre 5. Méthodes numériques en dimension 1 et 2

ou l'on a utilisé le fait que Hy11,; = Hi; = 0. De méme, comme cos?(Xn41) = cos?(Xy) = 0, on peut
regrouper les sommes précédentes, ce qui nous donne,
s §
Epin x(A+tH) — Eg;, «(A)
t

1

- Ap i — Ap_1)R? cos®(Xj_ 2(X
Z Rlecos2( ;) cos?(Xy) (( k,j k—1,j) R cos®(Xg—1) cos™(Xy)

+ (24k,; — Aps1,j — Ap—1,)RT cos*(Xy) — (Aps1,; — Akj)RT cos® (Xpp1) COSQ(Xk)> Hy j + O(t),

puis, par passage a la limite et en utilisant (5.31), on obtient

RQ
(VExin, x (A))k,; = ﬁ((Ak,j — Aj1,5) cos®(Xy—1) cos®(Xy)
+ (2Ak7j - Ak+1,j — Ak—l,j) COS4(Xk) — (Ak+1,j — AkJ’) COSz(X]H_l) COSz(Xk)).
Par symétrie par rapport & k et j, on en déduit (5.36), puis (5.37), ce qui termine la preuve. O

Proposition 5.3.3. Pour tout (k,j) € [2, N]?, on a
(VRES o)k = —(1 = [Usj|*) Ak j, (5.39)

et
(V2E} o)k = —(1 = |Us ;%) Br.;- (5.40)

Preuve. Soient H, K € My41(R) et V = H +iK avec H, K vérifiant (5.30). Alors,

pot(U + tV) pot(U)

t
h'2 Y 1 2\2 2\2
4R1R2 Z (COS(Xk) COS(Y )2) ((1 - |Ak7j + tHkJ + Z(Bk;j + thJ)' ) - (1 - ‘Al’%j + ZBkJ' ) )
- J
N

h? 1
1— (A7 ; + BR ;) — 2t(Ax jHij + Bi jKi 5))?
T AR\ R, Z t(cos(Xy)? cos(YJ)2)< (Akj + Bioj) (A Hi g + Br,j K 5))

~ (1= (4}, +B}))?)

X 1

- 4R R k;Q (cos(Xy)? cos(Y;)?) (

—4(AgjHy j + Br K j)(1 — (A7 ; + B ;) + O(t),

ce qui nous donne (5.39) et (5.40), par passage & la limite et en utilisant (5.29). O

Proposition 5.3.4. Pour tout (k,j) € [2,N]?, on a

(VRQ)kj = 57 = (Br1,j — Br—1,) cos®(Xy,) (5.41)
et
5 R
(VzQ)ky = %(Ak—u Apgr,j) cos®(Xy). (5.42)
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5.3. Méthode par pénalisation en dimension 2

Preuve. Soient H/K € My4+1(R) et V. = H 4+ iK avec H, K vérifiant (5.30). Simplifions dans un
premier temps, lexpression du moment en (5.35). En utilisant ’écriture de U en partie réelle et
imaginaire, on arrive a

Re (i(Uk,j = D) (Uk+1,5 — Uk—l,j)) = Im ((1 = Uk,j) Uk, — Uk—Lj))
= Bi-1,;(1 = Ak j) + Brj(Ak-1; — Aks1) + Brgr,i(Ar; — 1).

La formule précédente nous donne,

QU +1tV) - Q°(U)
t
N

h 1
] ((Bkﬂ,j — By-1,5)Hy,j

- 4R, s cos?(Y;

— (Aky1,j — Ak—1)Kij + B jHr—1,; — (Akj — 1)Ki—1; — B jHit1,; + (Aij — 1)Kk+1,j> + O(t).

En utilisant le fait que Ay ; = Ayy1,; =1, B1; = By+1,; = 0, (5.30) et en utilisant un changement
d’indice dans la somme, I’expression se simplifie en

QU +1tV) - Q°(U)

t
hoe 1
= — — (2(B i — Brp—1j)Hp ;i +2(Ap—1;,— A VK )+O(t
AR, k;2 COSQ(YJ_)( ( k+1,j k 1,1) kgt (Ak 1,j k+1,J) k,])+ (),
ce qui nous donne (5.41) et (5.42) par passage a la limite et en utilisant (5.31). O

5.3.4 Calcul du gradient de I’énergie potentielle dans le cas non local

Traitons maintenant ’énergie potentielle dans le cas non local. On ne peut pas ici utiliser la FFT
classique pour approcher la transformée de Fourier continue au vu du maillage non uniforme. Pour
cela, nous allons utiliser la NUFFT (Non-Uniform Fast Fourier Transform), permettant de calculer des

sommes du type
N

Gim = Z Fy. jexp(Eisizy, ;) exp(E£itmYr,;),
k=1

pour N e N, F € My(C), z,y € My(R) et s;,t,, € R, tout en conservant une rapidité similaire & la
FFT en dimension 2. Pour plus de détails sur la NUFFT, on renvoie & [44]. Pour notre approximation de
la transformée de Fourier, on conserve la grille en variables étirées en espace. Pour la grille en fréquence,
on choisit cette fois une grille cartésienne [—L, L]? et on note A = 2L/N le pas, dans les deux directions.
Enfin, on prend le méme nombre de points en fréquence et en espace. Notons &, € My4+1(R) les
matrices de maillage en fréquence suivantes,

I L ... I "L —L4+XA - 0 - L
LA LA - —L+A L “L4+A -0 - L
=1 o 0 - 0 e C=L CL4A - 0 e L
L L - L | L —L+A - 0 - L]
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Détaillons maintenant ’approximation que nous allons utiliser pour la transformée de Fourier et la
transformée inverse. Pour f € S(R?) et par (5.32), on a

- f(z,y) i€, tan(a)/ Ry y—iC, ,, tan(y)/ Rz
_ 1§, tan(z 16y, tan d d .
f(sl,maCl,m) /D R, Ry COS(LI?)Q COS(y>26 e ray

Ainsi, pour F,G € My1(C), on définit les matrices F5(F), F; '(G) € Mn41(C) par

F/w

2 —i&) mtan(Xp,;)/R1 ,—iC) mtan(Yy j)/Re  oi(] 4
FoFm=1{ " kZ RuTty cos(Kp Teos(W e e G ik g) € 2,N],
0 7 sinon,
(5.43)
)‘2 ZN: G, - etérmtan(Xe, ;) / R i€y tan(Yi ;) / Re si(k, j) € [2, N]
Fil@g=q 2w 2=, " SIS (5.44)
0 sinon,

approximations de la transformée de Fourier et de la transformée de Fourier inverse. Notons que Fj et
F; ! sont linéaires. Comme pour (5.10) et (5.12) en dimension 1, on définit la convolution discréte par

convy (U, V) = F5 ' (F5(U). = F5(V)), (5.45)
et on note, pour A € My,1(C),
convy (W, A) = F5  (W(€,€).  Fs(A)), (5.46)

ol ()7\/\(5, k= (17\/\(51”, Cyj)) et o la notation A. x B désigne la matrice produit composante par
composante i.e. (A.* B)y ; = Ay ;B ;. Enfin, comme pour la proposition 5.2.1, en utilisant la parité

de W, on a la proposition suivante pour convg.

Proposition 5.3.5. Soit W vérifiant les hypothéses (H1)—(H2) et A, B € Mn11(C). Alors,

N N
Z convyg (W, A)g,;Br. _ convug (W, Bk j Ak,
s R1 R cos(Xy)? cos(Y ;)2 s R1 R cos(Xy)? cos(Y ;)2
Passons maintenant a la discrétisation de 1’énergie potentielle dans le cas non local et le calcul de
son gradient. Notons, pour U € My 1(C),

E(S
pot (U) 4R1R2

convpg ( W 1= |UP);(1 = Uk %)
) . 4
z;kz; (cos (X} conl X7 (5.47)

De méme, comme dans le cas W = §y, on pose
a
‘C(;(Ua /J/) = El(zm(U) + Epot(U) + §(M - Qé(U))Qa (548)

et on calculera les minimiseurs de cette fonctionnelle en section 5.3.5.

Proposition 5.3.6. Soit W une distribution vérifiant les hypothéses (H1) et (H2). Alors, pour tout
(k,§) € [2,N]?, on a

(VREpot) = —convyg (W, 1 — |U|2)k,jAk,j (5.49)
et

(V2E )iy = —convug (W, 1 — |U|*)i,; B ;- (5.50)
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Preuve. Soient H, K € My+1(R) et V = H +iK avec H, K vérifiant (5.30). On a,
convyg (W, 1 — U +tV[*)i ; (1 — |Ug,j + tVi ;1?) — convauss W, 1 — [U|*)g,; (1 — |U ;%)
= (COnant(W, 1-— ‘U + tV|2)kj — COHant(W 1-— |U|2)k7j) (1 — |Uk7j +th,j|2)
+ COnant(W, 1-— |U| ) ((1 — |Uk,J + th7]| ) (1 — |Uk7j|2)) .

En développant comme a la preuve de la proposition 5.3.3, on obtient

pot(U + tV) pot(U)

‘
h2 N N )
2 2
=7 ZZ T cos (Ko aon(y )7 (Comvon Vs A H 4 Box Ku (1 = (A + BE)))
=2 k=2
h2 XN: N )

- 1— (A2 + B*)) (A iHy i + Br i Ky 5 )
4 Ry Ry cos(Xy)? cos(Y ;)2 (comvn (W, 1= (A% + B (vl + B Kig)) + O)

I
N
=~

J =2

En utilisant la proposition 5.3.5 et en passant & la limite, on obtient (5.49) et (5.50). O

5.3.5 Mise en oeuvre

Afin de calculer numériquement les minimiseurs de £° définie en (5.48), on utilise une méthode de
gradient a pas adaptatif. Fixons p > 0, W une distribution tempérée, a > 0 assez grand au vu de la
condition (5.26) et une tolérance £ > 0. En partant d’une matrice U®) € My, 1(C) et d'un pas p > 0,

on calcule
UL =ug® — pveou®, ),

ou le gradient est calculé grace aux propositions 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 et 5.3.6. Maintenant, si £5(U(O), ) >
L5(UD 1), on calcule U®) par
U® — gy _ pV£5(U(1),u).

Inversement, si £o(UM, p) > £2(U©®) 1), 1a fonctionnelle £° n’a pas été diminuée. On recommence
alors le calcul de UM en divisant le pas par 2 i.e.

UL =y _ gV£6(U(O):N)a

puis on recommence l'opération, jusqu’a convergence. L’avantage de la méthode avec pas de temps
adaptatif est de pouvoir démarrer d’un pas p assez grand et donc de diminuer le temps de calcul, tout
en s’assurant de la convergence de 'algorithme. L’algorithme s’écrit alors :

Données : Pour U € Myn41(C), p>0,a>0,e >0et u>0
Poser U®) = U, k=0 et r(0) = 2¢

tant que r(k) > ¢ ou p> 10716 faire

-Calculer U*TD = Uk — pv 25U F 1)

si LO(UP) p) < £5(UFHD) 1) alors

Uk+1) — k)

p=p/2

sinon
U (k+1) U(k+1)
pP=p

fin

- Calculer le résidu r*+1) = | VL (U*+D | 1)]|o
- Itérer k+— k+1

fin
Algorithme 3 : Méthode de gradient & pas de temps adaptatif.
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Précisons maintenant le choix de Dinitialisation U®). L’idée est de choisir U(®) comme une approxi-
mation d’un soliton de (GPN), de maniére a réduire le temps de calcul. On reprend ici la méthode
utilisée dans [21, 22]. Lors du chapitre précédent en section 4.2.4 en utilisant 'équation de Kadomtsev—
Petviashvili, nous avons montré formellement que, lorsque ¢ = v/2 — £2 et u, solution de (OPNc), on

a
2 i5w2¢(ﬂ,€27y)
U (2, Y) ~ Ukp e w(T,y) == (1 +we’A (5337 5?J)> e “ , (5.51)
w' w

ou A est solution de
1 1 —~
51A + 6wAD A — 5afA +O7'2A =0, 9 =—V2A et w=(1+3?W(0,0)"2

Une solution explicite de cette équation est le lump [58], d’expression

1 Y 3— 22 —9? T
A =—0L — u L =24 ———=-24 — . .02
(.T’y) 12w (x7 \/5) ou (xﬂ y) (3 + x2 + y2) 61 3 + 1'2 + yQ (5 5 )

Gréce a la formule (5.52), on calcule alors ukp ¢ qui nous donne une approximation d’un soliton de
vitesse ¢ =~ v/2 pour une distribution W choisie. Notons que d’aprés (5.51) et (5.52), la décroissance de
UKP,ew Vers 1 est beaucoup plus lente en y que en z et il sera judicieux d’adapter 1’échelle en y lors du
tracé. Cette condition initiale est tracée a la figure 5.4-(a).

Un second choix pour I’approximation est d’utiliser un approximant de Padé, qui permet d’approcher
les solitons de petite vitesse (et donc de moment grand). Rappelons que dans le cas W = 4y, les solutions
de (OPc¢) minimiseurs de Fy;, présentent deux vortex de degrés 1 et —1 lorsque la vitesse c est petite.
De plus, ces deux vortex sont situés & une distance équivalente a 2/c lorsque ¢ — 0 [12]. Considérons la
fonction, écrite sous forme polaire,

Vir,0) = a(r)ew,

ol a est une fonction d’une variable & valeurs réelles vérifiant a(0) = 0 et a(+o00) = 1. La fonction V
présente un vortex de degré 1 en 0. Notons qu’en conjuguant cette fonction, on obtient un vortex de
degré —1. En injectant V(r,8) dans (OPc) avec ¢ = 0, on arrive a 1’équation différentielle

a a
a’ + —-T a(l —a®)=0. (5.53)

On utilise la méthode présentée dans [5] qui consiste & utiliser un approximant de Padé de la forme

") o + agr?
apads(r) =14 ——m ————
rad 1+ B+ far

afin d’obtenir une approximation de la solution de (5.53). En injectant apaqs(r) dans (5.53) et
en effectuant un développement de Taylor en r = 0, on obtient alors a; = 0.34375,a0 = [y =
0.02864583330, 1 = 1/3. On renvoie a [5, 21] pour le détails des calculs. Ainsi, la fonction

x+ily—1/c)
22+ (y—1/c)

x—i(ly+1/c)

Vi 4 (y+1/0)?

présente deux vortex de degrés 1 et —1, situés a une distance de 2/c. On trace en figure 5.4-(b) le
module de upaqe-

La procédure est la suivante : Fixons une distribution W et choisissons une condition initiale U(%)
parmi les deux précédentes. On calcule i d’apres la proposition 5.3.1,

Upads(T,Y) 1= apads(z” + (y — 1/¢)?) 2aPadé($2 +(y+1/¢)%)

n=Q (U)+
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0.8

0.6 +

0.4 J

0.2 -

(a) Module de ukp ¢, pour e =0.5 et w=1. (b) Module de upygs pour ¢ = 0.2.

FIGURE 5.4 — Exemples de conditions initiales utilisées pour la méthode par pénalisation.

avec ¢ ~ /2 ou ¢ ~ 0 selon la condition initiale U(®) choisie et o assez grand d’apreés la condition (5.26).
On calcule numériquement U, € Mpy41(C) par la méthode par pénalisation, son énergie E°(U,,) et
son moment Q°(U,). Une fois le vecteur U,, obtenu, on augmente la valeur de u de Ay = 0.5 et on
calcule le vecteur U, 4, en prenant cette fois comme initialisation U 0=y - On itere cette procédure
jusqu’a obtenir assez de points pour tracer la courbe d’énergie. On considérera une tolérance globale
de e = 107, Afin d’alléger les notations pour les tests numériques qui vont suivre, on notera Uy, a la
place de U,, avec q = Q°(U,,).

5.3.6 Observations numériques

Commengons par un premier test numérique avec W = dg. On considére les parametres numériques
suivants : N = 81, Ry = Ry = 0.2 (sauf pour q ~ 0 o 'on choisit Ry = 0.05) et a = 10. On trace en
figure 5.5a, la courbe d’énergie E‘S(Uq) en fonction g en bleu. A titre de comparaison, on trace en rouge
sur la méme figure les valeurs d’énergie données par [50]. On observe que ces valeurs sont trés proches
des valeurs de E‘S(Uq), obtenues par la méthode par pénalisation. Enfin, on retrouve les propriétés de
la courbe Eyyiy lorsque W = &g (voir [8]) : la courbe E°(Uy) est croissante, concave et la droite v/2q est
tangente a la courbe en 0. En figure 5.6, on trace le graphe de U, en module pour différentes valeurs de
q. Pour q ~ 0, on observe que le graphe de |Uq| tend lentement vers 1 dans la direction y. On observe
ensuite la formation de vortex & partir de la figure (c). Enfin, entre la figure (e) et a la figure (f), les
vortex se sont éloignés, comme attendu.

Pour les trois prochains tests numériques, on considere les parametres numériques suivants : N = 81,
Ry = Ry = 0.2, L = 5 (troncature en fréquence) et o = 10. Calculons maintenant les solutions
numériques pour la distribution W,, pour a = 10, ou

We(z,y) = \/je_xz/‘l“éo(y) et 17\/\@(51,62) = a4t (5.54)

Ce potentiel vérifie les hypotheses (H1) et (H3) mais pas (H2). On trace en figure 5.5b la courbe
d’énergie correspondante. La courbe semble concave, croissante et présente des valeurs inférieurs a la
courbe d’énergie pour W = §p. En figure 5.7, on trace le module de U, pour différentes valeurs de q.
Lorsque q ~ 0, le graphe correspondant est beaucoup plus localisé que dans le cas W = §g et tend
rapidement vers 1 dans la direction y. Les branches des vortex ne présentent pas une séparation nette
comme celles de la figure 5.6 et sont beaucoup plus larges.
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(a) Courbe d’énergie pour W = dg. (b) Courbe d’énergie pour (5.54) avec a = 10.

FIGURE 5.5 — Courbes d’énergie E°(U,) pour les potentiels W = &y et (5.54).
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FIGURE 5.6 — Module de Uy pour W = do.
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FIGURE 5.7 — Module de Uy pour (5.54) pour a = 10.
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Considérons maintenant les deux potentiels suivants. Pour a = b = 1.1 et ¢ = 0.9, on pose

Wape(€1,62) = Wapo(E)Wape(€2) 00 Wapo(€) = (1 + a&? + bet)e €. (5.55)

Ce type potentiel a déja été proposé en dimension 1 en (5.22). Pour le second potentiel, soient
oc=2,y=4et

Wgﬁ(fl,fg) = (2 —cos(c&1))(2 — cos('yfg))e_(ngrfg). (5.56)

Ces deux distributions vérifient 'hypothése (H1), mais ne vérifient pas (H2)-(H3). La courbe
d’énergie pour chacune des distributions est tracée a la figure 5.8. Dans les deux cas, la courbe
E°(U,) semble croissante et concave. Comme & la section 5.2.3, on arrive & nouveau a la conjecture
suivante : les hypotheses (H2) et (H3) sont des conditions suffisantes et non nécessaires pour montrer la
concavité de Ey,;, sur RT. En figure 5.9, on trace le module de U, pour différentes valeurs de q pour
la distribution (5.55). Notons que la forme des branches des vortex est beaucoup large que dans le
cas local. A la figure 5.10, le module de Uy est tracé pour pour la distribution (5.56). On retrouve &
nouveau des branches pour les vortex dont la forme est semblable & celles du cas local en figure 5.6.
Par contre, chacune des 6 figures présentent des oscillations trés importantes.

20 + 20 t
##***WFW&
#
15 e 15 | e
#ﬁ*#### #wd}##
T A
o - B(Uy) & + By
10 | " — Vi 10 | o — Vi
- &
a +
£ +
o +
ﬁf | +++
5 o+ 5 f
o +
& /F
++++ 4
0 . . . / 0 . . . >
0 10 20 30 40 9 0 10 20 30 40 9

(a) Courbe d’énergie pour (5.55) avec a = b = 1.1 et (b) Courbe d’énergie pour (5.56) avec o = 2 et v = 4.
c=10.9.

FIGURE 5.8 — Courbes d’énergie E°(U,) pour les potentiels (5.55) et (5.56).
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FIGURE 5.9 — Module de U, pour le potentiel (5.55) avec a = b= 1.1 et ¢ =0.9.
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Chapitre 6

Annexe

A Annexe du Chapitre 3

Lemme A.1. Soient R > 0 et p > 0. Alors il existe x € C°(R) avec 0 < x(x) < 1 pour tout x € R

telle que
1 si|lz|] <R
x(@) = ) :
0 sijg|>R+p
De plus, pour tout x € R,
I (2)] < de2ei. (6.1)

Preuve du lemme A.1. Soit

Fla) = {exp(—i) siz >0,

0 sinon,

et posons

f(R+p—|z])
f(R+p—1z]) + f(jz] = R)
Comme max(|z| — R, R+ u — |z]) > p > 0, le dénominateur de x est toujours strictement positif et
X est bien définie. De plus, f € C*°(R) d’ott x € C*°(R). Enfin, si |z| < R, alors f(Jz| — R) = 0 d’ou
x(x) =1.Si |z| > R+ p, alors f(R+u—|x|) = 0 et x(z) = 0. Il reste & montrer la borne sur la dérivée.

On a
f'(R4p—lz))f(jz] = R) + f'(lz] - R)f(R+ p — |z])
(f(lz] = R) + f(R+ p— |z])? '

Comme |f'(z)| < e)(p(;# < 4e2, on arrive

x(r) =

X' ()| =

8e~2
|2| = R) + f(R+ p — |z])

X' ()] < 7

Enfin, f(Jz| = R) + f(R+p—|z|) > f(§) = 2¢”#, ce qui nous donne (6.1). O

Lemme A.2. Soit (Un,m)(n,m)enz une double suite des nombres réels telle qu’il existe C > 0 tel que
[tn,m| < C, pour tout n,m € N. Alors il existe une fonction strictement croissante o : N — N telle que
la limite suivante existe

lim ( lim ua(n)ﬁ(m)).

m——+oo \ n—+oo
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Preuve. Posons &(0) = 0. La suite (uy0), est bornée. Ainsi, il existe une extractrice 1 et I; € R tels
que

lim w = 1.
n—s+oo #1(n),0 1

Soit ay tel que
p1(a1) = min{e1(§) [ j € N, ¢1(j) > 0}
et on pose
(1) = ¢1(ar).
A nouveau, la suite (U, (n),1(a1) ) €St bornée. Ainsi, il existe une extractrice @2 et Iz € R tels que

lim w

N oo p1op2(n),p1(a1) = la.

Soit ag tel que

¢10p2(az) = min{p1 0 p2(j) [ 7 € N, j > a1, 1 092(j) > (1)}
Ainsi as > a1 et I'on pose
5(2) = p1 0 pa(az).

En itérant ce raisonnement, on obtient une suite de nombre entiers (a,)pen+ strictement croissante,
une suite d’extractrices (¢p)pen+ et une suite de nombres (l,)pen+ tels que la fonction & définie par

o(m) = ¥10P2 O"'OQOm(am)

est strictement croissante, et

nglfoo Uy 09300 41 (n),5(m) = lmt1-
En remarquant que, & m fixé, (us(n),5(m))n>m+1 est une sous-suite de (Uy,opy0--0pmi1(n),5(m))n>m+1s
on conclut que

nll)r-&r-loo Ug(n),5(m) = lm+1~ (62)

Comme la suite (I,,41)m est bornée, il existe une extractrice 1 et £ € R tels que

WLHEOO Lymy = L. (6.3)
En posant 0 = & o1 et en combinant (6.2) et (6.3), on obtient le résultat voulu. O
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B Annexe du Chapitre 5

Proposition B.1. Soient f € LY(R)NC*(R), h >0, L >0,1<k <N et Vy et &, définis en (5.6) et
(5.7). Alors

MR up () — s )]+
z€[—L,L]

F(&) = fes(Vy)[k]| <

/ f(x)e "8k x| . (6.4)
R\[—L-+h,L]

Pour le premier terme majorant dans (6.4), en fixant &, on obtient que

W%_h) |f/ () —i& f(z)] = O(h) — 0.
e€[-L,L] h—s0

Le second terme majorant est nul si la fonction f est a support compact dans [L — h, L + h]. Dans le
cas contraire, il faut minimiser ce terme, avec une fonction a décroissance rapide par exemple.

Preuve.
t etk e~ i &k $J+1 *Wﬁk ZJJrl *w:fk
[ g n 3 s = 57 [ a3 [ e
N Tj4+1
<3 [ et e,
J=17%

et par I'inégalité des accroissements finis, on obtient

L N

T
/ f(z e~ i€k hz flz)e @it | < sup |f'(z) — & f(z)] Z/ (x — ;) dx
—L+h z€[—L,L] =17
h2 / .
:N7 sup |f'(x) — ik f(2)].
xE[—L,L]

En écrivant que

L

foo= [ faesdns [ f)e = dn

—L+h R\[—L+h,L]

et par définition de fts en (5.5), on arrive & (6.4). =

Testons numériquement (6.4) avec f € S(R). Soit f(z) = exp(—z?). On a ]?(5) = /mexp (—£%/4).
On choisit comme paramétres numériques h = 0.1 et L = 10. Ainsi () = [—31.25, 31.25]. On observe
en figure 6.1 que I'on obtient un tracé trés proche de /7 exp(—£2/4) et Perreur égale  I'erreur machine
10—16

Choisissons maintenant f(x) = exp(—|z|) et observons 'ordre d’erreur. Comme f ¢ S(R), il faut
prendre L assez grand de sorte que

/ f(z)e ™8k dy| <« 1.
R\[—L+h,L]
On a

/ f(2)e 8 dp < & = eLHh 4L < ¢ (6.5)

R\[—L+h,L]
3
L>-1 . .
= >—In (1 n eh) (6.6)
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Pour € = 10716 et h entre 0.1 et 0.001, on peut choisir L = 40. On trace en figure 6.2 la différence
fts(Vy)[k] — f(fk)’ pour k fixé sur une échelle log —log, ou f(f) = 2/(1+ £2). On observe alors que

I’ordre de convergence est égal a 2.

.10716
—  felVpl — |es(v k) — expies2/0)
27|--- exp (751\:2/4) 61 ’ | ‘
1.5+
4 |4
1 4
2 i
0.5 1
0 - - : - - - 0L : : : : : :
-30 =20 -10 0 10 20 30 -30 =20 -10 0 10 20 30
&k &k

FIGURE 6.1 — Tracé de /7 exp(—£2/4) et de son approximation fts(Vy) et tracé de ’erreur en valeur absolue

= Jrsvp k] - Teep) | /

1073 H--- o(n?)

101

~

FIGURE 6.2 — Tracé de lerreur |fts(Vy)[k] — f(&x)| sur une échelle log — log en fonction de h.

En raisonnant comme pour la proposition B.1, on a la borne d’erreur suivante pour la transformée
de Fourier inverse.

Proposition B.2. Soient g € L*(R)NC*(R), h >0, L >0, 1< j < N et V, défini en (5.9).
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ey ~ it (V) ] < 5 () Pl (@) + . (67)

&1,6N+1]

1 i
o [ s
T JR\[£1,6N 11]

Testons numériquement la formule (5.8) avec g(&) = /7 exp(—&£2/4). On utilise & nouveau les mémes
parameétres numériques que précédemment. On obtient un tracé proche de la gaussienne exp(—x2) et
une erreur de I'ordre de 10~ en figure 6.4.

10~
i ifts(Vg) ifts (V) — exp(—22)

L2 o () 15 | | |

1 i
0.8 14
0.6
0.4 0.5 +
0.2

0 0 1

-5 0 5 -5 0 5
X x

FIGURE 6.3 — Tracé de exp(—z?) et de son approximation ifts(V;) et tracé de I'erreur en valeur absolue

Comparaison entre convg; et conv,um

Testons numériquement la convolution par fft définie en (5.11), avec f(z) = g(x) = exp(—x?) avec
L =50 et h = 0.1. Notons, Vy = [f(z1),.... f(zn)] et V; = [g(z1),...,g(xs)]. On observe alors en
figure 6.4 que le tracé de f * g(z) = \/m/2exp(—z?/2) est trés proche de conve(Vy, V), ce qui est
confirmé par lerreur de I'ordre de 10713,

Toujours sur ce méme exemple, on peut comparer le temps de calcul de la convolution par les deux
méthodes en faisant varier h et L grace a la fonction cputime de Matlab. On obtient le tableau suivant.

Param. Tps (-5) conve: | CONVpum
h=01,L =100 0 0

h =0.01,L =100 0.01 0.04

h =0.001, L = 100 0.86 4.46

h = 0.001, L = 500 1.39 24.13

h = 0.0001, L = 100 3.28 1009.8

On observe alors que la convolution numérique devient vite trés cotliteuse lorsque le nombre de
composantes des deux vecteurs U et V' augmentent, & I'inverse de la convolution par fft qui fournit un
temps de calcul assez rapide.
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.10713
154 | convep (Viy, Vg) ’7 convege (V. Vg) = f g
=TT \/7w/2exp (712/2)
1 4
0.5 1
0 — — : — - :
—40 —-20 0 20 40 0 50
x T

FIGURE 6.4 — Tracé de f * g et de son approximation convg(f, g) et tracé de ’erreur en valeur absolue
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