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Strasbourg, le 30 novembre 2019

Je pense que, quand les professeurs ne font pas un effort pour expliquer d’où viennent
leurs idées, leur intuition (car maintenant, je ne crois plus que, dès le berceau, les
hommes étaient prédestinés à savoir comme moi à ignorer) eh bien, ils pratiquent,
délibérément ou non, une attitude raciste et sexiste à l’égard des catégories qui n’ont
pas baigné toute leur vie dans la culture mathématique et qui n’ont aucun autre moyen
de savoir, hors de l’enseignement, d’où viennent les idées en cours.

Michèle Vergne, Devenir mathématicienne (1975) (1)

Es desaconsejable la escritura,
a menos de que no se pueda ser feliz haciendo otra cosa.

Pilar Quintana

1. Disponible sur https://webusers.imj-prg.fr/~michele.vergne/ecritsdivers/devenirMath.pdf. Voir
aussi le site Images des maths : http://images.math.cnrs.fr/Michele-vergne-en-1974?lang=fr.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Contenu du mémoire / Overview

In this memoir, we give an exposition of our research of the past nine years on moduli spaces,
focusing on results that have to do with topological properties of representation spaces of fun-
damental groups of orbi-surfaces. The two main examples we study are located, in a sense,
at “opposite ends of the spectrum” : the first topic follows up on the line of research ope-
ned in [Sch05, Sch08] and is concerned with unitary representations of fundamental groups
of smooth real algebraic curves (Chapter 3 of this memoir), while the second one is a gene-
ralization of the notion of Higher Teichmüller Space to the case of 2-dimensional orbifolds
and focuses on representations of orbifold fundamental groups in split real forms of adjoint
groups of simple complex Lie algebras (Chapter 4). The key to our study, in both cases, is
the Non-Abelian Hodge Correspondence (NAHC) of Hitchin, Donaldson, Corlette and Simp-
son ([Hit87b, Don87, Cor88, Sim88]) : it provides an equivalence between representations of
cocompact Fuchsian groups and orbifold Higgs bundles, which unlocks the door to an understan-
ding of the basic topological properties of moduli spaces of such objects. Here, by Fuchsian group
we mean a discrete subgroup of the full isometry group of the hyperbolic plane, which leads natu-
rally to analytic objetcs (curves and bundles) of an orbifold nature, possibly defined over the field
of real numbers. Initially, when dealing with real algebro-geometric objects, our approach of these
problems was strictly equivariant : we would see a real curve as complex curve with a real struc-
ture and proceed from there ([Sch11]). This led to the study of group actions on moduli spaces,
in particular Galois actions ([Sch12]), which is indeed sufficient to study vector bundles over
real algebraic curves efficiently ([LS13, Sch17]). The equivariant point of view is very natural
and widely spread in moduli theory ([DR77, Wan93, Ho04]). It has for instance been applied
to the study of representations of fundamental groups of non-orientable surfaces in the mid 2000s
([Ho04, HL03, HL05, Bai10, Pal10]) and recently found a new impetus, coming from the
fact that these equivariant techniques give rise to geometrically meaningful special submanifolds
called branes in hyper-Kähler manifolds ([BGP15, HS18, FJM17, FPN17, FGOPN17]).
As a matter of fact, this is a direction that we have also pursued, both in the context of bundles
([Sch19a]) and quiver representations ([HS19, HS20]). After some time, though, it became
clear that there was cause for a more intrinsic approach to the correspondence between bundles
and representations over Riemann surfaces with symmetry, one in which the equivariant pers-
pective would only be used as a technical step, and this is the point of view for which we
advocate in Chapter 2 of this memoir. Hopefully, the synthesis we suggest will make it clear
how the notion of an orbifold bundle can help generalize the by now familiar (but still daunting)
Non-Abelian Hodge Correspondence and, in the process, answer a question of Simpson’s on the
Dolbeault space corresponding to the Betti space defined by coefficient groups equipped with a
non-trivial action of the fundamental group. While our motivation stems from differential geo-
metry (representation spaces of Fuchsian groups), it is the input from algebraic geometry that



provides the adequate language and appropriate tools to study our problem. This is, of course, a
general trend in mathematics of the early 21st century, and this memoir is no exception. We do
hope, however, that it will help popularize among differential geometers certain concepts from
algebraic geometry that have been around for more than fifty years (namely group schemes and
torsors under these), but whose differential geometric counterparts (e.g. orbifold group bundles
and their principal homogeneous spaces), are, as far I have witnessed, not of common use in the
field.

We briefly summarize below the contents of the articles on which this memoir is based and
that will be presented in greater detail in Chapters 2, 3 and 4. As we shall see, we have given
a lot of importance, over the years, to the computation of certain invariant quantities naturally
attached to the spaces under study, be it the number of connected components and mod 2 Betti
numbers of moduli spaces of real and quaternionic vector bundles, or the dimension of Hitchin
components for orbifold fundamental groups. Applications of the explicit formulas that we have
obtained will be presented in Chapters 3 and 4.

1.1.1. Moduli spaces of real and quaternionic vector bundles. —

1.1.1.1. Connected components. — In [Sch08], we generalized Falbel and Wentworth’s notion
of decomposable representations of the fundamental group of a punctured sphere ([FW06])
to surfaces of higher genus and we studied the associated real structure of the space of unitary
representations using methods from quasi-Hamiltonian geometry ([AMM98]) : the use of group-
valued momentum maps enabled us to stick to a strictly finite-dimensional setting and show
the existence of tuples of unitary matrices whose product is the identity and which satisfy
an additional reality condition by proving a quasi-Hamiltonian analogue of the real convexity
theorem of O’Shea and Sjamaar ([OS00]). In [Sch11], we went back to the infinite-dimensional
Hamiltonian picture of Atiyah and Bott ([AB83]) to provide a vector bundle interpretation of
the Lagrangian submanifolds constructed in [Sch08], hereby answering a question of H. Bursztyn
and A. Alekseev on the geometric nature of decomposable representations.

The key geometric notion to make sense of this interpretation is that of a real vector bundle
in the sense of Atiyah ([Ati66]), which is an equivariant vector bundle over a complex curve
equipped with a real structure. Gauge theory then gave us a way to construct moduli spaces
of such bundles ([Sch11]) and relate them to the set of real points of the usual moduli variety
of semistable vector bundles of fixed rank and degree over a complex projective curve with real
structure ([Sch12]). As a matter of fact, using the related notion of quaternionic (sometimes
also called symplectic) vector bundle ([Dup69]), we were able to give a modular interpretation
of the set of real points of that variety. This was complemented by a careful analysis of the notion
of stability for real and quaternionic vector bundles, which is not the same as geometric stability
(=stability of the associated complex vector bundle). This has to be taken into account if one
wants to obtain an analogue of a result of Sehasdri’s on the existence of Jordan-Hölder filtrations
for semistable real and quaternionic vector bundles ([Sch12]). Using infinite-dimensional Morse-
theoretic results previously obtained by Biswas, Huisman and Hurtubise ([BHH10]), we deduced
from the above modular interpretation a way of counting the connected components of the set
of real points of moduli varieties of geometrically stable vector bundles over a real projective
curve.

To fix notation, let (X,σ) be a Klein surface, i.e. a pair consisting of a compact Riemann
surface X, of genus g, and an anti-holomorphic involution σ ∶X Ð→X. Let n ⩾ 0 be the number
of connected components of the real locus Xσ ∶= Fix(σ) ⊂X and let r ⩾ 1 and d ∈ Z be integers.
We denote by NC(r, d) (respectively,MC(r, d)) the moduli variety parameterizing geometrically
stable (respectively, semistable) vector bundles of rank r and degree d over X, equipped with
the real structure induced by E z→ σ∗E . The sets of real points of these varieties will de denoted
respectively by NC(r, d)σ andMC(r, d)σ.
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Theorem 1.1. — [Sch12] For all g ⩾ 2, the set of real points of NC(r, d) decomposes in the
following way :

NC(r, d)σ ≃ NR(r, d) ⊔ NH(r, d)

where NR(r, d), respectively NH(r, d), is the set of isomorphism classes of geometrically stable
real, respectively, quaternionic, vector bundles of rank r and degree d over (X,σ). Moreover :

1. If n > 0, then NR(r, d) has 2n−1 connected components, and two real vector bundles (E1, τ1)
and (E2, τ2) lie in a same connected component of NR(r, d) if and only if the vector bundles
Eτ11 and Eτ22 over Xσ have the same first Stiefel-Whitney class.

2. If n = 0, then NR(r, d) is connected. And it is non-empty if and only if d = 2d′.
3. NH(r, d) is connected. If n > 0, it is non-empty if and only if r = 2r′ and d = 2d′. And if
n = 0, it is non-empty if and only if d + r(g − 1) ≡ 0 mod 2.

Remark 1.2. — It is implicit in the statement above that two geometrically stable real or qua-
ternionic vector bundles which are isomorphic as complex vector bundles are in fact isomorphic
as real or quaternionic vector bundles, which is an artefact of Hilbert’s 90 Theorem. In collabora-
tion with Victoria Hoskins ([HS19, HS20]), we have proposed a group cohomology framework
to analyze such phenomena (group actions on moduli spaces and the modular interpretation of
the fixed-point set) in the quiver setting, which is more tractable than the vector bundle case
([Sch19a]).

Theorem 1.1 is the main result of [Sch12]. It extends results of Gross and Harris on Picard
varieties of real projective curves ([GH81]) to the arbitrary rank case. If r and d are not
coprime, the corresponding statement does not hold for MC(r, d)σ, since a strictly semistable
vector bundle E such that σ∗E ≃ E may admit both a real and a quaternionic structure, e.g.

E ≃ L⊕L where (L, τ) is a real line bundle, then E admits the real structure (τ 0
0 τ

) and the

quaternionic structure (0 −τ
τ 0

).
In joint work with Indranil Biswas, we have studied the analogous situation in the genus 1

case. The upshot is that, in this case, it is possible to completely identify the moduli space
MC(r, d) as a real algebraic variety.

Theorem 1.3. — [BS16] If g = 1 and h ∶= r ∧ d is the g.c.d. of r and d, we have the following
isomorphisms of real algebraic varieties :

MC(r, d) ≃R
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Symh(X) if Xσ ≠ ∅,
Symh(X) if Xσ = ∅ and d

h is odd,

Symh(Jac(X)) if Xσ = ∅ and d
h is even,

where Symh(X) denotes the symmetric product and Jac(X) is the Jacobian variety of X.

This extends classical results of Atiyah [Ati57b], as revisited by Loring Tu [Tu93], to the
case of real elliptic curves. Contrary to the higher genus case, for g = 1 there are no geometrically
stable vector bundles of rank r and degree d if r and d are not coprime, i.e. for g = 1, NC(r, d) = ∅
unless r ∧ d = 1. The situation can then be summed up as follows.

Theorem 1.4. — [Sch12, BS16] The number of connected components of NC(r, d)σ is given
by the following tables, where g is the genus of X and n ∈ {0; . . . ; g + 1} is the number of
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connected components of Xσ :

n > 0 r ∧ d = 1 r ∧ d ≠ 1

g = 1 2n−1 ( = n in this case) 0

g ⩾ 2 2n−1 { 2n−1 if r odd or d odd,
2n−1 + 1 if r even and d even.

n = 0 r(g − 1) is odd r(g − 1) is even

d odd 1 0

d even 1 { 2 if g ⩾ 2 or (g = 1 and r ∧ d = 1)
0 if g = 1 and r ∧ d ≠ 1

Remark 1.5. — For g = 0, a theorem due to Grothendieck ([Gro57]) shows that NC(r, d) = ∅
if r ⩾ 2, and reduces to a point if r = 1. In the latter case, the real locus NC(1, d)σ is also a
point, regardless of the real structure with which CP1 is endowed. The modular interpretation
of that real locus, however, depends on the real structure chosen on the Riemann sphere : if the
real structure on CP1 has real points then the unique line bundle of degree d on CP1 is real ;
otherwise it is real if d = 2d′ and quaternionic if d = 2d′ + 1.

1.1.1.2. The Narasimhan-Seshadri correspondence. — It is desirable to interpret the results of
Section 1.1.1.1 in terms of representations of discrete groups. Indeed, if the Riemann surface X
is of genus g ⩾ 2, the Narasimhan-Seshadri theorem ([NS65]) asserts the existence a homeomor-
phism

(1.1.1) MC(r, d) ≃ HomZ(πd,U(r))/U(r)
between the moduli space of semistable vector bundles of rank r and degree d over the Riemann
surface X and the space of unitary representations of a certain central extension

0Ð→ ZÐ→ πd Ð→ π1X Ð→ 1,

whose isomorphism class is entirely determined by d ∈ H2(π1X;Z) ≃ H2(X;Z) ≃ Z. Geometri-
cally, πd is isomorphic to the fundamental group of a Seifert fibered space over X, namely the
sphere bundle (with respect to an arbitrary Hermitian metric) of the unique smooth line bundle
of degree d over X, and a representation of πd in U(r) is required to send the generator 1 ∈ Z to
the diagonal matrix e

i2π
r Ir ∈U(r), hence the notation HomZ(πd;U(r)) in (1.1.1). In particular,

a representation of πd in U(r) induces a representation of π1X in PU(r).

(1.1.2) 0 // Z //

ei
2π
r Ir

��

πd //

��

π1X //

��

1

0 // U(1) // U(r) // PU(r) // 1
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Seifert proved in [Sei33] that the group πd ∶= π1(S(L)) admitted the following presentation :

(1.1.3) πd ≃ ⟨(ai, bi)1⩽i⩽g, h ∣ [ai, h] = [bi, h] = 1 = h−d
g

∏
i=1

[ai, bi]⟩

When d = 0, one has π0 ≃ Z×π1X and in this case the map %z→ %∣π1X induces a homeomorphism

HomZ(π0,U(r))/U(r) ≃ Hom(π1X;U(r))/U(r).

Moreover, through the isomorphism (1.1.1), stable vector bundles of rank r and degree d corres-
pond to irreducible representations of πd in U(r) :

NC(r,0) ≃ HomZ,irr(πd;U(r))/U(r)

and the assumption that g ⩾ 2 guarantees that this space is non-empty ([NS65]).
The Narasimhan-Seshadri theorem still holds if g = 1 and d = 0 : as π1X is Abelian in this

case, one has
Hom(π1X;U(r))/U(r) ≃ Hom(π1X;Tr)/Sr,

where Tr ≃ U(1)r is the standard maximal torus of U(r) with associated Weyl group Sr, and
it was proved independently in [FMW98] and in [Las98] that this space is homeomorphic to
MC(r,0) when X is an elliptic curve. If r > 1, there are no irreducible representations of π1X in
this case, and indeed there are no stable bundles of degree 0 and rank r ⩾ 2 on an elliptic curve
([Tu93]).

The goal of [Sch17] was to obtain an analogue of the above picture for real and quaternionic
vector bundles over a compact Klein surface (X,σ) of genus g ⩾ 2. The case g = 1 was later
dealt with in [BS16]. To that end, we generalized in [Sch17] the usual construction % z→ E%
of the polystable vector bundle associated to a unitary representation of π1X to the case where
the latter is assumed to extend to a unitary representation of the orbifold fundamental group
π1(X/ ⟨σ⟩), in the sense that the commutative diagram, which first appeared in [BHH10], is
commutative :

(1.1.4) 1 // π1X //

��

π1(X/ ⟨σ⟩) //

%

��

Z/2Z // 0

1 // U(r) // U(r) ⋊Z/2Z // Z/2Z // 0

The observation in [Sch17] is that, given % ∶ π1(X/ ⟨σ⟩) Ð→ U(r) ⋊ Z/2Z as above, the ac-
tion of π1(X/ ⟨σ⟩) on the product bundle X̃ × Cr induces a real structure on E%∣π1X

, because
π1(X/ ⟨σ⟩)/π1X ≃ Z/2Z. And the result is that any polystable real vector bundle of degree 0 is
isomorphic to a bundle of the form E% for some % ∶ π1(X/ ⟨σ⟩)Ð→U(r) ⋊Z/2Z as above, which
induces a homeomorphism

MR(r,0) ≃ HomZ/2Z(π1X;U(r) ⋊Z/2Z)/U(r),

between the space MR(r,0) of S-equivalence classes of semistable real vector bundles of rank
r and degree 0 and the space HomZ/2Z(π1X;U(r) ⋊ Z/2Z) of representations % as in Dia-
gram (1.1.4). This had been previously proved (using a different approach) by Biswas, Huis-
man and Hurtubise in [BHH10], who also proved an analogous statement for the moduli
spaceMH(r,0) of quaternionic vector bundles, for which they replaced group homomorphisms
% ∈ HomZ/2Z(π1X;U(r) ⋊ Z/2Z) by certain twisted maps % between these groups. In [Sch17],
we replaced instead the target group W+(r) ∶=U(r) ⋊Z/2Z by another extension :

(1.1.5) 1Ð→U(r)Ð→W−(r)Ð→ Z/2ZÐ→ 1

17



(the only non-trivial one, corresponding to the element −1 ∈ H2(Z/2Z;Z(U(r))) ≃ {±1}, where
Z/2Z acts on the coefficients Z(U(r)) ≃U(1) by complex conjugation) and obtained a homeo-
morphism

MH(r,0) ≃ HomZ/2Z(π1(X/ ⟨σ⟩);W−(r))/U(r).
Moreover, we generalized this to the case of real and quaternionic bundles of degree d ≠ 0 by
considering the orbifold fundamental group of the real circle bundle (S(L), τL) as above, (L, τL)
being a smooth real line bundle of degree d. The orbifold fundamental group π1(S(L)/ ⟨τL⟩) is
now a non-central extension

0Ð→ ZÐ→ π1(S(L)/ ⟨τL⟩ )Ð→ π1(X/ ⟨σ⟩ )Ð→ 1,

since here π1(X/ ⟨σ⟩) acts non-trivially on Z, via the canonical homomorphism π1(X/ ⟨σ⟩) Ð→
⟨σ⟩ ≃ Z/2Z and the involution n z→ −n on Z. An extra difficulty arises here, to show that the
group π1(S(L)/ ⟨τL⟩), this time as an extension

1Ð→ π1(S(L))Ð→ π1(S(L)/ ⟨τL⟩ )Ð→ ⟨τL⟩Ð→ 1,

depends only on d = degL, not on the full isomorphism class of (L, τL) as a smooth real bundle,
but this follows from the fact that H2(Z/2Z;Z) is trivial for the previous action of Z/2Z on
Z ([Sch17, Remark 2.8]). Then, given a representation % ∶ π1(S(L)/ ⟨τL⟩) Ð→ W±(r) which
is compatible with the projection to ⟨τL⟩ ≃ Z/2Z in the sense of Diagram (1.1.4) and sends
the generator 1 ∈ Z to ei

2π
r Ir ∈ W±(r), as in Diagram (1.1.2), we can construct a polystable

real or quaternionic vector bundle of degree d ∶= degL, and the main result of [Sch17] is
that all such bundles come from a representation of that sort. In what follows, we denote by
Hom Z

Z/2Z(π1(S(L)/ ⟨τL⟩);W±(r)) the set of such representations.

Theorem 1.6. — [Sch17] Let (X,σ) be a compact Klein surface of genus g ⩾ 2. Then there
are homeomorphisms

MR(r, d) ≃ Hom Z
Z/2Z(π1(S(L)/ ⟨τL⟩ );W+(r))/U(r)

and
MH(r, d) ≃ Hom Z

Z/2Z(π1(S(L)/ ⟨τL⟩ );W−(r))/U(r)
where W+(r) ∶=U(r)⋊Z/2Z with respect to the involution θ(g) = g on U(r), and W−(r) is the
only non-trivial extension of Z/2Z by U(r) with respect to that same action.

Corollary 1.7. — The homeomorphism type of the moduli spacesMR(r, d) andMH(r, d) de-
pends only on the homeomorphism type of the topological surface X/ ⟨σ⟩, not on the complex
analytic structure of X.

We recall that the homeomorphism type of the topological surface X/ ⟨σ⟩ is entirely determi-
ned by three numbers : the genus g of X, the number n ∈ {0; . . . , g+1} of connected components
of Xσ, and the number a ∈ {0; 1} which is 0 if X ∖Xσ is not connected (i.e. X/ ⟨σ⟩ is orientable)
and 1 if X ∖Xσ is connected (i.e. X/ ⟨σ⟩ is not orientable). When Xσ ≠ ∅, Theorem 1.6 takes a
more readable form, as it is expressed entirely in terms of the usual central extension πd whose
presentation was recalled in (1.1.3). To formulate it, let us denote by J the matrix of the linear
transformation (x, y)z→ (y,−x) of C2r.

Theorem 1.8. — [Sch17] Choose a base point x ∈ Xσ and consider the induced action of
⟨σ⟩ ≃ Z/2Z on π1X. Denote by HomZ(πd;U(r))σR, respectively HomZ(πd;U(r))σH , the space of
Z/2Z-equivariant representations, where Z/2Z acts on U(r) via θR(g) = g in the real case, and
via θH(g) = JgJ−1 in the quaternionic case. Then there are homeomorphisms

MR(r, d) ≃ HomZ(πd;U(r))σR/O(r)
and

MH(r, d) ≃ HomZ(πd;U(r))σH/Sp( r2).
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A consequence of Theorem 1.8 is that we can define an obstruction map à la Goldman
([Gol88b])

W ∶ HomZ(πd;U(r))σ/O(r)Ð→O(1)n,
where n is the number of connected components of Xσ, such that the non-empty fibers of W
are exactly the connected components of the representation space ([Sch17, Corollary 4.9]).

As for the genus 1 case, in collaboration with Indranil Biswas, we have proved the following
analogue over R of the results in [FMW98, Las98].

Theorem 1.9. — [BS16] Let (X,σ) be a compact Klein surface of genus 1. Then the map

Jac(X)r Ð→ M(r,0)
(L1, . . . , Lr) z→ L1 ⊕ . . . ⊕Lr

induces an isomorphism of projective real algebraic varieties

Jac(X)r/Sr ≃R MC(r,0).

In view of the classical homeomorphism Jac(X) ≃ Hom(π1X;U(1)), Theorem 1.9 shows that
the Narasimhan-Seshadri homeomorphism MC(r,0) ≃ Hom(π1X;U(1)r)/Sr over an elliptic
curve is Z/2Z-equivariant. Note that if Xσ ≠ ∅, then Jac(X) ≃R X, so when (X,σ) is a real
elliptic curve, the conclusion of Theorem 1.9 is thatMC(r,0) ≃R Xr/Sr.

1.1.1.3. Mod 2 Betti numbers and construction of maximal varieties. — Building on the number-
theoretic approach of Harder and Narasimhan ([HN75]), which uses the Weil conjectures, De-
sale and Ramanan computed the rational Poincaré polynomial ofMC(r, d) for r and d coprime
([DR75]). The key tool in both papers is the canonical filtration

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ E` = E
of a holomorphic vector bundle, now known as the Harder-Narasimhan (HN) filtration, which
is uniquely characterized by the fact that the successive quotients (Ei/Ei−1)1⩽i⩽` are semistable
with respective slopes

µ(E1/E0) > . . . > µ(E`/E`−1).
In [AB83], Atiyah and Bott used the remarkable properties of the Harder-Narasimhan filtration
to develop a differential-geometric approach to the computation of the rational Betti numbers of
the moduli spaceMC(r, d). They showed that, given a fixed C∞ complex vector bundle E of rank
r and degree d, the affine space C, consisting of all holomorphic structures (=Dolbeault operators)
on E, admitted a stratification according to the Harder-Narasimhan type of the holomorphic
structure, the latter being defined as the collection of topological invariants (ri, di)1⩽i⩽` of the
successive quotients (Ei/Ei−1)1⩽i⩽`. Equivalently, the Harder-Narasimhan type of E is by definition
the tuple

(1.1.6) µ ∶= (d1

r1
, . . . ,

d1

r1
, . . . ,

d`
r`
, . . . ,

d`
r`

)

where di
ri

appears ri times and
d1

r1
> . . . > d`

r`
.

Note that d1 + . . . + d` = d and r1 + . . . + r` = r. This stratification was studied in detail by
Shatz ([Sha77]) and, in [AB83], Atiyah and Bott showed that the Shatz stratification of C was
equivariantly perfect with respect to the action of the complex gauge group GE ∶= Aut(E) of E.
This means that if we write

(1.1.7) C = ⊔
µ∈Ir,d

Cµ
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where Ir,d is the set of Harder-Narasimhan types µ and Cµ is the space of holomorphic structures
of type µ on E, then each stratum Cµ is GE-invariant and the GE-equivariant rational Poincaré
series P GEt (Cµ;Q) of C is given by the formula

(1.1.8) P GEt (C;Q) = ∑
µ∈Ir,d

t2dµP GEt (Cµ;Q),

where dµ is the complex codimension of Cµ in C. This result is based on an observation in equi-
variant cohomology, sometimes called the Atiyah-Bott lemma, which says that, for equivariant
perfection to hold, it suffices that, for each stratum Cµ, the equivariant Euler class of the normal
bundle to Cµ in C (which exists because that bundle is a complex vector bundle) be not a zero
divisor in the GE-equivariant cohomology algebra of C.

The stratification (1.1.7) has a unique open stratum Css consisting of semistable holomorphic
structures on E and corresponding to the Harder-Narasimhan type µss ∶= (d

r , . . . ,
d
r
). In what

follows, we set Pg(r, d) ∶= P GEt (Css;Q) and Qg(r) ∶= P GEt (C;Q). To make Formula (1.1.8) recur-
sive, the missing ingredient is this : For all Harder-Narasimhan type µ as in (1.1.6), one has (see
[AB83])

(1.1.9) P GEt (Cµ;Q) =
`

∏
i=1

Pg(ri, di),

which means that the equivariant Poincaré series of the unstable strata can be computed as
products of equivariant Poincaré series of semistable strata of lower rank.

Theorem 1.10. — [AB83] For all r ⩾ 1 and all d ∈ Z, one has

(1.1.10) Pg(r, d) = Qg(r) − ∑
µ∈Ir,d∖{µss}

t2dµ
`

∏
i=1

Pg(ri, di),

where dµ = ∑1⩽i<j⩽` rirj(µi − µj + (g − 1)).

As we shall see momentarily, Qg(r) is indeed independent of d. Moreover, for all d ∈ Z, one
has Pg(1, d) = Qg(1), because every holomorphic line bundle is semistable. So, to be able to
compute recursively from Formula (1.1.10), we only need know Qg(r) for all r. The following
formula for Qg(r) was obtained by Atiyah and Bott in a very geometric manner, which will be
detailed in Section 3.3.

Theorem 1.11. — [AB83] For all r ⩾ 1, one has

Qg(r) = Pt(ΩSU(r);Q)Pt(U(r);Q)2g Pt(BU(r);Q)

=
∏r
j=1(1 + t2j−1)2g

∏r−1
j=1(1 − t2j) ∏r

j=1(1 − t2j)
.

Example 1.12. — When r = 2 and d ∈ Z, the possible Harder-Narasimhan types are µss =
(d

2 ,
d
2
) and µ = (k, d − k) with k > d − k, so

Pg(2, d) = Qg(2) − t2g−2 ∑
k> d

2

t4k−2dQg(1)

with Qg(1) = (1+t)
2g

1−t2
. The result only depends on the parity of d and, explicitly, we have

Pg(2,0) = (1 + t)2g(1 + t3)2g

(1 − t2)2(1 − t4) − t2g+2(1 + t)4g

(1 − t2)2(1 − t4)
and

Pg(2,1) = (1 + t)2g(1 + t3)2g

(1 − t2)2(1 − t4) − t2g(1 + t)4g

(1 − t2)2(1 − t4)
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= (1 + t)2g

(1 − t2)
[(1 + t3)2g − t2g(1 + t)2g]

(1 − t2)(1 − t4) .

By definition, Pg(r, d) ∶= P GEt (Css;Q) is the rational Poincaré series of the quotient stack
[Css/GE]. Theorems 1.10 and 1.11 show that this can computed without any assumptions on r
and d. When r∧d = 1, more can be said : every semistable holomorphic structure on E is in fact
stable (we shall write that Css = Cs) and the Betti numbers of the coarse moduli space Cs/GE
can be computed in this case. Indeed, the stabilizer of any element in Cs reduces to Z(GE) ≃ C∗,
so the action of GE ∶= GE/C∗ on Cs is free and the rational Poincaré polynomial of the moduli
space

NC(r, d) ≃ Cs/GE
satisfies Pt(NC(r, d);Q) = P GEt (Cs;Q). To compute this polynomial, Atiyah and Bott have proved
that, when r∧d = 1, the GE-equivariant Poincaré series of Css = Cs is related to its GE-equivariant
Poincaré series in the following way :

(1.1.11) P GEt (Css;Q) = Pt(BC∗;Q)P GEt (Css;Q).

Thus, Pt(MC(r, d);Q) = (1 − t2)Pg(r, d) when r ∧ d = 1. For r = 1, one finds Pt(MC(1, d);Q) =
(1 + t)2g, the Poincaré polynomial of the Picard variety Picd(X).

Example 1.13. — When r = 2 and d = 1,

(1 − t2)Pg(2,1) = (1 + t)2g
g−1

∑
j=0

(1 + t3)2(g−1−j)(t(1 + t))2j ,

whose value at 1 (=the total Betti number ofMC(2,1)) is equal to g24g−2 ([DR75]).

In joint work with Melissa Liu, we obtained analogues of Theorems 1.10 and 1.11 for the
topological spacesMR(r, d) andMH(r, d). First, we checked that, given a real or quaternionic
structure τ on the C∞ complex vector bundle E, the Harder-Narasimhan strata were globally
invariant under τ . This happens because the rank and degree of a holomorphic vector bundle E
over the Klein surface (X,σ) are preserved by the involution E z→ σ∗E and the HN filtration of
a τ -compatible holomorphic structure on E consists of τ -invariant sub-bundles (by uniqueness
of this filtration). Then, in analogy with (1.1.7), we have :

Cτ = ⊔
µ∈Iτ

r,d

Cτµ

where I τr,d is the set of possible Harder-Narasimhan types of a τ -compatible holomorphic structure
on E and Cτµ is the space of τ -compatible holomorphic structures of type µ on E. The HN type
of a τ -compatible holomorphic structure on E again consists of the topological invariants of the
successive quotients of the HN filtration, which are now either real or quaternionic bundles, so
may have more invariants than just the rank and degree (this is indeed the case whenXσ ≠ ∅ and
τ is real). As a consequence, there is a map I τr,d Ð→ Ir,d but it is neither injective nor surjective
in general : if Xσ = ∅, the degree of a real vector bundle must be even, and if Xσ ≠ ∅, then the
fiber of that map above a HN type µ ∈ Ir,d that is of length ` contains 2(n−1)(`−1) elements, where
n is the number of connected components of Xσ (these 2(n−1)(`−1) elements correspond to the
Stiefel-Whitney classes of the real of successive quotients of the HN filtration). The equivariant
normal bundle to the stratum Cτµ is now a real vector bundle only (of real dimension dµ) and
it may not be orientable (at least when τ is a real structure, as we checked in [LS13, Section
5.3] by showing that its first Stiefel-Whitney class is not always zero). This is one of the reasons
why in [LS13] we use mod 2 coefficients : to always have an equivariant Euler class. Equivariant
perfection with respect to the group G τE (the group of complex linear automorphisms of E that
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commute to τ) then holds by the same, slightly refined, argument ([LS13, Lemma 5.9]) as in
[AB83] and we get the following analogue of (1.1.8) :

P
G τE
t (Cτ ;Z/2Z) = ∑

µ∈Iτ
r,d

tdµP
G τE
t (Cτµ;Z/2Z),

Let us now set P τ
(g,n)(r, d) ∶= P

G τE
t (C τss;Z/2Z) and Q τ

(g,n)(r) ∶= P
G τE
t (Cτ ;Z/2Z). As the notation

suggests, these two formal series will end up depending only on the topological invariants g, n,
r and (for the first one) d. First, in analogy with (1.1.9), we have, for all µ ∈ I τr,d :

(1.1.12) P
G τE
t (Cτµ;Z/2Z) =

`

∏
i=1

P τ
(g,n)(ri, di).

So we get the following recursive formula, similar to (1.1.10).

Theorem 1.14. — [LS13] For all r ⩾ 1 and all d ∈ Z, one has

(1.1.13) P τ
(g,n)(r, d) = Q τ

(g,n)(r) − ∑
µ∈Iτ

r,d
∖{µss}

tdµ
`

∏
i=1

P τ
(g,n)(ri, di),

where dµ = ∑1⩽i<j⩽` rirj(µi − µj + (g − 1)).

As in the complex case, we have P τ
(g,n)(1, d) = Q

τ
(g,n)(1) for all d ∈ Z. So, to conclude, we only

need a real and quaternionic analogue of Theorem 1.11. This was indeed obtained in [LS13], by
a method that we will go over in Section 3.3. Mod 2 coefficients are also essential there, at least
for part of the spectral sequence computations to hold.

Theorem 1.15. — [LS13] For all r ⩾ 1, one has :
1. If n > 0 and τ = τR is a real structure, then

Q τR
(g,n)

(r) = Pt(ΩSU(r);Z/2Z)Pt(U(r);Z/2Z)g+1−n Pt(SO(r);Z/2Z)n

×Pt(U(r)/O(r);Z/2Z)n−1 Pt(BO(r);Z/2Z)

=
∏r
j=1(1 + t2j−1)g+1−n∏r−1

j=1(1 + tj)n∏r
j=1(1 + tj)n−1

∏r−1
j=1(1 − t2j) ∏r

j=1(1 − tj)
.

2. If n = 0 and τ = τR or τH is a real or quaternionic structure, then

Q τ
(g,0)(r) = Pt(ΩSU(r);Z/2Z)Pt(U(r);Z/2Z)g+1 Pt(BU(r);Z/2Z)

=
∏r
j=1(1 + t2j−1)g+1

∏r−1
j=1(1 − t2j) ∏r

j=1(1 − t2j)
.

3. If n > 0 and τ = τH is a quaternionic structure, in which case r is necessarily even, then

Q τH
(g,n)

(r) =
∏r
j=1(1 + t2j−1)g

∏r/2−1
j=1 (1 − t4j) ∏r/2

j=1(1 − t4j)
.

In particular, Q τH
(g,n)

(r) is in fact independent of n.

Remark 1.16. — We note that, when τ = τR, we can unify the n > 0 and n = 0 cases by using
the fact ([Bor53]) that Pt(BO(r);Z/2Z) = Pt(BU(r);Z/2Z)Pt(U(r)/O(r);Z/2Z) to get :

Q τR
(g,n)

(r) = Pt(ΩSU(r);Z/2Z)Pt(U(r);Z/2Z)g+1−n Pt(SO(r);Z/2Z)n

×Pt(U(r)/O(r);Z/2Z)n Pt(BU(r);Z/2Z).
And the reason why, for n = 0, the answer is the same in the real and quaternionic cases is because
we can always tensor a quaternionic vector bundle (E , τH) by a quaternionic line bundle (L, τL)
of degree (g − 1), to obtain a real vector bundle (E ⊗ L, τH ⊗ τL), so the stack of quaternionic
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vector bundles of rank r and degree d over a real curve without real points is isomorphic to the
stack of real vector bundles of rank r and degree d + r(g − 1) over that curve.

Example 1.17. — Let us retake Example 1.12 with n > 0, τ = τR and r = 2. Then, for each
µ ∈ I2,d∖{µss}, there are 2(n−1) real Harder-Narasimhan types µR ∈ I τ2,d that map to µ under the
canonical map I τ2,d Ð→ I2,d. So we get, for all d ∈ Z,

P τR
(g,n)

(2, d) = Q τR
(g,n)

(2) − 2n−1tg−1 ∑
k> d

2

t2k−dQ τR
(g,n)

(1).

In particular, when n = g + 1 (the maximal possible value for n) :

P τR
(g,g+1)

(2,0) = (1 + t)2g(1 + t2)g
(1 − t)2(1 − t2) − 2g

tg+1(1 + t)2g

(1 − t)2(1 − t2)
and

P τR
(g,g+1)

(2,1) = (1 + t)2g(1 + t2)g
(1 − t)2(1 − t2) − 2g

tg(1 + t)2g

(1 − t)2(1 − t2)

= (1 + t)2g−1

(1 − t)3
[(1 + t2)g − (2t)g] .

As in the complex case, more can be said when r ∧ d = 1. First we recall that, if n > 0,
quaternionic vector bundles must have even rank and degree, so they cannot occur if r and d are
assumed to be coprime : we haveMC(r, d)σ ≃MR(r, d) in this case. Second, for all n ⩾ 0, the
stabilizer of any holomorphic structure in Cτs reduces to G τE ≃ R∗ so the action of G τE ∶= G τE/R∗

on Cτs is free. Then, in analogy with (1.1.11), we have, when r and d are coprime :

(1.1.14) P
G τE
t (C τss;Z/2Z) = Pt(BR∗;Z/2Z)P G

τ
E

t (C τss;Z/2Z)

so Pt(Cτs /G τE ;Z/2Z) = (1−t)P τ
(g,n)(r, d) in this case. This again uses in an essential way that we are

working with mod 2 coefficients ([LS13, Theorem 6.4]). For r = 1 and n > 0, taking into account
the number of connected components ofMC(1, d)τ , one finds Pt(MC(1, d)τ ;Z/2Z) = 2n−1(1+t)g,
the Poincaré polynomial of the real locus of the Picard variety Picd(X). And when n = 0, the
result is similar : every connected component ofMC(r, d)σ is again homeomorphic to a product
of g circles and the number of connected components is either 0, 1 or 2, depending on the parity
of d and g (Theorem 1.4).

Example 1.18. — When n = g + 1, r = 2 and d = 1, we have

(1 − t)P τR
(g,g+1)

(2,1) = (1 + t)2g−1
g−1

∑
j=0

(1 + t2)g−1−j(2t)j ,

whose value at 1 is g23g−2. Since this value is the total mod 2 Betti number of any given
connected component of MC(2,1)τ = MR(2,1) and this space has 2g connected components
(Theorem 1.4), the total mod 2 Betti number ofMC(2,1)τ is g24g−2.

In Example 1.13, we recalled the value of the total rational Betti number ofMC(r, d), which
is also the total Betti number with coefficients in Z and Z/2Z since Atiyah and Bott have
proved that the integral cohomology ofMC(r, d) is a torsion-free Z-module when r∧d = 1. From
Examples 1.13 and 1.18, we then deduce the following.

Theorem 1.19. — [LS13] If (X,σ) is a maximal real algebraic curve, i.e. if n = g+1, then the
real algebraic variety MC(2,1) is also maximal, in the sense that the total mod 2 Betti number
of the real locus is equal to the total mod 2 Betti number of the complex locus.
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As a matter of fact, we also proved in [LS13] that if (X,σ) is not maximal, thenMC(2,1) is
not maximal. The higher the rank, the harder it is to obtain an explicit polynomial expression
for (1 − t)P τ

(g,n)(r,1) and evaluate it at t = 1. In [LS13, Theorem 6.2], we applied a theorem of
Don Zagier’s ([Zag96]) to solve the recursion in Theorem 1.14 and obtain a closed formula for
P τ
(g,n)(r, d). But even with that closed formula, evaluating the polynomials

(1 − t2)Pg(r, d) and 2n−1(1 − t)P τ
(g,n)(r, d)

at t = 1 for r and d coprime is not always feasible, because the formula we obtain involves a
rational function with a pole at 1. Using computer software, Erwan Brugallé has checked that
the analogue of Theorem 1.19 holds for all r ⩽ 6 and d coprime to r. It seems reasonable to
conjecture that this should hold for arbitrary r and d coprime.

1.1.2. Hitchin components for orbifold fundamental groups. —

1.1.2.1. Higher Teichmüller Spaces. — In [Wie18], Anna Wienhard gave the following defini-
tion of a Higher Teichmüller Space (HTS).

Definition 1.20. — Given a closed orientable surface X and a real Lie group G, one calls
Higher Teichmüller Space any union of connected components of the representation space

Hom(π1X;G)/G
consisting solely of conjugacy classes of discrete and faithful representations.

The fundamental example is of course the Fricke-Teichmüller space

T (X) ≃ Homd.f.(π1X;PGL(2;R))/PGL(2;R),
the result here being that discrete and faithful representations % ∶ π1X Ð→ PGL(2;R) form a
connected component of the PGL(2;R)-representation space of π1X. As a matter of fact, this
is true for (orbifold) fundamental group of all closed orbi-surfaces of negative (orbifold) Euler
characteristic Y .

As explained in [Wie18], known examples of HTS for surface groups come in two infinite
families, Hitchin components and spaces of maximal representations, and there are conjectures
about how to construct other, and possibly all, examples. In joint work with Daniele Alessandrini
and Gye-Seon Lee, we take the notion of HTS into a different direction and study what happens
for 2-dimensional orbifolds, focusing primarily on Hitchin components. Recall that, given a simple
complex Lie algebra gC with split real form g, the (connected) adjoint group GC ∶= Int(gC) ⊂
Aut(gC) has an associated split real form G, whose neutral component is Int(g) and which comes
equipped with a principal morphism κ ∶ PGL(2;R)Ð→ G ([Kos59]). If Y is a closed 2-orbifold
of negative Euler characteristic, a representation % ∶ π1Y Ð→ G is called Fuchsian ([Hit92]) if it
lifts to a discrete and faithful representation h ∶ π1Y Ð→ PGL(2;R), meaning that the following
diagram is commutative.

PGL(2;R)
κ

��
π1Y

h
99

%̂ // G

Discrete and faithful representations h ∶ π1Y Ð→ PGL(2;R) are precisely holonomy representa-
tions of hyperbolic structures on Y and we get in this way a continuous map

(1.1.15) T (Y ) Ð→ Hom(π1Y ;G)/G
[h] z→ [κ ○ h]

whose image is called the Fuchsian locus of the representation space Hom(π1Y ;G)/G. Since
the Teichmüller space T (Y ) is connected, the image of the map (1.1.15) picks out a single
connected component of Hom(π1Y ;G)/G, called the Hitchin component and which we shall
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denote by Hit(π1Y ;G). Contrary to what happens for compact real forms (Section 1.1.1.3),
Hitchin components for surface groups have a trivial topology :

Theorem 1.21 (Hitchin). — [Hit92] Let X be a closed orientable surface of negative Euler
characteristic χ(X) and let G be the split real form of the adjoint group of a simple complex Lie
algebra gC. Then Hit(π1X;G) is homeomorphic to a real vector space of dimension −χ(X)dimG.

By definition of Hitchin components, one has Hit(π1X;PGL(2;R)) ≃ T (X), which is of real
dimension 6g − 6, where g is the genus of X. In the orbifold case, the Teichmüller space is still
homeomorphic to a real vector space, this time of dimension

(1.1.16) −3χ(∣Y ∣) + 2k + `
where :

– ∣Y ∣ is the “underlying surface” of the 2-orbifold Y ,
– k is the number of cone points of Y ,
– ` is the number of corner reflectors / dihedral points of Y .

We recall that, even tough χ(Y ) < 0 by assumption, the topological surface ∣Y ∣ may be of non-
negative Euler characteristic, or non-orientable, or have a boundary, or all of that at the same
time (the Möbius strip). The study of Hitchin components for orbi-surfaces was initiated by Choi
and Goldman in [CG05], who proved the following result when G = PGL(3;R), in which case
the Hitchin component is in fact homeomorphic to the deformation space of convex projective
structures on Y :

Theorem 1.22 (Choi & Goldman). — [CG05] Let Y be a closed orbi-surface of negative
Euler characteristic χ(Y ). Then Hit(π1Y ;PGL(3;R)) is homeomorphic to a real vector space
of dimension

−8χ(∣Y ∣) + (6k − k2) + (3` − `2),
where k2 (respectively, `2) is the number of cone points (respectively, dihedral points) of order 2
in Y .

In [ALS18], we extended their result to arbitrary split real forms G and obtained the following
generalization of the formula in Theorem 1.21.

Theorem 1.23. — [ALS18] Let Y be a closed orbi-surface of negative Euler characteristic
χ(Y ). Let G be as in Theorem 1.21 and denote by r its rank and by d1, . . . , dr the exponents of
its Lie algebra g. Then Hit(π1Y ;G) is homeomorphic to a real vector space of dimension

−χ(∣Y ∣)dimG +
r

∑
α=1

⎛
⎝

2
k

∑
i=1

O(dα + 1,mi) +
`

∑
j=1

O(dα + 1, nj)
⎞
⎠

where mi (respectively, nj) is the order of the i-the cone point (respectively, the j-th dihedral
point) of Y and O(d,m) ∶= ⌊d − d

m
⌋ is the integral part of the real number (d − d

m
).

As a matter of fact, like Choi and Goldman in [CG05], we can also deal with the case of
orbifolds with boundary (see Section 4.4.4 of this memoir for details). We note that, when Y has
no cone or dihedral points, then χ(Y ) = χ(∣Y ∣) and Hitchin’s formula holds without modification.

There is another way of writing the formula in Theorem 1.23, which resembles more that of
(1.1.16) and Theorem 1.22. We will present it in Chapter 4 (Theorem 4.10). We get for instance :

dim Hit(π1Y ;PGL(4;R)) = −15χ(∣Y ∣) + (12k − 4k2 − 2k3) + (6` − 2`2 − `3)
dim Hit(π1Y ;PSp±(4;R)) = −10χ(∣Y ∣) + (8k − 2k2 − 2k3) + (4` − `2 − `3)

We see that these dimensions may vanish for certain orbifolds Y and that such orbifolds form an
infinite family (spheres with three cone points of order (2,3, r) for all r ⩾ 7). This has applications
to the rigidity of projective structures and contact projective structures on Seifert-fibered spaces
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with base Y (for instance, in the spirit of [GW08], foliated convex projective structures on the
unit tangent bundle of Y ), to be presented in Section 4.4.3.

Note that, in Theorem 1.23, the orbifold Y can be just a topological surface with boun-
dary (with its canonical orbifold structure), or a non-orientable surface (with trivial orbifold
structure). The latter case is perhaps particularly interesting because, in the absence of a boun-
dary and any other orbifold singularities, the orbifold fundamental group is isomorphic to the
topological fundamental group. The way we think about these examples, and more generally non-
orientable orbi-surfaces (which includes the case of topological surfaces with boundary, orientable
or not in the usual sense) is by seeing such a surface as the set of closed points of a real algebraic
curve (or orbi-curve, if there are cone or dihedral points). In particular, we could always replace
a non-orientable orbi-surface Y with its orientation cover Y + 2∶1Ð→ Y , equipped with its canonical
involution, which would put us in the familiar setting of real algebraic geometry (see Section
1.1.1).

1.1.2.2. Analytic parameterization of Hitchin components. — The way we proved Theorem 1.23
is by extending Hitchin’s techniques to the orbifold case in order to get an analytic parameteri-
zation of Hit(π1Y ;G), in terms of symmetric differentials on Y (sections of symmetric powers
of the cotangent bundle). We now recall his result.

Theorem 1.24. — [Hit92] Fix an analytic structure on the closed orientable surface X and
denote by KX its canonical bundle. Then there exists a homeomorphism

Hit(π1X;G) ≃
r

⊕
α=1

H0(X;Kdα+1
X ).

In [ALS18], we showed that, although Hitchin’s formula for the dimension (Theorem 1.21)
does not generalize in a straightforward manner to the orbifold case (there was essentially no
hope, because χ(Y ) ∈ Q in general), Hitchin’s parameterization of Theorem 1.24, on the contrary,
does extend with no modification at all to the orbifold case :

Theorem 1.25. — [ALS18] Fix a dianalytic structure on the closed orbi-surface Y and let KY

be its canonical bundle. Then there exists a homeomorphism

Hit(π1Y ;G) ≃
r

⊕
α=1

H0(Y ;Kdα+1
Y ).

When the orbifold Y is orientable, it actually admits an analytic structure and the vector
spaces H0(Y ;Kd

Y ) are complex vector spaces, just as in the usual Riemann surface case. When
Y is not orientable, a dianalytic structure on Y can be thought of as the structure one obtains, by
descent, from an analytic structure on Y + that makes the canonical involution σ ∶ Y + Ð→ Y + anti-
analytic. In particular, H0(Y ;Kd

Y ) is a real vector space whose complexification is H0(Y +;Kd
Y +),

so
dimR H0(Y ;Kd

Y ) = dimC H0(Y +;Kd
Y +) = 1

2
dimR H0(Y +;Kd

Y +).

This is reflected in the formula of Theorem 1.23 for the real dimension of Hit(π1Y ;G), where
the sum over cone points appears with a factor of 2.

To prove Theorem 1.25, we used an an equivariant version of the non-Abelian Hodge cor-
respondence, that we can now recast in a more intrinsic way using the notion of Higgs torsor
introduced in Chapter 2 (Section 2.5). An essential step in the proof is provided by the equi-
variant properties of the Hitchin fibration and the Hitchin section over a Riemann surface with
symmetry (see Section 4 of [ALS18] and Section 4.3 of the present memoir). Using Theorem
1.25, the dimension of Hit(π1Y ;G) can be computed exactly as in the surface group case, by an
application of the (orbifold) Riemann-Roch theorem, as we shall see in Section 4.3 (this being
actually a slight improvement over the proof in [ALS18, Section 5] ; see [Sch19b]).
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1.1.2.3. Geometric properties and applications. — It remains to see whether Hitchin compo-
nents for orbifold fundamental groups are indeed examples of Higher Teichmüller Spaces in
the sense of Definition 1.20. In [ALS18], we prove that this is the case when G = PGL(n;R),
PSp±(2m;R), PO(m,m+1) and G2 : Hitchin representations with values in one of these groups
are discrete and faithful, thus generalizing to the orbifold setting Labourie’s results in [Lab06] :

Theorem 1.26. — [ALS18] Let Y be a closed orbi-surface of negative Euler characteristic.
Then PGL(n;R)-Hitchin representations of π1Y are Anosov, discrete, faithful and strongly ir-
reducible. Moreover, elements of infinite order in π1Y are sent to purely loxodromic elements of
PGL(n;R) by such a representation.

Thus, Hitchin representations of orbifold groups share certain of the properties of Hitchin
representations of surface groups. There are, however, also some discrepancies, for instance the
following rigidity phenomenon (see Section 4.4.1 for details).

Proposition 1.27. — [ALS18] Let Y be a sphere with three cone points, of respective orders
(2,4,5). Then the canonical map

Hit(π1Y ;PSp±(4;R))Ð→ Hit(π1Y ;PGL(4;R)) ≃ R2

is surjective. In particular, any Hitchin representation % ∶ π1Y Ð→ PGL(4;R) is PGL(4;R)-
conjugate to a representation with values in PSp±(4;R). Such a representation is therefore never
Zariski-dense.

Other phenomena that occur only for obifold groups that are not surface groups will be
presented in Sections 4.4.2 (Cyclic Higgs bundles) and 4.4.3 (Projective structures on Seifert
manifolds).

27



1.2. Liste des travaux réalisés depuis la thèse / List of publications

– Travaux présentés dans ce mémoire / Articles presented in this memoir :
8. Avec Daniele Alessandrini et Gye-Seon Lee. Hitchin components for orbifolds. Soumis

pour publication. arXiv 1811.05366. 40 pages.
7. Symmetric differentials and the dimension of Hitchin components for orbi-curves. A

paraître dans Proceedings of the 2019 ISAAC Congress (Aveiro), arXiv 1911.11370.
6. Finite group actions on moduli spaces of vector bundles. Sémin. Théor. Spectr. Géom.

(Grenoble) 34 (2019), 33-63.
5. On the Narasimhan-Seshadri correspondence for Real and Quaternionic vector bun-

dles. J. Differential Geom. (2017) 105 (1), 119-162.
4. Avec Indranil Biswas. Vector bundles over a real elliptic curve. Pacific J. Math. (2016)

283 (1), 43-62.
3. Avec Chiu-Chu Melissa Liu. The Yang-Mills equations over Klein surfaces. J. Topol.

(2013) 6 (3), 569-643.
2. Real points of coarse moduli schemes of vector bundles on a real algebraic curve. J.

Symplectic Geom. 10 (2012), no. 4, 503-534.
1. Moduli spaces of vector bundles over a Klein surface. Geom. Dedicata 151 (2011),

no. 1, 187-206.

– Travaux non présentés dans ce mémoire / Articles not presented in this memoir :
3. Avec Indranil Biswas. Parabolic vector bundles on Klein surfaces. A paraître dans

Illinois J. Math. 9 pages.
2. Avec Victoria Hoskins. Rational points of quiver moduli spaces. A paraître aux Ann.

Inst. Fourier (Grenoble). 46 pages.
1. Avec Victoria Hoskins. Group actions on quiver varieties and applications. Internat.

J. Math. 30 (2019), no. 2, p. 1950007, 46.

– Articles issus de la thèse / Articles extracted from Doctoral Dissertation :
5. Decomposable representations and Lagrangian submanifolds of moduli spaces asso-

ciated to surface groups. Math. Ann. 342 (2008), no. 2, 405-447.
4. Anti-symplectic involutions on quasi-Hamiltonian quotients. Trav. Math. 17 (2007),

57-64.
3. Un théorème de convexité réel pour les applications moment à valeurs dans un groupe

de Lie. C. R. Math. Acad. Sci. Paris 345 (2007), no. 1, 25-30.
2. Representations of the fundamental group of an L-punctured sphere generated by

products of Lagrangian involutions. Canad. J. Math. 59 (2007), no. 4, 845-879.
1. Avec Elisha Falbel et Jean-Pierre Marco. Classifying triples of Lagrangians in a Her-

mitian vector space. Topology Appl. 144 (2004), no. 1-3, 1-27.

– Autres publications (avec comité de lecture) / Other (refereed) publications :
4. Lectures on Klein surfaces and their fundamental group. Geometry and Quantization

of Moduli Spaces, Advanced Courses in Mathematics - CRM Barcelona, Springer
(2016), 67-108.

3. Differential geometry of holomorphic vector bundles on a curve. Geometric and To-
pological Methods for Quantum Field Theory, Proceedings of the 2009 Villa de Leyva
Summer School, Cambridge University Press (2013), 39-80.

2. Quasi-Hamiltonian quotients as disjoint unions of symplectic manifolds. In Non-
Commutative Geometry and Physics 2005-Proceedings of the International Sendai-
Beijing Joint Workshop (2007), 31-54. World Scientific Press.

1. A note on quasi-Hamiltonian geometry and representation spaces of surface groups.
In The COE Seminar on Mathematical Sciences 2005 (2007), vol. 36 of Sem. Math.
Sci., 35-48.

28



– Ouvrage d’enseignement / Textbook :
1. Avec Jean-Pierre Marco, Laurent Lazzarini, Hakim Boumaza, Benjamin Collas, Sté-

phane Collion, Marie Dellinger et Zoé Faget. Analyse L3. Pearson Education France
(2009), ISBN-9782744073502.

29





CHAPITRE 2

ASPECTS ORBIFOLDS DE LA CORRESPONDANCE DE
HODGE NON-ABÉLIENNE

2.1. L’espace de Betti d’un orbifold

Soit π un groupe discret et soit G un groupe de Lie. On suppose que π agit sur G par

automorphismes et on note ϕ ∶ π Ð→ Aut(G)
γ z→ ϕγ

le morphisme de groupes associé. Soit

Z1
ϕ(π;G) ∶= {% ∶ π Ð→ G ∣ ∀(γ, γ′) ∈ π × π, %(γγ′) = %(γ)ϕγ(%(γ′))}

l’ensemble des morphismes croisés de π dans G, muni de la topologie compacte-ouverte. Si π
est de type fini, tout choix de générateurs (γ1, . . . , γr) définit une application continue

Z1
ϕ(π;G) Ð→ Gr

% z→ (%(γ1), . . . , %(γr))

qui est un homéomorphisme sur son image, ce qui permet d’identifier Z1
ϕ(π;G) à un sous-espace

fermé de Gr. Les morphismes croisés de π dans G sont également appelés des 1-cocycles et
deux tels cocycles % et %′ sont dits équivalents s’il existe g ∈ G tel que, pour tout γ ∈ π, on a
%′(γ) = g−1%(γ)ϕγ(g). Ceci définit une action à droite de G sur Z1

ϕ(π;G) et on note

H1
ϕ(π;G) ∶= Z1

ϕ(π;G)/G
l’espace des orbites de cette action. Deux 1-cocycles équivalents sont également dits cohomo-
logues et on munit l’ensemble H1(π;G) de la topologie quotient. Elle n’est, en général, pas
séparée. Si ϕ est trivial, on a H1(π;G) = Hom(π;G)/G, l’espace des classes de conjugaison sous
G de morphismes de groupes de π dans G. Dans ce cas, les 1-cocycles sont également appelés
des représentations de π dans G. Le lemme suivant permet de remplacer les cocycles (= re-
présentations généralisées) par des représentations au sens usuel (dans un groupe plus grand)
même lorsque ϕ est non-trivial, ce qui présente l’avantage d’être compatible avec l’action par
conjugaison de G, comme le montre le lemme suivant.

Lemme 2.1. — L’application

Z1
ϕ(π;G) Ð→ Hom(π;G ⋊Aut(G))
% z→ (%̂ ∶ γ z→ (%(γ), ϕγ))

a pour image l’ensemble

(2.1.1) Homϕ(π;G ⋊Aut(G)) ∶= {% ∈ Hom(π;G ⋊Aut(G)) tel que pr2 ○ %̂ = ϕ}

où pr2 ∶ G ⋊ Aut(G) Ð→ Aut(G) est la projection canonique. Cette application est de plus G-
équivariante pour l’action par conjugaison de G ⊂ G⋊Aut(G) sur Homϕ(π;G⋊Aut(G)) et elle
induit une bijection

H1
ϕ(π;G) ≃ Homϕ(π;G ⋊Aut(G))/G.



Démonstration. — Par définition, un homomorphisme croisé % ∶ π Ð→ G relativement à ϕ ∶
π Ð→ Aut(G) est la première composante d’un morphisme de groupes %̂ ∶ γ z→ (%(γ), ϕγ) de π
à valeurs dans le produit semi-direct G ⋊Aut(G). Le reste est une simple vérification.

Remarquons que la condition pour qu’un homomorphisme χ ∶ π Ð→ G ⋊Aut(G) appartienne
à l’ensemble Homϕ(π;G ⋊ Aut(G)) défini en (2.1.1) consiste à demander la commutativité du
diagramme suivant :

π
χ //

ϕ

""

G ⋊Aut(G)

pr2xx
Aut(G)

L’objet de ce mémoire est de présenter nos recherches sur la topologie des espaces H1
ϕ(π;G)

dans le cas où π est un sous-groupe discret du groupe des isométries (directes et indirectes) du
plan hyperbolique H2

R. Nous parlerons de groupe fuchsien pour désigner un tel groupe π. On
identifiera le plus souvent H2

R au demi-plan supérieur H ∶= {z ∈ C ∣ Im(z) > 0} muni de l’unique
métrique conforme (à la métrique euclidienne canonique du plan complexe) de courbure de
Gauss constante égale à −1. Le groupe des isométries de H2

R est donc isomorphe à PGL(2;R),
ce dernier agissant sur H par homographies :

[a b
c d

] ⋅ z ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

az + b
cz + d si ad − bc > 0,

az + b
cz + d si ad − bc < 0.

Notons que PGL(2;R) ≃ PSL(2;R) ⋊ Z/2Z, où Z/2Z agit sur PSL(2;R) via conjugaison par

l’élément [−1 0
0 1

], qui représente la structure réelle canonique z z→ −z de H (unique à conju-

gaison par un élément de PSL(2;R) près). Cet isomorphisme est compatible avec le morphisme
canonique

ε ∶
PGL(2;R) Ð→ {±1} ≃ Z/2Z

[a b
c d

] z→ ad − bc
∣ad − bc∣

induit par le morphisme “signe du déterminant” d’une matrice réelle 2 × 2 inversible. On a en
effet le diagramme commutatif suivant

PGL(2;R) ≃ //

ε

%%

PSL(2;R) ⋊Z/2Z

pr2ww
Z/2Z

d’où, pour tout sous-groupe π ⊂ PGL(2;R), un morphisme canonique :

(2.1.2) ε ∶
π Ð→ {±1} ≃ Z/2Z
γ z→ εγ ∶=

det(γ)
∣det(γ)∣

Définition 2.2. — On dira que le groupe discret π ⊂ PGL(2;R) est orientable si ε(π) = {1},
i.e. si π ⊂ PSL(2;R).

Au vu de la notion ci-dessus, on peut remarquer que, pour définir une action par automor-
phismes de π sur un groupe de Lie réel G, il suffit de munir ce dernier d’un automorphisme
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θ ∶ GÐ→ G tel que θ2 = idG, et de poser, pour tout γ ∈ π,

(2.1.3) ϕγ ∶
G Ð→ G

g z→ { g si εγ = +1,
θ(g) si εγ = −1.

Une telle action de π sur G est alors triviale si et seulement si π est orientable au sens de la
Définition 2.2.

Exemple 2.3. — Dans la suite, on s’intéressera particulièrement aux exemples suivants :
1. G =U(n), le groupe des isométries de l’espace hermitien Cn, muni de l’involution θ ∶ g z→
g.

2. G = PGL(n;R), le groupe des automorphismes de l’espace projectif RPn−1, muni de l’au-
tomorphisme trivial θ = idG.

3. G = GL(n;C), vu comme groupe de Lie réel et muni de l’automorphisme induit par la
conjugaison complexe de C.

De manière plus abstraite, on peut considérer les trois familles suivantes, où G est à chaque fois
le groupe des points réels d’un groupe algébrique réductif :

1. G =K, un groupe de Lie compact (réel), muni de l’automorphisme θ induit par une forme
réelle quelconque du complexifié KC de K (en particulier, θ pourrait être égal à idK).

2. G est le groupe des points réel du groupe algébrique Int(g⊗RC), où g est une algèbre de Lie
réelle, gC ∶= g ⊗R C son complexifié, et Int(gC) désigne la composante neutre de Aut(gC)
pour sa topologie de groupe de Lie complexe (Int(gC) est un groupe de Lie complexe,
connexe et de centre trivial, ayant gC pour algèbre de Lie, et si un groupe de Lie complexe
GC vérifie ces mêmes propriétés alors il est isomorphe à Int(gC) via la représentation
adjointe Ad ∶ GC Ð→ Aut(gC)).

3. G = (ResC/RGC)(R) où GC est un groupe algébrique complexe et ResC/R est le foncteur
de restriction de Weil, de sorte que la conjugaison complexe de C induit bien un automor-
phisme involutif θ du groupe de Lie réel G.

Exemple 2.4. — Un autre exemple important d’action d’un groupe fuchsien π sur un groupe
de Lie G est le suivant. On considère une courbe hyperelliptique complexe (X,σ) de genre g ⩾ 2
et on note Γ le groupe engendré par l’involution holomorphe σ ∶ X Ð→ X. Par hypothèse,
l’orbifold analytique Y ∶= [X/Γ] est une sphère avec 2g +2 points coniques (1), tous d’ordre 2, et
on a une suite exacte courte

1Ð→ π1X Ð→ π1Y Ð→ ΓÐ→ 1.

Là encore, pour définir une action de π1Y sur un groupe de Lie G, il suffit de se donner une
involution de G, que nous noterons simplement σ. Le groupe π1Y étant orientable au sens de
la Définition 2.2, il est naturel de choisir une involution de G qui préserve l’orientation, par
exemple σ(g) = tg−1 sur G =GL(n,C).

Exemple 2.5. — On peut aussi combiner les Exemples 2.3 et 2.4 en prenant pourX une courbe
hyperelliptique définie sur R, à laquelle on pense comme une surface de Riemann compacte de
genre g ⩾ 2 munie d’une involution hyperelliptique σ et d’une involution anti-holomorphe τ , qui
commutent entre elles. Le groupe Γ ∶= ⟨σ, τ⟩ qu’elles engendrent est donc isomorphe au groupe
de Klein Z/2Z ×Z/2Z. L’orbifold quotient Y ∶= [X/Γ] est un disque avec 2g + 2 point diédraux,
tous d’ordre 2. Son groupe fondamental orbifold est non orientable et, par construction, il est
muni d’un morphisme π1Y Ð→ Z/2Z×Z/2Z (dont le noyau est π1X). Pour faire agir π1Y sur un
groupe de Lie G, il suffit donc de se donner deux involutions σ et τ de G qui commutent entre
elles, par exemple σ(g) = tg−1 et τ(g) = g sur G =GL(n,C).

1. La terminologie usuelle sur les “singularité” d’orbi-surfaces sera rappelée à la Section 4.1.
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Lorsque l’on fait agir π sur G comme dans nos exemples, à travers un morphisme ϕ ∶ π Ð→
Aut(G) d’image finie F ⊂ Aut(G), le Lemme 2.1 prend la forme plus agréable suivante, où
les représentations du groupe fuchsien π à valeurs dans G ⋊ Aut(G) sont remplacées par des
représentations à valeurs dans G ⋊ F .

Lemme 2.6. — Soit ϕ ∶ π Ð→ Aut(G) un morphisme d’image finie F ∶= Imϕ ⊂ Aut(G). Alors
l’application

Z1
ϕ(π;G) Ð→ Homϕ(π;G ⋊ F)
% z→ (%̂ ∶ γ z→ (%(γ), ϕγ))

induit un homéomorphisme H1
ϕ(π;G) ≃ Homϕ(π;G ⋊ F)/G.

On peut remarquer que si ϕ ∶ π Ð→ Aut(G) admet un relèvement ϕ̃ ∶ π Ð→ G relativement
à l’action adjointe Ad ∶ G Ð→ Aut(G), et si on pose F̃ = Im ϕ̃ ⊂ G, alors on a aussi H1

ϕ(π;G) ≃
Homϕ̃(π;G ⋊ F̃ )/G et ce dernier est homéomorphe à Hom(π;G)/G car, pour une action par
automorphismes intérieurs, le produit semi-directG⋊F̃ est isomorphe au produit directG×F̃ . On
est donc essentiellement intéressé par le cas où π agit sur G par un groupe fini d’automorphismes
extérieurs (cf. Exemples 2.3 et 2.4).

Afin de mener à bien l’étude topologique de H1(π;G) pour π un groupe fuchsien et G un
groupe de Lie, on cherche à donner une interprétation géométrique de ces espaces, en s’inspirant
des cas connus. Lorsque π ⊂ PSL(2;R) est un groupe de surface (2), l’espace quotient X ∶=H2

R/π
est muni d’une structure canonique de surface de Riemann, dont le groupe fondamental π1X
est isomorphe à π, ce qui reste vrai plus généralement si π ⊂ PSL(2;R) agit librement sur
H2

R, c’est-à-dire si π ne contient pas d’élément elliptique/d’ordre fini. Lorsque G est un groupe
linéaire réductif, l’espace H1(π1X;G) est noté H 1

Betti(X;G) par C. Simpson ([Sim92]), qui le
met en relation, lorsque X est compact ou au moins de volume hyperbolique fini, avec l’espace
H 1

Dol(X;G), lequel paramètre des objets holomorphes surX appelés G-fibrés de Higgs, introduits
par N. Hitchin ([Hit87a, Hit87b, Hit92]) et étudiés de manière systématique par Simpson
([Sim88, Sim90, Sim92, Sim94a, Sim94b]). Nous reviendrons plus loin sur la relation précise,
appelée correspondance de Hodge non-abélienne, entre H 1

Betti(X;G) et H 1
Dol(X;G) dans le cas des

groupes de surfaces, qui motive la mise en place du cadre formel dans lequel se situe notre étude
de la topologie de H1(π;G) pour π ⊂ PGL(2,R) discret. Pour schématiser, on peut dire que le
cas bien compris de la correspondance de Hodge non-abélienne est celui où π est un réseau sans
torsion de PSL(2;R) et que la double généralisation dont nous avons besoin consiste à autoriser
π à contenir à la fois des éléments d’ordre fini et des transformations qui renversent l’orientation
du plan hyperbolique, i.e. π à être un réseau de PGL(2,R) tout entier. Des travaux ont déjà été
réalisés en ce sens dans [Bod91, FS92, NS95a, NS95b] et notre apport principal à la théorie
générale concerne essentiellement le cas où π agit non trivialement sur G dans la définition
de H1(π;G), ce qui oblige à interpréter l’espace de Dolbeault de manière un peu différente,
en termes d’objets algébro-géométriques définis sur le corps des réels. Le problème consistant
à étendre la correspondance de Hodge non-abélienne à des espaces de Betti plus généraux est
d’ailleurs déjà mentionné par Simpson pour G =GL(n;C) :

« A problem suggested by this interpretation is to describe the Dolbeault cohomology
in the case when π1X acts non- trivially on GL(n,C)» [Sim92, Page 20].

La notion clé pour étudier géométriquement l’espace topologique H1(π;G) est bien sûr celle de
groupe fondamental orbifold : si le groupe discret π ⊂ PGL(2;R) n’est pas supposé sans torsion,
on ne peut plus l’identifier au groupe fondamental topologique du quotient H2

R/π mais on peut
considérer le quotient orbifold Y ∶= [H2

R/π] et identifier π au groupe fondamental orbifold de

2. C’est-à-dire que π est supposé isomorphe au groupe fondamental topologique d’une surface fermée orien-
table, que nous supposerons de caractéristique d’Euler négative. Puisque π est par hypothèse un sous-groupe
discret de PSL(2,R), cela revient à demander que π soit cocompact et sans torsion.
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Y . Plus précisément, puisque le groupe discret π agit (fidèlement et) proprement sur la variété
H2

R, le quotient de H2
R par π admet une structure canonique d’orbifold de classe C∞ et, comme

la variété H2
R est de plus simplement connexe, c’est un revêtement universel orbifold de Y (3).

Le groupe fondamental orbifold de Y , qui par définition est le groupe d’automorphismes du
revêtement universel, est donc bien isomorphe à π. Pour étudier la topologie de H1(π;G), on
cherchera à interpréter cet espace en termes d’objets analytiques sur l’orbifold Y . Mais pour
donner un sens à cela, il est nécessaire d’équiper au préalable Y d’une structure analytique
orbifold, en un sens à préciser, et c’est ce qui conduit à la discussion suivante :

– Si l’on suppose que Y = [H2
R/π] est orientable, c’est-à-dire que le groupe π agit sur H2

R, qui
est un ouvert de C, par isométries directes, alors l’atlas orbifold donné par la projection
canonique H2

R Ð→ [H2
R/π] est un atlas analytique complexe pour Y , car les isométries

directes de H2
R sont des transformations holomorphes. L’orbifold Y est donc localement

isomorphe à un orbifold de la forme [U/Γ], avec U un ouvert de C et Γ un groupe fini
agissant (fidèlement et) de manière holomorphe sur U , ce qui est la définition d’un orbifold
analytique complexe.

– Dans le cas général, le groupe discret π ⊂ PGL(2;R) peut contenir des isométries qui
renversent l’orientation, et celles-ci sont des transformations anti-holomorphes de H2

R. On
dit alors que l’atlas H2

R Ð→ [H2
R/π] est dianalytique. Et dans ce cas, Y est localement

isomorphe à [U/Γ], toujours avec U un ouvert de C mais avec un groupe fini Γ pouvant
contenir des transformations anti-holomorphes de U . Sur un tel objet [U/Γ], on peut définir
le faisceau suivant, qui est un faisceau Γ-équivariant sur U : les germes de sections en un
point x ∈ U sont les germes de fonctions analytiques complexes au voisinage de x et l’action
de γ ∈ Γ envoie le germe de f en x sur le germe en γ ⋅x de la fonction γ ⋅f , définie par f ○γ−1

si γ ∶ U Ð→ U est holomorphe et f ○ γ−1 si γ est anti-holomorphe. Si Γ ne contient que des
transformations holomorphes, on retrouve le faisceau des fonctions analytiques de [U/Γ].
De nombreuses notions de géométrie analytique (faisceaux de modules, cohomologie, etc.)
restent vraies en géométrie dianalytique et nous renvoyons à [AG71, Gre71] pour une
introduction à cette théorie.

Notons que deux points de vue sont alors possibles. Le premier consiste à considérer les
structures analytiques (qui ne peuvent exister que sur un orbifold orientable) comme des cas
particuliers de structures dianalytiques : cela présente l’avantage de tout englober dans un même
formalisme mais celui-ci n’est pas forcément aisé à manipuler. La seconde option est de considérer
les orbifolds dianalytiques non orientables comme des quotients Y ≃ [Y +/ ⟨τ⟩] d’un orbifold
analytique Y + par l’action d’une involution anti-analytique et de remplacer l’orbifold Y par le
couple (Y +, τ), comme c’est le cas en géométrie réelle lorsque l’on remplace l’étude d’une variété
algébrique réelleX par celle de ses points complexesX(C), munis de l’action du groupe de Galois
de C/R. Pour définir Y +, étant donné un orbifold dianalytique non orientable Y , on note Ỹ son
revêtement universel orbifold et π1Y ∶= AutY (Ỹ ) son groupe fondamental orbifold. Comme Ỹ
est nécessairement orientable (sinon on pourrait construire un revêtement d’orientation connexe
et à deux feuillets), on a un morphisme canonique

(2.1.4) ε ∶ π1Y Ð→ {±1} ≃ Z/2Z
qui généralise (2.1.2) et envoie γ ∈ π1Y sur ±1 selon que γ préserve ou renverse l’orientation de
Ỹ . Le groupe π+ ∶= ker ε est un sous-groupe d’indice 2 et l’orbifold Y + ∶= [Ỹ /π+] est analytique
et muni d’une involution anti-analytique canonique τ ∶ Y + Ð→ Y +, correspondant à l’action
de π/π+ sur Y + et telle que [Y +/ ⟨τ⟩] ≃ Y en tant qu’orbifold dianalytique. L’existence de ce
revêtement canonique Y + Ð→ Y montre que l’on peut toujours se ramener, si on le souhaite, au

3. Notons que l’orbifold Y n’est plus un K(π,1) topologique en général mais seulement un K(π,1) rationnel,
c’est-à-dire que ses groupes d’homotopie rationnels πQ

i (Y ) sont tous triviaux, excepté πQ
1 (Y ) = H1(Y ;Q), qui est

isomorphe à πab ⊗Z Q.
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cas d’un orbifold analytique, pourvu qu’on accepte de le munir d’une involution anti-analytique.
Cette discussion montre aussi que la Définition 2.2 est très géométrique : le groupe fuchsien π
est orientable si et seulement si l’orbifold [H2

R/π] est orientable. Par ailleurs, cette notion de
“groupe orientable” s’étend à tout groupe fondamental orbifold grâce au morphisme canonique
(2.1.4).

Exemple 2.7. — L’exemple fondamental est celui où le sous-groupe discret π ⊂ PGL(2,R) est
tel que π ∩PSL(2;R) = π+ est sans torsion : si π+ est un sous-groupe strict de π, il est d’indice
2 de π ; on peut alors remplacer l’orbifold dianalytique Y = [H2

R/π] par la surface de Riemann
(de structure orbifold triviale) X ∶= [H2

R/π+], munie de l’action induite de Z/2Z ≃ π/π+ via une
involution anti-holomorphe σ.

Dans les cas qui nous intéressent, Ỹ ≃H2
R et π1Y se plonge dans PGL(2;R). Si l’on suppose,

comme nous le ferons toujours dans la suite, que π1Y est de type fini (4), alors le lemme de Selberg
([Sel60]) garantit l’existence d’un sous-groupe distingué d’indice fini sans torsion π′ ⊂ π1Y .
Quitte à remplacer π′ par π′ ∩ π+ (où π+ ∶= π ∩PSL(2;R)), on peut même supposer que π′ est
un groupe fuchsien orientable au sens de la Définition 2.2. Le quotient X ∶=H2

R/π′ est donc une
surface de Riemann munie d’une action canonique du groupe fini Γ ∶= π1Y /π1X. Nous dirons que
le revêtement orbifold galoisien X Ð→ Y est une présentation de Y , qui est alors canoniquement
isomorphe à [X/Γ] en tant qu’orbifold (5). Le groupe Γ agit par transformations holomorphes
ou anti-holomorphes sur X et on a une suite exacte courte

1Ð→ π1X Ð→ π1Y Ð→ ΓÐ→ 1

donc un homomorphisme induit Γ Ð→ Out(π1X). Si l’on suppose en outre que π1Y agit sur G
comme dans les Exemples 2.3 et 2.4, alors le sous-groupe π1X agit trivialement sur G et on a un
morphisme induit ϕ ∶ ΓÐ→ Aut(G), donc une action de Γ sur G. Le morphisme ΓÐ→ Out(G)×
Out(π1X) ainsi défini fournit donc une action de Γ sur H1(π1X;G) = Hom(π1X;G)/G et on voit
assez facilement que l’application qui envoie % ∶ π1Y Ð→ G sur sa restriction %∣π1X ∶ π1X Ð→ G
induit une application

(2.1.5) H1(π1Y ;G)Ð→ FixΓ(H1(π1X;G))
qui n’est malheureusement ni injective ni surjective en général. S’il est tentant de vouloir rem-
placer les morphismes croisés de π1Y dans G par des représentations de π1X dans G dont la
classe de conjugaison sous G est fixée par Γ, on se heurte ce faisant à des obstacles techniques
évidents, dont le fait (non négligeable, quoiqu’implicite dans ce qui précède) que le morphisme
Γ Ð→ Out(π1X) ne se relève pas à Aut(π1X) en général. Combiné au fait que la présentation
Y ≃ [X/Γ] n’est pas canonique en général, on voit qu’il est préférable de chercher à travailler
directement sur Y , point de vue que nous adopterons le plus souvent possible par la suite (il sera
néanmoins fréquent d’utiliser le lemme de Selberg comme auxiliaire dans les démonstrations).

Au vu de la discussion ci-dessus, nous pouvons désormais introduire l’espace de Betti d’un
orbifold.

Définition 2.8. — Soit Y un orbifold et soit π1Y son groupe fondamental. Soit G un groupe
de Lie et soit ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G) une action par automorphismes de π1Y sur G. On appelle
espace de Betti de Y à coefficients dans G l’espace topologique

H 1
Betti(Y ;G) ∶= H1

ϕ(π1Y ;G)
des classes d’équivalence de morphismes croisés de π1Y dans G.

4. Ce qui est le cas par exemple si Y est compact ou plus généralement si Y est de volume hyperbolique fini.
5. À la différence de ce qu’il se passe dans l’Exemple 2.7 et plus généralement avec le revêtement Y + Ð→ Y ,

le revêtement galoisien X Ð→ Y n’est pas canonique : il existe de nombreuses présentations de Y par une surface
fermée orientable et il n’y en a pas une qui soit “minimale” ou “meilleure que les autres”.
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Exemple 2.9. — Soit π ⊂ PGL(2;R) un groupe fuchsien cocompact et soit Y ∶= [H2
R/π], de

sorte que π1Y ≃ π. Reprenons alors les Exemples 2.3 et 2.4.
1. SiG =U(n) et θ(g) = g, alorsH 1

Betti(Y ;U(n)) ≃ Homθ(π1Y ;U(n)⋊θZ/2Z)/U(n). Lorsque
Y est l’ensemble des points fermés d’une courbe algébrique réelle (Exemple 2.7), l’espace de
représentations ci-dessus est l’espace étudié dans [Sch11, Sch12, LS13] et [Sch17]. Nous
présenterons dans le Chapitre 3 nos principaux résultats sur la géométrie et la topologie
de cet espace.

2. Si G = PGL(n;R) et θ(g) = g, alors

H 1
Betti(Y ;PGL(n;R)) ≃ Hom(π1Y ;PGL(n;R))/PGL(n;R),

soit la variété de représentations usuelle, car π1Y agit ici trivialement sur G. Comme
le cas où π est sans torsion le montre déjà, la topologie de H 1

Betti(Y ;PGL(n;R)) n’est
pas séparée. Dans le Chapitre 4, nous présenterons les résultats de [ALS18], qui montrent
comment étudier une composante particulière de cet espace, appelée composante de Hitchin
et homéomorphe à un espace vectoriel réel, dont nous calculons explicitement la dimension.

3. Si G =GL(n;C) et θ(g) = g, alors

H 1
Betti(Y ;GL(n;C)) ≃ Homθ(π1Y ;GL(n;C) ⋊θ Z/2Z)/GL(n;C)

et nous verrons en 2.5 quel est l’espace de Dolbeault correspondant. Si Y est une surface
de Klein, cet espace a été étudié par I. Biswas, O. García-Prada et J. Hurtubise dans
[BGPH14].

4. Supposons ici que Y est le quotient d’une courbe hyperelliptique (X,σ) et soit G =
GL(n,C) muni de l’involution holomorphe σ(g) = tg−1. Alors

H 1
Betti(Y ;GL(n;C)) ≃ Homσ(π1Y ;GL(n;C) ⋊σ Z/2Z)/GL(n;C)

paramètre les systèmes locaux σ-équivariants sur (X,σ) et nous verrons dans l’Exemple
2.42 (Section 2.5) quel est l’espace de Dolbeault correspondant.

2.2. Systèmes locaux

Avant de passer à une description holomorphe de H 1
Betti(Y ;G) dans la Section 2.5, don-

nons une interprétation de ces espaces de représentations généralisées (= morphismes croisés
de π1Y dans G) en termes de systèmes locaux, également généralisés, sur Y . Rappelons que,
étant donné un groupe G, un système local de groupe G sur un espace topologique X est par
définition un faisceau localement constant F sur X admettant G comme groupe de structure (6)
([Gro55]). L’exemple type est le faisceau S des solutions locales d’une équation différentielle
linéaire W ′(z) = A(z)W (z), où Ω est un ouvert de C et A ∶ Ω Ð→ GL(n;C) est une applica-
tion holomorphe : S est alors un faisceau localement constant d’espaces vectoriels complexes de
dimension n, admettant le groupe GL(n;C) ≃ Aut(Cn) comme groupe de structure. Plus géo-
métriquement, on peut munir le groupe G de la topologie discrète et penser à un système local
de groupe G comme un torseur (=espace homogène principal) sous le revêtement en groupes
GX ∶=X ×G au-dessus de X, c’est-à-dire un revêtement V Ð→X muni d’une action de GX qui
est simple et transitive dans les fibres. De manière équivalente, V est un revêtement de X muni
d’un morphisme V ×GX Ð→ V , vérifiant les axiomes d’une action de groupe (à droite) et tel que
le morphisme induit

V ×GX Ð→ V × V
(p, g) Ð→ (p, p ⋅ g)

6. C’est-à-dire que les germes d’automorphismes de F sont exactement les germes d’applications localement
constantes à valeurs dans G.
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est un isomorphisme (7). Par exemple, GX est un torseur sous lui-même pour l’action par trans-
lation à droite de GX sur lui-même. Le faisceau des sections locales de GX est bien localement
constant puisque G est discret, et il admet G comme groupe de structure. Quel que soit le point
de vue adopté (torseur sous un revêtement en groupes ou bien faisceau), tous les systèmes locaux
de groupe G sur X sont localement isomorphes au torseur GX (respectivement, au faisceau des
sections locales de GX).

La description des systèmes locaux comme torseurs est très facilement généralisable au cas
orbifold ; il suffit pour cela de se donner un revêtement en groupes G de Y et de considérer les
torseurs sous cet objet. L’exemple clé est le suivant : étant donné un orbifold Y , un groupe discret
G et une action ϕ ∶ π1Y Ð→ G, on considère le revêtement produit GỸ ∶= Ỹ ×G, au-dessus du
revêtement universel de Y , et on le munit de l’action de π1Y donnée par γ ⋅(ξ, g) ∶= (γ ⋅ξ,ϕγ(g)).
On peut alors former le quotient Gϕ ∶= [GỸ /π1Y ], qui est un orbifold et un revêtement en groupes
sur Y , non trivial en général (8).

Définition 2.10. — Soit Y un orbifold et G Ð→ Y un revêtement en groupes. On appelle G-
système local sur Y tout G-torseur V au-dessus de Y , i.e. tout revêtement (orbifold) V Ð→ Y muni
d’une action V ×G Ð→ V pour laquelle le morphisme induit V ×G Ð→ V ×V est un isomorphisme.
Un morphismes entre deux G-systèmes locaux V et V ′ est un morphisme de revêtements orbifolds
u ∶ V Ð→ V ′ qui est en outre G-équivariant.

Lorsque G = Gϕ comme ci-dessus, c’est-à-dire que G est induit par un morphisme ϕ ∶ π1Y Ð→
Aut(G), on dira aussi que le G-système local V est un système local de groupe G. Du point de
vue des faisceaux, on peut définir les sytèmes locaux orbifold comme suit. Un faisceau (orbifold)
sur un ouvert de carte [U/Γ] de Y est un faisceau Γ-équivariant sur U , et un système local de
groupe G sur [U/Γ] est un faisceau Γ-équivariant sur U , localement constant et admettant G
comme groupe de structure, où la notion de Γ-équivariance est prise relativement à un morphisme
ϕΓ ∶ ΓÐ→ Aut(G). Un système local sur un orbifold Y est alors un faisceau orbifold localement
isomorphe à un système local sur les ouverts [U/Γ] d’un atlas de Y . En guise d’exemple, on
peut considérer le faisceau des sections locales de Gϕ, que nous noterons CY (G).
Exemple 2.11. — Equations différentielles avec symétries. Des exemples élémentaires de sys-
tèmes locaux orbifold sont fournis par les équations différentielles invariantes sous l’action d’un
groupe fini.

1. Soit Y ∶= [D(0; 1)/µn] le quotient du disque unité par le groupe des racines n-ièmes de
l’unité (n ⩾ 2). On considère l’équation différentielle linéaire d

dzu(z) − nz
n−1u(z) = 0 sur

D(0; 1). Sur n’importe quel ouvert µn-invariant U ⊂D(0; 1), le groupe µn agit sur l’espace
des solutions définies sur U via uζ(z) ∶= u(ζz) si ζn = 1. Par exemple, l’espace des solutions
définies sur un disque centré en 0 est un espace vectoriel complexe de dimension 1, admet-
tant la fonction µn-invariante exp(zn) comme base. Le système local associé (=faisceau des
solutions locales de l’équation) est isomorphe au faisceau des sections localement constantes
de D(0; 1)×C, qui admet C∗ comme groupe de structure. On peut donc le voir comme un
torseur sous le revêtement en groupes D(0; 1) × C∗, admettant de plus une action de µn,
compatible avec celle de ce même groupe sur la base. Le quotient [(D(0; 1) × C)/µn] est
un revêtement orbifold de Y = [D(0; 1)/µn]. Il peut être vu comme un torseur V sous le
revêtement en groupes Gϕ ∶= [(D(0; 1) ×C∗)/µn], lequel est isomorphe à Y ×C∗ puisqu’ici

7. Ici, les produits P ×GX et P ×P sont pris dans la catégorie des revêtements de X, c’est-à-dire que ce sont
des produits fibrés d’espaces topologiques au-dessus de X.

8. Si l’orbifold Ỹ est une variété topologique, on a toujours G ≃ Gϕ pour un certain groupe discret G et un
certain morphisme ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G) car, si l’on note q ∶ Ỹ Ð→ Y le revêtement universel de Y , le revêtement
en groupes q∗G Ð→ Ỹ est nécessairement trivial, isomorphe à Ỹ ×G pour un certain groupe discret G, et l’action
par automorphismes de π1Y sur q∗G, provenant de l’identification canonique des fibres (q∗G)ξ ≃ Gq(ξ) ≃ (q∗G)γ⋅ξ
pour ξ ∈ Ỹ et γ ∈ π1Y , est alors donnée par un morphisme ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G).
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µn agit trivialement sur C∗. Les sections locales de V au-dessus de [U/µn] s’identifient aux
solutions locales µn-invariantes de l’équation d

dzu(z) − nz
n−1u(z) = 0 sur U .

2. Dans l’exemple précédent,D(0; 1) possède une structure réelle canonique z z→ z, qui induit
une structure réelle u(z) ∶= u(z) sur l’espace des germes de solutions de l’équation u′ =
nzn−1u car les coefficients de cette équation sont des polynômes en z dont les coefficients
sont réels et d

dzu(z) = u′(z). Si on note Dn le groupe diédral µn ⋊ Z/2Z, où Z/2Z agit sur
µn par conjugaison complexe, alors Dn agit non trivialement sur C∗ (via la projection sur
Z/2Z suivi de la conjugaison complexe, comme en (2.1.3) avec π = Dn et G = C∗) et le
fibré D(0; 1)×C est Dn-équivariant au-dessus de D(0; 1). Il descend donc à [D(0; 1)/Dn] ≃
[Y /(Z/2Z)], où il définit un torseur V sous le revêtement en groupes non trivial [(D(0; 1)×
C∗)/Dn]. Là encore, les sections locales de V au-dessus de [U/Dn] s’identifient aux solutions
locales Dn-invariantes de l’équation d

dzu(z) − nz
n−1u(z) = 0 sur U .

Dans chacun des deux exemples ci-dessus, le point de vue équivariant et le point de vue orbifold
sont bien sûr équivalents car dans les deux cas l’orbifold considéré est présenté comme un quotient
global. Mais dans le deuxième exemple la condition d’équivariance est plus compliquée à écrire
car il faut tenir compte de l’action non triviale de Dn sur C∗, alors que le point de vue orbifold
permet d’inclure cette action directement dans la définition du revêtement en groupes [(D(0; 1)×
C∗)/Dn].

On peut alors montrer la correspondance attendue entre les systèmes locaux de groupe G sur
un orbifold Y et les représentations généralisées à valeurs dans G du groupe fondamental π1Y .

Théorème 2.12. — Soit Y un orbifold et soit G un groupe discret muni d’une action ϕ ∶
π1Y Ð→ Aut(G). On note Gϕ Ð→ Y le revêtement en groupes

Gϕ ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ]Ð→ Y

associé à ϕ, où π1Y agit sur GỸ ∶= Ỹ ×G via γ ⋅ (ξ, g) ∶= (γ ⋅ ξ,ϕγ(g)).
Alors l’application qui envoie une représentation généralisée % ∈ Z1

ϕ(π1Y ;G) sur le Gϕ-torseur

V% ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ],

où π1Y agit sur Ỹ ×G via γ ⋅(ξ, h) ∶= (γ ⋅ξ, %(γ)ϕγ(h)), induit une bijection entre l’espace de Betti
orbifold H 1

Betti(Y ;G) ∶= H1
ϕ(π1Y ;G) et l’ensemble des classes d’isomorphisme de Gϕ-torseurs sur

Y .

Démonstration. — Vérifions d’abord brièvement que V% est bien un Gϕ-torseur sur Y . Il suffit
pour cela de vérifier que le revêtement produit Ṽ ∶= Ỹ ×G est un GỸ -torseur π1Y -équivariant sur
Y , l’action à droite de GỸ sur Ṽ étant définie, pour (ξ, h) ∈ Ṽ et (ξ, g) ∈ GỸ , par (ξ, h) ⋅ (ξ, g) ∶=
(ξ, hg). Par définition de cette action, le morphisme canonique Ṽ ×GỸ Ð→ Ṽ × Ṽ est bien un
isomorphisme. D’après l’énoncé, l’action de π1Y sur Ṽ est définie par γ ⋅(ξ, h) = (γ ⋅ξ, %(γ)ϕγ(h))
et on vérifie que c’est bien une action car % ∶ π1Y Ð→ G est un morphisme croisé relativement à
ϕ ∶ π Ð→ Aut(G), qui est lui-même un morphisme de groupes. De plus, cette action de π1Y sur
Ṽ relève l’action de π1Y sur Ỹ et est compatible avec celle de GỸ au sens suivant :

γ ⋅ ((ξ, h) ⋅ (ξ, g)) = (γ ⋅ (ξ, h)) ⋅ (γ ⋅ (ξ, g)),

ce qui découle du fait que les ϕγ sont des automorphismes de groupes. En effet,

γ ⋅ (ξ, hg) = (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(hg)) = (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)ϕγ(g)) = (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)) ⋅ (γ ⋅ ξ,ϕγ(g))
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avec (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)) = γ ⋅ (ξ, h) dans Ṽ et (γ ⋅ ξ,ϕγ(g)) = γ ⋅ (ξ, g) dans GỸ . On a donc, pour
chaque γ ∈ π1Y , un diagramme commutatif

Ṽ γ //

��

Ṽ

��
Ỹ

γ // Ỹ

et on résume la condition de compatibilité avec l’action de GỸ précédente en disant que Ṽ est
un GỸ -torseur π1Y -équivariant, ou encore un (π1Y,GỸ )-torseur. Comme par définition Gϕ =
[GỸ /π1Y ], le GỸ -torseur π1Y -équivariant Ṽ sur Ỹ induit bien un Gϕ-torseur V% = [Ṽ/π1Y ] sur
Y = [Ỹ /π1Y ].

Il s’agit maintenant de voir que, réciproquement, tout Gϕ-torseur V sur Y est isomorphe à un
torseur V% défini comme ci-dessus par un morphisme croisé % ∈ Z1

ϕ(π1Y ;G). Pour cela, notons
q ∶ Ỹ Ð→ Y le revêtement universel de Y . Alors l’image inverse q∗V est un revêtement de Ỹ
et un GỸ -torseur π1Y -équivariant (puisque q∗Gϕ = GỸ par définition de Gϕ). Comme Ỹ est
le revêtement universel de Y , le revêtement q∗V Ð→ Ỹ est nécessairement trivial, isomorphe à
Ỹ ×G comme GỸ -torseur. À travers cet isomorphisme, l’action de π1Y sur q∗V est définie par
un homomorphisme croisé % ∶ π1Y Ð→ G, entièrement déterminé par la condition γ ⋅ (ξ,1G) =
(γ ⋅ξ, %(γ)), où %(γ) est indépendant de ξ car G est supposé discret et l’action de π1Y sur Ỹ ×G
est continue. L’application % ∶ π1Y Ð→ G ainsi définie est bien un homomorphisme croisé car
q∗V est par construction un GỸ -torseur π1Y -équivariant relativement à ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G), de
sorte que l’on a

(γ1γ2) ⋅ (ξ,1G) = γ1 ⋅ (γ2 ⋅ (ξ,1G))
= γ1 ⋅ (γ2 ⋅ ξ, %(γ2))
= γ1 ⋅ ((γ2 ⋅ ξ,1G) ⋅ (γ2 ⋅ ξ, %(γ2)))
= (γ1 ⋅ (γ2 ⋅ ξ,1G)) ⋅ (γ1 ⋅ (γ2 ⋅ ξ, %(γ2)))
= (γ1 ⋅ (γ2 ⋅ ξ), %(γ1)) ⋅ (γ1 ⋅ (γ2 ⋅ ξ), ϕγ1(%(γ2)))
= ((γ1γ2) ⋅ ξ, %(γ1)ϕγ1(%(γ2))),

ce qui implique bien %(γ1γ2) = %(γ1)ϕγ1(%(γ2)).

2.3. Torseurs plats

Soit Y un orbifold et soit G Ð→ Y un fibré en groupes sur Y (pas nécessairement un revête-
ment), c’est-à-dire que G est un fibré orbifold sur Y qui admet une section globale e ∶ Y Ð→ G
et qui est muni de deux morphismes µ ∶ G × G Ð→ G et ι ∶ G Ð→ G vérifiant les axiomes d’une
loi de groupe. Comme dans la Définition 2.10, on peut considérer les torseurs sous G. Dans la
suite, on supposera toujours que G = Gϕ, c’est-à-dire que G est le fibré en groupes [(Ỹ ×G)/π1Y ]
associé au choix d’un groupe topologique G (non nécessairement discret) et d’un morphisme
ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G). On supposera aussi que le revêtement universel Ỹ de Y est une variété
(de classe C∞) et on notera q ∶ Ỹ Ð→ Y ce revêtement. Alors, si V Ð→ Y est un Gϕ-torseur,
son image inverse q∗V Ð→ Ỹ est un torseur sous le fibré en groupes GỸ = Ỹ ×G, c’est-à-dire un
G-fibré principal sur la variété Ỹ , qui est en outre π1Y -équivariant (Définition 2.13). Un G-fibré
principal sur la variété simplement connexe Ỹ n’est pas nécessairement trivial (on peut penser
au fibré des repères du fibré tangent de la sphère de dimension 2) mais il l’est sous l’hypothèse
que Ỹ est contractile (rappelons que le cas qui nous intéresse est Ỹ ≃H2

R), auquel cas les struc-
tures π1Y -équivariantes d’un G-fibré principal trivial peuvent être classifiées très simplement
(Théorème 2.14).
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La définition suivante est écrite de manière à avoir un sens dans les trois contextes qui vont
nous intéresser dans la suite : topologique, C∞ et analytique complexe.

Définition 2.13 (Fibré principal équivariant). — Soient X une variété et G un groupe de
Lie. Soit π un groupe agissant sur X par automorphismes et sur G via un morphisme ϕ ∶ π Ð→
Aut(G). Soit E un G-fibré principal sur X. Une structure π-équivariante sur E est la donnée
d’une famille de morphismes τγ ∶ E Ð→ E telle que :

1. Le diagramme

E
τγ //

��

E

��
X

γ // X

est commutatif et on a τγ1γ2 = τγ1τγ2 et τIdX = IdE .
2. Pour tout γ ∈ Γ et tout p ∈ G, on a τγ(p ⋅ g) = τγ(p) ⋅ ϕγ(g).

Un G-fibré principal π-équivariant sur X est un couple (E, τ) où E est un G-fibré principal
sur X et τ une structure π-équivariante sur E. Un morphisme entre deux G-fibrés principaux
π-équivariants (E, τ) et (E′, τ ′) est un morphisme de G-fibrés principaux u ∶ E Ð→ E′ tel que,
pour tout γ ∈ π, on a u ○ τγ = τ ′γ ○ u.

Dans la suite, étant donné un groupe π agissant par automorphismes sur une variété X
(topologique / différentiable / analytique complexe) et sur un groupe de Lie G via un morphisme
ϕ ∶ π Ð→ Aut(G), nous noterons OX(G) le faisceau des fonctions (continues / de classe C∞ /
holomorphes) à valeurs dans G sur X et O(X;G) le groupe des sections globales de ce faisceau,
muni de l’action de π par automorphismes induite par ϕ et définie, pour tout γ ∈ π et tout
f ∈ O(X;G), par γ ⋅f ∶= ϕγ ○f ○γ−1. Comme annoncé plus haut, on peut complètement classifier
les structures π-équivariantes sur le G-fibré principal produit X ×G.

Théorème 2.14. — [Gro58] Il existe une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme
de structures π-équivariantes sur le G-fibré principal X ×G et l’ensemble H1

ϕ(π;O(X;G)) des
classes d’équivalence de morphismes croisés % ∶ π1Y Ð→ O(X;G).

Démonstration. — Il suffit de montrer qu’une structure π-équivariante sur X ×G est nécessai-
rement définie par un morphisme croisé % ∶ π Ð→ O(X;G), ce qui se démontre de la même façon
que dans le Théorème 2.12, à la différence que là nous avions O(X;G) ≃ G car G était supposé
discret.

Nous allons appliquer cela au cas où X = Ỹ est le revêtement universel d’un orbifold Y et
π est le groupe fondamental π1Y ∶= AutY (Ỹ ), toujours sous l’hypothèse que Ỹ est une variété.
Le corollaire suivant découle immédiatement du Théorème 2.14 car un G-fibré principal sur un
espace contractile est nécessairement trivial.

Corollaire 2.15. — Plaçons-nous dans le contexte topologique ou C∞. Si Ỹ est contractile,
alors l’application qui envoie un morphisme croisé % ∶ π1Y Ð→ C(Ỹ ;G) vers le Gϕ-torseur
(2.3.1) V% ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ]
défini comme dans le Théorème 2.12 induit une bijection entre H1

ϕ(π1Y ;O(Ỹ ;G)) et l’ensemble
des classes d’isomorphisme de Gϕ-torseurs sur Y .

On dispose également du corollaire suivant, qui classifie les torseurs analytiques de groupe
(complexe) G sur un orbifold analytique Y dont le revêtement universel est une variété de Stein
contractile. L’intérêt du Corollaire 2.16 est qu’il s’applique aux quotients du plan hyperbolique
H2

R par un groupe fuchsien, puisque les ouverts du plan complexe sont des cas particuliers
d’espaces de Stein.
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Corollaire 2.16. — [Gro58] Plaçons-nous dans le contexte holomorphe. Si Y est un orbifold
analytique complexe tel que Ỹ est une variété de Stein contractile, alors l’ensemble des classes
d’isomorphisme de Gϕ-torseurs analytiques sur Y est en bijection avec H1

ϕ(π1Y ;O(Ỹ ;G)).

Démonstration. — Soit V Ð→ Y un Gϕ-torseur analytique. Comme Ỹ est contractile, le G-
fibré principal analytique q∗V Ð→ Ỹ est topologiquement trivial. Et comme Ỹ est de Stein,
un théorème de Grauert montre qu’il est holomorphiquement trivial ([Gra56]). On peut donc
appliquer le Théorème 2.14.

Remarque 2.17. — Si Y est un orbifold dianalytique non-orientable et π1Y agit sur sur un
groupe analytique complexe G comme en (2.1.3), c’est-à-dire via le morphisme canonique ε ∶
π1Y Ð→ {±1} de (2.1.4) et une involution anti-holomorphe θ ∶ G Ð→ G, alors on a une notion
associée de Gϕ-torseur dianalytique sur Y . Le Corollaire 2.16 s’étend à ce cadre pour montrer
que les Gϕ-torseurs dianalytiques sur Y sont encore une fois classifiés par H1

ϕ(π1Y ;O(Ỹ ;G)).

Plaçons-nous maintenant dans le contexte C∞. D’après le Corollaire 2.15, si π ⊂ PGL(2;R) est
un groupe fuchsien agissant sur un groupe de Lie G via un morphisme de groupes ϕ ∶ π1Y Ð→
Aut(G), les Gϕ-torseurs sur l’orbifold Y ∶= [H2

R/π] sont classifiés par les morphismes croisés
% ∈ Z1

ϕ(π1Y ;O(Ỹ ;G)), où O(Ỹ ;G) est le groupe des applications différentiables f ∶ Ỹ Ð→ G. En
particulier, si % est à valeurs dans les fonctions constantes, on obtient un Gϕ-torseur d’un type
particulier, qui est l’analogue dans le présent contexte C∞, des Gϕ-systèmes locaux rencontrés
précédemment (Définition 2.10). Par construction, les Gϕ-torseurs ainsi obtenus, que nous allons
maintenant caractériser, sont classifiés par H1

ϕ(π1Y ;G), comme dans le Théorème 2.12. Pour
obtenir ce résultat, il suffit de comprendre quelle structure supplémentaire le Gϕ-torseur V%
du Corollaire 2.15 acquiert lorsque le morphisme croisé % est à valeurs dans le sous-groupe
G ⊂ O(Ỹ ;G), constitué des fonctions constantes de Ỹ dans G.

Supposons désormais, avec les mêmes notations que précédemment, que π est discret et agit
de manière propre sur la variété différentielle X. Alors, si (E, τ) est un G-fibré principal π-
équivariant sur X, on dispose d’une action induite de π sur l’espace des G-connexions sur E,
définie pour γ ∈ π par pullback de la connexion à γ∗E, qui lui-même s’identifie canoniquement à
E à l’aide de la structure π-équivariante de ce fibré. Les connexions orbifoldes sur le [(X×G)/π]-
torseur [E/π] au-dessus de l’orbifold [X/π] correspondent alors aux G-connexions π-invariantes
sur E. Rappelons en effet qu’un Gϕ-torseur V sur un orbifold Y est donné, dans une carte
orbifolde [U/Γ] avec U ⊂X ouvert et Γ fini, par un G-fibré principal Γ-équivariant (que l’on peut
supposer trivial en tant que G-fibré, c’est-à-dire de la forme U ×G), où la structure équivariante
est donnée (comme dans le Théorème 2.12) par un morphisme croisé %Γ ∶ Γ Ð→ G et par la
formule γ ⋅ (x,h) = (γ ⋅ x, %Γ(γ)ϕγ(h)) : dans une telle carte, la donnée d’une Gϕ-connexion
orbifolde correspond par définition à la donnée d’une G-connexion Γ-invariante sur U ×G. La
courbure d’une telle connexion est alors définie, de même, dans les cartes orbifoldes. On peut
donc parler de connexion orbifolde plate pour désigner une connexion orbifolde dont la courbure
est nulle.

Définition 2.18 (Torseur plat). — Soit Y un orbifold dont le revêtement universel Ỹ est une
variété C∞ et soit G un groupe de Lie muni d’une action ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G). Un Gϕ-torseur
plat sur Y est un couple (V,∇) constitué d’un Gϕ-torseur plat V sur Y et d’une Gϕ-connexion
orbifold plate ∇ sur V. Un morphisme entre deux Gϕ-torseurs plats (V,∇) et (V ′,∇′) est un
morphisme de Gϕ-torseurs u ∶ V Ð→ V ′ (i.e. un morphisme de fibrés orbifolds u ∶ V Ð→ V ′ qui est
en outre Gϕ-équivariant) tel que u∗∇′ = ∇.

On arrive alors au résultat de classification annoncé plus haut.

Théorème 2.19. — On se place dans le cadre de la Définition 2.18. Soit c ∈ Z1
ϕ(π1Y ;G). La

connexion plate canonique sur le le G-fibré principal Ỹ × G est π1Y -invariante pour l’action
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de π1Y induite par la structure π1Y -équivariante de Ỹ × G associée à %, qui est donnée par
γ ⋅ (ξ, h) = (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)). Le Gϕ-torseur associé V% ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ] est donc muni d’une
Gϕ-connexion orbifold plate, que nous noterons ∇can.

Réciproquement, si (V,∇) est un Gϕ-torseur plat sur Y , il existe un homomorphisme croisé
% ∶ π1Y Ð→ G tel que (V%,∇can) ≃ (V,∇).

La correspondance décrite ci-dessus induit une bijection entre l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de Gϕ-torseurs plats sur Y et l’ensemble H 1

Betti(Y ;G) ∶= H1
ϕ(π1Y ;G).

Démonstration. — L’invariance de la connexion plate canonique de Ỹ ×G sous l’action de π1Y
est assez facile à vérifier ([ALS18, Proposition 3.2]). Tout Gϕ-torseur de la forme V% est donc
muni d’une connexion orbifold plate ∇can.
Pour la réciproque, on peut raisonner de la façon suivante :

1. Si (V,∇) et un Gϕ-torseur plat sur Y et q ∶ Ỹ Ð→ Y est le revêtement universel de Y , le
G-fibré principal q∗V est muni de la G-connexion plate π1Y -invariante q∗∇.

2. Comme Ỹ est une variété C∞ simplement connexe, le transport parallèle sur q∗V, par
rapport à la connexion q∗∇, induit un isomorphisme de fibrés plats q∗V ≃ Ỹ ×G.

3. Via l’isomorphisme q∗V ≃ Ỹ ×G précédent, le G-fibré Ỹ ×G acquiert une structure π1Y -
équivariante. D’après le Théorème 2.14, celle-ci est nécessairement définie par un mor-
phisme croisé % ∶ π1Y Ð→ O(Ỹ ;G).

4. Le fait que la connexion canonique de Ỹ ×G est π1Y -invariante implique alors que % est
en fait à valeurs dans G ⊂ O(Ỹ ;G).

Étant donné un Gϕ-torseur plat (V,∇) sur Y , on peut appeler représentation d’holonomie
généralisée le morphisme croisé % ∶ π1Y Ð→ G tel que V% ≃ V en tant que fibrés plats. Cette
remarque peut d’ailleurs servir de point de départ à une démonstration légèrement différente du
Théorème 2.19, valable sous l’hypothèse que l’orbifold Y possède un revêtement galoisien fini
X Ð→ Y tel que X est une variété et π1X agit de manière triviale sur G. Cette hypothèse est
vérifiée dans tous les exemples que nous avons rencontrés (Exemples 2.3 et 2.4) : d’une part parce
que nous supposons toujours que π1Y s’identifie à un sous-groupe de type fini (et même cocom-
pact) de PGL(2;R), donc le lemme de Selberg implique l’existence d’un revêtement galoisien
fini tel que X est une surface C∞, et d’autre part parce que, dans tous nos exemples , l’image de
ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G) est un groupe fini ; on peut donc, si besoin est, remplacer la variété X par
la variété X ′ définie par π1X

′ ∶= kerϕ∣π1X , qui est un sous-groupe d’indice fini de π1Y qui agit
trivialement sur G. Et sous cette hypothèse, les Gϕ-torseurs sur Y correspondent bijectivement
aux G-fibrés principaux Γ-équivariants sur X, où Γ ∶= π1Y /π1X est le groupe d’automorphismes
du revêtement, et les Gϕ-torseurs plats correspondent bijectivement aux G-fibrés principaux Γ-
équivariants munis d’une G-connexion qui est à la fois plate et Γ-invariante (cette propriété est
une simple reformulation de la notion de fibré orbifold avec connexion lorsque l’robifold Y admet
une présentation comme un quotient global [X/Γ], avec Γ fini). Pour démontrer le Théorème
2.19, il suffit donc de voir qu’un G-fibré Γ-équivariant (V, τ) muni d’une connexion plate et
Γ-invariante ∇ possède une représentation d’holonomie généralisée % ∈ Z1

ϕ(π1([X/Γ]);G).
Pour cela, soit c ∶ [0; 1] Ð→ X un chemin dans X et soit T∇c ∶ Vc(0) Ð→ Vc(1) l’opérateur de

transport parallèle le long de c. Comme la connexion ∇ est Γ-invariante, on a un diagramme
commutatif

Vc(0)

τγ

��

T∇c // Vc(1)

τγ

��
Vγ(c(0))

T∇γ○c // Vγ(c(1))
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où τγ ∶ V Ð→ V désigne le relèvement à V de l’action de Γ sur X (i.e. τ = (τγ)γ∈Γ est, par
définition, la structure Γ-équivariante de V ). Et la commutativité de ce diagramme entraîne que
la représentation d’holonomie de %∇ ∶ π1X Ð→ G de la connexion plate ∇ se prolonge

π1X
%∇ //

� _

��

G� _

��
π1Y

%̂ // G ⋊ Γ

en une représentation %̂ ∶ π1Y Ð→ G ⋊ Γ ou, de manière équivalente, en un morphisme croisé
% ∶ π1Y Ð→ G (cf. [Sch17, Proposition 4.2 et Théorème 4.4]), ce qui termine la démonstration
du Theórème 2.19 sous l’hypothèse additionnelle sur Y mentionnée plus haut (qui est satisfaite
dans tous les exemples que nous étudions). Au passage, on a aussi démontré le résultat suivant,
qui nous sera utile par la suite.

Théorème 2.20. — Soit Y un orbifold de classe C∞ et supposons qu’il existe un revêtement
galoisien fini p ∶ X Ð→ Y de l’orbifold Y par une variété C∞ telle que π1X agisse trivialement
sur G. On note Γ le groupe d’automorphismes du revêtement, de sorte que Y ≃ [X/Γ] en tant
qu’orbifold. Alors il existe une bijection entre H 1

Betti(Y ;G) et l’ensemble des classes d’isomor-
phisme de G-fibrés principaux Γ-équivariants E Ð→X munis d’une G-connexion ∇ qui soit à la
fois Γ-invariante et plate.

Remarque 2.21. — On peut observer pour terminer que, lorsque π1Y agit par automorphismes
sur un groupe de Lie complexe G, les torseurs plats sous Gϕ sont aussi analytiques, puisque les
applications localement constantes à valeurs dans G sont holomorphes. On peut donc étendre au
cadre orbifold avec action non triviale de π1Y sur G la définition du foncteur de Weil ([Wei38,
Gro58, NS65])

% ∈ Z1
ϕ(π1Y ;G)z→ E% ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ].

Il serait intéressant de caractériser l’image essentielle de ce foncteur en termes de classes carac-
téristiques, au moins dans le cas G =GL(n;C), comme dans le Théorème de Weil original, qui
affirme qu’un GL(n;C)-fibré E sur l’orbifold Y provient d’une représentation si et seulement
si toutes ses composantes indécomposables sont de degré 0 ([Wei38, Ati57a, Gro58]), puis
d’étendre également cela au cas dianalytique (au sens de la Remarque 2.17).

2.4. Réductions harmoniques

Comme pour les G-fibrés principaux, on dispose, pour les G-torseurs, d’une notion de réduction
à un sous-fibré en groupes K ↪ G. Cela consiste, par définition, à choisir une Ky-orbite dans
chaque fibre Vy d’un G-torseur V Ð→ Y . Formellement, il s’agit donc de choisir une section du
fibré V/K Ð→ Y . Etant donné une telle section s ∶ Y Ð→ V/K, on pose VK ∶= π−1(Im s), où
π ∶ V Ð→ V/K désigne la projection canonique. Le morphisme V × G Ð→ V, qui définit l’action
de G sur V, induit alors un morphisme VK ×K Ð→ VK, qui fait de VK un K-torseur puisque le
morphisme associé VK × K Ð→ VK × VK est un isomorphisme. De plus, K agit sur VK × G via
(p, g) ⋅ k ∶= (p ⋅ k, k−1g) et on a un isomorphisme de G-torseurs

(VK × G)/K Ð→ V
[p, g] z→ p ⋅ g

où la structure de G-torseur sur VK ×K G ∶= (VK × G)/K est donnée par [p, g] ⋅ g′ ∶= [p, gg′].
Inversement, la donnée d’un K-torseur VK et d’un isomorphisme de G-torseurs VK ×K G ≃ V
définit une section de V/K, induite par passage au quotient par l’inclusion canonique VK ↪ V,
qui est K-équivariante.
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Définition 2.22. — Soit G Ð→ Y un fibré en groupes sur l’orbifold Y et soit V Ð→ Y un G-
torseur. On appelle réduction de V à un sous-fibré en groupes K ↪ G, ou simplement K-réduction,
la donnée d’une section globale du fibré V/K ou, de manière équivalente, d’un K-torseur VK et
d’un isomorphisme de G-torseurs VK ×K G ≃ V.

On peut alors remarquer que, comme pour les G-fibrés, il existe un isomorphisme de fibrés
orbifold

V/K Ð→ V ×G (G/K)
pKy z→ [p, eyKy]

(p ⋅ g)Ky ←Ð [ [p, gKy]
où ey est l’élément neutre du groupe Gy et p ∈ Vy, tandis que g ∈ Gy et l’action de G sur V ×G/K
est donnée, pour g′ ∈ Gy, par (p, gKy) ⋅ g′ ∶= (p ⋅ g, (g′)−1gKy). Une K-réduction de V peut donc
également être vue comme une section globale du fibré V ×G (G/K)Ð→ Y .

Supposons désormais que G = Gϕ ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ] et que K ⊂ G est le sous-fibré en groupes
associé à un sous-groupe K ⊂ G invariant par ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G), i.e. K = Kϕ ∶= [(Ỹ ×K)/π1Y ]
où γ ∈ π1Y agit sur KỸ ∶= Ỹ ×K via γ ⋅ (ξ, k) ∶= (γ ⋅ ξ,ϕγ(k)). On parlera alors plus simplement
de K-réduction. Dans la suite, nous serons particulièrement intéressés par le cas où K est un
sous-groupe compact maximal de G. Dans ce cas, et si on suppose en outre que Y possède un
revêtement fini par une variété X telle que π1X ⊂ π1Y agit de manière triviale sur G, on peut
montrer de la façon suivante qu’il existe toujours des K-réductions.

Lemme 2.23. — Soit Y un orbifold, G un groupe de Lie, et soit Gϕ ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ] le fibré en
groupes sur Y induit par le choix d’une action ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G). Soit V Ð→ Y un Gϕ-torseur
sur Y . Supposons que Y possède un revêtement galoisien fini par une variété X telle que ϕ∣π1X

soit le morphisme trivial. Soit Γ ∶= AutY (X) le groupe d’automorphismes de ce revêtement et
soit q ∶ X Ð→ Y ≃ [X/Γ] la projection canonique. On suppose également qu’il existe un sous-
groupe compact maximal K de G tel que, pour tout γ ∈ π1Y , ϕγ(K) = K. Alors il existe une
bijection entre l’espace des sections de V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ) Ð→ Y et l’espace, non vide, des sections
Γ-invariantes du G-fibré principal Γ-équivariant ((q∗V) ×G (G/K)) Ð→ X. En particulier, V
possède des K-réductions.

Démonstration. — Comme π1X ⊂ kerϕ, on a q∗Gϕ ≃ X ×G et q∗Kϕ ≃ X ×K, ce qui implique
l’existence d’un isomorphisme de G-fibrés Γ-équivariants q∗(V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ)) ≃ (q∗V)×G (G/K),
où Γ ≃ π1Y /π1X agit sur G et K via le morphisme ϕ ∶ π1Y /π1X Ð→ Aut(G). D’où la bijection
dont l’existence est affirmée dans l’énoncé. Comme de plus Γ est un groupe fini, et que l’on dispose
d’une notion de barycentre dans l’espace symétrique G/K, on peut moyenner une section globale
quelconque du G-fibré (q∗V)×G (G/K), qui existe car G/K est contractile, pour construire une
section globale Γ-invariante.

Dans les cas qui nous intéressent, où π1Y agit sur G via un morphisme ε ∶ π1Y Ð→ Z/2Z
et une involution θ ∶ G Ð→ G fixée une fois pour toutes (Exemples 2.3 et 2.4), la condition de
ϕ-invariance de K est très facile à satisfaire : il suffit pour cela que K soit invariant par θ. En
particulier, si G est le groupe des points réels d’un groupe algébrique réductif (comme c’est le
cas dans nos exemples), on peut toujours trouver un sous-groupe compact maximal K ⊂ G tel que
θ(K) =K ([Hel78]).Dans la suite, nous considérerons principalement le cas où V est un torseur
plat au sens de la Définition 2.18, i.e. V ≃ V% pour un certain morphisme croisé % ∈ Z1

ϕ(π1Y ;G),
de sorte que V ≃ [Ṽ/π1Y ] où γ ∈ π1Y agit sur Ṽ ∶= Ỹ ×G via γ ⋅ (ξ, h) = (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)). On
dispose alors du résultat suivant.

Proposition 2.24. — Le groupe π1Y agit sur Ỹ ×G/K via γ ⋅ (ξ, gK) = (γ ⋅ ξ, %(g)ϕγ(g)K),
induisant un isomorphisme V% ×Gϕ (Gϕ/Kϕ) ≃ [(Ỹ × (G/K))/π1Y ].
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Démonstration. — Par définition de Gϕ et V%, l’action de Gϕ sur V% × (Gϕ/Kϕ) est induite par
l’action analogue de GỸ sur Ṽ × (GỸ /KỸ ). Pour démontrer le lemme, il suffit donc de montrer
qu’il existe un isomorphisme π1Y -équivariant Ṽ ×GỸ (GỸ /KỸ ) ≃ Ỹ ×(G/K), où γ ∈ π1Y agit sur
G/K comme dans l’énoncé. Pour cela, on pose

u ∶ Ṽ × (GỸ /KỸ ) Ð→ Ỹ × (G/K)
((ξ, h), (ξ, gK)) z→ (ξ, hgK)

de sorte que

u(γ ⋅ (ξ, h), (γ ⋅ ξ, gK)) = u((γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)), (γ ⋅ ξ,ϕγ(g)K))
= (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(h)ϕγ(g)K)
= (γ ⋅ ξ, %(γ)ϕγ(hg)K)
= γ ⋅ u((ξ, h), (ξ, gK)).

Ce morphisme est GỸ -invariant car u((ξ, hg′), (ξ, (g′)−1gK)) = u((ξ, h), (ξ, gK)) et le mor-
phisme induit Ṽ ×GỸ (GỸ /KỸ )Ð→ Ỹ × (G/K) est un isomorphisme.

Corollaire 2.25. — Si V ≃ V% est un torseur plat, une application π1Y -équivariante f ∶ Ỹ Ð→
G/K, où π1Y agit sur G/K via γ ⋅ (ξ, gK) = (γ ⋅ ξ, %(g)ϕγ(g)K), induit une K-réduction de
V. Réciproquement, toute K-réduction de V provient d’une telle application. En particulier, le
Lemme 2.23 montre qu’il existe bien des applications π1Y -équivariantes f ∶ Ỹ Ð→ G/K.

Démonstration. — Une application π1Y -équivariante f ∶ Ỹ Ð→ G/K induit, par passage au
quotient, une section de [(Ỹ × G/K)/π1Y ], lequel est isomorphe à V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ) d’après la
Proposition 2.24. La réciproque découle du fait qu’une section de V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ) induit une
section π1Y -équivariante du tiré en arrière de ce fibré au revêtement universel de Y , qui n’est
autre que Ỹ × (G/K).

On souhaite maintenant énoncer dans ce cadre le théorème de Corlette ([Cor88]), qui garantit,
sous une hypothèse de stabilité des torseurs plats, l’existence de K-réductions remarquables
appelées K-réductions harmoniques. Pour cela, nous supposerons dorénavant que l’orbifold Y
est compact et muni d’une métrique riemannienne orbifold, i.e. sur chaque carte locale, d’une
métrique riemannienne Γ-invariante sur U . Comme le groupe G est supposé réductif, l’espace
tangent TeK(G/K) ≃ g/k est muni d’un produit scalaire euclidien K-invariant (si G est semi-
simple, on dispose d’un produit scalaire canonique : la restriction à k⊥ de la forme de Killing
de g), ce qui permet de définir une métrique riemannienne G-invariante sur G/K et, partant,
une métrique riemannienne orbifold Gϕ-invariante sur Gϕ/Kϕ. Soit alors (V,∇) un Gϕ-torseur
avec connexion, par exemple un Gϕ-torseur plat. Le fibré orbifold V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ) est donc muni
d’une connexion, induite par ∇ et la connexion de Levi-Cività de Gϕ/Kϕ, ce qui donne un sens
à ∣dvs∣2, la norme de la partie verticale de la différentielle d’une section s ∈ Γ(V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ)).
En intégrant cette fonction positive par rapport à la densité riemannienne préalablement fixée
sur Y , on obtient donc la notion d’énergie d’une K-réduction s de V :

E∇(s) = ∫
Y
∣dvs∣2.

Définition 2.26. — Soit (V,∇) un Gϕ-torseur avec connexion. Une K-réduction s ∈ Γ(V ×Gϕ
Gϕ/Kϕ) est dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle d’énergie E∇ ∶ Γ(V×Gϕ
Gϕ/Kϕ)Ð→ [0;+∞[.

On montre alors que s est harmonique si et seulement si elle solution de l’équation d’Euler-
Lagrange d⋆dvs = 0, où d⋆ est l’opérateur adjoint de d pour la métrique L2 sur l’espace des
sections de V ×Gϕ (Gϕ/Kϕ). Lorsque le Gϕ-torseur (V,∇) est plat et que f ∶ Ỹ Ð→ G/K est
l’application π1Y -équivariante correspondante à s (Corollaire 2.25), on a E∇(f) = ∫Y ∣df ∣2, où df
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est la différentielle de f et l’intégrale est prise sur un domaine fondamental de l’action de π1Y
sur Ỹ , de sorte que f induit une K-réduction harmonique si et seulement si f est harmonique
en tant qu’application π1Y -équivariante entre les deux variétés riemanniennes Ỹ et G/K, ce que
l’on résume dans la définition formelle suivante.

Définition 2.27. — Soit % ∈ Z1
ϕ(π1Y ;G) un morphisme croisé et soit V ≃ V% le Gϕ-torseur plat

associé (Définition 2.18). Soit K un sous-groupe compact maximal ϕ-invariant de G. D’après le
Corollaire 2.25, une K-réduction de V au sens de la Définition 2.22 peut alors être vue comme
une application π1Y -équivariante f ∶ Ỹ Ð→ G/K, où π1Y agit sur G/K via % comme dans
la Proposition 2.24. Une telle K-réduction est dite harmonique si f est harmonique en tant
qu’application entre les variétés riemanniennes Ỹ et G/K.

L’équation d’Euler-Lagrange s’écrit alors simplement d⋆df = 0 et la théorie de Donaldson et
Corlette ([Don87, Cor88]) fournit une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une K-
réduction harmonique pour un torseur plat V ≃ V%. Cette condition, dite de stabilité, porte sur
le morphisme croisé % ∶ π1Y Ð→ G définissant le torseur plat V ≃ V%. Notons que l’image d’un tel
morphisme n’est pas un sous-groupe de G lorsque π1Y agit non tivialement sur G, qui est le cas
qui nous intéresse. On peut néanmoins étendre à ce cadre la notion de stabilité usuelle pour les
représentations de groupes de surfaces, en se ramenant à un sous-groupe distingué d’indice fini
dans π1Y agissant de manière triviale sur G (de tels sous-groupes existent toujours dans notre
cadre).

Définition 2.28. — Soit Y une orbi-surface fermée de caractéristique d’Euler négative. On dit
qu’un morphisme croisé % ∈ Z1

ϕ(π1Y ;G) est polystable (ou que le torseur plat V% associé à %
est polystable) s’il existe un revêtement galoisien fini q ∶ X Ð→ Y de Y par une surface fermée
orientable X tel que :

1. π1X agit trivialement sur G.
2. La clôture de Zariski de %(π1X) dans G est un groupe réductif.

Cette notion est bien définie car elle ne dépend pas du choix du revêtement galoisien fini q ∶
X Ð→ Y , comme nous allons le voir tout de suite (9). Si X1,X2 sont deux revêtements galoisiens
finis de Y tels que les groupes π1X1 et π1X2 agissent trivialement sur G, c’est également le cas
du revêtement q ∶ X Ð→ Y défini par le sous-groupe π1X ∶= π1X1 ∩ π1X2 ⊂ π1Y . Comme %∣π1Xi

est un morphisme de groupes et que π1X est un sous-groupe d’indice fini de π1Xi, on a que
%(π1X) est un sous-groupe d’indice fini de %(π1Xi). Donc %(π1X) est un sous-groupe d’indice
fini de %(π1Xi), la clôture de Zariski de %(π1Xi) dans G. En particulier, les groupes algébriques
%(π1X1) et %(π1X2) ont même algèbre de Lie donc l’un est réductif si et seulement si l’autre
l’est.

Remarque 2.29. — Il serait intéressant de savoir si la notion de stabilité, que l’on pourrait
qualifier de virtuelle, de la Définition 2.28 correspond, comme dans le cas des groupes de surfaces,
au fait que la G-orbite de % (pour l’action par conjugaison croisée %g(γ) ∶= g−1%(γ)ϕγ(g) de G
sur Z1ϕ(π1Y ;G)) est fermée dans Z1

ϕ(π1Y ;G), qui est la notion de stabilité algébro-géométrique
usuelle pour l’action algébrique du groupe réductif G sur la variété affine Z1

ϕ(π1Y ;G). Lorsque les
hypothèses du Lemme 2.6 sont satisfaites, c’est-à-dire lorsque le morphisme ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G)
est d’image finie F ∶= Imϕ, on peut remplacer la représentation généralisée % ∶ π1Y Ð→ G par le
morphisme de groupes

%̂ ∶ π1Y Ð→ G ⋊ F
γ z→ (%(γ), ϕγ)

9. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire, dans la Définition 2.28, de supposer queX est une surface fermée orientable :
la seule propriété importante est que π1X agit trivialement sur G (et si tel est le cas, on peut toujours un autre
tel revêtement X ′ Ð→ Y , de degré plus grand, tel que X ′ est une surface fermée orientable).
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et on voit que % est polystable au sens de la Définition 2.28 si et seulement si la clôture de
Zariski %̂(π1Y ) est un sous-groupe réductif de G ⋊ F , puisque celui-ci a même algèbre de Lie
que %(π1X) pour tout sous-groupe distingué d’indice fini π1X ⊲ π1Y agissant trivialement sur
G. La classe de conjugaison de %̂ sous G ⋊ F est donc fermée dans Hom(π1Y ;G ⋊ F ), voir par
exemple [LM85, Theorem 1.27] pour le cas G = GL(n,C) et [Sim97, Theorem 2.1] pour le
cas général. Je ne sais pas si cela implique que la G-classe de conjugaison de %̂ est fermée dans
Homϕ(π1Y ;G ⋊ F ). Comme l’application

Z1
ϕ(π1Y ;G) Ð→ Homϕ(π1Y ;G)

% z→ %̂

est un homéomorphisme G-équivariant d’après le Lemme 2.6, l’observation précédente suffirait
à montrer que la G-orbite de % est fermée dans Z1

ϕ(π1Y ;G).

On peut alors démontrer un théorème d’existence de K-réductions harmoniques pour les
torseurs plats polystables, i.e. un analogue orbifold du théorème de Corlette. Pour cela, supposons
que le morphisme croisé % ∈ Z1

ϕ(π1Y ;G) est polystable au sens de la Définition 2.28 et soit
q ∶ X Ð→ Y un revêtement galoisien fini tel que π1X agit trivialement sur G et %(π1X) est un
sous-groupe réductif de G. Le tiré en arrière q∗V% est un G-fibré principal Γ-équivariant E% sur
X (où Γ ≃ π1Y /π1X), muni d’une G-connexion plate Γ-invariante ∇ (Théorème 2.20).

Supposons d’abord que G ⊂GL(n;R). Dans ce cas, l’hypothèse de réductivité de %(π1X) et le
théorème de Corlette ([Cor88]) montre que ∇ est conjuguée, sous l’action du groupe de jauge de
E%, à une connexionminimale ∇∞, obtenue comme limite de ∇ sous le flot gradient d’une certaine
fonctionelle d’énergie (qui est la norme au carré d’une application moment, [Cor88]) : une fois
la convergence du flot (donc l’existence de ∇∞) établie, l’hypothèse de complète réductibilité
montre que l’orbite de ∇ sous l’action du groupe d’automorphismes de E% est fermée, ce qui
signifie que ∇∞ est conjuguée à ∇ par l’action de ce groupe. Comme ∇ est Γ-invariante et que
l’ensemble des connexions invariantes est un fermé de l’espace des connexions, ∇∞ est également
Γ-invariante. Enfin, les résultats de [HWW18, Sch17] montrent que, dans une telle situation,
le flot gradient issu de ∇ est contenu dans l’orbite de cette connexion sous l’action de la partie Γ-
invariante du groupe de jauge de E% (c’est une conséquence de la compatibilité entre l’application
moment et l’action de Γ), ce qui montre que (E%,∇∞) est isomorphe à (E%,∇) en tant que fibré
Γ-équivariant. Pour le cas général, on se ramène au cas linéaire à l’aide d’une représentation
fidèle du groupe algébrique G, en suivant pour cela la démonstration de [Sim97, Theorem 2.1].
On obtient ainsi l’existence d’une K-réduction harmonique Γ-invariante pour le G-fibré plat Γ-
équivariant (E%,∇) sur X ou, ce qui revient au même, une K-réduction harmonique du torseur
plat V% = [E%/Γ] sur l’orbifold Y = [X/Γ], au sens de la Définition 2.27. Plus précisément,
l’analogue orbifold du théorème de Corlette peut se formuler comme suit (et se déduire de la
démonstration de Corlette à l’aide des remarques ci-dessus).

Théorème 2.30 (Donaldson-Corlette). — Soit % ∈ Z1
ϕ(π1Y ;G) un morphisme croisé et soit

V% le Gϕ-torseur plat associé sur l’orbi-surface Y . On se donne K un sous-groupe compact maxi-
mal ϕ-invariant de G et on considère l’action de π1Y sur G/K induite par % comme dans la
Proposition 2.24. Alors il existe une application π1Y -équivariante harmonique f ∶ Ỹ Ð→ G/K si
et seulement si V% est polystable au sens de la Définition 2.28.

2.5. Torseurs de Higgs

Rappelons que, si X est une surface de Riemann (dont le fibré cotangent sera dénoté KX) et
G un groupe de Lie réel (réductif et dont on a fixé un sous-groupe compact maximal K ainsi
qu’une décomposition de Cartan g ≃ k ⊕ p de son algèbre de Lie), un G -fibré de Higgs sur
X est par définition un couple (E , s) où E est un KC-fibré principal holomorphe et s est une
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section holomorphe du fibré vectoriel KX ⊗ (E ×KC pC) (10). Afin d’étendre cette définition au
cas d’une orbi-courbe analytique Y (définie sur C ou sur R) et d’un fibré en groupes G Ð→ Y ,
nous nous restreindrons au cas où G = Gϕ ∶= [(Ỹ × G)/π1Y ] avec G un groupe de Lie réel
et ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G) un morphisme de groupes. Pour simplifier la notation, nous écrirons
simplement G au lieu de Gϕ. Nous supposerons également, comme dans la Section 2.4, qu’il
existe un sous-groupe compact maximal K ⊂ G qui soit en outre π1Y -équivariant, hypothèse qui
est bien vérifiée dans tous les exemples connus et considérés dans la suite. En particulier, les fibrés
en groupes K ∶= [(Ỹ ×K)/π1Y ] et KC ∶= [(Ỹ ×KC)/π1Y ] (qui sont des fibrés orbifold sur Y ) sont
bien définis. De même, les fibrés vectoriels orbifold P ∶= [(Ỹ × p)/π1Y ] et PC ∶= [(Ỹ × pC)/π1Y ]
sont bien définis car, sous les hypothèses ci-dessus, l’action de π1Y sur g = Lie(G) préserve le
sous-espace vectoriel p.

Définition 2.31. — Soit Y une orbi-courbe analytique et soit KY son fibré cotangent (11). Soit
G un groupe de Lie réel et soit ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G) un morphisme. Soit K ⊂ G un sous-groupe
compact maximal π1Y -invariant. Avec les notations ci-dessus, on appelle G-torseur de Higgs sur
Y un couple (E , s) où E est un KC-torseur sur Y et s est une section analytique du fibré vectoriel
orbifold KY ⊗ (E ×KC PC), appelée champ de Higgs sur E .

Ici, E(PC) ∶= E ×KC PC est par définition le quotient du fibré produit E ×PC (produit fibré
sur Y ) par l’action du fibré en groupes KC. Pour se convaincre que c’est un objet bien défini,
le plus simple est de voir Y comme un quotient [X/Γ], où X est une surface de Riemann et Γ
un groupe fini : si q ∶ X Ð→ Y désigne la projection canonique et que l’on suppose de plus que
π1X agit trivialement sur G, alors q∗E est un KC-fibré principal sur X et q∗PC est isomorphe
au fibré produit X × pC ; la version Γ-équivariante de la construction habituelle donne alors

E ×KC PC ≃ [((q∗E) ×KC pC)/Γ].

De même, KY ⊗ (E ×KC PC) ≃ [(KX ⊗ ((q∗E)×KC pC))/Γ]. Notons également que, lorsque l’orbi-
courbe analytique Y est supposée définie sur R, on peut considérer l’orbi-courbe analytique
complexe Y + (qui est le revêtement double canonique q ∶ Y + Ð→ Y construit en (2.1.4) et
est muni d’une structure réelle σ ∶ Y + Ð→ Y + telle que [Y +/ ⟨σ⟩] ≃ Y ) et voir un G-torseur
de Higgs sur Y comme un G+-torseur réel sur Y + : cette notion est bien définie car on a un
isomorphisme canonique π1Y /π1Y

+ ≃ ⟨σ⟩, qui permet de rendre Galois-équivariante la Définition
2.31. Explicitement, un G-torseur de Higgs (E , s) sur Y se tire en arrière en (ou encore, peut
être défini comme) un triplet (E+, σE+ , s+) où E+ est un torseur sous le fibré en groupes K+C ∶=
[(Ỹ ×KC)/π1Y

+] ≃ q∗KC, l’application σE+ est une structure réelle sur E+ et s+ est une section
réelle (i.e. équivariante par rapport à σ et σE+) du fibré vectoriel orbifold KY + ⊗ (E+ ×K+C P+

C)
sur Y +, où les structures réelles de K+C et P+

C ∶= (Ỹ × pC)/π1Y
+] ≃ q∗PC sont induites par les

structures réelles canoniques du groupe KC et de l’espace vectoriel pC.

Exemple 2.32. — En vue des Chapitres 3 et 4, les deux exemples fondamentaux sont les
suivants.

1. G = U(n). Lorsque Y a pour seules singularités orbifolds des points miroirs, c’est le cas
étudié en détail dans [Sch17] : ici, les G-torseurs de Higgs sur la surface de Klein Y ,
pour G = [(Ỹ ×U(n))/π1Y ] (12), correspondent exactement aux fibrés vectoriels réels sur

10. Ici et dans la suite, KC désigne le complexifié du groupe de Lie réel K et pC l’espace vectoriel complexe
p⊗R C.
11. Si Y ≃ [X/Γ] avec X une surface de Riemann et Γ un groupe fini, le fibré orbifold KY est isomorphe à

[KX/Γ], où Γ agit sur KX via l’action induite par celle de Γ sur X. Plus généralement, ce point de vue donne la
description locale de KY pour les ouverts de cartes [U/Γ] de l’orbifold Y .
12. Avec π1Y agissant sur U(n) via le morphisme canonique π1Y Ð→ Z/2Z et la conjugaison complexe sur

U(n), comme dans l’Exemple 2.3.
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la surface de Riemann réelle (Y +, σ). La généralisation au cas où Y + possède des points
coniques est immédiate.

2. G = PGL(n;R). C’est le cas étudié dans [ALS18], qui permet en particulier de voir que,
bien que l’action de π1Y sur G soit ici triviale, la structure réelle des fibrés KC et PC est
non triviale lorsque Y est supposée être définie sur R.

Dans l’optique de la correspondance de Hodge non abélienne orbifold, les exemples le plus
importants de G-torseurs de Higgs sont, comme dans le cas classique, ceux qui proviennent des
G-torseurs plats munis d’une K-réduction harmonique (au sens de la Section 2.4). Étant donné
une telle réduction VK ×K G ≃ V, le torseur plat V donne lieu à un torseur harmonique, au sens
suivant. La G-connexion plate ∇ sur V induit une K-connexion A sur le K-torseur VK et une
1-forme à valeurs dans P sur Y . Pour le voir, il suffit de donner une version Γ-équivariante
de la construction habituelle sur une surface de Riemann X : si Y ≃ [X/Γ] avec π1X qui agit
de manière triviale sur G, une application π1Y -équivariante f ∶ Ỹ Ð→ G/K induit une K-
réduction Γ-invariante du G-fibré principal Γ-équivariant (Ỹ ×G)/π1X sur X, c’est-à-dire que
la connexion plate Γ-invariante ∇′ de ce fibré se décompose en A′ +ψ′ avec A′ et ψ′ elles-mêmes
Γ-invariantes (13), induisant donc A et ψ sur Y (14). Le fait que la connexion ∇ soit plate et la
réduction f harmonique implique alors que le couple (A,ψ) vérifie les équations de Hitchin sur
Y :

(2.5.1) FA +
1

2
[ψ,ψ] = 0, dAψ = 0 et d∗Aψ = 0,

c’est-à-dire que (A′, ψ′) sont des solutions Γ-invariantes de ces mêmes équations lorsqu’on les
considère sur X. On obtient alors un G-torseur de Higgs sur Y en munissant le fibré orbifold
lisse E ∶= VK×KKC de la structure analytique définie par la K-connexion A et du champ de Higgs
s ∶= ψ1,0, qui est bien analytique par rapport à A au vu des équations (2.5.1) (ce qui n’est, encore
une fois, rien d’autre qu’une version équivariante des constructions de Hitchin et Simpson).

Définition 2.33. — On appelle torseur harmonique sur l’orbifold Y tout triplet (VK,A,ψ)
constitué d’un K-torseur VK, une connexion A sur VK et une 1-forme ψ à valeurs dans P sur Y ,
tel que le couple (A,ψ) est solution des équations de Hitchin (2.5.1).

Un torseur harmonique donne donc lieu, comme dans le cas classique, à un G-torseur plat
V ∶= VK ×K G (muni de la connexion plate ∇ ∶= A +ψ) et à un G-torseur de Higgs E ∶= VK ×K KC
(muni du champ de Higgs s ∶= ψ1,0).

Un G-torseur de Higgs au sens de la Définition 2.31 peut également être vu comme un cas
particulier de GC-torseur de Higgs, où GC ∶= [(Ỹ × GC)/π1Y ], très exactement comme un GC-
torseur de Higgs (E ′, s′) muni d’une KC-réduction et tel que le champ de Higgs s′ vérifie une
condition de réalité relativement à cette KC-réduction : pour le voir, il suffit de poser E ′ =
E(GC) ∶= E ×KC GC et s′ ∈ H0(Y ;KY ⊗ (E(GC)×KC GC)) la section induite par le champ de Higgs
s de E , qui est une section de

KY ⊗ (E ×KC PC) ⊂KY ⊗ (E ×KC GC) ≃KY ⊗ (E(GC) ×GC GC),

où GC ∶= [(Ỹ ×gC)/π1Y ]. Si q ∶X Ð→ Y est un revêtement galoisien fini de Y par une surface de
Riemann telle que π1X agit trivialement sur GC, posons E(GC) ∶= q∗(E(GC)) ≃ (q∗E) ×KC GC :
c’est un GC-fibré principal sur X, muni d’une KC-réduction et d’une structure Γ-équivariante
canonique, où Γ ≃ π1Y /π1X est le groupe d’automorphismes du revêtement. C’est-à-dire que
E(GC) est muni d’une famille τ ∶= (τγ)γ∈Γ de transformations de E(GC) qui relève l’action de
Γ sur X de manière compatible avec l’action de GC sur E(GC), au sens suivant :

13. Les détails de cette vérification sont disponibles dans [ALS18, Proposition 3.7].
14. On peut aussi montrer localement, c’est-à-dire sur les ouverts de cartes [U/Γ] ⊂ Y , l’existence de la décom-

position ∇ = A + ψ, par le même calcul.
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1. Le diagramme suivant est commutatif

E(GC)
τγ //

��

E(GC)

��
X

γ // X

et on a τγ1γ2 = τγ1τγ2 et τIdX = IdE(GC).
2. τγ est holomorphe si γ est holomorphe et anti-holomorphe si γ est anti-holomorphe.
3. Pour tout γ ∈ Γ et tout p ∈ GC, on a τγ(p ⋅ g) = τγ(p) ⋅ εγ(g), où ε ∶ Γ Ð→ Aut(GC) est

l’homomorphisme induit par l’action de π1Y sur GC.
De plus, le champ de Higgs s sur E(GC) induit un champ de Higgs Γ-équivariant α sur E(GC) =
q∗(E(GC)), c’est-à-dire que α est une section Γ-équivariante de KX ⊗ E(gC), où E(gC) ∶=
E(GC) ×GC gC, qui vérifie en outre une condition de reálité relative au sous-groupe KC ⊂ GC :
comme le champ de Higgs s sur E(GC) est à valeurs dans E(PC), le champ de Higgs induit α
sur E(GC) est à valeurs dans E(pC).

KX ⊗E(pC)
γ⊗τγ //

��

KX ⊗E(pC)

��
X

α

TT

γ // X

α

TT

Définition 2.34. — Nous appellerons G-fibré de Higgs Γ-équivariant sur X tout triplet de la
forme (E,α, τ) comme ci-dessus.

Pour G = GL(n,C), la notion de stabilité appropriée pour de tels fibrés est celle donnée par
C. Simpson dans [Sim88], où il montre que les sommes directes de fibrés de Higgs Γ-équivariants
stables de degré 0 admettent des métriques hermitiennes Γ-invariantes particulières, dites mé-
triques harmoniques, qui sont celles pour lesquelles la connexion de Chern associée A et le
champ de Higgs α fournissent des solutions (A,ψ ∶= α + α∗) aux équations de Hitchin (2.5.1).
La démonstration de Simpson est présentée dans le cas où le groupe fini Γ agit de manière holo-
morphe sur la surface de Riemann X mais elle s’étend au cas où Γ contient des transformations
anti-holomorphes en remarquant qu’un tel groupe agit encore par pullback sur l’ensemble des
métriques hermitiennes d’un fibré vectoriel complexe Γ-équivariant : il suffit pour cela d’appli-
quer la conjugaison complexe si l’on tire en arrière une métrique par une transformation anti-
holomorphe, comme vérifié dans [ALS18, Section 3.3]. Dans [Sim92, Corollary 6.16], Simpson
étend son résultat au cas des G-fibrés de Higgs (E,α) sur X sous l’hypothèse que les classes
de Chern de E(GC) sont toutes nulles : cette hypothèse lui permet de définir la semistabilité de
(E,α) à l’aide d’une représentation fidèle GC ↪ GL(WC), i.e. en se ramenant au cas vectoriel
([Sim92, p.86]). Nous suivrons ici sa démarche, afin de pouvoir étendre au cas orbifold la cor-
respondance de Hodge non abélienne. Pour cela, nous avons besoin de la définition préliminaire
suivante, dans laquelle G désigne, comme d’habitude, le fibré en groupes orbifold [(Ỹ ×G)/π1Y ]
associé à un groupe de Lie réel G muni d’une action par automorphismes de π1Y .

Définition 2.35. — Soit Y une orbi-courbe analytique compacte de caractéristique d’Euler
négative et soit (E , s) un G-torseur de Higgs sur Y . On dit que les classes de Chern du GC-
torseur E(GC) ∶= E ×KC GC sont toutes nulles s’il existe un revêtement galoisien fini q ∶ X Ð→ Y
de Y par une surface de Riemann X tel que :

1. π1X agit trivialement sur GC.
2. Les classes de Chern du GC-fibré principal E(GC) ∶= q∗(E(GC)) au-dessus de X sont toutes

nulles.
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Ici, par classes de Chern de E(GC) nous entendons les classes caractéristiques, dans la co-
homologie de De Rham de X, du GC-fibré principal E(GC), obtenues par l’homomorphisme
de Chern-Weil à partir des polynômes AdGC-invariants sur gC. La Définition 2.35 a alors bien
un sens car la propriété que ces classes caractéristiques soient toutes nulles est invariante par
passage à un revêtement fini. En guise d’exemple, les classes de Chern d’un G-torseur de Higgs
(E , s) provenant d’un G-torseur plat V muni d’une réduction harmonique f ∶ Ỹ Ð→ G/K sont
toutes nulles, puisque dans ce cas E(GC) ≃ V ×G GC est un GC-torseur plat.

Nous pouvons désormais définir la notion de semistabilité d’un tel G-torseur de Higgs (E , s) à
la manière de Simpson, en utilisant une représentation fidèle GC ↪GL(WC) et, comme dans les
Définitions 2.28 et 2.35, un revêtement galoisien fini q ∶ X Ð→ Y tel que π1X agit trivialement
sur GC. Rappelons pour cela que, sur une surface de Riemann compacte X munie d’une action
d’un groupe fini Γ ⊂ Aut±(X), un G-fibré de Higgs Γ-équivariant (E,α, τ) tel que les classes de
Chern de E(GC) sont toutes nulles est dit semistable si le fibré de Higgs E(WC) ∶= E ×KC WC
est semistable ([Sim92, p.86]), c’est-à-dire si, pour tout sous-espace GC-invariant UC ⊂WC tel
que, en outre, le sous-fibré vectoriel E(UC) de E(WC) soit Γ-invariant (15) et α-invariant, on a
degE(UC) ⩽ 0. La stabilité est définie de manière similaire, à l’aide d’une inégalité stricte, et
on dit qu’un G-fibré de Higgs Γ-équivariant (E,α, τ) comme ci-dessus est polystable si E(WC)
est isomorphe à une somme directe de fibrés de Higgs Γ-équivariants stables au sens précédent
(qui sont donc en particulier de degré 0). Le point crucial pour nous ici est que, en vertu
d’un théorème de Simpson ([Sim88, Sim92]), cette notion de polystabilité est invariante par
revêtement fini : Simpson a en effet caractérisé les fibrés de Higgs Γ-equivariants polystables
(E,α, τ) comme étant ceux qui admettent des métriques harmoniques Γ-invariantes ; le pullback
d’un tel fibré est donc encore polystable et, si X Ð→ X/Γ est un revêtement analytique entre
surfaces de Riemann (cas d’une action libre de Γ), alors (E,α, τ) descend à X/Γ et le fibré de
Higgs ainsi défini est polystable puisque la métrique harmonique invariante de E descend aussi et
la métrique ainsi induite sur E/Γ est encore harmonique. Remarquons par ailleurs que la notion
de semistabilité est également invariante par revêtement fini, par unicité du fibré déstabilisant
dans la filtration d’Harder-Narasimhan ([HN75]). Les résultats de Simpson, joints à ceux de
Harder et Narasimhan, permettent donc de donner un sens à la définition suivante.

Définition 2.36. — Soit Y une orbi-courbe analytique compacte de caractéristique d’Euler
négative et soit (E , s) un G-torseur de Higgs sur Y tel que les classes de Chern de E(GC)
sont toutes nulles. On dit que (E , s) est semistable (respectivement, polystable) s’il existe un
revêtement galoisien fini q ∶X Ð→ Y de Y par une surface de Riemann X tel que :

1. π1X agit trivialement sur GC.
2. Le G-fibré de Higgs Γ-équivariant E ∶= q∗E au-dessus de X est semistable (respectivement,

polystable).

Remarque 2.37. — Il ne semble pas possible de définir de même la notion de stabilité pour
un fibré de Higgs orbifold, celle-ci n’étant pas invariante par revêtement fini (que ce soit dans
un cadre purement holomorphe, [Ram81], ou pour les courbes définies sur R, [Sch12]). Pour
les courbes définies sur un corps fini, Harder et Narasimhan utilisent une notion de stabilité
géométrique, au sens où un fibré E défini sur un corps k est dit (géométriquement) stable si
E ×k k est stable. Cette notion a l’avantage d’être compatible avec la stabilité au sens de la
théorie des invariants mais elle n’est pas suffisante pour obtenir des filtrations de Jordan-Hölder
pour les fibrés semistables (voir [Sch12] et la Section 3.2 du présent mémoire).

15. Si Γ contient des transformations anti-holomorphes, l’action de Γ sur WC est non-triviale, induite par
le morphisme canonique Aut±(X) Ð→ {±1} et une structure réelle WC ≃ W ⊗R C sur WC, la représentation
GC ↪GL(WC) étant alors supposée compatible avec cette structure réelle au sens où gw = g w.
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La Définition 2.36 est (faite pour et) suffisante pour appliquer le théorème de Simpson, qui
caractérise les fibrés de Higgs polystables en termes de métriques harmonique ou, de manière
équivalente, comme les fibrés de Higgs provenant de fibrés harmoniques.

Théorème 2.38 (Hitchin-Simpson). — Soit Y une orbi-courbe analytique compacte de ca-
ractéristique d’Euler négative et soit (E , s) un G-torseur de Higgs sur Y tel que les classes de
Chern de E(GC) sont toutes nulles. Alors (E , s) est polystable au sens de la Définition 2.36 si et
seulement s’il existe un G-torseur harmonique (VK,A,ψ) au sens de la Définition 2.33 tel que
(E , s) soit isomorphe, en tant que G-torseur de Higgs, à (VK ×K KC, ψ

1,0).

Ce résultat dit que l’image essentielle du foncteur qui envoie un torseur harmonique sur un tor-
seur de Higgs est la catégorie des torseurs de Higgs polystables de degré 0 (et Simpson démontre
par ailleurs que ce foncteur est pleinement fidèle ; c’est un corollaire de [Sim92, Lemma 1.2]).
Cela implique le résultat suivant, que l’on peut qualifier de correspondance de Hodge non abé-
lienne sur l’orbifold Y et qui, en vertu de l’analyse conduite plus haut, est une conséquence des
travaux de Corlette et Simpson.

Théorème 2.39. — Soit Y une orbi-courbe analytique compacte de caractéristique d’Euler né-
gative. Soit G un groupe de Lie réel muni d’une action par automorphismes ϕ ∶ π1Y Ð→ Aut(G)
et soit G le fibré en groupes orbifold G ∶= [(Ỹ ×G)/π1Y ]. Alors il existe une équivalence de caté-
gories entre les G-torseurs plats polystables sur Y et les G-torseurs de Higgs polystables de degré
0 sur Y .

En utilisant le Théorème 2.12 et le fait que la notion de polystabilité est par définition la même
pour les torseurs plats et pour les représentations d’holonomie qui les définissent (Définition
2.28), on peut reformuler le Théorème 2.39 en termes (d’un sous-espace) de l’espace de Betti
H 1

Betti(Y ;G) ∶= Z1
ϕ(π1Y ;G)/G introduit dans la Définition 2.8.

Corollaire 2.40. — Il existe une bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de G-
torseurs de Higgs polystables de degré 0 sur Y et l’ensemble

Z1
ϕ(π1Y ;G)ps /G ⊂ H 1

Betti(Y ;G)

des morphismes croisés polystables de π1Y dans G.

Ce corollaire justifie que nous appelions également espace de Betti l’ensemble Z1
ϕ(π1Y ;G)ps /G

des classes d’équivalence de morphismes croisés polystables.

Remarque 2.41. — Lorsque G = GL(n;C), le fait qu’il existe une correspondance bijective
entre les extensions de torseurs plats polystables et celles de torseurs de Higgs polystables de
degré 0 ([Sim92, Lemma 2.2]) implique que l’on peut étendre le Théorème 2.39 en une équiva-
lence entre la catégorie des torseurs plats et la catégorie des torseurs de Higgs semistables de
degré 0. L’ensemble des classes d’isomorphisme des objets de ces catégories est alors en bijection
avec l’espace de Betti

H 1
Betti(Y ;GL(n;C)) = Z1

ϕ(π1Y ;GL(n;C))/GL(n;C)

tout entier. Ceci (ainsi que le Corollaire 2.40 pour la restriction au cas polystable) constitue un
élément de réponse à la question posée par Simpson sur l’espace de Dolbeault correspondant à
un espace de Betti défini par une action non triviale du groupe fondamental sur GL(n;C) (cf.
Section 2.1).

Exemple 2.42. — Reprenons les cas particuliers d’espaces de Betti de l’Exemple 2.9 pour
illustrer le Théorème 2.39 en décrivant à chaque fois l’espace de Dolbeault correspondant.
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1. Si G =U(n) et θ(g) = g, l’espace de Betti

H 1
Betti(Y ;U(n)) ≃ Homθ(π1Y ;U(n) ⋊θ Z/2Z)/U(n)

est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme d’orbi-fibrés vectoriels (de
champ de Higgs nul) polystables de degré 0 sur l’orbi-courbe analytique Y .

2. Si G = PGL(n;R) et θ(g) = g, l’espace de Betti

Hom(π1Y ;PGL(n;R))
ps

/PGL(n;R)
est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme d’orbi-fibrés en algèbres de Lie,
de fibre type sl(n;C), munis d’une forme quadratique non dégénérée et d’un champ de Higgs
à valeurs dans les endomorphismes symétriques relativement à cette forme quadratique,
polystables de degré 0 sur Y .

3. Si G =GL(n;C) et θ(g) = g, l’espace de Betti

H 1
Betti(π1Y ;GL(n;C)) ≃ Homθ(π1Y ;GL(n;C) ⋊θ Z/2Z)/GL(n;C)

est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme d’orbi-fibrés de Higgs de degré
0 semistables sur l’orbi-courbe analytique Y .

4. Si Y = [X/ ⟨σ⟩] est le quotient d’une courbe hyperelliptique (X,σ) et G = GL(n;C) est
muni de l’involution holomorphe σ(g) ≃ tg−1, alors l’espace de Betti

H 1
Betti(Y ;GL(n;C)) = Homσ(π1Y ;GL(n;C) ⋊σ Z/2Z) /GL(n;C)

est en bijection avec l’ensemble des classes d’isomorphisme de GL(n;C)-fibrés de Higgs
⟨σ⟩-équivariants semistables de degré 0 sur la surface de Riemann X. Ces derniers peuvent
également être vus comme des objets sur Y , à savoir des G-torseurs de Higgs semis-
tables de degré 0 sur l’orbi-courbe analytique Y , où G est l’orbi-fibré en groupes G ∶=
[(X ×GL(n;C))/ ⟨σ⟩]. On peut remarquer qu’ici, l’orbi-fibré en groupes G est construit de
manière algébrique.

Notons, pour conclure, que nous n’avons pas exploité toute la généralité du théorème de
Simpson sur l’existence de métriques harmoniques invariantes sous l’action d’un groupe fini
Γ ⊂ Aut±(X). En effet, dans [Sim88], Simpson ne suppose pas, comme nous le faisons ici,
qu’étant donné un fibré de Higgs Γ-équivariant (E,α, τ) sur X, le champ de Higgs α est Γ-
invariant : il suppose seulement, pour Γ agissant de manière holomorphe sur X, qu’il existe un
caractère χ ∶ Γ Ð→ C∗ tel que, pour tout γ ∈ Γ, γ(α) = χ(γ)α et conclut à l’existence d’une
métrique harmonique sous hypothèse de stabilité du fibré (E,α, τ). Si l’on autorise Γ à contenir
des transformations anti-holomorphes de X, le caractère χ doit être remplacé par un morphisme
croisé χ ∶ Γ Ð→ C∗ (relativement à l’action de Γ sur C∗ induite par le morphisme canonique
Aut±(X)Ð→ {±1} et la conjugaison complexe sur C∗) mais la conclusion reste la même.
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CHAPITRE 3

FIBRÉS VECTORIELS SUR LES COURBES ALGÉBRIQUES
RÉELLES

Dans tout ce chapitre, nous désignerons par Y le quotient d’une surface fermée orientable
X par le groupe engendré par une involution σ ∶ X Ð→ X qui renverse l’orientation. En tant
qu’orbi-surface fermée, Y ≃ [X/ ⟨σ⟩] est donc non orientable. Et en tant que surface différentielle,
Y peut avoir un bord non vide ou être non orientable ou les deux à la fois. Il est donc possible
d’interpréter Y comme l’ensemble des points fermés d’une courbe algébrique réelle, la surface X
ci-dessus étant alors l’ensemble des points complexes de cette courbe algébrique. De ce point
de vue-là, le groupe fondamental orbifold π1[X/ ⟨σ⟩] contrôle les revêtements réels de (X,σ),
qui forment une catégorie équivalente à celle des π1[X/ ⟨σ⟩]-ensembles. Les revêtements réels
connexes de (X,σ), en particulier, correspondent aux sous-groupes de π1[X/ ⟨σ⟩] non contenus
dans le noyau du morphisme canonique π1[X/ ⟨σ⟩]Ð→ ⟨σ⟩ (voir par exemple [Sch16] pour une
exposition de ces propriétés).

Dans la série d’articles [Sch11, Sch12, LS13, BS16, Sch17], nous avons étudié les fibrés
vectoriels au-dessus d’une courbe réelle (X,σ), en nous concentrant principalement sur les as-
pects suivants :

1. Le problème des modules pour de tels objets ([Sch11, Sch12, BS16]) ;
2. La correspondance de Narasimhan-Seshadri dans ce contexte ([Sch17]) ;
3. La topologie des espaces de modules et des variétés de représentations construits aux points

précédents ([LS13]).

Les thèmes ci-dessus ont retenu l’attention de nombreux chercheurs au cours de la dernière
décennie ([BHH10, OT13, Cre13, BGPH14, Bai14]) et notre principal apport a trait aux
points suivants :

1. La notion de stabilité pour les fibrés vectoriels réels et quaternioniques et la compréhension
des espaces de modules pour ces objets ([Sch11, Sch12, BS16]) ;

2. La généralisation de la correspondance de Narasimhan-Seshadri réelle de [BHH10] au cas
des fibrés réels de degré non nul, ainsi qu’une nouvelle approche du cas quaternionique
([Sch17]) ;

3. Le comptage des composantes connexes du lieu réel des espaces de modules de fibrés
vectoriels géométriquement stables de rang et degré fixés ([Sch12]) et, dans le cas où le
rang et le degré sont premiers entre eux, le calcul des nombres de Betti de ces composantes
connexes pour la cohomologie singulière à coefficients dans les entiers modulo 2 ([LS13]).

Ces travaux ont eu les applications ou conséquences suivantes :

1. Bien que la notion de stabilité des fibrés réels et quaternioniques introduite dans [Sch12]
(et déjà considérée par Shuguang Wang dans [Wan96]) ne soit pas, en général, invariante
par extension des scalaires (elle ne coïncide donc pas avec la notion de stabilité provenant
de la théorie géométriques des invariants), elle seule fournit des filtrations de Jordan-Hölder
pour les fibrés réels et quaternioniques semistables ([Sch12, Théorème 2.10]).



2. La correspondance de Narasimhan-Seshadri établie dans [Sch17] a inspiré la version orbi-
fold de la correspondance de Hodge non abélienne présentée dans le Chapitre 2 (Théorème
2.39). La construction des torseurs plats [(Ỹ × G)/π1Y ] associée à un morphisme croisé
% ∈ Z1(π1Y ;G), par exemple, ainsi que la correspondance de Riemann-Hilbert associée
(Théorème 2.12), constituent une généralisation de [Sch17, Theorems 2.6 and 4.4].

3. Le calcul des nombres de Betti modulo 2 des espaces de modules de fibrés sur une courbe
réelle a permis d’exhiber de nouveaux exemples de variétés réelles dites maximales ([LS13,
Section 6.5]) et de démontrer une conjecture de Saveliev et Wang ([SW11]) sur les espaces
de modules de fibrés vectoriels de déterminant fixé au-dessus des courbes réelles maximales.

Le point de vue adopté dans [Sch11, Sch12, LS13, BS16, Sch17] est principalement celui
de la géométrie différentielle (Section 3.1), en particulier la théorie de jauge à la Atiyah-Bott-
Donaldson ([AB83, Don83]) : on se concentre sur l’espace Ah des connexions unitaires sur
un fibré hermitien réel ou quaternionique (E, τ) Ð→ (X,σ) et sur l’action du groupe de jauge
unitaire Gh sur cet espace, qui est une action hamiltonienne compatible avec la structure réelle
de Ah induite par la structure réelle ou quaternionique τ de E, et on en déduit de nombreuses
propriétés topologiques. Il existe également des aspects algébriques dans les travaux susmen-
tionnés et nous les présentons dans la Section 3.2 ci-dessous, avant de donner quelques détails,
dans la Section 3.3, sur le principe du calcul des nombres de Betti des champs de modules de
fibrés réels et quaternioniques (semistables et généraux), en insistant sur l’analogie avec le cas
complexe étudié par Atiyah et Bott dans [AB83].

3.1. Aspects différentiels

3.1.1. Classification topologique. — Nous résumons ci-dessous les principaux aspects du
problème de la classification des fibrés vectoriels au-dessus d’une courbe algébrique réelle. Rap-
pelons qu’une telle courbe réelle (X,σ), que nous supposerons compacte, connexe et dont nous
noterons g le genre, vérifie les propriétés suivantes (dont on peut trouver une présentation
contemporaine dans [Fal83, Nat90]) :

– Deux courbes réelles (X,σ) et (X ′, σ) sont topologiquement conjuguées, c’est-à-dire qu’il
existe un homéomorphisme f ∶X ≃Ð→X ′ tel que f ○σ = σ′ ○f , si et seulement si les surfaces
topologiques X/ ⟨σ⟩ et X ′/ ⟨σ′⟩ sont homéomorphes.

– Le nombre n de composantes connexes de Xσ ∶= Fixσ(X) ≃ ∂(X/ ⟨σ⟩) est compris entre 0
et g + 1 ; si n = 0, alors X/ ⟨σ⟩ est non orientable et si n = g + 1 alors X/ ⟨σ⟩ est orientable.
De plus, si X/ ⟨σ⟩ est orientable, alors n ≡ (g + 1)mod 2.

– Si on pose a = 0 pour X/ ⟨σ⟩ orientable et a = 1 pour X/ ⟨σ⟩ non orientable, alors le
triplet (g, n, a) caractérise le type d’homéomorphisme de la surface X/ ⟨σ⟩. On a a = 1 si
et seulement si X ∖Xσ est connexe.

Nous dirons aussi surface de Klein pour désigner une courbe réelle (X,σ), c’est-à-dire une
surface de RiemannX munie d’une involution anti-holomorphe σ. En géométrie réelle, les courbes
(X,σ) telles que X ∖Xσ possèdent deux composantes connexes sont appelées courbes de Type
I ( !), tandis que si X ∖Xσ est connexe, on dit que (X,σ) est de Type II, ce qui inclut le cas
n = 0.

Un fibré vectoriel réel au-dessus de (X,σ) est un couple (E, τ) où p ∶ E Ð→ X est un fibré
vectoriel complexe sur X et τ ∶ E Ð→ E est un relèvement de σ qui est C-antilinéaire dans les
fibres, c’est-à-dire que p ○ τ = σ ○ p, τ(λv) = λτ(v) et τ2 = IdE ([Ati66]).

E
τ //

p

��

E

p

��
X

σ // X
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Un morphisme de fibrés vectoriels réels f ∶ (E, τ) Ð→ (E′, τ ′) est un morphisme de fibrés
vectoriels f ∶ E Ð→ E′ tel que f ○ τ = τ ′ ○ f . Selon le contexte, le fibré vectoriel complexe E
pourra être C∞, hermitien ou holomorphe (nous utiliserons plutôt la lettre E pour désigner un
fibré vectoriel holomorphe sur X). Lorsque τ2 = −IdE au lieu de IdE , on dit que (E, τ) est un
fibré vectoriel quaternionique sur (X,σ). Les morphismes de fibrés quaternioniques sont définis
comme dans le cas réel.

Il est bien connu que les fibrés vectoriels complexes C∞ au-desus de X sont classifiés par le
couple (r, d) où r ⩾ 1 est le rang de E et d ∈ Z est son degré, que l’on peut également voir
comme la première classe de Chern c1(E) ∈ H2(X;Z) ≃ Z de E. Dans [Kah87], B. Kahn a
montré que l’on pouvait, de même, classifier les fibrés réels C∞ par le couple (r, c1,⟨σ⟩(E)), où
c1,⟨σ⟩(E) ∈ H 2

⟨σ⟩(X;Z) est la première classe de Chern équivariante de E. On retrouve une clas-
sification équivalente dans les travaux de M. Karoubi et C. Weibel sur la K-théorie réelle d’une
courbe algébrique définie sur R ([KW03]). Il s’avère utile, notamment pour compter les com-
posantes connexes des espaces de modules de fibrés réels géométriquement stables (Théorème
1.4) de disposer d’une description moins condensée de c1,⟨σ⟩(E), en termes de classes caracté-
ristiques ordinaires, ainsi que d’une classification topologique similaire pour les fibrés vectoriels
quaternioniques. Un tel résultat est par exemple présenté dans l’article [BHH10] de I. Biswas,
J. Huisman et J. Hurtubise. Lorsque Xσ ≠ ∅, nous noterons w ∶= w1(E) ∈ H1(Xσ;Z/2Z) la
première classe de Stiefel-Whitney du fibré vectoriel réel (au sens usuel) Eτ Ð→ Xσ. Comme
Xσ est homéomorphe à une union disjointe de n cercles, on peut voir w comme un n-uplet
w = (t1, . . . , tn) ∈ (Z/2Z)n. On notera (r, d,w) les invariants topologiques d’un fibré vectoriel
réel (E, τ), avec la convention possible que w = 0 lorsque Xσ = ∅.
Théorème 3.1 ([BHH10]). — Soit (X,σ) une surface de Klein compacte connexe de genre
g ⩾ 0. Alors :

1. Deux fibrés vectoriels réels (E, τ) et (E′, τ ′) de classe C∞ au-dessus de (X,σ) sont iso-
morphes si et seulement (r, d,w) = (r′, d′,w′).

2. Deux fibrés vectoriels quaternioniques (E, τ) et (E′, τ ′) de classe C∞ au-dessus de (X,σ)
sont isomorphes si et seulement (r, d) = (r′, d′).

En outre, les conditions suivantes doivent êtres vérifiées :
1. Si τ = τR et n > 0, alors t1 + . . . + tn = dmod 2, et si τ = τR et n = 0, alors d est pair.
2. Si τ = τH et n > 0, alors r et d sont tous les deux pairs, et si τ = τH et n = 0, alors
d + r(g − 1) ≡ 0 mod 2.

En particulier, si n > 0 et r∧d = 1, il existe des fibrés réels mais pas de fibrés quaternioniques.
Et si n = 0, il existe des fibrés en droites quaternioniques.

3.1.2. Connexions invariantes. — Grâce au Théorème 3.1, on peut ramener l’étude des
fibrés réels et quaternioniques (au sens holomorphe) au-dessus d’une surface de Klein (X,σ)
à celle des structures holomorphes τ -compatibles sur un fibré réel ou quaternionique (E, τ)
de classe C∞ au-dessus de (X,σ), c’est-à-dire les structures holomorphes sur E par rapport
auxquelles l’application τ est anti-holomorphe : dans [Sch11, Sch12], nous montrons que si
l’on regarde les structures holomorphes sur E comme des opérateurs de Dolbeault

∂E ∶ Ω0(X;E)Ð→ Ω1(X;E),
alors τ induit une involution sur l’espace C de tels opérateurs, dont les points fixes sont exacte-
ment les structures holomorphes sur E qui rendent τ anti-holomorphe : c’est clair lorsque τ est
réel ([Sch11]) et réaliser que c’est également le cas lorsque τ2 = −IdE a permis de dégager un
formalisme commun à ces deux problèmes de classification, que nous allons maintenant exposer.

D’abord, il est utile de fixer une métrique hermitienne h sur le fibré vectoriel complexe E,
choisie de manière à ce que τ soit une isométrie, ainsi qu’une métrique kählérienne surX. L’espace
C des structures holomorphes sur E se met alors en bijection avec l’espace Ah des connexions
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unitaires sur (E,h). Cette bijection permet d’étendre l’action du groupe de jauge unitaire Gh
sur Ah en une action du groupe de jauge complexe GE , qui joue le rôle du complexifié de Gh
dans l’analogie à venir avec le théorème de Kempf-Ness en théorie géométrique des invariants
([KN79]). Atiyah et Bott ont montré que l’action de Gh sur Ah est hamiltonienne, avec pour
application moment l’application

F ∶ Ah Ð→ Ω2(X;u(E,h)) ≃ Ω0(X;u(E,h))
A z→ FA

qui envoie une connexion unitaire sur sa courbure. Les connexions projectivement plates sur E
(i.e. dont la courbure est centrale et constante : FA = i2π dr IdE) sont alors en correspondance avec
les représentations unitaires de l’extension centrale πd, du type mentionné dans le Diagramme
(1.1.2).

Lorsque E est muni d’une structure réelle ou quaternionique τ , on a des involutions induites
βτ sur Ah et ατ sur Gh. Les points fixes de βτ (connexions invariantes) sont en bijection avec les
structures holomorphes τ -compatibles sur E et les points fixes de ατ sont les automorphismes
de E qui commutent à τ . En particulier, ατ est définie sur GE tout entier et elle induit une
involution sur l’algèbre de Lie Lie(Gh) ≃ Ω0(X;u(E,h)), que nous noterons encore ατ . Nous
avons montré dans [Sch11, Sch12] que les involutions ατ et βτ sont compatibles entre elles et
avec l’application moment F , au sens où, pour tout u ∈ Gh et tout A ∈ Ah, on a :

(3.1.1) βτ(u ⋅A) = ατ(u) ⋅ βτ(A) et F ○ βτ = ατ ○ F.
En particulier, βτ préserve F−1(i2π dr IdE) et Gτh ∶= Fix(ατ) agit sur Aτh ∶= Fix(βτ) et sur

F −1 (i2π dr IdE)
τ = F−1 (i2π dr IdE) ∩Aτh.

Les observations élémentaires de géométrie symplectique réelle (au sens de [OS00]) rassem-
blées ci-dessus sont le point de départ de notre étude des champs et espaces de modules de fibrés
réels et quaternioniques. Par exemple, le champ [Cτ /G τE] paramètre les familles de structures
holomorphes τ -compatibles sur le fibré (E, τ). Plus précisément, si on se fixe un type topolo-
gique (r, d,w) ou (r, d) de fibré réel ou quaternionique comme dans le Théorème 3.1 et un fibré
(E, τ) ayant ce type topologique, alors [Cτ /G τE] peut être vu comme le champ des modules de
fibrés réels ou quaternioniques de même type topologique que (E, τ). La cohomologie du champ
[Cτ /G τE] est par définition la cohomologie G τE-équivariante de Cτ et, comme Cτ est un espace af-
fine, il est contractile, ce qui implique que H∗

G τE
(Cτ) ≃ H∗(BG τE), où BG τE est l’espace classifiant

du groupe G τE .

3.1.3. La fonctionelle de Yang-Mills. — La fonctionnelle de Yang-Mills LYM est la norme
au carré de l’application moment F ∶ Ah Ð→ Ω0(X;u(E,h)). Explicitement, une fois fixée une
métrique riemannienne sur le fibré vectoriel u(E,h) des endomorphismes anti-hermitiens de
(E,h) :

LYM ∶ Ah Ð→ R
A z→ ∫X ∥FA∥2 .

Les points critiques de cette fonctionnelle sont appelées les connexions de Yang-Mills : Atiyah
et Bott ont montré dans [AB83] que ce sont les connexions unitaires dont la courbure vérifie

FA = i2π (d1

r1
Ir1 ⊕ . . . ⊕ d`

r`
Ir`) ,

où ∑`i=1 ri = r et ∑`i=1 di = d (et où l’on peut en outre supposer que d1

r1
> . . . > d`

r`
). Les minima

absolus de cette fonctionnelle correspondent donc au cas où ` = 1 et FA = i2π dr IdE . Donaldson
a montré dans [Don83] que les orbites unitaires de connexions de Yang-Mills minimales et
irréductibles correspondaient exactement aux classes d’isomorphisme de structures holomorphes
sur E qui sont stables au sens de Mumford ([Mum63]). Les travaux de Donaldson, dans la
continuité de ceux d’Atiyah et Bott, ont été approfondis par G. Daskalopoulos ([Das92]) et
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J. Råde ([Råd92]) et les progrès qui s’en sont ensuivis peuvent, très schématiquement, être
résumés ainsi :

1. Le flot gradient descendant de la fonctionnelle de Yang-Mills

{ A0 = A
d
dtAt = −gradAtLYM

existe pour tout t ⩾ 0 et converge vers un point critique A∞ de LYM lorsque tÐ→ +∞.
2. La stratification de Morse-Bott de Ah ≃ C pour la fonctionnelle de Yang-Mills coïncide

avec la stratification de Harder-Narasimhan de l’espace des fibrés vectoriels holomorphes
de rang r et de degré d ([AB83, Kir84, Das92, Råd92]).

3. Si l’on note Css l’ensemble des connexions unitaires A telles que A∞ ∈ F−1(i2π dr IdE) =∶
Ah,min, alors l’adhérence d’une GE-orbite dans Css contient une unique Gh-orbite de con-
nexions projectivement plates. En particulier, la relation O1 ∼ O2 si O1 ∩O2 ≠ ∅ est une
relation d’équivalence sur Css/GE , pour laquelle on note Css//GE le quotient associé. Si l’on
pose Cps ∶= GE ⋅Ah,min, on a donc des homéomorphismes :

Css//GE ≃ Cps/GE ≃ Ah,min/Gh = F−1 (i2π dr IdE) /Gh ,
dont la composition n’est autre que l’homéomorphisme de Narasimhan-Seshadri (1.1.1), le
quotient Cps/GE étant l’espace des GE-orbites semistables fermées.

4. Le flot de Yang-Mills d’une connexion unitaire A est contenu dans la GE-orbite de A dans
C et ceci définit une rétraction par déformation Gh-équivariante

r ∶ Css Ð→ Ah,min

A z→ A∞

Comme Gh et GE ont même type d’homotopie, on a donc (pour tout anneau de coefficients
k) un isomorphisme

H∗
GE

(Css;k) ≃ H∗
Gh

(Ah,min;k)
qui nous dit que, lorsqu’on calcule H∗

GE
(Css;k) par l’approche d’Atiyah et Bott, on trouve

bien la cohomologie équivariante du quotient HomZ(πd;U(r))/U(r) qui lui est associé via
le Théorème de Narasimhan et Seshadri (1.1.1).

Dans [LS13] et [Sch17], nous avons obtenu une version réelle des résultats ci-dessus, en
donnant pour cela une sens aux équations de Yang-Mills sur les surfaces de Klein : comme
expliqué dans [AB83], les équations de Yang-Mills sur une surface de Riemann X sont les
équations d’Euler-Lagrange pour la fonctionnelle de Yang-Mills et celles-ci s’écrivent dA(∗FA) =
0, où ∗ est l’opérateur étoile de Hodge sur les formes différentielles à valeurs vectorielles sur X.
Lorsque la surface de Riemann X est en outre munie d’une structure réelle σ ∶ X Ð→ X, les
équations de Yang-Mills sur la surface de Klein (X,σ) sont les suivantes :

{ dA(∗FA) = 0

A = A

(où l’on a simplement écrit A au lieu de βτ(A)) c’est-à-dire que les connexions de Yang-Mills
au-dessus de (X,σ) sont les points critiques de LYM qui sont des points fixes de la structure
réelle βτ de Ah ([LS13, Definition 2.15]).

Remarque 3.2. — On peut faire deux remarques sur la définition des connexions de Yang-Mills
réelles au sens ci-dessus :

1. Contrairement à l’involution sur l’espace des connexions étudiée par N.K.Ho et C.C.M.
Liu dans [HL08], les équations de Yang-Mills ont ici un sens car chaque strate de Morse
est préservée par l’involution βτ , pas seulement la strate semistable. Les niveaux critiques
de LYM sont également préservés par βτ : dans [HL08], seules l’ensemble des connexions
plates (au-dessus d’une surface non orientable) est préservée par l’involution considérée.
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Cette remarque montre aussi que nous n’avons pas encore une compréhension suffisante
du cas abstrait (GC-fibrés principaux réels pour G un groupe algébrique réel qui serait
seulement quasi-déployé).

2. Il découle de la définition donnée qu’une connexion de Yang-Mills réelle est davantage
qu’un point critique de la restriction de la fonctionnelle de Yang-Mills à l’espace Aτh des
connexions invariantes : une connexion de Yang-Mills réelle est une connexion qui est à
la fois de Yang-Mills et invariante. En anticipant un peu sur ce qui va suivre (Théorème
3.3 et Section 3.2), on voit en particulier qu’être polystable au sens réel est équivalent à
être polystable et réel, ce qui est la manifestation attendue d’un phénomène classique en
théorie géométrique des invariants, étudié notamment par D. Birkes ([Bir71]) et G. Kempf
([Kem78]) et déjà mentionné par K. Corlette dans [Cor88, p.368], lorsqu’il considère les
représentations d’un groupe de surface à valeurs dans une forme réelle d’un groupe de Lie
complexe semisimple.

Comme dans le cas complexe, les propriétés espérées découlent du bon comportement du flot
de Yang-Mills pour les connexions invariantes A ∈ Aτh : les relations de compatibilité (3.1.1)
entraînent que LYM ○βτ = LYM et gradβτ (A)LYM = TAβτ ⋅ gradALYM ([Sch17, Lemma 3.15]) et
ceci implique que le flot de Yang-Mills d’une connexion invariante A ∈ Aτh est contenu dans la
G τE-orbite de A. On a alors les résultats suivants :

Théorème 3.3. — [Sch17, Theorem 3.13, Corollary 3.17] L’espace Css ⊂ C ≃ Ah est stable par
l’involution βτ et le flot de Yang-Mills induit une rétraction par déformation Gτh-équivariante

r∣C τss ∶
C τss ∶= Fix(βτ) ∩ Css Ð→ A τ

h,min

A z→ A∞

Comme G τE et Gτh ont même type d’homotopie, on a donc un isomorphisme

(3.1.2) H∗
G τE

(C τss) ≃ H∗
Gτ
h
(A τ

h,min).

L’adhérence d’une G τE-orbite dans C τss contient une unique Gτh-orbite de connexions projectivement
plates invariantes. En particulier, on a un quotient bien défini C τss//G τE et, si on pose C τps ∶=
Cps ∩ Fix(βτ), on a des homéomorphismes

C τss//G τE ≃ C τps/G τE ≃ A τ
h,min/Gτh = F−1 (i2π dr IdE)

τ /Gτh ,
dont la composition fournit la version réelle et quaternionique de la correspondance de Narasim-
han-Seshadri énoncée dans le Théorème 1.6, le quotient C τps/G τE étant l’espace des G τE-orbites
semistables fermées.

Corollaire 3.4. — [Sch17] L’isomorphisme (3.1.2) ci-dessus nous dit que le polynôme de Poin-
caré G τE-équivariant de C τss est égal au polynôme de Poincaré U(r)-équivariant de l’espace des
représentations réelles ou quaternioniques

Hom Z
Z/2Z(π1(S(L)/ ⟨τL⟩ );W±(r))

du Théorème 1.6. Ce polynôme de Poincaré équivariant est calculé de manière récursive dans le
Théorème 1.14.

L’intérêt du Théorème 3.3 sera confirmé dans la Section 3.2, où nous verrons que C τss tel
que nous l’avons défini correspond bien aux structures holomorphes τ -compatibles qui sont
semistables au sens de la géométrie algébrique. L’espace quotient A τ

h,min/Gτh peut alors être vu
comme un espace de modules de telles structures (ses points sont en bijection avec les classes
de S-équivalence d’objets semistables) et on peut étudier la topologie de ces espaces à l’aide
de méthodes de théorie de Morse et de cohomologie équivariante similaires à celles d’Atiyah et
Bott. Biswas, Huisman et Hurtubise ont par exemple montré dans [BHH10] que ces quotients
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étaient connexes et nous verrons dans la Section 3.3 que cette construction d’espaces de modules
en géométrie algébrique réelle sous la forme de quotients lagrangiens

F −1 (i2π dr IdE)
τ /Gτh

(une version réelle du quotient symplectique usuel, qui apparaît en géométrie kählérienne) permet
dans certains cas de calculer les nombres de Betti (à coefficients dans les entiers modulo 2) des
espaces de modules de fibrés réels et quaternioniques.

Le Théorème 3.3 a aussi servi de prototype pour construire, toujours à l’aide de méthodes de
théorie de jauge ([Sch19a]), des espaces de modules de fibrés équivariants et pseudo-équivariants
(où l’action du groupe est tordue par un cocycle) sur une surface de Riemann munie de l’action
d’un groupe fini agissant par transformation holomorphes et anti-holomorphes. Une présentation
plus intrinsèque et plus algébrique des résultats de [Sch19a] peut désormais être donnée à l’aide
de la notion de G-torseurs de Higgs développée dans la Section 2.5 (en prenant G ∶=K un groupe
de Lie compact, sur lequel Z/2Z agit via la restriction à K de la forme réelle déployée de KC).

3.2. Aspects algébriques

Si l’on se fixe pour objectif de construire des espaces de modules de fibrés vectoriels de rang
r ⩾ 1 sur une courbe algébrique de telle sorte que ces espaces soient eux-mêmes des variétés
algébriques, la notion clé pour rendre cela possible est celle de stabilité au sens de la théorie
géométriques des invariants (GIT) de D. Mumford ([MFK93]). Si l’on travaille sur une courbe
réelle (X,σ), on peut distinguer a priori les quatre notions suivantes. Rappelons que, pour un
fibré vectoriel holomorphe E de rang r ⩾ 1 et de degré d ∈ Z, on appelle pente de E le nombre
rationnel µ(E) ∶= d

r .

Définition 3.5. — [Sch12, Definition 2.5] Soit (X,σ) une surface de Klein compacte connexe.
Un fibré vectoriel réel ou quaternionique (E , τ) au-dessus de X est dit :

1. stable si, pour tout sous-fibré 0 ⊊ F ⊊ E tel que τ(F) ⊂ F , on a µ(F) < µ(E).
2. géométriquement stable si, pour tout sous-fibré 0 ⊊ F ⊊ E , on a µ(F) < µ(E).
3. semistable si, pour tout sous-fibré 0 ⊊ F ⊊ E tel que τ(F) ⊂ F , on a µ(F) ⩽ µ(E).
4. géométriquement semistable si, pour tout sous-fibré 0 ⊊ F ⊊ E , on a µ(F) ⩽ µ(E).

Si E est un fibré stable, un endomorphisme non nul est nécessairement un isomorphisme.
En particulier, si u ∈ End(E), alors la C-algèbre commutative C(u) est un corps qui est une
extension de C donc égal à C puisque u est algébrique sur C d’après Hamilton-Cayley. Ainsi, si
E est stable, on a Aut(E) ≃ C∗ (on dit parfois que E est simple) et cette remarque est suffisante
pour montrer qu’un fibré stable n’est pas nécessairement géométriquement stable. Mieux, la
proposition suivante permet d’identifier tous les objets stables dans le présent contexte. Dans
l’énoncé de cette proposition, σ̃ désigne le morphisme canonique σ∗F Ð→ F obtenu par pullback
le long de σ ∶X Ð→X et on pose

σ̃+ ∶= ( 0 σ̃
σ̃−1 0

) et σ̃− ∶= ( 0 −σ̃
σ̃−1 0

) .

Proposition 3.6. — [Sch12, Proposition 2.7] Si (E , τ) est stable, alors soit E est géométrique-
ment stable, soit il existe un fibré vectoriel stable F , non isomorphe à σ∗F lorsque τ est une
structure réelle, tel que (E , τ) est isomorphe à (F ⊕σ∗F , σ̃+) dans le cas réel et à (F ⊕σ∗F , σ̃−)
dans le cas quaternionique.

En particulier, un fibré vectoriel réel ou quaternionique (E , τ) est géométriquement stable si
et seulement si (E , τ) est stable au sens réel et E est simple.

Le résultat suivant montre que la construction GIT habituelle d’une variété de modules de
fibrés vectoriels stables au sens complexe fournit une variété algébrique réelle (l’espace NC(r, d)
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des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels holomorphes de rang r et de degré d stables au
sens complexe, munie de la structure réelle E z→ σ∗E) dont les points réels sont des classes
d’isomorphisme de fibrés vectoriels réels ou quaternioniques géométriquement stables ([Sch12,
Propositions 2.3 et 2.8]) :

Proposition 3.7. — Si E est stable au sens complexe et tel que σ∗E ≃ E, alors E admet soit
une structure réelle, soit une structure quaternionique. Et dans ce cas, une telle structure est
unique à isomorphisme près. On peut donc décomposer le lieu réel de (NC(r, d), σ) de la façon
suivante :

NC(r, d)σ ≃ NR(r, d) ⊔ NH(r, d),
où NR(r, d) et NH(r, d) désignent respectivement l’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés
vectoriels réels ou quaternioniques géométriquement stables de rang r et de degré d.

La Proposition 3.7 correspond à la première partie du Théorème 1.1 présenté dans l’intro-
duction. Dans [HN75], G. Harder et M. S. Narasimhan étudient la situation analogue pour les
courbes définies sur un corps fini, en choisissant d’emblée la notion de stabilité géométrique / au
sens GIT. Si X est défini sur Fq, il existe donc une variété de modules N (r, d), qui paramètre les
fibrés géométriquement stables de rang r et de degré d sur X. Cette variété est définie sur Fqn
pour un certain n et, quitte à étendre les scalaires pour la courbe X, on peut supposer que n = 1.
Un fibré géométriquement stable Galois-invariant est alors nécessairement défini sur ce même
corps Fq. La différence avec le cas réel peut se comprendre en termes d’invariants arithmétiques
standard, en comparant simplement les groupes de Brauer de R et Fq : le groupe Br(Fq) est
trivial, tandis que Br(R) possède deux éléments (R et H, si l’on veut). Nous renvoyons à [Sch17,
Propositions 3.8 et 3.9] pour plus de détails sur la façon dont apparaissent les groupes de Brauer
dans ce contexte.

La notion de semistabilité, quant à elle, est bien invariante par extension des scalaires, si bien
qu’un fibré réel ou quaternionique (E , τ) est semistable si et seulement s’il est géométriquement
semistable : c’est une conséquence du théorème de Harder et Narasimhan sur l’existence et
l’unicité d’une filtration canonique

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ E` = E
avec Ei/Ei−1 semistable pour tout i ∈ {1; . . . ; `} et telle que

µ(E1/E0) > µ(E2/E1) > . . . > µ(E`/E`−1).
Dans cette filtration, le fibré E1 est en effet l’unique fibré de rang maximal parmi les sous-
fibrés de pente maximale de E ; il est donc nécessairement τ -invariant, ce qui implique que E est
semistable au sens complexe dès que (E , τ) est semistable au sens de la Définition 3.5. On peut
enfin remarquer que les quatre notions de (semi)stabilité de la Définition 3.5 coïncident lorsque
r ∧ d = 1.

Au vu de ce qui précède, on pouvait espérer, par analogie avec les résultats de Seshadri dans
[Ses67], pouvoir construire une compactification modulaire des variétés de modules NR(r, d) et
NH(r, d), vues, à l’aide de la Proposition 3.7, comme sous-ensembles algébriques de NC(r, d)σ.
Rappelons que la construction de Seshadri consiste à identifier deux fibrés semistables de rang
r et de degré d si les objets gradués associés à une filtration de Jordan-Hölder quelconque de
ces fibrés sont isomorphes : Seshadri a en effet démontré qu’un fibré holomorphe semistable de
pente µ admet des filtrations

0 = F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ Fk = E
où chaque quotient Fj/Fj−1 est stable de pente µ et que la classe d’isomorphisme de l’objet
gradué associé

F1/F0 ⊕ . . . ⊕Fk/Fk−1

est indépendante du choix de la filtration, ce qui définit une relation d’équivalence (dite relation
de S-équivalence) sur l’ensemble des fibrés semistables de rang r et de degré d. La Propostion 3.6
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montre que, pour un fibré réel (respectivement, quaternionique), il n’existe pas nécessairement
de filtrations dont les quotients sont à la fois réels (respectivement, quaternioniques) et géométri-
quement stables. En revanche, de telles filtrations existent bien lorsqu’on demande seulement que
les quotients successifs soient stables au sens réel ou quaternionique ([Sch12, Theorem 2.10]).
Cela permet de généraliser immédiatement le point de vue de Seshadri aux cas réel et quater-
nionique : on peut considérer les classes de SR-équivalence (respectivement, SH-équivalence) sur
l’ensemble des fibrés réels (respectivement, quaternioniques) semistables de rang r et de degré
d. Dans le cas réel, on peut même considérer cette relation d’équivalence sur l’ensemble des
fibrés vectoriels réels semistables de type topologique (r, d,w) au sens du Théorème 3.1. Notons
qu’une filtration de Jordan-Hölder réelle ou quaternionique n’est pas en général une filtration de
Jordan-Hölder au sens complexe : les filtrations de Jordan-Hölder complexes de (F ⊕ σ∗F , σ̃±)
sont de longueur 2 mais cet objet est stable du point de vue réel ou quaternionique.

Il s’agit alors de mettre une topologie sur l’ensembleMR(r, d,w) des classes de SR-équivalence
de fibrés réels (respectivement, quaternioniques) semistables de type topologique fixé (respec-
tivement, sur l’ensemble MH(r, d) des classes de SH-équivalence de fibrés quaternioniques se-
mistables de type topologique fixé). Une façon de le faire particulièrement utile pour la suite
est d’effectuer ici la jonction avec le point de vue différentiel de la Section 3.1, en démontrant
la version réelle et quaternionique suivante du Théorème de Donaldson ([Don83]). Rappelons
qu’un fibré vectoriel est dit polystable s’il est semistable et isomorphe à une somme directe de
fibrés stables (qui sont alors nécessairement de même pente).

Théorème 3.8. — [Sch12, Theorem 3.7] Soit (E, τ) un fibré vectoriel réel ou quaternionique
hermitien de classe C∞ sur (X,σ). Une connexion unitaire invariante A ∈ Aτh définit une struc-
ture holomorphe τ -compatible polystable sur E si sa G τE-orbite contient une connexion projecti-
vement plate. Dans ce cas, deux telles connexions sont situées dans une même Gτh-orbite.

En conséquence, on a des bijections

MR(r, d,w) ≃ A τ
h,min/Gτh = F−1 (i2π dr IdE)

τ /Gτh

et

MH(r, d) ≃ A τ
h,min/Gτh = F−1 (i2π dr IdE)

τ /Gτh .

Ce point de vue est à la base de tous les résultats sur la topologie des espaces de modules de
fibrés réels et quaternioniques présentés dans ce mémoire :

1. Le comptage des composantes connexes de NC(r, d)σ énoncé dans le Théorème 1.4 : la
proposition 3.7 combinée au Théorème 3.8 et aux résultats de [BHH10] sur la connexité
des quotients A τ

h,min/Gτh (voir aussi [Sch19a, Theorem 2.12]) montre que les composantes
connexes de NC(r, d)σ sont indexées par les types topologiques de fibrés réels et quater-
nioniques ([Sch12, Theorem 3.8]). L’espace NH(r, d) est donc connexe, ainsi que l’espace
NR(r, d) si Xσ = ∅. Si Xσ a n > 0 composantes connexes, alors le nombre de types topolo-
giques de fibrés réels est égal, d’après le Théorème 3.1, au nombre de solutions de l’équation
t1 + . . . + tn = dmod 2 dans Z/2Z, soit 2n−1. Les Théorèmes 1.1 et 1.4 sont donc démontrés.

2. La correspondance de Narasimhan-Seshadri pour les fibrés vectoriels réels et quaternio-
niques des Théorèmes 1.6 (et 1.8), que l’on obtient en étudiant les représentations d’holo-
nomie de connexions unitaires invariantes et projectivement plates ([Sch17, Theorem 4.5]) :
puisque la connexion est projectivement plate, elle fournit une représentation unitaire
% ∶ πd Ð→ U(r) au sens considéré dans le Diagramme (1.1.2), où d = deg(E) et πd est le
groupe fondamental dont une construction et une présentation ont été rappelés en (1.1.3).
Et le fait que la connexion A est invariante entraîne que la représentation d’holonomie
associée s’étend en une représentation du groupe fondamental orbifold π1(X/ ⟨σ⟩), au sens
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du diagramme commutatif ci-dessous

1 // π1X //

��

π1(X/ ⟨σ⟩) //

%

��

Z/2Z // 0

1 // U(r) //W±(r) // Z/2Z // 0

dans lequel, lorsque τ est une structure réelle, la représentation ainsi étendue est à valeurs
dans le groupe W+(r) ∶=U(r)⋊Z/2Z, pour l’action uz→ u de Z/2Z sur U(r), et lorsque τ
est quaternionique, c’est l’unique extension non triviale (pour cette même action de Z/2Z
sur U(r)) qui apparaît :

1Ð→U(r)Ð→W−(r)Ð→ Z/2ZÐ→ 1.

Ce résultat a été généralisé à des actions de groupes finis quelconques dans [Sch19a,
Theorem 3.2].

3. Le calcul de la série de Poincaré du champ [C τss/G τE], dont le résultat est présenté dans les
Théorèmes 1.14 et 1.15 et sur lequel nous reviendrons dans la Section 3.3.

Remarque 3.9. — La correspondance de Narasimhan-Seshadri pour les fibrés vectoriels réels
et quaternioniques montre en particulier que les espaces topologiquesMR(r, d,w) etMH(r, d)
sont bien des compactifications modulaires des composantes connexes NC(r, d,w) et NH(r, d)
de NC(r, d)σ, puisque les espaces de représentations unitaires généralisées du Théorème 1.6 sont
compacts.

Enfin, en collaboration avec I. Biswas, nous avons également étudié les modules de fibrés réels
et quaternioniques sur les courbes réelles de genre 1 et nous avons obtenu des résultats sur les
fibrés semistables et les fibrés indécomposables au-dessus de telles courbes, pour lesquels nous
renvoyons à l’introduction de ce mémoire (Théorème 1.3) ainsi qu’à [BS16, Theorem 1.3 et 1.4].

3.3. Topologie des champs de modules de fibrés réels

Le but de qui suit est de présenter les résultats obtenus en collaboration avec Melissa Liu
sur la topologie des champs de modules [Cτ /G τE] et [C τss/G τE], en établissant un parallèle entre
notre calcul et celui d’Atiyah et Bott pour les champs de modules [C/GE] et [Css/GE]. Nous
allons commencer par l’étude du champ [C τss/G τE], pour laquelle les cas réels et quaternioniques
se traitent exactement de la même façon, puis nous passerons à celle du champ [Cτ /G τE], pour
laquelle il faut distinguer plusieurs cas, réel et quaternionique mais aussi selon le type topo-
logique de (X,σ). Néanmoins, afin de ne pas alourdir inutilement la présentation, nous nous
restreindrons, pour [Cτ /G τE], au cas où (E, τ) est réel et Xσ ≠ ∅, renvoyant à l’introduction
du mémoire pour l’énoncé des résultats dans les autres cas et nous contentant de commentaires
occasionnels sur ceux-ci dans la Section 3.3.2.

3.3.1. Champs de modules de fibrés semistables. — Dans le tableau suivant, nous ras-
semblons les principaux points pour lesquels l’analogie entre le cas complexe et le cas réel est
quasi-parfaite.

Cas complexe

- La filtration de Harder-Narasimhan complexe
induit une stratification

C = ⊔µ∈Ir,d Cµ
en sous-espaces de codimension complexe dµ <
+∞. La strate Cµ est GE-invariante.

Cas réel ou quaternionique

- La filtration de Harder-Narasimhan réelle ou
quaternionique induit une stratification

Cτ = ⊔µ∈Iτ
r,d
Cτµ

en sous-espaces de codimension réelle dµ < +∞.
La strate Cµ est G τE-invariante.
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- Le fibré normal équivariant de Cµ est un fi-
bré vectoriel complexe, il est donc orientable
en tant que fibré vectoriel réel (au sens usuel)
et possède une classe d’Euler rationnelle

eGE(Nµ) ∈ H
2dµ
GE

(Cµ;Q)
qui n’est pas un diviseur de zéro dans la Q-
algèbre H∗(Cµ;Q).

- D’après [AB83, Proposition 1.9], la suite ex-
acte longue (de Gysin) associée à la stratifica-
tion (Cµ)µ∈Ir,d se décompose en suites exactes
courtes, ce qui revient à dire que

P GEt (C;Q) = ∑
µ∈Ir,d

t2dµP GEt (Cµ;Q).

- L’inclusion canonique Css ↪ C induit un mor-
phisme surjectif

H∗(BGE ;Q)Ð→ H ∗
GE

(Css;Q).

- Le fibré normal équivariant de Cτµ est un fibré
vectoriel réel (au sens usuel), qui n’est pas tou-
jours orientable ([LS13, Section 5.3]). Il pos-
sède cependant une classe d’Euler modulo 2

eG τE(N
τ
µ ) ∈ H

dµ
G τE

(Cτµ;Z/2Z)

qui n’est pas un diviseur de zéro dans la Z/2Z-
algèbre H∗(Cτµ;Z/2Z).
- D’après [LS13, Théorème 5.12], la suite ex-
acte longue (de Gysin) associée à la stratifica-
tion (Cτµ)µ∈Iτr,d se décompose en suites exactes
courtes, ce qui revient à dire que

P
G τE
t (Cτ ;Z/2Z) = ∑

µ∈Iτ
r,d

tdµP
G τE
t (Cτµ;Z/2Z).

- L’inclusion canonique C τss ↪ Cτ induit un mor-
phisme surjectif

H∗(BG τE ;Z/2Z)Ð→ H ∗
G τE

(C τss;Z/2Z).

On pourra simplement noter que, dans le cas réel ou quaternionique, il est un peu plus
compliqué que dans le cas complexe de démontrer que la classe d’Euler équivariante du fibré
normal aux strates n’est pas un diviseur de zéro dans H ∗

G τE
(Cτµ;Z/2Z). Comme dans [AB83], on

procède par réduction à la cohomologie équivariante sous l’action du groupe de Lie compact

Kµ ∶= U(r1) × . . . ×U(r`) ,

où (r1, . . . , r`) sont les rangs des quotients successifs (Ei/Ei−1)1⩽i⩽` associés à une filtration de
Harder-Narasimhan de type µ↔ (ri, di)1⩽i⩽`, puis par réduction à la cohomologie équivariante
sous l’action d’un tore maximal T ⊂Kµ. Mais il nous faut ensuite réduire encore cela à la “partie
réelle” du tore maximal T ([LS13, Lemma 5.9]), avant de reprendre le fil de l’argument d’Atiyah
et Bott ([LS13, Lemma 5.10]).

Comme dans l’introduction (Equation (1.1.9) et Théorème 1.10 dans le cas complexe, Equation
(1.1.12) et Théorème 1.14 dans le cas réel ou quaternionique), on déduit de ce qui précède les
formules récursives suivantes :

P GEt (Css;Q) = P GEt (C;Q) − ∑
µ∈Ir,d∖{µss}

t2dµP GEt (Cµ;Q)

et
P
G τE
t (C τss;Z/2Z) = P

G τE
t (Cτ ;Z/2Z) − ∑

µ∈Iτ
r,d
∖{µss}

tdµP
G τE
t (Cτµ;Z/2Z).

Nous renvoyons aux points susmentionnés de l’introduction pour une explication de pourquoi les
formules ci-dessus sont bien récursives. Pour compléter le calcul, il reste à déterminer P GEt (C;Q)
et P G

τ
E

t (Cτ ;Z/2Z) qui, comme C et Cτ sont des espaces affines (donc contractiles), sont égales
respectivement à Pt(BGE ;Q) et Pt(BG τE ;Z/2Z), les séries de Poincaré des espaces classifiants des
groupes de jauge GE et G τE . Avant d’expliquer comment celles-ci peuvent être calculées (Section
3.3.2), mentionnons encore deux propriétés des séries formelles P GEt (Css;Q) et P G

τ
E

t (C τss;Z/2Z).
1. Comme dans le cas complexe ([Zag96, Theorem 2]), la formule récursive associée à

(3.3.1) P
G τE
t (Cτ ;Z/2Z) = ∑

µ∈Iτ
r,d

tdµP
G τE
t (Cτµ;Z/2Z)
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peut être transformée de façon à obtenir une formule récursive qui vérifie les hypothèses
du théorème de Zagier, donc aussi en une formule close ([LS13, Theorem 6.2]). L’un des
points importants dans la modification à faire subir à la formule (3.3.1) est qu’apparaisse
une somme indexée par Ir,d, pas I τr,d, afin de pouvoir effectivement appliquer le théorème
de Zagier.

2. Lorsque r ∧ d = 1 (ce qui équivaut à dire que tous les fibrés semistables sont stables), on
peut déduire des séries de Poincaré équivariantes P GEt (C;Q) et P G

τ
E

t (C τss;Z/2Z) les séries
de Poincaré ordinaires des espaces de modules Css/GE et C τss/G τE (où GE ∶= GE/C∗ et G τE ∶=
G τE/R∗ sont les groupes de jauges complexes et réels modulo leurs centres respectifs, ces
derniers étant exactement les stabilisateurs des structures géométriquement stables sous
l’action du groupe de jauge), comme expliqué dans l’introduction (Equations (1.1.11) et
1.1.14, reproduites ci-dessous).

Travaillons désormais sous l’hypothèse que r ∧ d = 1. Nous donnons dans le tableau suivant
un peu plus de détails sur la façon dont les relations

(3.3.2) P GEt (Css;Q) = Pt(BC∗;Q)P GEt (Css;Q)
et

(3.3.3) P
G τE
t (C τss;Z/2Z) = Pt(BR∗;Z/2Z)P G

τ
E

t (C τss;Z/2Z)
sont établies, en nous attachant à montrer le rôle crucial des coefficients modulo 2 dans les cas
réel et quaternionique.

Cas complexe

- Pour montrer (3.3.2), il suffit de montrer que
le morphisme

(3.3.4) H∗(BGE ;Q)Ð→ H∗(BC∗;Q)
induit par l’inclusion canonique

C∗ ≃ Z(GE)↪ GE
est surjectif pour pouvoir appliquer le théorème
de Leray-Hirsch aux fibrations du diagramme
commutatif suivant :

BC∗ // EGE ×GE Css //

��

EGE ×GE Css

��
BC∗ // BGE // BGE

- Comme H∗(BC∗;Q) ≃ Q[c1] avec deg c1 = 2,
il suffit, pour montrer que (3.3.4) est surjectif,
de montrer que

(3.3.5) H2(BGE ;Q)Ð→ H2(BC∗;Q)
est surjectif, ce qui est bien le cas ([AB83, (9.2)
p.577]).

Cas réel ou quaternionique

- Pour montrer (3.3.3), il suffit de montrer que
le morphisme

(3.3.4) H∗(BG τE ;Z/2Z)Ð→ H∗(BR∗;Z/2Z)
induit par l’inclusion canonique

R∗ ≃ Z(G τE)↪ G τE
est surjectif pour pouvoir appliquer le théorème
de Leray-Hirsch aux fibrations du diagramme
commutatif suivant :

BR∗ // EG τE ×G τE Css //

��

EG τE ×G τE Css

��
BR∗ // BG τE // BG τE

- Comme H∗(BR∗;Z/2Z) ≃ (Z/2Z)[w1] avec
degw1 = 1, il suffit, pour montrer que (3.3.4)
est surjectif, de montrer que

(3.3.5) H1(BG τE ;Z/2Z)Ð→ H1(BR∗;Z/2Z)
est surjectif, ce qui est bien le cas ([LS13, Pro-
position 6.6]).

Bien que très similaires, les énoncés (3.3.5) complexe et réel/quaternionique se démontrent de
manière quelque peu différente. Sur ce point précis, nous pouvons résumer les différences entre
[AB83] et [LS13] de la façon suivante.
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Cas complexe

- Dans le cas complexe, Atiyah et Bott dé-
montrent que l’analogue de (3.3.5) pour la co-
homologie à coefficients entiers est vrai : le mor-
phisme

H2(BGE ;Z)Ð→ H2(BC∗;Z)
est surjectif ([AB83, Proposition 2.21, p.544]).
D’après le théorème des coefficients universels,
ce résultat est alors vrai pour la cohomologie
à coefficients dans un corps quelconque car les
groupes H∗(BC∗;Z) et H∗(BGE ;Z) sont sans
torsion ([AB83, Proposition 2.10]).

Enfin, l’utilisation de la K-théorie permet,
toujours dans le cas complexe, de se ramener
au cas où X est de genre 0. Dans ce cas, GE =
G0(E) est connexe (donc BG0(E) est simple-
ment connexe) et, pour montrer que

H2(BG0(E);Z)Ð→ H2(BC∗;Z)
est surjective, il suffit, d’après le théorème des
coefficients universels, de montrer que le mor-
phisme canonique

π1(C∗)Ð→ π1(G0(E))
est injectif, ce qui vrai lorsque r∧d = 1 ([AB83,
Corollary 2.26, p.545]).

Cas réel ou quaternionique

- Dans le cas réel, H1(BG τE ;Z) a toujours de
la torsion si r ⩾ 2 ([LS13, Corollary 6.8]). On
ne peut donc pas raisonner exactement comme
dans le cas complexe. On peut néanmoins ap-
pliquer le théorème des coefficients universels
pour la cohomologie à coefficients dans Z/2Z et
obtenir le résultat suivant : pour montrer que
le morphisme (3.3.5) réel ou quaternionique est
surjectif, il suffit de montrer que le morphisme
canonique

π0(R∗)Ð→ π0(G τE)
est injectif ([LS13, Proposition 6.6]), ce qui est
vrai lorsque r∧d = 1 ([LS13, Proposition 6.10,
6.11]), ainsi que sous certaines autres hypo-
thèses plus générales que nous présentons dans
[LS13, loc. cit.].

Les résultats précédents sont vrais en genre
quelconque et également dans le cas quaternio-
nique.

3.3.2. L’espace classifiant du groupe de jauge. — Atiyah et Bott ont donné dans [AB83]
plusieurs manières de calculer H∗(BGE ;Q), qui ne sont pas toutes exploitables dans le cas réel.
Mais le point de départ commun à toutes ces méthodes est le résultat suivant.

Lemme 3.10. — [AB83, Proposition 2.4] Soit X une surface fermée orientable de genre g ⩾ 0.
Soit E un fibré vectoriel complexe de rang r ⩾ 1 et de degré d ∈ Z, dont on note GE le groupe
d’automorphismes. Soit enfin BGE l’espace classifiant de ce groupe. Alors BGE a même type
d’homotopie que l’espace Mapsd(X;BGL(r;C)), qui est par définition la composante connexe
de l’espace

Maps(X;BGL(r;C)) ∶= {f ∶X Ð→ BGL(r;C) ∣ f continue}
constituée des applications continues f de X dans BGL(r;C) telles que le pullback par f du
fibré vectoriel universel W(r) ∶= EGL(r;C) ×GL(r;C) Cr soit un fibré de degré d sur X.

L’idée de la démonstration du Lemme 3.10 est de montrer que, pourG un groupe de Lie et P un
G-fibré principal de type topologique d ∈ π1(G) ≃ H2(X;π1(G)) sur X, l’espace Maps(P ;EG)G
des applications G-équivariantes de P dans EG définit un Aut(P )-fibré principal

Maps(P ;EG)G Ð→Mapsd(X;BG).

Comme Maps(P,EG)G est contractile, on a bien une équivalence d’homotopie

BAut(P ) ∼ Mapsd(X;BG).
A ce stade, Atiyah et Bott utilisent l’équivalence d’homotopie rationnelle

(3.3.6) BGL(r;C) ∼Q K(Z; 2) × . . . ×K(Z; 2r)
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et un théorème de Thom ([Tho65]) sur les espaces d’applications continues à valeurs dans
un espace d’Eilenberg-MacLane K(π;n) pour déterminer la série de Poincaré rationnelle de
Mapsd(X;BGL(r;C)).

Dans le cas réel, on ne dispose pas d’un résultat de type (3.3.6) pour la cohomologie à coeffi-
cients dans les entiers modulo 2. On peut en revanche démontrer l’analogue suivant du Lemme
3.10.

Lemme 3.11. — Soit (X,σ) une surface fermée orientable de genre g ⩾ 0, munie d’une invo-
lution σ qui renverse l’orientation. Soit (E, τ) un fibré vectoriel réel de rang r ⩾ 1 et de degré
d ∈ Z, dont on note G τE le groupe d’automorphismes. Soit enfin B(G τE) l’espace classifiant de ce
groupe. On munit BGL(r;C) de l’involution induite par la structure réelle g z→ g de GL(r;C).
Alors le groupe ⟨σ⟩ agit sur Mapsd(X;BGL(r;C)) et on a une équivalence d’homotopie

B(G τE) ∼ Mapsd(X;BGL(r;C))σ.

Remarquons que dans l’énoncé des Lemmes 3.10 et 3.11, on peut remplacer BGL(r;C) par
BU(r) car GL(r;C) et U(r) ont même type d’homotopie. C’est ce que nous ferons dorénavant,
ce qui fera coïncider la notation ci-dessous avec celle de [AB83] et [LS13].

Choisissons un point x0 ∈X et notons GE(x0) le noyau du morphisme d’évaluation en x0 :

(3.3.7) 1Ð→ GE(x0)Ð→ GE
evx0Ð→ U(r)Ð→ 1.

On pose alors G τE(x0) ∶= ker evx0 ∣G τE . Si (E, τ) est réel, l’application evx0 est équivariante relati-
vement à l’involution u z→ u sur U(r) et si en outre Xσ ≠ ∅ et x0 ∈ Xσ, alors on a une suite
exacte courte

1Ð→ G τE(x0)Ð→ G τE Ð→O(r)Ð→ 1

mais si Xσ = ∅, alors on a seulement ([LS13, p.593]) une suite exacte courte

1Ð→ G τE(x0)Ð→ G τE Ð→U(r)Ð→ 1.

Si (E, τ) est quaternionique et n > 0, on a de même une suite exacte courte

1Ð→ G τE(x0)Ð→ G τE Ð→ Sp ( r
2
)Ð→ 1

et, si n = 0, à nouveau la suite exacte courte ([LS13, loc. cit.])

1Ð→ G τE(x0)Ð→ G τE Ð→U(r)Ð→ 1.

Comme annoncé au début de la Section 3.3, nous allons nous concentrer sur le cas où τ est réel
et Xσ ≠ ∅.

Les espaces classifiants des groupes de jauge “pointés” GE(x0) et G τE(x0) vérifient la version
suivante des Lemmes 3.10 et 3.11 :

BGE(x0) ∼ Maps●d(X;BU(r)) et BG τE(x0) ∼ Maps●d(X;BU(r))σ,
où Maps●d(X;BU(r)) désigne l’espace des applications pointées f ∶ (X,x0) Ð→ (BU(r),∗).
L’application d’évaluation en x0 définit une fibration

(3.3.8) Maps●d(X;BU(r))Ð→Mapsd(X;BU(r))
evx0Ð→ BU(r),

équivalente à la fibration
BGE(x0)Ð→ BGE Ð→ BU(r)

induite par (3.3.7). Si x0 ∈Xσ ≠ ∅, on a de même une fibration :

BG τE(x0)Ð→ BG τE Ð→ BO(r).
Dans le cas complexe, il y a trois façons de calculer H∗(BGE ;Q). Les deux premières, présen-

tées ci-dessous, sont très semblables entre elles et extraites toutes deux de [AB83]. La troisième,
également présentée plus bas, est une reformulation de [AB83], proposée dans [LS13]. Le point
de départ commun est l’idée d’Atiyah et Bott dans [AB83] de compléter le choix du point base
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x0 ∈ X en le choix d’une décomposition cellulaire de X. Pour une surface fermée orientable X
de genre g, on dispose d’une décomposition cellulaire standard, obtenue en recollant de manière
idoine un disque le long d’un bouquet de 2g cercles. On a donc une cofibration

(3.3.9)
2g

⋁
i=1

S1 ↪X Ð→ S2

qui donne lieu, lorsqu’on lui applique Maps●d(_;BU(r)), à la fibration horizontale du diagramme
(3.3.10) ci-dessous et, lorsqu’on lui applique Mapsd(_;BU(r)), à la fibration verticale de ce
diagramme-là. Cette dernière coïncide avec la Fibration (3.3.8).

(3.3.10) Maps●d(S2;BU(r)) // Maps●d(X;BU(r)) //

��

∏2g
i=1 Maps●(S1;BU(r))

Maps(X;BU(r))
evx0

��
BU(r)

Remarquons que Maps●(S1;BU(r)) est indépendant de d car tout fibré vectoriel complexe sur
S1 est topologiquement trivial. De plus

Maps●(S1;BU(r)) = ΩBU(r) ∼U(r).
Enfin, Maps●d(S2;BU(r)) est une composante connexe de

Maps●(S2;BU(r)) ∼ Ω2BU(r) ∼ ΩU(r)
et les composantes connexes de ΩU(r) ont toutes même type d’homotopie que ΩSU(r). D’ou
le diagramme suivant, équivalent au Diagramme (3.3.10) :

(3.3.11) ΩSU(r) // BGE(x0) //

��

U(r)2g

BGE
evx0

��
BU(r)

Le théorème de Thom auquel nous faisions allusion plus haut ([Tho65]) implique que les fibra-
tions du Diagramme 3.3.10 sont cohomologiquement triviales sur Q. Mais de toute façon, Atiyah
et Bott démontrent via une application du Théorème de Leray-Hirsch que celles du Diagramme
(3.3.11) le sont, utilisant pour cela les générateurs connus des algèbres de cohomologie de U(r),
BU(r) et ΩSU(r), ces derniers ayant d’ailleurs été déterminés par Bott lui-même plusieurs
décennies auparavant ([Bot56, Bot58]). L’avantage de cette deuxième stratégie est double :
d’une part Atiyah et Bott obtiennent ainsi des générateurs de H∗(BGE ;Q) et d’autre part cette
même approche fonctionne pour la cohomologie à coefficients entiers, même si, pour obtenir
des générateurs de la Z-algèbre H∗(BGE ;Z), on a besoin d’une quantité infinie de classes de
cohomologie (ce qui est déjà le cas pour H∗(ΩSU(r);Z), comme l’a montré Bott dans [Bot58]).

Dans [LS13], nous avons proposé une ré-interprétation de la fibration

(3.3.12) ΩSU(r)Ð→ BGE(x0)Ð→U(r)2g

de (3.3.11), afin de pouvoir dégager un analogue réel et quaternionique de cette troisième ap-
proche. Rappelons que, dans [AB83], le fibré vectoriel complexe E est muni d’une métrique her-
mitienne, ce que nous n’avons pas utilisé jusqu’à présent. L’espace C des structures holomorphes
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sur E s’identifie alors à l’espace des connexions unitaires sur E. Le fait de prendre l’holonomie
d’une telle connexion le long d’un lacet fournit donc une application C Ð→U(r). De plus, comme
le groupe de jauge pointé GE(x0) agit de manière libre sur l’espace des connexions unitaires,
qui est contractile, l’espace quotient C/GE(x0) a le même type d’homotopie que BGE(x0). Or
C/GE(x0) s’envoie dans U(r)2g via l’application d’holonomie le long des 2g lacets de la décom-
position cellulaire standard (3.3.9) de X, ce qui nous donne une fibration C/GE(x0)Ð→U(r)2g

dont la fibre correspond au cas où il n’y a pas de lacets dans la décomposition cellulaire standard
de X, c’est-à-dire au cas où X ≃ S2 :

(3.3.13) BGS2
E (x0)Ð→ C/GE(x0)Ð→U(r)2g .

Le Lemme 3.10 permet alors d’identifier BGS2
E (x0) et Maps●d(S2;BU(r)), qui lui-même a le type

d’homotopie de ΩSU(r), comme nous l’avons rappelé. La Fibration (3.3.13) est bien équivalente
à la Fibration (3.3.12) car, lorsque nous avons identifié ΩBU(r) à U(r) pour obtenir (3.3.12) à
partir de (3.3.10), nous avons implicitement utilisé l’application qui envoie un lacet dans BU(r)
vers l’holonomie de la connexion universelle du U(r)-fibré principal EU(r) Ð→ BU(r) : c’est
l’application ΩBU(r) Ð→ U(r) ainsi définie qui fournit l’équivalence d’homotopie communé-
ment utilisée ΩBU(r) ∼U(r).

Les considérations ci-dessus permettent de donner une troisième approche, après celle via le
Théorème de Thom et celle via le Théorème de Leray-Hirsch, du calcul de H∗(BGE ;Q). En
effet, l’application d’holonomie C/GE(x0) Ð→ U(r)2g est U(r)-équivariante (pour l’action de
U(r) ≃ GE/GE(x0) induite par celle de GE sur C et l’action diagonale par conjugaison de U(r)
sur U(r)2g). On peut donc compléter le Diagramme (3.3.11) en un diagramme commutatif

ΩSU(r) // CE/GE(x0) //

��

U(r)2g

��
ΩSU(r) // [CE/GE]

evx0

��

// [U(r)2g/U(r)]

��
[ ⋅ /U(r)] [ ⋅ /U(r)]

où [M/G] désigne ici le quotient homotopique EG ×G M . Notons que l’on a bien BU(r) ∼
[ ⋅ /U(r)] et BGE ∼ [C/GE] car C est contractile. Il est alors équivalent de montrer la trivia-
lité cohomologique des fibrations du Diagramme (3.3.11) et celle des fibrations du Diagramme
(3.3.14) ci-dessous :

(3.3.14) U(r)2g

��
ΩSU(r) // [CE/GE] // [U(r)2g/U(r)]

��
[ ⋅ /U(r)]

Pour la fibration verticale du Diagramme 3.3.14, cela revient à dire que l’action de U(r) sur
lui-même par conjugaison est équivariantement formelle, ce qui est vrai ([CJ98, Example 15.40,
p.325]). Il reste alors à montrer la trivialité cohomologique de la fibration

(3.3.15) ΩSU(r)Ð→ [C/GE]Ð→ [U(r)2g/U(r)] ,
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ce qui s’obtient en utilisant le théorème de Leray-Hirsch. Le résultat final est alors le suivant,
qui est également vrai sur Z :

H∗(BGE ;Q) ≃ H∗(ΩSU(r);Q)⊗H∗(U(r);Q)2g ⊗H∗(BU(r);Q).

Comme on le voit, l’approche via le Diagramme (3.3.14) permet de presque totalement se passer
du Lemme 3.10, puisqu’on n’utilise plus celui-ci que pour montrer que BGS2

E (x0) ∼ Ω2SU(r), ce
qui est très certainement un résultat classique (pour lequel je n’ai cependant pas de référence
précise autre que [AB83]).

C’est la troisième et dernière approche ci-dessus (via le Diagramme (3.3.14)) que nous avons
adaptée au cas réel (et quaternionique) dans [LS13] pour obtenir les résultats sur la topologie de
BG τE exposés dans l’introduction de ce mémoire (Théorème 1.15). Comme on l’a vu dans l’étude
du cas complexe, le calcul utilise, quelle que soit l’approche choisie, une décomposition cellulaire
de la surface de RiemannX : deux décompositions cellulaires différentes conduisent à des espaces-
buts différents pour l’application d’holonomie, qui pour nous était C Ð→ U(r)2g du fait de la
décomposition cellulaire standard (3.3.9). Ce choix est très important car il conditionne les suites
spectrales qui interviennent ensuite dans le calcul. Dans le cas d’une surface de Klein (X,σ), on
s’attend à ce qu’il soit préférable de partir d’une décomposition cellulaire de X qui soit “la plus
compatible possible” avec l’involution σ et l’idée pour cela est de partir d’une décomposition
cellulaire de la surface X/ ⟨σ⟩ et de la relever à X. Même ainsi, il nous faut distinguer plusieurs
cas, cinq au total, selon que Xσ ≠ ∅ ou Xσ = ∅ et selon que X/ ⟨σ⟩ est ou non orientable
(somme connexe, dans ce cas, d’une surface fermée orientable et d’une surface qui est soit un
plan projectif soit une bouteille de Klein), pour τ réel d’abord et pour τ quaternionique ensuite.
Dans chaque cas, on a un espace d’holonomie différent. Lorsque Xσ ≠ ∅, il y a donc trois cas à
considérer (un cas où X/ ⟨σ⟩ est orientable et deux cas où elle est non orientable) mais on se rend
compte a posteriori que les espaces d’holonomie construits via le choix de nos décompositions
cellulaires ont tous la même cohomologie modulo 2 que l’espace produit

(3.3.16) H τ
(g,n)(r) ∶=U(r)g+1−n × SO(r)n × (U(r)/O(r))n−1

Il est intéressant de constater que, dans cette approche, la fibre de l’application d’holonomie
réelle Cτ Ð→H τ

(g,n)(r)/G
τ
E(x0) reste ΩSU(r) car la décomposition cellulaire choisie sur X/ ⟨σ⟩

n’a toujours qu’une seule 2-cellule. Par exemple, si X/ ⟨σ⟩ est orientable, c’est une surface à bord
de genre topologique ĝ avec n composantes de bord, où ĝ et n vérifient la relation 2ĝ + 1−n = g.
On peut donc la construire en collant une 2-cellule F le long d’un bouquet de (2ĝ + n) cercles
(un par composante de bord et deux pour chaque anse) de manière à ce que le bord orienté de
F soit

∂F = (∏ĝ
j=1[αj , βj]) γ1 (∏n

m=2(δ−1
m γmδm))

où les γm sont les composantes de bord et δm est un chemin entre γ1 (qui contient le point base
x0 ∈Xσ) et la composante γm. Cette décomposition cellulaire donne lieu à la cofibration

ĝ

⋁
j=1

(αj ∨x1 βj) ∨x1 γ1 ∨x1

m

⋁
j=2

(δ−1
m γmδm)↪X/ ⟨σ⟩Ð→ F /∂F ≃ S2

et lorsqu’on relève la décomposition cellulaire de X/ ⟨σ⟩ à X et que l’on prend l’holonomie d’une
connexion unitaire le long des lacets (αj , βj)1⩽j⩽ĝ et γ1, (δ−1

m γmδm)2⩽m⩽n, tous basés en x1, on
tombe bien dans un espace qui a la même cohomologie modulo 2 que l’espace H τ

(g,n)(r) de
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(3.3.16). Il reste alors à montrer que les fibrations du diagramme

ΩSU(r) // BG τE(x0) //

��

H τ
(g,n)(r)

BG τE
evx0

��
BO(r)

ou, de manière équivalente, celle du diagramme

(3.3.17) H τ
(g,n)(r)

��

ΩSU(r) // [Cτ /G τE] // [H τ
(g,n)(r)/O(r)]

��
[ ⋅ /O(r)]

sont cohomologiquement triviales sur Z/2Z, ce qui donne, dans le cas τ = τR et n > 0 :

H∗(BG τE ;Z/2Z) ≃ H∗(ΩSU(r);Z/2Z)⊗H∗(U(r);Z/2Z)g+1−n ⊗H∗(SO(r);Z/2Z)n(3.3.18)

⊗ H∗(U(r)/O(r);Z/2Z)n−1 ⊗H∗(BO(r);Z/2Z)(3.3.19)

Remarque 3.12. — Dans le cas où Xσ = ∅, nous renvoyons à [LS13, Section 3.1.1] pour la
construction de décompositions cellulaires de X/ ⟨σ⟩. L’espace d’holonomie associé est

H τ
(g,0)(r) ∶=U(r)g+1,

munie de l’action diagonale par conjugaison de U(r). L’analogue dans ce cas du Diagramme
(3.3.17) donne lieu à deux fibrations cohomologiquement triviales sur Z/2Z donc au résultat
suivant :

H∗(BG τE ;Z/2Z) ≃ H∗(ΩSU(r);Z/2Z)⊗H∗(U(r);Z/2Z)g+1 ⊗H∗(BU(r);Z/2Z).

Remarque 3.13. — En fait, dans le cas n > 0, l’espace d’holonomie (3.3.16) n’est pas celui
qui apparaît dans [LS13] : l’espace d’holonomie que nous avons utilisé dans [LS13] (pour le cas
τ = τR) a la même cohomologie modulo 2 que U(r)g+a×SO(r)n, où a = 0 si X/ ⟨σ⟩ est orientable
et a = 1 sinon. Cette différence est due au fait que, dans [LS13], nous avions fait le choix, pour
respecter la compatibilité avec certaines fibrations déjà étudiées dans [BHH10], d’une décom-
position cellulaire à n ou n+ 1 points bases (selon que X/ ⟨σ⟩ est ou non orientable). Le groupe
qui agit sur l’espace d’holonomie n’est alors plus O(r) mais le groupe produit U(r)a ×O(r)n
([LS13, Definition 3.2]). Même si des difficultés techniques apparaissent lorsque l’on calcule la
cohomologie équivariante de l’espace d’holonomie sous l’action de ce groupe produit (à savoir
qu’il n’y a pas formalité équivariante : la suite spectrale ne dégénère pas à la page E2), le principe
du calcul reste le même : en poussant le calcul de la suite spectrale jusqu’à la page E∞, nous
avons bien trouvé la cohomologie O(r)-équivariante modulo 2 de l’espace d’holonomie H τ

(g,n)(r)
de (3.3.16), que nous avons alors pu identifier a posteriori. En particulier, la fibration horizontale
dans le diagramme correspondant à (3.3.17) dans [LS13] est, elle, cohomologiquement triviale.
On voit de manière concrète sur cet exemple que le choix de la décomposition cellulaire a une
influence très grande sur la faisabilité des calculs.
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Remarque 3.14. — Dans le cas où n > 0 et τ = τH, aucune des fibrations dont nous dispo-
sons n’est cohomologiquement triviale : on s’en convainc si l’on remarque que la formule pour
Pt(BG τE ;Z/2Z) dans le Théorème 1.15 ne dépend pas de la valeur de n lorsque celui-ci est non
nul. Les calculs de suites spectrales faits dans [LS13] ont néanmoins permis d’arriver à une
expression relativement simple pour Pt(BG τE ;Z/2Z) dans le cas quaternionique, même si on ne
sait pas pour l’instant exprimer le résultat sous forme géométrique.

Nous renvoyons à [LS13, Section 4.3.2, 4.3.4] pour la construction de classes de cohomologie
dans H∗(BG τE ;Z/2Z) permettant d’appliquer le Théorème de Leray-Hirsch aux fibrations

ΩSU(r)Ð→ BG τE Ð→ [H τ
(g,n)(r)/O(r)]

(ou encore ΩSU(r)Ð→ BG τE Ð→H τ
(g,n)(r)) pour τ réel et quaternionique. Comme lorsqu’Atiyah

et Bott travaillent sur Z, nous avons besoin, pour engendrer la cohomologie modulo 2 de ΩSU(r),
d’une quantité infinie de classes de cohomologie dans H∗(BG τE ;Z/2Z) et celles-ci sont obtenues
à partir de classes caractéristiques de fibrés vectoriels virtuels associés au push-forward K-
théorique

f! ∶K0(BGE ×M)Ð→K0(BGE)
du fibré universel sur BGE ×M (qui est le tiré en arrière, par l’application d’évaluation BGE Ð→
BU(r) du fibré vectoriel universel sur BU(r), [AB83, p.543]), que nous tirons lui-même en
arrière via l’application j ∶ BG τE ↪ BGE , induite par l’inclusion canonique de G τE dans GE .
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CHAPITRE 4

ESPACES DE TEICHMÜLLER SUPÉRIEURS POUR LES
ORBIFOLDS

4.1. Orbi-surfaces hyperboliques

Rappelons la définition d’un Espace de Teichmüller Supérieur donnée par A. Wienhard dans
son exposé au Congrès International des Mathématiciens 2018 ([Wie18]).

Définition 4.1. — Etant donné un groupe de surface π ⊂ PGL(2;R) et un groupe de Lie
réel G, on appelle Espace de Teichmüller Supérieur toute réunion de composantes connexes de
Hom(π;G)/G dont les éléments sont des classes de conjugaison de représentations fidèles et
discrètes % ∶ π Ð→ G.

L’exemple fondateur est bien sûr l’espace de Teichmüller classique

T (X) ≃ Homf.d.(π;PGL(2;R)) /PGL(2;R)

d’une surface fermée orientable X, également appelé espace de Fricke ([Gol88a]) : c’est par
définition l’espace des représentations d’holonomie de structures hyperboliques sur X et il se
trouve que ces représentations sont fidèles et discrètes et forment une composante connexe de
Hom(π;PGL(2;R)) /PGL(2;R) ≃ H1(π;PGL(2;R)). De fait, les représentations fidèles et
discrètes % ∶ π1X Ð→ PGL(2;R) sont exactement celles dont la classe d’Euler e(%) est égale à
±χ(X), c’est-à-dire les représentations % telles que ∣e(%)∣ est maximal, puisque ∣e(%)∣ ⩽ −χ(X)
d’après l’inégalité de Milnor-Wood ([Mil58, Woo71]). La transformation de Cayley z z→ z−i

z+i
envoie le demi-plan supérieur sur le disque unité, induisant ainsi un isomorphisme PGL(2;R) ≃
PU(1,1) ⋊Z/2Z, où Z/2Z agit sur PU(1,1) par conjugaison complexe. On peut alors poser

Max(π1X;PU(1,1)) ∶= Hommax
Z/2Z(π1X;PU(1,1) ⋊Z/2Z) /PU(1,1),

où Hommax(π1X,PU(1,1)) (qui est égal à Hommax
Z/2Z(π1X;PU(1,1)⋊Z/2Z) puisqueX est suppo-

sée orientable ; voir Remarque 4.2) désigne l’ensemble des représentations de π1X dans PU(1,1)
dont la classe d’Euler est maximale en valeur absolue : d’après un résultat dû à B .Goldman
([Gol88b]), cet ensemble est réunion de deux composantes connexes de Hom(π1X;PU(1,1)).

On a une action résiduelle de Z/2Z sur Hommax
Z/2Z(π1X;PU(1,1) ⋊ Z/2Z), qui induit un ho-

méomorphisme
Max(π1X;PU(1,1)) / (Z/2Z) ≃ T (X).

Avec nos conventions, T (X) est une composante connexe de

Hom(π;PGL(2;R)) /PGL(2;R) ≃ H1(π;PGL(2;R)),

tandis que Max(π1X;PU(1,1)) est une union de deux composantes connexes (toutes deux
homéomorphes à T (X)) de

HomZ/2Z(π1X;PU(1,1) ⋊Z/2Z) /PU(1,1) ≃ H1(π1X;PU(1,1)).



Remarque 4.2. — Pour X une surface fermée orientable X, l’action du groupe π1X sur
PU(1,1) définie en (2.1.3) est triviale. On a donc

H1(π1X;PU(1,1)) ≃ Hom(π1X;PU(1,1)) /PU(1,1)
dans ce cas, qui est un exemple fondamental. Les définitions générales ci-dessus sont néanmoins
utiles car elle se généralisent immédiatement aux orbifolds de la forme [H2

R/π] avec π un groupe
fuchsien non nécessairement orientable et susceptible de contenir des éléments d’ordre fini.

La Définition 4.1 a un sens pour tout groupe fuchsien π ⊂ PGL(2;R) et notre but principal
dans ce chapitre est de construire des exemples d’Espaces de Teichmüller Supérieurs pour les
groupes fondamentaux d’orbi-surfaces compactes et d’étudier leur topologie. Comme pour les
groupes de surfaces, les deux familles les mieux comprises sont les composantes de Hitchin d’une
part et les composantes maximales d’autre part.

Soit π ⊂ PGL(2;R) un groupe fuchsien et soit Y = [H2
R/π] l’orbi-surface associée. Le sta-

bilisateur dans π d’un point z ∈ H2
R est soit trivial, soit isomorphe à l’un des groupes finis

suivants :
– le groupe Z/2Z, agissant sur un petit disque ouvert D(0; ε) par réflexion par rapport à un

diamètre w z→ w ;
– le groupe cyclique Cm ≃ Z/mZ, agissant surD(0; ε) par la rotation d’ordre fini w z→ e

i2π
m w ;

– le groupe diédral Dn ≃ Cn ⋊ Z/2Z, agissant sur D(0; ε) par combinaison des deux actions
précédentes (Z/2Z agissant sur Cn ≃ Z/nZ par l’inversion dans le groupe).

Le point [z] de Y est alors appelé, respectivement, un point miroir, un point conique ou un
point diédral. Ce point admet un voisinage ouvert isomorphe au quotient de D(0; ε) par l’action
correspondante du stabilisateur de z dans H2

R, que l’on peut se représenter ainsi :
– un demi-disque D(0; ε)+ = {w ∈D(0; ε) ∣ Imw ⩾ 0} ≃D(0; ε)/(w z→ w) si [z] est un point

miroir ;
– un cône Vm ∶= D(0; ε)/Cm d’angle 2π

m si [z] est un point conique (on dit alors que [z] est
un point conique d’ordre m) ;

– un “cône aplati” D(0; ε)/Dn ≃ Vn/ (Z/2Z) si [z] est un point diédral (on dit alors que [z]
est un point diédral d’ordre n).

Les points miroirs sont dits d’ordre 2 (notons qu’ils ne sont pas isolés). Tous les autres points
sont dits d’ordre 1 ; ils possèdent un voisinage ouvert isomorphe à D(0; ε). La notion d’ordre
d’un point [z] ∈ Y ne dépend pas du choix du relèvement z ∈ H2

R. Les points d’ordre > 1 sont
appelés des singularités orbifolds.

Lorsque π est cocompact, l’orbi-surface Y a un nombre fini de singularités orbifolds et on peut
définir sa caractéristique d’Euler (orbifold) de la façon suivante :

(4.1.1) χ(Y ) = χ(∣Y ∣) −
k

∑
i=1

(1 − 1

mi
) − 1

2

`

∑
j=1

(1 − 1

nj
)

où :
– |Y| est la surface topologique “sous-jacente” à Y ;
– k est le nombre de points coniques et mi l’ordre du i-ème point conique ;
– ` est le nombre de points diédraux et nj l’ordre du j-ème point diédral ;
Cette définition est spécifique au cas des orbifolds de dimension 2 (de classe au moins C1),

auxquels on peut aussi penser comme des surfaces différentiables (non nécessairement orientables
et pouvant admettre un bord) munies d’une signature, i.e. une application de ∣Y ∣ dans N∗ qui
associe un ordre à chaque point de ∣Y ∣ (1). La définition (4.1.1) s’obtient alors en imposant que

1. En fait, la signature n’est commode à définir sur ∣Y ∣ que si Y est une orbi-surface orientable, cas pour
lequel nous renvoyons par exemple à [Ser92]. Pour une orbi-surface non orientable, le mieux est de définir la
signature sur la surface topologique ∣Y +∣ “sous-jacente” au revêtement d’orientation Y + de Y . Celle-ci doit alors
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χ(Y ) soit multiplicative sur les revêtements finis : si Y ′ Ð→ Y est un revêtement orbifold de
degré d, on a χ(Y ′) = dχ(Y ). En particulier, le signe de χ(Y ) est invariant par revêtement fini.
Enfin, rappelons qu’une orbi-surface Y est dite orientable si ∣Y ∣ est orientable et Y ne contient
que des points coniques comme singularités orbifolds.

Pour une orbi-surface compacte Y de la forme Y ≃ [H2
R/π], on a toujours χ(Y ) < 0. Et réci-

proquement, si Y est une orbi-surface de caractéristique d’Euler négative, alors elle admet une
structure hyperbolique (c’est-à-dire que Y est localement isomorphe à [U/Γ] avec U ⊂H2

R ouvert
et Γ ⊂ PGL(2;R) un groupe fini qui laisse U invariant). Cette structure hyperbolique est unifor-
misable, c’est-à-dire que Y ≃ [H2

R/π1Y ] où π1Y ∶= AutY (Ỹ ) est le groupe fondamental orbifold
de Y , défini comme le groupe des automorphismes du revêtement universel Ỹ de Y . L’espace des
déformations de structures hyperboliques sur Y , également appelé espace de Teichmüller de Y
et noté T (Y ), est homéomorphe à l’espace des représentations fidèles et discrètes de π1Y dans
PGL(2;R) ≃ Isom(H2

R) :

T (Y ) ≃ Homf.d(π1Y ;PGL(2;R))/PGL(2;R).

Le résultat suivant est classique (2) et on peut en trouver une exposition dans [Thu79] ou dans
[CG05].

Théorème 4.3. — Soit Y une orbi-surface compacte de caractéristique d’Euler négative avec k
points coniques et ` points diédraux. L’espace de Teichmüller de Y est homéomorphe à un espace
vectoriel réel de dimension −3χ(∣Y ∣) + 2k + `.

En particulier, dimT (Y ) = 0 si et seulement si Y est une sphère avec 3 points coniques, ou un
disque avec 1 point conique et 1 point diédral, ou un disque avec 3 points diédraux (de manière
équivalente, dimT (Y ) = 0 si et seulement si Y est isomorphe à un quotient de sphère avec 3
points coniques).

4.2. Composantes de Hitchin

Dans [Hit92], Hitchin a montré que l’espace Hom(π1X;G)/G des représentations du groupe
fondamental d’une surface fermée orientable X dans la forme réelle déployée d’un groupe de Lie
complexe simple, connexe et de centre trivial possédait une composante connexe contractile, dont
il a donné une paramétrisation analytique en termes de différentielles symétriques holomorphes
sur X. Nous allons voir qu’une telle composante existe également dans l’espace Hom(π1X;G)/G
des représentations du groupe fondamental d’un orbifold fermé, éventuellement non orientable,
et que l’on peut la paramétrer de manière analogue.

Pour cela, fixons d’abord une forme réelle quelconque g d’une algèbre de Lie complexe (semi)
simple gC. Le groupe adjoint GC ∶= Int(g ⊗R C), qui est la composante neutre de Aut(gC)
pour sa topologie de groupe de Lie complexe, est de centre trivial et muni d’une structure réelle
canonique, induite par la conjugaison complexe sur g⊗RC. On notera G le groupe des points réels
de GC pour cette involution : c’est un groupe de Lie réel de centre trivial, dont la composante
neutre est Int(g).

Exemple 4.4. — Si gC est une algèbre de Lie classique, on trouve les groupes suivants, qui
montrent que G n’est pas connexe en général.

1. Pour g = sl(n;R), le groupe G est isomorphe à PGL(n;R). Il a donc deux composantes
connexes si n est pair et une seule si n est impair.

être compatible avec l’involution naturelle σ ∶ ∣Y +∣ Ð→ ∣Y +|, au sens où deux points de ∣Y +∣ conjugués par σ
doivent avoir même signature. Les points fixes de σ dans ∣Y +∣ donneront des points miroirs dans Y s’ils sont
d’ordre 1 dans Y + et ils donneront des points diédraux d’ordre n s’ils sont (coniques) d’ordre n > 1 dans Y +.

2. Dans [CG05], Choi et Goldman l’attribuent à Thurston.
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2. Pour g = so(p, q), le groupe G est isomorphe à PO±(p, q), où
O±(p, q) ∶= {A ∈GL(p + q;R) ∣ tAIp,qA = ±Ip,q}

et, pour tout sous-groupe H ⊂ GL(n;K), on note PH le groupe H/H ∩ Z(GL(n;K)).
On peut remarquer que PO±(p, q) = PO(p, q) si p ≠ q. En particulier, ce groupe a deux
composantes connexes si p ≠ q et quatre si p = q. Dans ce qui suit, nous serons surtout
intéressés par les formes réelles déployées g = so(m,m+1) et g = so(m,m), avec m ⩾ 3 dans
ce dernier cas.

3. Si g = sp(2m;R), le groupe G est isomorphe à PSp±(2m;R), où
Sp±(2m;R) ∶= {A ∈GL(2m;R) ∣ tAJA = ±J}.

En particulier, G a deux composantes connexes.
4. Si g est la forme réelle déployée d’une algèbre de Lie complexe simple de type G2, nous

noterons G2 le groupe des points réels de Int(g ⊗ C). Ce groupe a deux composantes
connexes et peut être obtenu comme sous-groupe de PO(3,4).

Supposons désormais que la forme réelle g est déployée. On appelle sl2-triplet (e+, e−, x) de
g toute sous-algèbre de Lie de g engendrée par trois éléments (e+, e−, x) vérifiant [x, e+] = e+,
[x, e−] = e− et [e+, e−] = x (de sorte que < e+, e−, x >≃ sl(2,R)). Si l’élément nilpotent e+ est en
outre régulier, c’est-à-dire que son stabilisateur pour l’action adjointe est de dimension minimale
(égale au rang réel de g), on dit que le sl2-triplet (e+, e−, x) est principal. D’après le Théorème de
Jacobson et Morozov, il suffit, pour construire de tels triplets, de trouver un élément nilpotent e+,
car un tel élément peut toujours être inclus dans un sl2-triplet ([Kos59, Theorem .4]). De plus,
deux sl2-triplets le contenant sont conjugués via un élément de G qui stabilise e+ pour l’action
adjointe ([Kos59, Corollary 3.6]). Comme deux éléments nilpotents réguliers sont conjugués par
l’action adjointe, cela implique en particulier que deux sl2-triplets principaux quelconques sont
conjugués. On a alors, comme l’a montré Hitchin ([Hit92, Proposition 6.1]), que le choix d’un
sl2-triplet principal induit un morphisme de groupes κ ∶ PGL(2;R)Ð→ G, appelé dans la suite
morphisme principal. En vertu de ce qui précède, deux tels morphismes sont conjugués sous G.

Définition 4.5. — Fixons un morphisme principal κ ∶ PGL(2;R) Ð→ G. Soit π ⊂ PGL(2;R)
un groupe fuchsien et soit G le groupe des points réels de Int(g ⊗ C), où g est la forme réelle
déployée d’une algèbre de Lie complexe simple. Une représentation % ∶ π Ð→ G est dite fuchsienne
si elle se relève, relativement au morphisme principal κ, en une représentation fidèle et discrète
h ∶ π Ð→ PGL(2;R), c’est-à-dire que % = κ ○ h.

Par définition, les représentations fuchsiennes sont donc celles qui proviennent des représen-
tations d’holonomie de structures hyperboliques sur l’orbifold Y ∶= [H2

R/π] (cf. Diagramme
(4.2.1)). Les représentations de Hitchin, quant à elles, sont les déformations, au sens de la Défi-
nition 4.6, de représentations fuchsiennes.

(4.2.1) PGL(2;R)
κ

��
π1Y

h
99

%̂ // G

Définition 4.6. — Une représentation % ∶ π1Y Ð→ G est dite de Hitchin si sa classe de
conjugaison sous G appartient à la composante connexe de Hom(π1Y ;G)/G qui contient le
lieu fuchsien. La composante connexe ainsi définie est appelée composante de Hitchin et notée
Hit(π1Y ;G).

Comme le lieu fuchsien est par définition l’image de l’application continue
T (Y ) Ð→ Hom(π1Y ;G)/G
[h] z→ [κ ○ h]
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et que l’espace de Teichmüller de Y est connexe, la composante de Hitchin est bien définie (no-
tons qu’elle ne dépend pas non plus du choix du morphisme principal κ ∶ PGL(2;R) Ð→ G,
puisque deux tels morphismes sont G-conjugués). Lorsque G = PGL(2;R), on a simplement
Hit(π1Y ;PGL(2;R)) ≃ T (Y ) par l’application précédente. En collaboration avec D. Alessan-
drini et G.S. Lee, nous nous sommes intéressés à la topologie des composantes de Hitchin orbifold
et nous avons généralisé dans une direction commune les deux résultats suivants.

Théorème 4.7 (Hitchin). — [Hit92] Soit X une surface fermée orientable de caractéristique
d’Euler négative et soit G un groupe comme ci-dessus. Alors Hit(π1X;G) est homéomorphe à
un espace vectoriel réel de dimension −χ(X)dimG.

Théorème 4.8 (Choi & Goldman). — [CG05] Soit Y une orbi-surface fermée de caracté-
ristique d’Euler négative. Alors Hit(π1Y ;PGL(3;R)) est homéomorphe à un espace vectoriel
réel de dimension −8χ(∣Y ∣) + (6k − k2) + (3` − `2), où k2 (respectivement, `2) est le nombre de
points coniques (respectivement, diédraux) d’ordre 2 de Y .

Notons d’abord que, puisque la caractéristique d’Euler orbifold (4.1.1) est un nombre ration-
nel en général non entier, on ne peut pas espérer que la formule de Hitchin reste vraie telle
quelle (c’est d’ailleurs ce que démontrent Choi et Goldman). Ensuite, il est utile de réaliser
que les démonstrations de Hitchin et de Choi et Goldman sont très différentes : Hitchin uti-
lise des techniques de géométrie analytique (fibrés de Higgs) et différentielle (correspondance de
Hodge non abélienne), tandis que les méthodes de Choi et Goldman sont purement géométriques
(techniques de cut-and-paste d’orbifolds à partir d’orbifolds dits élémentaires), fondées sur l’in-
terprétation de Hit(π1Y ;PGL(3;R)) comme espace des déformations de structures projectives
convexes (plates) sur Y . Face à l’absence d’une telle interprétation pour un groupe de Lie G
général, notre approche s’inscrit dans les pas de celle de Hitchin : grâce à la correspondance de
Hodge non-abélienne orbifold, nous obtenons une paramétrisation analytique de la composante
de Hitchin (en termes de différentielles sur l’orbifold Y ) et c’est ce qui nous permet de calculer
la dimension de cet espace et de montrer qu’il est contractile. La formule que nous obtenons est
la suivante.

Théorème 4.9. — [ALS18] Soit Y une orbi-surface fermée de caractéristique d’Euler négative
et soit G un groupe comme ci-dessus, dont nous noterons r le rang. Soient d1, . . . , dr les ex-
posants de l’algèbre de Lie g. Alors Hit(π1Y ;G) est homéomorphe à un espace vectoriel réel de
dimension

−χ(∣Y ∣)dimG +
r

∑
α=1

⎛
⎝

2
k

∑
i=1

O(dα + 1,mi) +
`

∑
j=1

O(dα + 1, nj)
⎞
⎠
,

où O(d,m) ∶= ⌊d − d
m
⌋ désigne la partie entière de (d − d

m
).

En particulier, si Y n’a que des points miroirs comme singularités orbifolds, ce qui se produit
précisément lorsque ∣Y ∣ est l’espace topologique sous-jacent d’une courbe algébrique réelle (vue
avec sa topologie analytique), alors la formule de Hitchin reste vraie telle quelle. C’est notamment
le cas pour les surfaces à bord orientables, pour lesquelles F. Labourie et G. McShane avaient
déjà développé une notion de composante de Hitchin (pour le groupe fondamental topologique
d’une telle surface et lorsque G = PGL(n;R), [LM09]) et nous verrons plus loin (Remarque
4.29) que leur composante de Hitchin est homéomorphe à celle introduite ici pour les groupes
fondamentaux orbifolds.

Notons également que, puisque so(m,m+1) et sp(2m;R) ont même dimension, même rang réel
et mêmes exposants, on a dim Hit(π1Y ;PO(m,m+1)) = dim Hit(π1Y,PSp(2m;R)). Enfin, par
des manipulations élémentaires, nous pouvons écrire la formule du Théorème 4.9 d’une manière
plus proche de celle choisie par Choi et Goldman.
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Théorème 4.10. — [ALS18] Sous les hypothèses du Théorème 4.9, posons km ∶= {#i ∣ mi =
m}, `n ∶= {#j ∣ nj = n} et M ∶= max1⩽α⩽r dα. Alors

dim Hit(π1Y,G) = −χ(∣Y ∣)dimG + 1

2
(dimG − rgG) (2k + `) − 2

M

∑
m=2

⎛
⎝

rgG

∑
α=1

⌈dα + 1

m
− 1⌉

⎞
⎠
km

−
M

∑
n=2

⎛
⎝

rgG

∑
α=1

⌈dα + 1

n
− 1⌉

⎞
⎠
`n ,

où ⌈x⌉ désigne la partie entière supérieure du réel x.

On a par exemple les formules suivantes (d’autres sont données dans [ALS18, Appendix A]) :

dim Hit(π1Y ;PGL(4;R)) = −15χ(∣Y ∣) + (12k − 4k2 − 2k3) + (6` − 2`2 − `3)
dim Hit(π1Y ;PSp±(4;R)) = −10χ(∣Y ∣) + (8k − 2k2 − 2k3) + (4` − `2 − `3)

dim Hit(π1Y ;G2) = −14χ(∣Y ∣) + (12k − 4k2 − 2k3 − 2k4 − 2k5) + (6` − 2`2 − `3 − `4 − `5)
dim Hit(π1Y ;PO±(4,4)) = −28χ(∣Y ∣) + (24k − 8k2 − 6k3 − 2k4 − 2k5) + (12` − 4`2 − 3`3 − `4 − `5)

Remarque 4.11. — Le fait que les coefficients des termes en ` diffèrent d’un facteur 1
2
de ceux des

termes en k n’est pas une coïncidence : cela s’explique par la relation entre Hit(π1Y ;G) et Hit(π1Y
+;G),

où Y + Ð→ Y est le revêtement d’orientation de Y . Dans la paramétrisation analytique que nous obtenons
(Théorème 4.13), Hit(π1Y

+;G) est un espace vectoriel complexe, qui contient Hit(π1Y ;G) comme lieu des
points fixes d’une structure réelle. De plus, Y + possède deux points coniques pour chaque point conique
de Y , ainsi qu’un point conique pour chaque point diédral de Y , d’où la relation sur les coefficients dans
la formule pour la dimension.

4.3. Paramétrisation analytique et calcul de la dimension

Le résultat principal de [ALS18] est de montrer que la paramétrisation que donne Hitchin de la
composante Hit(π1X;G) lorsque X est une surface fermée orientable s’étend au cas orbifold. Rappelons
tout d’abord l’énoncé du résultat de Hitchin.

Théorème 4.12. — [Hit92] Fixons une structure analytique sur la surface fermée orientable X et
notons KX le fibré canonique de X. Alors il existe un homéomorphisme

(4.3.1) Hit(π1X;G) ≃
r

⊕
α=1

H0(X;Kdα+1
X ),

où les (d1, . . . , dr) sont les exposants de l’algèbre de Lie g. En particulier, Hit(π1X;G) est contractile et

dimR Hit(π1X;G) = −χ(X)dimRG.

La démonstration repose sur l’utilisation de la correspondance de Hodge non-abélienne et la fibration
de Hitchin

(4.3.2) F ∶MX(G)Ð→
r

⊕
α=1

H0(X;Kdα+1
X ) =∶BX(g),

définie sur l’espace des modules de G-fibrés de Higgs semistables par le choix d’une famille de générateurs
homogènes de l’algèbre des fonctions Ad-invariantes sur gC ([Hit87a]). Dans [Hit92], Hitchin construit
une section explicite de F , dont l’image est constituée de G-fibrés de Higgs stables et s’identifie, via
la correspondance de Hodge non-abélienne, à une composante connexe de l’espace des fibrés plats à
holonomie dans G, qui se trouve être la composante contenant le lieu fuchsien, c’est-à-dire Hit(π1X;G).
Un fait saillant de la construction de cette section s ∶ BX(g) Ð→MX(G) est que le fibré holomorphe
sous-jacent est le même dans toute l’image de la section : seul le champ de Higgs varie. Plus précisément,
le fibré introduit par Hitchin dans [Hit92, Section 5] est le fibré en algèbres de Lie holomorphe

(4.3.3) Ecan ∶=
M

⊕
d=−M

Kd
X ⊗ g

(d)
C
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où M = max(d1, . . . dr) et g(d)C ⊂ gC est le sous-espace de poids d pour l’élément x du sl2-triplet principal
de g (que l’on s’est fixé une fois pour toutes au début).

L’homéomorphisme (4.3.1), induit par la fibration de Hitchin, montre en particulier que la compo-
sante Hit(π1X;G) est contractile, puisqu’elle est homéomorphe à un espace vectoriel complexe, dont la
dimension peut de plus être calculée par une application du théorème de Riemann-Roch : puisque, pour
tout α ∈ {1; . . . ; r}, degKdα+1

X > degKX , on a H1(X;Kdα+1
X ) = 0 et, en notant g = dimC H1(X;OX) le

genre de X,

dimC H0(X;Kdα+1
X ) = degKdα+1

X + (1 − g) = (dα + 1)(2g − 2) + 1 − g = (g − 1)(2dα + 1),
de sorte que

dimC Hit(π1X;G) = (g − 1)
r

∑
α=1

(2dα + 1) = (g − 1)dimCGC.

La version orbifold du résultat de Hitchin peut alors être vue comme une version équivariante du
Théorème 4.12. Rappelons que, si l’on fixe une présentation de Y comme quotient global d’une surface
fermée orientable par un groupe fini, le fibré canonique KY d’une orbi-surface Y ≃ [X/Γ] peut être défini
comme le fibré orbifold [KX/Γ] (3), où l’action de Γ sur le cotangent holomorphe KX = T ∗X est induite
par l’action de Γ sur X. Le groupe Γ agit alors sur les sections holomorphes de KX de la façon suivante :

KX

τγ //

��

KX

��
X

s

UU

σ // X

σ(s)
UU

En particulier, la section σ(s) est bien holomorphe, même lorsque σ (donc également τγ) est anti-
holomorphe. Nous démontrons alors dans [ALS18] que la fibration et la section de Hitchin possèdent
les propriétés de Γ-équivariance attendues dans le présent contexte (Proposition 4.2, Lemme 4.3 et
Corollaire 4.4 de [ALS18]). Il est pour cela important que le fibré holomorphe sous-jacent aux fibrés de
Higgs correspondant aux représentations de Hitchin de π1X dans G soit toujours le même et possède
une structure Γ-équivariante canonique, ce qui est bien le cas par définition de ce fibré (voir (4.3.3)),
de sorte que Γ agit sur les champs de Higgs définis sur Ecan et les champs invariants correspondent aux
connexions plates Γ-invariantes (donc aux représentations d’holonomie de π1X dans G qui s’étendent à
π1Y , en vertu du Théorème 2.20). On obtient ainsi le résultat suivant, qui est une paramétrisation de
Hit(π1Y ;G) pour tout orbifold fermé Y .

Théorème 4.13. — [ALS18] Fixons une structure dianalytique sur l’orbi-surface fermée Y . Alors, pour
toute présentation Y ≃ [X/Γ] de Y comme quotient global d’une surface de Riemann par l’action d’un
groupe fini de transformations holomorphes ou anti-holomorphes, il existe un homéomorphisme

Hit(π1Y ;G) ≃
r

⊕
α=1

FixΓ(H0(X;Kdα+1
X )),

où les (d1, . . . , dr) sont les exposants de l’algèbre de Lie g. En particulier, l’application %z→ %∣π1X induit
un homéomorphisme

(4.3.4) Hit(π1Y ;G) ≃Ð→ FixΓ(Hit(π1X;G))

et cet espace est contractile.

Le Théorème 4.13 montre en particulier que, étant donné (X,Γ), la dimension des espaces vectoriels
FixΓ H0(X;Kdα+1

X ) ne dépend que de l’orbifold [X/Γ]. Plus précisément, on a, pour tout d ⩾ 1 :

FixΓ H0(X;Kd
X) ≃ H0(Y ;Kd

Y ),

de sorte que BY (g) = ⊕r
α=1 H0(Y ;Kdα+1

Y ), comme dans le cas de surfaces de Riemann, et le théorème
4.13 peut être reformulé de la façon suivante, qui étend au cas des orbi-surfaces le résultat de Hitchin
(Théorème 4.12).

3. En particulier, si Y est orientable, degKY = deg[KX/Γ] = 1
∣Γ∣ degKX = − 1

∣Γ∣χ(X) = −χ(Y ) ∈ Q.
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Théorème 4.14. — Fixons une structure dianalytique sur l’orbi-surface fermée Y et notons KY le fibré
canonique de Y . Alors il existe un homéomorphisme

(4.3.5) Hit(π1Y ;G) ≃
r

⊕
α=1

H0(Y ;Kdα+1
Y ),

où les (d1, . . . , dr) sont les exposants de l’algèbre de Lie g.

Pour calculer la dimension des espaces vectoriels H0(Y ;Kd
Y ), on peut utiliser le théorème de Riemann-

Roch orbifold ([Kaw79, Abr05]) et reproduire le calcul de Hitchin, en commençant par le cas où Y est
orientable. Dans ce cas, la formule de Riemann-Roch orbifold peut s’écrire de la façon suivante :

(4.3.6) χ(Y ;Kd
Y ) = χ(Y ;OY ) + degKd

Y −
k

∑
i=1

âgeyi(K
d
Y )

où les (yi)1⩽i⩽k sont les points coniques de Y et l’âge en un point du fibré orbifold Kd
Y se calcule de la

façon suivante. Si L Ð→ Y est un fibré en droites orbifold quelconque au-dessus de Y et [U/Γ] est une
carte locale autour d’un point y, on peut voir le fibré L restreint à [U/Γ] comme un fibré Γ-équivariant
U × C au-dessus de U , où Γ agit sur C via une représentation linéaire Γ Ð→ Aut(C). Rappelons que
puisque dimC Y = 1, le groupe fini Γ est cyclique, isomorphe à Cm ∶= Z/mZ. Il agit donc sur C par
multiplication par ζa, où ζ est une racine m-ième de l’unité et 0 ⩽ a < m. Dans ce cas, l’âge de L en
y est par définition égal à a

m
∈ [0; 1[ (4). Pour calculer l’âge de Kd

Y en un point conique y, il suffit de
trivialiser KY au voisinage d’un tel point : l’action de Cm sur les vecteurs tangents à U se faisant par
multiplication par ζ, sur les vecteurs cotangents elle se fait par multiplication par ζ−1 = ζm−1. L’âge de
KY en un point d’ordre m ⩾ 1 est donc égal à m − 1. De plus, l’action de Cm sur Kd

Y au voisinage d’un
tel point se fait par multiplication par ζd(m−1). La division euclidienne d(m − 1) = qm + a donne alors
ζd(m−1) = ζa avec q = ⌊d − d

m
⌋ et a = d(m − 1) − qm ∈ [0;m[. L’âge de Kd

Y en un point conique d’ordre m
est donc égal à a

m
= d(m−1)

m
− ⌊d − d

m
⌋ (5). Enfin, puisque degKd

Y = ddegKY > degKY = −χ(Y ) > 0 pour
tout d ⩾ 2, on a H1(Y ;Kd

Y ) = 0. La formule de Riemann-Roch (4.3.6) donne donc :

dimC H0(Y ;Kd
Y ) = 1 − g + d(2g − 2) +

k

∑
i=1

⌊d − d

mi
⌋ ,

où g = dimC H1(Y ;OY ) est le genre de Y . La formule du Théorème 4.9 dans le cas orientable s’en
déduit en sommant ce qui précède pour d = d1, . . . , dr, comme dans le calcul de Hitchin. Pour le cas
non orientable, on procède de même en utilisant le revêtement d’orientation Y + Ð→ Y et le fait que
H0(Y ;Kd

Y ) s’identifie au lieu des points fixes de la structure réelle canonique de H0(Y +;Kd
Y +).

Remarque 4.15. — Notons que le calcul de la dimension des espaces de différentielles symétriques
invariantes sous l’action d’un groupe fini de transformations holomorphes Γ de X avait déjà été fait par
J. Lewittes ([Lew63]), en utilisant le théorème de Riemann-Roch classique sur la surface de Riemann
X/Γ. Avec ce point de vue, la démonstration consiste à identifier les différentielles holomorphes Γ-
invariantes sur X à des différentielles méromorphes sur X/Γ avec des pôles d’ordre pas trop grand en les
points de branchement du revêtement ramifié X Ð→ X/Γ. Plus précisément, si l’on note f ∶ z z→ zm le
revêtement ramifié de degrém du disque unité et q(w) = h(w)

ws
dw⊗d une différentielle symétrique d’ordre d

sur l’espace d’arrivée, alors (f∗q)(z) est holomorphe sur l’espace de départ si et seulement si s ⩽ ⌊d − d
m
⌋.

En effet, (f∗q)(z) = h(zm)z−msmdzd(m−1)dz⊗d et cette différentielle de degré d est holomorphe si et
seulement si d(m − 1) −ms ⩾ 0, soit s ⩽ ⌊d − d

m
⌋.

4. La définition de l’âge peut sembler étrange au premier abord et, en pratique, on peut se contenter de voir
cette quantité précisément comme le terme correcteur faisant que la formule de Riemann-Roch est vraie sur une
orbi-courbe analytique compacte. Rappelons que, pour un fibré vectoriel orbifold sur une orbi-courbe analytique,
le degré est un nombre rationnel en général non entier, ce qui empêche la formule de Riemann-Roch classique
d’être vraie telle quelle.

5. C’est là l’origine des termes O(d,m) ∶= ⌊d − d
m
⌋ dans la formule du Théorème 4.9. Voir aussi la Remarque

4.15.

82



À l’aide du Théorème 4.13, il est facile de voir que les composantes de Hitchin orbifold fournissent
bien des exemples d’Espaces de Teichmüller Supérieurs au sens de la Définition 4.1 étendue au cas de
tous les groupes fuchsiens cocompacts, pas seulement orientables et sans torsion, au moins dans le cas
où G = PGL(n;R) (6) : il s’agit de montrer qu’une représentation de Hitchin % ∶ π1Y Ð→ G est fidèle et
discrète et l’idée de la démonstration est d’utiliser le fait que

Hit(π1Y ;PGL(n;R)) ≃ FixΓ(Hit(π1X;PGL(n;R)))

pour déduire ces deux propriétés du résultat analogue pour les groupes de surfaces, démontré par Labourie
([Lab06]). Le point-clé est bien sûr que π1Y contient un groupe de surface π1X comme sous-groupe
d’indice fini.

Proposition 4.16. — Soit % ∶ π1Y Ð→ PGL(n;R) une représentation de Hitchin. Alors %(π1Y ) est un
sous-groupe discret de PGL(n;R).

Démonstration. — Soit p ∶X Ð→ Y un revêtement fini par une surface fermée orientable. Comme %∣π1X

est une représentation de Hitchin, %(π1X) est un sous-groupe discret de PGL(n;R) d’après [Lab06,
Lemma 10.4]. C’est donc un fermé de PGL(n;R). Et comme π1X est d’indice fini dans π1Y , le sous-
groupe %(π1Y ) est réunion d’un nombre fini de fermés discrets de PGL(n;R). Il est donc lui-même fermé
et discret dans PGL(n;R).

Proposition 4.17. — Soit % ∶ π1Y Ð→ PGL(n;R) une représentation de Hitchin. Alors % est injective.

Démonstration. — Soit % ∶ π1Y Ð→ PGL(n;R) une représentation de Hitchin. D’après [Lab06, Propo-
sition 3.4], les éléments de %(π1X) ∖ {1} sont diagonalisables, à valeurs propres réelles de multiplicité 1.
En particulier, %∣π1X est injective. Soit maintenant γ ∈ π1Y ∖π1X. Puisque π1Y /π1X est un groupe fini,
il existe un entier q, que l’on supposera minimal, tel que γqπ1X. Si γq ≠ 1π1X alors %(γ)q = %(γq) ≠ 1
dans PGL(n;R). Donc %(γ) ≠ 1. Et si γq = 1π1X alors γ est d’ordre fini donc les valeurs propres de
%(γ) restent constantes par déformation continue de de % dans Hom(π1Y ;PGL(n;R)). Fixons alors une
représentation fuchsienne %′ ∶ π1Y Ð→ PGL(n;R). D’après ce que l’on vient de voir, %′(γ) a les mêmes
valeurs propres que %. Et comme γ ≠ 1π1Y et %′ est fuchsienne, on a %′(γ) ≠ 1 dans PGL(n;R). Donc
%′(γ) a au moins une valeur propre distincte de 1. Donc %(γ) également, ce qui montre que %(γ) ≠ 1
dans PGL(n;R).

Comme le morphisme principal canonique κ ∶ PGL(2;R) Ð→ PGL(n;R) est d’image contenue dans
PSp±(2m;R) si n = 2m et PO(m,m + 1) si n = 2m + 1 (et même G2 si n = 7), on a des applications

Hit(π1Y ;PSp±(2m;R))Ð→ Hit(π1Y ;PGL(2m;R)),
Hit(π1Y ;PO(m,m + 1))Ð→ Hit(π1Y ;PGL(2m + 1;R)),
et Hit(π1Y ;G2)Ð→ Hit(π1Y ;PO(3,4))Ð→ Hit(π1Y ;PGL(7;R)).

Et comme les exposants de ces différents sous-groupes de PGL(n;R) forment une sous-famille des ex-
posants de PGL(n;R), il résulte de la version orbifold de paramétrisation de Hitchin que ces applica-
tions sont injectives (7). En conséquence, les représentations de Hitchin à valeurs dans PSp±(2m;R),
PO(m,m + 1) et G2 sont également fidèles et discrètes. Je ne sais pas si c’est aussi le cas pour les
représentations de Hitchin à valeurs dans PO±(m,m) ou dans les formes réelles déployées de groupes
de Lie simples exceptionnels autres que G2. Dans [ALS18, Section 2.5], nous généralisons également au
cas orbifold certaines propriétés géométriques et dynamiques connues des PGL(n;R)-représentations de
Hitchin de groupes de surfaces (le fait d’être Anosov, l’irréductibilité forte, l’hyperconvexité, etc.).

Remarque 4.18. — Le Théorème 4.13 affirme que l’application %z→ %∣π1X induit un homéomorphisme
Hit(π1Y ;G) ≃ FixΓ(Hit(π1X;G)). Comme mentionné en (2.1.5), cette propriété n’est pas vraie en géné-
ral : c’est parce que l’on se restreint à la composante de Hitchin de Hom(π1Y ;G)/G qu’on l’obtient. De

6. Ce qui implique que le résultat est également vrai pour G = PSp±(2m;R), PO(m,m + 1) et G2.
7. Ce résultat déjà connu pour les groupes de surfaces et on pourrait déduire ce qui suit de ce cas-là, en

reproduisant les démonstrations des Propositions 4.16 et 4.17. Il est néanmoins intéressant d’étendre au cas
orbifold, quand c’est possible, les inclusions du type Hit(π1Y ;H) ↪ Hit(π1Y ;G) pour H un sous-groupe de G :
nous verrons dans la Section 4.4 des applications de cette propriété.
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fait, on peut démontrer l’injectivité de manière relativement élémentaire ([ALS18, Proposition 2.10]) :
il suffit de montrer que si deux représentations %1, %2 ∶ π1Y Ð→ G ont des restrictions au sous-groupe
distingué π1X qui sont égales, alors elles coïncident sur tout π1Y . Cela utilise le fait, conséquence des
travaux de Simpson et Labourie, qu’une représentation de Hitchin % ∶ π1X Ð→ G ont pour stabilisateur le
centre de G, qui est ici supposé trivial (rappelons que G est le groupe des points réels de Int(g⊗C) avec
g une algèbre de Lie rélle). Plus précisément, soient %1, %2 ∶ π1Y Ð→ G deux représentations de Hitchin
telles que %1∣π1X = %2∣π1X et notons % ∶ π1X Ð→ G la représentation ainsi définie. Soit alors γ ∈ π1Y et
considérons la représentation de %′ ∶ π1X Ð→ G définie par δ z→ %1(γ)%2(γ−1)%(δ)%2(γ)%1(γ)−1. Alors
on a, pour tout δ ∈ π1X,

%′(δ) = %1(γ)%2(γ−1δγ)%1(γ)−1 = %1(γγ−1δγγ−1) = %(δ),
de sorte que %1(γ)%2(γ)−1 ∈ StabG(%) = Z(G) = {1G}, i.e. %1(γ) = %2(γ).

4.4. Applications

Le but de ce paragraphe est de présenter quelques applications du Théorème 4.9. Nous en donnerons
quatre, en renvoyant à la pré-publication [ALS18] pour les détails des démonstrations. D’autres exemples
d’utilisation de nos résultats ont été donnés par M. Burger, A. Iozzi, A. Parreau et B. Pozzetti dans
[BIPP19], qui ont trait aux compactifications des variétés de caractères.

4.4.1. Rigidité. — Les composantes de Hitchin de groupes fondamentaux orbifolds possèdent deux
propriétés de rigidité pouvant être mises en évidence assez simplement, l’une attendue et l’autre plus
surprenante.

Le premier type de rigidité est classique : sous certaines conditions sur l’ordre des points orbifold
de Y et pour G de rang pas trop grand, la dimension de Hit(π1Y ;G) peut être petite, en l’occurence
0 ou 1 (ce dernier cas ne pouvant se produire que pour un orbifold non orientable). Dans [ALS18]
nous sommes parvenus à une classification complète des composantes de Hitchin de dimension 0, que
nous énonçons ci-dessous. Remarquons que si dim Hit(π1Y ;G) = 0, alors l’espace de Teichmüller de Y
est réduit à un point, ce qui force Y à être un quotient de sphère avec trois points coniques. Enfin,
puisque dim Hit(π1Y ;G) = 1

2
dim Hit(π1Y

+;G) avec Y + le revêtement d’orientation de Y ([ALS18,
Corollary 5.9]), il suffit de classifier les orbifolds orientables dont la composante de Hitchin dans G est
réduite à un point pour les classifier toutes.

Théorème 4.19. — [ALS18] Soit Y une sphère avec trois points coniques, d’ordres respectifs m1 ⩽
m2 ⩽m3, et supposons que le quadruplet (G,m1,m2,m3) fasse partie de l’une des familles suivantes :

1. G = PGL(2,R) ≃ PO(1,2) ≃ PSp±(2,R) et 1
m1

+ 1
m2

+ 1
m3

< 1.
2. G = PGL(3,R), m1 = 2 et 1

m2
+ 1
m3

< 1
2
.

3. G = PGL(4,R) ≃ PO±(3,3), PGL(5,R), PSp±(4,R) ≃ PO(2,3), m1 = 2, m2 = 3 et m3 ⩾ 7.
4. G = PSp±(4,R) ≃ PO(2,3), m1 =m2 = 3 et m3 ⩾ 4.
5. G =G2, m1 = 2, m2 = 4 or 5 et m3 = 5.
Alors dim Hit(π1Y,G) = 0, c’est-à-dire que deux représentations de Hitchin quelconques de π1Y dans G

sont nécessairement conjuguées. Notons qu’il existe une infinité d’orbifolds Y pour lesquels ce phénomène
se produit.

De plus, si Y est orientable mais que les conditions ci -dessus ne sont pas vérifiées pour Y ou
G, alors les représentations de Hitchin de π1Y dans G admettent des déformations non-triviales, i.e.
dim Hit(π1Y,G) > 0.

On peut de même classifier les composantes de Hitchin de dimension 1 ou 2 ([ALS18, Theorem 6.5]).
Etant donnés Y et G tels que dim Hit(π1Y ;G) = 1, on obtient donc, pour tout revêtement galoisien fini
X Ð→ Y de Y par une surface fermée orientable, une sous-variété de dimension 1 de Hit(π1X;G) via le
plongement Hit(π1Y ;G)↪ Hit(π1X;G) induit par %z→ %∣π1X (voir Remarque 4.18). Comme l’image de
ce plongement est exactement FixΓ Hit(π1X;G), où Γ ≃ π1Y /π1X agit sur Hit(π1X;G) via le morphisme
canonique Γ Ð→ Out(π1X), on voit que Hit(π1Y ;G) s’envoie sur une géodésique de Hit(π1X;G) pour
toute métrique invariante sous l’action du groupe modulaire Mod±(X) ≃ Out(π1X), par exemple les
métriques de pression ([BCLS15, BCLS18]).
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Exemple 4.20. — Soit K la quartique de Klein, qui est une surface de Riemann de genre 3. Alors
l’orbifold T ∶= K/Aut±(K) est un triangle de type (2,3,7) et, pour tout entier n tel que 6 ⩽ n ⩽
11, la composante de Hitchin Hit(π1T ;PGL(n,R)) se plonge canoniquement sur une géodésique de
Hit(π1K,PGL(n,R)), qui est de dimension 4(n2 − 1) ⩾ 140.

Le second phénomène de rigidité rencontré est plus surprenant et concerne la notion de Zariski-densité
des représentations de π1Y dans G : sous certaines conditions sur Y et G, il existe des composantes de
Hitchin Hit(π1Y ;G) qui ne contiennent aucune représentation Zariski-dense. Plus précisément, on montre
que si % ∶ π1Y Ð→ G est une représentation de Hitchin, alors il existe g ∈ G tel que g(Im%)g−1 ⊂H , avec
H un sous-groupe strict de G. La raison à ce phénomène est que l’on peut trouver des triplets (Y,G,H)
pour lesquels l’application Hit(π1Y ;H) Ð→ Hit(π1Y,G) est surjective. Il est remarquable que, pour un
orbifold Y bien choisi, cela puisse se produire même lorsque la dimension des composantes de Hitchin est
non nulle. Dans [ALS18, Theorem 6.3], nous classifions tous les tels triplets (Y,G,H) et nous montrons
qu’il existe une infinité d’orbifolds pour lesquels ce phénomène survient (cependant, le rang de G ne peut
pas, ici non plus, être arbitrairement grand). On a par exemple le résultat suivant.

Proposition 4.21. — Soit Y une sphère avec trois points coniques, d’ordres respectifs (2,4,5). Alors
l’application canonique Hit(π1Y ;PSp±(4;R)) Ð→ Hit(π1Y ;PGL(4;R)) ≃ R2 est surjective. En parti-
culier, toute représentation de Hitchin % ∶ π1Y Ð→ PGL(4;R) est conjuguée, dans PGL(4;R), à une
représentation à valeurs dans PSp±(4;R). Une telle représentation % n’est donc jamais Zariski-dense.

4.4.2. Fibrés de Higgs cycliques. — Soit % ∈ Hit(π1X;PGL(n;R)) ≃⊕n
d=2 H0(X;Kd

X). On dit que
la représentation % (ou, de manière équivalente, le fibré de Higgs associé) est cyclique ([Bar15]) si la
famille de différentielles symétriques correspondante est de la forme (0, . . . ,0, qn), et on dit que % est (n−
1)-cyclique ([Col16]) si la famille de différentielles correspondante est de la forme (0, . . . ,0, qn−1,0). Pour
de tels fibrés, les équations de Hitchin prennent une forme simple, qui permet de mieux comprendre les
propriétés géométriques et asymptotiques des fibrés associés ([CL17, DL18]). Grâce à la paramétrisation
(4.3.5), les définitions ci-dessus se généralisent de façon immédiate au cas orbifold. De plus, étant donné
une présentation Y ≃ [X/Γ], l’homéomorphisme

n

⊕
d=2

H0(Y ;Kd
Y ) ≃ FixΓ

n

⊕
d=2

H0(X;Kd
X)

de (4.3.4) montre que % ∶ π1Y Ð→ PGL(n;R) est cyclique (respectivement, (n − 1)-cyclique) si et
seulement si %∣π1X est cyclique (respectivement, (n − 1)-cyclique).

L’intérêt de développer la notion de représentation cyclique dans le cas orbifold est que l’on peut
construire des exemples d’orbifolds Y tels que Hit(π1Y ;PGL(n;R)) est tout entière constituée de re-
présentations cycliques ou (n − 1)-cycliques, du moins pour certaines valeurs de n (voir [ALS18, Corol-
lary 6.7] pour une liste complète). Ce phénomène ne se produit jamais pour les groupes de surfaces, pour
lesquels la composante de Hitchin contient toujours des représentations non cycliques. Nous espérons
que cette description, de nature géométrique, de certains fibrés de Higgs cycliques permettra à terme de
mieux comprendre la géométrie à l’infini des composantes de Hitchin des groupes de surfaces.

Notons que l’on peut donner un sens à la notion de représentation cyclique (respectivement, (n − 1)-
cyclique) également pour les sous-groupes G = PO(m,m + 1), PSp±(2m;R) ou G2 de PGL(n;R), en
voyant simplement Hit(π1Y ;G) comme un sous-espace de Hit(π1Y ;PGL(n;R)) dans ces cas-là.

Exemple 4.22. — Soit Y une sphère avec k points coniques, d’ordres respectifs m1 ⩽ . . . ⩽ mk (on
suppose toujours que χ(Y ) < 0).

1. Si k = 4 et m1 =m2 =m3 = 2, ou si k = 5 et ∀i, mi = 2, alors Hit(π1Y ;PGL(3;R)) est tout entière
constituée de représentations 2-cycliques.

2. Si k = 3 et m1 ⩾ 3, alors Hit(π1Y ;PGL(3;R)) est tout entière constituée de représentations
cycliques.

3. Si k = 3 et m2 ≠ 3, alors Hit(π1Y ;PSp±(4;R)) est tout entière constituée de représentations
cycliques.

4. Tous les autres cas possibles sont listés dans le Tableau B.5 de [ALS18].

Plus généralement, les groupes fondamentaux orbifolds nous permettent de construire des exemples de
lieux géométriques dans Hit(π1X;PGL(n;R)) ≃⊕n

α=2 H0(X;Kα
X), définis par l’annulation de certaines
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différentielles symétriques. Par exemple, lorsque H est un sous-groupe de rang 2 de G et Hit(π1X;H)Ð→
Hit(π1X;G) est l’application dont l’existence découle des travaux de Labourie ([Lab17]) pour X une
surface fermée de genre g ⩾ 2, on peut, dans certains cas ([ALS18, Corollary 6.9]), construire un orbifold
Y qui est un quotient de X et tel que l’image du morphisme canonique Hit(π1Y ;G)Ð→ Hit(π1X;G) est
contenue dans l’image du morphisme de Labourie Hit(π1X;H)Ð→ Hit(π1X;G) :

Exemple 4.23. — Soit Y une sphère avec 3 points coniques d’ordres respectifs (2,4,5). Alors, pour
toute présentation Y ≃ [X/Γ] de Y par une surface fermée orientable X, l’image du morphisme canonique

Hit(π1Y ;PSp±(6;R))Ð→ Hit(π1X;PSp±(6;R))

est contenue dans l’image du morphisme de Labourie

Hit(π1X;PSp±(4;R)) Ð→ Hit(π1X;PSp±(6;R))
(q2, q4) z→ (q2, q4,0)

et correspond au lieu géométrique

L ∶= {(q2, q4, q6) ∈ Hit(π1X;PSp±(6;R)) ∣ q2 = q6 = 0},

de dimension complexe 1 et paramétré par une unique différentielle (de degré 4).

4.4.3. Structures projectives sur les variétés de Seifert. — O. Guichard et A. Wienhard ont
montré dans [GW08] que la composante de Hitchin à valeurs dans PGL(4;R) était homéomorphe à l’es-
pace des déformations de structures projectives convexes feuilletées sur le fibré tangent unitaire de cette
surface. Dans [ALS18], nous proposons une généralisation de ce résultat à tout revêtement fini du fibré
tangent unitaire d’une orbi-surface fermée orientable (de caractéristique d’Euler négative). Notre prin-
cipale motivation à cela est l’étude des PSL(2;R)-structures géométriques sur les variétés de dimension
3. Plus précisément, si M est une variété de dimension 3 compacte et sans bord, notons DPSL(2;R)(M)
l’espace des déformations de PSL(2;R)-structures sur M . Lorsque cet espace est non-vide, M est difféo-
morphe à un revêtement fini du fibré tangent unitaire d’une orbi-surface fermée orientable bien définie Y
([ALS18, Proposition 6.10]). De plus, les PSL(2;R)-structures surM peuvent être étudiées à l’aide d’un
modèle projectif Ω+ ⊂ RP3, fourni par le morphisme principal κ ∶ PGL(2;R)Ð→ PGL(4;R) : par défini-
tion, Ω+ ⊂ RP3 est l’unique orbite ouverte de κ(PSL(2;R)) sur laquelle l’action de ce groupe est en outre
libre. Comme l’image de ce morphisme est contenue dans PSp±(4;R), ce modèle projectif Ω+ admet éga-
lement une structure de contact, que nous noterons ω. Cela nous permet de voir les PSL(2;R)-structures
sur M comme un cas particulier de structures projectives ou de structures projectives de contact. En
d’autres termes, on a une application canonique

(4.4.1) DPSL(2;R)(M)Ð→ DRPω3 (M) ⊂ DRP3(M),

dont les fibres ont chacune deux éléments, car le groupe non connexe κ(PGL(2;R)) préserve également
l’ouvert Ω+, et dont nous souhaitons décrire l’image. Si on identifie les points de DPSL(2;R)(M) situés
dans une même fibre de l’application (4.4.1), on obtient un homéomorphisme entre le quotient associé
DPSL(2;R)(M)/ ∼ et la composante de Hitchin Hit(π1Y ;PGL(2;R)), où Y est la base de Seifert de
la variété M ([ALS18, Proposition 6.10]). L’image de l’application (4.4.1) est donc contenue dans des
composantes connexes bien définies D 0

RPω3
(M) et D 0

RP3
(M), respectivement de DRPω3 (M) et DRP3(M).

La généralisation à ce cadre du résultat de Guichard et Wienhard est alors la suivante.

Théorème 4.24. — [ALS18, Theorem 1.14] Soit M une variété de dimension 3 admettant au moins
une PSL(2;R)-structure et soit Y sa base de Seifert. Alors il existe des homéomorphismes

D 0
RPω3

(M) ≃ Hit(π1Y ;PSp±(4;R)) et D 0
RP3

(M) ≃ Hit(π1Y ;PGL(4;R)).

En particulier, ces espaces de déformation de structures géométriques sont homéomorphes à des boules
ouvertes, de dimensions respectives

−10χ(∣Y ∣) + (8k − 2k2 − 2k3) et − 15χ(∣Y ∣) + (12k − 4k2 − 2k3).

On peut se représenter de la façon suivante la situation décrite ci-dessus :
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(4.4.2)

Hit(π1Y,PGL(2,R)) Hit(π1Y,PSp±(4,R)) Hit(π1Y,PGL(4,R))

DPSL(2,R)(M)/ ∼ D ○
RP3

ω
(M) D ○

RP3(M)

DRP3
ω
(M) DRP3(M)

≃ ≃ ≃

et, en guise d’application du résultat principal de [ALS18] sur la dimension des composantes de Hitchin
de groupes fondamentaux orbifolds (Théorème 4.9), on obtient alors l’énoncé suivant.

Corollaire 4.25. — [ALS18, Corollary 1.15] Soit M un revêtement fini du fibré tangent unitaire d’une
sphère avec 3 points coniques, d’ordres respectifs m1 ⩽m2 ⩽m3. Alors DPSL(2;R)(M) = {∗} et :

1. Si m1 = 2, m2 = 3 et m3 ⩾ 7, alors D 0
RP3

ω
(M) = D 0

RP3(M) = {∗} : la structure projective canonique
de M est rigide.

2. Si m1 =m2 = 3 et m3 ⩾ 4, alors D 0
RP3

ω
(M) = {∗} mais D 0

RP3(M) est de dimension positive : M est
rigide du point de vue des structures projectives de contact mais pas du point de vue des structures
projectives générales.

3. Pour tous les autres triplets (m1,m2,m3), D 0
RP3

ω
(M) et D 0

RP3(M) sont de dimension positive.

En affinant un peu cette étude à l’aide du Théorème 6.3 de [ALS18], on peut également montrer que
D 0

RP3
(M) = D 0

RPω3
(M) ≠ {∗} si Y est une sphère avec k points coniques d’ordres respectifs 1 ⩽m1 ⩽ . . . ⩽

mk tels que :
1. Si k = 3, alors m1 = 2 et m2,m3 ⩾ 4.
2. Si k = 4, alors m1 =m2 =m3 = 2 et m4 ⩾ 3.
3. Si k = 5, alors ∀ i,mi = 2.

Dans chacun de ces cas, toute déformation non triviale de la structure projective de la PSL(2;R)-variété
M est nécessairement de type contact.

Pour conclure, rappelons l’analogie entre l’inclusion DRPω3 (M) ⊂ DRP3(M) induite par le morphisme
canonique PSp±(4;R)↪ PGL(4;R) et l’inclusion DH3(M) ⊂ DRP3(M) de l’espace des déformations de
structures hyperboliques dans l’espace des déformations de structures projectives sur M , induite par le
morphisme canonique PO(1,3) ↪ PGL(4;R) et pour laquelle DH3(M) = {∗} d’après le théorème de
rigidité de Mostow. La composante connexe de DRP3(M) contenant le point DH3(M) est l’espace des
déformations de structures projectives convexes sur M (cette composante peut ou non être réduite à
un point, selon les cas). On voit donc que, pour les PSL(2;R)-structures sur M , la situation est plus
compliquée mais peut être rendue un peu plus claire à l’aide du Diagramme 4.4.2.

4.4.4. Orbifolds à bord. — Un orbifold à bord est un espace Y qui est localement de la forme [U/Γ]
où U est un ouvert d’un demi-espace fermé {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ∣ xn ⩾ 0} et Γ est un groupe fini de
difféomorphismes de U ([CG05]). Le bord d’un orbifold à bord Y de dimension n est alors un orbifold
fermé ∂Y , de dimension (n − 1). Pour n = 2 et Y compact, les composantes de bord de Y sont donc soit
des cercles (avec structure orbifold triviale ; en particulier, les points de ce cercle ne sont pas des points
miroirs), soit des segments dont uniquement les extrémités sont des points miroirs (Choi et Goldman
appellent composantes de bord pleines de dimension 1 de tels segments). La caractéristique d’Euler d’un
orbifold à bord Y est donnée par la formule

χ(Y ) = χ(∣Y ∣) −
k

∑
i=1

(1 − 1

mi
) − 1

2

`

∑
j=1

(1 − 1

nj
) − 1

2
b,

où b est le nombre de composantes de bord pleines de dimension 1. On peut associer canoniquement
à Y une orbi-surface fermée mY en décrétant que tous les points du bord sont des points miroirs, ce
qui ne change pas la caractéristique d’Euler (puisque chaque composante de bord pleine de dimension
1 de Y donne lieu à deux points diédraux de mY ). Cette définition est compatible avec la condition de
bord classique utilisée pour définir l’espace de Teichmüller d’une (orbi-) surface à bord : on demande
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que le bord soit totalement géodésique et on obtient que l’espace des déformations de telles structures
hyperboliques sur Y coïncide avec celui de mY . En particulier, on a la formule ([CG05, p.1094]) :

dimT (Y ) = −3χ(∣Y ∣) + 2k + ` + 2b.

Notons que le groupe fondamental π1Y s’identifie canoniquement à un sous-groupe d’indice infini de
π1Y .

Comme dans le cas d’une orbi-surface fermée, une représentation % ∶ π1Y Ð→ G est dite fuchsienne
si elle se relève, via le morphisme principal κ ∶ PGL(2;R) Ð→ G, en la représentation d’holonomie
d’une structure hyperbolique (à bord totalement géodésique) sur Y . En particulier, une représentation
de π1Y est fuchsienne si et seulement si elle s’étend en une représentation fuchsienne de π1(mY ). Le lieu
fuchsien de Rep(π1Y ;G) est donc (par définition) contenu dans le sous-espace Rep′(π1Y ;G) constitué
des classes de conjugaison de représentations % ∶ π1Y Ð→ G qui s’étendent à π1(mY ).

Définition 4.26. — On appelle composante de Hitchin (à valeurs dans G) la composante connexe de
Rep′(π1Y ;G) qui contient le lieu fuchsien.

Proposition 4.27. — [ALS18, Proposition 2.26] Une représentation % ∶ π1Y Ð→ G est de Hitchin si et
seulement si elle s’étend en une représentation % ∶ π1(mY ) Ð→ G. L’application % z→ % est bien définie
et induit un homéomorphisme Hit(π1Y ;G) ≃ Hit(π1(mY );G).

À l’aide de ce résultat, on déduit des Théorèmes 4.9 et 4.10 la formule suivante pour la dimension des
composantes de Hitchin d’orbi-surfaces à bord de caractéristique d’Euler négative, déjà connu de Choi
et Goldman dans le cas où G = PGL(3;R) ([CG05]).

Corollaire 4.28. — [ALS18, Corollary 5.8 et Corollary 5.12] Reprenons les notations des Théorèmes
4.9 et 4.10. Soit Y une orbi-surface à bord de caractéristique d’Euler négative et soit G la forme réelle
déployée du groupe adjoint d’une algèbre de Lie simple sur C. Alors Hit(π1Y ;G) est homéomorphe à un
espace vectoriel réel de dimension égale à

−χ(∣Y ∣)dimG +
r

∑
α=1

⎛
⎝

2
k

∑
i=1

O(dα + 1,mi) +
`

∑
j=1

O(dα + 1, nj) + 2b ⌊dα + 1

2
⌋
⎞
⎠
,

où b est le nombre de composantes de bord pleines de dimension 1 de Y . Cette formule peut également
être écrite de la façon suivante :

−χ(∣Y ∣)dimG + 1

2
(dimG − rgG) (2k + ` + 2b) − 2

M

∑
m=2

(
r

∑
α=1

⌈dα + 1

m
− 1⌉)km

−
M

∑
n=2

(
r

∑
α=1

⌈dα + 1

n
− 1⌉) `n − 2b

r

∑
α=1

⌈dα − 1

2
⌉ .

Remarque 4.29. — Pour une surface orientable à bord S, Labourie et McShane ont introduit dans
[LM09] une notion de composante de Hitchin pour le groupe fondamental topologique de S. Nous vé-
rifions dans [ALS18, Proposition 2.27] que Hit(π1S;PGL(n;R)) ≃ Hit(π1(mS);PGL(n;R)), ce qui
montre en particulier que la composante de Labourie et MacShane est contractile, homéomorphe à
un espace vectoriel réel dont la dimension reste donnée par la même formule que celle de Hitchin :
dim Hit(π1S;PGL(n;R)) = −(n2 − 1)χ(S). Cette dernière égalité est vraie plus généralement pour
toute orbi-surface fermée Y n’ayant que des points miroirs pour singularités orbifolds ([ALS18, Co-
rollary 5.14]).
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CHAPITRE 5

PERSPECTIVES

Pour conclure ce mémoire, nous présentons brièvement quelques pistes de recherche qui constituent
une suite naturelle aux thématiques abordées dans les Chapitres 2, 3 et 4. Certains des sujets proposés
ci-dessous pourraient servir de point de départ à un encadrement doctoral.

5.1. Aspects orbifolds de la correspondance de Hodge non abélienne

5.1.1. Fibrés paraboliques sur un orbifold. — Divers auteurs ont proposé des contextes dans
lesquels voir les fibrés vectoriels paraboliques introduits par Seshadri ([Ses77, MS80]) comme des fibrés
vectoriels orbifolds ([Bod91, FS92, NS95a, Bis97, AG06]) et le cas des fibrés de Higgs paraboliques
a également été abordé de ce point de vue-là ([NS95b]). En géométrie algébrique, les fibrés paraboliques
sont parfois vus comme des torseurs sous certains schémas en groupes, dits de Bruhat-Tits ([BS15,
Zel19]). Et en théorie des équations différentielles, un point de vue similaire a été développé pour
les systèmes locaux, y compris au-dessus des courbes irrégulières ([Boa11, BY15, Boa19]). Enfin, la
notion de fibré vectoriel parabolique sur une courbe réelle a également été clarifiée ([Amr14a, Amr14b,
BS18]), tout comme celle de fibré de Higgs parabolique réel ([CP18]).

Il serait intéressant de comparer ces différentes notions entre elles et de les confronter au point de vue
développé dans le Chapitre 2 de ce mémoire. Cela permettrait en particulier de nouveaux exemples de
fibrés en groupes sur les orbifolds (les analogues en géométrie différentielle et analytique des schémas
en groupes de Bruhat-Tits en géométrie algébrique) et de développer dans ce cadre la notion de fibré
parabolique sur un orbifold quelconque, i.e. sans supposer que la structure parabolique est située au-
dessus des points orbifold de la courbe. Pour se convaincre que les deux notions sont bien distinctes,
on peut par exemple considérer le cas d’un groupe fuchsien π ⊂ PGL(2;R) qui soit non cocompact
mais seulement de covolume fini : les points orbifolds de Y ∶= [H2

R/π] correspondent aux points de H2
R

ayant un stabilisateur cyclique ou diédral, tandis que les structures paraboliques “essentielles” des fibrés
vectoriels associés par exemple aux représentations unitaires de π, vont apparaître aux points cuspidaux
de la compactification

Y = [(H2
R ∪ Cusps(π))/π] ≃ Y ∪ {p1, . . . , ps}

de Y .

5.1.2. Stabilité des torseurs plats et de Higgs. — Nous avons vu dans le Chapitre 2 que la
notion de stabilité des Gϕ-torseurs n’était pas invariante par passage à un revêtement orbifold fini, que
celui-ci corresponde, du point de vue la géométrie algébrique, à une extension des scalaires YC Ð→ YR
ou à un revêtement analytique XC Ð→ YC. Il existe néanmoins plusieurs contextes concrets où l’on sait
décrire complètement les objets stables ([Ram81, Sch12, Zel19]), au moins du “côté Dolbeault” : le
point commun à tous ces exemples est que l’orbifold considéré sont des quotients globaux canoniques de
surfaces de Riemann compactes (réelle ou hyperelliptique). Pour ce qui est du “côté Betti”, le cas réel est
également bien compris ([Sch17]) et, dans des travaux en cours, Cheng Shu est sur le point de clarifier
complètement la notion de stabilité des systèmes locaux anti-invariants, y compris la relation avec le
point de vue de la théorie des invariants.

Le sujet semble riche et on peut penser qu’une bonne compréhension de la notion de stabilité dans
le cas général passe par une meilleure maîtrise des techniques récentes de constructions d’espaces de



modules, développés notamment par J.Alper, D. Halpern-Leistner et J. Heinloth ([Alp13, Hei17, HL13,
AHLH18]).

5.1.3. Géométrie des espaces de modules de torseurs de Higgs. — Un aspect particulier des
espaces de modules de torseurs de Higgs sur les orbifolds, lorsqu’ils existent, est qu’ils peuvent être d’assez
petite dimension : on peut donc imaginer qu’il soit possible de les identifier complètement d’un point de
vue algébrique, en voyant par exemple apparaître des quotients de variétés symplectiques holomorphes
connues. Il est en effet assez naturel de conjecturer que les espaces de modules de torseurs possèdent
une structure symplectique, au moins lorsque l’orbifold de base Y et le groupe de Lie G sont analytiques
complexes : une telle structure devrait par exemple pouvoir être obtenue à l’aide des techniques de
géométrie quasi-hamiltonienne développées par P. Boalch pour munir les variétés de caractères sauvages
de structures holomorphes symplectiques ([Boa14]). Le cas réel pourrait alors être incorporé à cette
description quasi-hamiltonienne en suivant les idées déjà utilisées dans [Sch07a, Sch07b, Sch08].

5.2. Fibrés vectoriels sur les courbes algébriques réelles

5.2.1. Topologie des champs de modules. — La formule obtenue pour la série de Poincaré des
champs de modules de fibrés vectoriels réels (Théorème 1.15) est satisfaisante parce qu’elle est très
géométrique : le champs de modules en question fibre sur BU(r) et la fibre de cet espace est elle-même
fibrée en ΩSU(r), au-dessus de l’espace d’holonomie

U(r)g+1−n × SO(r)n × (U(r)/O(r))n−1
,

au moins pour ce qui est de la cohomologie modulo 2. Cette approche nous permet en particulier d’exhiber
des générateurs explicites de H∗(BG τE ;Z/2Z), comme l’ont fait Atiyah et Bott pour H∗(BGE ;Q) et
H∗(BGE ;Z). Mais cela pose aussi des questions naturelles, qui font l’objet d’une collaboration en cours
avec Melissa Liu :

– Une formule similaire à (3.3.18) est-elle possible dans le cas quaternionique ?
– Une formule similaire à (3.3.18) est-elle possible pour la cohomologie à coefficients rationnels ?
La réponse à chacune des ces question semble assez évasive pour l’instant. En particulier, nous sommes

encore loin, avec nos techniques actuelles, d’une formule motivique pemettant le calcul de la cohomologie
rationnelle du lieu réel des champs de modules de fibrés. Dans [BGL94], Bifet, Ghione et Letizia ont
développé un analogue algébro-géométrique des constructions arithmétiques de Harder et Narasimhan
([HN75]) et de l’approche équivariante d’Aiyah et Bott ([AB83]). Leur construction fonctionne pour un
corps algébriquement clos et il serait intéressant de savoir ce qu’il advient lorsque l’on prend R comme
corps de base.

5.2.2. Variétés réelles maximales et Galois-maximales. — Comme expliqué dans le Théorème
1.19, les variétés de modules de fibrés réels de rang 2 et de degré 1 sur une courbe réelle maximale
fournissent des exemples nouveaux de variétés réelles maximales, y compris en dimension petite (1).
Comme les nombres de Hodge de la partie complexe de ces variétés ont été calculés par R. Earl et
F. Kirwan ([EK00]), les espaces de modules de fibrés vectoriels constituent une série d’exemples sur
lesquels étudier la validité et la précision des conjectures de Viro, qui jouent un rôle moteur en géométrie
réelle (voir par exemple [Man17]). Les premières vérifications effectuées en ce sens sont assez probantes
et pourraient s’avérer fécondes. Au passage, le rôle important joué par la géométrie tropicale dans les
problèmes de géométrie énumérative réelle au cours des dernières décennies constitue une incitation à
déterminer la tropicalisation des espaces de modules de fibrés sur les courbes algébriques, comme cela a
été fait pour les espaces de modules de courbes ([ACP15]).

Pour en revenir aux variétés maximales, s’il est peu probable pour l’instant que nous parvenions à
démontrer, directement à partir de la formule fermée de [LS13], que les espaces de modules de fibrés
vectoriels réels de rang quelconque et de degré premier au rang sur une courbe réelle maximale sont
eux-mêmes toujours des variétés maximales, il semble faisable de s’attaquer à une notion plus faible de

1. Dimension 5 si l’on se place sur une courbe de genre 2 et même 3 si l’on fixe le déterminant dans ce cas ; en
genre 3 on trouve respectivement 9 et 6. Pour des fibrés de rang 3 au-dessus d’une courbe de genre 2, la dimension
de l’espace des modules est 10 et elle est égale à 8 si l’on fixe le déterminant.
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maximalité qui est celle de Galois-maximalité. Sans rentrer ici dans les détails, il s’agit concrètement de
montrer que le groupe de Galois agit trivialement sur la cohomologie modulo 2 du lieu complexe de ces
variétés de modules. Pour cela, il suffit de disposer de générateurs de cette cohomologie et de comprendre
l’action de Galois sur ces générateurs, ce qui fait l’objet d’une collaboration en cours avec Melissa Liu.

5.2.3. La formule de Laumon et Rapoport sur le corps des réels. — Lorsque l’on travaille avec
des groupes algébriques définis sur R, la notion de filtration de Harder-Narasimhan de Harder-Narasimhan
peut s’avérer difficile à manipuler lorsque le groupe n’est pas déployé. N.K. Ho et C.C.M. Liu ont par
exemple montré dans [HL08, HL11] que, pour la forme réelle g z→t g −1 de GL(r;C), les strates de
Harder-Narasimhan des espaces de fibrés de degré 0 n’étaient pas préservées par l’action de Galois (à
l’exception de la strate semistable). Du point de vue conceptuel, il s’agit de réduire le groupe de structure
d’un G-torseur E à un sous-espace en groupes parabolique, défini lui aussi sur R. C’est ce dernier point
qui pose éventuellement problème dès que G n’est pas supposé quasi-déployé et j’ignore s’il est toujours
possible de se ramener à ce cas.

Les travaux de K. Behrend ([Beh95]) et J. Heinloth ([Hei08]), combinés aux résultats de Ho et Liu
([HL08, HL09, HL11]) constituent un point de départ naturel pour étudier ces questions, l’objectif
étant d’obtenir une formule fermée, à la Laumon-Rapoport ([LR96]) pour les séries de Poincaré des
espaces de modules de fibrés principaux réels. On s’attend en particulier à pouvoir donner ainsi une
interprétation géométrique de la formule fermée obtenue dans [LS13] et qui correspond au cas du groupe
déployé GLr/R.

5.3. Espaces de Teichmüller supérieurs pour les orbifolds

5.3.1. Composantes de Hitchin pour des groupes déployés à centre non trivial. — Dans
[ALS18], nous avons étudié les composantes de Hitchin pour les représentations de groupes fondamen-
taux orbifolds dans des groupes de Lie réels de type PGL(n;R), laissant de côté d’autres groupes avec
la même algèbre de Lie mais à centre non trivial, comme par exemple

SL±(n;R) ∶= {A ∈GL(n;R) ∣ detA = ±1}.
L’obstruction à faire cela n’est pas à chercher du côté des fibrés de Higgs (la théorie générale fonctionne
très bien pour SL±(n;R), comme nous avons pu le voir dans le Chapitre 2), mais plutôt du côté des
structures géométriques sur les orbifolds.

Dans le cas des groupes de surfaces, une représentation fuchsienne à valeurs dans SL(n;R) doit, par
définition, provenir d’une représentation fidèle et discrète du π1 à valeurs dans SL(2;R), c’est-à-dire d’une
structure spin sur la surface ([Hit92]). Une telle structure n’existe pas toujours sur un orbifold. En fait,
pour un groupe fini Γ agissant par automorphismes sur une surface de Riemann X, il n’existe en général
pas de structure spin Γ-invariante sur X ([KS10]). Long et Thistlethwaite ont trouvé dans [LT19] une
manière ingénieuse de contourner le problème et l’ont appliqué aux représentations de groupes de triangles
orientables dans SL(n;R). Il est permis de penser que cette approche est généralisable à un orbifold
quelconque et peut être combiné aux techniques analytiques de [ALS18] pour déterminer la topologie
et la dimension des composantes de Hitchin (généralisées) associées. L’interprétation géométrique des
représentations ainsi obtenues, ainsi que leurs éventuelles propriétés de discrétude et de fidélité restent
pour l’instant conjecturales mais devraient découler de techniques dynamiques (représentations Anosov)
et à la Fock-Goncharov ([FG06]) par passage à un revêtement fini.

5.3.2. Composantes maximales. — Dans un travail en cours avec Daniele Alessandrini et Gye-
Seon Lee, nous abordons la notion de représentation maximale pour les groupes fondamentaux orbifolds.
L’inégalité de Milnor-Wood attendue se déduit du cas des groupes de surface par passage à un revêtement
fini mais il n’est ensuite pas clair que les représentations maximales du groupe fondamental d’un orbifold
Y soient exactement les points fixes sous l’action du groupe d’automorphismes d’un revêtement fini
X Ð→ Y sur les représentations maximales de π1X. Pour les composantes de Hitchin, nous utilisions
la paramétrisation par les différentielles analytiques pour montrer cela. Et nous ne disposons pas d’une
telle paramétrisation pour les composantes maximales, sauf dans le cas du groupe PSp(4;R), grâce
aux travaux de D. Alessandrini et B. Collier ([AC19]). Nous pensons pouvoir, avec Daniele et Gye-Seon,
adapter cette approche au cas orbifold. Mais les détails techniques restent à fournir. Une question ouverte
est de savoir si nous pourrions obtenir ainsi des exemples de composantes compactes, non réduites à un
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point et constituées de classes d’équivalence de représentations fidèles et discrètes. Dans le cas des groupes
de Coxeter, cette question est reliée à des travaux d’Yves Benoist sur les déformations de structures
projectives convexes en petite dimension (voir par exemple le survey [CLM18]).

5.3.3. Représentations positives et composantes exotiques. — La classification des espaces de
Teichmüller supérieurs au sens de Wienhard (Définition 4.1) n’est pas encore connue. Mais le cas orbifold
est susceptible d’éclairer d’un jour nouveau ces mystérieuses composantes, notamment en fournissant des
exemples en petite dimension, qui parfois se plongent dans l’espace de Teichmüller supérieur corres-
pondant sur un revêtement fini quelconque. Les travaux d’Olivier Guichard et Anna Wienhard sur la
positivité ([GW18]) et ceux d’Aparicio et al. sur les composantes de Teichmüller exotiques ([AABC+19])
constituent à cet égard une grande source de motivation pour développer le cas orbifold dans ce cadre
général. Mais même pour les composantes de Hitchin, de nombreux aspects restent à explorer. J’espère
avoir bientôt l’occasion de revenir sur ce point.
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L’objet de ce mémoire, rédigé en français excepté l’introduction qui est en anglais, est de présenter
les travaux de recherche récents de l’auteur, en vue de l’obtention du diplôme d’Habilitation à Diriger
des Recherches. Les principaux thèmes abordés dans le manuscrit sont : (1) La correspondance de
Hodge non abélienne orbifold, (2) Les espaces de modules de fibrés vectoriels sur les courbes algébriques
réelles et (3) Les espaces de Teichmüller supérieurs pour les groupes fondamentaux orbifolds. Le fil
conducteur est l’application des techniques de géométrie complexe à l’étude de la topologie des variétés
de représentations de groupes fuchsiens.

This memoir, written in French except for the introduction which is in English, contains a pre-
sentation of recent research work by the author, in partial fulfillment of the requirements for the
degree of Habilitation à Diriger des Recherches. The main topics dealt with in the manuscript are :
(1) The orbifold Non Abelian Hodge correspondence, (2) Moduli spaces of vector bundles over a real
algebraic curve and (3) Higher Teichmüller Spaces for orbifold fundamental groups. The guiding prin-
ciple is the application of techniques from complex geometry to the study of topological properties of
representation varieties of Fuchsian groups.
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