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INTRODUCTION.

Soit M une variété compacte de dimension m munie d'un
feuilletage '45 de codimension 1 transversalement orientable

et d'un feuilletage'z,transverse de dimension 1.

Dans la deuxiéme partie de sa thése G. HECTOR a abordé
1'étude des structures des feuilletages. Un peu apreés lui P.
DIPPOLITTO a surpris en énongant (avec une preuve élémentaire)
un théoréme trés utile connu maintenant comme le théoréme de
décomposition de DIPPOLITO : le compl%Eé 0 d'un ouvert connexe

A
saturé U est 1l'union d'un compact -saturé (le noyau de U)

A ~
et d'un nombre fini de variédtés connexes (les bras de U) T -

saturdes non compactes et de la forme B; x (0,1] avec B,€<dU.
Ensuite J. CANTWELL et L. CONLON & partir de ce théoréme
ont montré que tout feuilletage de classe C2 vérifie, ce qu'on
appelera, la propriété de l'existence des EML : pour tout ouvert
saturé U et toute feuille F dans U, le feuilletage /U a un
ensemble minimal dans E[\U. Dans le méme article et comme consé-
quences de ces deux résultats et du théoréme de SACKSTEDER pour
les ensembles minimaux exceptionnels, ils ont étudié la structure
des feuilles d'un feuilletage de classe C2.r
Le présent travail s'inscrit dans la méme ligne sans faire appel
aux hypothéses de différentiabilité. Il se développe suivant

deux directions.

1). Structure des feuilles. Un ensemble E saturé est un

ensemble minimal local (EML) s'il est un ensemble minimal (EM)

du feuilletage induit dans un ouvert saturé U. Une feuille F

est contenue dans un EML si et seulement si la structure inférieu-

re SI(F) de F réunion des feuilles G strictement inférieures

A F (ie vérifiant GeF et G # F) est un fermé. Dans ce cas la

classe Cl(F) de F rdunion des feuilles G équivalentes a T (ie




.

2

telles dque E'='E) est 1l'unique EML contenant la feuille F. On
en déduit qu'une feuille F n'est contenue dans aucun EML si
et seulement si il existe une suite infinie F,<F strictement
croissante (pour 1l'inclusion des adhérences) convergeant vers
F dans l'espace des feuilles M/J:

Si F est une feuille contenue dans un EML de type exception-
nel, il existe un ouvert connexe saturé V contenant F, tel que
toute feuille de V contient F dans son adhérence (ce résultat
est appelé théoréme de SACKESTEDER généralisé au cas i O
en déduit que le feuilletage restriction defgé un ouvert connexe

saturé U a au plus un nombre fini 4'EM de type exceptionnel.

La structure supérieure SS(F) de F réunion des feuilles
G stricteent supérieures a F (ie vérifiant FCGC et FT%E) est

un ouvert. Si elle est vide on dit que F est maximale. Toute

feuille de:F;st alors contenue dans 1l'adhérence d'une feuille

maximale.

Une feuille contenue dans un EM est dite de niveau 1.

Par récurrence transfinie on dit qu'une feuille F est de niveau

un ordinal donné ¢l, si toute feuille G < F est de niveau un

ordinal [B<«& et si pour tout ordinal ﬁ <} , il existe une feuille

Fg< F de niveau @8 .

I1 peut exister des feuilles n'ayant pas de niveau défini.
Cependant, toute feuille polynomiale a un niveau défini et il
en est de méme de toute feuille d'un feuilletage ayant la proprié-
té de l'existence des EML.

En particulier toute feuille d'un feuilletage de classe C2 est
de niveau inférieur ou égal a w (premier ordinal limite). On
montre aussi que le niveau de toute feuille, s'il est défini,
est dénombrable et on construit, pour tout ordinal dénombrable ,

un feuilletage de niveau cet ordinal & .

Au cours de 1'étude de ces questions, on introduit d'autres

notions comme celle de feuilles & profondeur définie (ce sont

les feuilles F telle que toute feuille dans F est contenue dans

un EML), de chaines de feuilles,...




Dans cette direction 1'étude de l'existence et des proprié-
tds des EML est trés utile et a des conséquences directes pour

les structures des feuilletages.

2). Structure des feuilletages. Un ouvert connexe saturé

' oy
U est un produit feuilleté (PF), si toute feuille de i (restric-

Ny
tion de U a4 U ) est homdomorphe a [0,1]. I1 est régulier s'il

est un PF, ou s'il est saturé par des feuilles localement denses,
ou si :F/U a un ensemble minimal E tel gue toute composante
connexe de U-E est un PF (c'est équivalent a dire que toute

feuille transverse de 'O coupe toutes les feuilles de U).

De 1'étude de ces ouverts,on déduit que tout ouvert non PF
contient un ouvert régulier non PF et que la réunion de tous
les ouverts réguliers est un ouvert régulier (ou plus précisément
toute composante connexe de cette réunion est un ouvert régulier).
Le complémentaire C(R) de cette réunion des ouverts réguliers
est égal & l1'adhérence d'une union finie de feuilles semi-propres
(ce dernier résultat est appelé théoréme de structure) ; on
en déduit, par exemple, que C(R) est un ensemble fermé nulle

part dense saturé par des feuilles propres ou exceptionnelles.

Si qf a la propriété de 1'existence des EML (resp. est
de classe Cz), l1'ensemble C(R) est une union dénombrable (resp.
finie) de classes. En particulier dans un feuilletage de classe
C2 sans feuille ressort, & 1l'exception d'un nombre fini de feuil-
les propres toute feuille est contenue dans un ouvert PF ou
dans un ouvert saturé par des feuilles localement denses sans
holonomie, et a un groupe d'holonomie "presque résoluble d'ordre

inférieur ou égal a w" (ie de 1'intersection de tous ses groupes

dérivés est triviale).

Les feuilletages ayant la propriété de l'existence des
EML et sans feuille ressort (tels que, par exemple, les feuilleta-
ges de classe C2 sans feuille ressort, les feuilletages a feuilles
de croissance polynomiale) ont un intérét spécial. Ils vérifient
en particulier le résultat suivant (appelé théoréme de stabilité

de REEB généralisé aux feuilles propres) : toute feuille propre

sans holonomie ayant un groupe fondamental de type fini est




stable. De méme dans un tel feuilletage toute feuille propre

ayant un premier groupe d'homologie réelle nul est stable.

On remarque gque si ﬂl(M) est polyndmial et si:F est sans
cycle évanouissant, la condition "groupe fondamental de type
fini" n'est 'pas nécessaire.

Dans un feuilletage de classe C2, on vérifie, qu'd 1'exception
d'un nombre fini de feuilles, toute feuille propre vérifie ce
théoréme de stabilité.

D'autres propriétés et d'autres classes de feuilletages

seront étudiéesdans cette direction.

Ce travail est concrétisé ar des exemples, montrant
P P
qu'aucune des situations présentées dans ce +travail n'est a

exclure et que les hypothéses introduites sont optimales.

Ces exemples illustreront aussi la grande différence exis-
tant entre les classes C° et C2 et montreront que les méthodes
utilisées en classe C° ne peuvent pas, en général, s'appliquer

(o]
en classe C .




CHAPITRE 1.

DEFINITIONS ET PROPRIETES FONDAMENTALES.

1) Définitions générales et Notations.

a) Définitions.

Un c'-atlas A = {( Uy )} sur une varidté paracompac—

te M de dimension n est dlt un atlas feuilleté de classe C

de codimension p (ou de dimension n-p) si les changements

de cartes “fij: ;i 0 'f)j_l sont localement de la forme :

‘Lfij X,y) = (0"\3.3 ,y),?r (y)) avec (x, y)é[Rn—" n-p JRP.

Deux tels atlas sont dlts équivalents si leur réunion est

encore un atlas feuilleté.

Un feuilletage 4 de classe c® de codimension p sur la

s, . 3 ; r
variétéd M est la donnée d'un atlas maximal de classe C7, de

codimension p sur la variété M.

En codimension 1, si le bord 9 M de M est non vide, la
définition de 1l'atlas feuilleté sera changée de telle fagon
gque pour toute composante connexe MO de M et pour tout

U, tel que U, M M, est non vide, ; est un homéomorphisme

dans [/Lf [R *x ['Qn 2 x X ou dansl}—/ n -,Pn lX/R

Dans le premier cas on dit que+ est transverse a M et

- [ .Y N
dans le deuxieme cas que 4+ est tangent a MO.

o , .
On dit qu'un ouvert U de M est distingué pour -+~ s'il existe
" n ;
une carte \P : V_sSIR™ ae™+ , v v ayant IR pour image
et tel que l~P(U) = p"P x pP-

. n -
Si on désigne pour T_ la topologie sur IR =Rn Px R P

produit de la topologie naturelle sur le premier facteur et




de la topologie discréte sur le second facteur il existe une

unique topologie Ty sur U telle que :

%% (U, TUL___?((P(U), TO) est un homéomorphisme.

Toute composante. connexe de (U, TU) est appelée CF:plaque.
La famille des qf—plaques associées aux cartes distinguées
de ’-Fforme une base de topologie T' sur M appelée topologie
des feuilles. Cette topologie est plus fine que la topologie

initiale sur la variété M. Les composantes connexes de M munie

de cette topologie T' sont les feuilles de qr.

Les cartes (Ui' lfi) induisent sur chaque feuille. une
structure différentielle de classe C° de dimension n-p. Ces
variétés sont a base dénombrable. Les plaques d'une méme feuille
dans un ouvert Ui sont des ouverts connexes disjoints pour

la topologie T Elles constituent une famille dénombrable.

u;*

T chas g
On appelle -chaine toute suite finie (Pl,...,Pr) de + -
plaques telle que pour tout i, 1 ¢ i & r-1, l'intersection
Pifj Pi+l est non vide.

En classe Cl deux feuilletages sont transverses si toute

feuille de 1'un est transverse & toute feuille de 1'autre
(ie si leurs espaces tangents sont transverses) ; ceci implique

l'existence de voisinages ouverts bidistingués (ie distingués

b

a la fois pour 1les deux feuilletages) ; et en ce sens cette

" ~ 0
notion peut étre étendue en classe C .

o~
Le feuilletage 7 est dit transversalement orientable s'il

existe un sous-atlas tel que tous les JEj conservent l'orienta-

tion.

b) Notations générales.

Dans tout ce qui suit on désigne par :

M une variété compacte connexe de dimension n différentia-
ble;

?r-un feuilletage de codimension 1 de classe CO

& OM si 9M est non vide ;

tangent




i’""
L un feuilletage de dimension 1 transverse é'+'et prove-

nant d'un groupe a un paramétre ¢ H

F, (ou L., ou Gx) la feuille de'gfpassant par le point
x de M ;

Tx (resp. Tx+, Tx_) la feuille (resp. la demi-feuille
positive, négative) de (> passant par le point x de M;

lPx le paramétrage t }—» @ (t,x) de la feuille transverse

T = :
On dira :

1) une feuille, une plaque, une chaine, ..., pour une
feuille, une plaque, une chaine,... deCF}

2) une feuille transverse pour une feuille de (hb; un
arc d'une feuille transverse T pour un intervalle de T ;

3) une transversale pour une sous-variété de dimension
1, transverse 2a Qf; un arc transverse par un intervalle d'une

transversale.

c) Classification des feuilles.

La relation d'équivalence associée a la partition de M
en feuilles de-q:’est une relation ouverte. Un ensemble dans

M est saturé s'il est une réunion de feuilles deF . Le saturé

d'un ensemble A, noté Sat(A), est la réunion des feuilles
de f-F' rencontrant A.

Dans tout ce qui suit on désigne par :
U (ou V ou W) des ouverts saturés non vides ;

X (ou Y ou Z2) des fermés saturés non vides ;
CCUF la composante connexe de U contenant F, lorsque

U est un ouvert contenant la feuille F.

Un ouvert est toujours (sauf mention contraire) supposé

saturé.




En considérant 1l'holonomie (voir paragraphe 5-c de ce chapi-
tre), on voit que si x et y sont deux points d'une feuille
F il existe deux arcs transverses I et J dans les feuilles
de "L contenant respectivement x et y et un homéomorphisme
de I sur J respectant les intersections avec les feuilles
de 1.

les :

Ceci permet d'avoir la classification suivante des feuil-

1) s'il existe un arc transverse I tel que INF = Ex}
F est dite propre ;

2) si I{AF contient un intervalle F est dite localement

dense

-e

3) si INF est un ensemble parfait totalement discontinu

F est dite exceptionnelle.

Si F est une union de feuilles propres F est dite totalement

propre.
Le feuilletage g:.est transversalement orienté par T; et

dans la suite nous distinguons le cb6té positif et le cété

négatif d'une feuille F.

. + = - . . o s .
On dit gque F (resp. F ) vérifie une proprleteﬂal si F

vérifie la propriété SD du cbé6té positif (resp. négatif). Par
exemple F+ est propre si pour tout point x dans F il existe

Y

un arc transverse identifié & J-1,1[ tel gque x correspond
a 0 et pour lequel 1l'intersection FMNJ10,1[ est vide. Une

feuille est semi-propre si elle est propre d'un cb6té au moins;

elle est soit propre, soit exceptionnelle.

Lorsqu'on étudiera une propriété Gb d'un cd6té d'une feuille
F ce sera toujours (sauf mention contraire) du cbété positif.
Toutes les définitions et tous les résultats se transportent

pour le cbté négatif.

Si K est une sous-variété d'une feuille F, on parlera aussi

~ rd . . + A ’ 7’ . _
du cdté positif K et du cOté négatif K de K.




2) Ensembles limites et bouts.

Si F est une feuille , on définit 1l'ensemble limite de

F comme l'ensemble, que 1l'on note limF , des points y de M
tels qu'il existe une suite {§€3dans F discréte pour la topolo-
gie de feuille de qt’et convergeant vers y pour la topologie
de M.

L'ensemble limF est un fermé saturé, non vide si F n'est
op—
pas compacte. I1 est égal & F-F. En particulier 1limF est

égal 4 F si F est non propre et & F-F si F est propre.

Soit I une variété non compacte et soit E(L) l'ensemble
des suites{Pi} d'ouverts connexes de L vérifiant les conditions
suivantes :

i) Gi—Ui est une sous-variété compacte connexe de codimen-
sion 1 dans L ;
2) Ui €Uy

3),0) U, =4 .

Deux telles suites £Ui} et {y;% sont dites équivalentes

si pour tout i il existe j et k tels que Uj contientVy et

Vi contient Uk' L'ensemble @i(L) des classes d'équivalence
dans E(L) pour cette relation est appelé l'ensemble des bouts
de L. On dit gqu'une suite EUJ.K définit un bout e de g(L) si
{Pii représente e. Un sous ensemble U de L est appelé voisinage
d

'un bout e défini par la suite {Uig si pour tout i assez

grand Ui est contenu dans U.

On étend la topologie de L en une topologie sur la réunion
L Ué(L) de la fagon suivante :
Si e est un bout défini par la suite {Pig , Ces ouverts

Ui forment un systéme fondamental de voisinages de e.
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Muni de cette topologie L U%’(L) est un compact métrisable
et g(L) est un compact totalement discontinu.

On pose éO(L) = (L) et par récurrence transfinie, si
o est un ordinal donné on désigne par %M(L) 1'ensemble des
points d'accumulations de gB(L) si & est le successeur de/?,
et 1l'intersection Q‘*ép(L) sie esé;(limite.

(

On dit que L est de typeof si L) est fini.

Si F est une feuille non compacte deiqg et si e est un

s v oo
bout de F défini par une suite g?gi ; l'ensemble e-limF = {j& Uy

R
(ou Ui est l'adhérence de Ui dans M) est un fermé connexe saturé

non vide : e-limF est l'ensemble limite de F pour le bout e.

3) Théoréme de décomposition de DIPPOLITO (voir ([Dill]).

a) Recouvrement birégulier.

DEFINITION 1. Un recouvrement fini W = (Ui)i:ll est

un recouvrement birégulier s'il posséde les propriétés suivan -

tes
a) U, est un ouvert bidistingué (c'est-a-dire qu'il

n~-1

existe une cartetfz : U, 5D x ]1-1,1[ distingué a la fois

pourqfét't)) ;
b) si Uir\Uj est non vide il existe un ouvert U bidistin-

gué tel que 1l'adhérence de UiU Uj est contenue dans U.

Un tel recouvrement existe toujours.
Dans un recouvrement birégulier toute plaque de Ui coupe
au plus une plague de Uj'

On fixera une fois pour toute un recouvrement birégulier

uw = (Ui)li=l pour lequel il existe deux autres recouvrements

. -z . [] e 1] l T —_ LI |
biréguliers W' = (U',)",_; et W (ure.)

tout i, 1lgigl, on ait : Tfi CU, et U, CUY .

1

i=1 tels que pour
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Pour tout x dans U ; on désigne par
P (x) la plaque de -f-dans U passant par x

o
r

T {x) la plaque dechﬂm;U passant par x.

b) Complété d'un ouvert.

Si la variété M est munie d'une métrique riemannienne,
on désigne par 0 le complété d'un ouvert U (saturé) non vide
et par i 1l'extention de 1l'injection canonique de U dans M
4 la variété 0. On désigne par dU l'image i (30).

Pour faire 1la construction géométrique de ce complété,
on désigne par (avec éventuellement une permutation des indices
du recouvrement)

U un ouvert (saturé) non vide distinct de M ;
r un entier inférieur ou égal a 1 tel que U, est contenu
dans U si et seulement si i>r.

Pour tout i, 1l<&igr, on note :

Ui+ (resp. Ui_) la composante connexe (si elle existe)
de UﬂU qui contient la plaque }Oi (Dn—l X {1} ) (resp.
5 " x {- 1,

Uik (k un entier) les autres composantes connexes de
U('!Ui ;

+ - - |

P, (resp. P, ) la plaque frontiére de Ui+ (resp. Uy )
dans Ui;

Pik+ et Pik_ les plaques frontidres inférieures et supérieu-
res de Uik‘

* ,.//;//:///////// iy

<~V

R U Ll;

b W o
= |

= g

A i aen
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On note
Evyr + - + -
CSE la réunion des plaques P} , Py , PI + Py,
d U la réunion des plaques PE y PIk :
d "U la réunion des plaques PT sz .

L'ensemble & U est l'union "des feuilles bords" de U (mais
ce n'est pas nécessairement le bord de U).

L'ensemble 5_HI (resp.cf_lﬂ est 1'ensemble des points x
de M-U pour lesquels il existe un E>o tel que l'arc tranverse
22 (o, €L) (resp. %7 1-§, o [)) est dans U. Par holonomie
(voir paragraphe 5-c de ce chapitre) ces ensembles sont saturés.
On a 1'égalitéd U =$TuUd u.

On forme une variété 0 avec bord en recollant les sous-
espaces Ui+ = Pi+L)Ui+, Ui—= Ui_LIPi_, Uikz Pik+L}UikL/P

et Uj pour j>r par les changements de cartes def¥g.

L'injection canonique i = U . 3 M se prolonge en une applica-
tion 4 = 0_3 M qui envoie 90 sur SU. Puisque Q—Jest

transversalement orientable T envoie chaque composante connexe

de A0 homéomorphiquement sur une feuille de &U, mais elle
peut envoyer deux composantes connexes distinctes sur une

méme er111e de S'U.
Si 5F" et T, sont les feuilletages induits par :F/et ', sur 0O,
les ensembles U. , 0. et 0., foéorment un recouvrement birégulier
~ A i i ik
pour (F,TG). Les cartes distinguées sont les restrictions

des cartes distinguées de (¥,T) a ces ouverts.

c¢) Théoréme de décomposition de DIPPOLITO.

THEOREME 1. S8i U est un ouvert connexe saturé non vide

distinct de M, il existe une décomposition :
0 = K\)A LJ...\JA telle que

1) K est une varlete compacte connexe a 001ns'L-saturee,

)qfest tangent a 2KMNdu et G est tangent & IK —(3KnSU);

b -

N o



| | 2 ole F dos
| Ae
v el
2 de T olans K .
VO s s sls T /gwa%ozezw
s 7,ae"l;c+&ytcm@ua
# . oloms U
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3) pour tout i, 1 Ligm, Ai est une variété non compacte

-~
compléte connexe T - saturée de la forme Bi ¥ L 0, 1 1 de
fagon que Bi = B, X {Q} soit une sous variété connexe non

i
compacte compléte QgpsaU et que pour tout x dans Bi’{g} x [0, 1]

soit une feuille de'(,;
4) pour tout i, 1lgigm, 8Bi est un compact connexe tel

que A;NK =<9Bi x Lo, 11.

Oon dit que K est un noyau pour U et que les Ai (1£igm)

sont les bras de U pour K.

I1 est clair que Ai est un I-fibré feuilleté au dessus

de B..
i

.. La démonstration consiste 4 prendre un compact connexe

. + - N
T -saturé contenant tous les Ui et Ui . Ainsi chaque Ai est

une union de U., .
ik

Si L est une feuille de JU on dit que 1l'ensemble A = LK

1 S
est un noyau de L et que les composantes connexes B ,...,B

de L-intA sont des bras de L.

On a les propriétés suivantes :
1) A est une sous variété connexe de dimension n-1;

2) BlC)A (1¢igs) est une composante connexe de oA

-8

3) Le G- saturé de B' est conjugué au feuilletage vertical

de Bl x I.

d) Définitions et propriétés fondamentales des ouverts produits

feuilletés.

DEFINITION. Un ouvert connexe est un produit feuilleté
-~

(on écrit PF) si toute feuille de Tl est homéomorphe a [0, 17].

On peut aussi caractériser ces ouverts PF (produits feuille-

tés) par l'une des propriétés suivantes :

—
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1) pour tout x dans U, TX+ et Tx_ rencontrent le
complémentaire U de U ;
2) pour tout x dans U, T_ rencontre ‘u :
3) pour tout x dans § U, T; rencontre ‘U ;
4) pour tout x dans & U, T, rencontre Sl
De plus si l'ouvert U ne contient aucune plaque bord du

recouvrement birégulier W (ie aucune plaque de la forme
LFi(Dn“JL X {i 1})11 est PF.

Remarques :
1) A 1l'exception d'un nombre fini, inférieur ou é&gal

a 21, toute composante connexe d'un ouvert est un PF.

A2) Si U est un ouvert PF et si L est une feuille de
du, F est topologiquement conjugué 3a un feuilletage défini
par une représentation Q‘!ﬁ;(L)__g Diff+r(E 0, 11).

Le groupe G, = ¢ (7T1(L)) est appelé groupe de structure

g§_$7U (ou de U?.

Si GU est trivial, on dit que 0 est un produit trivialement

feuilleté (et on écrit PTF) ou que U est feuilleté en produit
(et on écrit FP).

3) Si U est un PF, SU contient au plus deux feuilles

Ll et L2,

Lile = Limch:LimF.

et pour toute feuille F dans U on a

PROPOSITION 1. Si U est un ouvert connexe (PF ou non) saturé

éﬁ est une union finie de feuilles.

Preuve. Si U est un PF, & U contient au plus deux feuilles.

+ . ; .
Sinon et si L est une feuille de & U il existe une feuille
de ﬁi(feuilletaqe induit par?asur 0) partant de L non homéomor-

phe & [ 0, 1 ]; il existe donc un ouvert bidistingué du recou -

vrementl{ayant une plaque bord dans U.

Gut el aills
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LEMME 1. Soit ipn} une suite strictement décroissante
d'ouverts non vides telle que 1l'intersection Q = gn Un est
d'intérieur vide. Il existe alors un entier n tel que U  est

un ouvert PF.

Preuve. Du fait que l'intérieur de Q est vide, on peut supposer
que Q ne contient aucune plaque bord et ainsi il existe un
entier n tel que U  ne contient aucune plaque bord donc U}

est un PF.
oo (I S [

COROLLAIRE 1. Il existe un nombre fini de feuilles Ll""'

L tel que l'ouvert M - L VU ...ULg est un produit feuilleté.

On verra qu'on peut supposer dJque LlL)...LJLS est la réunion
de toutes les feuilles qui ne sont pas contenues dans aucun

ouvert PF.

Preuve. Soit {fﬁ}une suite partout dense dans M. L'intérieur de
[

s ouverts [%1 = MwalL)...LJFxn est vide.

Il existe donc un entier s tel que l'ouvert Ug est un PF ;

l'intersection

ce qui prouve le corollaire.
s el

Nous reviendrons a 1'étude de ces ouverts au chapitre 4

paragraphe 1.

4) Définitions générales.

1) On dit que P (resp. F ) est contenue dans§ U si et seule-

+ - ; :
ment si F est contenue dans § U (resp. & U) (voir notation

du paragraphe 1-3-b).

i + ,
2) Un ouvert V est un voisinage de F (resp. F) si F est
+ .
contenue dans 6+V (resp. V). (F est propre si et seulement

si elle posséde un voisinage).
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3) Etant données deux feuilles F et G, on dit gque F est

inférieure ou égale G (ou que G est supérieure ou é€gale

a
a4 F), et on écrit FE G (ou G 3 F), si la feuille F est contenue
dans 1l'adhérence de G.

Les feuilles F et G sont dites comparables si on a F & G

ou G £ F.
La relation d'équivalence sur l'espace des feuilles Méﬁ
associéé au préordre "¢" est définie par :
FEXG&DF = G.
La réunion des feuilles équivalentes 34 une feuille donnée

est appelée classe de F. On la note Cl (F).

Les feuilles d'une méme classe sont de méme type propres,
denses ou exceptionnelles. On parlera alors d'une classe propre,
dense ou exceptionnelle.

Les propriétés suivantes sont triviales :

a) deux classes distinctes sont disjointes ;
b) deux classes ayant méme adhérence coincident ;
c) une classe rencontrant un ouvert U est contenue toute

entiére dans U.

4) Etant données deux feuilles F et G, on dit que G se rappro-

che de la feuille F (ou que G est strictement supérieure a

F ou que F est strictement inférieure & G) et on écrit G—>F

(ou G > F , ou F < G), si F est contenue dans l'adhérence de G
avec F # G.
Dans ce cas, si X est un point de F il existe une suite

infinie de point {xé} dans TX‘fMS qui converge vers x (cette
derniére propriété est équivalente a dire que F est contenue

dans 1im(G). Si on peut supposer que la suite o est dans

+ - . + -
T, N G (resp. B () G) on dit que F (resp. F ) est contenue

dans lim G ou que G se rapproche de F+ (resp. F ) et on écrit
H— F+, ou G > F', ou FT < G.

La feuille G se rapproche de F si et seulement si elle se
rapproche d'un cdté au moins de F. Elle se rapproche alors

nécessairement de tout co6té non propre de F.
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5) Si F est une feuille 1la réunion, notée SI(F) (resp.
SS(F)) des feuilles strictement inférieures (respectivement

strictement supérieures) & F est appelée structure inférieure

(resp. supérieure) de la feuille F.
Pour toute feuille F on a F - CL(F) = SI(F) et FUSS(F)

-

est la réunion des feuilles comparables & F.

6) Une suite F t de feuilles convergent vers une feuille

F si la suite correspondante dans l'espace des feuilles Mﬁf
converge vers F (au sens de la topologie quotient).
Une telle suite Fé} se rapproche de F si elle contient

une sous suite infinie convergeant vers F.

De la méme fagon que précédemment on peut aussi préciser

n +
que la suite {Fn) converge vers F ou F , ou se rapproche

de F ou de F .

7) Si on peut trouver un voisinage V d'une feuille F tel
que :
a) toute feuille de V contient F dans son adhérence

on dit que F est attractante (dans ce cas, pour tout x dans

F il existe un Eo > 0 tel que 1l'ouvert V est é&gal &
Sat (‘fx (1- &, €C ), pour tout £< Eo);
b) 1l'ouvert V est un PF on dit que F est semi-stable;

c) l'ouvert V est FP on dit que F est stable. Si Flest

. + ;
propre on dit que F est attractante, semi-stable, ou stable

si la propriété a), b) ou c) est vérifide pour un voisinage
+
ouvert V de F .

Toute feuille équivalente 3 une feuille attractante
est attractante.

Remargues s

a) Une feuille propre est attractante si et seulement
si elle est attractante des deux cbtés.

b) Le théoréme de Sacksteder - Schwartz - Dippolito

(théoréme 1-5-d-2) montre que si F' est une feuille propre
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elle est attractante si et seulement si il existe une feuille
G se rapprochant de F+. Elle est semi-stable si elle est non
attractante. Par suite a toute feuille F propre on associe
un voisinage connexe non vide V(F+) de F+, appelé voisinage

v 3 + r'd 1] .
caractéristique de F , obtenu en prenant la réunion des feuilles

se rapprochant de F+ si F+ est attractante, ou la réunion
des ouverts PF voisinages de F+ si F+ est non attractante.
On verra que dans ce dernier cas V(F+) est aussi un ouvert
PF. Pour tout x dans F il existe alors un E> o tel que V(F+)
est égal a l'ouvert Sat(?x(]o,élf)).

c) SI F est une feuille exceptionnelle propre du coté
positif 1'ouvert V(F+) défini au b) est contenu dans la structu-

re supérieure SS(F) (voir remarque 3-d-3 de ce chapitre).

Exemples.
1) Si F est propre on a les égalités suivantes :
a) CL(F) = F ;
b) SI(F) = lim F ;
c) SS(F) = V+L;V* ott V¥ est égal a l'ouvert V(FL) si

Fi est attractante et est vide si Fi est non attractante.
En particulier SS(F) est vide si F est non attractante
des deux cotés.
2) Si F est contenue dans un ouvert connexe D saturé
par des feuilles localement denses on a les égalités suivantes :
a) Cl(F) =D ;
b) SI(F) = F - D ;
c) SS(F) = ¢.
La structure supérieure de toute feuille localement

dense est vide.
5) Holonomie.

La notion d'holonomie a été introduite par EHRESMANN pour

étudier le voisinage d'une feuille. Si x est un point d'une

feuille F 1l'holonomie de F est une représentation
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¢.'_!I-(F,x)—>g ol E est le groupe des germes en O des homéomorphis-—
mes locaux de IRqui laissent fixe le point 0. Cette représenta-
tion est définie & un automorphisme intérieur pres de G. Le
groupe d'holonomie de F en x est 1l'image de TTI(F,X) par ¢
(i1 est défini a une conjugaison preés).

Pour préciser la construction de ¢ de fagon géométrique
3 1l'aide des feuilles transverses nous allons introduire la
notion de pseudogroupe d'homéomorphismes locaux d'un espace

topologique.

a) Pgeudogroupe.

Si ¥ est un homéomorphisme local d'un espace topologique
X on désigne par DY (resp. RY ) la source (resp. le but) de

Y.

DEFINITION 1. Soit X un espace topologique. Une famille

M a'homéomorphismes locaux de X est un pseudogroupe si elle

vérifie les propriétés suivantes :
1) id, & P
2) si¥ est un élément de R ¢ : R¥ —D¥ appartient

all,

3) si Xl et 2(2 sont deux éléments de /7 tels que
1'intersection Rb’zf\Db’l est non vide alors
b’lo 2{2 ! KzFl (DY N RY ,)— 31 (Db/l/\szz) est un élément
de M ;

4) si {KJ je 1 est une famille d'éléments de (7 telle
que pour tout couple (i, J) dans I x I on a 1'égalité ari=253
" sur 1'intersection D& ,MD b’j alors 1'élément & défini par

¥x = G'ix pour xE_DKi est un &lément del?, s'il est un
homéomorphisme ;
5) si® est un élément de [T et U est un ouvert dans

DY la restriction de ¥ a U est un &lément de /7.

On dit que [T est un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux

en un point x si pour tout § dans /7, x est un point de D& fixe
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parb’ et si on a les propriétés 1), 2), 3), 4) et la propriété

5') pour tout § dans /7 et tout voisinage ouvert U
de x dans DX on a J/Ue .

Un sous-pseudogroupe de [ est un sous ensemble de/’qui est

lui méme un pseudogroupe.

On dit que /7 est engendré par un sous-ensemble /'Z) (ou que
/;' est un systéme générateur de/7), si tout élément de Ppeut
étre obtenu aprés un nombre fini d'opérations de types 1),
2), 3), 4) et 5).

Le pseudogroupepest de type fini (resp. dénombrable) s'il

posséde un systéme générateur fini (resp. dénombrable).

Si x est un point de X on désigne par

['x- {KX/KE/Z? l'orbite de x par /';

/;; ={é{6/7/x6Db’et & x = x} le sous-pseudogroupe de
stabilité de /7 en x.

DEFINITION 2. Soit f' un pseudogroupe d'homéomorphismes

locaux de [R+ en l'origine. On dit que

l)r' est contractant s'il contient une contraction

(ie s'il contient un élément & tel que ¥x < x pour tout x
strictement positif dans DY );

2) [T est attractant en o__s_z_:il existe €> o tel que
pour tout x dans Jo, &L on a o & [Mx.

3) [Test trivial en O s'il existe &> 0 tel gue pour
tout x <€ on af% = {x}

b)Théoréme de Sackesteder pour les pseudogroupes de classe

e

Soient [ un pseudogroupe de difféomorphismes locaux

croissants de classe c® d'une sous-variété X CR (X n'est pas

nécessairement connexe et 90X peut étre non vide), Fo un systéeme

Qe
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générateur fini de r1 C un cantor (ie un sous espace fermé
parfait totalement discontinu) invariant par [ contenu dans
int(X) tel que 1l'intérieur de la source de chaque élément
de r' coupe C suivant un compact, et soit x un point de(C
extrémité d'une composante connexe de X- L+

Le résultat suivant est appelé théoréme de Sacksteder

°

pour les pseudogroupes de classe C2 -

THEOREME 1. Sous ces hypothéses si 1l'orbite /; est non
propre il existe une suiba{?&] dans r1et un voisinage compact
connexe U de x tels que:

1) Uc;Daﬁ pour tout m ;

2) limb’m(x) = X ;
m——0

3) lin16;1= o uniformément sur U.
m—0

COROLLAIRE 1. Si x, U,}J ( sont comme dans le théoréme

et si VCU est un voisinage compact connexe de x alors pour
tout m assez grand BE(V) est contenu dans V et 5;1ea un seul
point fixe non trivial X dans V.

En particulier X est un point de C et Zr' est une

contraction des deux cdtés.

est une suite dans X gqui converge Vvers X, alors pour tout

n assez grand, x est un point adhérent a 1l'orbite f%n.

)

|

COROLLAIRE 2. Si/-', C et x sont comme avant et si {Xn‘g
Preuve. Soit ¥y le point le plus proche de x dans /1n;

on peut supposer que les ¥ sont dans U et tous différents

de x et que la suite {y-} est strictement croissante et converge

vers x. Pour n assez grand on a deux voisinages compacts conne-
\
xes Vn et V de x tel que :

V

+l

nf\‘r'y {Y 3
Vst i1 = {¥ne1} -
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Pour n assez grand on a alors Bgﬁvn)cjvn et
Zgl(vn+l)cvn+l' Le fait que me a un seul point fixe dans V_
contredit nos conditions puisque celles-ci impliguent que

qg a deux points fixes Fis et Yo 4q1-

& oo Evds
c) Relévement de chemins et holonomie.
Soit ¢ : [ o, 1 1—3L un chemin dans une feuille
joignant le point B = c(0) a X, = c(l), et soient T, et
o
TXl les feuilles transverses passant respectivement par X,
et Xy -
LEMME [Ha2]. Il existe un ouvert I dans T  contenant
- o
x et une application continue C : I x [ 0, 1 J—> M tels
que :

1) pour tout x dans I 1l'application t—=C (x, t)
est un chemin d'origine x contenu dans la feuille L%;

2) pour tout s €L 0, 1 11 1l'application x—2C(x, s)
est un chemin d'origine c(s), contenu dans la feuille TC(S).
Cette application est uniquement déterminée par C et I.
On dit que C est le relévement du chemin ¢ dans les

feuilles voisines le long des feuilles deqs.

L'homéomorphisme local h, 6 de T, dans Txl défini
o
par hc(x) = C (x, 1) est déterminé par la donnée de c et de
I.
+ —_ ) +
On note h la restriction de h_ a T .
& c X

L'ensemble de tous les hc engendre un pseudogroupe
P sur la somme disjointe M(z;) de toutes les feuilles transver-

ses : P est le pseudogroupe d'holonomie de:rﬁ Il est de classe

ct siﬂq{et z;sont de classe Cr.
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L'ensemble PLX de tous les hc tels que c est un

o
lacet basé en x_  dans la feuille LXO engendre un pseudogroupe

en X appelé pseudogroupe d'holonomie de L, en x . En identi-
o
JLiant T alR ou a st par 1'homéomorphisme LP tel que ?(o)=x ;
Xo Xo o
on. pourralt supposer que PLXO est un pseudogroupe d'homéo-
morphismes locaux de |R en o conservant l'origine. On considérera
de méme le pseudogroupe PE; d'homéomorphismes locaux de

a
Co, +®C en 0 engendré les h +.

Si ¢ et c¢' sont deux chemins dans une feuille I de
mémes extrémités x_ et x; homotopes dans la feuille L, alors
hc et hcl ont méme germe au point X e

On obtient donc un homéomorphisme¢de771(L, xo) dans

¥

le groupe des germes en X des homéomorphismes locaux de Txg
par un paramétrage LP de 'I' Xe tel quejﬂ (o) = X le groupe
é(ﬂ&(L, X ) se confond avec un sous-—-groupe de GHR, 0) (groupe
des germes d'homéomorphismes locaux de JRen 0). Un changement
de paramétrage, de transversale ou de point dans la feuille
modifie ce groupe par un automorphisme intérieur dans Eﬂ Cette
classe d'équivalence est appelée improprement groupe d'holonomie
de la feuille L.

D'aprés ce qui précéde on supposera que le groupe

d'"holonomie H(L,xo) de la feuille L est l'ensemble des germes
en o des éléments de PLx,considéré comme sous-pseudogroupe
du pseudogroupe en o des homéomorphines locaux de JR conservant

1'origine.

Remarque 1. Puisque toute transversale passant par Xq

est localement homéomorphe a T, par un homéomorphismefptell
o

que lP(xo) = X, on a un lemme équivalent si on remplace T, [
O
et Txl par deux transversales arbitraires N, et le'

o

Remarque 2. Si N est une transversale quelconque. L'ensem-—

ble de tous les reléevements des chemins joignants x & x' pour
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tous les couples (x, x') des points .de N situésdans une méme
feuille est un pseudogroupe [{ Le sous-pseudogroupe de stabilité

en un point x est conjugué a PL_.

Le pseudogroupe P est énorme mais on peut trouver
un sous-pseudogroupe de type finif%ontenant les mémes informa-
tions ([CHa 21 et [CP121).

; _ 1 ¥ | )

Soient W = (Ui)i=l et W' = (Ui)i=l
(comme dans le paragraphe 3-a de ce chapitre) et soit Xi (1gigl)
la rL—};:alatque Vi ({0} x -1, 113).

On peut définir des applications de transitions alj

1
deux recouvrements

par Bij(X) = y si la plaque Pi(x) dans Ui rencontre la plaque
Pj(y) dans Uj' On désigne alors par/’ le pseudogroupe de la
somme disjointe X = UXi engendré par les ng (141, jsl);/vest
identifié & un sous-pseudogroupe de P avec correspondance
biunivoque entre les orbites.

Le groupe d'holonomie d'une feuille LX passant par
X € X correspond (& un isomorphisme prés) a l'ensemble des

germes en x du sous-pseudogroupe de stabilité delTen X

DEFINITION 1. On dit qu'une feuille :

L) . Liresp. L+) est contractante si le pseudogroupe

d'holonomie PL (resp. PL+) contient une contraction en o ;

. . + .
id0) B est ressort si elle est contractante et non

propre ;
iii) L est ressort si elle est ressort d'un cdté

au moins (w(,'r[[_a. :ZJ) i

Remarques :

1) Une feuille est contractante si et seulement si
elle est contractante des deux cdtés.
2) Toute feuille ressort est attractante.

.+ R
3) Une feuille L est attractante si I (ou si L )

est non propre et si pL” (ou si PL”) est attractant.
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d) Résultats généraux sur 1'holonomie.

Théoréme de Sacksteder pour les feuilletages de Classe

la

Si F est wune feuille semi-propre  exceptionnelle,

le résultat suivant est appelé théordme de Sacksteder pour

les feuilletages de Classe CZ.

THEOREME 1. Tout voisinage saturé de F contient une
feuille ressort dans F. De plus la feuille F est contenue
dans un ensemble minimal local exceptionnel (voir paragraphe
2-3_3) °

Preuve. Le choix de trois recouvrements adéquats comme
dans 1le paragraphe 1-3-a permet 1l'application du théoréme
de Sacksteder au pseudogroupe défini ci-dessus.

Soit x un point de F les corollaires 1) et 2) du
théoréme de Sacksteder assurent l'existence d'une suite {%n}
dans T, et d'une suite{}?} d'éléments de/ﬂayant les propriétés
suivantes :

1) 621 est une contraction ayant X ~pour seul point

fixe ;
2) les feuilles F. et ¥ ont méme adhérence.
n
Pour un tel x on désigne par U le saturé de Db:l et
par L une feuille de U. En a F = FXIC.L ; donc Fxn est une
feuille ressort et E = F/MU est un ensemble minimal local

contenant F.

CogsLed.,

Théoréme de Sacksteder-Schwartz-Dippolito.

Dans ce paragraphe on désigne par :

1) L' une feuille propre ;

2) x un point de L identifié & 0 ;

3) PL+ le pseudogroupe d'holonomie sur Tx+ (identifié

b + by ,
a [R ) obtenu par relevement des lacets basés en x dans la

feuille L le long du champ transverse.
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Dans [S.s. 11 Sacksteder et Schwartz ont montré que
s'il existe une feuille F se rapprochant de L+, alors le pseudo-
groupe d'holonomie PL+ de LJr est attractant en O. La feuille
L+ est attractante si PL+ est attractant en 0. Réciproquement,
si p.Y est non attractant en 0 il existe une suite de réels
&nzé} convergeant vers 0 telle que, pour tout n, tn correspond
' a un point fixe de ) Dippolito montre alors dans le théoréme
gqui suit que, pour tout n assez grand, la feuille %ﬂpassant

par le point tn est homéomorphe a L et que 1l'ouvert

Sat(r;(lo,tn[n est un PF. On en déduit que si PL' est non attrac-
i tant en 0, la feuille L+ est non attractante et elle est semi-
stable.

THEOREME 2. Soit LY une feuille propre non attractante
et soit x un point de L. Pour tout point t fixe de PL+ assez
proche de 0 il existe un plongement QJt : Lx Lo, 1]J—M
tel que

1), (z, o) = z pour tout z dans L ;

2)\P({%} = L 0 1] est contenu dans la feuille trans-
verse passant par z, pour tout point z dans L ;

3)\Vt(L X {E} ) est la feuille de quassant par 9%t).

En particulier l'ouvert Sat(yi(f]o, t[ ) est un PF.

Preuve. Soient £ un réel strictement positif tel que
la feuille L ne coupe pas l'intervalle J = Jo, EC , U est
le saturé de J et A, Bl,...Bn la décomposition de L comme
dans la remarque l-3-c-l1l. Si t est un point de 7o, ¢C fixeé
par PL+, le fait que A soit connexe et que-ﬂi(l) soit de type
fini implique que si t est suffisamment petit une partie Ay
de la feuilli Ft
feuilles de q; sur A. L'inverse de cette projection est un
plongement P : A_faFt- Puisque pour‘tout i, 18iLr, B%\A est
connexe et Sat:i:Bl est un PF, le fait que tout lacet dans

se projette homéomorphiquement le long des

. i
L en x se reldve en un lacet en t dans la feuille Ft(PL (t)=9

montre que P se prolonge en un homéomorphisme de L sur

Ft.

e.q.f.d.
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Sacksteder et Schwartz ont aussi montré que pour
une courbe fermée transverse © telle que le saturé Qg de & soit
différent de M, toute feuille L de &+Qo est attractante du
coté positif.

En effet, du théoréme précédent on déduit que si
L+ est non attractante il existe une suite infinie de feuilles
{Fn se rapprochant de L telle gque pour tout n la feuille
F est homéomorphe & L et coupe & en un point vy, . La
contradiction vient alors du fait que la suite {&n} ne peut

pas avoir de point d'accumulation dans &.

COROLLAIRE 1. Si U est le saturé d'une union de feuilles

- . ; + +
transverses et si L est une feuille degf U alors L est attrac-

tante et non semi-stable.

Preuve. Si ¥ est semi-stable il existe une feuille

s L h ’
transverse T dans U coupant un voisinage PF de L ce qui est
impossible puisque dans ces conditions l'intersection T ML

est non vide.
S E.ds

o+ ;
Remarque 1. On a vu que L est attractante si et seule-—

+ T .
ment si PL est attractant en o. On vérifie facilement que

. i + T
L+ est stable si et seulement si PL est trivial en o. En

particulier dans un feuilletage transversalement analytique
toute feuille propre sans holonomie est stable (dans un tel

feuilletage une feuille non contractante est sans holonomie).

Théoréme d'Hector et Epstein.

Soit H la réunion des feuilles de F ayant de 1'holono-
mie. Des exemples permettent de montrer que H peut contenir

une union non dénombrable de feuilles et méme que 1l'intérieur

de M-H peut étre vide.
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On a cependant (Hector [He 4] et Epstein [(E.M.T.])

PROPOSITION 1. La réunion des feuilles sans holonomie

est un ensemble résiduel. Cette réunion est en particulier

partout dense.

6) Croissance [Mil] et [Pl 2].

La notion de croissance a été introduite pér PLANTE en liaison
avec 1l'étude des mesures transverses invariantes par holonomie.
Il a montré qu'elle est utile dans 1'étude qualitative des
feuilles non compactes. Intuitivement le degré de croissance
d'une feuille mesure la complexité de 1l'injection canonique

de la feuille dans la variété ambiante.

On désigne par Eﬂ ﬂ§+) l'ensemble des fonctions croissantes
de IR+ dans l'R+.

DEFINITION. Si f et g sont deux éléments de é( R") on

dit que f domine g, et on écrit cr(f)jcrg s'il existe des
réels ¥ 3o, ﬂ>,o et arGTR tel que pour tout t assez grand on
a 1'inégalité £(t) 3Ag(Pt +o4 ).

On dit que f et g ont méme type de croissance si f domine

g et g domine f. On note Cr(f) l'ensemble des fonctions ayant

méme type de croissance que f.

DEFINITION. On dit qu'une fonction f est a croissance

1) polyndémiale si f est dominée par un polynbme;

2) polyndmiale de degré exact r€R si elle a méme

. ~ X
type de croissance gque le monome t  ;

3) sous-exponentielle si elle est strictement dominée

par la fonction et ;

4) exponentielle si elle domine la fonction et
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I1 est facile de voir que f est exponentielle si et seulement
si lim inf 1/ Log f(t) > o.

t——— o2

Fixons un recouvrement birégulier (Ui)i:ll et une plaque
Po dans une feuilles F.

On désigne par g : 2 —>7Z" 1a fonction dont la valeur en
n est le nombre de plaques distinctes reliées a P par une
chaine de longueur inférieure ou égale a n. On dit que Ip

est une fonction croissance pour F et on pose Cr(F) = Cr(gF).

Ce type de croissance est indépendant de la plaque Po et
du recouvrement choisi.

Si M est une variété riemanienne et si d est la distance
induite dans la feuille F, on désigne BX(R) :‘[yEF 4 d(x,y)<§}la
boule dans la feuille F de centre x et de
rayon R, et par hy : lRf——Q wt la fonction définie par
DL (R) = Vol (By(R)).

Ce type de croissance de h, est indépendant de la métrique

et du point choisi, et on vérifie que l'on a aussi

Cr(hF) = Cr(F) = Cr(gF).




CHAPITRE 2

Structure des feuilles

Introduction.

Ce chapitre est consacré a 1'étude des structures des
feuilles.

Un ensemble saturé E est un ensemble minimal dans un

ouvert U si c'est un ensemble minimal du feuilletageqrinduit

dans U. C'est un ensemble minimal local (EML) si c'est un

ensemble minimal (EM) dans un ouvert U.
Toute feuille F d'un ensemble minimal E est dite de

niveau 1. Elle est dite de niveau un ordinald si toute feuille

G<F a un niveau [3<d\ et si pour toutfkel il existe une feuille G<F
de niveau 3 .

Une famille ?£>tota1ement ordonnée maximale (c'est-a-
dire telle que toute feuille comparable a toutes les feuilles

de \e,est équivalente & 1l'une d'elles) est dite une chaine

de feuilles.

Au cours de ce chapitre on démontre les propriétés suivan-
tes :

1) Une feuille F est contenue dans un EML si et seulement
si sa structure inférieure est un compact, ou encore si et
seulement si sa structure inférieure est un fermé dans un
ouvert contenant F.

2) Une feuille F n'est contenue dans aucun EML si et
seulement si il existe une suite infinie {?n<€} convergeant
vers F, ou encore si et seulement si toute chaine de feuilles
contenant F contient une suite {Fn<F de feuilles convergeant
vers F.

3) 8i F est une feuille contenue dans un EML de type
exceptionnel alors 1l'ensemble SS(F) U Cl(F) est un ouvert

connexe. Ce résultat est appelé théoréme de Sacksteder pour

les feuilletages de classe g%,
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4) La structure supérieure de toute feuille F est un
ouvert. Si elle est vide F est dite maximale.

5) Toute feuille maximale est contenue dans un ouvert
soit produit feuilleté soit saturé par des feuilles localement
denses.

6) Toute feuille est contenue dans 1'adhérence d'une
feuille maximale.

7) Une feuille F est maximale si et seulement si ou
bien elle est propre non attractante des deux cbtés ou bien
sa classe est une union de feuilles non propres des deux cdtés.

8) Une feuille ayant un niveau.oﬂ est contenue dans un
EML si et seulement sitﬂ est non limite. En particulier le
niveau de toute feuille  totalement propre est fini s'il
est défini.

9) Pour tout ordinal & la réunion N® des feuilles de
niveau inférieur ou égal a<{ est un fermé. On en déduit que
le niveau de toute feuille est un ordinal dénombrable s'il
est défini.

10) Pour tout ordinal ol 1'adhérence de toute feuille
contient au plus un nombre fini de classes de niveau exactement
#.En particulier 1l'adhérence de toute féuille de niveau défini
(resp. fini) est une union dénombrable (resp. finie) de classes.

11) La réunion rpk (k un entier) des feuilles totalement
propres de niveau inférieur ou égal & k est un fermé.

12) Une feuille F a un niveau défini si et seulement
si son adhérence contient un EM dans tout ouvert U la contenant.
C'est encore équivalent a dire que toute famille totalement
ordonnée dans F a un plus petit élément.

Toute famille totalement ordonnée dans F a un plus grand
élément si et seulement si toute feuille G CF est contenue

dans un EML ; dans ce cas on dit que F a une profondeur.

D'autres propriétés concernant les structures des feuilles
telles que profondeur des feuilles, éléments minimaux des
chaines de feuilles, des propriétés des EML,..., seront étudiées
dans les chapitres qui suivent, aprés 1'étude de 1l'existence

des EML au chapitre suivant.

4L
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L'ensemble de ces propriétés avec la notion d'ouverts réguliers
(cf. chapitre 4) aura des conséquences directes sur le probléme
de structure et de décomposition des feuilletages et sur la
stabilité des feuilles (cf. chapitre 5).

1) Propriétés fondamentales.

a) Propriétés générales.

On désigne par :

U un ouvert connexe non vide ;

V un ouvert dans U distinct de U ;

x un point de (V-V)NU ;

{xn—j une suite de points dans VM Tx convergeant vers

x (on suppose que, pour tout n, x_ est dans T; ) 3

la on

7 bn[ la composante connexe CCV(\TX'

n

On suppose que la suite {?n est infinie (dans le
+

cas contraire Fo serait une feuille de & VNU).

Avec ces notations on a les propriétés suivantes :

1) pour tout n assez grand, a, et bn sont des points
decfv(ju, et 1l'intervalle [ ar bn] est une feuille transverse
de %/\?:

2) il existe deux feuilles I, et L, dans 5v telles
que L, (resp. L2) contient une infinité de points a, (resp.
bn) ; ~
3) le complété V de V contient un bras A qui contient
une infinité d'arcs transverses ]an, b [; 1'ouvert Sat(A)
est alors inclusdans SS(FX) :

4) pour tout n assez grand 1l'ouvert Sat( :]an, bn[:)

est inclus dans SS(FX).
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Comme conséquences de ce qui précéde on a les propriétés

suivantes
a) L'intersection <§V{W U est non vide. On a bien sfir

1'inclusion &VCU USU.
b) V-V =JV (au sens des adhérences dans U).

c) Si Y est un fermé saturé dans U strictement contenu
dans l'adhérence d'une feuilleF de U et si V est 1l'ouvert Ccﬁ_
onayY = (V-V)NU :EG%\U.

d) Si G et F sont deux feuilles telles que G<KF et si

Y

V est l'ouvert CC;ia ;G est équivalente a une feuille semi-
propre ded V.

En effet,<§v-= G et §V est une union finie de feuilles.

e) Si X est un fermé saturé non vide contenu dans 1'adhé-
rence d'une union finie de feuilles Ll""' LS alors X est
exactement 1'adhérence d'une union finie de feuilles.

En effet, si 1l'intersection Xi = }(ffzi(lgiss) est non
vide, elle est égale a 1l'adhérence d'une union finie de feuil-
les.

f) La réunion C(PF) des feuilles contenues dans aucun
ouvert produit feuilleté est 1'adhérence d'une union finie
de feuilles. Elle est compacte.

En effet, du corollaire 1-3-d-1 il existe un nombre
fini de feuilles Ll""' LS telles que 1l'ouvert M—-ﬂIUTTTUE;
est un produit feuilleté, la propriété précédente permet

de conclure.

PROPOSITION 1. La structure supérieure SS(F) de toute

feuille F est un ouvert.

Preuve. Soit G une feuille strictement supérieure a

.+
F se rapprochant de F+. Si F est propre elle est attractante

et son voisinage caractéristique est inclus dans SS(F). Si
elle est non propre la feuille G rencontre un bras A de l'ouvert
vV = Ccﬁiﬁ- tel que Sat(A) est inclus dans SS(F) (pour cela

on choisit un point x de F CCV-V est une suite {xn‘g dans
GNT _ convergeant vers X et on applique la propriété 3) précéden-
te.

c.q.f.d.
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COROLLAIRE 1. Si ian est une suite de feuilles qui
converge vers une feuille F et si G est une feuille stricte-

ment inférieure a F, alors pour tout n assez grand, on a G<Fn'

b) Propriétés concernant les suites de feuilles.

Etant donné une suite de feuilles {?n qui converge
vers une feuilles P on a les propriétés suivantes :

a) Si F+ est propre attractante on' a F<Fn, pour tout
n assez grand (par définition).

b) S8i F est propre et F' non attractante, alors pour tout
n assez grand F et Fn sont non comparables et limF = Fch1ian
(théoréme de Sacksteder-Schwartz-Dippolito).

¢) Si F est non propre et B propre, alors pour tout
n assez grand on a F<Fn (dans ces conditions le voisinage
V(F+) est contenu dans SS(F) et contient les feuilles F pour
tout n assez grand).

d) S8'il existe un ouvert connexe U contenant toutes
les feuilles F ~sans contenir la feuille F et éi F' est non
propre alors pour tout n assez grand on a F<Fn'

En effet, toute sous-suite infinie de iFn contient
une sous-suite infinie rencontrant un méme bras A de U tel
que Sat(A) est contenu dans SS(F) ; ce qui implique qu'il
peut exister une sous-suite infinie de 1}F { dans M —SS{F),
(on applique 1la propriété a-3 précédente a un point x de F
et A une suite {Xn telle que, pour tout n, X est un point
de an]Tx).

e) Dans tous les cas la structure inférieure SI(F) de
F est contenue dans la réunion UFn.let l'adhérence de F est

contenue dans Efn (corcllaire 1l-a-1).

PROPOSITION 1. Etant donné une feuille F et une suite

i?gi dans SI(F) se rapprochant de F on a les propriétés suivan-

Ees?
a) E = UFn ;
b) SI(F) = UF,

ne
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Cette proposition se déduit de 1la propriété b-e de ce

paragraphe.

2) Chaines de feuilles.

DEFINITION 1. On appelle chaine de feuilles une famille

@totalement ordonnée maximale de feuilles (c'est-a-dire telle

que toute feuille comparable a toutes 1les feuilles de € est

équivalente & une et une seule d'entr'elles).

On dit aussi qu'une famille totalement ordonnée maximale

de feuilles est une chaine de feuilles de la forme

a) f?( J.,FL) si elle est formée par des feuilles stricte-
ment inférieures a une feuille F donnée (on définit de méme

des chaines de la forme f(]., F ]),(6( 1F,.C ), €L F,.LC ))&

|
b) 6( 16, FC ) si elle est formée par des feuilles stric-
tement comprises entre deux feuilles G et F telle que G<F
(on a de méme des chaines de la forme (L G, F[L ), §B( IG, F 1)
et @(CG, F1)). |

Deux feuilles comparables non équivalentes peuvent &tre ;

reliées par plusieurs chaines.

Oon dit qu'une chaine @ est finie (resp. dénombrable)

si le quotient LO/,U est fini (resp. dénombrable).

A toute famille %totalement ordonnée de feuilles on
associe l'ensemble A (%) =U{-€3/G€%}.
Une feuille F est un plus grand élément de % si et seule- |

ment si on a 1'égalité F = A ().

La proposition qui suit montre que si %n'a pas de plus
grand élément toutes les bornes supérieures de % ont méme
classe d'équivalence égale a A(% ) — A( % )

#
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Dans la proposition 3) ci-dessous on montrera que toute

famille totalement ordonnée de feuilles a une borne supérieure.

PROPOSITION 1. Si - A(%i) - A( %) est non vide et F est
une feuille de A( g) - A(téj il existe une suite strictement
croissante de feuilles {?;1 dans‘é telle que

a) A(f) = = UFn;

b) A( @) = SI(F) = UF ;
n

c) al®) - a(g) = ci(r).

Preuve. Soit {Fn une suite strictement croissante de
feuilles de %convergeant vers F+. Dans ces conditions on n'a
jamais Fan ; et de plus pour toute feuille G de il existe
un entier n avec GEF .

On va montrer que pour tout n assez grand on a Fn<F.

Si on n'a pas cette propriété pour une infinité d'indigis
les feuilles Fn et F sont non comparables. L'ouveit CCm—~F
contient alors toutes les feuilles Fn' Mais alors F est non
propre ou propre et attractante et pour une infinité d'indices
les feuilles F et F sont comparables (propriété 2-l-b-a et
2-1-b-d) ; ce qui est contradictoire.

On déduit maintenant des propriétés précédentes que
F est une borne supérieure de f et que les égalités a) et b)
sont vraies. De a) toute borne supérieure de%est équivalente
4 F et puisque toute feuille de A(P) - A(g) est une borne

supérieure on a c).
(o 2K o [ £ ¢ O

PROPOSITION 2. Toute famille totalement ordonnée?majorée

a une borne supérieure.

Preuve. Si F est un majorant de E il suffit de montrer
l'existence d'une feuille LEF telle que T = Af g ). Si zx(g )
est distinct de F et si V est 1'ouvert CCS le fait

-A(B)'

que A( E) est égale é'SV, que SV est une union finie de feuil-
les et que % est totalement ordonnée montre quedV contient
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une feuille 1L comme ci-dessus.
CatfnCuds

PROPOSITION 3. Toute famille totalement ordonnée de

feuilles a une borne supérieure.

LEMME 1. Si F est une feuille dont la structure supérieure
est non vide toute composante connexe U de SS(F) contient

dans son bord "AU" une feuille équivalente a F.

Preuve. Le fait que JU est une union finie de feuilles
et que F est contenue dans E-U = 33, montre l'existence d'une
feuille L de dJdU supérieure ou égale a F. Mais alors L est
équivalente A F puisqu'elle n'est pas contenue dans SS(F).

CoQefods

LEMME 2. Toute famille totalement ordonnée de feuilles%i

bien ordonnée est dénombrable.

Preuve. A toute feuille F de @ distincte du plus grand
élément s'il existe on associe 1l'ouvert U(F) = Cd;_ﬁ you G
est le suivant de F dans% . La famille formée par ces ouverts
U(F) est bien ordonnée et strictement décroissante. Elle est
donc dénombrable et il en est de méme de % %

c.q.f.d.

Remarque 1. Le type d'ordre ®{ d'une famille E comme
dans le lemme précédent est non limite si et seulement si

%a un plus grand élément (1'ordinal<X est dénombrable).

LEMME 3. A toute chaine de feuilles %?on peut associer
une sous-famille €2> bien ordonnée dénombrable telle que toute

feuille de ﬁzest inférieure a une feuille de @%.

Preuve. Si %3a un plus grand élément F, @2) se réduit

a ZF} . Dans le cas contraire, soit Fl une feuille de 6 SiO(_
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est un ordinal, on désigne par E, une feuille de Q?strictement
supérieure a FB si & est le successeur de 3., sio{ est limite
et sﬂ_?f contient une feuille supérieure aux feuilles EYB pour

tout ﬂ<&4 , il existe une feuille L dont 1'adhérence est égale

A ﬂgé\Fﬁ (proposition 2 ci-dessus) la feuille L est alors
équivalente a une feuille F, de @?et le lemme précédent montre
que la famille {Ffb B ok est dénombrable. Il existe donc un
ordinal dénombrable =ﬂ) tel que la famille {%{}x< o répond
au lemme.

c.q.f.d.
On a démontré plus précisément la remarque suivante

Remarque 2. A toute famille % totalement ordonnée on
peut associer une famille %Eo bien ordonnée dénombrable telle
que pour tout ordinal<{ inférieur = ou égal au type d'ordre
de %o on a 1l'une des deux propriétés suivantes

i) E4 est une feuille de%sio( a un précédent ;
ii) Eest égale aﬁg&?ﬁ si of est limite.

COROLLAIRE 1. Toute famille %,totalement. ordonnée sans

plus grand élément contient une suite infinie strictement
croissante de feuilles ian telle que toute feuille de%est

inférieure ou égale & une feuille F .

Preuve. Si % est sans borne supérieure le type d'ordre
de la famille EO associée é%est limite et siéc%@{} est une
suite strictement croissante d'ordinaux convergeant vers
a(,pour tout entier n on prend Fn la feuille correspondante
a agl + 1. S8i a une borne supérieure la proposition 1 de
ce paragraphe permet de conclure.

(a0 o 00 5 5 (W

Preuve de la proposition. Soient %une famille totalement

ordonnée sans borne supérieure et S5 = {Fﬁ% une suite de feuilles

comme dans le corollaire 1. On a les propriétés suivantes;
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a) pour tout n, l'ouvert SS(Fn) est non vide ;
b) 1l'intersection G:NSS(FH) est vide ; en effet, sinon%%

aurait une borne supérieure.

La propriété b) montre 1l'existence d'une feuille de
S que 1l'on peut supposer é&tre Fyo tel que 1l'ouvert SS(Fl)
est un PF. 7

Si ]al, hif est une feuille transverse de 'C/sg/Fl)
rencontrée par la feuille F2 pour tout entier n>l1 on désigne
par Ja, b [ wune feuille transverse de 'U/ss/F,) contenant un
oi d .
point de F%ﬁlrwlan—l' bn—lE

Le fait que 1'intersection Cp'lan, b L est non vide
montre que %a un majorant, donc une borne supérieure ; ce qui

est contradictoire.
c.q.E.d.

On en déduit que :
Toute famille totalement ordonnée % sans plus grand
&lément & une borne supérieure et contient une suite infinie
strictement croissante constituée par des feuilles dans SI{L)

et convergeant vers L.

PROPOSITION 4. Si F est une feuille d'une chaine Q?,

on a l'une des deux propriétés suivantes :
a) Fa un précédent dansg?:
b) il existe une suite {Fn<ﬁ} de feuilles dans%?conver—

geant vers F.

Preuve. Comme dans la proposition 1) de ce paragraphe,
si A(F) désinge la réunion des adhérences des feuilles G<F
de Q?, il existe une feuille LgF telle que Ti = A(F). Si on
n'a pas b) la feuille L est équivalente a4 une feuille F_<F

dans@. La feuille F_ est alors le précédent de F dans £ et

ona a).

Cigafds
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3) Propriétés des ensembles minimaux locaux.

On dira qu'un sous-ensemble saturé E de M est minimal
s'il est minimal pour 1l'inclusion dans la famille Epdes parties
saturées compactes non vides de M. Du théoréme de Zorn on
déduit que tout élément de%f, en particulier 1l'adhérence d'une
feuille, contient un ensemble minimal.

Il est clair qu'un ensemble E saturé est minimal si

et seulement si E = F pour toute feuille F de E.

Toutes les feuilles d'un ensemble minimal E sont de
méme type (propres, denses, exceptionnelles) ; d’ ol une classi-
fication des ensembles minimaux :

1) E est une feuille compacte ;

2) E est toute la variété M auquel cas toutes les feuilles
sont partout denses ;

3) E est une réunion non dénombrable de feuilles
exceptionnelles auquel cas on dit que E est un ensemble minimal
exceptionnel.

Toute feuille dont 1'adhérence est un ensemble minimal

est dite une feuille minimale.

Si U est un ouvert saturé de M, on définit de méme un

ensemble minimal deqfdans U comme un élément minimal de 1l'ensem-

ble des parties saturées fermées dans U et non vides.

Une feuille minimale dans U est une feuille dont 1'adhé-

rence est un ensemble minimal dans U.

On dit qu'un ensemble saturé E est un_ ensemble minimal

local (et on écrit EML) s'il existe un ouvert U (saturé)

dans lequel E est un ensemble minimal.
I1 v a donc trois types d'ensemble minimaux locaux :

1) type propre : E est une feuille propre ;

2) type dense : E est un ouvert connexe saturé par

des feuilles localement denses ;

3) Type exceptionnel.
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Les feuilles propres, les ouverts connexes saturés par

des feuilles localement denses, les minimaux sont des EML.

PROPOSITION 1. La classe d'une feuille F contenue dans

un ensemble minimal local E est égale a E.

En effet, si U est un ouvert dans lequel E est un EM
on a FMNU = E et alors Cl(F) = E.

PROPOSITION 2. Une feuille F est minimale dans un ouvert
U si et seulement si E(WU = C1(F).

En particulier si F est minimale dans un ouvert U, CL(F)
est l'unique ensemble minimal local (EML) contenant F et
SI(F) = F — UMF est un compact.

PROPOSITION 3. Si F est une feuille les propriétés suivan-

tes sont équivalentes
a) F est contenue dans un ensemble minimal local ;

b) SI(F) est un compact ;
c) SI(F) est un fermé dans un ouvert U contenant

d) SI(F) est distinct de F.
I1 suffit de vérifier 1'implication d) == a). Si on

a SI(F) == F 1la feuille F est minimale dans 1l'ouvert
VvV = CC

F
M-ST(F)"®

COROLLAIRE 1. Si F est contenue dans un EML SI(F) et

1'adhérence d'une union finie de feuilles.
En particulier 1l'ensemble limite de toute feuille propre

est l'adhérence d'une union finie de feuilles.
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COROLLATIRE 2. Une feuille F n'est contenue dans aucun

EML si et seulement si il existe une suite infinie de feuilles
{?43 dans SI(F) convergeant vers F.

Preuve. La feuille F n'est contenue dans aucun EML. si
et seulement si sa structure inférieure SI(F) est non compacte.
On a alors F - SI(F) = Cl(F) et il existe dans SI(F) une suite
de feuilles convergeant vers F.

Galwlads

PROPOSITION 4. Si F est contenue dans un EML de type

exceptionnel SS(F)UCIL(F) est un ouvert connexe U et la feuille

F est contenue dans 1l'adhérence de toute feuille de U.

Ce résultat est appelé théoréme de Sacksteder généralisé

o}
au cas C .

LEMME 1. Si F est contenue dans un EML de type exception-
nel et si [F;gest une suite qui converge vers F, alors pour

tout n assez grand on a KF .

Preuve. On peut supposer que pout tout n les feuilles
F et Fn ne sont pas équivalentes, pour tout n assez grand

. F
- { ]
Fn est dggs M-SI(F), et si W est 1l'ouvert CCM—SI(F)’

o= i : L] o " "
Un = CCW«—F(WV contient une feuille L dans son bord den

équivalente & la feuille F (l'intersectionché\thﬁ'=<5UanC1(F)

est non vide). Si pour un entier n Un est un PF on a

1'ouvert

F = LianClian et F<Fn.Si pour une infinité d'indices 1l'ouvert
Un est non PF et la_ feuille Fn est non comparable a F, ces
ouverts Un sont en nombre fini. L'un d'eux, par exemple Ul'
contient une sous-suite infinie de feuilles qui converge alors
nécessairement vers la feuille Ly danschl ; ce qui est impossi-
ble en raison de la propriété 2-1-b-d. On en déduit que les
feuilles Fn et F sont comparables ; donc que l'on a F(Fn.

c.q.f.d.
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Preuve de la proposition. Puisque SS(F) est un ouvert

il existe, si SS(F)UCL1l(F) n'est pas un ouvert, une suite infinie
{%n de feuilles dans M-SS(F)UCl(F) qui converge vers F. Ce
qui est impossible en raison ‘du lemme 1).

g Lads

COROLLAIRE 3. Si F est une feuille non propre on a les

équivalences suivantes :
a) F est attractante
b) SS(F)UCL(F) est un ouvert (connéxe) :

c) F est contenue dans un EML.

Preuve. Par définition on a 1l'équivalence des propriétés
a) et b) et 1l'implication b) = c). L'implication réciproque
est claire si F est localement dense ; si elle est exceptionnel-
le la proposition précédente permet de conclure.
c.q.f.d.

Remarque 1. Une feuille F propre est attractante si
. + -
et seulement si SS(F)UJCL(F) = V(F JUV(F JUF est un ouvert

connexe.

PROPOSITION 5. Pour toute feuille F les propriétés suivan-

tes sont équivalentes :
a) F est contenue dans un EML ;
b) F a un précédent dans toute chaineela contenant ;

c) F a un précédent dans une chainefila contenant.

Preuve. Si F est contenue dans un EML et si W est 1l'ouvert

F s .
CCM-SI(F) toute chaine de la forme 8( J., FLC ) contient une
feuille é&quivalente & une feuille L de W. La feuille I est
le précédent de F dans €( J., F1) ; ce qui montre 1'implication

a)==>b).L'implication b) ==c) est triviale. Si F a un précédent
F_ dans la chaine 8%, FF est contenue dans un EML. Sinon il

existerait une suite {Fn<ﬁ} de feuilles convergeant vers F.
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Pour tout n assez grand on aurait alors FO<Fn<F ; ce qui est
impossible. D'ou 1l'implication c)==)a).
G Eodn

Le corollaire qui suit résume certaines propriétés données

ci-dessus.

COROLLAIRE 4. Etant donné une feuille F les propriétés

suivantes sont équivalentes :

a) la feuille F n'est contenue dans aucun EML ;

b) il existe une suite {?n<é} qui converge vers F ;

c) la feuille F est non propre et il existe une suite
{?g} dans M-(SS(F)UCl(F)) qui converge vers F (ie F est non
propre et non attractante) ;

d) toute chaine?de la forme %( ., FI£ ) contient

une suite qui converge vers F.

Remarque 2. Si % est une famille totalement ordonnée
de feuilles et si L est une borne supérieure de %f(il en existe
toujours une) toute Dborne supérieure de % est équivalente
a L.

Si dans ce cas L n'est pas un plus grand élément deg?
elle n'est contenue dans aucun EML (voir proposition 2-2-
1l).

COROLLAIRE 5. Si F est une feuille les propriétés suivan-

tes sont équivalentes :

a) toute famille % totalement ordonnée de feuilles
dans F a un plus grand élément ;

b) toute famille dans F est contenue dans un EML.

Quand les conditions du corollaire ci—-dessus sont

satisfaites on dit que F a une profondeur (cf. voir dernier

paragraphe du chapitre 4).




Preuve. Si on a la propriété b) toute famille %’dans
F est majorée par F ; elle a donc une borne supérieure L dans
F. Puisque la feuille L est contenue dans un EML elle contient
dans sa classe le plus grand élément de % La réciproque se
déduit du corollaire 2).
CvdsEed,

Remarque 3. Toute feuille totalement propre vérifie

les deux propriétés du corollaire.

COROLLAIRE 6. L'adhérence d'une feuille F est une union

finie d'EML si et seulement si toute chaine de la forme
€(1., Fl) est finie.

Il suffit de montrer le lemme suivant

LEMME 2. Si F est une feuille contenant dans son adhérence
une infinité de «classes, il existe une chaine de feuilles
infinie de la forme g%']., FC ).

Preuve. Si F contient une feuille L non contenue dans
aucun EML il existe une suite infinie strictement croissante
de feuilles i? <L<ﬁ} et on a donc le lemme. Si toute feuille
dans F est contenue dans un EML, SI(F) est 1'adhérence d'une
union finie de feuilles Fireaes Fs strictement inférieures
a F. L'une de ces feuilles F.(lgigs) contient dans son adhérence
une infinité de classes et par réccurence on construit aussi
une suite infinie strictement décroissante de feuilles {fn<F}.

CodeL«ds

Remarque 4. On verra (paragraphe 3-3) qu'une feuille

contient dans son adhérence une infinité de classes si et

seulement si elle vérifie l'une de ces propriétés
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a) F contient une feuille qui n'est contenue dans
aucun EML ; auquel cas F contient une suite infinie strictement
croissante de feuilles.

b) F est contenue dans un ouvert connexe V tel que
q%v est sans EM ; auquel cas E contient une suite infinie

strictement décroissante de feuilles.

Exemple. Toute feuille totalement propre dont 1l'adhérence
est une union infinie de feuilles vérifie la propriété b)

.

de la remarque précédente.

4) Feuilles maximales.

DEFINITION. Une feuille F est maximale si et seulement

si toute feuille G3F est équivalente & F (ie sa structure

supérieure est vide).

PROPOSITION 1. Toute feuille F est contenue dans

1'adhérence d'une feuille maximale.

PROPOSITION 2. Une feuille propre est maximale si et
seulement si elle n'est  attractante d/aqucun  codté .

Ces deux propositions sont des reformulations de la
proposition 2-2-3 et du théoréme de Sacksteder-Schwartz-Dippo-

lito.

PROPOSITION 3. Une feuille non propre est maximale si

et seulement si sa classe est une union de feuilles non propres

des deux cdtés.

Preuve. Si F est non maximale, il existe une feuille

G strictement supérieure a F et F alors est équivalente &

une feuille semi-propre (propriété 2-l-a-d). Réciproquement
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si F est équivalente & une feuille semi-propre L, supposée
propre du coté positif, 1'ouvert v(LY) est dans SS(F) et 1la
feuille F est non maximale.

G Exda

COROLLAIRE 1. Une feuille maximale est contenue dans

un EML si et seulement si on a l'une des deux propriétés suivan-
tes :
t nest attractante clbuc Bte’
a) F est propre el nesl atllraclanle cleucam (Cole’;
b) F est contenue dans un ouvert saturé par des feuil-

les localement denses.

En effet, toute feuille dans un EML de type exceptionnel
est équivalente & une feuille semi-propre exceptionnelle ;

_elle est donc non maximale-

La réunioncé% des feuilles maximales est partout dense.

Dans 1'étude des ouverts saturés par des feuilles sans
holonomie (paragraphe 4-4) on verra que si U est un tel ouvert
contenant une feuille non maximale F, alors Cl(F) est un
EM dans U de type exceptionnel et 1l'ensemble U-CL(F) est dans

Ao, .

a

PROPOSITION 4. Une feuille F est contenue dansint(d%)
si et seulement si elle a l'une des propriétés suivan-
tes 3

a) F est propre et stable ;
b) F est contenue dans un ouvert saturé par des feuil-

les denses.

En effet, toute feuille dans int(c4;a) est minimale
dans int (a%) .
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Les feuilles localement denses limite de feuilles nulles
part denses, les feuilles propres non attractantes des deux
cbtés et non stables, et les feuilles exceptionnelles non
équivalentes a aucune feuille semi-propre sont les seules

feuilles maximales limite de feuilles non maximales.
Le cas des feuilles localement denses peut étre précisées
3 1'aide de la proposition suivante qui sera démontrée au

chapitre 4).

PROPOSITION 5. Toute feuille maximale est contenue dans

un ouvert PF ou dans un ouvert saturé par des feuilles locale-

ment denses.

1) Toute feuille localement dense est maximale : elle
est donc soit contenue dans une ouvert PF, soit dans un ouvert
saturé par des feuilles localement denses.

2) L'ensemble des classes denses est dénombrable ; en
effet, deux feuilles localement denses F et G sont équivalentes
si et seulement si les ouverts int(F) et int(G) sont disjoints.

3) On peut aussi vérifier que toute classe dense est
une union non dénombrable de feuilles.

4) Toute feuille localement dense polyndmiale est contenue
dans un ouvert saturé par des feuilles localement denses ;
en effet, on a montré dans [Sall 1 que 1'adhérence d'une
feuille polynémiale dans un ouvert PF est une union finie
d'EML.

5) Si F est une feuille partout dense dans un ouvert
U alors F est contenue dans un ouvert V qui est PF ou saturé

par des feuilles denses, et le fermé U-V de U est 1l'adhérence

d'une union finie de feuilles semi-propres s'il est non vide

(U-V est un fermé inclus dans FOU).
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5) Niveau des feuilles.

a) Définitions et notations.

on dit qu'une feuille F est de niveau 1 dans un ouvert

U si elle est minimale dans U.
par réccurence transfinie on pose la définition suivante.

DEFINITION 1. On dit qu'une feuille F a un niveau dans

un ouvert U égal & un ordinale{ si et seulement si on a les

propriétés suivantes :
a) toute feuille G dans U strictement inférieure

A F a un niveau dans U strictement inférieur & « ;
b) pour tout ordina1/3<0(lfintersection FNU contient
une feuille Fn<F ayant un niveau égal é/3.

On écrit nivy(F) = .

On dit qu'une feuille a un niveau dans U si et seulement

si il existe un ordinale{ tel que F a un niveau dans U égal

a .

Si A est un ensemble saturé par des feuilles contenues

dans un ouvert U :
a) on dit gque A a un niveau dans U si et seulement

si toute feuille de A a un niveau dans U ;

b) on appelle niveau de A dans U, et on écrit nivU(A)-

la borne supérieure de 1l'ensemble des niveaux dans U des feuil-

les de A.

Remarques :

1) Deux feuilles équivalentes ont méme niveau. On pourra

donc parler du niveau des classes.




2) Une feuille est de niveau dans Uégal ae{+ 1 si et seulement
si toute feuille de SI(F)/\U a un niveau dans U inférieur

ou égal é<¥\dont une au moins a un niveau dans U égal a<.

On dit qu'une feuille F a une propriété § dans un ouvert

U si et seulement si F a la propriété{?ben tant que feuille
du feuilletage induit dans U.

Par exemple on dit que F a un niveau, est totalement
propre, est partout dense, est minimale, , ... dans un ouvert

U.

On désigne par :

NO(U) le sous-ensemble vide de U ;

NO(U) 1'ouvert U lui-méme ;

NA(U) la réunion des feuilles de niveau dans U inférieur
ou égal a<( ;

NK(U) 1'ensemble U-NZ(U).

Dans tout ce paragraphe on désigne par U un ouvert connexe
saturé et on s'intéresse & 1'étude des feuilles ayant un niveau
dans U.

On dit niveau de F pour niveau de F dans U.

On abrigera Nﬂ(U), N{(U) et nivU(F) en N%, Ny et niv(F).

b) Propriétés fondamentales.

PROPOSITION 1. Une feuille F ayant un niveau o« est conte-

nue dans une EML si et seulement sieest non limite.

Preuve. Si F est contenue dans un EMI, sa structure infé-
rieure est l'adhérence d'une union finie de feuilles L],...,Lq

et on a 1'égalité niv(F)

= sup(niv(L,)) + 1.
1gigs .




Si F n'est contenue dans aucun EML il existe une suite

{?n<f} qui converge vers F ; niv(F) est alors la borne
supérieure de la famille iniv “21) et pour tout n on a

niv(Fn)<niv(F) ; ce qui montre que<{est limite.

PROPOSITION 2. Pour tout ordinale/ la réunion ﬁL des

feuilles de niveau inférieur ou égal a ={ est un fermé.
En particulier, la réunion des feuilles minimales dans

U est un fermé de U.

LEMME 1. Si toute feuille G strictement inférieure A
une feuille donnée F a un niveau strictement inférieur & un
ordinal fixé o« , F a un niveau défini et son niveau est infé-

rieur ou égal a < .

Preuve. [L'ordinal q@) = sup {niv(G)/G<ﬁ} est inférieur
ou égal a~ et la feuille F a un niveau é&gal éa{o ou éc{o4 1
I1 est donc inférieur ou égal a<x .

Eaie Lade

Preuve de la proposition. Si [Fn} est une suite de NX
convergeant vers une feuille F toute feuille G strictement
inférieure a F est strictement inférieure & une feuille B
(corollaire 2-l-a-1). Elle a donc un niveau ﬂ<0(, et le lemme
qui précéde permet de conclure.

Coitf o Eoidhs

PROPOSITION 3. Pour tout ordinal« et pour toute feuille

F, F contient un nombre fini de classes ayant un niveau égal

a «.

Preuve. On suppose que F est contenue dans 1'ouvert
N et que F contient au moins une feuille ayant un niveau

égal a ol . Sous ces hypothéses 1'ensemble N*#\F est un fermé

non vide strictement inclus dans F ; il est donc égal a 1'adhé-




rence d'une union finie de feuilles L],...,LS. Toute feuille
de niveauo< dans F/MU est équivalente a 1'une de ces feuilles.

C.qefds

PROPOSITION 4. Pour toute feuille F on a les équivalences

suivantes :

a) F a un niveau défini ;

b) toute famille totalement ordonnée de feuilles
dans F a un plus petit élément ;

c¢) F contient un ensemble minimal dans tout ouvert

la contenant.

Preuve. Supposons que F a un niveau et soit une fami]ha%
totalement ordonnée de feuilles dans F. Puisque 1la famille
[niv(G)/GE%} est bien ordonnée elle a un plus petit élément
et il en est de méme pour %

L'implication b)==3c) est une conséquence du lemme de
Zorn.

Si on a c¢) et si F est sans niveau F est contenue dans
1'ouvert Nog) (oﬁa{o est le plus petit élément de 1'ensemble
des ordinaux [dpour lesquels on a 1'égalité NP = WP . voir
le sous-paragraphe suivant) et contient dans son adhérence
une feuille minimale dans cet ouvert. Il existe alors une
feuille de niveau*xg + 1 ; ce qui est impossible.

o (N LR (R
c) Applications.

Chaines et niveau des feuilles.

Etant donné une feuille de niveau un ordinale{ limite
(resp. non limite), toute chaine % de la forme €( 1.,FLC)

est bien ordonnée et son type d'ordre est un ordinal limite

(resp. non limite) inférieur ou égal a{ .




On a aussi les propriétés suivantes :

a) une feuille F est de niveau fini si et seulement
si toute chaine de la forme %ﬂ 1., F 1) est finie. Dans ces
conditions 1l'adhérence de F est une union finie de classes
(corollaire 2-3-6) et il existe une chaine de la forme
8( 7., F1) dont le type d'ordre est égal a niv(F) ;

b) une feuille F est de niveau w (premier ordinal limite)
si et seulement si toute chaine de la forme Z( 1., F[L ) est

bien ordonnée et a un type d'ordre égal a w.

Remarque 1. I1 est probable que cette derniére propriété
reste vraie si on remplace W par un ordinal indécomposable
de la forme w¥< . 11 est aussi probable qu'3d toute feuille
F de niveau <« 3W on peut associer une chaine Ei) de la forme
g( 7., FC ) dont le type d'ordre esta{(cette derniére assertion

. . . : g % 2
est vraie sie{ est strictement inférieur a w”).

Ordinal caractéristique.

Puisque U est & base dénombrable la proposition b-

2 de ce paragraphe permet d'énoncer le résultat suivant :

PROPOSITION 1. Il existe un ordinal, noté o, est appelé

ordinal caractéristique de F (dans U), vérifiant les deux

propriétés suivantes :

a) pour tout ordinal ﬂ(oc il existe une feuille de
niveau B+ 1

b) le niveau de toute feuille, s'il est défini, est
inférieur ou égal a o,

L'ordinal o, est 1le plus petit élément de 1'ensemble

’ . , +
des ordinaux ﬁspour lesguels on a l'égalité Nﬁ: NB 1.

o
Le fermé N - est égal & la réunion de toutes les feuilles

ayant un niveau.
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Si oC est non limite il existe une feuille de nivean

exactement Oc'

A tout ordinalo< dénombrable on associera un feuilletage
q;_ayant un niveau défini (c'est-a-dire tel que chacune de
sas feuilles a un niveau défini), un ordinal caractéristique
égal A& A et une feuille de niveauod . Si « est limite on
construira un autre feuilletage q:'

=
un ordinal caractéristique égal & « et sans feuille de niveau

A

ayant un niveau défini,

Pour tout feuilletage le niveau de toute feuille, s'il
est défini, est dénombrable ; et inférieur ou égal a 1'ordinal

O .
C

PROPOSITION 2. La réunion des feuilles ayant un niveau

et contenues dans 1'adhérence d'une feuille est égale, si elle

est non vide, & 1'adhérence d'une union finie de feuilles.

Preuve. Si F est sans niveau et si F contient une feuille
-— O
' . ' C 7 .
ayant un niveau, l'intersection FON est un fermé non vide
strictement inclus dans F. Il est donc égal a 1'adhérence

d'une union finie de feuilles.
c.qg.E.d.

Cette proposition permet d'associer a toute feuille
contenant dans son adhérence une feuille ayant un niveau un

ordina].a<F, appelé ordinal caractéristique de F, ayant les

deux propriétés suivantes :

a) il existe une feuille G contenue dans F de niveau

Ly

b) 1le niveau de toute feuille contenue dans F, s'il

est défini, est inférieur ou égal a «(F.




Si F a un niveau on a 1'égalité °%,:: niv(r). Si F ne

contient aucune feuille ayant un niveau (ce qui est équivalent
a dire que F ne contient aucune feuille minimale dans U) on
pose, par convention, “% = o.
L'ordinalo<F est dénombrable ; il est inférieur ou égal
by
a o _.
o

Propriétés générales.

De ce qui précéde on déduit les propriétés suivantes :

1) Le niveau de toute feuille F, s'il est défini, est dénom-—
brable. Il est fini si et seulement si F est une union finie
de classes.

2) L'adhérence de toute feuille ayant un niveau est
une union dénombrable de classes. Plus généralement toute
feuille ne contient dans son adhérence qu'une famille dénombra-

ble de classes ayant un niveau.

PROPOSITION 3. TL'ensemble des classes non maximales

ayant un niveau est dénombrable.

ﬂffeuve. Il existe une suite de feuilles F_{ telle que
M = LJEh' On déduit dans ces conditions du corollaire 2-1-
a-l que la réunion UF; contient toutes les feuilles non maxima-
les ; la proposition est alors une conséquence de la propriété

2) ci-dessus.

Ceog.fi.d.

Remarque 2. Si 1'adhérence d'une feuille contient une
infinité de classes ayant un niveau défini elle contient une

feuille de niveauw,

Remarque 3. Pour tout ordinal < limite on a 1'égalité
N = UnB .
A <o




£

___ Preuve. Le fait que N™ est un fermé montre 1l'inclusion

ytgf’CN".( Réciproquement, si F est une feuille de niveaulelle
n'est contenue dans aucun EML. Tl existe donc une suite{ﬁn<F}
convergeant vers F et pour tout n, F_ est de niveau Q{nvﬁ;

ce qui montre que F est contenue dans UNAR.

B 4.q.f.4.

Remarque 4. Soient o et [3 deux ordinaux. Une feuille F
est de niveauo<+[3si et seulement si elle est de niveau/gdans

1'ouvert NA .

Preuve. Une feuille F est minimale dans 1l'ouvert Ny si
et seulement si elle est de niveauo(+ 1 ; on a donc la remarque
pour touto< et pour/3= 1. Au moyen d'une réccurence transfinie
et en appliquant la définition de niveau des feuilles dans
un ouvert on montre qu'on a la remarque pour toutﬁ(et tout
[,

oo (P 2 O

De cette dernidre remarque on déduit les égalités suivan-—

a) AL Nﬁ(Na{) ;

b) N +ﬂ: Nﬁ(NK)'

d) Feuilles totalement propres et niveau des feuilles.

PROPOSITION 1. Toute feuille totalement propre ayant

un niveau défini est de niveau fini et son adhérence est une

union finie de feuilles propres.

Preuve. Toute feuille F ayant un niveau W contient
dans son adhérence une feuille F de niveau wW. TLa feuille

Eu n'est contenue dans aucun EML et F est non totalement propre.

c.q.f.d.




PROPOSITION 2. Si une feuille F est limite d'une suite

{Fnl de feuilles totalement propres de niveau défini elle
a l'une des propriétés suivantes :

a). F est totalement propre de niveau fini :

b) F est non propre de niveau W et sa structure infé-

rieure est une union infinie de feuilles totalement propres.

LEMME 1. Si une feuille F est limite d'une suite {an

de feuilles totalement propres sa structure inférieure et

une union de feuilles totalement propres; La feuille F est

totalement propre si elle est contenue dans un EML.

Preuve. Puisque F est limite de 1la suite EFnl on a
l'inclusion SI(F)CJJEL ;i on a donc la premiére partie du lemme.
Si en plus F est contenue dans un EMI, le théordéme de Sacksteder
généralisé au cas C° montre que, sous ces hypothéses, F est
nécessairement totalement propre.

Chg.T.d.

Preuve de la proposition. Sous les hypothéses de 1a

proposition, pour tout n, Fn est totalement propre de nivean

fini et alors F a un niveau inférieur ou &gal A W. Le lemme
c.q.f.d.

On désigne par TpX 1la réunion des feuilles totalement
propres de niveau inférieur ou égal a< .

On a vérifié les propriétés suivantes :

a) % = Ut est 1a réunion de toutes les feuilles
totalemeng_gfoprgg de niveau défini :

b) % - TP“’est la réunion de toutes les feuilles de
niveau W dont la structure inférieure est une union de feuilles

précédent permet de conclure.
totalement propres de niveau fini.
|
|
|
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La proposition qui suit est une conséquence de la proposi-
tion précédente et du fait que pour tout entier n, N est

un fermé.

PROPOSITION 3. Pour tout entier n la réunion TPn des

feuilles totalement propres de niveau inférieur ou égal a

n est un fermé.

PROPOSITION 4. I.'adhérence d'une feuille totalement

propre ne contient qu'un nombre fini de feuilles ayant un

niveau défini.

Preuve. Si F est une feuille totalement propre 1'ensemble
NYA\F est la réunion de toutes les feuilles ayant un niveau
et contenues dans F. Cet ensemble N“VTF est 1'adhérence d'une
union finie de feuilles Ll,...,LS ; chacune de ces feuilles
Li(lgigs) est totalement propre de niveau fini et son adhérence
est une union finie de feuilles.

GogsLads

Remarque 1. Si 1'adhérence d'une feuille F contient
une infinité de feuilles totalement propres de niveau défini
elle contient nécessairment une feuille F,, de niveau W telle
que la structure inférieure SI(F,) est une union de feuilles

totalement propres.

6) Remarques.

Au préordre défini sur 1'espace des feuilles Mépz par:
FH(ﬁ &) 1imF C 1imG ;
. . \ 7’ .
on associe la relation d'équivalence
FRG & 1imF = 1imG.
Cette relation d'équivalence permet d'identifier :

1) deux feuilles ayant méme adhérence (équivalentes

n_"_’_‘__‘n),
r

par "=




60

2) deux feuilles propres non comparables F et G telles
we?ll?=E—G;

3) une feuille propre F et une feuille exceptionnelle

G telle que F - F = G.

on en déduit que toutes les feuilles contenues dans
un ouvert connexe saturé par des feuilles sans holcnomie sont
équivalentes par R (cf. théroéme 4-4-1). Plus généralement
une classe d'équivalence est un ouvert si et seulement si
on a l'une des propriétés suivantes : ‘
a) toutes les feuilles de U sont fermées dans U ;
b) toutes les feuilles de U sont denses dans U ;

c) qfa un EM E dans U de type exceptionnel tel que

toute feuille contenue dans U - E est un fermé de U - T.
On peut vérifier que 1l'espace quotient Q = (Mﬁrq/n est
totalement discontinu. La question est de savoir s'il est

dénombralbe. On a les réponses partielles suivantes :

1) il est fini si Jfést transversalement analytigue

(d'aprés G. HECTOR [He 2]);
2) il est probablement dénombrable si toute fenille
a un niveau défini (en particulier siJFest de classe C2).

En effet, avec ces hypothéses et de ce qui précéde on
déduit que le nombre des classes (de "= ") non maximales est
dénombrable : il en est de méme pour le nombre des classes
(de "=") de type dense et pour celui des classes (de "R")
qui sont des ouverts. Alors si Q est non dénombrable il existe
une famille non dénombrable de classes (de ") maximales,
nulles part denses et telle que 1'intérieur de la réunion
de toutes les classes de est vide. On peut supposer aussi
que toutes ces classes sont contenues dans un méme ouvert

connexe PF.

A toute feuille F detlfnmni du préordre "/" on associe

~
(comme on 1l'a fait pour la relation "g") les ensembles Wi(r),
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EﬂﬂF) et 0 (F). Ces ensembles ont des propriétés analogues A
celles des ensembles SI(F), SS(F) et CL(F). Par exemple ¥1(F)

est un fermé si et seulement si toute feuille ckagp(P) egk

contenue dans un EMIL.
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CHAPITRE 3

Existence des ensembles minimaux locaux

Introduction

Les notions de niveau, de profondeur, de structure des
feuilles sont étroitement lides a celles d'EML.

Le théoréme d'existence des EML selon lequel pour un feuilleta-
ge de classe C2 toute feuille F contient dans son adhérence
un EM dans tout ouvert la contenant a été trés utile a Cantwell
et Conlon dans [ C.7] pour 1'étude qualitative de ces feuilleta-
ges. Au chapitre 5) on verra que les feuilletages vérifiant
"la propriété de 1'existence des EML" ont des propriétés remarqua-
bles.

Pour résoudre une question concernant 1'étude qualitative
des feuilletages on doit souvent chercher 1les EML et étudier
leurs propriétés.

Dans le chapitre précédent on a vu certaines propriétés
des EML ; ici c'est leur existence qui nous intéresse. Le lemme
qui suit est le lemme fondamental pour 1l'existence des EML ;

il est une conséquence directe du théoréme de décomposition

de Dippolito.

LEMME 1. Si U est un ouvert connexe et si K est un noyau

N, ; 0L
de U il existe un nombre fini d'efcs compacts connexes Tl""'TP
contenus dans des feuilles de T/x tels que toute feuille de

U passe par l'intérieur de ces Ti(léigp).

Toute feuille de U contient dans son adhérence un EM dans

U si on peut supposer que pour tout i, 1<igpy Ti est dans

UK.

A 1'aide d'un calcul semblable & celui de Denjoy et Sackste-

der, Cantwell et Conlon, ont montré dans [cc.2] 1le théroeme
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suivant, appelé théoréme d'existence des EMIL pour les feuilletages

de classe C2.
THEOREME 1. Toute feuille d'un feuilletage de classe C2

contient dans son adhérence un EM dans tout ouverkt la contenant.

Si 1'adhérence d'une feuille F contenue dans un ouvert
U ne contient aucun EM de 4:/3 on peut choisir 1l'un des arcs
Ti(lgigp) de facon que 1'une des ces extrémités soit dans une
feuille L C STum= t 1), que la feuille F se rapproche de IR
et qu'a tout compact T contenu dans 1'intérieur de cet arc T,
on puisse associér une feuille G dans ¥ MU rencontrant Ti—I sans
couper I. La feuille I"lest attractante et on verra (proposition
3=2=d=1}) gque le feuilletage -?f restreint au voisinage
caractéristique V(L) de L n'a aucun EM.

Dans ce cas le pseudogroupe d'holonomie P! est attractant
en O et n'a aucun EM.

Ainsi le probléme de 1'existence des EM dans un ouvert
U se raméne a celui de 1l'existence d'EM dans des voisinages
caractéristiques de feuilles propres L™ (m, = X 1) attractantes
contenues dans (SU.

Pour cela on commence par 1'étude des pseudogroupes d'homéo-
morphismes locaux croissants delR" dans ﬂ?+ conservant 1l'origine
(cette étude est semblable & celle des groupes d'homéomorphismes
croissants de R dans R faite dans [Sal 1]).

Comme conséquence on étudiera la stabilité des feuilles
au cours de ce chapitre et dans le chapitre 5).

Les grandes lignes de ce chapitre sont :

ﬂ( 1) é&tude des pseudogroupes d'homéomorphismes locaux de
%

2) existence des EM dans des voisinages caractéristiques

de feuilles semi-propres ;

3) existence des EM dans un ouvert donné ;

4) applications aux chaines et aux profondeurs des feuilles.




64

Remarque 1. Si une feuille F est contenue dans un EM,
C1(F) est 1l'unique EML contenant F. On peut donc dire "CIl(F

n'est pas un EML" pour "F n'est contenue dans aucun EML".

1) Pseudogroupes d'homéomorphismes locaux de W{+ﬂ

a) Définitions et notations.
(® G

Soit LS . J
diffiomorphismes locaux croissants de classe Cr(r;o) fixant

l'origine et soient t?r= Efr(lzo, +ep[) 1'ensemble des germes en

o de ces éléments et p la projection canonique de 5}? swr!ﬂfﬁ

=t [o; + & 0 l1'ensemble de tous les

On désigne par :
1) [1 un pseudogroupe attractant de type dénombrable dans

(fr .
J+ (ie tel que pour tout t dans lo, +oo[ 1'orbite Pt se rapproche
de o ; ce qui est équivalent 3 dire que pour tout t dans Jo, +o[

ona It # {#} ) 3

2) I1l 1'ensemble des éléments de ['ayant un point fixe

dans Jo, +o L[ ;
3) G le groupe p(rl) et Gy 1'ensemble p(f&).

Dans le cas des feuilletages [1 désignera le pseudogroupe
d'holonomie positif d'une feuille propre attractante du cbté

positif et G son groupe d'holonomie positif.

On désigne par Oy l'orbite f% de f'passant par x.

Comme pour les feuilletages on peut définir pour les orbites
d'un pseudogroupe les notions de croissance, de structure
inférieure, de structure supérieure, de classe, de niveau. On

peut aussi définir les notions d'orbite ressort, d4d'EML, ...

pour le restriction de " 34 1'intervalle Jo, +~[.
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DEFINITION 1. Le pseudogroupe [Test dit :

1) fortement attractant s'il contient un sous-pseudogroupe

P‘ de type fini attractant en o (ie s'il existe un Ero tel
que pour tout t dans Jo, € [ on a Mt % iﬁ} }:3

2) presque trivial _en o si tout sous-pseudogroupe de type

fini [' est trivial en o (ie s'il existe un >0 tel que tout
&lément de ['' est 1'identité sur 10, & [).

Parfois, pour des raisons de rédaction on dit que :
a) [Yest attractant sur un intervalle jo,{_[, si pour tout
t dans Jo, £ [ on a [T+ it} :

b) [1 est attractant s'il est attractant sur toute la demi-

droite Jo, (.

Remarque 1. Si aucune hypothése n'est faite un pseudogroupe
contractant (c'est-a-dire ayant une contraction) ou fortement
attractant, est attractant en o, mais il n'est pas forcément

attractant "sur Jo, +e [". Ici on suppose, pour toujours, que[1

est attractant sur toute la demi-droite ]Jo, +e[.0Ona les implica-

tions suivantes :
1) [Mcontractant=y [Mfortement attractantﬁ”;OSSéde un ensem
ble minimal ;

2)r1trivial en o => ['presque trivial en o ;
3) M presque trivialen o =¥ G est trivial.

Preuve. La démonstration de cette remarque découle des
assertions suivantes :

1) tout pseudogroupe fortement attractant posséde un EM
(en effet, dans ce cas on peut trouver un compact K contenu
dans Jo,,a[ rencontré par toutes les orbites de]’);

2) si " est de type fini et si G est trivial [T est trivial

en oO.

Remarque 2. Si [1 est de type fini il n'y a pas de différen—
ce entre fortement attractant et attractant en o, de méme gu'entre

presque trivial et trivial en O.
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On construira deux groupes d'homéomorphismes de [0, +wol

de type dénombrable infini Gl et G2 ayant les propriétés suivan-

tes :

a) G1 est attractant et presque trivial en o (il est non
fortement attractant) ;

b) G2 est attractant, non fortement attractant et abélien.

Chacun de ces groupes n'a aucun EM ; le groupe G2 est
nécessairement de classe Cr, ¢l (voir [8al 11).

b) Propriétés des pseudogroupes.

Remarque 1. Soient a et b deux réels, ogagb<+s2, tels
que l'orbite O_ ne coupe pas l'intervalle ouvert Ja, b[ ; alors
pour tout vy dans Jla, b[ on a © (]]a bl = f]y (ou [; est le sous-
pseudogroupe de stabilité de P en a).

. Preuve. Si § est un élément de [ tel que ¥y est dans Ja,b[l
1'intervalle Jo,al est contenu dans 1'intersection ijf\D&’_].
On peut donc supposer {a » a. Les inégalités ¥a < & ygb
impliquent alors ¥a = a.

T o [V S ; [

LEMME 1. Sif1 contient une contraction ¥ ayant un point
fixe dans Jo, +-2 [ il existe une orbite ressort contenue dans

l1'adhérence de chacune des orbites de F'.

Preuve. Le réel a = inf(Fix{§(]]Jo, +e«o[) est fini et stricte-
ment positif. Toute orbite de [ passe par Jo, al et contient

dans son adhérence 1'orbite O passant par a ; O est 1l'orbite

ressort cherchée.

6 (o 0 o JO8, A ;
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LEMME 2. Sif1 a un ensemble minimal exceptionnel m, alors

m et contenu dans 1'adhérence de toute orbite de [1.

Preuve. Soient x un point dé m, O une orbite de/1 en dehors
de m, y un point de 1'intersection(lo, x[ - m)]0, Ja,b[ 1'inter-
valle Ccyjo,x[—m et /. un point de m\Jo, al. Puisque b est contenu
dans m on peut trouver une suite infinie i}h} dans[jtelle que

la suite 5;b est bien définie et converge vers o . Puisque

1'on a a<y<b et m[lJa,b( = ﬂ'les points a et b sont dans Dé}

pour tout n et 1'intersection JY a,g’ bLNm est vide ; ce qui
n

implique que la sultei?’y} converge verscK et gue m est inclus

dans O.

o e Yyl Tavys foa gy & x

e X —e————— }r’# f’-’f/X#/r’//ﬁw{ A}W:’/f/fx/v’////lr»’l' Jq////#/;{ég'///////wl‘ ¥

COROLLAIRE 1. Sl[1a un ensemble minimal toute orbite con-

tient dans son adhérence un ensemble minimal. Si en plus /T a
deux ensembles minimaux distincts tout ensemble minimal est

une orbite fermée.

Preuve. Compte tenu du lemme précédent il suffit de supposer
que le minimal m est une orbite fermée. Dans ce cas /7 est
contractant et toute orbite contient dans son adhérence un ensem-
ble minimal, qui est alors nécessairement une orbite fermée.

Stk ds

THEOREME 1. Sil1 a un ensemble minimal m sans orbite res-
sort, alors /1 est contractant et le groupe Hom(G, k) est non

trivial.

LEMME 3. Tout minimal m sans orbite ressort est contenu

dans 1l'ensemble FixFl (ie pour tout x dans m et tout ¥dans [H

tel que x appartient & D¥on a¥x = x).
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Preuve. Soient x un point de m et ?_{un élément de Fl tels
que x EDY et X x<x. La suitei&nx}) converge vers un point
a de m[)o,x[ et 1'orbite Oa est alors une orbite ressort dans
m ; ce qui est contradictoire.

i (W A ; [

Preuve du théoréme. D'aprés le lemme précédentr’ est contrac-

tant. Il suffit donc de montrer gue Gl est un sous-groupe distin-—
gué et que G/Gl est archimédien. La démonstration se fait en
trois étapes

1) pl est un sous-pseudogroupe : Si Ketﬁ sont deux éléments
de r'l et si x est un point de mﬂDanDrB on a K:JC=[3I =Xx;
donc 6’0[5 est un élément de nl'

2)['7l est un sous-pseudogroupe "distingué" de F: si (4,{3)
est dans FlXP et si x est un point de mf) D(pJIB_l) le point
P)_lI est dans mNDX et 5[5_11 = [3_13( ; on a donc (lgdﬁ_l)x = B
et (p&'ﬁ l)E Pl'

3) La relation [b’]oGl<[2{]OGl si et seulement si il existe
un point x dans mﬂDKnD(} tel que Kx<PJC est un ordre total archimé-
dien sur G/Gl : en effet,

a) la relation KX‘<PI est vraie pour tout x dans DENDPB si
elle est vraie pour un point x dans mﬂDKﬂDp :

b) si} est un élément de /T et si x est un point de
mﬂDb’ tel que ZYJKI la suite{KnIS est bien définie et converge
vers O.

GalsLads

c) Remarques sur les orbites fermées.

A une orbite fermée Oo on peut associer un élément Xo
dansFest un réel x_ dans OOﬂD Z{'O‘tels que Y X <% et
0g Q]KOXO, XO[ = @ ; on a alr?rs les propriétés suivantes
a) 0,070, X1 T{Xo Xor “-em}
b) toute orbite fermée coupe chaque intervalle ouvert

]b’on +l.')Cb, Konxo[ en un point au plus.
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En effet, si y est un point de ]5’n+11- 6 Ef\o 18
i )

points K’n ¥I et y sont dans DA/‘ . Ceci 1mp11que
que]{oy estdansl 1ntersect1on]h’ofof -IOEHOO ;7 ce qui est

contradictoire.

Si maintenant O est une orbite fermée coupant un intervalle
]?{,“*lxo,lfon-xo[ en deux points distincts y et z et si est
un élément de [Ttel que z 6f<y, le point qul o ©st un point
de D¥NRY et on 1'égalité xy(a,.n+1 Kn 110. Oon en déduit
que 0 a un point d'accumlation dans Eﬁ'rnlib G'HXD] ce qui
est contradictoire.

G ol Lu'dis

Les propriétés a) et b) permettent de vérifier les proprié-
tes suivantes :

c) pour toute orbite fermée O et tout y dans Of]Dﬂg on
a of)lo,yl = {Yon*yfn E[N_},

d) la réunion des orbites fermées est un fermé et est
égale a Fix[1;

e) pour tout entier k la réunion des orbites totalement

propres de niveau inférieur ou égal a k est un fermé.

Remarque 1. Si[ja une orbite fermée G1 est un sous—-groupe

distingué et le quotient G/G] est cyclique infini.

Remarque 2. On pourrait étudier en détail le niveau, la

structure, les EML,... des orbites comme on l'a fait pour les

feuilletages.

d) Croissance des orbites et ensembles minimaux.

On désigne par mesure invariante toute mesure M définie
sur :]o, +oo [ non triviale, invariante par [7 et finie sur les
compacts.

Le support de M est un fermé invariant non vide. La proposi-

tion qui suit montre qu'il contient un minimal sans orbite res-

sort.
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Preuve. On suppose que O est ressort du coté

positif. Il existe alors un point x, dans O et deux ' | 4
|

éléments 61 et?(z dans [’tels que xET)BE, U;x>x et | | 4

tels que la su1be{3 Xz } est bien définie et con-

verge vers X.

On désigne par [1 le pseudogroupe engendré par

|
| I
L !
Xa_et'ﬁa ,et K sa reetrlctlon a Ja,x[ ou a est 1la a x ¥

borne inférieure de X. 2

Si K avait une orbite sous exponentielle rencontrant Ja,xL
il existerait une mesure AL invariante par K sur ;Le,xt : é/z
serait alors un élément sans point fixe dans Ja,x[ et Kx 1'unique
EM de K. Ce qui est impossible.
Cisu-£ o s

COROLLAIRE 2. Si r‘ a un minimal m contenant une orbite

ressort alors toutes ses orbites sont exponentielles.

Preuve. Dans ces conditions m n'est pas réduit a une orbite
fermée et est contenu dans 1'adhérence de toute orbite de [T (1lemme
3-1-b-2).

oA {01 £ 5 OO

On peut encore exprimer le dernier corollaire comme suit :
Si[1a une orbite sous exponentielle tout ensemble minimal

de F est sans orbite ressort.

LEMME 4. Si[’a une orbite polyndmiale O alorsp a un minimal

sans orbite ressort.

Preuve. Compte tenu du LEMME 2) il suffit de]montrer(que/jest
contractant. Dans le cas contraire, si t est unpoint de O et si Ki

est un element def‘ tel que Xlt<t, le réel

iy * 1nf{b’l ,nElN] est strictement positif )A/?S’L
et la croissance de l'orbite O, passant par 4 =U
a, est inférieure & Cr(0)-1. En choisissant un .i 2

A

| RS'FL I I

l | | l
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LEMME 1. Si fﬂa une mesure }L invariante on a les
propriétés suivantes :
a3 suppm .est contenu dans Fix[I;

b) suppM ne contient pas d'orbite ressort.

Preuve.
Si x est dans suppM Kdans Pavec XEDKethQ(, et si
par exemple le réel a = 1im{™x est non nul,
n—yoe

la mesure du compact [a,x] est infinie puis- |

que 1'on a M(I¥x,x])>0 et Ja,n]= H:ﬂmlklx ¥ x] o

ce qui est contradictoire.

[
i [
b) I1 suffit de remarquer que si 0 est ! |
une orbite ressort et x un point de O on a a §x x

fﬁ;ﬁ t i?}‘ c,q.f.g.

COROLLAIRE 1. S'il existe une mesure invariante AL fkmmséde

un minimal sans orbite ressort.

En effet, dans ces conditions 1'ensemble Fix[I est non
vide. On en déduit que’1 est contractant et posséde un ensemble

minimal sans orbite ressort (propriété b) du lemme 1.

pans [ Pl,2]J. Plante a démontré le résultat suivant :
Si [7est le type fini et posséde une orbite sous exponentielle
il a une mesure invariante.
Puisque, si /' a un minimal il existe un compact dans
]mf@p[rencontrant toutes ses orbites, on a de la méme fagon le

lemme suivant :

LEMME 2. Si11 posséde une orbite sous exponentielle et

un minimal il a une mesure invariante.

LEMME 3 [ PL2]. Toute orbite contenant dans son adhérence

une orbite ressort 0 est une orbite & croissance exponentielle.
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élément Xz tel que }(2&11@11 et en considérant a,= inf {%gl,newz
on construit de méme une orbite 02 de croissance inférieure
a cx(o)-2. Puisquelﬂest non contractant ce procédé est infini,
ce qui est impossible.

C.g.f.d.

2) Existence d'EM dans un ouvert U.

a) Notations.

A toute feuille I, propre du cdté positif on associe les
objets suivants

a) une sous-variété K de L est compacte, connexe, contenant
un noyau A de L (A est 1l'intersection d'un noyau du voisinage
caractéristique V(L+) de 1.V et de L) ;

b) un point x_ de oA ;

c) un +"réel E,>0 tel que le saturé de \Pxo(]o,fs[) est
l'ouvert V(L ) (l'arc l?xo(]o, SO[) est identifié a Jo, EO[) .
si L+ est non attractante Q) est le plus grand réel t>o tel
que le saturé de Jo,t[ est PF ; sinon on peut choisir 8 de
telle fagon que' le pseudogroupe d'holonomie positif de I, est

attractant sur l'intervalle Jo,Eb[.

b) Holonomie de la sous-variété KClL.

A A
Soient l,...,Up un nombre fini d'ouverts bidistingués

A~
pour les feullletagesfpbt 7,(restr1ctjon deFet T a V(L')) tels

N\
que x_ est dans u, et tels que K est contenue dans la réunion
- :

P
Ulu...U Up.
On confond un lacet ¢ dans K de base x et une chaine de
plaques fermées de base la plaque Pl(xo). Le relévement du lacet

¢ définit un homéomorphisme 1local hg sur l'espace des plaques

N
X, de U, identifié a 1'intervalle [b,&j[ de fagon que P, (x_)

corresponde a o.
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Si --+1Cq sont des lacets de base X dans K dont les

e
ll’
classes d'homotopie engendrent le groupe fondamental ﬂI(K) de K,

+
le pseudogroupe PK engendré par hgl,..?hé est appelé pseudogrou-

pe d'holonomie positif de K. Le groupe H(K+) = p(PK+), groupe

P + 2 .
des germes en o des éléments de PK , est appelé groupe d'holonomie

positif de K.

Si on se donne un réel €E(K) strictement positif dans

1'intersection {:?(Dhgirthci) et si t est un réel dans
]o,EHU[ﬂFix(PK+) alors tout lacet ¢ dans K basé en X, se releve
au point t de fagon que hct = t., Il existé alors un plongement
"Pc : K¥[o,1]—M tel que :
a) t(x,o)= x pour tout x dans K ;

b)?t(ix} %[o0,1]) est un arc transverse dans la feuille
de U passant par x pour tout x dans K ;
fr c) \I)t{K x@} ) est une sous-variété contenue dans la feuille
de T passant par\f (L)
Xo

~ TN
Dans ce cas le feuilletage 4 induit dans \Pl(K}([o,dj) est
déterminé par une représentation o TTi(K)——Diffi([o,l]), et
on dit que K+ est semi-stable ; il est dit stable si en plus
le groupe G(K+) = ?(ﬂi(K)) est trivial. On dit enfin que K’

; +
est attractant si le pseudogroupe PK 1l'est en O.

Dans tout ce qui suit la lettre K désigne une sous-variété

contenue dans la feuille L comme dans 1'introduction.

+
DEFINITION 1. On dit que L est

a) fortement attractante s'il existe une sous-variété

compacte K attractante du cdté positif ;

b) presque semi-stable si toute sous-variété K est semi-

stable du cdété positif ;

c) presque stable si toute sous-variété compacte K est

stable du cbdté positif.
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Pour une feuille compacte il n'y a pas de différence entre
fortement attractante (resp. presque semi-stable, presque stable)
et attractante (resp. semi-stable, stable) ; par suite ces défini-

tions n'ont d'intérét que pour les feuilles non compactes.

Les deux remarques gqui suivent sont des conséquences du
théordme de Sackesteder-Schwartz-Dippolito. La premiére met
en é&vidence le lien entre ces notions et celles correspondantes

pour le pseudogroupe d'holonomie : la deuxiéme donne quelques

relations entre elles.

Remarque 1. Avec les notions de 1l'introduction on a les

équivalences suivantes :
+ 4
a) L fortement attractante &> pl, fortement attractante ;

+ +
b) I, attractante &y PL attractant ;

-

+ ;
c) L presque stable &» PL  presque trivial en O ;

o : + s
d) I sans holonomie € PI, presque trivial en O ;

+ + P
e) 1" stable &=>PIL trivial en O ;

Remarque 2. AvecC les notions de 1l'introduction on a les

implications suivantes
+ + 4
a) I. contractante => L fortement attractante = I, attrac-

tante ;
+ +
b) L. non attractante => L semi-stable ;

+ + .
c) I, non fortement attractante => L presque semi-stable ;

: +
4) LV sans holonomie € 1" presque stable.

c) EM dans les voisinages caractéristiques des feuilles semi-

propres.

. T ‘
PROPOSITION 1. Si L est une feuille propre attractante

’ + ; - .
et 51qE-V(L ) a au moins un ensemble minimal alors toute feuille

+ . . bk
F dans V(I ) contient dans son adhérence un ensemble minimal

ae Fruvnh).
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LEMME 1. Si q;VWL+) a un ensemble minimal E et s'il existe
L +
une feuille F de V(L )

; + . ‘
pseudogroupe d'holonomie PI. a une orbite fermée.

dont 1'adhérence ne contient pas E, le

. . . + Y +
En particulier 51'13/V(L.) a deux EM distincts PL a une

orbite fermée.

Preuve. Soient t un point de F(\]o,é;[, la,b[ 1'intervalle
CCEOIEO[ _E-,4tui point d'accumulation de PL+(b)ﬂ]o,EOL et iﬁ&&
une suite de PL+ telle que la suite {?;b} converge verso< . On
ne peut pas avoiro{> o car alors E serait contenu dans 1'adhérence
de F. On a dODCO<=: o ; ce qui montre qué 1'orbite PL+(b) est

fermée.

0 o O AN a t 4 E,

M X ]&W%ﬁ*wﬁwwt s - }%%%w%%mwﬂi X

Preuve de la proposition. D'aprés le lemme ci-dessus,

ou bien le feuilletage:¥7V(L+) a un EM contenu dans 1'adhérence
de toute feuille FCJI(L+), ou bien le pseudographe d'holonomie
PD+ a une orbite fermée, auquel cas L+ est contractante. Dans
les deux cas 1l existe un compact transverse Tc]o,EOC rencontré
par toutes les feuilles de V(L+).

Cuiis £ wids

On a aussi démontré le résultat suivant :

=+ : .
COROLLAIRE 1. Si L. est une feuille attractante, le feuille-

+ ., . . .
tage qf/v(L ) a un EM si et seulement si il existe un compact

4 . +
transverse Tc]o,fot rencontré par toutes les feuilles de V(L ).

+ .
Puisque si I, est non attractante elle est semi-stable et
l'ensemble FixGV(L+) des points fixés par le groupe de structure

+ ; . .
GV(L+) de V(L ) a une suite infinie convergeant vers o, on a

les deux remarques suivantes :
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: + ’
Remarque 1. Si L est une feuille propre non attractante
. iF 5 .
alors toute feuille F de V(L ) contient dans son adhérence au
. . ’ + rd
moins une et au plus deux feuilles fermées dans V(I ) et homéomor-

phes a L.

, + i
Remarque 2. Si L est une feuille propre noén attractante
~ v + .
a toute feuille F de V(L ) on associe un compact transverse
TC]o,féE rencontré par toutes les feuilles de FﬂV(L+).

PROPOSITION 2. Si 1'une des conditions suivantes est satis-
faite le feuilletage $?V(L+) a un ensemble minimal E :

a)qfest de classe 02 :

b) V(L+) contient une feuille de niveau défini "dans
VL) ;

+
c¢) L est non attractante :

+
d) L. est fortement attractante ;
+ 1 G
e) L est attractante et PL a un ensemble minimal m.
Dans ce dernier cas si m n'est pas réduit A une orbite

fermée E est unique.

Preuve. On applique le théoréme d'existence des EML pour
les feuilletages de classe C2 dans le cas a), la définition
du niveau des feuilles dans le cas b) et la remarque 1) dans
le cas c). Dans les autres cas il existe un arc compact TC]o,E;E

rencontré par toutes les feuilles de V(L+),

. . +
COROLLAIRE 2. Si L est propre et si—4/V(L') n'a aucun

+ ;
EM alors L est attractante presque semi-stable.

Les propriétés c) et d) de cette proposition 2 et la
propriété c) de la remarque 3-2-b-2 permettent de montrer ce

corollaire 2.

+ . .
PROPOSITION 3. Soient I. une feuille propre et F une feuille

3 , + ; g ,
se rapprochant de L . Si V(L ) est sans EM il existe une suite
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. - - . rd . . + -

infinie strictement décroissante de feuilles F dans V(L )fBI(F)
: + T ; 3

telle que toute feuille de V(L ) est supérieure ou égale a une

feuille F_.
n

Preuve. Il existe une suite strictement croissante EKngde sous-
variétés compactes connexes contenues dans L et ayant L pour
réunion. Soient x un point de K, ch identifié & 0 et un réel Eo>o

comme au début de ce paragraphe (c'est-a-dire qu'on a 1'égalité

¥
V(L' ) = Sat(]o,eb[)) tel que le pseudogroupe d'holonomie
PKl+(t) ¥ iﬁ pour un réel t dans l'intersection :]O,COEIWF.
Puisque V(L ) est sans EM 1la suite {%n(t) = ianK:TtJ } est

constituée de réels positifs et converge vers o. Si on désigne
par F_ la feuille passant par an(t), quitte & prendre une sous
suite, la suite {?éﬁ répond aux conditions de la proposition.

Gallaf sils

Remarque 3. La feuille ©L est un minorant de 1la
suite § = Fn et si cette suite 84? un minorant G>L la feuille
G ne peut pas étre contenue dans V(L ).

On verra (proposition 3-3-1) que S a une borne inférieure
et que chacune de ses bornes inférieures est équivalente a une

feuille de 6V(L+)-

Remarque 4. Avec les notations de la proposition 3) et
d'aprés le théoréme suivant, si F ne contient aucune feuille
+
ressort dans V(L ), alors pour tout n, Fn+ est propre contractante

et le premier groupe d'homologie H](Fm,!R) est non trivial.

Y

En effet, sous ces conditions, la restriction de PK;‘ A

la (t),t[ A& pour tout n, un EM sans orbite ressort.
n
Du théoréme 3-1-b-3 on déduit le théoréme suivant

. +
THEOREME 1. Si L+ est attractante et si PLL. a un EM sans

_|_ "
orbite ressort alors L est contractante et le premier groupe

d'homologie réelle Hl(L,m) est non trivial.
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COROLLAIRE 3. On a les conclusions du théoréme ci-dessus

. + . . .
si ¢?V(L ) a un EM sans feuille ressort ou s8'il a deux EM dis-

tincts.

Preuve. Si E est est EM sans orbite ressort de V(L+) et
si x est un point de E]o, é)[, alors tout &lément ¥ dans pr.t
tel que KX ¥ X. est une contraction sans point fixe dans ]o,{o[
et PrT a un EM sans orbite ressort. De méme, d'aprés le lemme

. + s . . + .
3-2-c-1 51:F?V(L ) & deux EM distincts PLL a un EM sans orbite

ressort.

PROPOSITION 4. Si 1'une des conditions suivantes est satis-

faiteq77V(L+) a un ensemble minimal sans orbite ressort :

a) V(L+) contient une feuille polyndmiale ;

b) V(L+) contient une feuille sous-exponentielle et posséde
un EM ;

c){}l(M) est polyndémial et q!est sans cycle évanouissant ;

d)ﬁfest sans cycle évanouissantf{T](M) est gous exponentiel

et V(L+) possede un EM ; -

e) 4} (L) est polynémial et L+ est semi-stable attractante ;

f) /frl(L) +est sous exponentiel, L+ est semi-stable
attractante et V(L ) posséde un EM.

\
\
Preuve. Pour montrer cette proposition il suffit de supposer |
que ol est attractante et d'appliquer les résultats suivants:

a) 1l'adhérence de toute feuille sous exponentielle ne
contient aucune feuille ressort ;

b) 1'adhérence de toute feuille polyndmiale contient un
EM sans orbite ressort dans tout ouvert la contenant (cf.
corollaire 3-2-d-1)

c) si le feuilletage-q: est sans cycle évanouissant la |
croissance de toute feuille est inférieure ou égale a celle

de 171(M) (Plante [P1.21).

Remarque 5. Dans les cas d) et f) de la proposition 3)

1'hypothése "V(L+) posséde un EM" n'est sans doute pas nécessaire
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-+
car il est probable qu'un sous groupe de Hom ('R)sans point fixe
dans IR a un minimal s'il est sous-exponentiel (il est aussi proba-

ble que chacune de ses orbites a un niveau fini).

COROLLAIRE 4. Dans chacune des situations de la derniere

i . +
proposition, si L est attractante elle est contractante et

son premier groupe d'homologie est non trivial.

COROLLAIRE 5. Si L' a de 1'holonomie et si elle est non

adhérente & la réunion des feuilles ressorts, toute sous variété
compacte K comme dans l'introduction a un premier groupe d'homolo-

gie Hl(K,ﬂb non trivial.

Remarque 6. Toute feuille vérifiant 1'une des conditions
c) ou e) est stable si son premier groupe d'homologie réel est

trivial.

Preuve. Le corollaire 4) montre que L+ est non attractante.
Si elle est non stable elle est limite d'une suite EFAB de feuil-
les propres attractantes du cb6té positif et homéomorphes a L.
Sous 1l'une des hypothéses c) ou e) de la proposition ci-dessus,
pour tout n assez grand l'ouvert V(Fn+) posséde un EM sans orbite
ressort ; Fn+ est alors contractante et Hl(FnJR) est non nul.
Ce qui est contradictoire.

Cuis Louid s

Remarque 7. A la fin du dernier chapitre on reviendra
4 1'étude de 1la stabilité des feuilles d'un feuilletage sous
certaines hypothéses (telles que feuilletage de classe C2, ou

feuilletage ayant la propriété d'existence des EML).

d) Existence d'EM dans un ouvert U.

Dans la suite de ce chapitre on suppose que l'espace quo-

tient M/;— est muni de la relation d'ordre"(".

4*
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On dit que :
a) Une feuille F d'un ouvert U a la propriété d'existence

des EM dans U si toute feuille G contenue dans F/lu contient

dans son adhérence un EM de U ;
b) Le feuilletagg-qffa la propriété d'existence des EM

dans U si toute feuille de U contient dans son adhérence un

EM de U.

Exemples.
1) 1le feuilletagqué la propriété d'existence des EM :

a) dans tout ouvert saturé par des feuilles sans holono-
mie (cf. théoréme 4-4-1) ;

b) dans tout ouvert UCM si:rést de classe C2 ;

c) dans le voisinage caractéristique V(L+) d'une feuille
D+propre si V(L+) a un EM (proposition 3-2-c-1).

2) Une feuille F a la propriété d'existence des EM

a) dans tout ouvert VeU si F a un niveau dans 1' ouvert
U (proposition 2-5-4) ;

b) dans tout ouvert U de M si F est polynémiale (cf.
corollaire 3-2-d-1) ;

c) dans U si U est le saturé d'une union finie de courbes
fermées transverses ;

d) dans U si U est le saturé d'une union arbitraire

de feuilles transverses (cf. lemme 4-1-2).

Remarque 1. La structure inférieure d'une feuille F peut
contenir deux feuilles F, et F, telles que F, vérifie la propriété
d'existence des EM dans U et telles que 1'adhérence de F, ne

contient aucun EM de U.

THEOREME 1. Si U est un ouvert connexe saturé non vide

on a les propriétés suivantes :

a) la réunion des feuilles fermées de U est fermée dans U ;

b)QTYU a un nombre fini d'ensembles minimaux de type excep-

tionnel ;
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c) il y a seulement un nombre fini d'ensembles minimaux
non contenus dans un ouvert produit feuilleté ;
d) toute feuille F dans U ne contient dans son adhérence

ey
qu'un nombre fini d'ensembles minimaux de—F/U.

LEMME 1. Si L est une feuille propre contenue dans un

. + i .
ouvert U et si V(L ) contient un ensemble minimal E de U alors
I, est une feuille fermée non attractante du cb6té positif et

E est une feuille fermée homéomorphe a L.

; ; 83
En effet, il est clair que L est non attractante ; E
correspond alors a un point fixe du pseudogroupe d'holonomie

+
PL (Remarque 3-2-c-1).

LEMME 2. Si une suite iéngci'EM distincts d'un ouvert U
converge vers une feuille L. de U alors L est une feuille fermée
dans U ; et pour tout n assez grand En est aussi une feuille

fermée homéomorphe a L.

Preuve. Pour appliquer le lemnme précédent il suffit de
montrer que L est propre. D'aprés le corollaire 2-1-a-1 toute
feuille G contenue dans EnU est équivalente a la feuille L et
alors l'ensemble E = EhU est un EM de U. On en déduit du théoreme
de Sacksteder généralisé au cas C° que L est une feuille fermée

dans U.
(o0 o, (0 L

LEMME 3. Une suite {T5'gd'EM distincts d'un ouvert U ne
se rapprochant d'aucune feuille de U se rapproche d'une feuille
L. contenue dans SU et pour tout n assez grand En est une feuille

fermée homéomorphe a une feuille ded U.

Preuve. Puisque toute feuille de U rencontre un noyau

- .
de U, toute sous suite infinie deiﬁnk se rapproche d'une feuille

LN contenue dans LU= %1). Une telle feuille L est non
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attractante (corollaire 3-2-c-1) et pour tout n, EB correspond
4 un point fixe du pseudogroupe d'holonomie PL™ de la feuille

LMCESU si E_est contenu dans V(L) .

€ .. Ede
Preuve du théordme. Les conditions a), b) et c¢) du théoréme
se déduisent du lemme 2) et 3) ; en effet, toute suite infinie

iEQS d'EM se rapproche d'une feuille Lq(qé t1) contenue dans
uVu.

Le point d) est une conséquence de ce qui précéde et du
fait que si L est une feuille propre dans l'ensemble limite
d'une feuille F alors L est attractante du céténloﬁ F se rapproche
et aucun EM denyU ne peut rencontrer le voisinage caractéristique
V(L") |

Remarque 2. On a déja démontré les points a), c) et d)
dans le paragraphe 2-5. Le point b) peut se démontrer d'une
autre fagon en utilisant Jla notion d'ouverts réguliers (cf.

théoréme 4-6-1).

Remarque 3. Toute feuille propre F contenue dans U posseéde

5,0 i + = y
un voisinage ouvert V=V (F )UFUV(F ) tel que tout ensemble minimal
de U rencontrant V se réduit a une feuille fermée homéomorphe

a L.

Remarque 4. Dans un ouvert connexe U produit feuilleté
on a les propriétés suivantes :

a) SifryU a une feuille fermée dans U, alors toute feuille
de U contient dans son adhérence au moins une et au plus deux

feuilles fermées et la réunion des feuilles fermées est fermée

dans U.

b) SiCF?U a un ensemble minimal exceptionnel X toute feuille

de U contient X dans son adhérence.
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PROPOSITION 1. Si une feuille F d'un ouvert U contient

dans son adhérence une feuille GCU telle que GNU ne contient
aucun EM de U, il existe une feuille L dans §MW(m= 1) ayant
les propriétés suivantes :

a) F est contenue dans V(LM) ;

b) le feuilletage:r7V(Lﬂ) est sans ensemble minimal ;

c) IM est attractante et presque semi-stable.

Preuve. Sous les hypothéses de cette proposition on peut
supposer que l'un des arcs T du lemme 1) ‘de 1'introduction de
ce chapitre a uneextrémité x dans une feuille L de MU et 1'autre
dans V(LM) et que si on identifie T a [0,1] au moyen d'un
E?méomorphisme %’tel que ?(x)=o pour tout £>0 1'intersection
FNNU contient une feuille FC rencontrant Jo,f[ sans rencontrer
[€,1 1. on en déduit que L™ est attractante (remarque 3-2-c-
2) et que V(LM est sans EM (corollaire 3-2-c-1) et contient
la feuille F. Le corollaire 3-2-c-2 montre dque LM est presque
semi-stable.

C +s £ id-

COROLLAIRE 1. L'adhérence de toute feuille polyndémiale

contient un EM (sans orbite ressort) dans tout ouvert la conte-

nant.

Une telle feuille est de niveau défini.

Exemple. Si /l\ll(M) est polyndmial et si?est sans cycle

évanouissant toute feuille def¢fa un niveau et est non ressort.

Remarque 5. Si F est une feuille d'un ouvert U telle que
toute feuille G dans FNU n'est contractante d'aucun cdté alors

E-contient un EM de U (sans feuille ressort).

En effet, sous ces hypothéses, toute feuille L™ contenue

dans 5U est contractante si son voisinage caractéristique V(LM)

contient la feuille F.
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PROPOSITION 2. Soit F une feuille d'un ouvert U. Les deux

propriétés suivantes sont équivalentes.

a) il existe une feuille GCFﬂU telle que_ahU ne contient
aucun EM de .U ;

b) il existe une famille totalement ordonnée formée par

des feuilles dans FhU et sans minorant dans U.

Preuve. Si on n'a pas la propriété a) et si 8 est une
famille comme dans b), il existe une feuj}le Gl minimale dans
U et contenue dans 1'adhérence de toute feuille de g; en effet,
1'adhérence de toute feuille contient seulement un nombre fini
d'EM de U (théoréme 3-2-d-1). La feuille G, est un minorant
de % dans U.

Réciproquement, si on a la propriété a) la feuille F se
rapproche d'une feuilkaL?lcgU (n= *1) telle que 1'ouvert V(L}l)
est sans EM. Il existe a10r§~ une suite Slzikln strictement
décroissante de feuilles dans HﬁV(L?l) telle gque toute feuille

G dans V(L}l) est supérieure ou égale a une feuille de Sl

(proposition 3-2-c-3). 8Bi S, a un minorant Fy dans U ; F, ne
_peut pas étre contenue 'dans V(LEl) et pour _les mémes raisons
il existe une feuille LgQZ(:6U distincte de Lfll et une suite S,
strictement décroissante de feuilles dans-;lr]V(L;‘Z)(:Ef\U sans

minorant dans V(qul)LJV(LSQZ) (= V(Lé‘z).

Puisqueé{u est une union finie de feuilles, & 1'aide d'un
raisonnement par réccurrence on peut construire une suite S
strictement décroissante de feuilles dans FNU sans minorant
dans U. -

I1 existe aussi une feuille L¥§U tel que 1'ouvert V(LM)

est sans EM et contient toute les feuilles de S.
Crailhe Fuuil »

Remarque 1. On verra (proposition 3-3-1 et remarque 3-3-5) que
toute famille totalement ordonnée de feuilles dans un ouvert
U sans minorant dans U a des bornes inférieures et que toute borne

inférieure est équivalente & une feuille L(:SWU tel que 1l'ouvert

V(L™) est sans EM et contient toutes les feuilles deg.
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Remarque 2. Soit F une feuille d'un ouvert U. Si 1'adhérence
de F ne contient aucun EM de ¢7U, il en est de méme pour toute
feuille dans F[VU. Par contre, des exemples montrent que FNuU
peut contenir un EM de‘$7U et une feuille G ne contenant dans

son adhérence aucun EM de-q?U (remarque 3-2-d-1).

3) Chaines de feuilles et EML.

Comme dans le paragraphe précédent 1'espace Mﬂ?’est mun i

de la relation d'ordre "g".

On désigne par
%une famille totalement ordonnée de feuilles non réduite
A un seul é&lément ;

Ge
X(%) l'intersection

—

A( %) la réunion U E;
U(®) la composante connexe de M—X(%) contenant une feuille
de % (elle contient toutes 1les feuilles de%, a 1'exception
de son plus petit élément s'il existe) ;
Lyreeerlg des feuilles non comparables vérifiant 1'égalité
X(E) = ﬂIU—TTTTIiS (les feuilles Ll""'L sont équivalentes

S
3 des feuilles SU(§) ; en effet, on a X(B) = SU(E)).

Remarque 1. L'ensemble ng) est la réunion de tous les
minorants deg. Il est non vide ; car il contient au moins un

EM.

Remarque 2. Si F est un minorant de ‘@ (c'est & dire si
on a FCX(%)) toutes les feuilles de ‘E se rapprochent d'un

méme caténL de F.

On désigne par #,...,M, des réels dans E;1,+l} tels
gue pour tout i, 1gigs, toute feuille de se rapproche du cc’iténrli

de IL..
i
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Remarque 3. Une feuille F de %i.est un
1) plus petit élément de % si F = X(@)

2) plus grand élément de'e si F = A(E).

~-e

On a montré dans les paragraphes 2-2 et 2-3 que % a tou-
jours une bOEEE_ supérieure et que pour toute borne supérieure
L oh a L = A(%) i en particulier toutes les bornes supérieures
sont équivalentes.

On a aussi montré 1'équivalence des propriétés suivantes :

a) F est sans précédent dans une chaine E de feuilles
la contenant ;

b) F n'est contenue dans aucun EMIL ;

c) il existe une suite infinie strictement croissante
de feuilles EFH<F3 convergeant versf.

On en déduit qu'une feuille F n'est contenue dans aucun
EML si et seulement si F est une borne supérieure non réduite
& un plus grand élément d'une famille totalement ordonnée de

feuilles.

Avec les notations de ce paragraphe il est facile de voir

que pour tout i, I1gigs, L. est une borne inférieure de Eet que

toute borne inférieure est équivalente & 1l'une de ces feuilles
Li (1Ligs) .

Dans la suite on montrera que si une feuille F est une
borne inférieure non réduite a un plus petit &lément d'une famil-
le % totalement ordonnée de feuilles, il existe un ouvert connexe
V sans EM contenant toutes les feuilles de 8' et contenant dans
"son bord SU" une feuille équivalente & F.

Pour cela on montrera que toutes les feuilles d'une telle
famille % se rapprochent d'un méme cdté propre m, d'une feuille T
équivalente & F et qu'on peutprendre V = V(LM).

La proposition 3-2-d-2 et la proposition 1 de ce paragraphe |
permettent d'associer a tout ouvert connexe saturé non vide

V sans EM et & toute feuille F¢V une famille totalement ordonnée

de feuilles dans F(\V sans plus petit élément et telle que chacune

de ses bornes inférieures est équivalente & une feuille de Sv.
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Dans la suite on suppose que toute feuille de ge&ﬁ:contenue

dans un ouvert connexe non vide saturé U.

L'ensemble X(%)nU = é;g(GI\U) des minorants de 8 dans U
peut étre vide.
La proposition qui suit montre que toute borne inférieure

deg est équivalente A une feuille dans UUSU.

PROPOSITION 1. Si %,est une famille totalement ordonnée

de feuilles d'un ouvert U on peut choisir les feuilles Ll""’Ls

et les réels ql""'qs définis ci-dessus, de telle fagon que
M
U

pour tout i, 1gigs, la feuille Li est contenue dans UUS

-
r

Preuve. Il suffit de vérifier la proposition pour i = 1
+
on suppose que Wi =+ 1 et que L1 n'est pas contenue dans UL“S U.

Dans ces conditions toutes les feuilles de 8 rencontrent un

by

méme bras A de IJ(E) et si on identifie une feuille de 0/A A
[0,1], toute feuille rencontrant [o,1] est supérieure ou égale

a Ll ; en particulier on a les inégalités L et L.&F; si
FO et Fl

Pour tout compact I contenu dans Jo,1[ il existe une

PR I 1l

sont les feuilles passant respectivement par o et 1.

feuille G de 8 ne rencontrant pas I (et rencontrant lo,1[-1) .
En effet, dans le cas contraire posséderait un minorant stricte-
ment supérieure a L, i ce qui est impossible.

On en déduit 1'existence d'une suite de feuillesg?gi

dans % telle que toute feuille de 8 est supérieure ou égale

4 1'une de ces feuilles F et telle que pour tout & dans Jo,%[

il existe une feuille F_ ne coupant pas Ce l—EJ La suite iF

+
devrait alors se rapprocher de Fo ou de Fl , Soit par exemple

+ . » 4 .
de F0 . Puisque la suite Fn est totalement ordonnée la feuille

- P . b
FO est attractante. Elle est alors équivalente a L, et on peut

1
prendre M. = + 1 et F_ au lieu de Ll' Pour les mémes raisons
si g.'g converge vers Fl_ B F]_ est attractante et on peut
prendre oy = -1 et F‘1 au lieu de Ll‘

Caifefads
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PROPOSITION 2. Si g% est une famille de feuilles totalement

ordonnée possédant une borne inférieur F non réduite a un
plus petit élément, il existe un ouvert connexe V ayant les
propriétés suivantes :

a) V contient toutes les feuilles de% :

b)ﬂf}estreint 3 V n'a aucun EM ;

c) §V contient une feuille L équivalente a F.

(Si L est contenue dans ST toutes les feuilles de g se
rapprochent de L™ et on peut supposer qu'on a V =V(LM)).

Le lemme suivant est une conséquence immédiate de la

proposition 1) si on pose U = U(g).

LEMME 1. Eﬁ.%(ﬂ: F sont comme dans la proposition 2) ci-
dessus, toutes les feuilles de % se rapprochent d'un méme catérm

propre d'une feuille L équivalente a F.

Preuve de la proposition. Soient L et Qﬁdes objets comme

dans ce lemme 1. Pour les mémes raisons que ci-dessus la feuille

LU est attractante et alors compte tenu du corollaire 3-2-

c-1 1le feuilletage:F?V(Lq) est sans EM et 1l'ouvert V = v(L"%)

répond aux conditions de la proposition.
c.qg.f.d.

Remarque 4. Si L et q_sont comme dans le lemme 1, LM est

attractante presque semi-stable (corollaire 322N

De la méme facon que précédemment on a la remarque suivan-—

te :

Remarque 5. _Soit%une famille totalement ordonnée de feuilles
d'un ouvert U. Si %:posséde une borne inférieure F non contenue

dans U il existe une feuille LCSVU(rQ:il) équivalente a F et

vérifiant les propriétés suivantes
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a) L™ est attractante presque semi-stable ;
b) qu(Lq)n'a aucun EM ;
c¢) l'ouvert V(LM) contient toutes les feuilles de Eé.

La proposition suivante se démontre comme dans le corollaire
o g W

PROPOSITION 3. Toute famille de feuillesg totalement

ordonnée contient une sous famille. %,=i? telle que a
o Un)n&Z
toute feuille F GEe%Jon associe un entier n avec G_ < F < Gn.
On a en particulier les égalités suivantes :
a) x(8)=€F=Q"G‘n;
0
b) N(R) = VF =UG, .
N - JF P,

Remarque 6. Si 1'adhérence d'une feuille F contient une
infinité de classes on a l'une des deux propriétés suivantes :

a) Ercontient une feuille I, contenue dans aucun EML ;

b) F est contenue dans un ouvert V sans aucun EM.

(Dans chacune de ces conditions ;T contient une famille
de feuilles totalement ordonnée sans plus petit ou sans plus

grand élément).
En effet, toute feuille ne vérifiant pas la propriété

b) a un niveau défini et contient dans son adhérence une feuille

de niveau f) contenue dans aucun EML.

4) Profondeur des feuilles.

DEFINITION 1. On dit qu'une feuille F a une profondeur

si toute feuille G contenue dans I est contenue dans EML.

Exemple 1. Toute feuille totalement propre ou toute feuille

ayant un niveau fini a une profondeur.

Soit F une feuille ayant une profondeur. L'ensemble

Xl=SI(F) est un fermé égal & 1'adhérence d'une union finie
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de feuilles Lll""'Llsl non comparables. Si pour tout ordinal
ﬁ’strictement inférieur & un ordinal donnéo{ on a construit
un fermé non vide ‘XB et des feuilles LBl,...,I,Bs non compara-
bles avec 1'égalité '}{0=L&1U,...,ULﬂs(3 , on définit un ensemble

$
XA par la réunion LJfSI(Lpi) si ol est le successeur de ﬂ3 et
par l'intersection ﬁ?&xp,sic{ est limite.

L'ensemble X, est un fermé (proposition 2-3-3) et est
égal (s'il est non vide) & 1'adhérence d'une union finie de feuilles
Ld\l,...,gig* non comparables : en effet, Xo& est strictement
inclus dans F.

Puisquse sia( est le successeur de 3, on a 1'égalité

- - Un

bien ordonnée par inclusion. Elle est donc dénombrable.

la famille {%4 est décroissante et

On en déduit qu'il existe un ordinal dénombrable «£ tel
que l'ensemble X, est vide. Le plus petit élément de ces ordinaux

est appelé profondeur de F et noté prof(F).

on a donc 1'équivalence : prof(F) =& si et seulement

si Xy est vide et si pour tout fB<e(, Xp est non vide.

D'aprés cette construction la profondeur de toute feuille,

si elle est définie, est dénombrable et 1'adhérence d'une telle

feuille est une union dénombrable de classes.

On a montré qu'une feuille F a une profondeur si et seule-

ment si toute famille totalement ordonnée de feuilles a un plus

grand élément.

La réunion P des feuilles ayant une profondeur n'est pas
nécessairement un fermé. Mais d'aprés 1la proposition 2-l-a-

1 une feuille F est contenue dans P si et seulement si sa structu-

re inférieure est contenue dans P.

PROPOSITION 1. Une feuille F a un niveau et une profondeur

si et seulement si son adhérence est une union finie de classes.
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En effet, toute feuille de niveau c(;tu contient une feuille
de niveau W contenue dans aucun EML ; elle est donc sans profon-

deur.
Remarque 1. Toute feuille de niveau W est sans profondeur
et est limite d'une suite {Fn de feuilles telle que, pour toute

n, Fn a une profondeur et un niveau.

PROPOSITION 2. L'adhérence d'une feuille F ayant une profon-

deur contient un nombre fini de classes ayant un niveau.

Preuve. Toute feuille dans F a une profondeur. La réunion
de toutes les feuilles ayant un niveau est un fermé. Par suite
la réunion des feuilles contenues dans T et ayant un niveau
est 1'adhérence d'ugi.union finie de feuilles Ll,...,Ls. Puisque
toute feuille dans F a une profondeur chacune de ces feuilles
a un niveau et une profondeur et son adhérence est une union
finie de feuilles.

(o0 (W 2! ; N

Des exemples montrent qu'on peut trouver des feuilletages
ayant :

1) une suite infinie strictement décroissante de feuilles
ayant toute méme profondeur (par contre on sait que si F et
G sont des feuilles ayant un niveau et siona G<F alors
niv(G)<niv(F) ;

2) des feuilles sans niveau et sans profondeur ;

3) des feuilles ayant une profondeur dénombrable arbitraire-

ment grand ;
4) des feuilles F de profondeur o{>W telles que 1'ensem-
ble {prof(G)/G.gF} a un cardinal fini ;
5) des feuilles de profondeur par exemples(:uJ+ 2 contenant

dans leur adhérence des feuilles de niveau fini arbitrairement

grand.

Si P est 1la réunion des feuilles ayant une profondeur

—

on peut avoir les égalités P = M-P = M. |

I-....IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIII.II.I.IIIIIIIIIIII.
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Dans ces conditions la structure inférieure de toute feuil-

le est contenue dans P, et toute feuille sans profondeur n'est

contenue dans aucun EMI et est maximale (définition 1 et proposi-

tion 2-1-a-1).
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CHAPITRE 4

Ouverts réguliers.

Introduction.

Un ouvert U est un ouvert régulier s'il est soit un produit

feuilleté (c'est-a-dire si toute feuille transverse de ‘i: est
homéomorphe a [0,17) soit un &lément minimal pour 1'inclusion
des ouverts obtenus par la saturation d'une union de feuilles
transverses. Ceci est encore équivalent & dire que U possede
1'une des propriétés suivantes :

a) U est un produit feuilleté ;

b) U est saturé par des feuilles denses ;

c) le feuilletage induit $?U a un ensemble minimal E
et toute composante connexe de U-E est un produit feuilleté.

L'ouvert U est dit fortement régulier s'il a 1l'une des

propriétés suivantes :

a) U est produit feuilleté ;

b) U est saturé par des feuilles sans holonomie ;

c) il existe une feuille fermée F de U tel que l'ouvert
U-F est connexe et produit feuilleté.

Dans ce chapitre on démontre les propriétés suivantes :

1) Si U est saturé par des feuilles sans holonomie on

a l'une des propriétés suivantes :

a) U a toutes ses feuilles fermées ;

r

b) U est saturé par des feuilles denses ;
¢) U a un ensemble minimal exceptionnel E tel gque toute
composante connexe de U-E est feuilleté en produit.
Un tel ouvert est alors régulier.
2° Si une composante connexe U de la réunion des ouverts

PF est un ouvert non PF il existe une feuille F fermée dans

U tel que U-F est un ouvert connexe PF.
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Oon en déduit que toute composante connexe de la réunion
des ouverts PF est un ouvert fortement régulier de type a) ou
c¢). L'exemple de Reeb sur le tore plein montre gqu'une telle
composante connexe n'est pas toujours un PF.

3) I1 y a reldvement des chemins (ie on peut remplir les
rectangles de chemins contenues respectivement dans des feuilles
de /U et B/U) dans tout ouvert fortement régulier.

Pour G. Hector [ He 11 un ouvert régulier est un ouvert
dans lequel il y a reldvement de chemins. Il a défini aussi
les ouverts incompressiblespar les &léments minimaux de 1'ensemble
des saturés des courbes transverses fermées ordonné par inclusion.

Ces ouverts sont des types particuliers d'ouverts réguliers
(selon notre définition).

4) Un ouvert dans lequel il y a relévement des chemins

est un ouvert régulier.

5) Toute composante connexe de 1la réunion des ouverts
réguliers (resp. fortement réguliers, dans lesquéls il y a
reldvement des chemins) est un ouvert régulier (resp. fortement
régulier, dans lesquels ily a reldvement de chemins).

6) Tout ouvert non PF contient un ouvert régulier non
PF.

7) Un ouvert régulier non PF est contenu dans tout ouvert
non PF le rencontrant et contient tout ouvert régulier le
rencontrant.

on en déduit que deux ouverts réguliers non PF distincts
sont deux composantes connexes disjointes de la réunion des

ouverts réguliers. Le nombre de tels ouverts est fini.

Comme application de 1'étude des ouverts réguliers on
donnera une autre formulation et une autre démonstration (plus
accessible) du théoréme 5) de pippolito dans [ Di 1 17 et on
démontrera un théoréme de structure pour les feuilletages de

classe C° : la réunion C(R) des feuilles contenues dans aucun

ouvert régulier est un compact, nulle part dense égal A

1'adhérence d'une union finie de feuilles semi-propres

attractantes d'un cdté propre.
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Puisqu'on a montré dans [salll que 1'adhérence d'une
feuille polynémiale dans un ouvert PF est une union finie de
classes et puisque 1'adhérence d'une telle feuille ne contient
aucune feuille ressort, ce théoréeme de structure permet de
redémontrer le résultat suivant, d a Cantwell et Conlon : toute
feuille polyndmiale dans un feuilletage de classe C2 est contenue
dans un EML E de type propre ou dense tels que E-E est une union
finie de feuilles totalement propres et tel que si E est de
type dense 1l est saturé par des feuilles sans holonomie ; en
effet on verra que dans un feuilletage de classe C2 1l'ensemble
C(R) est une union finie de classes.

A la fin de ce chapitre on montre qu'il y a aussi une
relation entre les EML et les ouverts réguliers : par exemple,
si Ry est la réunion des ouverts réguliers contenus dans un
ouvert U non régulier, on a les propriétés suivantes :

a) Uc:Eﬁ et U-Ry est 1'adhérence d'une union finie de feuilles
semi-propres attractantes d'un c6té propre (on a 1'égalité
U-R; = C(R)AU) ;

b) tout ensemble minimal exceptionnel est contenu
dans U—RU :

c) toute feuille fermée dans U est dquivalente & une feuille
fermée de U-Ry attractante d'un cdté au moins.

Ce dernier résultat permet de donner une autre démonstration

du théoréme 3-3-1.

1) Ouverts Produits feuilletés (PF).

On a vu gqu'un ouvert U connexe saturé est un PF si et
seulement si pour tout x dans U la feuille transverse Tx rencontre
le complémentaire €y de U, ce qui est encore équivalent a dire
que pour x dans (SHL T; rencontre CU. Ceci nous permet d'avoir

la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Si U est un ouvert connexe on a les

équivalences suivantes :

a) U est un produit feuilleté ;

b) U ne contient aucune feuille transverse ;
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c) il existe une feuille TU de G/U dont ié saturé Sat(TU)

est un produit feuilleté.

Preuve. D'aprés 1'introduction il suffit de vérifier
1'implication c)=¥ a). Si Ax,y[ est une feuille de T/u telle
que Sat(]lx,y[) est un PF, lis feuilles FX et Fy sont des feuilles
de ASU. Toute feuille de ‘0 partant de Fx rencontre FY : elle

est dont homéomorphe a [o,1] et U est un PF.

THEOREME 1. Si U est une composante connexe de la réunion
d'une famille d'ouverts produits feuilletés et si U n'est pas
un produit feuilleté il existe une feuille F fermée de U telle

que U-F est connexe et est produit feuilleté.

La démonstration se fait en trois étapes :

1) toute feuille F dans U contient dans son adhérence
un ensemble minimal E du feuilletage‘?&U ;

2) tout ensemble minimal de 44&1 est une feuille fermée
dans U ;

3) pour toute feuille F fermée dans U, U-F est un ouvert
connexe PF.

Pour cela on a besoin de trois lemmes :

LEMME 1. Si U est un ouvert comme dans le théoréme le
saturé de toute feuille transverse T contenue dans U est égal

a u.

Preuve. Puisque toute feuille de éﬁ(Sat(T)) est non
semi-stable du c¢été positif on a l'inclusion d(Sat(T))C LU et
1'égalité U = Sat(T).

cog.f.d.

LEMME 2. Si V est le saturé d'une union P de feuilles
transverses toute feuille F dans V contient dans son adhérence

un ensemble minimal de V.

Preuve. Il suffit de montrer que P est inclus dans V.

Si x est un point limite d'une suite {xg} dans P, un voisinage
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bidistingué contenant x rencontre tous les T _pour n assez grand ;
z . 1
on en déduit que Tx est dans V.

Cie Lol

LEMME 3. Si V est un ouvert produit feuilleté strictement
inclus dans un ouvert W, alors tout ensemble minimal E de ¥/
contenu dans V est une feuille fermée homéomorphe & une feuille
de VNW.

Preuve. I1 suffit de montrer gque E correspond & un point
fixe du groupe de structure GV de V. Soit x un point de E tel
que Gv(x) ¥ ik] et soit J&B[ la composante connexecﬁa[b,l]—FixGV
contenant X (FixG,, est 1'ensemble des points fixés par
Gy - Puisque 1'intersection de 8§V et de W est non
videcﬂoufacorrespond a un point de EOW=E et 1'une des
intersections Gv{ﬁ)ﬂ]dvﬁfou Gv(ﬂ)()ld,ﬂ[ est alors non vide ;
ce qui est impossible.

c.G.£.d.

Preuve du théoréme. D'aprés ce qui précéde puisque U est

non produit feuilleté U contient une feuille transverse T et
sat(T) = U. On a donc la premidre é&tape. La seconde étape est
une conséquencedu lemme 3). Pour la troisiéme étape on désigne
par F une feuille fermée dans U. Puisque toute feuille transverse
dans U rencontre F chaque composante connexe de U-F est un PF.
Si Vl et V2 sont deux composantes connexes de U-F on a
6YJ1U =<§V2f\U = F ; donc Vl:V2 et V-F est un ouvert connexe.

ChGefads

Dans le feuilletage de Reeb sur le tore plein szSl 1'ouvert

U:szsl—-T2 est non PF bien qu'il soit une union de deux ouverts

produits trivialement feuilletés.
Sous certaines conditions 1'union de deux ouverts PF

Ul at U2

1) Ulet U2

est encore PF. C'est le cas dans les exemples suivants :
sont non disjoints et J(UIL)UZ)(\(SUfhguz)

est non vide (en effet toute feuille transverse rencontrant
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Ui\JU2 rencontre gUlUJU2 : elle rencontre donc g(Uleuz).

2) Si Ujet U, sont disjoints et si gU1(\802 contient une
feuille L, alors 1l'ouvert U=U1L}U2UL est un PF (en effet, pour
i=1 ou 2, £Ui(18U est non vide ; ce qui implique que toute

feuille transverse rencontrant U rencontre son complémentaire).

" + ~
PROPOSITION 2. Une feuille propre semi-stable L possede

un voisinage ouvert connexe produit feuilleté contenant tout

_ . 5 ’ +
voisinage connexe produit feuillete de L .

. *F ; g
COROLLLAIRE 1. Si I. est propre et semi-stable son voisinage

caractéristique V(L+) est un produit feuilleté.

Remarque 1. Si U est un ouvert connexe non PF et si L
; + . AL 2 & i +
est une feuille de & U semi-stable du cb6té positif, alors v(L )
. . 5 +
est strictement contenu dans U et la feuille de &S (V(L ) est

une feuille fermée dans U.

2) Ouverts régquliers.

Comme d'habitude on désigne par U un ouvert saturé connexe.

DEFINITION 1. Un ouvert connexe saturé est un ouvert

régulier si toute feuille transverse rencontrant U rencontre

toutes ses feuilles.

Remarque 1. Un ouvert U est non régulier si et seulement

si il existe une feuille transverse rencontrant U sans rencontrer

toutes ses feuilles.
La proposition qui suit montre qu'on peut supposer que

cette feuille transverse est contenue toute entiére dans U.

PROPOSITION 1. Un ouvert U est non régulier si et seulement

si il contient une feuille transverse ne coupant pas toutes

ses feuilles.
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Preuve. Soit T une feuille transverse coupant U sans couper
toutes ses feuilles. Le saturé d'une feuille transverse de 0/U
contenue dans T est nécessairement non PF puisque U ne 1l'est
pas ; il contient donc un feuille transverse T' répondant a
la question. La réciproque est immédiate.

o' (S8, W s b
Remarque 2. Une feuille transverse peut rencontrer toutes
les feuilles de U et contenir une feuille de ',/U ne coupant

pas toutes les feuilles de U.

La proposition qui suit précise encore la définition des

ouverts réguliers.

PROPOSITION 2. Un ouvert U est régulier si et seulement

si le saturé de toute feuille transverse de (/U est égal & U.

Preuve. Il nous suffit de démontrer la condition nécessaire.
On suppose que U est régulier et ondésigne par TU une feuille
de /U et par V son saturé. Si V est un PF on a U=V et

Sat(TU) = U. Dans le cas contraire V contient une feuille
transverse T' et U = Sat(T') cVC.U. On a donc de méme Sat(TU) = U.
& s Euida

PROPOSITION 3. Un ouvert U est régulier si et seulement

si il vérifie 1'une des propriétés suivantes :

a) U est un produit feuilleté ;

b) toutes les feuilles dans U sont denses ;

c) il existe un ensemble minimal et pour tout ensemble
minimal E de U toute composante connexe de U-E est un produit

feuilleté.

Preuve. Si U est un ouvert régulier ne vérifiant ni a)
ni b) il contient une feuille transverse coupant toutes ses

feuilles et.qvﬁl posséde un ensemble minimal E distinct de U.

Puisque U est régulier toute feuille transverse rencontrant
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U-E rencontre E et chaque composante connexe de l'ouvert U-E
est un PF. Réciproquement il suffit de supposer qu'on a la
propriété c). Toute feuille transverse rencontrant U rencontre
E et donc toutes ses feuilles ; puisque toute composante connexe
V de U-E est un ouvert PF dont "le bord £V" contient une feuille
L de E, la feuille transverse T coupe I. et coupe en méme temps
toutes les feuilles de V.Ce qui montre que T coupe toutes les

feuilles de U.
(o % s 0 0 8

On va énoncer certaines propriétés qui se démontrent
directement A partir de ce qui précéde et que nous utiliserons
dans la suite sans y faire référence. On désigne par R un ouvert

régulier.

1} B8i S+R (resp. & R) contient une feuille semi-stable
du cbHté positif (resp. du c6té négatif) R est un produit
feuilleté.

En effet, si R est non PF il contient une feullle transverse
T et cette feuille, qui coupe un voisinage PF de Yt (resp. i Vi

coupe aussi la feuille L ; ce qui est contradictoire.

2) & .7 est une feuille propre dans l'ouvert régulier
R, L+ est semi-stable.

En effet, si L est contenue dans un PF L est semi-stable.
Sinon et si la fermeture de L dans R est un ensemble minimal
E de R, E ne peut pas se rapprocher de L. La feuille L posseéde

alors un voisinage PF.

3) Un ouvert U strictement contenu dans R est un produit

feuilleté.
En effet, puisque 1'intersection JUf\R est non vide toute

feuille transverse rencontrant U rencontre son complémentaire.

PROPOSITION 4. Un ouvert régulier R non produit feuilleté

distinct de M a les propriétés suivantes :
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a) toute feuille dans R est supérieure ou égale a toute
feuille F minimale exceptionnelle dans R (ie on a
R = SS(F)CL(F))) ;

b) si q;QQ a une feuille fermée F l'ouvert R-F est connexe
et PF.

¢) toute feuille de R est supérieure ou égale a toute

feuille L" contenue dans $R(m=% 1).

Preuve de a). Si L est une feuille de R - CLl(F) et G une

feuille dans S(CCIE'_C]_(F)(']R) on a F = GslimFclimL ¢l puisque
cek est un PF.

R-C1(F)
Pour la démonstration de b) voir celle du théoréme 4-2-1.

Preuve de c). D'aprés les propriétés précédentes la feuille
LY est non semi-stable et toute feuille F minimale dans R se
rapproche de L™ ; en effet, toute composante connexe de R - CI1(F)
est un PF. Les propriétés a) et b) permettent de conclure.
Coitfeifoid.

THEOREME 1. Si R est un ouvert régulier non produit
feuilleté et si U est un ouvert connexe rencontrant R, alors
on a l'une des deux propriétés suivantes :

a) UCR si U est régulier ;

b) RCU si U est non produit feuilleté.

Preuve.

Preuve de a). Si U n'est pas contenu dans R l'intersection
UNR est différente de U et 1'intersection (SR)N U contient
une feuille LM (p= % 1). La feuille L™ est semi-stable puisque

I, est contenue dans un ouvert régulier. Mais alors R est un

PF ; ce qui est contradictoire.

Preuve de b). Si U est non PF on ne peut pas avoir U

strictement inclus dans R (propriété 3). De méme que pour a)

si en plus U est distinct de R l'intersection (SR) MU contient
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une feuille L™ (n= 2% 1) et toute feuille de R se rapproche de

LV (proposition 4). On a donc RCU.
c.g.f.d.

COROLLAIRE 1. Deux ouverts réguliers non PF coincident

s'il se coupent. Chacun d'eux est une composante connexe de

la réunion des ouverts réguliers.

PROPOSITION 5. Toute composante connexe R de la réunion

d'une famille d'ouverts réguliers est un ouvert régulier.

Preuve. Si R contient une feuille transverse T ne
rencontrant pas toutes ses feuilles 1le bord du saturé de T
contient une feuille 1" dans R. ce qui est impossible, puisque
d'une part L+ est semi-stable (elle est contenue dans un ouvert
régulier) et d'autre part elle est non semi-stable (corollaire
1-5-d-1). L'ouvert R est donc régulier.

Cag«Lds

COROLLAIRE 2. Une feuille propre L est contenue dans un

ouvert régulier si et seulement si elle est semi-stable des

deux cdtés.

Preuve. Si L est propre semi-stable des deux cbtés l'ouvert
V(LﬁIJLiJV(L_) est un ouvert régulier contenant L (corollaire

4-1-1). La propriété 2) assure la réciproque.
Codef s

THEOREME 2. Tout ouvert U non produit feuilleté contient

un ouvert régulier non produit feuilleté.

LEMME 1. Une suite iUA% décroissante d'ouverts connexes
saturés non vide telle que pour tout n Un est le saturé d'une

union de feuilles transverses est stationnaire.
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Preuve. Si {?Ag n'est pas stationnaire, quitte a prendre
une sous-suite, on peut supposer dque pour tout n Un+l est
strictement inclus dans U,- On désigne alors par :

%nune feuille dans Un—Un+l :

Tn une feuille transverse dans Un coupant Fn en un point

de e
X un point d'accumulation de la suite {?n} .
Par construction des feuilles Fn' pour  trouver la
contradiction il suffit de montrer que sous ces hypothéses x
est un point de W = int((\Un) ou encore 'que le saturé de .
est dans W.

Soit F une feuille coupant TX en un point y et soit U
un ouvert bidistingué contenant 1l'arc transverse d'extrémités
x et y. Puisque Tx coupe U , pour tout n assez grand la feuille

F coupe aussi ces Tn ; et ainsi F est dans W.

At
/A

CafeLads

Preuve du théoréme. Puisque U est non PF il existe une

feuille transverse T, contenue dans U. Si 1l'ouvert u, = Sat(Tl)
n'est pas régulier il contient un feuille transverse T2. Ainsi
il existe une suite décroissante {Pn} d'ouverts saturés de
feuilles transverses et le lemme ci-dessus implique que cette
suite est finie. Son dernier élément est alors un ouvert régulier

non PF contenu dans U.

c.qg.f.d.
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COROLLAIRE 3. Si ipnl est une suite décroissante d'ouverts
telle que 1'ouvert int(f\Un) est un produit feuilleté alors

pour tout n assez grand Un est un produit feuilleté.

Preuve. Dans le cas contraire, pour tout n UnA'contient
un ouvert Rn régulier non PF. Comme il n'y a qu'un nombre fini
de tels ouverts Rn on peut supposer dgue Rl est un ouvert non
PF dans int((\Un) ; ce qui est contradictoire.

CutCads

Dans [Di 1 ] Dippolito a donné un théoréme de structures
(théoréme 5) ; mais sa démonstration est trés compliquée. Le
corollaire qui suit donne de ce résultat une autre formulation

et une autre démonstration plus accessible.

PROPOSITION 6. Il existe deux suites finies (UO,...,UP)
et (Vl,...,V
suivantes

1) M = VOD Uo:)Vl

2) pour tout i, og£igp,

p+l) d'ouverts saturés ayant les propriétés

DU;D... DUpDVp+1 =@ ;

= Wy ™ Ui est un ensemble minimal de F/V; ;
- chaque composante connexe de 1l'intérieur de U, - Vi
est un ouvert produit feuilleté.

Preuve. On pose VO M et si E est un EM deq{on prend

UO = VO—E et Vl = Ui.Sat(T)/TCLﬁ}. Si V1 est non vide le

feuilletage F/V] a unensemble minimal E, et de la méme fagon
on prend U, = V;-E; et V, =U{Sat(T)/TcUl}. lLa proposition est

alors une conséquence du lemme 1 de ce paragraphe et du fait

que l'intérieur de U ne contient aucune feuille

., = V.
i i+l
transverse.

CoQefod.
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Remarque 1. Avec les notations de cette proposition bien

que 1l'ensemble Ui—V ait un intérieur PF il peut cependant

i+1
contenir une infinité de classes contenues dans aucun ouvert

PF.

Le résultat qui suit est appelé théoréme de structure

pour les feuilletages de classe c®.

THEOREME 3. Le complémentaire C(R) de la réunion des ouverts
réguliers est 1'adhérence d'une union finie de feuilles semi-
propres attractantes d'un cdbté propre. Il est compact et nulle

part dense.

Preuve. Soient Rl,...,Rp les ouverts réguliers non PF.
Puisque pour tout i SRi est une union finie de feuilles propres
non semi-stables du c6té de Ry il suffit de montrer 1'égalité

C(R) = iL=J'l (§Ri) .

L'inclusion !3 (SRi)C:(KR) est évidente. Réciproquement,
sl F est une feuii%e contenue dans aucun ouvert régulier et
si x est un point de F, pour tout €0 l'ouvert U, = Sat(Y;(]-E,EC))
est non .régulier et contient un ouvert Rg régulier non PF
(théoréme 4-2-2). L'ouvert R£ ne contient pas la feuille F.
On peut alors supposer dque pour tout 5;0 RE est 1l'ouvert Rl

——

et alors F est contenue dans §R,.
c.qg.f.d.

COROLLAIRE 7. Toute feuille F maximale est contenue dans

un ouvert connexe produit feuilleté ou saturé par des feuilles

denses.

Preuve. Si F est propre et maximale elle est non attractante
des deux cdtés et est contenue dans un ouvert PF. Si elle est
non propre elle n'est équivalente 3 aucune feuille semi-propre;

par le théoreme précédent elle est contenue dans un ouvert

régulier R. On peut alors supposer due F est minimale dans cet
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ouvert R et que R est non PF ; auquel cas F est dense dans

ol o il

3) Relévement des chemins.

On désigne par
U un ouvert connexe saturé ;
L une feuille dans U ;
c: [0,1] —M un chemin dans la feuille L joignant les points
= e
X (0) et x; = ¢€(1).
On dit que

a) ¢ a un relédvement en un point z de la feuille transverse

TX s'il existe un ouvert I de T contenant les points X
o o

et z et une application C : Ix([o,1]—M vérifiant les deux
conditions du lemme 1-5-c-1.

b) ¢ a un relévement dans U s'il a un relévement en tout

point de la feuille transverse de G/U contenant le point X

c) Il y a relévement des chemins dans U si pour toute

feuille F dans U tout chemin dans F a un relévement dans U.

Dans toute la suite on suppose que c est sans relévement

en un point de la demi-feuille positive de ©%/U contenue dans

+ 5
Txo- On désigne alors par

So la borne supérieure des réels s>o tels que c a un

relévement au point WXO(A) ;
ty la borne supérieure des réels t £Jo,1] tels que
la restriction Cy de ¢ & [o,t] se reléve au point
On supposera t_ = 1 et donc c = a
o e .
Il existe un homéomorphisme local h(= h,) de Tgb p—.

x5 (S0) -

T*

X1

domaine 1'intervalle transverse ‘-FX( [o,s,]) (pour tout t& [o,1T,
0

défini par relévement du chemin c le long de T;; ayant pour

il existe de méme un homéomorphisme local h de ™ gdgans T*

contenant 4; (s,) dans son domaine) .

O
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Remarque 1. Une feuille F+ (resp. F) est contenue dans
1'ensemble limite d'une feuille G si et seulement si on a l'une
des deux situations suivantes

i) F est non propre et on a FfSG (resp. FLG).

ii) F est propre et ol (resp. F) est strictement inférieure
a la feuille G.

I1 faut noter gqu'on a dit dans la définition 1-4-4 que
G se rapproche de P (resp. F) si et seulement si F+ (resp. F)

est strictement inférieur & G (F propre ou non).

THEOREME 1. Avec les notations précédentes la feuille
L, passant par le point v; (so) a les propriétés suivantes
o
a) elle n'est contenue dans aucun ouvert PF ;

b) si LT est propre elle est non semi-stable et attractan-

1
te ;
c) si Li est non propre elle est attractante "selon la
définition 1-4-7" et est contenue dans un EML ;
d) si Ll est contenue dans un ouvert régulier R alors

R est non PF et Cl(Ll) est un EM de R de type exceptionnel
ou dense ;

e) il existe une feuille contractante contenant LE dans

son ensemble limite.

LEMME 1. L'image de 1l'intervalle 4& ([o,sel) par h+ est
- o

toute la demi-feuille transverse T;l.

En effet, dans le cas contraire si a est un réel strictement
positif tel que h(f; ([o,s80[)) est 1l'arc transverse f&l(ro,at)
le choix d'un ouvert bldlstlngue contenant le p01nt\f (a) permet

de prolonger h en sg.
On déduit de ce lemme le résultat suivant :

COROLLAIRE 1. A toute suite strictement croissante .de
réels E? 1 dans [o0,so[ tendant vers so correspond une suite
n

-l‘..IIlII-III-II-IIIIIIIIlIlIllllllIIlIlIIIIIIIllllllIllll.llllllllllll.l.l....ll.
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strictement croissante de réels i?n} tendant vers 1l'infini

telle gue pour tout n on a h(? (an)) = fxl(bn). On a aussi

Xo
la réciproque.

LEMME 2. Si T,  est compacte toute feuille la rencontrant

contient E1 dans son ensemble limite.

Preuve. Soit F une feuille coupant T, en un point vy.
Puisque TX est compacte il existe une suite de réels {bgs tendant

vers 1'infini et une suite {ég} dans [o,sg[ tendant vers sg
telles que pour tout n on a Yy =‘Fxl(bn), X, =[Pxo(an)EF et

h(xn) = Y.
c.qgs.f.ds

LEMME 3. Si Tx est non compacte alors une feuille F rencon-
tre limTXl si et seulement si elle contient ﬂl dans son ensemble

limite.

Preuve. Une feuille F rencontre lime en un point y si
et seulement si il existe une suite de réels bn tendant vers
1'infini telle que pour tout n le point y = Txl(bn) T —
dans Tgir)F et telle gue la suite gynl converge vers y. Le corol-

laire précédent permet encore de conclure.
Gt dds

Preuve du théoréme. Les propriétés a) et b) sont immédiates.

Elles prouvent la propriété d) et les lemmes 2) et 3) prouvent
la propriété c). Il reste a montrer la propriété e). C'est une
conséquence de la propriété b) si L1 est propre ; sinon, il
suffit d'appliquer la propriété c) et le théoréme d'Imanishi
( Im 1 ] selon lequel, dans cette situation, tout ouvert saturé

contenant Ll contient une feuille ayant de 1l'holonomie.
CioJ o f oo
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Remarque 2. La propriété e) du théoreme précédent généralise

le théoréme d'Imanishi rappelé dans la démonstration ci-dessus.

PROPOSITION 1. Un ouvert U ot il y a relévement des chemins

est un ouvert régulier.

Preuve. Si U est non régulier il existe wune feuille
transverse T contenue dans U telle que Sat(T) ¥ U.
Soient L une feuille, par exemple, de § (Sat(T)(1U, x un point
de L et 6 un réel strictement positif tel qﬁe le saturé
Sat(?x([-ﬁ,o[) soit contenue dans Sat(T). Un chemin
c dans la feuille E, d'origine et d'ex-

YX(—C)

trémité dans T est sans relévement au point X puis-

que la feuille Fx = L ne coupe pas T.
c.q.£:d.

PROPOSITION 2. Il y a relévement des chemins dans toute
composante connexe U de la réunion d'une famille d'ouverts dans

lesquels il y a relévement des chemins.

Remarque 3. Si U est un ouvert o il y a relévement des
chemins et si TU est une feuille transverse de '{/U le pseudogroupe
d'holonomie r%U sur T (voir remarque 1-5-c-2) est un groupe

U
d'homéomorphismes de T.

Remarque 4. Les ouverts od il y a relévement des chemins

sont les ouverts réguliers au sens d'Hector (dans sa theése).

4) Ouverts saturés par des feuilles sans holonomie.

Dans sa thése G. Reeb a étudié les feuilletages définis
par une forme fermée. Il a montré qu'on a l'une des deux situa-

tions suivantes
a) toutes les feuilles sont fermées (compactes) ;

b) toutes les feuilles sont denses.
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Aprés lui Sacksteder a montré qu'un feuilletage de classe
c? sans holonomie vérifie 1l'une des deux propriétés précédentes.

Plus généralement si qfest un feuilletage de classe C2
presque sans holonomie et si U est une composante connexe du
complémentaire de la réunion des feuilles compactes on a aussi
1'une des deux propriétés a) ou b).

En effet, puisque LU est une union finie de feuilles compac-

tes, il existe une courbe transverse fermé dans U coupant toutes ses

feuilles et par conséquent toute feuille dans U contient dans
son adhérence un ensemble minimal E de U. D'aprés le théoreme
de Sackesterder, si on n'a pas la propriété b) E est une feuille
fermée de U et le théoréme de Sacksteder-Schwartz permet de
conclure.

Dans l'exemple de Denjoy sur le tore M = T2 on a un
feuilletage sans holonomie vérifiant la propriété suivante :

c)qfa, un ensemble minimal exceptionnel E tel que toute
composante connexe de son complémentaire est feuilletée en pro-
duit.

Evidemment ﬁfn'est pas de classe C2.

Le résultat qui suit est une généralisation de ce qui
précéde pour un feuilletage de classe C° induit sur un ouvert

U.

THEOREME 1. Si U est un ouvert connexe saturé par des
feuilles sans holonomie on a l'une des propriétés suivantes :

a) U a toutes ses feuilles fermées et est une fibration
sur R ou sur ST ;

b) tout feuille de U est dense dans U ;

¢) il existe un ensemble minimal exceptionnel E tel que
toute composante connexe de U-E est un ouvert feuilleté en pro-

duit.

Preuve. L'ouvert U est régulier ; en effet, s'il contient

une feuille transverse T, le fait que toute feuille de g(Sat(T))
est attractante implique que §(Sat(T)) est inclus dans §U et
donc que U = Sat(T).
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Si U est un PF son groupe de structure opeére librement
sur ]o,1L. On a donc le théoréme puisque un groupe opérant libre-
ment sur la droite réelle soit est conjugué a un groupe de trans-
lations, soit posséde un minimal exceptionnel m tel que toute
orbite coupe chaque composante connexe de R-m en un point au
plus [Sal 1].

Si U est non PF et si E un ensemble minimal de U distinct
de U, le groupe de structure de toute composante connexe de
U-E est trivial. On a donc l'une des propriétés du théoréme.

Sl =Y % O & P

Remarque 1. Dans la situation du théoréme si .Jf est de

classe 02 le théoréme de Sacksteder exclulle cas c).

Remarque 2. Dans la situation du théoréme si TU est une

feuille transverse le pseudogroupe d'holonomie '§ opére libre-

Ty

ment sur T (remarque 4-3-3).

5) Ouverts fortement régquliers.

La définition suivante est Jjustifide par 1le fait qu'un
ouvert ol toutes les feuilles sont sans holonomie est un ouvert

régulier.

DEFINITION 1. Un ouvert connexe saturé non vide est dit fortement

régulier s'il vérifie l'une des propriétés suivantes :
a) toute feuille de U est sans holonomie ;
b) U est un ouvert produit feuilleté ;
c) il existe une feuille F fermée dans U telle que U-F

est . un ouvert connexe produit feuilleté.
Un tel ouvert est régulier.

PROPOSITION 1. Toute composante connexe de la réunion

d'une famille d'ouverts fortement réguliers est un ouvert forte-

ment régulier.

—
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Preuve. L'ouvert U est régulier. On suppose qu'il est
non PF. Soient alors une feuille F minimale de U et V un ouvert
fortement régulier contenant cette feuille F. Si V est un PF

F est une feuille fermée dans U et U est fortement régulier
(proposition 42-4) sinon on a 1'égalité U =V et U est encore
fortement régulier (théoréme 4-2-1).

Gy s L +ds

Par le théoréme 4-3-1 on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2. Il y a relévement des chemins dans tout

ouvert fortement régulier.

Un ouvert dans lequel il y a relévement des chemins n'est

pas nécessairement fortement régulier (exemple de Sackesteder).

Exemples.
1) Toute composante connexe de la réunion des ouverts

PF est un ouvert fortement régulier de type b) ou c).

2) Tout ouvert régulier contenant une feuille fermée est
un ouvert fortement régulier.

3) Toute feuille propre semi-stable des deux cOtés est
contenue dans un ouvert fortement régulier.

4) Une feuille localement dense non équivalente a aucune
feuille ressort est contenue dans un ouvert fortement régulier
(en effet selon le corollaire 4-2-7 une telle feuille est contenue
ou dans un EML ou dans un ouvert PF).

5) Des exemples montrent gqu'on peut trouver des ouverts
fortement réguliers (saturés par des feuilles fermées dedans)

et contenant des feuilles contenues dans un aucun ouvert PF.

Remarque 1. Dans sa thése G. Hector a défini les ouverts
incompressibles comme les éléments minimaux de 1l'ensemble des

saturés de transversales fermées ordonné par inclusion. On peut

vérifier les propriétés suivantes :
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1) un ouvert saturé par des feuilles sans holonomie non
FP est incompressible ;

2) un ouvert incompressible sans feuille ressort est saturé
par des feuilles sans holonomie ;

3) un ouvert incompressible est un ouvert régulier ;

4) un ouvert U incompressible contenant une feuille nulle
part dense posséde un ensemble minimal E tel que toute composante

connexe de U-E est feuilleté en produit.

6) Ouverts régqguliers et ensembles minimaux locaux.

D'aprés ce qui précéde et la remarque 3-3-4, un ouvert
régulier a les propriétés suivantes :

1) tout EM de type exceptionnel de U est contenu dans
1'adhérence de toute feuille de U ;

2) si¥/U a une feuille fermée, toute feuille de U contient
dans son adhérence au moins une et au plus deux feuilles fermées
de /U ;

3) si U est non PF, Q%HJ a un EM ; s'il en a deux distincts

il a une feuille fermée (un ouvert PF peut étre sans EM).

THEOREME 1. Si U est un ouvert non régulier et si R, est

la réunion des ouverts réguliers contenus dans U on a les proprié-

tés suivantes :

a) on a UCR; et U - Ry = c(r)NU ;

b) U - RU est 1'adhérence dans U d'une union finie de

feuilles de U semi-propres attractantes d'un cbté propre au
moins ;

c) tout EM de U de type exceptionnel est contenu dans
U - RU §

d) toute feuille fermée dans U est homéomorphe a une feuille

L fermée dans U, contenue dans U - RU et attractante d'un cbdté

au moins.




114

LEMME 1. Si V est un ouvert régulier strictement inclus
dans un ouvert U et si E est un EM de U rencontrant V alors
V est un PF et E est une feuille fermée de U homéomorphe a une

feuille fermée dans U contenue dans SV(\U.

Preuve. D'aprés le lemme 4-1-3 il suffit de montrer que
V est un PF. Mais ceci est impliqué par le fait que 1l'on a
ENU = E, que 1l'intersection §V(1U est non vide €t que E se
rapproche de toute feuille de §V si V est non PF.
‘ oL .d.

Preuve du théord&me. Les propriétés a), b) et c) se déduisent

respectivement des théorémes 4-2-2 et 4-2-3 et du lemme précédent.

Parce que U est non régulier, toute feuille fermée de
U est homéomorphe & une feuille L contenue dans C(R)NU (lemme
précédent). Cette feuille L est nécessairement non semi-stable
d'un  cété m (corollaire 4-2-2) et alors LM est attractante ;
ce qui montre la propriété d).

(%010 o (s [0
D'aprés la proposition 2-5-b-3 on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1. Pour tout ordinal o{ et tout ouvert connexe

U il y a seulement un nombre fini de classes de niveaua<dans

U et contenues dans aucun ouvert régulier.
Ce corollaire et les parties b) et c) du théoréme 1 impli-
quent qu'il y a seulement un nombre fini d'EM de type exceptionnel

dans tout ouvert U (théoréme 3-2-d-1).

COROLLAIRE 2. Un ouvert U est régulier s'il a 1l'une des

deux propriétés suivantes :
a) U posséde un EM de type exceptionnel contenu dans un
ouvert régulier ;

b) U posséde une feuille fermée et toute feuille fermée

de U est contenue dans un ouvert régulier.
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PROPOSITION 1. Si la restriction deqfa un ouvert connexe

saturé U a de 1'holonomie on a les propriétés suivantes :

a) tout EM de type exceptionnel est contenu dans 1l'adhérence
d'une feuillecontractante d'un cété au moins ;

b) toute feuille fermée de U est homéomorphe a une feuille

fermée dans U attractante d'un cété au moins.

Preuve.

a) D'apréds le théoréme de Sacgsteder généralisé au cas
Cc° 1'ensemble V = SS(E)UE est un ouvert connexe. 11 =suffit
donc de montrer que V contient une feuille ayant de 1l'holonomnie.
Dans le cas contraire le théordme 4-4-1 montre que V est régulier,
et d'aprés le lemme précédent il est égal 4 U ; ce qui est contra-
dictoire.

b) Si U est non régulier le théoréme précédent permet
d'avoir la propriété b). Le résultat est clair si U est PF ;
Si U est régulier non PF et si F est une feuille fermée de U
l'ensemble U - F est un ouvert connexe PF non trivial et on
a encore la propriété b).

o % o (0 i L

Applications.

1) Un feuilletageqftel que toute feuille ayant une holonomie
contractante "d'un c¢b6té au moins" est totalement propre (par
exemple un feuilletage presque Sans holonomie) est sans holonomie

s'il posséde un EM de type exceptionnel.

2) Si la restriction de I a un ouvert connexe saturé U
posséde une feuille non fermée et au moins deux ensembles minimaux
distincts on a les propriétés suivantes :

a) tout EM de U de type exceptionnel est contenu dans
1'adhérence d'une feuille contractante d'un cbté au moins ;

b) toute feuille fermée dans U est homéomorphe & une feuille

fermée de U attractante d'un cdbté au moins.
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Remarque 1. A 1l'aide de 1l'exemple de Denjoy on peut
construire un sous-groupe G de type fini résoluble d'ordre 2
(ie son sous-groupe des commutateurs est abélien) du groupe
Hom+([o,ll) possédant un EM dans Jo,l[ de type exceptionnel
réunion d'orbites sans holonomie et contenu dans 1'adhérence
d'une orbite contractante d'un c6té au moins.

Ceci n'est pas possible si G est polycyclique (voir proposi-
tion 5-1=b-1}
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CHAPITRE 5

Structure des feuilletages

Introduction.

Au cours des chapitres précédents on a étudié les structures
inférieures et supérieures d'une feuille, les EML et leur existen-
ce, le niveau des feuilles, les ouverts réguliers. On a également
étudié les sous-groupes du groupe Hom+(ﬂ2 ) des homéomorphismes
croissants delRdans le paragraphe 3-1 et dans [Sal 1].

Dans ce chapitre on applique ces résultats & 1l'étude de
la structure des feuilletages. Le résultat fondamental pour
cette étude est le théoréme de structure des feuilletages de
classe C° démontré dans le chapitre 4) .

Le complémentaire C(R) de la réunion des ouverts réguliers
est un compact nulle part dense égal a 1l'adhérence d'une union
finie de feuilles semi-propres et attractantes d'un cété propre.

D'autres auteurs ont des théorémes de structure qui n'ont
pas de rapport avec ce travail (par exemple celui de T. Nishimori
[Ni 1 ],0u qui sont des cas particuliers de ce théoreme ci-
dessus (par exemple G. Hector a montré dans sa thése que la
réunion des ouverts dans lesquels il y a relévement des chemins
et des ouverts incompressibles est partout dense).

La plupart des démonstrations de ce chapitre utilisent
les notions et les résultats des paragraphes suivants : paragraphe
2-5 (niveau des feuilles), paragraphe 2-3 (structure des feuil-
les), paragraphe 4-2 (ouverts réguliers, surtout les théorémes
1, 2 et 3).

A 1l'exception des propriétés pour lesquelles 1'hypothése
"qfest de classe C2 sur M" est nécessaire toute propriété démon-
trée dans ce travail reste vraie si on considére le feuilletage
induit sur un ouvert U connexe saturé et si les notions fermé,
ouvert, adhérence, compléméntaire,... sont prises au sens de

la variété U (on doit alors remplacer "compact" par "fermé dans

U"). En effet, pour les démonstrations de ces propriétés on
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utilise la compacité de M uniquement pour assurer 1l'existence
d'un recouvrement fini birégulier ; mais pour les feuilletages
de classe C2 on utilise aussi les théorémes de Sackesteder,
de 1l'existence des EML et parfois le théoréme de N. Koppel pour

lesquels l'hypothése de classe C2 est nécessaire.

1) Groupes d'homéomorphismes croissants de Rdans fR.

a) Groupes presque résolubles.

Soit G un sous-groupe dénombrable du groupe Difﬁf(l) des
difféomorphismes croissants de classe Cr(r;o) du segment
I = [0,1]. Il existe une variété B (compacte si G est de type
fini) et une représentation @ de'ﬁl(p) sur G. Il existe aussi
[ Ha 2 7J un feuilletage qfde classe Cr d'une variété M transverse
aux fibres d'une fibration en segments p : M—> B tel que si
u, est un point de base dans B et si S, est la fibre p-l(uo)
alors S_ = est identifié a [o,1] et pour tout x dans 5 la trace
de la feuille Fx sur SO est l'orbite Gx de x par G.On aalors
Cr(FX)gpr(Gx)§Cr(G).

Soient G un groupe dénombrable et Gl = [G,G] son groupe
des commutateurs. Pour tout ordinal J\on désigne par GK le sous-
groupe (GB)l = [GB,GBJ si <4 est le successeur defd et 1l'intersec-

tion é:lGla si dest limite. On dit que G4 est le sous—groupe
dérivé de G d'ordre & ol le éleme
La suite des sous—-groupes dérivés {9*} est décroissante.

. " + :
I1 existe donc un ordinal &£ tel que G* L cX. Le plus petit

sous—-groupe dérivé de G.

élément de ces ordinaux est appelé ordre de G.On le note o(G).

Pour tout sous—-groupe H de G et tout ordinal {on a 1'inclu-

sion H*C:G«, et sidet l3 sont deux ordinaux on a l'égalité
(cX) P = gt |




119

DEFINITION 1. On dit que G est presque résoluble s'il
existe un ordinal oﬂtel que G4 = 2@ . Il est dit presque résolu-
ble d'ordre« si ¢4 = {;} et sid = o(G).

Exemples.
1) un groupe G abélien est presque résoluble d'ordre 1 ;

2) tout groupe résoluble est presque résoluble d'ordre
fini ;

3) tout sous-groupe H d'un groupe G presque résoluble
est presque résoluble avec O(H)LO(G) ;

4) un groupe G est presque résoluble d'ordre inférieur
ou égal & w si l'intersection de tous ses sous-groupes dérivés

Gn(n entier) est triviale.

PROPOSITION 1. Un groupe G est non presque résoluble si et seule-

ment si il contient un sous groupe H non trivial égal & son

sous—-groupe des commutateurs Hl.

Preuve. Si G est non presque résoluble le sous-groupe

cO(6)  yérifie 1'égalité H: = H, Réciproquement si H est

(G) et G est

H =
un sous-groupe non trivial avec H:L = H on a HC G0
alors non presque résoluble.

Cadefads

Dans ce qui suit on désigne par G un sous-groupe de
Diffi(I) (r3o) et G, l'ensemble des éléments de G ayant un point
fixe dans ]o,1[.

Un ensemble minimal de G est pris au sens de la restriction
de G & Jo,1[.

Dans [ Sal 1] on a montré les propriétés suivantes (elles
se déduisent également des résultats du paragraphe 3-1)
1) les propriétés suivantes sont équivalentes
a) 1l'ensemble FixG, = {tél]o,lE/Glt = t} est non vide;

b) G a un ensemble minimal sans orbite ressort.

_
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Dans chacune de ces situations Gl est un sous-groupe distin-
gué dans G et le guotient G/Gl est abélien, sans torsion et
non trivial.

2) Tout ensemble minimal sans orbite ressort est contenu
dans FixGl.

Si G a une orbite fermée FixG, est la réunion de toutes
les orbites fermées.

5i G a un ensemble minimal exceptionnel m sans exrbite
ressort toute orbite contenue dans FixGl coupe chaque composante
connexe de ]o,l[-m en un point au plus (théoréme 1-2-3 de rSal-17)

(FixG, est invariant et ne contient aucune orbite ressort).

1
3) L'adhérence d'une orbite polyndmiale est une union
finie d'EML. Une telle orbite est de niveau fini et son adhérence
ne contient aucune orbite ressort.

4) Pour tout ordinale{et toute orbite O, 0 contient au
plus deux classes de niveau ¢< et il y a au plus deux chaines
de la forme 8(].,0[).

on dit gue G a un niveau défini si chacune de ses orbites

a un niveau. La borne supérieure, notée niv(G) des niveaux de

ses orbites est alors appelé niveau de G.

PROPOSITION 2. Si x est un point d'un intervalle Ja,bl

tel que les orbites Ga et Gb ne rencontrent pas 1'intervalle
la,b[ et tel que 1'orbite Gx a un niveau, alors l'orbite Gax
de x par le sous-groupe de stabilité G, a un niveau inférieur

ou égal a celui de Gj.
La remarque suivante est griviale.

Remarque 1. Si x est un point d'un intervalle Ja,bl comme

dans la proposition toute orbite contenue dans x—-Ga UGb rencontre

1'intervalle J]a,b[.

Preuve de la proposition. D'aprés les inclusions

1imGa = limGbc limGx chacune des orbites Ga et Gb a un niveau
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inférieur ou égal & celui de Gx et puisque la proposition est
immédiate si AGag =Eg§ , on peut supposer que le sous-groupe
de stabilité G, n'a aucun point fixe dans J]a,b[. Dans ces conditions
le niveau de toute orbite de G rencontrant J]a,b[ s'il est défini,
est supérieure ou égale a l'ordinalo<+ 1 ou &<est le plus grand
élément de {niv(ea), niv(Gb)} .

Il existe un ordinal 831 vérifiant niv(Gx) = {+]3 et pour
avoir la proposition il suffit de montrer niv(G_x) = [3. Siflest
égal a 1, pour tout y dans Ja,b[ avec G y Gax l'orbite G
a méme adhérence que Gx ; en effet, on a alors niv(Gy) = niv(Gx)
et G x est minimale dans la,b[. Si on a 1'égalité niv(G_y) = ¥ pour
tout point y de Ja,b[ tel que niv(Gay) =o<+3’avec d’<[3 on conclut
en remarquant gque Gaz = Gz()]a,b[ pour tout z&€Ja,bl.

c.g.f.d.

COROLLAIRE 1. Si G a un niveau défini et si Ja,b[ est

un intervalle comme dans la proposition 2), le sous-groupe de

stabilité G, a un niveau inférieur ou égal a celui de G.

PROPOSITION 3. Si G a un niveau et est sans orbite ressort

il est presque résoluble.

Preuve. Si G est non presque résoluble on désigne par
H un sous-groupe non trivial avec H =+}l, x un point de
lo,1[ - FixH, la,b[ 1'intervalle CK?a,bE—FixH et K la restriction
de H a la,b[. D'aprés les hypotheses de la proposition K a un
EM sans orbite ressort (en effet, on a Gaflla,b[ = GbNla,bl = @)
et 1l'ensemble K, des éléments de K ayant un point fixe dans

la,b[ est un sous—-groupe distingué distinct de K et contenant

Kl (K/Kl est abélien non trivial) ; par suite on ne peut pas
avoir 1'égalité H' = H. Ce qui est contradictoire.
Ciw T aiEiwiCle

Remarque 3. De la méme fagon que la proposition 2-4-

1 de [ Sal 1] on peut montrer que si G est de niveau inférieur




122

ou égal a un ordinalo(et est sans orbite ressort alors 1l est
presque résoluble d'ordre inférieur ou égal éo(.

Si l'ordinaICA est fini (par exemple si toutes les orbites
sont polynémiales de degré inférieur ou égal & un entier donnée)
G est résoluble.

On en déduit

1) si toutes les orbites sont polyndmiales alors G est
presque résoluble d'ordre inférieur ou égal aw. (Il peut ne
pas étre résoluble : exemple le groupe G4 dans l'appendice de
[8al 17]) ;

2) un grcupe G de type fini dans Difﬁf(l) sans orbite
ressort est presque résoluble d'ordre inférieur ou égal a w(en
effet, on verra que dans ces conditions G a un niveau inférieur
ou égal aw).

3) Pour un sous—groupe G de Diffz(I) sans orbite ressort ;

+
tout sous-groupe H de type fini de G est presque résoluble d'ordre

inférieur ou égal a Ww.

Des exemples (dans l'appendice) montrent qu'on peut trouver
des sous-groupes G de type dénombrable sans orbite ressort de
Diff;D(I) contenant

a) des orbites de niveau arbitrairement grand ;

b) des orbites de profondeur arbitrairement grande ;

c) une orbite sans suivant et sans précédent dans une
chaine la contenant (G contient alors une orbite sans niveau
et sans profondeur).

Tout sous-groupe de type fini dans un tel groupe est presque

résoluble d'ordre inférieur ou égal aw.

b) Exemples de groupes ayant un niveau défini.

On désigne par G un sous-groupe de Difﬁf(ﬂ?) (r>o) sans

point fixe dans [R.
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Exemple 1 : G est un sous-groupe polycyclique (c'est un

groupe résoluble et chacun de ses sous-groupes est de type fini).

Dans ce cas G est de niveau défini et vérifie le résultat

suivant :

PROPOSITION 1. Si G n'opére pas librement (ie si G, est
non trivial) toute orbite sans holonomie contenue dans un EM
sans orbite ressort est contenue dans un ouvert saturé par des

orbites fermées.

Preuve. Soit O une orbite sans holonomie dont 1'adhérence
O est un EM sans orbite ressort et soit x un point de O. Puisque
G, est un sous-groupe de type fini égal a Gyv il existe un
voisinage ouvert U de x sur lequel G, est 1l'identité. Si G a
une orbite fermée toute orbite rencontrant U est fermée ; sinon
toutes les orbites passent par U et G opére librement ; ce qui

est impossible.
¢.qg.f.ds

On a aussi montré le résultat suivant :
Si G a un EM de type exceptionnel saturé par des orbites
sans holonomie alors G opére librement (ce résultat n'est pas

vrai si G est résoluble : remarque 4-6-1).

Remarque 1. Le groupe G a toujours un élément sans point

fixe.
En effet, G est résoluble et il existe un entier po tel

; + ; ; ;
que GP est sans point fixe et cP 4 a un point fixe x. Le fait
que GR/Gp+l est abdélien montre que l'orbite de x par P est
de croissance sous exponentielle ; GP a donc un EM sans orbite

ressort et contient un élément sans point fixe. |

Exemple 2 : G _est abélien.

Dans ce cas G n'a aucune orbite ressort et a un niveau

fini s'il est de type fini (s'il n'est pas de type fini il peut

—
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étre sans niveau : exemple le groupe G, dans 1'appendice de
L sal 17).

Remarque 2. Si G opére librement on a 1l'une des deux
propriétés suivantes
i) G est conjugué a un sous-groupe du groupe des transla-
tions ;
ii) G a un minimal exceptionnel m et toute orbite rencontre
chaque composante connexe de [R-m en un point au plus.

Il est alors de niveau inférieur ou égal a 2.

Preuve. Si G a une orbite fermée toutes les orbites sont
fermées (en effet, FixGl = R est la réunion de toutes les orbites
fermées) et G est cyclique. Si toutes les orbites sont denses.
H. Imanishi dans [ Im 1] montre que G est conjugué a un sous-

groupe du groupe de translations. Si G a un minimal exceptionnel

m, si x est un point de [R-m et si Ja,b[ est 1l'intervalle CCH{—m

on a GxMNla,b[ = G_x =£x}.
c.qg.f.d.

Dans le cas c® 1le théordme de N. Koppel [Ko 1 7] permet
d'énoncer le résultat suivant

un sous-groupe abélien non cyclique G de Dif?i([o,r[)
sans point fixe dans Jo,1[ a toutes ses orbites denses et opére li-

brement.

PROPOSITION 2. Le niveau de tout sous-groupe abélien G

. 2 . ’ . s S
de leﬁk(”?) est inférieur ou égal a 3.

Preuve. On peut supposer gque G n'opére pas librement.
I1 suffit de montrer que G a un EM ou encore que,FixGl est non
vide. Pour tout x dans [R et tout g dans Gl avec

gx + x, la composante connexe ]a,b[ = C%ﬁ_Fng ﬂ

est bornée (il n'y a pas d'orbites ressorts).

Tout élément h dans G avec ha ¥ a n'a aucun 2
point fixe dans [R ; sinon et si J o, 3 est

| |

|

oo |

) I
«( dx & P




125

l'intervalle CCﬁQ—FixHon a gd=g limh™a = limh"a %{. On déduit
de N. Koppel [Ko 1 ] que hg # gh. Ce qui est impossible en
raison du lemme de N. Koppel.

Cw e withs

Exemple 3. : G est un sous-groupe de Diffﬁ?ﬂ?).

w
PROPOSITION 3. Le niveau d'un sous-groupe G de Diff (TR)

est inférieur ou égal a 3.

Preuve. D'apres le théoréme de G. Hector il suffit de
montrer que G a un minimal.

On suppose G non abélien et H un sous—groupe non abélien
de G engendré par deux éléments k et h. Si FixH est vide ; G
posséde un minimal, on peut donc se restreindre au cas ol FixH
est non vide et ou toute composante connexe deTR—FixH est bornée
dans ce cas toute orbite rencontrant TR-FixH est localement
dense. S'il existe une orbite de G non localement dense elle
est contenue dans FixH, elle est donc fermée puisque FixH est
discret.

e.g.£.d.

Remarque 3. Si G est un sous-groupe de Difff(ﬂ?) on a
les propriétés suivantes :

a) Si G n'opére pas librement et s'il a un EM sans orbite
ressort alors tout EM est une orbite fermée (en effet, dans
ces conditions tout EM est contenu dans l'ensemble discret FixGl).

b) Si G a deux EM distincts il a un nombre fini d'orbites
fermées (les autres orbites sont soient toutes localement denses
soient toutes propres).

c) 8i G a une orbite non fermée ne contenant dans son
adhérence aucune orbite ressort (par exemple une orbite non

fermée sous exponentielle) alors G est résoluble d'ordre inférieur

ou égal a 2 (dans ces conditions G; est un sous-groupe distingué

de G abélien et le quotient G/Gl est cyclique).
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d) S8i G est résoluble il contient un élément sans point

fixe (comme dans la remarque 1 de ce paragraphe).

w
Remarque 4. Un sous-groupe résoluble G de Diff+(I) est

conjugué & un sous-groupe du groupe affiné ((He 2] et CP1.47).

Exemple 4. G est un sous gJgroupe G sous exponentiel de

Diffi(ﬂ?).

PROPOSITION 4. Tout sous-groupe G ‘sous exponentiel de

Diffi(ﬂk) a les propriétés suivantes
a) G a un niveau défini inférieur ou égal a 3 ;
b) G est résoluble d'ordre inférieur ou égal a 2 ;

c) G est polyndmial.

LEMME 1 (Hector). Un sous-groupe sous exponentiel G de

Diffi(l) sst ab&lien.

Remarque 5. Dans [P.T 1] les auteurs, en se basant sur
le théoréme de N. Koppel,ont montré ce lemme lorsque G est polynd-
mial.Ils ont donné cependant un exemple d'un groupe polyndémial

non abélien engendré par deux éléments dans Difff(ﬂ?).

Preuve de la proposition. Puisque G n'a aucune orbite

ressort, d'aprés ce lemme et ce qui précéde, pour avoir la
propriété a) il suffit de montrer que G a un EM. Comme pour
les groupes abéliens, le théoréme de N. Koppel montre que FixG,
est non vide. On en déduit que si G n'opére pas librement, G,
est un sous-groupe abélien (lemme précédent) distingué et le
quotient G/Gl est abélien ; on a donc la propriété b). La proprié-
té c) est une conséquence de b) et du résultat suivant : un
groupe résoluble et sous exponentiel est polyndmial ([Mi 27

et [Wol]l).

e Evitls
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c) Remarques sur l'existence des orbites exceptionnelles

dans les groupes de niveau défini.

Dans ce paragraphe on cherche des conditions sous lesquelles
la réunion des orbites exceptionnelles est un ensemble nulle
part dense (ou vide). (Ce paragraphe est liée au paragraphe 2-
3 de [ Sal 1]). .

1) Un sous-groupe G abélien dans lef ([o,1[) n'a aucune
orbite exceptionnelle (N. Koppel). +

2) Si G est un sous—groupe abélien de‘Diffi(HQ) 1'adhérence
de toute orbite exceptionnelle est un ensemble minimal (en effet,
dans ces conditions toute orbite exceptionnelle est contenue
dans FixGl).

Le groupe G n'a d'orbites exceptionnelles que si G/Gl
est de type infini et de rang 1.

3) Un sous groupe G abélien de type £fini de lef (TR)
n'a aucune orbite exceptionnelle (en effet G/Gl est abélien
libre).

4) L' adhérence de toute orbite exceptionnelle d'un sous-
groupe G de lef (TR) est un ensemble minimal m et toute orbite
rencontrant TR-m est propre (en effet, pour tout X dans m, si
3. était non trivial on aurait G, — Z).

5) Un sous-groupe G de type fini de Diff (ﬂ?) ayant une
orbite O dont 1l'adhérence ne contient aucune orbite ressort
n'a aucune orbite exceptionnelle (en effet, si G n'opére pas
librement FixGl est un ensemble discret et il contient tous

les EM).

PROPOSITION 1. Si G n'a aucune orbite ressort et a un

niveau fini la réunion A des orbites de G exceptionnelles ou

ayant de l'holonomie est un ensemble nulle part dense.

Preuve. Si 1'intérieur de A est non vide on peut supposer
que A =TR (proposition 5-1-a-3). Sous ces hypothéses G, est
un sous-groupe distingué non trivial et le quotient G/Gl est

abélien non trivial. Si jal,bl[ est une composante connexe de

—
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na—FixGl, Gl

G2 des éléments ayant un point fixe dans ]al,blE est un sous-

n'opére pas librement sur la;/b; [ et 1l'ensemble

groupe distingué de Gl non trivial tel que le quotient Gl/G2
est abélien non trivial. Cette opération se répéte une infinité
de fois. Ce qui est contradictoire.

c.q.£.4d.

Exemples.
1) Il existe un sous-groupe de type fini de Difff(I) sans

orbite ressort tel que la réunion des ofbites exceptionnelles
est partout dense (voir appendice et [He 1]).

Dans un tel groupe toute orbite exceptionnelle est maximale
(théoréme de Sackesteder).

2) Il existe un sous-groupe dénombrable de Diffzﬁﬂ?) opérant
librement et ayant un minimal exceptionnel [Im 17].

3) Il existe un sous-groupe de type fini de Difﬁi(ﬁ?)

opérant librement et ayant un minimal exceptionnel [De 1].

2) Généralité sur la structure des feuilletages.

La complexité du feuilletage qfdépend de l'ensemble C(R).
Bien que C(R) soit un compact nulle part dense des exemples
montrent qu'il peut contenir

1) des feuilles de niveau un ordinal dénombrable aussi
grand que l'on veut ;

2) des feuilles de profondeur un ordinal dénombrable aussi
grand que l'on veut ;

3) deux feuilles F, et F

telles que F, (resp. F,) a un

niveau (resp. une profond;ﬁr) déiombrable arbitgéirement giand ;
4) une chainef?de feuilles contenant une feuille F sans
suivant et sans précédent dans ¥.(1l'ensemble C(R) contient alors
une feuille sans niveau et sans profondeur) ;
5) une feuille F et deux familles El et %} de feuilles

—
dans F bien ordonnées respectivement pour les relations 55

et ">" telles que le type de chacune est arbitrairement grand.
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La feuille F n'a ainsi ni niveau ni profondeur.

Ces exemples s'obtiennent en tourbillonnant ou en recollant
certains feuilletages de 1l'appendice le 1long d'une courbe

transverse fermée bien choisie (voir appendice).

On peut vérifier les propriétés suivantes :

1) L'ouvert M-C(R) a un nombre fini de composantes connexes
Rl""'Rp non PF. Chacune de ces composantes connexes est un
ouvert régulier. '

On_a 1'égalité C(R) =

P._..__..
i=1

SR; et toute composante connexe
de MméggRi est un ouvert PF.

2) Si on désigne par C(PF) (resp. C(CR), C(FR)) le complé-
mentaire de la réunion des ouverts PF (resp. dans lesquels il
y a reldvement des chemins, fortement réguliers) on a les inclu-
sions suivantes : C(R) C.C(RC)c C(FR)c C(PF).

Chacun de ces ensembles est l'union de C(R) et d'un nombre
fini A'EM de l'un de ces ouverts Ri(lgigp).

3) 1l'ensemble des classes ayant un niveau et contenues
dans C(R) est dénombrable.

4) Pour tout ordinala(C(R) contient au plus un nombre
fini de classes ayant un niveau égal a ck (cet entier peut

&tre choisi aussi grand que l'on veut).
5) La réunion des feuilles ayant un niveau et contenues

dans C(R) est l'adhérence d'une union finie de feuilles.
6) Toute feuille contenue dans C(R) est équivalente a
une feuille semi-propre et est inférieure ou égale a une feuille

contractante d'un cbété au moins.

3) Feuilletages vérifiant la propriété de 1l'existence des EML.

Dans ce paragraphe on suppose que le feuilletaqe:F;érifie

la propriété de l'existence des EML
L'adhérence de toute feuille contient un EM dans tout

ouvert le contenant.
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Les feuilletages ayant un niveau défini (ie dont toutes

les feuilles ont un niveau), les feuilletages de classe C

'
les feuilletages a feuilles polyndmiales (par exemple lorsque
{}l(M) est polyndmial et F est sans cycle évanouissant) sont
des types particuliers de ces feuilletages (proposition 2-5-
4, théoréme de 1l1l'existence des EML pour les feuilletages de
classe C° et corollaire 3-2-d-1).

Réciproquement, toute feuille d'une feuilletage ayant
cette propriété de l'existence des EML a un niveau. Le niveau
de ﬂfest alors la borne supérieure, notée niv(¥), de 1'ensemble
des niveaux de ses feuilles (niv(F) est aussi 1'ordinal

caractéristique du feuilletage : voir paragraphe 5-c).

Pour tout ordinal limiteo<, on peut trouver deux feuilleta-

ges T

&
feuille de niveau ,g‘et que le niveau de toute feuille defJE

et 1; ayant un niveau égal ak; et tel que :Fi a une

est strictement inférieur ae¢/. Si le niveau de:F'a un précédent

il existe une feuille ayant méme niveau que ﬂf.

Le niveau d'un ensemble saturé A est la borne supérieure,

notée niv(A) , de l'ensemble des niveaux des feuilles de A.
Puisque pour tout ordinal«; la réunion N¥ des feuilles
de niveau inférieur ou égal & & est un fermé, si A a un niveau

A a aussi un niveau égal & celui de A (on a bien sir

niv(M) = niv(F)).

On désigne par
1) Hol 1la réunion des feuilles ayant une holonomie non

triviale ;

2) Holc la réunion des feuilles contractantes (ayant une

holonomie contractante) d'un cd6té au moins.

. i

On a les égalités Hol = Hol, et niv(Hol) = niv(Holc).

On en déduit l'équivalence des deux propriétés suivantes :
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a) toute feuille ayant une holonomie non triviale est
de niveau inférieur ou égal a un ordinalp(;

b) toute feuille contractante d'un cdté au moins est de
niveau inférieur ou égal & cet ordinal .

On n'a pas un énoncé analogue avec des inégalités strictes
sio{est un ordinal limite on peut trouver un feuilletage contenant
des feuilles de niveauc{ ayant de l'holonomie et tel que toute
feuille contractante d'un cété au moins a un niveau strictement
inférieur éo(.(Ce cas ne se présente pas si diest non limite).

Dans ces exemples sic{est l'ordinal W on peut supposer
que 1F/est de classe 02 et que 1l'ensemble Holc est saturé par

des feuilles totalement propres.

PROPOSITION 1. On a les inégalités suivantes
a) niv(:r) < niv(Hol) + 2 ;
b) niv(C(R))  niv(Hol).

La conclusion a) provient du théoréme 4-4-1 et Bb) du théoré-

me de structure.

Exemple 1. Si toute feuille ayant de l1'holonomie est minima-

le (cas des feuilletages presque sans holonomie) on a niv(ﬂy)$3.

Remarque 1. Il existe une feuille F semi-propre attractante

d'un cbété propre avec niv(F) = niv(C(R)) (théoréme de structure).

PROPOSITION 2. On a les propriétés suivantes :

a) C(R) est une union dénombrable de classes ;

b ) pour tout ordinal/3, C(R) contient un nombre fini
de classes de niveau [¥;

c) il existe un ordinal[3<niv($3 tel que 1l'ouvert by3

est régulier (ie on a niv(C(R)) < niv(qf).

LEMME 1. Sio{ est un ordinal strictement inférieur & niv(F)

on a les propriétés suivantes

a) toute composante connexe U de N& contient dans "son

bord § U" une feuille de niveau of ;
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b) si toute composante connexe de N°< est un PF il existe
un ordinal p<ﬁ{ tel que chaque composante connexe de by3 est

un ouvert régulier ;

c) si toute composante connexe de Ny est régulier chaque com-

posante connexe de l'ouvert NA+1 est PF s'il est non vide.

Preuve du lemme.

Preuve de a). Soit U une composante connexe de Ny.Une feuille
F dans U contient dans son adhérence une feuille de niveau conte-
nue dans G—U=§E-; une telle feuille est ' alors équivalente a
une feuille de JU.

Preuve de b). Siest limite l'ouvert Ny est égal a 1l'inté-
rieur deészﬁ (Remarque 2-5-c-3) et puisque chacune de ses compo-
santes connexes est PF il existe un ordinal ﬂ<¢( tel que toute
composante connexe de N,3 est un ouvert PF (corollaire 4-2-3).
Sio<est le successeur d'un ordinal[3chaque composante connexe
de l'ouvert Ng est régulier. Dans le cas contraire une composante
connexe U de Nﬂ contient un ouvert R régulier non PF avec U # R
et 1l existe une feuille L contenue dans (SR[)U- Puisqu'on a
les inclusions <SRC:C(R)C:I\I"(et UC Np la feuille L est de niveaug{
et toute feuille contenue dans R a un niveau supérieur ou égal
a{+ 1 ; l'ouvert R est alors contenu dans Ny ce gui contredit
le fait que R est non PF.

Preuve de c). Si N{+l est non PF il contient un ouvert
R régulier non PF. Puisque Ny est régulier on a les égalités

R R

R = CN{ = CCNJ+1°

feuille minimale dans l1l'ouvert q{ est de niveau,{+ 1.

Ce qui est contradictoire, puisque toute
c.q.£.d.

Remarque 2. Ce lemme n'est pas vrai si F ne vérifie pas
p

la propriété de l'existence des EML.

Preuve de la proposition. Les propriétés a) et b) ont

&té énoncées dans le paragraphe précédent.
Si l'ordinalo<=niv($3 est le successeur d'un ordinal]3toute

composante connexe de N est saturée par des feuilles ou bien

?
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toutes denses ou bien toutes fermées dans cet ouvert. On en
déduit que chaque composante connexe d%wﬁﬁ est un ouvert régulier.
Sie{ est limite, puisqu'on a M = NX = %fﬂp, l'ensemble int(AZL NB)
est vide et il existe un ordinal/? strictement inférieur é,(tel
gque chagque composante connexe de Nrg est un ouvert PF.

o T (s 1 G R

PROPOSITION 3. Soito(l'ordinal niv(Hol). Si toute feuille

contractante d'un cété au moins est de niveau strictement infé-
rieur A4 on a les propriétés suivantes : ‘

a) 1'ordinalo(est limite ;

b) chaque composante connexe de l'ouvert N*, s'il est
non vide, est feuilleté en produit et le niveau de;rést égal
3 £+ 1 ;

c) il existe un ordinaj.ﬁ<¢(tel que toute composante connexe

de l1l'ouvert Nrb et un produit feuilleté.

LEMME 2. Si U est un ouvert saturé par des feuilles sans
holonomie et si éwh(q -+ 1) contient wune feuille L non

— -

contractante du cétéq alors U est feuilleté en produit.

Preuve. Dans ces conditions 1la feuille L™ est stable,
l'ouvert U est un PF (sinon il existerait une feuille G
dans SV(L™ )\ U attractante) et le groupe de structure G, de
U est trivial.

050 0 AN ¢ AN

Preuve de la proposition. L'ordinal « est limite ; en

effet, si.{aurait un précédentﬁ 1'ouvert Nﬁ contiendrait une
feuille ayant de 1'holonomie donc une feuille contractante de ni-
Veawﬁ4-l =,(,

Toute composante connexe contient dans "son bord su"
une feuille L de niveaug{: L est alors non contractante des

deux c8tés (L est non propre ; en effet, elle est de niveau

un ordinal limite) et U est feuilleté en produit (lemme ci des-
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sus). Enfin puisque chaque composante connexecka1'ouvertbk:=intgl§3)
est feuilleté en produit il existe un ordinal/3§( tel que toute
composante connexe de N est PF.

P
(s O i s [

COROLLAIRE 1. Si on a 1'égalité niv®¥) = niv(Hol) + 2

il existe une feuille F contractante d'un cdté au moins avec
niv(F) = niv(Hol) (dans ces conditions niv(Hol) peut étre limite

ou non).

4) Applications aux feuilletages de classe Cz.

Dans tout c¢e paragraphe ;t}est un feuilletage de classe

PROPOSITION 1. Dans un feuilletage de classe C2 on a les

propriétés suivantes
1) toute feuille est de niveau inférieur ou égal a w;
2) toute feuille contenue dans un EML est de niveau fini ;
3) toute feuille non contenue dans un EML est de niveauwj;

elle est maximale et est contenue dans un ouvert PF.

Preuve. Le théoréme d'existence des EML montre les conclu-
sions 1) et 2) ; en effet toute feuille équivalente a une feuille
semi-propre est contenue dans un EML (théoréme de Sackesteder)
et une feuille non contenue dans un EML est maximale (proposition
2-4-3) et a un niveau égal aw(sinon il existerait une feuille
équivalente A& une feuille semi-propre et de niveauw; ce qui
contredit le fait que toute feuille de niveau un ordinal limite
est non contenue dans un EML). Enfin comme précédemment il existe
un entier n pour lequel chaque composante connexe de 1'ouvert

Nn est un PF.
o Mo (o i < k.

pans [c.c 21 J. Cantwell et L. Conlon définissent le

niveau des feuilles de la fagon suivante
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1) une feuille est de niveau 1 si elle est contenue dans
EM ;

2) une feuille est de niveau n + 1 si elle est contenue
dans un EML E tel que toute feuille de E - E est de niveau
inférieur ou égal & n dont une au moins est exactement de ni-
veau n ;

3) Les autres feuilles sont de niveau infini.

Les feuilles de niveau infini (au sens de cette définition)

sont les feuilles de niveauw (au sens de notre définition).

Cette définition n'a de sens que dans un feuilletage de
classe C2. En effet, en classe C2 toute feuille contenue dans
un EML est de niveau fini et 1les autres feuilles sont de
niveau w(proposition ci dessus). Mais en classe c® on peut avoir
des feuilles contenues dans un EML est de niveau un ordinal
dénombrablee arbitrairement grand ou sans niveau. On peut avoir

aussi des fenilles semi-propres non contenues dans un EML.

On dit que 1la structure inférieure d'une feuille F est

totalement propre si elle est une union de feuilles totalement

propres.

Un feuilletage de classe c? vérifie les propriétés suivan-
tes :

1) L'adhérence de toute feuille contenue dans un EML est
une union finie d'EML.

2) Toute feuille semi-propre ou ayant une holonomie attrac-
tante d'un cbété au moins est contenue dans un EML et son adhérence
est une union finie d'EML.

3) La structure inférieure de toute feuille est une union
de feuilles propres ou d'EML de type exceptionnel. Elle est
totalement propre si elle ne contient aucune feuille ressort.

4) Une feuille contient dans son adhérence une infinité
de feuilles totalement propres si et seulement si elle n'est
contenue dans aucun EML et si sa structure inférieure est totale-

ment propre.

ll‘lI....IIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII-.....
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I1 suffit de vérifier la condition nécessaire de la
propriété 4). Si on désigne par TP la réunion des feuilles totale-
ment propres ?Y]E% est l'adhérence d'une union finie de feuilles
Ll,...,LS. Si F n'est pas contenue dans EE-chacune de ces feuilles
Li (1€igs) est équivalente & une feuille semi-propre contenue
dans un EML. Elle est donc totalement propre ; ce qui est contra-
dictoire. On en déduit qu'il existe une suite infinie de feuil-
les {Fn<f} totalement propres convergeant vers F et que

SI(F) = I)Fn est une union de feuilles totalement propres.
e Lo oith o

Ces propriétés permettent d'avoir la proposition suivante

PROPOSITION 2. Toute feuille F d'un feuilletage de classe

2 ; . 4 ;
C* vérifie une et une seulle des propriétés suivantes

a) F est totalement propre ;

b) F est contenue dans un ouvert U saturé par des feuilles
localement denses sans holonomie tel que G‘— U est égal a SI(F)
et est une union finie de feuilles totalement propres ;

c) la feuille F n'est contenue dans aucun EML et sa
structure inférieure est totalement propre ;

c) 1l'adhérence F de F contient une feuille ressort.

THEOREME 1. A 1l'exception d'un nombre fini d'EML de type
propre ou exceptionnel, toute feuille d'un feuilletage de classe

C2 est contenue dans un ouvert régulier.
En effet, C(R) est l'adhérence d'une union finie de feuilles
semi-propres et 1'adhérence de chacune de ces feuilles est une

union finie d'EML ; C(R) est donc égal a une union finie d4'EML.

COROLLAIRE 1. A l'exception d'un nombre fini de feuilles

toute feuille propre est semi-stable des deux cdtés.

COROLLAIRE 2. Il existe un nombre fini de feuilles totale-

ment propres dont la réunion est un compact X tel que toute
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composante connexe U de M - X a l'une des propriétés suivantes :
a) U est PF ;
b) U est saturé par des feuilles denses ;

c) tout ensemble minimal de U est de type exceptionnel.

Preuve. L'ensemble C(R) contient un nombre fini Fo,...,Fp
de feuilles totalement propres. La réunion de ces feuilles est
un compact X'; si une composante connexe U de M - X' ne vérifie
aucune situation de ce corollaire elle sera non PF et contiendra
une feuille F fermée dans U. Puisque toute feuille fermée de
U est contenue dans un ouvert régulier, l'ouvert U est régulier
(corollaire 4-6-2) et alors U - F est un ouvert connexe PF.
En enlevant la feuille F et en raisonnant par reccurrence finie
sur les composantes connexes de M - X' on obtient ce corollaire.

oL eid .

- , 2 .
Si—Fest un feuilletage de classe C” sans feuille ressort
(par exemple si {}l(M) est sous-exponentiel et siqrest sans
cyle évanouissant) C(R) est une union finie de feuilles totalement

propres et on a le résultat suivant :

THEOREME 2. Siqfést sans feuille ressort il existe un
nombre fini de feuilles totalement propres de réunion un compact
X tel que toute composante connexe U de M - X a l'une des proprié-
tés suivantes :

a) U est un produit feuilleté ;

b) U est un ouvert saturé par des feuilles denses sans

holonomie.

Remarque 1. A partir de ce théoréeme 2) on peut montrer
que l'invariant de Godbillon-Vey d'un feuilletage de classe

C2 sans feuille ressort est nul (ce résultat est maintenant

bien connu [C.C 3]).

COROLLAIRE 3. Dans un feuilletage de classe C2 sans feuille

ressort, a l'exception d'un nombre fini de feuilles, toute feuille

II‘......IlllllllllllllllllllllIIllllllllllllIIIIIIIIIIIIIIII.............IIII‘
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a un groupe d'holonomie presque résoluble "d'ordre inférieur

ou égal aw".

Silgést un feuilletage transversalement analytique il

existe un entier n tel que toute feuille a un niveau inférieur

ou égal 4 n (on a M = Nt G théoreme 1 de ce paragraphe) et

11l existe un nombre fini de feuilles Ll""'Lp tel que l'ensemble

limite de toute feuille de 4 est égal. a celui de l'une de

ces feuilles (paragraphe 2-6).

En particulier il y a seulement un nombre fini d'EML de

type exceptionnel ou dense.

La proposition suivante se déduit facilement de ce qui

précede.

PROPOSITION 3. Un feuilletage transversalement analytique

est sans feuille ressort si et seulement si a l'exception d'un
nombre fini de feuilles (totalement) propres toute feuille est

sans holonomie.

Remarque 2. Si F+ est une feuille propre d'un feuilletage
transversalement analytique, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes

a) rt a une holonomie non triviale ;

b) F+ est attractante ;

&) F+ est contractante.

Sous chacune de ces conditions le groupe d'homologie

Hi(Frﬂ?) est non trivial (Reeb).

5) Feuilletages dont 1'holonomie contractante est totalement

propre -

a) Définitions et exemples.

DEFINITION 1. On dit gque 1l'holonomie (resp. 1'holonomie

contractante) d'un feuilletage est totalement propre si toute
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feuille ayant wune holonomie non triviale (resp. contractante

d'un cd6té au moins) est totalement propre.

Si 1l'holonomie de 4:' a un niveau défini égal a un
ordinal,((c'est—é—dire si toute feuille ayant une holonomie
a un niveau et si on a ,(= niv(Hol)) le feuilletage a un niveau
inférieur ou égal a ,<+ 2.

Le niveau de :F)est égal a A{+2 seulement s'il existe une
feuille contractante d'un c6té au moins de niveaxt,( ; dans le
cas contraire chacune des composantes connexes de 1'ouvert N_<,

s'ilest non vide, est feuilleté en produit.

Exemples.
1) Par convention on dit que l'holonomie d'un feuilletage

sans holonomie est de niveau 0.

2) L'holonomie d'un feuilletage presque sans holonomie
est totalement propre de nvieau inférieur ou égal a 1.

3) L'holonomie contractante d'un feuilletage de <classe
C2 sans feuille ressort est totalement propre de niveau inférieur
ou égal aw.

4) L'holonomie d'un feuilletage transversalement analytique
sans feuille ressort est totalement propre de niveau fini.

5) Pour tout entier n, on peut trouver des feuilletages
de classe C* dont toutes les feuilles sont propres et dont

1l'holonomie est de niveau n.

b) Propriétés générales.

Dans tout ce paragraphe on suppose que l'holonomie contrac-
tante de :F/ est totalement propre (c'est-a-dire que toute feuille
ayant une holonomie contractante d'un cdté au moins est totalement

propre).

On a désigné par TP (resp. rp" : n un entier) la réunion

de toutes les feuilles totalement propres (resp. totalement propres
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de niveau inférieur ou égal a n).

On a montré gue pour tout n, Tp? est un fermé, que 1'ensem-
ble y T7P? est la réunion de toutes les feuilles totalement propres
ayant un niveau défini et que E; - TP est la réunion de toutes
les feuilles non contenues dans aucun EML et a structure
inférieure totalement propre. On en déduit par exemple que si
le niveau de 1'holonomie d'un feuilletage a feuilles propres
est défini il est inférieur ou égal a w; il peut &étre égal a wet

il peut é&tre non défini.

On a les propriétés suivantes :

1) si L+ est propre non stable alors la feuille L est
totalement propre (dans ce cas l'ensemble limite de L est contenu
dans celui d'une feuille contractante) .

2) toute feuille propre non totalement propre est stable ;

3) Il existe un feuilletage de type considéré ayant une
feuille L+ propre sans holonomie et non semi-stable ;

4) Si U est un ouvert connexe non FP alors I;- U = ;IT
est une union de feuilles propres (en effet, dans le cas contraire
S[J contiendrait une feuille non totalement propre L et si L+
était contenue dans SU, 1" serait stable et U serait FP) ;

5) Si L est une feuille non propre sa structure inférieure
est totalement propre (en effet, si G est une feuille strictement
inféiieure a L l'ouvert U = ch_ﬁ est non FP et donc l'ensemble
G =1U - U est une union de feuilles totalement propres) ;

6) Le niveau de toute feuille, s'il est défini ; est
inférieur ou égal a wt+ 1 et les feuilles de niveau w+ 1 sont propres
stables (en effet, si L est de niveau strictement supérieur

aw, l'ouvert U = CC% est FP).
w

PROPOSITION 1. Toute feuille F a l'une des propriétés

suivantes :
a) F est totalement propre ;
b) F est contenue dans un ouvert U saturé par des feuilles

sans holonomie tel que U - U est une union de feuilles totalement

propres ;
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c) F n'est contenue dans aucun EML et sa structure
inférieure est totalement propre ;

d) F est contenue dans un ouvert U feuilleté en produit
tel que toute feuille L contenue dans §U est non propre et a
une structure inférieure totalement propre égale a
SI(F) - C1(L).

R

Preuve. Puisque F est contenue dans TP si est seulement

—

si elle vérifie les conclusions a) et c) et puisque Hol est
contenue dans 53, si F ne vérifie ni a),~ni b) et ni c) elle
est contenue dans un ouvert saturé par des feuilles sans holonomie
et la composante connexe de M-ﬁgi contenant F répond aux
conditions de la conclusion d).

ol

COROLLAIRE 1. La structure inférieure S&(F) d'une feuille

FF associdée a la relation ":3“ (c'est-a-dire 1la réunion des

feuilles G ayant un ensemble limite strictement inclus dans
celui de F) est une union de feuilles totalement propres.

et

PROPOSITION 2. Si -+ a un ensemble minimal exceptionnel

il est sans holonomie.
En effet, d'aprés la proposition 4-6-1 sous ces hypothéses
un ouvert U connexe ayant un EM de type exceptionnel est saturé

par des feuilles sans holonomie.

PROPOSITION 3. L'ensemble C(R) est 1l'adhérence d'une union

finie de feuilles totalement propres. Il ne contient qu'un nombre

fini de feuilles ayant un niveau défini.

COROLLAIRE 2. Tout ouvert régulier est fortement régulier.

COROLLAIRE 3. I1 existe un nombre fini de feuilles

totalement propres dont la réunion est un compact X tel que

1« | ;
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toute composante connexe U de M-X a 1l'une des propriétés
suivantes :

a) U est PF ;

b) U est saturé par des feuilles sans holonomie ;

c):ryU est sans EM,

La démonstration se fait comme dans le corollaire 5-4-2.

Dans le cas oU l'holonomie contractante du feuilletage

est totalement propre et a un niveau défini (cas par exemple

des feuilletages de classe C2 sans feuille ressort) on a les

propriétés suivantes :

1) Toute feuille est de niveau inférieur ou égal a w+ 1.
Les feuilles de niveau W+ 1 sont propres stables.

Il existe un feuilletage de classe Cl vérifiant ces
conditions et ayant un niveau W+ 1 ; ce feuilletage ne peut
pas étre de classe C2.

2) L'ensemble C(R) est wune union finie de feuilles
totalement propres contractantes d'un cété au moins.

3) I1 existe un nombre fini de feuilles totalement propres
dont 1l'union est un compact X tel que toute composante connexe
U de M-X est soit un PF soit saturé par des feuilles sans
holonomie.

4) A l'exception d'un nombre fini de feuilles toute feuille
a un groupe d'holonomie presque résoluble "d'ordre inférieur

ou égal aw" (proposition 5-1-a-2).

Remarque 1. Les quatres conditions de la proposition 5-4-2

peuvent &tre réaliser ici.

~
Si 1'holonomie de+ est totalement propre et a un niveau

inférieur ou égal & un entier n (cas des feuilletages presque

sans holonomie, des feuilletages transversalement analytiques

sans feuille ressort, des feuilletages définis par la suspension

d'un groupe de type fini sous exponentiel dans Difﬁi(ﬂ?) et




143

les feuilletages de 1l'exemple 5-5-a-5) on a les précisions

suivantes

1) toute feuille est de niveau inférieur ou égal & n 4 2 ;

2) toute feuille F est soit totalement propre de niveau
inférieur ou égal & n soit contenue dans un ouvert saturé par
des feuilles sans holonomie (dans le cas précédent 1l'ensemble
Hol peut contenir des feuilles non propres) ;

3) a 1l'exception d'un nombre fini de feuilles le groupe
d'holonomie de toute feuille est résoluble d'ordre inférieur
ou égal a n ;

4) toute feuille exceptionnelle est contenue dans un EM
d'un ouvert saturé par des feuilles sans holonomie et 1l'intérieur
de la réunion de ces feuilles est vide ;

5) 1l'intérieur de la réunion des feuilles ayant de
l'holonomie est vide (sinon il existerait un ouvert U PF contenu

]

dans Hol et la proposition 5-1-c-1 montre la contradiction).

Exemple. Si:rfest presque sans holonomie on a les propriétés
suivantes :

1) toute feuille est de niveau inférieur ou égal a 3 ;

2) C(R) est une wunion finie de feuilles compactes

contractantes d'un cété au moins

3) Lle groupe d'holonomie de toute feuille est abélien
(en effet, on peut montrer que si n est comme ci-dessus le groupe
d'holonomie de toute feuille de niveau n est abélien) ;

4) il est sans holonomie s'il a un EM de type exceptionnel.

6) Sur la stabilité des feuilles semi-propres.

¢ s 3 :
Dans ce paragraphe on désigne par L une feuille propre
et on cherche des hypothéses sous lesquelles on a l'une des
propriétés suivantes :

a) si L+ est attractante alors elle est contractante et

son premier groupe d'homologie Hl(L,ﬂ?)est nal ;
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b) si Hl(L,ﬂQ) est nul alors i est sans holonomie ;
c) si 1+ est sans holonomie alors L” est stable ;

c') si Hl(L,TR)est nul alors L+ est stable ;
d) si I. est sans holonomie et si'ﬁi(L) est de type fini

alors L+ est stable ;

da') si Hl(L,R) est nul et si ‘ﬁE(L) est de type fini alors
i est stable.
On a évidemment 1les implications b) ‘et c¢)=pc'), b) et

d):%;d'), c:?d)}et e )l=d" )

Plusieurs auteurs ont étudié ces questions notamment G.
Reeb, W. Thurston, J. Plante, R. Sackesteder et A. Schwartz,
P. Dippolito, T. Inaba,...

Pour les feuilles compactes G. Reeb a montré la propriété
c) et la propriété b) pour les feuilletages transversalement
analytiques ; d'aprés Dippolito, dans un tel feuilletage on a
1'équivalence des propriétés “L+ stable", "L+ sans holonomie"
et ".,' non contractante".

En classe C' W. Thurston dans [Th 1] a montré la propriété

b) pour les feuilles ayant un groupe fondamental de type fini.

La propriété c') est alors vraie si L est compacte et si-qf
est de classe Cl : elle est fausse en classe classe c® Lrh 17]-
Selon J. Plante cette propriété c') est encore vraie en classe
g% par les feuilles compactes a groupe fondamental

sous—-exponentiel.

Dans [P1 2] J. Plante montre aussi la propriété q) pour
les feuilles L+ compactes rapprochées par des feuilles
sous—-exponentielles.

pans [ pi ] P. Dippolito a donné wune démonstraton
incorrecte de la propriété d) par laquelle T. Inaba a trouvé

un contre exemple en dimension 5. Par contre T. Inaba a montré

gqu'elle est vraie en dimension 3.
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Oon a montré (théoréme 3-2-c-1) que si le pseudogroupe
d'holonomie de 1" restreint a un intervalle Jo, 8L assez petit
est attractant et a un EM sans orbite ressort alors la propriété
a) est vraie ur@ telle situation se rencontre si 1" est attractante
et si V(L+) posséde ou bien un EM sans orbite ressort ou bien
deux EM distincts.

La proposition 3-2-c-3 donne des conditions sous lesquelles
on a la propriété a) (Remarque 3-2-c-2) ou la propriété c')
(corollaire 3-2-c-2).

On a remarqué que L+ est sans holornomie si et seulement
si elle est presque stable.

N

PROPOSITION 1. Dans un feuilletage de <classe Cz, a

1'exception d'un nombre fini de feuilles, toute feuille propre

sans holonomie & groupe fondamental de type fini est stable.

Cette proposition est une conséquence du théoréme 5-4-1

et du lemme suivant

LEMME 1. Une feuille L+ semi-stable sans holonomie et

ayant un groupe fondamental de type fini est stable.

+ B
En effet, la feuille L posseéde un voisinage U PF, et
le groupe de structure GU de U est de type fini et chacun de

ses &léments est trivial au voisinage de 1l'identité.

L'exemple de T. Inaba rappelé plus haut montre que la
condition "semi-stable" dans le lemme est nécessaire. L'exemple
suivant montre que la condition "ayant un groupe fondamental

de type fini" est aussi nécessaire.

. ~
Exemple 1. Il existe un feuilletage+ de classe C% sur

M = V2x[0,1¢] ayant une feuille propre semi-stable. des deux

cbtés, sans holonomie et non stable (la variété M est un PF).
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Exemple 2. Il existe un feuilletage de classe Cl a feuilles
propres et contenant une feuille L+ propre, attractante et sans

. rd . + rd ~
holonomie (nécessairement V(I ) est sans EM : théoréme 3-2-c-1).

THEOREME 1. Si un feuilletage :F)a un niveau défini et
s'il est sans feuille ressort toute feuille L propre du cbété
positif vérifie les propriétés suivantes

a) si i est attractante alors L' est contractante et
Hl(L,TR) est non trivial ;

b)Sijﬁ+a de 1'holonomie alors Hl(L,ﬂ?) est non trivial

© si L' est sans holonomie et si TE(L) est de type fini

alors L+ est stable.

Preuve. Sous les hypotheses de ce théoréme toute feuille
contient dans son adhérence un EM sans feuille ressort dans
tout ouvert la contenant.

si ' est attractante 1l'ouvert V(L+) a un EM sans feuille
ressort et on a a).

si wt est non attractante et si elle a de 1'holonomie
il existe wune feuille fermée dans V(L+) homéomorphe a L et
attractante du c6té positif (F correspond & un point fixe du
pseudogroupe d'holonomie PL+). Le groupe d'homologie Hl(F,ﬂ?)
est non trivial et on a la propriété b).

D'aprés la propriété a) de ce théoréme si L” est sans
holonomie elle est non attractante et donc semi-stable. La
propriété c) est alors une conséquence du lemme ci-dessus.

(o q (NG, S 8

COROLLAIRE 1. Sous . les hypothéses du dernier théoréme

toute feuille propre L est stable si son premier groupe

d'homologie Hl(I”m) est trivial.

Du théoréme de Gromov [Gr 1 ] selon lequel tout groupe
de type fini et de croissance polynémiale contient un sous-groupe

nilpotent d'indice fini, on a le corollaire suivant
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—~
COROLLAIRE 2. Si 4 est sans cycle évanouissant et si 4E(M)

est polyndémial on a les conclusions a) et b) du théoréme ci-dessus
et la propriété suivante

— . +
¢ si L' est sans holonomie alors L est stable.

Avec les hypothéses de ce corollaire tout sous-groupe
de 'ﬁl(M) en particulier Tﬁ(L) est alors de type fini ; en
effet, 'ﬁl(M) est polycyclique. Avec les mémes hypothéses le
feuilletage :F) est de niveau défini et ‘il est sans feuille

ressort ; en effet toute feuille est polyndmiale (Plante).

Remarque 1. Un feuilletage de classe C2 sans feuille ressort

vérifie les hypothéses du théoréme 1) ci-dessus.

y ; . o
Remarque 2. On a les conclusions du dernier théoréme si -}

; Fipd i i mt . z
a un niveau défini et si L est une feuille propre non adhérente

by

3 la réunion des feuilles ressorts (dans ces conditions on peut

avoir des feuilles ressorts).
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APPENDICE.

Sur des exemples de groupes et de feuilletages.

Introduction.

On désigne par
T la translation d'amplitude 1 ;
Diffif)([o,l]) (r30) 1l'ensemble des difféomorphismes de
classe C* qui sont Cq—tangents a 1l'identité en o et 1 ;

P un ordinal dénombrable fixé une fois pour toute.

Sauf mention contraire, tout ordinal est supposé inférieur

ou égal a e.

Dans ce qui suit on va construire des sous-groupes du
groupe Difff(ﬁ?) engendrés par deux éléments permettant de trouver
les exemples de feuilletages cités le long des chapitres précé-
dents (ces groupes peuvent aussi étre considéré comme des sous-
groupes de Diffi([o,l]) si on confond R etlo,1[).

LEMME 1. A tout sous-groupe H de type dénombrable dans
Diffir)
deux éléments de Diffi(TR) tel que

a) l'ensemble G, des éléments ayant un point fixe danszD

([0,1]) on peut associer un sous-groupe G engendré par

est un sous-groupe distingué de G ;

b) le guotient G/G1 est cyclique ;

c) pour tout n, G, est conjugué & H sur 1l'intervalle
[nyn + 1].

et

Preuve. Si H est engendré par la famille {hgg ne M

si g est le difféomorphisme défini par

X sl x o ;

h (x - n) +n si x £[n, nt 1]

on prend pour G le groupe engendré par T, et g.
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Puisque Go = Z on a le lemme.

c.qg.f.d.

En fait 1l'orbite Go de O par chacun des groupes G qu'on
va construire sera une orbite fermée égale a Z. et par suite
pour tout n dansZ, le groupe de stabilité G, en n est égal
3 l'ensemble des éléments ayant un point fixe dans [R.

On peut donc désigner, sauf mention contraire, par G

1
1'ensemble des éléments de G ayant un point fixe dans,R.
Y P

Soient H un sous-groupe de type dénombrable dans Difﬁf(ﬂ?),
G le sous-groupe associé & H comme dans ce lemme si on identifie
R a Jo,1[ et Jfle feuilletage sur la variété compacte M = V, x Slqui
correspond a G. Les faits que la feuilles F correspondant au
point O est totalement propre de niveau 1 et que l'ouvert
M-Foest un connexe PE dont le groupe de structure est conjugué
A4 H montrent que toutes les propriétés d'un feuilletage induit
par un ouvert U connexe se transportent aux groupes de type
dénombrable.

On en dé&duit, par exemple, que la structure supérieure
de toute orbite est un ouvert ; qu'une orbite est contenue dans
un EML si et seulement si sa structure inférieure est un fermé ;
qu'une orbite est non contenue dans aucun EML si et seulement
si il existe une suite infinie strictement croissante d'orbites
i?n < Q} convergeant vers O,... On-en déduit aussi des propriétés
concernant les chaines d'orbites telles que toute chaine d'orbites
a un majorant et des propriétés concernant le niveau des orbites
telle que la réunion o des orbites de niveau inférieur ou égal

34 un ordinal « est un fermé,...

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer directement

sans utiliser la notion de feuilletage.

Remarque 1. Soient H et G deux groupes comme dans le lemme
1. Pour tout x dans ]0,1[ et tout ordinal dénombrable(x:si 1l'orbi-

te Hx est de niveaua<, le niveau de l'orbite Gx ou bien est
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égal éo{Si(K est supérieur ou égal a4 w ou bien est égal é.*+ 1
si o( est fini.

1) Constructions de groupes et de feuilletages ayant un niveau

défini .

a) Notations.

On désigne par :

i a. b deux familles strictement monotones
: irb}m {[s} s
de réels dans [o, verlflant les propriétés suivantes

- o =a, < a{ £ bP < a; = 1

= ay< Syt < ,<+l < Q{ pour tout ordinal o< vérifiant

e

o \<a{< a(+l < e (en particulier si E a un précédent on a a_ < b

et dans le cas contraire on peut avoir a_ = b_) ;
ay = sup p et Q<,= éziqﬁ pour tout ordinal limite
4(( e.

ii) I 1l'intervalle ]%<,E<[ (si ,< est limite on a

Io<= int( QE‘[B 3

Fdd ) fl& K<e) un élément de dlff[ =)

(I) ayant les propriétés

suivantes
- fkkx= % B x§£g< $
- fia%> x 51 X €I
- Eoagy T By
iv) Hl le groupe engendré par les difféomorphismes
fl°<(o RE e) ;

v) H1E4'ﬂ£ le sous-groupe engendré par les difféomorphismes
r

vi) H {
. 1r-- 2 rdp}
phismes th e won g B 1ep*

1

Dans tout ce paragraphe les groupes qu'on va construire seront

le sous-groupe engendré par les difféomor-

notés H ol p est un entier et engendrés par des difféomorphismes
fp (o L <,3). g
Le groupe Gp associeé a Hp au moyen du lemme 1 sera engen-

dré par la translation T et par le difféormorphisme gpf,(construit

dans la démonstration du lemme 1).
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b) Propriétés du groupe H, .

Les propriétés suivantes sont immédiates

1) Si une orbite O coupe un intervalle Io< en un point
x on 1'égalité Of)I_, = H .

g . n J\ lto(f E

2) Si une orbite O ne coupe pas un intervalle I ( et si

x est un point de O on a 1'égalité O = Hl[b jf.
r

3) Si 0 et 0' sont deux orbites telles que o< O0', O”ﬁ§‘¢-¢
et 011y = @ alors on a 0CO, vo, , -

4) Pour tout ordinal < ayant un ‘précédent f3 on a :
s;(oaﬂ) = sI(0, ) = oabU 0y

e

Dans ces conditions les orbites Oa et Ob sont fermées

b4)

dans Ipq ; elles sont donc propres non spéciales (c'est-a-dire
que pour tout x dans O il existe un difféomorphisme g dans HlP
avec gx ¥ x et tel que l'orbite O ne coupe pas l'intervalle

d'extrémités x et gx).

5) Pour tout ordinal 1imiteo{<faon a les propriétés suivan-

tes :

o =0 =Moo = Uo
ad Dbl PRPdTap ﬁ(a(obﬁ
i3 = v oue L0 o D s
Dans ces conditions les orbites O et O sont équivalentes
(

bL]

a

et ne sont contenues dans aucun EML (elles ne sont équivalentes

34 aucune orbite ressort).
6) Pour tout ordlnal,ésfaon a 3 n1V(O%#) = an(Ohx) =°<_

7) Pour tout x et tout g dans Hl? avec gx = x, il existe

un ordinal ,{gto tel que chacune des orbites an( et O coupe

be{

1'intervalle d'extrémités x et gX.
On en déduit que 1l'ensemble limite de toute orbite et

—

contenue dans O, L}Ob .
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Pour la démonstration de cette propriété on pourra utiliser

un sous groupes H = H a .
e H contenant et engendre
A Jdis s sl 1P 9 g

< igp) avec

par un nombre fini “de difféomorphismes frﬂ-(l
1 A Y

o, <A, <o lofy-

On en déduit des propriétés 6) et 7) que toute orbite

non contenue dans Oap ObP est propre et stable, et a un niveau

égal a P+ 1. On a donc la proposition suivante

PROPOSITION 1. Le groupe Hl est de niveau ? ou e + 1 et

il est sans orbite ressort.

Cette proposition et la proposition 5-1-a-3 montrent que
le groupe Hle
a E".

c) Cas particuliers.

est presque résoluble "d'ordre inférieur ou égal

1) Si e est le successeur d'un ordinal M, on a niv(H )=e
(propriétés 4) et 7). 1{

2) 8i e est limite et si on a a_ < be alors on a

niV(Hl£)=e+l (dans ces conditions toute orbite rencontrant

1'inte¥rvalle I_ est de niveau P + 1).

Il

b_ on pourra vérifier que

¢ ¢

Si P gst encore limite d'une suite infinie {?n < g} consti-

3) Si e est limite et si a

l'orbite Oa est partout dense.

tuée par des ordinaux limites on peut montrer que chacun des
ensembles obtenus par la réunion des orbites propres, la réunion
des orbites exceptionnelles ou par la réunion des orbites denses
est un ensemble partout dense.

4) si ?= w et si a, = b on peut supposer que G, est

w
contenu dans Difff(I) : ce n'est pas possible si P >w Be o

auj#;buj, en particulier si on a Q >w.
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d) Remarques :
1) Dans le cas ou e est limite et ol on a a_ = b_ pour

tout o< E on désigne par

i) ay et Q& deux réels avec a&< ak <%{+l<§<+l<b;(<%4 -

ii) f2-<un difféomorphisme ayant les propriétés suivantes:

- fzd X = x si xﬁ]a;& ,b'p( L
Z‘\‘l
= fx > x si xe}ak,b'd,[ ;
Les orbites O, et 0Op du groupe H, engendré par les
. ; e R &
difféomorphismes f2d avec o,g.(< E sont équivalentes,

exceptionnelles et maximales.

2) Ssi {ax <4< et §¥¥}£4% sont comme précédemment, a 1l'aide
de l'exemple de Sackesteder (ou de Denjoy) on peut construire
deux difféomorphismes f3a§ et %&<<B) dans Difft?[o,l]) (ou dans
diff?([o,l] tels que chacun d'eux est égal & 1'identité sur
[o,l]—Ifiet tels que le groupe engendré par ces deux difféomor-
phismes a un ensemble minimal exceptionnel M dans Z&< avec les
propriétés suivantes

i) ;4+l

ii) toute orbite rencontrant %4_ mo< rencontre £<+l en

est une composante connexe de %&— m0<;
un et un seul point.

Le groupe H, engendré par les difféomorphismes £y €t
934 avec o K <p 4 une chaine d'orbites de la forme é(]o,O[)
bien ordonnée ; constituée par des orbites exceptionnelles et
dont le type d'ordre est égal a l'ordinal R-

On peut vérifier qu'un tel groupe est sans orbite propre

si on suppose qu'on a aP = be (voir thése d'Hector).
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3) si p a un précédent)(. et si lel est le feuilletage
défini sur M =V, X st par le groupe G, ., il existe une courbe
transverse fermée © contenue dans le saturé de 5“— et coupant
chaque feuille de Sat(I ) en un et un seul point.

La feuille correspondante a a  du feuilletage Qﬂl obtenu
par un tourbillonnement de 1 le long de 6 n'est contenue dans
aucun ouvert régulier et est de niveau M.

Un recollement d'un nombre fini d'exemplaires de tels
feuilletages le 1long de certaines courbes fermées transverses
semblables a © permet de trouver un feuiiletage possédant une
feuille F contenant dans son adhérence un nombre fini arbitraire-
ment grand de classes ayant un niveau égal é‘}L (un tel nombre

est toujours fini).

e) Exemples de constructions de glP.
Les figures sont données 3 la fin de 1l'appendice.

Pour p =wp avec p un entier la bijection'f% de N sur
1'ensemble des ordinaux strictement inférieur a e définie par
\Fun =wr + q si on a n=p ¢+ r donne la construction a la
main du difféomorphisme.gl .

La graphe de gl(u;Z)Yp = 2) est donné par la figure 1).

Si p est un ordinal dénombrable arbitraire on ne peut
pas trouver facilement une bijection % comme précédemment.
Mais on peut, par reccurrence transfinie, construire un difféomor-
phisme giv tel que le groupe engendré par T et par ce
difféomorphisme a les mémes propriétés que celles du groupe
GlP obtenu par le lemme 1 a4 partir du groupe HlP.

on pose gj, = fi4 et si{ a un pfécédent/Qyon pose

10

1 = "1
Iief = £140 TO giPOT

Par exemple le graphe de giz est donné par la figure 2).
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SiaA est limite et si{k<°{} est une suite strictement
m

&éroissante convergeant vers a{ telle que a(o = o pour tout entier

n on prend
I¢, au lieu de IR;
g*ﬁi au lieu de Jo,1[ ;
£ au lieu de T.
4,

On désigne par H ~le groupe engendré par les restrictions

des éléments de HlJEAhf1:ORn+lE-a llintervalle T/ .

Pour tout n on peut construire (en effet, on a ,(n <-<)un
difféomorphisme g; vérifiant

. ! —

i) Pour tout x dans [o,1] {(n on a g X = X l

ii) La restriction du groupe engendré par %(Ilet g a

n
' . . I hd
1'intervalle Ixn est associée a Hn'

On définit g;, par

1 -2n

gaﬂ = x = fP(—x] + EE;(Tzn(fl4noTog;oT_ - &)

n>o (0] Ve
Si on a.P=wu et si pour tout n on prend, par exemple,g(n =2 n

on aura Hn = Hl {2n+l} et

v 5 i -n _
Jyw = X + nao(T flnT Xx).
Le graphe de g, est donné par la figure 3).

Si on a P =lU2 et si on prend, par exemple,-(n = w.n

on aura
1) by = by rion+l, w (n2)c
ii) g = x + (£P £ £ - %)
In p2l'"1l(w.n) "1l(w.n+p) 4f@.n) =L
v 5 g0 1 _ 4 2n 1 -1 2'_\-
Iid) glwz = x+(flw2—x) + gng o(flhu.g)TognoT Joll " «ix) .
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Le graphe de gi , est donné par la figure 5).
w

Remarque 1. Si le difféomorphisme T est de classe C*2
en tout point de R, gi 2 n'est différentiable en aucun point
w

wen+2n+1
le cas contraire on aurait un sous groupe de type fini dans

de la forme x = b ol n est un entier naturel ; dans

Diffi(I) ayant une orbite de niveau strictement supérieure aw;

ce qui est impossible.

2) Constructions de groupes ayant une profondeur.

On désigne par :
i) iq{} et gig? (459) deux familles strictement monotones

vérifiant les propriétés suivantes

- 0 = %2554 et 55% d{ =1 :
- qx+1<q4<co<do<d <§<+l pour tout < P
- ¢ = infe et d, = sup d our touted limite inférieur
) \"( peg P < pf,( s 2 <
ou égal a P

. ' . L _U
£ &) J ¢ 1'intervalle ]QK,Q4[ (si { est limite on a J A<JIB) .

iii) K<G<< Q) un difféormorphisme dans Difft?I) ayant
les propriétés suivantes :

- kgx = x si xJ¢JK i

- kx> ox si x€dy ;

- O<Cﬁ=df5.
sic( est le successeur d'un ordinal ﬁ et Sio< est limite KX

est l'identité :

iv) K‘g est le groupe engendré par ces difféomorphismes

k‘;((O $o<< e).

PROPOSITION 1. Toute orbitetﬂaK?est totalement propre.

I1 est clair que toute orbite rencontrant Il est propre.

La démonstration de cette proposition se fait alors par reccurren-

ce.




157

On déduit de cette proposition que le groupe K{ a une
profondeur. On peut vérifier que sa profondeur est exactement
l'ordinal F. et que le cardinal de 1l'ensemble des profondeurs

de ses orbites est fini.

Pour cela il faut utiliser les faits suivants

i) Pour tout ordinal np l'ordinalluu' est indécomposable
(c'est-a-dire que si,<et($ sont deux ordinaux strictement infé-

; p A u , £ oo 2 ;
rieurs a w ©On a 4+13<(¢ ce qui est encore équivalent a dire

que pour tout ordinalo{strictement inférieur a on
a{+mﬂ=ﬂdu):
ii} tout ordinal b{ s'éerit sous la forme

1 A p N .
K= weny Fo.tpten, o ny,...,n, sont des entiers et :*&,...,qg
sont des ordinaux vérifiant -<l<...<ﬁ{p.
Remarque 1. Pour tout ordinal_%’limite le groupe K est sans

EM dans J/ .
an c‘\

En effet,s'il avait un EM dans qx il existerait un compact
J contenu dans J°{ rencontré par toutes les orbites de I§</L’ID<

ce qui impliquerait l'existence d'une orbite ressort.

Remarque 2. Soient P et‘#L deux ordinaux limites

dénombrables. Il existe un groupe Hlﬁl dans DiffIﬁI) vérifiant
ces deux propriétés
i) tout élément de Hip_eSt 1'identité sur [Olcd]ljtdorl] ;

ii) La restriction de H' a [co,daj est conjuguée a4 H _.

1B 1

Le groupe H engendré par KFJ)Hl#La une chaine d'orbites

sans plus petit élément et sans plus grand élément.

De la méme maniere que dans cette remarque on peut trouver
un groupe dans Diff:RI) (ou engendré par deux éléments dans
DifﬁfﬂR\ ) ayant une chaine contenant une orbite sans précédent

et sans suivant dans cette chalne.
Ce groupe et le groupe H de la remarque 2) ci-dessus n'ont

ni niveau ni profondeur.

Remarque 3. Pour tout ordinal dénombrable on peut

construire (de la méme maniére que dans le paragraphe précédent)




158

des groupes ayant les mémes propriétés que ceux associés a K¢

par le lemme 1 de 1l'introduction de cet appendice).

3) Groupes ayant une infinité de classes telles que chacune

de ces classes vérifie une propriété qb donnée.
n——

a) Constructions.

On désigne par
1) - une suite réelle strictement croissante conver-

geant vers 1 et vérifiant b, =9 {

L oo (X) .
2.} Gn un sous-groupe de lef4_ [quq) ayant une_orblﬁe._

vérifiant une propriété ,n donnée (n est un entier) ;

3) Hn un sous—groupe de Diff&?)

([0,1]) tel que tout
I4 I rd Y 1 L) . 4 —_
élément de Hn est égal a 1l'identité sur I ]xn, nn+lE et

tel que sa restriction a [xn,xn+l] est conjuguée a Gn'

PROPOSITION 1. Le groupe G "engendré par deux éléments"

associé au groupe H engendré par (% Hn a pour tout n, une orbite
o, rencontrant ]Xn’xn+1[ et vérifiant la propriété In'

Ces orbites On sont non comparables.

Puisque G, est conjugué a H sur [o,1] et a H sur [xn,xn+l]

on a la proposition.

Remarque 1l. Pour tout n l'orbite Ox passant par X est

) n
fermée.

L'orbite OO = Go est fermée sans holonomie et non stable.

Remarque 2. G est un groupe non polycyclique (d'apres
la remarque 1) et le lemme 5-6-1 Gln'est. pas de type fini).
Par contre le groupe G peut @&tre résoluble : par exemple, si

pour tout n on prend H, abélien G serait résoluble d'ordre 2.
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b) Exemples d'applications.

1) On considére une suite ﬂ‘n} d'ordinaux dénombrables
et on désigne par Gn le groupe Hl&n' Pour tout n G a une orbite
O de niveau (Kn et les orbites 0, sont non comparables.

On peut supposer gque ces orbites 0. sont toutes locale-
ment denses, toutes exceptionnelles, toutes propres, toutes
maximales, toutes de méme niveau, ...

On peut supposer aussi que la suite g?ng contient des
sous suites infinies ayant respectivement chacune de ces

propriétés.

2) Ssielest un ordinal limite et si {'\’n <o § est une suite
infinie strictement croissante convergean vers 0( il existe
un sous-groupe de niveau a{tel gque le niveau de chacune de ses
orbites est strictement inférieur éa(.

Le feuilletage associé a un tel groupe a un ordinal
caractéristique égal ae{ (il est de niveauef) et il est sans

feuille de niveaua(.

3) Si pour toutn, on désigne par Gn le groupe Hln le groupe
G est de niveau w» et chacune de ses orbites est totalement
propre de niveau fini.

Ce groupe est non résoluble et il peut étre supposé contenu

dans Diffi?l) (voir groupe G4 dans 1'appendice de [Sal 1]).

Remarque 1. Par ces méthodes (par exemple celles du

paragraphe 1l-d et de la remarque 2-2 de cet appendice) les groupes

Fo

le groupe Ka{ permettent de retrouver tous les exemples cités

(o p est un entier et o est un ordinal dénombrable) et
le long de ce travail ;

4) Constructions de groupes abéliens.

En considéerant des familles {?q}4$ Eet gq%14$ v comme
dans le paragraphe 2) avec E==U) on a construit dans 1l'appendice
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de [Ssall] un groupe (le groupe Gz) abélien sans EM et ayant
toutes ses orbites propres.

Un tel groupe est sans niveau et a une profondeur.

De la méme maniére si on considére des familles {%{LK<
{hk}q\ comme dans le paragraphe 1) avec E>=LU on peut
construire ar reccurrence une suitei%#% d'homéomorphismes
dans lefF(I) commutant deux & deux et telle que pour tout

n on a les propriétés suivantes :

a) ha = a_ et h b=b ;
n' n n nn . n

b) h X > X si X,e]an,bn[ H

c) hnan+l = bn+l'

(voir figure 4).
Chacune des orbites du groupe engendré par ces homéomor-—
phismes hn a un niveau et les orbites Oaw et Obw sont de niveaul.
On en.déduit que ce groupe est abélien, a un niveau et

est sans profondeur.

Ces groupes sont nécessairement de type infini et ne peuvent
pas étre contenus dans Difff(ﬁ() ; en effet, tout sous groupe

abélien de Difff(ﬁ?) a un niveau fini s'il est de type fini

ou si r est supérieur ou égal a 2 (paragraphe 5-1-b).




|
|
|
|
|
|
|
|
>

—_——— e —]

yi

;
2

feyene -




3
o, o s
[
-
- . |
) B = |
s
- ——
i nw LA
S —— - — —— — —%
,.nn/ﬂsnu
/'
Y X ———— = g
-
s.,wf% - N —————] o
y .
3
| TOXT
5 -2




163




(B1 1]

[BO 1]

fese 1]

[C.€.2]

[c.C 3]

[De 1]

164

BIBLIOGRAPHIE.

R.A. Blumenthal, Transversaly homogeneous foliations,
Ann. Inst. Fourier, 29 (4), 1979, 143-158.

N. BOURBAKI éléments de Mathématiques, livre 1, Théorie
des ensembles, chap. 3, Ensembles ordonnés cardinaux

nombres entiers.

J. Cantwell and L. Conlon, Growth of leaves, Comment.
Math. Helb. 53 (1978), 93-11.

Poincaré-Bendixon theory
for leaves of codimension one, trans. Amer. Math. Soc.
265 (1981), 181-209.

The Dynamics of Open,
Foliated Manifolds and a Vanishing Theorem for the
Godbillon-Vey Class, Advences in Math. 53 (1984), 1-
27

A. Denjoy, Sur les courbes définies par les équations
différentiables a 1la surface du tore, J. de Math. 9
(11) (1932) 333-370.

[Di 1] P.R. Dippolito, Codimension one foliations of closed

[EMT]

(Go 1]

[G.Vv 1]

manifolds, Ann. of Math. 107 (1978) 403-453.

D. Epstein, K. Millet, and D. Tischler, leaves without
holonomy, J. of the London Math. Soc. 16 (1977) 548~
552.

C. Godbillon, Systémes dynamiques sur les surfaces,

publications de Strasbourg (1979).

C. Godbillon et J. Vey, un invariant des feuilletages

de codimension un , C.R. Ac. Sci. Paris 273 (1971),
92-95.




(Gr

[Ha

[He

[He

[He

[He

(Im

[In

[In

1]

1]

1]

2]

3]

4]

51

1]

1]

2]

165

M. Gromov, Groups of polynomial growth and expanding

maps, Publ. Math. I.H.E.S. 53 (1981).

A. Haefliger, Structures feuilletées et cohomologie
a4 valeurs dans un faisceau de groupoides, Comm. Math.
Helv. 32 (1958) 248-329,

Variétdés feuilletées, Ann. Sc. Norm.

Sup.: Pisa; 16 (1962) 367-397.

G. Hector, Sur un théoréme de structure des feuilletages

de codimgnsions un, Thése Strasbourg (1972).

Classification cohomologique des germes

des feuilletages (preprint Lille).

Croissance dans les feuilletages presque
sans holonomie, lecture note in Math. 652 (1978), 1l41-
182 (Springer-Verlag).

Feuilletage en cylindres, lecture note in
Math. 597 (1977), 252-270 (Springler-Verlag).

Architecture des feuilletages de classe

C2r Astérisque 107-108 (1983) 243-258.

H. Imanishi, On the theorem of Denjoy- Sacésteder for
codimension one foliations without holonomy, J. Math.

Kyoto Univ. 14 (1974) 607-634.

T. TInaba, On stability of proper leaves of codimension
one foliations, J. Math. Soci. Japan vol 29 n° 4 (1977),

771-778.

Reeb stability for non compact leaves, Topolo-

gy 22 1 (1983) 105-118.




[Ko

[Ku

[La

[Mi

[Mi

[Mo

[Ni

[No

[Pl

[Pl

[P1

[Pl

1]

1]

1]

2]

1]

1]

Il

1]

3]

4]

166

N. Koppel, Commuting diffeomorphisms Proc. of Symp.
in Pure Math. vol XIV (1970) 165-184.

K. Kuratowski, Introduction to set theory and topology.

C. Lamoureux, feuilletages de codimension un des variétés

compactes et non compactes, Thése Strasbourg (1974).

J. Milnor, A note on curvature and the fundamental group
J. of. Diff. Geom. 2 (1968) 1-7. '

Growth of finitely solvable groups, J. of
Diff. Geom. 2 (1968) 447-449.

R. Moussu, Sur les feuilletages de codimension un, Thése
Orsay (1971).

T. Nishimori, SRH - decompositions of codimension one
foliations and the Godbillon-Vey classes, T&éhoku Math.
J 32 (1980), 9-34.

S.P. Novikov, Topology of foliations, Amer. Math. Soc.
Transl. (1967) 268-304.

J. Plante, On the existence of exceptional minimal sets
in foliations of codimension one, J. of. Diff. Equ.
15 (1974) 178-194.

Measure preserving pseudo-group and a theorem
of 5SacAsteder, Ann. Inst. Fourier 25 (1975), 237-249.

Foliations with measure preserving holonomy,
Ann. of Math. 120 (1975), 327-361.

Solvable groups acting on the line, trans.
of the A.M.S. 278 (1983) 401-414.




167

[P-T 1] J. Plante and W. Thurston, Polynomial growth in holonomy
groups of foliations, Comm. Math. Helv. 51 (1976), 327-
361.

[Re 1] G. Reeb, Sur certaines propriétés topologiques des varié-

tés feuilletés, Herman, Paris, (1952).

[Re 2] sur les structures feuilletés de codimension
1 et sur un théoréme de M.A. Denjoy, Ann. Inst. Fourier,
11 (1961) 185-200.

[Sac 1] R. Sa.cﬁsteder, on the existence of exeptionnel leaves
on foliations of codimension one, Ann. Inst. Four. 14
(2) (1964) 221-226.

[sac 2] Foliations and pseudogroups Ann. J. of Math.
87 (1965) 79-102.

[s-s 1] and A.J. Schwartz, Limit set of foliations,
Ann. Inst. Fourier 15 (1968), 201-214.

[sal 1] E. Salhi, Problémes de croissance dans les groupes
d'homéomorphismes defRet de Sl, Thése 3e cycle, Strasbourg

(1980).

[sal 2] Sur les ensembles minimaux locaux, C.A.
Acad. Sc. Paris t. 295 (1982).

[sal 3] Sur les niveaux de feuilles d'un feuilletage

de codimensiond (& paraitre).

[Sal 4] Sur les groupes d'homéomorphismes de la

droite réelle (a paraitre).

[sal 5] Problémes de structure dans les feuilletages

de codimension un (a paraitre).

—




(Th

[Ts

(Ts

[Wo

1]

1]

2]

168

W. Thurston, A generalization of the Reeb stability
theorem, Topology 13 (1974) 347-352.

N. Tsuchiya, Lower semi-continuity of growth of leaves,
J. Fac. Sci. Uni. Tokyo, Sec I A 26 (1979), 465-471.

Growth and depth of leaves, J. Fac. Sci.
Uni. Tokyo, sec. I A 26 (1979) 473-500.

11 J. Wolf, Growth of finitely generatéd solvable group and

curvature of riemanien manifolds, J. Diff. Geo. 2 (1968)
421-446.

[La 2] C. Laanoureax) @ae[yaes conditions o exeslence e

[La 3]

Kemﬁeéages en codemenscon 4 Lliées o La struclure

KECMZZES CLO'W/DC{CLL(S‘S) ﬁnn, _I,qgf, E&//“/E/) 24_ /4) /{ﬂ-?4)
229_J4 0.

f?“ofom‘e’fefs ge ome fm'ﬁz»ae s cles

transverse, MHsterisgue 116 (1984) 417 133.




CcC
C(FR)

C(PF)

C(R)
C{RC}

Cr(F)
Cl(F)
EM
EML

a

=

Hol
Hilc
Fcdu
FP

niv(r)

niv(A)

niv(gF)

niv(G)

PF

PL

Prof (F)
PTF

169

NOTATIONS

La composante connexe de l'ouvert U contenant le point x.
Le complémentaire de la réunion des ouverts fortement ré-
guliers.
produits feuil-
letés.
réguliers.
dans lesquels
il y a relévement de chemins.
Le type de croissance de la feuille F.
La classe de la feuille F.
Un ensemble minimal.
local.
Le groupe de structure de l'ouvert U.
Le sous-groupe dérivé d'ordre & du groupe G.
Le relévement du chemin ¢ le long de la feuille transverse
passant par l'origine c(o) de c.
La réunion des feuilles ayant une holonomie non triviale.
contractantes d'un coté au moins.
F est contenue dans l'ensemble 5+U (voir Remarque 3).
Feuilleté en produit.
La réunion des feuilles de niveau inférieur ou égal a<.
Le complémentaire M-N% de N% .
Le niveau de la feuille F. ,
La borne supérieure de l'ensemble des niveaux des feuil-
les rencontrant 1l'ensemble A.
L'ordinal niv(M).
La borne supérieure de 1l'ensemble de niveau des orbites
du groupe G.
Produit feuilleté.
Le pseudogroupe d'holonomie positif de la feuille L+.

Profondeur de la feuille F.

Produit trivialement feuilleté.

L'orbite passant par le point x.
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RU La réunion des ouverts réguliers contenus dans 1l'ouvert U.
SI(F) La structure inférieure de la feuille F.
SS(F) La structure supérieure de la feuille F.
Sat(A) Le saturé de l'ensemble A.
TP La réunion des feuilles totalement propres.
rp" de niveau infé-
rieur ou égal a n.
v(th) Le voisinage caractéristique de la feuille Lt

Remarque 1. &(]:Ft)f &(3G,F£),... désignent des chaines de feuil-

les comme dans la définition 2-2-1.

Remarque 2. Pour les objets nivU(F), nivU(A), N'QU), Q*(U) il faut
remplacer dans les définitions de niv(F), niv(A), N, N*,
niveau par niveau dans U et M par U.

4 — AN ) A,
Remarque 3. Pour les notations U, S U, § U, U, ¥, %,... voir les

notations du paragraphe 1-3-b.
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