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SUBSTITUTIONS ET ENSEMBLES NORMAUX

I.- QUELQUES EXEMPLES DE SUITES SUBSTITUTIVES
1) La suite de Morse

Afin de montrer 'existence de géodésiques récurrentes non périodiques sur certaines surfaces de
courbure négative, M. Morse est amené en 1921 a construire dans [126] un mot infini me {a,b)N
non périodique tel que tout sous-mot de m réapparait avec des lacunes bornées.
Indépendamment, K. Mahler introduit cette suite en 1927 dans [104] afin d'illustrer certaines
propriétés spectrales étudi€es par N. Wiener dans [169],

I1 existe de nombreux procédés permettant de construire m (cf. [40]). L'un d'entre eux consiste &
considérer l'application % définie sur A = (a,b} par Z (a) =ab et Z(b)=ba ., prolongée par
concaténation en une application de I'ensemble M(A) des mots formés sur l'alphabét A vers lui
méme. Il suffit alors de prendre pour lrn un quelconque des deux points fixes non vides de X ,

parexemple m = abbabaabbaababba....

En fait, il semble que le premier auteur & avoir introduit la suite de Morse soit E. Prouhet, qui en
1851 résoud dans [133] le probléme suivant: si q et r sont deux nombres entiers quelconques,
montrer qu'‘il existe une infinité de suites de ¢ nombres susceptibles de se partager en q groupes
de gr! termes et tels que, pour tout k <r , la somme des puissances k-imes des termes soit la
méme pour tous les groupes (pour plus de détails sur ce probléme, on pourra se reporter au
chapitre 24 de [46]).

Par exemple lorsque q = 2 , on remarque que sil'on note IN, (resp. IN,) I'ensemble des entiers

n tels que la (n + 1)-éme lettre de ‘m soit a (resp. b) , alors pour tout k <ret pour tout



entier n, ,ona

2 o= X

nen, +N, ne ng+ Ny

r
n<? n<2r

Pour obtenir ce résultat, I'idée de E. Prouhet consistait A classer-les entiers en fonction du reste
modulo q de la somme de leurs chiffres en base q (par exemple IN, (resp. INy) est l'ensemble

des entiers dont la somme de chiffres en base 2 est paire (resp. impaire)).

A partir de 1948, R. Bellman et H. N. Shapiro, puis A. O. Guelfond, mettent en évidence dans
[10, 61] les propriétés essentielles de la fonction "somme des chiffres en base q" (q-additivité,
g-multiplicativité) et entreprennent I'étude statistique des ensembles d'entiers associés. Cette étude
se développe alors grice A l'utilisation de la théorie spectrale et de 'analyse harmonique, avec J.
Bésineau, J. Coquet, H. Delange, T. Kamae, P. Liardet, M. Mendés-France, M. Queffélec, K. B.
Stolarsky, etc... (cf. [14, 24, 28, 30, 34, 35, 44, 47, 50, 56, 60, 77, 78, 100-102, 114-116,
118, 125, 127-130, 134-136, 138, 162]).

Parallélement, les propriétés ergodiques de la suite de Morse et de ses généralisations sont étudiées
par de nombreux auteurs parmi lesquels A. del Junco, S. Kakutani, M. Keane, L Kwiatkowski,
M. Lemanczyk, J. C. Martin, etc... {cf. [23, 54, 55, 69, 73, 74, 82, 83, 86-95, 97, 108, 109,
131, 153)). |

Pour une introduction 2 1a théorie de la dynamique symbolique, développée 2 partir de 1938 par G.
A. Hedlund et M. Morse (cf. [62, 63]), on peut se reporter a [58] et pour plus de renseignements

sur I'analyse spectrale des systémes dynamiques associés A ce type de mot infini, 4 {138].

La suite de Morse avait aussi été étudiée au début du siécle par A. Thue (cf. [164, 165]) qui
cherchait, afin "d'ouvrir de nouvelles voies a la théorie des nombres" a construire des mots ne
contenant aucun carré ou aucun cube. On vérifie en effet que m ne contient aucun cube et, plus

précisément, que m ne contient aucun sous-mot de la forme ppo avec o € A et ue aM(A)



(cette propriété est utilisée en 1938 dans [64] par G. A. Hedlund et M. Morse pour la résolution du
probléme des parties sans fin aux échecs).

En 1902, W. Burnside pose le probléme suivant : Soit G un groupe de type fini tel qu'il existe un
entier n vérifiant x® = 1 pourtout x dans G ; G est-il fini ?

' W. Burnside donne une réponse positive A cette question en 1902 dans le cas n<3 , puis I. N.
Sanov en 1940 dans le cas n = 4 et M. Hall en 1957 dans le cas n =6 . Mais dans le cas
général, S. I. Adian et P, S Novikov montrent en 1968 que la réponse au probléme de Burnside
est négative (cf. [1]). Leur méthode, qui les conduit & montrer I'existence de contre-exemples pour
tout ent)icr n impair supérieur ou égal 2 665, est fondée sur I'existence de mots infinis ne contenant
pas de cube. |
Depuis quelques années, M. P. Schiitzenberger et son équipe étudient les propri€tés combinatoires
des mots infinis, dont l'importance se révéle étre fondamentale en informatique (on peut consulter
[103] ainsi que les nombreuses publications du Laboratoire d'Informatique Théorique et de
Programmation de Paris).

Par ailleurs, J. P. Allouche et M. Cosnard montrent dans [4, 36] que la suite de Morse constitue

un invariant universel dans l'itération des fonctions continues unimodales.

2) La suite de Rudin-Shapiro
Si €= (En)ne N € (-1,+1)V , on remarque que

1 172

sup | Z € e(nd) |l = I Z ene(nB) % a6 = /N (on note e(x) = ezinx).
0e [0,1] n<N ;s .n<N

R. Salem a posé en 1950 la question suivante, qui apparait dans plusieurs problémes d'analyse

harmonique (cf. [70, 72] ) : Trouver une suite €€ {-1,+1}N pour laquelle il existe un réel C



tel que

sup Iz ene(nB)ISC\/ﬁ.

8e[0,1] n=<N

W. Rudin et H. S. Shapiro (cf. [155, 160] ) ont répondu indépendamment & cette question en

exhibant une suite € telle que

sup | Y e e@B) < 2+V2)VN .
8e [0,1]] n<N

Leur construction peut se présenter comme suit :
Soit A = {a,b,c,d} et X définie surl'ensemble des mots sur A par X(a)'= ab ,

S(Mb) =a , () =db et Z(d) - dc ; m= lim an) (@ e A[N est un point fixe de ¥ .

n—yos
~ On obtient £ apartirde m = abacabdbbabacdc.. enposant €,=+1 (resp.-1) sila

(n+1)-8me lettre de m est a ou b (resp. ¢ ou d).

L'existence d'une transformation ergodique 2 spectre de Lebesgue de multiplicité finie 2 donnée
est un probléme ouvert, dont le éas ¢ =1 semble étre un probléme trés difficile attribué a S.
Banach. |
En 1984, M. Queffélec a rﬁontré dans [136-138] que la partie continue du spectre de la suite de
Rudin-Shapiro est de type de Lebesgue de multiplicité 2 et trés récemment M. Lemanczyk a obtenu
dans [96] tous les types de Lebesgue de multiplicité paire & I'aide de suites plus générales.

Dans un tout autre domaine, J. P. Kahane a montré en 1981 dans [71] qu'il est possible de
construire des quasi-hélices browniennes dans des espaces euclidiens de dimension finie (i.c. de

construire des applications lipschitziennes F de R+ dans R4 telles que, pour tous réels positifs

< IF(x) - Fiy)ll®

xety,ona l-o4< K-y £l1+o0y, avec lm 043=0 ) de la fagon suivante :

d-— oo



Zniniﬂ si n

deméme que £ = (-1)izo = 2 ni2i (n; e {0,1} pour tout entier i ), on peut

iz0
considérer plus généralement pour tout entier v,

\%) 2 Dby
g, = (-1)iz0
(suites de Rudin-Shapiro généralisées).

Alors, sil'on note (e,,...,64.1) la base canoniquede R9 (avec d=2V) et
€n = €n.d[n/d] POUrtoutentier n , ondéfinit Fsur N par

v)
FN) = 3. & e,

n<N

et on prolonge F a2 R+ par continuité en posant F(d?x) = d F(x) .

Signalons enfin que les propriétés harmoniques, spectrales et ergodiques de la suite de
Rudin-Shapiro et de ses généralisations sont actuellement étudi€es par J. P. Allouche, J. Brillhart,
P. Erdos, T. Kamae, M. Keane, P. Liardet, M. Mend¢s-France, P. Morton, B. Saffari et G.-
Tenenbaum (cf.'[5-7, 19, 20, 81, 119, 156, 157]).

3) La suite de Baum-Sweet

On sait que le développement en fraction continue d'un nombre algébrique irrﬁtionnel X est
ultimement périodique si et seulement si x est quadratique (théoréme de Lagrange), mais on ignore
presque tout du développement d'un nombre irrationnel algébrique non quadratique. En particulier,
le probiémc suivant semble &tre d'une extréme difﬁculté : existe-t-il un nombre al gébriqué de degré
strictement supérieur 3 2 admettant un développement en fraction continue borné ?

Le probléme analogue obtenu cﬁ remplagant R par le corps F,((X"1)) des séries formelles en
X-1 sur F, a été résolu en 1976 par L. E. Baum et M. M. Sweet, qui ont donné dans [9] un
exemple d'élément algébrique de degré 3 dont le développement en fraction continue est borné :

Soit A = {a, b,c,d} et £ définie sur I'ensemble des mots sur A par Z(a) = ab, Z(b) = cb,



_ : n .
‘%) = bd et Z(d) =dd ;m= lim £ (@) =abcbbdcbcbddbd... estunpoint

n—ee

fixe de Z.

On considere f = Z f, X" avec f, = 1 (resp.0)sila (n+1)-emelettrede m est a ou b

n20
(resp. ¢ ou d);f est un élément algébrique de degr_é 3 sur Fy(X) (f estl'unique solution dans
F, ((X-1)) de l'équation Xf3 +f+ X = 0) dont le développement en fraction continue n'est
constitué que d'éléments de F,[X] de degré inférieur on égala 2 .
De plus, si I'on considére ce développement en fraction continue comme un mot infini sur
l'alphabet A' = {1,.X, X + 1, X2, X2+ 1} , on remarque qu'il est lui-méme obtenu par
itération d'un certain morphisme X' sur A' (cf. (3, 124], ces résultats y étant généralisés aux

corps de caractéristique plus grande que 2) .
4) La suite de Fibonacci

Soit A = {a, b} et me AN . Sil'on désigne par p(n) le nombre de sous-mots de longueur n
de m ,on peﬁt montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes (cf. [37]) :

(i) m est ultimement périodique,

@@ IC>0 ; ¥Vnz21 pn) SC‘,

@i) 3n 21 ; pn)<n.

A partir de 1938, G. Hedlund et M. Morse, puis E. Coven, S. Kakutani et G. Rauzy (cf. [37, 62,
63, 74, 146-148]) ont étudié les mots infinis non périodiques de complexité minimale (c'est-a-dire
tels que p(n) = n+1) ainsi que les systémes dynamiques symboliques qui leurs sont associés.
Un tel mot est dit sturmien ; la construction suivante en donne un exemple typigue :

Soit T définie sur 'ensemble des mots sur A par Z(a) = ab et Z(b) = a . On vérifie

n
aisémentque m = lim X (a) = abaababaabaab... estunmot sturmien, appelé mot
n— e



de Fibonacci. Ce mot n'est autre que le codage de la trajectoire d'une particule lancée sur un billard
carré de c6té 1 depuis 1'un des ses coins et selon 'angle Arctg((1 + V5)/2) , obtenu en écrivant a
(resp. b) pour chaque choc sur une paroi horizontale (resp. verticale) .

Plus généralement, les mots sturmiens sont liés aux rotations irrationneil_es dutore T=R /Z

siae[0,IINQ , R: T >T

Xx > Rx)=x+0 modl
etu: T = A
X 2 Wx) = a si xe [0,1-0of
=b sixe[l-&, 1 ,

alors m = w(0) LR(D)) ... W(RM0)) ... est un mot sturmien, et réciproquement tout mot stunnién

peut étre obtenu ainsi.

Récemment, N. G. de Bruijn et F. M. Dekking ont mis en €vidence dans [21, 22, 42] les
relations entre le mot de Fibonacci et les pavages non périodiques du plan (pavages de Penrose), et
J. Berstel a montré dans [13] le réle des mots sturmiens dans la résolution du probléme du tracé de

droite sur un écran.



I1.- SUBSTITUTIONS ET AUTOMATES FINIS ; DEFINITIONS.

Nous allons rapidement introduire les définitions dont nous aurons besoin par la suite. Pour plus
de détails, on peut se reporter a_ [154] pour les notions relatives aux substitutions et & [53] pour
celles relatives aux automates finis.

Soit g un entier supérieur ou égal & 2 et A unalphabetd g letres, A = {ay,....a,} .

N
Onnote A* = A¥ P'ensemble des mots finis sur A et J{(A) = A*UA lensemble des

k=20
mots sur A .
Soit % une application de A vers A* , définie par

Vie {1,...,g) Z(a) = aci(l) aoi(ei(l))
odl 2;(n) désigne, pour tout entier n , la longueur du mot En(ai) et ©; une application
de {1,...,2{1)} vers (1,...,g} . Par concaténation, X se prolonge en une application de M(A)
vers lui-méme en posant :
V(m',m" e A*2  Z(m'm") = Z(m') Z(m")
Vme AN I(m) = Z(my) ... Z(my) ... ,si m=m,...my... .

L'application I ainsi obtenue, qui est appelée substitution sur I'alphabet A, est continue sur AN
( AN est muni de la métrique définie par d(m,m’) = exp (-inf {(n20 , m, #m}) si
m=my..m,.. e m =m,..mpy) |

Si me M(A) etsi te {1,...,g} , on appelle support de m relatifd a; etonnote [mj]; ,la
suite croissante des entiers n tels que la (n+1)-2me lettre du mot m soit a,.

On dit qu'une suite d'entiers u est engendrée par la substitution £ sur I'alphabet A s'il existe
un mot m sur A point fixe de £ tel que u soit le support de m relatif 3 une ou plusieufs lettres

de A .

On associe 3 I la matrice M = (M;) 2 définie par

ije {1,.8)
-1
M;; = card (o; ((j})) .



M est appelée E-matrice .

' n
Sil'onpose L(n) =2;(n),..., 24(n)), on remarque que L(n) =M L(0) = M i(1,...,1)
{(siu est un vecteurde RE,onnote ‘u le vecteur transposé de u ).

On montre alors (cf. [112] ) que pour tout ie {1,...,g} ilexiste (d;, 1) € IN x[1, + o[
tel que £;(n) = nd r? (la notation f= g signifie "fe O(g) et ge OF)") .
On dit que £ est u.ne substitution irréductible (resp. primitive ) si M est irréductible (resp.

primitive). On remarque que ces deux notions coincident dés que X admet un point fixe non vide.

De méme, on associe 3 X le graphe G = (A,U) défini par

U={(3,a)€e A? ; X(a;) contient la lettre a;} .
G est un multigraphe orienté, appelé X-graphe, dont la matrice associée est €gale 8 M (cf. [11]).
On dit que A (resp. U) est l'ensemble des sommets (resp. des arcs ) de G . De plus, on

étiquette l'arc (a;, ;) € U par I'entier n si a; est la (n+1)-&me lettre du mot X(a;).

exemple 1 :si £ estla substitution de Morse (cf. § I.1), alors

0 0
w
11
M_(ll) e¢e G = _
a I b

I engendre par exemple la suite des entiers dont la somme des chiffres en base 2 est paire.

exemple 2: Si I est la substitution de Rudin-Shapiro (cf. § 1.2), alors

0 _ 0
1100 1 1 0 _
1010 (23 $ d >
M= 0101 e G = .
0011 0 1 1

a b c d
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% engendre par exemple la suite des entiers dont I'écriture en base 2 contient un nombre pair de

blocs 11 .

exemple 3: Si £ est la substitution de Baum-Sweet (cf. § 1.3), alors

- 0 1 0,1
1100 1 0 1
M= |10} o 6= O R O<::> — O
T 10100 B T i -
10002 0
¢ a b ¢ d

T engendre par exemple la suite des entiers dont l'écriture en base 2 ne contient pas de plage

impaire de 0 .

exempled4 : Si L estla substitution de Fibonacci (cf. § 1.4), alors

T engendre par exemple la suite des entiers dont I'écriture en base de Fibonacci se termine par 0 |

On rappelle que larelation ~ , définie sur G par a; ~ a; s'il existe un chemin dans G allant de
a; vers a; etun chemin dans G allantde a; vers & ousi i=j , est une relation d'équivalence.
Par abus de langage, le graphe I' obtenu par restriction de G 2 une composante fortement
connexe est aussi appelé composante fortement connexe de G .

Si T" estune cornposaﬁte fortement connexe de G ,onnote KI') le nombre cyclomatique de I",

c'est-a-dire la dimension de l'espace des cycles de I' . On vérifie que WI') est égal au nombre

d'arcs de T, plus 1, moins le nombre de sommets de I' (cf. [11]).

S'il existe £ e N tel que pour tout ie {1,...,g} &(1) = £ ,onditque X estune substitution
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de longueur constante ¢ .

Quand une suite d'entiers est engendrée par une substitution £ de longueur constante £ , il est
facile de vérifier qu'elle est reconnaissable par un automate fini en base ¢ , dont le graphe est
précisément le Z-graphe G . A. Cobham montre dans [27] que les notions de suite engendrée par
substitution de longueur constante et de suite reconnaissable par automate fini sont en fait
équivalentcs. Lorsque £ est un nombre premier, G. Christol, T. Kamae, M. Mendes-France et G.
Rauzy montrent dans [25] que l'on a de plus I'équivalence suivante : u = () n €St

engendrée par une substitution de longueur constante £ si et seulement si la série formelle sur F,

Y X™ est algébrique sur Fy (X) .

nz0
Intuitivcfnent, la reconnaissabilit€ d'une suite u par un automate fini en base £ signifie qu'il existe
un algorithme simple (sans mémoire) permettant de décider si un entier n donné - €crit en base € -
appartient & u . Cette dépendance vis a visde 2 a pour conséquence le théoréme de Cobham (cf.
[26]):si 2 et &' sont multiplicativement indépendants et si u est & la fois reconnaissable par un

automate fini en base 2 et par un automate fini en base &' , alors u est ultimement périodique.

Par ailleurs, les interventions des automates finis dans la théorie des fractions continues (passage

n

, développement de Z 272 ,
C.Gt +d nz0

acx+b

du développement de o au développement de

changement d'algorithme de développement en fractions continues, ...) sont décrites dans {8, 16,
85, 139, 158, 159, 167, 170]. J. P. Allouche donne dans [2] de nombreux autres exemples

d'intervention des automates finis en théorie des nombres.
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III;- ENSEMBLES NORMAUX

Siu=(u),cn estune suite de nombres réels, on appelle ensemble normal relatif d u
I'ensemble, noté B(u) , des nombres réels o tels que la suite (u, &), ¢ v €St €quirépartie

modulo 1.

D'apres le critére de Weyl (cf. [144]), B(u) = {e e R ; Vke Z\ {0} 2 e(ku,a)e o(N)} .

n<N

exemplel: u, = Iog.(n+1) ) Bu) = @ .

exemple 2:u, = 2" ; B(u) est égal  'ensemble B, des nombres normaux en base 2 .
exemple 3 u, = P(n) avec Pe Q[X] ; B(u) = R\Q .

exemple 4 (cf. [168]): u, estle n-éme nombre premier ; B(u) = R\Q .

exemple 5: u, = Yn , B(u) = R\{0) .

Lorsque les suites u sont suffisamment "réguligres” (en divers sens, que nous ne précisons pas
ici), les ensembles normaux associés dépendent, conformément & I'intuition, du type de croissance
de u (cf. [17, 18, 48, 142, 143, 152]). Dans le cas général, la situation peut &tre plus confuse,
comme le suggerent les deux exemples suivants :

3

' . . . . n :
exemple 6 : u est la suite croissante formée des entiers de la forme 2 1,27 avec my<ny

ct (I'll, HZ)E N2 ;B(U) = Bz .

. . P . ol
exemple 7 : n est la suite croissante formée des entiers de la forme 2 1 . n, avec my; < n,

et (n;, ny) € N2 ; Bu) = R\Q .
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Réciproquement, on peut aussi se demander quelles parties de R peuvent &tre obtenues comme
ensembles normaux relatifs 3 des suites de nombres réels.
'On dit qu'une partic B de R est un ensemble normal s'il existe une suite de nombres réels u
telle que B = B(u) . Cette notion a été introduite en 1968 par M. Mendes-France, qui montre -
dans [117] que le complémentaire dans R de toute extension algébrique de degré finide Q@ estun
ensemble normal.
Peu aprés, Y. Meyer montre dans [120] que l'ensemble des nombres transcendants est un
ensemble normal (cf. aussi [171]), et développe dans [121] les rapports entre ce probléme et celui
dela syﬁthése spectrale. |
En 1970, G. Rauzy donne dans [140] une caractérisation compléte des ensembles normaux : une
partie .B de R est un ensemble normal si et seulement si

@ 0eB ; |

(i) Vge Z\{0} ,qBcB ;

(iii) il existe une suite de fonctions continues (), o telleque lLim f (o) =0
n— e

si et seulementsi o€ B.
Ceci permet de retrouver les résultats précédents ainsi que la normalité de Q\{0} et la stabilité de 1a
classe des ensembles normaux par intersection dénombrable (cf. [49, 141]).
On remarque que si I'on se restreint au cas des ensembles normaux relatifs & une suite d'entiers, il
suffit de remplacer la condition (i) par
i0e¢ Bet B+1=B.
Par contre on ne sait pas caractériser les ensembles normaux relatifs 3 une suite croissante

d'entiers.
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IV.- ENSEMBLES NORMAUX ET SUITES SUBSTITUTIVES

Le probléme auquel nous nous intéressons dans cette thése est le suivant : que peut-on dire de B(u)

lorsque u est une suite d'entiers engendrée par une substitution Z sur un alphabet fini ?

Lorsque X est de longueur constante, c'est-2-dire lorsque u est reconnaissable par un automate

log d(u) _

fini, T. Kamae a montré en 1980 dans [80] que si u,e O(n) |i.e.si lim Tog n

n —>eo
alors B(u) = R\Q .
Au méme moment J. Coquet donne dans [29, 31, 32] des exemples de suites de densité nulle
reconnaissables par un automate fini et telles que B(u) = R\Q .11 s'eigit de suites constituées
d'entiers dont 1'écriture dans une certaine base évite un ensemble fini de blocs ; I'exemple suivant

en est un cas typique.

exemple 1 (suite de Coquet) : u est la suite croissante formée des entiers dont I'écriture en base

3 ne contient pas le chiffre 1 .

Dans [110] nous montrons qu'une condition nécessaire et suffisante pour que B(u) soit maximal

(c'est-2-dire égal & R\ Q) est que :

log d
g 4@ _
logn

n e
Cette condition se traduit sur le graphe de l'automate de la fagon suivante : 1'un au moins des
sommets qui reconnait la suite u est précédé (au sens large) dans le graphe de 1'automate par un
sommet dont la composante foﬁement connexe est de nombre cyclomatique au moins égala 2 .

Par exemple les suites de Morse, de Rudin-Shapiro, de Baum-Sweet et de Coquet ont un ensemble

normal maximal.
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log d,(u)

Togn = ( nous montrons que R\B(u) a la puissance du continu ; ¢'est le cas

Lorsque lLim

n—e

des suites définies dans les exemples 2 et 6 du paragraphe III, ainsi que dans l'exemple suivant :

) . . 2 1ny+3 np+l 3 ny
exemple 2 : u estla suite croissante formée des entiers de la forme 2 + 2 ,

avec (n;, ny) € N2 .

Nous conjecturons que l'ensemble normal relatif & cette suite est égal 3 B, et, plus généralement,

que l'ensemble normal relatif & une suite u reconnaissable par un automate fini en base r et telle
log d;, (u)

ogn - 0 , estégal alensemble B, des nombres normaux en base r .

que
n— e

Notre méthode se généralise au cas oll 2 est une substitution de longueur quelconque dont la
matrice associée a un rayon spectral strictement supérieura 1 .

Ainst, nous montrons dans [112] que si u est une suite engendrée par une telle substitution
logd, (u)

vérifiant lim
logn

It — oo

>0 , alors R\B(u) est inclus dans une extension algébrique de degré

fini de Q . Cette condition de densité se traduit comme précédemment sur le graphe de la

substitution & l'aide du nombre cyclomatique de ses composantes fortement connexes.

Lorsque X est une substitution de longueur quelconque dont la matrice associée a un rayon
spectral égal 3 1 (T est appelée dans ce cas substitution unispectrale ), nous donnons dans [111]
la forme exacte de toute suite u en gendrée par X . En effet, on vérifie que X est une substitution
unispectrale si et seulement si toute composante fortement connexe de son graphe associé a un
nombre cyclomatique inférieur ou égal & 1 . On en déduit que u(N) (ou N\u(lN)) est, comme
dans les 2 exemples suivants, une réunion finie de "polyndmes emboités” & coefficients rationnels.

On montre alors que B(u) = R\Q.

exemple 3: A = {aj, a5, 33} % (a;) =a; 3, I (ap) =azasay et L (as) =ay
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0 2 0
1 0,1
O 9 O 110
g = *» » & » * , M=[012 ;
001
4 a2 a3
Si l'on considere m = a, 4y a3 a3 a; a3 a3 a3 438543 83 ... , pointfixede X, et u = [m], ,

alors u(N) = {nZ2, ne N\{0}] .

exemple 4 : A = (a),85,83,84}, Z(a)) =2y a, Z(8) =2y83, I (ag) =23y

et L (ay) =24

0 0 0 0
1 1 1
O . O 9 9 0110
_ R . . R _ _ p _ 0110
G = . . 4 ’ M= 0010 |°
0001
a 2 aq ay '
Si l'on considére m = a; a5 a5 a3 a5 a3 83 84 Ayaz a3 a4 ... ,pointfixede X ,et u = [mly,

alors u(N) = {%(n1+ 1)(n%—n1+6) +%n2,(n2+ D+1 ;ny<ny, (n,ny) € INE}.

Par ailleurs, lorsque u est engendrée par une substitution ¥ irréductible, nous montrons dans
{1131 que R\B(u) estune extension algébrique de degré fini de Q . Cette extension ne dépend
que de certaines propriétés arithmétiques des valeurs propres de la matrice associée a X ,

suggérées par l'exemple suivant :

exemple 5: A = {a;, 85,853,841, Z(a;) =a;a18,83a3848,848, X(ay) =ayay a3

Z (a3) = agazagagazay et L(ay) =a;a a aga sy .
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2124

M = 8(2);_2 admet 8, = 2+45+V5+245 et 8, = 2445 -V 5+24/5 pour valeurs
5002

propres de module supérieura 1 .
Sil'on considdre m = a, a; 3,43 8384934348,8;; 8 ... ,pointfixede X ,et u = [m];,

alors R\B(u) = {ace R;3 ke Z\{0},Vie {1,234} 1lim eke;(n)a) = 1} estlapartie de

n ~» oo
Q(6;) N QB = Q6 = Q(O,) formée desréels o pour lesquels il existe P dans Q[X] tel
que o=P(®;) = P(8,) . On en déduit que B(u) = R\Q(S) .

Enfin, on dit qu'une partic B de R est un ensemble Z-normal &'l existe une suite u engendrée
par une substitution irréductible telle que B = B(u) . Nous montrons dans [113] que B estun

ensemble X-normal si et seulement si R\B est une extension algébrique de degré finide Q.
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V.-PROPRIETES STATISTIQUES DES SUBSTITUTIONS
1) Systtmes dynamiques associés aux substitutions

Les problémes que nous étudions dans cette thése sont reliés a I'étude de certaines propriétés des
systémes dynamiques symboliques, étudiées par E. M. Coven, M. Dekking, W. H. Gottschalk, B.
Host, T. Kamae, M. Keane, H. B. Keynes, M. Lemanczyk, P. Liardct, N. G. Markley, J. C.
Martin, M. K. Méntzen, P. Michel, M. Queffélec et G. Rauzy dans [38, 39, 43, 57, 65, 75, 76,
84, 98, 100, 102, 105-107, 122, 123, 134-138, 147, 149-151] .

On rappelle que AN , muni de la métrique définie dans la partie II, est un espace métrique
compact. Le décalage T défini par:

T: AN - AN

m — T@m) =m;..my ;.. si m=my..my...

est une application continue.
Si me AN ., on note
Orbrp(m) = {TXm) , ke N)
l'orbite de m sousl'actionde T et
X(m) = Orbp(m).
On dit que (X(m), T) est un systéme dynamique topologique (cf. [58, 138]).

exemple 1 (cf. [59]) : Si m e AN est un point fixe non vide de la substitution de Morse, X(m)
est exactement l'ensemble des mots infinis ne contenant aucun sous-mot de la forme ppo , avec

oae A et pe aM(A) .

Mais dans le cas général, méme lorsque m est engendré par une substitution assez simple, il n'est

pas facile de décrire aussi élégamment I'ensemble X(m) ...
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Certaines propriétés ergodiques de (X(m), T) ont une traduction simple en termes de propriétés
statistiques du mot m .

Par exemple, on dit que (X(m), T) est minimal si les seuls fermés de X(m) invariants par T
sont l‘enserhble vide et X(m); (X(m), T) est minimal si et seulement si tout sous-mot de m
réapparait avec des lacunes bornées. Si m est engendré par la substitution Z , alors (X(m), T)
est minimal si et seulementsi Z est primitive.

De méme, s'il existe une unique mesure de probabilité borélienne invariante par T , on dit que
(X(m), T) est uniquement ergodique ; (X(m), T) est uniquement ergodique si et seulement si
tout sous-mot de m réapparait avec une fréquence uniforme. Si m est engendré par une

substitution primitive I alors (X(m), T) est uniquement ergodique.

Lorsque m est un mot non périodique engendré par une substitution primitivé % de longueur
coﬁstantc ¢ , M. Dekking montre dans [39] que le spectre de (X(m), T) est égal &
Z(1/0)x Z/hZ ,ol h=max {n<1; (n2)=1 et n divise pged (k; mg =mgy}} ; h est
appelé hauteur de X .

Ceci permet de donner une seconde démonstration du théoréme de Cobham.

exemple 2 : Si m est un point fixe non vide de la substitution de Morse ou de la substitution de

Rudin-Shapiro, le spectre de (X(m), T) estégala Z(1/2) .

L'étude du spectre du systéme dynamique topologique assoéié & une substitution primitive de
longueur quelconque conduit & de nombreuses questions encore non résolues.

Les résultats les plus précis dans cette direction ont été obtenus par B. Host dans [65]. De méme
que lors de notre étude des ensembles normaux substitutifs dans [113], ces résultats sont liés a la
description de l'ensemble des réels o tels que (2(n)o), ¢y converge modulo 1 pour tout i€
{1,...,g} en fonction des propriétés arithmétiques de certaines valeurs propres de la matrice

associée 3 la substitution.
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2) Complexité d'un mot infini

Si me AN et ne N ,onnote, comme dans la partie 1.4, p(n) le nombre de sous-mots de
m de longueur n . L'application p ,quia n associe p(n) , est appelée complexité dumot m .
On a évidemment 1 <p(n) < g , et le type de croissance de p(n) mesure le "non-déterminisme"
dumot m . Par exemple si m est normal (au sens de Borel), p(n) =g" est maximal ; i l'opposé,
si p(n) a un comportement sous-polynomial, on dit que m est un mot “déterministe”. Plus
précisément, l'entropie topologique h du systéme dynamique (X(m),T) s'exprime directement au
moyen de la complexité du mot m par la relation :

h=1imsuplo—g1£:—@-.

n -+ oo
Lorsque m est point fixe d'une substitution £ sur A ,ona p(n) e O(n2) (cf, [15, 52]) et
I'entropie topologique de (X(m),T) est nulle.

A. Ehrenfeucht, K. P. Lee et G. Rozenberg, puis J. J. Pansiot ont précisé dans [52, 132] le type
de croissance de la complexité des points fixes non ultimement périodiques d'une substitution X

en fonction de celuide L(n):

Si T est aqoissante (ie. lim 0,n) =+ pourtout ie {1,...,g}) alors on setrouve, selon lkes
n— +o

valeurs des (d;, ;) , dans l'un des 3 cas suivants (on note, comme dans la partie II, &;(n) = nlift
pourtout i € {1,....g)):
() 3re]l, +eo[/Vie {1,..,8} (d;.1) = (0,1) ; alors p(n)=n .
(iiy dre ]1,+oo[/‘v’ie‘[l,...,g} r; =r et die {l,..,g} /d;=0 ;alors
p(n) = n loglogn .
i) Vie (1,..g) 1, € [ 4+oo et 3Gje (1,...g}2 /r#r ;alors p@)~ n logn .

Par exemple, si m est le mot de Morse, de Rudin-Shapiro, de Baum-Sweet ou celui construit dans

l'exemple 5 de la partie IV,ona p(n)= n .
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exemple 3: A ={a;,a;) Z(a) = ;3,3 et Z(ay) = a3y ,

M=(g;) e Ln) = (m2" '+ 2", 29 .

Donc, si m = aja;a,a;8,8;3;8y8;3;3..., ona p(m) = n loglogn .

exemple 4 : A ={a;,a,}] Z(a)) = a;a;a;a; et Z(a)) = apa, ,

M:(S;) e L@ = @¢"*'. 2", 2Y.

Donc,si m = a;a;a;a,a;a,3,8;a;4;3;3a,3,8;..., ona pn) = n logn .

Si I n'est pas croissante alors, soit m contient des sous-mots arbitrairement longs formés de
letires de { a; € A ; (85(n)), ¢ v bornée}, et alors p(n) = nZ | soit m est l'image du point-fixe
d'une substitution croissante, et on est ramené a 1'un des 3 cas précédents.

Par exemple si m estl'un des mots construits dans les exemples 3 et4 delapartie IV, on a

p(n) = nZ .

Le calcul exact de p(n) est un probleme plus délicat. On peut montrer que lorsque X est une
substitution de longueur constante £ , minimale et injective sur les lettres, alorsla suite
(p(n+1) - p(n)),c v €St engendrée par un automate fini en base £ (cf. [L63]).

Par exemple, si X est la substitution de Morse, alors :

pm+1)-pn) =2 si 3.2k<n<4.2k

= 4  sinon .
3) Propriétés fractales

L'algorithme de construction de mots infinis que nous avons décrit ici (substitution sur un alphabet
fini) présente de nombreuses analogies avec les procédés de construction de fractals.
Par exemple, la substitution de Coquet (cf. § [V) définie sur ['alphabet {a,b} par Z(a)=aba et

(b) = bbb correspond clairement au procédé habituel de construction de 1'ensemble triadique de
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Cantor C={ae [0,1] ; o = 2 ai3'i , o€ {0,2}) . On voit que cette correspondance
i i>0 :

s'effectue ici modulo le "changement d'échelle” qui consiste & identifier le mot infini
m= ababbbaba... etlintervalle [0,1] .

Dans le cas plu.s complexe ol l'alphabet est muni d'une structure de groupe libre, M. Dekking
utilise dans [41, 42] cette analogie pour étudier les.propﬁétés topologiqﬁes de certains ensembles

fractals.

D'autre part, la structure fractale des fonctions sommatoires associées A la "somme des chiffres" a
ét€ mise en évidence dés 1968 par J. R. Trollope puis par H. Delange dans [45, 166] . En 1983, J.
Coquet montre dans [33] que, si s(n) désigne la somme des chiffres de n en base 2, il existe
une fonction F continue nulle part dérivable sur [1,+ o[ telle que :

F@4x) = F(x) et

T ()Y = NPESREN)  mod 0(1) .

n<N
Indépendamment, J. Brillhart, P. Erdds et P. Morton montrent la méme année dans [19] que,
si (&), v ©st la suite de Rudin-Shapiro, il existe une fonction G continue presque nulle part
dérivable sur [1,+oo[ telle que

G(dx) = G(x) et

> e, = YNGN) mod 0(1) .
n<N

J. M. Dumont et A. Thomas ont récemment généralisé ces propriétés dans [51] en montrant le
résultat suivant :

Soit m=m,...m,...€ AN engendré par une substitution primitive X dontla X-matrice
admet © pour valeur propre dominante, 8'€ ]1, + oo[ pour seconde valeur propre et toutes les
autres valeurs propres de module strictement inférieur 2 ©' . Soit f une application de A =
{a},....a,} vers R telle que (f(ay),....f(a,)) soit orthogonal a 'espace propre relatif a 8 . Alors

il existe une fonction F continue nulle part dérivable sur 11 +eo[ (si F#0) telle que :
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F(6x) = F(x) et

Y f(m,) = (logg N)* N'°%8* F(N) mod O(w(N)) ,
n<N
o 0:+1 est T'ordre de multiplicité de ©°, et WN) € 0 ((loge N)* Nz ¥
Pour obtenir ce résultat, il est utile de construire un systéme de numération associé a la substitution
¥ , comme nous l'avions fait dans [112, 113] lors de I'étude des sommes trigonométriques

associées aux substitutions.

Ces résultats sont & rapprocher de ceux obtenus par S. Ito et M. Mizutani, qui décrivent dans
[66-68] la nature arithmétique des pi'opriétés des systémes dynamiques associés 4 certaing
domaines fractals.

Les travaux récents de G. Rauzy (cf. [145, 149-151]), qui mettent en évidence les connexions
entre les propriétés des systémes dynamiqucs associés aux substitutions, 'étude des systémes de -
numération associés et certainS problémes d'approximation diophantienne, permettent de mieux

comprendre l'ensemble de ces résultats.
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AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX
| par Christian MAUDUIT

1. Introduction.

Rappelons que I'on appelle ensemble normal associé a une suite
u = (u,),.n I'ensemble des nombres réels & tels que la suite (4,.£),.n SOIt
équirépartie modulo un.

Le but de cette étude est de déterminer une condition nécessaire et
suffisante pour que I'ensemble normal associé 4 une suite d’entiers
Uy < Uy < -+- < W, < ---reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\ Q (la deﬁmtlon précise de la rcconna1ssab111te sera rappelée
ultérieurement).

D’aprés le théoréme de Weyl (cf[15] ou {20]) le probiéme revient a
étudier le comportement cle la somme Z e(u,.t) et de déterminer a

n<N 1
quelles conditions on a, pour tout & irrationnel lim — Y e(u,.&) =0
N=—
(en posant e(x) = e*™). AL
Résultats antérieurs. — En 1980, Kamae, dans un article non publié

(cf[7]), avait donné une ébauche de démonstration dans le cas particulier
ol u,eO(n) (par exemple pour la suite de Morse (cf exemple 2)).

— En 1983, Coquet a obtenu un résultat permettant de conclure pour
certaines suites telles que u, ¢ O(n) (cf. [9]). Cest le cas de la suite
1<3<4<9<10< ... des entiers dont I’écriture en base 3 ne

contient pas le chiffre 2 (cf. exemple 3).
Mais aucune de ces deux méthodes ne s’applique, par exemple, au cas
de la suite de Baum-Sweet (cf. exemple 4) qui verlﬁe u, € O (n'®) avec

1
0= +2\/_ et dont on peut montrer par ailleurs que ’ensemble normal

est R\Q.

Mots-clés : Equirépartition modulo | - Automate fini - Ensemble normal - Nombre

cyclomatique - Produit infini de matrices



2 CHRISTIAN MAUDUIT

Résultat obtenu. — Le théoréme que nous donnons permet de conclure
dans le cadre le plus général, en montrant qu’il suffit que la suite u n’ait
pas une croissance de type exponentiel. En fait, cette condition s’exprime
treés aisément sur le graphe associé d I'automate en disant qu'il suffit qu’au
moins un des sommets qui reconnait la suite u soit précédé dans le graphe
par un sommet possédant au moins deux circuits fermeés distincts.

Ces reésultats avaient été annoncés en 1984 dans une note aux C.R.AS.
(c¢f[17]). Par ailleurs, nous établissons (théorémes 2 et 3) que ces conditions
son{ necessaires.

2. Notations et définitions.

Soit r un entier supérieur ou égal 4 2. On désigne par [r] I’alphabet
{0,1,...,r—1} et par [rI* I'ensemble des mots de longueur K > 1,

r° = {a},
r1* = U 1*.
K=0

Un r-automate &/ est la donnée d’un quintuplet & = (A,Z,a,0,1) avec:
i) Aalphabet A = {abc,...},
ii) Z alphabet,
iil) @ point initial de A,
iv) ¢ application @:A x [r] = A,
v) T application t:A - E.
Pour tout (x,s) dans A x [rf] on pose ¢(x,5) = s(x) ou plus

simplement x.s. On prolonge alors @ : A x [rf] - A en une application,
encore notée @, ©: A x [r]* - A. '

Si n est un entier positif dont la représentation en base r est

€8,_1 ... &, ON pose pour tout x dans A

®(x,n) = x.n
= x.&‘.gsg_i PR Eo
(@ n=0 on associe le mot vide, avec o@(x,)=x).

Ainsi, lorsque n parcourt N, a.n décrit une suite infinie d’éléments
dans A et t(a.n) décrit une suite infinie d’éléments dans =.
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=N

DEFINITIONS FONDAMENTALES. — 1) On dit gqu'une suite teZ" est r-
reconnaissable s'il existe un r-automate & = (A,Z,a,p,7) tel que:

t = (tn)neN = (T(a‘"))neN'

2) On dit qu'une suite d'entiers ug <uy < --- < U, < -+- est r-
reconnaissable si sa fonction indicatrice te {0,1}" est r-reconnaissable.

D’autre part, notons G le graphe associé a Fautomate &/ et M la
matrice associée au graphe G:

M = M)epear avec M, =card{sefrli.s =j}.
Si S désigne la matrice de I'action = pour s dans [r], on pose pour

tout £ dans R:

r—1

M@E) = } e(s).S

=0

= (Mij(é))(m Al

Pour tout # dans N, on note M™(E) = M(* &) ... M(rE)M(E). On
a alors M®(0) = M"(0) = M",

De plus on remarque que, pour tout entier g > 1 la suite r est ré-
reconnaissable par 'automate o/, = (A,Z,4,9,.1) ou @, est 'application
associée 4 la matrice M®@(E). '

Exemple ], — Lasuite 1 <2 <4 <8 < 16 < ... des puissances de
2 est reconnaissable par automate :

e}
@.

t(a) = t(c) = 0, h)=1, t=01101000100...)

—

éL(OD

a

4

et on a
j 1 e® 0
ME=]0 I e(€)
0 0 1+4e)
Exemple 2. — Lasuite 1 <2 <4 <7 <8 < ... desentiers dont la

somme des chiffres en base 2 est impaire (suite de Morse) est



4 CHRISTIAN MAUDUIT

reconnaissable par l'automate :

O———=5

t(a) = t(c) = 0, (b)) = 1, t=(01101001100..)

et on a
1 e 0
MG =10 1 e®)
0 e 1
Exemple 3. — Lasuite 1 <3 <4<9<10< --. des entiers non

nuls dont I'écriture en base 3 ne contient pas le chiffre 2 est
reconnaissable par l'automate :

0 0,1

Q 1 C?

0,1,2
1@=1(c)=0, tb)=1 t=(01011000011...)

et on a
I e®) e(28)
M) = 0 1+e(®) e(28)
0 -0 1+e(E)+e(28)
Exemple 4. — Lasuite 1 <3 <4 <7 <9 < ... desentiers dont la

représentation binaire ne contient aucune plage de 0 de longueur impaire
(suite de Baum-Sweet) est reconnaissable par I'automate :

élo/_e\léd

M@=t =td=0, tb)=1 t=01011001010...)
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et on a -
1 e(®) 0 0
| 0 e@ 1 0
M@ = 0 1 0 ef)
0 0 0 1l+4e®)

Soit £ un sommet de G.

GJ¢] est la restriction du graphe G 4 I’ensemble des sommets k tels
qu’il existe neN, M, > 0 (c’est-a-dire 4 ’ensemble des états a partir
desquels on peut rejoindre I'état #).

On dira que le sommet [ de G précéde (au sens large) le sommet j de
G ¢l existe neN tel que Mf; > 0.

On note M(G[/]) la matrice associée au graphe G{/].

a étant I’état initial de 'automate &/, on définit I'application v:

N = A
n = v(n) = @(an) =a.n

et on note, pour tout x > 0:

V(x,2,6) = 3 en.f)

R<Xx

wn)=7¢
V(xt) = V(x00= Y 1.

n<x

vny=s

On a choisi Pautomate de fagon a ce que
V(x,£)eR* x R, V(x,ak) =1

ce qui est toujours possible, quitte a rajouter un nouvel état initial 4
I’alphabet A:

Par ailleurs, si f(x) et g(x) sont deux fonctions définies et positives
pour x > x,, lanotation f = g ou f(x) =~ g(x) signifiera qu’il existe des
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réels o et o tels que pour tout x assez grand
)
O<a< fl—)- o
g(x)
N.B. : Les définitions spécifiques aux automates se trouvent dans [6] et
[12], celles spécifiques aux graphes se trouvent dans [2] et [14].

Rappelons que l'on peut définir sur le graphe G la relation
d’équivale_nce de forte connexité entre les sommets :

£ ~ £ §'il existe dans G un chemin allant de ¢ vers ¢’ et un chemin
allant de /7’ vers /.

On note G/~ le graphe quotient ainsi obtenu et 7 la classe
d’équivalence modulo ~ du sommet ¢ de G.

G/~ est un graphe sans boucle. On peut donc définir sur G/~ une
numeérotation v des sommets, avec V(E) =0:
v: G/~ — N.
On peut alors prolonger v en une application de G dans N, encore
notée v, en posant pour /€ G:
v(£) = v(d).
Ceci nous permet de définir un préordre sur G:
k<? si kprécede / dans G
k<¢ si k<? et vik) < v{).
Si I' est un sous-graphe de G, on notera 7.(1“) son nombre cyclomatique
(c’est-a-dire le nombre d’arcs de I', plus le nombre de composantes
connexes de I', moins le nombre de sommets de T.)

¢ étant considérée comme un sous-graphe de G, on note M{7](&) la
matrice extraite de la matrice M(E) obtenue par restriction a 7 du
graphe G.

DerFiNITION 1, —

— 7 est de type 0 si y(?) =0,
— 7 est de type 1 si v(P) =1,
— 7 est de type 2 si v(?) = 2,

ou vy désigne le nombre cyclomatique.

¢ sera de type i lorsque 7 est de type i @e{0,1,21).
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DEFINITION 2. — Le 1rﬁvoids de ¢ est égal au maximum des types des
sommets de G précédant le sommet ¢. On le note wn(/),

n: G - {0,1,2}

£ — n(f).
Exemple 5. — Dans le cas de la suite de Baum-Sweet, b est représenté
en trait plein

0 1 0
-
G Qe O
L AP S. ———————— Nl
a b c o

0 ‘\‘I

1

par conséquent M[B](E) = I:e(la) (l):l et v(0) =2, n) =2.

3. Etude asymptotique des sommes de Weyl.
Préliminaire. — Calcul de V(x,/,E).
VxE) = 3 enb)

R<Xx
o(n}=¢ -

r-=1
=L I eltwra®)

ns—
r

war+9)=¢

ér:z‘) Y. e((nr+s)E)+B(x,£.E)

n<-
r

wnr+s)=¢
avec |B(x/E) €r—-1.
Remarquons maintenant que si 'on pose S = (5;);¢a:
Y e(mrf) =3 S, ) e(wk)
x ke A
n<; n<F
onr+s)y="=~ v{n} =k

et par conséquent

V(x,t,E) = ri Y e(sE)S, Y, e(nrt) + B(x,l.5)

s=0 keA N
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V(x7{’E.I) = Z MU(&)V(;J‘J&;) + B(x»f:i)-

ke A

On en déduit par récurrence, que pour tout entier N = 1, ona:

ke A

Vixst) = T Mi’}”(é)v(%,k,r”g) + Bu(nl.E)
) |
avec [Bn(x.2.8) €V — 1.

LEMME 1. — Pour tout sommet ¢ de G, il existe (B,8) dans
N x [0,1] tel que V(x,£) =~ (log x)*x°.
Démonstration. —

Etape 1 : Montrons ce lemme pour la suite x, = . V(r"¢) est égal
au nombre de chemins de longueur » joignant le sommet a au sommet ¢
dans le graphe GJ/], c’est-&-dire au coefficient d’indice (a,/) de la matrice

M(G({])".

Pour estimer ce coefficient, mettons M (G{¢]) sous la forme de Jordan :
M(G[¢]) = P(D+N)P!

avec D diagonale, N nilpotente et ot D et N commutent. Ainsi

(£ (Jrove),

(’.’) T G
i=0 \ b/ 1en

ou A désigne I'’ensembie des valeurs propres de la matrice M(G[{]).

V(@)

]
1= :'.I.M‘

Soit A, une valeur propre de module maximum telle que les coefficients
C,, ne soient pas tous nuls.

Aol 2 1 et les éléments de A de module |A,| sont de la forme
A = Age(v) avec veQ (cf[23]).

Si nous notons g le dénominateur commun de tous ces nombres
rationnels, nous obtenons (si feN désigne I'indice maximum tel que
Cqu;éO) :

VL) = (B)w o'y He(q’> + W00

i=

avec W(r'.2) € O(nPlAo™) et o les H; ne sont pas tous nuls. Choisissons
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maintenant d, de{0,1,...,g4—1} tel que Z He(d) # 0. Pour un tel
d, ona: =0 1
V(rnta ) ~ nPlh,|"
a (lOg rqn+d)ﬂr(qn+d)9
log | Ao
log r
dont le rayon spectral est égal & r.

oi 0= €[0,1] puisque M(GI/]) est extraite de la matrice M,

Etape 2 : Pour tout x assez grand, il existe un entier m tel que (avec
les notations de 1'étape 1):

rmq+d £x < r(m+ 1)q+d-
Ainsi pour x assez grand, il existe o > 0 tel que:
V(x,2) = V(rm*is)
? o (log rm‘!+d)ﬂr(mq+d)ﬂ

Za (log roix)P(rx)8

25 a (log x)Px°

et il existe o' > 0 tel que:

V(x,s) < V(rin+vard g

al (log r(m+ 1)q+d)5r((m+ 1)g + d)o
o (log r¥x)B(rx)?

<
<
e
< o'2Pr% (log x)Bx®

d’ou V(x,/) ~ (log x)Px®.
C.Q.F.D.

Remarques. — 1) Si p(7) est le rayon spectral de la matrice M{7](0),
alors p(?) < r®. En effet si N,(¢,,/,) désigne le nombre de chemins de
longueur n reliant le sommet #, €/ au sommet #, /7, on démontrerait
comme précédemment que

N,(£1,Z5) € O(nfr®).

Or N,= Y ¥ N,(¢,,/2), qui désigne le nombre de chemins de
t1e? (ye?
longueur n dans le graphe fortement connexe 7, correspond i la valeur

d’une norme matricielle en M[Z](0)":

N, = IMIZ]1(0)"]l.
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Cette norme étant équivalente a la norme spectrale, on en déduit, en posant

p = p(/) que
N, =~ p"

n
(cf [23], p. 65).
Donc p"e O®nfr®) et par suite p < r°.
2) Le lemme | donne en particulier des conditions nécessaires pour
qu’une suite soit reconnaissable par un automate fini.

En effet, si (u,),.y ©St reconnaissable, il existe (B,8) dans N x [0,1]
tel que
Vi)=Y 1 = Y V(xs) = (log x)*x°.

Up <X w)=1

On retrouve ainsi un résultat de A. Cobham (cf. {83].

. Exemple 6. — Les suites (nD,.n, (Mhenes @) en avec

(a,b) e (N*\{1})?, (P)aen+ O p, désigne le "™ nombre premier ne sont

pas reconnaissables par un automate fini. (Pour le dernier exemple,
x

log x) '

rappelons que V(x) =

LemMmE 2 (avec les notations du lemme 1). —
— Si ¢ est de poids 1, alors 8 = 0.

— Si ¢ est de poids 2, alors 6€]0,1].
Démonstration. — |

Premier cas: n({) = 1; on pose v({) =v.

G{¢] est un graphe comprenant au plus (v+1) composantes fortement
connexes, de type 0 ou 1 (simples sommets ou boucles).

Par conséquent _

-Mo - S X
0
M(G[/]) =| : :
: ' X
0 .. 0 M,

avec pour tout ie{0,...,v} M; matrice associée & une composante
fortement connexe de type 0 ou 1.

En particulier, on a soit M; = 0 soit Mf =1, (g # O désignant la
longueur de la ™ boucle).
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Ainsi, si g = p.pcm. g, ona M(G[/] = D + N avec N nilpotente
et D diagonale ti;;meve uniquement de 0 et de 1.

Donc [Ag} =1 dans le lemme 1 et 6 =0.

Second cas: n({) = 2.

Soit k un sommet de type 2 précédant £.

Soit peN tel que V(¥k) > 1.

Soit p'eN tel que YneN V(@"™*7 /) > V(" k) (par exemple
p’ =|longueur du plus court chemin reliant k 4 ¢ dans G)|. k étant de
type 2, il existe au moins 2 chemins distincts (de longueurs f, et f)
joignant k i k.

Posons f=f,f,.

On a alors pour tout entier n:
Vet k) 2 2'V(rtk).
Or YmeN, 3!neN, p+p +nf<m<p+p + (n+1)f.
Pour ce couple (mn) ona V({@™s) = 2" et

log V(r™,£) S nlog?2 S m—-p—p —f

- oz - log 2
d’ou
lim log V(r™,£) > log 2 >0
M f
ce qui implique 6 > 0 dans le lemme 1.
C.QF.D.

Remarque. — —- M étant une matrice stochastique, on en déduit que

N | —

la CNS pour que 8 =1 est que ¢ soit un état récurrent de Pautomate
(cf. [13], p. 19). En particulier, si uy < 4y < «+- <u, < +- est la suite
d’entiers que I’on étudie, la CNS pour que u, € O(n) est que I'un au moins
des etats qui reconnait (u,),.n S$Oit récurrent.

LeEMME 3 (avec les notations du lemme 1). — Soient ¢ et /' deux
sommets de G. Si £ ~ ¢' alors B(£) = B(¢) et 8(¢) = 9(£).
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Démonstration. — Puisque ¢/ ~ ¢, il existe un chemin de longueur
p (resp. p’) reliant /£ a ¢’ (resp. £’ & /).

Il existe donc des reels o(f), a'(£), a(f), «'(¢’) tels que pour n
assez grand '

0 < a()n* ) L V(' 0) S V(7L < (L) (n+ p)P e+ o)
0 < a2 Or* ) L V(L) S VP 0 < & () (n+ p)pin oo,

D’ou en faisant tendre n vers linfini 6(¢) = 8(£") puis B(/) = B(Z).
C.Q.F.D.

Remargue. — De la méme fagon on démontre que, si £ < /' alors
8(¢) < 8(/"), et si de plus 8(¢) = 8(¢"), alors B(Z) < B(¢).

THEOREME 1. — Soit ¢ un sommet de G de poids 2.

Alors pour tout & irrationnel, on a:

V(x,Z,
im (2.5) = 0.
=2 V(x,0)
Démonstration. — Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence

sur v(£) e N*.
Etape 1: v(¢) = 1.
D’aprés le calcul préliminaire, on a pour tout entier N:

Vo) = T ME® V(iN,k,r“a) + Bu(l.8)

keA r

- T M2 V(L) + B
keA r
k~¢

avec |By(x,2,E) < 2(rN-1).
Considérons maintenant (B,8) tel que pour tout sommet k de 7,
V(x,k) =~ (log x)Px® (cf lemmes 1 et 3) et posons
Vix,kE)
(log x)*x®
Wixk) = W(xk0).

Wix,kt) =
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On obtient, pour tout entier N:

log —

W "y = r

(x0.5) logx / ,ch o
ket

zH

B
Z Mf}n(ﬁ) W(iN,k,TNF,) + BN(X’{’&)

, (log x)Bx®

Soit a tel que pour x assez grand

sup W(iak) <a.

keA N
k~t

Alors, pour tout entier N et pour x assez grand:

M (E) 2r"

o (log x)Px®

W(x/E) <a )
keA
ket

d’ot, en posant W(Z,E) = ji:rh"|W(x,f,r;)|,

MIZIE)

rO

A@) =
et pour tout entier n
APE) = AQA(E) --- A(PTTY).
Pour tout entier N:

WeE) < o T 1A%
) ket

< e[ AN )l -

Nous allons maintenant démontrer que si n(f) =2 et EecR\Q

lim A™(¢) = 0, ce qui nous permettra d’achever notre démonstration
N=ow

pour le cas v{£) = 1.
Pour tout x reéel, posons:

A(x) = (a;x))yy e
A™(x) = (ag?)(x))(i‘j)efz

avec, comme d’habitude :

a;(0) = a; et aP(0) = afp.
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Comme y(7) > 2, il existe au moins deux circuits fermés sur le
sommet ¢. Soit g le p.p.c.m. des longueurs de ces boucles. Quitte 3
travailler sur le r’-automate «f,, on peut supposer que g = 1.

On a donc
M, &) =e(,D) + -+ + e(pd)
avec t =2, Vie{l,...,t} p;eN et p, #p,.
£ étant irrationnel, il existe alors un & dans ]0,1] et une suite (N}, .
d’entiers tels que:
le(py . F"%.8) + -+ + e(p,. M .E) < (1)t
c’est-a-dire tels que '
YkeN, 0<|q, 0.8 < (1-8)a,.
Pour tout sommet i de 7 il existe un chemin de longueur {(i) allantde ¢
a4 i et un chemin de longueur n({) allant de i 4 /.
~ Ainsi, quitte 4 rajouter  ces chemins des boucles (de longueur 1) sur le
sommet ¢, il existe ({,n) indépendant de i tel qu’il existe:
~ un chemin de longueur { allant de ¢ a i, ’
— un chemin de longueur n allant de i a /.
. Posons x =§ + n + 1. On a, pour tout entier k et pour tout (i)
dans 72:
af (PUTE) = [AD P ACTE A (D)),
= aP (M) a, (P af (™)
+ 2 aPE™M e, (M) af (it E).

| () (2.)
. . Ny — k
D’ou |aPe™8)| < aff — daa,af,
or raah, = 1, r"e.af,“ = 1, r‘aag) 2 1;

et par conséquent

)
Ny—
lafP (M E)| < alf — =5 < C.ajp

ou Ce]0,1].

On en déduit, par récurrence sur n, qu’il existe un entier strictement
positif x et qu’il existe C dans ]0,1[ tels que pour tout n = x et pour
tout (iy) dans 7%, on a:

YkeN, |af(™E)| < C.alp.
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Quitte a extraire une s_ous-suite de la suite (N,),.n, On peut supposer
que pour tout entier k, ona

Neer — N 2 x.

Ny 2 n.
On a alors pour tout (i,j) dans 72 et pour tout entier k:
g < T a NG| el M N g
: iy e 1 k-1
ik—:lE?

< Cr g™ Mo
i
D’aprés la remarque 1 du lemme 1, A(0Q) est une matrice irréductible de
rayon spectral inférieur 4 1, et par conséquent il existe a > 0 tel que
pour tout entier n, ||A"0)|l, < a.

D’autre part, on vient de voir que

¥e>0, 3keN/[AMOETY|, < =

Donc pour N = Ny —n,
ANE) = AMIQANETE AN L. ACYTTY)
et
IAPE o < AT V)| o | AN To=g)]|  JAT - P(O)
<E. _

Etape 2 : Supposons le théoréme démontré pour tout sommet k tel
que v(k) < v et donnons-nous un sommet ¢ tel que v({) = v:

Vix,/) = (log x)Px® avec (B,8)eN x ]0,1].

On a pour tout entier N:

V(x,2.8) = k): M@”(i)V(iN,k,r"E)
EA r

k<t
n(k)=1

+ 2 M&’P(a)V(f‘— ,k,r“&)
Py ™

nky=2

+ Y ML’}’(&)V(‘% ,k,r”&)
keA r

+ By(x.2,E), avec |By(x,/,E) < 20N - 1.
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Or, on remarque que:

—si k<{ et mk)=1

’v( "; koANE)

F

< v(iN,k) < V(x,k) € o ((log x)*x)
r

car d’apres le lemme 2, 08(k) =0,
— st k< /¢ et nk)=2,

alors, par hypothése de récurrence,

V(i JCJ'N’Q) € 0 ((log x)BkIx8kNy
N .

F

Mais d’aprés la remarque du lemme 3, on a
o ((log x)P®x*) < o ((log x)Px®).
D’ou pour tout entier N:

V{x,/,k) = kZA Mg (i)V(iN ,k,rNE,) mod o ((log x)*x%).
€ r
k~t

Si y(Z) = 2, on procéde comme pour I'étape 1.

- 8i y(Z) =1, soit g la longueur de la boucle sur le sommet ¢

V(x,2t) = Mgeg(z,)v(; ,z,rvg) mod o ((log x)Px?).

On a donc

X XN B
Vet | "’(ﬁ”‘ﬁ)‘ (‘%) ! o
(log xp*| = (| x)" x)’ logx/ i medod)
(°gF (r'“

et par conséquent, en posant

o V(xl)
W(Zié) '_ leIEJ (log x)ﬂxa

w(Z,8)

on obtient w(/,§) < ——;
’

d'ou w(/,Z) =0 puisque 6 > 0.
C.Q.F.D.
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Remarques. — 1) Si'xeQ, la suite (u,.x),.n n'est évidemment pas
équirépartie moduio un.

2) Si Card {£;1(/)=1} > 1 (clest-a-dire si la suite (u,),.y est
reconnue par plusieurs états de =) alors I’é¢tude précédente nous montre
que si

L={/tu)=1,n(¢)=2}, O =supB(£) et B = sup B()

¢el ¢el
82)=0
T VD Y VD)
lim =t = lim ’—E—";——— =0
x=w X= x%(lo P
y=1
On en déduit le résultat suivant:
COROLLAIRE. — Pour que 'ensemble normal associé a la suite (U,),en

reconnaissable par l'automate of = (A,Z,a,9,7) soit exactement R\Q, il
suffit qu'il existe £ dans A tel que () =1 et n(/) = 2.

Exemple 7. — Les suites de Morse et de Baum-Sweet ont pour
ensemble normal R\Q.

4. Théoréme réciproque.

Nous allons maintenant démontrer que cette condition est en fait
nécessaire, ce qui nous permettra d’énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
I'ensemble normal associé a la suite (u,),.n reconnaissable par I'automate
o = (A,E,a,0,7T) soit exactement R\ Q est qu'il existe £ dans A tel que
) =1 et n{£)=2. :

Ce théoréme va découler des deux propositions suivantes.

PropositioN 1. — Si u = (u,),.n @St une suite reconnaissable par un r-
automate o = (A,E,a,0,1) telle que

(V¢ e A), t)=1= n({) < 2)
alors u est réunion d'un nombre fini P de suites w* pe{l,... P} dela

forme

7 7 P
=N -1 N
(e aT TN L gy, (NG LN ENY

ot veN* (g8,...80eN" e (¢%,....4%,.)eQ"*!.
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- Démonstration. — Nous allons démontrer cette proposition par
récurrence sur v = sup v(¢£).
"=l
Etape 1: v=1.

On a donc a examiner le cas d’une boucle (£,,...,/,) du type suivant :

B~y

Posons

I={ie{l,....g}:t(¢)=1}

et
. J={i6{1,..-,g}; Mdj#o}

c’'est-a-dire 'ensemble des j tels qu’existe une relation du type
£.;

Les mots qui nous permettent de passer de I’état 4 d un état ¢;, iel sont
les suivants (les indices étant définis modulo g):

N; fois
| —— | .
{€aEpp- - By & ... -y, Ny N, (i) eIx]}.

Posons maintenant pour tout (ij)el x J:
ti=r0_18,'+"'+8,-..1
d=d(lijy=i-j si j<i
=g—(G—i) si.j>i
Si'j=rdeaj+rd—18j+ +8i—-1'
Alors les mots précédents correspondent aux entiers
Nig _

{m,zsﬁ + 5’—5-—11:,., N, eN, (iJ)eIxJ}.

On en déduit, en procédant de méme pour les autres boucles eventuelles
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telles que. v(Z) = 1, que u est réunion d’un nombre fini P de suites u?
pe{l,...,P} de la forme

{gp™¥+a5 N €N} avec  (40.45)eQ’.

Etape 2 : Supposons la proposition démontrée jusqu’a ’ordre (v—1)
et considérons une boucle 7 = {¢,,...,7,} telle que v(Z) =v.

Eg (|

Ei-1

2

Posons I = {ie{l,....g}, 1(/)=1}.
Soit k un sommet précédant / dans G (c’est-a-dire tel que k < 7).

Notons I(k) = {je{1,....8}, Mk,jaé{)} I'ensemble des j tels qu’existe
une relation du type

L’ensemble E des mots qui permettent de passer a I'état a & un état 7,
i el, s’exprime en fonction de I'ensemble des mots m(a,k) qui permettent

de passer de I'état @ 4 un état k, k < ¢, de la fagon suivante:
N, fois

E= U {m(a,k)e,,_,ej. 8-y E.. 'Ei—_.‘l!
k<t '
NyeN, (el xJk), ola.mak)=k}.
Posons maintenant pour tout (ij)el x J(k):

L=r"lg 4+ o g,
d=d(ij)=1i—] si j<i
—g-(G-1) si j>i
sk=rey + e+ - gy

Par hypothése de récurrence, les mots m(a,k) correspondent a la réunion
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d’un nombre fini P, de suites d’entiers v?, pe{l,...,P}:

P 4
(ngl + o '+NV— Igv__l-{-\f-—-Z) +

P
+ qg_erv-lgv_1 + qgr (Nl" . '!Nv—l) € qul }

On en déduit que I'ensembie E correspond a la réunion d’un nombre fini
P, de suites d’entiers v”, pe{l,....P,}:

J p
(Nyg +---+N,_1£ +Ngf+v=1}
(g™ N

L t
+ qfr‘+1+5*j+—‘) P, (Ny,...,N,) e N},
( RO ¥ —1 1 }

On procéde de méme pour les autres boucles telles que v(/) = v. Enfin,
en complétant les P, suites u? ainsi obtenues par les suites obtenues sur
les sommets ¢ tels que v(¢) < v, on en déduit que u est réunion d’un
nombre fini P de suites «’ pe{l,...,P} de la forme

P 4 P
(Nyg, + <+ +Ng +v=1) N4
{qllp.r ! M oo + qer Y+ qe+1(N19' . .,N\,) € Nv}

avec (g%,...,g0+,)€Q"'*!, et la proposition 1 est ainsi démontrée par

récurrence.
C.Q.F.D.

ProPosITION 2. — Si u est de la forme indiquée par la proposition 1,
alors l'ensemble des & e R tels que (u,.%),.n n'est pas équirépartie modulo
un a la puissance du continu.

Démonstration. — Quitte & remplacer pour tout pe {1,...,P} et pour
gl . pRed(s].. .. 50
et 4 poser r, =r
pged (g%, . ..g0) ’ ’
on peut supposer que u est réunion de P suites u” de la forme

tout ie{l,...,v} gf par

vt BN+ N N,
{ggr 1,0 + o+ g g2, (Ny,....N)eN")

ot veN* (4},....25)eN" et (¢f,.. .,qfﬂ)eQ"” avec gi # 0 (quitte
4 modifier la numérotation des suites u”) et gl,., = 0 (quitte & opérer une
transiation sur R) et pour tout pe{l,...,P} pged(gf,....g0) = 1.

Posons g = v.sup lgir*~% et pour tout heN*:
i

H={cR;E = Z%aaie{o,l}}.

=0
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Nous allons montrer que pour h assez grand, I’ensemble H (qui a la
puissance du continu) est inclus dans I'ensemble des EeR tels que
(u,.E),n ne soit pas équirépartie modulo un.

Cela va résulter des quatre remarques suivantes :

1) Si {x} désigne la partie fractionnaire de x, on a pour tout (h,)
dans N* x H:
VneN,  {FF.E} <t

On a en effet en posant d = logry
logr
{rnh E_;} _ { dnh Z%}
izo T
& 1 1
B {J>an(l dn)h} “<- ,;FE - r" - 1

On en deduit, en posant x = 1,, 1-x fonction indicatrice de l'intervalle
[o,g.7'"", pour tout (hE) dans N* x H:

V(N,,....N)eN",
7S TR
2({(gir + - érf‘ ey =1,

2) Pour tout p dans {l,...,P} désignons par ¢,(n) le nombre de
solutions dans N de l’equatlon gIN, + -+ + gIN, = n.

1
r+ ngv)h

De méme désignons par V{,(n) le nombre de solutions dans N" de
I'inéquation g{N,; + --- + gIN, < n.

Le développement en série entiére de

Y o, mX" = (1-XhH"1 ... (1-X%"! pour |X|<1
nz0
nous menftre que

nv—l
I T T
on en déduit que
n\'
‘bp(n) gv V'

Considérons maintenant I’entier Q(n) tel que

“Q(n)""hv Mg+t
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et soit (ab) €N’ tel que pour tout p dans {I,...,P}:

Uom € @i T + @i T o 4+ gR,

On a alors Q(n) < Y(an+b) avec Y(n) = PZ\pr(n).
D’autre bart, soit ceN tel que o
arTi i 4 - 4 g,
alors pour tout h dans N*
UQun+cy 2 Q{rv-lr};" + oo+ ‘I&r]i"

et d’aprés la premiére remarque

Z 1({un.E}) 2 z @y (m) = Y, (n).

m<Qlhn+c) me<n

On en déduit que

1 . ¥, (n) 1
P L=zl =
im Gn +¢) MQ%"H) X{{ttm-51) _— V(ahn+ac+b) C.h"
. 1 1 c 1
avec C=g1...2la" ¥ —— _eR**,
-8 ,,>.:1 8.8

4) Si (u,.E) était équirépartie modulo un, on aurait

Z X({ura}) = q‘rl—h '

n<N

iim l
N—m N

' 1
et il suffit donc de choisir h assez grand pour que o g.r* " de

fagon a aboutir 4 une contradiction.
C.QFD.

Pour toute suite u reconnaissable par un automate fini, posons
V(N) = Card {n<N; neu}.

Les lemmes | et 2 nous permettent de déduire du théoréme 2 qu’une
condition nécessaire et suffisante pour que ’ensemble normal associé a la
suite u soit exactement R\Q est que:

V(N) =~ (log N*N® avec ™ (B,§)eN x ]0,1].



AUTOMATES FINIS ET ENSEMBLES NORMAUX 23

" THEOREME 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
I'ensemble normal associé a une suite reconnaissable par un automate fini soit
exactement R\Q est que cette suite n'ait pas une croissance de type
exponentiel.

Exemple 8. — Soit mg <m; < ... <m, < ... lasuite de Morse et
soit by < b, < ... < b, < ... lasuite de Baum-Sweet. Alors I'’ensemble
normal associé 4 la suite (m,),.n est exactement R\Q.

En effet soit

+ @
fX) = Y X™ la série formelle associée & la suite (m, ),cn;
- n=0
ona
fX)= Y amXx"
o(cg(n))=b

ou y fonction indicatrice de la suite de Morse vérifie pour tout entier n

x(2n) = x(n) si n>0
x@n+1)=1—yMm si n=0
20) =0

et ol
rg(n) = X x(m—1
psn
en particulierona rg(2n) = n + x(n) — 1 et rg 2n+1) = n ce qui nous
montre que

0= Y xmXx* +X ¥ (1-xm)X*

vim)=b v(in)=b

= fi(X?®) + Xf,(X?)

ou f,(X) (resp. f3(X)) est la série formelle associée 4 la suite croissante des
entiers qui font partie 4 la fois de la suite de Baum-Sweet et de la suite de
Morse (resp. qui font partie de la suite de Baum-Sweet, mais pas de la suite
de Morse).

Ces deux suites étant 2-reconnaissables f;(X) et f,(X) sont deux
éléments de F,[[X]] algébriques sur F,(X) (cf[6]) et par conséquent
f(X) = (XN + X(f2(X))* est algébrique sur F,(X).

La suite (m,),.n est donc 2-reconnaissable et comme de plus

m, € O(n**) avec 6 = 1-'-2—\/3, son ensemble normal est R\Q.
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De la méme fagon, on a plus généralement :

COROLLAIRE: —~ Soit my <m, < ... <m, < ... la suite de Morse
et Soit uy < uy < ... <u, < ... une suite reconnaissable par un 2-
automate. Alors l'ensemble normal associé d la suite extraite (M, Jpen est
exactement R\Q si et seulement si la suite u n'a pas une croissance de type
exponentiel.

D’autre part, le théoréme 3 nous montre que les exemples suivants
constituent les cas typiques de suites reconnaissables par un automate fini
dont I'ensemble normal est strictement inclus dans R\Q:

Exemple 9 : La suite croissante des entiers de la forme 3" ou
2.3"(neN).

Exemple 10: La sﬁite croissante des entiers de la forme
2+l L (n,n,) e N2,

Exemp!e 11 : La suite croissante des entiers de la forme
2.418™ + 82 (n,,n,) e N2,

Par ailleurs, il est facile de montrer que I'ensemble normal associé a la
suite de ’exemple 9 (resp. exemple 10) est I'ensemble des nombres normaux
en base 3 (resp. en base 2).

Ceci nous conduit & poser la conjecture suivante :

Conjecture. — L’ensemble normal associé 4 une suite reconnaissable
par un r-automate est soit R\Q soit 'ensemble des nombres normaux en
base r.
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Résumé, Le but de cette étude est de déterminer le support des morphismes sur un alphabet
A={a,,...,a,} dont le rayon spectral de la matrice associée vaut 1. On caractérise tout d'abord
ces morphismes (appelés unispectraux) a l'aide de leur graphe, puis on démontre que si s est
point fixe d’un tel morphisme, alors le support de s (ou le complémentaire dans N de celui-ci)
est une réunion finie d'ensembles de la forme {P3_,(n}+ Py (ny)+- - Py (n )| <
co.<n<n neN}oui=2etVje(l,...,i—1}: PS_, {respectivement P,_;) est un polynbme &
coefficients rationnels de degré inférieur ou égal a g —1 {respectivement g — ). On en déduit que
I’ensemble normal associé au support d’'un point fixe d'un morphisme unispectral est exactement

R-Q.

Introduction

Issue de la théorie des langages formels (cf. [1, 8, 9, 13, 19, 26, 27, 28, 29]), la
notion de morphisme ou de substitution, sous-jacente a celles de pavage et de fractal
(cf. [5, 7, 18, 23]) est au centre d'un grand nombre de recherches dans différents
domaines des mathématiques, de l'informatique et de la physique.

Citons par exemple I’étude des systémes dynamiques associés aux substitutions
(cf. 6, 10, 11, 12, 15, 16, 20, 21]), ainsi que I'étude des propriétés arithmétiques
des suites d’entiers engendrées par des automates finis ou par des substitutions de
longueur non constante (cf, [2, 3, 4, 14, 17, 22, 23, 24, 25]).

Dans [17] nous avons étudié les propriétés statistiques des points fixes des
morphismes de longueur constante et nous nous intéressons maintenant au cas des
'morphismes de longueur non constante.

Dans ce travail, on caractérise les morphismes, appelés ‘unispectraux’, dont le
rayoﬁ spectral de la matrice associée vaut exactement 1, et qui sont donc en un
certain sens minimaux, '

En particulier, nous montrons que si un morphisme unispectral sur un alphabet
A={a,,..., a,} admet un point fixe s, alors, pour tout i{1,..., g —1}, I'’ensembie
des rangs d’apparition de la lettre a; dans le mot infini s est une réunion finie
d’ensembles de la forme

{Pg-l(n)+Pg—1(n1)+' . '+Pg~1+1("z‘-1)|"i-—1<' ce<m<n neN},

0304-3975/86/383.50 © 1986, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland}
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oit P)_, (respectivement P,_;) est un polyndme a coefficients rationnels de degré
inférieur 4 g —1 (respectivement g —j).

1. Définitions et notations

Dans toute cette étude, g désigne un entier supériéur ou égal a 2 et A un aiphabet
a g lettres A={a,,...,a.}. Si keN, on désigne par A* 'ensemble des mots de
longueur k et on pose A*={_J,_, A" Si me A* etsi ic{1,..., g}, on note |m! le
nombre d’apparitions de la lettre a; dans le mot m. En particulier, |m|=Y%_, |m|;
désigne la longueur du mot m.

Définition 1.1 (Morphisme h sur A). Soit h un morphisme sur A. g =card A sera
appelé largeur du morphisme. Nous supposerons que, pour tout ie{l,..., g}
|h(a,-)| = 1. Le morphisme h peut s’écrire comme suit:

VfE{l,...,g}: h(a,-)=a,i(1)...a,,(“,(ai)“,

- ol o; est une application de {1,...,lh(q;)|} dans {1,..., g}

Définition 1.2. Soit

M est appelée matrice associée au morphisme h, ou h-matrice (cf. [26, p. 31]). '

Le morphisme h permet de définir g suites de mots (55),en=(h"(a:))nen, pOUr
ie{1,..., gk

On a alors, si |s,|=T(sk|, ..., |s) eN?, |s.| = M"|so| avec |so| =T(1,...,1). Et, en
posant M" = (M} heqr,..a9s

. . il _. 8
Vie{l,...,ghlsil=35, M.
Le probléme que nous étudions ne présentant un intérét que dans le cas o il

existe ie{l,..., g} tel que lim, |s}| =0, nous supposerons dans tout ce qui suit que
le rayon spectral p(M) de la h-matrice M est supérieur ou égal a 1.

Définition 1.3. On dit que le morphisme h est unispectral si le rayon spectral de la
h-matrice est égal a 1.

Définition 1.4. M étant une matrice & coefficients entiers positifs, on considére G,
le graphe associé & M. L'ensemble des sommets de G est {a,,..., a;}, le nombre
de fléches allant de a; vers a; pour (4, j)e{l,..., g} étant égal 3 M;. G est appelé
graphe associé au morphisme h, ou h-graphe.

Si I' est un sous-gréphe de G, on rappelle que son nombre cyclomatique y(I")
est égal au nombre d’arcs de I plus 1 moins le nombre de sommets de I
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Exemple 1.5. Soit A={qa,, a,, a;} et h(a,) = a,a,, h{a,) = asa;a,, h(a;) = a,. Alors,
la h-matrice M est

1 1 0

M=(0 1 2

0 0 1
et le h-graphe G est representé par
ANERERR A o WA
a, as dy

avec y(d,) = y(d:)=vy(d;) = 1.

2. Caractérisation des morphismes unispectraux

Proposition 2.1. h est un morphisme unispectral si et seulement si toute composante
fortement connexe du h-graphe a un nombre cyclomatique égal & 0 ou 1.

Démonstration. En effet, supposons qu'il existe ie{1,..., g} tel que ¥{d)=2 (4
désigne la composante fortement connexe du sommet a; dans G). Il existe donc
heN tel que M =2, et on en déduit par récurrence sur n que ¥n>0: M =2"
ce qui implique p(M)>1 (cf. [30, p. 65]). '

Réciproquement, supposons que, pour tout ie{l,..., g}, (&) {0, 1} et con-
sidérons » une numérotation des composantes fortement connexes de G (prolonge-
ment & G d’une numérotation du graphe quotient sans boucle G/~ ou ~ désigne
la relation de forte connexité). Cette numérotation des sommets de G nous permet
de réordonner A de fagon i ce que '

V(a1)= 1, i<j$V(a')s-. V(aj).
On a ainsi
M, x X
m=|? -
: . . X
0 e 00 M,

avec, pour tout i€{l,..., p}, M, matrice associée 4 une composante fortement
connexe de nombre cyclomatique égal a4 0 ou 1 (c’est-a-dire simple sommet ou
boucle). En particulier, on a soit M; =0, soit M} = I, (I, désignant la longueur de
la boucle) et, par conséquent, si / =ppem;(/;), M' =D+ N avec N nilpotente et D
diagonale formée uniquement de 0 et de 1; donc, p(M)=<1. [0

On voit de plus que si h est un morphisme unispectral, les valeurs propres de Ia
h-matrice M appartiennent & Uu {0} (U désignant I'ensemble des nombres com-
plexes de module 1). '
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Proposition 2.2. h est un morphisme unispectral si et seulement si ses valeurs propres
appartiennent a Uu {0}.

La démonstration précédente nous montre au passage que, quitte a remplacer h
par h', on peut supposer que la h-matrice M est triangulaire supérieure d’éléments
diagonaux égaux a4 0 ou 1, ce que nous ferons désormais. On a donc, pour i€

{1,...,gh
h(ai)=aq ) - Qoysily

avec Vke{l,...,|si|}, o{k)=iet M;e{0,1}.
On remarque alors que, pour tout i€ {1,..., g}, la restriction de h & I’alphabet
{a;,...,az} est un morphisme unispectral de largeur (g—i+1) sur {a,...,a.}.

2.1 Etudes des supports associés @ un morphisme unispectral
Si neN, on note @,[X] I'’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a
n et a coefficients rationnels.

Lemme 2.3. Pourtoutic{l,...,g}, ilexiste I'cQ,_,[X] tel que Yn=g: |s,|=I(n).

Démonstration. Mettons M sous la forme de Jordan
M=P(D+N)P,
avec Pe GL(g, Q), D diagonale formée uniquement de 0 et de 1, N nilpotente et

ou D et N commutent.

VneN:M"= ¥, (n)PD""‘N"P"’.

k=0 k
Or, N°=0,etsi0sk<n D" *=D;doncsin=g,
g1
M"=Y (n)PDN"P“.
k=0 \ Kk

Soit, en posant pour tout k dans {0,...,g—1}

g g—1i
bk= f (PDNkP_l)leQs |SL]= Z M(l;)= z bk(;:) = ll(n)!
j=t k=0

i=t1
ou
gml  X(X~-1)--(X—-k+1)
ll(X)= z bk k|( EQg_][X].
k=0 H
Le lemme est donc montré pour i =1, et pour i€{1,..., g}, il suffit d’appliquer

ce résultat au morphisme h[{ai____‘ag] pour obtenir le résultat énoncé. (O
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Définition 2.4. Pour tout (i, jY{1,..., g}* tel que M; =1, notons ri(1),..., ri(M,;)
les rangs d’apparition de la lettre g; dans le mot h(a;):

A tout r€{l,..., My} on associe alors le polynéme AT

,\i,j,r = z Io',.{k)

k< r}(r)

(si M;=0, A4 désignera, pour tout entier r, le polynéme nul). Si i =j, on posera.
(D =r et AP =A"

Exemple 2.5. Si A={a,, a;, a;} et h(a;) = a,a,a.a;a;, h(a,) = a3a3la2, h{a;) = a,,
alors IY(X)=3X2+X+1, H(X)=2X+1, P(X)=1et

ANX)=2X+1, AM(X)=0, AYA(X)=3X’+3X+2,
AM(X)=3X2+5X+4, AMPH(X)=3X +5X+3,
AAX)=2, AM(X)=0, AP(X)=1, A(X)=0.

Définition 2.6. Considérons s,(a;) I’é1ément de {0, 1}* obtenu en remplagant, pour
tout ke{l,..., g}, a. par 8 (symbole de Kronecker) dans sh. si.(aj) est donc un
mot de longueur |s;| formé de O et de 1.

On note alors [5,(a;)] le support de s4(a;), C'est-a-dire I'ensemble des entiers N
tels que la (N +1)iéme lettre du mot s,,(a ) soit 1 (si M;=0, [sn(a)]=0).

Par exemple, si s;(a;) = 101101010, [s.(a))]1=1{0,2,3,5,7}

On rappelle que si AcN et SeN, A +5={A+s,5¢ S}

Proposition H,. Pour tout alphabet d g lettres A={a,, ..., ., ag} et pour tout morphisme
unispectral h de largeur g sur A, on a, pour tout n = g,
(i) si[si(a)]#8, alors il existe P,_, € Q,_,[ X] tel que, pour toutn=g, [s (ap)]=

{Pes(m},

(if) si 1<i<g et si {s,(a;)]#0, alors il existe K eN—-{0}, et pout tout (k, j)e
{1,...,K}x{1,...,i—1}, il existe Po_ €@, ,[X] et Pi_;eQ,_[X] tels que, pour
tout n= g,

; _
{Si(az‘)]=y {Po-l(")+P:—1(n1)+' ' '+P:—i+l(nf—l)‘"i—l< <o o<y <nl
=1 .
Démonstration. Montrons tout d’abord que, pour tout g =2, H,(i) est vraie. En
effet, si M,, =0, [sh(a,)] =0 et si M,;#0, on a, pour tout n=>g,

[sha(a)]=a'(n)+su(a)],  [spla)l={agh
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ou
Ay=X T [snlen.
k<g k=r
Donc, pour tout n=g, [sh(a)]={A +A(g)+ - +Al(a-1)}.
A! étant combinaison linéaire des polyndmes /' avec i =2, on a, d’aprés le Lemme
2.3, '€ Q,_,[ X] et, par conséquent, si 'on pose pour tout n=g

Po_(my=ry+ AN (g)+---+A'(n-1) sin=g+l

Pg—l(g) =A;,

Papplication n-> P,_,(n) est la restriction d'une application polynomiale associée
d un polyndme P,_, eQ,_,[X].

Nous avons ainsi montré H,(i) et donc que H; est vraie. Nous ailons maintenant
montrer H, par récurrence sur g en montrant que si g=3 et si Hy,...,H,_, sont
vraies, alors H, est vraie.

Considérons donc i€{2,..., g —1} et écrivons pour tout n=g

[sher(a)] =W ) +Esh(@Do U U 41 0m) +{sia]

Pour tout j€{2,..., i}, la Proposition H,_;., appliquée au morphisme de largeur
(g—j+1) hla,..qy nous montre que

{Pg—i(n)},
8,

avec P,_;€Q,_[X], et quesije{2,..., i—1},

[Si(a,-)]={

: Kj , , :
[si(a)]= kL_J {Pé—j(n)+P’§Ej("1)+' ' '+P§Ef+1(ni—j)|"i-j <-cem< n},
=1 _

avecV(k n)ef{l,..., K}x{j...,i-1k Pi_,eQ . ;[X]et Pé‘f,,e@g_,,[X]. Onen
déduit que, pour tout n =g,

[S::+l(ai)] = (Al(n)+[s},(ai)])
U U U e m)+ Phy(n)

Jj=2r=1k=1

+P§Ej(n,)+' * '+P£E;+l(ni_j)in,-_j< e n]_ < n}

Pt e@, \[X]et P*_[X]eQ,-[X] tels que
[snei(ay]=(A'(n)+[s.(a)])

K —
o kLJ {P:—1(")+ P;-z("l)"" : '+P§—i+1("i—2)|"i—z<‘ o< <n}
=1

pour tout n = g.
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Si I'on pose P2_\(n)=A'(g)+ - -+A'(n—-1)sin=g+1, Py ,(g)=0cet

Vke{l,...,K}: Pi_(n)=P:_,(n)=Py_(n+1),

on a alors
[sn(@)]=(Pg_i(n)+[s3(a;)])

n

1 K
b kLJl {Pg-:(n)+P§—1(no)
ng =

=g

K
+- '+Pg—f+1(ni—2)|"i—2<' e <ny <t

avec Vke{0,...,K}: Pi_ eQ, ,[X].
Il existe donc un entier K =K +card[s;(a;)] et des polyndmes PJ_, et

..........

Pi_;eQ,_,[X] tels que, pour tout n =g,
K oo k k
[S;(ai)]=kL_Jl {Pei(n)+ Pg_y(ng)+-- '+Pg—f+l(”i-2)|"i-z<' <+ < n, < n},

a

ce qui démontre notre proposition.

Définition 2.7. Supposons maintenant que h(a,)<€ a,A*. On rappelle que dans ce
cas (s)).n converge dans A vers s', point fixe de h (cf. [3]). Considérons alors

pour tout i€{l,..., g}
s'(a;) = lim si({a) e {0, 1}"
et [s'(a,)] le support du point fixe s'(a;), c’est-a-dire ’ensemble des entiers N tels

que la (N + 1)iéme lettre du mot s'(a;) soit 1 {on suppose [s'(a;)]# ).
Sig=2,onals'(a,)]={0}et[s'(a,)]=N\{0}, et si g=3, la Proposition H, nous

montre le théoréme suivant.
Théoréme 2.8. (i) Sii=1, [5'(a,)]={0}.

(i) Siie{2,...,g—1}, [s'(a;)] est réunion finie d’ensembles de la forme

{Pg-l(")+ P (m)+---+ Pg—i+l(”i—1)| < --<m<nneN}

avec Vje{l,...,i—1}: P§_,eQ, [X] et P,_;eQ,_ ;[ X]
(iii) Sii=g, [s'(ag)] est le complémentaire dans N d’une réunion finie d’ ensembles

de la forme précédemment indiquée.
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Exemple 2.9. Soit A={a,, a,, a, a;} et h(a,)=a,a,, h(a;)=a,a,, h{a;) = a;a,,
h(a,} = a,. Alors,

[s'(a)]={0}  [s'(a)]={#(n+1)(n*—n+6)|neN}

[s'(a;))]={(n+ 1) (n*—n+6)+in(n +1)+1|n,<n neN}

3. Propriétés statistique du support d’un point fixe de h

On suppose maintenant g=3 et on considére pour tout i€{2,..., g} la suite
u'uj<uj<---<up<---des éléments de [s5'(a;)]. Alors, si 'on pose, pour tout
entier N, D;(N)=Card{n < N|ne u'}, on a le résultat suivant concernant la densité
de u',

Lemme 3.1. Siie{2,...,g—1},

1 1
lim —D;(N)=0, lim FDS(N)=1.

N--xo N N=0

Démonstration. La démonstration du Lemme 2.3 nous a montré que, pour tout
ie{l,..., g}, il existe M;eQ, ,[X] tel que Vn=g: M{” = M.(n). Posons
deg(M,)=d=<g—1. Alors deg(!')=d, etsi ie{l,...,g—1}, on a deg{M,)<d. En
effet, Vazg: My(n+1)=3%7_ M(n}M,, avec Vie{l,...,gh: M, =0¢et M, =1.
Donc Vnz=g: M,(n+ 1)—M!5,(1r|)=Zf:l1 M, M;(n), ce qui implique que, pour tout
ief{l,...,g—1}, deg({M,)<d et, puisque I'=3%_, M, deg(l')=d.

Pour tout N =1'(g), considérons maintenant 'unique couple (N, n,) tel que

{N= 1'(ng)+ no,
0< ny< IN(Ny+1)=I'"(Ny).
Pour tout ie{2,...,g-1},

DA (Ng) + ng_ M(Ng)+ PNy 1) = (N
NNy I'(No) ‘

1
—D. <
ND,(N)

Pour n=g, I'application n— M,(n)+1'(n+1)—-1'(n) étant une application poly-
nomiale de degré<d, on en déduit que limy. (1/ N)D,(N)=0. D’autre part, si
i=g,

1 Dg(ll(NO))_ Mg(NO)

N DN = N(No+1) I"(No+1)

et

1 M, (N,
lim —D,(N)= lim MNo) _y

Now N Nowoo I'(No+1)
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Nous allons maintenant montrer que, pour tout i€{2,..., g} tel que la suite u’
soit infinie, I’ensemble normal associé a la suite u' est exactement R\Q, c’est-a-dire,
que la suite (u), . a),cn est équirépartie modulo 1 si et seulement si a e R\Q.

Théoréme 3.2. L’ensemble normal associé au support infini d’un point fixe d’un
morphisme unispectral est exactement R\Q.

Démonstration. L’examen des densités des suites {(u5),en pour i€{2,...,g—1} et
i = g nous montre qu’il suffit de vérifier que, si up<u; <-:-<wu, <--- désigne la
suite ordonnée des éléments de

{Pg—l(n)+Pg—1("1)+' ' '+Pg—:+1("i—1)| o <+ r<n<nneN}
(avec P,_;., non constant), on a, pour tout irrationnel a,

1 )
lim — ¥ e(u.a)=0 (enposante(x)=e>"),
N-—»co N n<N

le théoréme découlant alors du critére de Weyl (cf. [22, p. 16]).
Posons

Snla)= % Y e((Pg—l(")+P (n)+-- ‘+Pg—i+1(":‘—1))a),

n< N p_j<:-<m<n

|SN(a)|"<" Z ni—ZISni_z(a)L

n_p<ie<n<N

ol Sp () =1/ M) X <ns e( Py a). a étant irrationnel
lim,_ . Sn_{@)=0 (cf [22, p. 47]) et puisque

T n,-._2=sN(0)=(N),

rz<<n<N i

on a limn_e |Sn(a)/ Sy (0)|=0.
Pour tout entier N, considérons maintenant Vy(a)=Y ,<n e(u,a) et 'unique
couple ( Ny, ng) tel que :

N,
N=( i0)+n0,
Osno<(.N°).
i—1

Ona

VN(Q)=SN0(0-’)+ b e(u,a),
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.\

d’ou

1 1 1/ No\_({No\™
Livtal=tisw@i (%) =(7) s+ )

et donc limy.w (1/N)|Va(a)|=0. O
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Soit u=(u,),. une suite d’entiers point fixe d’une substitution de longueur
quelconque. On note % (u} I'ensemble normal associé i w«, c’est-i-dire I'ensemble des
réels o tels que la suite (w,-a}, ., soit équirépartie modulo 1. Nous montrons que si
u n'est pas trop “lacunaire,” R\&#(u) est inclus dans une extension de degré fini
de . © 1988 Academic Press, Inc. :

INTRODUCTION

Ce travail se situe dans le cadre de I’étude des propriétés statistiques des
mots infinis engendrés par des algorithmes simples.

Le probléme de la répartition des suites automatiques, déja abordé par
J. Coquet (cf. [4]), a éte résolu dans {8]. Nous nous intéressons main-
tenant au cas plus- général des suites points fixes de substitutions de
longueur quelconque.

Notre ¢tude est lice a celle des systémes dynamiques associés aux suites
substitutives, qui ont fait recemment Pobjet d'études en longueur non
constante (cf. [5, 6, 7, 11, 13).

I. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans toute cette etude, g désigne un entier supérieur ou égal a 2 et 4 un
alphabet d g lettres A = {a, .., a,}. :
Si ke N on désigne par A* 'ensemble des mots de longueur & et on pose
A*= Ukzo A~
Soit 2 une substitution sur 4, c’est-a-dire une application de 4 dans 4*;
g =card A sera appelé largeur de la substitution.
235
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Cette application se prolonge par concaténation en une application de
A* U AN vers A* U AN, notée encore X,
Notons pour tout i€ {l,.., g} et pour tout neN /(n) la tongueur du
mot 2%(a,). '
La substitution X peut s’écrire comme suit:
Vie {l,.., g} Zla)=a

aiy affi[-ﬁ“n’

ol ¢, est une application de {1, ..., /(1)} dans {1, .., g}.

DEFINITION 1. (X-matrice M).
Soit M = (M ;) e 1.5 la matrice définie par

Vi, j)e{l,...g}*  M,=Card(s;'({j})).
M est appelée matrice associce a la substitution X, ou X-matrice (cf. [14]).

La substitution X permet de définir les g suites de mots 2"(a,), pour
ie{l,..,gh

Si Ton note L(n)=T"(I\(n),..,[(n)), alors L(n)=M"L(0) avec
L(0)y="(1, .., 1). |

Pour tout entier n, on pose: M"=(M{") 11,01

DEFNITION 2 (2, n)-matrice M(a, n)).

Vi, e{l,..g}? Myuaen)= Y e( Y an(n) -cx)
kea \({j}) N <k
(on pose e(x)=e*™ ). M(a, n) est appelée (X, a, n)-matrice, et on remarque
que pour tout entier n, M(0, n) est égale 4 la X-matrice M.
Pour tout (i,j)e {1, .., g} tel que ;7 '({j})# & on note ki, .., ky, la
suite croissante de ses éléments. Pour tout ke {1, .., M} on pose:

A’gc): Z lﬂf(k’)’

k' <k
Ay= {)"5}(), Ke {1: " Mij}}\{O},
et
14
A=} 4,
ij=1

On dé¢signe par @ I'ensemble des valeurs propres de M qui interviennent
dans I’écriture des éléments de A en fonction de n.
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ExeMpPLE | (Substitution de Baum-Sweet).

A={a1,a2,a3,a4}, Z(a,)=a;a,,
Z(a2)=a3a23
2(a;)=a,ay,

Zlasz)=a,ay,

1 1 ¢ 0
M= 8 i (1) (1) , 4={i}aveci(n)=2"et@={2}.
0 06 0 2
EXEMPLE 2.
A={aha23a3:a4}3 Z(al):alafla}s
Z(a2)=als
E(a3)=a3a4a4,
E(a4)=a3a4’
1 11 0
1 0 0 0
M= o A={A, Ay A
N (A1, 2, )
0 0 1 1

avece

L) =5 (14 2"+ (1= /27,

1
2 — 1 2n+l_ 1— 2n«a~1’
2(n) —zﬁ(w\f) (1-2)y+Y

DEFINITION 3 (Support d’un mot relatif @ une lettre).

SimeA*u AN et site {1, .., g}, le support [m], de m relatif 4 a, est la
suite ordonnée croissante des entiers n tels que la (n + 1)iéme lettre du mot
m soit a,. Par exemple, si m=a,a,a,a,a,a,a,a,, [m],=1{1,4,6,7}.
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DEFINITION 4 (Ensemble normal associé a un mot infini).

Si me AN et si te{l, .., g}, on note #([m],) lensemble des nombres
réels « tels que la suite (7 - &), . .1, SOit €quirépartie modulo 1. #([m],) est
appelé ensemble normal associé au mot infini [m],, et d'apreés le critére de
Weyl (cf. [12]), on a:

@([m]),)={oceﬂ%/\1kef\!*, Y e(kn)eo( Y l)}

ne [m], nelml,
n< N n<n

DEFINITION 5 (Z-graphe G).

M étant une matrice a coefficients entiers positifs, on considére G, le
graphe associé 4 M. L'ensemble des sommets de G est {a, .., a,}, le nom-
bre de fléches allant de a, vers a; pour (i, j}e {1, .., g} étant égal a M.
G est appelé graphe associé a la substitution X, ou Z-graphe.

D’autre part, on dira que le sommet a; de G précede (au sens large) le
sommet ¢; de G s'il existe ne N tel que M|’ >0, et on écrira a,< a;.

On rappelle que 'on peut alors définir sur G la relation d’équivalence de
forte connexité ~ entre les sommets:

a,~a; <a;).

f si {(a;<a; et a;

)

On note &, la classe d’équivalence modulo ~ du sommet a,. Enfin, st I est
un sous-graphe de G, on rappelle que son nombre cyclomatique (/") est
égal au nombre d’arcs de I" plus 1 moins le nombre de sommets de I

(cf. [17). |
ExempLE 3. (Fig. 1).
A={a,, a3, as}, 2(ay)=a,a,,
X(az)=a,a;,
Z(az)=a,,
d=da,, a, < as, Wd)=2 et Y(§3)=1-

Si Me #(g,C) et si weC”, on note pour tout [ et pour tout J inclus
dans {{,..,g}:

MIXJ=(Mff)(i.j)EIny ]‘4[=1“4““r et w!=(xi)r'ef'

« QLT>— 0

aq 82 83

FIGUre 1
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De méme, on désigne par G’ la restriction du graphe G aux sommets g, tels
que i€l

Par ailleurs, si f et g sont deux fonctions définies et positives pour x > x,,
la notation f~ g signifiera qu'il existe des réels f§ et g’ tels que pour tout x
assez grand:

Le probléme que nous étudions ne présentant un intérét que dans le cas
ou il existe ie {1, .., g} tel que lim,, , , /,(n)= o0, nous supposerons que le
rayon spectral p(M) de la Z-matrice M est toujours supérieur ou égal a

DEFINITION 6 (Substitution unispectrale).

On dit que la substitution 2 est unispectrale si le rayon spectral de la
Z-matrice est égal a 1.

Rappelons que X est une substitution unispectrale si et seulement si toute
composante fortement connexe du X-graphe a un nombre cyclomatique
¢gal 4 0 ou 1 (cf |9, Proposition 2.1]).

Nous avons montré dans {9] que si m est pont-fixe d’'une substitution
unispectrale, alors pour tout te{l,.,g} tel que [m], soit infini,
#([m],)= R\Q. Nous nous intéressons maintenant au cas des sub-
stitutions non unispectrales, c’est-a-dire au cas p(M)> 1.

Remarque. Puisque nous eétudions les mots infinis points fixes d’une
substitution X, nous pouvons supposer, quitte a itérer £, que toute com-
posante fortement connexe de 2 de nombre cyclomathue non nul contient
au moins une boucle.

II. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES COEFFICIENTS DE M"

Si a, est fixé dans 4 (“état terminal” de la substitution), on note I{¢), ou
plus simplement 7 si aucune confusion n'est a craindre, I'ensemble des
entiers ie {1, .., g} tels que a;<a

Remarque. Si y(d,)=0, on prendra soin d’exclure de I les i tels que
y(d)=0et Vae G, a,<a<a,=y(da)=0). On peut alors supposer, quitte a
iterer 2' que pour tout iel M, >0.

[ s’écrit comme réumion disjointe de ¢=1 sous-ensembles associés a
chacune des ¢ composantes fortement connexes de G': [=1,u --- U/, La
relation de préordre sur les sommets de G induit une relation d’ordre (pas
nécessairement total) sur I'ensemble {/,, .., I }:

I.<1I. si V(a,a')eG"x G a<da.
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DEFINITION 7 (Type d’une composante fortement connexe).
he{l,..,c} estletype | (resp. de type 2) s'il existe A’ e {1, .., c} tel que
I, <1, et /(G™)=2 (resp. si [, <I, implique y(G) <2) (fig. 2).

LemME 1. V(h, hy)e {1, .., c}? tel que I, <I,, on a si r désigne le
ravon spectral supposé non nul de MV Ul ¢ (d+ 1) Iordre maximal
des blocs de Jordan associés aux valeurs propres de module r de cette
matrice:

Vi, el x1I,, M)~ nt".
Démonstration. Remarquons que

= p(M )= sup  p(M™)> 1.

hissh<hn

Soit hge {1, .., ¢} tels que [, <1, <[, et r=p(M") avec M’ contenant
le bloc de Jordan d’ordre maximal parmi ceux associés aux valeurs propres
de module r. St || |, désigne 1a norme spectrale, on a d’aprés [ 16, p. 65]:

(M), = nr".

Cette norme étant équivalente & la norme du sup on en déduit que
supy;, ,r)E:'2 ]M{”)l Nndr"

Or, il existe iyel,, tel que M, > 1 (cf. §1, remarque), et par conséquent
il existe pe N tel que pour tout (i, j)e I} Mff’;l
Pour tout (i, /, ', /')y e I}, on peut donc construire & partir de tout chemin
de longueur » allant de a; 4 a;, au moins un chemin de longueur (n+ 2p)
allant de a, a a,

Ainsi, pour tout entier n MV < M+, De méme: Yn 2 2p, M}~ <

M < M+, On en déduit que V(z j)E hor M) 2 SUP e s M("’~n" o

Soit alors (ip, jo) € I;, tel que M) =~ n“". Pour tout (i, j) € 1,l| x [, notons

type 1 ' type 2

FIGURE 2
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Po (1€5p. q,) la longueur du plus court chemin allant de a, 4 a,, (resp. de a,;
d a;):

5 (ﬁ‘ﬂ) 5 (_’12 2 (qg)__)
a; a,-u ajo _ aj
G™ G G

A partir de tout chemin de longueur # allant de a,, & a,, on peut construire
au moins un chemin de longueur (n+ p,+ ¢,) allant de a, 4 a,. En par-
ticulier M{+ro+) > M) et par conséquent il existe §; >0 tel que pour
assez grand MM = B, n“r".

Comme d’autre part la mise sous forme de Jordan pour le calcul de
(M"Y Imy" montre, par définition de r et d, 'existence de f, > 0 tel que
V(i j)el, x 1, M{'< f,nr", on en déduit le résultat annonce. ||

III. ETUDE DE LA DENSITE DE [m],

Si meA™ est point fixe de la substitution X (on peut supposer
m=Iim, ,, 2"(a,}), nous allons préciser le comportement de
D, (N)=Card{ne N, n<N; ne [m],} en fonction des paramétres suivants:

r=p(M), d+1=ordre maximal des biocs de Jordan associés aux
valeurs de module r de M. :

r,=p(M"), d,+1=ordre maximal des blocs de Jordan associés aux
valeurs propres de module r, de M’

ProposITION 1. — sir=1 (3 unispectrale):

D{N)= N4
—sir>1:
D,(N) ~ (log N)a‘,—dlog,.r, . Nlog,.r,-‘

Démonstration. D’apres le lemme 1, [j(n)=3%_, Mf.;" ~n'r" et
D(l(n))= Ly(n) = nry.

— sir=1, D,(,(n)=n% = ,(n)""

Pour tout N e N considérons Punique ne N tel que /,(n) SN <! (n+1).
Comme N=xI[(n)xl(n+1), on a D,(N)=D,(n)xN¥ et D(N)<
D,(I,(n+ 1))~ N4,

— sir>1, log{,(n)~n et donc
" D(l(n)) = log(l,(n)) rioen
~ log(1,(n)) = 0w (L, (n))'ow
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Pour tout Ne N considérons I'unique neN tel que /;(n) <N </ (n+1).
Comme Nx/[ (n)x/l,(n+1), 0ona

D:(N) = D,(ll(n)) P (10g N]tﬁ—rﬂog,r‘ Nozr: ot
Dr(N) < D,(l[(n -+ 1)) a (lOg N)c!;—dlog,.r, N]"Sr-"r’

ce qui achéve la démonstration de notre prdéposition. ||

La proposition | donne en particulier des conditions nécessaires pour
qu’une suite d'entiers soit engendrée par une substitution:

COROLLAIRE 1. 87 u=1(u,),.n €St engendrée par une substitution, il
existe (@, W) dans Rx [0, 1] tel que

Y l=x(log N)"N¥ avec @eZ(y).

w, < N

EXEMPLE 4. Les suites (n!),_n, (7"),.nes (@"7),.n avec (a, b)e
(N*\{1})? ne sont pas engendrées par une substitution.

Si 2" est une substitution de longueur constante (i.e., un automate fini)
ou une substitution irréductible, alors d =0. On en déduit:

COROLLAIRE 2. Siu=(u,), .y est engendrée par un automate fini ou par
une substitution irréductible, il existe (o, y)e N x [0, 1] tel que

Y 1=z (log N)° N

up < N

ExempLE 5. La suite (p,),cn+ OU p, désigne le niéme nombre premier
n'est engendrée ni par un automate fini ni par une substitution irréductible.

D’autre part, on peut montrer aisément (cf. [9, proposition 2.17]) qu’une
CNS pour que p(M*)>1 est que y(G'*}=2. On en déduit qu'une CNS
pour que r,> 1 est qu’il existe i dans I tel que y(ad,) = 2.

ProposiTiON 2. Soit u=(u,),.n une suite dentiers engendrée par une
substitution. Alors il existe (@,y) dans Rx 10,1] tel que ¥, _y1=
(log N)? N¥ si et seulement si il existe i dans I tel que y(&,) = 2.

DEFINITION 8 (Hypothése (H)).
On dira que 7€ {1, .., g} vérifie I'hypothése (H) s’il existe ie [ tel que
ya)=2.
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IV. THEOREME PRINCIPAL
Pour tout i [ et pour tout entier N, posons n(i} =inf{ne N/N <I{n)} et

Vi(a)= z e(ka).

ke [ZMiNay],
k<N

THEOREME. Si t vérifie lhypothése (H) et si we R\({Ugco @Q(0)), alors
limy ... Vi(o)/V4(0)=0.

D'aprés le critére de Weyl, ce théoréme signifie que si ¢ vérifie 'hypothése
(H), alors la suite (na), .,y est équirépartie moduio 1 pour tout
ae R\Upeo Q(B), cest-d-dire que R\Z([m],) =Ugco Q(8).

Etape 1. Pour tout ie {1, .., g} et pour tout ne N, posons

Sa)= ¥ elka)="Vi,(x)

ke {Z"ai):

On remarque que Viel Vnz 1 Si(0)=M{) > 0.

Cette premiére étape va consister A démontrer, par récurrence sur ¢ que,
si ¢t vérifie I"hypothése (H), alors pour tout ief lim,_, . S (a)/S (0)=0.
Remarquons que si S,(a)= (5" (a)),.,, ona S, (a)=M(a 1) S,(a). Si de
plus on pose pour tout fe/ et pour tout n>1

_ s . :
W:,(Ot) = F’fr%)j’ w"(oc) = (w::(a))r'e IL) Wo(a) = T(Os ) 0’ 1’ 0 " 0)
n T

tiéme rang

et

s
A(“"”‘(S:‘.H(O)M"f'(“’"’)(.-_,-)e,z’

on a:

W (o) = Ala, n) wy(a).

Pour tout (n, n’')e N? tel que n' <n, on pose B(a, n,n'y=A(a, n)--- A(a, n')
et B{a, n)= B(a, n, 0); on a ainsi pour fout n

W ifa) = Bla, n) wo(a).
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On remarquera que Y(i, /) € I*: B(0, n, n') = (57(0)/S" , ,(0)) MG =D, et
en particulier que B(0, n, n’) est une matrice stochastique.

Etape 1.1. c=1. Comme y(d,)>2, il existe au moins deux circuits
fermes distincts passant par a,. Soit / le ppcm des longueurs de ces circuits.
Quitte a travailler sur la substitution X', on peut supposer que /= 1.

Par ailleurs, il est facile de montrer en utilisant la méthode de Pisot—
Viarayaghavan (cf. [10, 15, 17]), que pour tout

ae R\ | ] Q(6)et pour tout Ae'd, lim A(n)a#0 mod I.
beo n— 0

Comme M, = 2, il existe alors § € ]0, 1] et une suite strictement croissante
d'entiers (Ny),.n tels que

VkeN O<|M (e, NI <(1-6) M,
c'est-a-dire
VkeN 0<|d) (a2, N )| < {1 —38) A(,(0, Ny).

Pour tout ie/, il existe un chemin de longueur p({) allant de @, 4 a, et un
chemin de longueur g(i) allant de a, 4 a,. Ainsi, quitte a rajouter a ces
chemins des boucles sur le sommet a,, il existe (p, g) € N*? indépendant de
i tel qu'il existe un chemin de longueur p allant de a; 4 @, et un chemin de
longueur g allant de a, a a,.

En particulier, Viel, M{’>1 et M{P > 1.

Quitte & extraire une sous-suite de la suite (N,), . OD peut supposer que
pour tout keN, on a N, | —N,>p+q+1 et Ny>¢. On a alors pour
tout (i, j)el*

Byja, Ne +p, Ny —q) =B (0, Ny +p, No +1) A (o, N})
X Blj(as Nk_ lst_q)

+ Z By, Ny +p, N, + 1)
(A1,

X A,l,u(a? Nk) Buj(a’ Nk_ I’ Nk—'Q)
Donc
|Bff(°" Ne+p, No—q)l ‘<-Bij(05 Ne+p, Ne—q)
— 0By (0, Ny +p, Ny + 1) 4,,(0, N})
X BQ(O, Nk_l, Nk—"q)
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Or
By(0, No+p, N+ 1) A,,(0, Ny) Bij(oa N,—1,N,—q)

Sh=4(0)
Y = 0 Mz('lp,MuM(lf)

Nk+p+1( )

A=) M Ne— )
= — T M My MP > —=

T oarMctp+ 1) (M +p+ 1)
Mir Mir

Mais d’aprés le lemme 1, si r = p(M"), il existe f,= f, >0 tels que

(N —q)
Mo B,
M(.Nk+p+l)/ﬁ2rp+q+1'
113
Ainsi
o
IBU(GC,Nk+P,Nk-q)[SBU(O,N,,+P, Nk—Q)—W

<C-BA0, N.+p, N.—q),

ou Ce 10, 1] car ByO, N, +p, N, —g)< L.
Pour tout &> 0, choisissons k tel que C**!1 ¢ Alors, sinz N, +p+1
on a:

B((X, H)ZB(O(, n, nO):B(a: 1, Nk +P+ l) B(aa Nk+p9 Nk_Q)
-+ Bla, No— g — 1, np)
et
1B(a, 7)o < C*+ B0, m)ll. <&,
et donc
” W"(CZ)" =] < "B(a! n)” o0 ”wn'(a)" ] KE
Etape 1.2. Supposons notre proprieté démontrée jusqu'a 'ordre

(c—1)

LEMME 2. Soit (hy, hy)e {1 - c}? tel que I, <I,,. Si h, est de type | et
hy de type 2, alors '

V(i el, <1, }im B(0,n,n)=0.

L e e o)

Démonstration. On a, avec les notations du lemme 1, pour les couples
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(i, /) et (i, 1) M xMPx=n%" avec r=p(M)>1 et hoe {1, .., c}. De
méme pour le couple (j, 1): M{” ~ P(n) ou P est un polynéme. D'autre part

57(0)

BU‘(O, n, n’)xm g;'—”""”
n-+
n'} 4 Y d '
_ M} (fr~:1'+l)zP(n )(n n' +1) gP(n} ),
ME;H'“ Y P (n‘l" l)d "

ce qui nous permet de conclure. |

Posons maintenant pour tout n = n’ 2= n,

E(a,mon')= 3, B"™a,n n) wha).

h=2
LemMe 3. lim, _  E(a, n,n")=0.

Démonstration. — Si h est de type 1, on a lim,, _, ,, w*(2) =0 en appli-
quant Phypothése de récurrence & la substitution obtenue en restreignant X
aux lettres a, telles que ie U, <, I -

— Si A est de type 2, on a d’aprés le lemme 2 lim,._, ,, B"*™(0, n, n")
=0, |

Nous allons maintenant démontrer que lim,, _, ,, w/'(a) =0.

‘Cas 1. y(G'}=2. On montre comme pour l'étappe 1.1 lexistence
d’une suite strictement croissante d’entiers (N;),.n telle que N,>gq,
VkeN, N, ,,—N,>p+q+let |[B (a0, Ne+p, N.—q)llo < C (avec pet g
entiers fixés et Ce 0, 1[).

Posons alors

vel@) = lwy, (@l et ed@)=hE@® Neyy—g— L Ne— @)

on a

Wit — g(®) |

=B"o, Ny —q— L Ne—q)wi _ (0) + E(2, Ny y —g—1, Ne —q),
et on en deduit que pour tout ke N:
-k
Vg o 1 (0) C - 0p(0) + E(@) < CFF lug(a) + Y, C*ey(a),
i=0 _

avec lim, _ , &.(o) =0 d’aprés le lemme 3. Donc lim, _, ., v,{(a)=0.
Pour tout £¢>0, considérons ke N tel que v {a)<g/2 et Vn>N,—q¢,
E(a,n—1, N,—q) <¢&/2 (cf lemme 3).
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Pour tout n> N, —gq, on a '
w;:l(a) = Bll(ai n-— l’ Nk'—'Q) w[]\!'k—q(d) + E(C(, n— 19 NkHQ)a

!
et done wi()] ., <.

Cas 2. y(G")<l. Le cas p(G")=0 étant trivial, supposons que
w(G")= 1. On a pour tout n = ny:

Vit (@)= W4 1(8) = 2 My (0 m) () + Bl )
n+tt

My

= Ml m) wo(a) + E(o, n, n).
1r

L’existence d’une boucle sur le sommet a; nous montre que, si py désigne la
longueur du plus court chemin allant de a, 4 a,, alors pour tout n=p, il
existe au moins un chemin de longueur n allant de a, a a,, soit: ¥n = p,,
MM =1,

De plus, quitte a itérer X, on peut supposer qu’il existe a;, appartenant a
une composante fortement connexe de nombre cyclomatique supérieur ou
égal a 2 située entre G" et G, tel que M ;> 2.

A partir de tout chemin de longueur »n > p, allant de a, a a,, on peut
donc construire au moins 2 chemins de longueur (n+ 1) allant de @, a a,
(en rajoutant une boucle au choix sur a,).

On en déduit que: Yn = py, M{?*+D = 2M (" . Donc si n2 p,

Wi (@)l o <3 Il o + I Eot, 1, 1)l oo,
ce qui entraine, grice au lemme 3, que lim wi(x)=0.

Etape 2. Nous allons maintenant montrer que limy_ o Vi(a)/ V3 (0)
=0, ce qui achévera la démonstration du théoréme.

Pour cela, nous allons décomposer tout entier N dans une échelle
naturellement associée a la substitution 2’ comme suit:

A tout (N,i)eNx {1, .., g} on peut associer un unique (N, i)eN x
{1,..,g} tel qu'il existe un unique (n, p)e N x {1,.., [(1)— 1} vérifiant

N=lm)+ -+l ,m)+ N

avec
i'=a(p+1) et OSN <l(n).

En particulier, cette décomposition conduit 4 la majoration

Vi)l <S50 a) |+ -+ #1590 )| + [V ()]

<IS ISHo)| + Viy(a)]

i=1
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avec N' < N (en posant [ = ||L(1)[|.). On obtient ainsi en partant de (N, )
et en itérant un nombre fini de fois:

|Vl <1 Z Y 1Si(=)]

j=lk<n

<1y, Y ISi@)

ielk<n

car Sj(a)=0 pour j¢ 1. On en déduit, pulsque 4 L0)=S!_,(0),

Vel _
V'i0) S ZS‘_.(O)k

2, 1Sia)l.

<M

II' nous suffit donc de vérifier que pour tout i€ f, on a

Y 1S =

k<n

lim
n—oo S l(0)

Considérons (d, r)eNx[1, +oo[ tel que M{Pxn%" (cf. lemme1).
D’aprés la proposition 2, r=sup g, p(M™)>1 (en notant t(h) le type
de h), et il existe §, >0 tel que pour tout n assez grand:

r—1(0)'“1"4(”_”>)81(n—-1)“r n—1

- Siiel, avec h the type 1, il existe §,> 0 et k,e N d’aprés le lemme
1, tels que Yk =ky, Si(0)=M® < B,k%* On a donc pour tout n assez
grand

1 _ _
,,,1(0 :Eni k(a)‘\ﬁl(n—l)dr"”lkg'n Si(0) fwilo)
1 .
g.ﬁl(n_ l)d rn—[ k<zk0 Sk(O)

FP Y i)

ne1
ﬁlr kosk<n

avec lim, _, ., wi(a) =0 d’aprés I'étape 1, d’'out

1 .
lim 151 (a)] =0.
o SL_(0) ,E,, (@)=t

- Siiel, avec h de type 2, p(MYUh=2")e {0, 1} et par conséquent il
existe un polync‘)mc P tel que pour tout n assez grand

1 o _ P
Sl (0) Z | k( )l\S (0) Z M <(n__1)d n—17

n— k<n k<n
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el on a encore

1 1 ) —
”‘Lﬂ;m Y 1Si(@) =0. |

k<n

Si me AN est engendrée par un automate fini, m est point-fixe d’une
substitution de longueur constante / (cf. [2]). Dans ce cas, @ ={/} et on
retrouve le résultat de [8]:

COROLLAIRE 3. Si m est engendré par un automate fini et si t vérifie
Ihypothése (H), alors #{[m],)= R\ Q.

Draprés la proposition 1, le théoréme que nous venons de démontrer
signifie qu'il suffit que u ne soit pas trop “lacunaire” pour que R\ #(u) soit
inclus dans une extension de degré fini de Q:

COROLLAIRE 4. Si u est une suite substitutive d’entiers telle que

lim !
N—oo log N

log Card{n< N,neu} >0,

alors R\B(u)= Uy o Q).

L’hypothése (H) sert a écarter les suites trop “lacunaires,” telles que
(2}, . n» dont 'ensemble normal n’est certainement pas de complémentaire
dénombrable.

Dans [8] nous avons montré que si 2 est une substitution de longueur
constante, alors 'hypothése (H) est une condition nécessaire et suffisante
pour que R\ #(u) soit dénombrable.

1l serait intéressant de généraliser ce résultat au cas des substitutions de
longueur quelconque, un exemple typique de suite ne vérifiant pas
'hypothése (H) étant (fig. 3):

ka4

EXEMPLE 6.
A:{alsaz,aa,%}a 2{a))=a,a,,
2(a,) =a,as,
2(a3) =aya,a,,
Z(as)=a4a,,
M=d,0,0,0,0,0:0:040,07d3 "
[m]; est la suite croissante des entiers de la forme

2"1+”2+2"'—%nl(l’!1 + 1)_%(’12—1)”2—"1”2_ 1, (Hl, nz)E N*2-
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& O:O;C@

31 32

FiGURE 3

CONJECTURE. S§i u est une suite substitutive dentiers telle que

limy _, ., (1/log N)log Card{n< N, neu} =0, alors R\#(u) a la puissance
du continu.

ha —

bl

12,

13.

14.

15.

16.
17,
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Caractérisation des ensembles normaux substitutifs

Christian Mauduit

CNRS UA 225, Université &’ Aix-Marseille II, Département Mathématique-Informatique,
70, route Léon-Lachamp, F-13288 Marseille Cedex 9, France -

Résumé. Nous montrons quune partie B de R est I'ensemble normal d’une
suite d’entiers engendrée par une substitution irréductible si et seulement si
R\ B est une extension algebrique de degré fini de Q.

I. Introdution

Si u=(u,),.~ est une suite d’entiers, on note #(u) I'ensemble normal associe
a u, c’est-a-dire I'ensemble des nombres réels « tels que la suite (u, o), . est
équirépartie modulo 1; B<R est dit normal s'il existe une suite u telle que
B=2(u) (cette notion a été introduite par M. Mendeés-France dans [11]).

Dans [14], G. Rauzy a donné une caractérisation compléte des ensembles
normaux: B est normal si et seulement si (i) 0¢ B, B+1=B; (ii} VqeZ\{0},
qBc< B; (iii} il existe une suite de fonctions réelles continues (f,)..n telle que
lim f (x)=0 si et seulement si ae B.

Par contre, on ne sait pas caractériser les ensembles normaux B pour lesquels
il existe une suite croissante d’entiers u telle que B= 2 (u), et ce probléme semble
&tre d’une trés grande difficulté.

Dans cet article, nous nous intéressons au cas des suites croissantes d’entiers
engendrées par une substitution irréductible X sur un alphabet fini. On dit que
BcR est un ensemble normal substitutif (ou Z-normal), s’il existe une telle
suite u vérifiant B=4(u). Nous donnons la caractérisation suivante des ensem-
bles Z-normaux: B est X-normal si et seulement si R\ B est une extension algébri-
que de degré fini de Q. Le probléme que nous étudions ici se situe dans le
cadre de I'étude des propriétés statistiques des suites d’entiers engendrées par
un algorithme simple (c. [1, 3, 5, 6, 8-107) et est reli¢ & I'étude des propriétés
des systémes dynamiques associés aux substitutions de longueur quelconque
(cf. [2, 4. 5,7, 13, 16]).

II. Rappel sur les families de Pisot

L'objet de cette partie (lemme 2) est de préciser un résultat classique de C.
Pisot et R. Salem (cf. [12, 18]).
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Lemme 1. (i) Si deN, alors

Y n"z":(—l%zd{r—lavec HueZ[X], deg(I)=d et IT,(1) +0.

nz0
(i1) Si PeZ[X] avec deg(P)=d, alors

> P(n) z”=(—fg$—+l avec [TeZ[X], deg(Il)=d et IT(1)+0.

nz0

Démonstration. (i) résulte trivialement de la récurrence

o(z)=1,
Oyi 1 (@)=(d+1) 2114(2) + (1 ~ 2) [T ().

.

On en deduit (ii) en remarquant que si

d
P(‘Z)= Z b; zi:
i=0

alors
d
S PP =ct g o @)=Y pl—2 e O
nzo i=0

Lemme 2. Soient 8, ..., 0, des nombres algébriques distincts de module supérieur
~ou égal a1 tels qu'il existe (xy, ..., x)e(R\{0}) et (P, ..., R)e(Z[XT\{0}) tels
que

lim e ( ). o B(n) 9?)= I,
i=1

E g« o]
on e(x)=e?i"*,
Alors,
(i) 8y, ..., 6, sont des entiers algébriques tels que, si 0 est conjugué a l'un
d'entre eux et 0¢{0,, ..., 0,}, alors [0 < 1.
(1) pour tout ie{1, ..., ¥}, %, Q(0).

Démonstration. Posons )’ «;B(n) 67 =c, +5, ol ¢, est un entier,

i=1

st et f@)=T ¢, 2"

nz0

‘® Montrons d’abord que f(2) est une fraction rationnelle.
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Notons d,=deg(P), d= sup d,, et considérons (yo, ..., y)eZ* ! tel que,
iefl,...,r}

pour tout ie{l, ..., r},

=

k k
Z ?j9{= Zf?jeg: e =
i=0

dejg‘;:O
J=0 j .

1]

(on peut préndre par exemple pour (v, ..., 7,) les coefficients du polynome
obtenu en élevant a la puissance (d+1) le produit des polynémes minimaux
des 8, pour ie{l, ..., r}). On a alors:

M-:

0=

Y R(n+j)y; 07

i=0

It
—

=

('},jcn+j+’Pj8n+j):

f=0

¢e qui implique, puisque

k
lime,=0 et Y y;¢,4,6Z,

n-* o J—O

que pour n=ngy on a
K
z l})jcn+j=0'
i=0

Il s’ensuit que f(z) est une fraction rationnelle, que 'on notera

% avlec (P,Q)eZ[X]? et Q(0)=1 (cf lemme de Fatou).
® Posons g(z)= ) ¢,z Ona
nz0
— d ) n n_f@z‘r aiﬂi(eiz) _P(Z)
g0)= L X u B0 —5or= 1 g0 0@

ot pour tout ie{l, ..., r}, T, Z[X] et I1;(1} %0 (cf. lemme 1). Comme lim &,=0,

nR—+ o

le rayon de convergence de g(z) est supérieur ou égal a 1 et g{z) n’a pas de
1 .
pole de module 1. On en déduit que pour tout ie{l, ..., r}, 7 est racine de

14
Q(z)=144g,z+ ... +q,z* avec la multiplicit¢ (d;+1) et que toutes les autres
racines de Q sont de module supérieur & 1. Ceci nous montre que le polynéme
a coefficients entiers z*+¢q, z*7* + ... + ¢, admet 8,, ..., 8, pour racines, toutes
ses autres racines étant de module strictement inférieur a 1, ce qui démontre
la partie (i) du lemme.
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Enfin, pour tout ie{l,...,r} ona

+lg(r)= ; (I-6, 20" P(z)
(186 z)d g(z)=ua; He(f?;z)-i—j;locjﬂj(ﬂjz) (1 “_Gj Z)d‘+1 - 0(z)

J#i

(=02,

. 1
et en faisant tendre z vers 9—:
b (=1 PG
CTIL(1)y 049(1/6)

i 1eQ(@). O

III. Ensemble normal associé A une suite substitutive

Dans cette partie, g désigne un entier =2, 4 un alphabet 4 g lettres, et %
une substitution sur A (c’est-d-dire une application de 4 dans A* I'ensemble
des mots finis sur A4, prolongée 4 A* U AN par concaténation).

On notera A={a,, ..., 4.} et pour tout ie{1, ..., g},

2(a)=0a,,11)- - Ay q,01>

ou /;(n) désigne, pour tout entier n, la longueur du mot Z"(a) et ou o, est
une application de {1, ..., [;(1)} dans {1, ..., g} (on suppose a,(1)=1).

Nous supposerons enfin X irréductible, cest-d-dire que pour tout
(i,j)e{l, ..., g}* il existe un entier n tel que le mot X"(a,) contienne la lettre
a;. '

Définition 1. Soit M =(M, ). seq, ..., 52 12 matrice définie par:

M ;=card(o; *({j}) pour tout (i,j). |
On dit que M est la matrice associée 4 la substitution X, ou Z-matrice (cf
L17]).

Pour tout #eR&, on note Tu le vecteur transposé de u.

On remarque que si L(n)="(,(n),...,L(n) alors L(n)=M"L(0)
=M"T(1, ..., 1).

Pour tout entier n, on pose:

Mn=(ME;))(i.j)e{l....,g!z'
Lemme 3. Soit p le rayon spectral de M. Il existe (8, f,)e(R*\{0})? tel que

Vi, )e{l, ..., g}% VneN, B, p"sMP<p,p"

Démonstration. En effet, M étant une matice primitive 4 coefficients entiers posi-
tifs on a, en désignant par | M"| la norme spectrale de M" (cf. [19]):

(8, Bz)E(R+\{0})2N"ENs Bip"sSiM™|£6,p"
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Donc si
M® = sup IMPP, ona B, p"SM{; =80

fgfo ip fo
(el .5

et on conclut en remarquant que M{T ;2 <MY <M1 ? pour tout (i,). O

Définition 2. Si meA* U AN et si te{l, ..., g}, considérons la suite croissante
[m], des entiers n tels que la (n+1)*™° lettre du mot m soit a,. On dit que
[m], est le support de m relatif 4 a,.

Daprés le critére de Weyl (cf. [15]), 'ensemble normal associ¢ a la suite
[m], est égal &:

B([m])={«eR;YkeZ\{0}, Y e(kno)eo( Y, 1)}

ne[ml, nefm];
n<pN n<N

Définition 3. Pour tout réel a et pour tout entier n, considérons M (x,n)
=(M (e, 1)), et ... g2 |a matrice définie par:

M;’j(“a n)= Z e( Z lcr.-(k.)(n) o

kear M{j k' <k

On remarque que pout tout entier n, M (0, n} est égale i la Z-matrice M.
Nous allons maintenant définir les fonctions A associées a la substitution
X, qui sont au centre de notre étude.

Définition 4. Pour tout (i, j)e{l, ..., g}* tel que o, *((j}) soit non vide, notons
ki, ..., ku,, 1a suite croissante de ses éléments.

Pour tout xe{l, ..., M}, onpose A= % I, a9
K<k

A= (A9 kel s MO} et A= () Ay

Lj=1

On remarque en particulier que si X est une substitution de longueur constante
r (i.e. un r-automate fini), alors 4={A} ou A est définie par A{n)=r" pour tout
entier n.

Exemple 1. Soit X la substitution sur A={a,,a,} définie par X{a,)=a;a;,a,
et Z(a,)=a,a,.
Alors

L el e( )+ L) o
Mz, ”"(euz(n) ) ! )

et A =A=¢, A, ={l;. 1, +1,}, 421 ={l,}, avec

L) =3(L+ /2 (=) 2 )
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et
IZ(nJ=J§((1+1/5)"“-(1—1/5)"“).

Soit maintenant

E={aeR;3keZ\{0}, lim e(kA(n) «)=1 pour tout L A}.

Proposition 1. E={aeR; 3keZ\{0}, lim e(kl,(n) x)=1 pour tout ic{l, ..., g}}.

Démonstration. En effet, §'il existe ke Z\ {0} tel que lim e(kl;(n) 2)=1 pour tout

ie{l, ..., g}, on en déduit, puisque tout élément A de A est combinaison linéaire
d’un certain nombre de [;, que lim e(kA(n)a)=1 pour tout Aed, c'est-a-dire
n— o

axek.

Réciproquement, soit aeE et ie{l, ..., g}. On peut supposer, quitte a itérer
Z quil existe je{l,...,g} tel que Z(a,)=...a;a;.... Ainsi, il existe
(A, AYe(4,;L{0}) x Ay, tel que A'=1+1, et on en déduit qu’il existe keZ\ {0}
tel que lim e(kl;(n)a)=1. O

Remarque. L’ensemble E ne dépend que de M. En particulier E ne dépend
pas de I'ordre dans lequel apparaissent les lettres dans Z(a) (i {1, ..., g}).

Posons pour tout ie{l, ..., g}, E;={aeR; 3keZ\{0}, lim e(kl;(n)a)=1}.
Deésignons par @, I'ensemble des valeurs propres de M qui interviennent

dans l'écriture de [;(n) et par ¢ le nombre des classes de conjugaison, notées
6,,(ye{l,...,c}), qui composent &, On note 67 ={PeB,, (0121}, 6

iy
={0€@,,;10|<1},0 =0 6} et O =0 0.
. y=1 Y y=1 Y

iys

ys

Proposition 2. Pour tout ie{l, ..., g}, on a:

E={aeR;Vye{l,...,c},AR,eQ[X]/a=R,(0)  pourtout 0B}

[4
Démonstration. Notons [(m)= > Y B(n) 6" avec, pour tout ye{l,...,c},

=1 68eby,

PeQ[X]\{0}. ’ '
Fixons maintenant y,€{1, ..., ¢} et 6,0} . D'aprés la seconde partie du
lemme 2, on a E;c {1} Q(f) et donc, si acE; il existe R, eQ[X] tel que «

e@+
=R,,(65). e
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De la méme fagon, pour tout 8e®;*, il existe R°e Q[ X] tel que a=R*(®)
(avec R%=R, . Soit deZ\{0} tel que d-R, eZ[X] et d-F,eZ[X] pour tout

ye{l, ..., c}.
Pour tout ye{l, ..., ¢}, >, 0" est un entier et donc
’ BE@iV

dY R, (06 et d° T T B(n)R,,(0)0"

Gedy y=1 08,

sont des entiers. Ceci nous montre que

<

Cadl(n)y—d* Yy, ), R,(n)Rm(G)G"=d2i Y. B(n}(R,,(6o)— R, () 0"

y=1 0By y=1 86y,

converge vers O modulo 1.
1l en est donc de méme de

<

d* Y, Y. B(n)(R,(Bo)— R, () 6"

y=168e0p

=d? 3, B,(M(R%(6)—R,,(6) 6" +d* i Y. B RUO—R,,(6)6"
B:fg,;o ;:Tlo fe@,

On en déduit, en appliquant la premiére partie du lemme 2 la famille 8"\ {0,},
que pour tout 0 &; , R*()=R, (6. O

[Yo?

Remarque. En particulier, E; est une extension algébrique de degré fini de Q.
On remarquera que E; est en fait le corps associé, par la correspondance de
Galois, au sous-groupe formé des permutations qui laissent stabler chacune
des classes de conjugaison @ (ve{l, ..., c}).

g
On vérifie aisément que E = () E;. Ceci nous permet d’¢noncer:

i=1
Proposition 3. E est une extension algébrique de degré fini de Q.

‘Nous allons maintenant montrer les propositions 4 et 5 qui constituent le
théoréme suivant:

Théoréme 1. Si m est un point fixe de la substitution irréductible X, alors
B([m])=R\E pourtout te{l, ..., g}

On peut supposer que m= lim Z"(a,) et, quitte a itérer X, que M >0.
n-+ o

Proposition 4. Z([m],)>R\E.
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Démonstration. Soit aeR\E. Pour tout ie{l, ..., g} et pour tout entier N, on
pose

n(i)=inf{neN; N<l(m} et Vil= >  e(pa)
pE[E"“;\Sae)lt
p<

Nous allons montrer que lim V"‘f(a)
N—ow Vi(0)

aeB([m],). Pour cela, considérons

=0, ce qui nous permettra d’affirmer que

S:l (D.’.) = lf(n) (C() = Z e(p CZ),

pelZn(ag))e
Si(®)

=S SO=E e o @ = W Dr,

On a, en posant
S5(0)
Sh+1(0)

Ao, n) =( Mo, n)) ,

(i, Nefl, ..., g)?
Ba,n,ny=A{o,n)... A(a, n’) pour n' <n et Blw, n)=B(x, n,0):
w,,+1(tx)=B(oc, n) WO(a)‘

On remarque que

;
B(0,n, n')=(—“§"'(0) o “) :
n+1(0) {h Del, ... g)?

est une matrice stochastique.

Soit igeA tel que e(A(n)-a) ne converge pas vers 1; on note A, 4
existe 0e]0, 1[ et une suite strictement croissante d’entiers (N tels que
B NO ; 13 |
— VkeN\{0}, Ny — N, =3 et
- VKEN, 0<|My, , (@ NI S(1=8) My,
cette derniére condition pouvant s’écrire

Il

iojo-

VkeN, 0<|Ay o NIS(1—0) 4;;,(0, N
Pour tout (i, e {1, ..., g}*, on a:
B, No+ 1, Ny—1}=A;; (a0, N+ 1) A (o, N,— 1)

+ Z Ail(a! Nk+ l) AA #(05, Mc) A,uj(txs Nk— 1)9

{4, u}* (io, Jo)

io jo (aa Mc) Ajul )
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. et donc

| B; (o, N+ 1, Ne—1)|
< Bi(0, N+ 1, Ny—1)—0 43, (0, Ne+ 1) 4,4, (0, N) A, 50, N.— 1)

g(l—ﬁ‘ )B (0, N+ 1, N —1),
B, p°

2

car

Ajio (0, N+ 1)

S
IGJO(O No) AJOJ(O N—1)= e 2 My, Mlnm MmJ
SNk+2
S S{Vn—: B M}‘?k—l) ﬁ

= = = (avec les notations du lemme 3).
:'Vk+z M}ivk+2} ﬁZps

On a donc, en posant

0
C=1= 225510, 1 L 1B Moo, Ne )l SCIBO, Mot 1, = 1)
2

pour tout entier k.

Pour tout £>0, choisissons k tel que C**1 <& Alors, si n2N,+2, B(x, n)
= B(a,n, N,+2) B(a, N+ 1 N,—1)... B(a, No— 1,0) et || B(ot, )} o SC** ! .
On en déduit que 11m B(x, n)=0 et donc que lim w,()=0.

n—+om

Pour montrer que lim Wy (2 )=O, nous allons écrire tout entier naturel N
N-wo Vy{0)

dans une “base” naturellement associée & la substitution X

- A tout (N, )eN x {1, ..., g} on peut associer un unique (N', i)eNx {1, ..., g}
te] qu'il existe un unique (n, p)eNx{l,...,(1)—1} tel que N=I, ;(n)+ ...
+ LM+ N aveci'=0,(p+1) et 0N <l (n).

Cette décomposition conduit 4 la majoration

RIS O @)+ ... +[SP @)+ Vi (@)

<Y IS+ 1V (@),

i=1

avec N'< N (en posant [= || L(1}]| ,)-

On obtient ainsi en partant de {N, 1) et en itérant un nombre fini de fois:

RIS Y ISi@)

i=1k<n

(en posant n=n(l)=inf{meN; N <1, (m}}).
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On en déduit

W @)
VNl (O) lizl S: 1(0) k;,,Sk(O) !Wk(an

mzz niZPM@M

= Bl i= k<n
en appliquant le lemme 3 & S!_,(0}= MY, Y et Si(0)=M.
Comme, pour tout ie{l, ..., g}, on a klim |wi ()] =0, on en déduit
im Ao
N-w Vy(0)

Proposition 5. Z({m],)=R\E.

Ch. Mauduit

Démonstration. Soit acE et keZ\{0} tels que lim e(kl;(n)o)==1 pour tout

ie{l, ..., g}

Nous allons montrer que lim inf fw} (ke)| £ 0, ce qui assurera, d’apres le critére
n—oc

de Weyl, que a¢Z([m],). Quitte a poser o« =ka, nous pourrons prendre k=1

pour la suite.

Considérons Ke]0, 1{ tel que pour tout entier n, {1—e(A(n)a)i < K" (par

exemple, K = sup /16D

On en déduit que pour tout (i, )e{1, ..., g}? et pour tout entier n,

.)'
Mdmm—AdaﬂéﬂiéﬂM(mm M<K

g
Pour tout ¢ donné dans 10, 1[ on peut supposer, quitte a itérer Z, que Ks——.

Pour tout (i, j)e{l, ..., g}?, posons

Ao, n)= A;;(0, n)+8”(a n)

avec |g;;(o, n)l S K",

B;;(or, n)= By;(0, n)+ E;;(x, n)

g+e
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et
e(,n)=  sup  |E;(e, n)l.
(i.j)e{l.....gP
On a alors
g
Bij((x, n—+ 1): Z A,-k(ot, n + 1) Bkj(a, n)
k=1
E
= Z (A:'k(oa n+ 1)+81‘k(aa n+ 1)) (Bkj(oa n)+ Ekj(aa n))
k=1
= Blj(():' ¢} + 1) + EU(Q'., n + 1),
avec
g g
Ejl,n+ 1))=Y sulo,n+1) By, )+ Y, Aple, n+1) Ey (o, n).
k=1 k=1
Donc

g g
|E;ja,n+ DK"Y B0, n)+e(oa,n) Y |Aule, n+1DISg- K" +e(a, n)

k=1 k=1

et e(a, n+1)Sele, n)+gK"* !, d’ou, pour tout entier n, e(a, 1) < <e.

Ona dOﬂC, €n posant E(d, n)=(Eij(a, n))(!‘_ Dell, ... ,g’zz

Wy 1 ()= B(at, n) wo (a0)
= B(0, n) wy () + E(ot, n) wo (o)
=Wyai (O) + E(Ot, n) wo (0[),

cest-a-dire, puisque w,,  (0)="(1, ..., et

WO(OC)=T(09 A 09 130’ vy 0)’ W,1,+1(a)= 1 +Elt(a& 71)

rang ¢

et donc pour tout entier n, jw!(x)— 1| <e, d’ot lim inf|w} (@) 21 —&>0. O
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Exemple 2. Si X est la substitution définie dans 'exemple 1 et

m=a,0,0,0,a,0,0d,a,0,a,d5..., alors @([m]1)=R\Q(]/§),
car

E={aeR;3keZ\{0}, lim e(k(1+]/2)'a)=1}=Q()/2).

Exemple 3. Si X la substitution sur A= {a, a, a; a,} définie par

Z{a\)=a,a,a;a3a3a,a,a,4a,, Z(a;)=ajaza,,

2(az)=azasasa,a,a, et 2(a;)=a;a,a,a,a 8,8,

on a
2124
0210
0024
5002

et pour tout ie{1, 2, 3, 4} €, ={6,,8,} et ©,” ={03; 94},.avec

0,=2+)/5+)/5+2)/5, 0,=2+)/5~)/5+2}/5,
0,=2-)/5+)/5-2)/3 et 0,=2-)/5-)/5-2)/5.

Q(6,)=0Q(0,) est une extension de Q de degré 4 et E={acR; IReQ[X],

a=R(0,)=R(f,)} est I'extension de Q degre 2 égale & Q([/g). Pour tout me AN
tel que X (m)=m et pour tout te{l, 2, 3, 4} on a donc:

B([m])=R\Q()/5).

1V, Théoréme réciproque

Lemme 4. Soit 6 un nombre de Pisot de degré g. Alors, il existe un entier v
et une matrice irréductible M de taille g x g a coefficients entiers non négatifs
tels que l'ensemble des valeurs propres de M soit constitué exactement de 0
et de ses conjugeés.

Démonstration. Notons 6=46,, 8,, ..., 0, les conjugués de 6 et, v étant un entier
fixé tel que

°>3g+1 et sup 18?1,
ig{l,...,g}

considérons pour tout ie{l, ..., g}, ¢, =0/ — 1.
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Les nombres ¢y, ..., @, sont les solutions de I'équation x#—s, x*7'+4 ..
+(~1)%5,=0 ou pour tout ke{l, ..., g}, on pose

S = Y @, --- 91, EL

1fiy<...<ixsg
On a donc pour tout ke{l, ..., g} ss=¢-¥,_, +y, avec p=¢;,

Wo=1 et Y= Y @, - 0, €R

1<iy<,., <l =g

{on remarque que i, =0).
Montrons par récurrence sur k que la propriété (H,) suivante est vraie pour
tout ke{l, ..., g}

(H) Vie{l,...,g—kj} )y (Pi,,---fﬂik=("1)kC:—i(1+3k(i))a
i<if<...<ip=g
avec |g, () <(3)** " — 1. '
En effet (H,) est vraie, et si I'on suppose ie{1, ..., g—k—1},

Z Piy Py = Z @, Z Py Py sy

<iy<...<ik+158 i<ijSg—k f<iz<..<ig+1sx
= Y (=140 (=) Choi, (1 +6(iy)
i<i1Sg—k
=(—IICE (-1 X C’;—e,(gfvl‘*‘gaSk(il)—ek(il))
i<iyZg—k

=(= DGR+ e (D),
avec

]- ' 1-& 21-8 k-x 2k-g
lariS=my X G- [ "=1+@ =@ -D+(@ -]

Cg—i i<y gg—k
é(%)zl*s-{-zkﬁs;1§(%)2k+l«3_1

b

ce qui déemontre (Hy, ). .
En particulier, on a pour tout ke{1, ..., g},

Ye=(— 1)"@‘—1(1 +¢&) avec |g] é(%)z""_l

et
(=D s =(CA (L84 )= CE- (1 +85,)
k=1 g—k+1 l+g
=l - - 0
Ce=1(l+5 1)(49 X [+6_, >0,
car

g—k+1 14¢
k T4e-,

<3g et o=0"-1>3g
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Considérons alors la matrice irréductible a coefficients entiers non négatifs
B={Hi). jeq1,..., g définie par

po=(—1"1s,  siie{l, ..., g}
Misr=1 siie{l,...,g—1}
#;;=0 sinon,

On véerifie aisément que les valeurs propres de p sont ¢, ..., ¢, et par suite
1» .-, O sont les valeurs propresde M=p+1. [

Théoréme 2. B< R est un ensemble X-normal si et seulement si R\B est une
extension algébrique de degré fini de Q.

Démonstration. Nous avons. vu (théoréme 1) que si B est un ensemble X-normal,
alors R\ B est une extension algébrique de degré fini de Q.

Reciproquement, soit F une extension algébrique réelle de degré g de Q
et soit § un nombre de Pisot tel que F=Q(6) (cf. [18]).

Considérons, avec les notations du lemme 4, la matrice M =(M )i hetr. .. o
associée i 0 et la substitution Z définie sur A={a,, ..., a,} par:

Z(a)=aj""...a}'v. . as  pourtoutie{l,..., g}.

Alors, si m est le point fixe de ¥ commengant par a; et u=[m], la suite d’entiers
engendrée par m et ay, il résulte du théoréme 1 que #(w)=R\E, ol

E={xeR;3keZ\{0}, lim e(k6*" ) =1} = Q(9").

De plus, lim e(8""-8)=1 ce qui implique #eQ(6") (cf. lemme 2) et donc Q(M

=Q(0").
Par consequent, #(u1)=R\E=R\Q(6)=R\F et R\ F est un ensemble X-
normal. [J '
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