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1. INTRODUCTTON.

Le travail que nous présentons ici s'inscrit dans le cadre de 1'étude des

suites engendrées par un auromate fini, qui constituent un exemple classique
de suites de "faible complexité".

Ces suites ont fait 1'objet de nombreux travaux récents:

-étude de leurs propriétés combinatoires (ef[3) {4l {ﬂ] [9] [12]:'

-étude de leurs propriétés arithmétiques (cf[1] 5] [10) [14) [21] [25] [28] [29])
-étude des systémes dynamiques qui leurs sont associés {cf{lBI[l?][ZZ][Eﬁ]}

Four notre part, nous nous intéressons aux propriétés statistiques de telles
suites (cf[7] [11]).

Deschdption du probliéme.,

Rappelons que 1'on appelle ensemble normal associé 3 une suite u = {qgn € N
1'ensemble des nombres réels £ tels que la suite {un.g}n € I soit Bqui-
répartie modulo un.

Le but de cette étude est de déterminer une condition nécessaire et suffi-
sante pour que 1'ensemble normal associé & une suite d'entiers

Uy Uy < wiw < < reconnaissable par un automate fini soit exactement
IR~ @ (la définition précise de la reconnaissabilité sera rappelée ultérieu-
rement) .

D'aprés le théoréme de Weyl (cf [26] ou [21]) le probléme revient & étudier

le comportement de la somme E e{un.ﬁ} et de déterminer & quelles condi-
n<H~N
1

tions on a, pour tout £ drrationnel lim T z e{un.g} =0 .
Now " n<N

(en posant e(x) = Eziﬂx

).

Résultats antdrieurs.

- En 1980, Kamae, dans un article non publié (cf[7] ) , avait donn& une ébau-
che de démonstration dans le cas particulier od u, € 0(n) (par exemple pour
la suite de Morse (cf exemple 2)) .

- En 1983, Coguet a obtenu un résultat permettant de conclure pour certaines sui-
tes telles que u € O(n) (cf [1t] ) . C'est le cas de la suite
1<3<4<9<10< ... des entiers dort 1'&criture en base 3 pe contient pas
le chiffre 2 (cf exemple &4 ).
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Mais aucune de ces deux méthodes ne s'applique, par exemple, au cas de la
suite de Baum - Sweet (cf exemple 5) qui vérifie u € 0 ["10962} avec

1+V/5

B & —m— et dont on peut montrer par ailleurs que 1'ensemble normal est
R~ T .

Résultat obtanu @

Le théoréme que nous donnons permet de conclure dans le cadre le plus général,
en montrant qu'il suffit que la suite u n'ait pas une croissance de type ex-
ponentiel. En fait, cette condition s'exprime trés aisément sur le graphe asso-
cié 4 1'automate en disant qu'il suffit qu'au moins un des sommets qui recon-
najit la suite u soit précédé dans le graphe par un sommet possédant au moins
deux circuits fermés distincts.

Ces résultats avaient &té annoncés en 1984 dans une note aux C.R.A.S. (cf(23 ] )
Par ailleurs, nous &tablissons (théorémes 2 et 3) que ces conditions sont né-
cessaires (ef [24] ).



11. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

1. Seit r un entier supérieur ou égal & 2
On désigne par [r] 1'alphabet {0,1,...,r-1} et par [r]K 1'ensemble
des mots de lonqusur K=1,

(rP=(0},
4 o K

ftrl* = v [r]
K=0

On rappelle que [r‘]* est muni de 1'opération de concaténation en posant, si
ml,mz,...,mp sont des mots :
*

p
1::1m_i =mlm2...mp E [r]

Un r-automate J% est la donnée d'un quintuplet M = (ALE ,a,0,7) avec :

i} A alphabet , A = {a,b,c,... }
i) alphabet :

L]

iii) a point initial de A

-
1

[z}

)
iv) ¢ application , o : Ax[r] » A
T

v)

"
application , T : A = E

Pour tout (x,s) dans A x[r] on pose @{x,s) = s(x} ou plus simplement x .¢

On prolonge alors  : A x[r]- A en une application, encore notée ¢ ,
w: Ax[r1*® A,

Si n est un entier positif dont la représentation en base r est

g Sg-1 *** €g on pose pour tout x dans A

xo-n

w(x,n)
£

. E i
X g Eg—l o
(8 n=0 on associe le mot vide, avec ¢(x,9) = x)
Ainsi, lorsque n parcourt IN , a.n décrit ung suite infinie d'éléments
dans A et t(a.n) décrit une suite infinie ¢'&léments dans = .
Nous avans adopté ici la définition des auteomates & lecture indirecte .
Un rapelle quo les automates 4 lecture direcle définissent exactement

les mémes suites {cof [415)),



2. Pélinitions fondamentales :
1) On dit qu'une suite t € EH1 est r-reconnaissable s'il existe un r-auto-

mate & = (A,Z,a.p,1) tel que :
b= tnem = (1la.n)p ey
2) On dit qu'une suite d'entiers Uy < Uy <...<u <... est r-reconnais-

sable si sa fonction indicatrice t E{B,I}IN est r-reconnaissable.

D'autre part, notons G 1le graphe associé a 1'automate A et M la matrice

associée au graphe G !

M: = (.5 fi.82] i

s
Si S désigne la matrice de 1'action — pour s dans [r] , on pose
pour tout & dans IR :
r-=1
Mg) = I e(sE).S
s =0

" ”ﬁj{EJ}{ijj] € A2
Pour tout n dans IN , on note M™Mz) = Mo iry. . MG EIM(E)
On a alors H(n?{ﬂ}:Mn{ﬂ}zhn ‘
De plus on remarque que ,pour tout entier g3l la suite t est
r9-reconnaissable par l'autumatEuﬁ = {A;;,a,?g,Z) ol ?g est

l'application associée 3 la matrice M SLCED .

Exemple 1 : La suite 1<2<4<8<16<... des puissances de 2 est re-
connaissable par 1'automate :

1(a) = 1(c)= 0, t(b) = 1, t=(01101000100...)

1 e(g) 0
et on a Mg} = 0 1 e(Z)
0 0 1+e(E)



Ewemple 2 : La suite 1<2<4<7<8<.,, des entiers dont la somme des
chiffres en base 2 est impaire (suite de Morse) est reconnaissable par 1'automate

4]
0 1 0
1
()»——a—QbH::l‘:“;ﬁO
a C
t(a) = t(c) = 0 t(b) =1 t=(01101001100...)

1 e(£) 0
1 e(E)
0 e(&) 1

et on a M(£)

]
Law]

Exemple 3 : La suite 1¢2¢48¢5{7<¢ ... des entiers non nuls dont la
représentation binaire contient un nombre pair de bloes 11 (suite de

Pudin-Shapiro} est reconnaissable par 1'automate :

o 1

£

\\

i

L (a)= T(d) =T(e) =0 , T (k) ts 401 LGLIOLET Y sun )
1 e(%) 0 0 0 |

0 0 1 e(%) 0
et on a ML) = 0 el(k) 1 0 0
0 e(t) 0 0 1
0 0 0 e(E) 1




Exemp_{_@__{ : La suite 14 344¢9 L1048 ... des entiers non nuls dant
1'écriture en base 3 ne contient pas le chiffre 2 (suite de Coquet) est

reconnaissable par 1'automate

-

0 t(b) =1

1(a) = t(c) t=(01011000011...)

1 e(&) e(28)
0 l+e(£) e(2¢)
0 0 I+e(&) +e{2%)

et on a M(E)

Erenple § : La suite 1<3<4<7<9<,,. des entiers dont la représen-
tation binaire ne contient aucune plage de 0 de longueur impaire {suite de
Baum-Sweet) est reconnaissable par 1'automate :

i 0
;UL B U N
* > - (i
T Te——
O —— 3

t=(010110601010...)

F_l e(s) 0 0
etona Mg = [0 e 10
0o 1 0 e(g)
0o 0 0 lee(s)




3)soit 2 un sommet de G .
6[ 2] est la restriction du graphe G & 1'ensemble des sommets k tels qu'il
existe ne N , Hh; >0 (c'est-d-dire & 1'ensemble des &tats & partir des-
quels on peut rejoindre 1'état &) .

On dira que le sommet i de G précéde (au sens large) le sommet j de G
s'il existe n € IN tel que ”21 >0
On note M(GI2]) 1la matrice associée au graphe G[ 2]

#)a @etant 1'etat initial de 1'automate Q¢ , on définit 1'application v :
M - A
n w v(n) = gla,n) =a.n
et on note, pour tout x30

V(x,2,8) = z e (n.£)

n<x
v(n) =12
Vix,b) = V(x,2,0)
= Il
n=<szm:
vin) =2

On a choisi 1'automate de fagon 4 ce que
v (x,£) € R* xR V(x,a,£) = 1

ce aui est toujours possible, quitte @ rajouter un nouvel état initial &

0
1'alphabet A tel que a ne porte qu'une boucle ,celle de —— .




§)par ailleurs, si f(x) et g(x) sont deux fonctions définies et positives
pour X > X la notation f ~g ou T(x) ~ g(x) signifiera qu'il existe
des réels o et o' tels que nour tout x assez grand

flx ;
o <asif <

¥.B., : Les définitions spécifiques aux automates s

celles spacifiques aux graphes se trouvent dans [21 et 17 .

e trouvent dans [41c] et [3el,

Rappelons que 1'on peut définir sur le graphe 6 la relation d'égquivalence
de forte connexitd ~ entre les sommets, d savoir :

2~ 2' s'il existe dans G un chemin allant de 2 vers ' et un chemin
allant de &' wers & .
On note Gﬂv le graphe quotient ainsi obtenu.

G/, est un graphe sans boucle. On peut donc d&éfinir sur Gy. une numérotation
v des sommets :

U:G';H - IN*
On note 7 la classe d'équivalence modulo ~ du sommet 2 de G .

On peut alors prolonger w en une application de G dans 1IN , encore notée
v , en posant pour % € G :

vw(z) = () et y(a)=0 |,

Ceci nous permet de définir un préordre sur G

k=2 si _k précéde o dans G
k<2 si ket et vwlk) <)

Si T est un sous-graphe de G , on notera ¥{T) son nombre cyclomatique
(c'est-a-dire le nombre d'arcs de T . plus le nombre de composantes connexes

de 1 , moins le nombre de sommets de T ),

1 étant considérée comme un sous-graphe de G , On note M([2](Z) la matrice
extraite de la matrice M{%) obtenue par restriction & 7 du graphe G
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Nqus avons €té amenés & poser les deux définitions suivantes, qui ne sont pas
classiques

Diftnition 1 :

- T estde type 0 si (@) =0
est de type 1 si v(2) =1 ;
est de type 2 si v(?)=2:

-

o
e

ol y désigne le nombre cyclomatique.
% sera de tyne i Tlorsque 7 est de type i (i€{0,1,2}).

E’é*‘fnitic_?_l___g 3

Le poids de & est 8gal au maximum des types des sommets de 6 précédant
le sommet & .
On Te note =(2) - T:G ={0,1,2}
L eril)

Exemple : Dans le cas de 1a suite de Baum-Sweet, b est représenté en trait

plein :
D 1 b
—E 0 L
b 1 1 { i
e gjg;::::::::::;;F - = == one d
SL b £ : i
1] R
4
& e(g) 1 % S
par conséquent M[b] () = et y(b) =2 |, w(b):1
1 0

3. Préliminaire ¢ calcul de Y(x,2,5)

Y, 8,8} = E e(ng)
n<x
vin) =2
r-1
= Tz e((mr+s)E)
5= n{.x‘ﬁ

vinr+s) = &
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& & Zoe({nr+s)g) + B(x,2,8)

vinr+s) =1

avec | B{x,8:8) = p~1

Remarquons maintenant que si 1'on pose 5 = (S5..) . |
q . ( 1‘]}{1,”[_:#‘2 '

z, elmrg) = = 5 £ e(nre)
n<’ keh % op<X
vinr +s)=1 v(n) =k
et par conséquent
r-1
V(x.2,8) = I T oe(sg) S, I, e(nrg)+ B(x,2,5)
s=0 k €A i
vin) =k

T M, (E) V(E,KrE) + B(x,2,0
ke p Kb ) P } )

On en déduit,par récurrence,que pour tout entier N31 ,on a
. {'\l} x B 5
U{x|£t§]=k§AHk£ EE} U(;N:k:r E} + BN{xl‘Elga’

avec }BN{K,E,E}I érN*l ;

. . i Ca
Nous serons amenés a évaluer des normes de matrices opérant sur ( ra A i
Nous rappelons les notations usuelles suivantes :

s m
si Me R™*M 141, = \/;_(t:—m} et IMI_= sup £ IM

sal
i=l.om =1

ol p désigne le rayon spectral.
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II1. ETUBE ASYMPTOTIGOUE DES SOMMES DE WEYL V(x,£,E) .

Nous commengons par 1'étude de V(x,£) ol 1'on retrouve en particulier un
résultat de A.Cobham -cf.[8]- (lemme 1) .

Nous montrons ensuite que le comportement asymptotique de V(x,£) dépend
essentiellement du poids du sommet £ {lemmes 2 et 3).

LEMME 1 : Pour tout sommet € de G, il existe (p,?) dans iNx {0, 1]
tel que V(x,2)m (log x)Px?

DEMONSTRATION :

. n
Etape 1 : Montrons ce lemme pour la suite Xp =T

v{r",ﬂ} est égal au nombre de chemins de longueur n Jjoignant le sommet a
au sormet % dans le graphe G[ 2] , c'est-d-dire au coefficient d'indice
(a,2) de la matrice M(G [2])"

Pour estimer ce coefficient, mettons M(G[2]) sous la forme de Jordan :

MG[2]) = P(DeN)P™1

avec D diagonale , N nilpotente et ot D et N commutent

n X
Ainsi V(z", 9=(S (M)po"iyip-l,
i=g * o

-y (MYc Al
3= 1:“&,11

ol A désigne 1'ensemble des valeurs propres de la matrice M(G [2]).
Soit A, une valeur propre de module maximum telle gque les coefficients
CA . ne soient pas tous nuls.

ol

N3l et les éléments de A de module|A,] sont de ls forme A:hﬂe{u).
avec vel (cf[23]).
51 nous notons q le dénominateur commun de tous ces nombres rationnels

fous obtenons (si eV designe 1'indice maximum tel que Cy,p#0):

q-1
vl et ST, el
H .j:D J

;J + u(r",p) (pcecard A)

X |3 - it n o
tvec Wir ,€)eo(n®™)J") et oti les H. ne sant pas tous nuls.
J
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g =1 .
tel que E H.e fﬁ!.} £0 .
y ON a: =0 ’ A

Choisissons maintenant d L - 1 % e q-1}
Pour un tel d
‘u'{rqn+d,£]lﬂ'j nﬁ. I)I.nlnq

< (359 rqn+dJPr{qn+d}B

. loglh:j ¢ ; -
ol 9=TE§*; ¢10,1] puisque M(G[LD) est extraite de la matrice M

dont le rayon spectral est égal a r,

Btape 2 : Pour tout x assez grand, il existe un entier m tel que (avec
les notations de 1'étape 1)

a+d
rmq+d 5 X< r{m+1}

Ainsi pour x asssez grand, il existe un a >0 tel que :
mq+d
V(x,2) = V(r ,1)
> alog M (M)

= alog r+qx}5 {r-qx}ﬂ

et aussi un a' >0 tel que :

V(x,2) < v(r{mllard 4,
.

<a'(log ;_1|[rrl+lj,nn:|+r‘_f:| r|[|[m+1]|q+d]IEI
< a'(log rd x]5 [rqx}EJ

< o 28,89 (log K}Bxe

d'od V(x,2) =~ (log x}gxa
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RENARQUES:

1) si (%) est le rayon spectral de la matrice M(Z] (0) , alors p(Z)< r? .

En effet si Hn(;'!l,ﬁ‘,z} désigne le nombre de chemins de longueur n reliant
le sommet 11 € T au sommet :12 €7 , on démontrerait comme précéderment
que

gn
aniliigﬁﬁﬂfnﬁr )

z Hn{il »L,) , qui désigne le nombre de chemins de
2y € T 2 .

longueur n dans le graphe fortement connexe (3 , correspond 3 la valeur
d'une norme matricielle en M [ T](0)"

ot n
Ny = 0 (T) (0"

Cette norme étant équivalente & la norme spectrale, on en déduit, en pesant

p = p(T) que
anf; pn
{cf [34] p. 65) .

(i
Donc p"e 0(aPr®") et par suite p €1 .

2} Le lemme 1 donne en particulier des conditions nécessaires pour qu'une

suite soit reconnaissable par un autcmate fini.

En effet , si (un}n
dans NK[U}I] tel que

Vix)= 3 1 & 2 Y(x,2)a (log <) x°
un{x Z{E}:l

y est reconnaissable ,il existe (g ,?)

()

Excroles it ! f

frerpleg Les suites (n! }ﬂ €N (n }n e N* 1(" Jme N avec
) SR Py e et

Nt sont pas reconnaissables par un automate fini (Pour le dernier

). |

o0 P désigne le n1€M€ pembre prenier

exenple , rappelons que Y {(x) log x
i)
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APPLICATICN:

" Déterminons la valeur de (B,8) pour les 5 exemples cités précédemment .

-cas de l'exemple 1 :
v(2",b) = n donc (P,8) = (1,0) et V(x,b)%log x

-cas de 1l'exemple 2 :
v2",b) = 21 donc (8,8) = (0,1) et V(x,b)ax

-cas de l'exemple 3 :
01
V("b) + ¥(2Ne) = 1000) [} }
00
(

donc (p,8) = (0,1) et V(x,b) +V

-cas de 1l'exemple 4 :
vGMb) = 2" donc (f,9) = (0,l0g;2) et Vix,b) 41933%

-cas de 1'exemple 5 :
n

11| N '
U{Zn.b} = (1 U}[l J {ﬂ] ) :'I; (1;1'!—5:)” _ l_ﬁ)l“l dan: {ﬂ,a} = {D!1ﬂ921+ﬁ}
0 "5\ 2 (“2 ' 2
et V(x,b)# xlﬂgzlg—ﬁ-
LEMME 2 : (avec les notations du lemme 1)

-Si % estdepoids 1 , alors 8 = 0 .
- S L est de poids 2 , alors 68€]0,1],

DEMONSTRATION :

Premter caa : w(l) =1 4 on pose v(l)=v ,

G[2] est un graphe comprenant au plus (¥+1) composantes

fortement connexes , de type 0 ou 1 (simples sommets ou boucles).
Mp Xaouwuwann X
0

Par consequent M(GLE]) = ‘ i :



= 15 =

avec pour tout ie{0,...,v| M, matrice associée a une composante
fortement connexe de type 0 ou 1

9i ;
i_Ig {gj_fﬂ désignant la

En particulier , an a soit Hi:ﬂ soit M
i

longueur de la iéTE boucle).

Ainsi , si g:pacm g; on a M{EEEIELD+N avec N nilpotente
L« BT

et D diagonale formée uniquement de 0 et de 1

. Donc |A=1 dans le lemme 1 et §=0

Second cas : mw(R) =2 .
Soit k wun sommet de type 2 précédent 2

Soit pe N tel que v(rP,k) =1 .
Soit p'eN tel que vn eN Vv(r™P )= v(r", k)

(par exemple p' = longueur du plus court chemin reliant k & 2& dans G ) .

k étant de type 2 , il existe au moins 2 chemins distincts (de longueurs fl
et fzj Joignant k & k .
Posons f = fl f2 .
On a alors pour tout entier n :
vrP* My s 2" virP k)

Or vme N, 3!neN , p+tp'+nf < m < p+p'+ (ntl)f
Pour ce couple (m,n) on a U{rm i1 >

109?{1‘11?;%1 = nlogz _ m-p-p'-f

e T M ¢ @WE log 2

d'ou 14 lo ]
._H .._g u_'i_f__g._:! - ]D, 9 _2_ > 0

N —* m f

€& qui implique 0> 0 dans le lenme 1
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REMARQUE

% . W étant une matrice stochastique, on en déduit que la CNS pour que

8 =1 est que L soit un état récurrent de 1'automate (cf [14] p. 19) .

En particulier, si ug < Uy < <u < est la suite d'entiers que 1'on

étudie, 1la CNS pour que u_€ O(n) est que 1'un au moins des états

qui reconnait Eun}nE I soit récurrent. C'est en particulier le cas des

suites de Morse et de Rudin-Shapiro .

LBMME 3 :  (avec les notations du lemme 1)
Sojent % et &' deux sommets de G .

B(e')

aa'y .

Alors L~ L' = a(L)

8(1)

DEMONSTRATION :

Puisque &~ %' , il existe un chemin de longueur p (resp. p')
reljant 2 & 2' (resp. &' azi) .
11 existe donc des réels of2) ,a'(2),e(2'),a'(2') tels que pour n assez

grand
0= ﬂ{’t}nstil rﬂﬁ[i} = v{]“n,i) = II.||'l':'l“‘iw-l:,,,5.’,') = c;'{i,'](n-fpjaig‘l] r(n"'p}ﬂiil} ;

0 < of2')nBE) MO < y(r"nty < Vr™P ) < 2’ (1) (nep) B(E) ((HP)O(2)

D'oi en faisant tendre n vers 1'infini

8(2) = (L") puis  B(r) = B(')

L

REMARQUE :
De la méme facon, on démontre que si L=< 2' alors 8(4) < s8(2') ,

et si de plus &(2) = 3(&") alors B{2) < g{&')



R, e TR

THEOREME 4% Soit 2 wun sommet de G de poids 2 .

Alors pour tout £ idrrationnel, on a :

1im HX8E) o g

X+ V(x,0)

DEMONSTRATION :

Mous allons démontrer ce théoréme par récurrence sur v(f) € N*

Ftape 1 : w(i) =1 ,

D'aprés le calcul préliminaire, on a pour tout entier N :

Vxig) = = MM () v {—q,k WNe) + 8 (x.2.6)

2 Mg 6V Cpakare) +uE0 () + By(xone)
r
~ 1,

1”‘”(5} v{—M,k rE) + B (x,2.8)

avec | By (x,2,8) | = E{rH-l]

Considérons maintenant (g,8) tel que pour tout sommet k de T

V(x,k) = (log x]ﬁ i (cf. lemmes 1 et 3) et posons

Hk,g) = TR
(log x)

Wix,k) = W(x,k,0)

On obtient, pour tout entier N :

¥ B
- ( lf)'-| "_?.> i Mig]{{} ‘4 g k :'L.) i '\._{{:': 11-:]'
Wix,i,e) = “Tog x k LEA T..'-I’:} . (|_:E11r A (log K"‘a ;
k~1
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Soit o tel que pour x assez grand

sup W (g .k) = a
keA . ;ﬂ
k ~1

Alors, pour tout entier N et pour x assez grand :

iV (g) i

kg 2 r

IM(x,2,E) | < a & b 2
kel oo (2n x)° x°
k ~ 2

d'ol, en posant w(l,£) = ‘Im Iw{x 2.E) 1

t
A(g) = Id[ﬁL 5 , et pour tout entier n

r
A gy = ae) A(re) ... AP )

Pour tout entier N !

(N)
2, ) |
w(L,E) aate | AL (E)

<a 1AM @y

Nous allons maintenant démontrer que si n(t) =2 et £ €R ~ @ , alors

Tim A{H}{E} =0 , ce qui nous permettra d'achever notre dé&nonstration pour
N+ =

le cas w(2) =1,

Pour tout x réel, posons :

A(x)

]
—
-
[ ]
—
-
—n
L
—
i
[ )
[
ey
-

A{”j{x}

1]
——
w
—
s
—
~
e
-
—
—t
[
S
I
[
L]

avec, comme d'habitude

aij(f:i} - iy
i _ta)
[0 IJl"I}] n_ij .
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Comme ¥(€)% 2 ,il existe au moins deux circuits fermés sur le

sommet £.

Soi't g le ppcm des longueurs de ces circuits. Quitte & travailler

su; le rg—autumatﬂ J%g ;, on peult supposer que g = 1 et t boucles sur Z y

on a donc

Megl(8) = e(py8) + ... +e(p5)
avec t=>2 ,vie€{l,...,t} p. €N et py #p, .

£ étant irrationnel, il existe alors un & dans ] 0,1] et une suite
: (”k]k € I d'entiers tels que
i H

Ie{pl o k E) + .. te(pg.r K

EYT s (1-8)t
c'est-a-dire tels que

N
v k€ N U =g | agth‘k~51| < (1=8) a5

Pour tout sommet i de £ i1 existe un chemin de longueur 3(i) .
allant de ¢ a i et un chemin de longueur n(i) allant de i 3 (.

Ainsi, quitte 3 rajouter & ces chemins des boucles (de longueur 1) sur

le sommet £, i1 existe (z,n) indépendant de i tel qu'il existe :
- un chemin de longueur 3 allant de & a i
- un chemin de longueur 0 allant de i & ?

Posons « =z +n+1 . On a, pour tout entiar Ket pour tout (i,j) dans -

i K ey = ) (2% gy ek A6) (kg i3
- aEEJ {rN £) ay,(r E}a{ 5} rNk+1£} +
(I,u} #E{i 2) af:} {'"Hk WE} aﬁ.u(rﬂkﬁ} aij?{r”k"'m .
D'o iaE;} {rﬂk-najl < ag? -8 a::t) a4, ai?
or Pa, >1 e a::} ol a;; >1  (entiers non nuls) .
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et par conséquent

(k) Men ()

]
= d,, = -
g 007 SN Sy Seppe W g

o C€]10,1]

On en déduit, par récurrence sur n qu'il existe un entier strictement
positif < et qu'il existe ©C dans ]0,1[ tels que pour tout n = ¢ et
2

pour tout (i,j) dans T ©,

on a :

No
vke N |a(?;%r Ee ko ac.a{?j} .

Quitte & extraire une sous-suite de la suite {Nkjk em ©°N peut suppo-
ser que pour tout entier k , on a

On a alors pour tout (i,j) dans g et pour tout entier k :

(N,-N) N -n (N,=N.) N -n (W -H, 1) Ny ;-n
iaijk TR e 1B PURT Y Lacdl, G R )
i, e% 1 k-19
1,.1€2
k(M)
= C ‘aij .

D'aprés la remarque 1 du lemme 1 , A(0) est une matrice irréductible de rayon

spectral inférieur 3 1 , et par conséquent il existe a >0 tel que pour tout

entier n, HANO)I_ < a

D'autre part, on vient de voir que

fHk-HO} Hﬂ-n

ve>0 , 3kelN / A r® N, < 5 .
a

bonc pour N = W - g

k )
(N -n) (N-H) No-n N, =1 N-1
Ay a7 ey A K O 0 A K g L.l A E)
: (N_- Nt} N o-n NN 4n
etnﬂwhmﬂmﬁiihon%mnmnﬂikDHrﬂpﬂHmHJ Hw .

f‘ia.j&..h‘dh,
i
d
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Etape 2 : Supposons le théoréme démontré pour tout sommet k tel que

v(k) < v et donnons-nous un sommet 2 tel que (1) =

Vix,£) 7 {lugx]ﬁxe avec (7,9 )& Nx]0,1]

On a pour tout entier N :

V(x,2.6) - H‘“}tf}v{—\r,k )+

M (z) A& VLU

M (z) Ve ey

+ B'N{X,R,E] L]

avec jEt:J4 (x,£,8)] ¢ Z{rN—lj

Or, on remarque que :

-si k<o et w(k) =
W(fﬁ,k,r”e:}u < V{fﬂ,k]fiv{x,k} € o{(10g x)8 x%)
car d'aprés le lemme 2 8(k) =
-s1i k<2 et w(k) =

Alors , par hyputhhse de récurrence ,

V( .{ y EJ e o((log XJf}{k} x”kj}
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Mais d'apreés la remarque du lemme 3 , on a
] f
o((1og )Pk Uy 5((10g ) x?) .
D'ol pour tout entier N Ffixé :

Uﬂxsfni}rgzﬁ Hii}fE} v ( EN ,k,rNEJ mod o({log x}axﬁ} .
€ r
ket @

i ¥(€)2 2 , on proctde comme pour 1'étape 1 ,

Si (€)= 1 , soit g la longueur de la boucle sur le sommat Z,

U{x,E,E}:HE%}{E} V( Eg ,E,rgf} mod o((log )% x%) %
r

On a done
X g X B
{lU(Pq, r E}! rluq r? 1 mod o(1)
(log %gfk%gf\ log x r°9

V(x,2,%) )
(log x)® x*

et par conséquent , en posant

WiEE) = Tinm v(x,2,%)
*=er (log x}ﬂxﬂ

on obtient w{E,E}g w(l,8) d'od w(f,8)=0 puisque >0
&g
r
C.Q.F.0,

Remarques :
1} Si x€e®Q , la suite (u

modulo un.
2) Si Card {2,t(2) =1} >1 (c'est-a-dire si la suite (Udnem oSt

3 .x]n € M n'est évidemment pas équirépartie

reconnue par plusieurs &tats de A ) alors 1'étude précidente nous montre que si

L={23t(L) =1 et m(2) =2} 8 =sup 9(2) et B = Sup &(2)

g€ L L€ L
g(e):-19
Tim £ V(x,2,£) e Y.
X090 () =1 Ve €L =0

L oV(x,2 X 0
T(2) =1 } X {Enx}s



On en déduit le résultat suivant :

Corollaire : Pour que 1'ensenble normal associé i la suite (v e Iy recon-

naissable par 1'automate Jt = (A,5,a,0,1) soit exactement R~Q , i1 suffit

qu'il existe 2 dans A tel que t{2) =1 et u(f) =2 .

.Exempfes : Les suites de Morse , de Rudin-Shapiro , de Coquet et de Baum-Sweet

ont pour ensemble normal R~ @ ,



IV. THEOREMES RECIPROQUES ET APPLICATIONS .

Nous allons maintenant démontrer que ls condition du théoréme 1 est en fait

nécessaire, ce qui nous permettra d'énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 2 : Une condition nécessaire et suffisante pour que 1'ensemble normal
associé a la suite {un}n ¢ [y reconnaissable par 1'automate & - (A,Z,a,p,1)
soit exactement IR ~Q est qu'il existe 2 dans A tel que (&) =1 et
w(R) =2 .

Ce théoréme va découler des deux propositions suivantes.

Proposttion 1 : Si u = (u ). e Iy st une suite reconnaissable par un r -au-
tomate J% = {ArE:a!{a!T} telle que

(veaeA) (t(2) =1 =n(r) <2)

alors u est réunion d'un nombre fini P de suites uP RE: 8- G S
de la forme

p
P (M0R 4. #N gP 4 ye1) N,9 i
( qf P19 w3y o Q5 (Maaealy) € W)

o0 velNh, ...,y em et (@F,...% ) e ¢!

Dimonatration :

Nous allons démontrer cette proposition par récurrence sur v = Sup w(z)
(L) =1

Etape 1 ¢+ v =1,
On a donc @ examiner le cas d'une boucle {11,...,19} du .tyoe suivant :

& &
Ci-1

& ¢y b
Posens 15 {1 & flew@d¥ t(d;) = 1)

et J=1(j € {l,...,0a} , M o # 01} c'est-g-dire 1'ensemble des j

; 4o s J faj
tels qu'esiste ure relation du type G e S

a

J
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Les mots qui nous permettent de passer de 1'état a & un é&tat it]. » 1 €1 sont
les suivants (les indices de étant définis modulo g) :
. Ny fois
] = PR =) ;
{Eaj Ej oW E1-I E-_i LR E,i_l ¥ Nl EI” 5 {1,:j} E IKJ}

Posons maintenant pour tout (i,j) € IxJ:

_ ..9-1
Li=r Tty

d =d{i,j}) =i-jJ si j=i
= g=dd=T) 51 h B
_.d d =1
S, =T €t eyttt e g,

Alors les mots précédents correspondent aux entiers

N
(M9 sij * & t; M EN, (i,§) € IxJ)}
|
On en déduit, en procédant de méme pour Tes autres boucles éventuelles telles
que w(T) =1, que u est réunion d'un nombre fini P de suites uP

MygP
1 +qg » Ny € H.} avec {qf,qg} € lIr2 ;

p € {1,...,P} de la forme {q-ln r
Etape 2 : Supposons la proposition démontrée jusqu'a 1'ordre (v-1) et consi-
dérons une toucle 7T = (31,...,29} telle que w(7) = v .

£ f.

1

fi-4

£
p-¢g *
Posons I ={i€{l,...,9} , 1(21}=1} i
Soit k un sommet orécédant 2 dans G (c'esi-i-iire tel que k < L)
Notens J(k) ={j€{l,...,q} , Hki #0} l'ernsenble des j tels qu'existe

j
£y
kI .

J

une relation du type k
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L'ensemble E des mots qui permettent de passer de 1'état a 4 un état 11

i € 1 s'exprime en fonction de 1'ensemble des mots m{a,k) qui permettent
de passer de 1'état a aun état k , k < ¢ de la fagon suivante :

E= Yy (m@ak)e egnegy BrE g o W€ N(i,j) € IxJ(k),
wlam(a,k) ) =

Posons maintenant pour tout (i,j) € IxJ(k)

e
ti r € + ... + €5 .1

d

n
[
—
-
-
[}
—
I
s
!
e
wi
—
]
Fi
-

K
s_ij-r' ikj+?‘ Ej+...+E-

Par hypoth&se de récurrence, les mots m(a,k) correspondent & 1a réunion d'un

nombre fini Pl de suites d'entiers vP p € {1,...,Pl} -

p A p
|:ngl e Biog B ¥V 2j+...+ qg_eru-lgu-l +qE ,{Ml,...

On en déduit que 1'ensemble E correspond & la véunion d'un nombre fini P

2
de suites d'entiers uP s, PE {1,...,?2}
(Ny g7 +...+4N0 g +ng+u1} N P "
{q? ]"‘dT‘ 1 1 Ul U‘l W +(q d'l']. Sk + 1 } '_'U 5 1 ,
gp aP
pY =l Be =il

(Hyaveiall) € BT

On procéde de méme pour les autres boucles telles que w(i) =

Enfin, en complétant les P3 suites uP ainsi obtenues par les suites obte-
nues sur les sommets 2 tels que w(l) <w , on en déduit que u est réunion

d'un nembre fini P de suites uP , PE€I{l,...,P} de la forme

(N gP+.. . +N gn+u~l} N qP
D 17] RV e Ak I+ . v
{ql r AIPPR NG 901 (”1""’Au] € N"}
p D vl i g e :
avec (ﬂl ,...,qu+1} €0 , et la proposition 1 est ainsi démontrée par

récurrence,
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Proposttion 2 ¢ Si u est de la forme indiquée par la proposition 1 , alors
1'ensemble des £ € R tels que (un .g}n € n'est pas équirépartie modulo
un a la puissance du continu.

fEmonatration :

Quitte & remplacer pour tout p € {1,...,P} et pour tout 1€ {150}
qP
3

p p
. g? par 5 et & poser rp = rpQCd{gl""’gU , on peut sup-
' pgcd (9], -+ +19y)

poser que u est réunion de P suites uP de 1a forme

_ {gpN +...+ng ) ng
(qf ! rpl 1 YV b e Y Yadl st a) € 1

o ® 1
od veEN , {qi’,...,gi] e N’ et -{qf,... ; E+1} € ¢v+1 avec ¢y £ 0

quitte & modifier la numérotation des suites up} et qi+l =0 (quitte 3 opé-
rer une translation sur R) et pour tout pe€ {1,...,P} pgcd{gf ...gﬂ] =% .

Posons q = V.sup [q% el

1

et pour tout h € N* .posons :

H={£€elk ,£= L , €5 € {0,1} } ,

i>0 M }
Nous allons montrer que pour h assez grand, 1'ensemble H (qui a la puissance
du continu) est inclus dans 1'ensemble des £ € R tels que (un.Eln e e
soit pas équirépartie modulo un,
Cela va résulter des quatre remarques suivantes :

1) Si {x} désigne la partie fractionnaire de x , on a pour tout (h,£) dans
N*x H :
nh .y L-h

.'an H ] {T'l -ﬁl = r .

log r
On a en effet en posant d = )
log r

h . - dnh g1 -

(ri"g} = (r X }

1 iz0 r®
€
1 1
={ ) _'_-I__‘i"}' = I i = .
i>dn I iz1em Ny
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On en déduit, en posant yx =1

e [qu'rl-h] fonction indicatrice de 1'intervalle
[0.q.r

1 , pour tout (h,g) dans DN*x H

1 1
4 layNi+...+g N )h 1
V(Neeal) € WY x(E(ag PV e VY e Wy sy =1

2) Pour tout p dans {1,...,P} désignons par mp{n} le nombre de solutions

~dans Y de 1'équation g?N1+-...+ gi HU = n ( avec pchfqg cas qﬂ] =13.

De méme désignons par wp{n] le nombre de solutions dans N” de 1'inéquation
g¥N1+...+gﬁNv <n.
Le développement en série entiére de

p -1 p -1
£ o(n) "= -x%1) ... -x%) pour IXI < 1

n=10
nu-l
nous montre que mp[“} ~ 5
g? e go(v-1)!
n’
0 dédui ~ ’
n en daduit que ¢pi"} i O
1 LI U. L

Considéreons maintenant 1'entier Q(n) tel que
Yo(n) a 7] q; AR
et soit (a,b) EIH2 tel que pour tout p dans {1,...,P}:
Ug(n) < q? (o1 rgn 1y qg N o q5+1 ,
on a alors Q(n) < ¢{an+b) avec  (n) = g 1¢p{n} ‘
p =

D'autre part, soit c € IN tel que

i e .
qp r” ! rf > q} N
alors pour tout h dans N

1 ~1 hn 1 hn
uQ{hn+c} o T Pl Tanets,lg 1



A

et d'aprés la premiére remarque

X :({{le.ﬁ}] =

m < Q(hn +c) minﬂl{m} = ¢'1{"}

dn en déduit que

- Pp(n) 1

1
lim — X y({u .£}) = lim =
> e UM FE) o Q(hn +c)” n+= y(ahn +ac +b)  C.h”

P
avec C = g% ...gt Pe g | L e R,
p:

4) Si {un-El 8tait équirépartie modulo un, on aurait

et i1 suffit donc de choisir h assez grand pour que 1 = > q.rl'h
de facon & aboutir & une contradiction. e
C.Q.F D,

Pour toute suite u reconnaissable par un automate fini  onosons
V(N) = Card {n <N ,negul

Les lemmes 1 et 2 nous permettent de déduire du théoréme 2 qu'une condition néces-
saire et suffisante pour que 1'ensenble normal associé & la suite u soit exacte-
ment IR ~0 =3t que

Vi)~ (anN)B % avec - (8.8) € Nx10,1]

THEOREME 3 = Une condition nécessaire et suffisanie pour que 1'ensemble normal

e

associé & une suite reconnaissable par un automate fini soit exactement IR~
est que cette suite n'ait pas une croissance de type exponentiel (i.e. 6>C) .

Frammlz & ¢ Soit m, < iny < a0 % m S - la suite de Morse et soit
ba < bl & W bn < . la suite de Baum-Swesk, Alors 1'ensemble normal associé

& la suite (my ) est exactement IR~0Q .
nne IN



En effet soit f(X) = Eﬂ X n la série formelle associée & la suite

m
( Iarl}n € IN *

On a f(X) = z x(n) X"
v(rg(n)) =b

.ol x, fonction indicatrice de la suite de Morse,vérifie pour tout entier n

x(2n) = x(n) si n30
x(2n+l) = 1 -x(n} si n3z0
x(0) =0

et od rg{n) = & x(n)-1,
p=n

en particulier ona rg(2n) = n+ x(n) - 1 et rg{2ntl} = n

ce qui nous montre que

£(X) g oam) Kex 5 (1-x(n) X"
v(n) = b vin) = b

n

F,03) + X £,(x%)

ol fl(X} (resp. fz{x}} est la série formelle associée a la suite croissante
des entiers qui font partie & la fois de la suite de Baum-Sweet et de la suite
de Morse (resp. qui font partie de la suite de Baum-Sweet, mais pas de la suite
de Morse}. '

Ces deux suites étant 2-reconnaissables fI[K} et fz{X} sont deux éléments
de Eé[[x 11 algébriques sur IFE[K} (cf(6]) et par conséquent

F(X) = (F(00)° K(F,(X))7 est algebrique sur TFp(X) .-
1ug82}

La suite {mbn} est donc 2-reconnaissable et comme de plus mp, € Q(n
n

_E I
avec 9 :1—+2“‘i-§ son ensemble normal est IR~

De 1a méme fagon, on a plus généralement :

Covollaire : Soit my<m <...<m <... Jlasuite de Morse et soit

Ug S Uy <o <UL < ... Une suite reconnaissable par un 2-automate. Alors

1'ensemble normal associé & la suite extraite (my,) est exactement IR~1Q
ne€ NN

si et seulement si la suite u n'a pas une croissance de type exponentiel.
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Définition : Si = = {tl""’ts} c & , on appelle spectre de Fourier-Bohr

de t € EH 1'ensemble S(t) des nombres réels tels que

Tim -1ﬂ-i r t{n) e(-ng)| >0 ,
n<i

Si t est recennaissable, posons pour tout £ € R

Vy(g) = T t(n) e(n)
n<MN

et pour tout 1€ {1,...,5}

Va(E) =ty T oe(m)
n<H
t(n) = t,
0'aprés le théoréme 3 , si lim § Vi (0)> O

Nz

alors pour tout £ € R~0Q , Tim ﬁ v&(z} =0 ,
N -+ o

Donc, si £ € R~ 0 ,

o g o B ] 2
lim 5 |V, (-8 = 1im r V,(-g)] = 0O
H_”nNI N J| HWH j=1 N

On a donc démontré le résultat suivant :

Théoréme 4 : Si t est reconnaissable par un automate fini alors

5(t) = @
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D'autre part, le théoréme 3 nous montre que les exemples suivants constituent les
cas typiques de suites reconnaissables par un automate fini dont 1'ensemble
normal est strictement inclus dans IR~ 1

exenple P : La suite croissante des entiers de la forme 3" ou 2.3" (ne W) .

n‘+n2+1

n
) g H 2 2
exenple § : La suite croissante des entiers de la forme 2 + 2 {nl,nz}e N

n n i
exerple 8 + La suite croissante des entiers de la forme 2.4 lg2ss (ny,nyle

Par ailleurs, i1 est facile de montrer que 1'ensembie normal associé a la suite
de 1'exemple ¥ (resp. exemple 8 ) est 1'ensemble des nombres normaux en base 3
(resp. en base 2) .

Ceci nous conduit & poser la conjecture suivante :

Conjecture : L'ensemble normal associé & unme suite reconnaissable par un r-auto-
mate est soit IR~Q soit 1'ensemble des nombres normaux en base r .
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