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INTRODUCTION.

~

Considérons une suite d'entiers uy =< Uy e Uy < eee reconnais-
sable par un automate fini (la définition précise de la reconnaissabilité sera
rappelée ultériecurement).

Le but de cette étude est de déterminer a quelles conditions on a équiréparti-

tion modulo 1 de la suite pour tout & dans IR ~ Q

u. .

( n )n € NN
Rappelons les trois exemples fondamentaux suivants de suite reconnaissable par
un automate fini qui nous ont guidé au cours de nos recherches :

i) la suite 1<2<4<8<16<... des puissances de 2 , reconnaissable

ég@-‘%@

par 1'automate :

6 ? C
a ) y
' 1
i) lasuite 1<2<4<7<8< ... des entiers dont la somme des chiffres
dans 1'écriture en base 2 est impaire (suite de Morse) , reconnaissable par
1'automate : 0 ' o
{ e e LA
: . a b 1 c

ii1) la suite 1<3<4<7<9< ... des entiers dont la représentation
binaire ne contient aucune plage de 0 de longueur impaire (suite de Baum -
Sweet) , reconnaissable par 1'automate : '

D'aprés Te theoreme de Weyl, le probléme revient a étudier le comportement de

la somme %oe (un L&) et de déterminer & quelles conditions on a, pour
n <N
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tout & drrationnel Tim
N- co n <N

(en posant ' e(x) = e217rx)

Résultats antdrieurs :

- Kamae, dans un article non publié, avait donné une &bauche de démonstration
dans le cas particulier ol u, € 0(n) (par exemple, pour la suite de Morse).

- kn 1983, Coquet a obtenu un résultat permettant de conclure pour certaines
suites telles que u, ¢ O(n) . C'est Te cas de la suite 1<3<4<9<10< ..
des entiers dont 1'@criture en base 3 ne contient pas le chiffre 2 (c¢f[3])

Mais cette méthode ne s'applique pas, par exempie, a la suite de Baum - Sweet

= # A
qui vérifie u, € 0 (6]?§2 n) avec 0 = }#%Jzﬁz et dont on sait par ailleurs

-

qué 1'ensemble normal est IR~ D .

Résultat obtenu :

Le théoréme que nous donnons permet de conclure dans le cadre le plus

général, en montrant qu'il suffit que pour tout v >0 , ?ﬁ €0 (un)
Be n

Cette condition, qui peut paraitre artificiclle, s'explicite en fait trds aisé-
ment sur le graphe associé & 1'automate en disant qu'il suffit qu'au moins un

des sommets qui reconnait la suite (un) e M soit précédé dans le graphe
: : n el

par un sommet possédant su moins deux chemins fermés distincts.

Quant a la nécessité de cette condition, nous ne la démontrens pas dans

ce travail, mais elle a été vérifiée sur de nombreux contre-excmples.



NOTATIONS ET DEFINITIONS.

| Soit T .un entier supérieur ou égal a 2
On désigne par [r] 1'alphabet {0,1,...,r-1} et par [r]K 1'ensemble
des mots de longueur K=1 .

[(p]® ={D}
+ oo K
(r1* = U [r]
K=0

On rappelle que [r1* est muni de 1'opération de concaténation en posant, si

ml,mz,...,mp sont des mots :

p *
ce mp =y Ry €[]
i=1
Un r-automate ¢ est la donnée d'un quintupiet A= (A,E 200 5®,T) avec :

i) A" alphabet A = {a,b,C,... }
ii) £ alphabet == {0,1}
iii) a point initial de A

1
il

'iV) D appiicatiﬂn Q A x [T‘] - A

v) T application o3 A= 8

Pour tout (x,j) dans A x{[r] on pose ©(x,j) = j(x) ou plus simplement x .J

On prolonge alors ¢ : A x[r]- A en une application, encore notée
@, Ax[r1* ->aA.

Si n est un entier positif dont la représentation en base r est

e on pose pour tout x dans A

9% Cpag e 8

@{X,n) = X.n

X
= X.e e

-1 - o

L
(8 n=0 on associe le mot vide, avec o(x,8) = x) .

Ainsi, lorsque n parcourt IN , a.n décrit une suite infinie d'é@léments
dans A et t(a.n) décrit une suite infinie d'éléments dans % .

.



B s " ' - IN ;
pDéfinition fondamentale : On dit qu'une suite t € E est r-reconnaissable

s'il existe un r-automate
K= (AE,0,0,T) tel que :

£ ) = (r(a .n))

n € N ; ne N
D'autre part, notons G Tle graphe associé a 1'automate J& et M .a matrice
associée au grapne G ,
M= (M,.
M) (4,9) en?
Si 0,1.2, ... désignent les matrices des actions respectives de

0 1 ' ps]

=, =y «uy 3 ——= 4 0N pose pour & dans IR
it
M(E) = Z e(s.£).S :
s=0
= (M. (E
Vgt ) ent
(n)

R

' n, .

Pour tout n dans IN , on note M'(&) = (M.. (&)
— U g e A

Soit & wun sommet de & .
G[ 2] est la restriction du graphe G & 1'ensemble des sommets k tels
qu'il existe ne IN*, Mﬁn) >0 (c'est-d-dire a 1'ensemble des &tats capables
de rejoindre 1'état 2) '
On dira que le sommet i de G précede le sommet j de G s'il existe
ne ' tel que Mgg) >0 .,
On note M(G[2]) la matrice associée au graphe G 2]
Désignons par 7 la composante fortement connexe du sommet & dans G .

% sera considérée comme un sous-graphe de G . On note M[T](&) la matrice

extraite de la matrice M(Z) obtenue par restriction a & du graphe G .

Si T est un sous-graphe de G , en notera v(I') son nombre cyclomatique
(c'est-a-dire le nombre d'arcs de T , plus le nombre de composéntes conhexes
de T , moins le hombre de sommets de TI')
a eétant 1'état initial de 1'automate 66} » on définit 1'application v :

IN - A -

n & v(n) = @(a,n) =a.n



et on note, pour tout x réel

V(x,2,8) = Z e (n.&)
n<x
v(n) =%
V(x,2) = V(x,2,0)
n<x
v(n) =%

On a choisi 1'automate de Tagon da ce que
b4

v (x,€) € R

V(x,a;i))z 0
‘ce qui est toujours possible, quitte & rajouter un nouvel état initial a
1'alphabet A 1
zf/Zi
o

-

0N~ :

On rappelle les notations suivantes :
m
T ojul

1

Si. ue R® Ity

Hully,

1i
[ 7]
L
[l =
&=

ainsi que les normes malricielles asscciées :

m
MK, = Sup T [ Meq
1 J=l,.h 1'l T
IRLEI] S ? | M. .|
| oo = up o . -
i=l...m j=1 M

N.B. : Les définitions spécifiques aux automates se trouvent dans [2] et [:4],
celles spécifiques aux graphes se trouvent dans [1] et [9].

De plus, nous avons &té amenés au cours de notre &tude a poser les deux défini-
tions suivantes, qui ne sont pas classiques :

Rappelons tout d'abord que 1'on peut définir sur le graphe G 1a re}ation
d'équivalence de forte connexité entre Tes scmmets 1



g~ Q! ssi - i1 existe un chemiq dans G allant de 2 vers '
- et il existe un chemin dans G allant de &' vers &.

On note G/N le graphe quotient ainsi obtenu.

G/, est un graphe sans boucle. On peut donc définir sur .G/N, une numérotation
n des sommets (cf [9] p. 2 -28)

n:G,, - INF
On note 2 la classe d'équivalence modulo ~ du sommet & de G .

. On peut alors prolonger n en-une application de G. dans IN , encore notée
n , en posant pour £ € G : ’

n(2) = n(?) (indépendant du choix de & dans %)

Ceci nous permet de définir une relation d'ordre sur G :

k<2 ssi  k précede 9 dans G
k< g ssi k<% et n(k) <n(g)

DBfinition’1 :

T est de-type 0 si (@) =0
- % estde type 1 si (@) =1
¥ est de type 2 si w(%) =2

-

ol v désigne le nombre cyclomatique.
£ sera de type i Torsque ¥ estde type i (ie€{0,1,2})

Définition 2 :

Le poids de & est égal au maximum des types des sommets de G précédant
le sommet & .

On le note w(2) 7:6 =-{0,1,2}
£ Hv.'rr(ﬂ,)

Préliminaire : calcul de V(x,%,£)
V(x;2,6) = = e(ng)

n<x

v(n) =2 )

Pl

= Bz oe((mr+s)e)

s=0 n< Xt

vinr+s) = &



=l
Sh Z.oe((nr+s)g) + B(x,2,E)
$=0 n<=
R
vinr+s) =%
aves - | B(x;8,E) | < r =]

Remarquons maintenant que si 1'on nose S = (S..
q q ! ( 13)(1,j)€f\2

r oefmrg) = 2 S z e(nrg)
n<X keh 80 n< X
v(nr+s)=2% v(n) =k
et par conséquent
F =l '
VielsE) =2 27 2 ef(eg) Sk . e (nr&) + B(x,2,E)
v(n) =k

&

= 2 M (8) V&, re) 4 B(x,2,8)
ken X r

SCHEMA DE LA DEMONSTRATION.

I1 s'agit de démontrer que pour tout scnmet £ de poids 2 , on a :

Cox e V(x,0)

Le Temwe fondamental est le lemme 1 : Pour une suite extraite (xn)n EN

on a :
0

B
V(xn,ﬁ) ~ a(qun) X0

o (0,6,0) € R x N x (0,1

De plus, on remarque :
= 0 relié au rayon spectral de M[T] (0)
p(8) < r0

- (B,0) ne dépend que du scmmet & .

A

=

Temme 2 ', on établit 1'équivalence suivante :
- % de poids 2 <« 0 €] 0,1]

qui nous permettra de.négliger 1%influence des scmmets de poids 1



Au lemme 3 , on montre que (B,0) est constant sur toute composante fortement

connexe de G .
on démontre enfin le théoréme par récurrence sur n(%) , grdce & une numérota-
tion n des sommets du graphe quotient.

Le point essentiel de la démonstration consiste alors a étudier le comportement
asymptotique d'une suite (By(E))  p de matrices. '




LEMME 13 Soit (xn)n € IN une suite strictement croissante d'entiers.

Soit £ un sommet de G .

Alors, on peut toujours extraire de ({x une sous-suite (x

+*n)n € IN nk’k € IN

telle gu'il existe (a,8,0) dans IR" x N x [0,1] tel que :

3] 0
Vi, WX} =~a . (2% J X
" T

DEMONSTRATION

; n
Ftape : Montrons ce Temme po ; =
Etape 1 ontro mme pour la suite o =P

V(rn,i) est égal au nombre de chemins de longueur n Jjoignant le sommet a
au sommet & dans le.graphe G{ 2] , c'est-a-dire au coefficient d'indice
(a,2) de la matrice M(G [2] )"I

Pour estimer ce coefficient, mettbns "M(G[2]1) sous la forme de Jordan :

m@rey) = pygpl
avec P = (pij)(j j)t:Ag

~1

P s TP
Pis 1,5y en?
1.

J = " ( s blocs de Jordan)
(0) J

S

Soit k€A . Soit Jj le bloc de Jordan correspondant & la Tigne k de J .

Aj‘ 1_.(0)
Jj = '.2 "o ge taille tj X tj
0. B
Soit U, 1'entier tel que la kiéme ligne de J soit la ukiéme Tigne de Jj

(1 <u, < tj) . Mors, le coefficient d'indice (k,2) de la matrice e

est de la forme :

N . By sf=l s . . n n~t.4u, o,
Y P G A P e (tj~ P” 3k Pj%—tj-uk,z

ol 1'on suppose A muni de 1'ordre lexicographique et ol 1'on définit pour
tout j choisi parmi les [ A |=1 premiers éléments de A :

(j+1) . = e suivant de j dans A .



< 1{ »

on en déduit alors 1'expression de V(rn,z) :

n K n :
Vel = (e,
_ . n‘ 1 n n"']. !
. ke A Pak Aj PJR i ke A (1 ) Pak Aj Pj+1,52, &
. n n-t.+u, P!
+ + X P A k "3t .-u, .2
ke A (tj-uk) ak "3 I

Considérons une valeur propre Aj de M(G[2]) telle qu'un de ces tj
sommes soit non identiquement nulle, et choisissons kj de module maximal
avec cette propriété .

Posons 12 | = Ka

Les autres valeurs propres de M (G[ 2]) de module % sont de la forme
A celv) avec veEQ [ef [11] “p. 35)

On peut supposer, quitte a réordonner 1'ensemble A , que Tes valeurs propres
de module X de M(G[2]) sont

Supposons maintenant que la (1‘+1)1eme somme 501t non nulle (0 < i< ta)

o G P e Pei F O
*Ona afors y | . _
V(rMa) = (5) (hy e(vy) + ...+ hy e{vy) A e, )
ol les hj ne dépendent que des tj s Pa,j &L P3+i,£

De plug, les Aj étant de module maxiha], on a :

W(r—,2)

1im = = 0

n
n-=>m A

Quitte & rajouter des hj nuls, on peut écrire pour tout entier n :

q-1l .
) 4 = 3 nJ
ha e(nva) + ... hgez(nvg) j'éo Hj e ( 3 )
‘ q-1 dj
choisissons maintenant d , d €{0,1,...,q~1} tel que Z F% e(-a—) 0.



=31 -

Cela est possible, car sinon on aurait

i} 3. e e 2 g i Fb
1 g-1 .
I @l=) wwmvseess s A= H
(q) e ('q ) ] "
1 e (Etﬂ_) e dftﬂgz) H |
b g ) reenveees q | -1
d'ot H = ... = Hq_1 =0 ce‘qui serait contraire au choix de 1 tel que
les hj , J€e{a,b,...,g} ne soient pas'tous nuls.

Pour un tel d , estimons V(rqn+d L)

" q-1 : _a " :
v(ramd gy = (v ( 2 H, e(U )) AT AT g

1 J 0 J q
gndd - d-i {1 gq-1':. .
Tefn Eiﬁﬁ_ﬁ__%ﬂl_ B8 3 W oe (99
n=+o 24N ‘ il =0 J q
. dé & , - qn+d : .
et le lemme est- démontré en extrayant la sous-suite (v )n € N et en posant
q-1 o
o s : Hoe(H) e ®
(gnr) . x il §=0 J a
B = 1 € N
B. = n
T gny € [0,1)

v (rnq1d L) ~ afan an+d)8 lA(ngm)a

y
FRemarque importante :

Si p(%) est le rayon spectral de la matrice M[Z] (0) , alors p(2)< 0

En effet si Nn(ﬂl,ﬁg) désigne le nombre de chemins de longueur n reliant °

le sommet El € ¢ au sommet £2 €9 , on démontrerait comme précédemnent

que pour tout e > 0
' 1+ nj
N %g50,) € o (rilte)on)

, qui désigne le nombre de chemins de -




~

Tongueur n dans le graphe fortement connexe £ , correspond & la valeur
d'une norme matricielle en M {27 (0)"

Ny = M1 (0"

Cette norme étant équivalente a la norme spectrale, on en déduit, en posant

p = p(E) que
N, € 0(p") N, ¢ o(p")

(cf [11]1 p. 65) .

Alors p > re = J3e>0/ p= r(1+8)8
i ]
= N €o(p")

ce qui est faux. donc p < r

Etape 2 : Scit maintenant (xn)n ¢ [ Une suite strictement croissante d'en-
tiers.
vVneEN, 3lmeN ,me {ng+d ,ne N} tel.que

(avec les notations de 1'étape 1)

. 1
o< X, < Pt

_Aussi a-t-on, en posant :

V(xn,ﬂy
U{x, &) = ——a
L (on xn)Bxg
v (r™* L)
YVneN UiX 8] € =tz
‘ H (&n rm)B rme

D'autre part, d'aprés 1'étape 1
M
AN EN , vz N o e _
: ) (¢n r)" r

On en déduit :

R B} B et

Vo




- il L

Et par conséquent, il existe un entier NO tel que
m+q

: o ' V(r” ",2)
n=N = 0 < - < U(x_,2) < e 2
0 264I_rGQ. n (2n rm)B o
- g o\ B
or tin A = in o rO(Eiq_)
noeo (&0 r )" r M- o5 m
= ord
Donc (U(xn,ﬁ) - est une suite bornée dont on peut extraire une sous-
1
suite (U(x. ,2)) convergente vers une limite o' non nulle.
Ny k € I :
d o e d T '
On a donc extrait de (xn)n € I une sous-suite (xnk)k " telle qu'il
2% ‘ i
existe (a',8,0) € RT x INx[0,1] tel que V(x_ ;2) ~a' (%A x_ )B X

Remarque

En particulier, on remarquera que (8,0) est indépendant du choix de la suite

A d'entiers.
( n)n € NN

(B,0) ne dépend donc que du sommet ¢ considéré.
On écrira parfois B(&) et 6(1)



LEMME 2 @ (avec les notations du lemme 1)

~ 8 % est de poids 1 , alors 0 = 0
- 81 R est de poids 2 , alors 06 €10,1]

DEMONSTRATION :
Premier cas : w(L) = 1.

Nous allons démontrer par récurrence sur n(L) € IN*‘ que

m
ve> 1 m et . g
m
M- co £

On en déduira, bour le couple (q,d) défini dans 1'étape 1 du lemme 1

: ' mg+d -
v (rmq+d 2) i g ma+d, € re"q
mq+d LR B
c p
ce gui implique 6 41q
ve> 1. mﬁ(&) - 0
M= oo £
d'ou ve> 1 r‘O i

c'est-a-dire 06 =0

 Btape 1 : n{L) = 1

Pour tout m dans I , ON &

virM,e) = 2 Mo V(rmm15k) + B(r™, 1)
ke A

=z V™) + B,
keA
K ~%

car pour k = a V(rm—l,a) = 0

Soit, en notant zlﬂi?,...,ﬂg les sommets de la boucle ¥




Vm) = M IE1(0) . V(n-1) + B(m)
- ("mRy o)™ vo)  +
# (Bm) + .+ (S (0" (1) )
0 ....... o 1
avec Y (0). = il ? ?
: B % =
0
[0 .20 1 0
Donc virt,e) < y(m)n,

< 0t ueEy o aveeyn, + mer-1)

]

< V(O + m(r-1)

et par conséquent pour tout € >1

' _\'{_(_r‘_____m o ) = 0

1im =
[

Etape 2 :  Supposons le lemme démontré pour tout sommet k de poids 1 tel que
n(k) < n et donnons-nous un sommet & tel que w(&) =1 et n(L) =n .
Pour tout m dans N* , ona

V(r",2) = vy o+ s

ke

M L,

” vl k) B, e)

=
ke A
k <8
Et comme précéedemment

Vi) < xom vee™h k) E Vo) I + m(r -1)

Ve>1 , vkeA k<= lin LK) oo
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on en déduit

m
im .St o g
m ~+o0 €

ve > 1

‘gecond cas : (L) =2
Soit k un sommet de type 2 précédent 2

Soit p € N tel que V(rp k21
Soit p'eN tel que vn e N v(r™P o) =v(r", k)

(par exemple p' = longueur du plus court chemin reliant k a & dans G ) .
k étant de type 2 , il existe au moins f chemins distincts (de longueurs o
et wz) joignant k a k.
Posons w = wy W,y
On a alors pour tout entier n :

Py s 2" yeP k)
Or vmeN , 3IneN , p+p'+nw é m < p+tp'+ (n+l)w

Pour ce couple (m,n) on a V(rm y2) > il

m .
ot in Vf;_gd&l s N RS 2 5 n? PI-®w o0 o

s - m :
d'ol Tim  enV(r ,2) _ 4n?2

L m - W

ce qui implique 6.> 0 dans le Temme 1

Temarque :

1 " ; ; . '

i A &tant une matrice stochastique, on en déduit que Ta CNS pour que

6 =1 est que £ soit un état récurrent de 1'automate (cf [5] p. 19) .

En particulier, si Uy < U, < ,.. < s < L. est la suite d'entiers que 1'on.

etudie, 1a CNS pour que u, € 0(n) est que 1'un au moins des états de

qQui reconnait soit récurrent.

(un)ne N
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LEMME 3 ¢ (avec les notations du lemme lj 3293 -'Ol

[

soient % et 2' deux sommets de G .
Alors & ~2' =  B(2) = B(8')

0(2) "= 6(2")
DEMONSTRATION :
Soit (rnq+d)n e N la suite extraite (cf étape 1 \du Tenme 1) telle que
V(ri1q+d ,R) N Ct(f,n rnq+d)6 r@(nf]'i'd)

Soient p et p' _entiers tels que

n

vneN viEe"Poey < ove )

vnen ve"P oL < v, e

(par exemple p (resp. p') = Tongueur du plus court chemin reliant 2' & &
(resp. £ a &') dans G).

Soit m le plus petit entier tel que mq+p'-p =0

On a alors d'une part

V (an+d~p ) V(rnq+d 5 %)

(én rnq-s-d-p)g r0(nq+d—p) (2n rnq+d—p)8 ra(nq+d"py

N

et d'autre part

LN
nq+d—p)B re(nq+d—p)

v (rnq+d~p 0!
(

)
(2n an+d—p\8 6(ng+d-p)
/

s (en v

V(r(nﬁn)q+d ,2) _
nq+d—p)8 rO(nq+E{-—p)

Vv

(anr
L %u rMpﬂm) > 0
pour n assez grdnd.

v (rn?+d L 2) B
ngtd=n, £ _o(ng+ -p)

)

Op

De plus 11im
n-eo (40 r

et par conséquent on peut extraire de la suite (nq~:—d)n e une sous-suite



w I8

nkq+d— P
V(r L) -
ﬂkCI"‘d"PB 0_(”kq+d"p)
\!&nr r

(n g+ d)y cm ‘telle que Ta sQite
k € IN

converge vers une limite - o' non nulle, c'est-d-dire

rnk q+d-p ©oonq+d -p B o(n, q+d-p)

v( ') ~a' (20 r ) r

ce qui signifie que pB(L') =B et o(2') =0 .

THEOREME : Soit & un sommet de G de poids 2

Alors pour tout & idrrationnel, on a :

‘ iim _Eiiiﬁiél UL

X V(X,0)

DEMONSTRATION

Nous allons démontrer ce théoréme par récurrence sur n(g) € IN*

Etagpe 1 : n(e) =1
Supposons qu'il existe un irrationnel & tel que
Tim ' V(x:2:8) | 5 g

V(x,2)

X = co

Soit alors (xn)n c @ une suite strictement croissante d'entiers telle que :

. V(xn:qu)g) ' ) .
n?:Ta “V’E;:ET" = w(l,E) avec [w(L,E)1 >0
Quitte & extraire une sous-suite (x_ ) de Ta suite (x)
"k e I he W

peut supposer qu'il existe (¢,R,0) dans pt* X N x 10,11 tel que
B 0
V(xn,ﬁ) ~ o .(2&n X7 Xo

(cf Temmes 1 et 2y .



5, T -

On a, pour tout x positif :

V(X:s2:8) = 2 M (E) V(Z,k,rE) + B(X,%,E)
ken ‘& 4
=2 M (8) V(LK Lrg) 4 B(x,8,E)
k€A ke r
k ~ ¢
car pour k=a , ona VY é-,a,rg) =0
V(xn,ﬂ, )
D'ol  w(2,8) = lim ————
n- oo v Xn’g) X
2 M(E) wikore) . Hm F 2 H)
= - 2) ww(K,rg m o e
k € A ke n- co VYTI]’R'T
k ~ 2
Or, d'aprés le lemme 3 , on a :
X X
V(== , k) V(-— ,2)
Bl b = 1 el
n- e V(xn s L) n- V(xn §.%)
et d'aprés les lemmes 1 et 2 :
x .
V(5 .2) 1
lim  ——— = ~5
n-» o V(xn s &) i
My o (€)
Ainsi w(l,8) = ol - i { kare)
kehA r
K ~ &
et de méme pour tout &' € % .
On obtient-donc, en posant
Yo y V17
w(&) (w(pﬂg))}&‘é}l € R
t o e 7
o(g) = —IELE) )
P
o EMrTie
D'oll en posant A(g) = -—~w:5"—A4)
I
VNEN wE) = AE) . Are) ..... At gy w(rtL g)
et, puisqﬁe Hw(rN+1 gy, <1

VNEIN wE)_ < IAE) .... Alr



- P«

Posons BN(g) = A(E) ... A(r

Si 1'on montre due Tim By(€) =0 , onen déduira que Nw(E)ll, = 0

N- o

d'ol la contradiction qui montrera que le théoréme est vrai pour n(g) = 1.

Pour tout x réel, posons :

Ax) = (a5500)) 521 %
j=1. 12|
B(x) = (bh (x [3
nx) = by () 5 oy 121
i=1...1%

avec, comme d'habitude :

| |
et . b;5(0) = by
)
= a'i\‘j

¢ &tant de poids 2 , il existe un couple (i,j) tel qu'il existe n € IN
tel'que : _
b (E) = e(py€) 4 ... e (pE)

- by 5 o . i &

avec -t > 2 i V.6 {15...5T ) p; € N et Py F Py -
£ étant irrationnel, i1 existe alors un e dans ]0,1] et une suite
(Nk)k e M d'entiers tels que
Np Nk
le{py .r ") + ..o e(pt r U LE) ] S (1=e)t

c'est-a-dire tels que

N

vkeIN 0 < IbY (rKe))

: KU
2. (1-¢) b

De plus, quitte i étudier By (E) = A'(E) ... A'(stlg ) avec
AL(E) = A(E) .... A(rn"l £) et s =r" , on voit que 1'on peut supposer
1 \ '

NE=

Enfin, quitte

a effectuer des pernutations sur les lignes et les colonnes de
“la matrice A(E) , on voit que 1'on peut supposer i =3 =1 .
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11 nous reste donc d démontrer que sous']'hypothése (H) suivante, on a
Tim BN(E) 0:

N - o

1

(B Fe€)0,1[ » 3N o /
' N '
vkeN 0< laj(rke)l< (1-¢) a;,

La démonstration va découler des cinq remarques suivantes : (on identifie la

matrice A(0) avec le graphe qui Tui est associé).

1) agq # 0 . En particulier, i1 y a au moins une boucle au sommet 1

A(0) étant irréductible, son graphe est fortement connexe et par conséquent
SiE(Med) € L1s muas IE'I}E il existe un chemin de longueur a(j) +1

~

allant de 1 & Jj et un chemin de longueur g(i)+1 allant de i a 1.

Ainsi, quitte d rajouter des boucles sur le sommet 1 a ces chemins, il
existe (o,B) indépendant de (i.,j) tel qu'il existe :

- un chemin de Iongueur (a+1) allant de 1

a j.
- un chemin de Tongueur (B +1) allant de i & 1
2) On peut supposer NO -B-120
Posons vy =o +8+3 . On a, pour tout réel x et pour tout (i,j) dans
w3
(Bl T2 5 | _
Y . B+l g, i R+1 ij
bij(x) = all(' X) Cqq(x) (A,p)2¥ (1’1)aku(r %) a CAu(x)
ol 1'on a posé :
iJ y 5 : B+2 -
ik A DA R T i & (L
1.. B A 18*'3‘. Y"l Y-d
Donc, pour tout k dans IN :
N, =B~ 1 Nk is No-B -1
i k 4 w1 k!
b-jj (r _ | &)= al]’(r .£) Cl], (r JE) #
5 ( Ny ‘) ('iJ' Ny =B )
+- ) da (P2 . i 3
(um) # (1,1) M o
N -p-1 . : i
k ; 1J 1J
o : < . CRY L o
& ¥ ol
< b”i;j £‘_'dll .(,11 |



- 22 -

G 1d
en posant Cli = 9 (0)

o |
L R+] atl
e B
ar définition de (ap) ¢ > _L_
e P 11 7 a2
d'oll puisque a1 = % 1'existence de C ,
0 <-4$ <C<1 tel que pour tout k et pour tout (i,j) :
-
Y Nk"B"].
: < hY .-
by (r €)1 < bf, -e.c

< (1—eC)lqj

puisque b¥j <1 '
D'od en posant K= (1-eC) € 10,17
3ye N* , 3Ke) 0,10 , v (i,§)€{l,....121

Ny B
Y k: - < Y
vkemw bl (r E) < Kbl

3) On en déduit, par récurrence sur n qu'il existe un entier strictement

positif vy et qu'il existe K dans ]0,1[ tels que pour tout n = y et
pour tout (i,j) dans {1,..., IEJ}Z oona:

rNk—B_l

Vke Ib?j ( E)l < K.bY

. 1

4) Quitte & extraire une sous-suite de la suite (Nk)k ¢ Iy ©On peut suppo-
SEr que pour tout entier k , on a

Merr = Ny = v

Np-Nj  Ny-B-1 N,-N
On a alors bt o (r 1T ey < kb2l
SR i j
Supposons que pour k=2 on ait
| No=Ny  Ny-B-1 | N, -N
Ny _ k-1 Pe=Ny
Ibij Sy LM s K bij



My, oot HowBel- * 191 No-N.  N,-g-1 Ny q=M N
- k+#17"1 , M1 [ P | K1 k., LRSS
AFOIS b_iJ (r‘ . E)) = m>"=1 b-im (r 'g) bmj (.r‘ -‘t,)
N N N, ~B-1 - 17 N, -N N,  .-H
. k+1™M1 1 ALk k+1 7"k
et IbT T ENS< = Kby T by
m=1 -
N, . -N
P R M |
K bij

On a donc montré par récurrence sur k qu'il existe K dans 10,1[ te]l

que pour tout (i,j) dans {1,...,1%13% :

N ~Ni  Ny-B-1 Ny -N
k"1, 1 vy g gl o K L
vkeE }N Ibij (1 E) & K bij
5) Comme pour tout n dans N HAn(O)HOD <1 , ona:
Vn>0 , 3l / k=M = I8, (r”l"[*'"1 gVl < ¢
k1

D'autre part,

AN/ NN e Fk>M/ N -8-1< NS Ny -8

et, puisque
BN(E) 2 BA{E) »u. A(Y‘
On en déduit :

V>0 , aN_ /N=N

w NB(EYI < n.HA(E)...A(r

N

n.
n

M

4
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Etape 2 : Supposons le théoréme démontre pour tout sommet k tel que
n(k) < n et donnons-nous un sommet g tel que n{&) = n .

Supposons qu'il existe un irrationnel & tel que

et considérons comme précédemment une suite d'entiers strictement croissante

(X, ﬁ €N telle que : ]
C VX e2sE)
N (e (000)
w(£,€)>0
- N B .6
V(xn,ﬂ) a.(2n xn) X

(055830) € ]R+* x N x ]0,1]

On a pour tout x positif :

VoatE) = B () Vi 2 ke
k<t
m(k) =1
= X :
T, M@ W)
k< g
m(k) =1
+ % M, (&) V( Sl
k4 3 |
k ~ 2

+ B(x,2,8)

Or, on remarque que :

-si k<2 et wk) =1

Xn i
V(?:ksrg) ‘| V(_T'—’k)

B | | i fia
N “3co \-‘(Xn,ﬁ) N —oo Vixﬁgﬁf
Vi(xamik)

AN

VLY (e

n —oo



ey

V(xn,k) '
et Tim Vz;;tﬁj- = .O - d'aprés le lemme 2 .

N- oo
=8t k<% ot wk) s 2
Soit g€ IN* tel que vne IN- V(xn,m) < V(fq.x sl

n
(par exemple  q = longueur du plus court chemin reliant k a 2 .dans @ )R

X X X
| Vs kar) Bk L N A
AR (€ I BN R SN )
V("F: k)
I _
M k) | e )
< Tim B Tim — -
N— o V(.Frl,k) N-» co V(xn,,&)'
*n
- V('Tsk:rg)
< rla-1)0 Tim ———l§~_
Nn— oo

V(s k)

et, par hypothése de récurrence, on a pour le sommet k :

Tim

n-—-» oo

Finalement, on obtient, comme pour 1'étape 1

V(x,52,8)
wllal) = Til e
N- oo V(xn”q‘)_
M, (&)
=2 BT ke
k €A P
k ~ g

c'est-a-dire, en posant encore

3 = 2 ~ I(El
w(&) = (M%&))Jl af = R
Y1 .
ofg) = LA (g

r

et on conclut comme dans 1'étape -1
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